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1. Introducción 

La base del funcionamiento del cerebro está constituida por las células 
nerviosas o neuronas (unidades anatómicas, funcionalmente independientes) . 
Debido a que estas células son capaces de generar señales eléctricas (poten­
ciales de acción o disparos) que siempre tienen la misma forma y amplitud, 
la clave del código de la neurocomunicación es la frecuencia instantánea de 
las secuencias de tiempos de disparo. Como las neuronas se organizan en 
forma de redes, para comprender cómo funciona el cerebro, por principio de 
cuentas es necesario estudiar la dinámica emergente de estas redes, y para 
ello es indispensable entender la dinámica de cada célula. 

En esta tesis se establece el contexto biofisico de la actividad neuroeléctri­
ca y se revisan dos modelos clásicos no lineales que dan cuenta de tal activi­
dad: el modelo de Hodgkin y . Huxley (HH) y el modelo de FitzHugh­
Nagumo (FHN). El modelo de HH es importante debido a que reproduce la 
biofísica involucrada, pero la complejidad matemática que implica, dificulta 
su análisis. En este sentido, el modelo de FHN es relevante porque simplifica 
el escenario matemático -manteniendo la esencia dinámica del fenómeno- y 
permite un análisis cualitativo que da cuenta de la dinámica de las señales 
nerviosas. En el último capítulo de la tesis, se examinan las series de tiempo 
o secuencias de tiempos de disparo que se producen cuando una célula 
nerviosa es estimulada periódicamente por un agente externo (el experimen­
tador u otra neurona). 

El contexto en el que se plantea este último problema es el de un 
oscilador periódicamente forzado. Este tema es dificil y su análisis ha 
atraído la atención de grandes científicos del presente y pasado siglo. Ac­
tualmente es considerado uno de los problemas fundamentales de la teoría 
de las oscilaciones no lineales y a pesar de los esfuerzos enfocados para 
la comprensión de este fenómeno, y de los impórtantes avances que han sido 
logrados, todavía hoy persisten grandes incógnitas. Por ejemplo, en el caso 
particular de la estimulación periódica de una neurona, incluso para el mo­
delo de FHN, el escenario matemático que aflora es tan complicado, que los 
estudios no se pueden llevar más allá de las simulaciones computacionales 
(ver [Aihara, 1986], [Guttman, 1980], [Holden, 1975] y [Kaplan, 1996]). 

En la búsqueda de un escenario que permitiera avanzar el análisis mate­
mático, se encontró dentro de la clase de los osciladores de integraci6n 
y disparo un sistema mecánico que exhibe una dinámica análoga a la 
de una célula nerviosa periódicamente estimulada, al mismo tiempo que es 
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susceptible de un análisis teórico bastante completo. Por supuesto se cuenta 
con modelos de actividad neuroeléctrica de otra naturaleza, por ejemplo, 
los modelos que involucran una ecuación diferencial de primer orden con 
condición de salto (o disparo): 

dv 

dt 
lím v(t) 

t-+ry+ 

J(t , v) 

VR, Vr¡ tal que ver¡) = Vy , 

como el modelo de Keener-Hoppensteadt-Rinzel (en [Mendoza, 1998] y 
[Mendoza, 2001] se puede encontrar una amplia revisión), o los modelos que 
tienen que ver con la teoría de las catástrofes, como el modelo de Zeeman­
Thom (en [Woodcook, 1994] se expone de manera clara tal teoría). 

Organización de la tesis. 

El presente trabajo está estructurado de la siguiente manera: 

El capítulo 1 está conformado por la presente Introducción. 

En el capítulo 2, Sistemas dinámicos, se presentan los antecedentes mate­
máticos necesarios para entender la discusión de los modelos relaciona­
dos con la actividad neuronal. 

En el capítulo 3, Biofísica de las células nerviosas, se presentan los 
elementos biofísicos necesarios para entender la discusión de los modelos 
de la actividad neuroeléctrica. Se enfatiza que las células nerviosas son 
sistemas excitables y se explica cuáles son los mecanismos celulares que 
dan lugar a este fenómeno. 

En el capítulo 4, El modelo de Hodgkin y Huxley para el poten­
cial de membrana, se expone la construcción de tal modelo y se 
exhibe su complejidad matemática. Se calculan numéricamente algu­
nas soluciones del sistema de ecuaciones diferenciales (cuatro ecuaciones 
diferenciales no lineales) y se discute por qué las soluciones dan cuen­
ta tanto de la actividad eléctrica, como de los mecanismos biofísicos 
involucrados. 

En el capítulo 5, El modelo de Fitzhugh-Nagumo para el poten­
cial de membrana, se presenta el sistema de ecuaciones diferenciales 
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(dos ecuaciones, una lineal y otra no lineal) que captura la esencia 
dinámica del fenómeno de excitabilidad y se realiza un estudio analíti­
co que permite entender la geometría de las soluciones en el espacio 
fase. En particular, esto explica la transición (observada en experimen­
tos con células nerviosas) del régimen excitable al oscilatorio, conocida 
matemáticamente como la bifurcación de Andronov-Hopf. Todas 
las predicciones teóricas que se presentan en este capítulo se verifican 
mediante experimentos computacionales. 

Finalmente, en el capítulo 6, Estimulación periódica de una célula 
nerviosa: estudio de una analogía mecánica, se propone un análo­
go mecánico que tiene las siguientes virtudes: 

1. Como es un sistema mecánico, su dinámica se puede apreciar (o 
imaginar) visualmente. 

2. Es capaz de reproducir las propiedades fundamentales de la diná­
mica neuroeléctrica. 

3. Es susceptible de ser analizado teóricamente en el escenario del 
forzamiento. 

4. Su análisis aporta importantes resultados y conclusiones sobre las 
propiedades de sincronización y respuesta caótica de una neu­
rona periódicamente estimulada. Esto sugiere la realización de 
experimentos que convendría realizar (complementariamente a es­
ta tesis), para verificar las predicciones del modelo. 

Además de los capítulos descritos, el trabajo incluye una sección con 
comentarios finales. También se integra un apéndice en el que se presentan 
consideraciones físicas y cálculos matemáticos que interrumpirían la discusión 
dentro del cuerpo principal del texto. 
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2. Sistemas dinámicos 

En este capítulo se presenta una revisión compacta de los elementos mate­
máticos relativos a la teoría de los sistemas dinámicos, que serán necesarios a 
lo largo de todo el texto. Para ampliar la información acerca de la teoría ge­
neral de los sistemas dinámicos, se recomienda consultar [Arrowsmith, 1992]; 
para ampliar la información acerca de los sistemas dinámicos continuos en el 
espacio euclidiano, y consultar las demostraciones de los teoremas relaciona­
dos con el tema, se recomienda consultar [Arrowsmith, 1994], [Hale, 1991], 
[Hirsch, 1974], [Salinas, 1992] y [Solé, 1996]; finalmente, para ampliar la in­
formación acerca de los sistemas dinámicos discretos en la circunferencia, y 
consultar las demostraciones de los teoremas relacionados con el tema, se re­
comienda consultar [Carrillo, 1994], [Díaz, 1996], [Díaz, 2002], [García, 1999] 
y [Guzmán, 1988]. 

2.1. Teoría general 

La definición formal de sistema dinámico se expondrá unos párrafos ade­
lante (ver definición 2.1). Por el momento basta decir que el estado de un 
sistema dinámico cambia o evoluciona con el tiempo, y que generalmente en 
las aplicaciones se encuentran dos clases: cuando el tiempo varía discreta­
mente (t E Z) y cuando el tiempo varía continuamente (t E IR). 

El espacio S en donde las variables de estado evolucionan, es conocido 
como espacio fase o espacio de estados. Se puede tratar de un espacio 
euclidiano o un subconjunto de éste, pero también puede ser un espacio 
no euclidiano como el toro, el cilindro, el círculo o alguna hipersuperficie 
diferencial. 

Antes de exponer la definición formal de sistema dinámico, es necesario 
introducir la siguiente notación: 

Notación 2.1 Sea <p(t, x) = <Pt(x), el mapeo <Pt : S ~ S 

Definición 2.1 Un sistema dinámico es un mapeo de clase el, GxS ~ S 
donde S es una variedad diferencial que satisface: 

1. <Po: S ~ S es la identidad 

2. <Ps o <Pt(x) = <Ps+t(x) para toda t, s E G. 
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Si G = ]R se tiene un sistema dinámico continuo y si G = Z se tiene 
un sistema dinámico discreto. En este trabajo únicamente se tratará con 
sistemas dinámicos continuos en el espacio euclidiano (capítulos 4, 5 Y 6) Y 
con sistemas dinámicos discretos en la circunferencia (capítulo 6). 

Si durante la evolución del sistema dinámico, el vector J.l E ]RP con p E N 
representa una colección de p parámetros del sistema, y el vector x E ]Rn, 

conocido como el vector de las variables de estado, representa el estado 
del sistema durante cada tiempo: 

1. Cuando el tiempo es discreto, el sistema dinámico queda descrito por 
la iteración de una función f: 

(1) 

2. Cuando el tiempo es continuo, el sistema dinámico queda descrito por 
alguna ecuación diferencial de la forma: 

dx . 
dt = x = f(x; ¡.¡,). (2) 

2.2. Sistemas dinámicos continuos en el espacio eucli­
diano 

En los capítulos 4 y 5 de este trabajo se estudian modelos descritos por 
ecuaciones diferenciales del tipo de la ecuación (2). Ellas se llaman ecua­
ciones diferenciales autónomas y quedan caracterizadas porque en las 
relaciones que verifican las derivadas temporales de las variables del sistema 
no aparece explícitamente la variable temporal t. En el capítulo 6 de este 
trabajo se estudia un modelo descrito por una ecuación diferencial que de­
pende explícitamente del tiempo. Ésta pertenece a la clase de las ecuaciones 
diferenciales no autónomas. 

En lo que resta de este capítulo sólo se revisará la teoría relacionada 
con las ecuaciones diferenciales autónomas debido a que cualquier ecuación 
diferencial no autónoma, puede ser tratada como una ecuación diferencial 
autónoma únicamente considerando que t es otra variable de estado (se in­
crementa en una dimensión el espacio de estados). Además, a pesar de que 
en el trabajo se estudia un modelo que queda descrito por una ecuación dife­
rencial no autónoma, ésta no se analiza debido a que se obtiene y estudia 
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un sistema dinámico discreto de la circunferencia en la circunferencia, que 
también describe la evolución del sistema de interés. 

Sólo en casos muy especiales es posible encontrar las soluciones de las 
ecuaciones diferenciales que rigen la evolución de los sistemas dinámicos, en 
términos de integrales de funciones elementales. Para acceder a la informa­
ción que arroja la ecuación diferencial, es posible aproximar numéricamente 
las soluciones. Sin embargo -por cuestiones prácticas- sólo es posible en­
contrar un número finito de soluciones, y además sólo es posible conocer 
su evolución durante un tiempo finito. Son estas limitaciones, las que impi­
den contestar preguntas fundamentales con respecto al comportamiento del 
sistema dinámico, como: 

1. ¿ Todas las soluciones permanecen en alguna región acotada del espacio 
de estados? ¿Hay soluciones que se escapan a infinito? 

2. · ¿La distancia entre dos soluciones decrece indefinidamente? ¿Permane­
ce acotada? ¿Aumenta indefinidamente? 

3. ¿ Cuál es el comportamiento asintótico de las soluciones? 

4. ¿El comportamiento de las soluciones se modifica drásticamente, si se 
modifica un poco el valor de sus parámetros? 

Gracias a la teoría cualitativa de las ecuaciones diferenciales, se 
pueden contestar estas cuestiones sin la necesidad de conocer explícitamente 
la fórmula de cada una de las soluciones de las ecuaciones diferenciales que 
rigen el comportamiento del sistema dinámico. 

2.2.1. Existencia y unicidad de las soluciones 

Antes de investigar acerca del comportamiento cualitativo de los sistemas 
dinámicos, se debe verificar si en todo punto del espacio fase las soluciones 
existen, y si por cada punto del espacio fase sólo cruza una solución. 

Para encontrar la evolución temporal de las variables dependientes de un 
sistema dinámico descrito por una ecuación diferencial, a partir de una con­
figuración inicial del sistema o condición inicial x(to) = xo, es necesario 
resolver la ecuación diferencial ±( t) = f (x; J1) que rige la dinámica del sis­
tema, y encontrar la solución que satisfaga las condiciones iniciales que se 
hayan impuesto. Se tiene que encontrar una función x(t) con t en algún inter­
valo abierto 1 ~ lR, tal que al derivarla con restpecto a t, sea igual a f(x; J1), 
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y tal que x(to) = xo. Geométricamente, la curva x(t) es la curva tangente al 
campo vectorial generado por f( x; J.L): en cada punto hay un vector -dado 
por f(x; J.L)- que indica el sentido y la rapidez con la que se va a mover la 
solución que por ahí pase. 

Dada una condición inicial -que se corresponde con un punto del espacio 
fase- el que existan o no soluciones, así como el número de éstas, depende de 
las propiedades de f (x; J.L). El siguiente teorema (de existencia) establece las 
condiciones sobre f(x; J.L) que aseguran que al menos una solución cruce por 
el punto Xo del espacio fase: 

Teorema 2.1 Si f (x; J.L) es continua en un dominio abierto D , paro cualquier 
par (to, xo), tal que x(to) = xo, existe al menos una solución x(t) de 
±(t) = f(x; J.L) . 

El teorema anterior no excluye la posibilidad de que por un punto Xo del 
espacio de estados, cruce más de una solución. Las condiciones suficientes 
(mas no necesarias) para que dado un punto (to , xo), cruce una única solución 
las establece el siguiente teorema (de unicidad): 

Teorema 2.2 Si f(x; J.L) y 8f(x; J.L) son continuas en un dominio abierto, 
8x 

paro cualquier par (to, xo), tal que x(to) = xo, existe una única solución x(t) 
de ±(t) = f(x; J.L). 

2.2.2. Soluciones de equilibrio y estabilidad de Liapounov . 

Dentro del conjunto de las soluciones de las ecuaciones diferenciales, se 
puede distinguir aquellas cuyos valores se mantienen constantes para todo 
tiempo: las soluciones de equilibrio, puntos fijos o puntos estáticos. 
Al conocer el comportamiento (naturaleza) de una solución de equilibrio 
de un sistema dinámico, se puede deducir el comportamiento de ese sistema 
dinámico en una vecindad de la solución de equilibrio. En el caso en el que las 
ecuaciones diferenciales son ecuaciones lineales, el comportamiento global del 
sistema queda determinado por el comportamiento de lasolución de equilibrio 
(ver sección 2.2.3). 

Las soluciones de equilibrio se encuentran resolviendo el sistema de ecua­
ciones que se obtiene de anular todas las derivadas respecto al tiempo de las 
variables de estado involucradas. Geométricamente se trata de los puntos en 
el espacio fase en donde se cruzan las curvas - llamadas curvas ceroclinas­
en las que cada variable de estado no cambia en el tiempo. 
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Estabilidad de Liapounov. La naturaleza de una solución de equilibrio 
tiene que ver con la respuesta que exhiba el sistema dinámico cuando se 
perturba su estado estático. Se pregunta cómo evolucionan las soluciones que 
en el tiempo to se encuentran en alguna vecindad de la solución de equili­
brio. Detrás de esta pregunta está el concepto de estabilidad. La literatura 
da cuenta de una enorme cantidad de definiciones para la estabilidad, pero 
en el presente trabajo sólo se expondrá la que el ingeniero ruso Alexandre 
Mika'ilovitch Liapounov (1857-1918) utilizó en el desarrollo de su teoría ge­
neral de estabilidad. 

Se considera la solución de equilibrio x( t; to, a) = a que en to comien­
za en a (y ahí permanece) y las soluciones, de la misma ecuación diferen­
cial, x(t; to, xo) que en el tiempo to comienzan cerca de a. La estabilidad de 
la solución de equilibrio está determinada por la evolución de la distancia 
Ix(t; to,xo) - al, entre la solución de equilibrio y las soluciones que la rodean: 

Definición 2.2 La solución a de equilibrio es estable en el sentido de 
Liapounov, si Ve> O arbitmriamente pequeño, existe una 6(e) > O tal que: 

Ixo - al < 6(e) =} Ix(t; to, xo) - al < e Vt ~ too 

Cuando la solución de equilibrio no es estable en el sentido de Liapounov, se 
dice que es inestable en el sentido de Liapounov. 

La definición anterior sugiere que cuando la solución de equilibrio es es­
table, las soluciones que la rodean permanecen dentro de un tubo de radio e 
(ver figura 1). 

Puede suceder que una solución de equilibrio que sea estable, además 
atraiga a las soluciones que la rodean: que conforme transcurra el tiempo, 
las soluciones que rodean a la solución de equilibrio queden contenidas en un 
tubo cuyo radio tienda a cero. Se define formalmente a este comportamiento: 

Definición 2.3 La solución a de equilibrio es asintóticamente estable en 
el sentido de Liapounov, si existe h(to) > O tal que: 

Ixo - al < h(to) =} lím Ix(t; to, xo) - al = O. 
t -+= 

De primera impresión parece que la atracción implica estabilidad. El si­
guiente ejemplo ilustra la falsedad de la suposición: 
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x(t;to,xo) a x(Uo,xo) 

Figura 1: Estabilidad de la solución de equilibrio en el sentido de Liapounov. 

Ejemplo 2.1 Se considera el sistema de ecuaciones diferenciales 

f - r(1-r) 

é sen
2 (~) , 

cuyo espacio fase se muestra en la figura 2. 

y 

Figura 2: Punto de equilibrio atractor e inestable. 

En el sistema se encuentran dos puntos críticos: el (O, O) Y el (1, O). El 
punto fijo (1, O) es un atractor: excepto para la solución de equilibrio que 
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comienza en el (O, O), es el límite al que tienden todas las soluciones. El punto 
fijo (1, O) también es inestable: hay soluciones que se alejan de él, aunque sea 
sólo temporalmente. 

La estabilidad en el sentido de Liapounov significa estabilidad respec­
to a las perturbaciones de las condiciones iniciales: si el equilibrio es i­
nestable, una pequeña perturbación puede hacer que el sistema evolucione 
a estados muy remotos y se pierda el equilibrio; si se trata de un equili­
brio estable, las soluciones vecinas nunca se alejarán de él; si el equilibrio 
es asintóticamente estable, después de cualquier pequeña perturbación, la 
solución tiende a restablecer automáticamente el equilibrio. En la figura 3 se 
ilustran los tres tipos. 

y 

+-t-+-H-+-r-+-+-++ x 

Estable 

y 

~~~ 
\ 
\ , 

-I--+--Hfj~--+---+- X 

Asintóticamente estable 

Figura 3: '!res clases de puntos fijos (situados en el origen del sistema de 
coordenadas): inestable, estable y asintóticamente estable. 

2.2.3. Comportamiento local de los sistemas dinámicos 

Sistemas dinámicos lineales. El sistema de ecuaciones diferenciales 
i; = f(x; J-l) es lineal, si para las funciones f(x; J-l), en la definición de la 
variable Xj, sólo aparecen términos de la forma aijXi: una variable depende 
de las demás a través de términos multiplicativos constantes y no a través 
de productos de dos o más variables o funciones de éstas. Los sistemas de 
ecuaciones diferenciales lineales siempre se pueden expresar de la siguiente 
manera: 

i; = Ax, (3) 
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con x un vector de n entradas y A una matriz de n x n. 
En los sistemas dinámicos lineales siempre se cumple el principio de su­

perposición y, si se cumple el principio de superposición, el sistema es lineal: si 
Xl y X2 son cualesquiera dos soluciones del sistema, también lo será aXl + bX2 

con a y b constantes arbitrarias. En esta clase de sistemas, el resultado de 
una acción es siempre proporcional a su causa. Al factor constante que media 
entre la causa y el efecto se le llama factor de proporcionalidad. Cualquier 
fenómeno en el que no se satisfaga la premisa anterior es un fenómeno no li­
neal: es posible que causas pequeñas produzcan efectos enormes, y que causas 
enormes produzcan efectos despreciables o incluso que no engendren nada 
(ver [Miramontes, 1997]). 

Como se mencionó en la sección anterior, el comportamiento global de las 
soluciones de los sistemas dinámicos lineales está determinado por la natu­
raleza de sus puntos fijos. De aqlÚ, la importancia de analizar los equilibrios 
en los sistemas lineales: la dinámica de todo el espacio de estados se de­
duce a partir de la solución de equilibrio. Como los equilibrios, en el sentido 
de Liapounov, pueden ser asintóticamente estables, estables o inestables, las 
soluciones de los sistemas dinámicos lineales pueden tender asintóticamente 
a la solución de equilibrio, pueden tener un comportamiento periódico, o 
pueden diverger a infinito (ver figura 3). 

A partir de la matriz A del sistema dinámico i; = Ax, es posible conocer 
la naturaleza de las soluciones de equilibrio: 

Observación 2.1 Paro el sistema de ecuaciones diferenciales lineal i; = Ax, 
si det A =1= O, existe un único equilibrio en X = o. 

Teorema 2.3 Sea i; = Ax un sistema lineal de ecuaciones diferenciales tal 
que det A =1= O. Su (único) punto fijo (en el origen) es: 

1. Inestable si y sólo si existe algún valor propio de A con parte real mayor 
a cero. 

2. Estable si y sólo si la parte real de todos los valores propios de A es 
menor o igual a cero. 

3. Asintóticamente estable si y sólo si la parte real de todos los valores 
propios de A es estrictamente menor que cero. 
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Linealización. A diferencia de las ecuaciones diferenciales lineales, si se 
tiene una ecuación diferencial no lineal, el punto fijo sólo determina el com­
portamiento local (alrededor de él) del sistema dinámico. Si se cumplen cier­
tas hipótesis, la dinámica local alrededor de un estado de equilibrio puede 
aproximarse bastante bien utilizando sólo la parte lineal del campo vectorial. 
La idea de este procedimiento y el teorema que estableCe la relación entre el 
sistema no lineal y su linealización, así como las condiciones de su validez, a 
continuación se exponen. 

A modo de ejemplo, se pensará en un sistema no lineal de dos ecuaciones 
diferenciales (la generalización a n dimensiones es inmediata), dado por fun­
ciones continuamente diferenciales en una vecindad de un punto (~, r¡): 

Xl = !t(Xl,X2) 

X2 h(xl, X2). 

Utilizando el desarrollo de Taylor para h(xl, X2) con i = 1,2 alrededor de 
(~, r¡), se tiene: 

h(x¡,x2) = fi(~,r¡) + (Xl - O ~fi (~,r¡) + (X2 - r¡) ~fi (~,r¡) + ~(Xl,X2), 
UXl UX2 

donde ~(Xl, X2) satisface lím [R;(Xl,X2)] = O con r = [(Xl - ~)2 + (X2 - r¡)2] ~. 
r-->O r 

Si (~, r¡) es un punto fijo del sistema de ecuaciones diferenciales, 
fi(~, r¡) = O. Entonces: 

Xl - (Xl-~)~!t (~,r¡)+(X2-r¡)~!t (~,r¡)+Rl(Xl,X2) 
UXl UX2 

X2 (X2 -~) ~h (~, r¡) + (X2 - r¡) ~h (~, r¡) + R2(Xl, X2). 
UXl UX2 

La parte lineal del sistema anterior, utilizando las nuevas coordenadas 
Yl = Xl - ~ y Y2 = X2 - r¡, se puede escribir como: 

(Yl) _ (~ ~) (Yl) 
Y2 - ~x; ~ (Xl,X2)=(~,r¡) Y2 . 

A la matriz de 2 x 2 se le conoce como la matriz de linealización en el 
punto (~ , r¡). 
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El siguiente teorema establece la relación entre un sistema no lineal (en 
el plano) y su linealización: 

Teorema 2.4 Sea el sistema no lineal x = f(x; p,) , con x = (x}, X2), tal 
que su matriz de linealización evaluada en el estado de equilibrio (~, TI) sea 
no singular (det A = det D f (e, "1) ::J. O). Si ningún valor propio de A es 
imaginario, en una vecindad de (~, TI), la dinámica del sistema original y la 
de su linealización son cualitativamente equivalentes. 

Con este teorema y el teorema 2.3, se puede dilucidar la dinámica de un 
sistema de ecuaciones diferenciales no lineales en una vecindad alrededor de 
los equilibrios. 

2.2.4. El teorema de Poincare-Bendixon 

Es posible conocer el comportamiento local (alrededor del equilibrio) de 
un sistema dinámico no lineal, siempre y cuando se cumplan las hipótesis 
de los teoremas 2.3 y 2.4. Sin embargo, la información que se obtiene no 
es suficiente para conocer la dinámica del sistema a nivel global: se pueden 
tener dos sistemas que alrededor de sus puntos fijos tengan el mismo com­
portamiento, y que sin embargo difieran globalmente. Si la dimensión del 
sistema dinámico es dos, para investigar su comportamiento a nivel global, 
además de investigar acerca de la estabilidad de sus puntos fijos, es necesario 
estudiar: 

1. Los ciclos límite. Son trayectorias cerradas a las que convergen las 
soluciones cuando el tiempo evoluciona positivamente (atractor) o cuan­
do el tiempo evoluciona negativamente (repulsor). 

2. Las órbitas homoclínicas. Son órbitas que unen un punto fijo consigo 
IlliSmo. 

3. Las órbitas heteroclínicas. Son órbitas que unen dos puntos fijos 
diferentes. 

Existe un teorema, válido únicamente en dimensión 2, que permite de­
mostrar la existencia de un ciclo límite. Se trata del teorema de Poincare­
Bendixon, enunciado a principios del siglo XX por los autores que llevan su 
nombre. Antes de enunciarlo es necesario hacer las siguientes precisiones. 

Sea S un subconjunto abierto de lR.2, y sea tPt(x) : S -t S una solución de 
la ecuación diferencial x = f(x; p,). 

17 



Definición 2.4 Un punto p E S es un punto w-límite de la trayectoria 
</>t (x), si existe una secuencia tn --t 00 tal que lím </>t (x) = p. Si existe una 

n ->oo 

secuencia tn --t -00 tal que lím </>t{x) = q y el punto q E S, entonces q se 
n->oo 

denomina punto a-límite de la trayectoria </>t{x). 

Definición 2.5 El conjunto de todos los puntos w-límite de i; = f(x; J-l)' se 
llama conjunto w-límite y se denomina Lw{x). Similarmente, el conjunto 
de todos los puntos a-límite, se llama conjunto a-límite y se denomina 
La{x). El conjunto uni6n La{x) U Lw{x) se llama conjunto límite. 

El teorema de Poineare-Bendixon establece que: 

Teorema 2.5 (Teorema de Poincare-Bendixon) Si las trayectorias de 
i; = f (x; J-l) están contenidas en un subconjunto compacto de S, cualquier 
conjunto límite de la ecuaci6n diferencial en cuesti6n que no contenga un 
punto fijo, es una 6rbita peri6dica. 

Las implicaciones del teorema de Poincare-Bendixon pueden ser del si­
guiente estilo: si se tiene un sistema en el que las trayectorias no pueden es­
capar a infinito -sus soluciones están acotadas- y si se tiene un único punto de 
equilibrio que es inestable, se asegura la existencia de un ciclo límite atrac­
tor (la dinámica del sistema tiende asintóticamente a un comportamiento 
periódico) . 

En dimensión distinta a dos existe otra clase de atractores, llamados 
atractores extraños, los cuales, grosso modo, quedan caracterizados por 
tener dimensión fractal, por ser no periódicos y por ser altamente sensibles 
a los cambios en las condiciones iniciales (dos puntos en el espacio fase que 
estén arbitrariamente cercanos, al evolucionar se separan exponencialmente). 
Un atractor extraño bastante conocido es el atractor de Lorenz (ver figura 
4). Queda definido por el sistema de ecuaciones diferenciales: 

x -a(x-y) 

iJ rx - y - xz 

z bz + xy. 
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z 

y 

Figura 4: El atractor de Lorenz (r = 28, a = 10 Y b = i). 

2.2.5. Bifurcaciones 

En general las ecuaciones diferenciales involucran parámetros (ver ecuación 
(2)). Puede suceder que al modificar su valor, el comportamiento de las solu­
ciones del sistema se transforme drásticamente, en el sentido de que varíe el 
número de puntos fijos o la naturaleza éstos, así como el número o la natu­
raleza de atractores periódicos. Cuando esto sucede, se dice que ocurre una 
bifurcación en el sistema. El valor de J1 en donde en donde la dinámica del 
sistema cambia drásticamente, es llamado valor o punto de bifurcación 
del sistema. 

Bifurcación de Andronov-Hopf. Por su interés para este trabajo se 
describe la bifurcación de Andronov-Hopf. En la figura 5 se ilustra la men­
cionada bifurcación: para J1 < O el sistema dinámico tiene un punto fijo que 
es asintóticamente estable y para J1 > O el sistema dinámico exhibe un punto 
fijo inestable junto con un ciclo límite atractorj el cambio cualitativo ocurre 
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en el punto de bifurcación /1 = o. 

----------.f-----------------

Figura 5: La bifurcación de Andronov-Hopf. 

El siguiente teorema (válido en cualquier dimensión) establece las condi­
ciones que debe cumplir un sistema de ecuaci0nes diferenciales para que suce­
da una bifurcación de Andronov-Hopf: 

Teorema 2.6 (Bifurcación de Andronov-Hopf) Sea x(t) = ff.L(x) con x E lRn 

y /1 E IR el parámetro de interés. Si el sistema de ecuaciones diferenciales 
tiene un punto fijo que satisface que: 

1. La matriz de linealización en ese punto fijo tiene un único par (simple) 
de valores propios imaginarios (puros). 

2. La parte real de los valores propios A y A * (el complejo conjugado) 

depende de /1 de manera que: d~ Re(A(J..l))If.L=f.Lo =1= o. 

Entonces existe una única variedad de dimensión tres en IRn x IR (llamada 
variedad centro) que pasa por (xo, /10), y un sistema de coordenadas tal que 
el desarrollo en serie de Taylor de grado 3 de dicha variedad es: 

dx 

dt 
dy 

dt 

(d/1 + a (X2 + y2) ) X - (w + CJ..l + b (x2 + y2) ) Y 

(w + C/1 + b (X2 + y2)) X + (dJ..l + a (X2 + y2)) y . 
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Si a =1= O, existe una superficie de soluciones periódicas sobre la variedad que 
concuerda hasta segundo orden con el paraboloide J-L = -~ (x2 + y2). Cuando 
a < O las soluciones periódicas son ciclos límite asintóticamente estables y 
cuando a > O son repulsoras. 

2.3. Sistemas dinámicos discretos en la circunferencia 

Un problema de interés para la ciencia y la ingeniería es el comportamien­
to de los osciladores periódicos cuando son forzados, perturbados o estimula­
dos. Por su interés para la ciencia y sus aplicaciones para la ingeniería, es re­
levante averiguar bajo qué condiciones la respuesta es rítmica (sincronizada) o 
arrít-
rruca. 

Las iteraciones de las funciones de la circunferencia en la circunferen­
cia, surgen de manera natural como modeladores de la dinámica cuando la 
perturbación es periódica. Si el oscilador forzado tiene algunos eventos iden­
tificables, cada uno de estos eventos puede ser asociado a alguna fase del 
forzamiento. Cuando el disparo Xn+l sólo depende del disparo anterior X n , 

la dinámica de las fases de disparo queda encriptada por una ecuación de la 
forma: 

Xn+l = f(xn ), 

donde f es una función de la circunferencia en la circunferencia. 
En lo que resta de este capítulo, se expondrá brevemente la teoría básica 

que involucra esta clase de sistemas dinámicos. 

2.3.1. Levantamiento 

Para el estudio de las funciones de la circunferencia f S ---,t S 
conviene hacer las siguientes definiciones: 

Definición 2.6 Un endomorfismo de la circunferencia es una función 
continua de la circunferencia en la circunferencia y un homeomorfismo de 
la circunferencia es un endomorfismo de la circunferencia cuya inversa 
también es un endomorfismo. 

También conviene auxiliarse de funciones reales de variable real, llamadas 
representaciones o levantamientos, que dan cuenta de las propiedades 
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que tiene f. La siguientes definiciones y proposiciones establecen las condi­
ciones que debe cumplir una función F para que sea el levantamieto de la 
función de la circunferencia f: 

Definición 2.7 La función F : lR ------+ lR es un levantamiento de gmdo k 
de la función de la circunferencia f : 8 ------+ S si: 

1. Para cada tE lR Y k E Z, F(t + 1) = F(t) + k 

2. \:Is, t E lR, 7r o F (t) = f o 7r (t), donde 7r : lR ------+8 es la proyección 
canónica (7r(x) = e27rix J. 
Este último punto equivale a que el siguiente diagrama conmute: 

f 

F 

8 

i7r 

lR 

Proposición 2.1 Toda función F : lR ------+ 1R tal que F(t + 1) = F(t) + k con 
k E Z es el levantamiento de grado k de una función de la circunferencia 
f : 8 ------+ 8. Además todo endomorfismo de la circunferencia tiene por lo 
menos un levantamiento de grado k, F : lR ------+ lR que es continuo. 

En la figura 6 se grafica una función de la circunferencia (en el toro plano) 
y su representación periódica de grado uno (en el plano real). Se hace notar 
cómo en el levantamiento, el patrón de la gráfica de la circunferencia va repi­
tiéndose: en este caso, el avance de una unidad en el dominio, se corresponde 
con el avance de una unidad en la imagen. Para los levantamientos de grado 
k, el avance de una unidad en el dominio, se corresponde con el avance de k 
unidades en la imagen. 

La relación entre los levantamientos y las funciones de la circunferencia 
queda establecida en la siguiente proposición: 

Proposición 2.2 Todo levantamiento determina una única función de la 
circunferencia en la circunferencia, y todos los levantamientos continuos de 
un mismo endomorfismo difieren entre sí por una constante entera. 
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f(x) ,-:F('-'-t)----r_--r_-----.-_-" 

Figura 6: Gráfica de la función 
f(x) = x + 0,1 + 0,2 sen(x) mod 1 (izquierda) 
tamiento F(t) de la función f(x) (derecha). 

2.3.2. Dinámica periódica 

de la circunferencia 
y gráfica de un levan-

Uno de los temas centrales de este trabajo está relacionado con los com­
portamientos periódicos. En el contexto de las funciones de la circunferencia, 
para caracterizar correctamente este tipo de dinámica, son necesarias las 
siguientes definiciones: 

Definición 2.8 Sea x E R Y sea f : S ---t S invertible: 

1. Al conjunto 0-; = {¡n(x)}n;:::O se le llama la semiórbita positiva de 
x. 

2. Al conjunto O; = {¡n(x)}n<O se le llama la semiórbita negativa de 
x. 

3. A la unión de las semiórbitas positiva y negativa se le llama órbita Ox 
de x: 

Definición 2.9 Sea x E "IR. 

1; Al punto x que cumple que f (x) = x, se le llama punto fijo de f. 

2. Al punto x que cumple ¡n (x) = x, se le llama punto periódico de f. 
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3. Al mínimo entero n que satisface la premisa anterior, se le llama pe­
riodo del punto periódico. 

4· A la órbita de un punto periódico de periodo n , 

{x, f( x ), f2( X), ... , ¡n-l(X)} , 

se le llama órbita periódica de periodo n. 

Si Y sólo si el número de elementos de una órbita Ox es finito e igual a 
n, se tiene una dinámica periódica (después de n iteraciones, la dinámica se 
repite). 

2.3.3. Número de rotación 

Las órbitas generadas por las iteraciones de una función de la circunferen­
cia en la circunferencia pueden tener tres distintos comportamientos: pueden 
ser constantes (un punto fijo) , pueden repetirse periódicamente (órbita pe­
riódica) o pueden nunca repetirse (órbita infinita). Para tener una idea glo­
bal de la dinámica de un sistema, es de utilidad poder etiquetar a cualquier 
órbita mediante un número que revele su comportamiento. 

Definición 2.10 Sea f un homeomorfismo de la circunferencia y sea F un 
levantamiento de f. Al límite 

p = lím Fn(t) , 
n-+oo n 

se le llama número de rotación de F . 

Este número real, llamado número de rotación de F, es la principal he­
rramienta teórica para determinar si una órbita es periódica o aperiódica. El 
siguiente teorema establece las condiciones para ello: 

Teorema 2.7 Si f es un homeomorfismo y F es un levantamiento de f, 
entonces: 

1. p es independiente tanto del punto t. 

2. p es racional si y sólo si f tiene puntos periódicos. 
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En el siguiente ejemplo se analiza la dinámica que producen dos funciones 
de la circunferencia, con las herramientas hasta aquí expuestas: 

Ejemplo 2.2 Sean 

1 
f (x) = x +"2 mod 1 y 

3 
g (x) = x +"2 mod 1, 

dos funciones de la circunferencia. 
Si en ambos casos se elige que la condición inicial sea igual a cero, las 

dos órbitas (de periodo dos) que se generan al iterar f(x) y g(x), son iguales: 

1 
Sin embargo, al iterar las representaciones F(t) = t + "2 de f(x), y 

3 
C(t) = t +"2 de g(x), no se genera la misma secuencia. Respectivamente 
son: 

{0,~,1,~,2 ... } 

{ o,~, 3,~, 6 ... } . 

La diferencia entre ambas secuencias es que por cada iteración, la primera 

avanza ! y la segunda ~. Lo anterior queda descrito por la ecuación: 
2 2 

tn+q = tn + P 'í/n 2: O. 

En ambas q es igual a 2; para F(t), p = 1 Y para C(t), p = 3. 
Si se piensa en una circunferencia de perímetro 1, por cada dos iteraciones 

de f(x) (el periodo q de la órbita que se genera) se envuelve una vez a la 
circunferencia (p = 1) Y por cada dos iteraciones de g(x) (el periodo q de la 
órbita que se genera), se envuelve tres veces a la circunferencia (p = 3). Esto 
se refleja en el número de rotación: 

p(J) = lím Fn(t) = lím _t +_~_n = !. 
n-+<x> n n-+<x> n 2 

cn(t) , t + ª2n 3 
p(g) = lím -- = lím -- =-. 

n-+<x> n n-+<x> n 2 
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En la siguiente definición se generaliza la idea del ejemplo anterior: 

Definición 2.11 Sea n E Z. Una secuencia {xn} de la función de la cir­
cunferencia f (x) está (q, p) sincronizada con respecto a un forzamiento de 
duración T = 1, si la órbita generada por el levantamiento F(t) de f(x) está 
dada por la ecuación: 

tn+q = tn + p, 

donde q y p son enteros positivos. El valor de q es el periodo de la secuencia 
y el valor de p es la envolvencia de la secuencia. 

El siguiente teorema relaciona el periodo y la envolvencia de una órbita, 
con el número de rotación de la órbita: 

Teorema 2.8 Sea {xn} una órbita del homeomorfismo f(x): 

1. Si {xn} está (q,p) sincronizada, el número de rotación de la órbita es 
p = p.. 

q 

2. .si el núme, 'O de rotación de la órbita es p = P., {xn} está (q, p) s'tn­
q 

cronizada. 
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3. Biofísica de las células nerviosas 

3.1. Estructura de una neurona 

Las células nerviosas varían en su forma y tamaño, pero típicamente es­
tán constituidas por tres partes principales: el cuerpo celular o soma, las 
dendritas y el axón (ver figura 7). El soma contiene al núcleo de la célu­
la y por lo tanto es poseedor del material genético de la neurona. Es ahí en 
donde ocurren los mecanismos bioquímicos sintetizadores de enzimas y demás 
proteínas, necesarios para mantenerla viva. Las dendritas y el axón son fi­
lamentos con múltiples ramificaciones que le permiten a la célula nerviosa 
recibir o trasmitir señales a otras neuronas. 

Tradicionalmente, en el soma se lleva a cabo un proceso de integración 
de las señales provenientes de las dendritas, que termina con el envío de una 
respuesta concordante hacia otras células receptoras, a través de una larga 
fibra que es el axón. La interacción entre las células se produce a través de 
conexiones llamadas sinapsis. Estas se clasifican en dos tipos: las sinapsis 
químicas y las eléctricas. En las sinapsis químicas existe un espacio (inter­
sináptico) que separa a las membranas de ambas células, y por lo tanto, para 
posibilitar el restablecimiento de la señal eléctrica, es necesari:,. la presencia 
de agentes químicos (neurotrasmisores) que se difunden a través del espacio 
intersináptico. En las sinapsis eléctricas existe una conexión directa, que per­
mite el paso de corrientes eléctricas de una célula a otra sin la mediación de 
neurotrasmisores. 

En los circuitos cerebrales, una sola neurona puede recibir entre 10,000 Y 
20, 000 sinapsis de cientos de neuronas y mandar proyecciones a cientos y a ve­
ces miles de neuronas blanco. La funcionalidad del cerebro emerge de la suma 
de todas las interacciones que tienen lugar entre las células constituyentes. 
El sustrato de esta funcionalidad tiene una complejidad extraordinaria: un 
cerebro humano tiene varios cientos de miles de millones de neuronas que in­
dividualmente pueden llegar a tener conexiones con varias centenas de otras 
células nerviosas. 

Para ampliar la información expuesta en esta sección, se recomienda con-
sultar: [Hammond, 1996], [Shepherd, 1994], [Shepherd, 2003] y 
[Squire, 1999]. 
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Figura 7: Esquema de una neurona típica (izquierda). Microfotografía de un 
par de neuronas de la corteza cerebral de una rata de 19 días (derecha). 

3.2. Excitabilidad de la membrana celular 

En lo que resta de este capítulo, se discute un fenómeno no lineal que juega 
un papel fundamental en la fisiología de las células nerviosas: la 
excitabilidad. Gracias a ella, se generan ondas viajeras electroquímicas de 
amplitud y forma constante: los potenciales de acción. 

Se entiende que los procesos motores e intelectuales de los seres vivos, 
emanan de la interacción de los potenciales de acción provenientes de todas 
sus células nerviosas. Como la forma de los potenciales de acción es siempre 
igual, se concluye que los ritmos que emergen de la interacción de las señales 
neuroeléctricas constituyen el código · de la neurocomunicación (ver capítulo 
6). Para el descifrar tal código, por principio de cuentas, se debe enfocar la 
atención en los mecanismos físicos, biológicos y químicos involucrados en la 
dinámica del potencial de acción. A continuación se describen. 

3.2.1. Potencial de reposo 

Todas las células tienen en común que entre su interior y su exterior 
existe una diferencia de potencial eléctrico. A este voltaje característico se 
le llama potencial de membrana. Se trata de un rasgo fundamental de la 
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vida: las células muertas son aquellas que pierden la capacidad de mantener 
dicho potencial. Adicionalmente, en las neuronas, el potencial de membrana 
también llamado voltaje o potencial de reposo, juega un papel importante 
en la generación de las señales nerviosas: para desencadenarlas, basta con 
perturbar este valor singular. 

La membrana celular. En todas las células vivas, la distribución de los 
iones de sodio y de los iones de potasio dentro y fuera de ellas, es desigual (en 
la siguiente sección se aclarará porqué). Sin importar el hábitat del animal 
(agua dulce, agua salada, aire), los iones de potasio (K+) son los cationes 
predominantes en el fluido intracelular, mientras que los iones de sodio (N a+) 
son los cationes predominantes en el fluido extracelular. Una consecuencia 
inmediata de la desigualdad en las distribuciones de ambas especies iónicas, 
es la generación de una diferencia de voltaje entre el interior y el exterior 
de la célula. Por supuesto que hay otros cationes y aniones en las soluciones 
intra y extra celulares, pero su papel es secundario para las explicaciones 
relativas a la dinámica neuroeléctrica que son pertinentes a este trabajo. 

La estructura biológica responsable de matener la diferencia en las con­
centraciones iónicas entre el interior y el exterior de la célula (y por "tanto la 
diferencia de voltaje) es la membrana celular. En las neuronas, la mem­
brana tiene aproximadamente 75Á de espesor y está constituida mayorita­
riamente por fosfolípidos y proteínas. Los primeros forman una doble capa: 
las cabezas polares (hidrofílicas) apuntan al exterior de la célula mientras que 
las colas de ácido graso (hidrofóbicas) están unidas entre sí. Las proteínas 
se encuentran situadas irregularmente entre los fosfolípidos y se encargan de 
intercambiar material entre la célula y su medio (ver figura 8). 

Debido a que la membrana está constituida por una bicapa de lípidos, 
es improbable que el agua y las sustancias que sean hidrosolubles -como los 
iones de sodio y de potasio- puedan atrversarla. Sorpresivamente, los datos 
experimentales muestran lo contrario. 

El paso de sustancias hidrosolubles es posible debido a una proteína es­
pecial llamada canal, que cruza íntegramente a la membrana. Se conoce 
que cada canal es capaz de transportar iones a tasas muy altas en contra 
de los gradientes de concentración (más de 106 moléculas por segundo). La 
evidencia directa de la existencia de los canales fue obtenida con la técnica 
de la fijación en parche (patch-clamp): un micro electrodo con diámetro 
del orden de lJ.Lm se coloca sobre la membrana celular; si se tiene suerte, ahí 
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Figura 8: Esquema de la membrana neuronal. 

habrá un canal en el que se podrá medir el paso (O no) de corriente iónica. 
Las señales que dan cuenta del paso de corriente (o no) a través de un canal, 
típicamente son como la de la figura 9 

Se observa que las proteínas canal pueden o no dejar pasar a los iones (es­
tar abiertos o cerrados en la jerga de los neurofisiólogos) y que la dinámica de 
apertura de cada uno de ellos es del tipo "todo o nada". Puede comprobarse 
que los tiempos en los que un canal se abre y se cierra están gobernados por 
procesos aleatorios, pero que la suma de las acciones de todos los canales da 
lugar a una corriente a través de la membrana neuronal, cuya dinámica es 
determinista y depende de . las condiciones a las que esté siendo sometida la 
célula nerviosa. 

oC( 

S 

t-:¡ 
()) -8 

.~ o~I--------~Do~------7.XO~1 ------~~~I~------~«o~I~ 

u Tiempo (ms) 

Figura 9: Respuesta de un canal iónico aislado. 

Canal 
. cerrado 

. Canal 
abierto 

Dentro de la clase de los canales, pueden hacerse clasificaciones. Se en-
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cuentra que para cada especie iónica hay un canal específico (por ejemplo los 
canales por los que sólo cruzan iones de sodio y los canales por los que sólo 
cruzan iones de potasio) e incluso que existen conjuntos de canales específicos 
que se distinguen porque la dinámica consertada de los miembros del conjun­
to, que se activa mediante diferentes estímulos químicos, eléctricos o físicos, 
puede producir una corriente a través de la membrana celular específica. Por 
ejemplo, hay unos canales llamados canales activados por ligando, que pro­
ducen una corriente cuando se les pega algún mensajero químico (transmisor 
u hormona); otros, los canales activados por voltaje, producen una corriente 
cuando cambia el potencial transmembranal; otros más producen una co­
rriente cuando la célula se ve afectada por cambios de presión o volumen, 
etcétera. 

Las dinámica de los iones de Na+ y K+ cuando el potencial de 
membrana es el de reposo. Para discutir el proceso de difusión de los 
iones de sodio y potasio a través de la membrana celular, es necesario hacer 
notar que las moléculas disueltas en alguna sustancia, continuamente están 
mezclándose a causa del movimiento térmico aleatorio. Éstas se mueven en 
cualquier dirección, pero más, de las regiones de alta concentración a las 
de baja concentración, debido a que probabilísticamente hay más moléculas 
que dejan las regiones de alta concentración de las que entran: el potencial 
químico es el encargado de hacer que las moléculas se muevan en contra 
de su gradiente de concentración. Si adicionalmente, las partículas no son 
eléctricamente neutras -{;omo es el caso de los iones de sodio y potasio­
la acumulación de ellas en el exterior e interior de la neurona produce un 
potencial eléctrico que afecta el desplazamiento de las mismas partículas. 

El trabajo Wc [;:Ol] que se realiza al llevar un mol de algún ión x en 

la dirección que apunta el gradiente de concentración, tomando en cuenta 
el potencial químico, es proporcional a la diferencia de los logaritmos de las 
concentraciones internas y externas. La constante de proporcionalidad es el 

producto RT, donde R [ J ] es la constante universal de los gases y T 
mol K 

[KJla temperatura absoluta. Es decir: 

Wc RT (In [xt - In [xJe) 

RTIn [xL. 
[xJe 
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El trabajo W E [;:al] que se realiza al transportar un mol de algún ión 

x desde el exterior al interior de la célula nerviosa, tomando en cuenta el 
potencial eléctrico, es el producto del voltaje a través de la membrana e [V], 

del número de Faraday F [COUlomb] y de la valencia del ión x, Zx. Es decir: 
mol 

(5) 

Una deducción detallada de las expresiones de Wc y WE se puede encon­
trar en [Salinas, 1992]. 

A la suma de W E y Wc se le llama diferencia de potencial electro­
químico. Su valor es una medida de la tendencia del ión x a difundirse a 
través de la membrana. Utilizando las ecuaciones (4) y (5) se encuentra que 
la diferencia de potencial electroquímico f1J.-Lx [V] para el ión x es: 

(6) 

Cuando la diferencia de potencial electroquímico es cero, no se realiza 
trabajo para llevar al ión x a través de la membrana y por tanto se dice que 
el sistema está en equilibrio. El valor del potencial ex [V] tal que el sistema 
está en equilibrio, es llamado potencial de equilibrio para la especie 
iónica x. Para calcularlo se iguala f1J.-Lx (ecuación (6)) a cero y se cambia e 
por ex: 

RT [x] e 

ex = FZ
x 

In [X]i' (7) 

La ecuación resultante se conoce como la ecuación de Nernst para la 
especie iónica x. 

Con el fin de determinar si los iones de sodio y potasio de la célula nerviosa 
están en equilibrio cuando el potencial de la membrana está en reposo, con­
viene revisar algunos resultados experimentales. Los datos que se emplearán 
son los resultados de un experimento clásico: corresponden al estudio que 
realizaron los investigadores británicos Alan Hodgkin y Andrew Huxley en 
la Universidad de Cambridge, reportado en 1952, con el axón gigante de una 
de las células que controlan la acción neuromotora del calamar. El potencial 
de reposo del interior del axón con respecto al exterior que se mide, es de 
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-70mV a 25°C (= 297,15K) Y las concentraciones iónicas, internas y ex-
. mmol mmol 

ternas del pOtasIO y del sodio son: [K+L = 410 dm3 ' [K+]e = 10 dm3 ' 

[N +] - mmol [ +] _ mmol 
a i - 49 dm3 ' N a e - 460 dm3 • 

Utilizando los datos anteriores en la ecuación (7) se encuentran los po­
tenciales de equilibrio del sodio y del potasio: 

(8,3145 JI.K) (297 ,15K) lOmd~1 
mo In m = -95mV 

(96485 3-º-) .1 41O mmol 
, mol dm3 

(8) 

(8,3145mo'f:K) (297,15K) In 460~ = 57mV. 

(96485 3-º-) . 1 49 mmol 
, mol dm3 

El valor del voltaje de reposo del potasio teóricamente calculado, en una 
primera aproximación, es el mismo que el voltaje de reposo de la célula 
nerviosa. En contraste, el valor del voltaje de reposo del sodio difiere signi­
ficativamente del potencial de reposo de la neurona. Con esto se concluye 
que los iones de potasio están distribuidos en equilibrio con el potencial de 
la membrana, del que ellos son responsables, y que la membrana (en reposo) 
del axón gigante de calamar es muy permeable al potasio en comparación 
con el sodio (esta aseveración se confirma experimentalmente). 

Como en reposo la neurona exhibe una concentración interna de iones de 
potasio muy alta comparada con la concentración externa, y como bajo estas 
condiciones la membrana neuronal es muy permeable a los iones de potasio, 
debe haber una tendencia de éstos a difundirse hacia el exterior de la célula 
nerviosa (por el potencial químico). Como (debido a su baja permeabilidad) 
los iones de sodio no traspasan a la célula nerviosa cuando el potencial de 
membrana es el de reposo, la carga eléctrica acumulada por los iones de 
potasio que llegan al exterior, no es compensada por alguna carga producida 
por la penetración de iones de sodio. De esta manera se genera un voltaje 
transmembranal que con el curso del tiempo debiera hacerse más negativo. 
Considerando sólo esta parte del fenómeno, se deduce que con el tiempo se 
debe generar un voltaje transmembranal que cada vez se va haciendo más 
negativo. 

Sin embargo falta por considerar el campo eléctrico E que se va generando 
por la acumulación de iones de potasio en el exterior de la célula nerviosa. 
Éste genera un flujo que tiende a mover a los iones de potasio en la dirección 
contraria al flujo provocado por las diferencias de concentración. La magnitud 
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del campo E crece hasta que el flujo debido a las cargas eléctricas, iguala al 
flujo debido a las diferencias de concentración. Como el potencial de equilibrio 
para el potasio es ligeramente menor que el potencial de reposo de la célula 
nerviosa, debe suceder que los flujos debidos al campo eléctrico y los flujos 
debidos a las diferencias de concentración casi se cancelen. De hecho, sólo 
queda una pequeña tendencia de los iones de potasio a difundirse hacia afuera 
de la célula (ver figura 10). 

La situación para el sodio es diferente: la totalidad del flujo iónico (debido 
a la fuerza química y a la eléctrica) va hacia el interior de la neurona y a 
pesar de este hecho, la concentración interna del sodio permanece baja. Esto 
podría explicarse si la permeabilidad al sodio de la célula nerviosa fuera 
suficientemente baja: los estudios revelan una permeabilidad más alta de la 
esperada. Esta contradicción sólo puede superarse con la existencia de un 
mecanismo activo (porque el proceso debe requerir de energía extra ya que el 
movimiento de los iones debe ir en contra del potencial electroquímico) que 
continuamente expulse iones de sodio. 

El trabajo lo realiza una proteína especial llamada bomba sodio-potasio 
que tiene la capacidad de aprovechar la energía almacenada en un enlace de 
adenosín trifosfato (ATP), para intercambiar tres iones de sodio del inte­
rior de la célula por dos iones de potasio del exterior, a una velocidad de 102 
moléculas por segundo (ver figura 10). Adicionalmente, ésta proteína también 
ayuda a obtener y reemplazar las pequeñas cantidades de K+ que continua­
mente se están filtrando al exterior. Su acción continua ayuda a reestructurar 
los valores de N a+ y K+ a sus valores de reposo, incluso cuando estos son 
perturbados. 

Para comprobar que los iones de sodio y potasio son los responsables del 
potencial de reposo, se utiliza la ecuación de Goldman-Hodgkin-Katz (GHK) 
(en [Eyring, 1977] se deduce cuidadosamente) que proporciona el potencial 
de membrana cuando se considera la dinámica de más de una especie iónica 
(en este caso Na+ y K+). Su fórmula es: 

E = RT In P(K+) [K+] e + P(Na+) [Na+]e (9) 
F P(K+) [K+]i + P(Na+) [Na+L 

RT In ~ [K+]e + [Na+]e 

F P(K+) [K+] + [Na+] . ' 
P(Na+) z z 

donde P(K+) y P(Na+) son las permeabilidades de la membrana a los iones 
de potasio y de sodio, respectivamente. Para el axón gigante de calamar se 
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bomba 
sodi O-potasi o 

2K+ 

Em<O 

Figura 10: Esquema de los procesos responsables en el mantenimiento del 
potencial de reposo en la célula nerviosa. Las flechas señalan la dirección del 
flujo para cada especie iónica: MKE es el flujo del potasio debido al campo 
eléctrico; MKC es el flujo de potasio debido a las diferencias de concentración; 
MNaC es el flujo de sodio debido a las diferencias de concentración y M NaE 

es el flujo de sodio debido al campo eléctrico. La diferencia de potencial 
entre el interior y el exterior de la célula es Cm. También se ilustra la bomba 
sodi<rpotasio que saca 3 iones de sodio y mete 2 de potasio. 

P(K+) 
encuentra que P(Na+) = 25. El valor del potencial que arroja la ecuación 

(9) es: 

(S,3145miK) (297,15K) In (25) (10) + 460 

(964S5,3~1) (25) (410) + 49 

= -68,4mV4 

Se remarca que el potencial E: que se encuentra utilizando la ecuación de 
GHK es muy cercano al valor del potencial de membrana medido experimen­
talmente. Con ello se comprueba que se está utilizando la teoría adecuada 
para describir los mecanismos que producen el potencial de reposo de la 
membrana neuronal. 

El análogo electrónico de la membrana en reposo. Como gran parte 
del conocimiento de las células nerviosas se ha obtenido midiendo las propie-
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dades eléctricas de la membrana, para entender y modelar la actividad neu­
ronal, un punto clave es describir a la membrana como algún elemento elec­
trónico. Para ello deben hacerse las siguientes consideraciones: 

1. El potencial de equilibrio para cada ión se representa mediante una 
batería -escogiendo la polaridad adecuada- a través de la membrana. 

2. Con la permeabilidad está relacionada la conductancia, que es el inverso 
de la resistencia. De aquí que para representar la permeabilidad de las 
diferentes especies iónicas, en serie con cada una de las baterías se 
coloque una resistencia. Con esta representación se está considerando 
(como muestran los datos experimentales) que los canales para cada 
especie iónica (y por tanto las corrientes iónicas) son independientes 
unos de otros. 

3. Los lípidos de la membrana tienen la capacidad de almacenar cargas 
eléctricas a cada lado de la membrana (de hecho el potencial trans'­
membranal se debe a estas cargas almacenadas). Esta es la razón para 
poner un capacitor en paralelo con las resistencias y las baterías. 

adentro 

afuera 

Figura 11: Análogo electrónico de la membrana neuronal en reposo. 

En la figura 11 se pinta el análogo electrónico - un circuito RC- de la 
membrana de una neurona en reposo. La respuesta en el voltaje de la neurona 
ante un flujo de carga es idéntica a la de un circuito de este tipo con valores 
adecuados en las baterías, resistencias y el capacitor (ver figura 12). 
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Con el circuito queda claro que cuando el potencial de la membrana 
es el de reposo, ninguna de las corrientes iónicas está en equilibrio. Están 
sometidas a una fuerza -debido a las baterías- que las impulsa en direcciones 
opuestas. El tamaño de la fuerza - llamada fuerza impulsora del ión- que 
empuja a cada especie iónica, es la diferencia entre el potencial de la mem­
brana y el potencial de equilibrio del ión. Sólo cuando é~ = Ei (con i = Na+ 
o K+), deja de haber un flujo neto de tales iones. 

_St Respuesta de una membrana 

_ -<O t? I t I ',,-
> __ J ...;:::a...., ___ _ 

.s 

Respuesta de un circuito Re 

! J I I 
o G.2 0._ U Oo, UI \.1 U 1.1 

tiempo (5eg) 

Figura 12: Cursos temporales del voltaje transmembranal de una neurona 
y del circuito RC de la figura 11, cuando son perturbados con un pulso de 
corriente. 

3.2.2. El potencial de acción 

Cuando en el axón gigante de calamar se aplica un pequeño y breve pulso 
de corriente eléctrica despolarizante, se advierte un incremento en el voltaje 
a través de la membrana celular que decae asintóticamente hasta alcanzar 
el potencial de reposo. Si la amplitud del pulso de corriente aplicado es su­
ficientemente grande (que logre elevar el potencial transmembranal por a­
rriba de un umbral de aproximadamente -55mV), se observa un incremento 
desproporcionado en el voltaje que llega a alcanzar un valor máximo cercano 
a +30m V. Después se observa que la señal de voltaje decrece más allá del 
potencial de reposo, alcanzando un valor próximo a los -80m V, Y que, fi­
nalmente, se recupera el voltaje de reposo (-70m V). El fenómeno anterior 
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se llama impulso nervioso, potencial de acción o espiga de voltaje y 
dura alrededor de dos milisegundos (ver figura 13). 

Potencial de acción 

Periodo Periodo 
. rehctario refractario 
absoluto relativo 

¡..u;rt-~-_.l-- -- - - ----- ------------.----~ 

Tiempo 

Figura 13: Curso temporal del voltaje transmembranal durante un potencial 
de acción. 

Experimentalmente se observa que la amplitud máxima del potencial de 
acción (+30m V en la preparación clásica), es independiente de la magnitud 
del estímulo eléctrico aplicado, siempre y cuando éste rebase el valor umbral 
(-55mV). El fenómeno es conocido como la ley del ''todo o nada". 

También se observa que al aplicar secuencialmente estímulos breves (su­
praumbrales) que estén suficientemente espaciados en el tiempo, la mem:­
brana responde cada vez produciendo idénticos potenciales de acción. Si el 
lapso entre los estímulos se va reduciendo, se observa que para intervalos 
de tiempo de entre O,25ms y O,5ms, es imposible excitar a la membrana 
por segunda vez. Este lapso crítico es llamado periodo refractario y suele 
subdividírsele en periodo refractario relativo y periodo refractario absoluto. 
En el primero se puede provocar una espiga de menor tamaño con despola­
rizaciones mayores que el umbral, mientras que en el segundo, a pesar de la 
intensidad de la estimulación, es imposible desencadenar señal alguna. En la 
figura 13 se muestran tales intervalos de tiempo. 

38 



------------------------------

Bajo ciertas condiciones, si en vez de aplicar a la neurona un breve 
pulso de corriente, se aplica una corriente constante de magnitud 1, ésta 
responde con un tren periódico de disparos de potenciales de acción (o dis­
paros tónicos), que tiene una frecuencia creciente con el valor de la intensidad 
de la corriente aplicada (ver figuras 14 y 35). Lo anterior quiere decir que la 
intensidad del estímulo se codifica en términos de la frecuencia de las espigas. 
Existe un amplio rango de frecuencias que se observan fisiológicamente, pero 
como los periodos refractarios son generalmente de menos de un milisegundo, 
frecuencias máximas resultan ser inferiores a 1000 espigas por segundo. 

Tren periódico de potenciales de acción 

I(t) L 

Figura 14: Respuesta periódica de una célula nerviosa ante una estimulación 
de corriente constante. 

Es importante destacar que las neuronas cerebrales son mucho más com­
plejas que los axones de calamar. La diversidad de canales iónicos que tienen 
les permite generar trenes de potenciales de acción con diferentes estructuras 
temporales: disparan en ráfagas, otras "adaptan" su disparo (esto es, cam­
bian su frecuencia con el tiempo), otras más disparan periódicamente todo 
el tiempo, etcétera. Ejemplos de ello se muestran en la figura 15. 

Otros sistemas, naturales o de la ingeniería, cuya dinámica manifiesta una 
respuesta del tipo ''todo o nada" a estímulos que superan un valor umbral, 
y respeta también un periodo refractario a la excitación, constituyen la clase 
de los sistemas excitables. Dentro de ella, las membranas de las células 
nerviosas constituyen un ejemplo clásico. 

Dinámica del Na+ y K+ durante el potencial de acción. Como la 
membrana neuronal en reposo es muy permeable a los iones de potasio, la 
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Figura 15: Secuencias de disparo de diferentes tipos de células nerviosas. 

dinámica (pasiva) de ellos es quien determina (en su mayoría) el valor del 
potencial de reposo de la célula nerviosa. La presencia de los iones de sodio 
y la necesidad de mantenerlos fuera del equilibrio (por supuesto mediante 
mecanismos activos) quedará clara al momento de explicar los mecanismos 
detrás del potencial de acción. 

Para entender los mecanismos detrás del potencial de acción -que es una 
despolarización transitoria del voltaje transmembranal- es necesario dar a 
conocer las siguientes observaciones experimentales: 

1. Si la concentración de los iones de sodio en el exterior de la neurona 
disminuye, la amplitud de la espiga también lo hace. 

2. El valor máximo del potencial de acción, en una primera aproximación, 
es cercano al potencial de equilibrio del sodio (ecuación (8)) . 

Las observaciones anteriores sugieren que los mecanismos que dan lugar al 
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potencial de acción están íntimamente relacionados con la alta concentración 
de sodio en el exterior de la célula nerviosa. Debido a que el valor máximo 
del potencial de acción es muy similar a E Na (ver ecuación (8)), debe suceder 
que la permeabilidad de la membrana neuronal a los iones de sodio cuando el 
voltaje transmembranal es más grande que el umbral, sea mucho mayor que 
la permeabilidad transmembranal a los iones de potasio (PNa :» PK ). Por 
tanto debe existir un cambio conformacional de los canales de sodio: deben 
activarse. Al activarse los canales de sodio se genera una avalancha de iones 
de sodio hacia el interior de la célula nerviosa (por el potencial químico y 
eléctrico), y se desencadena un mecanismo de retroalimentación positiva: la 
conductancia del Na+ incrementa, lo cual hace que se despolarize aún más 
la membrana, lo cual hace que la conductancia incremente, etcétera. 

Como hay una fase del potencial de acción en el que el voltaje trans­
membrana! disminuye hasta alcanzar su valor de reposo, en algún momento 
debe suceder que la permeabilidad a los iones de sodio vuelva a disminuir 
(los canales de sodio se inactivan). Bajo tales condiciones es la dinámica de 
los canales de potasio la que rige nuevamente la dinámica del potencial de 
acción. Como los iones de potasio están fuera de equilibrio se genera un flujo 
( de ellos) hacia afuera de la célula nerviosa que es tan violento, que el voltaje 
que llega a alcanzarse es más negativo (la hiperpolarización debida al pota­
sio) que el que dió inicio. Poco a poco, se recupera el valor del potencial de 
reposo (cercano a E K). 

Actualmente las propiedades de los canales en general, y de los canales 
de sodio en particular, son entendidas perfectamente bien a nivel molecular 
( [Hille, 2oo1J es una buena referencia). En la figura 16 se muestra la gráfica 
de la actividad (aleatoria) de hasta tres de canales de sodio. El promedio de 
muchos de estos eventos enel tiempo -cada célula tiene al menos loa canales 
iónicos de cada tipo- da lugar a la corriente de sodio, también mostrada en 
la figura, que a diferencia de la dinámica de cada canal, es un evento deter­
minista (ver sección 3.2.1). Se observa que dado un estímulo supraumbral, 
la corriente de sodio crece rápidamente (se abren los canales de sodio) para 
luego decrecer de forma más lenta (se cierran los canales de sodio). 

Para obtener experimentalmente los datos de la corriente de sodio en la 
preparación clásica (el axón gigante de calamar), se parte del hecho de que 
el sodio y el potasio son las corrientes iónicas fundamentales que conforman 
al impulso nervioso, y que la actividad de cada una de las corrientes iónicas 
es independiente de la actividad de la otra. Bajo estas hipótesis, se asegura 
que al inactivar la corriente de potasio únicamente se medirá la de sodio. 
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Agregando amonios cuaternarios como el tetraetilamonio (TEA) se anula la 
corriente de K + y agregando tetrodotoxina (TTX) que es un veneno peptídico 
que se obtiene del pez globo, se bloquea la corriente de sodio. Se aclara que 
estas dos sustancias actúan sobre los canales respectivos. 

~ o i kAll!'~~ 
~ -2 ~ ' 'Un canal abierto 
.~ -4 ~~f' Dos canalesaiertos 
8 1 ' Tres CWIIIIes abiertos . 

o 10 20 30 40 50 
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~ 
o :o 
G) 

E o o 
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o O 10 ;>0 30 40 50 
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Figura 16: Cursos temporales de los canales de sodio al aplicar una despo­
larización. 

Propagación de la onda de despolarización. Es importante mencionar 
que una vez iniciado el potencial de acción, se propaga como una onda de 
despolarización (siempre y cuando se encuentren canales listos para acti­
varse) durante largas distancias, manteniendo una amplitud constante. La 
propiedad anterior se conoce como autopropagación y es posible debido a 
la retroalimentación positiva entre la conductancia del sodio y la despola­
rización de la membrana neuronal. 

En las neuronas se han observado dos tipos de propagación (ver figura 
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Figura 17: Esquema de la propagación de la onda de excitación en una fibra 
no mielinizada (arriba) yen una fibra mielinizada (abajo). 

17). Si la fibra nerviosa no está mielinizada -cuando no está envuelta por 
una capa de mielina que es un fosfolípido que no conduce corriente-- la onda 
de excitación se propaga por toda la membrana disponible de forma con­
tinua. Cuando la célula nerviosa sí · está mielinizada, se observa un tipo de 
conducción llamada saltatoria (en los siguientes párrafos se explica). 

Es necesario decir que cuando se presenta esta clase de conducción, la 
mielina sobre el axón de la neurona se interrumpe en diferentes intervalos 
llamados nodos de Ranvier, en donde están disponibles todos los canales. Si en 
un nodo se genera un potencial de acción, éste genera una corriente local que 
viaja pasivamente a lo largo del axón (no hay fugas a través de la membrana, 
debido a la mielina) hasta llegar al siguiente nodo, produciendo ahí, una 
despolarización suficientemente grande. La consecuencia es la apertura de 
los canales de sodio disponibles, y por tanto la regeneración del potencial de 
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acción. 
Además de que en las células mielinizadas la velocidad de conducción del 

impulso nervioso es mayor que en las células no mielinizadas, hay un menor 
gasto energético: la conducción saltatoria evita la despolarización de grandes 
áreas de la membrana, evitando así el gasto de energía debido a las bombas 
de sodio-potasio (ver sección 3.2.1), quienes hacen uso de cerca del 40 % del 
total de la energía empleada por la neurona. 
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4. El modelo de Hodgkin y Huxley para el 
potencial de membrana 

La discusión detallada de la forma en la que cambian las conductancias 
de los diferentes iones durante el potencial de acción, y por ende, la forma en 
la que fluyen las corrientes a través de la membrana neuronal, fue realizada 
por primera vez por los ingleses Alan Lloyd Hodgkin y Andrew Fielding 
Huxley. A partir de los datos que obtuvieron, propusieron una teoría biofísica 
y fueron capaces de construir un modelo de cuatro ecuaciones diferenciales 
no lineales, que explicó y reprodujo los resultados experimentales conocidos 
hasta el momento. Su estudio reveló que la onda de voltaje o espiga que se 
propaga a lo largo de las fibras nerviosas, se debe a la permeabilidad iónica, 
selectiva y dependiente a su vez, del mismo voltaje a través de la membrana 
de la célula nerviosa. Debido a estas investigaciones, Hodgkin y Huxley -junto 
con Sir John Carew Eccles- obtuvieron en 1963 el Premio Nobel de Medicina 
y Fisiología. Los resultados fueron publicados en sus famosos artículos de 1952 
([Hodgkin, 1952a], [Hodgkin, 1952b], [Hodgkin, 1952c], [Hodgkin, 1952d] Y 
[Hodgkin, 1952e]). 

Los experimentos, que fueron interrumpidos por la &gunda Guerra Mun­
dial, fueron hechos en el axón (gigante) de una neurona de calamar. Utilizan­
do conjuntamente las técnicas (innovadoras en su época) de fijación del 
espacio (space-clamp) y de fijación del voltaje (voltage-clamp), lograron 
mantener constante el potencial de la membrana a diferentes valores y ba­
jo esas condiciones, medir la variación de las corrientes iónicas transmem­
branales.De esta forma pudieron deducir la forma de las corrientes durante 
la espiga de voltaje. 

Para medir y fijar el potencial transmembranal utilizaron dos electro­
dos: uno insertado en el axón y el otro sumergido en el fluido extracelular. 
Para estimular al axón, inyectaron corriente a través de un par de electrodos 
extracelulares (ver figura 18). Cabe resaltar que el experimento pudo ser lle­
vado a cabo debido al gran tamaño del axón:1000j.Lm (aproximadamente 100 
veces mayor que los axones típicos de los mamíferos). 

En este capítulo se pretende dar a conocer las ideas y los resultados 
fundamentales que hay detrás de la teoría de Hodgkin y Huxley. Cabe resaltar 
que después de Hodgkin y Huxley, ha habido investigadores preocupados por 
hacer modelos que den cuenta de los resultados experimentales con respecto 
a la actividad neuroeléctrica conocidos hoy en día. Las siguientes referencias 
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son tan sólo algunos ejemplos: [Baer, 1995], [Salinas, 1992] y [Yamada, 1998] . 

Voltímetro Amperímetro 

~ ~~~ 
~ J Electrodo ~ 

Electrodo II estimulador 
registrador ----

I(t) : 

AJL 

B~ 

Figura 18: Estimulación de un axón con una corriente 1 (t) Y medición del 
voltaje transmembranal. En el caso A se aplica un pulso de corriente y en el 
caso B una corriente continua. 

4.1. Las propiedades eléctricas del axón 

El axón puede modelarse como un tubo de radio r rodeado por una mem­
brana delgada que contiene un gel conductor de resistencia lit.. El análogo 
de la membrana es similar al circuito Re que se discutió en la sección 3.2.1 
(ver figura 11). Para simular que tanto la conductancia de los iones de so­
dio, como la de los iones de potasio son dependientes del voltaje (ver sección 
3.2.2), en vez de considerar resistencias (no variables) , se consideran potenció­
metros (sus conductancias son dependientes del voltaje). Además de los 
caminos conductores para las corrientes iónicas y la capacitiva, en este aná­
logo se incluye un camino conductor para la corriente sináptica (la que surge 
de la interacción con las neuronas aledañas). 

En la figura 19 se muestra el esquema de una unidad de área de axón, 
junto con el circuito electrónico que se utiliza para modelar las propiedades de 
la membrana. Las ecuaciones que rigen la dinámica de tal elemento, a conti­
nuación se deducen. 
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lion 

Figura 19: Segmento axonal (sin ramificaciones) de largo 6.x [cm] y de sección 
transversal circular de radio r [cm]. Se marca la corriente intracelular li 
[¡.tA] que corre longitudinalmente a través de la resistencia ~ [ohm cm], y 
la corriente transversal 1m [~J que atraviesa la membrana. Esta última se 
divide en la corriente iónica hm [~], la corriente sináptica lsin [~] y la 
corriente capacitiva le [~] que corre a través de la capacitancia Cm [;;$]. 

Por conservación de la corriente, 1m por unidad de área es (ver figura 19): 

1m l e + l ion + lsin (10) 
ov(x, t) 

= Cm 8t + l ion + lsin , 

en donde v(x, t) es la desviación del potencial de la membrana de su va­
lor de reposo. Con base en el mismo esquema, utilizando la ley de Ohm y 
considerando que li es positiva si su dirección es la del incremento de x, se 
encuentra que la corriente intracelular li por unidad de área es: 

ov(x, t) 
ox 

RJi 
7fr2 

=> Ii = _ 7fr
2 
ov(x, t) . 

R ox 
(11) 

Para que la corriente se conserve se requiere que la corriente de la mem­
brana por unidad de largo (lm27fr) sea igual a la pérdida por unidad de largo 
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d 1 .. ( [JIi ) [ J1A ] e a corrIente mtracelular - [Jx mas la corriente 1 cm2 aplicada por el 

experimentador por unidad de largo (I27rT). Es decir: 

[JIi 
Im27rT = - [Jx + 127rT. 

Sustituyendo (10) y (11) en la ecuación anterior, finalmente se obtiene: 

(12) 

1 
e [Jv(x, t) _ ..!...- [J2V(X, t) ¡. ]. 

m [Jt 2~ [Jx2 + .011. + sm· 

4.1.1. Las corrientes de Na+ y K+ 

En la ecuación (12) falta encontrar la dependencia (no lineal) de las 
corrientes iónicas (Jíon) con v(x, t). 

Como el axón gigante de calamar está aislado, la interacción con otras 
células es nula y por tanto I sin = O. Cuando se logran eliminar las corrientes 

.. (1 e [JV(X, t)). 1 ( 7rT
2 

[Jv(x, t)) 1 . capacItiva e = m fJt e mtrace ular Ii = - - [J ,a cornente 
~ x 

aplicada I es igual a la corriente iónica, que es la que se quiere describir (ver 
ecuación (12)). 

Para eliminar la corriente intracelular -que fluye longitudinalmente- se 
utiliza la técnica del fijado del espacio. Las variaciones espaciales del volta­
je se suprimen insertando en el axón un electrodo de muy baja resistividad 
comparado con la resistividad del axón (la dinámica se colapsa a un punto). 
Con ello (casi) toda la corriente longitudinal circula por el electrodo, teniendo 

. [Jv(x, t) 
como consecuenCIa que [Jx = O Y por tanto que Ii = O. 

Para eliminar la corriente capacitiva se utiliza la técnica del fijado del 
voltaje. Utilizando circuitos de retroalimentación negativa se logra mante-

. ([Jv(x, t) 
ner el potencial de la membrana a cualquier valor fijo de voltaje fJt = O 

y entonces le = O). Lo que se hace es comparar el potencial de la membrana 
con el valor de potencial que se quiere fijo, llamado voltaje comando, y anular 
la diferencia (entre el potencial de la membrana y el voltaje comando) in­
yectando la corriente necesaria: cuando ya se fijó el espacio y el voltaje, para 
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cada valor de voltaje comando, la corriente inyectada es igual a la corriente 
iónica que circula cuando el valor del potencial de membrana es igual al valor 
del voltaje comando. 

En la figura 20 se muestran las curvas de la corriente iónica (que se ob­
tienen aplicando la técnica del fijado del espacio y del voltaje) como funciones 
del tiempo para varios valores de voltaje comando. Los datos experimentales 
muestran que la corriente iónica tiene formas distintas para diferentes va­
lores del voltaje comando. Esto se debe a que la conductancia de la mem­
brana a las diferentes especies iónicas cambia con el tiempo y es dependiente 
del voltaje. De hecho, si el voltaje comando es menor que el voltaje de reposo 
del sodio (ver ecuación (8)), se encuentra que la corriente iónica está confor­
mada en un principio por una corriente entrante transitoria, y tardíamente 
por una corriente saliente persistente. Si el voltaje comando es mayor al valor 
del voltaje de reposo del sodio, no hay corriente entrante. 

Corrientes iónicas 
Em (mV) 

70 

2 
50 

30 
N E 10 

u -- -10 « 
.so -25 

Tiempo (ms) 
-2 I I 

o 3 6 

Figura 2.(): Familia de corrientes iónicas del axón gigante de calamar para 
diferentes valores de voltaje comando. 

Las observaciones anteriores, junto con una serie de experimentos que 
demostraron que cuando se elimina el sodio del medio externo sólo queda 
una corriente saliente, permiten suponer que la corriente entrante se genera 
a partir del aumento a la permeabilidad del N a+ de la membrana neuronal, 
y que la corriente saliente es debida al aumento de la permeabilidad del K+ 
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de la membrana neuronal. 
Los supuestos anteriores condujeron a que los investigadores Hodgkin y 

Huxley propusieran que la corriente iónica transmembranal fuera separa­
da en tres componentes, cada uno con una dinámica independiente: la co­
rriente iónica de sodio I Na , la corriente iónica de potasio I K y un componente 
inespecífico o de fuga (leakage) nombrado I F • La separación de la corriente 
iónica en sus componentes individuales y la declaración de su independencia, 
fue un punto clave para el desarrollo del modelo. 

La ecuación para las corrientes iónicas es: 

hm - INa+IK+IF (13) 
9Na(V - GNa) + 9K(V - GK) + GF(v - GF) , 

en donde GNa, CK Y CF son los potenciales de reposo del sodio, potasio y 
del componente de fuga, respectivamente; 9Na Y 9K son las conductancias 
dependientes del voltaje y del tiempo para el sodio y el potasio -y que faltan 
modelar- y G F es la conductancia constante para los iones de filtrado. 

4.1.2. Las conductancias de Na+ y K+ 

Observaciones experimentales. Si se elimina la corriente de sodio, según 
la ecuación (13) se obtiene: 

Para lograr que INa = 9Na(V - GNa) = O, se pueden bloquear los canales 
de sodio con TTX. También, considerando que al cambiar la concentración 
extracelular del sodio cambia el valor del potencial de reposo del sodio (ver 
ecuación (8)), si se usa la técnica del fijado de voltaje utilizando como voltajes 
comando los diferentes valores del potencial de reposo del sodio (obtenidos 
a partir de diferentes concentraciones), para los diferentes valores de voltaje 
se puede eliminar la corriente iónica del sodio. 

Finalmente de la ecuación (13) se despeja 9Na(t; v) (ya se conoce 9K(t; v)): 

hm - 9K(V - GK) - GF(v - cF) 
9Na(t;V) = () . v - GNa 
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Las curvas experimentales de la conductancia del sodio y del potasio como 
funciones del tiempo, y para diferentes valores de voltaje, se muestran en la 
figura 21. De ellas se puede deducir que: 

1. La conductancia del sodio se activa más rápido que la del potasio. 

2. La conductancia del sodio es transitoria: decae aunque la membrana se 
mantenga despolarizada. Los canales de sodio se abren cuando 
se despolariza la membrana (se activan) y se cierran aunque se manten­
ga la despolarización (se inactivan). Cabe mencionar que los canales 
inactivados necesitan cierto tiempo a un voltaje hiperpolarizado para 
poder desinactivarse. Este tiempo es el responsable del periodo refrac­
tario. 

3. La conductancia del potasio es permanente: se mantiene estable siem­
pre que la membrana se mantenga despolarizada. Los canales de pota­
sio se abren (aunque más lentamente que los de sodio) cuando se 
despolariza la membrana (se activan) y se cierran hasta que se qui­
ta la despolarización (se desactivan). 

4. La activación de la conductancia del sodio y la del potasio es más rápida 
conforme el potencial es más positivo. 

5. Los valores máximos que alcanzan las conductancias del potasio y del 
sodio son una función creciente con respecto a la despolarización de la 
membrana. 

Modelación matemática. Para modelar la conductancia del potasio 
9K(t; v), se escoge una función adecuada dependiente del tiempo y del voltaje 
que varíe entre O y 1, Y se multiplica por la conductancia máxima del pota­
sio G K. Para modelar la conductancia del sodio se sigue un procedimiento 
similar. 

Debido a que la conductancia del potasio sólo se activa cuando la mem­
brana neuronal se despolariza, la función involucrada debe estar conformada 
por una variable de activación del potasio, a la que se le llamará n. Como la 
conductancia del sodio se activa y se inactiva cuando se despolariza la mem­
brana, la función involucrada debe de estar conformada por dos variables: m 
la variable de activación del sodio y h la variable de inactivación del sodio. 
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Figura 21: Curvas experimentales de la conductancia del sodio y del potasio 
del axón gigante de calamar. 

Cada una de las variables (activación del sodio y del potasio, e inactivación 
del sodio) se eleva a una cierta potencia: el mínimo número al que se ajusten 
los datos experimentales: 

9K(t; v) 

9Na(t; v) 

GK n4 (v, t) 
GNam 3(v, t)h(v, t). 

(14) 

Para modelar las funciones m, h y n se pensará en partículas hipotéticas 
de sodio y potasio que tienen dos estados posibles: "abierto" y "cerrado" . Se 
comenzará con la variable de activación del potasio. Si n es la probabilidad de 
que una partícula de potasio esté abierta (que un canal de potasio se active), 
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Ckn(v)(l - n) es la probabilidad (que depende del voltaje) de transición de 
la partícula del estado cerrado al estado abierto y fln(v)n es la probabilidad 
(que también depende del voltaje) de transición de la partícula del estado 
abierto al estado cerrado. Considerando lo anterior se obtiene: 

Ckn( v)( cerradas) - fln( v)( abiertas) 

Ckn(v)(l - n) - fln(v)n. 

Sacando el límite de la ecuación cuando l:1t --t 0, se obtiene: 

an 
al = Ckn(v)(l- n) - fln(v)n. 

Las variables m y h se modelan de forma análoga a como se modeló n. 
En general, para j = n, m, h se encuentra que: 

a·1 ~ = Ckj(v)(l - j) - /3Jo(v)jl o_ h· 
U~ J-n,m, j=n,m,h 

(15) 

Finalmente se deducen las expresiones de Ckj(V) y flj(v) con j = m, h, n . 
Para j = m, h, n sea: 

Sustituyendo las expresiones anteriores en la ecuación (15) se obtiene la 
ecuación cinética de primer orden: 

~ = - [joo(v) - j] . aOI 1 1 

al j=n,m,h Tj(V) j=n,m,h 

Las soluciones de 8j 1 tienden al valor joo( v) cuando t --t 00, Y en el 
al o h 3=n,m, 

tiempo T j ( v) la solución ha aumentado 63 % de su valor final. La función 
noo(v) dice cuántos canales de potasio se abren para cada valor del potencial 
de la membrana y por tanto cuando v --t 00, noo ( v) --t 1; la función hoo ( v ) 
dice cuántos canales de sodio están disponibles para cada valor del potencial 
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de la membrana y por tanto cuando v --t 00, hoo(v) --t O; la función moo(v) 
dice cuántos canalffi de sodio se abren para cada valor del potencial de la 
membrana y por tanto cuando v --t 00, moo(v) --t 1. Las ecuacionffi de las 
funcionffi joo(v) y Tj(V), con j = m, h, n se obtienen a partir de los datos 
experimentalffi; las curvas se observan en la figura 22. 

mco1m 
1.01.0ms __ 

nCl()1n 
1.010ms 

o 
v (mV) lOO o v (mV) '00 o v (mV) tOO 

Figura 22: Gráfica de las funcionffi joo(v) y Tj(V), con j = m, h, n. 

4.2. Las ecuaciones de Hodgkin y Huxley 

Tomando en cuenta las ecuacionffi (12), (13), (14) Y (15) se obtienen las 
ecuaciones de Hodgkin y Huxley (HH) que modelan el potencial de la 

. membrana del axón gigante del calamar: 

e av(x, t) 
m 8t 

am 
at 
ah 
8t 
an 
8t 

r a2v(x, t) 3 4() 
2~ ax2 - GNam h(v - cNa) - GKn v - CK 

-GF(v - cF) + 1 

Ctm(v)(l - m) - f3m (v)m 

Cth(v)(l- h) - f3h(v)h 

Ctn(v)(1 - n) - f3n(v)n, 
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en donde: 

Qm(v) 0,1 
25 - v 
25-v 

elO -1 

f3m(v) 4e ~~ 

Qh(V) - O,07e20 

f3h(V) 
1 

30 v 

elO + 1 

Qn(v) 0,01 
10 - v 
lO-v 

elO -1 

f3n(v) - O,125e;; . 

En las expresiones el potencial v es la desviación del potencial con respecto 
al potencial de reposo y está medido en unidades de m V. La densidad de 
corriente está medida en -S y la unidad de tiempo es mseg. El valor de las 
constantes es: 

Cm 1 J-lF 
cm2 

GNa 120
mB 
cm2 

GK 36
mB 
cm2 

Gp 
mB 

0,3-
2 cm 

cNa 115mV 

CK -12mV 

cp lO ,6mV. 

Las expresiones anteriores son válidas siempre que el valor de la tempe­
ratura T a la cual se realizen las mediciones sea de 6,3°C. Si T es diferente, 
sólo hay que multiplicar los lados derechos de las ecuaciones para m, h y n 

T-63 
por el factor </> = 3~ . 

Para elaborar las secciones del presente capítulo que hasta este momento 
se han expuesto, se consultó [Guevara, 2003], [Keener, 1998], [Rall, 1998], 
[Rinzel, 1978] Y [Rinzel, 1998]. Todas las referencias anteriores presentan una 
visión actual del modelo de Hodgkin y Huxley. 
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4.2.1. Simulaciones numéricas de las ecuaciones de Hodgkin y 
Huxley 

Para adquirir una idea de la dinámica detrás de las ecuaciones de llli, 
se van a integrar numéricamente algunas de sus soluciones considerando que 
se ha fijado el espacio (la dinámica es la que se observa en un punto del 
axón; ver sección 4.1.1). Tanto los cálculos como la visualización, fueron 
realizados con el analizador de sistemas dinámicos INTEGRA desarrollado 
en el Laboratorio de Dinámica No Lineal de la Facultad de Ciencias de la 
UNAM, accesible en la página: 

http : j jwww.dynamics.unam.edujintegrawindows. 

Todas las evoluciones de las variables dinámicas se obtuvieron utilizando el 
método Runge-Kutta de 4° orden, con un tamaño de paso de 1 x 10-4

• En 
todos los casos se utilizaron los valores de los parámetros propuestos en la 
sección anterior. 

Caso 1 = O. El caso en el que el experimentador perturba momentáneamen­
te el voltaje transmembrahal (no inyecta una corriente sostenida), queda 
modelado con las ecuaciones de HH si en ellas se utiliza 1 = O. Las condiciones 
iniciales mo, ho y no de m(t), h(t) y n(t) respectivamente, que se emplean, son 
sus valores de equilibrio (calculados con INTEGRA): rno = 0,06, ho = 0,6 y 
no = 0,32. Con respecto a la condición inicial Vo de v(t) ~ue es el tamaño de 
la perturbación inducida por el experimentador- se analizarán dos casos: un 
valor menor al umbral de disparo y uno por arriba de éste. Si la perturbación 
es supraumbral se espera observar que el curso temporal de la variable v( t) se 
asemeje a una espiga de voltaje, y si la perturbación es subumbral, se espera 
observar una señal en el voltaje cuya amplitud decaiga en el tiempo. 

En la figura 23 se muestra el curso temporal de la variable v( t) --el voltaje a 
través de la membrana del axón gigante de calamar- cuando la perturbación 
es subumbral y cuando es supraumbral. En ambos casos puede apreciarse 
cómo la dinámica que exhiben las ecuaciones de HH se corresponde perfecta­
mente bien con la dinámica observada en un axón gigante de calamar: cuando 
va = 5mV la forma del curso temporal de v(t) es idéntica a una señal sub­
umbral y cuando Vo = 6mV la forma del curso temporal de v(t) es idéntica 
a un potencial de acción. 

Las curvas de las variables m(t), h(t) y n(t) de las ecuaciones de Hodgkin 
y Huxley como funciones del tiempo, utililizando la misma escala de tiem-
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8 

tiempo 

Figura 23: Evolución temporal del voltaje utilizando dos diferentes condi­
ciones iniciales para la variable v(t): Vo = 5mV (respuesta subumbral) y 
Vo = 6m V (potencial de acción). 

po y las mismas condiciones iniciales, para el caso en el que sí ocurre un 
potencial de acción, se muestran en la figura 24. Se puede observar que el 
rápido incremento de m(t), que se interpreta como una entrada rápida de 
iones de sodio, se corresponde con el aumento, igual de rápido, del potencial 
transmembranal v(t). Gracias a su rápido acrecentamineto, a m(t) y v(t) se 
les llama variables rápidas del sistema de HH (ver figura 22). Se puede obser­
var que la caída del potencial transmembranal está relacionado con una dis­
minución (lenta) de la variable h(t), que implica un menor número de canales 
de sodio disponibles, así como con el incremento (lento) de la variable n(t), 
que se interpreta como la apertura de los canales de potasio. Gracias a su 
comportamiento, a estas dos variables se les llama variables lentas del sistema 
de HH (ver figura 22). 

Caso 1 =1= O. Cuando en las ecuaciones de HH se elige que el parámetro 1 
sea una constante distinta de cero, se está simulando la situación en la que 
el experimentador inyecta una corriente constante al sistema. 

A partir de las exploraciones numéricas se encuentra que para valores 

de corriente 1 menores que 10 J.L~ Y valores de corriente 1 mayores que 
A cm 

160 J.L 2' el sistema tiene un punto fijo estable: después de una perturbación 
cm 

en el voltaje, la solución tiende asintóticamente a su estado de equilibrio. 
Para intervalos de corriente intermedios, el punto fijo se inestabiliza y surge 
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-~~~-----------------------------

v Potencial 
transmembranal 

tiempo 

Inactivación 
h del sodio 

tiempo 

m Activación 
del sodio 

tiempo 

Activación 
n del potasio 

tiempo 

Figura 24: Evolución temporal de las variables v(t), m(t), h(t) y n(t) de las 
ecuaciones de HH cuando 1 = O Y la perturbación en el voltaje es supraum­
bral. 

un ciclo límite estable. Bajo esta configuración, la dinámica que exhibe el 
sistema se corresponde con los trenes de disparo de potenciales de acción. En 
la figura 25 se muestran las curvas de las cuatro variables dependientes de 
las ecuaciones de HH como funciones del tiempo, en el caso que la dinámica 
del sistema es análoga a los trenes de potenciales de acción. 

Los cambios cualitativos que muestran las ecuaciones de HH cuando el 
parámetro 1 se va modificando, se corresponden con la bifurcación de 
Andronov-Hopf (ver teorema 2.6). Entender tal bifurcación bajo el 
ffiCenario matemático de las ecuaciones de HH, no es fácil. Sin embargo en 
la sección 5.2.3, utilizando otro modelo para el voltaje transmembranal de 
una célula nerviosa, quedará completamente explicada, y por tanto quedará 
entendida la transición del régimen excitable al régimen oscilatorio de una 
célula nerviosa cuando se va modificando el valor de la corriente inducida. 

En las ecuaciones de HH, además de la bifurcación que se observa mo­
dificando 1, se pueden encontrar otras bifurcaciones al cambiar los valores 
de los parámetros GNa , GK , GF , CNa, CK o CF- Sin embargo, como no es el 
espíritu del trabajo estudiar a fondo la dinámica que presenta este sistema 
de ecuaciones diferenciales, sino más bien exponer la construcción del mo-
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y Potencial transmembranal m Activación del sodio 

v V V V V v v V 
l/ l/ ¿ lL ..1 LI l/ ",1 l/ l/ kI v lJ lJ 

tiempo 
tiempo 

Inactivación del sodio Activación del potasio 

h ni 

I~rvmm +---1 __ 

tiempo tiempo 

Figura 25: Evolución temporal de las variables v(t), m(t), h(t) y n(t) de las 
ecuaciones de HH, cuando se está dentro del régimen oscilatorio. 

delo a partir de consideraciones biofísicas, así como exhibir la complejidad 
matemática que involucra, no se examinarán más. El propósito de mostrar 
algunas soluciones del sistema, es ver cómo concuerda su dinámica con la 
fenomenología que se observa experimentalmente. 

4.3. Dos aproximaciones del sistema de Hodgkin y 
Huxley 

Siguiendo con el espíritu de simplificar el escenario matemático para com­
prender y obtener información de la dinámica neuroeléctrica, se van a pre­
sentar dos subsistemas de las ecuaciones de HH que bajo ciertas condiciones 
aproximan al sistema total. El primero, el subsistema rápido, considera úni­
camente a las variables rápidas m(t) y v(t) del sistema de HH (fija a las 
variables lentas h( t) Y n( t) ), y da cuenta de la dinámica del potencial de 
acción en su primera etapa: la despolarización. El segundo, el subsistema 
rápido-Iento, considera una variable lenta y una rápida, y con ello da cuenta 
de toda la evolución del potencial de acción. La geometría de las soluciones 
en el plano fase del subsistema rápido-lento, es cualitativamente equivalente 
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a la del sistema de Fitzhugh-N agumo que se expondrá con detalle en el si­
guiente capítulo. Los resultados que se exponen en esta sección están basados 
en [Abbott, 1990], [Keener, 1998J y [Rinzel, 1978J. 

4.3.1. El subsistema rápido 

Una buena aproximación del desarrollo del potencial de acción durante 
su inicio, se logra fijando las variables lentas n(t) y h(t) del sistema de HH 
y considerando la dinámica de las variables rápidas m(t) y v(t) (ver figura 
22). Si n(t) y h(t) permanecen constantes e iguales a sus valores de equilibrio 
no = 0,32 Y ho = 0,6, las ecuaciones de Hodgkin y Huxley se convierten en: 

e dv 
mdt 
dm 
dt 

G m(v)(l - m) - f3m(v)m. 

Las ecuaciones de las dos ceroclinas del sistema anteriore son (ver sección 
2.2) : 

o - -GNam3ho(v - VNa ) - GKn~(v - VK) - GF(v - VF) 
O - G m(v)(l - m) - f3m(v)m =? 

V 
GNam3hoVNa + GKnÓVK + GFVF (16) -

GNam3ho + GKnÓ + GF 
G m m = =moo · 

G m + f3m 

En la figura 26 se trazan las gráficas de las curvas ceroclinas. Se observa 
que entre ellas se cruzan tres veces, lo cual se corresponde con tres puntos 
fijos (que no son puntos fijos del sistema completo de HH): dos estables 
(pe) y uno inestable (pi). Basándose en los incrementos (o decrementos) de 
la variable v(t) al integrar el sistema, las soluciones que se aproximan al 
punto fijo estable de abscisa menor (per), son interpretadas como aquellas 
soluciones que no exhiben un potencial de acción. Las soluciones que tienden 
al punto fijo estable de abscisa mayor (pee), son entendidas como aquellas 
soluCiones en las que sí se tiene un potencial de acción. Siguiendo esta línea 
de pensamiento, es que al umbral de disparo de la célula nerviosa se le asocia 
con la frontera de la cuenca de atracción de los dos puntos fijos estables. 
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m 

____ ~v 

v 

Figura 26: Arriba a la izquierda: ceroclinas del susbsistema rápido de HH. 
Abajo a la izquierda: algunas soluciones del sistema. A h derecha: detalle de 
las ceroclinas. 

Si m(t) y v(t) fueran las únicas variables del sistema de HH, el voltaje 
tendería al punto fijo que corresponde al estado de excitación o al punto 
fijo que corresponde al estado de reposo (dependiendo de las condiciones 
iniciales). Debido a que esto no sucede en el modelo completo, es necesario 
averiguar cómo las variables lentas del sistema, n(t) y h(t), afectan a la 
dinámica. 

Después de que en la señal nerviosa se alcanza el máximo voltaje, se sabe 
que los canales de sodio se inactivan y que es la dinámica del potasio la que 
rige la dinámica del potencial de acción. Esto se traduce en el modelo de 
HH como una disminución en los valores de h( t) Y como un aumento en los 
valores de n(t). Utilizando el subsistema rápido puede modelarse este hecho 
si se utilizan valores apropiados de no y ho. Para describir la dinámica que 
emerge, se van a calcular varias ceroclinas del sistema utilizando valores de no 
y ho tales que los primeros vayan aumentando y los segundos disminuyendo. 
Como la ceroclina para m no involucra a no y ho, la única ceroclina que se 
afecta al modificar estos parámetros es la de v (ver ecuación (16)). 
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En la figura 27 se pintan las ceroclinas. Puede observarse que conforme 
ha disminuye y no aumenta, la distancia entre el punto fijo pee y el punto fijo 
pi va acortándose hasta que colisionan para desaparecer. En el sistema queda 
únicamente el punto fijo estable pen que es el que corresponde al potencial de 
reposo: todas las soluciones del sistema tienden asintóticamente a este valor. 
La bifurcación descrita es la bifurcación nod~silla (ver [Hale, 1991]). 

(0.5477,02761>--
-----. 

(0 .7077,O.1761k _ .. 

(0 .7517,0.1061)_ 

i 

" I 

i 
ceroclina m 

v 

Figura 27: Se muestran las ceroclinas del subsistema rápido de HH 
para los siguientes valores de (no, ha): (0,4077,0,4561), (0,5477,0,2761), 
(0,7077,0,1761), (0,7577,0,1061). Como la ceroclina para m no se ve afec­
tada, la única que se modifica es la de v. 

4.3.2. El subsistema rápid~lento 

Otra forma de reducir la complejidad del sistema de HH es observando que 
Vv, T m(v) ~ Th(V), T n(v) (ver figura 22), y comprobando numéricamente que 
Vt, n(t) +h(t) ~ 0,8. Como T m(v) ~ Th(V), T n(v) (el tiempo de activación de 
la variable m es mucho menor que los tiempos para n y h), se puede asumir 

62 



que m( t) es una variable instantánea de v (que el tiempo en el que tarda en 
llegar a su valor asintótico moo ( v) es cero): 

m(t) = moo(v) Vt. 

La segunda observación permite suponer que: 

h(t) = 0,8 - n(t) Vt. 

Considerando únicamente la dinámica en un punto del axón (fijando el 
espacio) y los resultados de las dos observaciones anteriores se obtiene el 
subsistema rápido-Iento del sistema de Hodgkin y Huxley: 

dn 
dt 

-GNam~(0,8 - n)(v - VNa ) - GK n4(v - VK ) 

-GL(v - VL) 

Qln(v)(1 - n) - f3n(v)n. 

Las ecuaciones de las ceroclinas del subsistema rápido-Iento, que se mues­
tran en la figura 28, son: 

v 

n 

GNam~(0,8 - n)VNa + GK n4VK + GLVL 
GNam~(0,8 - n) + GK n4 + GL 

--- =noo · 
Qln + f3n 

Se observa que hay un único punto de equilibrio (vo = -0,2, no = 0,31) y que 
es estable. En la figura 28 se pintan dos soluciones típicas del sistema: una 
realiza un larga excursión antes de acercarse al equilibrio (se consiguen valores 
de voltaje mucho mayores que el voltaje inicial) mientras que la otra regresa 
inmediatamente al valor de equilibrio (no se consiguen valores de voltaje 
mayores que el voltaje inicial). Fisiológicamente lo primero se interpreta como 
un potencial de acción y lo segundo como una respuesta pasiva por parte de 
la célula nerviosa. 

Si la perturbación en v no es suficientemente grande -se encuentra a la 
izquierda del "brazo medio" de la ceroclina para v marcado en la figura 28-
el campo vectorial hace que la solución regrese de forma inmediata al estado 
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brazo 
izquierdo 

n 

medio 

brazo 

v 

Figura 28: Ceroclinas del subsistema rápido-Iento de HH y un par de solu­
ciones típicas. 

de reposo. Cuando la perturbación es suficientemente grande -que esté a la 
derecha del "brazo medio" - la solución se mueve de forma casi horizontal 
hasta alcanzar el "brazo derecho" de la ceroclina cúbica. A partir de ese mo­
. mento la trayectoria sigue a la ceroclina hasta llegar al punto de abandono en 
el que n ya no puede crecer más. Después la trayectoria evoluciona horizon­
talmente hasta encontrarse con el "brazo izquierdo" de la ceroclina cúbica, 
sobre el que finalmente desciende hasta llegar al punto fijo estable (ver figura 
28). 
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5. El modelo de FitzHugh-Nagumo para el 
potencial de membrana 

Lo que concierne al presente trabajo son los fenómenos inherentes a la 
excitabilidad, y el objetivo final es describir el comportamiento de un sistema 
excitable cuando es forzado periódicamente (ver capítulo 6). Como parte de 
los antecedentes del problema, en las secciones 3.2.2 y 4.2.1 se delineó lo 
que sucede cuando una neurona (un sistema excitable) se forza con una c~ 
rriente constante: si la corriente está dentro de un rango de valores adecuado, 
se producen trenes periódicos de potenciales de acción. 

El modelo de Hodgkin y Huxley es muy exitoso en el sentido de que replica 
la mayoría de las propiedades electrofisiológicas del axón gigante de calamar. 
Sin embargo, la complejidad matemática que involucra dificulta demasiado su 
análisis: se trata de un sistema de cuatro ecuaciones diferenciales no lineales 
(ver capítulo 4). Para comprender mejor el fenómeno neuroeléctrico, se han 
construido modelos que presentan una estructura matemática más simple 
y que capturan la esencia dinámica de algunos de los procesos involucrados 
de la dinámica de una neurona (por ejemplo: [Abbott, 1990], [Carrillo, 2001], 
[Keener, 1983], [Mendoza, 1998], [Mendoza, 2001] y [Zeller, 1995]). Estos 
análogos proveen esquemas teóricos que permiten el entendimiento de los 
fenómenos estudiados a diferentes niveles de detalle. 

En este capítulo se expone el modelo de FitzHugh-Nagumo (FHN). 
Con él se entiende tanto el fenómeno de la excitabilidad, como la transi­
ción entre el régimen excitable y el oscilatorio, que como ya se adelantó, 
está relacionado con la bifurcación de Andronov-Hopf. Es importante men­
cionar la gran ayuda que recibí para la confección de este capítulo por parte 
del Dr. Fernando Ongay Larios de la Universidad Autónoma del Estado 
de México. Una versión de éste se publicó en [Barriga, 2003] (disponible 
en www.dynamics.unam.edu): allí se citan las referencias utilizadas para su 
elaboración. 

5.1. Las ecuaciones de FitzHugh-Nagumo 

El investigador Richard FitzHugh, basado en los trabajos previos de 
Balthazar van der PoI y K. F. Bonhoeffer, propuso una simplificación con­
siderable del modelo de Hodgkin y Huxley. Su modelo -a quien él llamó el 
modelo de van der Pol-Bonhoeffer- consta de dos ecuaciones diferenciales de 
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primer orden, una lineal y la otra cúbica. Simultánea e independientemente 
del trabajo de FitzHugh, el investigador japonés Jin-ichi Nagumo propuso, 
como análogo neuronal, un circuito eléctrónico no lineal, gobernado por un 
sistema de dos ecuaciones, también semejantes a las de van der PoI (una 
versión moderna del circuito se puede consultar en [Hoppensteadt, 1989]). 

Actualmente, al análogo simplificado propuesto por estos autores se le 
conoce como modelo de FitzHugh-Nagumo (FHN). Hoy, su importancia 
trasciende el ámbito de la biofísica y la neurofisiología, siendo de interés 
para los profesionales de otras ramas de la ciencia que necesitan comprender 
la constelación de fenómenos no lineales, que son concomitantes al fenómeno 
de excitabilidad. 

El sistema de FHN se presenta generalmente en la forma siguiente: 

dv 
dt 

dw 

dt 

V(v, w) = 1 - v(v - a)(v - 1) - w 

W(v, w) = b(v - gw), 

donde 1, 9 2: O, b > O y O < a < 1 son los parámetros. 

(17) 

El modelo no describe detalladamente la realidad biofísica de las. célu­
las nerviosas, más bien es un análogo que imita la dinámica neuronal. Para 
poder hacer la interpretación de la dinámica del sistema de FHNen térmi­
nos biofísicos, se traduce a la variable de estado v como el voltaje a través 
de la membrana y se considera que el parámetro 1 representa la corriente 
externa aplicada a la célula nerviosa. Siguiendo a FitzHugh, conviene pensar 
a la variable de estado w, como una variable de recuperación del sistema 
sin significado biofísico específico. Como se verá a lo largo del capítulo, los 
parámetros 9, b y a están relacionados con el número de puntos fijos que pre­
sente es sistema, así como con la naturaleza de éstos (estables o inestables) 

5.1.1. Los atractores globales 

Para comenzar el estudio del sistema de FHN se analizará su compor­
tamiento a gran escala, demostrando que sus atractores son compactos y que 
no hay trayectorias que se escapen a infinito. 

Teorema 5.1 En el sistema de FHN las curvas-soluci6n están definidas 
VtER 
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-- - -----------

Demostraci6n. Sea v2 + w 2 > > 1 (en el espacio de estados del sistema 
de FHN un círculo de radio suficientemente grande con centro en el origen). 
Para cada punto sobre el círculo, el producto punto entre el campo vectorial 
y un vector que apunta hacia el origen del sistema de coordenadas es: 

(V(v, w), W(v, w)) . (-v, -w) 

- (I - v(v - a)(v -1) - w,b(v - gw))· (-v, -w) 

- v4 
- (a + 1 )v3 + av2 + (1 - b )vw + bgw2 

- Iv> O 

(para un círculo suficientemente grande). Esto significa que la proyección del 
campo vectorial en el círculo sobre los vectores que apuntan hacia el origen 
del sistema de coordenadas, es positiva: eventualmente las trayectorias lle­
gan al interior de la variedad que se propuso, y además que nunca vuelven 
a traspasarla. Siguiendo el teorema de Poincaré-Bendixon (ver teorema 
2.5), se concluye que los atractores de FHN son compactos y no hay trayec­
torias que se escapen a infinito. • 

5.1.2. Los puntos .de equilibrio 

Además de conocer que los atractores del sistema de FHN son compactos, 
'para tener una idea clara de la dinámica del sistema, es necesario estudiar la 
dinámica local alrededor de los puntos de equilibrio. Es menester investigar 
el número de sus puntos fijos, así como la estabilidad de los mismos. 

Igualando a cero las ecuaciones del sistema de FitzHugh-Nagumo, se en­
cuentran las ecuaciones de las ceroclinas: 

o - 1 - v( v - a)( v - 1) - w 

O b(v - gw). 

Por lo tanto: 

w = 1 - v(v - a)(v - 1) (18) 
w g-lv. 

A la primera ecuación le corresponde la gráfica de un polinomio cúbico y la 
segunda se corresponde con la gráfica de una recta que pasa por el origen. 
Los puntos en donde estas curvas (la cúbica y la recta) se intersectan, son los 
puntos de equilibrio del sistema (no se producen cambios ni en v, ni en w). 
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Como estas curvas pueden tener hasta tres intersecciones, el número máximo 
de equilibrios del sistema FHN es tres. Ejemplos de cuando se tienen uno, 
dos o tres puntos fijos se muestran en la figura 29. 

Figura 29: Con INTEGRA se grafican las dos ceroclinas del sistema de 
FitzHugh-Nagumo. Dependiendo del valor de los parámetros se pueden tener 
1.lll0, dos o tres cruces. Aquí se muestran tres ejemplos: si a = 0,15, b = 0,01, 
9 = 2,5, I = ° se tiene 1.lll solo p1.lllto fijo; si a = 0,15, b = 0,01, 9 = 5,45, 
I = ° se tienen dos p1.llltos fijos; si a = 0,15, b = 0,01, 9 = 7,0, I = ° se 
tienen tres p1.llltos fijos. 

Para conocer la estabilidad de los p1.llltos fijos del sistema de FHN, debe de 
analizarse la parte lineal del campo vectorial (ver sección 2.2.3 y en especial 
el teorema 2.4). La matriz A, de linealización del sistema FHN alrededor del 
punto fijo (~, r¡) = (vo, wo) es: 
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[
av av] 
~ ~ (v,w)=(vo,wo) 

yel sistema linealizado alrededor del equilibrio es: 

v 

w 

(-3v6 + 2(a + l)vo - a) v - w 

b(v -gw). 

5.2. Análisis paramétrico 

(19) 

Típicamente, los resultados experimentales muestran que las neuronas 
tienen un solo estado de equilibrio, correspondiente al potencial de reposo 
de la membrana (ver sección 3.2.1) . Para que el sistema FHN sea un buen 
modelo de la actividad neuroeléctrica, debe configurarse de tal forma que se 
garantice la existencia de una única solución de equilibrio. 

5.2.1. Existencia de un único estado de equilibrio 

Como se observó anteriorm~nte, dependiendo de los valores de sus pará­
metros, el sistema FHN puede tener uno, dos o tres estados de equilibrio. Se 
quiere averiguar bajo qué condiciones paramétricas se asegura la existencia 
de un único punto de equilibrio. 

Por principio de cuentas se hace notar que el parámetro b no es relevante 
en el análisis: las coordenadas de los puntos de equilibrio del sistema no 
dependen de b, ya que éste no figura en las ecuaciones de las ceroclinas. Con­
viene hacer dos observaciones geométricas en el plano fase del sistema FHN: 
si se mantienen fijos los parámetros a y g, la modificación de los valores del 
parámetro I, tiene como consecuencia la traslación de la ceroclina cúbica en 
la dirección del eje w; si se mantienen fijos los parámetros 1 y a, el modificar 
el parámetro 9 tiene como efecto un cambio en el valor de la pendiente de 
la ceroclina recta. A partir de estas consideraciones, no es difícil llegar a la 
siguiente observación geométrica: 

Observación 5.1 Se fija arbitrariamente el parámetro a en el intervalo (O, 1) 
Y se denota por m a la pendiente de la ceroclina cúbica en su punto de in-

fie.ti6n. Si la pendiente (~) de la ceroclina recta es mayor o igual a m, para 

todo valor del parámetro 1 el sistema FHN tiene un único equilibrio. 
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A continuación se calcula el valor de la pendiente de la ceroclina cúbica, 
w = 1 - v(v - a)(v - 1), en su punto de inflexión. Como: 

cf2w 
dv2 = - 6v + 2 (a + 1) 

y 
d2w a + 1 
dv2 = O ~ v = -3- ' 

entonces en v = a; 1 = e, la ceroclina cúbica tiene el punto de inflexión. La 

pendiente que tiene la ceroclina en este valor se calcula fácilmente: 

dwl 
dv e 

a2 - a+ 1 
----=m. 

3 

Así se obtiene el siguiente resultado. 

Proposición 5.1 Para cualquier selecci6n de parámetros, (a, 1, b, g), del sis­
tema F HN, si se cumple la condici6n 

hay un único equilibrio. 

-
1 
- > m 9 - , (20) 

Demostración. Basta probar que si ~ > m, para cualquier selección de 
9 

parámetros (a,I , b, g) , 

p(v) g- lv - 1 + v(v - a)(v - 1) 

g- lv + f(v) 

tiene una única raíz real (i.e. hay un único equilibrio; ver ecuación (18)). 

Se considera que ~ ~ m. Como m ~ l' (v) Vv (la pendiente de la cúbica 
9 

en el punto de inflexión es la más grande de todas las pendientes) y 

(a- 1)2+a O 
rn= > 

3 

=> p'(v) = g- l + j'(v ) ~ m + j'(v) ~ O Vv. 
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Si se supone que p(v) tiene tres raíces reales y diferentes: vo, VI y V2, 
entonces: 

p(V) - (V - vo)(V - VI)(V - V2) 

:::;. p'(v) = (V - vo)(V - v¡) + (V - vo)(v - V2)+ (V - VI)(V - V2) 

:::;. P'(VI) = (VI - VO)(VI - V2). 

Sin pérdida de generalidad, sea Vo < VI < V2, entonces: 

p'(v¡) = (VI - VO)(VI - V2) < O ! 
1 

Por lo tanto, si - ~ m, p( v) tiene una única raíz real. _ 
9 

En el resto de este capítulo se supondrá que la condición de la existencia 
de un único equilibrio se cumple y se analizarán las diferentes posibilidades 
dinámicas del sistema en dos situaciones de interés: cuando 1 = O (caso 
autónomo) y cuando 1 =1= O (caso forzado). 

5.2.2. Caso autónomo 

Se analiza primero el caso en el que 1 = O, lo cual significa que a la 
membrana neuronal no se le aplica corriente alguna. Bajo estas condiciones, 
los experimentos fisiológicos revelan que el potencial de reposo se comporta 
como un atractor (ver sección 3.2). Si el potencial de la membrana es per­
turbado con un pulso de corriente, espontáneamente se recupera regresando 
a su valor inicial (potencial de reposo). 

En el modelo matemático de FHN, cuando 1 = O Y se cumple la de­
sigualdad (20), el origen (vo, wo) = (O, O) es el único estado de equilibrio del 
sistema. Faltan por encontrar las configuraciones paramétricas que aseguren 
que este (único) estado de equilibrio sea estable, como debe corresponder a 
la realidad biológica observada. Para ello se aplica el procedimiento de li­
nealización y se buscan condiciones sobre los parámetros que hagan que la 
parte real de los valores propios del sistema linealizado sea menor que cero 
(ver sección 2.2.3). 

De acuerdo con la ecuación (19), el sistema linealizado alrededor del (O, O) 
es: 

v-av - w 

w b(v-gw). 
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Los valores propios del sistema son: 

).1,2 = ~ [(-a-bg)±J(-a-bg)2-4(abg+b)] 

= _ ( a ~ b9 ) ± J (a - i)2 - 4b. 

Para llevar a cabo el análisis conviene separar dos casos: cuando los valores 
propios son reales y cuando son complejos. 

Caso real. Se produce cuando (a - bg)2 2:: 4b. Para que los valores propios 
sean menores que cero, se tiene que cumplir que a + bg > J (a - bg)2 - 4b, 
lo cual implica que ga > -1. Esto siempre se cumple: desde el plantemiento 
de las hipótesis del modelo FHN se supuso que a, b > ° y 9 2:: o. 

Caso complejo. Se produce cuando (a - bg)2 < 4b. La parte real de los 
valores propios es menor que cero si a + bg > O. Esto siempre se cumple ya 
que a, b > ° Y 9 2:: o. 

Así se llega a la conclusión que expresa la siguiente proposición: 

Proposición 5.2 Si en el sistema de FHN existe un solo punto fijo y en 
ausenr:ia de estimulación externa (es decir, cuando 1 = O), para todo valor 
de los parámetros a, b > ° y 9 2:: 0, el estado de equüibrio (vo , wo) = (O, O) es 
siempre asintóticamente estable. 

En la figura 30 se muestran las curvas de diversos cálculos numéricos. 
En ella se despliegan las ceroclinas del sistema FHN y algunas órbitas en 
el espacio fase, así como los correspondientes cursos temporales del voltaje. 
Conviene notar que como las constantes utilizadas, a = 0,15, b = 0,01 y 
9 = 2,5 verifican la condición (20), el sistema tiene un único estado de equi­
librio. Por la proposición anterior este estado de equilibrio es (vo , wo) = (O, O) 
Y es un atractor. 

Se aprecia que los cursos temporales que produce el modelo son cualitati­
vamente iguales a los potenciales de acción que se observan en el experimento 
(comparar con la figura 13 ). Se muestra además, que el experimento de per­
turbación del potencial de reposo de la neurona, queda bien modelado por las 
ecuaciones del sistema FHN: si se escogen condiciones iniciales de la forma 
( Vi, Wi) = (Vu ± né, O) donde Vu es el potencial umbral, é una constante posi­
tiva mayor que cero y n EN, cuando se está a la izquierda del voltaje umbral 
se obtiene una respuesta pasiva (lineal) cuyo voltaje no excede a la ampli­
tud de la perturbación inicial; cuando la perturbación cruza el valor umbral, 
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se obtiene una respuesta activa (no lineal) caracterizada por un incremento 
desproporcionado del voltaje v(t), cuyo valor máximo es mucho mayor que 
el valor de la perturbación inicial. Finalmente se observa que la diferencia 
entre los cursos temporales de perturbaciones que superan el umbral es muy 
poco significativa, dando lugar a potenciales de acción que son prácticamente 
indistingui bIes. 

v 

Vu~ 

i 
tiempo 

Vu = 0.208 
voltaje umbral 

Figura 30: Fenómeno de excitabilidad. Izquierda: órbitas en el espacio de 
estados. Derecha: correspondientes cursos temporales del potencial eléctrico. 
Los parámetros utilizados en ambos casos son 1 = O, a = 0,15, b = 0,01 y 
g = 2,5. 

5.2.3. Estimulación de la célula con una corriente continua 

Ahora se investiga la forma en que la membrana responde cuando se 
le aplica una corriente 1 constante en el tiempo (lo que en la jerga de los 
electrónicos se conoce como una corriente continua). Biofísicamente se espera 
que exista un valor crítico de 1 - la corriente aplicada- a partir del cual 
la dinámica eléctrica de la membrana celular exhiba trenes periódicos de 
potenciales de acción, cuya frecuencia varíe crecientemente al aumentar la 
intensidad de la corriente (ver sección 3.2.2). 

El aumentar el valor de la corriente 1 en el modelo de FHN, tiene como 
consecuencia la traslación de la gráfica de la ceroclina cúbica verticalmente 
en el sentido positivo del eje w del plano fase, lo que tiene como efecto in­
crementar el valor de la componente v del estado de equilibrio del sistema 
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(ver figura 33). Los experimentos numéricos revelan que para valores de co­
rriente suficientemente pequeños y suficientemente grandes, el sistema exhibe 
un punto de equilibrio estable. Sin embargo, para valores de equilibrio inter­
medios, ese punto fijo se inestabiliza, dando lugar a un ciclo límite estable. 
La descripción anterior se corresponde con la bifurcación de Andronov­
Hopf; en la siguiente sección se le estudiará con suficiente detalle. 

5.2.4. La bifurcación de Andronov-Hopf 

En la presente sección se probará la existencia de la bifurcación de 
Andronov-Hopf en el sistema FHN, cuando se varía el valor de la corriente 
1. La bifurcación se da, cuando entre otras cosas, el valor de la traza de la 
matriz de linealización del sistema es cero (ver teorema 2.6) . En el caso de 
FHN (ver ecuaciones (19)), cuando: 

-3v2 +2(a+l)v-a-bg - O (21) 

a+l /1 (a
2
-a+l b) 

=> v± = -3- ± V "3 3 - 9 

=> v± = e ± J~ (m - bg), 

a + 1 a2 
- a + 1 . 

en donde e = -- y m = . Se hace notar que para que eXIstan 
3 3 

soluciones reales es necesario que m ~ bg. 
Es conveniente conocer los valores de la corriente 1 en los que se tenga un 

punto de equilibrio y en los que la traza de la matriz de linealización evaluada 
en ese punto sea cero. El lugar geométrico de los equilibrios en el plano 1 - v 
se obtiene de la ecuación (18): 

I(v) g- lv + v(v - a)(v - 1) 
v3 

- (a + l)v2 + (a + g-l)V 

v3 
- 3cv2 + (3c - 1 + 9 - 1) V. 

Para 9 ::; 7 (necesario para que se tengan soluciones reales), se calcula 

el valor de 1 ( v+) e 1 (v_) (los puntos 1 (v) en los que se tiene un equilibrio y 
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en donde la traza de la linealización es cero): 

I(v+) (c+J~(m-bg)) -29C2-cgy!(m-bg~+~(m-bg)+3cg-9+1 (22) 

I(v_) = (c -J~ (m - b9)) -2gc2+cgy!(m-bg~+~(m-bg)+3c9-9+1. 

Para probar que ocurre una bifurcación de Andronov-Hopf en I(v+) e 
I(v_), es necesario demostrar que al cruzar por estos puntos variando el 
valor de 1, la traza de la linealización cambia de signo. Cuando la función 
I(v) es invertible, lo anterior es equivalente a probar que la traza de la matriz 
de linealización cambia de signo cuando se cruza por las raíces de la ecuación 
(21), variando el valor de v. De aquí la pertinencia de la siguiente observación: 

Observación 5.2 Se considero I(v) = v3 - 3cv2 + (3c-1 + g-l)V. Si 
m < g-l la funci6n I(v) es invertible. 

Demostración. La derivada de la función es: 

I'(v) 3v2 - 6cv + 3c - 1 + g-l 

(v- (c+J~(m-g-l))) (v- (c- J~(m-g-l))). 
Cuando la derivada de la función es siempre positiva o siempre negati­

va (cuando no hay raíces reales) la función es invertible. 1'( v) tiene raíces 
complejas si y sólo si m < g-l. • 

Ahora es posible enunciar el teorema relacionado con la bifurcación de 
Andronov-Hopf. 

Teorema 5.2 Si 9 < llÚn {~, ~ }, en 

I(v+) (c+ J~(m-bg)) -29C2-cgJ!(m-bg~+~(m-bg)+3cg-9+1 

I(v_) = (c -J~ (m - b
9

)) -2gc2+cgy!(m-bg~+~(m-bg)+3C9-9+1 . 

(ecuaciones (22)) se da una bifurcaci6n de Andronov-Hopf. 
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Demostración. Como g < 7, en J ( v±) la traza de la linealización se anula 

(ver ecuación (21)). Falta por probar que al cruzar por estos puntos variando 
el valor de J, la traza de la linealización cambia de signo. Como se cumple que 
g < ~, la función J(v) es invertible (observación 5.2) y probar lo anterior, 
es equivalente a probar que la traza de la matriz de linealización cambia de 
signo cuando se cruza por los puntos v+ y v_ variando el valor de v. 

La función de la traza es (ver ecuación (19)): 

T(v) -3v2 + 2(a + l)v - a - bg 

-3v2 + 6cv - (3e - 1) - bg 

'* T'(v) = 6(e - v). 

Como T'(v) =1= O Vv/ {e}; v+, v_ =1= e y T(v+) = T(v_) = O, implica que la 
función traza cambia de signo al cruzar por los puntos v+ y v_ variando el 
valor de v .• 

Resumiendo. Si los parámetros del sistema FHN satisfacen la condición: 

, {1 m} g >mm --
- m' b ' 

el equilibrio del sistema es asintóticamente estable para toda J. En este caso, 
el incrementar la corriente tiene sólo el efecto de aumentar el valor de la 
componente v del equilibrio (i.e. el valor del potencial de reposo), como lo 
ilustra la figura 31. 

Cuando se tiene una configuración paramétrica del sistema FHN tal que 

g < mÍn { ~, 7 }, hay dos valores de la corriente aplicada, J (v+ (g, b)) e 

J(v_(g, b)), para los cuales la traza de la matriz de linealización del sistema 
en el punto de equilibrio se anula y tales que al traspasarlos, variando el 
valor de J, la traza cambia de signo. Como el signo de la traza de la matriz 
de linealización da el signo de la parte real de los valores propios del sistema 
linealizado, asociado a esta transición se produce un cambio en la estabilidad 
del equilibrio. Este hecho se ilustra en la figura 32. 

Se observa que asociado al proceso de inestabilización del estado de equi­
librio, aparece un ciclo limite estable (i.e. una órbita periódica atractora). 
En la figura 33 se muestra cómo al aumentar los valores de la corriente J se 
produce la transición, entre régimen excitable y el régimen oscilatorio, del 
sistema FHN. En la figura 34 se muestra cómo, de acuerdo a lo observado 
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Figura 31: Configuración paramétrica (a = 0,15, b = 0,14 Y 9 = 2,5) en la 
cual, para todo valor de 1, el punto de equilibrio resulta ser un atractor. Los 
valores de la corriente para cada una de las gráficas son 1 = 0,01 (arriba a la 
izquierda), 1 = 0,095 (arriba a la derecha) el = 0,35 (abajo). 

experimentalmente (comparar con la figura 35), la frecuencia de disparo de 
los trenes de potenciales de acción aumenta con la intensidad de la corriente. 

En la figura 36 se muestra una secuencia de ciclos límite en la que se van 
disminuyendo los valores del parámetro b. El límite b --t O, es lo que se conoce 
en la jerga matemática como el límite singular del sistema de ecuaciones 
diferenciales. Cuando b < < 1 el modelo FHN reproduce cualitativamente la 
dinámica del potencial de acción de una neurona. En este caso se obtienen 
trayectorias en el espacio de estados casi horizontales, debido a que la variable 
w se vuelve muy lenta respecto a la variable v: los valores de w se hacen mucho 
más pequeños que los de 'Ú (al respecto, ver ecuación (17)). Se hace notar que 
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Figura 32: Configuración paramétrica (a = 0,15, b = 0,08 Y g = 2,5) en la 
cual el estado de equilibrio pierde la estabilidad al incrementar la intensidad 
de la corriente aplicada. Se observa que un incremento adicional de la co­
rriente aplicada, puede volver a estabilizar el voltaje de reposo. Los valores 
de la corriente, para cada una de las gráficas son 1 = 0,01 (arriba a la 
izquierda), 1 = 0,095 (ariba a la derecha) el = 0,35 (abajo) . 

cerca de la ceroclina cúbica los valores de 1; también son pequeños y entonces 
1; y w pueden tener el mismo orden de magnitud. 

Con respecto a este límite, es pertinente hacer la siguiente observación. 
De la ecuación (21), cuando b -t O o g -t O se observa que: 

v+ -t c+ VY!f 
v_ -t e - VY!f. 

A continuación se demuestra que en estos valores, la ceroclina cúbica 
alcanza el máximo y el mínimo respectivamente. Los puntos críticos de la 
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Figura 33: Transición entre el régimen excitable y el régimen oscilatorio del 
potencial eléctrico de una neurona al aumentar la intensidad de la corriente. 
Se observa cómo el voltaje del estado de equilibrio aumenta con la corriente. 
En todas las gráficas se utilizó a = 0,15, b = 0,01 Y 9 = 2,5; de arriba a 
abajo, los valores del parámetro 1, tanto en el retrato fase como en el curso 
temporal, son respectivamente, 0,035, 0,05 Y 0,16. 
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Figura 34: Trenes de potenciales de acción. En ambos casos se utiliza, 
a = 0,15, b = 0,01 Y 9 = 2,5; en la gráfica de la izquierda se utiliza 1 = 0,0386 
yen la de la derecha 1 = 0,1. 

ceroclina cúbica w = 1 - v(v - a)(v - 1) (ver ecuación (18)) se obtienen 
igualando a cero la primera derivada: 

Como: 

dw 

dv 
dw 

dv 

-3v2 +2(a+1)v -a 

a + 1 v 'a2 - a + 1 
O <=? v = -3- =f 3 

-6v - 2(a + 1) = 6(c - v) 

=} ~w I = -6 1m < O 
dv2 v=c+~ V"3 

=} ~w I = 6 1m > O 
dv2 v=c-~ V "3 ' 

el máximo de la cúbica se alcanza en v = c+ yiW y el mínimo en v = c- yiW. 
De aquí que cuando b -t O o 9 -t O Y sigan cumpliéndose las hipótesis del 
teorema 5.2, la bifurcación de Andronov-Hopf sucede cuando el punto fijo 
tiende a los puntos críticos de la ceroclina cúbica. 
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Figura 35: Respuesta de lllla célula del neuroestriado del cerebro de lllla ra­
ta al aplicarse lllla corriente sostenida durante llll intervalo de tiempo de a­
proximadamente medio segundo. Cortesía de la Dra. E. Galarraga, Labora­
torio de Biofísica del Instituto de Fisiología Celular, UNAM. 

5.3. Oscilaciones autosostenidas 

Además de las señales neuroeléctricas, nuestro entorno está lleno de sis­
temas que presentan oscilaciones no lineales, cuya dinámica queda comple­
tamente determinada por sus parámetros y no depende de las condiciones 
iniciales a partir de las cuales se pongan en movimiento: pasado llll tiempo 
transitorio, las oscilaciones van a exhibir su ritmo característico. A las oscila­
ciones de ese tipo se les llama oscilaciones autosostenidas. A continuación 
se listan algunos ejemplos: 

1. Las secuencias de luz que emite lllla luciérnaga. 

2. La variación en la concentración de los reactivos de la reacción química 
Belousov-Zhabotinsky. 
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Figura 36: Ciclos límite estables asociados a los estados de equilibrio inesta­
bles. En todos casos se utilizó a = 0,15, 9 ~ 2,5 e 1 = 0,095; los valores de b 
son b = 0,08 (arriba a la izquierda), b = 0,03 (arriba a la derecha) y b = 0,01 
(abajo). 

3. Las contracciones del corazón humano. 

4. Las variaciones hormonales de una mujer en edad reproductiva. 

5. Los ciclos circadianos. 

6. Los láseres. 

7. Los relojes de péndulo. 

8. Los marcapasos utilizados para controlar las arritmias cardiacas. 

Los fenómenos descritos en la lista -que a primera vista parecen comple­
tamente ajenos entre sí- pueden ser entendidos dentro de un marco común 
basado en la dinámica no lineal. En el espacio fase, la evolución de las oscila­
ciones autosostenidas queda representada por una curva cerrada atractora: 
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sin importar cuáles sean las condiciones iniciales, el sistema tiende asintóti­
camente a un movimiento periódico característico. 

Los osciladores que exhiben oscilaciones autosostenidas no pueden ser sis­
temas conservativos. Si un sistema conservativo es alterado por una pertur­
bación, permanece perturbado, ya que, como su nombre lo indica, conserva la 
energía. El espacio fase de esta clase de sistemas, a diferencia de los sistemas 
que exhiben oscilaciones autosostenidas, queda descrito por una familia de 
curvas cerradas: las condiciones iniciales determinan la e­
nergía inicial del sistema y por tanto, la amplitud de las oscilaciones que 
se exhiban. 

Es fácil llegar a la conclusión de que sólo se pueden tener oscilaciones 
autosostenidas en un sistema disipativo (no conservativo) y que para que la 
amplitud de las oscilaciones no decaiga se necesita una fuente de energía. De 
acuerdo con las definiciones clásicas (ver [Herrera, 1994]), la dinámica de la 
fuente no debe ser periódica. 

Típicamente, a mayor amplitud de oscilación se requiere mayor energía 
de la fuente, pero también, a mayor amplitud de oscilación, mayor disipación 
de energía. La dependencia entre estas dos relaciones es quien determina la 
amplitud de la oscilación (estable) autosostenida: la energía que se agrega al 
sistema, exactamente compensa la energía que se disipa. 

Se observa también que la no linealidad es ·necesaria para modelar a 
las oscilaciones autosostenidas. Ésto, debido-a que los sistemas lineales que 
exhiben oscilaciones periódicas, necesariamente son conservativos. El argu­
mento es sencillo: si x(t) es una solución periódica de un sistema lineal, 
también lo es ax(t) Va E lR. 

Bajo ciertas condiciones, en el espacio fase, la dinámica de los sistemas 
forzados también puede quedar representada por alguna curva cerrada atrac­
tora. Hay una diferencia esencial entre las oscilaciones que presentan esta 
clase de sistemas, con las oscilaciones autosostenidas. 

Si se tiene una oscilación autosostenida y súbitamente se cambia la fase 
de oscilación, el sistema evolucionará normalmente -siguiendo a su órbita 
cerrada atractora- a partir de esa fase. Ante las perturbaciones de fase, las 
oscilaciones autosostenidas son estables (mas no asintóticamente estables). 

En cambio, si a los osciladores forzados, cuya dinámica en el espacio fase 
queda representada por una curva cerrada, súbitamente se les cambia su fase 
de oscilación, no tienen porque seguir a la curva cerrada que previamente 
habían descrito. Como se trata de sistemas forzados, el campo vectorial en 
cada punto de su espacio fase cambia con el tiempo: si el sistema sin perturbar 
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pasa por la fase JI de la oscilación en los tiempos nt! y por la fase 12 en los 
tiempos nt2, con n E N (esto puede asegurarse "In E N ya que se trata de 
comportamientos periódicos) y súbitamente en algún tiempo nt! se le cambia 
su fase a 12, el campo vectorial en el punto correspondiente a la fase 12, no 
tiene porque ser el mismo que el exhibido en cualquiera de los tiempos nt2 . 
Ante las perturbaciones de fase, esta clase de sistemas ho son estables. 

Para ejemplificar las diferencias entre los osciladores autosostenidos y los 
forzados, se va a pensar en el péndulo de un reloj de péndulo, yen un péndulo 
que recibe una perturbación periódica en el tiempo. 

"El mecanismo de un reloj de péndulo incluye: un sistema oscilatorio 
horizontal o vertical (por ejemplo un péndulo), una fuente de energía (un peso 
o un resorte) y un control que relacione los dos elementos anteriores. Para 
ciertas posiciones del péndulo opera el control y permite que pase la energía 
requerida en la forma de un impulso [ .. . ] Una característica importante es 
que el momento en que opera el control depende solamente de la posición del 
péndulo y, más aún, la acción y el tamaño del impulso dependen solamente 
de la posición y de la velocidad del péndulo" ( [Herrera, 1994]: p59). 

La dinámica del péndulo forzado, de primera impresión perecería igual a 
la del reloj de péndulo, sin embargo se comportan completamente diferentes . 
ante las perturbaciones de fase: si la fase del reloj de péndulo se modifica, 
la evolución de su movimiento continuará normalmente a partir de la nueva 
posición -el control opera según la posición y velocidad del dispositivo- pero 
si se modifica la fase del péndulo forzado, la evolución del movimiento puede 
cambiar radicalmente, debido a que la dinámica del sistema, en este caso sí 
depende del tiempo. 
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6. Estimulación periódica de una célula ner­
viosa: estudio de una analogía mecánica 

6.1. Introducción 

En el capítulo 3 se estudió la biofísica de la actividad neuroeléctrica y en 
los capítulos 4 y 5, se presentaron dos modelos matemáticos que dan cuenta 
del fenómeno de excitabilidad de la célula nerviosa. El escenario establecido 
en los tres capítulos anteriores dejó claro que: 

1. La actividad eléctrica es un factor determinante de la fisiología de la 
neurona. 

2. La dinámica de los procesos involucrados es no lineal y por su comple­
jidad no puede ser comprendida sin el uso de una teoría matemática 
basada en ecuaciones diferenciales. 

3. El trabajo pionero realizado por los investigadores ingleses Hodgkin 
y Huxley a mediados del siglo pasado, constituyó una contribución 
fundamental a la modelación de la dinámica nerviosa. 

4. Dada la gran complejidad del modelo de Hodgkin y Huxley, es muy 
importante construir modelos simplificados que permitan aislar y com­
prender la esencia dinámica de los fenómenos involucrados. 

5. El modelo de FitzHugh-Nagumo provee un escenario de complejidad 
mínima para entender claramente, en un contexto geométrico, tanto el 
fenómeno de la excitabilidad que da lugar a los potenciales de acción, 
como el de la transición del régimen excitable hacia al régimen oscila­
torio que se manifiesta en forma de trenes de potenciales de acción. La 
aparición de este modelo marcó una nueva etapa en la historia de la 
neurofisiología: el análisis geométrico de las órbitas en el espacio fase se 
volvió fundamental para lograr una comprensión a fondo de la fisiología 
de la célula nerviosa. 

Este trabajo constituye un primer paso para el estudio de la dinámica de la 
interacción de las células nerviosas en una red neuronal. Tal análisis, utilizan­
do los modelos que se presentaron anteriormente (el modelo de HH y el mo­
delo de FHN), involucra una gran dificultad matemática, incluso en un esce­
nario sencillo: el de una célula marcapasos estimulada periódicamente. De esa 
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investigación, sólo se han obtenido resultados limitados, que principalmente 
son computacionales (ver [Aihara, 1986], [Guttman, 1980], [Holden, 1975] y 
[Kaplan, 1996]). 

Siguiendo la filosofía de estudiar fenómenos complejos en escenarios sim­
plificados, en este capítulo, se presenta un sistema mecánico que refleja el 
proceso de la estimulación periódica de un marcapaso neuronal, y que es 
susceptible de un análisis teórico. Con este modelo se logra un importante 
avance en el entendimiento de los procesos de sincronización que envuelven 
a esta clase de sistemas interactuantes. 

6.1.1. Forzamiento periódico y sincronización 

Los sistemas del mundo real y particularmente los osciladores, suelen es­
tar en constante interacción con los objetos y los procesos del entorno que los 
rodea, teniendo como consecuencia, cambios cuantitativos y cualitativos en 
su dinámica. Investigar bajo qué condiciones un sistema compuesto por dos 
subsistemas oscilantes exhibe un comportamiento periódico o uno desorde­
nado (caótico) y, en caso de ser periódico, averiguar cuáles son los diferentes 
ritmos que se pueden generar, es un problema clásico de la ciencia no lineal. 

Christiaan Huygens (1629-1695), investigador holandés famoso por sus 
estudios en óptica y por ser un excelente constructor y diseñador de relojes 
y telescopios, fue un pionero en el estudio de la interacción de osciladores 
mecánicos. Descubrió que el'movimiento de un par de relojes de péndu­
lo que cuelgan de un mismo soporte, sin importar cuáles sean sus condi­
ciones iniciales, después de un tiempo transitorio, ocurre en fases o en di­
recciones encontradas: los péndulos se sincronizan. En la carta que Huygens 
envía a su padre, fechada el 26 de febrero de 1665 (traducida al inglés en 
[Pikovsky, 2003]), además de describir el fenómeno como "la simpatía de dos 
relojes", explica correctamente el factor esencial: la simpatía de los dos rit­
mos se debe a un imperceptible movimiento del soporte que comunica a los 
relojes. 

Se entiende que la esencia del fenómeno de sincronización, es el ajuste 
de los ritmos de las oscilaciones autosostenidas ante una continua interacción. 
La estabilidad ante las perturbaciones de la fase de esta clase de oscilaciones 
es lo que permite observar comportamientos sincronizados (ver sección 5.3). 

Además de los relojes de péndulo colgados de un mismo soporte, en la na­
turaleza, en la vida social y en la ingeniería, la sincronización es un fenómeno 
abundante. Por ejemplo, se observa en las células cardiacas (se sincronizan 
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con la frecuencia del nodo senoatrial), en los ciclos circadianos (se sincronizan 
con el ciclo dia-noche), en un auditorio aplaudiendo, en los ciclos mens­
truales de un internado de mujeres, en los pulsos de luz que emite un grupo 
de luciérnagas, etcétera. 

6.1.2. Osciladores de integración y disparo y neuronas 

A las células nerviosas se les identifica como osciladores de integración y 
disparo (I y D) debido a la dinámica del voltaje transmembranal (un estudio 
teórico de los osciladores de I y D se puede encontrar en [Grassman, 1986] y 
[Mishchenko, 1980]). 

En el proceso del potencial de acción se observa una fase en la que, por 
la acumulación de la carga iónica, el voltaje cambia muy lentamente: la inte­
gración. Gracias a los iones acumulados, el potencial transmembranal alcanza 
un valor umbral, teniendo como consecuencia la producción de un impulso 
nervioso, que es un proceso en el que el voltaje sufre cambios drásticos du­
rante un lapso de tiempo muy corto comparado con la integración: el disparo. 
Esto determina dos escalas de tiempo (rápida y lenta) del fenómeno. 

El estudio de las oscilaciones de I y D en conexión con algunos problemas 
de la fisiología y la electrónica, lo inició el ingeniero holandés Balthazar van 
der PoI en la primera mitad del siglo pasado. En los años 60's (de ese siglo), 
principalmente con los trabajos de Alan Lloyd Hodgkin, Andrew Fielding 
Huxley y Richard FitzhHugh, se estableció con claridad la relación de las 
oscilaciones de 1 y D con el fenómeno de la excitabilidad de las células 
nerviosas. 

Entender el problema de la sincronización de una neurona maracapaso 
con una señal periódica aferente, constituye un caso particular de un pro­
blema fundamental de la teoría de osciladores: el forzamiento periódico de 
los osciladores de I y D que presenten oscilaciones autosostenidas. 

En el esfuerzo por simplificar la estructura matemática de los modelos que 
dan cuenta de la actividad neuroeléctrica, así como de conservar la riqueza 
dinámica que presentan las células nerviosas (siguiendo la misma filosofía 
que llevó a la concepción del modelo de FitzHugh-Nagumo), se han utilizado 
modelos matemáticos simples de oscilaciones de I y D, en los cuales la dinámi­
ca a través de la membrana obedece una ecuación diferencial con condición 
de salto ([Mendoza, 1998] y [Mendoza, 200:1.]), o incluso modelos que no in­
volucran ecuación diferencial, pero que obedecen alguna regla geométrica 
([Díaz, 2002J y [Garda, 1999]). 

87 



6.2. La neurona mecánica 

El sistema mecánico compuesto por un "oscilador sube y baja" y una llave 
de agua, que se muestra en la figura 37, es un típico oscilador de integración 
y disparo. Se trata de una balanza colocada sobre un plano horizontal, que 
en uno de sus extremos tiene un contrapeso de masa M, Y en el otro, un 
recipiente de masa variable m(t) debido a que recibe un flujo continuo 1 

[ k
9 ] de líquido. Si se supone que inicialmente el contrapeso está tocando el 

seg 
piso, el dispositivo permanece en esta posición hasta que m(t) > M; cuando 
esto sucede, el brazo de palanca gira a favor de las manecillas del reloj hasta 
que el recipiente con líquido se encuentra con el piso. En ese instante t se 
descarga cierta cantidad de líquido, cumpliéndose que m( t) < M. Debido 
al desbalance, el brazo de palanca gira en contra de las manecillas del reloj 
hasta que el contrapeso, nuevamente, se encuentra con el piso, repitiéndose 
así, de forma periódica, la secuencia de eventos descrita. De esta forma se 
construye una sucesión de tiempos de descarga tI, t2, .. . , tn, .... En la figura 
37, junto con el esquema del dispositivo, se muestra la evolución temporal de 
la variable m(t), la cual tiene la forma de un diente de sierra. 

Si se cierra la llave de agua y el "sube y baja" se estimula depositando 
cuantos de agua sobre la cubeta, el sistema exhibe las tres propiedades que 
caracterizan al fenómeno de excitabilidad: 

1. La existencia de un ángulo umbral. Si se aplica un cuanto de agua 
suficientemente grande (tal que m(t) > M), la balanza se desequilibra 
y llega a un ángulo crítico a partir del cual se va a desencadenar el 
proceso de descarga; si el cuanto de agua no es suficientemente, no hay 
descarga. 

2. La descarga es un proceso del tipo ''todo o nada", siempre que se pro­
duce, ocurre de la misma manera. 

3. La existencia de un periodo refractario. El sistema requiere un periodo 
de recuperación para poder repetir una descarga. Si la estimulación es 
demasiado frecuente (menor que el periodo de recuperación) , al sistema 
no le da tiempo de responder. 

Para tener una analogía entre el sistema mecánico y la célula nerviosa, se 
relaciona el voltaje a través de la membrana celular con la masa de agua m( t) 
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Diente de Sierra 

M 
m(t) 

to t1 12 t3 
tiempo 

Figura 37: Oscilaciones de integración y disparo. 

y a la corriente eléctrica aplicada, con el flujo de agua; la espiga de voltaje 
se corresponde con el proceso de la descarga de agua. 

Cuando se aplica un flujo de agua sostenido, al igual que los trenes de 
potenciales de acción de una neurona marcapasos, el sistema exhibe oscila­
ciones al.tosostenidas: se observan descargas consecutivas cuya frecuencia 
está en relación directa con la intensidad de la corriente aplicada (ver sección 
3.2.2 y en particular los datos experimentales que se muestran en la figura 
35). 

6.2.1. Secuencias de tiempos de disparos de la neurona 
periódicamente forzada 

Cuando la corriente es continua, fácilmente se verifica que la dinámica 
del dispostivo mecánico de la figura 37 es periódica y que la sucesión de los 
tiempos de descarga {tn }, sin importar cuáles sean las condiciones iniciales 
y después de un tiempo transitorio, está dada recursivamente por la regla: 

en donde n E Z y T E IR+ es el intervalo de tiempo (fijo) que hay entre dos 
descargas consecutivas. 

Si del lado del contenedor se forza el piso para que su altura varíe con el 
tiempo según alguna función periódica A(t) (figura 38), las secuencias de 
tiempos de disparo (descargas) {tn} del sistema compuesto, tienen una 
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complejidad mucho mayor que las que exhibe el dispositivo sin forzar. Esto 
se debe a que las descargas ocurren a diferentes alturas del piso que ahora 
se está desplazando (elevador): el recipiente descarga y sube con distintas 
cantidades de agua. En relación a esto surgen preguntas del siguiente estilo: 
¿Cuántas clases cualitativamente diferentes de secuencias de descargas puede 
exhibir el dispositivo mecánico periódicamente forzado?¿Son periódicas? ¿De 
qué periodo? 

La propuesta en este trabajo es que la dinámica del dispositivo mecáni­
co forzado, al que se le llamará la neurona mecánica periódicamente 
forzada, es análoga a la dinámica de una célula nerviosa periódicamente 
estimulada. 

M 

d=1A(tl 
t 

Figura 38: Esquema de la neurona mecánica periódicamente estimulada. 

6.2.2. El problema de la sincronización 

Se pueden imaginar una amplia variedad de comportamientos de la neu­
rona mecánica periódicamente forzada. Por ejemplo, dinámicas en las que las 
descargas siempre ocurren en alturas diferentes del elevador. En este caso el 
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movimiento del dispositivo mecánico nunca se repite, y por tanto se dice que 
el movimiento es asíncrono. 

Por otra parte, no es descabellado pensar que las descargas siempre 
sucedan en una misma altura del elevador, una vez por cada ciclo del e­
levador; en este caso la secuencia de tiempos de disparo estaría dada por la 
ecuación tn+ 1 = tn + T, donde T es el periodo del elevador. También es factible 
imaginar que las descargas sucedan siempre a una misma altura del elevador, 
pero que se den, por ejemplo, cada tres ciclos del elevador; en este caso, la 
secuencia de tiempos de disparos estaría dada por la ecuación tn+l = tn + 3T. 
Incluso también podría suceder que las descargas ocurran en dos diferentes 
alturas del elevador -por ejemplo, una en la amplitud máxima del elevador 
y la otra en la IllÍnima- y que se repitan cada ciclo del elevador; en este caso 
la secuencia de tiempos de disparo estaría dada por tn+2 = tn + T. 

En forma general, es factible pensar que las descargas ocurran en q alturas 
diferentes, y que antes de repetir la secuencia de eventos, pasen p ciclos del 
elevador; para todos estos casos se dice que la neurona mecánica exhibe un 
comportamiento sincronizado. La secuencia de tiempos de disparo para 
cualquier comportamiento sincronizado, queda descrita por una ecuación de 
la forma tn+q = tn + pT. 

Definición 6.1 La neurona mecánica periódicamente forzada tiene un com­
portamiento sincronizado, con sincronización q : p, si los tiempos de disparo 
tienden asintóticamente a una secuencia del tipo tn+q = tn + pT, con n E Z, 
q, P E N Y T E jR+ el periodo del forzamiento. En el caso contrario, se dice 
que el comportamiento de la neurona está determinado por una secuencia 
arrítmica o que su movimiento es asíncrono. 

Como se está asumiendo un forzamiento periódico de periodo T, en vez de 
monitorear los tiempos de descarga, es conveniente monitorear las fases del 
forzamiento en los que ocurren las descargas: cada evento tn ocurre en alguna 
fase Xn del ciclo del forzamiento. La secuencia {Xn}, llamada secuencia de 
fases de disparo, se puede graficar sobre una circunferencia de perímetro 
T (ver figura 39). Las fases de disparo X n y los tiempos de disparo tn , están 
relacionados por la ecuación Xn = tn mod T. 

Se resalta que secuencias de tiempos de descarga sincronizadas, implican 
secuencias de fases de disparos que tienden asintóticamente a un atractor 
periódico en la circunferencia Por ejemplo, si se tiene una sincronización 
3 : 2 (ocurren tres descargas por cada dos ciclos del elevador), la secuencia 
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Figura 39: Comportamiento 
cunferencia. 

de fases de disparo 
que se caracteriza por ':;.lUlllUU 

uno de ellos, se 
reloj) a la "..n·l>nT)t", .. /~n 

circunferencia habrá un 

Figura 40: Atractor periódico en la 
cronización 3 : 2 (izquierda). Dinámica 



6.3. Estudio teórico de la neurona mecánica periódica­
mente forzada 

La siguiente discusión está orientada a la realización de un estudio teóri­
co de la neurona mecánica periódicamente forzada, con el fin de predecir las 
diferentes posibilidades de sincronización que puedan manifestarse en el sis­
tema. Un asunto de particular interés será la construcción de un catálogo que 
abarque todas las posibles dinámicas (de la neurona mecánica), así como el 
valor de los parámetros que dan lugar a cada una de ellas. Ésto implicará la 
derivación y el análisis del sistema de ecuaciones diferenciales no lineales que 
gobiernan la evolución de la neurona mecánica. Se demostrará que es posible 
construir un sistema dinámico en la circunferencia que codifique la dinámica 
del sistema de ecuaciones diferenciales y entonces se podrá aplicar la teoría 
de rotación iniciada por Henri Poincare. Para asistir a la investigación teórica 
y/o validarla, también se llevarán a cabo investigaciones computacionales. 

6.3.1. Las ecuaciones de movimiento 

La neurona mecánica es un cuerpo rígido (mantiene todas sus dimensiones 
geométricas fijas) que puede rotar libremente en dos dimensiones. Para dar 
cuenta de su dinámica, es necesario conocer tanto las fuerzas aplicadas al eje 
de rotación, como el lugar en dónde se aplican. El vector en la dinámica de 
la rotación que da cuenta de estas dos cuestiones se llama torca. 

Por completez, en el apéndice A se recuerda que la 2a ley de Newton 
implica que la torca total T , que es la suma de todas las torcas externas 
actuando en el sistema, es igual al cambio del momento angular total L, 
que similarmente, es la suma de todos los momentos angulares presentes. Es 
decir: 

T = L Ti = L ii = i. (23) 

Para la neurona mecánica, el momento angular total es: 

L = Nw = NO, 

donde N es el momento de inercia de la balanza, w es la velocidad angular y 
O es el ángulo que forma una línea vertical con el brazo de palanca del lado 
del contenedor (se mide en contra de las manecillas del reloj , empezando 
desde la línea vertical; ver figura 38). Suponiendo que la distancia entre el 
centro de masa del contrapeso (de masa M) y el eje de giro, es la misma que 
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la distancia entre el centro de masa del recipiente con líquido (de masa m) 
y el eje de giro, se obtiene que el momento de inercia está dado por (en el 
apéndice A se deriva esta ecuación): 

N = (M + m(t))d2
, 

donde d es la distancia mencionada (entre los centros de masas y el eje de 
giro). Sustituyendo las dos últimas igualdades en la ecuación (23), se obtiene: 

T = Ñw + wN = d2rh(t)w + w(M + m(t))d2 = d2 ((M + m(t))B + Ji)) , 
debido a que se está suponiendo que m( t) crece linealmente con pendiente 1 
(rh(t) = 1). 

Las (dos) torcas que actúan en el sistema son (ver dibujo A de la figura 
41): 

(dM gsen e) k (24) 

- (dm(t)g sen e) k, 

donde k es el vector tmitario perpendicular al plano en donde gira el dispo­
sitivo mecánico: (0,0,1). 

Al sustituir la magnitud de T M Y T m en la ecuación para la torca total , 
se encuentra la siguiente ecuación diferencial (no autónoma y no lineal) de 
segundo orden: 

T gd( M - m( t) ) sen e = d2 
(( M + m( t))B + 1 iJ ) 

.. 1· m(t) - M 9 
e + () e + () rvt -d sen e = 0, mt+M mt+l 

que es equivalente al siguiente sistema de ecuaciones de primer orden: 

e w (25) 

w -
1 m(t) - M 9 e 

---,----w - sen . 
m(t) + M m(t) + M d 

En lo que sigue, interesará analizar las órbitas en el espacio fase de este 
sistema de ecuaciones diferenciales (ver figura 46). 
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6.3.2. Restricciones y condiciones 

La dinámica de la neurona mecánica se obtiene al integrar el sistema de 
ecuaciones diferenciales anterior. Para la condición inicial en B( t), w( t) Y m( t), 
Bo, Wo y mo respectivamente, se evoluciona por la curva-solución correspon­
diente, hasta que el contenedor choca con el elevador o el contrapeso choca 
con el piso. Para cada una de las situaciones previas, se imponen condiciones 
(que se especifican en la siguiente sección) sobre las variables de estado y el 
parámetro m(t), que tienen como consecuencia --como más adelante se verá­
que en ese momento se elija una nueva curva-solución para evolucionar. 

El problema matemático que se debe resolver es el de integrar un sistema 
de ecuaciones diferenciales no autónomo y no lineal, al que se le imponen 
condiciones de salto a sus variables de estado y a su parámetro m(t), cuan­
do los valores de la curva-solución traspasan algunas fronteras estáticas y 
dinámicas impuestas en el espacio fase (ver sección 6.4.2). 

Además de las condiciones que se implantan al sistema, para que la neu­
rona mecánica tenga sentido físico y su dinámica sea como la que hasta ahora 
se ha descrito, también deben establecerse restricciones a sus parámetros. 

Restricciones y condiciones 

1. Condición de llenado del contenedor. Se supondrá que durante el movi­
miento al contenedor siempre le cae líquido, que el flujo que recibe es 
constante e igual a 1 y se considerará que el contenedor derrama líquido 
únicamente cuando colisiona con el elevador. Se puede imaginar -a 
diferencia de la ilustración de la figura 38- que el líquido se inyecta 
horizontalmente al contenedor mediante una manguera1 

, y que la parte 
de arriba del recipiente permanece tapada hasta el momento en el que 
colisionan el elevador y el contenedor. En ese instante se activa un 
mecanismo que destapa el recipiente, permitiendo así el derrame de 
líquido. 

2. Condición de desbordamiento. Sea V el volumen del contenedor y Pa 
la densidad de líquido que recibe la neurona mecánica. La masa m( t) 

1 Las ecuaciones diferenciales (25) describen de forma más cercana a la dinámica de la 
neurona mecánica si se elige este diseño. Al considerar que el liquido ingresa al contenedor 
desde cierta altura y verticalmente, en la modelación debe tomarse en cuenta el momento 
angular, que aunque puede ser muy pequeño, inducido por este flujo. 
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debe de ser menor o igual a la masa máxima que pueda soportar el 
contenedor, es decir m(t) :s; V Pa = mmáx' 

3. Intervalo de la variable angular. Cuando la neurona mecánica no está 
siendo periódicamente forzada (se desactiva el elevador), la variable 
angular O(t) está acotada superior (cuando el contrapeso está tocando 
el piso) e inferiormente (cuando el contenedor está tocando el piso) por 
dos ángulos o: y {3 tales que o: :s; e(t) :s; {3 (ver figura 41). 

Cuando el elevador está en movimiento, la variable angular O( t) también 
está acotada superior e inferiormente. La cota superior es la misma (el 
ángulo {3) y la cota inferior es una función que depende del tiempo t y 
está íntimamente relacionada con la función que describe a las alturas 
del elevador. 

Se define 8(t) como la función que en el tiempo t se corresponde con 
el límite angular a partir del cual el contenedor descarga. Esta función 
se puede obtener midiendo el ángulo O(t) en el caso de que (para to­
da t) el brazo de palanca y el elevador se mantengan unidos. Para la 
neurona mecánica periódicamente forzada, para todo t, se cumple que 
8(t) :s; O(t) :s; {3. La expresión matemática para 8(t) se deduce ror 
trigonometría de los dibujos A y B de la figura 41. Como: 

8(t) + cp(t) 

sen cp(t) 

Por otra parte: 

Jr 
2' entonces 

b - A(t) 
-----'.....:... = cos 8(t). 

d 

b = dcosü. 

Despejando 8(t) y sustituyendo b, se encuentra la expresión buscada: 

( 
A(t)) 8(t) = arccos coso: - d . (26) 

4. Intervalo de las cotas de la variable angular. Para que cuando la neu­
rona mecánica "regrese", pueda ir más allá de su posición horizontal: 

Jr 
f3 > 2' Para que cuando la neurona mecánica "caiga", el contenedor 

Jr 
se incline (hacia la derecha) y pueda descargar líquido: 'Vt, 8 (t) < 2' 
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Para impedir que el brazo de palanca dé un giro completo: /3 < 1f Y Vt, 
e(t) > O. 

Por tanto, las cotas superiores e inferiores de la variable angular deben 
estar contenidas en los siguientes intervalos: 

5. Colisión inelástica. Se impone que las colisiones sean totalmente i­
nelásticas. Por tanto, para los tiempos t en los que B(t) = /3 (el con­
trapeso choca con el piso), la velocidad angular w(t) de la neurona 
mecánica repentinamente se hace cero. Sean tn la sucesión de tiempos 
en los que el contenedor choca con el elevador (Vn, B(tn ) = 8(tn )). 

En los tiempos tn la velocidad angular de la neurona mecánica toma 
instantáneamente el valor de la velocidad angular é(tn ) del elevador en 
el momento de la colisión (los choques son totalmente inelásticos). Es 
decir: 

A partir del tiempo tn , Y hasta que el contrapeso se encuentre con el 
piso, la evolución de la neurona mecánica es autónoma. 

6. Condición de actividad.- Para asegurar que la neurona mecánica se 
mantenga activa (oscile), el valor de la masa M del contrapeso debe 
de ser menor a la masa máxima que pueda soportar el contenedor de 
agua, es decir M < mmáx. 

7. Condición de diseño. 

a) Sea b la altura del eje de la neurona mecánica. Para que el con­
trapeso de la neurona mecánica pueda descansar sobre el plano 
horizontal, el valor de d (el radio de giro) debe de ser mayor que 
b: d> b (ver figura 41). 

b) Siendo A(t) la altura del elevador respecto al nivel del piso, sea 
I mín { A (t) } I = Amín. Para que la neurona mecánica pueda trope­
zar con el elevador, se pide que el valor de Amín sea menor al valor 
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(d - b) -la distancia medida verticalmente que hay entre el plano 
horizontal y el radio de giro- es decir (ver figura 41): 

Amín < d - b = d(1- cosa). 

También como lo indica la figura 38, la superficie del elevador debe 
abarcar toda la sombra del brazo derecho de la balanza. 

e) Sea Imáx {A(t)}1 = Amáx' Para que la neurona mecánica pueda 
descargar liquido al colisionar con el elevador (que el contenedor 
se incline hacia la derecha), las alturas del elevador deben de ser 
menores a la distancia b medida entre el eje de giro y el plano 
horizontal: 

Amáx < b < d. 

8. Condición de retomo. Para asegurar que siempre que la neurona mecá­
nica colisione con el elevador, su dinámica lleve a O(t) hacia f3 (que el 
contrapeso toque el piso), se debe asegurar que para cualquier tiempo 
tn en el que la balanza colisiona con el elevador: 

a) 
b) 

Sí se descargue liquido. 

Se descargue suficiente liquido: que m(t;t) = lím m(t) sea menor 
t--->tn + 

que M. Si no se hiciera esta suposición, podría suceder que a 
partir de algún tiempo tfin la neurona ya no descargue (situación 
conocida en la literatura como la "muerte del oscilador" y por 
tanto que las secuencias de tiempos de disparos sean finitas. 

Las expresiones que garantizan la condición de retorno se describen en 
la sección 6.3.3. 

6.3.3. Condiciones de descarga 

Para asegurar que la condición de retomo se cumpla (y entonces asegurar 
que la neurona mecánica se mantenga siempre activa; ver punto 8 de la sección 
6.3.2), debe garantizarse que en el momento de la colisión sí ocurra una 
descarga (inciso (a)). El que se derrame liquido (o no), depende directamente 
de la geometría del recipiente con liquido, de la cantidad de liquido existente 
en el recipiente antes de la colisión y de la fase e(tn ) (ver ecuación (26)) que 
tenga el elevador en el momento de la colisión. 
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A m(t)g 

B 

b 

'~lmaxA(t) 
~-=-=-==-,. _~ __ . minA(t) 

Figura 41: Parámetros y variables de la neurona mecánica. 

Se supondrá que el recipiente tiene base cuadrada de lado l y altura h. 
Si el recipiente se inclina un ángulo <P > O, dependiendo de la cantidad de 
líquido que se tenga, el perfil del líquido que se forma puede ser trapezoidal 
o triangular (ver figura 42). También puede observarse que existe un ángulo 
crítico de inclinación <Pe' que depende de la cantidad de líquido que contenga, 
a partir del cual el líquido se derrama. 

Observación 6.1 Si m < mmáx: 
2 
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h 

A B 

e 9 

Figura 42: Se muestra el recipiente de perfil en tres situaciones diferentes. El 
volumen que ocupa el líquido, se obtiene multiplicando el área del perfil que 
ocupa en la cara, por el ancho l del recipiente. 

Demostración. El ángulo crítico de inclinación 'Pe' es el menor ángulo 'P 
tal que el líquido toca la arista superior derecha del recipiente. A partir del 
dibujo B de la figura 42 se calcula la fórmula de 'Pe' como función de la masa 
m que hay en el recipiente. Como: 

• 

hl' 
m= Pa2 l y 

, (7f) h l = h tan - - 'P = -- => 
2 e tan 'Pe 

(h) (1 pah2l) 
'Pe = aretan Ti = aretan 2" -----;;;;- . 
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Observación 6.2 Si m > mmáx : 
- 2 

<pc(m) = arctan (-i- (hl 2Pa - m)) . 
l Pa 

(27) 

Demostración. Al igual que en la observación anterior, el ángulo crítico de 
inclinación <Pe' es el menor ángulo <P tal que el líquido toca la arista superior 
derecha del recipiente. A partir del dibujo e de la figura 42 se puede calcular 
<Pc: por conservación del volumen -aún no ha habido derrames- debe suceder 
que los triángulos abc y cde tengan la misma área. Si las distancias cb y cd 

cumplen con la igualdad cb = cd = i., se cumple el enunciado anterior. Sea 
2 

ha el nivel del liquido cuando el recipiente está horizontal: 

(
7r ) 1 cb l 

tan "2 - <Pc = tan <Pe = h - ha 2 (h - ha) 

(
2 (h - ha)) '* <Pe = arctan l . 

Tomando en cuenta que ha = :: ' se obtiene la ecuación (27). _ 
l Pa 

Debido a que la dinámica de la neurona mecánica ha sido descrita en 
términos del ángulo O 1 conviene que las dos observaciones anteriores queden 
expresadas en términos de este ángulo: en vez de pensar en el ángulo crítico 
de inclinación del recipiente <Pe1 se piensa en el ángulo crítico Oe de posición 
de la neurona mecánica (a partir del cual se derrama agua). 

Proposición 6.1 

( 2m). mmáx Pal2h 
arctan -- S2 m < -- = --

Pah2l 2 2 

( 
l3p ). mmáx 

arctan ([2 a ) S2 m > --
2 h Pa - m - 2 

Demostración. Tomando en cuenta que la relación entre el ángulo O de la 
posición de la neurona mecánica y el ángulo de inclinación <P del recipiente 

7r 7r 
es 0+ <P = "2 (ver figura 41), que arctan (~) + arctan (x) = "2 y las dos 

observaciones anteriores, se sigue inmediatamente la proposición. -
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El siguiente teorema impone las hipótesis para que siempre que haya una 
colisión de la neurona mecánica con el elevador, se descargue alguna cantidad 
de líquido (con ello se dan las condiciones matemáticas que garantizan la 
condición de inciso (a) del punto 8 de la sección 6.3.2): 

Teorema 6.1 Sea t n un instante en el que la balanza se encuentra con el 
elevador. 

1. Cuando m(t;;) = um m(t) < mmáx, se produce una descarga si: 
t-+t,, - 2 

2. Cuando m( t;;) :?: ~áx, se produce una descarga si: 

Demostración. Por definición ocurren descargas de liquido para todos los 
ángulos <p tales que <p > <p c. Estos ángulos se corresponden con los ángulos O 
tales que O < Oc (ver figura 41). Por tanto si máx {8(t)} < Oc, se asegura que 
cada que hay una colisión entre el recipiente y el elevador, la neurona mecáni­
ca descarga alguna cantidad de líquido. Utilizando la proposición anterior se 
obtiene la conclusión del teorema. _ 

Para garantizar la condición de retorno (ver punto 8 de la sección 6.3.2), 
también hay que asegurar que la cantidad de líquido que se descargue en el 
tiempo tn sea suficientemente grande: tal que m(t;t) = tim m(t) < M. Para 

t-+tn + 
ello es necesario averiguar el valor de la masa m(t;t) del recipiente después 
de una colisión. Como se ha fijado la geometría del recipiente, el valor de 
m(t;t) depende de la cantidad de líquido antes de la colisión m(t;;) y de la 
fase 8(tn ) del elevador en el que se dé la colisión: 

Teorema 6.2 (masa después de una colisión). 

. mmáx P l2h (2m(r)) 
S2 m(t;;) < -2- = T Y 8(tn ) :?: arctan Palh~ 

=? m(t~) = m(t;;,) (no hay descarga). 
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Si m(t;;) < m;áx y e(tn ) < aretan (2~i~~)) 

h2l 
=> m(t~) = PaT tan (e(tn )). 

Si m(t;;) ~ m;áx y 8(tn ) ~ aretan (2(PahZ~~3m(t;;-))) 
=> m(t~) = m(t;;) (no hay descarga). 

S . ( ) Tnmáx Z ( (Pa
Z3

) z m t;; ~ -2- Y aretan h < e tn) < aretan 2PahP _ 2m(t;;:) 

(t+) Z2h Pa
Z3 

=> m n = Pa - (8()) · 2 tan tn 

S. ( ) mmáx l (pa
l3

) 
z m t;; ~ -2- Y aretan h ~ e(tn ) < aretan 2Pahl2 _ 2m(t;;-) 

h2Z 
=> m(t~) = PaT tan (8(tn)) . 

Demostración. Para calcular la masa del recipiente después de cualquier 
colisi6n, deben considerarse dos casos: cuando la posici6n (J del brazo de 
palanca es tal que el perfil del líquido que se forma es un triángulo, y cuando 
es un trapecio. Que se esté en un caso o en otro, depende tanto del ánguZo 
(J, como de la cantidad de liquido m(t;;) en el recipiente antes de la colisi6n. 

1. Tnmáx 
Caso m(t;;) < -2-. En esta configuraci6n, para cualquier ángulo 

() el perfil que forma el líquido es un triángulo. 

a) Si () ~ aretan (2m(t~)) = ()c (los ángulos de inclinaci6n del 
Palh 

recipiente para los cuales el liquido no se derrama; ver proposici6n 
6.1), no hay descarga de líquido y por tanto: 

m(t~) = m(t;;) . 
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b) S · e (2m(t~)) ( d b 2 < aretan 2 = ec, se deduce que ver i ujo B de la 
Palh 

figura 42): 

( 7r) l' Como tan 2 - <p = tan e = h (ver figura 41) 

h2l 
m(t~) = Pa2 tan (e). (28) 

2. Caso m( t~) ~ ~áx. Bajo esta configuración, el perfil del líquido en el 

recipiente puede ser trapezoidal o triangular, dependiendo del ángulo de 
inclinación <p del recipiente. Existe un ángulo <p* que separa a ambas 
situaciones: para todos los ángulos de inclinación tales que <p < <p*, 

la geometría del perfil del líquido en el recipiente es trapezoidal; para 
los ángulos de inclinación tales que <p ~ <p*, la geometría del perfil del 
líquido en el recipiente es triangular. Del dibujo e de la figura 42 se 
observa que <p* ocurre cuando el punto e coincide con el punto f (y 
entonces x = O). Es decir, cuando: 

h 
tan<p* = l 

==} <p* = aretan (~) . 
7r 7r 

Como e + <p = 2 (ver figura 41) y aretan (~) + aretan (x) = 2: 

e* = aretan (*) . 
a) s• e ~ aretan ( Pa

l3 
) -- e (l á Id· l· o c os ngu os e 'lnC 2-

2(Pahl2 - m(t;;:)) 
nación del recipiente para los cuales el líquido no se derrama; ver 
proposición 6.1), no hay descarga de líquido y por tanto: 

m(t~) = m(t;;). 
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b) SiO < arctan (2(Pahl:~3m(t;;.-))) yO> aretan (*) = 0* (cuan­

do el perfil del líquido en el recipiente es trapezoidal), m( t~) se 
obtiene de sumar el área Lx que forma el rectángulo efgi y el área 
(h - x) l 

2 que forma el triángulo eia, del dibujo e de la figura 42, 
y multiplicarlas por el ancho del recipiente l y por la densidad del 
líquido Pa: 

( 
(h - x) l) P [2 

m(t~) = Pa Ix + 2 [ = T (x + h) . 

Como x = h - ltan tp = h - [tan (~ - O) : 

( +) L2h Pa[3 
m tn = Pa - 2 tan O 

e) Si 0< arctan (2(Pahl:~3m(t;;.-))) y O:::; aretan (*) (cuando el 

perfil del liquido en el recipiente es trangular), m(t~) queda dada 
por la ecuación (28). 

Tomando en cuenta que en el tiempo de descarga tn, O(tn ) = e(tn ), se 
siguen las conclusiones del teorema. _ 

6.4. Forzamiento armónico 

Dada una neurona mecánica se puede escoger: 

1. Que las alturas del elevador estén regidas por la función senoidal 
A(t) = -a sen (21ft) , donde a ~ O. Se hace notar que para esta fun­
ción Amáx = Amín = a (ver punto 7 de la sección 6.3.2). 

2. Que los parámetros que el experimentador pueda variar sean, M, a e 
l. 

Para que la neurona mecánica periódicamente forzada tenga sentido físico 
(que se satisfagan las restricciones y condiciones impuesta." al sistema; ver 
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sección 6.3.2), deben cumplirse las siguientes desigualdades sobre sus pará­
metros y sobre la función 8(t), directamente relacionada con el forzamiento: 

l, h, d, b, a , /3,1, M > ° M, m(t) < mmáx = Pal2h; 
\In E Z, m(t~) < M; 

Amín < d - b = d(l - cosa); 

A máx < b < d; 

\lt, 8(t) E (O,~) ; 
/3 E (~,7r); 

máx {8(t)} < mín(01,02) (ver teorema 6.1). 

En estas condiciones la región X e ]R3 del espacio de los tres parámetros 
que el experimentador puede variar, en la cual la dinámica de la neurona 
mecánica periódicamente forzada tiene sentido fisico es: 

{ 

M,a,1 10< M < mmáx = p)2h; \I:¿ E Z, m(t~) < M; } 
XclR3 = O<a < mín{b,d(l-cosa)}; . 

máx {S( t)} = arc cos (cos a - ~) < mín (0 1, O2 ); O < 1; 

Si el máx {e( t)} es un ángulo suficientemente chico, la cantidad de agua 
que se derrama es mayor y m(t~) < M. Si esto se considera, la gráfica de X 
es la que se muestra en la figura 43. 

6.4.1. Simulaciones computacionales 

Para investigar si las secuencias de disparo de la neurona mecánica perió­
dicamente forzada son sincronizadas (o asíncronas), es necesario analizar el 
sistema de ecuaciones diferenciales (25) que rige a la dinámica del dispositi­
vo mecánico, junto con las restricciones y condiciones impuestas al sistema 
(sección 6.3.2) , y la evolución discontinua de la masa m(t) del contenedor 
(debido a las descargas). 

La complejidad matemática de las ecuaciones diferenciales (25), impide 
resolverlas analíticamente. El caso más sencillo, cuando el flujo 1 = O y 
cuando el piso se mantiene fijo, es una ecuación autónoma no lineal: la de un 
péndulo sin fricción. A pesar de esta dificultad, en la sección 6.5 se utilizará 
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Figura 43: Espacio de parámetros (M, a, 1) en donde la neurona mecánica 
periódicamente forzada por -asen(27rt), tiene sentido físico. 

llil método de análisis indirecto basado en la teoría de sistemas dinámicos en 
la circllilferencia. El método es indirecto en el sentido de que evita resolver la 
ecuación diferencial como tradicionalmente se hace: encontrando expresiones 
analíticas para sus soluciones. 

En la sección 6.5 se llevará a cabo un análisis teórico de la neurona mecáni­
ca periódicamente forzada, pero antes conviene hacer llila exploración com­
putacional para exhibir algunos de sus posibles comportamientos. El cómputo 
numérico y la visualización se realizaron con el analizador visual-interactivo 
de sistemas dinámicos INTEGRA, desarrollado en el Laboratorio de Dinámi­
ca No Lineal de la Facultad de Ciencias de la UNAM. Este paquete puede 
obtenerse gratuitamente en la página: 

http: j jwww.dynamics.unam.edujintegrawindows 

6.4.2. El sistema de software INTEGRA 

Cómo utilizar INTEGRA. Se describirá brevemente cómo se trató el 
problema de la neurona mecánica utilizando INTEGRA. El programa cuenta 

107 



con un módulo ejecutable llamado INTERFAZ. En este módulo el usuario 
introduce los sistemas de ecuaciones diferenciales de interés, junto (si es que 
existen) con las condiciones sobre sus parámetros y/o variables. Los pasos 
que se siguieron son: 

1. Se generó un proyecto nuevo en la INTERFAZ. Dentro del proyecto se 
pueden tener varios sistemas de ecuaciones diferenciales. Por ejemplo, 
se puede crear el proyecto neuronas e introducir el sistema de Hodgkin 
y Huxley, el de FitzHugh-Nagumo y el de la neurona mecánica. 

2. Para el sistema neurona mecánica, en la ventana "sistemas de ecua­
ciones", se introdujeron las ecuaciones diferenciales correspondientes 
(ecuaciones (25)) en forma de sistemas de ecuaciones diferenciales de 
primer orden. Abajo de las ecuaciones se introdujeron los valores de 
los parámetros involucrados (durante las simulaciones pueden ser mo­
dificados tantas veces como el usuario lo requiera) . 

3. En la ventana "código en C++" se introdujo, en código C++, las condi­
ciones sobre los parámetros y/o las variables de la neurona mecánica 
(sección 6.3.2). El pseudocódigo se expone en la siguiente sección. 

4. Se generó el archivo ejecutable (que trabaja independiente de la IN­
TERFAZ) correspondiente al proyecto que se elaboró. Con él se pueden 
analizar, cuantitativamente y cualitativamente, los sistemas de ecua­
ciones diferenciales especificados. Los resultados de las integraciones 
numéricas se pueden desplegar en una lista de texto o visualizar en 
diversos escenarios gráficos. 

Secuencia general de operación. Los pasos que sigue INTEGRA para 
hacer la integración numérica del sistema de ecuaciones diferenciales (25), 
tomando en cuenta las restricciones y condiciones hechas a las variables y a 
los parámetros, son los siguientes (ver figura 44): 

1. El sistema prepara las condiciones iniciales a partir de las cuales se 
va a integrar, el método con el que se va a realizar la integración, el 
tiempo de integración, el escenario gráfico en el que se van a visualizar 
las integraciones numéricas, etcétera. 

2. Revisa si el tiempo t que está corriendo en la integración, es menor al 
tiempo total de integración requerido. Si así es, continua; si no, termina. 
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3. Ingresa en la subrutina restricciones y condiciones (introducida en 
código C++). Ahi se modifican los valores de O(t), w(t) y m(t), según 
el estado actual del sistema (para respetar las restricciones y condi­
ciones impuestas a la dinámica de la neurona mecánica). En la siguiente 
sección se describe detalladamente la forma de operación de este módu­
lo). 

4. Con los valores de las variables O(t) , w(t) y m(t) que arroja la subrutina 
restricciones y condiciones, se integra numéricamente al sistema (25). 
Se escogió el método Runge-Kutta-Verner II con un paso máximo de 
1 x 10-1, un paso mínimo de 1 x 10-5 y una tolerancia de 10-10. Este 
método resultó mejor que los métodos Runge-Kutta Classical, Runge­
Kutta-Fehlberg fijo y variable, Runge-Kutta-Verner, Adams-Bashforth­
Multon fijo y variable, 'Ifapezium y Regresive Euler, en el sentido de 
que las integraciones convergieron correctamente a la solución, utilizan­
do un menor número de iteraciones. 

5. Se visualiza el resultado de la integración numérica en el escenario 
elegido. 

6. Se ingresa nuevamente al paso 2. 

6.4.3. Subrutina restricciones y condiciones. 

La subrutina restricciones y condiciones (que corresponde al código C++ 
que se introdujo; ver en la sección anterior punto 3 del apartado Cómo utilizar 
INTEGRA) se encarga de modificar, si así lo requieren las restricciones y 
condiciones impuestas al sistema (sección 6.3.2), los valores de m(t), O(t) y 
w(t). En la subrutina: 

1. Se revisa que m(t) ::; mmáx. Si para algún paso de integración se obtiene 
un valor de masa tal que m(t) > mmáx , el sistema actualiza el valor de 
m( t) de tal forma que m( t) = ffimáx. 

2. Se especifica la forma de evolución de m(t). A partir del valor de la 
masa inicial mo en el contenedor, m(t) crece linealmente hasta que 
hay una colisión (en el tiempo tn) con el elevador. En ese momento, 
instantáneamente se descarga cierta cantidad de agua (que depende de 
las dimensiones del recipiente, del ángulo en el que se dé la colisión y 
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Prep araci ón de I si st em a 

Sí 

restricciones y condiciones 

Integración 

Vi sualización 

Figura 44: Diagrama de flujo general. 

de la cantidad de agua antes de la colisión), quedando en el recipiente 
la masa de agua m(t~) que se especifica en el teorema 6.2. Para cada 
colisión se actualiza el valor de la variable tn al tiempo t en el que haya 
ocurrido la colisión, y si se comienza integrar considerando (entre otras 
cosas) tn = 0, t = ° y m(t~) = mo, m(t) = I(t - tn) + m(t~). 

3. Si e(t) < O(t) < (3, a las variables de estado O(t) y w(t) se les deja evolu­
cionar autónomamente (según las ecuaciones (25)). Para cualquier paso 
de integración tal que O(t) > (3, el sistema se reinicializa a 
8(t) = (3 y w(t) = O (el contrapeso descansa sobre el plano horizontal). 
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Similarmente, para cualquier paso de integración tal que O(t) ::; e(t), el 
sistema se reinicializa a O(t) = e(t) y w(t) = 8(t) (ocurre una colisión 
con el elevador). Geométricamente, en el espacio de estados, lo anterior 
se traduce en la existencia de una frontera fija en () = f3, ya una frontera 
móvil determinada por () = e(t). Si la curva solución se encuentra entre 
estas dos fronteras, el sistema evoluciona autónomamente. Si la curva 
solución está a la derecha, o sobre la frontera () = f3, (inmediatamente) 
para evolucionar se elige la curva solución que cumple que ()(t) = f3 y 
w(t) = O. Similarmentre, si la curva solución está a la izquierda de la 
frontera dinámica () = e(t), para evolucionar se elige la curva solución 
que cumple que ()(t) = e(t) y w(t) = 8(t). 

A continuación se muestra el pseudocócligo que se utilizó para modelar lo 
que hasta aquí se ha descrito (entre paréntesis y después de dos diagonales, se 
hacen algunas explicaciones pertinentes). Para mayor facilidad se recomienda 
consultar el diagrama de flujo de la figura 45. 

if(O ~ (3 ) { 
() = /3; 
w=ü; 

if(m < PaZ2h) m = I(t - tn) + m(t~) ; 
if(m ~ PaZ2h) m = PaZ2h; 

} (j /Si la integración numérica o las condiciones iniciales, determinan 
que el ángulo ()(t) es más grande que el ángulo /3 (ver intervalo de la variable 
angular de la sección 6.3.2), los valores de ()(t) y w(t) se actualizan a /3 y ü 
respectivamente (ver colisión inelástica de la sección 6.3.2) . Por otra parte, 
se especifica el crecimiento lineal de m(t) tomando en cuenta la condición de 
desbordamiento de la sección 6.3.2. Es necesario aclarar que cuando se inicia 
la integración, t = tn = O y entonces, el valor de la masa inicial estará dado 
por el valor de m(t~), que se actualizará cada que ocurra una descarga). 

if(() < /3 && () > arccos (COS(o:) + A~t))) { 

if(m < Pal2h) m = I(t - tn) + m(t~); 
if(m ~ Pal2h) m = PaZ2h; 

} (/ /Si la integración numérica o las condiciones iniciales, determinan 
que el ángulo ()(t) es más chico que /3 y más grande que la función e(t) (ver 
intervalo de la variable ang11lar de la sección 6.3.2) , sólo se especifica la forma 
de crecimiento de m(t) , tomando en cuenta la condición de desbordamiento 
de la sección 6.3.2) . 
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if(e s areeos ( cos(a) + A~t ) )) { 

e = areeos ( cos(a) + A~t)) ; 

w = _ A(t) . 

dVI- (cos(a) + ~r' 
if(m < Pa Z

2
h && e ~ aretan ( 2m

h2
)) 

2 Pal 

m(t~) = m; 

if(m < Pa l:h && e < aretan (p~~2)) 

h2z 
m(t+) = P - tan (j. 

n a 2 ' 

if(m ~ Pa Z
2

h && e ~ aretan ( p;Z3 )) 
2 2Pahl - 2m 

m(t~) = m; 

if(m ~ Pa Z
2

h && (j < aretan ( p;l3 ) && (j > aretan (-h
l 
)) 

2 2Pah[ - 2m 

m(t+) = P Z2h _ Pa
Z3 

. 
n a 2 tan(j' 

[2 h ( P Z3 ) ( [ ) if(m ~ Pa2 && (j < aretan 2Pahl; _ 2m && (j S aretan h ) 

h2Z 
m(t+) = P - tan (j. 

n a 2 ' 

tn = t 
m = m(t~); 
} U/Si la integración numérica o las condiciones iniciales, determinan 

que el ángulo (j(t) es menor o igual que la función 8(t) (ver intervalo de la 
variable angular de la sección 6.3.2), los valores de (j(t) y w(t) se actualizan, 
respectivamente, a los valores que tengan 8(t) y é(t) en ese momento (ver 
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colisión inelástica de la sección 6.3.2). También se actualiza el valor de la 
variable m(t~) según el teorema 6.2 y se cambia el valor de tn, al valor que 
tenga t en ese momento. Finalmente, el valor de la masa m(t) se hace igual 
a m(t~)). 

fYlstriccio1U!s 

y condiciones 

m = I(t-tn) 
+ 

m(lÓ) 

Sí 

Sí 

6= tl 
00=0 

m < mmax 

m =mmax 

No No 
6=8 
oo=é 
tn=t 
m = m(1Ó) 

Figura 45: Diagrama de flujo de la subrutina restricciones y condiciones. 

6.4.4. Visualización de las simulaciones computacionales 

En esta sección se mostrarán algunas simulaciones computacionales que 
dan cuenta de la dinámica de la neurona mecánica bajo diferentes configu­
raciones paramétricas. Se recuerda que se escogió que A(t) = -asen(2m) 
(a ~ O) fuera la función que determina las alturas del elevador. 
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Oscilador autónomo (a = O). En este caso el sistema no está siendo 
forzado y por tanto la dinámica es predecible fácilmente. En la sección 6.2 
se pronosticó una dinámica periódica (ver figura 37) que debe correspon­
derse con la existencia de un atractor periódico en el espacio fase. Las si­
mulaciones computacionales confirman la existencia de un atractor periódico 
global del sistema: sin importar cuáles sean las condiciones iniciales, todas 
la" órbitas del sistema convergen a esta curva (ver figura 46). En la figura 
también se muestran los cursos temporales del ángulo B(t), de la velocidad 
angular w(t) y de la masa del contenedor m(t). 

Atractor periódico 

00 

--+-~------*-- e p 

e.m 

T 

Trenes periódicos de 

"potenciales de acción" 

I 
~ J I 

"J 

Diente de sierra 

t n 
secuencia 
de tiempos 
de disparo 

I 
~ 

tiempo 

Figura 46: Ciclo límite de la neurona mecánica y cursos temporales de las 
variables B(t), w(t) y m(t) , cuando la amplitud del forzamiento es cero 
(a = O). Los valores de los parámetros que se utilizaron son: 
9 = 35280~ , d = 0,4m, M = O,OOlkg, 1 = O,004BL , Q: = 0,96rad, mm mm 
f3 = 2,356rad, l = 0,15m y h = O,05m. 

A partir de las siguientes observaciones se puede deducir que la neurona 
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mecánica tiene un (único) atractor periódico. Se consideran los siguientes 
intervalos de tiempo: 

1. Sea Tí el intervalo de tiempo que le toma al brazo derecho de la ba­
lanza "caer". Tí es el tiempo que tarda el sistema en evolucionar desde 
8(t) = (3, w(t) = O Y m(t) = M, hasta O(t) = a (cuando el contene­
dor choca con el piso). Cuando O(t) = a, la velocidad de la neurona 
mecánica se hace cero y descarga cierta cantidad de agua --que depende 
de la geometría del contenedor, de la cantidad de agua contenida y del 
valor de a- quedando en el contenedor un valor de masa igual a m(t~) 
(especificado en el teorema 6.2). 

2. Sea 72 el intervalo de tiempo que le toma al brazo derecho de la balanza 
"regresar". 12 es el tiempo que tarda el sistema en evolucionar desde 
8(t) = a, w(t) = O Y m(t) = m(t~), hasta que O(t) = (3 por primera vez. 
Cuando O(t) = (3 por primera vez, m(t) = m(t~) +mT2' con mT2 = 112, 
el incremento de masa durante el ''regreso''. 

3. Sea 73 el intervalo de tiempo en el que la neurona mecánica está "car­
gando". 73 es el tiempo que transcurre desde que m( t) = m( t~) + mT2' 
hasta que m(t) = M. 

Sin importar cuáles sean las condiciones iniciales, gracias a las condiciones 
de salto (cuando 8(t) 2: (3 o 8(t) ::; a), después de la primera descarga la 
neurona mecánica va a evolucionar por la curva solución que cumpla que 
O(t) = (3, w(t) = O Y m(t) = M. A partir de esa configuración, la dinámica 
va a seguir los procesos descritos en los tres puntos anteriores. 

Concluyendo, en el caso en el que la neurona mecánica es un oscilador 
autónomo (a = O): 

1. Para toda condición inicial, el sistema tiene un atractor periódico. 

2. Todas las secuencias de disparo -después de la primera descarga- son 
rítmicas (periódicas). Si T = Tí + 12 + 73, para cualesquiera dos descar­
gas consecutivas tn Y tn + 1 (después de la primera descarga) se cumple 
que: 

tn + 1 = tn + T con n E Z y T E IR + . 
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Oscilador forzado (a =1= O). En este caso, la riqueza dinámica de la neu­
rona mecánica aumenta extraordinariamente. Los experimentos numéricos 
dejan entrever el enorme sinfín de comportamientos cualitativamente dife­
rentes que el sistema forzado puede exhibir (se infiere que lo anterior está 
directamente relacionado con el hecho de que los valores que exhibe m(t) 
después de la descarga, m( t;t), no son necesariamente iguales, debido a que 
las colisiones pueden ocurrir a diferentes alturas del elevador). 

A modo de ejemplo, en la figura 47 se muestran, para dos configuraciones 
paramétricas diferentes, los cursos temporales del ángulo O(t) y de la función 
e(t) (ecuación (26», así como los cursos temporales de la masa m(t) del 
contenedor. 

Para estudiar los diferentes ritmos que exhibe el dispositivo mecánico, en 
vez de pensar en los tiempos de disparo, conviene pensar en las fases del forza­
miento en donde ocurren las descargas (ver sección 6.2.2). En vez de estudiar 
las secuencias de tiempos de disparo, se estudiarán las secuencias de fases de 
disparo. Siguiendo con esta línea de pensamiento, conviene graficar la evolu­
ción de las variables de interés (m y O) alrededor de un cilindro de perímetro 
igual al periodo T del forzamiento (adicionalmente se tiene la seguridad vi­
sual cuando se trata de un comportamiento sincronizado: comportamiento 
sincronizad<x=>secuencia de fases de disparo finita). Cada punto alrededor 
del perímetro del cilindro, se corresponde con una fase del forzamiento. 

En la figura 48 se muestra la evolución de las variables m y {} sobre un 
cilindro plano (se identifican el primer y último punto del eje horizontal) 
de perímetro T = 1, para cuatro configuraciones paramétricas distintas (en 
todos los casos se utilizaron las condiciones iniciales: 0(0) = a = 0,96rad, 
w(O) = O Y m(O) = O). Las sincronizaciones que se obtienen en estos casos 
son: 

Gráfica A: Sincronización 1 : 1. En este caso ocurre una sola descarga por cada 
ciclo del elevador (siempre a la misma altura del elevador). Si se grafica 
la secuencia de fases de descarga sobre la circunferencia, se observará 
un único punto (en la fase correspondiente) al que se regresa cada vez 
que se completa una vuelta a la circunferencia (ver sección 6.2.2) . 

Gráfica B: Sincronización 3 : 1. En este caso ocurren tres descargas (a tres alturas 
diferentes del elevador) por cada ciclo del elevador. Si se grafica la 
secuencia de fases de descarga sobre la circunferencia, se observarán 
tres puntos (en las fases correspondientes) a los que se regresa cada vez 
que se completa una vuelta a la circunferencia. 
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e.e e,e 

+-.~-------
tiempo tiempo 

m 
m 

tiempo tiempo 

tn to t1 tn 

Figura 47: Se muestran los cursos temporales de O(t), 8(t) Y m(t). 
Los valores de los parámetros que se utilizaron, en ambos casos, son: 
9 = 35280~, d = O,4m, a = O,8rad, fJ = 3rad, a = O,098m, l = O,15m 

mm 

y h = O,043m. En las gráficas de la izquierda se utilizó M = O,000316kg 
e 1 = O,OO2 BL ; en las gráficas de la derecha se utilizó M = O,0004kg e 

1/Uu.. 

1 = O,OOl!!. 
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ática C: Sincronización 5 : 2. En este caso ocurren cinco descargas (a cinco 
alturas diferentes del elevador) por cada dos ciclos del elevador. Si se 
grafica la secuencia de fases de descarga sobre la circunferencia, se 
observarán cinco puntos (en las fases correspondientes) a los que se 
regresa cada que se completan dos vueltas a la circunferencia. 

áfica D: Sincronización 2 : 1. En este caso ocurren dos descargas (a dos alturas 
diferentes del elevador) por cada ciclo del elevador. Si se grafica la 
secuencia de fases de descarga sobre la circunferencia, se observarán 
dos puntos (en las fases correspondientes) a los que se regresa cada que 
se completa una vuelta a la circunferencia. 

Por supuesto, los experimentos computacionales anteriores no dan cuenta 
de todos los comportamientos que el sistema mecánico pueda tener, y ni 
siquiera son una muestra representativa que permita prever cuáles son. Por 
ello, antes de hacer más cálculos sin ninguna guía, se realizará un análisis 
teórico que posibilite la obtención del buscado "mapa" del comportamiento 
dinámico del sistema. 

6.5. Análisis teórico: el mapeo de la circunferencia 

Estudiar las ecuaciones diferenciales que modelan la dinámica de la neu­
rona mecánica, es complicado por tratarse de un sistema de dos ecuaciones 
diferenciales no lineales con coeficientes discontinuos, cuya evolución está su­
jeta a varias restricciones y condiciones (ver sección 6.3.2). Para entender 
un comportamiento particular de la neurona mecánica, es necesario rastrear 
varias soluciones de la ecuación diferencial. 

Para el análisis teórico de la dinámica del dispositivo mecánico, se propone 
una metodología basada en una herramienta de la teoría cualitativa de los 
sistemas dinámicos, que como se verá, resulta muy efectiva para el estudio 
de la sincronización: la teoría de rotación moderna (iniciada originalmente 
por Henri Poincare). 

6.5.1. Las funciones umbral 

Desde el punto de vista de la sincronización, entender la dinámica de la 
neurona mecánica periódicamente forzada, significa poder describir el espec­
tro de las secuencias de tiempos (o fases) de descargas que el dispositivo 
mecánico pueda exhibir. 
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A Sincronización 1: 1 

e.e 

m 
I 

X1 

e Sincronización 5:2 
e.8 

m 

fase 

fase 

fase 

fase 

X2 X5 X3 

B Sincronización 3: 1 
e.8 

CLI 
m fase 

~ 
fase 

X1 X2 X3 

D Sincronización 2: 1 

e.8 

L:L 
m fase 

fase 

X1 X2 

Figura 48: Se observan las evoluciones de () y m en el cilindro. En todas, 
se utilizó: 9 = 35280~, d = O,4m, 1 = O,00075.Él..., a = O,96rad, j3 = =n mm 
2,356rad, l/ = 27r, l = O,15m h = O,05m y a = O,06673m. En A) se utilizó 
M = O,00099kg, en B) M = O,00050kg, en C) M = O,00055kg Y en D) 
M = O,000645kg. 
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El ritmo de estas secuencias depende directamente de la cantidad de üqui­
do acumulado antes de cada descarga, m( t;;), y de la cantidad de líquido que 
conserve el contenedor después de cada descarga, m(t~). En el teorema 6.2 se 
expone la fórmula que arroja el valor de m(t~) después de cualquier colisión. 
Para m(t;;) no se tiene una fórmula expücita, sin embargo se pueden hacer 
las siguientes observaciones: 

Un instante después de que m(t) = M, la balanza de la neurona mecánica 
se desequilibra y "cae" hasta encontrarse con el elevador. Como el flujo de 
agua es continuo y las colisiones, en general, suceden en distintas alturas 
(fases) del elevador, la cantidad de agua acumulada antes de cada colisión, 
m(t~t depende de la fase del elevador en donde ocurra la colisión. Si 8(tn ) 

(ver ecuación (26)) es la fase del elevador en donde ocurre la n - ésima 
colisión, la cantidad de agua acumulada antes de esa colisión es: 

(29) 

donde I es el flujo y Tc(8(tn )) es la función que proporciona el tiempo que 
tarda el sistema en evolucionar desde 8(t) = (3, w(t) = O Y m(t) = M, a la 
fase 8(tn ) del elevador (encontrar anaUticamente m(t;;), implica encontrar 
analíticamente Tc(8(tn )), lo que implica resolver anaUticamente el sistema 
de ecuaciones diferenciales (25)) . 

Dada una neurona mecánica, el valor, tanto de m( t~) como de m( t;; ), 
depende directamente de la fase 8(tn ) que tenga el elevador en el momento 
de la colisión. A cada valor de la fase del elevador 8(t) (y entonces a cada 
tiempo t), se le puede asociar un valor que dé cuenta de la cantidad de 
üquido antes de que en ese tiempo t hubiera existido una colisión, y otro que 
de cuenta de la cantidad de üquido después de que en ese tiempo hubiera 
existido una colisión. Cada conjunto de valores forman una función: m - (t) 
quien da cuenta de la masa en el contenedor antes de cada colisión, y m + (t) 
quien da cuenta de la masa en el contenedor después de cada colisión. 

La función m+(t) se obtiene analíticamente al evaluar las ecuaciones de la 
proposición 6.2 en el tiempo t. La función m-(t) se obtiene numéricamente 
al evaluar la ecuación (29) en el tiempo t. A pesar de la imposibilidad de 
tener una fórmula explícita para m-(t), debido a que al igual que m+(t) es 
función de 8, se puede decir lo siguiente: 

Observación 6.3 Las funciones m+(t) y m-(t) son periódicas y su periodo 
es igual al periodo T del forzamiento. 
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Como lo muestra la figura 49, la gráfica de la evolución temporal de la 
masa m( t) es un diente de sierra que oscila entre las dos funciones um­
bral m-(t) (umbral superior) y m+(t) (umbral inferior). La gráfica de la 
función m(t) crece linealmente (con pendiente 1), hasta que alcanza algún 
punto de la función m-(t). En ese momento sucede una colisión y su va­
lor decrece instantáneamente al valor que para ese tiempo exhiba la función 
rn + (t). Se trata de lID problema clásico de la teoría de oscilaciones no lineales. 
En [Carrillo, 2004], [Díaz, 2002], [G arda , 1999], [Glass, 2001], [Glass, 1988], 
[Pérez, 1982] y [Pikovsky, 2003], pueden verse algunos resultados y aplica­
ciones relacionados con esto. 

A 

tn t~ tn+1 
tiempo B 

Figura 49: Diente de sierra que oscila entre dos funciones umbral. 

6.5.2. La función de disparos 

En esta sección se demuestra la existencia de una función F cuyas itera­
ciones proporcionan toda.c; las secuencias de tiempos de descarga (o tiempos 
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de la neurona vv'"_u,-"",,,-,,=, de acción) 
todo el DCr\C>r"r .. r. 

periódica­
dinámicos 

funci6n F(t) : lR -j. lR 
paro (descargas) de la neurona mecánica 
implícitamente por la ecuaci6n: 

los tiempos de 
forzada, está dada 

m-
F(t) = t + 1 (30) 

F( t) es una representación de la función de la circunferencia, f : S ---; S, 
dada por: 

f(x) = x + m-(f(x)) - ------'---'- mod lo 
1 

(31) 

Como el flujo de líquido 1 es U.I"fUJIA;inL para cualesquiera 
rlPI>r'Il'Y''1U>I> consecutivas tn Y tn+l , con n E hacer los siguientes 

cálculos trigonométricos (ver figura 49). 

m 

ecuación (30) es la función generadora de los tiempos de descar­
neurona mecánica. 

el mide en unidades 
1), de las funciones 

periodo del forzamiento (i. e. 
y m+(t) es igual al pe­

geométricamente que 

tanto, F(t) es una 
(ver secci6n 2.3.1). 11 

observaci6n 6.3), se 
F(t + + 1 (ver gráfica B de la figuro 
repn::sentaci6n de la función de la ",.",,,, ... ,,i-n,,,,,-n 

o.U<:Lll"'lCJ teórico de la dinámica de 
el teorema anterior ron,rDCon"t 

de los tiempos 
y además 

periódica­
avance: proporciona 

neurona mecánica 
que ésta es llila función de 

La dinámica de la sucesión 
ocurren las descargas, se 

en la circunferencia. 

del ciclo del 
"""rA"" de iterar la función f (x) 



Observación 6.4 Cada secuencia de tiempos de disparos de sincronización 
q : p de la neurona mecánica periódicamente forzada (ver definición 6.1), se 
corresponde con una órbita periódica de camcterística (q, p) de la función (31) 
de la circunferencia en la circunferencia (ver definición 2.11). Las secuencias 
arrítmicas de tiempos de disparo, implican descargas en una infinidad de fases 
diferentes. 

Sin demeritar el progreso obtenido, se observa que debido a que la función 
de la circunferencia es una función implícita, que además incluye la expresión 
m-(J(x)) que sólo puede ser calculada numéricamente (ver sección anterior), 
no es posible hacer más análisis teóricos relevantes. Estos son los problemas 
que motivan la siguiente sección. 

6.6. Límite singular 

Para continuar con el estudio teórico de la neurona mecánica, debe encon­
trarse una región del espacio de parámetros X e 1R3 (ver sección 6.4 y figura 
43), en donde suceda que Vx E S, m-(x) ;::::: M (ver ecuación (29)). De esta 
forma, la función generadora de las fases de disparo f(x) (ecuación (31)), 
sería una ecuación explícita con todas sus componentes conocidas analítica­
mente. Físicamente hablando, se buscan valores de (M, a, 1) E X , tales que 
cuando el experimentador configure a la neurona mecánica en esos valores, 
se pueda considerar que el umbral de disparo es fijo e igual a M . Proyectan­
do un experimento (realizable) que corrobore las predicciones teóricas que 
se obtengan de este trabajo, se pedirá que las dimensiones de la neurona 
mecánica estén dentro de la escala humana. 

Teorema 6.4 Para toda n E Z, sea t~ el tiempo entre la descarga n y la 
n + 1 (tn < t~ < tn+1) , tal que m(t~) = M (ver figura 49) y sea Tmfu. 

[seg] E.IR una constante acotada. 

1. 
tn+1 - t~ ITmfu. 

M -----t O cuando -- -----t O. 
tn - tn M 

2. 

Det1Wstracwn. Observación 1 Vn E Z, tn +1 - t~ > O. Suponemos que 
existe X u e X tal que cuando (M, a,I) -----t X u , existe alguna subsucesión que 
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cumpLe que tn+ 1 - t~ ----> O. Si tn+l - t~ ----> O=>I T( t) I ----> 00 Vt E [t~, t n+! ] ' 
c.on I T (t) I la norma de La torca que actúa sobre la neurona mecánica (ver 
ecuación (24)). Por tanto: 

IT(t)1 = ITm(t) + TM(t)1 = Idgsen8(t)IIM - m(t)l----> 00 ! 

(debido a que dgsen8(t) y M - m(t) son funciones ac.otadas). Se c.oncluye 
que el intervaLo de tiempo en eL que la neurona mecánica está "cayendo", no 
se puede hacer tender a cero. 

Observación 2 Vn E 2, tn+! - t~ < Tmáx , donde Tmáx E lR es una 
constante ac.otada. Suponemos que existe Xu e X taL que cuando 
(A1, a, 1) ----> X u , existe aLguna subsucesión que cumpLe que tn+l - t~ ----> oo. 
Si tn+1 - t~ ----> 00 => IT(t)1 ----> O Vt E [t~,tn+lJ. Por tanto: 

IT(t)1 = ITm(t) + TM(t)1 = Idgsen8(t)IIM - m(t)l----> O ! 
7f 

(debido a que 8( t) ----A 2' o m( t) ----A M). Se c.oncLuye que eL intervalo de tiempo 

en el que la neurona mecánica está "cayendo", no se puede hacer tender a 
infinito. 

Observación 3 Vn E 2, t~1 -tn ~ 00 cuando ~ ~ O. Entre la descarga 

n y La descarga n+ 1, m(t) = 1 (t - tn) +m(t-:;) (ver sección 6.4.2). Por tanto: 

m(t~1) l(t~1 - tn) + m(t~) 
=> tM _ t = M - m(t-:;) = M (1 _ m(t-:;)) . 

n n 11M 

m(t-:;) 
Como M > O y O < m(t-:;) < M => O < 1 - -- < 1. Por Lo tanto, 

M 

De la Observación 1 y de La Observación 2 se c.oncluye que V( M, a, 1) E X 
Y Vn E 2, O < tn+! - t~f < Tmáx . De Ls Observación 3 se c.oncLuye que 

M [ tn+l - t~1 
Vn E 2, tn - tn ~ 00 cuando - ~ O. Por lo tanto, M ~ O cuando 

M tn - tn 
1 Tmáx ----¡:;¡- ~ O (queda asi demostrado el punto 1). 

tn+1 - t~ m(t;;-+l) - M )' . . . 
Como M = ((ver figura 49 y uttlzzando el tnC1,SO 

t - t M - m t+) n n n 

m(t~+l) - M ITmáx 
anterior, M () ~ O cuando -- ----> O. En este caso, el incremento 

-m t~ M 
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de la masa m(t) mientras la neurona mR.-Cánica está "cayendo" (lo que au­
menta m( t) después de alcanzar el valor de M) es muy chico comparado con 
el incremento de la masa m( t) mientras la neurona mecánica está "cargando" 
(lo que aumenta m( t) entre la descarga y el tiempo en el que alcanza el valor 
de M). Esta es la razón por la que se puede despreciar el primer incremento, 

. ) ITm~ y cons'tderar que Vn E Z, m(t;; = M. Por lo tanto, cuando ----¡v¡- --t 0, 

Vt E IR., m-(t) --t M Y Vx E S, m-(x) --t M (queda así demostrado el punto 
2) .• 

La comprensión de la dinámica que aflora cuando se tiene una neurona 
marcapasos periódicamente estimulada (por otra neurona o el experimenta­
dor), fue el pretexto que motivó el presente trabajo. A lo largo del escrito fue 
quedando clara la complejidad del problema: el análisis del modelo clásico de 
HH de la actividad neuroeléctrica, aunque aporta un detallado marco teórico 
para la fundamentación biofísica de la fisiología de la célula nerviosa, incluso 
en el caso autónomo (cuando la neurona no recibe estimulación alguna), per­
mite pocas conclusiones teóricas (ver capítulo 4) . Con el afán de (al menos) 
profundizar en el fenómeno de la excitabilidad, se expuso un modelo simpli­
ficado cuya complejidad matemática disminuye notoriamente: el modelo d2 
FHN (ver capítulo 5). Con este modelo se logró el primer objetivo, y además 
se consiguió tener una idea clara del fenómeno de la transición del régimen 
excitable al régimen oscilatorio, que sucede cuando la célula recibe una es­
timulación con una corriente constante. Sin embargo, el anhelo de entender la 
dinámica que surge cuando la neurona está bajo el régimen oscilatorio, y se le 
estimula periódicamente, se vió minado: las investigaciones sólo contemplan 
cálculos numéricos. 

La propuesta del trabajo, con la aspiración de al menos tener una intuición 
sobre el problema planteado, es que la dinámica del mascapasos neuronal 
periódicamente estimulado, es análoga a la dinámica que produce la neurona 
mecánica periódicamente estimulada. En el presente capítulo ha quedado 
claro que las ecuaciones diferenciales junto con las restricciones y condiciones 
impuestas, que dan cuenta de la dinámica del dispositivo mecánico, tampoco 
son fáciles de analizar. Sin embargo fue posible construir una función de la 
circunferencia cuyas iteraciones dan cuenta de todas las secuencias de fases 
de disparo del dispositivo mecáni,.D (ver teorema 6.3). Desafortunadamente, 
la función generadora de fases de disparos que se obtiene es una función 
implícita, que además tiene una componente que no es conocida analítica-
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mente. A pesar de ello, el siguiente teorema proporciona las condiciones que 
se deben imponer a los parámetros de la neurona mecánica, para que las 
funciones generadoras de los tiempos y fases de disparos sean ecuaciones 
explicitas con todas sus componentes conocidas analiticamente. Queda clara 
la enorme importancia de tener una expresión de esta naturaleza: 

'I1 ITmáx ( ) eorema 6.5 Cuando ----¡;;¡- ---+ 0, la funci6n F t : lR ---+ lR generadora de 

los tiempos de disparo (descargas) de la neurona mecánica periódicamente 
forzada, tiende a la ecuación explícita: 

M m+(t) 
F(t) = t + - - --o 

1 1 

La funci6n correspondiente f (x) : S ---+ S es: 

M m+(x) 
f (x) = x + 1 - 1 mod 1 

. ITmáx 
Demostracwn. Del teorema 6.4 se tiene que cuando ----¡;¡- ---+ 0, Vt E IR, 

m-(t) ---+ M y '\Ix E S, m-ex) ---+ M. Al sustituir estos resultados en las 
funciones generadoras de tiempos y fases de disparos del teorema 6.3, se 
tiene la conclusi6n buscada. _ 

6.7. Análisis del mapeo de la circunferencia en el límite 
singular 

Para facilitar el análisis de la función de la circurúerencia en el límite 
singular (y porque no es relevante para el análisis teórico), se eligirán los 
parámetros de la neurona mecánica de tal forma que sea una sola regla de 
correspondencia la que dé cuenta de la masa de agua después de cualquier 
descarga. El análisis del caso restante es completamente análogo. Se recuerda 
que se eligió que el forzamiento fuera A(t) = -a sen 21ft. 

Utilizando la proposición 6.2 y el teorema 6.4, se deduce que cuando 
ITmáx . ----¡;¡- ---+ 0, y SI: 

máx {8(t)} = arecos (cosa -~) < arctan (~~) , 
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cada que hay una colisión, se descarga alguna cantidad de agua. Si adicional­
mente se pide que: 

máx {8(t)} = arccos (cosa - ~) :::; arct.an~, 
se asegura que la cantidad de agua después de la descarga (siempre) va a 
estar dada por la ecuación: 

h2[ 
m+(t) = Pa-;¡ t.an (8(t)). (32) 

De aquí la siguiente observación: 

Observación 6.5 Cuando la neurona mecánica recibe un forzamiento de la 
I ( ) ITm~ Jorma A t = -asen 27ft y si -- - O y 

M 

máx{8(t)} = arccos (cosa -~) < máx (aretan (~~h) ,arctan*) , 

la función F(t) generadora de los tiempos de descargas y la función f(x) 
generadora de las fases de descargas de la neurona mecánica periódicamente 
forzada, tienden respectivamente a las funciones: 

F(t) t + ~ _ p;~2l t.an ( arceos (cosa + ase~ 27ft) ) 

f(x) = x+ ~ - p;~2[ tan (arccos (cosa + aSe~27ft)) mod 1. (33) 

Para apoyar y complementar las discusiones teóricas de la dinámica de la 
neurona mecánica en el límite singular, con el sistema de software CIRCULO, 
desarrollado en el Laboratorio de Dinámica No Lineal de la Facultad de Cien­
cias de la UNAM, accesible (gratuitamente) en la página 
http://W'U.JW.dynamics. unam. eduj circle, se realizarán alglillos cálculos ntuné­
ncos. 

6.7.1. Amplitud del forzamiento externo igual a cero (a = O) 

Se analizará el caso en el que la amplitud a del forzamiento externo 
A(t), es cero. Bajo estas condiciones Vx, 8(x) = a (ver ecuación (26) , y 
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h2Z 
m+(x) = Pa2 tan a (ver ecuación (32)). Sustituyendo en la ecuación (33): 

f(x) 
M Pah2Z tan a 

x + 1 - 21 modl 

x + r mod 1, 

M 2 
donde r = __ Pah Ztanü 

1 21 

(34) 

En este caso, la dinámica de la neurona mecánica se corresponde con la 
familia de rotaciones del ángulo r en la circunferencia: la diferencia de fa-

ses entre dos descargas consecutivas, siempre es r. Si r es algún racional !!., 
q 

todas las órbitas en la circunferencia S exhibirán un periodo q y una envol-
vencia p: sincronización (q, p). Físicamente, se corresponde con el hecho de 
que, sin importar las condiciones iniciales, la neurona mecánica descargará 
dclicamente q veces durante p periodos del forzamiento. Si r fuera un número 
irracional, todas las órbitas en la circunferencia S serían densas y se obser­
varía una dinámica cuasiperiódica. Físicamente significa que las descargas 
de la neurona mecánica, a pesar de que están equiespaciadas, siempre ten­
drán un pequeño desplazamiento respecto a la correspondiente fase del ciclo 
anterior. El hecho de que se observe una sincronización o no, tiene que ver con 
la conmensurabilidad o inconmensurabilidad, respectivamente, del ángulo r 

con el que se rota (la diferencia de fases entre dos descargas consecutivas) y 
el periodo T = 1 del forzamiento. 

En la figura 50 se muestra la gráfica de la función F(t) (ellevantamien­
to) y de la función f(x) (el toro plano), así como los disparos sobre la cir­
cunferencia. Se observan los dos casos típicos de las rotaciones: cuando hay 
sincronización (4 :3), y cuando las fases recorren densamente toda la circun­
ferencia. 

6.7.2. Amplitud del forzamiento externo diferente de cero (a 1- O) 

Acorde con las simulaciones de la sección 6.4.4, se espera que la comple­
jidad dinámica que genere la función de la circunferencia (33): 

M P h
2
Z ( ( aSen27fx)) 

f(x) = x + 1 - ;1 tan arccos cosa + d mod 1, 

aumente notablemente con respecto al caso a = O. Para estudiar las dife­
rentes formas de sincronización que el dispositivo mecánico permite, así co-
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Levantamiento Toro plano Circunferencia 

i 

1 

i 
I 

j 

I '--------_._, 

Figura 50: Rotación racional (arriba) y rotación irracional (abajo). 

mo la distribución (de las diferentes sincronizaciones) en el espacio de pará­
metros, conviene introducir el concepto de las lenguas racionales. 

Lenguas racionales. Sean 1>. : S --+ S una familia de homeomorfismos de 
la circunferencia que depende del vector de parámetros A = (Al, A2, ... , An ), 

y F>. : lR --+ lR el levantamiento correspondiente (ver definición 2.6, sección 
2.3.1 y proposición 6.3): 

Definición 6.2 Al conjunto de vectores A en el espacio de parámetros, tales 

que el número de rotaci6n p(J) = lím Fn(t) mod 1 del mapeo de la circunfe-
n-+oo n 

rencia sea igual a r, con rE lR, se le conoce como la lengua de Arnold r 
y se le denota con Lr: 

Lr = {A I p(J) = r} . 

A cada punto del espacio de parámetros se le asocia un número relaciona­
do con la sincronización que exhibe la neurona mecánica en esa configuración: 
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el número de rotación del mapeo de la circunferencia correspondiente. Del 

teorema 2.8 se infiere que sólo si r = !!.. E Q y A E LE , 1>.. tiene una órbi-
q q 

ta (q, P )-sincronizada (la neurona mecánica tiende asintóticamente a la sin­
cronización q : p). También se infiere que toda órbita de 1>.. tal que A E Le , 

q 

necesariamente está (q, p )-sincronizada. 
En las regiones del espacio de parámetros en donde f>. no es un horneo­

morfismo, la definición anterior -debido a que está en términos del número 
de rotación y el número de rotación sólo está definido para homeomorfismos­
pierde sentido. La generalización del concepto de lenguas de Arnold a una 
región más amplia del espacio de parámetros, es la siguiente: 

Definición 6.3 Sea R(q,p) la cerradura del conjunto de puntos A en el espacio 
de parámetros, tales que la familia paramétrica de funciones de la circunfe­
rencia 1>.., tiene una 6rbita atractora de periodo q y envolvencia p. Al conjunto 
R(q,p) se le llama lengua racional o región de sincronización (q,p). 

Región de homeomorfismos. El teorema 2.7 asegura que cuando la fun­
ción de la circunferencia es un homeomorfismo, el número de rotación sólo 
depende del valor de sus parámetros y no de las condiciones iniciales. Por tan­
to, para cualquier punto del espacio de parámetros que pertenezca a alguna 
lengua de Arnold Le (se está en la región de homeomorfismos), puede ase-

q 

gurarse la existencia de un único atractor periódico en la dinámica de f (x). 
Las neuronas mecánicas cuyos parámetros pertenezcan a la lengua LE, sin 

q 

importar cuál sea su condición inicial, van a exhibir una secuencia de tiem-
pos de disparos que tenderá a una sincronización del tipo q : p. La siguiente 
observación expresa la idea anterior matemáticamente: 

Observación 6.6 En la regi6n del espacio de parámetros en donde 

M m+(x) 
f (x) = x + I - 1 mod 1 

es un homeomorfismo, si PI -# P2 =} LP.l. n L!!2. = 0 
qI q2 q¡ q2 

(las lenguas racionales 

LP.l. Y L!!2. son conjuntos ajenos entre si). 
q¡ ~ 

Cuando el número de rotación es irracional, el teorema de Denjoy afirma 
que la función de la circunferencia tiene una dinámica equivalente a una 
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función del tipo f(x) = x + r con r E IR \ CQl (citado en [Pikovsky,2003]): 
se obtiene una dinámica cuasiperiódica de la fase (ver segundo renglón de la 
figura 50). 

Queda clara la dicotomía de la dinámica del sistema en la región del 
espacio de parámetros en donde la función de la circunferencia es un ho­
meomorfismo: si el número de rotación es racional, la dinánúca de la neurona 
mecánica es periódica (sus órbitas convergen a un atractor periódico) y si no, 
la dinánúca de la neurona mecánica es equivalente a una rotación irracional: 
se tienen órbitas densas en la circunferencia. 

La región del espacio de parámetros en la que la función de la circun­
ferencia tiene inversa continua, es la región de homeomorfismos de esa 
función. 

En el caso de la neurona mecánica periódicamente forzada por la función 

armónica A(t) = -asen (21ft), si 1j;áx ---t O (ellínúte singular; ver sección 

6.6) y si máx{8(x)} = arccos (coso: -~) ~ arctani (una sola regla de 

correspondencia deterIlÚna a la función m+(x); ver sección 6.7): 

M P h
2
Z ( ( A(X))) f(x) = x + I - ;1 tan arccos coso: - -d- liod 1. 

La función de la circunferencia tiene inversa continua, si y sólo si para toda 
x (ver figura 51): 

d dm+(x) d (h2
Z ( ( a sen 21f x))) 

dx (Ix) > dx = dx Pa2 tan arccos coso: + d 

Utilizando que d = 0,4m, o: = 0,96rad, Z = 0,15m y h = O,05m (se 
fija la geometría de la neurona mecánica) y resolviendo numéricamente la 
desigualdad anterior, se encuentra que la región de homeomorfismos es la 
que cumple que: 

7 < 90,31 [m k:zn
] , 

En la figura 52 se ilustra la región del espacio de parámetros en la que la 
función de la circunferencia es un homeomorfismo. 

En la parte superior de la figura 53, debido a que la función de la circun­
ferencia es un homeomorfismo (como ellevantaIlÚento es una función siempre 
creciente, tiene inversa), puede asegurarse que el atractor periódico que se 
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M , --
1 

m+(x) i ". 
I" '-.~/ 

T - - -------------
r 

Figura 51: En este caso la función de la circunferencia f(x) no es invertible: 
toca dos puntos de la función m + (x). 

muestra es único. En el caso ilustrado en la parte de abajo de la figura, 
debido a que la función de la circunferencia no es un homeomorfismo, es­
tá presente la posibilidad de que otras condiciones iniciales no converjan al 
atractor ahí mostrado. Entre otras cosas, esta perspectiva motiva la sección 
6.8 del presente trab~jo. 

La dinámica del mapeo de la circunferencia. La intuición física con­
duce a pensar que para las configuraciones paramétricas de la neurona mecá­
nica, tales que la frecuencia del forzamiento externo sea muy cercana a la 
frecuencia natural de la neurona mecánica (sin forzamiento), se tenga una 
sincronización del tipo 1 : 1 (la función de la circunferencia exhibe una ór­
bita atractora de periodo y envolvencia 1). También, que para sincronizar a 
la neurona mecánica en 1 : 1, entre mayor sea la diferencia entre la frecuen­
cia natural de la neurona mecánica y la del forzamiento, se requiere de una 
mayor perturbación externa. 

El parámetro M tiene que ver con la frecuencia natural de la neurona 
mecánica y la amplitud a del elevador con la magnitud de la perturbación 
externa. En el espacio bidimensional que forman estos dos parámetros, en 
algún punto (M l , O) -en el que la frecuencia del oscilador autosostenido es 

1 

igual a la frecuencia del forzamiento-- nace la lengua racional R(l,l). Siguiendo 
con las observaciones anteriores, a partir de ahí, la lengua R(1,l) debe crecer 
en forma similar a un triángulo: a mayor diferencia entre las frecuencias del 
oscilador autosostenido y el forzamiento, se requiere de una mayor fuerza 
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Figura 52: Región de homeomorfismos. 

para sincronizar (ver figura 54). 
Cuando a = O (ver sección 6.7.1), la función de la circunferencia es 

f(x) = x + r (una familia de rotaciones). Si se está en ese caso y si se quiere 

una órbita de característica (q, p), debe elegirse r = E (de hecho si r = E 
. q q 

1 
toda órbita es de característica (q,p)). En particular, si se elige r = l' todas 

las órbitas de la función de la circunferencia exhibirán una sincronización 
(1,1) (todas las secuencias de tiempos de disparo de la neurona mecánica 

. .... M Pah2Z tan a 
exhiben una smcrornzaclón del tIpo 1 : 1). Como r = 1 - 2I (ver 

ecuación (34)): 

r 

::::? 

1 

1 
M Pah2[ tan a 1 

1 21 1 

::::? 1 (~ Pah2ltana) == MI . 
1 + 2I T 

En el punto del espacio paramétrico bidimensional 

(M,a) = (1 (1+ Pah2~;ana) ,0), todas las órbitas de la función f(x) 

exhiben una sincronización (1, 1). Se espera que a partir de ese punto y hasta 
cierto valor de a, la lengua R(l,l) crezca en forma similar a un triángulo. 
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Levantamiento Toro plano Circunferencia 

I '/ 

1// / 
1'/ / // 

v 1/ 
v/ 

~ ~ ~c)ronización ) 

(-~ 

Sincronización 

CJ 
Figura 53: En la columna de la izquierda se muestra la gráfica de la fun­
ción F de descargas de la neurona mecánica periódicamente forzada, en la 
colmnna media se muestra la dinámica sobre el toro plano y en la colum­
na de la derecha la dinámica sobre la circunferencia. En todos los casos se 
utilizó: d = O,4m, a = 0,96rad, l = 0,15m, h = O,05m. De arriba a abajo 
se utilizó: a = 0,0782m, M = 0,000685kg e 1 = 0,00025~ ; a = 0,0426m , mm 

M = 0,000628kg e 1 = 0,00025~. 
mm 
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a ,------, 

M 

A mayor diferencia 
entre la frecuencia 
del oscilador 
autosostenido y la del 
forzamiento, se 
requiere mayor 
fuerza externa para 
sincronizar. 

La frecuencia del oscilador 
autosostenido es igual a la del 
forzamiento 

Figura 54: Esquema de la lengua R(l,l) 

Las simulaciones computacionales que dan cuenta de la dinámica de 
la neurona mecánica (ver sección 6.4.4), mostraron que además de la sin­
cronización 1 : 1 ---€l ajuste de la frecuencia natural de la neurona mecánica 
con la frecuencia del forzamiento externo- puede Jarse la sincronización 2 : 1: 
la sincronización de un oscilador cuya frecuencia natural es el doble de la 
frecuencia del forzamiento. Con respecto a las frecuencias cercanas a la fre­
cuencia natural del oscilador y la amplitud del forzamiento, pueden hacerse 
los mismos comentarios que para la lengua R(l,l)' De hecho, los mismos co-

mentarios pueden hacerse para cualquier lengua R(q,p) : en el punto (M ~, O) 
del espacio paramétrico bidimensional (M, a) nace la lengua R(q,p), y a partir 
de ahí y hasta algún valor de a, crece en forma similar a un triángulo. 

Se busca para qué valor de M se tiene la rotación r = !!.: 
q 

p 
r = -

q 
p M Pah2l tan o 

=? -
q 1 21 

(p Pah2l tan o) =:=MI!.. =? M=1 -+ 
q 21 q 

Las suposiciones que se han hecho en esta parte del trabajo se corrobo­
rarán en la siguiente sección. 
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6.8. Cálculo de las lenguas racionales para el forza­
miento senoidal 

En esta sección se calculan numéricamente las regiones de sincronización 
de la neurona mecánica periódicamente forzada por -a sen 27rt. Para ello es 
necesario realizar cálculos intensivos: en cada celda de una malla del espacio 
de parámetros, se elige un punto y se calcula la sincronización que tiene. Los 
datos obtenidos se guardan en un archivo y se usan para trazar un diagrama 
en el cual, a cada sincronización se le asigna un color diferente. 

Con el afán de verificar (numéricamente) que el límite singular (ver sección 
6.6) es una buena aproximación a la dinámica de la neurona mecánica en la 
región del espacio de parámetros correspondiente, se calculan las lenguas 
racionales a partir del sistema de ecuaciones diferenciales (25) y a partir de 
la función de la circunferencia (33). 

Con los mapas de las regiones de sincronización se podrán verificar las 
predicciones teóricas con respecto a la dinámica de la neurona mecánica, y 
además se podrán vislumbrar (si es que existen) algunos comportamientos 
"extraños" fuera de la región de homeomorfismos del espacio de parámetros. 

En las figuras 55, 56 Y 57 se muestran los cálculos de las regiones de 
sincronización, en el espacio paramétrico (M, a), para cinco valores distintos 
de l. A la izquierda se observan las lenguas racionales calculadas a partir de la 
función de la circunferencia, y a la derecha las lenguas racionales calculadas a 
partir de la ecuación diferencial. Los pares de lenguas que están en un mismo 
renglón, fueron calculadas utilizando los mismos valores de los parámetros 
y la misma escala. La similitud entre ambos tipos de lenguas es una prueba 
numérica de que la aproximación del sistema de ecuaciones diferenciales (25) 
en el límite singular, a la función de la circunferencia (33), es bastante buena. 

Los valores de los parámetros fijos que se usaron (en ambos casos) son: 
d = 0,4m, Q = 0,96rad, l = 0,15171, y h = 0,05m; para las lenguas de las 
ecuaciones diferenciales además se utilizó 9 = 35280~ y f3 = 2,356rad. m.m 

Según el orden de aparición (en ambos casos) se utilizó: 1 = 0,00025~, 
0,00050~ , O ,00075~ , O,OOl~ y O,0035~. 

Se hace notar que en el espacio paramétrico a vs M (habiendo fijado la 
geometría de la neurona mecánica): 

l. La región de homeomorfismos no depende del parámetro M. En el espa­
cio paramétrico a vs M, la frontera entre la región de homeomorfismos 
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y la región de no homeomorfismos es una recta horizontal que cruza 
todo el espacio de parámetros (ver figuras 55, 56 Y 57). 

2. La región de homeomorfismos depende del parámetro J. En el espacio 
paramétrico a vs M, la altura de la frontera de la región de homeomor­
fismos es directamente proporcional al valor de J (ver figuras 55, 56 Y 
57). 

6.9. Dinámica de la neurona mecánica 

A partir de las discusiones teóricas y de los cálculos numéricos de la 
dinámica que exhibe la neurona mecánica periódicamente forzada, se pueden 
hacer las siguientes observaciones con respecto a su comportamiento. 

6.9.1. El sistema puede sincronizar 

Las figuras 55, 56 Y 57 demuestran computacionalmente que el sistema 
puede sincronizar con una amplia variedad de sincronizaciones. Las gráficas 
de las lenguas muestran también que los conjuntos de regímenes sincroniza­
dos son robustos. Desde el punto de vista físico, se afirma que el régimen 
sincrónico es estable, y que el régimen asíncrono es inestable: cualquier per­
turbación en el valor de los parámetros puede destruir el estado asíncrono. 
Esto implica que en un experimento, los estados sincrónicos son observables. 

Por otra parte, si la amplitud a del forzamiento externo tiende a cero 
(a --+ O), V. 1. Arnold en 1961 (citado en [Pikovsky, 2003]) probó que la me­
dida de Lebesgue de la unión de todos los intervalos de sincronización tiende 
a cero. Bajo este esquema, las perturbaciones que logran destruir los estados 
no sincronizados, son raras. La proposición anterior puede verse reflejada en 
la llamada escalera del diablo: para valores fijos de a (tales que la función 
de la circunferencia sea invertible), se pinta el número de rotación p como 
función del parámetro M. Se observa que cuando a --+ O, los subintervalos 
racionales tienden a desaparecer (ver figura 58). 

6.9.2. Es posible cambiar el tipo de sincronización variando los 
parámetros 

Si se varía el valor de M, a o J el sistema cambia su tipo de sincronización. 
A modo de ejemplo, en la figura 59 se muestra el diagrama de bifurcación (y 
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3:1 2:1 3:2 1 :1 0,00027 0.001125 

Figura 55: Lenguas racioriales calculadas a partir de la función de la circun­
ferencia (izquierda) y a partir de la ecuación diferencial (derecha) utilizando 
los valores de 1 = O,00025~ (arriba) el = O,00050~ (abaJ'o), La frontera 

11/..111. l1nn 

de la región de homeomorfismos se marca con una raya horizontaL 
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a 

a 

/ 

l 
L_ ______________________ ~OL-------~----------~--~ 

3:2 4:3 M 0.00027 4:1 3:1 2:1 0.001125 

Figura 56: Lenguas racionales calculadas a partir de la función de la circun­
ferencia (izquierda) ya partir de la ecuación diferencial (derecha) utilizando 
los valores de 1 = 0,00075~ (arriba) e 1 = 0,001 ~ (abaJ·o). La frontera mm mm 
de la región de homeomorfismos se marca con una raya horizontal. 
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0.17059 

'1 
a 

/ /;ifLl 
.. / 

i7:1, 6:1 5:1 

L-________________________ ~O~ ____________________ L_ __ ~ 

M 0.00027 0.001125 

Figura 57: Lenguas racionales calculadas a partir de la función de la circun­
ferencia (izquierda) ya partir de la ecuación diferencial (derecha) utilizando 
el valor de 1 = 0,OO35~. En todo el espacio de parámetros la función de la 
circunferencia es un homeomorfismo. 

dos acercamientos) del parámetro a [m]. En algunas zonas es clara la bifur­
cación del doblamiento de periodo (ver [Hale, 1991]). Junto con los diagramas 
se calcula el exponente de Liapunov (ver [Schuster, 1995]): cuando es mayor 
que cero la dinámica del sistema es caótica, cuando es cero es cuasiperiódica 
y cuando es menor que cero es periódica 

6.9.3. Monoestabilidad y biestabilidad 

A cada punto del espacio de parámetros de una lengua racional --que 
representa una configuración de la neurona mecánica- se le asoció alguna 
sincronización (q, p). En las figuras 55,56 y 57, puede observarse que dos con­
juntos diferentes, asociados a dos sincronizaciones diferentes (ql, PI) Y (q2, P2), 
pueden cruzarse. Para esos valores de parámetros, en la dinámica del sistema, 
puede verificarse la coexistencia de dos atractores periódicos (con diferente 
periodo y número de rotación): bajo una misma configuración paramétrica, 
la neurona mecánica periódicamente forzada por -asen(2m), puede exhibir 
dos diferentes sincronizaciones, únicamente variando las condiciones iniciales. 
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p 

a=O.022m 

Escalera del diablo 
1~p----~~=---~--~~ 

a=O.015m 

o o . . 
~O~.00CG~~1~5----------~0.~~~~70 ~O.~~~~15~---------=~~ 

1 P 1p _ 

a=O.01m . · a=O.OO5m 

O~~~ ______________ ~O~~~ __________ ~~~ 
0.00CG15 O.~70 0.000315 0.~70 

Figura 58: Escalera del diablo en función del parámetro M [kg] para cuatro 
valores diferentes de a [m] . 
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Diagrama de bifurcaciones 

---------~~ 

a 

a 

Figura 59: Diagrama de bifurcaciones del parámetro a junto con el expo­

nente de Liapunov. Se utilizó M = O,OO07658kg , l = O,15m, h = O,05m, 
1 = 4,17 X 10-6 :!, a = O,96rad y d = O,4m. 
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En la figura 60 se ilustra tal situación. Si en la ecuación (33) se utilliza 
d = O,4m, (}' = O,96rad, l = 0,15m, h = O,05m, a = O,077m, M = O,007kg 
e 1 = 0,00025~, se encuentra que para algunas concliciones iniciales la 
dinámica exhibe una sincronización 1 1 (en particular para 
Xo = 0,725) Y para otras, una sincronización 2 : 4 (en particular para 
Xo = 0,025). 

Levantamiento Toro plano Circunferencia 

Sincronización 
(2,4) 

Sincronización 
(1,1) 

Figura 60: Coexistencia de atractores periódicos. 

El mismo fenómeno se observa en las ecuaciones cliferenciales (25) que 
rigen el movimiento de la neurona mecánica, cuando se utiliza 9 = 35280~, 

mm 

d = 0,4m, M = 0,OOO685kg, 1 = 0,00025~, a = O,0782m, (}' = 0,96rad, 
f3 = 2,356rad, l = 0,15m y h = 0,05m. Se encuentra que para algunas 
concliciones iniciales las oscilaciones sincronizan como 1 : 1 (en particular 
para 0(0) = (}' = O,96rad, w(O) = O Y meO) = O) Y que para otras, sincronizan 
como 2 : 4 (en particular para 0(0) = f3 = 2,356rad, w(O) = O Y meO) = O). 
La figura 61 ilustra tal situación. 

Teóricamente se sabe que en cada punto de la región del espacio de 
parámetros en la que la función de la circunferencia es un homeomorfismo, 
el sistema exhibe una única sincronización o es monoestable (ver observación 
6.6). Fuera de esta región es en donde puede observarse la multiestabilidad. 
Cabe resaltar que si se utiliza que el forzamiento sea de la forma -asen(2nt), 
la máxima multiestabilidad observada es 2. En la sección 6.10 se mostrará 
que con otros forzamientos -que las alturas del elevador estén regidas por 
otras funciones periódicas- el sistema es capaz de exhibir triestabilidad o 
cuatriestabilidad. Se mencionará brevemente cuáles son las condiciones que 
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Sincronización 1: 1 
1 8,6 

l 
I 
I ¡. , "'\ ,\ 1, '1 l ' I " \ • . ! \, \ 'J i 1 ' . I ; i : i . ¡ ~ r, í \ ,1 I J' . l. 
) ~. l., .~. \ \ ,1 \1 V V \' \.) 1 .. Ij \,' 1) 1 r l . ) \¡ 

[8 __ ///J --
tiempo 

Sincronización 2:4 

tiempo 

18,6 8 6 

!\fl I t, f\ í\f\ V J \ f\\ r
l 

f'1 ti'¡ h, 1\ II ''\ (\ I~' -\l-"---'~~"--'---,,-_.-_ ---
1,; \: \} '! V • V V;J " \! IJ 1,; ,/ 1, \j \1 " \) j '~~~,-, J_ .. // -'-

tiempo tiempo 

Figura 61: Coexistencia de atractores periódicos. 

se le tienen que pedir a la función, para que el sistema presente los diferentes 
tipos de multiestabilidad. 

6.10. Otros forzamientos 

En el trabajo se mostraron y analizaron los cálculos numéricos de la 
dinámica de la neurona mecánica periódicamente forzada utilizando que las 
alturas del elevador variaran según la función -a sen(21Tt). Si se utilizan otras 
fonnas periódicas de forzamiento, puede aflorar multiestabilidad de orden 
mayor a dos. 

Cabe resaltar que el problema de conocer analiticamente el tipo de mul­
tiestabilidad que presente alguna familia de la circunferencia, puede atacarse 
(en algunos casos) extendiendo la familia al plano complejo: el número de 
puntos fijos que presente la familia compleja será el grado máximo de mul­
tiestabilidad. Para mayores detalles se recomienda consultar 
[Carrillo Uxiesma, 2003]. 
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Si en la función de la circunferencia (33) se utiliza: 

m+(x) 
--1- = a + bsen(21Tx) + csen(41TX) , 

en la dinámica del sistema se observa monoestabilidad, biestabilidad, 
triestabilidad y tetraestabilidad. En la figura 62 se muestran las regiones 
de sincronización en el espacio (a, b). El valor del parámetro e que se utilizó 
es 0,1; los valores de a y b corren de O a l. 

Si se escoge - m+)x) = -a sen(21TX) , se obtiene la familia clásica. Las 

propiedades dinámicas de esta familia pueden consultarse en [Díaz, 1996] y 
[Díaz, 2002] y las regiones de sincronización se muestran en la figura 63 
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A 

E 1 

b 

La 
o 

Figura 62: A) Regiones de sincronización de la neurona mecánica periódica­
mente forzada utilizando que - m+(¡x) = asen(21TX) +bsen(41TX). B) Regiones 

Pf 
de monoestabilidad. C) Regiones de biestabilidad. D) Regiones de triesta-
bilidad. E) Regiones de tetraestabilidad. Cortesía del Mat. Antonio Carrillo 
Ledesma. 
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Figura 63: Familia clásica. 
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7. Comentarios finales 

Entender la dinámica emergente de un oscilador autosostenido periódica­
mente forzado, fue el problema que se planteó en el presente trabajo. El 
contexto en el que se introdujo la problemática fue el de la modelación neu­
roeléctrica: una neurona marcapasos periódicamente estimulada. 

Por su naturaleza, el trabajo se dividió en dos partes principales: una 
expositiva (capítulos 2, 3, 4 Y 5) Y una de investigación (capítulo 6). En la 
primera se presentaron las herramientas matemáticas necesarias para seguir 
el texto, y se expusieron los elementos biofísicos que son indispensables para 
entender los procesos involucrados en la señal neuroeléctrica (potencial de 
acción). Además se expusieron dos ejemplos clásicos de la modelación neu­
roeléctrica: el modelo de Hodgkin y Huxley, y el modelo de FitzHugh-Nagumo. 
Para cada uno de los modelos se pusieron de relieve los logros conseguidos 
en la comprensión de los procesos detrás del potencial de acción, pero tam­
bién se hicieron patentes las complicaciones matemáticas que envuelven a la 
fenomenología. 

Habiendo quedado claro el escenario matemático y biofísico que rodea al 
problema planteado, se hizo la siguiente propuesta: la dinámica de una célula 
nerviosa periódicamente estimulada es análoga a la dinámica de un dispo­
sitivo mecánico especial (la neurona mecánica) que recibe un forzamiento 
periódico. 

Utilizando la correspondencia entre el sistema biológico y el sistema mecá­
nico, se consiguieron avances importantes en la modelación, en la simulación y 
en la teoría. Utilizando como forzamiento a la función armónica -asen (21ft) , 
se observó la modulación de la frecuencia de los tiempos de disparo (los 
potenciales de acción no son equidistantes): el código que usan las células 
nerviosas para comunicarse. También se vió que variando los parámetros es 
posible cambiar la forma cualitativa de la secuencia de tiempos de disparo, 
e incluso que las secuencias de tiempos de disparos pueden ser asíncronas o 
sincrónicas. En el último caso se vió que eran posibles varias sincronizaciones. 

En lo que respecta a los logros teóricos, fue posible obtener una función 
de la circunferencia en la circunferencia de la ecuación diferencial no lineal 
y no autónoma con condiciones de brinco, que rige la dinámica de la neu­
rona mecánica. Desafortunadamente, la función de la circunferencia que se 
encontró -que encripta todos los posibles comportamientos del dispositivo 
mecánico forzado- es una ecuación implícita que tiene un componente no 
conocido analíticamente. Sin embargo, se demostró que en una región del 
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espacio de parámetros, existe una función de la circunferencia en la circun­
ferencia, explícita y con todas sus componentes conocidas analíticamente, 
que aproxima la dinámica del dispositivo forzado. 

Utilizando la función de la circunferencia explícita, y la teoría moderna de 
rotación, se pudieron demostrar teóricamente algunos aspectos de la dinámi­
ca de la neurona mecánica. Por ejemplo, se demostró que en una región del 
espacio de parámetros -€n donde la función de la circunferencia en la circun­
ferencia es un homeomorfismo de la circunferencia- dada una configuración 
paramétrica, todas las soluciones (diferentes condiciones iniciales) convergen 
asintóticamente a la misma sincronización. Al calcular (numéricamente) las 
regiones de sincronización, en una región del espacio de parámetros, se encon­
tró que el sistema es capaz de exhibir biffitabilidad: dada una configuración 
paramétrica, algunas soluciones convergen a una sincronización qI : PI y otras 
a una sincronización (diferente) q2 : P2. También se encontraron cuáles son 
todas las posibles formas en la que la neurona mecánica puede sincronizar. 

Es muy importante resaltar que cualitativamente hablando, la dinámica 
de la función f : S ---+ S que rige la dinámica del dispositivo mecánico: 

M p h
2
l ( ( aSen27rX)) f(x) = x + I - ;¡ tan arccos cosa + d mod 1 

es equivalente a la dinámica de la familia clásica 9 : S ---+ S : 

g(x) = x + a + bsen27rx mod 1 

(comparar figuras 55 y 63). Esto directa e indirectamente genera varias pre­
guntas para resolver en futuras investigacones: 

lo ¿Cuáles son las características que debe tener el forzamiento para que 
el sistema exhiba diferentes multiffitabilidades (biffitabilidad, triesta­
bilidad, cuatriestabilidad, etcétera)? 

2. ¿ Cuáles son las características mínimas necesarias de un oscilador para 
que su dinámica sea cualitativamente equivalente a la de la neurona 
mecánica que en este trabajo se ha definido? 

3. ¿Existen dinámicas comunes a todos los osciladores periódicamente 
forzados (propiedades universales)? 
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Además también se ocurren preguntas como ¿qué deben cumplir los pará­
metros del sistema para que éste exlúba algunas sincronizaciones preferi­
das? ¿qué deben cumplir los parámetros del sistema para que ninguna sin­
cronización sea preferida? 

En lo que respecta al trabajo experimental, cabe resaltar que en futuros 
proyectos se pretenden comprobar las predicciones teóricas planteadas en el 
trabajo ya sea en osciladores biológicos, mecánicos y/o electrónicos. 
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8. Apéndice 

A. Dinámica de la rotación 

Se van a estudiar las variaciones angulares de un cuerpo rígido que es 
libre de rotar en dos dimensiones. Se designará a la variable angular con () y 

a la velocidad angular con w = de. Para realizar este apéndice se consultó 
dt 

[Feynman, 1987]. 
Cuando un cuerpo rígido rota, hay cambios en las posiciones de los puntos 

que lo conforman. Sin embargo, por ser rígido, la distancia entre sus puntos 
se mantiene siempre fija. Por tanto, para dar cuenta de la dinámica de un 
cuerpo de esta naturaleza, es suficiente describir la trayectoria de un punto 
P( x, y), que después de rotar un ángulo ~(), llega al punto Q( x + ~x, y + ~y) 
(ver figura 64). 

vx 
y Ax 

T 

x 

Figura 64: Rotación de un ángulo ~e. 
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A partir de la figura 64 se deducen las siguientes igualdades: 

senO 
-!::"x y 

PQ r 

cosO 
!::"y x 

PQ 
, 

r 

con PQ la distancia del punto P al punto Q. Si se considera que !::"O es un 
cambio infinitesimal, se obtiene: 

PQ = r!::,.O. 

Al sustituir en las dos igualdades anteriores: 

!::,.x 

!::"y 

-y!::"O 

x!::,.O. 

(35) 

Al dividir estas últimas ecuaciones entre el cambio infinitesimal en el tiempo 
!::"t , se encuentra: 

dx 
dt 
dy 
dt 

V x = -yw (36) 

Vy = xw, 

en donde V x y Vy son las velocidades del punto P en la dirección x y en la 
dirección y, respectivamente. 

A.l. La torca, el momento angular y el momento de . . InerCIa 

El concepto que en esta sección se introduce, la torca, juega un papel 
análogo en la dinámica de la rotación, al que juega la fuerza en la dinámica 
de la traslación. En la dinámica de la rotación, se cumple un teorema análogo 
al teorema del trabajo de la dinámica traslacional: 

El trabajo es igual a la magnitud de la torca por el ángulo. 
Al rotar un cuerpo rígido un ángulo infinitesimalmente pequeño, el tra­

bajo!::" W que se realiza es: 
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donde Fx y Fy son las fuerzas en la dirección x y y, respectivamente. Al 
sustituir las ecuaciones (35) se obtiene: 

D.W \Px (- yD.B) + Fy (xD.B) I 
I(FIj.?: - Fxy)1 D.B 

Ir x FI D.B, 

donde r es el vector de la posición y F es el vector de la fuerza. De esta 
última igualdad, y recordando qué es lo que debe cumplir el teorema del 
trabajo para la dinámica de la rotación, se escoge que el vector r x F sea 
igual a la torca T. 

Siguiendo con las analogías, así como la fuerza F es igual a la derivada 
de una cantidad p, llamada momento, la torca debe ser igual a la derivada 
de otra cantidad L , llamada momento angular. Su expresión se deduce de las 
siguientes igualdades: 

T = ¡FyX - Fxyl k 

Ipyx - Pxyl k 

Ipy·?: - PxY + (xiJm - xiJm) I k 

I! (xPy - YPx) I k 

I

d I ~ . dt (r x p) k = L, 

con k el vector (x, y, z) = (0, 0, 1). 
Para una partícula de masa m, se encuentra: 

L = Ixpy - YPxlk 

Im(xvy - YVx ) I k 
jmw(x2 + y2)j k 
mr2 1wl k = 1 Iwl k. 

En las igualdades anteriores se sustituyeron las ecuaciones (36) y se definió la 
cantidad 1 = mr2 (equivalente a la masa en la dinámica traslacional) llamada 
momento de inercia. 
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A.2. Un sistema de partículas 

Las definiciones para torca, momento angular y momento de inercia de la 
sección anterior, involucran a lIDa sola partícula. A continuación se deducen 
las ecuaciones referentes a estos conceptos, cuando se tiene un sistema de n 
partículas. 

Sobre cada partícula i, actúa una fuerza exterior fi. La fuerza de in­
teracción que ejerce la partícula i, sobre la partícula j (=1- i) se denomina Fij. 

De aquí que, para cada partícula i: 

T·=-=rx p+"'p. dLi ( n ) 
o dt t o L OJ • 

#i 

La torca total T de un sistema de partículas, es la suma de todas las 
torcas: 

Por la tercera ley de Newton, fij = -Fji , y entonces: 

n n 

i = l i=l 

La torca total en un sistema de partículas es igual a la suma de todas las 
torcas externas que actúan en el sistema. 

De la definición de momento angular se sigue que: 

n 

i = l 

n 

con 1= ¿ mir; el momento de inercia total (equivalente a la masa total de 
i=l 

un sistema en la dinámica traslacional). 
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