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1. Introduccién

La base del funcionamiento del cerebro estd constituida por las células
nerviosas o neuronas (unidades anatémicas, funcionalmente independientes).
Debido a que estas células son capaces de generar sefiales eléctricas (poten-
ciales de accién o disparos) que siempre tienen la misma forma y amplitud,
la clave del c6digo de la neurocomunicacién es la frecuencia instantdnea de
las secuencias de tiempos de disparo. Como las neuronas se organizan en
forma de redes, para comprender cémo funciona el cerebro, por principio de
cuentas es necesario estudiar la dindmica emergente de estas redes, y para
ello es indispensable entender la dindmica de cada célula.

En esta tesis se establece el contexto bioffsico de la actividad neuroeléctri-
ca y se revisan dos modelos clésicos no lineales que dan cuenta de tal activi-
dad: el modelo de Hodgkin y Huxley (HH) y el modelo de FitzHugh-
Nagumo (FHN). El modelo de HH es importante debido a que reproduce la
bioffsica involucrada, pero la complejidad matematica que implica, dificulta
su an4lisis. En este sentido, el modelo de FHN es relevante porque simplifica
el escenario matemé&tico —~manteniendo la esencia dindmica del fenémeno— y
permite un anilisis cualitativo que da cuenta de la dindmica de las senales
nerviosas. En el dltimo capftulo de la tesis, se examinan las series de tiempo
o secuencias de tiempos de disparo que se producen cuando una célula
nerviosa es estimulada periédicamente por un agente externo (el experimen-
tador u otra neurona).

El contexto en el que se plantea este tltimo problema es el de un
oscilador periédicamente forzado. Este tema es diffcil y su an4lisis ha
atraido la atencién de grandes cientfficos del presente y pasado siglo. Ac-
tualmente es considerado uno de los problemas fundamentales de la teoria
de las oscilaciones no lineales y a pesar de los esfuerzos enfocados para
la comprensién de este fenémeno, y de los importantes avances que han sido
logrados, todavfa hoy persisten grandes incégnitas. Por ejemplo, en el caso
particular de la estimulacion periédica de una neurona, incluso para el mo-
delo de FHN, el escenario matemdtico que aflora es tan complicado, que los
estudios no se pueden llevar m4s all4 de las simulaciones computacionales
(ver [Aihara, 1986], [Guttman, 1980], [Holden, 1975] y [Kaplan, 1996]).

En la bisqueda de un escenario que permitiera avanzar el andlisis mate-
matico, se encontré dentro de la clase de los osciladores de integracién
y disparo un sistema mecédnico que exhibe una dindmica andloga a la
de una célula nerviosa periédicamente estimulada, al mismo tiempo que es




susceptible de un an4lisis teérico bastante completo. Por supuesto se cuenta
con modelos de actividad neuroeléctrica de otra naturaleza, por ejemplo,
los modelos que involucran una ecuacién diferencial de primer orden con
condicién de salto (o disparo):

dv

b t

D~ few)
th’rqr v(t) = wg, Vn tal que v(y) = vr,
-1

como el modelo de Keener-Hoppensteadt-Rinzel (en [Mendoza, 1998] y
[Mendoza, 2001] se puede encontrar una amplia revisién), o los modelos que
tienen que ver con la teorfa de las catéstrofes, como el modelo de Zeeman-
Thom (en [Woodcook, 1994] se expone de manera clara tal teoria).

Organizacién de la tesis.
El presente trabajo estd estructurado de la siguiente manera:

El capftulo 1 estd conformado por la presente Introduccién.

En el capftulo 2, Sistemas dindmicos, se presentan los antecedentes mate-
maéticos necesarios para entender la discusién de los modelos relaciona-
dos con la actividad neuronal.

En el capftulo 3, Bioffsica de las células nerviosas, se presentan los
elementos bioffsicos necesarios para entender la discusién de los modelos
de la actividad neuroeléctrica. Se enfatiza que las células nerviosas son
sistemas excitables y se explica cuales son los mecanismos celulares que
dan lugar a este fenémeno.

En el capitulo 4, El modelo de Hodgkin y Huxley para el poten-
cial de membrana, se expone la construccién de tal modelo y se
exhibe su complejidad matematica. Se calculan numéricamente algu-
nas soluciones del sistema de ecuaciones diferenciales (cuatro ecuaciones
diferenciales no lineales) y se discute por qué las soluciones dan cuen-
ta tanto de la actividad eléctrica, como de los mecanismos bioffsicos
involucrados.

En el capftulo 5, El modelo de Fitzhugh-Nagumo para el poten-
cial de membrana, se presenta el sistema de ecuaciones diferenciales
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(dos ecuaciones, una lineal y otra no lineal) que captura la esencia
dindmica del fenémeno de excitabilidad y se realiza un estudio analiti-
co que permite entender la geometria de las soluciones en el espacio
fase. En particular, esto cxplica la transicién (observada en experimen-
tos con células nerviosas) del régimen excitable al oscilatorio, conocida
matematicamente como la bifurcacién de Andronov-Hopf. Todas
las predicciones tedricas que se presentan en este capitulo se verifican
mediante experimentos computacionales.

Finalmente, en el capitulo 6, Estimulacién periédica de una célula
nerviosa: estudio de una analogia mecdnica, se propone un anélo-
go mecdnico que tiene las siguientes virtudes:

1.

3.

Como es un sistema mecdnico, su dindmica se puede apreciar (o
imaginar) visualmente.

Els capaz de reproducir las propiedades fundamentales de la din4-
mica neuroeléctrica.

Es susceptible de ser analizado teéricamente en el escenario del
forzamiento.

Su andlisis aporta importantes resultados y conclusiones sobre las
propiedades de sincronizacién y respuesta cadtica de una neu-
rona periédicamente estimulada. Esto sugiere la realizacién de
experimentos que convendria realizar (complementariamente a es-
ta tesis), para verificar las predicciones del modelo.

Ademsés de los capftulos descritos, el trabajo incluye una seccién con
comentarios finales. También se integra un apéndice en el que se presentan
consideraciones fisicas y cdlculos matematicos que interrumpirian la discusién
dentro del cuerpo principal del texto.
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2. Sistemas dindamicos

En este capftulo se presenta una revisién compacta de los elementos mate-
maéticos relativos a la teorfa de los sistemas dindmicos, que serdn necesarios a
lo largo de todo el texto. Para ampliar la informacién acerca de la teorfa ge-
neral de los sistemas dindmicos, se recomienda consultar [Arrowsmith, 1992];
para ampliar la informacién acerca de los sistemas dindmicos continuos en el
espacio euclidiano, y consultar las demostraciones de los teoremas relaciona-
dos con el tema, se recomienda consultar [Arrowsmith, 1994], [Hale, 1991],
[Hirsch, 1974], [Salinas, 1992] y [Solé, 1996]; finalmente, para ampliar la in-
formacién acerca de los sistemas dindmicos discretos en la circunferencia, y
consultar las demostraciones de los teoremas relacionados con el tema, se re-
comienda consultar [Carrillo, 1994], [Dfaz, 1996], [Dfaz, 2002], [Garcia, 1999]
y [Guzmaén, 1988].

2.1. Teoria general

La definicién formal de sistema dindmico se expondra unos pérrafos ade-
lante (ver definicién 2.1). Por el momento basta decir que el estado de un
sistema dindmico cambia o evoluciona con el tiempo, y que generalmente en
las aplicaciones se encuentran dos clases: cuando el tiempo varfa discreta-
mente (¢ € Z) y cuando el tiempo varfa continnamente (t € R).

El espacio S en donde las variables de estado evolucionan, es conocido
como espacio fase o espacio de estados. Se puede tratar de un espacio
euclidiano o un subconjunto de éste, pero también puede ser un espacio
no euclidiano como el toro, el cilindro, el cfrculo o alguna hipersuperficie
diferencial.

Antes de exponer la definicién formal de sistema dindmico, es necesario
introducir la siguiente notacién:

Notacién 2.1 Sea ¢(t,z) = ¢,(z), el mapeo ¢,: S — S

Definicién 2.1 Un sistema dindmico es un mapeo de clase C', Gx S 28
donde S es una variedad diferencial que satisface:

1. ¢o:S— S es la identidad
2. ¢,0¢,(z) =, () para toda t,s € G.



Si G = R se tiene un sistema dindmico continuo y si G = Z se tiene
un sistema dindmico discreto. En este trabajo tinicamente se tratard con
sistemas dindmicos continuos en el espacio euclidiano (capftulos 4, 5y 6) y
con sistemas dindmicos discretos en la circunferencia (capitulo 6).

Si durante la evolucién del sistema dindmico, el vector . € R?P con p € N
representa una coleccién de p pardmetros del sistema, y el vector z € R",
conocido como el vector de las variables de estado, representa el estado
del sistema durante cada tiempo:

1. Cuando el tiempo es discreto, el sistema dindmico queda descrito por
la iteracién de una funcién f:

Tep1 = f(T; ). (1)

2. Cuando el tiempo es continuo, el sistema dindmico queda descrito por
alguna ecuacién diferencial de la forma:

dzx

E=i'=f(z;;u)- (2)

2.2. Sistemas dindmicos continuos en el espacio eucli-
diano

En los capitulos 4 y 5 de este trabajo se estudian modelos descritos por
ecuaciones diferenciales del tipo de la ecuacién (2). Ellas se llaman ecua-
ciones diferenciales auténomas y quedan caracterizadas porque en las
relaciones que verifican las derivadas temporales de las variables del sistema
no aparece explicitamente la variable temporal ¢. En el capftulo 6 de este
trabajo se estudia un modelo descrito por una ecuacién diferencial que de-
pende explicitamente del tiempo. Esta pertenece a la clase de las ecuaciones
diferenciales no auténomas.

En lo que resta de este capitulo s6lo se revisard la teorfa relacionada
con las ecuaciones diferenciales auténomas debido a que cualquier ecuacién
diferencial no aut6noma, puede ser tratada como una ecuacién diferencial
auténoma tinicamente considerando que t es otra variable de estado (se in-
crementa en una dimensién el espacio de estados). Ademds, a pesar de que
en el trabajo se estudia un modelo que queda descrito por una ecuacién dife-
‘rencial no auténoma, ésta no se analiza debido a que se obtiene y estudia
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un sistema dindmico discreto de la circunferencia en la circunferencia, que
también describe la evolucién del sistema de interés.

S6lo en casos muy especiales es posible encontrar las soluciones de las
ecuaciones diferenciales que rigen la evolucién de los sistemas dindmicos, en
términos de integrales de funciones elementales. Para acceder a la informa-
cién que arroja la ecuacién diferencial, es posible aproximar numéricamente
las soluciones. Sin embargo —por cuestiones practicas— s6lo es posible en-
contrar un mimero finito de soluciones, y ademés s6lo es posible conocer
su evolucién durante un tiempo finito. Son estas limitaciones, las que impi-
den contestar preguntas fundamentales con respecto al comportamiento del
sistema dindmico, como:

1. ;Todas las soluciones permanecen en alguna regién acotada del espacio
de estados? ;Hay soluciones que se escapan a infinito?

2. ;La distancia entre dos soluciones decrece indefinidamente? jPermane-
ce acotada? jAumenta indefinidamente?

3. ;Cuél es el comportamiento asintético de las soluciones?

4. ;El comportamiento de las soluciones se modifica drésticamente, si se
modifica un poco el valor de sus pardmetros?

Gracias a la teoria cualitativa de las ecuaciones diferenciales, se
pueden contestar estas cuestiones sin la necesidad de conocer explicitamente
la férmula de cada una de las soluciones de las ecuaciones diferenciales que
rigen el comportamiento del sistema dindmico.

2.2.1. Existencia y unicidad de las soluciones

Antes de investigar acerca del comportamiento cualitativo de los sistemas
dindmicos, se debe verificar si en todo punto del espacio fase las soluciones
existen, y si por cada punto del espacio fase sélo cruza una solucién.

Para encontrar la evolucién temporal de las variables dependientes de un
sistema dindmico descrito por una ecuacién diferencial, a partir de una con-
figuracion inicial del sistema o condicién inicial z(t;) = zp, es necesario
resolver la ecuacién diferencial #(t) = f(z;p) que rige la dindmica del sis-
tema, y encontrar la solucién que satisfaga las condiciones iniciales que se
hayan impuesto. Se tiene que encontrar una funcién z(t) con ¢ en algiin inter-
valo abierto I C R, tal que al derivarla con restpecto a t, sea igual a f(z; ),
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y tal que z(to) = zo. Geométricamente, la curva z(t) es la curva tangente al
campo vectorial generado por f(z;pu): en cada punto hay un vector —dado
por f(z;u)- que indica el sentido y la rapidez con la que se va a mover la
soluci6én que por ahf pase.

Dada una condici6n inicial —que se corresponde con un punto del espacio
fase- el que existan o no soluciones, asi como el niimero de éstas, depende de
las propiedades de f(z; p). El siguiente teorema (de existencia) establece las
condiciones sobre f(z; ;1) que aseguran que al menos una solucién cruce por
el punto zy del espacio fase:

Teorema 2.1 Si f(z; 1) es continua en un dominio abierto D, para cualquier
par (to,Zo), tal que z(ty) = =z, existe al menos una solucion x(t) de

#(t) = f(z; ).

El teorema anterior no excluye la posibilidad de que por un punto zy del
espacio de estados, cruce mds de una solucién. Las condiciones suficientes
(mas no necesarias) para que dado un punto (%, Zp), cruce una tinica solucién
las establece el siguiente teorema (de unicidad):

Teorema 2.2 Si f(z;p) y of (2 1) son continuas en un dominio abierto,

para cualquier par (to, zo), tal que z(ty) = o, existe una tnica solucion z(t)
de £(t) = f(z; p).

2.2.2. Soluciones de equilibrio y estabilidad de Liapounov .

Dentro del conjunto de las soluciones de las ecuaciones diferenciales, se
puede distinguir aquellas cuyos valores se mantienen constantes para todo
tiempo: las soluciones de equilibrio, puntos fijos o puntos estéticos.
Al conocer el comportamiento (naturaleza) de una solucién de equilibrio
de un sistema dindmico, se puede deducir el comportamiento de ese sistema
dindmico en una vecindad de la solucién de equilibrio. En el caso en el que las
ecuaciones diferenciales son ecuaciones lineales, el comportamiento global del
sistema queda determinado por el comportamiento de la solucién de equilibrio
(ver seccién 2.2.3). ;

Las soluciones de equilibrio se encuentran resolviendo el sistema de ecua-
ciones que se obtiene de anular todas las derivadas respecto al tiempo de las
variables de estado involucradas. Geométricamente se trata de los puntos en
el espacio fase en donde se cruzan las curvas —llamadas curvas ceroclinas-
en las que cada variable de estado no cambia en el tiempo.
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Estabilidad de Liapounov. La naturaleza de una solucién de equilibrio
tiene que ver con la respuesta que exhiba el sistema dindmico cuando se
perturba su estado estético. Se pregunta c6mo evolucionan las soluciones que
en el tiempo £, se encuentran en alguna vecindad de la solucién de equili-
brio. Detrés de esta pregunta est4 el concepto de estabilidad. La literatura
da cuenta de una enorme cantidad de definiciones para la estabilidad, pero
en el presente trabajo sélo se expondra la que el ingeniero ruso Alexandre
Mikailovitch Liapounov (1857-1918) utilizé en el desarrollo de su teoria ge-
neral de estabilidad.

Se considera la solucién de equilibrio z(t;tg,a) = a que en ty comien-
za en a (y ahi permanece) y las soluciones, de la misma ecuacién diferen-
cial, z(t;t0,Zo) que en el tiempo t, comienzan cerca de a. La estabilidad de
la solucién de equilibrio estd determinada por la evolucién de la distancia
|z(t; to, zo) — al, entre la solucién de equilibrio y las soluciones que la rodean:

Definicién 2.2 La solucion a de equilibrio es estable en el sentido de
Liapounov, si Ve > 0 arbitrariamente pequerio, existe una 6(g) > 0 tal que:

|zo — a| < 8(¢) = |z(t;to, z0) — a] < € VE > to.

Cuando la solucién de equilibrio no es estable en el sentido de Liapounov, se
dice que es inestable en el sentido de Liapounov.

La definicién anterior sugiere que cuando la solucién de equilibrio es es-
table, las soluciones que la rodean permanecen dentro de un tubo de radio &
(ver figura 1).

Puede suceder que una solucién de equilibrio que sea estable, ademds
atraiga a las soluciones que la rodean: que conforme transcurra el tiempo,
las soluciones que rodean a la solucién de equilibrio queden contenidas en un
tubo cuyo radio tienda a cero. Se define formalmente a este comportamiento:

Definicién 2.3 La solucién a de equilibrio es asintéticamente estable en
el sentido de Liapounov, si existe h(to) > 0 tal que:

iIo — a[ < h(tg) = tl.l'm |$(t; to, mo) et al = 0.

De primera impresién parece que la atraccién implica estabilidad. El si-
guiente ejemplo ilustra la falsedad de la suposicién:
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Figura 1: Estabilidad de la solucién de equilibrio en el sentido de Liapounov.

Ejemplo 2.1 Se considera el sistema de ecuaciones diferenciales

r = r(l—-r)

. 0
— 2 —
d sen (2),

cuyo espacio fase se muestra en la figura 2.

Yy

N

(1.0 A

(0,0)

Figura 2: Punto de equilibrio atractor e inestable.

En el sistema se encuentran dos puntos criticos: el (0,0) y el (1,0). El
punto fijo (1,0) es un atractor: excepto para la solucién de equilibrio que
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comienza en el (0,0), es el limite al que tienden todas las soluciones. El punto
fijo (1,0) también es inestable: hay soluciones que se alejan de él, aunque sea
solo temporalmente.

La estabilidad en el sentido de Liapounov significa estabilidad respec-
to a las perturbaciones de las condiciones iniciales: si el equilibrio es i-
nestable, una pequena perturbacién puede hacer que el sistema evolucione
a estados muy remotos y se pierda el equilibrio; si se trata de un equili-
brio estable, las soluciones vecinas nunca se alejardn de él; si el equilibrio
es asintéticamente estable, después de cualquier pequena perturbacion, la
solucién tiende a restablecer automaticamente el equilibrio. En la figura 3 se
ilustran los tres tipos.

Asintéticamente estable

Figura 3: Tres clases de puntos fijos (situados en el origen del sistema de
coordenadas): inestable, estable y asintGticamente estable.

2.2.3. Comportamiento local de los sistemas dindmicos

Sistemas dindmicos lineales. El sistema de ecuaciones diferenciales
& = f(z;u) es lineal, si para las funciones f(z;u), en la definicién de la
variable z;, s6lo aparecen términos de la forma a;;z;: una variable depende
de las demds a través de términos multiplicativos constantes y no a través
de productos de dos o mé4s variables o funciones de éstas. Los sistemas de
ecuaciones diferenciales lineales siempre se pueden expresar de la siguiente
manera:

T = Az, (3)
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con z un vector de n entradas y A una matriz de n X n.

En los sistemas dindmicos lineales siempre se cumple el principio de su-
perposicion y, si se cumple el principio de superposicion, el sistema es lineal: si
Z1 y 2 son cualesquiera dos soluciones del sistema, también lo serd az; + bz
con a y b constantes arbitrarias. En esta clase de sistemas, el resultado de
una accién es siempre proporcional a su causa. Al factor constante que media
entre la causa y el efecto se le llama factor de proporcionalidad. Cualquier
fenémeno en el que no se satisfaga la premisa anterior es un fenémeno no li-
neal: es posible que causas pequenas produzcan efectos enormes, y que causas
enormes produzcan efectos despreciables o incluso que no engendren nada
(ver [Miramontes, 1997]).

Como se mencioné en la seccién anterior, el comportamiento global de las
soluciones de los sistemas dindmicos lineales est4 determinado por la natu-
raleza de sus puntos fijos. De aqui, la importancia de analizar los equilibrios
en los sistemas lineales: la dindmica de todo el espacio de estados se de-
duce a partir de la solucién de equilibrio. Como los equilibrios, en el sentido
de Liapounov, pueden ser asintéticamente estables, estables o inestables, las
soluciones de los sistemas dindmicos lineales pueden tender asintéticamente
a la solucién de equilibrio, pueden tener un comportamiento periédico, o
pueden diverger a infinito (ver figura 3).

A partir de la matriz A del sistema dindmico & = Az, es posible conocer
la naturaleza de las soluciones de equilibrio:

Observacién 2.1 Para el sistema de ecuaciones diferenciales lineal © = Az,
si det A # 0, existe un unico equilibrio en z = 0.

Teorema 2.3 Sea & = Az un sistema lineal de ecuaciones diferenciales tal
que det A # 0. Su (dnico) punto fijo (en el origen) es:

1. Inestable si y sdlo si existe algiin valor propio de A con parte real mayor
a cero.

2. [Estable si y sélo si la parte real de todos los valores propios de A es
menor o iqual a cero.

3. Asintdticamente estable si y sélo si la parte Teal de todos los valores
propios de A es estrictamente menor que cero.
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Linealizacién. A diferencia de las ecuaciones diferenciales lineales, si se
tiene una ecuacién diferencial no lineal, el punto fijo s6lo determina el com-
portamiento local (alrededor de él) del sistema dindmico. Si se cumplen cier-
tas hipoétesis, la dindmica local alrededor de un estado de equilibrio puede
aproximarse bastante bien utilizando sélo la parte lineal del campo vectorial.
La idea de este procedimiento y el teorema que establece la relacién entre el
sistema no lineal y su linealizacién, asi como las condiciones de su validez, a
continuacion se exponen.

A modo de ejemplo, se pensara en un sistema no lineal de dos ecuaciones
diferenciales (la generalizacién a n dimensiones es inmediata), dado por fun-
ciones continuamente diferenciales en una vecindad de un punto (¢,7):

ty = fi(z1,72)
&y = folz1,32).

Utilizando el desarrollo de Taylor para fi(z1,72) con 7 = 1,2 alrededor de
(&,m), se tiene:

’?) . Ri(:r].s I2)$

fi(z1,22) = fil€,n) + (21 — f)g—i ($om) + (22— 1)

1
donde R;(z,, z,) satisface llm [M} =0conr= [(-'!31 - 5)2 + (z2 — 71)2] -

Si (€,m) es un punto ﬁ_]O del sistema de ecuaciones diferenciales,
fi(€,m) = 0. Entonces:

ol (6 + (@ = 1) g o L (6m)+ Rulan )

£ = f)
Ty = -'52—{) E n+(z2—n ) (f 1) + Ra(z1,72).

La parte lineal del sistema anterior, utilizando las nuevas coordenadas
y1 =T — & y yo = T2 — 1, se puede escribir como:

’ a
ny %’" '3? h
) =\ % )
2 8z1  Oz2 / (z4,22)=(E1m)

A la matriz de 2 x 2 se le conoce como la matriz de linealizacién en el
punto (&, 7).
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El siguiente teorema establece la relacién entre un sistema no lineal (en
el plano) y su linealizacion:

Teorema 2.4 Sea el sistema no lineal & = f(z;p) , con © = (z1,22), tal
que su matriz de linealizacién evaluada en el estado de equilibrio (§,7) sea
no singular (det A = det Df (€,m) # 0). Si ningin valor propio de A es
imaginario, en una vecindad de (§,7), la dindmica del sistema original y la
de su linealizacion son cualitativamente equivalentes.

Con este teorema y el teorema 2.3, se puede dilucidar la dindmica de un
sistema de ecuaciones diferenciales no lineales en una vecindad alrededor de
los equilibrios.

2.2.4. El teorema de Poincaré-Bendixon

Es posible conocer el comportamiento local (alrededor del equilibrio) de
un sistema dindmico no lineal, siempre y cuando se cumplan las hipétesis
de los teoremas 2.3 y 2.4. Sin embargo, la informacién que se obtiene no
es suficiente para conocer la dindmica del sistema a nivel global: se pueden
tener dos sistemas que alrededor de sus puntos fijos tengan el mismo com-
portamiento, y que sin embargo difieran globalmente. Si la dimensién del
sistema dindmico es dos, para investigar su comportamiento a nivel global,
ademds de investigar acerca de la estabilidad de sus puntos fijos, es necesario
estudiar:

1. Los ciclos limite. Son trayectorias cerradas a las que convergen las
soluciones cuando el tiempo evoluciona positivamente (atractor) o cuan-
do el tiempo evoluciona negativamente (repulsor).

2. Las 6rbitas homoclinicas. Son érbitas que unen un punto fijo consigo
mismo.

3. Las 6rbitas heteroclinicas. Son ¢rbitas que unen dos puntos fijos
diferentes.

Existe un teorema, vilido tinicamente en dimensién 2, que permite de-
mostrar la existencia de un ciclo lfmite. Se trata del teorema de Poincaré-
Bendixon, enunciado a principios del siglo XX por los autores que llevan su
nombre. Antes de enunciarlo es necesario hacer las siguientes precisiones.

Sea S un subconjunto abierto de R?, y sea ¢,(z) : S — S una solucién de
la ecuacién diferencial & = f(z; ).
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Definicién 2.4 Un punto p € S es un punto w-limite de la trayectoria
¢(z), si existe una secuencia t, — oo tal que lim ¢,(z) = p. Si existe una

secuencia t, — —oo tal que lim ¢,(z) = q y el punto ¢ € S, entonces q se
nN—00

denomina punto a-limite de la trayectoria ¢,(z).

Definicién 2.5 El conjunto de todos los puntos w-lfmite de & = f(z; u), se
llama conjunto w-limite y se denomina L, (z). Similarmente, el conjunto
de todos los puntos a-ltmite, se llama congunto a-limite y se denomina
Lo(z). El conjunto unién Lo(z) U L, () se llama conjunto limite.

El teorema de Poincaré-Bendixon establece que:

Teorema 2.5 (Teorema de Poincaré-Bendizon) Si las trayectorias de
& = f(x;u) estén contenidas en un subconjunto compacto de S, cualquier
conjunto limite de la ecuacion diferencial en cuestion que no contenga un
punto fijo, es una orbita periddica.

Las implicaciones del teorema de Poincaré-Bendixon pueden ser del si-
guiente estilo: si se tiene un sistema en el que las trayectorias no pueden es-
capar a infinito —sus soluciones estan acotadas— y si se tiene un unico punto de
equilibrio que es inestable, se asegura la existencia de un ciclo limite atrac-
tor (la dindmica del sistema tiende asintGticamente a un comportamiento
peri6dico).

En dimensién distinta a dos existe otra clase de atractores, llamados
atractores extranos, los cuales, grosso modo, quedan caracterizados por
tener dimension fractal, por ser no periédicos y por ser altamente sensibles
a los cambios en las condiciones iniciales (dos puntos en el espacio fase que
estén arbitrariamente cercanos, al evolucionar se separan exponencialmente).
Un atractor extrafio bastante conocido es el atractor de Lorenz (ver figura
4). Queda definido por el sistema de ecuaciones diferenciales:

& = —olz—y)
Yy = 18—y —1I2
z = bz+uzy.
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Figura 4: El atractor de Lorenz (r =28,0 =10y b=3).

2.2.5. Bifurcaciones

En general las ecuaciones diferenciales involucran pardmetros (ver ecuacién
(2)). Puede suceder que al modificar su valor, el comportamiento de las solu-
ciones del sistema se transforme dristicamente, en el sentido de que varfe el
mimero de puntos fijos o la naturaleza éstos, asf como el mimero o la natu-
raleza de atractores periédicos. Cuando esto sucede, se dice que ocurre una
bifurcacién en el sistema. El valor de p en donde en donde la dindmica del
sistema cambia drasticamente, es llamado valor o punto de bifurcacién
del sistema.

Bifurcacién de Andronov-Hopf. Por su interés para este trabajo se
describe la bifurcacién de Andronov-Hopf. En la figura 5 se ilustra la men-
cionada bifurcacién: para p < 0 el sistema dindmico tiene un punto fijo que
es asint6ticamente estable y para p > 0 el sistema dindmico exhibe un punto
fijo inestable junto con un ciclo limite atractor; el cambio cualitativo ocurre
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en el punto de bifurcacién pu = 0.

Figura 5: La bifurcacién de Andronov-Hopf.

El siguiente teorema (valido en cualquier dimensién) establece las condi-
ciones que debe cumplir un sistema de ecuaciones diferenciales para que suce-
da una bifurcacién de Andronov-Hopf:

Teorema 2.6 (Bifurcacion de Andronov-Hopf) Sea &(t) = f.(z) conz € R"
y i € R el pardmetro de interés. Si el sistema de ecuaciones diferenciales
tiene un punto fijo que satisface que:

1. La matriz de linealizacién en ese punto fijo tiene un tinico par (simple)
de valores propios imaginarios (puros).

2. La parte real de los valores propios A y A" (el complejo conjugado)
depende de p de manera que: Re(/\(;;))’ #0.

=Ko
Entonces eziste una tnica variedad de dimension tres en R™ xR (llamada
variedad centro) que pasa por (o, jty), Y un sistema de coordenadas tal que
el desarrollo en serie de Taylor de grado 3 de dicha variedad es:

d
= = (du+a(@+y))a— (Wren+b(a®+4))y
d
Ei{ = (wt+ep+b(@*+y?))z+ (du+a(2®+47)) .
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Si a # 0, existe una superficie de soluciones periédicas sobre la variedad que
concuerda hasta segundo orden con el paraboloide p = —4 (z* + y*). Cuando
a < 0 las soluciones periddicas son ciclos limite asintéticamente estables y
cuando a > 0 son repulsoras.

2.3. Sistemas dinamicos discretos en la circunferencia

Un problema de interés para la ciencia y la ingenierfa es el comportamien-
to de los osciladores periédicos cuando son forzados, perturbados o estimula-
dos. Por su interés para la ciencia y sus aplicaciones para la ingenieria, es re-
levante averiguar bajo qué condiciones la respuesta es ritmica (sincronizada) o
arrit-
mica.

Las iteraciones de las funciones de la circunferencia en la circunferen-
cia, surgen de manera natural como modeladores de la dindmica cuando la
perturbacion es periédica. Si el oscilador forzado tiene algunos eventos iden-
tificables, cada uno de estos eventos puede ser asociado a alguna fase del
forzamiento. Cuando el disparo z,, sélo depende del disparo anterior z.,
la dindmica de las fases de disparo queda encriptada por una ecuacién de la
forma:

Iny1 = f (xn)|
donde f es una funcién de la circunferencia en la circunferencia.

En lo que resta de este capitulo, se expondréd brevemente la teorfa basica
que involucra esta clase de sistemas dindmicos.

2.3.1. Levantamiento

Para el estudio de las funciones de la circunferencia f : S — S
conviene hacer las siguientes definiciones:

Definicién 2.6 Un endomorfismo de la circunferencia es una funcion
continua de la circunferencia en la circunferencia y un homeomorfismo de
la circunferencia es un endomorfismo de la circunferencia cuya inversa
también es un endomorfismo.

También conviene auxiliarse de funciones reales de variable real, llamadas
representaciones o levantamientos, que dan cuenta de las propiedades
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que tiene f. La siguientes definiciones y proposiciones establecen las condi-
ciones que debe cumplir una funcién F para que sea el levantamieto de la
funcién de la circunferencia f:

Definicién 2.7 La funcién F : R — R es un levantamiento de grado k
de la funcién de la circunferencia f : S — S si:

1. ParacadateR ykeZ, F(t+1)=F(t)+k

2. Vs,t € R, mo F(t) = fom(t), donde m : R —S es la proyeccion
candnica (m(z) = e*™).

Este qiltimo punto equivale a que el siguiente diagrama conmute:

s s
71 Tn
R F R

Proposicién 2.1 Toda funcién F : R — R tal que F(t +1) = F(t) + k con
k € Z es el levantamiento de grado k de una funcién de la circunferencia
f 8 — S. Ademds todo endomorfismo de la circunferencia tiene por lo
menos un levantamiento de grado k, F' : R — R que es continuo.

En la figura 6 se grafica una funcién de la circunferencia (en el toro plano)
y su representacién periédica de grado uno (en el plano real). Se hace notar
c6mo en el levantamiento, el patrén de la grafica de la circunferencia va repi-
tiéndose: en este caso, el avance de una unidad en el dominio, se corresponde
con el avance de una unidad en la imagen. Para los levantamientos de grado
k, el avance de una unidad en el dominio, se corresponde con el avance de k
unidades en la imagen.

La relacién entre los levantamientos y las funciones de la circunferencia
queda establecida en la siguiente proposicién:

Proposicién 2.2 Todo levantamiento determina una tnica funcion de la
circunferencia en la circunferencia, y todos los levantamientos continuos de
un mismo endomorfismo difieren entre st por una constante entera.
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F(t)

N

Figura 6: Grdfica de la funcibn de la  circunferencia
f(z) = 24 0,1 + 0,2sen(z) mod1 (izquierda) y gréfica de un levan-
tamiento F(t) de la funcién f(z) (derecha).

2.3.2. Dindmica periédica

Uno de los temas centrales de este trabajo estd relacionado con los com-
portamientos periédicos. En el contexto de las funciones de la circunferencia,
para caracterizar correctamente este tipo de dindmica, son necesarias las
siguientes definiciones:

Definicién 2.8 Sea z € R y sea f : S — S invertible:

1. Al conjunto OF = {f"(2)},5, se le llama la semidrbita positiva de
.

2. Al conjunto OF = {f™(z)},, se le llama la semidrbita negativa de
.

3. A la union de las semidrbitas positiva y negativa se le llama orbita O,
de z:
0: =07 UO0; = {f"(2)}nez -
Definicién 2.9 Sea z € R.

1. Al punto x que cumple que f(z) = z, se le llama punto fijo de f.

2. Al punto x que cumple f™(z) = z, se le llama punto periddico de f.
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3. Al minimo entero n que satisface la premisa anterior, se le llama pe-
riodo del punto periddico.

4. A la orbita de un punto periédico de periodo n,

{z, f(2), fA(2), ... "N (2) }
se le llama orbita periddica de periodo n.

Si y s6lo si el mimero de elementos de una 6rbita O, es finito e igual a
n, se tiene una dindmica periédica (después de n iteraciones, la dindmica se
repite).

2.3.3. Numero de rotacién

Las 6rbitas generadas por las iteraciones de una funcién de la circunferen-
cia en la circunferencia pueden tener tres distintos comportamientos: pueden
ser constantes (un punto fijo), pueden repetirse periédicamente (érbita pe-
riédica) o pueden nunca repetirse (6rbita infinita). Para tener una idea glo-
bal de la dindmica de un sistema, es de utilidad poder etiquetar a cualquier
6rbita mediante un niimero que revele su comportamiento.

Definicién 2.10 Sea f un homeomorfismo de la circunferencia y sea F un
levantamiento de f. Al limite

n(t
PR

n—oo T

se le llama nidimero de rotacion de F.

Este mimero real, llamado mimero de rotacién de F', es la principal he-
rramienta tedrica para determinar si una orbita es periédica o aperiédica. El
siguiente teorema establece las condiciones para ello:

Teorema 2.7 Si f es un homeomorfismo y F es un levantamiento de f,
entonces:

1. p es independiente tanto del punto t.

2. p es racional si y sélo si f tiene puntos periddicos.
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En el siguiente ejemplo se analiza la dindmica que producen dos funciones
de la circunferencia, con las herramientas hasta aqui expuestas:

Ejemplo 2.2 Sean

f(:::)::::ﬁ-% mod 1 y

gla) =2 +g- mod 1,

dos funciones de la circunferencia.
Si en ambos casos se elige que la condicion inicial sea igual a cero, las
dos orbitas (de periodo dos) que se generan al iterar f(z) y g(x), son iguales:

1
Sin embargo, al iterar las representaciones F(t) = t + 3 de f(z), y

3 ; :
Git)=t+ 2 de g(z), no se genera la misma secuencia. Respectivamente
son:

La diferencia entre ambas secuencias es que por cada iteracion, la primera

avanza 3 Y la sequnda g Lo anterior queda descrito por la ecuacion:

thrg=1ta+pV¥n > 0.

En ambas q es igual a 2; para F(t), p=1 y para G(t), p = 3.

Si se piensa en una circunferencia de perimetro 1, por cada dos iteraciones
de f(z) (el periodo q de la érbita que se genera) se envuelve una vez a la
circunferencia (p = 1) y por cada dos iteraciones de g(z) (el periodo q de la
orbita que se genera), se envuelve tres veces a la circunferencia (p = 3). Esto
se refleja en el niimero de rotacion:

() _ t+3n 1

p(f) = lim

T n—0o0 n 2
, G't) ., t+3n 3
O= " ~am e T2
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En la siguiente definicién se generaliza la idea del ejemplo anterior:

Definicién 2.11 Sea n € Z. Una secuencia {z,} de la funcion de la cir-
cunferencia f(z) estd (q,p) sincronizada con respecto a un forzamiento de
duracion T = 1, si la 6rbita generada por el levantamiento F(t) de f(z) estd
dada por la ecuacion:

tn+q =l +p,
donde q y p son enteros positivos. El valor de q es el periodo de la secuencia
y el valor de p es la envolvencia de la secuencia.

El siguiente teorema relaciona el periodo y la envolvencia de una 6rbita,
con el nimero de rotacién de la érbita:

Teorema 2.8 Sea {z,} una drbita del homeomorfismo f(x):

1. Si{z,} estd (q,p) sincronizada, el mimero de rotacién de la drbita es

p==.
q

2. Si el nime.o de rotacion de la 6rbita es p = g , {zn} estd (q,p) sin-

eronizada.
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3. Biofisica de las células nerviosas

3.1. Estructura de una neurona

Las células nerviosas varian en su forma y tamano, pero tipicamente es-
tdn constituidas por tres partes principales: el cuerpo celular o soma, las
dendritas y el axén (ver figura 7). El soma contiene al nicleo de la célu-
la y por lo tanto es poseedor del material genético de la neurona. Es ahf en
donde ocurren los mecanismos bioquimicos sintetizadores de enzimas y demés
protefnas, necesarios para mantenerla viva. Las dendritas y el axén son fi-
lamentos con multiples ramificaciones que le permiten a la célula nerviosa
recibir o trasmitir senales a otras neuronas.

Tradicionalmente, en el soma se lleva a cabo un proceso de integracién
de las senales provenientes de las dendritas, que termina con el envio de una
respuesta concordante hacia otras células receptoras, a través de una larga
fibra que es el axén. La interaccién entre las células se produce a través de
conexiones llamadas sinapsis. Estas se clasifican en dos tipos: las sinapsis
quimicas y las eléctricas. En las sinapsis quimicas existe un espacio (inter-
sindptico) que separa a las membranas de ambas células, y por lo tanto, para
posibilitar el restablecimiento de la senal eléctrica, es necesari» la presencia
de agentes quimicos (neurotrasmisores) que se difunden a través del espacio
intersindptico. En las sinapsis eléctricas existe una conexién directa, que per-
mite el paso de corrientes eléctricas de una célula a otra sin la mediacién de
neurotrasmisores.

En los circuitos cerebrales, una sola neurona puede recibir entre 10,000 y
20, 000 sinapsis de cientos de neuronas y mandar proyecciones a cientos y a ve-
ces miles de neuronas blanco. La funcionalidad del cerebro emerge de la suma
de todas las interacciones que tienen lugar entre las células constituyentes.
El sustrato de esta funcionalidad tiene una complejidad extraordinaria: un
cerebro humano tiene varios cientos de miles de millones de neuronas que in-
dividualmente pueden llegar a tener conexiones con varias centenas de otras
células nerviosas.

Para ampliar la informacién expuesta en esta seccion, se recomienda con-
sultar:  [Hammond, 1996],  [Shepherd, 1994],  [Shepherd, 2003] 'y
[Squire, 1999]. -
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Figura 7: Esquema de una neurona tipica (izquierda). Microfotografia de un
par de neuronas de la corteza cerebral de una rata de 19 dias (derecha).

3.2. Excitabilidad de la membrana celular

En lo que resta de este capftulo, se discute un fenémeno no lineal que juega
un papel fundamental en la fisiologia de las células nerviosas: la
excitabilidad. Gracias a ella, se generan ondas viajeras electroquimicas de
amplitud y forma constante: los potenciales de accién.

Se entiende que los procesos motores e intelectuales de los seres vivos,
emanan de la interaccién de los potenciales de accién provenientes de todas
sus células nerviosas. Como la forma de los potenciales de acci6n es siempre
igual, se concluye que los ritmos que emergen de la interaccién de las senales
neuroeléctricas constituyen el c6digo de la neurocomunicacién (ver capitulo
6). Para el descifrar tal cédigo, por principio de cuentas, se debe enfocar la
atencién en los mecanismos fisicos, biol6gicos y quimicos involucrados en la
dindmica del potencial de accién. A continuacién se describen.

3.2.1. Potencial de reposo

Todas las células tienen en comin que entre su interior y su exterior
existe una diferencia de potencial eléctrico. A este voltaje caracteristico se
le llama potencial de membrana. Se trata de un rasgo fundamental de la
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vida: las células muertas son aquellas que pierden la capacidad de mantener
dicho potencial. Adicionalmente, en las neuronas, el potencial de membrana
también llamado voltaje o potencial de reposo, juega un papel importante
en la generacién de las senales nerviosas: para desencadenarlas, basta con
perturbar este valor singular.

La membrana celular. En todas las células vivas, la distribucién de los
iones de sodio y de los iones de potasio dentro y fuera de ellas, es desigual (en
la siguiente seccién se aclarard porqué). Sin importar el hdbitat del animal
(agua dulce, agua salada, aire), los iones de potasio (K™) son los cationes
predominantes en el fluido intracelular, mientras que los iones de sodio (Na™)
son los cationes predominantes en el fluido extracelular. Una consecuencia
inmediata de la desigualdad en las distribuciones de ambas especies i6nicas,
es la generacién de una diferencia de voltaje entre el interior y el exterior
de la célula. Por supuesto que hay otros cationes y aniones en las soluciones
intra y extra celulares, pero su papel es secundario para las explicaciones
relativas a la dindmica neuroeléctrica que son pertinentes a este trabajo.

La estructura biol6gica responsable de matener la diferencia en las con-
centraciones iénicas entre el interior y el exterior de la célula (y por tanto la
diferencia de voltaje) es la membrana celular. En las neuronas, la mem-
brana tiene aproximadamente 75A de espesor y estd constituida mayorita-
riamente por fosfolfpidos y proteinas. Los primeros forman una doble capa:
las cabezas polares (hidrofilicas) apuntan al exterior de la célula mientras que
las colas de 4cido graso (hidrofébicas) estdn unidas entre si. Las proteinas
se encuentran situadas irregularmente entre los fosfolfpidos y se encargan de
intercambiar material entre la célula y su medio (ver figura 8).

Debido a que la membrana estd constituida por una bicapa de lipidos,
es improbable que el agua y las sustancias que sean hidrosolubles —~como los
iones de sodio y de potasio— puedan atrversarla. Sorpresivamente, los datos
experimentales muestran lo contrario.

El paso de sustancias hidrosolubles es posible debido a una protefna es-
pecial llamada canal, que cruza integramente a la membrana. Se conoce
que cada canal es capaz de transportar iones a tasas muy altas en contra
de los gradientes de concentracién (mds de 106 moléculas por segundo). La
evidencia directa de la existencia de los canales fue obtenida con la técnica
de la fijacién en parche (patch-clamp): un microelectrodo con didmetro
del orden de 1um se coloca sobre la membrana celular; si se tiene suerte, ahi
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Figura 8: Esquema de la membrana neuronal.

habra un canal en el que se podrd medir el paso (o no) de corriente iénica.
Las senales que dan cuenta del paso de corriente (o no) a través de un canal,
tipicamente son como la de la figura 9

Se observa que las protefnas canal pueden o no dejar pasar a los iones (es-
tar abiertos o cerrados en la jerga de los neurofisiélogos) y que la dindmica de
apertura de cada uno de ellos es del tipo “todo o nada”. Puede comprobarse
que los tiempos en los que un canal se abre y se cierra estan gobernados por
procesos aleatorios, pero que la suma de las acciones de todos los canales da
lugar a una corriente a través de la membrana neuronal, cuya dindmica es

determinista y depende de las condiciones a las que esté siendo sometida la
célula nerviosa.

<
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Figura 9: Respuesta de un canal i6nico aislado.

Dentro de la clase de los canales, pueden hacerse clasificaciones. Se en-
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cuentra que para cada especie iénica hay un canal especifico (por ejemplo los
canales por los que s6lo cruzan iones de sodio y los canales por los que sélo
cruzan iones de potasio) e incluso que existen conjuntos de canales especificos
que se distinguen porque la dindmica consertada de los miembros del conjun-
to, que se activa mediante diferentes estimulos quimicos, eléctricos o fisicos,
puede producir una corriente a través de la membrana celular especifica. Por
ejemplo, hay unos canales llamados canales activados por ligando, que pro-
ducen una corriente cuando se les pega algiin mensajero quimico (transmisor
u hormona); otros, los canales activados por voltaje, producen una corriente
cuando cambia el potencial transmembranal; otros més producen una co-
rriente cuando la célula se ve afectada por cambios de presién o volumen,
etcétera.

Las dindmica de los iones de Na* y K* cuando el potencial de
membrana es el de reposo. Para discutir el proceso de difusién de los
iones de sodio y potasio a través de la membrana celular, es necesario hacer
notar que las moléculas disueltas en alguna sustancia, continuamente estén
mezcléndose a causa del movimiento térmico aleatorio. Estas se mueven en
cualquier direccién, pero m4s, de las regiones de alta concentracién a las
de baja concentracién, debido a que probabilfsticamente hay més moléculas
que dejan las regiones de alta concentracién de las que entran: el potencial
quimico es el encargado de hacer que las moléculas se muevan en contra
de su gradiente de concentracién. Si adicionalmente, las particulas no son
eléctricamente neutras —como es el caso de los iones de sodio y potasio—
la acumulacién de ellas en el exterior e interior de la neurona produce un
potencial eléctrico que afecta el desplazamiento de las mismas particulas.

El trabajo W [hn;%l] que se realiza al llevar un mol de algin i6n z en

la direccién que apunta el gradiente de concentracién, tomando en cuenta
el potencial quimico, es proporcional a la diferencia de los logaritmos de las
concentraciones internas y externas. La constante de proporcionalidad es el

producto RT, donde R
mol K
[K] la temperatura absoluta. Es decir:

] es la constante universal de los gases y T'

We = RT(In[z], —In[z],) (4)

_ [=];
= g

31




El trabajo Wg [ij] que se realiza al transportar un mol de algiin i6n
mo

z desde el exterior al interior de la célula nerviosa, tomando en cuenta el
potencial eléctrico, es el producto del voltaje a través de la membrana € [V],

del niimero de Faraday F [mm] y de la valencia del i6n z, Z,. Es decir:

WE = Z:,Fg {5)

Una deduccién detallada de las expresiones de W y Wi se puede encon-
trar en [Salinas, 1992)].

A la suma de Wg y W¢ se le llama diferencia de potencial electro-
quimico. Su valor es una medida de la tendencia del i6n z a difundirse a
través de la membrana. Utilizando las ecuaciones (4) y (5) se encuentra que
la diferencia de potencial electroqufmico Ay, [V] para el i6n z es:

Ap, = Wg+We (6)

_ In [-'BL‘
= Z.,Fe+ RTln[a:]e'

Cuando la diferencia de potencial electroquimico es cero, no se realiza
trabajo para llevar al i6n z a través de la membrana y por tanto se dice que
el sistema estd en equilibrio. El valor del potencial €, [V] tal que el sistema
estd en equilibrio, es llamado potencial de equilibrio para la especie
i6nica z. Para calcularlo se iguala Ay, (ecuacién (6)) a cero y se cambia ¢
por £;:

_ RT

e, — BT, la

La ecuacién resultante se conoce como la ecuacién de Nernst para la
especie idnica z.

Con el fin de determinar si los iones de sodio y potasio de la célula nerviosa
estdn en equilibrio cuando el potencial de la membrana est4 en reposo, con-
viene revisar algunos resultados experimentales. Los datos que se empleardn
son los resultados de un experimento clésico: corresponden al estudio que
realizaron los investigadores britdnicos Alan Hodgkin y Andrew Huxley en
la Universidad de Cambridge, reportado en 1952, con el axén gigante de una
de las células que controlan la accién neuromotora del calamar. El potencial
de reposo del interior del axén con respecto al exterior que se mide, es de
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—70mV a 25°C (= 297,15K) y las concentraciones iénicas, internas y ex-

l
ternas del potasio y del sodio son: [Kt], = 4101?”?!, [K*], = TZ:;) ?
(Na*), = 4972 [N iy

dm?

Utilizando los datos anterlores en la ecuacién (7) se encuentran los po-
tenciales de equilibrio del sodio y del potasio:

(8,3145—4-) (297,15K) 10’“"‘0*

o = : 1 = —95mV 8
K (964853 C) -1 atommg — ™
8,3145—L) (297,15K) _ 460l
ENa = ( mic) ) 10 2% _ sy
(96485,5.2) -1 sgmmel

El valor del voltaje de reposo del potasio teéricamente calculado, en una
primera aproximacién, es el mismo que el voltaje de reposo de la célula
nerviosa. En contraste, el valor del voltaje de reposo del sodio difiere signi-
ficativamente del potencial de reposo de la neurona. Con esto se concluye
que los iones de potasio estdn distribuidos en equilibrio con el potencial de
la membrana, del que ellos son responsables, y que la membrana (en reposo)
del ax6n gigante de calamar es muy permeable al potasio en comparacién
con el sodio (esta aseveracién se confirma experimentalmente).

Como en reposo la neurona exhibe una concentracién interna de iones de
potasio muy alta comparada con la concentracién externa, y como bajo estas
condiciones la membrana neuronal es muy permeable a los iones de potasio,
debe haber una tendencia de éstos a difundirse hacia el exterior de la célula
nerviosa (por el potencial quimico). Como (debido a su baja permeabilidad)
los iones de sodio no traspasan a la célula nerviosa cuando el potencial de
membrana es el de reposo, la carga eléctrica acumulada por los iones de
potasio que llegan al exterior, no es compensada por alguna carga producida
por la penetracién de iones de sodio. De esta manera se genera un voltaje
transmembranal que con el curso del tiempo debiera hacerse méas negativo.
Considerando sélo esta parte del fen6meno, se deduce que con el tiempo se
debe generar un voltaje transmembranal que cada vez se va haciendo mas
negativo.

Sin embargo falta por considerar el campo eléctrico E que se va generando
por la acumulacién de iones de potasio en el exterior de la célula nerviosa.
Este genera un flujo que tiende a mover a los iones de potasio en la direccién
contraria al flujo provocado por las diferencias de concentracién. La magnitud
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del campo E crece hasta que el flujo debido a las cargas eléctricas, iguala al
flujo debido a las diferencias de concentracién. Como el potencial de equilibrio
para el potasio es ligeramente menor que el potencial de reposo de la célula
nerviosa, debe suceder que los flujos debidos al campo eléctrico y los flujos
debidos a las diferencias de concentracién casi se cancelen. De hecho, sélo
queda una pequena tendencia de los iones de potasio a difundirse hacia afuera
de la célula (ver figura 10).

La situacién para el sodio es diferente: la totalidad del flujo iénico (debido
a la fuerza quimica y a la eléctrica) va hacia el interior de la neurona y a
pesar de este hecho, la concentracién interna del sodio permanece baja. Esto
podrfa explicarse si la permeabilidad al sodio de la célula nerviosa fuera
suficientemente baja: los estudios revelan una permeabilidad més alta de la
esperada. Esta contradiccién sélo puede superarse con la existencia de un
mecanismo activo (porque el proceso debe requerir de energfa extra ya que el
movimiento de los iones debe ir en contra del potencial electroquimico) que
continuamente expulse iones de sodio.

El trabajo lo realiza una protefna especial llamada bomba sodio-potasio
que tiene la capacidad de aprovechar la energia almacenada en un enlace de
adenosin trifosfato (ATP), para intercambiar tres iones de sodio del inte-
rior de la célula por dos iones de potasio del exterior, a una velocidad de 102
moléculas por segundo (ver figura 10). Adicionalmente, ésta proteina también
ayuda a obtener y reemplazar las pequenas cantidades de K* que continua-
mente se estdn filtrando al exterior. Su accién continua ayuda a reestructurar
los valores de Na* y K* a sus valores de reposo, incluso cuando estos son
perturbados.

Para comprobar que los iones de sodio y potasio son los responsables del
potencial de reposo, se utiliza la ecuacién de Goldman-Hodgkin-Katz (GHK)
(en [Eyring, 1977] se deduce cuidadosamente) que proporciona el potencial
de membrana cuando se considera la dindmica de mas de una especie i6nica
(en este caso Na* y K*). Su férmula es:

_ BT, P(K")[KY],+ P(Na*)[Na*],

E=F" P(K+) [K+], + P(Na*t) [Na*],
RT, 2SN (K, + [Na,
Fona®y K+ + [Nat],”

(9)

donde P(K*) y P(Na") son las permeabilidades de la membrana a los iones
de potasio y de sodio, respectivamente. Para el ax6n gigante de calamar se
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bomba
sodio-potasio

Figura 10: Esquema de los procesos responsables en el mantenimiento del
potencial de reposo en la célula nerviosa. Las flechas sefialan la direccién del
flujo para cada especie i6nica: My es el flujo del potasio debido al campo
eléctrico; Mk es el flujo de potasio debido a las diferencias de concentracién;
My,c es el flujo de sodio debido a las diferencias de concentraciéon y My,g
es el flujo de sodio debido al campo eléctrico. La diferencia de potencial
entre el interior y el exterior de la célula es €,,. También se ilustra la bomba
sodio-potasio que saca 3 iones de sodio y mete 2 de potasio.

+
encuentra que % = 25. El valor del potencial que arroja la ecuacién
(9) es:
. (8,3145—+) (297,15K) _ (25) (10) + 460
(96485,3-<) (25) (410) + 49
= —68,4mV.

Se remarca que el potencial ¢ que se encuentra utilizando la ecuacién de
GHK es muy cercano al valor del potencial de membrana medido experimen-
talmente. Con ello se comprueba que se estd utilizando la teorfa adecuada
para describir los mecanismos que producen el potencial de reposo de la
membrana neuronal.

El andlogo electrénico de la membrana en reposo. Como gran parte
del conocimiento de las células nerviosas se ha obtenido midiendo las propie-
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dades eléctricas de la membrana, para entender y modelar la actividad neu-
ronal, un punto clave es describir a la membrana como algiin elemento elec-
trénico. Para ello deben hacerse las siguientes consideraciones:

i

El potencial de equilibrio para cada i6n se representa mediante una
baterfa —escogiendo la polaridad adecuada— a través de la membrana.

Con la permeabilidad est4 relacionada la conductancia, que es el inverso
de la resistencia. De aquf que para representar la permeabilidad de las
diferentes especies iénicas, en serie con cada una de las baterfas se
coloque una resistencia. Con esta representacién se estd considerando
(como muestran los datos experimentales) que los canales para cada
especie i6nica (y por tanto las corrientes i6nicas) son independientes
unos de otros.

Los lipidos de la membrana tienen la capacidad de almacenar cargas
eléctricas a cada lado de la membrana (de hecho el potencial trans-
membranal se debe a estas cargas almacenadas). Esta es la razén para
poner un capacitor en paralelo con las resistencias y las baterfas.

adentro
I
R Na RK %
“__ +
— [ |
ENa _|: Eg.——_

afuera

Figura 11: Anélogo electrénico de la membrana neuronal en reposo.

En la figura 11 se pinta el andlogo electrénico —un circuito RC— de la

membrana de una neurona en reposo. La respuesta en el voltaje de la neurona
ante un flujo de carga es idéntica a la de un circuito de este tipo con valores
adecuados en las baterfas, resistencias y el capacitor (ver figura 12).
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Con el circuito queda claro que cuando el potencial de la membrana
es el de reposo, ninguna de las corrientes i6nicas estd en equilibrio. Estdn
sometidas a una fuerza —debido a las baterfas— que las impulsa en direcciones
opuestas. El tamano de la fuerza —llamada fuerza impulsora del i6n—- que
empuja a cada especie i6nica, es la diferencia entre el potencial de la mem-
brana y el potencial de equilibrio del i6n. Sélo cuando €,, = E; (coni = Na*
o K), deja de haber un flujo neto de tales iones.

-3 = Respuesta de una membrana
—af- .
I
S -5
E
©
el Respuesta de un circuito RC
-0 f
—ly - e
1 i 1 1 | b1 1 |
o 0.2 Os 1] 10 1.2 14 18
tiempo (seq)

Figura 12: Cursos temporales del voltaje transmembranal de una neurona
y del circuito RC de la figura 11, cuando son perturbados con un pulso de
corriente.

3.2.2. El potencial de accién

Cuando en el axén gigante de calamar se aplica un pequeno y breve pulso
de corriente eléctrica despolarizante, se advierte un incremento en el voltaje
a través de la membrana celular que decae asintéticamente hasta alcanzar
el potencial de reposo. Si la amplitud del pulso de corriente aplicado es su-
ficientemente grande (que logre elevar el potencial transmembranal por a-
rriba de un umbral de aproximadamente —55mV’), se observa un incremento
desproporcionado en el voltaje que llega a alcanzar un valor maximo cercano
a +30mV. Después se observa que la senal de voltaje decrece més alld del
potencial de reposo, alcanzando un valor préximo a los —80mV, y que, fi-
nalmente, se recupera el voltaje de reposo (—70mV’). El fenémeno anterior
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se llama impulso nervioso, potencial de accién o espiga de voltaje y
dura alrededor de dos milisegundos (ver figura 13).

Potencial de accidén

Periodo Periodo
refractario refractario
absoluto relativo

Voltaje

Figura 13: Curso temporal del voltaje transmembranal durante un potencial
de accion.

Experimentalmente se observa que la amplitud méxima del potencial de
accién (+30mV en la preparacién clésica), es independiente de la magnitud
del estimulo eléctrico aplicado, siempre y cuando éste rebase el valor umbral
(—55mV). El fenémeno es conocido como la ley del “todo o nada”.

También se observa que al aplicar secuencialmente estfmulos breves (su-
praumbrales) que estén suficientemente espaciados en el tiempo, la mem-
brana responde cada vez produciendo idénticos potenciales de accién. Si el
lapso entre los estfmulos se va reduciendo, se observa que para intervalos
de tiempo de entre 0,25ms y 0,5ms, es imposible excitar a la membrana
por segunda vez. Este lapso critico es llamado periodo refractario y suele
subdividirsele en periodo refractario relativo y periodo refractario absoluto.
En el primero se puede provocar una espiga de menor tamano con despola-
rizaciones mayores que el umbral, mientras que en el segundo, a pesar de la
intensidad de la estimulacién, es imposible desencadenar senal alguna. En la
figura 13 se muestran tales intervalos de tiempo.
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Bajo ciertas condiciones, si en vez de aplicar a la neurona un breve
pulso de corriente, se aplica una corriente constante de magnitud I, ésta
responde con un tren periédico de disparos de potenciales de acci6n (o dis-
paros ténicos), que tiene una frecuencia creciente con el valor de la intensidad
de la corriente aplicada (ver figuras 14 y 35). Lo anterior quiere decir que la
intensidad del estimulo se codifica en términos de la frecuencia de las espigas.
Existe un amplio rango de frecuencias que se observan fisiol6gicamente, pero
como los periodos refractarios son generalmente de menos de un milisegundo,
frecuencias maximas resultan ser inferiores a 1000 espigas por segundo.

Tren peniddico de potenciales de accién

— i) L

Figura 14: Respuesta periédica de una célula nerviosa ante una estimulacién
de corriente constante.

Es importante destacar que las neuronas cerebrales son mucho més com-
plejas que los axones de calamar. La diversidad de canales iénicos que tienen
les permite generar trenes de potenciales de accién con diferentes estructuras
temporales: disparan en rafagas, otras “adaptan” su disparo (esto es, cam-
bian su frecuencia con el tiempo), otras mas disparan periédicamente todo
el tiempo, etcétera. Ejemplos de ello se muestran en la figura 15.

Otros sistemas, naturales o de la ingenierfa, cuya dindmica manifiesta una
respuesta del tipo “todo o nada” a estfmulos que superan un valor umbral,
y respeta también un periodo refractario a la excitacién, constituyen la clase
de los sistemas excitables. Dentro de ella, las membranas de las células
nerviosas constituyen un ejemplo clésico.

Dindmica del Na* y K* durante el potencial de accién. Como la
membrana neuronal en reposo es muy permeable a los iones de potasio, la
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Figura 15: Secuencias de disparo de diferentes tipos de células nerviosas.

dindmica (pasiva) de ellos es quien determina (en su mayorfa) el valor del
potencial de reposo de la célula nerviosa. La presencia de los iones de sodio
y la necesidad de mantenerlos fuera del equilibrio (por supuesto mediante
mecanismos activos) quedard clara al momento de explicar los mecanismos
detrés del potencial de accién.

Para entender los mecanismos detrés del potencial de accién —que es una
despolarizacién transitoria del voltaje transmembranal- es necesario dar a
conocer las siguientes observaciones experimentales:

1. Si la concentracién de los iones de sodio en el exterior de la neurona
disminuye, la amplitud de la espiga también lo hace.

2. El valor méximo del potencial de accién, en una primera aproximacion,
es cercano al potencial de equilibrio del sodio (ecuacién (8)).

Las observaciones anteriores sugieren que los mecanismos que dan lugar al
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potencial de acci6n estdn intimamente relacionados con la alta concentracién
de sodio en el exterior de la célula nerviosa. Debido a que el valor maximo
del potencial de acci6n es muy similar a Ey, (ver ecuacién (8)), debe suceder
que la permeabilidad de la membrana neuronal a los iones de sodio cuando el
voltaje transmembranal es m4s grande que el umbral, sea mucho mayor que
la permeabilidad transmembranal a los iones de potasio (Py, > Pk). Por
tanto debe existir un cambio conformacional de los canales de sodio: deben
activarse. Al activarse los canales de sodio se genera una avalancha de iones
de sodio hacia el interior de la célula nerviosa (por el potencial quimico y
eléctrico), y se desencadena un mecanismo de retroalimentacién positiva: la
conductancia del Ne* incrementa, lo cual hace que se despolarize atin més
la membrana, lo cual hace que la conductancia incremente, etcétera.

Como hay una fase del potencial de accién en el que el voltaje trans-
membranal disminuye hasta alcanzar su valor de reposo, en algtin momento
debe suceder que la permeabilidad a los iones de sodio vuelva a disminuir
(los canales de sodio se inactivan). Bajo tales condiciones es la dindmica de
los canales de potasio la que rige nuevamente la dindmica del potencial de
accién. Como los iones de potasio estdn fuera de equilibrio se genera un flujo
(de ellos) hacia afuera de la célula nerviosa que es tan violento, que el voltaje
que llega a alcanzarse es més negativo (la hiperpolarizacién debida al pota-
sio) que el que di6 inicio. Poco a poco, se recupera el valor del potencial de
reposo (cercano a Ey).

Actualmente las propiedades de los canales en general, y de los canales
de sodio en particular, son entendidas perfectamente bien a nivel molecular
( [Hille, 2001] es una buena referencia). En la figura 16 se muestra la gréfica
de la actividad (aleatoria) de hasta tres de canales de sodio. El promedio de
muchos de estos eventos en el tiempo —cada célula tiene al menos 10° canales
i6nicos de cada tipo—- da lugar a la corriente de sodio, también mostrada en
la figura, que a diferencia de la dindmica de cada canal, es un evento deter-
minista (ver seccién 3.2.1). Se observa que dado un estfmulo supraumbral,
la corriente de sodio crece répidamente (se abren los canales de sodio) para
luego decrecer de forma més lenta (se cierran los canales de sodio).

Para obtener experimentalmente los datos de la corriente de sodio en la
preparacion clisica (el ax6n gigante de calamar), se parte del hecho de que
el sodio y el potasio son las corrientes i6nicas fundamentales que conforman
al impulso nervioso, y que la actividad de cada una de las corrientes i6nicas
es independiente de la actividad de la otra. Bajo estas hip6tesis, se asegura
que al inactivar la corriente de potasio inicamente se medird la de sodio.
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Agregando amonios cuaternarios como el tetraetilamonio (TEA) se anula la
corriente de K* y agregando tetrodotoxina (TTX) que es un veneno peptidico
que se obtiene del pez globo, se bloquea la corriente de sodio. Se aclara que
estas dos sustancias actian sobre los canales respectivos.
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Figura 16: Cursos temporales de los canales de sodio al aplicar una despo-
larizacion.

Propagacién de la onda de despolarizacién. Es importante mencionar
que una vez iniciado el potencial de accién, se propaga como una onda de
despolarizacién (siempre y cuando se encuentren canales listos para acti-
varse) durante largas distancias, manteniendo una amplitud constante. La
propiedad anterior se conoce como autopropagacién y es posible debido a
la retroalimentacién positiva entre la conductancia del sodio y la despola-
rizacién de la membrana neuronal.

En las neuronas se han observado dos tipos de propagacion (ver figura
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Axén no mielinizado

Axdn mielinizado

Jo—A
; R

“Nodo de Ranvier

Mielina

Figura 17: Esquema de la propagacién de la onda de excitacién en una fibra
no mielinizada (arriba) y en una fibra mielinizada (abajo).

17). Si la fibra nerviosa no estd mielinizada —cuando no est4 envuelta por
una capa de mielina que es un fosfolipido que no conduce corriente- la onda
de excitacién se propaga por toda la membrana disponible de forma con-
tinua. Cuando la célula nerviosa sf est4 mielinizada, se observa un tipo de
conduccién llamada saltatoria (en los siguientes parrafos se explica).

Es necesario decir que cuando se presenta esta clase de conduccién, la
mielina sobre el ax6n de la neurona se interrumpe en diferentes intervalos
llamados nodos de Ranvier, en donde estén disponibles todos los canales. Si en
un nodo se genera un potencial de accién, éste genera una corriente local que
viaja pasivamente a lo largo del axén (no hay fugas a través de la membrana,
debido a la mielina) hasta llegar al siguiente nodo, produciendo ahi, una
despolarizacién suficientemente grande. La consecuencia es la apertura de
los canales de sodio disponibles, y por tanto la regeneracién del potencial de
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accion.

Ademds de que en las células mielinizadas la velocidad de conduccién del
impulso nervioso es mayor que en las células no mielinizadas, hay un menor
gasto energético: la conduccién saltatoria evita la despolarizaciéon de grandes
dreas de la membrana, evitando asf el gasto de energfa debido a las bombas
de sodio-potasio (ver seccién 3.2.1), quienes hacen uso de cerca del 40 % del
total de la energia empleada por la neurona.
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4. El modelo de Hodgkin y Huxley para el
potencial de membrana

La discusién detallada de la forma en la que cambian las conductancias
de los diferentes iones durante el potencial de accién, y por ende, la forma en
la que fluyen las corrientes a través de la membrana neuronal, fue realizada
por primera vez por los ingleses Alan Lloyd Hodgkin y Andrew Fielding
Huxley. A partir de los datos que obtuvieron, propusieron una teorfa biofisica
y fueron capaces de construir un modelo de cuatro ecuaciones diferenciales
no lineales, que explicé y reprodujo los resultados experimentales conocidos
hasta el momento. Su estudio revel6 que la onda de voltaje o espiga que se
propaga a lo largo de las fibras nerviosas, se debe a la permeabilidad i6nica,
selectiva y dependiente a su vez, del mismo voltaje a través de la membrana
de la célula nerviosa. Debido a estas investigaciones, Hodgkin y Huxley —junto
con Sir John Carew Eccles— obtuvieron en 1963 el Premio Nobel de Medicina
y Fisiologfa. Los resultados fueron publicados en sus famosos artfculos de 1952
([Hodgkin, 1952a], [Hodgkin, 1952b|, [Hodgkin, 1952c|, [Hodgkin, 1952d] y
[Hodgkin, 1952¢]).

Los experimentos, que fueron interrumpidos por la Segunda Guerra Mun-
dial, fueron hechos en el axén (gigante) de una neurona de calamar. Utilizan-
do conjuntamente las técnicas (innovadoras en su época) de fijacién del
espacio (space-clamp) y de fijacién del voltaje (voltage-clamp), lograron
mantener constante el potencial de la membrana a diferentes valores y ba-
Jjo esas condiciones, medir la variacién de las corrientes i6nicas transmem-
branales.De esta forma pudieron deducir la forma de las corrientes durante
la espiga de voltaje.

Para medir y fijar el potencial transmembranal utilizaron dos electro-
dos: uno insertado en el axén y el otro sumergido en el fluido extracelular.
Para estimular al axén, inyectaron corriente a través de un par de electrodos
extracelulares (ver figura 18). Cabe resaltar que el experimento pudo ser lle-
vado a cabo debido al gran tamano del axén:1000pm (aproximadamente 100
veces mayor que los axones tipicos de los mamiferos).

En este capitulo se pretende dar a conocer las ideas y los resultados
fundamentales que hay detrds de la teorfa de Hodgkin y Huxley. Cabe resaltar
que después de Hodgkin y Huxley, ha habido investigadores preocupados por
hacer modelos que den cuenta de los resultados experimentales con respecto
a la actividad neuroeléctrica conocidos hoy en dfa. Las siguientes referencias

45




son tan sélo algunos ejemplos: [Baer, 1995], [Salinas, 1992 y [Yamada, 1998].

Voltimetro Amperimetro

Electrodo
Electrodo _\ estimulador

registrador

Figura 18: Estimulacién de un axén con una corriente /(t) y medicién del
voltaje transmembranal. En el caso A se aplica un pulso de corriente y en el
caso B una corriente continua.

4.1. Las propiedades eléctricas del axén

El ax6n puede modelarse como un tubo de radio r rodeado por una mem-
brana delgada que contiene un gel conductor de resistencia R;. El andlogo
de la membrana es similar al circuito RC que se discuti6 en la seccién 3.2.1
(ver figura 11). Para simular que tanto la conductancia de los iones de so-
dio, como la de los iones de potasio son dependientes del voltaje (ver seccién
3.2.2), en vez de considerar resistencias (no variables), se consideran potencié-
metros (sus conductancias son dependientes del voltaje). Ademés de los
caminos conductores para las corrientes i6nicas y la capacitiva, en este an4-
logo se incluye un camino conductor para la corriente sindptica (la que surge
de la interaccién con las neuronas aledaias).

En la figura 19 se muestra el esquema de una unidad de drea de axoén,
junto con el circuito electrénico que se utiliza para modelar las propiedades de
la membrana. Las ecuaciones que rigen la dindmica de tal elemento, a conti-
nuacién se deducen.
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Figura 19: Segmento axonal (sin ramificaciones) de largo Az [em] y de seccién
transversal circular de radio r [em]. Se marca la corriente intracelular I;
[£A] que corre longitudinalmente a través de la resistencia R; [ohm cm], y
la corriente transversal I, [£%] que atraviesa la membrana. Esta tltima se
divide en la corriente i6nica Jion [£5], la corriente sindptica Lin [£5] y la
corriente capacitiva I. [£%] que corre a través de la capacitancia Cp [£55).

Por conservacioén de la corriente, I, por unidad de 4rea es (ver figura 19):

Im = Ic + Iion + Isin (10)
‘ ov(z,t)
= Ch 5

+ Iirm o+ Isirn

en donde v(z,t) es la desviacién del potencial de la membrana de su va-
lor de reposo. Con base en el mismo esquema, utilizando la ley de Ohm y
considerando que I; es positiva si su direccién es la del incremento de z, se
encuentra que la corriente intracelular I; por unidad de drea es:

_Ov(z,t) Rl
oz a2
2
- =200, (1)

Para que la corriente se conserve se requiere que la corriente de la mem-
brana por unidad de largo (/,,27r) sea igual a la pérdida por unidad de largo
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; s al; : A ;
de la corriente intracelular (———) mas la corriente I ,u_z] aplicada por el
orx cm

experimentador por unidad de largo (/27r). Es decir:

al;
I2nr = —— + 1277,
Oz

Sustituyendo (10) y (11) en la ecuacién anterior, finalmente se obtiene:

ov(z,t) nr? 0%v(z, t)
(Cm at + Lion + Igin) 2nr = ‘}‘L—W + 2nrl = (12)
- dv(z,t) 1 Fv(z,t) _
I = Cm ot 2.& 522 + Ium + Ism‘

4.1.1. Las corrientes de Na™ y K+

En la ecuacién (12) falta encontrar la dependencia (no lineal) de las
corrientes i6nicas (I;,,) con v(z,t).

Como el ax6n gigante de calamar est4 aislado, la interaccién con otras
células es nula y por tanto I, = 0. Cuando se logran eliminar las corrientes
Ov(z, 1) 712 Ov(z, t)

ot "R Oz
aplicada I es igual a la corriente i6nica, que es la que se quiere describir (ver
ecuacioén (12)).

Para eliminar la corriente intracelular —que fluye longitudinalmente- se
utiliza la técnica del fijado del espacio. Las variaciones espaciales del volta-
je se suprimen insertando en el axén un electrodo de muy baja resistividad
comparado con la resistividad del ax6n (la dindmica se colapsa a un punto).

Con ello (casi) toda la corriente longitudinal circula por el electrodo, teniendo
ov(z,t)

capacitiva (I, = C,, ) e intracelular (I; = ), la corriente

COmo consecuencia que = 0 y por tanto que [; = 0.

€I
Para eliminar la corriente capacitiva se utiliza la técnica del fijado del
voltaje. Utilizando circuitos de retroalimentacion negativa se logra mante-
dv(z,t) 0
e

y entonces I. = 0). Lo que se hace es comparar el potencial de la membrana
con el valor de potencial que se quiere fijo, llamado voltaje comando, y anular
la diferencia (entre el potencial de la membrana y el voltaje comando) in-
yectando la corriente necesaria: cuando ya se fij6 el espacio y el voltaje, para

ner el potencial de la membrana a cualquier valor fijo de voltaje (
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cada valor de voltaje comando, la corriente inyectada es igual a la corriente
i6nica que circula cuando el valor del potencial de membrana es igual al valor
del voltaje comando.

En la figura 20 se muestran las curvas de la corriente i6nica (que se ob-
tienen aplicando la técnica del fijado del espacio y del voltaje) como funciones
del tiempo para varios valores de voltaje comando. Los datos experimentales
muestran que la corriente i6nica tiene formas distintas para diferentes va-
lores del voltaje comando. Esto se debe a que la conductancia de la mem-
brana a las diferentes especies i6nicas cambia con el tiempo y es dependiente
del voltaje. De hecho, si el voltaje comando es menor que el voltaje de reposo
del sodio (ver ecuacién (8)), se encuentra que la corriente i6nica estd confor-
mada en un principio por una corriente entrante transitoria, y tardfamente
por una corriente saliente persistente. Si el voltaje comando es mayor al valor
del voltaje de reposo del sodio, no hay corriente entrante.

Corrientes idnicas

Em (mV)
70
P =
30
“*EU 10
= -10
Eod -25
Tiempo (ms)
24 | t i
0 | 6

Figura 20: Familia de corrientes i6nicas del axén gigante de calamar para
diferentes valores de voltaje comando.

Las observaciones anteriores, junto con una serie de experimentos que
demostraron que cuando se elimina el sodio del medio externo sélo queda
una corriente saliente, permiten suponer que la corriente entrante se genera
a partir del aumento a la permeabilidad del Na* de la membrana neuronal,
y que la corriente saliente es debida al aumento de la permeabilidad del K*
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de la membrana neuronal.

Los supuestos anteriores condujeron a que los investigadores Hodgkin y
Huxley propusieran que la corriente i6nica transmembranal fuera separa-
da en tres componentes, cada uno con una dindmica independiente: la co-
rriente i6nica de sodio I, la corriente iénica de potasio Ik y un componente
inespecffico o de fuga (leakage) nombrado /. La separacién de la corriente
i6nica en sus componentes individuales y la declaracién de su independencia,
fue un punto clave para el desarrollo del modelo.

La ecuaci6n para las corrientes iénicas es:

Liom = Ina+Ig+Ir (13)
= gNa(V —Ena) + gk (v — k) + GF(v —€F),

en donde en,, Ex ¥ £F son los potenciales de reposo del sodio, potasio y
del componente de fuga, respectivamente; gy, ¥ gx son las conductancias
dependientes del voltaje y del tiempo para el sodio y el potasio —y que faltan
modelar— y G es la conductancia constante para los iones de filtrado.

4.1.2. Las conductancias de Na* y K™

Observaciones experimentales. Si se elimina la corriente de sodio, segin
la ecuacién (13) se obtiene:

Liow = gk(v—ek)+Gp(v—er)

= gk(t;v) = 5 —E(K :

Para lograr que Iy, = gna(v — €na) = 0, se pueden bloquear los canales
de sodio con TTX. También, considerando que al cambiar la concentracién
extracelular del sodio cambia el valor del potencial de reposo del sodio (ver
ecuacion (8)), si se usa la técnica del fijado de voltaje utilizando como voltajes
comando los diferentes valores del potencial de reposo del sodio (obtenidos
a partir de diferentes concentraciones), para los diferentes valores de voltaje
se puede eliminar la corriente i6nica del sodio.

Finalmente de la ecuaci6n (13) se despeja gna(t; v) (ya se conoce gk (t;v)):

Iion — gx(v — €x) — Gr(v — €F)

gNa(t; 'U) = (U — E'Na)
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Las curvas experimentales de la conductancia del sodio y del potasio como
funciones del tiempo, y para diferentes valores de voltaje, se muestran en la
figura 21. De ellas se puede deducir que:

L
2

La conductancia del sodio se activa més rapido que la del potasio.

La conductancia del sodio es transitoria: decae aunque la membrana se
mantenga despolarizada. Los canales de sodio se abren cuando
se despolariza la membrana (se activan) y se cierran aunque se manten-
ga la despolarizacién (se inactivan). Cabe mencionar que los canales
inactivados necesitan cierto tiempo a un voltaje hiperpolarizado para
poder desinactivarse. Este tiempo es el responsable del periodo refrac-
tario.

La conductancia del potasio es permanente: se mantiene estable siem-
pre que la membrana se mantenga despolarizada. Los canales de pota-
sio se abren (aunque m4s lentamente que los de sodio) cuando se
despolariza la membrana (se activan) y se cierran hasta que se qui-
ta la despolarizacién (se desactivan).

La activacién de la conductancia del sodio y la del potasio es més rdpida
conforme el potencial es més positivo.

Los valores médximos que alcanzan las conductancias del potasio y del
sodio son una funcién creciente con respecto a la despolarizacién de la
membrana.

Modelacién matematica. Para modelar la conductancia del potasio
9k (t;v), se escoge una funcién adecuada dependiente del tiempo y del voltaje
que varfe entre 0 y 1, y se multiplica por la conductancia méxima del pota-
sio Gk. Para modelar la conductancia del sodio se sigue un procedimiento
similar.

Debido a que la conductancia del potasio s6lo se activa cuando la mem-

brana neuronal se despolariza, la funcién involucrada debe estar conformada
por una variable de activaci6én del potasio, a la que se le llamard n. Como la
conductancia del sodio se activa y se inactiva cuando se despolariza la mem-
brana, la funcién involucrada debe de estar conformada por dos variables: m
la variable de activacion del sodio y h la variable de inactivacién del sodio.
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Figura 21: Curvas experimentales de la conductancia del sodio y del potasio
del ax6n gigante de calamar.

Cada una de las variables (activacién del sodio y del potasio, e inactivacién
del sodio) se eleva a una cierta potencia: el minimo niimero al que se ajusten
los datos experimentales:

gx(t;v) = Ggn'(v,t) (14)
gna(t;v) = Gnam?(v,t)h(v,t).

Para modelar las funciones m, h y n se pensara en particulas hipotéticas
de sodio y potasio que tienen dos estados posibles: “abierto” y “cerrado”. Se
comenzard con la variable de activacién del potasio. Si n es la probabilidad de
que una particula de potasio esté abierta (que un canal de potasio se active),
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an(v)(1 — n) es la probabilidad (que depende del voltaje) de transicién de
la particula del estado cerrado al estado abierto y f3,,(v)n es la probabilidad
(que también depende del voltaje) de tramsicién de la particula del estado
abierto al estado cerrado. Considerando lo anterior se obtiene:

An

a7 = n(v)(cerradas) — f,(v)(abiertas)

= a,(v)(1—n) - B,(v)n.

Sacando el limite de la ecuacién cuando At — 0, se obtiene:

on
> an(v)(1 = n) — B, (v)n.
Las variables m y h se modelan de forma andloga a como se modelé n.
En general, para j = n,m, h se encuentra que:
9
ot

Finalmente se deducen las expresiones de a;(v) y §;(v) con j = m, h,n.
Para j = m, h,n sea:

= a;(v)(1 - j) — B;(0)i],_ o p- (15)

j=n,mh

a;(v)
a;(v) + B;(v)
bl = e

’ a;(v) + Bj(v).

Joo()

Sustituyendo las expresiones anteriores en la ecuacién (15) se obtiene la
ecuacion cinética de primer orden:
8j
ot

1 = ;
= ;m [foo(v) — J]

j=n,mh j=nmh

9i
Las soluciones de - tienden al valor jo(v) cuando t — o0, y en el

j=nm.h

tiempo 7;(v) la solucién ha aumentado 63% de su valor final. La funcién
Noo(v) dice cudntos canales de potasio se abren para cada valor del potencial
de la membrana y por tanto cuando v — 00, N (v) — 1; la funcién he(v)
dice cuantos canales de sodio est4n disponibles para cada valor del potencial
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de la membrana y por tanto cuando v — 00, heo(v) — 0; la funcién me(v)
dice cudntos canales de sodio se abren para cada valor del potencial de la
membrana y por tanto cuando v — 00, My (v) — 1. Las ecuaciones de las
funciones joo(v) y 7(v), con j = m, h,n se obtienen a partir de los datos
experimentales; las curvas se observan en la figura 22.

heo T Neo Tn
1.0 10ms 1.010ms

Neo

n

v(mv) ' °  y(mv) *®

Figura 22: Gréfica de las funciones j(v) y 7;(v), con j = m, h,n.

4.2. Las ecuaciones de Hodékin y Huxley

Tomando en cuenta las ecuaciones (12), (13), (14) y (15) se obtienen las
ecuaciones de Hodgkin y Huxley (HH) que modelan el potencial de la
- membrana del ax6n gigante del calamar:

Cmavg, t) _ %&ﬂ(;ﬁzﬁ — Grnem3h(v — ena) — Gxn'(v — £k)
—Gr(v—ep)+1
%?"‘ = )1 =m) — Bp(v)m
% = an(v)(l - k) — By(v)h
%ﬂ = an(v)(1—n) = B, (v)n,
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en donde:

an(v) = 01 ¥
ew —1
Bn.(v) = 4eT®
ap(v) = 0,076;_;
1
Br(v) = —o—
ew +1
1 —
an(v) = Uaolmqu—v
emw —1

B,(v) = 0,125¢% .

En las expresiones el potencial v es la desviacién del potencial con respecto
al potencial de reposo y estd medido en unidades de mV. La densidad de
corriente est4 medida en £% y la unidad de tiempo es mseg. El valor de las
constantes es:

cm
Gre = 12075
c1
S
@ = 36;—’;—2
Cp = 0,3’”—’5;
Eneg = 115mV
ex = —12mV
ep = 10,6mV.

Las expresiones anteriores son vilidas siempre que el valor de la tempe-
ratura T a la cual se realizen las mediciones sea de 6,3°C. Si T es diferente,
s6lo hay que multiplicar los lados derechos de las ecuaciones para m, h y n
por el factor ¢ = 35",

Para elaborar las secciones del presente capftulo que hasta este momento
se han expuesto, se consult6 [Guevara, 2003], [Keener, 1998|, [Rall, 1998|,
[Rinzel, 1978] y [Rinzel, 1998|. Todas las referencias anteriores presentan una
visién actual del modelo de Hodgkin y Huxley.
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4.2.1. Simulaciones numéricas de las ecuaciones de Hodgkin y
Huxley

Para adquirir una idea de la dindmica detrds de las ecuaciones de HH,
se van a integrar numéricamente algunas de sus soluciones considerando que
se ha fijado el espacio (la dindmica es la que se observa en un punto del
axén; ver seccién 4.1.1). Tanto los célculos como la visualizacién, fueron
realizados con el analizador de sistemas dindmicos INTEGRA desarrollado
en el Laboratorio de Dindmica No Lineal de la Facultad de Ciencias de la
UNAM, accesible en la pdgina:

hitp : //www.dynamics.unam.edu/integrawindows.

Todas las evoluciones de las variables dindmicas se obtuvieron utilizando el
método Runge-Kutta de 4° orden, con un tamaiio de paso de 1 x 10~*. En
todos los casos se utilizaron los valores de los pardmetros propuestos en la
seccién anterior.

Caso I = 0. El caso en el que el experimentador perturba momentédneamen-
te el voltaje transmembranal (no inyecta una corriente sostenida), queda
modelado con las ecuaciones de HH si en ellas se utiliza I = 0. Las condiciones
iniciales mo, hg y no de m(t), h(t) y n(t) respectivamente, que se emplean, son
sus valores de equilibrio (calculados con INTEGRA): mg = 0,06, hg = 0,6 y
ng = 0,32. Con respecto a la condicién inicial vy de v(t) —que es el tamano de
la perturbaci6én inducida por el experimentador— se analizardn dos casos: un
valor menor al umbral de disparo y uno por arriba de éste. Si la perturbacién
es supraumbral se espera observar que el curso temporal de la variable v(t) se
asemeje a una espiga de voltaje, y si la perturbacién es subumbral, se espera
observar una senal en el voltaje cuya amplitud decaiga en el tiempo.

En la figura 23 se muestra el curso temporal de la variable v(t) —el voltaje a
través de la membrana del ax6n gigante de calamar- cuando la perturbacién
es subumbral y cuando es supraumbral. En ambos casos puede apreciarse
cémo la dindmica que exhiben las ecuaciones de HH se corresponde perfecta-
mente bien con la dindmica observada en un axén gigante de calamar: cuando
vo = 5mV la forma del curso temporal de v(t) es idéntica a una senal sub-
umbral y cuando vy = 6mV la forma del curso temporal de v(t) es idéntica
a un potencial de accién.

Las curvas de las variables m(t), h(t) y n(t) de las ecuaciones de Hodgkin
y Huxley como funciones del tiempo, utililizando la misma escala de tiem-
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Figura 23: Evolucién temporal del voltaje utilizando dos diferentes condi-
ciones iniciales para la variable v(t): vp = 5mV (respuesta subumbral) y
vg = 6mV (potencial de acci6n).

po y las mismas condiciones iniciales, para el caso en el que si ocurre un
potencial de accién, se muestran en la figura 24. Se puede observar que el
répido incremento de m(t), que se interpreta como una entrada rdpida de
iones de sodio, se corresponde con el aumento, igual de répido, del potencial
transmembranal v(t). Gracias a su rdpido acrecentamineto, a m(t) y v(t) se
les llama, variables répidas del sistema de HH (ver figura 22). Se puede obser-
var que la caida del potencial transmembranal est4 relacionado con una dis-
minucién (lenta) de la variable h(t), que implica un menor mimero de canales
de sodio disponibles, asf como con el incremento (lento) de la variable n(t),
que se interpreta como la apertura de los canales de potasio. Gracias a su

comportamiento, a estas dos variables se les llama variables lentas del sistema
de HH (ver figura 22).

Caso I # 0. Cuando en las ecuaciones de HH se elige que el pardmetro I
sea una constante distinta de cero, se estd simulando la situacion en la que
el experimentador inyecta una corriente constante al sistema.

A partir de las exploraciones numéricas se encuentra que para valores

. A :
de corriente I menores que 10‘”—2 y valores de corriente I mayores que
Cim

A
IBOE-Z-, el sistema tiene un punto fijo estable: después de una perturbacién

en el voltaje, la solucién tiende asintéticamente a su estado de equilibrio.
Para intervalos de corriente intermedios, el punto fijo se inestabiliza y surge
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Figura 24: Evolucién temporal de las variables v(t), m(t), h(t) y n(t) de las
ecuaciones de HH cuando I = 0 y la perturbacién en el voltaje es supraum-
bral.

un ciclo limite estable. Bajo esta configuracién, la dindmica que exhibe el
sistema se corresponde con los trenes de disparo de potenciales de accién. En
la figura 25 se muestran las curvas de las cuatro variables dependientes de
las ecuaciones de HH como funciones del tiempo, en el caso que la dindmica
del sistema es anéloga a los trenes de potenciales de accién.

Los cambios cualitativos que muestran las ecuaciones de HH cuando el
pardmetro I se va modificando, se corresponden con la bifurcacién de
Andronov-Hopf (ver teorema 2.6). Entender tal bifurcacién bajo el
escenario matemdtico de las ecuaciones de HH, no es fécil. Sin embargo en
la seccién 5.2.3, utilizando otro modelo para el voltaje transmembranal de
una célula nerviosa, quedara completamente explicada, y por tanto quedard
entendida la transicion del régimen excitable al régimen oscilatorio de una
célula nerviosa cuando se va modificando el valor de la corriente inducida.

En las ecuaciones de HH, ademés de la bifurcacién que se observa mo-
dificando I, se pueden encontrar otras bifurcaciones al cambiar los valores
de los pardmetros Gna, Gk, GF, Ena, Ex 0 €. Sin embargo, como no es el
espiritu del trabajo estudiar a fondo la dindmica que presenta este sistema
de ecuaciones diferenciales, sino més bien exponer la construccién del mo-
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Figura 25: Evolucion temporal de las variables v(t), m(t), h(t) y n(t) de las
ecuaciones de HH, cuando se estd dentro del régimen oscilatorio.

delo a partir de consideraciones biofisicas, asf como exhibir la complejidad
matemadtica que involucra, no se examinardn més. El propésito de mostrar
algunas soluciones del sistema, es ver c6mo concuerda su dindmica con la
fenomenologfa que se observa experimentalmente.

4.3. Dos aproximaciones del sistema de Hodgkin y
Huxley

Siguiendo con el espiritu de simplificar el escenario matemstico para com-
prender y obtener informacién de la dindmica neuroeléctrica, se van a pre-
sentar dos subsistemas de las ecuaciones de HH que bajo ciertas condiciones
aproximan al sistema total. El primero, el subsistema réapido, considera tni-
camente a las variables rapidas m(t) y v(t) del sistema de HH (fija a las
variables lentas h(t) y n(t)), y da cuenta de la dindmica del potencial de
accién en su primera etapa: la despolarizacién. El segundo, el subsistema
rapido-lento, considera una variable lenta y una répida, y con ello da cuenta
de toda la evolucién del potencial de accién. La geometrfa de las soluciones
en el plano fase del subsistema rdpido-lento, es cualitativamente equivalente
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a la del sistema de Fitzhugh-Nagumo que se expondré con detalle en el si-
guiente capitulo. Los resultados que se exponen en esta seccién estan basados
en [Abbott, 1990], [Keener, 1998] y [Rinzel, 1978].

4.3.1. El subsistema rdpido

Una buena aproximacién del desarrollo del potencial de accién durante
su Inicio, se logra fijando las variables lentas n(t) y h(t) del sistema de HH
y considerando la dindmica de las variables rdpidas m(t) y v(t) (ver figura
22). Si n(t) y h(t) permanecen constantes e iguales a sus valores de equilibrio
ng = 0,32 y hy = 0,6, las ecuaciones de Hodgkin y Huxley se convierten en:

Cm% = —Gnam®ho(v — Viva) — Gxng(v — Vi) — Gr(v — Vi) + 1
d
= an(®)(1-m) ~ fu(o)m.

Las ecuaciones de las dos ceroclinas del sistema anteriore son (ver seccién
2.2):

) = ”Gnamaho(v — VNa) — GKng('u T VK) — GF(?F —* VF]
0 = an(v)(l-m)-7F,(v)ym =
GnamPhoVina + GkngVi + GrVi

_ 16
Y GramPho + Gxnl + Gr (16)

O
m = ———— =Moo
O+ B

En la figura 26 se trazan las gréficas de las curvas ceroclinas. Se observa
que entre ellas se cruzan tres veces, lo cual se corresponde con tres puntos
fijos (que no son puntos fijos del sistema completo de HH): dos estables
(pe) y uno inestable (pi). Basdndose en los incrementos (o decrementos) de
la variable v(t) al integrar el sistema, las soluciones que se aproximan al
punto fijo estable de abscisa menor (pe,), son interpretadas como aquellas
soluciones que no exhiben un potencial de accién. Las soluciones que tienden
al punto fijo estable de abscisa mayor (pe.), son entendidas como aquellas
soluciones en las que si se tiene un potencial de accion. Siguiendo esta linea
de pensamiento, es que al umbral de disparo de la célula nerviosa se le asocia
con la frontera de la cuenca de atraccién de los dos puntos fijos estables.
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Figura 26: Arriba a la izquierda: ceroclinas del susbsistema rapido de HH.
Abajo a la izquierda: algunas soluciones del sistema. A 11 derecha: detalle de
las ceroclinas.

Si m(t) y v(t) fueran las tinicas variables del sistema de HH, el voltaje
tenderfa al punto fijo que corresponde al estado de excitacién o al punto
fijo que corresponde al estado de reposo (dependiendo de las condiciones
iniciales). Debido a que esto no sucede en el modelo completo, es necesario
averiguar c6mo las variables lentas del sistema, n(t) y h(t), afectan a la
dindmica.

Después de que en la senal nerviosa se alcanza el maximo voltaje, se sabe
que los canales de sodio se inactivan y que es la dindmica del potasio la que
rige la dindmica del potencial de accién. Esto se traduce en el modelo de
HH como una disminucién en los valores de h(t) y como un aumento en los
valores de n(t). Utilizando el subsistema répido puede modelarse este hecho
si se utilizan valores apropiados de ng y hg. Para describir la dindmica que
emerge, se van a calcular varias ceroclinas del sistema utilizando valores de ng
y hq tales que los primeros vayan aumentando y los segundos disminuyendo.
Como la ceroclina para m no involucra a ng y ho, la tnica ceroclina que se
afecta al modificar estos pardmetros es la de v (ver ecuacién (16)).
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En la figura 27 se pintan las ceroclinas. Puede observarse que conforme
ho disminuye y ny aumenta, la distancia entre el punto fijo pe. y el punto fijo
pi va acortdndose hasta que colisionan para desaparecer. En el sistema queda
inicamente el punto fijo estable pe,., que es el que corresponde al potencial de
reposo: todas las soluciones del sistema tienden asintéticamente a este valor.
La bifurcacién descrita es la bifurcacién nodo-silla (ver [Hale, 1991]).

ceroclinas
para v
utilizando M

{no.hg):

(0.4077,0.4561) —__

1

ceroclina m

(0.5477,02761)__
(0.7077,04761)__

(0.7577,0.1061).

Figura 27: Se muestran las ceroclinas del subsistema répido de HH
para los siguientes valores de (no,ho): (0,4077,0,4561), (0,5477,0,2761),
(0,7077,0,1761), (0,7577,0,1061). Como la ceroclina para m no se ve afec-
tada, la iinica que se modifica es la de v.

4.3.2. El subsistema rdpido-lento

Otra forma de reducir la complejidad del sistema de HH es observando que
Vo, T (v) € Th(v), To(v) (ver figura 22), y comprobando numéricamente que
Vt, n(t) +h(t) = 0,8. Como 7., (v) < Th(v), Tn(v) (el tiempo de activacién de
la variable m es mucho menor que los tiempos para n y h), se puede asumir
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que m(t) es una variable instantdnea de v (que el tiempo en el que tarda en
llegar a su valor asint6tico ms(v) es cero):

m(t) = moo(v) VL.
La segunda observacién permite suponer que:
h(t) = 0,8 — n(t) Vi.

Considerando tnicamente la dindmica en un punto del axén (fijando el
espacio) y los resultados de las dos observaciones anteriores se obtiene el
subsistema rdpido-lento del sistema de Hodgkin y Huxley:

ij—‘: = —GNamio(O,S — n)(v - VNQ) - GK?'I‘(‘U — VK)
—Gr(v—VL)
dn
= = an(v)(1 —n) — B, (v)n.

Las ecuaciones de las ceroclinas del subsistema rdpido-lento, que se mues-
tran en la figura 28, son:

GNamgo(O,B —n)Vna + GKﬂ4VK +GLVL

v Grnami,(08 —n) + Gxnd + Gy,
Qn
= P = M

Se observa que hay un iinico punto de equilibrio (vy = —0,2, ng = 0,31) y que
es estable. En la figura 28 se pintan dos soluciones tipicas del sistema: una
realiza un larga excursién antes de acercarse al equilibrio (se consiguen valores
de voltaje mucho mayores que el voltaje inicial) mientras que la otra regresa
inmediatamente al valor de equilibrio (no se consiguen valores de voltaje
mayores que el voltaje inicial). Fisiol6gicamente lo primero se interpreta como
un potencial de acci6n y lo segundo como una respuesta pasiva por parte de
la célula nerviosa.

Si la perturbacién en v no es suficientemente grande -se encuentra a la
izquierda del “brazo medio” de la ceroclina para v marcado en la figura 28~
el campo vectorial hace que la solucién regrese de forma inmediata al estado
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Figura 28: Ceroclinas del subsistema rdpido-lento de HH y un par de solu-
ciones tipicas.

de reposo. Cuando la perturbacién es suficientemente grande —que esté a la
derecha del “brazo medio”- la solucién se mueve de forma casi horizontal
hasta alcanzar el “brazo derecho” de la ceroclina cibica. A partir de ese mo-
mento la trayectoria sigue a la ceroclina hasta llegar al punto de abandono en
el que n ya no puede crecer més. Después la trayectoria evoluciona horizon-
talmente hasta encontrarse con el “brazo izquierdo” de la ceroclina cibica,
sobre el que finalmente desciende hasta llegar al punto fijo estable (ver figura
28).
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5. El modelo de FitzHugh-Nagumo para el
potencial de membrana

Lo que concierne al presente trabajo son los fenémenos inherentes a la
excitabilidad, y el objetivo final es describir el comportamiento de un sistema
excitable cuando es forzado periédicamente (ver capitulo 6). Como parte de
los antecedentes del problema, en las secciones 3.2.2 y 4.2.1 se delineé lo
que sucede cuando una neurona (un sistema excitable) se forza con una co-
rriente constante: si la corriente est4 dentro de un rango de valores adecuado,
se producen trenes peri6dicos de potenciales de accién.

El modelo de Hodgkin y Huxley es muy exitoso en el sentido de que replica
la mayorfa de las propiedades electrofisiol6gicas del ax6n gigante de calamar.
Sin embargo, la complejidad matemética que involucra dificulta demasiado su
andlisis: se trata de un sistema de cuatro ecuaciones diferenciales no lineales
(ver capftulo 4). Para comprender mejor el fen6meno neuroeléctrico, se han
construido modelos que presentan una estructura matemdtica m4s simple
y que capturan la esencia dindmica de algunos de los procesos involucrados
de la dindmica de una neurona (por ejemplo: [Abbott, 1990], [Carrillo, 2001],
(Keener, 1983], [Mendoza, 1998], [Mendoza, 2001] y [Zeller, 1995]). Estos
anédlogos proveen esquemas tedricos que permiten el entendimiento de los
fen6menos estudiados a diferentes niveles de detalle.

En este capftulo se expone el modelo de FitzHugh-Nagumo (FHN).
Con él se entiende tanto el fenémeno de la excitabilidad, como la transi-
cién entre el régimen excitable y el oscilatorio, que como ya se adelanté,
est4 relacionado con la bifurcacién de Andronov-Hopf. Es importante men-
cionar la gran ayuda que recibf para la confeccién de este capftulo por parte
del Dr. Fernando Ongay Larios de la Universidad Auténoma del Estado
de México. Una versién de éste se publicé en [Barriga, 2003| (disponible
en www.dynamics.unam.edu): allf se citan las referencias utilizadas para su
elaboracién.

5.1. Las ecuaciones de FitzHugh-Nagumo

El investigador Richard FitzHugh, basado en los trabajos previos de
Balthazar van der Pol y K. F. Bonhoeffer, propuso una simplificacién con-
siderable del modelo de Hodgkin y Huxley. Su modelo —a quien él llamé el
modelo de van der Pol-Bonhoeffer- consta de dos ecuaciones diferenciales de
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primer orden, una lineal y la otra cibica. Simultdnea e independientemente
del trabajo de FitzHugh, el investigador japonés Jin-ichi Nagumo propuso,
como andlogo neuronal, un circuito eléctrénico no lineal, gobernado por un
sistema de dos ecuaciones, también semejantes a las de van der Pol (una
versién moderna del circuito se puede consultar en [Hoppensteadt, 1989]).

Actualmente, al andlogo simplificado propuesto por estos autores se le
conoce como modelo de FitzHugh-Nagumo (FHN). Hoy, su importancia
trasciende el 4mbito de la bioffsica y la neurofisiologfa, siendo de interés
para los profesionales de otras ramas de la ciencia que necesitan comprender
la constelacién de fenémenos no lineales, que son concomitantes al fenémeno
de excitabilidad.

El sistema de FHN se presenta generalmente en la forma siguiente:

% = Vvw)=I-v(v—a)(fv—1)—w (17)
dw
g = W (v, w) = b(v — gw),

donde I, > 0,b> 0y 0 < a < 1 son los pardmetros.

El modelo no describe detalladamente la realidad biofisica de las. célu-
las nerviosas, m4s bien es un andlogo que imita la dindmica neuronal. Para
poder hacer la interpretacién de la dindmica del sistema de FHN en térmi-
nos bioffsicos, se traduce a la variable de estado v como el voltaje a través
de la membrana y se considera que el pardmetro I representa la corriente
externa aplicada a la célula nerviosa. Siguiendo a FitzHugh, conviene pensar
a la variable de estado w, como una variable de recuperacién del sistema
sin significado bioffsico especifico. Como se verd a lo largo del capitulo, los
pardmetros g, b y a estdn relacionados con el nimero de puntos fijos que pre-
sente es sistema, asf como con la naturaleza de éstos (estables o inestables)

5.1.1. Los atractores globales

Para comenzar el estudio del sistema de FHN se analizard su compor-
tamiento a gran escala, demostrando que sus atractores son compactos y que
no hay trayectorias que se escapen a infinito.

Teorema 5.1 En el sistema de FHN las curvas-solucién estdn definidas
ViteR.
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Demostracién. Sea v? + w? >> 1 (en el espacio de estados del sistema
de FHN un circulo de radio suficientemente grande con centro en el origen).
Para cada punto sobre el circulo, el producto punto entre el campo vectorial
y un vector que apunta hacia el origen del sistema de coordenadas es:

(V(‘U, HJ), Wi(v, w)) (—v, _w)
= (I—-v(v—a)(v—1)—w,blv—gw))- (—v,—w)
= v*—(a+ 1)v* + av? + (1 — b)vw + bgw* — Tv > 0

(para un cfrculo suficientemente grande). Esto significa que la proyeccién del
campo vectorial en el circulo sobre los vectores que apuntan hacia el origen
del sistema de coordenadas, es positiva: eventualmente las trayectorias lle-
gan al interior de la variedad que se propuso, y ademés que nunca vuelven
a traspasarla. Siguiendo el teorema de Poincaré-Bendixon (ver teorema
2.5), se concluye que los atractores de FHN son compactos y no hay trayec-
torias que se escapen a infinito. m

5.1.2. Los puntos de equilibrio

Adem4s de conocer que los atractores del sistema de FHN son compactos,
para tener una idea clara de la dindmica del sistema, es necesario estudiar la
dindmica local alrededor de los puntos de equilibrio. Es menester investigar
el mimero de sus puntos fijos, asi como la estabilidad de los mismos.

Igualando a cero las ecuaciones del sistema de FitzHugh-Nagumo, se en-
cuentran las ecuaciones de las ceroclinas:

0 = I-vv—a)v—-1)—w

0 = bv—gw).
Por lo tanto:
w = I—vwv-—a)(v—1) (18)
w = g v

A la primera ecuacién le corresponde la grifica de un polinomio ciibico y la
segunda se corresponde con la gréfica de una recta que pasa por el origen.
Los puntos en donde estas curvas (la cibica y la recta) se intersectan, son los
puntos de equilibrio del sistema (no se producen cambios ni en v, ni en w).
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Como estas curvas pueden tener hasta tres intersecciones, el mimero maximo
de equilibrios del sistema FHN es tres. Ejemplos de cuando se tienen uno,
dos o tres puntos fijos se muestran en la figura 29.

w w

/

<
<

Figura 29: Con INTEGRA se grafican las dos ceroclinas del sistema de
FitzHugh-Nagumo. Dependiendo del valor de los pardmetros se pueden tener
uno, dos o tres cruces. Aqui se muestran tres ejemplos: si @ = 0,15, b = 0,01,
g = 2,5, I = 0 se tiene un solo punto fijo; si ¢ = 0,15, b = 0,01, g = 5,45,
I = 0 se tienen dos puntos fijos; si a = 0,15, b = 0,01, g = 7,0, I = 0 se
tienen tres puntos fijos.

Para conocer la estabilidad de los puntos fijos del sistema de FHN, debe de
analizarse la parte lineal del campo vectorial (ver seccién 2.2.3 y en especial
el teorema 2.4). La matriz A, de linealizacién del sistema FHN alrededor del

punto fijo (§,7) = (vo, wo) es:
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v

] - [ —3vg +2(a+1)yp—a —1
dw (v,w)=(vo,waq)

b —bg
y el sistema linealizado alrededor del equilibrio es:

v o= (=3v)+2a+1v—a)v—w (19)

w = b(v—gw).

5.2. Andlisis paramétrico

Tipicamente, los resultados experimentales muestran que las neuronas
tienen un solo estado de equilibrio, correspondiente al potencial de reposo
de la membrana (ver seccién 3.2.1). Para que el sistema FHN sea un buen
modelo de la actividad neuroeléctrica, debe configurarse de tal forma que se
garantice la existencia de una tinica solucién de equilibrio.

5.2.1. Existencia de un tnico estado de equilibrio

Como se observé anteriorm~-nte, dependiendo de los valores de sus paré-
metros, el sistema FHN puede tener uno, dos o tres estados de equilibrio. Se
quiere averiguar bajo qué condiciones paramétricas se asegura la existencia
de un 1inico punto de equilibrio.

Por principio de cuentas se hace notar que el pardmetro b no es relevante
en el andlisis: las coordenadas de los puntos de equilibrio del sistema no
dependen de b, ya que éste no figura en las ecuaciones de las ceroclinas. Con-
viene hacer dos observaciones geométricas en el plano fase del sistema FHN:
si se mantienen fijos los pardmetros a y g, la modificacién de los valores del
pardmetro I, tiene como consecuencia la traslacién de la ceroclina ciibica en
la direccién del eje w; si se mantienen fijos los pardmetros I y a, el modificar
el pardmetro g tiene como efecto un cambio en el valor de la pendiente de
la ceroclina recta. A partir de estas consideraciones, no es dificil llegar a la
siguiente observacién geométrica:

Observacién 5.1 Se fija arbitrariamente el pardmetro a en el intervalo (0, 1)
y se denota por m a la pendiente de la ceroclina cibica en su punto de in-

: . . 1 .
flexion. Si la pendiente | — | de la ceroclina recta es mayor o igual a m, para

g
todo valor del pardmetro I el sistema FHN tiene un tinico equilibrio.
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A continuacién se calcula el valor de la pendiente de la ceroclina cibica,
w=1—v(v—a)(v—1), en su punto de inflexién. Como:

d*w

W = —61.r+2(a+1)
v

d*w —0<:=>'u—ﬂ+1

dv? -

a+1

entonces en v = = ¢, la ceroclina ciibica tiene el punto de inflexién. La

pendiente que tiene la ceroclina en este valor se calcula facilmente:

dw a?—a+1
—_— = — m_
dv |, 3

Asf se obtiene el siguiente resultado.

Proposicién 5.1 Para cualquier seleccion de pardmetros, (a,1,b, g), del sis-
tema FHN, si se cumple la condicion

>m, (20)

o |-

hay un tnico equilibrio.

Demostracién. Basta probar que si i > m, para cualquier seleccién de
g
pardmetros (a, 1, b, g),
p(v) = glv—I+v(v—a)(v—1)
= g+ f(o)
tiene una tnica rafz real (i.e. hay un nico equilibrio; ver ecuacién (18)).
Se considera que — > m. Como m > f'(v) Vv (la pendiente de la cibica

g
en e] punto de inflexién es la més grande de todas las pendientes) y

 —1)2

3
=>p®)=9"+f(v)2m+ f(v) 20 V.
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Si se supone que p(v) tiene tres raices reales y diferentes: vg, vy y v2,
entonces:

p(v) = (v—u)(v—u)(v—1)
= p'(v)=(v—)(v—01)+ (v—2)(v—v2) + (v —v1)(v —v2)
= p'(n1) = (1 —vo)(v1 — v2).
Sin pérdida de generalidad, sea vy < v; < v, entonces:

P'(v1) = (v1 —vo)(v1 —v3) < 0!

.1 ; :
Por lo tanto, si — > m, p(v) tiene una tinica raiz real. m

En el resto de este capitulo se supondra que la condicién de la existencia
de un 1inico equilibrio se cumple y se analizardn las diferentes posibilidades
dindmicas del sistema en dos situaciones de interés: cuando I = 0 (caso
auténomo) y cuando I # 0 (caso forzado).

5.2.2. Caso auténomo

Se analiza primero el caso en el que I = 0, lo cual significa que a la
membrana neuronal no se le aplica corriente alguna. Bajo estas condiciones,
los experimentos fisiolégicos revelan que el potencial de reposo se comporta
como un atractor (ver seccién 3.2). Si el potencial de la membrana es per-
turbado con un pulso de corriente, espontdneamente se recupera regresando
a su valor inicial (potencial de reposo).

En el modelo matemético de FHN, cuando I = 0 y se cumple la de-
sigualdad (20), el origen (vp, wg) = (0,0) es el tinico estado de equilibrio del
sistema. Faltan por encontrar las configuraciones paramétricas que aseguren
que este (tinico) estado de equilibrio sea estable, como debe corresponder a
la realidad bioldgica observada. Para ello se aplica el procedimiento de li-
nealizacién y se buscan condiciones sobre los pardmetros que hagan que la
parte real de los valores propios del sistema linealizado sea menor que cero
(ver secci6n 2.2.3).

De acuerdo con la ecuacién (19), el sistema linealizado alrededor del (0, 0)
es:

V= —av—w

w = b(v—gw).
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Los valores propios del sistema son:

Ma = 5 [(~a—bg)+ V(~a—bg)? —Alabg + )]

2
B (a+bg) L V(a —bg)? —4b
2 2 '

Para llevar a cabo el anilisis conviene separar dos casos: cuando los valores
propios son reales y cuando son complejos.

Caso real. Se produce cuando (a — bg)? > 4b. Para que los valores propios
sean menores que cero, se tiene que cumplir que a + bg > \/(a — bg)? — 4b,
lo cual implica que ga > —1. Esto siempre se cumple: desde el plantemiento
de las hip6tesis del modelo FHN se supuso que a,b >0y g > 0.

Caso complejo. Se produce cuando (a — bg)? < 4b. La parte real de los
valores propios es menor que cero si a + bg > 0. Esto siempre se cumple ya
quea,b>0yg>0.

Asf se llega a la conclusién que expresa la siguiente proposicion:

Proposicién 5.2 Si en el sistema de FHN existe un solo punto fijo y en
ausenria de estimulacion externa (es decir, cuando I = 0), para todo valor
de los pardmetros a,b > 0 y g > 0, el estado de equilibrio (vo, wy) = (0,0) es
stempre asintéticamente estable.

En la figura 30 se muestran las curvas de diversos cédlculos numeéricos.
En ella se despliegan las ceroclinas del sistema FHN y algunas ¢rbitas en
el espacio fase, as{ como los correspondientes cursos temporales del voltaje.
Conviene notar que como las constantes utilizadas, a = 0,15, b = 0,01 y
g = 2,5 verifican la condicién (20), el sistema tiene un iinico estado de equi-
librio. Por la proposicién anterior este estado de equilibrio es (v, wo) = (0,0)
y es un atractor.

Se aprecia que los cursos temporales que produce el modelo son cualitati-
vamente iguales a los potenciales de accién que se observan en el experimento
(comparar con la figura 13 ). Se muestra ademés, que el experimento de per-
turbacién del potencial de reposo de la neurona, queda bien modelado por las
ecuaciones del sistema FHN: si se escogen condiciones iniciales de la forma
(v;, w;) = (v, £ ne, 0) donde v, es el potencial umbral, £ una constante posi-
tiva mayor que cero y n € N, cuando se est4 a la izquierda del voltaje umbral
se obtiene una respuesta pasiva (lineal) cuyo voltaje no excede a la ampli-
tud de la perturbacién inicial; cuando la perturbacién cruza el valor umbral,
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se obtiene una respuesta activa (no lineal) caracterizada por un incremento
desproporcionado del voltaje v(t), cuyo valor maximo es mucho mayor que
el valor de la perturbacién inicial. Finalmente se observa que la diferencia
entre los cursos temporales de perturbaciones que superan el umbral es muy
poco significativa, dando lugar a potenciales de accién que son practicamente
indistinguibles.

voltaje umbral

Figura 30: Fenémeno de excitabilidad. Izquierda: érbitas en el espacio de
estados. Derecha: correspondientes cursos temporales del potencial eléctrico.
Los pardmetros utilizados en ambos casos son I = 0, a = 0,15, b = 0,01 y
g=25.

5.2.3. Estimulacién de la célula con una corriente continua

Ahora se investiga la forma en que la membrana responde cuando se
le aplica una corriente I constante en el tiempo (lo que en la jerga de los
electrénicos se conoce como una corriente continua). Bioffsicamente se espera
que exista un valor critico de I —la corriente aplicada— a partir del cual
la dindmica eléctrica de la membrana celular exhiba trenes periédicos de
potenciales de accién, cuya frecuencia varie crecientemente al aumentar la
intensidad de la corriente (ver seccién 3.2.2).

El aumentar el valor de la corriente I en el modelo de FHN, tiene como
consecuencia la traslacién de la grafica de la ceroclina cibica verticalmente
en el sentido positivo del eje w del plano fase, lo que tiene como efecto in-
crementar el valor de la componente v del estado de equilibrio del sistema
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(ver figura 33). Los experimentos numéricos revelan que para valores de co-
rriente suficientemente pequenos y suficientemente grandes, el sistema exhibe
un punto de equilibrio estable. Sin embargo, para valores de equilibrio inter-
medios, ese punto fijo se inestabiliza, dando lugar a un ciclo limite estable.
La descripcién anterior se corresponde con la bifurcacién de Andronov-
Hopf; en la siguiente seccién se le estudiard con suficiente detalle.

5.2.4. La bifurcacién de Andronov-Hopf

En la presente seccién se probard la existencia de la bifurcacién de
Andronov-Hopf en el sistema FHN, cuando se varfa el valor de la corriente
I. La bifurcacién se da, cuando entre otras cosas, el valor de la traza de la
matriz de linealizacién del sistema es cero (ver teorema 2.6). En el caso de
FHN (ver ecuaciones (19)), cuando:

-3’ 4+2@+1)v—a—-bg = 0 (21)

a+1 a?—a+1 .
en donde ¢ = 5 ym= —3—+ Se hace notar que para que existan

soluciones reales es necesario que m > bg.

Es conveniente conocer los valores de la corriente I en los que se tenga un
punto de equilibrio y en los que la traza de la matriz de linealizacién evaluada
en ese punto sea cero. El lugar geométrico de los equilibrios en el plano I —v
se obtiene de la ecuacién (18):

Iv) = g lv+v(v—a)(v—1)
v —(a+ 1+ (a+g v

v} =3’ + (3c—1+g7")w.

m . .
Para ¢ < — (necesario para que se tengan soluciones reales), se calcula

el valor de I(v,) e I(v_) (los puntos I(v) en los que se tiene un equilibrio y
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en donde la traza de la linealizacién es cero):

I(vy) (c +4/2(m— bg)) —29c%—cg+/ %(ﬂl—bs*i?+§(m~bg)+3cg~g+1 (22)

I(v_) = (C == f% (m _ bg)) —2gc?+cgy/ %(m—bg)gr+§(m—bg)+3cg—g+l ‘

Para probar que ocurre una bifurcacién de Andronov-Hopf en I(v) e
I(v-), es necesario demostrar que al cruzar por estos puntos variando el
valor de I, la traza de la linealizacién cambia de signo. Cuando la funcién
I(v) es invertible, lo anterior es equivalente a probar que la traza de la matriz
de linealizaci6n cambia de signo cuando se cruza por las raices de la ecuacién
(21), variando el valor de v. De aquf la pertinencia de la siguiente observacién:

Observacién 5.2 Se considera I1(v) = v*® — 3cv? + Bc—14+g ') v. Si
m < g7! la funcién I(v) es invertible.

Demostracién. La derivada de la funcién es:

I'(v) = 3’ —6cv+3c—1+g7"

Cuando la derivada de la funcién es siempre positiva o siempre negati-
va (cuando no hay rafces reales) la funcién es invertible. I'(v) tiene raices
complejas siy sélosim < g~'. m

Ahora es posible enunciar el teorema relacionado con la bifurcacién de
Andronov-Hopf.

1
Teorema 5.2 Sig < min{—,g}, en
m b

- 55 1im— m— iy
I(vy) = (c+ %(m—bg)) 29c?—cgy/ §(m—bg) +§(m—bg)+3cg—g+1

g

I(v-) = (C ~ af % (m — bg)) _298+cg\/w?+§(m—bﬁ+3cy—g+i'

(ecuaciones (22)) se da una bifurcacién de Andronov-Hopf.
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. m g
Demostracién. Como g < —, en I(v.) la traza de la linealizacion se anula

(ver ecuaci6n (21)). Falta por probar que al cruzar por estos puntos variando
el valor de I, la traza de la linealizacién cambia de signo. Como se cumple que
g < i, la funcién I(v) es invertible (observacién 5.2) y probar lo anterior,
es equivalente a probar que la traza de la matriz de linealizacién cambia de
signo cuando se cruza por los puntos v, y v_ variando el valor de v.

La funcién de la traza es (ver ecuacién (19)):

T(w) = -3v*+2a+1)v—a—bg
= —3v*+6cv—(3c—1)—bg
= T'(v) =6(c —v).

Como T"(v) # 0 Yv/ {c}; vy, v_ # cy T(vy) = T(v-) = 0, implica que la
funcién traza cambia de signo al cruzar por los puntos v, y v_ variando el
valor de v. m

Resumiendo. Si los pardmetros del sistema FHN satisfacen la condicién:

1
gzrm'n{—,ﬂ},
m b

el equilibrio del sistema es asint6ticamente estable para toda I. En este caso,
el incrementar la corriente tiene sélo el efecto de aumentar el valor de la
componente v del equilibrio (i.e. el valor del potencial de reposo), como lo
ilustra la figura 31.

Cuando se tiene una configuracion paramétrica del sistema FHN tal que
g < min { é, %}, hay dos valores de la corriente aplicada, I(v(g,b)) e
I(v_(g,b)), para los cuales la traza de la matriz de linealizacién del sistema
en el punto de equilibrio se anula y tales que al traspasarlos, variando el
valor de I, la traza cambia de signo. Como el signo de la traza de la matriz
de linealizacién da el signo de la parte real de los valores propios del sistema
linealizado, asociado a esta transicién se produce un cambio en la estabilidad
del equilibrio. Este hecho se ilustra en la figura 32.

Se observa que asociado al proceso de inestabilizacién del estado de equi-
librio, aparece un ciclo limite estable (i.e. una 6rbita periédica atractora).
En la figura 33 se muestra c6mo al aumentar los valores de la corriente I se
produce la transicién, entre régimen excitable y el régimen oscilatorio, del
sistema FHN. En la figura 34 se muestra c6mo, de acuerdo a lo observado
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Figura 31: Configuracién paramétrica (a = 0,15, b =0,14 y g = 2,5) en la
cual, para todo valor de I, el punto de equilibrio resulta ser un atractor. Los
valores de la corriente para cada una de las gréficas son I = 0,01 (arriba a la
izquierda), I = 0,095 (arriba a la derecha) e I = 0,35 (abajo).

experimentalmente (comparar con la figura 35), la frecuencia de disparo de
los trenes de potenciales de accién aumenta con la intensidad de la corriente.

En la figura 36 se muestra una secuencia de ciclos limite en la que se van
disminuyendo los valores del parametro b. El limite b — 0, es lo que se conoce
en la jerga matemética como el lfmite singular del sistema de ecuaciones
diferenciales. Cuando b << 1 el modelo FHN reproduce cualitativamente la
dindmica del potencial de accién de una neurona. En este caso se obtienen
trayectorias en el espacio de estados casi horizontales, debido a que la variable
w se vuelve muy lenta respecto a la variable v: los valores de 1 se hacen mucho
més pequenos que los de 9 (al respecto, ver ecuacién (17)). Se hace notar que
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Figura 32: Configuracién paramétrica (a = 0,15, b = 0,08 y ¢ = 2,5) en la
cual el estado de equilibrio pierde la estabilidad al incrementar la intensidad
de la corriente aplicada. Se observa que un incremento adicional de la co-
rriente aplicada, puede volver a estabilizar el voltaje de reposo. Los valores
de la corriente, para cada una de las graficas son / = 0,01 (arriba a la
izquierda), I = 0,095 (ariba a la derecha) e I = 0,35 (abajo).

cerca de la ceroclina cibica los valores de © también son pequenos y entonces
¥ y w pueden tener el mismo orden de magnitud.

Con respecto a este limite, es pertinente hacer la siguiente observacion.
De la ecuacién (21), cuando b — 0 o g — 0 se observa que:

T
v — C g
* 3

m
V- — C— [
3

A continuacién se demuestra que en estos valores, la ceroclina cibica
alcanza el maximo y el mfnimo respectivamente. Los puntos criticos de la

78



P A ——
74 tiempo

)]
TARTARTAR

tiempo

tiempo

Figura 33: Transicién entre el régimen excitable y el régimen oscilatorio del
potencial eléctrico de una neurona al aumentar la intensidad de la corriente.
Se observa cémo el voltaje del estado de equilibrio aumenta con la corriente.
En todas las gréficas se utiliz6 ¢ = 0,15, b = 0,01 y g = 2,5; de arriba a
abajo, los valores del pardmetro I, tanto en el retrato fase como en el curso
temporal, son respectivamente, 0,035, 0,05 y 0,16.
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Figura 34: Trenes de potenciales de acciéon. En ambos casos se utiliza,
a=0,15,b=0,01y g = 2,5; en la gréfica de la izquierda se utiliza I = 0,0386
y en la de la derecha I = 0,1.

ceroclina ciibica w = I — v(v — a)(v — 1) (ver ecuacién (18)) se obtienen
igualando a cero la primera derivada:

dw
dv
dw
dv

Como:
d*w

dv?

-3 +2(a+1)v—a

_a+1l _va*—a+l1
3 T 3

3 Im
+ 3

—6v—2(a+ 1) =6(c—v)

3
i =64/ 2= >0,
v=c—y/ % 3

el méximo de la ciibica se alcanza en v = ¢+ /% y el minimo en v = c— /7.
De aqui que cuando b — 0 0 g — 0 y sigan cumpliéndose las hip6tesis del
teorema 5.2, la bifurcacién de Andronov-Hopf sucede cuando el punto fijo
tiende a los puntos criticos de la ceroclina ciibica.
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Figura 35: Respuesta de una célula del neuroestriado del cerebro de una ra-
ta al aplicarse una corriente sostenida durante un intervalo de tiempo de a-
proximadamente medio segundo. Cortesfa de la Dra. E. Galarraga, Labora-
torio de Biofisica del Instituto de Fisiologia Celular, UNAM.

5.3. Oscilaciones autosostenidas

Ademss de las senales neuroeléctricas, nuestro entorno esté lleno de sis-
temas que presentan oscilaciones no lineales, cuya dindmica queda comple-
tamente determinada por sus pardmetros y no depende de las condiciones
iniciales a partir de las cuales se pongan en movimiento: pasado un tiempo
transitorio, las oscilaciones van a exhibir su ritmo caracteristico. A las oscila-

ciones de ese tipo se les llama oscilaciones autosostenidas. A continuacién
se listan algunos ejemplos:

1. Las secuencias de luz que emite una luciérnaga.

2. La variaci6n en la concentracién de los reactivos de la reaccién quimica
Belousov-Zhabotinsky.
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Figura 36: Ciclos limite estables asociados a los estados de equilibrio inesta-
bles. En todos casos se utiliz6 a = 0,15, g = 2,5 e I = 0,095; los valores de b
son b = 0,08 (arriba a la izquierda), b = 0,03 (arriba a la derecha) y b = 0,01
(abajo).

Las contracciones del corazén humano.

Las variaciones hormonales de una mujer en edad reproductiva.

Los ciclos circadianos.

Los léseres.
Los relojes de péndulo.

@ N o s W

Los marcapasos utilizados para controlar las arritmias cardiacas.

Los fenémenos descritos en la lista —que a primera vista parecen comple-
tamente ajenos entre si— pueden ser entendidos dentro de un marco comtin
basado en la dindmica no lineal. En el espacio fase, la evolucién de las oscila-
ciones autosostenidas queda representada por una curva cerrada atractora:
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sin importar cudles sean las condiciones iniciales, el sistema tiende asint6ti-
camente a un movimiento periédico caracteristico.

Los osciladores que exhiben oscilaciones autosostenidas no pueden ser sis-
temas conservativos. Si un sistema conservativo es alterado por una pertur-
bacién, permanece perturbado, ya que, como su nombre lo indica, conserva la
energia. El espacio fase de esta clase de sistemas, a diferencia de los sistemas
que exhiben oscilaciones autosostenidas, queda descrito por una familia de
curvas cerradas: las condiciones iniciales determinan la e-
nergia inicial del sistema y por tanto, la amplitud de las oscilaciones que
se exhiban.

Es facil llegar a la conclusién de que sélo se pueden tener oscilaciones
autosostenidas en un sistema disipativo (no conservativo) y que para que la
amplitud de las oscilaciones no decaiga se necesita una fuente de energfa. De
acuerdo con las definiciones cldsicas (ver [Herrera, 1994]), la dindmica de la
fuente no debe ser periédica.

Tipicamente, a mayor amplitud de oscilacién se requiere mayor energfa
de la fuente, pero también, a mayor amplitud de oscilacién, mayor disipacién
de energfa. La dependencia entre estas dos relaciones es quien determina la
amplitud de la oscilacién (estable) autosostenida: la energia que se agrega al
sistema, exactamente compensa la energfa que se disipa.

Se observa también que la no linealidad es necesaria para modelar a
las oscilaciones autosostenidas. Esto, debido.a que los sistemas lineales que
exhiben oscilaciones periédicas, necesariamente son conservativos. El argu-
mento es sencillo: si z(¢) es una solucién periédica de un sistema lineal,
también lo es az(t) Va € R.

Bajo ciertas condiciones, en el espacio fase, la dindmica de los sistemas
forzados también puede quedar representada por alguna curva cerrada atrac-
tora. Hay una diferencia esencial entre las oscilaciones que presentan esta
clase de sistemas, con las oscilaciones autosostenidas.

Si se tiene una oscilacién autosostenida y sibitamente se cambia la fase
de oscilacion, el sistema evolucionard normalmente —siguiendo a su 6rbita
cerrada atractora— a partir de esa fase. Ante las perturbaciones de fase, las
oscilaciones autosostenidas son estables (mas no asintéticamente estables).

En cambio, si a los osciladores forzados, cuya dindmica en el espacio fase
queda representada por una curva cerrada, sibitamente se les cambia su fase
de oscilacién, no tienen porque seguir a la curva cerrada que previamente
habian descrito. Como se trata de sistemas forzados, el campo vectorial en
cada punto de su espacio fase cambia con el tiempo: si el sistema sin perturbar
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pasa por la fase f; de la oscilacién en los tiempos nt, y por la fase f, en los
tiempos nty, con n € N (esto puede asegurarse Vn € N ya que se trata de
comportamientos periédicos) y subitamente en algiin tiempo nt; se le cambia
su fase a f,, el campo vectorial en el punto correspondiente a la fase f5, no
tiene porque ser el mismo que el exhibido en cualquiera de los tiempos nt.
Ante las perturbaciones de fase, esta clase de sistemas no son estables.

Para ejemplificar las diferencias entre los osciladores autosostenidos y los
forzados, se va a pensar en el péndulo de un reloj de péndulo, y en un péndulo
que recibe una perturbacién periédica en el tiempo.

“El mecanismo de un reloj de péndulo incluye: un sistema oscilatorio
horizontal o vertical (por ejemplo un péndulo), una fuente de energia (un peso
0 un resorte) y un control que relacione los dos elementos anteriores. Para
ciertas posiciones del péndulo opera el control y permite que pase la energia
requerida en la forma de un impulso [...]| Una caracteristica importante es
que el momento en que opera el control depende solamente de la posicién del
péndulo y, més ain, la accién y el tamano del impulso dependen solamente
de la posicién y de la velocidad del péndulo” ( [Herrera, 1994]: p59).

La dindmica del péndulo forzado, de primera impresién perecerfa igual a
la del reloj de péndulo, sin embargo se comportan completamente diferentes
ante las perturbaciones de fase: si la fase del reloj de péndulo se modifica,
la evolucién de su movimiento continuard normalmente a partir de la nueva
posicién —el control opera segiin la posicién y velocidad del dispositivo— pero
si se modifica la fase del péndulo forzado, la evolucién del movimiento puede
cambiar radicalmente, debido a que la dindmica del sistema, en este caso si
depende del tiempo.
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6. Estimulacién periédica de una célula ner-
viosa: estudio de una analogia mecdnica

6.1. Introduccion

En el capitulo 3 se estudi6 la biofisica de la actividad neuroeléctrica y en
los capitulos 4 y 5, se presentaron dos modelos matematicos que dan cuenta
del fenémeno de excitabilidad de la célula nerviosa. El escenario establecido
en los tres capitulos anteriores dej6 claro que:

1. La actividad eléctrica es un factor determinante de la fisiologia de la
neurona.

2. La dindmica de los procesos involucrados es no lineal y por su comple-
jidad no puede ser comprendida sin el uso de una teoria matemética
basada en ecuaciones diferenciales.

3. El trabajo pionero realizado por los investigadores ingleses Hodgkin
y Huxley a mediados del siglo pasado, constituyé una contribucién
fundamental a la modelacién de la dindmica nerviosa.

4. Dada la gran complejidad del modelo de Hodgkin y Huxley, es muy
importante construir modelos simplificados que permitan aislar y com-
prender la esencia dindmica de los fenémenos involucrados.

9. FEl modelo de FitzHugh-Nagumo provee un escenario de complejidad
minima para entender claramente, en un contexto geométrico, tanto el
fenémeno de la excitabilidad que da lugar a los potenciales de acci6n,
como el de la transicién del régimen excitable hacia al régimen oscila-
torio que se manifiesta en forma de trenes de potenciales de accién. La
aparicién de este modelo marcé una nueva etapa en la historia de la
neurofisiologia: el anélisis geométrico de las 6rbitas en el espacio fase se
volvié fundamental para lograr una comprension a fondo de la fisiologfa
de la célula nerviosa.

Este trabajo constituye un primer paso para el estudio de la dindmica de la
mteraccion de las células nerviosas en una red neuronal. Tal analisis, utilizan-
do los modelos que se presentaron anteriormente (el modelo de HH y el mo-
delo de FHN), involucra una gran dificultad matemética, incluso en un esce-
nario sencillo: el de una célula marcapasos estimulada periédicamente. De esa
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Investigacion, sélo se han obtenido resultados limitados, que principalmente
son computacionales (ver [Aihara, 1986], [Guttman, 1980], [Holden, 1975] y
[Kaplan, 1996]).

Siguiendo la filosoffa de estudiar fenémenos complejos en escenarios sim-
plificados, en este capitulo, se presenta un sistema mecénico que refleja el
proceso de la estimulacién periédica de un marcapaso neuronal, y que es
susceptible de un anélisis teérico. Con este modelo se logra un importante
avance en el entendimiento de los procesos de sincronizacién que envuelven
a esta clase de sistemas interactuantes.

6.1.1. Forzamiento periédico y sincronizacién

Los sistemas del mundo real y particularmente los osciladores, suelen es-
tar en constante interaccién con los objetos y los procesos del entorno que los
rodea, teniendo como consecuencia, cambios cuantitativos y cualitativos en
su dindmica. Investigar bajo qué condiciones un sistema compuesto por dos
subsistemas oscilantes exhibe un comportamiento periédico o uno desorde-
nado (cabtico) y, en caso de ser periédico, averiguar cudles son los diferentes
ritmos que se pueden generar, es un problema clésico de la ciencia no lineal.

Christiaan Huygens (1629-1695), investigador holandés famoso por sus
estudios en 6ptica y por ser un excelente constructor y disenador de relojes
y telescopios, fue un pionero en el estudio de.la interaccién de osciladores
mecdnicos. Descubrié que el -movimiento de un par de relojes de péndu-
lo que cuelgan de un mismo soporte, sin importar cudles sean sus condi-
ciones iniciales, después de un tiempo transitorio, ocurre en fases o en di-
recciones encontradas: los péndulos se sincronizan. En la carta que Huygens
envia a su padre, fechada el 26 de febrero de 1665 (traducida al inglés en
[Pikovsky, 2003]), ademés de describir el fenémeno como “la simpatia de dos
relojes”, explica correctamente el factor esencial: la simpatia de los dos rit-
mos se debe a un imperceptible movimiento del soporte que comunica a los
relojes.

Se entiende que la esencia del fenémeno de sincronizacién, es el ajuste
de los ritmos de las oscilaciones autosostenidas ante una continua interaccion.
La estabilidad ante las perturbaciones de la fase de esta clase de oscilaciones
es lo que permite observar comportamientos sincronizados (ver seccién 5.3).

Ademss de los relojes de péndulo colgados de un mismo soporte, en la na-
turaleza, en la vida social y en la ingenierfa, la sincronizacién es un fen6meno
abundante. Por ejemplo, se observa. en las células cardiacas (se sincronizan
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con la frecuencia del nodo senoatrial), en los ciclos circadianos (se sincronizan
con el ciclo dia-noche), en un auditorio aplaudiendo, en los ciclos mens-
truales de un internado de mujeres, en los pulsos de luz que emite un grupo
de luciérnagas, etcétera.

6.1.2. Osciladores de integracién y disparo y neuronas

A las células nerviosas se les identifica como osciladores de integracién y
disparo (I y D) debido a la dindmica del voltaje transmembranal (un estudio
tedrico de los osciladores de I y D se puede encontrar en [Grassman, 1986] y
[Mishchenko, 1980]).

En el proceso del potencial de accién se observa una fase en la que, por
la acumulacién de la carga i6nica, el voltaje cambia muy lentamente: la inte-
gracién. Gracias a los iones acumulados, el potencial transmembranal alcanza
un valor umbral, teniendo como consecuencia la produccién de un impulso
nervioso, que es un proceso en el que el voltaje sufre cambios dréasticos du-
rante un lapso de tiempo muy corto comparado con la integracién: el disparo.
Esto determina dos escalas de tiempo (rdpida y lenta) del fen6meno.

El estudio de las oscilaciones de I y D en conexién con algunos problemas
de la fisiologfa y la electrénica, lo inici6 el ingeniero holandés Balthazar van
der Pol en la primera mitad del siglo pasado. En los afios 60’s (de ese siglo),
principalmente con los trabajos de Alan Lloyd Hodgkin, Andrew Fielding
Huxley y Richard FitzhHugh, se estableci6 con claridad la relacién de las
oscilaciones de I y D con el fenémeno de la excitabilidad de las células
DErviosas.

Entender el problema de la sincronizacién de una neurona maracapaso
con una senal periédica aferente, constituye un caso particular de un pro-
blema fundamental de la teoria de osciladores: el forzamiento periédico de
los osciladores de I y D que presenten oscilaciones autosostenidas.

En el esfuerzo por simplificar la estructura matemética de los modelos que
dan cuenta de la actividad neuroeléctrica, asi como de conservar la riqueza
dindmica que presentan las células nerviosas (siguiendo la misma filosoffa
que llevé a la concepcién del modelo de FitzHugh-Nagumo), se han utilizado
modelos matematicos simples de oscilaciones de [ y D, en los cuales la dindmi-
ca a través de la membrana obedece una ecuacién diferencial con condicién
de salto ([Mendoza, 1998] y [Mendoza, 2001]), o incluso modelos que no in-
volucran ecuacién diferencial, pero que obedecen alguna regla geométrica
([Dfaz, 2002] y [Garcfa, 1999]).
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6.2. La neurona mecanica

El sistema mecénico compuesto por un “oscilador sube y baja” y una lave
de agua, que se muestra en la figura 37, es un tipico oscilador de integracién
y disparo. Se trata de una balanza colocada sobre un plano horizontal, que
en uno de sus extremos tiene un contrapeso de masa. M, y en el otro, un
recipiente de masa variable m(t) debido a que recibe un flujo continuo I

[é] de liquido. Si se supone que inicialmente el contrapeso est4 tocando el

piso, el dispositivo permanece en esta posicién hasta que m(t) > M; cuando
esto sucede, el brazo de palanca gira a favor de las manecillas del reloj hasta
que el recipiente con liquido se encuentra con el piso. En ese instante ¢ se
descarga cierta cantidad de liquido, cumpliéndose que m(t) < M. Debido
al desbalance, el brazo de palanca gira en contra de las manecillas del reloj
hasta que el contrapeso, nuevamente, se encuentra con el piso, repitiéndose
asf, de forma peri6dica, la secuencia de eventos descrita. De esta forma se
construye una sucesién de tiempos de descarga ty,ts, ..., tn, .... En la figura
37, junto con el esquema del dispositivo, se muestra la evolucién temporal de
la variable m(t), la cual tiene la forma de un diente de sierra.

Si se cierra la llave de agua y el “sube y baja” se estimula depositando
cuantos de agua sobre la cubeta, el sistema exhibe las tres propiedades que
caracterizan al fenémeno de excitabilidad:

1. La existencia de un dngulo umbral. Si se aplica un cuanto de agua
suficientemente grande (tal que m(t) > M), la balanza se desequilibra
y llega a un 4ngulo critico a partir del cual se va a desencadenar el
proceso de descarga; si el cuanto de agua no es suficientermente, no hay
descarga.

2. La descarga es un proceso del tipo “todo o nada”, siempre que se pro-
duce, ocurre de la misma manera.

3. La existencia de un periodo refractario. El sistema requiere un periodo
de recuperacién para poder repetir una descarga. Si la estimulacién es
demasiado frecuente (menor que el periodo de recuperacién), al sistema
no le da tiempo de responder.

Para tener una analogia entre el sistema mecénico y la célula nerviosa, se
relaciona el voltaje a través de la membrana celular con la masa de agua m(t)
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5@ Diente de Sierra

m(t)

g t1 2 t3
tiempo

Figura 37: Oscilaciones de integracién y disparo.

y a la corriente eléctrica aplicada, con el flujo de agua; la espiga de voltaje
se corresponde con el proceso de la descarga de agua.

Cuando se aplica un flujo de agua sostenido, al igual que los trenes de
potenciales de accién de una neurona marcapasos, el sistema exhibe oscila-
ciones aLtosostenidas: se observan descargas consecutivas cuya frecuencia
estd en relacién directa con la intensidad de la corriente aplicada (ver seccién

3.2.2 y en particular los datos experimentales que se muestran en la figura
35).

6.2.1. Secuencias de tiempos de disparos de la neurona
periédicamente forzada

Cuando la corriente es continua, facilmente se verifica que la dindmica
del dispostivo mecanico de la figura 37 es periédica y que la sucesién de los
tiempos de descarga {¢,}, sin importar cuéles sean las condiciones iniciales
y después de un tiempo transitorio, estd dada recursivamente por la regla:

tn+] = tn + T,

endonde n € Z y T € R" es el intervalo de tiempo (fijo) que hay entre dos
descargas consecutivas.

Si del lado del contenedor se forza el piso para que su altura varfe con el
tiempo segiin alguna funcién periédica A(t) (figura 38), las secuencias de
tiempos de disparo (descargas) {t,} del sistema compuesto, tienen una

89




complejidad mucho mayor que las que exhibe el dispositivo sin forzar. Esto
se debe a que las descargas ocurren a diferentes alturas del piso que ahora
se estd desplazando (elevador): el recipiente descarga y sube con distintas
cantidades de agua. En relacién a esto surgen preguntas del siguiente estilo:
i Cuéntas clases cualitativamente diferentes de secuencias de descargas puede
exhibir el dispositivo mecédnico periédicamente forzado? jSon periédicas? jDe
qué periodo?

La propuesta en este trabajo es que la dindmica del dispositivo mecédni-
co forzado, al que se le llamar4 la neurona mecédnica periédicamente
forzada, es andloga a la dindmica de una célula nerviosa periédicamente

estimulada.

M 1

i Cpe e

Figura 38: Esquema de la neurona mecénica periédicamente estimulada.

6.2.2. El problema de la sincronizacién

Se pueden imaginar una amplia variedad de comportamientos de la neu-
rona mecénica periédicamente forzada. Por ejemplo, dindmicas en las que las
descargas siempre ocurren en alturas diferentes del elevador. En este caso el
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movimiento del dispositivo mecénico nunca se repite, y por tanto se dice que
el movimiento es asincrono.

Por otra parte, no es descabellado pensar que las descargas siempre
sucedan en una misma altura del elevador, una vez por cada ciclo del e-
levador; en este caso la secuencia de tiempos de disparo estaria dada por la
ecuacion t,,) = t,+7, donde T es el periodo del elevador. También es factible
imaginar que las descargas sucedan siempre a una misma altura del elevador,
pero que se den, por ejemplo, cada tres ciclos del elevador; en este caso, la
secuencia de tiempos de disparos estarfa dada por la ecuacién ¢,y = ¢, +37.
Incluso también podria suceder que las descargas ocurran en dos diferentes
alturas del elevador —por ejemplo, una en la amplitud méxima del elevador
y la otra en la minima— y que se repitan cada ciclo del elevador; en este caso
la secuencia de tiempos de disparo estarfa dada por t,,2 =t, + 7.

En forma general, es factible pensar que las descargas ocurran en ¢ alturas
diferentes, y que antes de repetir la secuencia de eventos, pasen p ciclos del
elevador; para todos estos casos se dice que la neurona mecénica exhibe un
comportamiento sincronizado. La secuencia de tiempos de disparo para
cualquier comportamiento sincronizado, queda descrita por una ecuacién de
la forma ¢, = t, + pT.

Definicién 6.1 La neurona mecdnica periédicamente forzada tiene un com-
portamiento sincronizado, con sincronizacién q : p, si los tiempos de disparo
tienden asintéticamente a una secuencia del tipo t,1q =tn + 9T, conn € Z,
g, p € NyT € RY el periodo del forzamiento. En el caso contrario, se dice
que el comportamiento de la neurona estd determinado por una secuencia
arritmica o que su movimiento es asincrono.

Como se est4 asumiendo un forzamiento periédico de periodo T', en vez de
monitorear los tiempos de descarga, es conveniente monitorear las fases del
forzamiento en los que ocurren las descargas: cada evento ¢, ocurre en alguna
fase z,, del ciclo del forzamiento. La secuencia {z,}, llamada secuencia de
fases de disparo, se puede graficar sobre una circunferencia de perfmetro
T (ver figura 39). Las fases de disparo z,, y los tiempos de disparo t,, estdn
relacionados por la ecuacién z,, = t, mod T

Se resalta que secuencias de tiempos de descarga sincronizadas, implican
secuencias de fases de disparos que tienden asintéticamente a un atractor
periédico en la circunferencia. Por ejemplo, si se tiene una sincronizacién
3 : 2 (ocurren tres descargas por cada dos ciclos del elevador), la secuencia
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Figura 39: Comportamiento asintético de las fases de disparo sobre la cir-
cunferencia.

de fases de disparo sobre la circunferencia tiende asintéticamente al atractor
que se caracteriza por exhibir 3 disparos, tales que para volver a caer en cada
uno de ellos, se tienen que dar 2 vueltas (en el sentido de las manecillas del
reloj) a la circunferencia. Si el movimiento es asincrono, en cada fase de la
circunferencia habrd un disparo (ver figura 40).

Figura 40: Atractor periédico en la circunferencia correspondiente a la sin-
cronizacion 3 : 2 (izquierda). Dindmica asincrona (derecha).
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6.3. Estudio tedrico de la neurona mecanica periédica-
mente forzada

La siguiente discusién est4 orientada a la realizacién de un estudio teéri-
co de la neurona mecénica periédicamente forzada, con el fin de predecir las
diferentes posibilidades de sincronizacién que puedan manifestarse en el sis-
tema. Un asunto de particular interés serd la construccion de un catélogo que
abarque todas las posibles dindmicas (de la neurona mecédnica), asi como el
valor de los pardmetros que dan lugar a cada una de ellas. Esto implicars la
derivacién y el andlisis del sistema de ecuaciones diferenciales no lineales que
gobiernan la evolucién de la neurona mecénica. Se demostrard que es posible
construir un sistema dindmico en la circunferencia que codifique la dindmica
del sistema de ecuaciones diferenciales y entonces se podrd aplicar la teorfa
de rotaci6n iniciada por Henri Poincare. Para asistir a la investigacion teérica
y/o validarla, también se llevardn a cabo investigaciones computacionales.

6.3.1. Las ecuaciones de movimiento

La neurona mecénica es un cuerpo rigido (mantiene todas sus dimensiones
geométricas fijas) que puede rotar libremente en dos dimensiones. Para dar
cuenta de su dindmica, es necesario conocer tanto las fuerzas aplicadas al eje
de rotacién, como el lugar en dénde se aplican. El vector en la dindmica de
la rotacién que da cuenta de estas dos cuestiones se llama torca.

Por completez, en el apéndice A se recuerda que la 2* ley de Newton
implica que la torca total 7, que es la suma de todas las torcas externas
actuando en el sistema, es igual al cambio del momento angular total L,
que similarmente, es la suma de todos los momentos angulares presentes. Es

decir:
r=Y"rn=YL-=L (23)

Para la neurona mecénica, el momento angular total es:
L= Nw= N§,

donde N es el momento de inercia de la balanza, w es la velocidad angular y
8 es el dngulo que forma una linea vertical con el brazo de palanca del lado
del contenedor (se mide en contra de las manecillas del reloj, empezando
desde la linea vertical; ver figura 38). Suponiendo que la distancia entre el
centro de masa del contrapeso (de masa M) y el eje de giro, es la misma que
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la distancia entre el centro de masa del recipiente con lfquido (de masa m)
y el eje de giro, se obtiene que el momento de inercia estd dado por (en el
apéndice A se deriva esta ecuacién):

N = (M +m(t))d®,

donde d es la distancia mencionada (entre los centros de masas y el eje de
giro). Sustituyendo las dos Gltimas igualdades en la ecuacién (23), se obtiene:

r = No+ &N = di(th + (M +m(t)d = d* (M +m(t))d + 19) ,

debido a que se est4 suponiendo que m(t) crece linealmente con pendiente J
(m(t) =1I).

Las (dos) torcas que actian en el sistema son (ver dibujo A de la figura
41):

m = (dMgsenf)k (24)
Tm = —(dm(t)gsenb)k,

donde k es el vector unitario perpendicular al plano en donde gira e: dispo-
sitivo mecénico: (0,0, 1).

Al sustituir la magnitud de 73 y 7.» en la ecuacién para la torca total,
se encuentra la siguiente ecuacién diferencial (no auténoma y no lineal) de
segundo orden:

T = gd(M —m(t))send = d* ((M +m(t)8 + 19)

- I . m(t)- Mg
— b 9 senf =0
T T m s ma* =0

que es equivalente al siguiente sistema de ecuaciones de primer orden:

6 = w (25)
I m(t) — Mg

o B '
w m®) + MY m) + Md >

En lo que sigue, interesars analizar las 6rbitas en el espacio fase de este
sistema de ecuaciones diferenciales (ver figura 46).
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6.3.2. Restricciones y condiciones

La dindmica de la neurona mecénica se obtiene al integrar el sistema de
ecuaciones diferenciales anterior. Para la condicién inicial en 6(t), w(t) y m(t),
o, wo Yy Mg respectivamente, se evoluciona por la curva-solucién correspon-
diente, hasta que el contenedor choca con el elevador o el contrapeso choca
con el piso. Para cada una de las situaciones previas, se imponen condiciones
(que se especifican en la siguiente seccién) sobre las variables de estado y el
pardmetro m(t), que tienen como consecuencia —como m4s adelante se verd—
que en ese momento se elija una nueva curva-solucién para evolucionar.

El problema matematico que se debe resolver es el de integrar un sistema
de ecuaciones diferenciales no auténomo y no lineal, al que se le imponen
condiciones de salto a sus variables de estado y a su pardmetro m(t), cuan-
do los valores de la curva-solucién traspasan algunas fronteras estéticas y
dindmicas impuestas en el espacio fase (ver seccién 6.4.2).

Ademss de las condiciones que se implantan al sistema, para que la neu-
rona mecénica tenga sentido fisico y su dindmica sea como la que hasta ahora
se ha descrito, también deben establecerse restricciones a sus pardmetros.

Restricciones y condiciones

1. Condicién de llenado del contenedor. Se supondré que durante el movi-
miento al contenedor siempre le cae liquido, que el flujo que recibe es
constante e igual a [ y se considerar4 que el contenedor derrama liquido
Unicamente cuando colisiona con el elevador. Se puede imaginar —a
diferencia de la ilustracién de la figura 38— que el liquido se inyecta
horizontalmente al contenedor mediante una manguera’, y que la parte
de arriba del recipiente permanece tapada hasta el momento en el que
colisionan el elevador y el contenedor. En ese instante se activa un
mecanismo que destapa el recipiente, permitiendo asi el derrame de
liquido.

2. Condicién de desbordamiento. Sea V el volumen del contenedor y p,
la densidad de liquido que recibe la neurona mecanica. La masa m(t)

'Las ecuaciones diferenciales (25) describen de forma més cercana a la dinfmica de la
neurona mec4nica si se elige este disefio. Al considerar que el liquido ingresa al contenedor
desde cierta altura y verticalmente, en la modelacién debe tomarse en cuenta el momento
angular, que aunque puede ser muy pequero, inducido por este flujo.
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debe de ser menor o igual a la masa mixima que pueda soportar el
contenedor, es decir m(t) < Vp, = mpsy.

Intervalo de la variable angular. Cuando la neurona mecénica no esta
siendo periédicamente forzada (se desactiva el elevador), la variable
angular 6(t) estd acotada superior (cuando el contrapeso esté tocando
el piso) e inferiormente (cuando el contenedor estd tocando el piso) por
dos angulos a y ( tales que a < A(t) < 8 (ver figura 41).

Cuando el elevador est4 en movimiento, la variable angular 6(t) también
estd acotada superior e inferiormente. La cota superior es la misma (el
angulo f) y la cota inferior es una funcién que depende del tiempo t y
estd intimamente relacionada con la funcién que describe a las alturas
del elevador.

Se define B(t) como la funcién que en el tiempo t se corresponde con
el limite angular a partir del cual el contenedor descarga. Esta funcién
se puede obtener midiendo el 4ngulo #(t) en el caso de que (para to-
da t) el brazo de palanca y el elevador se mantengan unidos. Para la
neurona mecdnica periédicamente forzada, para todo t, se cumple que
O(t) < 6(t) < B. La expresién matemética para O(t) se deduce por
trigonometria de los dibujos A y B de la figura 41. Como:

O(t) + ¢(t) = %, entonces
— Alt
senp(t) = b%f() = cos O(t).
Por otra parte:
b= dcosa.

Despejando ©(t) y sustituyendo b, se encuentra la expresiéon buscada:

O(t) = arccos (cosa - ?) . (26)

Intervalo de las cotas de la variable angular. Para que cuando la neu-
rona mecénica “regrese”, pueda ir mas alld de su posicién horizontal:

n . .
B> 5 Para que cuando la neurona mecdnica “caiga”, el contenedor

se incline (hacia la derecha) y pueda descargar liquido: V¢, ©(t) < g
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Para impedir que el brazo de palanca dé un giro completo: 8 < 7 y V¢,
O(t) > 0.

Por tanto, las cotas superiores e inferiores de la variable angular deben
estar contenidas en los siguientes intervalos:

pe (5.r) yewe (0.3)
Colision ineldstica. Se impone que las colisiones sean totalmente i-
neldsticas. Por tanto, para los tiempos ¢ en los que (t) = S (el con-
trapeso choca con el piso), la velocidad angular w(t) de la neurona
mecédnica repentinamente se hace cero. Sean t,, la sucesién de tiempos
en los que el contenedor choca con el elevador (Vn, 6(t,) = O(t,)).
En los tiempos t, la velocidad angular de la neurona mecénica toma
instant4neamente el valor de la velocidad angular ©(t,,) del elevador en
el momento de la colisién (los choques son totalmente ineldsticos). Es
decir:

A(ty) .
d\/l — (cosa + i(;—"z)z

A partir del tiempo t,, y hasta que el contrapeso se encuentre con el
piso, la evolucién de la neurona mecénica es auténoma.

w(tn) = O(ts) = —

Condicion de actividad.- Para asegurar que la neurona mecénica se
mantenga activa (oscile), el valor de la masa M del contrapeso debe
de ser menor a la masa maxima que pueda soportar el contenedor de
agua, es decir M < misy.

Condicion de diseno.

a) Sea b la altura del eje de la neurona mecénica. Para que el con-
trapeso de la neurona mecénica pueda descansar sobre el plano
horizontal, el valor de d (el radio de giro) debe de ser mayor que
b: d > b (ver figura 41).

b) Siendo A(t) la altura del elevador respecto al nivel del piso, sea
|min {A(¢)}| = Amin- Para que la neurona mecénica pueda trope-
zar con el elevador, se pide que el valor de Ay, sea menor al valor
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(d — b) —la distancia medida verticalmente que hay entre el plano
horizontal y el radio de giro— es decir (ver figura 41):

Apin <d—b=d(1 —cosa).

‘También como lo indica la figura 38, la superficie del elevador debe
abarcar toda la sombra del brazo derecho de la balanza.

Sea |max {A(t)}| = Amax- Para que la neurona mecdnica pueda
descargar liquido al colisionar con el elevador (que el contenedor
se incline hacia la derecha), las alturas del elevador deben de ser
menores a la distancia b medida entre el eje de giro y el plano
horizontal:

Amix < b < d.

Condicién de retorno. Para asegurar que siempre que la neurona mecé-

nica colisione con el elevador, su dindmica lleve a 6(t) hacia S (que el
contrapeso toque el piso), se debe asegurar que para cualquier tiempo
i, en el que la balanza colisiona con el elevador:

a)
b)

Si se descargue liquido.

Se descargue suficiente liquido: que m(t}) = tl]’{n_l_m(t) sea menor
que M. Si no se hiciera esta suposicién, podria suceder que a
partir de algin tiempo ¢y, la neurona ya no descargue (situacién
conocida en la literatura como la “muerte del oscilador” y por
tanto que las secuencias de tiempos de disparos sean finitas.

Las expresiones que garantizan la condicién de retorno se describen en
la seccién 6.3.3.

Condiciones de descarga

Para asegurar que la condicién de retorno se cumpla (y entonces asegurar
que la neurona mecdnica se mantenga siempre activa; ver punto 8 de la seccién
6.3.2), debe garantizarse que en el momento de la colisién si ocurra una
descarga (inciso (a)). El que se derrame liquido (o no), depende directamente
de la geometria del recipiente con liquido, de la cantidad de liquido existente
en el recipiente antes de la colisién y de la fase O(t,,) (ver ecuacién (26)) que
tenga el elevador en el momento de la colisién.
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Figura 41: Pardmetros y variables de la neurona mecénica.

Se supondrd que el recipiente tiene base cuadrada de lado [ y altura h.
Si el recipiente se inclina un dngulo ¢ > 0, dependiendo de la cantidad de
liquido que se tenga, el perfil del liquido que se forma puede ser trapezoidal
o triangular (ver figura 42). También puede observarse que existe un dngulo
critico de inclinacién ¢, que depende de la cantidad de liquido que contenga,
a partir del cual el liquido se derrama.

Mmax

Observacién 6.1 Sim <

1 p,h?l
= @ (m) = arctan (5 — ) .
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ha

Figura 42: Se muestra el recipiente de perfil en tres situaciones diferentes. El
volumen que ocupa el liquido, se obtiene multiplicando el 4rea del perfil que
ocupa en la cara, por el ancho [ del recipiente.

Demostracion. El déngulo critico de inclinacion ¢, es el menor dngulo ¢
tal que el liquido toca la arista superior derecha del recipiente. A partir del

dibujo B de la figura 42 se calcula la formula de ¢, como funcién de la masa
m que hay en el recipiente. Como:

m= h—l,l
_pa2 )
s h
I'=ht (-— -
an 2 SOC) tan ¢,

arcta h t Lpah’l
= n|-|=ar = i
@, = arc T ctan | 5
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Mmax .

Observacién 6.2 Sim >

¢.(m) = arctan (% (hlzpa — m)) . (27)
Demaostracion. Al igual que en la observacion anterior, el dngulo critico de
inclinacion ¢, es el menor dngulo ¢ tal que el liquido toca la arista superior
derecha del recipiente. A partir del dibujo C de la figura 42 se puede calcular
.. por conservacion del volumen -aun no ha habido derrames— debe suceder
que los tridngulos abc y cde tengan la misma drea. Si las distancias cb y cd

cumplen con la igualdad cb = cd = -, se cumple el enunciado anterior. Sea

b

ha el nivel del lfquido cuando el recipiente estd horizontal:

tan(z— )_ 1 b l
2 %) tang, h—ha  2(h-hy)

Q(h_ha)>'

= @, = arctan ( ]

Tomando en cuenta que h, = se obtiene la ecuacion (27). m

m
H’

Debido a que la dindmica de la neurona mecédnica ha sido descrita en
términos del 4ngulo 8, conviene que las dos observaciones anteriores queden
expresadas en términos de este d4ngulo: en vez de pensar en el 4ngulo critico
de inclinacién del recipiente ., se piensa en el dngulo critico 8, de posicién
de la neurona mecénica (a partir del cual se derrama agua).

Proposicién 6.1

2 2
13;0 . Mméx
e >
arctan (2(h12pa— )) sam > 9

2m> _ Mmax  Pl2h
sim =

arctan (
0e(m) = Pl

Demostracion. Tomando en cuenta que la relacion entre el dngulo 6 de la
posicion de la neurona mecdnica y el dngulo de inclinacion ¢ del Tecipiente

T T
es 0 + ¢ = 5 (ver figura 41), que arctan (1) + arctan(z) = 5 Y las dos
observactones anteriores, se sique inmediatamente la proposicion. m
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El siguiente teorema impone las hip6tesis para que siempre que haya una,
colisién de la neurona mecdnica con el elevador, se descargue alguna cantidad
de liqudo (con ello se dan las condiciones mateméticas que garantizan la
condicién de inciso (a) del punto 8 de la seccién 6.3.2):

Teorema 6.1 Sea t, un instante en el que la balanza se encuentra con el
elevador.
Mmax

1. Cuando m(t;) = th'{n m(t) <

, se produce una descarga $i:

méx {6(t)} < arctan (2’”%)) _,.

2. Cuando m(t;) > Mimax

, 8e produce una descarga Si:

3
méx {O(t)} < arctan (2(}1[2,01 fam(t‘))) = 0.

Demostracion. Por definicién ocurren descargas de l{quido para todos los
dngulos ¢ tales que v > .. Estos dngulos se corresponden con los dngulos 8
tales que 6 < 6. (ver figura 41). Por tanto si max {B(t)} < 6., se asegura que
cada que hay una colision entre el recipiente y el elevador, la neurona mecdni-
ca descarga alguna cantidad de liquido. Utilizando la proposicion anterior se
obtiene la conclusion del teorema. ®

Para garantizar la condicion de retorno (ver punto 8 de la seccién 6.3.2),
también hay que asegurar que la cantidad de liquido que se descargue en el
tiempo t, sea suficientemente grande: tal que m(t;) = !h’lm+ m(t) < M. Para

ello es necesario averiguar el valor de la masa m(t;) del recipiente después
de una colisién. Como se ha fijado la geometria del recipiente, el valor de

m(t}) depende de la cantidad de liquido antes de la colisién m(t;) y de la
fase O(t,) del elevador en el que se dé la colision:

Teorema 6.2 (masa despues de una colision).

Sim(t;) < Mmdx _ Pal*h
2 2

om(t;)
y O(tn) > arctan( R )

= m(t}Y) = m(t]) (no hay descarga).
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Mméx

Sim(t;) <

Sim(ts) > Tmdx

n

y O(t,) > arctan (2

pal’ )
(pahl* — m(t;))

= m(t}) = m(t;) (no hay descarga).

Sim(t;) > %

. mix [ 2
Sim(t;) > mT y arctan 5 > O(t,) < arctan ( Pa ))

Demostracion. Para calcular la masa del recipiente después de cualquier
colision, deben considerarse dos casos: cuando la posicién 8 del brazo de
palanca es tal que el perfil del liquido que se forma es un tridngulo, y cuando
es un trapecio. Que se esté en un caso o en otro, depende tanto del dngulo
6, como de la cantidad de liguido m(t,)) en el recipiente antes de la colision.

1. Caso m(t]) < —TX  En esta configuracion, para cualquier dngulo

dx ! RA
—— y arctan 5 < O(t,) < arctan ]

= m(ty) = p,

2p,hl%2 — 2m(t;

a

a n

2p,hl2 — 2m(t;

h?l

= pa— tan (6(tn)) -

2

0 el perfil que forma el liquido es un tridngulo.

a) Si 6 > arctan

m(t,)
Palh?
recipiente para los cuales el liquido no se derrama; ver proposicion

6.1), no hay descarga de liquido y por tanto:

m(ty) = m(t,).
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2m(t;)

n

palh?

b) §if < arctan
figura 42):

) = 0., se deduce que (ver dibujo B de la

h 1
m(tf) = pu oL

T I
Como tan (5 — <p> = tanf = 5 (ver figura 41)

m(t}) = pu-! tan 6). (28)

Caso m(t;) > % Bajo esta configuracion, el perfil del l{quido en el

recipiente puede ser trapezoidal o triangular, dependiendo del dngulo de
inclinacion ¢ del recipiente. Eriste un dngulo p* que separa a ambas
situactones: para todos los dngulos de inclinacion tales que ¢ < ¢*,
la geometrta del perfil del liquido en el recipiente es trapezoidal; para
los dngulos de inclinacion tales que ¢ > ¢*, la geometria del perfil del
l{quido en el recipiente es triangular. Del dibujo C de la figura 42 se
observa que ¢* ocurre cuando el punto e coincide con el punto f (y
entonces = 0). Es decir, cuando:

. h
tan =7

= ()
= @ = arctan 7))

Como 0 + ¢ = % (ver figura 41) y arctan (1) + arctan (z) = g:

l
6" = arctan | — | .
arctan (h)

3
a) Si @ > arctan (2 Pal ) = 0, (los dngulos de incli-

, \2(phl? — mt;)) _
nacion del recipiente para los cuales el liquido no se derrama; ver
proposicion 6.1), no hay descarga de liquido y por tanto:

m(ty) = m(t,).
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3 l
b) Sif < arctan <2(pah12pa—l m(t;))) y @ > arctan (E) = 0" (cuan-

do el perfil del liquido en el recipiente es trapezoidal), m(t7) se
obtiene de sumar el drea lx que forma el recténgulo efgi y el drea
h—1x)l 4
Q que forma el tridngulo eia, del dibujo C de la figura 42,
y multiplicarlas por el ancho del recipiente | y por la densidad del
liquido p,:

m(t:) =D, (ZI+ (h—QI)Z> ] = ,0(12[2 (:I:+h).

Conw:z:=h—ltancp=h—ltan(—g—9):

m(t) = pul?h — Lob
n) = Pa 2tanf’
) Si6 < arct pal® f < arctan : (cuando el
c) Si arctan r ~
20l —m(t))) V7 " R

perfil del liquido en el recipiente es trangular), m(t}) queda dada
por la ecuacion (28).

Tomando en cuenta que en el tiempo de descarga t,, 0(t,) = O(t,), se
stquen las conclusiones del teorema.

6.4. Forzamiento arménico

Dada una neurona mecénica se puede escoger:

1. Que las alturas del elevador estén regidas por la funcién senoidal
A(t) = —asen(2nt), donde a > 0. Se hace notar que para esta fun-
cién Amix = Amin = a (ver punto 7 de la seccion 6.3.2).

2. Que los pardmetros que el experimentador pueda variar sean, M, a e
I

Para que la neurona mecénica periédicamente forzada tenga sentido fisico
(que se satisfagan las restricciones y condiciones impuestas al sistema; ver
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seccion 6.3.2), deben cumplirse las siguientes desigualdades sobre sus pars-
metros y sobre la funcién ©(t), directamente relacionada con el forzamiento:

Lhdbo, 8,1, M > 0
M,m(t) < Mmmpx= pl2h;
vn € Z,m(t}) < M,
Amfn < d—bZd(l—COSCY);
Amsx < b < d;
w
v —_ .
t,0() e (o, 2) :
7r
g € (5,7?) ;

méx {8(t)} < min(f;,02) (ver teorema 6.1).

En estas condiciones la region X C R® del espacio de los tres pardmetros
que el experimentador puede variar, en la cual la dindmica de la neurona
mecdnica periédicamente forzada tiene sentido fisico es:

M,a,10< M < mms = pl%h; Vi € Z, m(t}) < M;
XCR= 0 < a < min{b,d(1l —cosa)};
méx {O(t)} = arccos (cosa — &) < min (6;,6,); 0 < I;

Si el max {O(t)} es un dngulo suficientemente chico, la cantidad de agua
que se derrama es mayor y m(t;}) < M. Si esto se considera, la grafica de X
es la que se muestra en la figura 43.

6.4.1. Simulaciones computacionales

Para investigar si las secuencias de disparo de la neurona mecénica perié-
dicamente forzada son sincronizadas (o asincronas), es necesario analizar el
sistema de ecuaciones diferenciales (25) que rige a la dindmica del dispositi-
VO mecanico, junto con las restricciones y condiciones impuestas al sistema
(seccién 6.3.2), y la evolucién discontinua de la masa m(t) del contenedor
(debido a las descargas).

La complejidad matematica de las ecuaciones diferenciales (25), impide
resolverlas analiticamente. El caso més sencillo, cuando el flujo I = 0 y
cuando el piso se mantiene fijo, es una ecuacién auténoma no lineal: la de un
péndulo sin friccién. A pesar de esta dificultad, en la seccién 6.5 se utilizard
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Figura 43: Espacio de pardmetros (M, a,I) en donde la neurona mecénica
periddicamente forzada por —a sen(27t), tiene sentido fisico.

un método de an4lisis indirecto basado en la teorfa de sistemas dindmicos en
la circunferencia. El método es indirecto en el sentido de que evita resolver la
ecuacion diferencial como tradicionalmente se hace: encontrando expresiones
analiticas para sus soluciones.

En la seccién 6.5 se llevard a cabo un anélisis teérico de la neurona mecéni-
ca periédicamente forzada, pero antes conviene hacer una exploracién com-
putacional para exhibir algunos de sus posibles comportamientos. El cémputo
numérico y la visualizacién se realizaron con el analizador visual-interactivo
de sistemas dindmicos INTEGRA, desarrollado en el Laboratorio de Dindmi-
ca No Lineal de la Facultad de Ciencias de la UNAM. Este paquete puede
obtenerse gratuitamente en la pédgina:

http : | Jwww.dynamics.unam.edu/integrawindows

6.4.2. El sistema de software INTEGRA

Cémo utilizar INTEGRA. Se describird brevemente cémo se traté el
problema de la neurona mecénica utilizando INTEGRA. El programa cuenta
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con un médulo ejecutable llamado INTERFAZ. En este médulo el usuario
introduce los sistemas de ecuaciones diferenciales de interés, junto (si es que
existen) con las condiciones sobre sus pardmetros y/o variables. Los pasos
que se siguieron son:

1.

Se gener6 un proyecto nuevo en la INTERFAZ. Dentro del proyecto se
pueden tener varios sistemas de ecuaciones diferenciales. Por ejemplo,
se puede crear el proyecto neuronas e introducir el sistema de Hodgkin
y Huxley, el de FitzHugh-Nagumo y el de la neurona mecénica.

Para el sistema neurona mecdnica, en la ventana “sistemas de ecua-
ciones”, se introdujeron las ecuaciones diferenciales correspondientes
(ecuaciones (25)) en forma de sistemas de ecuaciones diferenciales de
primer orden. Abajo de las ecuaciones se introdujeron los valores de
los pardmetros involucrados (durante las simulaciones pueden ser mo-
dificados tantas veces como el usuario lo requiera).

En la ventana “cédigo en C++” se introdujo, en cédigo C'++, las condi-
ciones sobre los pardmetros y/o las variables de la neurona mecénica
(seccién 6.3.2). El pseudocédigo se expone en la siguiente seccion.

Se generd el archivo ejecutable (que trabaja independiente de la IN-
TERFAZ) correspondiente al proyecto que se elaboré. Con él se pueden
analizar, cuantitativamente y cualitativamente, los sistemas de ecua-
ciones diferenciales especificados. Los resultados de las integraciones
numéricas se pueden desplegar en una lista de texto o visualizar en
diversos escenarios gréficos.

Secuencia general de operacién. Los pasos que sigue INTEGRA para
hacer la integracién numeérica del sistema de ecuaciones diferenciales (25),
tomando en cuenta las restricciones y condiciones hechas a las variables y a
los parametros, son los siguientes (ver figura 44):

1.

El sistema prepara las condiciones iniciales a partir de las cuales se
va a integrar, el método con el que se va a realizar la integracion, el
tiempo de integracién, el escenario grafico en el que se van a visualizar
las integraciones numéricas, etcétera.

Revisa si el tiempo t que estd corriendo en la integracién, es menor al
tiempo total de integracion requerido. Si asf es, continua; si no, termina.
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Ingresa en la subrutina restricciones y condiciones (introducida en
cédigo C, ). Ahi se modifican los valores de 6(t), w(t) y m(t), segin
el estado actual del sistema (para respetar las restricciones y condi-
ciones impuestas a la dindmica de la neurona mecénica). En la siguiente
seccion se describe detalladamente la forma de operacién de este médu-
lo).

Con los valores de las variables 6(t), w(t) y m(t) que arroja la subrutina
restricciones y condiciones, se integra numéricamente al sistema (25).
Se escogi6 el método Runge-Kutta-Verner II con un paso méximo de
1 x 1071, un paso minimo de 1 x 10~ y una tolerancia de 10719, Este
método resulté mejor que los métodos Runge-Kutta Classical, Runge-
Kutta-Fehlberg fijo y variable, Runge-Kutta-Verner, Adams-Bashforth-
Multon fijo y variable, Trapezium y Regresive Euler, en el sentido de
que las integraciones convergieron correctamente a la solucién, utilizan-
do un menor nimero de iteraciones.

Se visualiza el resultado de la integracién numérica en el escenario
elegido.

Se ingresa nuevamente al paso 2.

6.4.3. Subrutina restricciones y condiciones.

La subrutina restricciones y condiciones (que corresponde al cédigo Cy 4

que se introdujo; ver en la seccién anterior punto 3 del apartado Cémo utilizar
INTEGRA) se encarga de modificar, si asf lo requieren las restricciones y
condiciones impuestas al sistema (seccién 6.3.2), los valores de m(t), 9(t) y
w(t). En la subrutina:

L.

Se revisa que m(t) < mpuy. Sipara algin paso de integracién se obtiene
un valor de masa tal que m(t) > M4, €l sistema actualiza el valor de
m(t) de tal forma que m(t) = Mmax.

Se especifica la forma de evolucién de m(t). A partir del valor de la
masa inicial mg en el contenedor, m(t) crece linealmente hasta que
hay una colisién (en el tiempo t,) con el elevador. En ese momento,
instantdneamente se descarga cierta cantidad de agua (que depende de
las dimensiones del recipiente, del 4ngulo en el que se dé la colisién y
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Figura 44: Diagrama de flujo general.

de la cantidad de agua antes de la colisién), quedando en el recipiente
la masa de agua m(t}) que se especifica en el teorema 6.2. Para cada
colisién se actualiza el valor de la variable t, al tiempo ¢ en el que haya
ocurrido la colisién, y si se comienza integrar considerando (entre otras
cosas) t, =0,t =0y m(t)) = mo, m(t) = I(t — t,) + m(t}).

SiO(t) < 8(t) < B, alas variables de estado 8(t) y w(t) se les deja evolu-
cionar auténomamente (segun las ecuaciones (25)). Para cualquier paso
de integracién tal que 6(t) > [, el sistema se reinicializa a
6(t) = B y w(t) = 0 (el contrapeso descansa sobre el plano horizontal).
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Similarmente, para cualquier paso de integracién tal que §(t) < 6(t), el
sistema se reinicializa a 6(t) = 6(t) y w(t) = O(t) (ocurre una colision
con el elevador). Geométricamente, en el espacio de estados, lo anterior
se traduce en la existencia de una frontera fija en § = 3, y a una frontera
movil determinada por @ = ©(t). Si la curva solucién se encuentra entre
estas dos fronteras, el sistema evoluciona auténomamente. Si la curva
solucion est4 a la derecha, o sobre la frontera § = §, (inmediatamente)
para evolucionar se elige la curva solucién que cutple que 8(t) = 3 y
w(t) = 0. Similarmentre, si la curva solucién est4 a la izquierda de la
frontera dingmica § = 6(t), para evolucionar se elige la curva solucién
que curmple que 8(t) = O(t) y w(t) = B(t).

A continuacién se muestra el pseudocédigo que se utilizé para modelar lo
que hasta aqui se ha descrito (entre paréntesis y después de dos diagonales, se
hacen algunas explicaciones pertinentes). Para mayor facilidad se recomienda
consultar el diagrama de flujo de la figura, 45.

if(6>8) {
6= p;
w =0

if(m < pl2R) m = I(t —t,) + m(t]);
if (m > pl2h) m = p,I%h;

} (//Si la integracion numérica o las condiciones iniciales, determinan
que el sngulo 0(t) es mis grande que el angulo S (ver intervalo de la variable
angular de la seccién 6.3.2), los valores de 6(t) y w(t) se actualizan a §y O
respectivamente (ver colisién ineldstica de la seccién 6.3.2). Por otra parte,
se especifica el crecimiento lineal de m(t) tomando en cuenta la condicion de
desbordamiento de la seccién 6.3.2. Es necesario aclarar que cuando se inicia
la integracion, t = t, = 0 y entonces, el valor de la masa inicial estars dado
por el valor de m(t}), que se actualizara cada que ocurra una descarga).

if (0 < B && 0 > arccos (cos(a) + %)) {

if(m < pl2h) m = 1(t — t,) + m(t});
if (m > p,2h) m = p,12h;

} (//Si la integracién numérica o las condiciones iniciales, determinan
que el 4ngulo #(t) es m4s chico que B y més grande que la funcién O(t) (ver
intervalo de la variable angular de la seccién 6.3.2), sélo se especifica la forma,
de crecimiento de m(t), tomando en cuenta la condicion de desbordamiento
de la seccién 6.3.2).
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if (6 < arccos (cos(a) + A(t))) {

6 = arccos (cos(a) + A(t)) ;
A®)

d\/l - (cos(a) + %9)2

if(m < pal%h && 6 > arctan (%))

W= -

)

m(ty) =m;

2
if(m < pa%h 8& 6 < arctan (pi%))

h2
m(t:f) = pa? tan 9;

if(m > Eh && 6 > arcta —p"ls )
— n
= Pag = 20.h12 — 2m

m(t)) =m;

if (m > Ph et 6 < arctan [ —P & 0 > arctan (1))
I = Py 20.h1% — 2m h

m(ty) = p

: 2h p, L3 l
if(m > Pay && 0 < arctan | ———=—— | && 6 < arctan i )

t, =1t

m=m(t});

} (//Si la integracién numérica, o las condiciones iniciales, determinan
que el sangulo 6(t) es menor o igual que la funcién B(t) (ver intervelo de la
variable angular de la seccién 6.3.2), los valores de 6(1) y w(t) se actualizan,
respectivamente, a los valores que tengan ©(t) y ©(t) en ese momento (ver
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colision ineldstica de la seccién 6.3.2). También se actualiza el valor de la
variable m(¢;}) segun el teorema 6.2 y se cambia el valor de ¢,, al valor que
tenga ¢t en ese momento. Finalmente, el valor de la masa m(t) se hace igual
a m(t})).

restricciones
y condiciones

m =I(t-tg)
+

m(t)

Fin

Figura 45: Diagrama de flujo de la subrutina restricciones y condiciones.

6.4.4. Visualizacién de las simulaciones computacionales

En esta secciéon se mostrardn algunas simulaciones computacionales que
dan cuenta de la dindmica de la neurona mecénica bajo diferentes configu-
raciones paramétricas. Se recuerda que se escogié que A(t) = —asen(2nt)
(@ > 0) fuera la funcién que determina las alturas del elevador.
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Oscilador auténomo (a = 0). En este caso el sistema no estd siendo
forzado y por tanto la dindmica es predecible facilmente. En la seccién 6.2
se pronostico una dindmica periddica (ver figura 37) que debe correspon-
derse con la existencia de un atractor periédico en el espacio fase. Las si-
mulaciones computacionales confirman la existencia de un atractor periédico
global del sistema: sin importar cudles sean las condiciones iniciales, todas
las orbitas del sistema convergen a esta curva (ver figura 46). En la figura
también se muestran los cursos temporales del angulo 6(t), de la velocidad
angular w(t) y de la masa del contenedor m(t).

Atractor periédico
®

Trenes periddicos de
o “potenciales de accién"

-

N \ \! \

nempo

|
o |
|
)

l k tiempo

T t secuencia
" . de tiempos
de disparo

Figura 46: Ciclo limite de la neurona mecénica y cursos temporales de las
variables 6(t), w(t) y m(t), cuando la amplitud del forzamiento es cero
(e = 0). Los valores de los pardmetros que se utilizaron son:
g = 35280-2;, d = 0,4m, M = 0,00lkg, I = 0,004-L, o = 0,96rad,
B =2,356rad, | =0,15m y h = 0,05m.

A partir de las siguientes observaciones se puede deducir que la. neurona
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mecénica tiene un (tnico) atractor periédico. Se consideran los siguientes
intervalos de tiempo:

1.

Sea 7; el intervalo de tiempo que le toma al brazo derecho de la ba-
lanza “caer”. 7, es el tiempo que tarda el sistema en evolucionar desde
0(t) = B, w(t) = 0 y m(t) = M, hasta (t) = a (cuando el contene-
dor choca con el piso). Cuando 6(t) = a, la velocidad de la neurona
mecénica se hace cero y descarga cierta cantidad de agua —que depende
de la geometria del contenedor, de la cantidad de agua contenida y del
valor de a— quedando en el contenedor un valor de masa igual a m(t;})
(especificado en el teorema 6.2).

Sea 7 el intervalo de tiempo que le toma al brazo derecho de la balanza
“regresar”. 7 es el tiempo que tarda el sistema en evolucionar desde
0(t) = a, w(t) = 0y m(t) = m(t;), hasta que #(t) = /3 por primera vez.
Cuando §(t) = § por primera vez, m(t) = m(t})+mr,, con mg, = 175,
el incremento de masa durante el “regreso”.

Sea 73 el intervalo de tiempo en el que la neurona mecanica estd “car-
gando”. T; es el tiempo que transcurre desde que m(t) = m(t}) + mgp,,
hasta que m(t) = M.

Sin importar cudles sean las condiciones iniciales, gracias a las condiciones

de salto (cuando 8(t) > f o 6(t) < «), después de la primera descarga la
neurona mecénica va a evolucionar por la curva solucién que cumpla que
0(t) = B, w(t) =0y m(t) = M. A partir de esa configuracioén, la dindmica
va a seguir los procesos descritos en los tres puntos anteriores.

Concluyendo, en el caso en el que la neurona mecanica es un oscilador

auténomo (a = 0):

1.

2.

Para toda condicién inicial, el sistema tiene un atractor periédico.

Todas las secuencias de disparo —después de la primera descarga— son
ritmicas (periédicas). Si 7 = T, + T, + T3, para cualesquiera dos descar-
gas consecutivas t,, y ¢, (después de la primera descarga) se cumple
que:

thy1 =tn+T conne€ZyT eR".
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Oscilador forzado (a # 0). En este caso, la riqueza dindmica de la neu-
rona mecanica aumenta extraordinariamente. Los experimentos numéricos
dejan entrever el enorme sinfin de comportamientos cualitativamente dife-
rentes que el sistema forzado puede exhibir (se infiere que lo anterior estd
directamente relacionado con el hecho de que los valores que exhibe m(t)
después de la descarga, m(t7), no son necesariamente iguales, debido a que
las colisiones pueden ocurrir a diferentes alturas del elevador).

A modo de ejemplo, en la figura 47 se muestran, para dos configuraciones
paramétricas diferentes, los cursos temporales del dngulo 6(t) y de la funcién
O(t) (ecuacién (26)), asf como los cursos temporales de la masa m(t) del
contenedor.

Para estudiar los diferentes ritmos que exhibe el dispositivo mecénico, en
vez de pensar en los tiempos de disparo, conviene pensar en las fases del forza-
miento en donde ocurren las descargas (ver seccién 6.2.2). En vez de estudiar
las secuencias de tiempos de disparo, se estudiaran las secuencias de fases de
disparo. Siguiendo con esta linea de pensamiento, conviene graficar la evolu-
cién de las variables de interés (m y ) alrededor de un cilindro de perfmetro
igual al periodo T' del forzamiento (adicionalmente se tiene la seguridad vi-
sual cuando se trata de un comportamiento sincronizado: comportamiento
sincronizado<>secuencia de fases de disparo finita). Cada punto alrededor
del perimetro del cilindro, se corresponde con una fase del forzamiento.

En la figura 48 se muestra la evolucién de las variables m y # sobre un
cilindro plano (se identifican el primer y ltimo punto del eje horizontal)
de perfmetro T' = 1, para cuatro configuraciones paramétricas distintas (en
todos los casos se utilizaron las condiciones iniciales: 8(0) = a = 0,96rad,
w(0) = 0 y m(0) = 0). Las sincronizaciones que se obtienen en estos casos
son:

Gréfica A: Sincronizacién 1 : 1. En este caso ocurre una sola descarga por cada
ciclo del elevador (siempre a la misma altura del elevador). Si se grafica
la secuencia de fases de descarga sobre la circunferencia, se observara
un unico punto (en la fase correspondiente) al que se regresa cada vez
que se completa una vuelta a la circunferencia (ver seccién 6.2.2).

Grafica B: Sincronizacioén 3 : 1. En este caso ocurren tres descargas (a tres alturas
diferentes del elevador) por cada ciclo del elevador. Si se grafica la
secuencia de fases de descarga sobre la circunferencia, se observardn
tres puntos (en las fases correspondientes) a los que se regresa cada vez
que se completa una vuelta a la circunferencia.
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6.6

to t

6.6

tiempo tiempo

tiempo _ o tiempo

Figura 47: Se muestran los cursos temporales de 6(t), ©(t) y m(t).
Los valores de los pardmetros que se utilizaron, en ambos casos, son:
g = 35280, d = 0,4m, a = 0,8rad, § = 3rad, a = 0,098m, [ = 0,15m
y h = 0,043m. En las gréficas de la izquierda se utiliz6 M = 0,000316kg

e ] = 0,002

man’

I = 0,001%L

man

en las graficas de la derecha se utiliz6 M = 0,0004kg e
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afica C: Sincronizacién 5 : 2. En este caso ocurren cinco descargas (a cinco
alturas diferentes del elevador) por cada dos ciclos del elevador. Si se
grafica la secuencia de fases de descarga sobre la circunferencia, se
observardn cinco puntos (en las fases correspondientes) a los que se
regresa cada que se completan dos vueltas a la circunferencia.

dfica D: Sincronizacién 2 : 1. En este caso ocurren dos descargas (a dos alturas
diferentes del elevador) por cada ciclo del elevador. Si se grafica la
secuencia de fases de descarga sobre la circunferencia, se observaran
dos puntos (en las fases correspondientes) a los que se regresa cada que
se completa una vuelta a la circunferencia.

Por supuesto, los experimentos computacionales anteriores no dan cuenta
de todos los comportamientos que el sistema mecdnico pueda tener, y ni
siquiera son una muestra representativa que permita prever cudles son. Por
ello, antes de hacer més célculos sin ninguna gufa, se realizard un andlisis
tedrico que posibilite la obtencién del buscado “mapa” del comportamiento
dindmico del sistema.

6.5. Andlisis tedérico: el mapeo de la circunferencia

Estudiar las ecuaciones diferenciales que modelan la dindmica de la neu-
rona mecdnica, es complicado por tratarse de un sistema de dos ecuaciones
diferenciales no lineales con coeficientes discontinuos, cuya evolucién ests su-
Jeta a varias restricciones y condiciones (ver seccién 6.3.2). Para entender
un comportamiento particular de la neurona mecénica, es necesario rastrear
varias soluciones de la ecuacién diferencial.

Para el an4lisis tedrico de la dindmica del dispositivo mecédnico, se propone
una metodologfa basada en una herramienta de la teorfa cualitativa de los
sistemas dindmicos, que como se vers, resulta muy efectiva para el estudio
de la sincronizacion: la teoria de rotacién moderna (iniciada originalmente
por Henri Poincare).

6.5.1. Las funciones umbral

Desde el punto de vista de la sincronizacion, entender la dindmica de la
neurona mecénica periédicamente forzada, significa poder describir el espec-
tro de las secuencias de tiempos (o fases) de descargas que el dispositivo
mecdnico pueda exhibir.
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A Sincronizacién 1:1

evle
m fase
fase
X1
C Sincronizacién 5:2
0.6
m fase
| fase
X1 X4 X2 X5 X3

B Sincronizacion 3:1

6’8
m fase
fase
Xt X2 X3
D Sincronizacién 2:1
0.8
m fase
fase
X1 X2

Figura 48: Se observan las evoluciones de § y m en el cilindro. En todas,
se utilizé: g = 35280-25, d = 0,4m, I = 0,00075-L, o = 0,96rad, § =

min

2356rad, v = 2w, | = 0,15m h = 0,05m y a = 0,06673m. En A) se utiliz6
M = 0,00099kg, en B) M = 0,00050kg, en C) M = 0,00055kg y en D)

M = 0,000645kg.
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El ritmo de estas secuencias depende directamente de la cantidad de liqui-
do acumulado antes de cada descarga, m(t. ), y de la cantidad de liquido que
conserve el contenedor después de cada descarga, m(t;). En el teorema 6.2 se
expone la férmula que arroja el valor de m(t;") después de cualquier colisién.
Para m(t;) no se tiene una férmula explicita, sin embargo se pueden hacer
las siguientes observaciones:

Un instante después de que m(t) = M, la balanza de la neurona mecénica
se desequilibra y “cae” hasta encontrarse con el elevador. Como el flujo de
agua es continuo y las colisiones, en general, suceden en distintas alturas
(fases) del elevador, la cantidad de agua acumulada antes de cada colision,
m(t,), depende de la fase del elevador en donde ocwra la colision. Si O(t,)
(ver ecuacién (26)) es la fase del elevador en donde ocurre la n — ésima
colisién, la cantidad de agua acumulada antes de esa colisién es:

m(t,) = M + IT(8(tn)), (29)

donde I es el flujo y T,(8(t,)) es la funcién que proporciona el tiempo que
tarda el sistema en evolucionar desde 6(t) = 3, w(t) =0y m(t) = M, ala
fase O(t,) del elevador (encontrar analiticamente m(t; ), implica encontrar
analiticamente T;(O(t,)), lo que implica resolver analiticamente el sistema
de ecuaciones diferenciales (25)).

Dada una neurona mecénica, el valor, tanto de m(t}) como de m(t;;),
depende directamente de la fase O(t,,) que tenga el elevador en el momento
de la colisién. A cada valor de la fase del elevador ©(t) (y entonces a cada
tiempo t), se le puede asociar un valor que dé cuenta de la cantidad de
liquido antes de que en ese tiempo ¢ hubiera existido una colisién, y otro que
de cuenta de la cantidad de liquido después de que en ese tiempo hubiera
existido una colisién. Cada conjunto de valores forman una funcién: m~(t)
quien da cuenta de la masa en el contenedor antes de cada colisién, y m™*(t)
quien da cuenta de la masa en el contenedor después de cada colisién.

La funcién m™(t) se obtiene analiticamente al evaluar las ecuaciones de la
proposicién 6.2 en el tiempo t. La funcién m™(t) se obtiene numéricamente
al evaluar la ecuacién (29) en el tiempo t. A pesar de la imposibilidad de
tener una férmula explicita para m™(t), debido a que al igual que m™(t) es
funcién de 6, se puede decir lo siguiente:

Observacién 6.3 Las funciones m*(t) y m~(t) son periddicas y su periodo
es iqual al periodo T del forzamiento.
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Como lo muestra la figura 49, la grafica de la evolucién temporal de la
masa m(t) es un diente de sierra que oscila entre las dos funciones um-
bral m™(t) (umbral superior) y m*(t) (umbral inferior). La gréfica de la
funcién m(t) crece linealmente (con pendiente I), hasta que alcanza algin
punto de la funcién m~(t). En ese momento sucede una colisién y su va-
lor decrece instantdneamente al valor que para ese tiempo exhiba la funcién
m™*(t). Se trata de un problema clésico de la teorfa de oscilaciones no lineales.
En [Carrillo, 2004], [Dfaz, 2002, [Garcfa, 1999], [Glass, 2001], [Glass, 1988],
[Pérez, 1982] y [Pikovsky, 2003], pueden verse algunos resultados y aplica-
ciones relacionados con esto.

A
}
m_(t) l - - "'-\\m—(tnﬂ) o L
LYY W}]ﬂ;ﬂ
iy | R ~M
tn tﬁ tn+ Hembo
B p
- _,.,—'—"// . B I
I v i )
1 tiempo

Figura 49: Diente de sierra que oscila entre dos funciones umbral.

6.5.2. La funcién de disparos

En esta seccién se demuestra la existencia de una funcién F' cuyas itera-
ciones proporcionan todas las secuencias de tiempos de descarga (o tiempos
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de disparo de los potenciales de accién) de la neurona mecdnica periédica-
mente forzada. Ella encripta todo el espectro de comportamientos dindmicos
que es capaz de exhibir el dispositivo mecénico.

Teorema 6.3 La funcicn F(t) : R > R generadora de los tiempos de dis-
paro (descargas) de la neurona mecdnico periddicamente forzada, estd dada
implicitamente por la ecuacidn:

Flt)=1t+ 7 -7 (30)
F(t) es una representacién de la funcién de la circunferencia, f : S — S,
dada por:
o — . +{,
fo)=z+2 (f(l)) T I(J’) mod 1. (31)

Demostracion. Como el flwjo de liguido I es constante, para cualesquiera
dos descargas consecutivasty, ytny,, conn € Z, se pueden hacer los siguientes
cdlculos trigonométricos (ver figura 49):

(fag1 — tn) I = m~ (tnt1) — m+(tn)
() (1)
i I

= tn—H :tn+

Por tanto, la ecuacion (30) es la funcion generadora de los tiempos de descar-
ga de la neurona mecdnica.

Si el tiempo se mide en unidades del periodo del forzamiento (i.e.
T = 1), come el periodo de las funciones m™(t) y m™(t) es igual ol pe-
riodo del forzamiento (ver observacidn 6.3), se verifica geomélricamente que
F(t+1) = F(t) + 1 (ver grdfica B de la figura 49). Por tanto, F(t) es una
representacion de la funcion de la circunferencia f(x) (ver seccion 2.3.1). m

Para el andlisis tedrico de la dindmica de la neurona mecdnica periddica-
mente forzada, el teorema anterior representa un gran avance: proporciona
la funcién generadora de los tiempos de disparo de la neurona mecénica
periédicamente forzada, y adem&s demuestra que ésta es una funcién de la
circunferencia. La dindmica de la sucesion {z,} de fases del ciclo del forza-
miento en donde ocurren las descargas, se obtiene de iterar la funcién f(z)
de la circunferencia en la circunferencia. De hecho:
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Observacién 6.4 Cada secuencia de tiempos de disparos de sincronizacion
q : p de la neurona mecdnica periddicamente forzada (ver definicion 6.1), se
corresponde con una 6rbita periddica de caracteristica (g, p) de la funcién (31)
de la circunferencia en la circunferencia (ver definicion 2.11). Las secuencias
arritmicas de tiempos de disparo, tmplican descargas en una infinidad de fases
diferentes.

Sin demeritar el progreso obtenido, se observa que debido a que la funcién
de la circunferencia es una funcién implicita, que ademds incluye la expresién
m™(f(z)) que s6lo puede ser calculada numéricarente (ver seccién anterior),
no es posible hacer m4s anélisis teéricos relevantes. Estos son los problemas
que motivan la siguiente seccién.

6.6. Limite singular

Para continuar con el estudio teérico de la neurona mecédnica, debe encon-
trarse una regién del espacio de parametros X C R3 (ver seccién 6.4 y figura
43), en donde suceda que Vz € S, m™(z) =~ M (ver ecuacién (29)). De esta
forma, la funcién generadora de las fases de disparo f(z) (ecuacién (31)),
serfa una ecuacién explicita con todas sus componentes conocidas analitica-
mente. Fisicamente hablando, se buscan valores de (M.a,l) € X, tales que
cuando el experimentador configure a la neurona mecénica en esos valores,
se pueda considerar que el umbral de disparo es fijo e igual a M. Proyectan-
do un experimento (realizable) que corrobore las predicciones tedricas que
se obtengan de este trabajo, se pedird que las dimensiones de la neurona
mecanica estén dentro de la escala humana.

Teorema 6.4 Para toda n € Z, sea t¥ el tiempo entre la descarga n y la
n+1 (tn < tM < toy), tal que m(tM) = M (ver figura 49) y sea Tmax
[seg] € R una constante acotada.

M
t'n.+1 - t;;

1
tM—t,

ITméx
—0c — 0.
cuando 7

I max
2. Cuando ]/;/[ -0, VteR, m(t) > MyvVz eSS, m(z) > M.

Demostracion. Observacion 1 ¥n € Z, t,. — t¥ > 0. Suponemos que
emiste X, C X tal que cuando (M, a,I) — X, existe alguna subsucesion que
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cumple que t, 1y —tY — 0. Sit, 1 —tM - 0= |7(t)] - 0 Vt € [tM tn+1}:

n
con |7(t)| la norma de la torca que actiia sobre la meurona mecdnica (ver
ecuacion (24)). Por tanto:

[7(t)] = [7n(t) + Tas ()] = |dgsen 6(8)] [M — m()] - oo !

(debido a que dgsend(t) y M — m(t) son funciones acotadas). Se concluye
que el intervalo de tiempo en el que la neurona mecdnica esté “cayendo”, no
se puede hacer tender a cero.

Observacion 2 Yn € Z, t, —tM < To, donde Trnsx € R es una
constante acotada. Suponemos que eriste X, C X tal que cuando
(M,a,1) — X,, existe alguna subsucesién que cumple que t,i1 —tM — oco.
Sitny — ' — 0o = |7(t)| > 0Vt € [tM, tn41]. Por tanto:

7@ = [Tm(t) + Ta(t)] = |dgsen 6(t)] [M — m(t)] — 0!

(debido a que (t) - g om(t) » M). Se concluye que el intervalo de tiempo

en el que la neurona mecdnica estd “cayendo”, no se puede hacer tender a
nfinito.

I
Observacion 3Vn € 7, tM —t,, — oo cuando v 0. Entre la descarga

n yla descargan+1, m(t) = I(t—t,)+m(t}) (ver seccién 6.4.2). Por tanto:

mity') = () —ta) + m(t})
M-m(tf) M m(t;)
tM _ = _n/ _ __{1-—2L2].
=t Tl I i ( M

< 1. Por lo tanto,

m(ty)
ComoM>0y0<m(t;f)<M:0<l—T

t;:'[—tnﬁOO@MHO.

De la Observacion 1 y de la Observacion 2 se concluye que V(M,a,I) € X
yvVn € Z, 0 <ty — tM < Thux. De ls Observacion 3 se concluye que

[ tngy —tM
VneZ,tM —t, — oo cuando v 0. Por lo tanto, ;; ® — 0 cuando
% n 'n

I Tméx

— 0 (queda ast demostrado el punto 1).

tr — tM () — M i inci
Como +1 n_ 777( ”+l) (ver ﬁgu’ra 49) Y utzlzzando el nctso

tM—t, M —m(t})
. m(t7_1+1) - M max .
anterior, —————  — — 0 cuando — 0. En este caso, el incremento
M —m(t])
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de la masa m(t) mientras la neurona mecinica estd “cayendo” (lo que au-
menta m(t) después de alcanzar el valor de M ) es muy chico comparado con
el incremento de la masa m(t) mientras la neurona mecénica estd “cargando”
(lo que aumenta m(t) entre la descarga y el tiempo en el que alcanza el valor
de M ). Esta es la Tazén por la que se puede despreciar el primer incremento,

y considerar que Vn € Z, m(t;) = M. Por lo tanto, cuando ™ — 0,

VEeER, m(t) = M yVzr e S, m (z) » M (queda ast demostrado el punto
2). m

La comprensién de la dindmica que aflora cuando se tiene una neurona
marcapasos periddicamente estimulada (por otra neurona o el experimenta-
dor), fue el pretexto que motivé el presente trabajo. A lo largo del escrito fue
quedando clara la complejidad del problema: el andlisis del modelo clésico de
HH de la actividad neuroeléctrica, aunque aporta un detallado marco tedrico
para la fundamentacion biofisica de la fisiologia de la célula nerviosa, incluso
en el caso aut6pomo (cuando la neurona no recibe estirnulacién alguna), per-
mite pocas conclusiones teéricas (ver capitulo 4). Con el afan de (al menos)
profundizar en el fenémeno de la excitabilidad, se expuso un modelo simpli-
ficado cuya complejidad matemadtica disminuye notoriamente: el modelo dz
FHN (ver capitulo 5). Con este modelo se logré el primer objetivo, y ademds
se consiguié tener una idea clara del fenémeno de la transicién del régimen
excitable al régimen oscilatorio, que sucede cuando la célula recibe una es-
timulacién con una corriente constante. Sin embargo, el anhelo de entender la
dindmica que surge cuando la neurona est4 bajo el régimen oscilatorio, y se le
estimula periédicamente, se vi6 minado: las investigaciones sélo contemplan
cdlculos numeéricos.

La propuesta del trabajo, con la aspiracion de al menos tener una intuicién
sobre el problema planteado, es que la dindmica del mascapasos neuronal
periédicamente estimulado, es andloga a la dindmica que produce la neurona
mecanica periddicamente estimlada. En el presente capitulo ha quedado
claro que las ecuaciones diferenciales junto con las restricciones y condiciones
impuestas, que dan cuenta de la dindmica del dispositivo mecanico, tampoco
son faciles de analizar. Sin embargo fue posible construir una funcién de la
circunferencia cuyas iteraciones dan cuenta de todas las secuencias de fases
de disparo del dispositivo mecénico (ver teorema 6.3). Desafortunadamente,
la funcién generadora de fases de disparos que se obtiene es una funcién
implicita; que ademés tiene una componente que no es conocida analitica-
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mente. A pesar de ello, el siguiente teorema proporciona las condiciones que
se deben imponer a los pardmetros de la neurona mecdnica, para que las
funciones generadoras de los tiempos y fases de disparos sean ecuaciones
explicitas con todas sus componentes conocidas analiticamente. Queda clara
la enorme importancia de tener una expresién de esta naturaleza:

Teorema 6.5 Cuando ——=

— 0, la funcién F(t) : R —> R generadora de

los tiempos de disparo (descargas) de la newrona mecdnica periddicamente
forzada, tiende a la ecuacion explicita:

M  mt(z)
= — - d1
R
Demostracion. Del teorema 6.4 se tiene que cuando — 0, Vt € R,

m~(t) > M yVz € S, m(z) > M. Al sustituir estos resultados en las
funciones generadoras de tiempos y fases de disparos del teorema 6.3, se
tiene la conclusion buscada. =

6.7. Andlisis del mapeo de la circunferencia en el limite
singular

Para facilitar el analisis de la funcién de la circunferencia en el limite
singular (y porque no es relevante para el andlisis tedrico), se eligirdn los
pardmetros de la neurona mecédnica de tal forma que sea una sola regla de
correspondencia la que dé cuenta de la masa de agua después de cualquier
descarga. El andlisis del caso restante es completamente andlogo. Se recuerda
que se eligi6 que el forzamiento fuera A(t) = —asen2nt.

Utilizando la proposicién 6.2 y el teorema 6.4, se deduce que cuando
[Tmé.x

M

— 0, y si:

4 a 2M
méx {B(t)} = arccos (cosa - E) < arctan (m) ,
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cada que hay una colisién, se descarga alguna cantidad de agua. Si adicional-
mente se pide que:

a [
3 = Z - - < Y -
méax {6(t)} = arccos (cosa d) < arctan 5

se asegura que la cantidad de agua después de la descarga (siempre) va a
estar dada por la ecuacion:

m* (1) = p, " tan (8(1)). (32)

De aqui la siguiente observacién:

Observacién 6.5 Cuando la neurona mecdnica recibe un forzamiento de la

Tnax
—+Oy

forma A(t) = —asen2mt y s1 Mm

C l2 4 3

generadora de las fases de descargas de la neurona mecdnica periédicamente
forzada, tienden respectivamente a las funciones:

M p,h?l asen2mnt
i)y = — -2t —_—
(t) t+ 7 i an(arcoos (cosa+ 4 ))

M h2l sen 27t
flz) = =+ T p‘;I tan (arccos (cosa+ %)) mod 1. (33)

Para apoyar y complementar las discusiones teéricas de la dindmica de la
neurona mecénica en el limite singular, con el sistema de software CIRCULO,
desarrollado en el Laboratorio de Dindmica No Lineal de la Facultad de Cien-
cias de la UNAM, accesible (gratuitamente) en la pégina
http:/ /www.dynamics.unam. edu/circle, se realizardn algunos calculos numé-
ricos.

6.7.1. Amplitud del forzamiento externo igual a cero (a = 0)

Se analizard el caso en el que la amplitud a del forzamiento externo
A(t), es cero. Bajo estas condiciones Vz, ©(z) = « (ver ecuacién (26)), y
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h2l
mt(z) = Pag tan o (ver ecuacion (32)). Sustituyendo en la ecuacion (33):

M p,h*ltan o
- BP0 34
f(z) T+ 7 i mod 1 (34)

= z+4+7 modl,

2
donderzﬁ_M

21 '
En este caso, la dindmica de la neurona mecénica se corresponde con la
familia de rotaciones del d4ngulo r en la circunferencia: la diferencia de fa-

ses entre dos descargas consecutivas, siempre es 7. Si r es algiin racional f—;,

todas las 6rbitas en la circunferencia S exhibirdn un periodo ¢ y una envol-
vencia p: sincronizacién (q, p). Fisicamente, se corresponde con el hecho de
que, sin importar las condiciones iniciales, la neurona mecdnica descargara
ciclicamente q veces durante p periodos del forzamiento. Si r fuera un niimero
irracional, todas las 6rbitas en la circunferencia S serian densas y se obser-
varfa una dindmica cuasiperiédica. Fisicamente significa que las descargas
de la neurona mecénica, a pesar de que estan equiespaciadas, siempre ten-
drén un pequenio desplazamiento respecto a la correspondiente fase del ciclo
anterior. El hecho de que se observe una sincronizacién o no, tiene que ver con
la. conmensurabilidad o inconmensurabilidad, respectivamente, del 4ngulo
con el que se rota (la diferencia de fases entre dos descargas consecutivas) y
el periodo T =1 del forzamiento.

En la figura 50 se muestra la grafica de la funcién F(t) (el levantamien-
to) y de la funcién f(z) (el toro plano), asi como los disparos sobre la cir-
cunferencia. Se observan los dos casos tipicos de las rotaciones: cuando hay
sincronizacion (4 : 3), y cuando las fases recorren densamente toda la circun-
ferencia.

6.7.2. Amplitud del forzamiento externo diferente de cero (a # 0)

Acorde con las simulaciones de la seccién 6.4.4, se espera que la comple-
jidad dindmica que genere la funcién de la circunferencia (33):

M 2 2
f@)=z+ 7~ p;f} tan (a.rccos (cosa + w>> mod 1,

aumente notablemente con respecto al caso a = 0. Para estudiar las dife-
rentes formas de sincronizacién que el dispositivo mecénico permite, asf co-
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Levantamiento Toro plano Circunferencia
~ i

Figura 50: Rotacién racional (arriba) y rotacién irracional (abajo).

mo la distribucién (de las diferentes sincronizaciones) en el espacio de paré-
metros, conviene introducir el concepto de las lenguas racionales.

Lenguas racionales. Sean f, : S — S una familia de homeomorfismos de
la circunferencia que depende del vector de pardmetros A = (A1, Ag, ..., An),-
y F5 : R — R el levantamiento correspondiente (ver definicién 2.6, seccién
2.3.1 y proposicién 6.3):

Definicién 6.2 Al conjunto de vectores A en el espacio de pardmetros, tales
F(t)

que el nidmero de rotacion p(f) = lim mod 1 del mapeo de la circunfe-

rencia sea wual a v, con r € R, se le conoce como la lengua de Arnold r
y se le denota con L,:

Lo ={X|p(f)=r}.

A cada punto del espacio de parametros se le asocia un nimero relaciona-
do con la sincronizacién que exhibe la neurona mecénica en esa configuracion:
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el nimero de rotacién del mapeo de la circunferencia correspondiente. Del
teorema 2.8 se infiere que sélo si r = P e Qy A € Le, f, tiene una 6rbi-
q

ta (g, p)-sincronizada (la neurona mecanica tiende asintéticarente a la sin-
cronizacién q : p). También se infiere que toda 6rbita de fy tal que A € Lg,
necesariamente est4 (g, p)-sincronizada.

En las regiones del espacio de pardametros en donde fy no es un homeo-
morfismo, la definicién anterior —debido a que estd en términos del mimero
de rotacién y el niimero de rotacion s6lo est4 definido para homeomorfismos—
plerde sentido. La generalizacién del concepto de lenguas de Arnold a una
regién m4s amplia del espacio de pardmetros, es la siguiente:

Definicién 6.3 Sea R, ;) la cerradura del conjunto de puntos X en el espacio
de pardmetros, tales que la familia paramétrica de funciones de la circunfe-
rencia fy, tiene una 6rbita atractora de periodo q y envolvencia p. Al conjunto
R py se le llama lengua racional o region de sincronizacion (q,p).

Regién de homeomorfismos. El teorema 2.7 asegura que cuando la fun-
cién de la circunferencia es un homeomorfismo, el nimero de rotacién sélo
depende del valor de sus pardmetros y no de las condiciones iniciales. Por tan-
to, para cualquier punto del espacio de parametros que pertenezca a alguna
lengua de Arnold Le (se estd en la regién de homeomorfismos), puede ase-
gurarse la existencia de un tnico atractor periédico en la dindmica de f(z).
Las neuronas mecdnicas cuyos pardmetros pertenezcan a la lengua ng, sin
importar cudl sea su condicién inicial, van a exhibir una secuencia de tiem-
pos de disparos que tenderd a una sincronizacion del tipo q : p. La siguiente
observacion expresa la idea anterior matematicamente:

Observacién 6.6 En la region del espacio de pardmetros en donde

M mt(z
f(x):x+7— ()modl
es un homeomorfismo, st al # P2, Le N Lez = O (las lenguas racionales
a1 92 9 92
Lz y Lee son conjuntos ajenos entre si).

L5 @2

Cuando el nimero de rotacién es irracional, el teorema de Denjoy afirma,
que la funcién de la circunferencia tiene una dindmica equivalente a una
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funcién del tipo f(z) = 2 + 7 con r € R\ Q (citado en [Pikovsky, 2003]):
se obtiene una dindmica cuasiperiédica de la fase (ver segundo renglén de la
figura 50).

Queda clara la dicotomfa de la dindmica del sistema en la regién del
espacio de pardmetros en donde la funcién de la circunferencia es un ho-
meomorfismo: si el niimero de rotacién es racional, la dindmica de la neurona
mecénica es periddica (sus 6rbitas convergen a un atractor periédico) y si no,
la dindmica de la neurona mecénica es equivalente a una rotacién irracional:
se tienen ¢rbitas densas en la circunferencia.

La regién del espacio de pardmetros en la que la funcién de la circun-
ferencia tiene inversa continua, es la regién de homeomorfismos de esa
funcion.

En el caso de la neurona mecanica periédicamente forzada por la funcién

max

armonica A(t) = —asen (2xt), si — 0 (el limite singular; ver seccién

6.6) y si max {O(z)} = arccos (cosa - %) < arctan+ (una sola regla de

correspondencia determina a la funcién m*(xz); ver seccién 6.7):

M phY A(z)
f(:c)—:c—i—T— 5] tan (arccos (cosa—T mod 1.

La funcién de la circunferencia tiene inversa continua, si y sélo si para toda
z (ver figura 51):

i(] )>dm+(x) _d h2lt o5 +asen27r:c
5y Uz 4 = 2 \Pag tan | arccos { cosa+ — —

Utilizando que d = 0,4m, a = 0,96rad, | = 0,15m y h = 0,05m (se
fija la geometria de la neurona mecdnica) y resolviendo numéricamente la
desigualdad anterior, se encuentra que la regién de homeomorfismos es la

que cumple que:
a m min
- < 90,31 ,
I [ kg }

En la figura 52 se ilustra la regién del espacio de pardmetros en la que la
funcién de la circunferencia es un homeomorfismo.

En la parte superior de la figura 53, debido a que la funcién de la circun-
ferencia es un homeomorfismo (como el levantamiento es una funcién siempre
creciente, tiene inversa), puede asegurarse que el atractor periédico que se
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Figura 51: En este caso la funcién de la circunferencia f(z) no es invertible:
toca dos puntos de la funcién m*(z).

muestra es tunico. En el caso ilustrado en la parte de abajo de la figura,
debido a que la funcién de la circunferencia no es un homeormorfismo, es-
t4 presente la posibilidad de que otras condiciones iniciales no converjan al
atractor ahf mostrado. Entre otras cosas, esta perspectiva motiva la seccién
6.8 del presente trabe.jo.

La dindmica del mapeo de la circunferencia. La intuicién fisica con-
duce a pensar que para las configuraciones paramétricas de la neurona mecé-
nica, tales que la frecuencia del forzamiento externo sea muy cercana a la
frecuencia natural de la neurona mecénica (sin forzamiento), se tenga una
sincronizacién del tipo 1 : 1 (la funcién de la circunferencia exhibe una 6r-
bita atractora de periodo y envolvencia 1). También, que para sincronizar a
la neurona mecénica en 1 : 1, entre mayor sea la diferencia entre la frecuen-
cia natural de la neurona mecénica y la del forzamiento, se requiere de una
mayor perturbacién externa.

El parametro M tiene que ver con la frecuencia natural de la neurona
mecanica y la amplitud a del elevador con la magnitud de la perturbacién
externa. En el espacio bidimensional que forman estos dos pardmetros, en
algin punto (M%,O) —en el que la frecuencia del oscilador autosostenido es
igual a la frecuencia del forzamiento— nace la lengua racional R 1. Siguiendo
con las observaciones anteriores, a partir de ahf, la lengua R(; 1) debe crecer
en forma similar a un tridngulo: a mayor diferencia entre las frecuencias del
oscilador autosostenido y el forzamiento, se requiere de una mayor fuerza
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Figura 52: Regién de homeomorfismos.

para sincronizar (ver figura 54).
Cuando a = 0 (ver seccién 6.7.1), la funcién de la circunferencia es
f(z) =z +r (una familia de rotaciones). Si se est4 en ese caso y si se quiere

una Orbita de caracteristica (g, p), debe elegirse r = P (de hecho si 7 = P
: q q

. : . . : 1
toda orbita es de caracterfstica (g, p)). En particular, si se elige r = T todas

las ¢6rbitas de la funcién de la circunferencia exhibirdn una sincronizacién
(1,1) (todas las secuencias de tiempos de disparo de la neurona mecanica

M p,hlltana

exhiben una sincronizacién del tipo 1 : 1). Como 7 = — — (ver

_ I 21
ecuacion (34)):
‘ 1
r o= =
1
M philtana 1
= — e T
I 21 1
1 p,hltana
I -+=2— | =M.
= (1+ 21 ) ;

En el punto del espacio paramétrico bidimensional

2
(M,a) = (1 (1 + ﬁ‘i%aﬂ> ,0), todas las Grbitas de la funcién f(z)

exhiben una sincronizacién (1, 1). Se espera que a partir de ese punto y hasta
cierto valor de a, la lengua R, ) crezca en forma similar a un tridngulo.
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Levantamiento Toro plano Circunferencia
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Figura 53: En la columna de la izquierda se muestra la grafica de la fun-
ci6n F' de descargas de la neurona mecénica periédicamente forzada, en la
columna media se muestra la dindmica sobre el toro plano y en la colum-
na de la derecha la dindmica sobre la circunferencia. En todos los casos se
utilizé: d = 0,4m, o = 0,96rad, | = 0,15m, h = 0,05m. De arriba a abajo
se utilizé: a = 0,0782m, M = 0,000685kg e I = 0,00025;’:?;; a = 0,0426m,
M = 0,000628kg e I = 0,00025-5L

min’
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A mayar diferencia
a entre la frecuencia
R¢1y | deloscilador

autosostenido y la del
«— forzamiento, se
requiere mayor
T fuerza externa para
| sincronizar.

La frecuencia del oscilador
autosostenido es igual a la del
forzamiento

Figura 54: Esquema de la lengua R 1

Las simulaciones computacionales que dan cuenta de la dindmica de
la neurona mecénica (ver seccién 6.4.4), mostraron que ademds de la sin-
cronizacién 1 : 1 —el ajuste de la frecuencia natural de la neurona mecénica
con la frecuencia del forzamiento externo— puede Jarse la sincronizacién 2 : 1:
la sincronizacién de un oscilador cuya frecuencia natural es el doble de la
frecuencia del forzamiento. Con respecto a las frecuencias cercanas a la fre-
cuencia natural del oscilador y la amplitud del forzamiento, pueden hacerse
los mismos comentarios que para la lengua Ry 1). De hecho, los mismos co-

mentarios pueden hacerse para cualquier lengua R, ): en el punto (M 5,0>

del espacio paramétrico bidimensional (M, a) nace la lengua R, ,), y a partir
de ahif y hasta algin valor de a, crece en forma similar a un tridngulo.

Se busca para qué valor de M se tiene la rotacién r = E:

ro= 2
q
2
. EZM_pahltana
q ! 21
Rt
= M=1<9+w>zm.
q 21 q

Las suposiciones que se han hecho en esta parte del trabajo se corrobo-
rardn en la siguiente seccion.
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6.8. Calculo de las lenguas racionales para el forza-
miento senoidal

En esta seccién se calculan numéricamente las regiones de sincronizacién
de la neurona mecénica periédicamente forzada por —asen 2wt. Para ello es
necesario realizar calculos intensivos: en cada celda de una malla del espacio
de pardmetros, se elige un punto y se calcula la sincronizacién que tiene. Los
datos obtenidos se guardan en un archivo y se usan para trazar un diagrama
en el cual, a cada sincronizacion se le asigna un color diferente.

Con el afan de verificar (numéricamente) que el limite singular (ver seccién
6.6) es una buena aproximacién a la dindmica de la neurona mecénica en la
region del espacio de pardmetros correspondiente, se calculan las lenguas
racionales a partir del sistema de ecuaciones diferenciales (25) y a partir de
la funcién de la circunferencia (33).

Con los mapas de las regiones de sincronizacién se podran verificar las
predicciones tedricas con respecto a la dindmica de la neurona mecédnica, y
ademds se podran vislumbrar (si es que existen) algunos comportamientos
“extranios” fuera de la regién de homeomorfismos del espacio de pardmetros.

En las figuras 55, 56 y 57 se muestran los cdlculos de las regiones de
sincronizacion, en el espacio paramétrico (M, a), para cinco valores distintos
de I. A la izquierda se observan las lenguas racionales calculadas a partir de la
funcién de la circunferencia, y a la derecha las lenguas racionales calculadas a
partir de la ecuacién diferencial. Los pares de lenguas que estdn en un mismo
renglén, fueron calculadas utilizando los mismos valores de los pardmetros
y la misma escala. La similitud entre ambos tipos de lenguas es una prueba
numérica de que la aproximacién del sistema de ecuaciones diferenciales (25)
en el lfmite singular, a la funcién de la circunferencia (33), es bastante buena.

Los valores de los pardmetros fijos que se usaron (en ambos casos) son:
d = 04m, a = 0,96rad, [l = 0,15m y h = 0,05m; para las lenguas de las
ecuaciones diferenciales ademds se utiliz6 g = 35280715 y 8 = 2,356rad.
Segtin el orden de aparicién (en ambos casos) se utilizé: I = 0,00025-L,
0,00050 £, 0,00075-2L, 0,001 L y 0,00352L .

Se hace notar que en el espacio paramétrico a vs M (habiendo fijado la
geometria de la neurona mecénica):

1. Laregién de homeomorfismos no depende del pardmetro M. En el espa-
cio parameétrico a vs M, la frontera entre la regién de homeomorfismos
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y la regién de no homeomorfismos es una recta horizontal que cruza
todo el espacio de pardmetros (ver figuras 55, 56 y 57).

2. La regién de homeomorfismos depende del pardmetro /. En el espacio
paramétrico a vs M, la altura de la frontera de la regién de homeomor-
fismos es directamente proporcional al valor de I (ver figuras 55, 56 y
57).

6.9. Dindamica de la neurona mecdnica

A partir de las discusiones tedricas y de los célculos numéricos de la
dindmica que exhibe la neurona mecanica periédicamente forzada, se pueden
hacer las siguientes observaciones con respecto a su comportamiento.

6.9.1. El sistema puede sincronizar

Las figuras 55, 56 y 57 demuestran computacionalmente que el sistema
puede sincronizar con una amplia variedad de sincronizaciones. Las graficas
de las lenguas muestran también que los conjuntos de regimenes sincroniza-
dos son robustos. Desde el punto de vista fisico, se afirma que el régimen
sincrénico es estable, y que el régimen asincrono es inestable: cualquier per-
turbacién en el valor de los pardmetros puede destruir el estado asfncrono.
Esto implica que en un experimento, los estados sincrénicos son observables.

Por otra parte, si la amplitud a del forzamiento externo tiende a cero
(e — 0), V. I. Arnold en 1961 (citado en [Pikovsky, 2003]) prob6 que la me-
dida de Lebesgue de la unién de todos los intervalos de sincronizacién tiende
a cero. Bajo este esquema, las perturbaciones que logran destruir los estados
no sincronizados, son raras. La proposicién anterior puede verse reflejada en
la llamada escalera del diablo: para valores fijos de a (tales que la funcién
de la circunferencia sea invertible), se pinta el mimero de rotacién p como
funcién del pardmetro M. Se observa que cuando a — 0, los subintervalos
racionales tienden a desaparecer (ver figura 58).

6.9.2. Es posible cambiar el tipo de sincronizacién variando los
parametros

Si se varia el valor de M, a o I el sistema cambia su tipo de sincronizacion.

A modo de ejemplo, en la figura 59 se muestra el diagrama de bifurcacién (y
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Figura 55: Lenguas racionales calculadas a partir de la funcién de la circun-
ferencia (izquierda) y a partir de la ecuacién diferencial (derecha) utilizando
los valores de I = 0,00025-L (arriba) e I = 0,00050—=L (abajo). La frontera

man

de la regién de homeomorfismos se marca con una raya horizontal.
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Figura 56: Lenguas racionales calculadas a partir de la funcién de la circun-
ferencia (izquierda) y a partir de la ecuacién diferencial (derecha) utilizando
los valores de I = 0,00075-5 (arriba) e I = 0,001=L (abajo). La frontera

min

de la regién de homeomorfismos se marca con una raya horizontal.
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a 0.17059

M 0.00027 0.001125

Figura 57: Lenguas racionales calculadas a partir de la funcién de la circun-
ferencia (izquierda) y a partir de la ecuacién diferencial (derecha) utilizando
el valor de I =0, 0035—9— En todo el espacio de paré.metros la funcién de la
circunferencia es un homeomorﬁsmo

dos acercamientos) del pardmetro a [m]. En algunas zonas es clara la bifur-
cacion del doblamiento de periodo (ver [Hale, 1991]). Junto con los diagramas
se calcula el exponente de Liapunov (ver [Schuster, 1995]): cuando es mayor
que cero la dindmica del sistema es cadtica, cuando es cero es cuasiperiédica
y cuando es menor que cero es periédica

6.9.3. Monoestabilidad y biestabilidad

A cada punto del espacio de pardmetros de una lengua racional —que
representa una configuracién de la neurona mecédnica— se le asocié alguna
sincronizacion (g, p). En las figuras 55, 56 y 57, puede observarse que dos con-
juntos diferentes, asociados a dos sincronizaciones diferentes (g1, p1) y (g2, p2),
pueden cruzarse. Para esos valores de pardmetros, en la dindmica del sistema,
puede verificarse la coexistencia de dos atractores periédicos (con diferente
periodo y nimero de rotacién): bajo una misma configuracién paramétrica,
la neurona mecénica periédicamente forzada por —a sen(27t), puede exhibir
dos diferentes sincronizaciones, inicamente variando las condiciones iniciales.
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Figura 58: Escalera del diablo en funcién del pardmetro M [kg| para cuatro
valores diferentes de a [m)].
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Diagrama de bifurcaciones

0.00163

4.

Figura 59: Diagrama de bifurcaciones del parametro a junto con el expo-
nente de Liapunov. Se utiliz6 M = 0,0007658kg, [ = 0,15m, h = 0,05m,
I =417 x107%2 o = 0,96rad y d = 0,4m.
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En la figura 60 se ilustra tal situacién. Si en la ecuacién (33) se utilliza
d =0,4m, a = 0,96rad, [ = 0,15m, h = 0,05m, a = 0,077m, M = 0,007kg
el = 0,00025%, se encuentra que para algunas condiciones iniciales la
dindmica exhibe una sincromizaciéon 1 : 1 (en particular para
zo = 0,725) y para otras, una sincronizacién 2 : 4 (en particular para
zo = 0,025).

Levantamiento Toro plano Circunferencia
N ) ,

[\ / _/ﬁSif)cronizacién /

\Y

Sincronizacion
24)

Sincronizacién

(1.1

x

Figura 60: Coexistencia de atractores peri6dicos.

El mismo fenémeno se observa en las ecuaciones diferenciales (25) que
rigen el movimiento de la neurona mecénica, cuando se utiliza g = 35280,
d = 0,4m, M = 0,000685kg, I = 0,00025;’%, a = 0,0782m, a = 0,96rad,
B = 2,356rad, | = 0,15m y h = 0,05m. Se encuentra que para algunas
condiciones iniciales las oscilaciones sincronizan como 1 : 1 (en particular
para 6(0) = o = 0,96rad, w(0) = 0 y m(0) = 0) y que para otras, sincronizan
como 2 : 4 (en particular para 6(0) = § = 2,356rad, w(0) =0y m(0) = 0).
La figura 61 ilustra tal situacion.

Tedricamente se sabe que en cada punto de la regién del espacio de
pardmetros en la que la funcién de la circunferencia es un homeomorfismo,
el sistema exhibe una tinica sincronizacién o es monoestable (ver observacién
6.6). Fuera de esta regién es en donde puede observarse la multiestabilidad.
Cabe resaltar que si se utiliza que el forzamiento sea de la forma —a sen(2xt),
la maxima multiestabilidad observada es 2. En la seccién 6.10 se mostrard
que con otros forzamientos —que las alturas del elevador estén regidas por
otras funciones peri6dicas— el sistema es capaz de exhibir triestabilidad o
cuatriestabilidad. Se mencionars brevemente cuéles son las condiciones que
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Figura 61: Coexistencia de atractores periédicos.

se le tienen que pedir a la funcién, para que el sistema presente los diferentes
tipos de multiestabilidad.

6.10. Otros forzamientos

En el trabajo se mostraron y analizaron los célculos numeéricos de la
dindmica de la neurona mecénica periédicamente forzada utilizando que las
alturas del elevador variaran segiin la funcién ~a sen(27t). Si se utilizan otras
formas periédicas de forzamiento, puede aflorar multiestabilidad de orden
mayor a dos.

Cabe resaltar que el problema de conocer analiticamente el tipo de mul-
tiestabilidad que presente alguna familia de la circunferencia, puede atacarse
(en algunos casos) extendiendo la familia al plano complejo: el nimero de
puntos fijos que presente la familia compleja serd el grado méximo de mul-
tiestabilidad. Para mayores detalles se recomienda consultar
[Carrillo Ledesma, 2003].
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Si en la funcion de la circunferencia (33) se utiliza:

m*(z)

I

= a + bsen(27nz) + csen(4nz),

en la dindmica del sistema se observa monoestabilidad, biestabilidad,
triestabilidad y tetraestabilidad. En la figura 62 se muestran las regiones
de sincronizacion en el espacio (a, b). El valor del pardmetro ¢ que se utilizé

es 0,1; los valores de a y b corren de 0 a 1.
+
o I(I) = —asen(2nz), se obtiene la familia clésica. Las

propiedades dindmicas de esta familia pueden consultarse en [Dfaz, 1996] y
[Diaz, 2002] y las regiones de sincronizacién se muestran en la, figura 63

S1 se escoge —
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Figura 62: A) Regiones de sincronizacién de la neurona mecénica periddica-
mente forzada utilizando que —%,ﬂ = asen(2nz)+bsen(4nx). B) Regiones
de monoestabilidad. C') Regiones de biestabilidad. D) Regiones de triesta-

bilidad. £) Regiones de tetraestabilidad. Cortesia del Mat. Antonio Carrillo
Ledesma.

146




Figura 63: Familia cl4sica.
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7. Comentarios finales

Entender la dindmica emergente de un oscilador autosostenido periédica-
mente forzado, fue el problema que se plante6 en el presente trabajo. El
contexto en el que se introdujo la problemética fue el de la modelacién neu-
roeléctrica: una neurona marcapasos periédicamente estimulada.

Por su naturaleza, el trabajo se dividi6 en dos partes principales: una
expositiva (capitulos 2, 3, 4 y 5) y una de investigacién (capitulo 6). En la
primera se presentaron las herramientas mateméticas necesarias para seguir
el texto, y se expusieron los elementos biofisicos que son indispensables para
entender los procesos involucrados en la senal neuroeléctrica (potencial de
accion). Ademds se expusieron dos ejemplos clédsicos de la modelacién neu-
roeléctrica: el modelo de Hodgkin y Huxley, y el modelo de FitzHugh-Nagumo.
Para cada uno de los modelos se pusieron de relieve los logros conseguidos
en la comprensién de los procesos detrds del potencial de accién, pero tam-
bién se hicieron patentes las complicaciones matemsticas que envuelven a la
fenomenologfa.

Habiendo quedado claro el escenario matemadtico y bioffsico que rodea al
problema planteado, se hizo la siguiente propuesta: la dindmica de una célula
nerviosa. periédicamente estimulada es andloga a la dindmica de un dispo-
sitivo mecénico especial (la neurona mecédnica) que recibe un forzamiento
periédico.

Utilizando la correspondencia entre el sistema biol6gico y el sistema mec4-
nico, se consiguieron avances importantes en la modelacion, en la simulacién y
en la teoria. Utilizando como forzamiento a la funcién armoénica —a sen (2nt),
se observé la modulacién de la frecuencia de los tiempos de disparo (los
potenciales de accién no son equidistantes): el codigo que usan las células
nerviosas para comunicarse. También se vié que variando los pardmetros es
posible cambiar la forma cualitativa de la secuencia de tiempos de disparo,
e incluso que las secuencias de tiempos de disparos pueden ser asincronas o
sincrénicas. En el dltimo caso se vi6 que eran posibles varias sincronizaciones.

En lo que respecta a los logros tedricos, fue posible obtener una funcién
de la circunferencia en la circunferencia de la ecuacién diferencial no lineal
y no auténoma con condiciones de brinco, que rige la dindmica de la neu-
rona mecdnica. Desafortunadamente, la funcién de la circunferencia que se
encontré —que encripta todos los posibles comportamientos del dispositivo
mecénico forzado— es una ecuacién implicita que tiene un componente no
conocido analfticamente. Sin embargo, se demostré que en una regién del
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espacio de pardmetros, existe una funcién de la circunferencia en la circun-
ferencia, explicita y con todas sus componentes conocidas analfticamente,
que aproxima la dindmica del dispositivo forzado.

Utilizando la funcién de la circunferencia explicita, y la teorfa moderna de
rotacion, se pudieron demostrar tedricamente algunos aspectos de la dindmi-
ca de la neurona mecénica. Por ejemplo, se demostré que en una regién del
espacio de pardmetros —en donde la. funcién de la circunferencia en la circun-
ferencia es un homeomorfismo de la circunferencia— dada una configuracién
parameétrica, todas las soluciones (diferentes condiciones iniciales) convergen
asintéticamente a la misma sincronizacién. Al calcular (numéricamente) las
regiones de sincronizacién, en una regién del espacio de parametros, se encon-
tré que el sistema es capaz de exhibir biestabilidad: dada una configuracién
parameétrica, algunas soluciones convergen a una sincronizacién q : p; y otras
a una sincronizacién (diferente) g2 : po. También se encontraron cudles son
todas las posibles formas en la. que la neurona mecédnica puede sincronizar.

Es muy importante resaltar que cualitativamente hablando, la dindmica
de la funcién f : S — S que rige la dindmica del dispositivo mecénico:

M 2 2
f(z) =z+ = p‘;’;ltan (arccos (cosa+asenTm:)> mod 1

es equivalente a la dindmica de la familia clésica g: S — S :

g9(z) =z + a+bsen27z mod1

(comparar figuras 55 y 63). Esto directa e indirectamente genera varias pre-
guntas para resolver en futuras investigacones:

1. ;Cuadles son las caracteristicas que debe tener el forzamiento para que
el sistema exhiba diferentes multiestabilidades (biestabilidad, triesta-
bilidad, cuatriestabilidad, etcétera)?

2. ;Cuales son las caracteristicas minimas necesarias de un oscilador para
que su dindmica sea cualitativamente equivalente a la de la neurona
mecénica que en este trabajo se ha definido?

3. ;Existen dindmicas comunes a todos los osciladores periédicamente
forzados (propiedades universales)?
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Ademas también se ocurren preguntas como jqué deben cumplir los para-
metros del sistema para que éste exhiba algunas sincronizaciones preferi-
das? jqué deben cumplir los pardmetros del sistema para que ninguna sin-
cronizacion sea preferida?

En lo que respecta al trabajo experimental, cabe resaltar que en futuros
proyectos se pretenden comprobar las predicciones tedricas planteadas en el
trabajo ya sea en osciladores biol6gicos, mecédnicos y/o electrénicos.
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8. Apéndice

A. Dinamica de la rotacién

Se van a estudiar las variaciones angulares de un cuerpo rigido que es
libre de rotar en dos dimensiones. Se designard a la variable angular con 0 y

a la velocidad angular con w = —. Para realizar este apéndice se consulté
[Feynman, 1987).

Cuando un cuerpo rigido rota, hay cambios en las posiciones de los puntos
que lo conforman. Sin embargo, por ser rigido, la distancia entre sus puntos
se mantiene siempre fija. Por tanto, para dar cuenta de la dindmica de un
cuerpo de esta naturaleza, es suficiente describir la trayectoria de un punto
P(z,y), que después de rotar un angulo A6, llega al punto Q(z+ Az, y+ Ay)
(ver figura 64).

Y v Ax
N\ Q=ix+Axy+Ay)

-

vy
P=(xy)

-)

® A

D x

Figura 64: Rotacién de un dngulo Af.
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A partir de la figura 64 se deducen las siguientes igualdades:

senf = ﬁng
PQ T
A

cosf = :y:—zi,
PQ

con PQ la distancia del punto P al punto Q. Si se considera que Af es un
cambio infinitesimal, se obtiene:

PQ =rAd.
Al sustituir en las dos igualdades anteriores:

Ax = —yAd (35)
Ay = zA6.

Al dividir estas ultimas ecuaciones entre el cambio infinitesimal en el tiempo
At, se encuentra:

d

d_j = Uz = —Yw (36)
dy

g T T

en donde v; y v, son las velocidades del punto P en la direccién = y en la
direccion y, respectivamente.

A.1l. La torca, el momento angular y el momento de
inercia

El concepto que en esta seccién se introduce, la torca, juega un papel
andlogo en la dindmica de la rotacién, al que juega la fuerza en la dindmica
de la traslacién. En la dindmica de la rotacién, se cample un teorema andlogo
al teorema. del trabajo de la dindmica traslacional:

El trabajo es igual a la magnitud de la torca por el d4ngulo.

Al rotar un cuerpo rigido un dngulo infinitesimalmente pequeno, el tra-
bajo AW que se realiza es:

AW = |F;Ax + F,Ay|,
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donde F, y F, son las fuerzas en la direccion z y y, respectivamente. Al
sustituir las ecuaciones (35) se obtiene:

AW = |F. (~yA6) + F, (00)
|(Fyr — FLy)| A8
= |rx F|A8,

donde r es el vector de la posicién y F es el vector de la fuerza. De esta
dltima igualdad, y recordando qué es lo que debe cumplir e] teorema del
trabajo para la dindmica de la rotacién, se escoge que el vector r x F' sea
igual a la torca 7.

Siguiendo con las analogias, asi como la fuerza F' es igual a la derivada
de una cantidad p, llamada momento, la torca debe ser igual a la derivada
de otra cantidad L, llamada momento angular. Su expresién se deduce de las
siguientes igualdades:

T = |Fx -y k
= |Pyil? - Z)Iy' k
= [Py — poy + (2ym — 2ym)| k
d )
= \E (xpy ~ ypz)| b
= gt (r x p)( k=1L,

con k el vector (z,y,2) = (0,0,1).
Para una particula de masa m, se encuentra:

L = |zpy—ypelk
= |m(zvy — yvo)| k
= |mw(z® +y*)| k
= mrt|w|k =1 |w|k.
En las igualdades anteriores se sustituyeron las ecuaciones (36) y se defini6 la

cantidad I = mr? (equivalente a la masa en la dindmica traslacional) llamada
momento de inercia.
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A.2. Un sistema de particulas

Las definiciones para torca, momento angular y momento de inercia de la
seccién anterior, involucran a una sola particula. A continuacion se deducen
las ecuaciones referentes a estos conceptos, cuando se tiene un sistema de n
particulas.

Sobre cada particula i, actda una fuerza exterior F;. La fuerza de m-
teraccion que ejerce la particula 7, sobre la particula j (# ¢) se denomina F;;.
De aqui que, para cada particula i:

dL,
Ti:dt =r; X (F+ZE]>

I

La torca total 7 de un sistema de particulas, es la suma de todas las

torcas:
i=1 i
Por la tercera ley de Newton, F;; = —Fj;, y entonces:

n n
T = E T X Fi = E Ti.
i=1 i=1

La torca total en un sistema de particulas es igual a la suma de todas las
torcas externas que actian en el sistema.
De la definicién de momento angular se sigue que:

Z:L;Ti = E:I;Lz:%zj;l/l

3

(Z 11> w= 2 (Iw),

con I= 3" m;r? el momento de inercia total (equivalente a la masa total de
i=1
un sistema en la dindmica traslacional).
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