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Introducción 

La teoría de códigos e información encuentra sus bases establecidas en el artículo "A Ma­
thematical Theory of Communication", por C. E. Shannon, publicado en 1948 [16] . Conociendo 
el hecho que los medios de transmisión (canales) no son ciento por ciento confiables, podemos 
considerar que el principal problema de dicha teoría es: ¿cómo saber en qué momento ocurrió un 
error? y ¿existe la posibilidad de recuperar la información original? 

A partir de la publicación de este artículo se han ido desarrollando elementos que proponen 
distintas formas de atacar el problema. 

Hoy en día estas preguntas cobran mayor importancia. En la misma medida en que las ca­
municaciones cambian de análogicas a digital, se busca el uso de los códigos binarios para la 
deLección y recuperación de errores. 

Nuestro propósito con este trabajo es buscar el comportamiento que se presenta con los 
siguientes códigos detectores y correctores de errores: Hamming, Golay, Reed-Muller y Reed­
Solomon. Estos códigos han sido ampliamente usados para distintas aplicaciones con el objetivo 
de minimizar las probabilidades de error. Nuestra intención es implementarlos y observar su 
comportamiento cuando son sometidos al ruido blanco y al ruido de ráfagas, en particular. 

XI 



Capítulo 1 

Elementos básicos de la Teoría de 
Códigos e Información 

1.1. Introducción 

Existen tres razones principales para codificar datos: 

• Eficiencia. Relacionada con la teoría de la información. 

• Corrección y detección de errores. Relacionada con la teoría de códigos . 

• Ocultamiento de la información. Relacionada con la criptología. 

Nuestro trabajo se concentra en la teoría de códigos. 

1.2. Cadenas y códigos 

Para que podamos iniciar este estudio, necesitarnos establecer los conceptos básicos para tener 
un lenguaje común al describir el desarrollo y el tratamiento de los problemas más adelante. Por 
tal motivo presentarnos las siguientes definiciones que siguen el enfoque de Steven Roman [15J. 

Definición 1.2.1. Una cadena es una sucesión finita de elementos de un conjunto S = {8l, 82, ... , sn} 
de n símbolos distintos, al cual se le denomina alfabeto. 

Cabe señalar que no nos interesa la semántica del mensaje y sólo nos interesan los símbolos 
corno unidade.<J de transmisión. 

Dado que la cadena es finita podernos hablar de su longitud, es decir, si tenernos una cadena 
x = X1X2 .•. Xk entonces la longitud de x es el número de símbolos que forman la cadena y la 
denotaremos corno len (x) = k. . 

La operación fundamental entre las cadenas es la concatenación, la cual definimos enseguida. 

1 



2 1 Elementos básicos de la Teoría de Códigos e Información 

Definición 1.2.2. La concatenación es una operación binaria sobre un conjunto de cadenas W 
tal que: 

m:W X W -t W 

El efecto de concatenar una cadena x con la cadena z se logra haciendo seguir a la cadena x con 
los símbolos de z. 

Con base en lo anterior, definimos: 

Definición 1.2.3. Sea w = xz 

• x es un prefijo de w . 

• z es un sufijo de w. 

Definición 1.2.4. La cardinalidad de un conjunto de cadenas A, es el número de elementos que 
pertenecen al conjunto A y se denota como I A l. 

Definición 1.2.5. Definimos el conjunto An como el conjunto de todas las cadenas de longitud 
n que comparten el mismo alfabeto. 

1.2.1. Distancia de Harnming 

Es conveniente que dispongamos de una medida que indique que tan distintas son dos cadenas 
entre sí, que tan alejadas están. Para ello utilizaremos la distancia de Hamming. 

Definición 1.2.6. La distancia de Hamming entre dos cadenas cualesquiera x, y E sn, denotadas 
con d(x,y), es el número de posiciones en las que x difiere de y. 

La distancia de Hamrning es una verdadera métrica para sn, dado que satisface las siguientes 
tres propiedades: 

1. Positiva definida. 
d(x,y) ~ O Y d(x,y) = O si y solo si x = y 

2. Simétrica. 
d(x,y) = d(y,x) 

3. Desigualdad del triángulo. 
d(x,z) ~ d(x,y) + d(y,z) 
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1.2.2. Códigos 

Definición 1.2.7. Un código es un conjunto cualquiera de cadenas sobre un cierto alfabeto. 

Definición 1.2.8. Definimos a A* como el conjunto de todas las palabras sobre A incluyendo 
la palabra de longitud cero. 

Definición 1.2.9. Sea A = {al, a2, ... , ar } un conjunto finito de r símbolos al que llamaremos 
alfabeto del código. Un código r-ario sobre A es un subconjunto e de A*. El número r es llamado 
la base del código. 

Ejemplo 1.2.10. Si A = {O, 1}, un ejemplo de un código binario es e = {O, 10, U}. 

Hay ciertos tipos de códigos que son convenientes porque nos facilitan la tarea de interpretar 
las palabras, es decir, el proceso de decodificación . Una característica de gran utilidad es que un 
código sea unívocamente decodificable. 

Definición 1.2.11. Un código es unívocamente decodíficable si no hay dos sucesiones diferentes 
de palabras de código que representan la misma cadena sobre A, siendo A el alfabeto del código. 

Ejemplo 1.2.12. e = {O,Ol,OOl} es unívocamente decodificable. 

Definición 1.2.13. Un código instantáneo es un código unívocamente decodificable en el que la 
decodificación puede hacerse leyendo sucesivamente de izquierda a derecha, la palabra de código. 

Ejemplo 1.2.14. e = {O, 10, UO} es un código instantáneo. 

En los códigos instantáneos ninguna palabra completa del código constituye un prefijo, es 
decir, una subcadena inicial de otra palabra más larga. 

Diremos que un código tiene la propiedad de prefijo si ninguna palabra de código es prefijo 
de otra palabra de código. 

Con estos elementos cubrimos los conceptos esenciales al hablar sobre los códigos en general. 
En el siguiente capítulo presentaremos los conceptos relacionados con la corrección y detección 
de errores. 



Capítulo 2 

Corrección y detección de errores 

2.1. Introd ucción 

Sabemos que los canales no son 100 % confiables. Por tal motivo, debemos aprender a tra­
bajar con los errores, de tal forma que podamos minimizar sus consecuencias. En este capítulo 
estudiaremos cómo se pueden detectar los errores y cuándo es posible corregirlos. 

Podemos suponer que los símbolos viajan uno a la vez a través del canal de transmisión, esto 
es, de forma serial. Así que cada uno de ellos se ve expuesto a la posibilidad de ser alterado 
individualmente. Si nosotros al recibirlos, sólo los consideramos de forma individual, no tenemos 
forma de detectar si ocurrió un error o no. Por ejemplo, considérese un canal simétrico binario, 
como el ilustrado en la Figura 2.1, si se envía un cero y se recibe un uno, el receptor no se da 
cuenta del que se cometió un error, porque recibir un uno es tan válido como recibir un cero. Por 
otro lado, si consideramos grupos de símbolos entonces podemos decir si el grupo de símbolos 
que llegó es válido. 

Resulta conveniente entonces considerar a los símbolos elementales agrupados en palabras o 
bloques de longitud fija. A un código constituido de esta manera se le denomina código de bloque. 

Definición 2.1.1. Un código de bloque r-ario e sobre un conjunto A, es un subconjunto no 
vacío de An. Los elementos de e se denominan palabras del código, y n es la longitud del código. 

A un código con M palabras de longitud n sobre un alfabeto de r símbolos se le denomina un 
(n,M)-código r-a1"Ío. 

Una vez que establecemos un código de bloque sobre el canal, estamos determinando el con­
junto de palabras válidas, esto es, quiénes son los grupos válidos de símbolos. 

Definición 2.1.2. Un canal de comunicación consiste de un alfabeto del canal finito, A = 
{al, ... , ar } y un conjunto de probabilidades del canal 1, P(aj recibido I ai enviado) que satis-

lTambién se les llama probabilidades hacia adelante o probabilidades de transición. 

5 
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r 

L P(aj recibido I ai enviado) = 1, Vi. 
j = l 

Cabe señalar que estamos suponiendo que estas probabilidades no cambian con el tiempo. 

Definición 2 .1.3. Se dice que un canal de comunicación es sin memoria si la salida de cualquier 
súobolo que sea transmitido es independiente de la salida del símbolo transmitido previamente. 
En términos más formales, si e = el .. . Cn y x = Xl . . . X n son palabras de longitud n sobre el alfabeto 
A, la probabilidad P(x recibido I e enviado) es el producto: 

P(x recibido I e enviado) = II P(Xi recibido I Ci enviado). 
i = 1 

2.2. Tipos de canal 

Existen distintos tipos de canales. De hecho, la mayoría de los canales que se presentan en 
la realidad difieren de los modelos más comunes que se manejan en la teoría de códigos. Sin 
embargo, estos modelos son de suma utilidad para entender el comportamiento de los canales 
reales. 

Las Figuras 2.1 y 2.2 presentan dos tipos de canales básicos: el canal simétrico binario y el 
canal de borrado binario. 

l-p O e .- - - --------''------. e O 

p / 
p 

1 e ------,------ " e ) 
I-p 

Figura 2.1: Canal simétrico binario. 
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o .----q"---- -. O 

p 
l-p--q 

? .----"----7'<-- - -. ? 

l-p--q 

~----=q---- • 1 

Figura 2.2: Canal de borrado binario. 

La matriz del canal está definida por las probabilidades del canal, que se colocan de la siguiente 
forma: 

r 

p(Yllxl) p(Y2Ix l) 
p(Yllx2) p(Y2Ix 2) 

p(Yllxs ) p(Y2Ixs ) 

.. . p(YtIXl) 1 

. . . p(YtI X2) 

. . . p(ytlxs ) 

Obsérvese que cada renglón de la matriz del canal corresponde a un solo símbolo de entrada, 
y cada columna corresponde a un único símbolo de salida. 

Se puede usar esta matriz para definir algunos tipos especiales de canales. 

Definiciones 

Sean X Y Y variables aleatorias que corresponden a la entrada y a la salida, respectivamente. 

1. Intuitivamente, un canal es sin pérdida si la entrada X está completamente determinada 
por la salida Y. Concretamente, un canal es sin pérdida si se cumple que: 

a) Existen subconjuntos ajenos no vacíos Bl, ... , Bs del alfabeto de salida con la propiedad 
que P(Y E Bi I X = Xi) = 1 donde i = 1, ... , s. 

b) Para cualquier distribución de probabilidad del alfabeto de entrada, si p(Yj) .¡ O 
entonces existe un Xi para el cual p(xiIYi) = 1. 

2. Intuitivamente, un canal es determinístíco si la salida Y está completamente determinada 
por la entrada X. Concretamente, un canal es determinístíco si se cumple que: 

a) Para toda Xi existe una Yi para el cual p(Yilxd=1. 

3. Un canal es sin ruido si es tanto sin pérdida como determinístico. Equivalentemente, un 
canal es sin ruido si existe una función inyectiva cp del alfabeto de entrada {Xl, ... , X s} al 
alfabeto de salida {YI, ... , Yt} para la cual p( cp( Xi) IXi) = 1 para toda í. 
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4. Intuitivamente, UD canal es inútil si el conocimiento sobre la entrada X no DOS dice nada so­
bre la salida Y . Específicamente un canal es inútil si cualquiera de las siguientes condiciones 
se cumplen. 

a) Los renglones de la matriz del canal son iguales. 

b) La entrada X y la salida Y son independientes para todas las distribuciones de pro­
babilidad sobre la entrada. 

En la Figura 2.3 se ilustran estas definiciones. 

_____ e 

• • -------e _____ e 

• • -------e 
_____ e 

• • -------e 
Canal sin pérdida. 

.-----------------.~ . . -------------.. . -----------.. 

.------------.. 
Canal sin ruido. 

Figura 2.3 
Tipos de canales 

.-------• • .----­.-------• • .-----.-------• • .-----
Canal determinístico. 

o .'.-----'p'------•• O 

1 .----------. 1 
l-p 

Canal inútil. 
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2 .3. Canal de Gilbert-Elliot 

En los tipos de canales anteriores, la posibilidad de que un bit sea alterado es independiente 
de las posibles alteraciones de los bits adyacentes. Sin embargo, a veces durante una transmisión, 
los errores que ocurren no son independientes entre sí. De tal suerte que si un bit es alterado 
entonces aumenta la probabilidad de que los bits consecutivos sean alterados también hasta llegar 
a un momento en donde la probabilidad de alteración va disminuyendo hasta que nuevamente la 
transmisión es con muy pocos errores. A este bloque de bits erróneos consecutivos se le conoce 
como ráfaga2 . 

El modelo del canal de Gilbert-Elliot se propone simular el comportamiento de un canal con 
ráfagas. El modelo que aquí presentamos está basado en el artículo de Mushkin [12] y en el 
material de Sun [17] . Este modelo consiste en tina cadena de Markov, donde hay dos estados, 
vamos a llamarlos el estado bueno y el estado malo. En cada estado hay un canal simétrico 
binario. La probabilidad de cruzamiento del estado bueno es muy baja y la probabilidad de 
cruzamiento del estado malo es muy alta. A estas probabilidades las denotaremos como PC1 Y 
PC2 ' respectivamente. 

Además de las probabilidades anteriores, existen otras cuatro probabilidades, que se muestran 
en el Cuadro 2.1. Este modelo se ilustra en la Figura 2.4. 

Pbb Probabilidad de pasar del estado bueno al estado bueno. 
Pbm Probabilidad de pasar del estado bueno al estado malo. 
Pmm Probabilidad de pasar del estado malo al estado malo. 
Pmb Probabilidad de pasar del estado malo al estado bueno. 

Cuadro 2.1: Probabilidades de transición . 

En este modelo se parte del hecho que la probabilidad de pasar del estado bueno al estado 
malo es baja, y la probabilidad de pasar del estado malo al estado bueno es alta. Esta última 
probabilidad determinará la longitud de la ráfaga, entre más alta sea, la longitud de la ráfaga 
aumentará. 

El modelo de Gilbert-Elliot es una cadena de Markov ergódica, como se señala en [12], porque: 

• Sus dos estados se intercomunican, es decir, la probabilidad de transición entre ellos es 
distinta de cero. 

• Es acíclica porque tiene ciclos de período uno. 

Por tratarse de una cadena de Markov ergódica entonces 

Hm pro = rIJ' y 
n -+oo 1) 

donde P¡j es la entrada (í, j) en la matriz de transiciones y rIj es la probabilidad de estar en 
el estado j. 

2Es más conocido por el término en inglés burst error. 



10 2 Corrección y detección de errores 

Pmb Prnrn 

sí) 
Pbm 

O. 1-~ • O O. 1- P.z • O 

P, P2 
/ 

P. 

/ 1 • •• 1 • 1 • l-p¡ l-~ 

Figura 2.4: Canal de Gilbert-Elliot. 

Las ráfagas que afectan a los canales son ocasionadas por causas externas, que pueden ir desde 
factores del clima, como la temperatura, el viento; las descargas eléctricas o bien interferencias 
con otras transmisiones. 

2.4. Regla de decisión 

Cuando estamos transmitiendo la información a través del canal, el receptor debe decidir 
cómo interpretar las palabras que están llegando (independientemente de que sean correctas o 
no), es decir, el receptor debe hacer una suposición plausible acerca de cuál de las palabras válidas 
le fué enviada, con base en la palabra recibida. 

Definición 2.4.1. Sea e un (n, M)-código sobre el alfabeto A. Supóngase que la palabra de 
código c no contiene el símbolo "7" (en caso que lo contenga, simplemente se reemplaza por otro 
símbolo). Una regla de decisión para e es una [unción f : An -+ e u {7}. Al proceso de aplicar 
la regla de decisión se le llama decodificación. Si x es una palabra en An entonces la regla de 
decisión f decodifica x en la palabra de código f(x) en caso de que f(x) E C . De lo contrario, 
si f(x) = 7 entonces se declara un error de decodificación. Este concepto se ilustra en la Figura 
2.5. 

Para enunciar este concepto de una forma más intuitiva, diremos que una regla de decisión 
es un procedimiento que decide, dada la cadena recibida, qué cadena de código le corresponde o 
si han ocurrido errores. 
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Palijbr:a 
envIada 

C l • 

Canal 
>-

Posibles palabras 
recibidas 

• 
• 

• 

Regla de 
decisión 

~.Cl 

~? •• 
Figura 2.5: Regla de decisión. 
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La elección de la mejor regla de decisión depende de las características del canal y debemos 
mantener en mente que nunca podemos estar completamente seguros de que la regla de decisión 
entrega la palabra de código que realmente fué enviada. 

Naturalmente, deseamos tener la regla de decisión que se equivoque lo menos posible, es decir, 
dado que se envió la palabra e y se recibió una determinada palabra d, deseamos que f(d) = e 
la mayor parte de las veces. Y como queremos que se equivoque lo menos posible, necesitamos 
calcular que tan probable es decodificar correctamente. Así tenemos que 

P(decodificar correctamente) = ¿ P(J(x) enviado I x recibido)P(x recibido) 
xEAn 

Definición 2.4.2. Definimos al observador ideal como cualquier esquema de decisión f con la 
propiedad de que 

P(J(x) enviado I x recibido) = máx{P(c enviado I x recibido)} 
cEe 

para todas las posibles cadenas recibidas x. 

Sin embargo, la principal desventaja del observador ideal es que depende de la distribución 
de probabilidad del alfabeto de entrada. Por lo tanto si esta distribución cambia es probable que 
cambie también el observador ideal. Por otro lado, al pretender implementarlo, nos damos cuenta 
que necesitamos almacenar IAnl probabilidades por palabra de código. 

Una forma de evitar esta dependencia es suponer una distribución de probabilidad uniforme. 
Es decir, 

. 1 
P(c envzado) = M' 

donde M es el tamaño del código. 

Esto nos lleva a la siguiente definición. 
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Definición 2.4.3. Una regla de decisión de máxima verosimilitud es una regla de decisión f que 
maximiza las probabilidades del canal, es decir, 

P(x recibido I J(x) enviado) = máx P(x recibido I c enviado) 
)CEe 

para toda x E An. 

De tal manera que cuando la distribución de probabilidad de entrada es uniforme, el obser­
vador ideal es aquel que aplica la regla de decisión de máxima verosimilitlld . 

2.5. Decodificación del vecino más cercano 

Ahora que contamos con el concepto de la regla de decisión de máxima verosimilitud, vamos 
a usarlo. En particular con el canal simétrico binario. 

Como los canales de comunicación no son tan malos, podemos asumir que la probabilidad 
de que ocurra un error (probabilidad de cruzamiento) es menor que ~ . De hecho, un canal que 
tuviera una probabilidad de cruce ligeramente inferior a ~ sería extremadamente malo. Por lo 
tanto, la probabilidad de que un símbolo se reciba correctamente es 1 - p. Así, la probabilidad 
de que una palabra se reciba sin errores es 

P(palabra correcta) = (1 _ p)n 

La probabilidad de que una palabra de código c difiera de una palabra x en exactamente k 
posiciones3 es: 

P(k símbolos erróneos en lugares específicos) = pk(1 _ p)n- k 

De tal manera que si la palabra de código c difiere de una palabra x en exactamente k 
posiciones entonces 

P(x recibida I c enviada) = pk(1 - pt- k 

A continuación enunciaremos un teorema importante en relación con la utilidad de la distancia 
de Hamming. El lector puede consultar la demostración en [15J . 

Teorema 2.5.1. Para un canal simétrico binario con probabilidad de error p < 1/2, la regla de 
decisión de máxima verosimilitud es la que elige la palabra de código cuya distancia de Hamming 
a la palabra recibida x es mínima. 

A las palabras de código con mínima distancia de una palabra x se les denomina las vecinas 
más cercanas de x y la regla de decisión que se acaba de mencionar se le denomina por lo tanto 
de vecino más cercano. 

30bsérvese que en la siguiente fórmula se hace hincapié de que se tratan de lugares específicos. De lo contrario, 
tendriamos que calcular (~) y multiplicarlo por la fórmula que se presenta. 
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2.6. La distancia mínima de un código 

Al hablar de la regla de decisión del vecino más cercano, nos empezamos a dar cuenta que 
nos conviene que las palabras del código sean tan diferentes como sea posible entre ellas mismas, 
es decir, que la distancia de Harnming entre ellas sea lo suficientemente grande. 

Definición 2.6.1. Sea u un entero positivo. Un código e es detector de u errores si para cualquier 
palabra que presente de 1 a u errores, dicha palabra no es una palabra de código. Un código e 
es detector de exactamente u errores si es detector de u errores, pero no de u + 1 errores. 

Definición 2.6.2. Sea v un entero positivo. Un código e es corrector de v errores si al decodificar 
con la regla de decisión del vecino más cercano, es posible corregir v errores o menos. Un código 
es exactamente corrector de v errores si es corrector de v errores, pero no de v + 1 errores . 

Así, la cantidad de errores que pueden detectarse o corregirse depende de la distancia mínima 
entre cualesquiera dos palabras del código. 

Definición 2.6.3. Sea e un código con al menos dos palabras. La distancia mínima del c6digo, 
que denotaremos con d(C) es la distancia más pequeña entre las distintas palabras del código: 

d(e) = mín{d(c¡, Cj) I CI, Cj E e, CI -=1- Cj} 

dado que CI =1- Cj, d( e) 2: 1. 

Definición 2.6.4. Un código r-ario con M palabras diferentes, de longitud n y distancia mínima 
d es un (n, M, d)-código r-ario. 

Por último, tenemos el siguiente teorema que será muy útil en este trabajo. Su demostración 
puede ser consultada en [14J. 

Teorema 2.6.5. Si e es un (n, M, d)-código entonces es detector de exactamente d - 1 errores 
y corrector de exactamente L d;l J . 

2.7. Códigos maximales 

Un código maximal es aquel que posee todas las palabras de código posibles, dadas ciertas 
características. 

Definición 2.7.1. Un (n, M, d)-código es maximal si no está contenido en un código más grande 
con la misma distancia mínima, es decir, si no está contenido en un (n, M + 1, d)-código. 

La demostración del siguiente teorema puede consultarse en [5J . 

Teorema 2.7.2. Un (n, M, d)-código es maximal si y sólo si, para todas las palabras xE An , 
hay una palabra de código C con la propiedad que d(x, c) < d. 
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2.8. Probabilidad de error al decodificar 

Naturalmente, lo que pretendemos es poder decodificar tan correctamente como sea posible. 
Sin embargo, antes debemos precisar que significa "tan correctamente como sea posible" . 

La probabilidad de que ocurran k ::; n errores en una palabra de longitud n transmitida por 
un canal simétrico binario con probabilidad de error pes: 

Si el lector desea ver la demostración del siguiente teorema, puede consultarla en [14J . 

Teorema 2.8.1. Para un canal simétrico binario y usando decodificación del vecino más cercano, 
la probabilidad de error al decodificar una palabra, es decir, la probabilidad de que la palabra 
decodificada no sea la enviada, satisface: 

2.9. Códigos perfectos y esferas de empaque 

Hemos estado hablando sobre la distancia entre dos palabras de código, el siguiente paso 
es definir qué es una vecindad. El punto alrededor del cual se establece esta vecindad, o más 
propiamente, la esfera, es una palabra de código x. Y los elementos que caen dentro de esta 
esfera son las palabras vecinas más cercanas a x . 

Definición 2.9.1. Definimos z,. como el conjunto de los enteros {a, 1, ... , r -1} . 

Definición 2.9.2. Definimos Z~ como el conjunto de todas las cadenas de longitud n cuyo 
alfabeto es z,.. 

Definición 2.9.3. Sea x una cadena en Z~ y sea p ~ o. La esfera S;.'(x, p) con centro en x y 
radio p es el conjunto de todas las cadenas en Z~ cuya distancia a x es, a lo más p. En símbolos, 

S;.'(x,p) = {y E Z~ I d(x,y) ::; p} 

Definición 2.9.4. El volumen de una esfera S;.'(x, p) es el número de cadenas en ella. 

Así que el volumen de una esfera de radio pes: 

en Z2" 
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V/(p) = t (~). 
k=O 

Definición 2.9.5. Sea e un (n, M, d)-código r-ario. El radio de empaque de e, que denotamos 
como Pr(e), es el radio más grande posible para un conjunto de esferas disjuntas centradas en 
una palabra de código. Al conjunto de esferas S;' (el, Pr( e)) (Ci E e), se le denomina las esferas 
de empaque para e. 

En las Figuras 2.6 y 2.7 queremos ilustrar el concepto de las esferas de empaque, donde los 
puntos negros indican las palabras de código y los círculos alrededor de ellos son las esferas. 

o oO. o o o o o o 
o °rA° ° 0 0: \¿j- ~ , 'a', 

Figura 2.6: Esferas de empaque. 

Figura 2.7: Código perfecto. 

Las demostraciones que corresponden tanto al teorema como al corolario siguientes, pueden 
ser consultadas en [14]. 

Teorema 2.9.6. El radio de empaque de un (n, M, d)-código es Pr(C) = L d;l J. 
Corolario 2.9.1. Un código es corrector de exactamente v errores si y sólo si Pr(e) = v. 

Definición 2.9.8. Un (n, M, d)-código r-ario e = {Cl, . .. , CM} con alfabeto 7 .... es perfecto si la.., 
esferas de empaque son una partición de Z~ . 

Entonces, un código es perfecto si no hay palabras x E A" que queden fuera de alguna esfera 
de empaque. 
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2.10. Equivalencia de códigos 

Definición 2.10.1. Dos códigos son equivalentes si uno puede ser obtenido del otro por una 
combinación de operaciones de los dos tipos siguientes: 

1. Permutar las posiciones de todas las palabras del código. 

2. Dada una posición específica, aplicar una permutación a los símbolos en esa posición. 

Afortunadamente, podemos encontrar una forma más clara de dar esta definición en [5], la 
cual presentamos a continuación: 

Supongamos que tenemos un (n, M, d)-código r-ario C y que acomodamos cada una de las 
palabras del código en un renglón de una matriz de n columnas y M renglones a la que llamaremos 
M . Las reglas del juego de equivalencia son las siguientes: 

1. Cambiar el orden de las columnas de la matriz. 

2. Dada una columna y una permutación de los símbolos en el alfabeto A del código (es decir 
una función biyectiva de A en A): aplicar la permutación a los elementos de la columna. 

3. Cambiar un renglón por otro. Esta última regla no aparece arriba, pero es evidente, solo 
altera el orden en el que son listadas las palabras del código. 

Teorema 2.10.2. Si el alfabeto A de un código contiene el símbolo O entonces cualquier código 
sobre A es equivalente a uno que contiene la palabra O. 

2.11. Tasa de transmisión y tasa de corrección 

Hay un compromiso entre las dos cualidades deseables en un código: eficiencia y robustez. 

Definición 2.11.1. La tasa de transmisión de un (n, M)-código C, r-ario es: 

R(C) = logr(M) ~ l. 
n 

Definición 2.11.2. La tasa de corrección de error de un (n, M, d)-código C, es: 

Ld- lJ 
ó(C)= 2, 

n 

el número de errores que pueden corregirse en cada palabra entre el tamaño total de la palabra. 

Este tipo de medidas son importantes, pues nos ayudan a distinguir de una manera pro por­
cionalla calidad de envío de información por un lado y la capacidad de corregir errores por otro. 
Sin embargo, podríamos decir, que ya sabemos medir cuántos errores puede corregir un código 
conociendo la distancia mínima d. Bajo este contexto, podríamos pensar a primera vista que si 
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un código corrige cien errores es un buen código, pero pensemos por ejemplo que se trataba de 
una palabra de longitud mil. Entonces, ya no lo consideraríamos una alta corrección de errores. 
Por este motivo necesitamos este tipo de tasas, para observar las medidas de forma proporcional. 



Capítulo 3 

Códigos lineales 

3.1. Introd ucción 

Si bien conocemos los resultados más importantes para la detección y corrección de errores, 
existe un tipo de códigos que ha sido ampliamente estudiado, los códigos lineales. De hecho, esta 
tesis se propone estudiar algunos de estos códigos. En este capítulo, nos vamos a concentrar más 
en entenderlos que en ser rigurosos con las demostraciones, las cuales pueden ser consultadas en 
[14, 15J. 

En general, los códigos lineales son más fáciles de describir que los otros códigos, es decir, es 
más fácil implementar la codificación y decodificación de los mensajes. 

Teorema 3.1.1. Si p es un primo, el conjunto Z; (las cadenas de longitud n sobre Zp)' junto 
con las operaciones de adición y de multiplicación escalar de Zp, es un espacio vectorial sobre Zp. 

Definición 3.1.2. Un subconjunto S no vacío de Z; es un subespacio vectorial de Z; si el 
conjunto S, junto con las operaciones de adición y multiplicación por escalar, heredadas de Z;, 
es en sí mismo un espacio vectorial. 

3.2. Códigos lineales 

Definición 3.2.1. Un código C es lineal si C ~ Z;, es decir si C es un subespacio vectorial de 
Z;. Si C tiene dimensión k y distancia mínima d(C) = d entonces C es un [n,k,d]-código. 

Teorema 3.2.2. Un [n,k,dJ-código lineal p-ario tiene pk palabras de código, esto es, se trata de 
un [n,pk ,dj-código lineal. 

3.2.1. El peso del código 

Definición 3.2.3. El peso de una palabra es el número de símbolos distinto de cero, que contiene 
la palabra. 

19 
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Definición 3.2.4. El peso de un código e, denotado por w(e), es el mínimo peso entre todas 
las palabras del código distintas de cero. 

Teorema 3.2.5. Si e es un código lineal entonces d(e) = w(e). 

3.2.2. La matriz generadora de un código lineal 

Otra de las ventajas de trabajar con códigos lineales, es que, como se trata de un espacio 
vectorial, basta con tener unas cuantas palabras de código que constituyan la base1 para describir 
todo el código. 

Definición 3.2.6. Sea e un código lineal, con base B = b1 , b2 , • • . ,bk donde 

bl bll b12 ·.· bln 

b2 b2l bn . . . b2n 

La matriz generadora del código e es aquella que tiene como renglones las palabras de código 
de la base. 

Teorema 3.2.7. Sea G una matriz con elementos en Zp. G es una matriz generadora para algún 
código lineal e sobre Zp si y sólo si los renglones de G son linealmente independientes . 

3.3. Corrección de errores 

En los códigos lineales es más fácil el proceso de decodificación, esencialmente vamos a cons­
truir una matriz de la siguiente forma . 

Sea e = {el, e2, .. . , eM} un in, k, dJ-código p-ario, con tamaño M = pk, Y sea el = O. 

Vamos a construir una tabla que contendrá a todo Z; . El primer renglón de la tabla contiene 
las palabras de código, con el en la primera posición, 

I O I C2 I C3 I ... I CM I 
1 Recuérdese que, de acuerdo con el álgebra lineal, una base de un espacio vectorial V es un conjunto de vectores 

Iinf'Állmcntc independientes de V cuya cardinalidad C8 igual a la dimensión del espacio vectorial. En nuestro CallO, 

a cada una de las palabras se le considera un vector y el campo sobre el que trabajamos es Z;. 
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Enseguida, escogemos una cadena de Z; con el menor peso que no aparezca ya en la tabla, 
llamémosla 12, y coloquémosla abajo de O. Entonces sumamos 12 a cada una de las palabras de 
código que están en el primer renglón, y ponemos los resultados en el segundo renglón. 

Otra vez, escogemos la cadena con el menor peso que no aparezca ya en la tabla, la ponemos en 
la primera columna, y terminamos de construir el resto del renglón sumando h con las palabras 
de código, 

o C2 C:~ . .. CM 

12 12 +C2 h+c3 . .. h+cM 
h h+C2 h+C3 .. . h+CM 

Continuando de esta forma hasta que costé todo ~;, es decir, herno .. '! coutruido la siguiente 
tabla, la cual recibe el nombre de arreglo estándar. 

o C2 C3 ... CM 

12 12 +C2 h+C3 .. . h+cM 
h h+C2 h+C3 . . . h+CM 

Jq Jq + C2 Jq +C3 ... Jq +CM 

A cada renglón del arreglo estándar se le llama coset . Ya la primera cadena de cada renglón 
se le denomina líder del coset. 

Teorema 3.3.1. Sea e un In, k, d]-código lineal con arreglo estándar A. 

1. Cada cadena en Z; aparece exactamente una vez en A. 

2. El número de renglones de A es pn- k. 

3. Dos cadenas x y y en Z; están en el mismo coset de A si y sólo si su diferencia x - yes 
una palabra de código. 

Teorema 3.3.2. Sea e un In, k]-código p-ario, con arreglo estándar A. Para cualquier cadena 
x en Z;, la palabra de código c que está al principio de la columna es la palabra de código más 
cercana a x. 

3.4. La probabilidad de decodificar correctamente 

En códigos lineales tenemos una expresión exacLa para calcular la probabilidad de decodificar 
correctamente. 
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Teorema 3.4.1. Sea e un In, k]-código binario y supóngase que los líderes del coset en un arreglo 
estándar e son 11, h, ·· ., fq . Entonces, si suponemos un canal binario simétrico con probabilidad 
de cruzamiento p, la probabilidad que una cadena recibida sea decodificada correctamente es 

q 

P(decodificar correctamente) = :~::::>w(fi)(l _ p)n- w(f;) 
i=1 

Si decimos que Wi es el número de líderes del coset de peso i, entonces esta probabilidad es 

n 

P(decodificar correctamente) = L wipi(l _ p)i 
i = l 

3.5. El dual de un código 

Hemos visto que usar la estructura de espacio vectorial en los códigos nos ha ayudado a 
simplificar la forma de codificación, decodificación y la representación del código, entre otras 
cosas. Al estar manejando los conceptos del álgebra lineal, nos apoyamos en una teoría sólida 
con muchos resultados ya demostrados. Vamos a usar uno de estos resultados para construir un 
nuevo código a partir de un código dado: estamos hablando del dual de un código. 

Sin embargo, necesitamos establecer previamente los elementos que nos van a permitir llegar 
a este concepto. 

Definición 3 .5.1. Sean x = Xl X2 ... x n Y y = YIY2 .. . Yn E Z;, donde p es un primo. El producto 
interno de x y y, denotado por x . y, es el elemento de Zp definido por 

x . y = XIYl + X2Y2 + ... + XnYn 

donde tanto la suma como el producto se toman del campo Zp. 

Definición 3 .5.2. Sean x y y E Z;. Si x . y = O entonces decimos que son ortogonales. 

Ahora, si tomamos una cadena a E Z;, denotaremos como {a}.l al conjunto de todas las 
cadenas en Z; que son ortogonales a a. Es decir, 

A este conjunto se le denomina el complemento ortogonal de a . 

Teorema 3.5.3. Para cualquier cadena a E Z;, el conjunto {a} J.. es un código lineal. 

Generalizando la definición del complemento ortogonal tenemos la siguiente definición. 
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Definición 3.5.4. Sea A = {al, a2, . . . , as} ~ Z; un código. Al conjunto 

se le llama el complemento ortogonal de A. 

Enseguida, exponemos el resultado que es el motivo de las definiciones anteriores. 

Teorema 3.5.5. El complemento ortogonal A .L de cualquier código A es un código lineal y se le 
conoce como código dual de A. 

La importancia del teorema anterior radica en la posibilidad de construir un código lineal y 
las ventajas que se tienen al trabajar con este tipo de códigos. 

3.6. El síndrome 

Uno de los aspectos más importantes que tenemos al trabajar con códigos lineales es el 
síndrome. El síndrome es una cadena de bits, la cual, si no hubo errores durante la transmisión de 
la palabra de código, es O. Como veremos más adelante, el síndrome puede tener otras propiedades 
en ciertos tipos de códigos lineales. 

Definición 3.6.1. Una matriz verificadora de paridad para un [n, k]-código lineal e es una matriz 
p con la propiedad que 

Definición 3.6.2. Sea P una matriz verificadora de paridad de un código lineal e ~ Z;. El 
síndrome S(x) de una cadena x E Z; es el producto xpt. 

El siguiente teorema ofrece algunos resultados importantes sobre el síndrome. 

Teorema 3.6.3. Sea P una matriz verificadora de paridad de un código lineal e ~ z; y sea S 
la función síndrome de P. Entonces, para toda x,y E Z; ya E Zp se cumple: 

1. Si P tiene el tamaño m x n entonces S(x) E Z;. 

2. S(x + y) = S(x) + S(y) . 

3. S(ax) = aS(x). 

4. x E e si y sólo si S(x) = O. 

A continuación se expone uno de los teoremas más importantes sobre el síndrome. 

Teorema 3.6.4. Sea e ~ Z; un código lineal. Dos cadenas x y y están en el mismo coseL de 
cualquier arreglo estándar de e si y sólo si tienes el mismo síndrome. 
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Este es un teorema importante porque nos permite simplificar la decodificación de las palabras 
de código. Por un lado, llamemos x a la palabra de código que vamos a decodificar . La cadena de 
error e tal que e = x - e, es el líder del coset. En conclusión, como las cadenas de error siempre 
van a ser los líderes del coset, ya no necesitamos almacenar todo el arreglo estándar, solo los 
líderes del coset con su respectivo síndrome. Este arreglo más pequeño recibe el nombre de tabla 
del síndrome de c. 

Líder del coset Síndrome 
O O 
f2 S(f2 ) 

fa S(fa) 

fq S(fq ) 

Así, el procedimiento de decodificación se resume en los siguientes pasos: 

• Calcular el síndrome S(x) de la palabra recibida. 

• Buscar el síndrome S(x) en la tabla del síndrome para encontrar el correspondiente líder 
del coset. 

• Restar la palabra recibida con el líder del coset para obtener la palabra de código e más 
cercana a x, e = x - f j . 

Habiendo terminado con la presentación de los códigos lineales vamos a estudiar un enfoque 
basado en polinomios de estos códigos en el siguiente capítulo. 



Capítulo 4 

Códigos cíclicos y polinomios 

4.1. Polinomios 

Veremos que es conveniente manejar con polinomios la representación de algunos códigos para 
comprenderlos y deducir propiedades de una forma más adecuada. Queremos aclarar que no te­
nemos la intención de extendernos en este tema sino de introducir los conceptos que consideramos 
necesarios para establecer la relación entre los polinomios y los códigos. Las demostraciones de los 
resultados mostrados en este capítulo pueden ser consultadas en Coding Theory: The Essentials 
por Hoffman [8] y en Algebra Lineal. Algebra Multilineal y k-teoría algebraica clásica. por Lluis­
Puebla [11]. 

Antes que nada, debemos definir lo que entendemos por polinomio. 

Definición 4.1.1. Un polinomio de grado n sobre K es una expresión de la forma ao + alx + 
... + anxn donde los coeficientes ao, al, . .. , an son elementos de K y an =1- O. 

El conjunto de polinomios sobre K se denota como K[x] y sus elementos son denotados por 
¡(x),g(x),p(x), etcétera. 

4.1.1. Operaciones entre polinomios 

Estamos acostumbrados a trabajar con polinomios sobre el campo de los reales . Sin embargo, 
nosotros vamos a trabajar sobre un campo distinLo en donde se cumple que 1 + 1 = O Y en con­
secuencia xk + xk = O. Esta propiedad ocasiona algunas variantes en la suma y la multiplicación . 
Por ejemplo, si ¡(x) = 1 + x y h(x) = 1 + x + x2 + x3 + x4 tenemos que: 

a) ¡(x) + g(x) = 1 + x + 1 + x + x2 + x3 + x4 = x2 + x3 + x4
. 

b) ¡(x)g(x) = 1(1 + x + x2 + x3 + x4
) + x(1 + x + x2 -/- x3 + x4

) = 1 + x + x2 + x3 + x4 + X + 
x2 + x 3 + x4 + x5 = 1 + x5

. 

25 
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Una vez que ya sabemos cómo sumar y multiplicar polinomios conviene que recordemos cómo 
dividir polinomios. El algoritmo es similar al que usamos cotidianamente, pero respetando las 
reglas del campo. 

Algoritmo 4.1.2. Algoritmo de la División. Sean f(x) y h(x) E K[x] con h(x) f= O. Entonces 
existen polinomios únicos q(x) y r(x) E K[x] tal que 

f(x) = q(x)h(x) + r(x), 

con r(x) = O o el grado(r(x)) < grado(h(x)) . 

Al polinomio q(x) se le denomina cociente y al polinomio r(x) se le denomina residuo. 

Ejemplo 4.1.3. Sea f(x) = x + x2 + x6 + x 7 + x 8 Y h(x) = 1 + x + x2 + x 4
. 

x 4 + x2 + X + 11 x8 + x 7 + x 6 + x2 + X 

x 8 + x 6 + x 5 + x 4 

X 
7 + x 5 + x 4 + x2 + X 

X 
7 + x 5 + x 4 + x 3 

El cociente es q(x) = x 3 + x 4 y el residuo es r(x) = x + x2 + x 3
. 

4.1.2. Correspondencia entre palabras y polinomios 

El polinomio f (x) = ao + al x + a2x2 -t- .. . -t- an -. l x n ·- 1 de grado a lo más n - 1 sobre f( puede 
ser considerado como la palabra v = aOala2 . . . an- l de longitud n en K n . Por ejemplo, si n = 7, 

polinomio 
l+x+x -t- x 

1 +x4 +x5 +x6 

1+x+x3 

palabra 
1110100 
1000111 
1101000 

Definición 4.1.4. Decimos que f(x) módulo h(x) es r(x) si r(x) es el residuo cuando f(x) es 
dividido entre h(x), lo cual escribimos como r(x) = f(x) mod h(x) . 

Además, decimos que dos funciones f(x) y p(x) son equivalentes módulo h(x) si y solamente 
si tienen el mismo residuo cuando son dividos por h(x), es decir, 

f(x) rnod h(x) o:: r(x ) o=: l'(x) rood h(x) . 

Esta relación se denota como 
f(x) == p(x)( mod h(x)). 

Ejemplo 4.1.5. Sea h(x) = 1 + x 5 Y f(x) = 1 + x 4 + x 9 + xl1. Entonces dividir f(x) entre h(x) 
da como residuo r(x) = 1 -t- x. Decimos que r(x) = f(x) mod h(x) . 

Por otro lado, si p(x) = 1 + x 6 , entonces 1 -t- x == 1 -t- x6
( mod (1 + x5

)) y por lo tanto, en 
este caso, p(x) == f(x)( mod h(x)) . 
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Como podemos ver la equivalencia mantiene algunas propiedades que vamos a formalizar en 
el siguiente teorema. 

Lema 4.1.6. Si f(x) == g(x)( mod h(x)) entonces, 

f(x) + p(x) g(x) + p(x)( mod h(x)) y 
f(x)p(x) _ g(x)p(x)( mod h(x)). 

Para terminar esta sección sobre polinomios, deseamos hacer hincapié en que no hemos exigido 
que el campo al que pertenecen los coeficientes de un polinomio, sea binario. En este trabajo, 
sólo usaremos campos finitos. 

4.2. Códigos cíclicos 

Hay un tipo especial de códigos lineales llamados códigos cíclicos. Estos códigos mantienen 
propiedades que facilitan las tareas de codificación y decodificación. 

Definición 4.2.1. El desplazamiento cíclico 7f(v) de la palabra v = aoal . .. an-l es la palabra 
7f(v) = an- laO ... an- 2 . 

Por ejemplo, 
v 

7f(v) 

Definición 4.2.2. Un código e es cíclico si el desplazamiento cíclico de cada palabra de código 
es también una palabra de código. 

Cabe señalar que 7f( v) es una función lineal y que por tal motivo para detectar si un código 
lineal e es cíclico, basta con observar si al aplicar la operación 7f(v) sobre los elementos de la 
base, se cumple que las palabras resultantes son palabras del código C. 

4.2.1. Construcción de un código cíclico lineal 

El procedimiento que a continuación presentamos describe la construcción de un código cíclico. 

1. Sea v una palabra de longitud n. 

2. Formar un conjunto S = {v, 7f( v), 7f2 (v), ... , 7fn -
1 (v)}. 

3. Sea l e := < S >. 

Se dice que tal palabra v es un generador del código cíclico e y se dice que el código e es el 
código cíclico lineal más pequeño que contiene a v. La idea principal del procedimiento anterior 
se basa en el hecho que describe el siguiente lema. 

Lema 4.2.3. Sea e un código cíclico con palabras de longitud n y sea v E C. Entonces para 
cualquier polinomio a(x), c(x) = a(x)v(x) mod (1 + xn). 

1 R.ccuérdese que estamos considerando que el código e Ct! un C8pucio lineal y que la notación < S > se interpl'ct.a 
como el espacio lineal generado por el conjunto S . 
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4.2.2. Propiedades 

Como hemos podido observar, aprovechando las características de los códigos lineales cícli­
cos podemos hacer más eficientes la descripción y el manejo de estos códigos. A continuación 
presentamos un teorema que describe al polinomio más importante en un código cíclico. 

Teorema 4.2.4. Sea C un código cíclico. Entonces existe un polinomio único g(x) en C tal que 
es mónico y tiene el grado más pequeño entre todos los polinomios distintos de cero. Además, 
C =« g(x) ». 

A dicho polinomio g(x) le llamamos el polinomio generador de C. 

Enseguida presentamos un teorema muy útil que resume muchos datos importantes de estos 
códigos. 

Teorema 4.2.5. Sea C un código cíclico de longitud n y sea g(x) el polinomio generador. 
Si n-k = grado(g(x)) entonces: 

1. C tiene dimensión k. 

2. Las palabras de código correspondientes a g(x),xg(x), ... ,xk-lg(X) forman una base para 
C. 

3. c(x) E C si y solamente si c(x) = a(x)g(x) para algún polinomio a(x) con grado(a(x)) < k. 

Podemos encontrar una propiedad muy importante del polinomio generador en el siguiente 
teorema. Sin embargo, el resultado que nos será útil lo tenemos en el corolario que se deriva de 
dicho teorema. 

Teorema 4.2.6. g(x) es el polinomio generador de un código cíclico lineal de longitud n si y 
solamente si g(x) divide a 1 + Xn, es decir, si 1 + Xn = h(x)g(x). 

Corolario 4.2.7. El polinomio generador g(x) para el código cíclico lineal más pequeño de 
longitud n que contiene la palabra v es el máximo común divisor entre v(x) y 1 + xn . 

4.3. Codificación y decodificación 

En esta sección describiremos los procesos generales de codificación y decodificación que se 
pueden usar con los códigos lineales. Sin embargo, como veremos en los siguientes capítulos, 
regularmente cada código lineal tiene Sll!:l propios proce!:lOS que proporcionan ventajas propias del 
tipo de código que se está ocupando. 

4.3.1. Codificación 

Queremos empezar a hablar acerca de la codificación con un concepto muy importante, la 
matriz generadora. La forma más simple de encontrar una matriz generadora para un código 
cíclico lineal se remite al uso del Teorema 4.2.5 con el que construimos la siguiente matriz: 
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[ 

g(x) J xg(x) 

xk- 1:g(x) 

Ejemplo 4.3.1. Sea e el código cíclico lineal de longitud n = 7 con polinomio generador 
g(x) = 1 + x + x 3 de grado n-k = 3. Por lo tanto la dimensión k = 4, Y la base es, 

g(x) 
xg(x) 

x2g(X) 
x 3g(x) 

y la matriz generadora para e es 

G 

1 + X +x3 

x+x2 +x4 

x2 + x 3 + x 5 

x 3 +x4 +x6
. 

r 
1101000 ] 
0110100 
0011010 
0001101 

Observando la matriz generadora podemos darnos cuenta que la longitud del mensaje que 
se codifica2 debe ser k (el número de renglones) y la longitud de la palabra de código es n (el 
número de columnas) . Los k dígitos de información que serán codificados, pueden ser pensados 
como un polinomio a(x) = ao +alx+ .. . +ak_lxk-1 al que llamamos el polinomio de información 
o el polinomio del mensaje. 

Hasta este momento, sabemos que podemos codificar usando la matrix generadora. Sin embar­
go, hay una forma más sencilla y ésta consiste en multiplicar el polinomio a(x) con el polinomio 
g(x) . 

Por ejemplo, si g(x) = 1 + x2 + x 3 es el polinomio generador de un código cíclico lineal de 
longitud 7, a(x) es la representación polinomial de la palabra a codificar y la dimensión es k = 4, 
tenemos: 

a) a(x) = 1+x3. 
c(x) = (1 + x3)(1 + x2 + x 3) = 1 + X2 + x 3 + x 3 + x 5 + x 6 = 1 + x2 + x 5 + x6 

f--t 1010011. 
Por lo tanto el mensaje 1001 corresponde a la palabra de código 1010011. 

b) a(x) = x. 
c(x) = (x)(l + x2 +~) = x + x 3 + x 4 

f--t 0101100 Por lo tanto el mensaje 0100 corresponde 
a la palabra de código 0101100. 

2Por codificar entenderemos la multiplicación por la izquierda del mensaje con la matriz generadora. 



30 4. Códigos cíclicos y polinomios 

4.3.2. Decodificación 

En el proceso de decodificación tenemos que incluir el procedimiento que nos permita recupe­
rar el mensaje (dentro de la capacidad de corrección del código) con los posibles errores ocurridos 
en la palabra recibida, es decir, obtener c(x) (la palabra de código enviada) a partir de w(x) (la 
palabra recibida), tal que c(x) = w(x) + e(x) . 

Definición 4.3.2. El polinomio del síndrome, s(x), se define como s(x) = w(x) mod g(x), en 
donde s(x) = O si y solamente si w(x) es una palabra de código. 

Algoritmo 4.3.3. Algoritmo de decodificación de códigos cíclicos lineales. 

1. Calcular el polinomio del síndrome s(x) = w(x) mod g(x), donde w es la palabra recibida. 

2. Por cada i ? O, calcula Si = Si(X) mod g(x) hasta encontrar un síndrome Sj tal que el 
peso de Sj sea menor o igual a t, donde t es el número de errores que puede corregir el 
canal. 

3. El polinomio de error de máxima probabilidad es e(x) = xn- j Sj(x) mod (1 + xn) . 

Ejemplo 4.3.4. Sea g(x) = 1 +X4+X6+X7 +x8 el generador de un código cíclico lineal corrector 
de t = 2 errores y de longitud n = 15. 

Supongamos que recibimos la palabra 
w = 001000001110110 que es equivalente a w(x) = x2 + x8 + x9 + x 10 + x12 + x 13 . 

Buscamos el síndrome con peso ~ t = 2. 

S(x) = w(x) mod g(x) x+x2 +x3 

Sl(X) xs(x) x2 + x3 +x4 mod g(x) x2 +x3 + x4 

S2(X) x2s(x) x3 + x4 + x5 mod g(x) x3 + x4 + x5 

S3(X) x3s(x) = x4 + x 5 + x 6 mod g(x) = x4 +x5 +x6 

S4(X) x4s(x) x5 +x6 + x7 mod g(x) x5 + x 6 + x7 

S5(X) x5s(x) x 6 +x7 +xB mod g(x) 1 +x4 

Cuando j = 5 nos detenemos porque el peso de S5(X) ~ 2. 

Así que, 

e(x) = xn- 5S5 (x) mod (1 + x 15) = x JO (1 . .¡. .. x4 ) mod (1 + x 15 ) = x 10 + x 14 mod (1 + x 15 ) -
x 10 + X 14

. 

Por lo tanto, 
c(x) w(x) + e(x) 

X2 + x 8 + x9 + x 10 + x12 + x 13 + x lO + X14 

x2 + x 8 + x 9 + X12 + x 13 + x 14 

Entonces c(x) = 001000001100111. 
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4.4. Códigos duales 

Algo interesante en los códigos cíclicos lineales es que el dual de un código cíclico es también 
un código cíclico, como se establece en el siguiente teorema. 

Teorema 4.4.1. Si e es un código cíclico lineal de longitud n y dimensión k con generador 
g(x) y si 1 + xn = g(x)h(x) entonces el- es un código cíclico de dimensión n-k con generador 
xkh(x- l). 

4.5. Comentarios 

En este capítulo hemos revisado los conceptos y teoremas relacionados con los códigos lineales, 
el uso de polinomios y los códigos cíclicos, veremos má.s adelante que estos conceptos nos ayudarán 
a entender algunos códigos que veremos en los siguientes capítulos. 



Capítulo 5 

Códigos de Hamming y Códigos 
de Golay 

5.1. Códigos de Hamming 

Los códigos de Hamming han sido ampliamente estudiados y es una referencia obligada al 
estudiar códigos lineales. Nuestra intención con este capítulo es plantear cuáles son las carac­
terísticas de estos códigos que le han ganado tanta popularidad y explicar la implementación que 
seguiremos en este trabajo. 

El material que aquí presentamos, incluyendo las demostraciones de los resultados que están 
en este capítulo, se basa en Coding and Information Theory por Hamming [71 y en Introduction 
to Coding Theory por Lint [101. 

5.1.1. Introducción 

Al trabajar con códigos detectores y correctores de errores, empezamos a manejar el concepto 
de bit de paridad. Los bits de paridad son bits que se le agregan al mensaje1 para formar una 
palabra de código y su función radica en mantener un número par (o impar) de unos en subcon­
juntos de bits de la palabra de código. Por ejemplo, supongamos que solamente vamos a agregar 
un bit de paridad al siguiente mensaje: 

el = 110010. 

Tomaremos como subconjunto de bits a toda la palabra, y como deseamos mantener una 
paridad par, contamos el número de unos que constituye el mensaje, es decir, calculamos su 
peso. Si el peso es par entonces agregamos un O, si no agregamos un 1. En este caso, 

1 El mensaje es la cadena de bits que se desea transmitir. 
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W(Cl) = 3; 

como el 3 es impar entonces agregamos un 1 al final de la palabra, 

palabra de código = 1100101. 

Así, cuando el receptor reciba las palabras de código debe contar un número par de unos. De 
lo contrario, se sabe que ocurrió un error. 

No obstante, es posible que se cometan errores en la palabra y que, por mera casualidad, el 
resultado de estos errores constituya una palabra con una cantidad par de unos. Si esto ocurre, el 
receptor no tiene forma de detectar el error y simplemente acepta la palabra. Con esto deseamos 
enfatizar en que siempre trabajamos con este riesgo y nos limitamos a disminuirlo. 

Retomando los códigos de Harnming, los bits de paridad juegan un papel similar que en el 
ejemplo anterior. Sólo que serán varios bits los que trabajen sobre el mismo mensaje, cada uno 
estableciendo la paridad de un subconjunto de bits. 

En este sentido, una de las ideas centrales es que cada uno de los subconjuntos mantienen 
intersecciones no vacías, pero ninguno de los subconjuntos puede ser obtenido sumando algunos 
de ellos. 

Hamming menciona que una de las ideas principales de estos códigos consiste en que el 
síndrome es O cuando no ocurrió ningún error. De lo contrario, el síndrome se interpreta como 
un número, y este número señala la posición2 del bit erróneo. 

5.1.2. Propiedades 

Los códigos de Hamming mantienen una distancia mínima de 3. Con la información que 
establecimos en el capítulo 2, podernos inferir que se trata de un código que detecta hasta 2 
errores y corrige 1 error. 

Por otro lado, recordemos que cuando construimos la matriz estándar se presentaba cierta 
ambigüedad, la cual no se presenta si se trata de un código perfecto. Mortunadamente, los códigos 
de Hamming cumplen con esta característica como se menciona en el siguiente teorema. 

Teorema 5.1.1. Los códigos de Hamming son códigos perfectos. 

5.1.3. Matrices de Harnming 

Mencionamos en el capítulo anterior a la matriz de verificación de paridad. A partir de esta 
matriz vamos a empezar a construir estos códigos. 

Las matrices de Hamming son matrices verificadores de paridad3 que pueden ser construidas 
fácilmente y se denotan con Hp(h) donde p es la cantidad de dígitos (en nuestro caso p = 2, pues 
trabajamos con alfabetos binarios) y h es el número de renglones de la matriz. 

2Las posiciones de una palabra inician de derecha a izquierda, empezando por la posición l. 
3R.ecordem08 que la matriz verificadora de paridad nos ayuda en el proceso de decodificación para obtener el 

síndrome. 



5.1 Códigos de Hamming 

Construcción 

Nuestro objetivo es construir la matriz de verificación de paridad de Hamming p-aria de h 
renglones. Primero mencionaremos los pasos para construirla y después mostraremos un ejemplo. 

1. Si se desea construir la matriz Hp(h) se estará trabajando sobre Z~. El primer paso es listar 
todas las cadenas que pertenezcan a Z~. 

2. Cada cadena se interpretará como un número, donde la posición más significativa es la que 
se encuentra más a la izquierda y cuyo dígito sea distinto de cero. 

3. Viéndolos como números, sabemos que el dígito de mayor valor es p - 1. 

4. Se excluyen todos aquellos números que tengan en la posición más significativa el dígito 
p - 1, se excluye al O también. 

5. Con los números restantes se forma la matriz, donde se coloca a cada número de manera 
decreciente, en forma de columna, con la posición menos significativa al inicio de la columna 
y la más significativa al final de la misma. 

Ejemplo 5.1.2. Deseamos construir la matriz H3 (3) . 

1. Se lista Z~. Sabemos que h = 3 es el número de renglones de la matriz de Hamming y p = 
3 indica el alfabeto que se está manejando, por lo que , en este caso estamos hablando de 
Z3 = {O, 1, 2} . 

000 100 200 
001 101 201 
002 102 201 
010 110 210 
011 111 211 
012 112 212 
020 120 220 
021 121 221 
022 122 222 

2. Si los observdmos como números, el menor es O y el mayor 222. 

3. El dígito con mayor valor es el 2. 

4. Excluimos a aquellos números que tienen al 2 en la posición más significativa y también 
excluimos a la palabra O. 
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006 100 200 
001 101 .ze.:r 
~ 102 .ze.:r 
010 110 ::utI 
011 111 1M 
012 112 2M 
026 120 ~ 
D2'! 121 m 
~ 122 :l22 

5. Con los números restantes formamos la matriz, donde cada uno se escribe como columna. 

Características 

[ 

O O 
O 1 
1 O 

O O 1 111 
1 1 O O O 1 
1 2 O 1 2 O 

1 
1 
1 

1 1 1 
122 
2 O 1 ~ 1 

Steven Roman [15J menciona algunas características de las matrices de Harnming, que consi­
deramos conveniente señalar aquí. 

h 

1. La matriz de Harnming Hp(h) tiene tamaño h x n, donde n = ~..::-/ . 

2. Los renglones de Hp(h) son linealmente independientes sobre Z¡,. 

3. Las primeras tres columnas de Hp(h) son linealmente dependientes. 

Estas características se sintetizan en el siguiente teorema. 

Teorema 5.1.3. La matriz de Hamming Hp(h) es una matriz verificadora de paridad para un 
código lineal [n, k, dJ-código Hp(h) sobre Zp con los parámetros 

ph -1 
n = --1-' k=n-h, d=3. 

p-

A este código se le denomina el código de 1/amming p-ario con parámetro h. De tal forma que 
Hp(h) es corrector de un error. 

5.1.4. Descripción del algoritmo 

Con toda la información que contamos, es el momento adecuado de mencionar el algoritmo 
para codificar y decodificar usando códigos de Hamming binarios. Primero describiremos cuáles 
son los pasos en la codificación y después en la decodificación. 

Esencialmente, esta descripción del algoritmo se puede revísar en [5, 7J . 

Para codificar: 
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1. Recibimos el mensaje que se desea codificar. Llamaremos nI a la longitud del mensaje. 

2. Calculamos cuántos bits de paridad se deben agregar en el mensaje. Esto es equivalente a 
resolver la siguiente desigualdad, donde m es el entero más pequeño que la cumple y m es 
la cantidad de bits de paridad. 

3. Formamos la palabra de código de longitud n = nI + m. 
Sabemos que tenemos que agregar m bits de paridad. Para saber qué posiciones deben ser 
verificadas por cada bit de paridad vamos a observar la siguiente tabla. La primera columna 
señala la posición del bit erróneo. 

Posición Representación binaria 
1 0001 
2 0010 
3 0011 
4 0100 
5 0101 
6 0110 
7 0111 
8 1000 
9 1001 

10 1010 

Si nos fijamos en el bit menos significativo en la columna de la representación binaria, 
vemos que está encendido en las posiciones 1,3,5,7,9,11,13, .... Por lo tanto, el primer bit 
de paridad va a verificar las posiciones 1,3,5,7,9,11,13, ... . 

Si nos fijamos en el segundo bit menos significativo, vemos que está encendido en las 
posiciones 2,3,6,7,10,11,14,15 .... Por lo tanto, el segundo bit de paridad cubre dichas 
posiciones. 

Al fijarnos en el tercer bit menos significativo, vemos que está encendido en las posicio­
nes 4,5,6,7,12,13,14,15, ... , es decir, el tercer bit cubre dichas posiciones. El siguiente bit 
de paridad cubre las posiciones 8,9,10,11,12,13,14,15,24,25, .... y así seguimos el mismo 
procedimiento hasta que sepamos qué posiciones cubre cada uno de los m bits de paridad. 

4. Una vez que sabemos cuáles posiciones cubre cada bit de paridad, vamos a insertarlos en 
el mensaje para formar la palabra de código. 

Cada uno de los bits de paridad se coloca en la posición 2h donde h = 0,1,2, ... , es decir, 
el primer bit de paridad se coloca en la posición 2° = 1 de la palabra de código, el segundo 
en la posición 21 = 2, el tercero en la posición 22 = 4, Y así sucesivamente. 

5. La cadena con el mensaje y los bits de paridad que se insertaron en el paso anterior cons­
tituyen la palabra de código que vamos a enviar. 
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Para decodificar: 

1. Recibimos la palabra de longitud n . 

2. Calculamos el síndrome. 

Para llevar a cabo este paso, se debe multiplicar la matriz de Hamming por la cadena 
recibida, que se coloca como matriz columna. Sin embargo, existen atajos que nos permiten 
calcular el síndrome más rápidamente; en esta tesis tomaremos el siguiente. 

a) Conocemos cuáles son las posiciones que verifica cada bit de paridad. 

Posición del bit de paridad Subconjunto de bits que verifica 
2u = 1 1,3,5,7,9,11,13, . . . 
21 = 2 2,3,6,7,10,11,14,15, .. . 
2:& = 4 4,5,6,7,12,13,14,15, . .. 

b) El bit menos significativo que forma parte del síndrome, se calcula aplicando la ope­
ración 9 4 entre los bits que pertenecen al subconjunto correspondiente al primer bit 
de paridad, es decir, el que está en la posición 2° = l. 

e) El segundo bit menos significativo del síndrome se calcula de la misma forma, aplicando 
la operación 9 sobre el subconjunto de bits correspondiente al bit de paridad en la 
posición 21 = 2. 

d) Se calculan los bits restantes del síndrome siguiendo este procedimiento hasta terminar 
los bits de paridad de la palabra recibida. 

3. Si el síndrome es igual a O entonces no hubo errores y nos dirigimos al paso 6, si no nos 
vamos al siguiente paso. 

4. Considerar al síndrome como un número. Este número señalará la posición del bit que se 
debe corregir . 

5. Se niega el bit indicado por la posición que acabamos de calcular en el paso anterior, es 
decir, estamos corrigiendo la palabra. 

6. Recuperamos el mensaje eliminando los bits de paridad. 

5.1.5. Ejemplos 

Ejemplo 5.1.4. Supongamos que queremos enviar el mensaje 101001 de longitud nI = 6. 

4 G) indica la operación XOR. 



5.1 Códigos de Hamming 

Proceso de codificación 

• Calculamos cuántos bits de paridad se deben agregar al mensaje. 

m = 4, ya que 4 es el entero más pequeño que cumple la desigualdad anterior. 

24 2': 4 + 6 + 1, 

m = 4, nl = 6 y n = 10. 

• Copiamos los bits del mensaje en sus nuevas posiciones: 

• Calculamos los bits de paridad: 

1. Primer bit. Posiciones: 3,5,7 y 9. 

1EBOEBOEBO=1 

2. Segundo bit. Posiciones: 3,6,7 y 10. 

lEBlEBOEB1 = 1 

3. Tercer bit . Posiciones: 5,6 y 7. 

OEB1EBO=1 

4. Cuarto bit. Posiciones: 9 y 10. 
OEB1=1 

1 1 

I ~ I 

39 
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• El resultado de la codificación es la palabra de código 1111010101. 

Supongamos que ocurre un error durante la transmisión cuando enviamos la palabra de código 
1111010101 en la posición 8, es decir, que se recibe la palabra 1111010001. 

Proceso de decodificación 

• Calcular el síndrome: 

1. Bit menos significativo del síndrome. Posiciones: 1,3,5,7 y 9, 

1 EB 1 EB O EB O EB O = O. 

2. Segundo bit menos significativo del síndrome. Posiciones: 2,3,6,7 y 10, 

1 EB 1 EB 1 EB O EB 1 = O. 

3. Tercer bit menos significativo del síndrome. Posiciones: 4,5,6 y 7, 

1 EB O EB 1 EB O = O. 

4. Cuarto bit menos significativo del síndrome. Posiciones: 8,9 y 10. 

OEB OEB1=1 

El síndrome es 1000. 

• Se concluye que hubo un error en la posición 8 y corregimos dicha posición. 

• El receptor decide que la palabra de código enviada es 1111010101. 

• Recuperamos el mensaje de la palabra de código. 

• El mensaje supuesto es 101001. 

Como vimos en el ejemplo anterior el algoritmo de codificación y decodificación propor­
cionó resultados correctos aun cuando se presentó un error durante la transmisión. Sin embargo, 
ahora vamos a suponer que ocurren dos errores en la misma palabra de código. 

Ejemplo 5.1.5. Supongamos que los errores ocurrieron en las posiciones 3 y 7, es decir, el 
receptor toma la palabra 110101110l. 

• Calcular el síndrome. 

1. Bit menos significativo del síndrome. Posiciones: 1,3,5,7 Y 9, 

1 EB O EB O EB 1 EB O = O. 

2. Segundo bit menos significativo del síndrome. Posiciones: 2,3,6,7 y 10, 

1 EB O EB 1 EB 1 EB 1 = O. 

3. Tercer bit menos significativo del síndrome. Posiciones: 4,5,6 y 7, 

1EBOEB1EB1=1. 
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4. Cuarto bit menos significativo del síndrome. Posiciones: 8,9 y 10, 

1 Ef) O Ef) 1 = O. 

El síndrome es 0100. 

• Se concluye que hubo un error en la posición 4 y corregimos dicha posición. 

• El receptor decide que la palabra de código enviada es 1100011101. 

• Recuperamos el mensaje de la palabra de código. 

• El mensaje es 001101. 

Pero en realidad, enviaron el mensaje 101001. 

Es éste el tipo de errores que pueden ocurrir con los códigos de Hamming. 

5.1.6. Observaciones 

41 

Hemos visto cómo se pueden cometer errores en los códigos de Hamming. Y reiteramos, 
no existe un código que siempre proporcione la respuesta correcta. Sin embargo, los códigos 
de Harnming ofrecen las facilidades de codificación y decodificación con las que cumplen pocos 
códigos. 

Por otro lado, a medida que la longitud del mensaje crece, es menor la proporción entre la 
longitud del mensaje y la cantidad de bits de paridad que se agregan, es decir, aumenta la tasa 
de transmisión. 

5.2. Códigos de Golay 

Golay publicó un artículo de una página en 1949 donde presentó estos códigos que llevan su 
nombre. Aun cuando son cuatro los códigos de Golay, a nosotros sólo nos interesa 924, el cual, 
junto con 923, son los códigos binarios más famosos desde el punto de vista de J. H. van Lint, 
tanto por razones teóricas como prácticas. 

El código de Golay 924, se describe a partir de la siguiente matriz5 a la que llamaremos A. 

5Muchos autores prefieren sustituir el O por un . para que sea más clara la visualización de la matriz; nosotr06 
seguiremos esta notación. 
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1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
1 1 1 1 1 1 1 
1 1 1 1 1 1 1 
1 1 1 1 1 1 1 
1 1 1 1 1 1 1 

A 
1 1 1 1 1 1 1 
1 1 1 1 1 1 1 
1 1 1 1 1 1 1 
1 1 1 1 1 1 1 
1 1 1 1 1 1 1 
1 1 1 1 1 1 1 
1 1 1 1 1 1 1 

La matriz generadora del código está determinada de la siguiente manera: G24 = (112IA), 
donde 112 es la matriz identidad de 12 renglones y 12 columnas. 

Como tanto la matriz 112 y la matriz A son simétricas entonces la matriz transpuesta de G24 

queda constituida por ~4 = ~. 

Este código de Golay es un (24,4096,8)-código. Por lo tanto puede corregir hasta 3 errores y 
detectar hasta 7 errores. 

5.2.1. Descripción del algoritmo 

La descripción del algoritmo que aquí presentamos proviene de [5], pues consideramos que es 
la explicación más apropiada para nuestro trabajo. 

Para codificar el mensaje sólo debemos multiplicar la transpuesta de la matriz G24 por el 
mensaje. En este algoritmo el mensaje mantiene una longitud fija de 12 bits. Por lo tanto, se 
lleva a cabo la multiplicación 

G~4 x mensaje = palabra de código, 

en donde la palabra de código es de 24 bits. 

Enseguida describiremos el proceso de decodificación en donde denotaremos las operaciones 
sobre bits XOR y OR como E9 y +, respectivamente. 

1. Buscar el patrón de error e. 

a) Se calcula el síndrome s = G24d. 

b) Si w(s) S 3 entonces el patrón de error es s « 12. 

e) Si w(s) > 3 entonces buscamos un índice í E {D, ... , ll} tal que la columna i-ésima 
de la matriz A difiera de s a lo más en 2 bits. Si existe dicha columna, el patrón de 
error es e = ((s E9 A[í]) « 12) + 112[iJ . 

d) Si no hubo tal columna entonces obtenemos 81 = As. 
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e) Si W(Sl) ::; 3 entonces e = Sl. 

t) Si W(Sl) > 3 entonces buscamos un índice í E {O, .. . , 11} tal que la columna í-ésima 
de la matriz A difiera de 81 a lo más en 2. Si dicha columna existe, el patrón de error 
es e = (Sl EEl A[iJ) + (I12 [í] « 12) . 

g) Si no existe dicha columna entonces ocurrieron muchos errores y no podemos obtener 
la palabra de código. 

h) Eliminamos los últimos 12 bits de la palabra de código c para obtener el mensaje m . 

2. Aplicar la operación EEl entre la palabra e y la palabra recibida d para obtener la palabra 
de código con mayor probabilidad en haber sido enviada, es decir, e EEl d = c. 

5.2.2. Ejemplo 

Proceso de codificación 

1. El mensaje que se va a codificar es m = 110110001101. 

2. Multiplicar Gkm. 

1 
1 

1 
1 

1 
1 

1 
1 

1 
1 

1 
1 1 1 1 1 111 111 

1111111 
1 1 
1 

111 
111 

1 1 1 1 
1 1 1 
1 1 
1 

1 
1 

1 
1 

1 1 
1 1 

1 1 
1 1 1 1 

1 1 
1 1 

1 1 1 1 

1 1 
111 

111 
1 1 
1 1 

1 1 
1 1 

1 1 
1 1 1 

1 1 1 111 

1 

1 

1 
1 
O 
1 
1 
O 
O 
O 
1 
1 
O 
1 

3. Por lo tanto, la palabra codificada es 110110001101010101000011. 

1 
1 
O 
1 
1 
O 
O 
O 
1 
1 
O 
1 
O 
1 
O 
1 
O 
1 
O 
O 
O 
O 
1 
1 
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Proceso de decodificación 

Supongamos que durante la transmisión ocurrieron 3 errores, en las posiciones6 8, 12 Y 16, 
de tal manera que la palabra con errores es 

d = 110110011100010001000011. 

1. Vamos a calcular el síndrome s = G24d . 

Donde G24 es la siguiente matriz. 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
1 1 1 1 1 1 1 1 

1 1 1 1 1 1 1 1 
1 1 1 1 1 1 1 1 

1 1 1 1 1 1 1 1 
1 1 1 1 1 1 1 1 

1 1 1 1 1 1 1 1 
1 1 1 1 1 1 1 1 

1 1 1 1 1 1 1 1 
1 1 1 1 1 1 1 1 

1 1 1 1 1 1 1 1 
1 1 1 1 1 1 1 1 

2. El resultado de la multiplicación es el síndrome 8 = 101110011010. 

3. El peso del síndrome es w(s) = 7. 

4. Como w( s) > 3 entonces buscamos la columna en la matriz A que difiera a lo más en 2 bits 
del síndrome. Tal columna es la columna i = 3, recuérdese que el índice i empieza en O. 

5. 
1 O 1 1 1 O O 1 1 O 1 O s 

Ef) 
1 O 1 1 1 O O O 1 O 1 1 A[3] 
O O O O O O O 1 O O O 1 

6. 000000010001 < < 12 = 000000010001000000000000 

7. 

O O O O O O O 1 O O O 1 O O O O O O O O O O O O 
+ O O O O O O O O O O O O O O O 1 O O O O O O O O 

O O O O O O O 1 O O O 1 O O O 1 O O O O O O O O 

8. Para terminar con el procedimiento, aplicamos la operación Ef) entre la palabra recibida y 
el patrón de error 

6 Recordemos que las posiciones en una palabra inician en 1. 

1[3] 
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EB 
1 1 O 1 1 O O 1 1 1 O O O 1 O O O 1 O O O O 1 1 
O O O O O O O 1 O O O 1 O O O 1 O O O O O O O O 
1 1 O 1 1 O O O 1 1 O 1 O 1 O 1 O 1 O O O O 1 1 

9. Por lo tanto, el mensaje se constituye por los primeros 12 bits de la palabra de código 
c = 110110001101010101000011, es decir, m = 11011000110l. 

5.3. Comentarios 

En este capítulo hemos revisado los códigos de Golay y Harnming, los cuales se caracterizan por 
presentar un proceso más sencillo de decodificación . Cabe señalar que en estos códigos sabemos 
en cuáles posiciones de la palabra de código se encuentran los bits que conforman el mensaje 
original. Dicho en otras palabras, si la palabra recibida es una palabra de código entonces sabemos 
perfectamente cuáles son las posiciones que ocupan los bits de redundancia y simplemente los 
eliminamos para obtener el supuesto mensaje enviado. No obstante, en los siguientes códigos que 
revisaremos en los capítulos subsecuentes, no se da este tipo de comportamiento. 

d 
= e 

= e 



Capítulo 6 

Códigos de Reed-Muller 

Los códigos de Reed-Muller fueron desarrollados por 1. S. Reed y D. H. Muller en 1954. Una 
de las aplicaciones más conocidas de estos códigos fue durante la transmisión de fotografías en 
blanco y negro de Marte por el Mariner 9 en 1972. La descripción y el enfoque de los códigos de 
Reed-Muller que aquí presentamos está basada en [3, 8]. 

6.1. Preliminares 

6.1.1. "ectores 

Las palabras de un código de Reed-Muller forman un espacio vectorial, es decir, se trata de 
un código lineal. Podemos considerar cada palabra como un vector de longitud 2m , donde m es 
un entero positivo y cada entrada del vector es un número de Z2 = {a, 1}. Para manipular los 
vectores usaremos tres operaciones: la suma, la multiplicación y el producto punto. 

En general, usaremos Zm para denotar el conjunto de enteros {a, 1,2, . .. , m - 1}. 

En Z2 la suma y la multiplicación se definen como, 

+ a 1 
a a 1 
1 1 a 

* a 1 
a a a 
1 a 1 

Para dos vectores x = (Xl, X2, ... , Xn) y y = (YI, Y2, ... , Yn), la suma se define por 

x + y = (Xl + Yl, X2 + Y2, ... , Xn + Yn), 

donde cada Xi o Yi es 1 ó O. 

La suma de un escalar a E Z2 con un vector x se define por 

a + X = (a + Xl, a + X2, ... , a + Xn) . 

47 
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El complemento x de x es el vector igual a 1 + x . 

La multiplicación se define por la fórmula, 

x * y = (Xl * YI, X2 * Y2, . .. ,Xn * Yn). 

La multiplicación de una con.9tante a E 1:2 con un vector x se define por 

a*x= (a*xI,a*x2, . .. ,a*xn ). 

El producto punto entre x y y se define por 

x . y = Xl * Y1 + X2 * Y2 + ... + Xn * Yn· 

6.1.2. Funciones 

Estamos acostumbrados que al usar una notación posicional, el dígito menos significativo se 
encuentra más a la izquierda. Sin embargo, en este caso nos conviene tener un orden inverso, 
esto es que el dígito menos significativo se encuentra más a la derecha. Por ejemplo, pensemos 
que disponemos de 4 dígitos binarios. Bajo esta representación, usualmente el uno tiene la forma 
0001, pero en el orden inverso es 1000. 

Si ordenamos el conjunto de elementos de 1:2 siguiendo el criterio del orden inverso entonces 
decimos que tenemos el orden estándar de 1:2, 
Ejemplo 6.1.1. El orden estándar de 1:~ es (00, 10, 01, 11) Y el orden estándar de Z~ es 
(000,100,010,110,001,101,011,111). 

Ahora, construimos una función, f¡, que va de Z2 en {0,1}, de la siguiente forma: 

Definición 6 .1.2. Sea 1 ~ {O, 1, ... , m - 1} . La función f¡ se define como: 

( ) { 
I1iE¡(Xi + 1) si I =1= 0 

f¡ XO,X1, ··· ,Xm -1 = 1 si I = 0 

Esta función genera un vector V¡ = (¡¡(uo), f¡(U1), .. " f¡(U2"'-1)) E K n donde Ui E Km, 
n = 2m y UO,U1,'" ,U2"'-1 es el orden estándar de los vectores en Km . 

Ejemplo 6.1.3. Sea m=4, así que n = 24 = 16. Sea I = {0,3} y deseamos encontrar VI· 

Entonces, de acuerdo con la definición anterior, f{o,3}(xo,xI,x2,x3) = (xo + 1)(x3 + 1) . 

Para obtener V¡ debemos de calcular f¡(ua), . . . , f¡(U2"'-1) . 

J¡(ua) = f{o,3} (O, 0,0, O) = (O + 1)(0 + 1) = 1 
f¡(u¡) = f{0,3}(1, 0,0, O) = (1 + 1)(0 + 1) = ° 
f¡(U2) = f{0,3} (O, 1,0,0) = (0+ 1)(0+ 1) = 1 
f¡(U3) = f{o,3}(1, 1,0, O) = (1 + 1)(0 + 1) = ° 
f¡(U4) = f{0,3} (O, 0, 1, O) = (O + 1)(0 + 1) = ° 
f¡(U5) = f{O ,3} (1, 0,1, O) = (1 + 1)(0 + 1) = ° 
J¡(U6) = !{O,3} (O, 1, 1, O) = (O + 1)(0 + 1) = 1 
J¡(U7) = !{o,3}(1,1,1,0) = (1+1)(0+1) = 0 

f¡(Us) = f{O ,3} (O, 0,0,1) = (O + 1)(1 + 1) = ° 
f¡(U9) = !{O,3} (1, 0, 0,1) = (1 + 1)(1 + 1) = ° 
f¡(UIO) = f{O,3} (O, 1,0,1) = (O + 1)(1 + 1) = ° 
f¡(Ull) = !{O,3} (1, 1, 0, 1) = (1 + 1)(1 + 1) = ° 
f¡(U12) = f{0,3} (O, 0,1,1) = (O + 1)(1 + 1) = ° 
f¡(U13) = f{o ,3}(1,0, 1,1) = (1 + 1)(1 + 1) = O 
f¡(U14) = f{o,3} (O, 1,1,1) = (O + 1)(1 + 1) = ° 
f¡(U15) = f{0,3}(1, 1, 1, 1) = (1 + 1)(1 + 1) = O 
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Por lo tanto V¡ = VO,3 = (¡¡(uo), fr(Ul), . .. , fr(U1S)) = 1010001000000000. 

6.2. Códigos de Reed-Muller 

Definición 6.2.1. Un código de Reed-Muller de orden r, 'RM(r, m), es el código lineal 
({vrI I ~ Zm, 111::; r}), donde r y m son enteros positivos tales que r:S m. 

La longitud del código es n = 2m . La dimensión de un código de Reed-MuIler es 

k = 1 + (7) + (;) + .. . + (~). 
Una base de este código lineal es S = {v¡II ~ Zm, 111::; r}. 

Teorema 6.2.2. La distancia mínima de 'RM(r, m) es 2m - r . 

6.2.1. Codificación 
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Sabemos que al trabajar sobre un código lineal, para codificar un mensaje basta con multipli­
car dicho mensaje por la matriz generadora. Por lo tanto, es conveniente que encontremos esta 
matriz. 

Ya conocemos una base del código, el conjunto S. Ahora, cada elemento que pertenece a la 
base formará un renglón de la matriz. Sin embargo, nos falta conocer el orden que deben seguir 
los elementos de la base para que la matriz esté en su forma canónica. Ordenaremos los vectores 
de la base considerando el siguiente criterio. 

VI está antes que VJ si se cumple cualquiera de las siguientes dos condiciones: 

• III < ¡JI 
• Si 111 = IJI entonces fr(Uj) < /J(Uj) y fr(Ui) < /J(ud para i > j . 

Ejemplo 6.2.3. Cuando m = 3 Y r = 1, tenemos la siguiente matriz de codificación. 

[ j 
1 1 1 1 1 1 

U 
V0 

g1,3 
1 1 1 O O O V2 
1 O O 1 1 O VI 
O 1 O 1 O 1 Vo 

Si r = 2, 
1 1 1 1 1 1 1 1 V0 
1 1 1 1 O O O O V2 
1 1 O O 1 1 O O VI 

g2,3 1 O 1 O 1 O 1 O Vo 
1 1 O O O O O O VI,2 
1 O 1 O O O O O VO,2 
1 O O O 1 O O O VO,l 
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Si r = 3, 
1 1 vII 

1 1 1 1 O O O O V2 
1 1 O O 1 1 O O VI 

Q3,3 
1 O 1 O 1 O 1 O Vo 
1 1 O O O O O O V1,2 
1 O 1 O O O O O VO,2 

O O () 1 O O O VO , l 

1 O O O O O O O VO,l ,2 

Más adelante mostraremos un ejemplo completo sobre cómo codificar y decodificar, el cual 
sin duda, aclarará más este procedimiento. 

6.2.2. Decodificación 

La decodificación se basa en el mecanismo que denominamos por mayoría de votos. Esto 
significa que el valor que más se repite es el que suponemos correcto. Sin embargo, si en deter­
minado momento durante el proceso de decodificación existen exactamente la mitad de ceros y 
la mitad de unos, en otras palabras, que no hay una mayoría, significa que la cantidad de errores 
que ocurrieron rebasa la capacidad de corrección de ese código Reed-Muller en particular. Este 
comentario tiene el propósito de recordamos1 que no existe un código que siempre proporcione 
la respuesta correcta y nuestra tarea se limita a minimizar la probabilidad del error. 

Para entender este procedimiento necesitamos algunos conceptos preliminares. 

Definiciones 

• Para cualquier l ~ Zm, se define le = Zm \ l como el complemento de l en Zm. 

• Sea H¡ = {u E Zrlfr(u) = 1}. 

• f¡(xo, ... , xm- d = TIiE¡(Xi + 1) = 1 si y solamente si Xi = O para toda i E l. 

• Para cualquier u = (Uo, U1, ' .. , U m -1) E Zr y para cualquier t = (to, tI,· ' " tm - ¡) E Zr 
definimos la función fr,t(Uo, tll,"" U m-l) = f¡(Uo+to, U1 +t1,"" Um-l +tm+1) = f¡(u+t) 
y definimos V¡,t como el vector que se forma usando la función f¡,t . 

Algoritmo 6.2.4. Decodificación por mayoría de votos de RM(r, m) . 

1. Sea w la palabra recibida. 

2. Sean i = r y w( r) = w . 

3. Obtener todos los posibles subconjuntos J ~ Zm tal que IJI = i, y para cada J se llevan a 
cabo los siguientes pasos: 

a) Obtener HJ. 

lSiendo rigurOS06, el único código en el que el receptor siempre sabe cuál fue la palabra enviada, es aquel que 
consiste de una sola palabra, el cual, como puede suponer el lector, no sirve para nuestros propósitos. 
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b) Para cada t E HJ, calcular el producto punto entre w(i) y vJc,t. 

e) Tenemos IHJI productos del paso anterior. Si en estos productos se presenta una mayor 
cantidad de ceros que de unos entonces mJ = O. Análogamente, si existen más unos 
que ceros entonces mJ = 1. Si existe la misma cantidad de ambos dígitos, se pide una 
retransmisión. 

Cada mJ es un bit del supuesto mensaje, el orden en que obtengamos estos bits es el 
orden inverso que seguirán en la construcción del mensaje, es decir, el primer mJ que 
obtenemos es el último bit del supuesto mensaje y así sucesivamente. 

4. Si i > O entonces calcular w(i -1) = w(i) + ¿JC;;;Zm mJvJ donde IJI = i. 

5. Si el peso de w(i - 1) es menor o igual a e = 2m - r - 1 - 1 entonces para toda J ~ z,.,. con 
IJI :::; r, mJ = O, y terminamos. De lo contrario, i = i - 1 y regresamos al paso 3. 

6.3. Ejemplo 

Codificación 

Supongamos que deseamos codificar el mensaje m = 01011000100 de longitud 11 con el código 
RM(2,4). Este código tiene la capacidad de corrección de un error. 

La matriz generadora del código de Reed-Muller RM(2,4) es la siguiente. 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
1 1 1 1 1 1 1 1 O O O O O O O O 
1 1 1 1 O O O O 1 1 1 1 O O O O 
1 1 O O 1 1 O O 1 1 O O 1 1 O O 
1 O 1 O 1 O 1 O 1 O 1 O 1 O 1 O 

g2,4 1 1 1 1 O O O O O O O O O O O O 
1 1 O O 1 1 O O O O O O O O O O 
1 O 1 O 1 O 1 O O O O O O O O O 
1 1 O O O O O O 1 1 O O O O O O 
1 O 1 O O O O O 1 O 1 O O O O O 
1 O O O 1 O O O 1 O O O 1 O O O 

Al multiplicar el mensaje m con la matrix g2,4 obtenemos la palabra de código c = 0101100110100110. 

Decodificación 

Supongamos que ocurrió un error en el quinto bit y la palabra recibida es w = 0101000110100110 . 

• Sea w = 0101000110100110. 
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• Sean i = 2 Y w(2) = w. 

J t vJc,t w· vJc,t mJ 
{0,1} 0000 1111000000000000 O O 

0010 0000111100000000 1 
0001 0000000011110000 O 
0011 0000000000001111 O 

{0,2} 0000 1100110000000000 1 O 
0100 0011001100000000 O 
0001 0000000011001100 O 
0101 0000000000110011 O 

{1,2} 0000 1010101000000000 O 1 
1000 0101010100000000 1 
0001 0000000010101010 1 
1001 0000000001010101 1 

{0,3} 0000 1100000011000000 O O 
0100 0011000000110000 O 
0010 0000110000001100 1 
0110 0000001100000011 O 

{1,3} 0000 1010000010100000 O O 
1000 0101000001010000 O 
0010 0000101000001010 1 
1010 0000010100000101 O 

{2,3} 0000 1000100010001000 1 O 
1000 0100010001000100 O 
0100 0010001000100010 O 
1100 0001000100010001 O 

• Calculamos w(l) . 

w(l) w(2) + LJCZ mJvJ donde PI = 2 _ 4 

1001000101100110. 

• Calculamos e = 24 - 2 - 1 - 1 = 21 - 1 = 1. Como el peso de w(l) i e entonces continuamos 
con el procedimiento. 

• Sean i = 1 Y w(l) = 1001000101100110. 
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J t V.f c, t WoV.f c,t m.f 

{O} 0000 1100000000000000 1 1 
0100 0011000000000000 1 
0010 0000110000000000 O 
0110 0000001100000000 1 
0001 0000000011000000 1 
0101 0000000000110000 1 
0011 0000000000001100 1 
0111 0000000000000011 1 

{1} 0000 1010000000000000 1 1 
1000 0101000000000000 1 
0010 0000101000000000 O 
1010 0000010100000000 1 
0001 0000000010100000 1 
1001 0000000001010000 1 
0011 0000000000001010 1 
1011 0000000000000101 1 

{2} 0000 1000100000000000 1 O 
1000 0100010000000000 O 
0100 0010001000000000 O 
1100 0001000100000000 O 
0001 0000000010001000 O 
1001 0000000001000100 O 
0101 0000000000100010 O 
1101 0000000000010001 O 

{3} 0000 1000000010000000 1 1 
1000 0100000001000000 1 
0100 0010000000100000 1 
1100 0001000000010000 1 
0010 0000100000001000 O 
1010 0000010000000100 1 
0110 0000001000000010 1 
1110 0000000100000001 1 

• Calculamos w(O). 

w(O) w(l) + ¿.fez mJvJ donde 111 = 1 _ 4 

0000100000000000. 

• Como el peso de w(O) ::; e entonces las m.f restantes son igual a cero y terminamos el 
procedimiento. 

• Por lo tanto el supuesto mensaje es m = 01011000100. 
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6.4. Comentarios 

En este capítulo hemos presentado una forma general de codificar y decodificar de los códigos 
de Reed-Muller. Aun cuando existen formas más rápidas de decodificación cuando se trata de 
códigos de Reed-Muller de primer orden, es decir, cuando r = 1 en RM(r, m), hemos preferido 
usar el procedimiento más general presentado en esta capítulo para usarlo en la implementación 
de la familia de códigos de Reed-Muller. 

En el siguiente capítulo explicaremos un código lineal de uso frecuente en nuestos días, los 
códigos Reed-Solomon. 



Capítulo 7 

Códigos Reed-Solomon 

7.1. Introd ucción 

1.S. Reed y G. Solomon publican en 1958 un artículo en el que dan a conocer los códigos que 
llevan sus nombres, los códigos Reed-Solomon. Actualmente, en el paso de la tecnología analógica 
a la tecnología digital, estos códigos han sido los más usados para la detección y corrección de 
errores. Para ejemplificar la popularidad de estos códigos se suelen mencionar sus aplicaciones 
en la transmisión de información a través del espacio y además su uso en los discos compactos. 

Sin embargo, aun cuando podría parecer extraño en un principio, los códigos Reed-Solomon 
(RS) no son códigos binarios, pero tienen una representación binaria con la cual ha sido posible 
su uso. Enseguida presentamos los conceptos que nos van a permitir entender estos códigos. 

7.2. 

El objetivo que deseamos cubrir con esta sección es conocer cómo podemos construir el campo 
de Galois GF(2r ) y cómo se llevan a cabo las operaciones en dicho campo. Por lo tanto, no seremos 
muy rigurosos con los elementos que presentamos. 

El campo de Galois GF(2r ) es un campo finito sobre el cual se construyen los códigos Reed­
Solomon. Como ya habíamos mencionado estos códigos no son binarios. Del mismo modo, el 
campo GF(2r ) tampoco lo es. 

Conviene que el lector mantenga en mente los conceptos que presentamos en el capítulo 4 
para entender con mayor facilidad las siguientes definiciones. 

Definición 7.2.1. Un polinomio d(x) es divisor o un factor de f(x) si f(x) = g(x)d(x). 

Todo polinomio f(x) tiene entre sus divisores al 1 y al mismo f(x), a estos divisores se les 
llama triviales. Los divisores de f(x) que no son triviales, los denominamos propios. 

55 
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Definición 7.2.2. Sea K un campo. Se dice que un polinomio f(x) E K[x] es irreducible soln-e K 
si no tiene divisores propios en K[x]; de lo contrario se dice que es reducible (o factorizable) 
sobre K. 

Ejemplo 7.2.3. Algunos polinomios irreducibles son f(x) = x, g(x) = 1 + x y h(x) = x + x2. 
Algunos polinomios reducibles o factorizables son p(x) = x 2, q(x) = 1+x2 y r(x) = l+x+x2+x3. 

Definición 7.2.4. Sea p(x) un polinomio irreducible sobre el campo K de grado r > 1. p(x) es 
primitivo, si p(x) no es un divisor de 1 + xm para cualquiera m < 2r 

- 1. 

Sabemos que podemos multiplicar y sumar polinomios módulo un polinomio h(X)l. Sin em­
bargo, necesitamos que se cumplan ciertas propiedades al llevar a cabo las operaciones entre los 
polinomios de un conjunto Kn[x], es decir, no solamente requerimos que K sea un campo, sino 
además necesitamos que Kn[x] sea un campo, también. Para que esta última propiedad se cum­
pla, requerimos que al efectuar las operaciollC8 cntre polinomios módulo h(x), el polinomio h(x) 
sea primitivo. Lo cual crea un campo que conocemos como el campo de Galois, cuyo desarrollo 
se puede consultar en [6] . 

Definición 7.2.5. Un campo finito con pr elementos se le llama un campo de Galois de orden 
pr y se le denota por GF(pr). 

En nuestro caso, por conveniencia p = 2; de tal forma, que estaremos trabajando sobre el 
campo GF(2r). Además, como se señala en [8], una importante característica del campo GF(2r ) 
radica en que cada palabra distinta de cero puede ser representada por alguna potencia2 de un 
elemento primitivo 13 E GF(2r ). 

7.2.1. Construcción del campo de Galois GF(2r
) 

Este proceso es sencillo, si tomamos como guía a los polinomios. Vamos a partir del hecho 
que existen los polinomios que llevan la siguiente secuencia: 

O o 1 2 2T -2 ,x ,x ,x , . .. ,X • 

U na vez que tenemos los 2r polinomios p( x) anteriores, se lleva a cabo la operación p( x) mod h( x), 
donde h(x) es un polinomio primitivo. 

Como vimos en la Sección 4.1.2, el polinomio p(x) mod h(x) tiene una representación binaria 
correspondiente. Y por último, el grado del polinomio xm determina que la potencia correspon­
diente de 13 sea 13m , con lo que queda completamente determinado el campo de Galois. 

Ejemplo 7.2.6. Queremos construir el campo GF(24 ) con h(x) = 1 + x + x4
. Como r = 4 

entonces la longitud de la palabra binaria es 4. Este campo contiene 24 = 16 elementos y se 
observa en el Cuadro 7.1. 

Sobre este campo es más fácil multiplicar. Por ejemplo 

(0110)(1101) = 135 .137 = 1312 = 1111. 

lVéase Sección 4.1.1. 
2Recuérdese que por tratarse de un campo, se cumple que abac = ab+c y además (aby = ab.c 
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) 

palabra 
0000 
1000 
0100 
0010 
0001 
1100 
0110 
0011 
1101 
1010 
0101 
1110 
0111 
1111 
!O 11 
1001 

polinomio en 
O 
1 
X 

x2 

x 3 

l+x 
x+x2 

x2 +x3 

1 + x+x3 

1 +x2 

x+x3 

1 + X +x2 
X+X2 +x3 

1 +x+x2 +x3 

1 +x2 +x:'¡ 

1 +x3 

x (módulo h(x» 
= O mod h(x) 

1 mod h(:¡;) 
::..: x mod h(x) 
= x2 mod h(x) 
= x 3 mod h(x) 
= x 4 mod h(x) 
= x 5 mod h(x) 
= x6 mod h(x) 
= x7 mod h(x) 
= x8 mod h(x) 
= x 9 mod h(x) 
= x lO mod h(x) 
= Xll mod h(x) 
= x12 mod h(x) 
__ x 13 mod h(x) 
= x14 mod h(x) 

potencia de f3 

Cuadro 7.1: Construcción de GF(24 ) con el polinomio h(x) = 1 + x + x 4 . 

y si queremos sumar palabras, 

(0110) + (1101) = (1011) = f313. 
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Aun cuando parece que en la suma, la operación no se simplifica en lo absoluto, resultará útil 
más adelante cuando necesitemos reducir términos en donde llevaremos a cabo operaciones como 
la siguiente: 

f3 + f32 = (0100) + (0010) = (0110) = f35. 

7.2.2. Propiedades 

En este capítulo presentamos una lista de resultados que nos proporcionan información importan­
te sobre el campo de Galois y los códigos Reed-Solomon. La demostración de los mismos pueden 
ser consultados en [8]. 

Teorema 7.2.7. Sean al, a2, ... ,at elementos distintos de cero en el campo GF(2r
). Entonces 

el polinomio g( x) = (al - x)( a2 - x) ... (a2 - x) genera un código cíclico lineal de longitud 2r - 1 
sobre el campo GF(2r ). 

Teorema 7.2.8. Sea e un código cíclico lineal de longitud n sobre el campo GF(2r ). Entonces 
cada palabra de código c(x) puede ser escrita de forma única como m(x)g(x) para algún m(x) 
en GF(2r )[x] de grado menor que n - grado(g(x)). También, g(x) divide a ¡(x) si y solamente 
si g(x) divide a 1 + xn y ¡(x) es una palabra de código. 

Corolario 7.2.9. Sea g(x) un polinomio con grado n-k. Si g(x) genera un código cíclico lineal 
e sobre GF(2r ) de longitud n = 2r - 1, Y dimensión k, entonces 
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G l g(x) j xg(x) 

Xk - 1:g(X) 

es una matriz generadora para e, y el número de palabras de código en e es (2r )k . 

7.3. Códigos Reed-Solomon 

Definición 1.3.1. Un código binario Reed-Solomon RS(2r
, ó) es un código cíclico lineal sobre 

GF(2r
) con polinomio generador g(x) = (¡F+l +x)(jr+2+x) . . . (¡F+Ó - l+ x ) para algún entero 

m y algún elemento primitivo f3 E GF(2r ) . 

Ahora, presentamos un teorema múy útil, cuya demostración se puede consultar en [8) . 

Teorema 7.3.2. Si e es un código RS(2r ,ó) entonces 

a) n = 2r -1, c)d = ó,y 

Antes de mostrar un ejemplo en donde usemos los resultados del teorema anterior, deseamos 
hacer notar que cualquier código RS(2r , ó), puede ser representado como un código binario. Este 
proceso, consiste en reemplazar cada dígito, de cada palabra de código, por la palabra binaria de 
longitud r dada por GF(2r ) . Por lo tanto, si el código original tiene una longitud de n = 2r 

- 1 
entonces el código binario correspondiente tiene una longitud de n' = r(2r - 1). 

Sea c E e; denotaremos como é la representación binaria correspondiente a c, y como 6 el 
código binario correspondiente a e. 

Ejemplo 1.3.3. Sea e el código RS(22 , 2) con polinomio generador g(x) = f3+x y donde GF(22
) 

se construye usando 1 + x + x2 . Usando el Teorema 7.3.2 tenemos: 

a) n = 22 - 1 = 3, c) d = 2, y 

b) k = 22 - 2 = 4 - 2 = 2 
" 

d) lel = 22.2 = 24 = 16. 

Del Corolario 7.2 .9 tenemos que la matriz generadora es 

G [
f3 10] 
O f3 1 . 

Ahora, construimos el campo GF(22 ) con el polinomio h(x) = 1 + x + x2 . 
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palabra 
00 
10 
01 
11 

polinomio en 
o 
1 
x 

l+x 

x (módulo h(x)) 
= O mod h(x) 
= 1 mod h(x) 
= x mod h(x) 

= x2 mod h(x) 
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potencia de 13 

Como el campo GF(22 ) tiene 4 elementos y además la dimensión del código es k = 2 (o sea 
que la longitud de los mensajes que podemos codificar es 2) entonces tenemos 42 = 16 posibles 
mensajes, u, que podemos codificar . 

A continuación presentamos una tabla donde mostramos cada uno de los 16 mensajes y su 
correspondiente palabra de código. 

u u c = uG e u u c=uG e 
0000 00 000 000000 0001 013 013213 001101 
1000 10 1310 011000 1001 113 131313 010101 
0100 130 132130 110100 0101 1313 132 113 111001 
1100 1320 11320 101100 1101 13213 1013 100001 
0010 01 0131 000110 0011 0132 01132 001011 
1010 11 13132 1 011110 1011 1132 130132 010011 
0110 131 13201 110010 0111 13132 132132132 111111 
1110 1321 111 101010 1111 132132 113132 100111 

Cuadro 7.2: Construcción del código RS(22 , 2) con g(x) = 13 + x y su correspondiente represen­
tación binaria . 

7.3.1. Decodificación 

Si bien el siguiente proceso de decodificación no es el mM rápido, es importante porque nos 
sirve para entender un algoritmo mM eficiente, el cual veremos mM adelante. 

Hasta ahora, todos los códigos que habíamos manejado eran binarios, de tal suerte que sólo 
necesitábamos conocer las posiciones que creíamos erróneas y negar el bit correspondiente. Sin 
embargo, como los códigos Reed-Solomon no son binarios, necesitamos detectar las posibles posi­
ciones erróneas y detectar por cuál elemento que está en GF(2r ) se debe sustituir dicha posición. 

Nos referiremos a cada posible posición errónea con un número de posición errónea. La mag­
nitud del error de una posición errónea i es el elemento Q E GF(2r

) que se ubica en la posición 
i que consideramos el patrón de error mM probable. 

Ejemplo 7.3.4. Consideremos un código RS(8, 3). Si c = f33¡Ji¡JJOOOO fué transmitida y supon­
gamos que se recibió w = 133 ¡Ji 1350000, entonces el patrón de error mM probable es c + w = e = 
OO¡JiOOOO. Así que el número de posición errónea es 132 y la correspondiente magnitud del error 

es 134
. 
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A continuación presentamos el algoritmo de decodificación, cuyo desarrollo puede ser consul­
tado en [8) . 

Algoritmo 7.3.5. Sea a la palabra de código enviada que pertenence al código RS(2r , eS) con 
polinomio generador g(x) :::'0 (f3"'+1 + x) .. . (f3"'+t5- 1 -1- x) . Sea t = [(eS - 1)/2). Supongamos que 
se recibe la palabra w. Para encontrar la posible palabra de código enviada, se llevan a cabo los 
siguientes pasos: 

1. Se calcula Sj = w(¡P) para m + 1 ~ j ~ m + 2t. 

2. Se establece e = t, Y se encuentra el rango de la matriz extendida M'. 

[ sm+' 
S m + 2 

Sm+. +' 1 
M' 

Sm+ 2 Sm+ 3 Sm+e+ 2 
(7.1) 

s m +e Sm +e+ l Sm+ 2e 

3. Sea e el rango de M' . Se resuelve el siguiente sistema lineal para ao, al, . . . ,ae- l. 

[ Sm+' 
Sm+ 2 Sm+e 

Sm+ 2 Sm+ 3 Sm+e+ l 

Sm+e Sm+e+ l Sm+ 2e - l 

4. Se encuentran las raíces de aA(x) = ao + O"lX + ... + x e ; estas raíces son los números de 
posiciones erróneas al, . . . , ae . 

5. Se resuelve el siguiente sistema de ecuaciones para bl , . .. ,be; las cuales son las magnitudes 
de error correspondientes a al , ... , ae . Por lo tanto, el patrón de error más probable Ce 

está completamente determinado. 

(7.3) 

6. Para encontrar la supuesta palabra de código sumamos el patrón de errores Ce con la palabra 
recibida w . 

C= Ce +w 

7. Por último para obtener el supuesto mensaje m s , dividimos el polinomio equivalente a la 
supuesta palabra de código c(x) , entre el polinomio generador g(x). 

ms(x) = c(x) ...;- g(x), 

y obtenemos la cadena de Galois m s equivalente al polinomio m s(x) . 
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Ahora presentamos un ejemplo del uso de este algoritmo. 

Ejemplo 7.3.6. Sea g(x) = (1 + x)(,6+ x)(,62 +x)(,63 +x)({r + x) (,65 +x) el polinomio generador 
de un código RS(24, 7), donde GF(24) se construye usando 1+x+x4, es decir, se trata del campo 
que construirnos en el Ejemplo 7.2.6 . Por lo tanto, m ,::: -1 y t :..:: 3. 

Supongamos que la palabra recibida es 
w(x) = 1 + {rx + ,6x3 + ,69x5 + x6 la cual es equivalente a 1{r0,60~100000000. 

Ahora. 
g(x) = (1+x)(,6+x)(,62+x)(,63+ x )({r+x)(,65+ x ) = 1+{rx+,62x2+,6x3+,612x4+~x5+x6 . 

1. Se calculan Sj = w(,Bl) para O 50 j 50 5. 

So w(.ao) = 1+ ,64(.ao)+ ,6(.ao)3 + ,69 (.ao)5 +(.ao)6 
SI w(,6) = 1 + ,64(,6) + ,6(,6)3 + ,69(,6)5 + (,6)6 
S2 w(,62) = 1 +{r(,62)+,6(,62)3 +,69(,62)5 +(,62)6 

S3 w(,63) = 1+,64(,63)+,6(,63)3+~(,63)5+(,63)6 

S4 w({r) = 1+,B4(,B4)+,6(,B4)3+~(,B4)5+(,B4)6 
S5 W(,65) = 1+,64(,65)+,6(,65)3+~(,65)5+(,65)6 

,6+,B4+~ 
1 +,65 +,B4+ ,614+,66 
1+~+,67 +,B4+,612 
1+,67 +,610+~+,63 
1 +,as+,613+,614+~ 
1+~+,6+,B4+1 

2. Se establece e = t = 3, y se encuentra el rango de la matriz extendida M'. 

M' 
[So s, s, Ss 1 [ ~' 1 ~ ~"l SI S2 S3 S4 ~ ,612 ~ 

S2 S3 S4 S5 ,69 ,612 ~ ,67 

[~ 
1 ~ 

~l [ ~i 1 ,69 
~" 1 ,612 ,67 +-+ ,612 ,67 ,66 

,67 ,62 O O O 

Por lo tanto, el rango de M' es 2. 

3. Sea e = 2. 

Esto es, 

[~7 ~] [;~] __ [$2] 
+-+ [~ ,6;2] [:~] = [~] 

Así que tenemos: 

,670'0 + al = ,69 

,6120'1 = ,67 

(7.4) 

(7.5) 
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De la ecuación (7.5) tenemos que al = {3)o . 

Sustituyendo al en la ecuación (7.4) tenemos que {37 ao = {fJ + {31O = {313 . Así que ao = {36 

Por lo tanto ao = p6 Y al = {310 . 

4. Buscamos las raíces de aA(x) = ao + a1X + x2. 

aA(x) = p6 + {310x + x2 = (x + {32)(x + ¡J4) . 

Por lo tanto al = {32 Y a2 = ¡J4 . Estos valores constituyen los números de las posibles 
posiciones erróneas. 

5. Resolvemos el siguiente sistema de ecuaciones lineales para b1 y b2 . 

Esto es, 

Así que tenemos: 

[ a? ag ] [ :~ ] = al al 1 2 

({32)0 (¡J4)0 ] [ :~ ] ({32) 1 (¡J4)1 

~ [~ {3;0] [ ~~ ] 

b1 + {312 = {37 

{310 b2 = {37 . 

De la ecuación (7.7) tenemos que ~ = {312. 

[ ;~ ] 

= [ ~7 ] 

= [ ~~ ] 

Sustituyendo b2 en la ecuación (7.6) tenemos que b1 = {37 + {312 = {32. 

(7.6) 

(7.7) 

Por lo tanto las magnitudes de error de las posiciones al = {32 Y a2 = ¡J4 son b1 = {32 Y 
b2 = {312, respectivamente. 

Así que el patrón de error Ce es: 

o o 
(3 (3 

6. La posible palabra de código enviada es 

7. Recuperamos el mensaje. 

ms(x) = c(x) + g(x) 
ms (x) = (1 + ¡J4x+ {32x2 + {3x3 + {312x4 + {fJx5 +x6 )+ (1 + ¡J4x+ {32x2 +{3x3 + {312x 4 + {fJx5 +x6

) 

ms(x) = 1. 
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Ahora, si bien ya hemos obtenido el supuesto mensaje, el lector no debe olvidar que este 
mensaje es un polinomio en el campo de Galois GF(24 ), por lo que primero traducimos el 
polinomio ms(x) en la cadena de Galois m s , esto es: 

m.(x) = 1 es equivalente a ms = 100000000. 

Por último, traducimos la cadena de Galois ms en la cadena binaria correspondiente, como 
se mostró en la Sección 7.2.1. 

ms = 100000000 es equivalente a 100000000000000000000000000000000000. 

7.4. Algoritmo Berlekamp-Massey 

La dificultad más fuerte que se presentaba con los códigos Reed-Solomon, y en la que aún se 
sigue trabajando, es la complejidad del proceso de decodificación. Uno de los procedimientos más 
usados para llevar a cabo la decodificación es conocido como el algoritmo de Berlekamp-Massey, 
el cual presentamos en esta sección. 

La idea central de este algoritmo es optimizar la obtención del polinomio a(x), esto es, el 
polinomio localizador de errores. 

Algoritmo 7.4.1. Sea w la palabra recibida que fue codificada usando el código RS(2r
, ó) con 

polinomio generador g(x) = ({J"'+l + x) + ({J"'+2 + x) + ... + ({J"'+Ó-l + x), y sea t = [(ó - 1)/2] 
la capacidad de corrección del código. Se decodifica w como sigue: 

1. Se calculan Sj = w(f3j) para m + 1 ::; j ::; m + 2t. 

2. Se definen 
q- l (x) 

qo(x) 
P- 1(X) 

Po (x) 

__ 2 2t 
1 + Sm+ 1X + Sm+2X- + ... + Sm+2tX , 

2t-1 
Sm+l + Sm+2X + ... + Sm+2tX , 

x2t+l, Y 

x 2t . 

Sean d_1 = -1, do = O y Zo = -1. 

3. Para 1 ::; i ::; 2t, se definen qi,Pi, d; Y Zi como sigue: 
Si qi- 1 (O) = O entonces 

Pero si qi-1(0) -:j:. O entonces 

Zi = 

qi(X) qi-l(X)/X, 
p¡(x) Pi-l (x)/x, 

di d; - 1 + 1, Y 
Zi = Zi - 1· 

(qi-l(X) + (q¡-l(O)qZ'_l (O»qZ'_l (x»x, 
(Pi-l (x) + (qi - 1 (O)qZ'_l (O) )PZ'_l (x»x, 
1 + míndi - 1 , dZ ' _ 1 ' y 

{ 
i - 1 si d;-l 2: dZ '_ l j 

Zi - 1 en otro caso. 
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4. Si no se ha rebasado la capacidad de corrección del código, es decir, que el número de 
errores ocurridos e no ha superado a t, entonces el polinomio P2t(X) presenta los mismos 
coeficientes que tiene el polinomio O"(x) . Ambos polinomios tienen la misma cantidad de 
sumandos y tienen el mismo grado, para construir O"(x) tomaremos los coeficientes de P2t(X) 
en el orden invcrflO. 

Dicho en símbolos, tenemos: 

Sea e el número de errores ocurridos. El polinomio corrector de errores O"(x) tiene la siguiente 
forma: 

Ejemplo 7.4.2. Considérese el Ejemplo 7.3.6. 

1. En dicho ejemplo tenemos los siguientes síndromes: 

2. Definimos: 
q-l(X) 
q- l(X) 
p- l(X) 

Po(x) 

So = (p, 
SI rf1, 
S2 f39, 

83 f312, 
84 = ~, 
S5 p. 

1 + f37x + x2 + ~x3 + f3 I2 x4 + ~x5 + f37x6 
= f37 X + X + ~X2 + f312x3 + f39 x4 + P x 6 

x 7 

x6 

Sean d_ 1 = -1, do = O Y zo = -1 

3. Para 1 ::; í ::; 6, se definen qi, Pi, ~ Y Zi de la siguiente forma: 

• i = 1 
qo(O) = f37. 

Como f37 f O, tenemos: 

ql (x) 

qo(O) 

Pl(X) 
Po(x) + q_I(O}P- l(X) 

1 + f37x X 

dI 1 + mín{do, d-d = 1 + mín{O, -1} O 

Zl 1 - 1 porque do 2: d_ 1 O 
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• i = 2 
ql (O) = {33. 

Como {33 i=- O, tenemos: 

ql(O) 
ql(X) + Qo(ü)qo(x) 

x 

ql(O) 
PI (x) + q;;(O)po(x) 

x l+~x 

1 + mín{ dI, do} = 1 + mín{O, O} 1 

Z2 = 2 - 1 ya que dI ~ do 1 

• i = 3 
q2(0) = {312 . 

Como {312 i=- O, tenemos: 

qz(O) 

q3(X) 
q2(X) + 21{0} Ql(X) 

= j3'J + {3lOx + j3'Jx2 X 

Q2(0) 

P3(X) 
P2(X) + Ql(O)Pl(X) 

1 + {312x + {3x2 
X 

d3 = 1 + mín{ dz, dI} = 1 + mín{l, O} 1 

Z3 3 - 1 pues dz ~ dI 2 

• i = 4 
Q3(0) = (fl. 
Como (fl i=- O, tenemos: 

Q3(0) 

Q4(X) = 
Q3(X) + Qz{O} Qz(x) 

O x 

Q3(0) 

P4(X) 
P3(X) + Q2{0}P2(X) 

= 1 + {310 x + /Y'X2 
X 

d4 1 + mín{ d3, dz} = 1 + mín{l, l} 2 

Z4 = 4 - 1 porque d3 ~ d2 = 3 
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7.5. 

7 Códigos Reed-Solomon 

• i = 5 
g4(0) = O. 

Como g4(0) = O, tenemos: 

O 

Ps(x) 

ds 3 

Z5 = 3 

• i = 6 
g5(0) = O. 

Como g5(0) = O, tenemos: 

O 

P6(X) = ~ x 

ds d5 + 1 = 4 

Z6 3 

Por último, sabemos que 

y tomando los coeficientes del polinomio anterior en orden inverso, construimos el polinomio 
detector de errores u(x): 

Comentarios 

Con esto concluimos nuestra revisión sobre los códigos Reed-Solomon. Como el lector pudo 
observar, el proceso de decodificación fue más elaborado que aquellos presentados anteriormente. 
Debido a la complejidad de la decodificación de estos códigos, se dificultó que se empezara su uso 
en aplicaciones concretas, es en los años recientes cuando se han podido implementar con buenos 
resultados. 

En este momento ya conocemos los cuatro códigos lineales que mencionamos en la presenta­
ción: Golay, Hamming, Reed-Muller y Reed-Solomon. Así que en el siguiente capítulo solo resta 
llevar a cabo la comparación entre éstos usando los dos tipos de ruido al simular la transmisión 
de los bits: el ruido blanco y el ruido con ráfagas. 



Capítulo 8 

Comparación de los códigos 

~~,J'V'UWJ mostramos los resultados de llevar a cabo la comparación entre los códigos: 
Reed-Muller y Reed-Solomon. Sin antes de mostrar los resultados 

notas de que se siguieron para la programación de los mÍ8-
mos. 

8. Implementación transmisión 

Las implementaciones que se hicieron de cada uno de estos códigos siguen los algoritmos de 
codificación y decodificación que se vieron en los anteriores. Sin embargo, destacaremos 
algunas cualidades de dicha unpte:mtmtacl.on 

Nuestra intención, no es abrumar al lector con los detalles de cada programa, pues cada uno 
de ellos ya está documentado en el programa si no de un esquema general 
del diseño que les díó 

8.1.1. 

Usamos el paradigma de orientación a de los Bajo 
este paradigma, pensarnos en cada uno de corno una clase. considerando 
que todos son códigos lineales, encontrar elementos comunes como fue el proceso de 
codificación de un mensaje. Por tal motivo, se una clase abstracta a la que llamarnos 
AbstractErrorDC para reunir estos elementos. 

Por otro lado, hicimos uso de una interfaz que nr''"\nl ....... '''n las declaraciones comunes a todos 
los códigos lineales. 

La programación de estos códigos se llevó a cabo usando el de 
el cual se apega al paradigma de orientación a 

67 
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Las siguientes clases constituyen la parte más 
I.>VU!~~U<> que se usa para llevar a cabo los 

pues forman una biblioteca de 
~UvU"~ mostrados en el resto del capítulo . 

.. AbstractErrorDC.java 

1M 

.. Golay.java 

.. Hamming.java 

.. ReedMullerjava 

.. ReedSolomon.java 

En la Figura 8.1 mostramos cuál es la relación entre estas clases usando la notación UML. 

A excepción de la clase la cual el código G24, el resto de las clases 
mentan las familias de códigos, es no se implementó un código específico si no una forma 
general para instanciar el código solicitado por el usuario. 

8.1.2. Implementación de transmisión 

Para poder simular la transmisión de los bits de información y someterlos a ruido, se 
mentaron los modelos de canales de transmisión revisados en el Capítulo 2: el canal simétrico 
binario y el canal de Este último usando el modelo de Gilbert-Elliot que se revisó en la 
Sección 2.3. 

Las clases que se crearon para UJ.j'IJ"vUJl"U.~a.. estos canales son: 

Es una interfaz que mantiene la declaración común a ambos 

11 lITlpl,eITleIllta el canal simétrico binario. 

Ir lmpleme:llta el canal de Gilbert-Elliot. 

Por otro lado se 1mpll~mentaJ,on dos clases que simulan la transmisión de los 
son leídos de un archivo aleatoriamente, usando cualquiera de los dos 
Estas clases son: 

canales. 

los cuales 
de canales. 

11 Esta clase se encarga de leer o escribir las cadenas de bits en los 
archivos fuente y respectivamente. Además se encarga de usar de los 
códU(os lineales que se implementaron, para codificar o la cadena de bits. 

Ir En esta clase se Ilevd a cabo la simulación de la transmisión de los 
bits sucesivamente usando cualquiera de los dos modelos de canales de transmisión. 

En la 8.2 mostramos la relación entre las clases mencionadas. 



o.. 
(1) 

o 
[ 
íJl 
o.. 
(1) 

[ 

IgeneratorMatux: 

tdimension: int 

UengthCode: ínt +encodelmessage: ): 3waryStnng 

BinarySlring 
-bltstr: boolean[] O.: 

+encode(message:BinaryStringl: BinaryString 

+decode (bst r: Binary su ing 1: BinarySt ring 

+getDimension (): int const 

+decodelreceivedWord:BinaryStringl: BinaryStrlr.g 

+getDimension (): int const 

+BlnarySt riog () 
+getLengthCode (): int const 

+toString(): String 

o.,' 

Golay 

+getSyndrome(): BinaryString 

+decode {receivediiord:BinaryStringJ: BinaryString 

ReedMuller 
-r: int 

+ReedMuller (r: int, m: int 1 

+getLengehCode(l: int const 

Hamming 
-ro: int 

+Harnming (k: int) 

: BinaryString 

tdecade (receivedWord: BinaryStringl : BinaryString 

ReedSolomon 
-arder: int 

-delta: int 

-m: int 

+decode (receivedWord:BlnaryStringl: BinaryString +ReedSolomon{order:int,delta:intl 

+ReedSolomon (arder :int, delta: int, ro: int I 

I.......--------------------------I+encode {mesage:BlnaryString, 1: BínaryString 

+decode 



I 
- - - - - - - - - - • - - - - • - -1 

tp: double 

tBSChannelll 

+BSChannellp:dooblel 

BSChannel 

taltera Ib:booleanl: boolean 

+transmission 

-b: dooble 

tg: dooble 

+good: BSChannel 

tbad: BSChannel 

tGEChannel !I 

: BinaryString 

tGECnannelIDrobMalo:dooble, probBueno:dooblel 

tGEChannell~robMaI o:dooble, probBueno :double, probBuenoAMalo :dooble, probMaloABueno: dooble) 

ttransmission {cooellord:BinaryStrinql: BinaryStrinq 

treader: EncooeDecodeFile 

tllr i ter: EncooeDecooeF i le 

tcooe: EnorDC 

tenannel: Channel 

+preNumberOfErrors: long 

+postNumberufErrors: long 

+lengthMessage: int 

File T ransmission 

tFileTransmission (cede: ErtorDC, enannel :ehannel, :engthYli!ssage: 1,,: 1 

+transmission lfilenarrt€ :String) 

tgetPreNul!\berOfErrors (): long const 

+getPostNumberOfErrors I J: long const 

-bf: BinFile 

-cooe: ErrorOC 

lenqth: int 

'eDecooeFile () 

open (fname :String. mede: intJ 

+close !J 
+next (J: BinarySt ring 

+write Iword: BinaryStringJ 

tencooe lmessage: BinaryStrinqJ: BinaryScring 

+decooe Ireceivedll'ord:BinaryString): BlnaryString 

tendOfFile IJ: boolean 
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8.1.3. la implementación 

Aún cuando se implementaron más para facilitar el de los 
se muestran en las siguientes secciones de este capítulo, la idea de la se 
resume en las clases anteriores en sus respectivas figuras. Si el lector desea ver los 
detalles de los programas que se como parte de t'-ste puede otx"iervar el código 
mismo o bien la documentación en formato HTML generada por la herramienta /"",utJ'u<" 

8.2. 

Ahora contamos con lo necesario para llevar a cabo la que 
revisamos. En términos generales lo que es realizar , los cuales consisten 
en simular la transmisión de un archivo por un canal con ruido y comparar los resultados 
por la transmisión con los datos 

Hipótesis 

Considerando que conocernos las de corrección de cada código, supone-
tiene una de corrección de d bits por palabra de 

código de n entonces tendrá UD comportamiento satisfactorio en canales con 
probabilidad de cruzamiento inferior a l. Por otro lado, creernos que debido al tipo 
de decodificación que usa el código es este el que presentará un 
mejor ti"''''''' ..... ,.." .. n'' 

En nuestro modelo uu'""U"~~ tendremos nr<><><>,,,b, las variables: 

lB Tipo de 

• Longitud del A~~'U~'~.1 

• Longitud de la palabra de código. 

• Capacidad de corrección por de código. 

• Cardinalidad. 

lB Tipo de canal. 

• del canal. 

Los elementos que mediremos corno resultado de cada experimento son: 

Te Tasa de errores antes de la decodificación. 
Tasa de errores de la decodificación. 

Td. Tasa de errores de los bits de datos antes de la decodificación. 
Td.p Tasa de errores de los bits de datos de la decodificación. 

2Usando el enfoque de la prc",a,,,w'lIao 
vación queda registrada. 

entendem06 por experimento el proceso por medio del cual una obser-
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Cada ex[)enmento elementos importantes que debemos mantener presentes. Para faci-

Por otro 

mpnt,,,, usaremos la notación que en el siguiente cuadro: 

Número total de bits transmitidos por el canal. 
Número total de bits erróneos antes de la decodificación. 
Número total de bits erróneos de la decodificación. 
Número total de bits de datos transmitidos por el canal. 
Número de bits de datos erróneos antes de la decodíficación. 
Número de bits de datos erróneos de la decodíficaóón. 

Cuadro 8.1: Notación 

en relación a las tasas de error tenemos: 

~ 
Do . 

Además consideraremos la tasa de transmisión y la tasa de corrección que definimos en la 
Sección 2.11, las cuales se representan como y donde C es un (n, M) 

R(C) = log2(M) 
n 

8.2.1. de transmisión 

Ld -lJ 
o(C) = -¿ 

n 

Antes de empezar con los experimentos deseamos proporcionar los 
tasas de error en distintos canales. Los datos del Cuadro 8.2 fueron obtenidos de 

Canal 
CD-ROM 

Tasa de error 
10-
10-4 

10-6 

10-6 

10-10 
1O-i2 

Cuadro 8.2: Tasas de error 

datos sobre las 
4,9]. 
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8.3. Comportamiento de 
co binario 

códigos usando 
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canal simétri-

El canal simétrico binario fué discutido en la Sección 2.2. En este tipo de canal el 
elemento es la probabilidad de cruzamiento del canal Pe, debido a que ésta define la cantidad de 
ruido en el mismo. 

Recuérdese que el canal simétrico binario es un canal sin esto es, que el error al 
cual se ve afectado un bit es de los errores ocurridos en el resto de los bits. Esto 
ocasiona que los errores estén distribuidos a lo largo de las palabras de bits que son transmitidas. 

Por en cuanto a la información que en este se ,...r.,,... .. ,,·,,, 
una tabla con los resultados de los de someter un archivo a distintos valores de la 

vvaV'll\.Jla.U de cruzamiento del canal. 

Por cada valor de la probabílidad de cruzamiento del canal (Pe), se simuló la transmisión del 
archivo por el diez veces. Sin en las tablas que los resultados, sólo se 
exponen los de estos diez por cada 

8.3. Códigos de Golay 

A continuación presentamos las características del de Golay G24 y los resultados de 
los usando el canal simétrico binario. 

Tipo de código: 
del Illenl:!l:L le: 

rHU'''''''' de código: 
V"'.P""'.'UCLU de corrección por palabra: 
Cardinalidad (M): 

Tasa de transmisión: 

IP~ Bb B" Bep 
0.001 16392 18.7 0.0 
0.005 16392 79.3 0.0 
0.01 16392 169.4 0.0 
0.02 16392 328.7 3.2 
0.04 16392 652.5 47.2 
0.06 16392 989.5 179.6 
0.08 16392 1297.2 395.8 
0.1 16392 1632.7 777.6 
0.14 16392 2319.8 1852.0 
0.16 ]6392 2628.5 2325.4 
0.2 ]6392 3279.4 3351.8 
0.3 ]6392 4937.0 5326.2 
OA 16392 6569.1 6811.6 

• 

0.5 16392 8225.7 8224.2 

Golay 
12 bits 
24 bits 
3 bits 
4096 

0.5 

T. 
0.0011 
0.0048 
0.010,1 

Tep 

0.0 
0.0 
0.0 

0.0200 0.0001 
0.0398 0.0028 
0.0603 Om09 
0.0791 0.0241 
0.0996 0.0474 
0.]4]5 0.1129 
0.1603 0.1418 
0.2000 0.2044 
0.3011 0.3249 
0.1007 0.4155 
0.5018 0.5017 

Tipo de canal: 
Probabilidad (Pe): 

Tasa de corrección: 

DI> De Dev 
8196 10.8 0.0 
8196 41.8 0.0 
8196 84.6 0.0 
8196 164.3 1.9 
8196 325.7 24.4 
8196 492.9 87.2 
8196 646.2 ]97.2 
8]96 819.5 388.8 
8196 1159.3 921.9 
8196 ]308.3 1160.1 
8196 ]643.4 1677.5 
8196 2454.0 2648.2 
8196 3299.1 3418.6 
8196 4114.9 4098,4 

Canal simétrico binario. 
0.001, 0.005, 0.02, 
0.04, 0.06, 0.08, 0.1, 
0.14, 0.16, 0.2, 0.3, 
DA Y 0.5. 

0.125 

Td Tdv 
0.0013 0.0 
0.0051 0.0 
0.010,3 0.0 
0.0200 0.0002 
0.0397 0.0029 
0.0601 0.0106 
0.0788 0.0240 
0.0999 0.0474 
0.1414 0.1124 
0.1596 0.1415 
0.2005 0.2046 
0.2994 0.3231 
OA025 0.4171 
0.5020 0.5000 

Tabla 8.2.1.1. Resultados de los experimentos realizados con el código de Golay 
canal simétrico binario. 

sobre un 
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0.05 

O.M5 

O.M 

f-/; 0.035 

~ 0.03 ... ; .. 
5 
.IJ O.Q25 
~ 
." 0.02 ", .... _-" . .- : 

0.015 

0.01 ... 

0.005 

8.3: Comportamiento del de 

Golay 

La de Golay G24 es de 1 bit por cada 8 bits. De tal suerte que 
si el canal tiene una de cruzamiento Pe = 0.1, que el código puede 
recuperar todos los errores, pero esto ¡no ocurrió' ¿por qué? 

Al observar con cuidado la transmisión podemos ver que hay una gran cantidad de palabras 
de código que no necesariamente presentaron 3 bits erróneos. Esto que hay palabras de 
código que tendrán más de 3 bits erróneos, lo que excede la capacidad de corrección del código. 
Esta observación no es del código de Gol ay, sino que es al de 
los códigos frente a la cantidad de ruido que presenta cualquier canaL 

No obstante, ya aclarado el comportamiento anterior, que bajo las tres 
primeras probabilidades de cruzamiento se tiene una recuperación completa del archivo. Esto nos 
muestra un muy buen del 

8.3.2. Códigos de 

Presentaremos los resultados de la transmisión de los bits usando los de n¿UUlilJ.ll~ 
H2 (4), H 2(8) Y 

Código de "''''<:1lUU.Hll% H2 (4) 

Tipo de código: 
Longitud del mensaje: 
Longitud de la palabra de 
Capacidad de corrección por m'."Ul,r».· 

Cardinalidad (M): 

Tasa de transmisión: 

4 bits 
7 bits 
1 bit 
16 

0.5714 

de canal: 
Probabilidad (Pe): 

Tasa de corrección: 

Canal simétrico binario. 
0.001, 0.005, 0.01, 0.02, 
0.04, 0.06, 0.08, 0.1, 
0.14, 0.16, 0.2, 
DA Y 0.5. 

0.142857 
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Pe Bó Be Bep Te T. p Dó De Dep 7d Tdp 
0.001 14336 14.6 0.0 0.0010 0.0 8192 7.9 0.0 0.0009 0.0 
0.005 14336 70.2 3.9 0.0048 0.0002 8192 40.3 2.3 0.0049 0.0002 
0.01 14336 143.1 9.9 0.0099 0.0006 8192 83.1 5.6 0.0101 0.0006 
0.02 14336 283.9 49.5 0.0198 0.0034 8192 160.3 28.2 0.0195 0.0034 
0.04 14336 568.2 178.7 0.0396 0.0124 8192 324.4 103.2 0.0395 0.0125 
D.06 14336 85.1.6 382.5 0.0596 0.0266 8192 <187.5 217.8 0.0595 0.0265 
0.08 14336 1147.1 (¡54.6 0.0800 0.0456 81!J2 662.8 374.3 0.0809 O.045H 
0.1 14336 1439.1 959.8 0.1003 0.0669 8192 833.3 551.4 0.1017 0.0673 

0.14 14336 2018.8 1678.4 0.1408 0.1170 8192 1157.1 952.6 0.1412 0.1162 

I 

0.16 14336 2290.8 2054.9 0.1597 0.1433 8192 1318.3 1185.5 0.1609 0.1447 
0.2 14336 2876.8 2813.9 0.2006 0.1962 8192 1645.1 1607.4 0.2008 0.1962 
0.3 14336 4294.3 4642.7 0.2995 0.3238 8192 2457.3 2661.2 0.2999 0.3248 
0.4 14336 5740.3 6033.3 0.4004 0.4208 8192 3293.8 3457.0 0.4020 0.4219 I 
0.5 14336 7129.2 7151.5 0.4972 0.4988 8192 4079.0 4092.2 0.4979 0.4995 

Tabla 8.2.2.1. Resultados de los lTy",ml'"" realizados con el 
un canal simétrico binado. 

de Harnming H2(4) sobre 
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0.02 .: . ~ ...... ~ .... ; .. , 
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0.01 

o 
o 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 

Probabilidad de cruzamiento Pe 

8.4: L<UUICULU del código de Harnming 

De tos tres códigos de que revÍBamos en esta sección, son precÍBamente los códigos 
los que una tasa corrección más alta. Sin veremos más adelante que 

entre los de Golay, Reed-Muller y Reed-Solomon, son los códigos de Ui:I.IUlUU11S 

los que tienen el más Sin no deben de ser ya que s'..,:fTI1>1n" 

el código corrector de errores más adecuado esta en función de las características del canal sobre 
el cual se transmitirán los datos y además son los códigos de los que el 
pf()Cedlllruento de decodificación más sencillo. 
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Código de Harnming Hz(8) 

Tipo de código: 
Longitud del mensaje: 
Longitud de la palabra de código: 
Capacidad de corrección por palabra: 

H2 (8) 
8 bits 
12 bits 
1 bit 
256 

Tipo de canal: 
Probabilidad (Pe): 

Canal simétrico binario. 
0.001, O.OOS, 0.01, 0.02, 
0.04, 0.06, 0.08, 0.1, 
0.14,0.16,0.2,0.3, 

Cardinalida,d (M): D,4 Y 0.5. 

Tasa de transmisión: 0.6667 Tasa de corrección: 0.08333 

Pe Bó Be Bel' '1",- T. p Dó De Del' Td Tdl' 
0.001 12288 13.1 0.0 0.0010 0.0 8192 8.3 0.0 0.0010 0.0 
0.005 12288 65.5 3.4 0.0053 0.0002 8192 42.1 2.3 0.0051 0.0002 
0.01 12288 121.4 19.9 0.0098 0.0016 8192 81.4 13.5 0.0099 0.0016 
0.02 12288 250.0 67.0 0.0203 0.0054 8192 166.1 45.9 0.0202 0.0056 
0.04 12288 483.5 234.0 0.0393 0.0190 8192 321.5 155.2 0.0392 0.0189 
0.06 12288 745.2 492.7 0.0606 0.0400 8192 495.6 325.6 0.0604 0.0397 
0.08 12288 973.7 765.4 0.0792 0.0622 8192 650.8 507.4 0.0794 0.0619 
0.1 12288 1234.3 1083.8 0.1004 0.0881 8192 830.9 721.6 0.1014 0.0880 

0.14 12288 1727.3 1738.0 0.1405 0.1414 8192 1147.4 1146.8 0.1400 0.1399 
0.16 12288 1968.5 2065.4 0.1601 0.1680 8192 1315.4 1369.9 0.1605 0.1672 
0.2 12288 2460.3 2655.0 0.2002 0.2160 8192 1640.0 1766.0 0.2001 0.2155 
0.3 12288 3706.7 3957.9 0.3016 0.3220 8192 2473.2 2649.1 0.3019 0.3233 
0.4 12288 4933.2 5093.8 0.4014 0.4145 8192 3284.4 3391.8 0.4009 0.4140 
0.5 12288 6142.4 6141.7 0.4998 0.4998 8192 4087.1 4092.3 0.4989 0.4995 

Tabla 8.2.2.2. Resultados de los experimentos realizados con el código de Hamming Hz(8) sobre 
un canal simétrico binario. 
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Figura 8.5: Comportamiento del código de Hamming H2 (8). 
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Código de HammiDg H2 (12) 

Tipo de código: 
Longitud del mensaje: 
Longitud de la palabra de código: 
Capacidad de corrección por palabra: 

Hz(12) 
12 bits 
17 bits 
1 bit 
4096 

Tipo de canal: 
Probabilidad (Pe): 

Canal simétrico binario. 
0.001, 0.005, 0.01, 0.02, 
0.04, 0.06, 0.08, 0.1, 
0.14, 0.16, 0.2, 0.3, 

Cardinalidad (M)' 0.4 Y 0.5. 

Tasa de transmisión: 0.7058 Tasa de corrección: 0.0588 

Pe Bb Be Bep Te Tep Db De Dep Td Tdp 
0.001 11628 13.3 0.0 0.0011 0.0 8208 8.9 0.0 0.0010 0.0 
0.005 11628 58.7 5.8 0.0050 0.0004 8208 38.8 4.3 0.0047 0.0005 
0.01 11628 117.7 27.1 0.0101 0.0023 8208 80.9 18.7 0.0098 0.0022 
0.02 11628 226.8 82.3 0.0195 0.0070 8208 159.3 59.2 0.0194 0.0072 
0.04 11628 461.4 298.4 0.0396 0.0256 8208 327.3 213.5 0.0398 0.0260 
0.06 11628 699.3 584.0 0.0601 0.0502 8208 494.9 413.9 0.0602 0.0504 
0.08 11628 940.1 886.0 0.0808 0.0761 8208 660.7 628.4 0.0804 0.0765 
0.1 11628 1161.8 1169.5 0.0999 0.1005 8208 821.4 831.3 0.1000 0.1012 

0.14 11628 1639.7 1770.1 0.1410 0.1522 8208 1165.6 1260.5 0.1420 0.1535 
0.16 11628 1856.6 2023.9 0.1596 0.1740 8208 1317.3 1440.7 0.1604 0.1755 
0.2 11628 2322.1 2512.0 0.1996 0.2160 8208 1634.8 1771.5 0.1991 0.2158 
0.3 11628 3501.2 3642.7 0.3011 0.3132 8208 2460.1 2566.0 0.2997 0.3126 
0.4 11628 4622.7 4691.0 0.3975 0.4034 8208 3266.6 3315.6 0.3979 0.4039 
0.5 11628 5821.3 5823.4 0.5006 0.5008 8208 4123.3 4123.7 0.5023 0.5024 

Tabla 8.2.2.3. Resultados de los experimentos realizados con el código de Hamming H 2 (12) 
sobre un canal simétrico binario. 
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Figura 8.6: Comportamiento del código de Hamming H2 (12). 
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Comentarios sobre los códigos de 

Sin 
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Figura 8.7: V"'"1.lIJU1~"'J,1.ll."'_",u de los '-U'UlJ'~U" de 

Hz<12) __ 

Hi4) .. +_. 

Como se ver en la de tiene el mejor 
también tiene la menor \.,o,llJa.'"lUa.U de transmisión. 

Obsérvese que cuando 
de 0.2767 y que el código de tiene una 

tiene una pérdida del archivo 
del archivo de 0.4733. Dada 

transmisión para obtener una mayor valdría la pena disminuir la capacidad de 
de los errores. 

Códigos de 

El de Reed-Muller es un más complejo que el de 
de Sin embargo, ofrece una mayor de elección en lo que se refiere a la 
del y a la capacidad de corrección de bits. aunque esto ocasione que U¡¡>lU.lW.l) 

de transmisión. Como el lector para construir un de Reed-Muller, se 
dos r y m. En este caso se trata de un 'RM(2, 4) con capacidad de corrección de 1 
bit por cada palabra de código de 16 bits. 

A continuación nr."""nh, los resultados de la transmisión de estos códigos usando un canal 
simétrico binario. 
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Código de Reed-Muller RM(2,4) 

Tipo de código: RM(2,4} 
Longitud de) mensaje: 11 bits 
Longitud de )a palabra de código: 16 bits 
Capacidad de corrección por palabra: 1 bit 

Tipo de canal: 
Probabilidad (Pe): 

Canal simétrico binario. 
0.001, O.OOS, 0.01, 0.02, 
0.04, 0.06, 0.08, 0.1, 
0.14,0.16,0.2,0.3, 

Cardinalidad (M): 2048 0.4 Y O.S. 

Tasa de transmisión: 0.6875 Tasa de corrección: 0.0625 

Pe Bb Be Bep Te Tep Db De Dep Td Tdp 
0.001 11920 10.8 0.0 0.0009 0.0 8195 56.1 0.0 0.0068 0.0 
0.005 11920 63.4 18.2 0.0053 0.0015 8195 331.8 11.3 0.0404 0.0013 
0.01 11920 118.6 71.8 0.0099 0.0060 819S 602.0 36.3 0.0734 0.0044 
0.02 11920 243.7 224.4 0.0204 0.0188 819S 1177.1 12S.2 0.1436 0.01S2 
0.04 11920 472.3 781.0 0.0396 0.0655 8195 1985.2 429.7 0.2422 0.0524 
0.06 11920 704.0 1392.8 0.0590 0.1168 8195 2582.6 785.8 0.3151 0.0958 
0.08 11920 949.8 2148.8 0.0796 0.1802 8195 2985.0 1196.9 0.3642 0.1460 
0.1 11920 1199.7 2858.8 0.1006 0.2398 8195 3331.9 1623.8 0.4065 0.1981 

0.14 11920 1648.2 3992.6 0.1382 0.3349 8195 3740.4 2343.7 0.4564 0.2859 
0.16 11920 1913.5 4419.4 0.1605 0.3707 8195 3838.8 2604.8 0.4684 0.3178 
0.2 11920 2380.0 5112.2 0.1996 0.4288 8195 3933.1 3097.9 0.4799 0.3780 
0.3 11920 3579.5 5812.6 0.3002 0.4876 8195 4100.0 3763.8 0.5003 0.4592 
0.4 11920 4785.6 5934.0 0.4014 0.4978 8195 4093.4 4026.1 0.4994 0.4912 
0.5 11920 5952.9 5946.4 0.4994 0.4988 819S 4070.3 4090.9 0.4966 0.4991 

Tabla 8.2.3.1. Experimentos usando el código Reed-Muller RM(2, 4) en el canal simétrico 
binario. 
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Figura 8.8: Comportamiento del código de Reed-Muller RM(2,4) . 

ESTA TESIS NO SALE 
OE lA BmLIOTECA 
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Código de Reed-Muller RM(1,3) 

Tipo de código: 
Longitud del mensaje: 
Longitud de la palabra de código: 
Capacidad de corrección por palabra: 

RM(I,3) 
8 bits 
4 bits 
1 bit 

Tipo de canal: 
Probabilidad (Pe): 

Canal simétrico binario. 
0.001, 0.005, 0.01, 0.02, 
0.04, 0.06, 0.08, 0.1, 
0.14, 0.16, 0.2, 0.3, 

Cardinalidad (M) : 16 0.4 Y 0.5. 

Tasa de transmisión: 0.5 Tasa de corrección: 0.125 

Pe Bb Be Bep Te T~p Db De Dep Td Tdp 
0.001 16384 15.5 0.0 0.0009 0.0 8192 31.5 0.0 0.0038 0.0 
0.005 16384 77.6 7.2 0.0047 0.0004 8192 153.4 3.7 0.0187 0.0004 
0.01 16384 176.9 17.2 0.0107 0.0010 8192 346.2 9.3 0.04.22 0.0011 
0.02 16384 325.9 74.0 0.0198 0.0045 8192 621.3 39.7 0.0758 0.0048 
0.04 16384 655.3 269.2 0.0399 0.0164 8192 1158.2 140.2 0.1413 0.0171 
0.06 16384 989.2 549.6 0.0603 0.0335 8192 1617.0 289.0 0.1973 0.0352 
0.08 16384 1310.5 890.4 0.0799 0.0543 8192 2001.6 472.2 0.2443 0.0576 
0.1 16384 1646.0 1312.0 0.1004 0.0800 8192 2373.8 685.8 0.2897 0.0837 

0.14 16384 2308.2 2271.6 0.1408 0.1386 8192 2879.2 1203.1 0.3514 0.1468 
0.16 16384 2608.8 2683.2 0.1592 0.1637 8192 3035.2 1412.6 0.3705 0.1724 
0.2 16384 3276.3 3657.2 0.1999 0.2232 8192 3425.9 1973.7 0.4182 0.2409 
0.3 16384 4910.7 5614.4 0.2997 0.3426 8192 3877.4 3034.8 0.4733 0.3704 
0.4 16384 6565.3 7022.0 0.4007 0.4285 8192 4054.8 3769.3 0.4949 0.4601 
0.5 16384 8215.2 7798.0 0.5014 0.4759 8192 4117.8 4121.3 0.5026 0.5030 

Tabla 8.2 .3.2. Experimentos usando el código Reed-Muller RM(l,3) sobre el canal simétrico 
binario . 
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Figura 8.9: Comportamiento del código de Reed-Muller RM(l,3). 
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de Reed-Muller RM(1,4) 

Tipo de código: 
Longitud del mensaje: 
Longitud de la palabra de 
Capacidad de corrección por 
Cardinalidad (M): 

Tasa de transmisión: 

Pe 
0.001 26224 24.6 0.0 
0.005 26224 127.4 0.0 
0.01 26224 261.8 0.8 
0.02 26224 529.6 2.4 
0.04 26224 1039.4 32.8 
0.06 26224 1600.2 161.6 
0.08 26224 2109.9 328.8 
0.1 26224 2614.7 735.2 

0.14 26224 3703.2 1960.8 
0.16 26224 4182.6 2716.0 
0.2 26224 5215.6 4472.0 
0.3 26224 7869.2 8919.2 
0.4 26224 10468 11629. 
0.5 26224 13125 12796. 

RM(1,4) 
5 bits 
16 bits 
3 bits 
32 

0.3125 

Te Tep 

0.0009 0.0 
0.0048 0.0 
0.0099 0.0003 
0.0201 0.0009 
0.0396 0.0012 
0.0610 0.0061 
0.0804 0.0125 
0.0997 0.0280 
0.1412 0.0747 
0.1594 0.1035 
0.1988 0.1705 
0.3000 0.3401 
0.3991 0.4434 
0.5004 0.4879 

Tipo de canal: 
Probabilidad 

Tasa de corrección: 

Db De Dep 
8195 59.2 0.0 
8195 302.4 0.0 
8195 602.3 0.4 
8195 1151.4 0.7 
8195 1907.6 8.1 
8195 2610.3 43.6 
8195 3043.5 89.6 
8195 3309.2 194.9 
8195 3721.4 544.2 
8195 3823.1 761.3 
8195 3983.5 1271.1 
8195 4088.0 2665.5 
8195 4079.1 3740.6 
8195 4102.5 4112.5 

81 

Canal simétrico binario. 
0.001, 0.005, 0.01, 0.02, 
0.04,0.06,0.08,0.1, 
0.14, 0.16, 0.2, 0.3, 
0.4 Y 0.5. 

0.1875 

Td Tdp 

0.0072 0.0 
0.0369 0.0 
0.0734 0.0004 
0.1405 0.0008 
0.2327 0.0009 
0.3185 0.0053 
0.3713 0.0109 
0.4038 0.0237 
0.4541 0.0664 
0.4665 0.0928 
0.4860 0.1551 
0.4988 0.3252 
0.4977 0.4564 
0.5006 0.5018 

Tabla 8.2.3.3. usando el código Reed-MuUer 
binario. 

sobre el canal simétrico 
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8.10: ;OJlJlpolrtalnlento del de Reed-M uller 
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Comentarios sobre los códigos Reed-MuHer 
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8.11: los códigos de Reed-Muller. 

Aun cuando la mayor de errores se tiene en el código RM(1,4), este 
tiene una tasa de transmisión de 0.3125. De tal forma que más de la mitad de los bits que 
se transmiten por el son bits para la recuperación de errores. Sin embargo, 
durante la transmisión de en 1969 y 1977 hechas por el Mariner, se ocupó el 
de Reed-Muller RM(l, el cual tiene una ta..'la de transmisión de 0.1875, pero tiene una tasa 
de corrección de 0.21875. 

8.3.4. 

En esta sección los resultados de la simulación de la transmisión de bits usando 
un canal simétrico binaría con los Reed-Solomon RS(2'\ 3), RS(24, y ,17). 

Recuérdese que los ,""'H}!.'-"" Reed-Solomon no son binarios, por lo tanto llevar a cabo esta 
simulación más que los anteriores_ Aquí intervienen dos factores: 

lO La traducción constante que se entre el campo de Galois y el alfabeto y 

lO La dificultad del proceso de decodificación. 

Por último desearnos recordar al lector que en principio los Reed-Solomon se 
para usarse con ruido con y no con ruido blanco, el cual es el en esta sección. 
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Código de RS(23 ,3) 

,3) Tipo de canal: Canal simétrico binario, 
5 símbolos Probabilidad (Pe): 0.001, 0.005, O,DI, 0,02. 

de 7 símbolos 0.06, 0.1, 
de corrección por I sfmbolo 0,111,0.16, 

del símbolo: 3 bits DA y 0,5. 
Cardinalidad (M): 32768 

Tasa de transmisión: 0,714285 Tasa de corrección: OJ>476 - 0.14285 

Tep De Dep Tdp 

0.0179 8235 453,7 181.3 0.0550 0.0220 
11529 270.8 0.0195 8235 508,6 192.3 0.0617 0.0233 

0,005 11529 291,3 240.9 0,0257 0,0208 8235 620.5 222.3 0.0753 0.0269 
0.008 11529 321.6 254.0 0.0278 0,0220 8235 681.3 25L5 0.0827 0.D305 
0.01 11529 349.7 281.7 0.0303 0.0244 8235 745.7 280.4 0.0905 0.0340 
0.02 11529 461.9 380.2 0,0400 0.0329 8235 1096.5 435.9 0.1331 0.0529 
0,03 11529 568,1 495,6 0.0492 0.0429 8235 1339.1 583.0 0.1626 0,0707 
(W1 11529 709,0 6H2,7 0,0614 0.0571 8235 1614.9 830.2 0,1997 0,1008 
0.05 11529 792,9 765,9 0.0687 0.0664 8235 1840.1 981.6 0.2234 0,1191 
0.08 11529 1139.0 1237.7 0.0987 0.1073 8235 2344.2 1599.9 0.2846 0.1942 
0,1 11529 1359.9 1526.1 0.1179 0,1323 8235 2676.9 1975.1 0.3250 0.2398 
0.2 11529 2490.1 2797.2 0.2159 0,2426 8235 3431.1 3100.1 0.4166 0.3764 
0.3 11529 3629.3 3855.3 0.3147 0.3344 8235 3770.5 3623.3 0.4578 0.4399 
0.4 11529 4742,6 4856.4 0,4113 0.4212 8235 3979.7 3906.6 0.4832 0.4743 
0,5 11529 5866,0 5859.3 0.5088 0,5082 8235 4148.6 4142.1 0.5037 0.5029 

Tabla 8.2.4,1. Experimentos usando el código Reed-Solomon RS(23
, 3) sobre el canal simétrico 

binario. 
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8.12: Comportamiento del código de Reed-Solomon RS(23
, :~), 
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~~~',",~ de Reed-Solomon ,9) 

• 

del mensaje: 
-An,;nT'"'' de la palabra de 

U<LII"1Á:·IU~GU de corrección por 
del símbolo: 

Cardinalidad (M): 

Tasa de transmisión: 

Pe Bb Be B.p 
0.001 17580 17.8 0.9 
0.005 17580 87.8 6.5 
0.01 17580 173.7 12.8 
0.02 17580 338.6 27.3 
0.04 17580 701.2 180.8 
0.06 17580 1066.4 524.3 
0.08 17580 1400.8 1020.2 
0.1 17580 1752.4 1583.9 
0.14 17580 2443.5 2603.9 
0.16 17580 2808.8 3054.3 
0.2 17580 3528.3 3815.5 
0.3 ! 17580 5291.5 5500.4 
0.4 17580 7046.2 7142.5 
0.5 17580 8804.7 8793.6 

, 9) 
7 símbolos 
15 símbolos 
4 símbolos 
4 bits 
268435456 

0.46666 

Te Y'v 
0.0010 0.00005 
0.0049 0.0003 
0.0098 0.0007 
0.0192 0.0015 
0.0398 0.0102 
0.0606 0.0298 
0.0796 0.0580 
0.0996 0.0900 
0.1389 0.1481 
0.1597 0.1737 
0.2006 0.2170 
0.3009 0.3128 
OA008 0.4062 
0.5008 0.5002 

Tipo de canal: Canal simétrico binario. 
Probabilidad 0.001, 0.005, 0.01, 

0.08,0.1, 
0.14,0.16,0.2,0.3, 
0.4 Y 0.5. 

Tasa de corrección: 0.066 - 0.266 

Db De Dep Td Tdv 
8204 51.4 0.0 0.0062 0.0 
8204 237.6 0.0 00289 0.0 
8204 494.4 1.1 0.0602 0.0001 
8204 861.7 11.6 0.1050 0.0014 
8204 1552.3 212.2 0.1892 0.0258 
8204 2113.6 684.5 0.2576 0.0834 
8204 2460.0 1339.4 0.2998 0.1632 
8204 2782.9 1981.7 0.3392 0.2415 
8204 3162.3 2946.6 0.3854 0.3591 
8204 3263.6 3211.8 0.3978 0.3914 
8204 3494.6 3510.9 0.4259 0.4279 
8204 3802.3 3818.7 0.4634 0.4654 
8204 3977.6 3981.9 0.4848 0.4853 
8204 4123.9 4111.7 0.5026 0.5011 

Tabla 8.2.4.2. usando el Reed-Solomon RS(24 , 9) sobre el canal simétrico 
binario. 

0.25 ,.-----r---..----~--__r---_¡ 
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~ 0.15 

-8 
" ~ 0.1 

0.05 
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o 0.02 0.04 0.00 0.08 0.1 

Probabilidad de cruzamiemo Pe 

8.13: de Reed-Solomon RS(24, 9). 
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Código de Reed-Solomon RS(25 , 17) 

Tipo de código: 
Longitud del mensaje: 
Longitud de la palabra de código: 
Capacidad de corrección por palabra: 

RS(25 ,17) 
15 símbolos 
31 símbolos 
8 símbolos 
5 bits 

Tipo de canal: 
Probabilidad (Pe): 

Canal simétrico binario. 
0.001, 0.005, 0.01, 0.02, 
0.04,0.06,0.08,0.1, 
0.14, 0.16, 0.2, 0.3, 

Longitud del símbolo: 0.4 Y 0.5. 
Cardinalidad (M): 3.77 x 1022 

Tasa de tl'ansmisi6n: 0.4838 Tasa de corrección: 0.05161 - 0.2580 

Pe B I, Be Bep Te T ep Db De Dep Td T dp 

0.001 17360 18.3 0.3 0.0010 0.00001 8400 174.3 0.0 0.0207 0.0 
0.005 17360 85.6 3.9 0.0049 0.0002 8400 746.9 0.0 0.0889 0.0 
0.01 17360 173.0 4.9 0.0099 0.002 8400 1356.9 0.0 0.1615 0.0 
0.02 17360 349.6 14.4 0.0201 0.008 8400 2] 18.7 12.1 0.2522 0.0014 
0.04 17360 697.4 179.7 0.0401 0.0103 8400 3012.8 410.6 0.3586 0.0488 
0.06 17360 1045.9 711.7 0.0602 0.0409 8400 3429.8 ]717.5 0.4083 0.2044 
0.08 17360 1391.5 1364.8 0.0801 0.0786 8400 3566.7 2870.1 0.4246 0.3416 
0.1 17360 1719.1 1831.4 0.0990 0.1054 8400 3750.6 3528.6 0.4465 0.4200 

0.14 17360 2430.7 2602.0 0.1400 0.1498, 8400 3908.1 3908.5 0.4652 0.4652 
0.16 17360 2747.9 2921.2 0.1582 0.1682 8400 3933.4 3942.7 0.4682 0.4693 
0.2 17360 3488.4 3651.3 0.2009 0.2103 8400 3999.8 4019.7 0.4761 0.4785 
0.3 17360 5208.7 5306.6 0.3000 0.3056 8400 4095.4 4099.0 0.4875 0.4879 
0.4 17360 6947.0 6997.9 0.4001 0.4031 8400 4145.3 4133.9 0.4934 0.4921 
0.5 17360 8654.8 8662.3 0.4985 0.4989 8400 4196.8 4207.5 0.4996 0.5008 

Tabla 8.2.4.3. Experimentos usando el código Reed-Solomon RS(25 , 17) sobre el canal simétrico 
binario. 
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Figura 8.14: Comportamiento del código de Reed-Solomon RS(25
, 17). 
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Comentarios sobre los '-'''''''0ll'.'-''''' de Reed-Solomon 

Los códigos de Reed-Solomon son pues como no son binarios, es más díficil estable-
de corrección con objetividad en términos de bits. Como ya vimos en el 

estos códigos corrigen a nivel de símbolos, no de bits, De tal forma que si un símbolo 
que se compone de 5 sólo presenta un 1 bit alterado, para los términos de corrección de 
Reed-Solomon, es exactamente igual a que este símbolo presente los 5 bits alterados. 

Aun cuando esto pueda ser una cuando con canales donde los errores 
se a lo de la palabra de entonces es muy fácil rebasar la de 
corrección de este 

Por lo si se tiene un canal donde el comportamiento consiste en tener muchos 
errores distribuidos a lo de la transmisión entonces el código de Reed-Solomon no es una 
buena VIJ,",<,"'U. 
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RS(Z' ,9) ...... 
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Probabilidad de cl1l.Zllmíento Pe 

Figura 8.15: Comportamiento de los de Reed-Solomon. 

8.3. Comportamiento los códigos en el binario 

El canal simétrico binario se caracteriza porque 1013 errorcs están a lo largo de la 
tnmsmi~ión_ Como se observar en la 8.16, el código que presentó una mejor 
es el código de RM(1,4). Sin embargo, cabe señalar que el código de Golay G24 también tiene 
una alta recuperación de los errores y una mayor de transmisión que el código de 
Reed-M uller. 

Obsérvese que el H 2 ( 4) tiene una mayor capacidad de corrección que el código de Golay 
G34; entonces ¿por qué el código de tiene un Este lo 
entendemos observando la transmisión durante las nrnTlPr<HI 

que se usaron en los experimentos. Por 
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Figura 8.16: Comportamiento de los códigos en un canal simétrico binario. 

110011001101010001010100 
100010001101010001010100 

palabra enviada 
palabra recibida 

87 

Hay dos bits erróneos, en la segunda posición y en la sexta posición. Bajo estas circunstancias, el 
código H2 (4) no puede recuperar la palabra de código original, porque solamente puede corregir 
1 bit por cada 7 bits y en este caso hay dos bits erróneos en los primeros 7 bits. Por otro lado, 
el código de Golay G 24 puede corregir los dos bits erróneos en la palabra recibida porque este 
código corrige 3 bits erróneos por cada 24 bits, sin importar si los bits erróneos estan juntos o 
distribuidos a lo largo de los 24 bits. 

Debido a este tipo de comportamiento, el código de Golay tiene una mayor recuperación de 
108 bits de información que el código de Hamming H2 (4). 

Por último, es el código de Reed-Solomon RS(24 , 9) el que presentó la menor recuperación de 
bits de información frente a este tipo de ruido, lo cual, es contrario a lo que habíamos supuesto 
inicialmente. 

8.4. Comportamiento de los códigos usando el canal de 
Gilbert-EHiot 

El modelo del canal de Gilbert-Elliot simula el comportamiento de canales con ráfagas. Se 
ha observado que es un comportamiento común en transmisiones donde el canal es confiable a 
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excepción de situaciones extremas que ocasionan un bloque continuo de bits erróneos. Este modelo 
fué revisado en la Sección 2.3 de este trabajo y seguiremos con la notación que se introdujo en 
dicha sección. 

El lector recordará que se trabaja con cuatro probabilidades de transición y dos probabilidades 
de cruzamiento, correspondientes al estado bueno y al estado malo. Hemos escogido los siguientes 
valores en las probabilidades de transición porque se adaptaron mejor al tipo de ruido de ráfagas 
que deseábamos simular en un canal de Gilbert-Elliot . 

Pbm 
Pmb 

0,01 
0,4 

Phh = 0.99 
Pmm 0.6 

Estas probabilidades originan la siguiente matriz de transición: 

M = (0 .99 
0.4 

0.01) 
0.6 

Considerando que el modelo es una cadena de Markov ergódica, como se mencionó en la 
Sección 2.3, tenemos el siguiente límite: 

lím M n = (0.9756 
n ..... oo 0.9756 

0.0243) 
0.0243 

De donde obtenemos que las probabilidades de estar en el estado bueno y en el estado malo 
son: 

TIb 0.9756 
TIm 0.0243 

Considerando los resultados anteriores podemos obtener la probabilidad de error a través de 
la siguiente expresión: 

Pe (0.9756)(Pc.) + (0.0243)(P<%J) 

En los experimentos manejaremos los siguientes valores para las probabilidades de cruzamien­
to: 

Pe l 0.001, 0.005, 0.01 , 0.05, 0.1 , 

PC2 0.1,0.5 Y 0.9 

Por cada pareja de valores que tomen Pe¡ y PC2 simulamos la transmisión de un archivo por el 
canal de Gilbert-Elliot, diez veces. El promedio de los experimentos se presenta en un renglón de 
la tabla correspondiente al tipo de código que se usa para llevar a cabo el proceso de codificación 
y decodificación. 
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Códigos 

de código: 
del mensaje: 

Golay 
12 bits 
24 bits 
3 biLs 
4096 

de canal: 
la. (PC1): 

Canal de Gílbert-Ellíot. 
0.001, 0.005, 0.01, 

Longitud de la de 0.05 Y 0.1 
Capacidad de corrección por palabra: 0.1,0.5 Y 0.9 
Card malidad: 

Tasa de transmisión: 0.5 Tasa de corrección: 0.125 

Pe Pe, Be Bep Te 7,,1' Db De ~ep Td 1dp 
0.0034056 0.001 g:i 16392 54.5 0.0 0.0033 0.0 8196 25.7 0.0 0.0031 0.0 
0.007308 0.005 16392 111.6 0.0 0.0068 0.0 8196 53.6 0.0 0.0065 0.0 
0.012186 0.01 0.1 16392 197.4 0.4 0.012 0.0002 8196 95.6 0.1 0.0116 0.0001 
0.0131256 0.001 0.5 16392 207.4 56.2 0.0126 0.0034 8196 93.0 23.6 0.0113 0.0028 
0.017028 0.005 0.5 16392 275.9 56.0 0.0168 0.0034 8196 132.0 27.0 0.0161 0.0032 
0.0219060 0.01 0.5 16392 340.6 53.4 0.0207 0.0032 8196 175.7 28.5 0.0214 0.0034 
0.0228456 0.001 0.9 16392 335.5 169.8 0.0204 0.0103 8196 160.5 83.5 0.0195 0.0101 
0.026748 0.005 0.9 16392 414.0 189.0 0.0252 0.0115 8196 197.9 87.5 0.0241 0.0106 
0.031626 0.01 0.9 16392 505.9 222.0 0.0308 0.0135 8196 243.5 107.7 0.0297 0.0131 
0.0512100 0.05 0.1 16392 833.6 103.0 0.0508 0.0062 8196 416.2 52.2 0.0507 0.0063 
0.0609300 0.05 0.5 16392 996.4 242.2 0.0607 0.0147 8196 495.8 116.0 0.0604 0.014] 
0.07065 0.05 0.9 16392 1129.1 432.0 0.0688 0.0263 8196 561.4 2]7.8 0.0684 0.0265 
0.0999900 0.1 0.1 16392 1626.5 792.4 0.0992 0.0483 8196 811.4 401.6 0.0989 0.0489 
0.10971 0.1 0.5 16392 1794.5 1007.8 0.1094 0.0614 8196 891.7 503.2 0.1087 0.0613 
0.1194300 0.1 0.9 16392 1938.8 1237.6 0.1182 0.0755 8196 953.6 606.3 0.1163 0.0739 

Tabla 8.3.1.1. ¡":v-n<,,'rírr,pnlcnQ realizados usando el de con un canal de 
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Figura 8.17: del código de 
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Comentarios sobre el '-v".u~.u de Golay 

Aun cuando el código de G24 no presenta un método de codificación enfocado en 
ráfagas, un comportamiento favorable con las probabilidades más de error que 
aquí manejamo..<¡. Sin a que aumenta, tenemos una pérdida acelerada de la 

de los bits, 

8.4.2. 

Los códigos de solo pueden 
vamos a usar los códigos de Hamming 
bits usando un canal de Gilbert-Elliot. 

Código de 

Tipo de 
Longitud dellueIl8¿LJe: 
Longitud de la de código: 
Capacidad de corrección por palabra: 
Cardinalidad: 

Tasa de transmisión: 

Pe Be 
0,0034056 45.9 
0.007308 0.1 103.0 
0.012186 0.01 0.1 14336 163.0 
0.01:\1256 0.001 0.5 14~\6 149.2 
0.017028 0.005 0.5 14336 209.8 
0.0219060 0.01 0.5 14336 281.1 
0.0228456 0.001 0.9 14336 262.4 
0.026748 0.005 0.9 14336 324.3 
0,031626 0.01 0,9 14336 398,3 
0,0512100 0.05 0.1 14336 725.0 
0.0609300 0.05 0.5 14336 865.8 
0.07065 0.05 0.9 14336 954.0 
0.0999900 0.1 0,1 14336 1416.4 
0,10971 0.1 0.5 14336 1541.2 
0.1194300 0.1 0.9 14336 1673.7 

H 2 (4) 
4 bits 
7 bits 
1 bit 
16 

0.5714 

B. 
8.4 
11.4 
]9.3 
104.1 
110.5 
125.8 
229.1 
241.2 
258.8 
288.2 
440.7 
534.3 
925,1 

1091.2 
1275.3 

un error por palabra de código. En este caso, 
y H2{l2) para simular la transmisión de los 

de canal: 
la. probabilidad (Pel ): 

2a. 

Tasa de corrección: 

Te DI> 
0.0032 0.0005 8192 
0.0071 0.0007 8192 
0.0113 0.0013 8192 
0.0104 0.0072 8192 
0,0146 0.0077 8192 
0.0196 0.0087 8192 
0.0183 0.0159 8192 
0.0226 0.0168 8192 
0.0277 0.0180 8192 
0.0505 0.0201 
0,0603 0,0307 
0.0665 
0.0988 
0.1075 
0.1167 

Canal de Gilbert-ElIiot. 
0.001, 0.005, 
0.05 Y 0.1 
0.1, 0.5 Y 0,9 

0.1428 

D" De 
27,9 4.6 
60.6 5.9 0.0007 
92.9 11.3 0.0013 
98.6 62.0 0,0075 

127.7 64.7 0.0155 0.0078 
171.3 76.1 0.0209 0.0092 
170.8 141.1 0.0208 0.0172 
203.4 144.8 0.0248 0.0176 
245.3 156.9 0.0299 0.0191 
415,8 165.9 0.0202 
506.7 253.0 

313,2 

Tabla 8,3.2.1. realizados usando el Harnming Hz(4) con un canal de 
Gilbert-Eiliot, 
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8.18: del código de Hz (4) 

Código de ,U .. Q,HHL"L~ Hz(8) 

H2 (8) Tipo de canal: Canal de Gilbert-Ellíot, 
del mensaje: 8 bits la, ): 0.001, 0.005, 0.01, 
de la palabra de 12 bits 0.05 y 0,1 

de corrección por 1 bit 2a, }: 0,1, 0,5 Y 0.9 
Cardinalidad: 256 

Tasa de transmisión: 0,6667 Tasa de corrección: 0,0833 

Pe Pel PC2 Bh Be Bep Te DI> De Dep Td T d 

0,0034056 0,001 O,J 12312 40.4 8,2 0,0032 0.0006 8208 28,2 5.5 0,0034 0,0006 
0,007308 0,005 0,1 12312 82,] 16,0 0,0066 0,0012 8208 55,9 9.9 0,0068 0,0012 
0,012186 0,01 0,1 12312 146,5 25,2 0,0118 0,0020 8208 100,0 17.0 0,0121 0,0020 
0,0131256 0,001 0,5 12312 141.9 103.9 0,0115 0 .. 0084 8208 98.4 69.6 0,0119 0.0084 
0.017028 0.005 0,5 12312 199.9 126,0 0,0162 0.0102 8208 139.3 87.4 0.0169 0.0106 
0,0219060 0.01 0.5 12312 253.3 136.4 0.0205 0.011 8208 178.5 95.4 0.0217 0.0116 
0.0228456 0.001 0.9 12312 244.0 218,6 0.0198 0.0177 8208 179.4 154.5 0.0218 0.0188 
0.026748 0.005 0.9 12312 295.5 231.6 0.0240 0,0188 8208 208.4 159.2 0,0253 0.0193 
0,031626 0.01 0.9 12312 356,7 251.7 0,0289 0,0204 8208 255.4 175.5 0.0311 0.0213 
0,0512100 0,05 0,1 626,2 356,5 0,0508 0,0289 8208 415.8 240.6 0.0506 0.0293 
0,0609300 0.05 0.5 729,7 495.7 0,0592 0.0402 8208 490.7 333.0 0.0597 0.0405 
0,07065 0,05 0.9 855.7 654,0 0.0695 0,0531 8208 580.1 441.5 0.0706 0.0537 
0,0999900 0,1 O,] 1240.2 1109.5 0.1007 0.0901 8208 819.4 736.4 0,0998 0,0897 
0,10971 0,1 13]8.1 1203.2 0,107 8208 880.4 801.2 0,]072 0,0976 
0,1194300 0,1 ]440.5 1331.4 0,1169 898.9 0.1186 0,1095 

8.3,2,2, realizados usando el con un canal de 
Gílbert..Elliot. 
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Figura 8.19: lvom¡:>ortarUl del de Hamming Hz(8) . 

Código de Hamming H2 (12) 

Tipo de código: 
Longitud del mensaje: 
Longitud de la palabra de 
Capacidad de corrección por ""-1""1"/1,; 

Card inaliciad : 

Tasa de transmisión: 

Pe Pel PC2 Bb Be 
0.0034056 0.001 0.1 I 11628 32.3 
0.007308 0.005 0.1 11628 79.3 
0.012186 0.01 0.1 11628 133.7 
0.0131256 0.001 0.5 11628 138.4 
0.017028 0.005 0.5 11628 188.5 
0.0219060 0.01 0.5 11628 250.6 
0.0228456 0.001 0.9 11628 268.0 
0.026748 0.005 0.9 11628 280.3 
0.031626 0.01 0.9 11628 350.4 
0.0512100 0.05 0.1 11628 589.9 
0.0609300 0.05 0.5 11628 700.3 
0.07065 0.05 0.9 11628 797.1 
0.0999900 0.1 0.1 11628 1170.6 
0.10971 0.1 0.5 11628 1272.8 
0.1194300 0.1 0.9 11628 1384.2 

12 bits 
17 bits 
1 bit 
4096 

0.7058 

8.5 
15.8 
33.1 
106.9 
125.0 
161.7 
258.9 
234.0 
277.9 
436.7 
578.8 
697.4 
1197.6 
1318.9 
1437.2 

Tipo de canal: 
la. probabilidad (PCl): 

2a. probabilidad (PC2 ): 

Tasa de correcciÓn: 

Db 
0.0027 7.3099 8208 
0.0068 0.0013 8208 
0.0114 0.0028 8208 
0.0119 0.0091 8208 
0.0162 0.0107 8208 
0.0215 0.0139 8208 
0.0230 0.0222 8208 
0.0241 0.0201 8208 
0.0301 0.0238 8208 
0.0507 0.0375 8208 
0.0602 0.0497 8208 
0.0685 0.0599 8208 
0.1006 0.1029 8208 
0.1094 0.1134 8208 
0.1190 0.1235 8208 

Tabla 8.3.2.3. UUC;'l!uVO realizados usando el código 
Gilbert-Elliot. 

Canal de Gilbert-Elliot. 
0.001, 0.005, 0.01, 
0.05 Y 0.1 
0.1, 0.5 Y 0.9 

0.0588 

De Dep T d Tdp 
24.4 6.3 0.0029 0.0007 
57.8 11.7 0.0070 0.0014 
95.1 21.1 0.0115 0.0025 
100.0 75.3 0.0121 0.0091 
138.5 86.8 0.0168 0.0105 
179.5 114.0 0.0218 0.0138 
203.1 188.3 0.0247 0.0229 
205.4 167.8 0.0250 0.0204 
252.3 197.0 0.0307 0.0240 
414.9 310.1 0.0505 0.0377 
498.0 410.8 0.0606 0.05 
569.1 495.9 0.0693 0.0604 
834.0 857.3 0.1016 0.1044 
911.7 949.6 0.111 0.1156 
982.6 1020.4 0.1197 0.1243 

con un canal de 
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Figura 8.20: Comportamiento del código de Hamming H2 (12) 

Comentarios sobre los códigos de Harnming 
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Figura 8.21: Comportamiento de los códigos de Hamming. 
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En el comportamiendo de los códigos de Hamming frente al ruido con ráfagas, aun cuando 
su recuperación de errores disminuye comparándolo con el rUido en el canal simétrico binario, 
considerando su desempeño se mantiene el orden entre los tres códigos de Hamming revisados. 
Esto es, nuevamente, el código que tienen una mayor recuperación de los errores es H 2 ( 4), seguido 
por H2 (8) y por último H2(12) . 

Obsérvese que ninguno de ellos lleva a cabo un recuperación completa de los bits de informa­
ción en ninguno de los casos. 
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8.4.3. Códigos de Reed .. Muller 

Código de Reed-Muller RM(2,4) 

de código: RM(2,4) 
11 bits 
16 bits 

de canal: Canal de Gilbert-ElIiot. 
del mensaje: 

Longitud de la de código: 
Capacidad de corrección por palabra: 
Cardinalidad: 

Tasa de transmisión: 

Pe I!e· I!c2 Bó Be 
0.0034056 0.001 0.1 11920 42.9 
0.007308 0.005 0.1 11920 83.6 
0.012186 0.01 0.1 11920 146.2 
0.0131256 0.001 0.5 11920 145.0 
0.017028 0.005 0.5 11920 195.8 
0.0219060 0.01 0.5 11920 241.5 
0.0228456 0.001 0.9 11920 252.5 
0.026748 0.005 0.9 11920 297.9 
0.031626 0.01 0.9 11920 356.4 
0.0512100 0.05 0.1 11920 602.8 
0.0609300 0.05 0.5 11920 701.3 
0.07065 0.05 0.9 11920 818.7 
0.0999900 0.1 0.1 11920 1187.9 
0.10971 0.1 0.5 11920 1302.2 
0.1194300 0.1 0.9 11920 1398.5 

1 bit 
2048 

0.6875 

Be" 
35.4 
43.8 
121.8 
263.2 
311.2 
354.2 
6141.6 
5573.4 
5919.4 
1160.8 
1387.8 
6035.0 
2796.8 
3052.6 
5953.2 

la. prOOaOUlQ¡lQ (PC1): 0.001, 0.01, 
0.05 Y 0.1 

2a. pnJO<;lbDUJUtlU 0.1, 0.5 Y 0.9 

Tasa de corrección: 0.0625 

Te Te" Db De Del' Td 
0.0035 0.0029 8195 207.9 18.1 0.0253 
0.0070 0.0036 8195 425.5 23.1 0.0519 
0.0122 0.0102 8195 699.7 68.2 0.0853 
0.0121 0.022 8195 497.1 128.7 0.0606 
0.0164 0.0261 8195 715.7 148.6 0.0873 
0.0202 0.0297 8195 923.5 184.3 0.1126 
0.0211 0.5152 8195 629.2 203.8 0.0767 
0.0249 0.4675 8195 833.9 247.8 0.1017 
0.0298 0.4965 8195 1112.3 285.0 0.1357 
0.0505 0.0973 8195 2321.1 637.3 0.2832 
0.0588 0.1164 8195 2426.1 787.5 0.296 
0.0686 0.5062 8195 2543.5 879.6 0.3103 
0.0996 0.2346 8195 3307.6 161004 0.4036 
0.1092 0.256 8195 3388.8 1759.3 0.4135 
0.1173 0.4994 8195 3452.2 1799.4 0.4212 

Tabla 8.3.3.1. lID·ent;os realizados usando el 4) con un canal de 
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8.22: del código de RM(2,4). 

Tdp 
0.0022 
0.0028 
0.0083 
0.0157 
0.0181 
0.0224 
0.0248 
0.0302 
0.0347 
0.0777 
0.096 

0.1073 
0.1965 
0.2148 
0.2195 
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~~'"".".v de Reed-MuUer RM(l, 

3) Tipo de canal: Canal de Gilbert-Elliot. 
8 bits la. probabilidad (Pc¡}: 0.001, 0.01, 

de 4 bits 0.05 y 0.1 
de corrección por 1 bit 2a. probabilidad 0.5 y 0.9 

Card inalidad: 16 

Tasa de transmisión: 0.5 Tasa de corrección: 0.125 

Bb Be Bep Te e 
16384 50.2 10.8 00030 5.9 0.0115 
16384 112.3 14.0 0.0068 6.8 0.0267 

0.01 0.1 16384 188.3 27.2 0.0114 0.0016 8192 364.3 14.6 0.0444 
0.001 0.5 16384 176.5 ]28.0 0.Q107 0.0078 8192 236.1 63.2 0.0288 
0.005 0.5 16384 248.6 157.2 0.0151 0.0095 8192 365.2 78,4 0.0445 
0.01 0.5 16384 321.7 164.0 0.0196 0.01 8192 505.5 83.2 0.0617 

0.0228456 0.001 0.9 16384 305.8 269.6 0.0186 0.0164 8192 331.0 129.9 0.0404 0.0]58 
0.026748 0.005 0.9 16384 375.1 285.2 0.0228 0.0174 8192 451.9 137.0 0.0551 0.0167 
0.031626 0.01 0.9 16384 439.5 306.8 0.0268 0.0187 8192 573.0 ]47.8 0.0699 0.018 
0.0512100 0.05 0.1 16384 833.0 405.6 0.0508 0.0247 8192 1407.9 211.8 0.1718 0.0258 
0.0609300 0.05 0.5 16384 958.4 564.8 0.0584 0.0.344 8192 1490.2 299.0 0.1819 0.0364 
0.07065 0.05 0.9 16384 1109.2 728,4 0.0677 0.0444 8192 1576.2 368.7 0.1924 0.045 
0.0999900 0.1 0.1 16384 1648.2 1333.6 0.1005 0.0813 8192 2388.6 713.1 0.2915 0.087 
0.10971 0.1 0.5 16384 1770.5 1508.8 0.108 0.092 8192 2421.6 796.1 0.2956 0.0971 
0.1l94.,}00 0.1 0.9 16384 1915.1 1650.4 0.1168 0.1007 8192 2453.3 857.4 0.2994 0.1046 

Tabla 8.3.3.2. Experimentos realizados usando el RM(l, con un canal de 
Gilbert-Elliot. 
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8.23: ;OIrlpolrtalnle.nto del de Reed-MuUer RM(l, 3). 
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"-'~".u",;"" de Reed-MuHer RM(1,4) 

Tipo de '""'"""...,, 
Longitud del rnpnru.,P· 

RM(1,4) 
5 bits 

de canal: 
la. probabilidad (Pel): 

Canal de Gilbert-Elliot. 
0.001, 0.005, 0.01, 

LOIClg]'ma de la de código: 16 bits 0.05 Y 0.1 
íJapa.<:ídatd de correcGÍón por palabra: 3 bits 2a. 0.1, 0.5 Y 0.9 
Cardinalidad: 32 

Tasa de transmisión: 0.3125 Tasa de corrección: 0.1875 

Pe P"I PC2 BI> Be B.1' Te T,v Db D" Dep T,¡ Tdp 
(].O(}:¡~O;'(i 0.001 0.1 26221 80.2 0.8 0.0030 0.0003 8195 184.9 0.2 0.0225 0.00002 
0.007308 (j,005 0,1 26224 181.8 0.0 0.0069 0.0 8195 421.3 0.0 0.0514 0.0 
0,012186 0.0] 0.1 26224 315,5 0,8 0,012 0.0003 8195 704.3 0.2 0.0859 0.0002 
0.0131256 0.001 0.5 26224 307.2 63.2 0.0117 0.0024 8195 490.5 16.3 0.0598 0.0019 
0.017028 0.005 0,5 26224 423,6 88.0 0.0161 0.0033 8195 728.0 21.3 0.0888 0.0025 
0.0219060 0.01 0,5 26224 553.8 98.4 0.0211 0.0037 8195 985.0 25.6 0.1201 0.0031 
G.0228456 0,001 0,9 26224 561.0 286.4 0,0213 0.0109 8195 649.7 66.1 0.0792 0.0080 
0,026748 0.005 0.9 26224 643.2 292.0 0,0245 0.0111 8195 848.9 68.3 0.1035 0.0083 
0.031626 0,01 0.9 26224 785.4 309.6 0,0299 0,0118 8195 1126.7 72.2 0.1374 0,0088 
0,0512100 0.05 0.1 26224 1347.5 87.2 0,0513 0.0033 8195 2316.6 22.1 0.2826 0.0026 
0.0609300 0.05 0.5 26224 1579.0 259.2 0,0602 0.0098 8195 2532.0 66.3 0.3089 0,0080 
0,07065 0.05 0,9 26224 1791.5 510.4 0.0683 0.0194 8195 2527.6 126.3 0.3084 0.0154 
0.0999900 0.1 0.1 26224 2608.1 747.2 0.0994 0.0284 8195 3338.7 200,1 0.4074 0.0244 
0.10971 0.1 0,5 26224 2827.2 992.8 0.1078 0.0378 8195 34.33.9 268,1 0.419 0.0327 
0.1194300 0.1 0.9 26224 3106.7 1356.8 0.1184 0.0517 8195 3508.0 354.2 0.428 0.0432 

Tabla 8.3.3,3. ""'''''''''"''0 realizados usando el RM(l, 4) con un canal de 
Gilbert-Elliot. 
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8.24: Comportamiento del código de Reed-Muller RM(l, 
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Comentarios sobre los códigos de Reed-Muller 

En la Figura 8.25 observamos que el código de Reed-MuUer RM(l, 4) conserva la mayor recu­
peración de errores, y tiene un crecimiento moderado en comparación con los códigos RM(l, 3) y 
RM (2,4). Sin embargo, hasta este momento es el código que ha presentado el mejor desempeño 
en el canal de Gilbert-ElIiot. 
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Figura 8.25: Comportamiento de los códigos de Reed-MuUer. 

8.4.4. Códigos de Reed-Solomon 

Ahora presentamos los últimos códigos que probaremos en un canal con ruido de ráfagas, los 
códigos R.eed-Solomon. De la misma forma que lo hemos venido haciendo, usaremos los mismos 
códigos que se usaron en las pruebas con mido blanco, es decir, se usaron RS(23

, 3), RS(24 ,9)Y 
RS(2", 17). 

Código de Reed-Solomon RS(23 , 3) 

Tipo de código: 
Longitud del mensaje: 
Longitud de la palabra de código: 
Capacidad de corrección por palabra: 
Cardinalidad: 

Tasa de transmisión: 

RS(23
, 3) 

5 símbolos 
7 súnbolos 
1 súnbolo 
3 bits 

0.714285 

Tipo de canal: 
la. probabilidad (Pe¡): 

Tasa de corrección: 

Canal de Gilbert-EUiot. 
0.001,0.005,0.01, 
0.05 Y 0.1 
0.1, 0.5 Y 0.9 

0.0476 - 0.14285 
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Pe PC2 Bb Be Te Db De Dep Td Td 
0.0034056 0,001 0.1 11529 36.7 11.7 0.0031 0.00l0 8235 128.7 ]3.0 0.0156 0.0015 
0.007308 0.005 0.1 11529 83,4 23.8 0.0072 0.0020 8235 288.3 21.9 0.035 0.0026 
0.012186 0,01 0.1 11529 139.0 55.7 0.012 0.0048 8235 463.1 71.5 0.0562 0.0086 
0.0131256 0.001 0.5 11529 146.5 103.4 0.0127 0.0089 8235 369.1 100.3 0.0448 0.0121 
0.017028 0.005 0.5 11529 181.1 119.1 0.0157 0.0103 8235 476.8 123.8 0.0578 0.015 
0.0219060 0.01 0.5 11529 249.9 169.0 0.0216 0.0]46 8235 681.2 196.9 0.0827 0.0239 
0.0228456 0.001 0.9 11529 242.6 206.5 0.021 0.0179 8235 453.7 181.3 0.055 0.022 
0.026748 0.005 0.9 11529 297.3 240.9 0.0257 0.0208 8235 620.5 222.3 0.0753 0.0269 
0.031626 0.01 0.9 ]1529 349.7 281.7 0.0303 0.0241 8235 745.7 280.4 0.0905 0.034 
0.0512100 0.05 0.1 11529 590.0 526.0 0.0511 0.0456 8235 1629.6 760.6 0.1978 0.0923 
0.0609300 0.05 0.5 11529 695.5 657.1 0.0603 0.0569 8215 1746.3 897,4 0.212 0.1089 
0.07065 0.05 0.9 11529 792.9 765.9 0.0687 0.0664 8235 1840.1 981.6 0.2234 0.1191 
0.0999900 0.1 0.1 11529 1146.0 1286.7 0.0994 0.1116 8235 2501.5 1815.3 0.3037 0.2204 
0.10971 n.l 0.5 11529 127;).0 J1\36.2 0.1105 0.121\5 8215 2616.7 1926.5 0.3177 0.2339 
0.1191\300 0.1 0.9 11529 1359.9 1526.1 0.1179 0.1323 8235 2676.9 ]975.1 

Tabla 8.3.4.l. usando el RS(23 ,3) con un canal de 
Gilbert-Elliot. 
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8.26: del de Reed-Solomon 

Código de Reed-Solomon ,9) 

Tipo de código: 
Longitud dd mens/1.je: 

Longitud de la de 
Capacidad de corrección por 
Cardinalidad: 

Tasa de transmisión: 

RS(24, 9) 
7 s(mbolo;; 

15 súnbolos 
4 símbolos 
268435456 

0.46666 

Tipo de canal: 
la. probabilida.d (P",): 

2a. probabilidad (PC2): 

Tasa de corrección: 

Canal de Gilbert-Elliot, 
0,001, 0.005, 0.01, 
0,05 Y 0.1 

0.5 Y 0.9 

0.066 0.266 
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Pe Pe1 PC2 Bb Be Bep Te T ep Db De Dep Id 1dp 
0.0034056 0.001 0.1 17580 56.0 3.5 0.0031 0.0001 8204 164.8 0.0 0.02 0.0 
0.007308 0.005 0.1 17580 132.2 9.4 0.0075 0.0005 8204 364.8 0.0 0.0444 0.0 
0.012186 0.01 0.1 17580 218.4 16.6 0.0124 0.0009 8204 613.6 6.9 0.0747 0.0008 
0.0131256 0.001 0.5 17580 237.6 17.7 0.0135 0.0010 8204 475.9 5.4 0.058 0.0006 
0.017028 0.005 0.5 17580 280.2 22.6 0.0159 0.0012 8204 596.4 5.2 0.0726 0.0006 
0.0219060 0.01 0.5 17580 390.5 52.6 0.0222 0.0029 8204 848.1 29.6 0.1033 0.0036 
0.0228456 0.001 0.9 17580 393.3 43.2 0.0223 0.0024 8204 604.4 22.1 0.0736 0.0026 
0.026748 0.005 0.9 17580 461.4 64.1 0.0262 0.0036 8204 769.9 34.8 0.0938 0.0042 
0.031626 0.01 0.9 17580 553.9 81.5 0.0315 0.0046 8204 966.9 50.7 0.1178 0.006] 
0.0512100 0.05 0.1 17580 905.0 315.8 0.0514 0.0179 8204 1882.6 395.5 0.2294 0.0482 
0.0609300 0.05 0.5 17580 1070.3 513.6 0.0608 0.0292 8204 1986.0 630.7 0.242 0.0768 
0.07065 0.05 0.9 17580 1240.5 661.3 0.0705 0.0376 8204 2124.7 741.1 0.2589 0.0903 
0.0999900 0.1 0,1 ]7580 1757.2 1615.5 0.0999 0.0918 8204 2740.9 2030.4 0.334 0.2474 
0.10971 0.1 0,5 17580 1910.1 1822.5 0.1086 0.1036 8204 2828,8 2177.3 0.3448 0.265.1 
0.1191300 0.1 0.9 17580 2101.4 2037.2 0.1195 0.1158 8204 2865,1 2292.5 0.3492 0.2794 

Jrabla 8.3.4.2. ~X~~[ lentos realizados usando el código RS(24 
1 9) con un canal de 

Gilbert-~lliot. 
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8.27: Comportamiento del de eea··;:)Olom<)ll RS(24 , 9). 

Código de Reed-Solomon RS(25 , 17) 

"""., .... '" '" de 
v""P&;lU~LU de corrección por palabra: 

de símbolos 
Cardínalidad 
Tasa de transmisión: 

RS(25 ,17) 
15 símbolos 
31 símbolos 
8 símbolos 
5 bits 
3.77 x 
0.4838 

280. ¡'>l<".>".Ull!U"1.U ): 

Tasa de corrección: 

Canal de Gilbert-Elliot. 
0.001, 0.005, 0.01, 
0.05 Y 0.1 
0.1, 0.5 Y 0.9 

0.05161 - 0.2580 
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¡'e Pe¡ i.l . 17360 
Be Bep 1'" 1~p Dó De Dep 'id 

0.0034056 I 0.001 57.5 1.3 0.0033 0.00007 8400 467.5 0.0 0.0556 
0.007308 0.005 0.1 17360 124.8 3.4 0.0071 0.0001 8400 1018.9 0.0 0.1212 
0.012186 0.01 0.1 17360 206.3 6.3 0.0118 0.0003 8400 1482.5 0.0 0.1764 
0.0131256 0.001 0.5 17360 239.8 4.8 0.0138 0.0002 8400 1151.0 0.0 0.137 
0.017028 0.005 0.5 17360 298.4 6.9 0.0171 0.0003 8400 1519.2 0.0 0.1808 
0.0219060 0.01 0.5 17360 385.6 12.6 0.0222 0.0007 8400 1963.4 11.5 0.2337 
0.0228456 0,001 09 17360 391.4 8,3 0,0225 0.0004 8400 142] ,7 0.0 0.1692 
0.026748 0,005 0.9 17360 443.9 14.3 0.0255 0.0008 8400 1653.2 2.5 0.1968 
0.031626 0.01 0,9 17360 552.6 47.0 0.0318 0.0027 8400 2222,9 41.7 0.2646 
0.05] 2100 0.05 0.1 17360 890.4 422.4 0.0512 0.0243 8400 3:)12.4 1003.6 0.3943 
0,0609300 0.05 0.5 17360 1056,5 637.3 0.0608 0.0367 8400 3383.3 1461.6 0.4027 
0.07065 0.05 0.9 17360 1223.6 830,7 0.0704 0.0478 8400 3387.4 1657.5 0.4032 
0.099918 0,08 0.9 17360 1736.4 1813.5 0,1 0.1044 8400 3655.3 3339.1 0.4351 
0,0999900 0,1 0,1 17:~60 17.15.5 1872,6 0,0999 0.1078 8400 3751.8 3550.9 0.1466 
0.10971 0.1 0.5 17360 1910.0 2077,5 0,11 0,1196 8400 3740.1 3660.1 0.4452 
0.1194300 0.1 0,9 17360 2061.2 2227.4 0.1187 0.1283 8400 3793.5 3745.4 0.4516 

Tabla 8.3.4.3 . .t;xpelnJ1Jlentos realizados usando el 
Gilbert-Elliot. 

RS(25 , 17) con un canal de 
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Figura 8.28: Comportamiento del código de Reed-Solomon ,17). 

Comentarios sobre los códigos de Reed-Solomon 

Son los de Reed-Solomon los que responden frente al ruido del canal de Gilbert-
Elliot, En este caso, fue el único que pudo realizar una completa en los diez 

cuando PC2 = 0.9 fué , Sin embargo, obsérvese que en la Figura 8.29, 
co<llg()8 RS(24 , 9) Y RS(25 , 17) mantienen un comportamiento muy similar en un inicio, pero 
VA:IHll:1.U¿UUt:Ul,t: a partir de la de error 0.032 el , 17) tiene una menor 

Tdp 
0.0 
0.0 
0.0 
0.0 
0.0 
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0.0 

0.0029 
0.0053 
0,1194 
0.174 

0,1973 
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0.4227 
0.4357 
0,4458 
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8.29: Comportamiento de los código de Reed-Solomon. 

8.4.5. Comportamiento de los códigos en el de Gilbert-Elliot 
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8.30: Comportamiento de los códigotl en un canal simétrico binario. 
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Como el lector puede observar en la Figura el código de , 17) es el que mejor 
respolnde al ruido de cuando se trata de probabilidades de error inferiores a 0.03. 
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de este punto el rendimiento del código va disminuyendo a un ritmo acelerado. No obstante, 
como vimos en el Cuadro 8.2, las probabilidades que presenta un canal de transmisión son, en 
general, inferiores a 0.03, es decir, su desempeño es favorable siempre y cuando consideremos 
probabilidades de error usuales en los distintos canales de transmisión. 

Podemos observar que él diferencia de lo que ocurrió con el canal simétrico binario, donde 
el código de menor rendimiento fué Reed-Solomon, bajo este tipo de ruido es el código más 
apropiado. 

Es interesante observar que los códigos G24 , RM(l, 4) Y RS(25 , 17) inician con rendimientos 
muy parecidos, solamente el código lh(4) tiene un menor rendimiento. No obstante, debe recor­
darse que los valores más pequeños de la probabilidad de error Pe simulan un comportamiento 
más cercano a un canal simétrico binario que a un canal de Gilbert-Elliot. De tal suerte, que es 
hasta que la segunda probabilidad de cruzamiento PC2 aumenta, cuando se simula mejor el ruido 
de ráfagas. 



Capítulo 9 

Conclusiones 

Cuando iniciamos la comparación de los códigos consideramos que no existirían muchos ele­
mentos inesperados por la información que habíamos reunido hasta ese momento. Sin embargo, 
pudimos observar que nuestra hipótesis no fue del todo corroborada. La hipótesis menciona dos 
puntos esencialmente, el primero relacionado con la capacidad de corrección de un código frente 
al canal y el segundo con respecto a una suposición del mejor código corrector y detector de 
errores. 

Empezaremos con lo relacionado con el primer punto de la hipótesis, según la cual, si teníamos 
un código con capacidad de corrección de 1 bit por cada 10 bits entonces se recuperarían la mayor 
parte de los mensajes que originalmente fueron enviados usando un canal simétrico binario con 
Pe = 0.1. Sin embargo, el resultado de los experimentos mostró un rendimiento inferior. Una 
observación más detallada del comportamiento de los errores sobre las palabras de código nos 
muestra que aun manteniendo la probabilidad de cruzamiento Pe = 0.1, es muy frecuente que 
ocurran más de 1 error en un bloque de 10 bits, porque hay muchos otros bloques que no tienen 
ningún bit alterado, de tal forma que la capacidad de corrección del código se rebasa con facilidad . 

En lo referente al segundo punto, habíamos supuesto que el código que presentaría un mejor 
desempeño sería el código de Reed-Solomon. Pero, en el canal simétrico binario el desempeño de 
estos códigos fué inferior al de los tres códigos restantes. Por el contrario, durante la simulación 
de la transmisión usando el canal de Gilbert-Elliot, los códigos Reed-Solomon obtuvieron el mejor 
desempeño. Podemos explicarnos este comportamiento al hacer una observación más cuidadosa. 
Como los códigos de Reed-Solomon corrigen a nivel de símbolos y no de bits entonces conviene 
que los errores estén agrupados en un bloque, de tal suerte, que los bits erróneos involucren a la 
menor cantidad de símbolos. Esto último ocurre en el canal de Gilbert-Elliot, pero no así en el 
canal simétrico binario, donde los errores están distribuidos a lo largo de la transmisión. 

En los experimentos realizados usando el canal simétrico binario, el mejor desempeño se 
presentó con el código Reed-Muller RM(l, 4). Sin embargo también este código presenta la menor 
capacidad de transmisión. 

Por último, el código más adecuado está en función del tipo de canal que se usa durante la 
transmisión y el tipo de ruido al que se ve afectado. Cada código ofrece características distintas 
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que pueden hacerlo má.., adecuado o menos adecuado a una situación dada. También debe de 
tomarse en cuenta que aun cuando los códigos Reed-Muller y Reed-Solomon mantuvieron el 
mejor rendimiento, también tienen un proceso de decodificación más complicado que los códigos 
de Golay y Hamming, aunque tanto Reed-Muller como Reed-Solomon ofrecen la flexibilidad de 
crear un código que se adapte en la medida de lo posible a las características del canal. Esta 
flexibilidad consiste en que con estos códigos existe la posibilidad de cambiar los parámetros 
que los generan, de tal forma que puedan corregir una mayor cantidad de errores. Esta última 
ventaja es inexistente en los códigos de Hamming, dado que estos códigos, siempre corrigen un 
solo error por palabra de código. No obstante, el que un código, independientemente de cual se 
trate, corrija más errores ocasionará que se agreguen más bits de redundancia, trayendo como 
consecuencia que la tasa de transmisión disminuya. Aquí regresamos a la disyuntiva característica 
de la teoría de códigos encontrar un equilibrio entre la capacidad de corrección y la cantidad de 
bits de información que se desea transmitir. 
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