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Introduccion

La teoria de cddigos e informacién encuentra sus bases establecidas en el articulo “A Ma-
thematical Theory of Communication”, por C. E. Shannon, publicado en 1948 [16]. Conociendo
el hecho que los medios de transmisién (canales) no son ciento por ciento confiables, podemos
considerar que el principal problema de dicha teoria es: jcémo saber en qué momento ocurrié un
error? y jexiste la posibilidad de recuperar la informacién original?

A partir de la publicacién de este articulo se han ido desarrollando elementos que proponen
distintas formas de atacar el problema.

Hoy en dia estas preguntas cobran mayor importancia. En la misma medida en que las co-
municaciones cambian de andlogicas a digital, se busca el uso de los cédigos binarios para la
deteccién y recuperacién de errores.

Nuestro propédsito con este trabajo es buscar el comportamiento que se presenta con los
siguientes cédigos detectores y correctores de errores: Hamming, Golay, Reed-Muller y Reed-
Solomon. Estos cédigos han sido ampliamente usados para distintas aplicaciones con el objetivo
de minimizar las probabilidades de error. Nuestra intencién es implementarlos y observar su
comportamiento cuando son sometidos al ruido blanco y al ruido de rafagas, en particular.
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Capitulo 1

Elementos basicos de la Teoria de
Cédigos e Informacion

1.1. Introduccion

Existen tres razones principales para codificar datos:

= Eficiencia. Relacionada con la teoria de la informacién.
= Correccion y deteccién de errores. Relacionada con la teoria de codigos.

s Ocultamiento de la informacién. Relacionada con la criptologia.

Nuestro trabajo se concentra en la teoria de cédigos.

1.2. Cadenas y cédigos

Para que podamos iniciar este estudio, necesitamos establecer los conceptos bésicos para tener
un lenguaje comin al describir el desarrollo y el tratamiento de los problemas més adelante. Por
tal motivo presentamos las siguientes definiciones que siguen el enfoque de Steven Roman [15].

Definicién 1.2.1. Una cadena es una sucesion finita de elementos de un conjunto S = {34, 82, ..., 8}
de n simbolos distintos, al cual se le denomina alfabeto.

Cabe senalar que no nos interesa la semantica del mensaje y sélo nos interesan los s{mbolos
como unidades de transmision.

Dado que la cadena es finita podemos hablar de su longitud, es decir, si tenemos una cadena
X = I1Z3...T; entonces la longitud de x es el nimero de simbolos que forman la cadena y la
denotaremos como len(x) = k.

La operacién fundamental entre las cadenas es la concatenacion, la cual definimos enseguida.

1



2 1 Elementos bdsicos de la> Teoria de Cdédigos e Informacion

Definicién 1.2.2. La concatenacion es una operacién binaria sobre un conjunto de cadenas W
tal que:

mW x W - W

El efecto de concatenar una cadena x con la cadena z se logra haciendo seguir a la cadena x con
los simbolos de z.

Con base en lo anterior, definimos:

Definicién 1.2.3. Sea w = xz

= X es un prefijo de w.
® z es un sufijo de w.

Definicién 1.2.4. La cardinalidad de un conjunto de cadenas A, es el nimero de elementos que
pertenecen al conjunto A y se denota como | A4 |.

Definicién 1.2.5. Definimos el conjunto A™ como el conjunto de todas las cadenas de longitud
n que comparten el mismo alfabeto.

1.2.1. Distancia de Hamming

Es conveniente que dispongamos de una medida que indique que tan distintas son dos cadenas
entre si, que tan alejadas estdn. Para ello utilizaremos la distancia de Hamming.

Definicién 1.2.6. La distancia de Hamming entre dos cadenas cualesquiera x, y € S™, denotadas
con d(X,y), es el ndmero de posiciones en las que x difiere de y.

La distancia de Hamming es una verdadera métrica para S™, dado que satisface las siguientes
tres propiedades:

1. Positiva definida.
d(x,y) > 0y d(x,y) =0siysolosix =y

2. Simétrica.
d(x,y) = d(y,x)

3. Desigualdad del tridngulo.
d(x,z) < d(x,y) + d(y,2)



1.2 Cadenas y cddigos 3

1.2.2. Cédigos

Definicién 1.2.7. Un cddigo es un conjunto cualquiera de cadenas sobre un cierto alfabeto.

Definicién 1.2.8. Definimos a A* como el conjunto de todas las palabras sobre A incluyendo
la palabra de longitud cero.

Definicién 1.2.9. Sea A = {a1,as,...,a,} un conjunto finito de r simbolos al que llamaremos
alfabeto del cédigo. Un cSdigo r—ario sobre A es un subconjunto C de A*. El ntimero r es lamado
la base del cédigo.

Ejemplo 1.2.10. Si A = {0,1}, un ejemplo de un cédigo binario es C = {0,10, 11}.

Hay ciertos tipos de c4digos que son convenientes porque nos facilitan la tarea de interpretar
las palabras, es decir, el proceso de decodificacién. Una caracteristica de gran utilidad es que un
c6digo sea univocamente decodificable.

Definicion 1.2.11. Un cédigo es univocamente decodificable si no hay dos sucesiones diferentes
de palabras de cédigo que representan la misma cadena sobre A, siendo A el alfabeto del cédigo.

Ejemplo 1.2.12. C = {0,01,001} es univocamente decodificable.

Definicién 1.2.13. Un cédigo instantdneo es un cédigo univocamente decodificable en el que la
decodificacion puede hacerse leyendo sucesivamente de izquierda a derecha, la palabra de cédigo.

Ejemplo 1.2.14. C = {0,10, 110} es un cédigo instanténeo.

En los cédigos instantdneos ninguna palabra completa del c6digo constituye un prefijo, es
decir, una subcadena inicial de otra palabra mas larga.

Diremos que un cédigo tiene la propiedad de prefijo si ninguna palabra de cédigo es prefijo
de otra palabra de cédigo.

Con estos elementos cubrimos los conceptos esenciales al hablar sobre los c6digos en general.
En el siguiente capitulo presentaremos los conceptos relacionados con la correccién y deteccién
de errores.



Capitulo 2

Correccion y detecciéon de errores

2.1. Introduccién

Sabemos que los canales no son 100 % confiables. Por tal motivo, debemos aprender a tra-
bajar con los errores, de tal forma que podamos minimizar sus consecuencias. En este capitulo
estudiaremos cémo se pueden detectar los errores y cuando es posible corregirlos.

Podemos suponer que los simbolos viajan uno a la vez a través del canal de transmision, esto
es, de forma serial. Asi que cada uno de ellos se ve expuesto a la posibilidad de ser alterado
individualmente. Si nosotros al recibirlos, sdlo los consideramos de forma, individual, no tenemos
forma de detectar si ocurrié un error o no. Por ejemplo, considérese un canal simétrico binario,
-~ como el ilustrado en la Figura 2.1, si se envia un cero y se recibe un uno, el receptor no se da
cuenta del que se cometié un error, porque recibir un uno es tan valido como recibir un cero. Por
otro lado, si consideramos grupos de simbolos entonces podemos decir si el grupo de simbolos
que llegé es valido.

Resulta conveniente entonces considerar a los simbolos elementales agrupados en palabras o
bloques de longitud fija. A un cédigo constituido de esta manera se le denomina cédigo de bloque.
Definicién 2.1.1. Un cddigo de bloque r—ario C sobre un conjunto A, es un subconjunto no
vacio de A™. Los elementos de C se denominan palabras del cédigo, y n es la longitud del codigo.

A un cédigo con M palabras de longitud n sobre un alfabeto de r simbolos se le denomina un
(n,M)-cédigo r-ario.

Una vez que establecemos un cédigo de bloque sobre el canal, estamos determinando el con-
junto de palabras vélidas, esto es, quiénes son los grupos vélidos de simbolos.

Definicién 2.1.2. Un canal de comunicacién consiste de un alfabeto del canal finito, A =
{ai1,...,a;} y un conjunto de probabilidades del canal *, P(a; recibido | ¢; enviado) que satis-

!También se les llama probabilidades hacia adelante o probabilidades de transicién.

5



6 2 Correccion y deteccidon de errores

facen
-

ZP(aj recibido | a; enviado) =1, Vi.
j=1

Cabe senalar que estamos suponiendo que estas probabilidades no cambian con el tiempo.

Definicién 2.1.3. Se dice que un canal de comunicacién es sin memoria si la salida de cualquier
simbolo que sea transmitido es independiente de la salida del simbolo transmitido previamente.
En términos mas formales, si ¢ = ¢;...c,, Yy X = z7...x,, son palabras de longitud = sobre el alfabeto
A, la probabilidad P(x recibido | ¢ enviado) es el producto:

P(x recibido | ¢ enviado) = H P(z; recibido | ¢; enviado).

i=1

2.2. Tipos de canal

Existen distintos tipos de canales. De hecho, la mayoria de los canales que se presentan en
la realidad difieren de los modelos méas comunes que se manejan en la teorfa de cédigos. Sin
embargo, estos modelos son de suma utilidad para entender el comportamiento de los canales
reales.

Las Figuras 2.1 y 2.2 presentan dos tipos de canales bdsicos: el canal simétrico binario y el
canal de borrado binario.

=P .e0

\p | 7
! -/p"'_ \. !

Figura 2.1: Canal simétrico binario.
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2.2 Tipos de canal 7

[N} ®0
1-p—q P

L — o
1-p—q P

1 ol

q

Figura 2.2: Canal de borrado binario.

La matriz del canal esta definida por las probabilidades del canal, que se colocan de la siguiente
forma:

p(nlz1) plelz) ... p(ydz)
p(yilze) ply2lz2) .. pyelze)
pinles) plualzs) ... plules)

Obsérvese que cada renglén de la matriz del canal corresponde a un solo simbolo de entrada,
y cada columna corresponde a un tnico simbolo de salida.

Se puede usar esta matriz para definir algunos tipos especiales de canales.
Definiciones

Sean X y Y variables aleatorias que corresponden a la entrada y a la salida, respectivamente.

1. Intuitivamente, un canal es sin pérdide si la entrada X estd completamente determinada
por la salida Y. Concretamente, un canal es sin pérdida si se cumple que:

a) Existen subconjuntos ajenos no vacios By, ..., B, del alfabeto de salida con la propiedad
que PY€E€B; | X =z;)=1dondei=1,..., 3.

b) Para cualquier distribucién de probabilidad del alfabeto de entrada, si p(y;) # 0
entonces existe un x; para el cual p(z;|y;) = 1.

2. Intuitivamente, un canal es deterministico si la salida Y estd completamente determinada
por la entrada X. Concretamente, un canal es determinfstico si se cumple que:

a) Para toda z; existe una y; para el cual p(y;|z;)=1.

3. Un canal es sin ruido si es tanto sin pérdida como deterministico. Equivalentemente, un
canal es sin ruido si existe una funcién inyectiva ¢ del alfabeto de entrada {z1,...,z;} al
alfabeto de salida {y1,...,y.} para la cual p(p(z;)|z:} = 1 para toda 1.
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4. Tntuitivamente, un canal es iniitil si €]l conocimiento sobre la entrada X no nos dice nada so-
bre la salida Y. Especificamente un canal es indtil si cualquiera de las siguientes condiciones
se cumplen.

a) Los renglones de la matriz del canal son iguales.

b) La entrada X y la salida Y son independientes para todas las distribuciones de pro-
babilidad sobre la entrada.

En la Figura 2.3 se ilustran estas definiciones.

Canal sin pérdida. Canal deterministico.
0 e P 0

® ® 1-p
® ®
° ° P

: I e ol
® ° 1-p

Canal sin ruido. Canal inutil.
Figura 2.3

Tipos de canales
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2.3. Canal de Gilbert-Elliot

En los tipos de canales anteriores, la posibilidad de que un bit sea alterado es independiente
de las posibles alteraciones de los bits adyacentes. Sin embargo, a veces durante una transmisién,
los errores que ocurren no son independientes entre si. De tal suerte que si un bit es alterado
entonces aumenta la probabilidad de que los bits consecutivos sean alterados también hasta llegar
a un momento en donde la probabilidad de alteracién va disminuyendo hasta que nuevamente la
transmision es con muy pocos errores. A este bloque de bits erréneos consecutivos se le conoce
como rdfaga’.

El modelo del canal de Gilbert-Elliot se propone simular el comportamiento de un canal con
rifagas. El modelo que aqui presentamos estd basado en el articulo de Mushkin [12] y en el
material de Sun [17]. Este modelo consiste ¢n una cadena de Markov, donde hay dos estados,
vamos a llamarlos el estado bueno y el estado malo. Iin cada estado hay un canal simétrico
binario. La probabilidad de cruzamiento del estado bueno es muy baja y la probabilidad de
cruzamiento del estado malo es muy alta. A estas probabilidades las denotaremos como P, y
FP,,, respectivamente.

Ademas de las probabilidades anteriores, existen otras cuatro probabilidades, que se muestran
en el Cuadro 2.1. Este modelo se ilustra en la Figura 2.4.

Dbb Probabilidad de pasar del estado bueno al estado bueno.
Dbm Probabilidad de pasar del estado bueno al estado malo.
Dmm Probabilidad de pasar del estado malo al estado malo.
Db Probabilidad de pasar del estado malo al estado bueno.

Cuadro 2.1: Probabilidades de transicién.

En este modelo se parte del hecho que la probabilidad de pasar del estado bueno al estado
malo es baja, y la probabilidad de pasar del estado malo al estado bueno es alta. Esta dltima
probabilidad determinard la longitud de la rifaga, entre més alta sea, la longitud de la rafaga
aumentara.

El modelo de Gilbert-Elliot es una cadena de Markov ergédica, como se sefiala en [12|, porque:

» Sus dos estados se intercomunican, es decir, la probabilidad de transicién entre ellos es
distinta de cero.

= Es aciclica porque tiene ciclos de periodo uno.

Por tratarse de una cadena de Markov crgédica entonces

lim Pr=T1; y Y =1
J

donde P;; es la entrada (3, j) en la matriz de transiciones y I1; es la probabilidad de estar en
el estado j.

?Es mas conocido por el término en inglés burst error.
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malo

Figura 2.4: Canal de Gilbert-Elliot.

Las rafagas que afectan a los canales son ocasionadas por causas externas, que pueden ir desde
factores del clima, como la temperatura, el viento, las descargas eléctricas o bien interferencias
con otras transmisiones.

2.4. Regla de decision

Cuando estamos transmitiendo la informacién a través del canal, el receptor debe decidir
cémo interpretar las palabras que estan llegando (independientemente de que sean correctas o
110), es decir, el receptor debe hacer una suposicién plausible acerca de cual de las palabras vélidas
le fué enviada, con base en la palabra recibida.

Definicién 2.4.1. Sea C un (n, M)-cédigo sobre el alfabeto A. Supdngase que la palabra de
cédigo ¢ no contiene el simbolo “?” (en caso que lo contenga, simplemente se reemplaza por otro
simbolo). Una regla de decision para C es una funcién f : A™ — C U {7}. Al proceso de aplicar
la regla de decision se le llama decodificacion. Si x es una palabra en A™ entonces la regla de
decision f decodifica x en la palabra de cédigo f(x) en caso de que f(x) € C. De lo contrario,
si f{x) = 7 entonces se declara un error de decodificacién. Este concepto se ilustra en la Figura
2.5.

Para enunciar este concepto de una forma mas intuitiva, diremos que una regla de decisién
es un procedimiento que decide, dada la cadena recibida, qué cadena de cédigo le corresponde o
si han ocurrido errores.
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Palagb Posibles palabras
aagzll recibidas

envi
Regla de
decision

@ ¢

.
~—

e

Figura 2.5: Regla de decision.

La eleccién de la mejor regla de decisién depende de las caracteristicas del canal y debemos
mantener en mente que nunca podemos estar completamente seguros de que la regla de decisién
entrega la palabra de cidigo que realmente fué enviada.

Naturalmente, deseamos tener la regla de decisién que se equivoque lo menos posible, es decir,
dado que se envié la palabra c y se recibié una determinada palabra d, deseamos que f(d) = ¢
la mayor parte de las veces. Y como queremos que se equivoque lo menos posible, necesitamos
calcular que tan probable es decodificar correctamente. Asi tenemos que

P(decodi ficar correctamente) = Z P(f(z) enviado | z recibido) P(z recibido)
r€A™

Definicién 2.4.2. Definimos al observador ideal como cualquier esquema de decisién f con la
propiedad de que

P(f(x) enviado | T recibido) = rxleaé({P(c enviado | = recibido)}
para todas las posibles cadenas recibidas z.

Sin embargo, la principal desventaja del observador ideal es que depende de la distribucién
de probabilidad del alfabeto de entrada. Por lo tanto si esta distribucién cambia es probable que
cambie también el observador ideal. Por otro lado, al pretender implementarlo, nos damos cuenta
que necesitamos almacenar |A"| probabilidades por palabra de cédigo.

Una forma de evitar esta dependencia es suponer una distribucién de probabilidad uniforme.
Es decir,

1

P(c enviado) = e

donde M es el tamaiio del codigo.

Esto nos lleva a la siguiente definicién.
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Definicioén 2.4.3. Una regla de decision de mdzima verosimilitud es una regla de decision f que
raximiza las probabilidades del canal, es decir,

P(z recibido | f(z) enviado) = mcéé( P(z recibido | ¢ enviado)
para toda o € A™.

De tal manera que cuando la distribucién de probabilidad de entrada es uniforme, el obser-
vador ideal es aquel que aplica la regla de decision de maxima verosimilitud.

2.5. Decodificacion del vecino mas cercano

Ahora que contamos con el concepto de la regla de decisién de maxima verosimilitud, vamos
a usarlo. En particular con el canal simétrico binario.

Como los canales de comunicacién no son tan malos, podemos asumir que la probabilidad
de que ocurra un error (probabilidad de cruzamiento) es menor que % De hecho, un canal que
tuviera una probabilidad de cruce ligeramente inferior a 1 seria extremadamente malo. Por lo
tanto, la probabilidad de que un simbolo se reciba correctamente es 1 — p. Asi, la probabilidad

de que una palabra se reciba sin errores es

P(palabra correcta) = (1 — p)»

La probabilidad de que una palabra de cdédigo ¢ difiera de una palabra x en exactamente k
posiciones® es:

P(k simbolos erréneos en lugares especificos) = p*(1 — p)»~*

De tal manera que si la palabra de cédigo c difiere de una palabra x en exactamente k
posiciones entonces

P(x recibida | c enviada) = pk(l —p)"_k

A continuacién enunciaremos un teorema importante en relacion con la utilidad de la distancia
de Hamming. El lector puede consultar la demostracion en [15].

Teorema 2.5.1. Para un canal simétrico binario con probabilidad de error p < 1/2, la regla de
decision de maxima verosimilitud es la que elige la palabra de c6digo cuya distancia de Hamming
a la palabra recibida x es minima.

A las palabras de c6digo con minima distancia de una palabra x se les denomina las vecinas
mds cercanas de 7 y la regla de decisién que se acaba de mencionar se le denomina por lo tanto
de vecino mds cercano.

30Obsérvese que en la siguiente formula se hace hincapié de que se tratan de lugares especificos. De lo contrario,
tendriamos que calcular (:) y multiplicarlo por la férmula que se presenta.
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2.6. La distancia minima de un cédigo

Al hablar de la regla de decisién del vecino mds cercano, nos empezamos a dar cuenta que
nos conviene gue las palabras del c6digo sean tan diferentes como sea posible entre ellas mismas,
es decir, que la distancia de Hamming entre ellas sea lo suficientemente grande.

Definicién 2.6.1. Sea u un entero positivo. Un cédigo C es detector de u errores si para cualquier
palabra que presente de 1 a u errorcs, dicha palabra no es una palabra de cédigo. Un cédigo C
es detector de exactamente u errores si es detector de u errores, pero no de u + 1 errores.

Definicion 2.6.2. Sea v un entero positivo. Un cédigo C es corrector de v errores si al decodificar
con la regla de decisién del vecino més cercano, es posible corregir v errores o menos. Un cédigo
€s exactamente corrector de v errores si es corrector de v errores, pero no de v + 1 errores.

Asi, la cantidad de errores que pueden detectarse o corregirse depende de la distancia minima
entre cualesquiera dos palabras del cédigo.

Definicion 2.6.3. Sea C un c¢6digo con al menos dos palabras. La distancia minima del cédigo,
que denotaremos con d(C) es la distancia més pequefia entre las distintas palabras del cédigo:

d(C) = min{d(c;, ¢y) | ci,¢5 € C,¢; # ¢4}
dado que ¢; # ¢j, d(C) > 1.

Definicién 2.6.4. Un cédigo r—ario con M palabras diferentes, de longitud n y distancia minima
d es un (n, M, d)-c6digo r—ario.
Por tltimo, tenemos el siguiente teorema que serd muy (til en este trabajo. Su demostracién

puede ser consultada en [14].

Teorema 2.6.5. St C es un (n, M, d)-cédigo entonces es detector de exactamente d — 1 errores
y corrector de exactamente | 451 ].

2.7. Cdbdigos maximales

Un cédigo maximal es aquel que posee todas las palabras de cédigo posibles, dadas ciertas
caracteristicas.
Definicién 2.7.1. Un (n, M, d)-cédigo es maximal si no esta contenido en un cédigo mds grande
con la misma distancia mfnima, es decir, si no esta contenido en un (n, M + 1, d)-cédigo.
La demostracién del siguiente teorema puede consultarse en [5].

Teorema 2.7.2. Un (n, M, d)-cédigo es maximal si y sélo si, para todas las palabras x& A™ ,
hay una palabra de cédigo c con la propiedad que d(x, c) < d.
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2.8. Probabilidad de error al decodificar

Naturalmente, lo que pretendemos es poder decodificar tan correctamente como sea posible.
Sin embargo, antes debemos precisar que significa “tan correctamente como sea. posible”.

La probabilidad de que ocurran k < n errores en una palabra de longitud n transmitida por
un canal simétrico binario con probabilidad de error p es:

P ()0 o

Si el lector desea ver la demostracién del siguiente teorema, puede consultarla en [14].

Teorema 2.8.1. Para un canal simétrico binario y usando decodificaciéon del vecino mas cercano,
la probabilidad de error al decodificar una palabra, es decir, la probabilidad de que la palabra
decodificada no sea la enviada, satisface:

d—1
L=

— (i n—k o pro.. g n\ & ek
Z (k)P (1-p) < P(error decodi ficacion) < 1 — Z (k)p (1 —p)™ k.

k—d k=0

2.9. C(Cdbdigos perfectos y esferas de empaque

Hemos estado hablando sobre la distancia entre dos palabras de cédigo, el siguiente paso
es definir qué es una vecindad. El punto alrededor del cual se establece esta vecindad, o més
propiamente, la esfera, es una palabra de cédigo x. Y los eleruentos que caen dentro de esta
esfera son las palabras vecinas m4as cercanas a x.

Definicién 2.9.1. Definimos Z, como el conjunto de los enteros {0,1,...,7 —1}.

Definicién 2.9.2. Definimos Z como el conjunto de todas las cadenas de longitud n cuyo
alfabeto es Z,.

Definicién 2.9.3. Sea x una cadena en Z7 y sea p > 0. La esfera S[*(x, p) con centro en x y
radio p es el conjunto de todas las cadenas en Z? cuya distancia a x es, a lo més p. En simbolos,

Sy(x,p) ={y € Z7 | d(x,y) < p}
Definicién 2.9.4. El volumen de una esfera S7*(x, p) es el nimero de cadenas en ella.

Asi que el volumen de una esfera de radio p es:

V(o) = Z (7)o -5

en Z%
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k=0

Definicién 2.9.5. Sea C un (n, M, d)-cédigo r-ario. El radio de empaque de C, que denotamos
como Pr(C), es el radio més grande posible para un conjunto de esferas disjuntas centradas en
una palabra de cédigo. Al conjunto de esferas S7(c;, Pr(C)) (c; € C), se le denomina las esferas
de empaque para C.

En las Figuras 2.6 y 2.7 queremos ilustrar el concepto de las esferas de empaque, donde los
puntos negros indican las palabras de cédigo y los circulos alrededor de ellos son las esferas.

Figura 2.7: Cédigo perfecto.

Las demostraciones que corresponden tanto al teorema como al corolario siguientes, pueden
ser consultadas en [14].

Teorema 2.9.6. El radio de empaque de un (n, M, d)-codigo es Pr(C) = Ld—;]J
Corolario 2.9.7. Un cédigo es corrector de exactamente v errores si y sélo si Pr(C) = v.

Definicién 2.9.8. Un (n, M, d)-cédigo r-ario C = {cy, ...,cm} con alfabeto Z, es perfecto si las
esferas de empaque son una particién de Z'.

Zntonces, un cédigo es perfeclo si no hay palabras x € A™ que queden fuera de alguna csfera
de empaque.
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2.10. Equivalencia de cédigos

Definicién 2.10.1. Dos cédigos son equivalentes si uno puede ser obtenido del otro por una
combinacién de operaciones de los dos tipos siguientes:

1. Permutar las posiciones de todas las palabras del cédigo.

2. Dada una posicién especifica, aplicar una permutacién a los simbolos en esa posicién.

Afortunadamente, podemos encontrar una forma mas clara de dar esta definicién en [5], la
cual presentamos a continuacién:

Supongamos que tenemos un (n, M, d)-cédigo r-ario C y que acomodamos cada una de las
palabras del c6digo en un renglén de una matriz de n columnas y M renglones a la que llamaremos
M. Las reglas del juego de equivalencia son las siguientes:

1. Cambiar el orden de las columnas de la matriz.

2. Dada una columna y una permutacién de los simbolos en el alfabeto A del cédigo (es decir
una funcién biyectiva de A en A): aplicar la permutacién a los elementos de la columna.

3. Cambiar un renglén por otro. Esta ultima regla no aparece arriba, pero es evidente, solo
altera el orden en el que son listadas las palabras del cédigo.

Teorema 2.10.2. Si el alfabeto 4 de un cédigo contiene el simbolo O entonces cualquier cédigo
sobre A es equivalente a uno que contiene la palabra 0.

2.11. Tasa de transmisién y tasa de correccion

Hay un compromiso entre las dos cualidades deseables en un c6digo: eficiencia y robustez.

Definicién 2.11.1. La tasa de transmisién de un (n, M)-cédigo C, r—ario es:

Definicién 2.11.2. La tfasa de correccion de error de un (n, M, d)-cédigo C, es:

sc) - 2L

el nimero de errores que pueden corregirse en cada palabra entre el tamafio total de la palabra.

Este tipo de medidas son importantes, pues nos ayudan a distinguir de una manera propor-
cional la calidad de envio de informacién por un lado y la capacidad de corregir errores por otro.
Sin embargo, podriamos decir, que ya sabemos medir cuéntos errores puede corregir un cédigo
conociendo la distancia minima d. Bajo este contexto, podriamos pensar a primera vista que si
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un cédigo corrige cien errores es un buen cédigo, pero pensemos por ejemplo que se trataba de
una palabra de longitud mil. Entonces, ya no lo considerariamos una alta correccién de errores.
Por este motivo necesitamos este tipo de tasas, para observar las medidas de forma proporcional.



Capitulo 3

Cddigos lineales

3.1. Introduccién

S1 bien conocemos los resultados m4s importantes para la deteccién y correccién de errores,
existe un tipo de c6digos que ha sido ampliamente estudiado, los cédigos lineales. De hecho, esta
tesis se propone estudiar algunos de estos cédigos. En este capitulo, nos vamos a concentrar mas
en entenderlos que en ser rigurosos con las demostraciones, las cuales pueden ser consultadas en
[14, 15].

En general, los cédigos lineales son mds faciles de describir que los otros cédigos, es decir, es
més facil implementar la codificacién y decodificacién de los mensajes.

Teorema 3.1.1. Si p es un primo, el conjunto z; (las cadenas de longitud = sobre Z,), junto
con las operaciones de adicién y de multiplicacién escalar de Z,, es un espacio vectorial sobre Zy.

Definicién 3.1.2. Un subconjunto S no vacio de Zj es un subespacio vectorial de Z7 si el
conjunto S, junto con las operaciones de adicién y multiplicacién por escalar, heredadas de Zj,
es en sl mismo un espacio vectorial.

3.2. (Cddigos lineales

Definicién 3.2.1. Un cédigo C es lineal si C C Ly, es decir si C es un subespacio vectorial de
Zy. Si C tiene dimensién k y distancia minima d(C) = d entonces C es un [n,k,d]-cédigo.

Teorema 3.2.2. Un [n,k,d]-cédigo lineal p-ario tiene p* palabras de cédigo, esto es, se trata de
un [n,p*,dJ-cédigo lineal.
3.2.1. El peso del cédigo

Definicién 3.2.3. [l peso de una palabra es el ndmero de simbolos distinto de cero, que corntiene
la palabra.

19
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Definicién 3.2.4. El peso de un cédigo C, denotado por w(C), es el minimo peso entre todas
las palabras del c6digo distintas de cero.

Teorema 3.2.5. Si C es un cédigo lineal entonces d(C) = w(C).

3.2.2. La matriz generadora de un cédigo lineal

Otra de las ventajas de trabajar con cédigos lineales, es que, como se trata de un espacio
vectorial, basta con tener unas cuantas palabras de cédigo que constituyan la base® para describir
todo el cédigo.

Definicién 3.2.6. Sea C un cédigo lineal, con base B = by, b, ..., by donde

by = bibia...bin
by = barbaz...bon
b = bribkz...bkn

La matriz generadora del cédigo C es aquella que tiene como renglones las palabras de cédigo
de la base.

bii bz ... bin
ba1 b2 ... bon
bkl bkg B bkn

Teorema 3.2.7. Sea G una matriz con elementos en Z,. G es una matriz generadora para algin
cédigo lineal C sobre Z,, si y solo si los renglones de G son linealmente independientes.

3.3. Correccidén de errores

En los c6digos lineales es mds facil el proceso de decodificacién, esencialmente vamos a cons-
truir una matriz de la siguiente forma.

Sea C = {c1,¢c2,-..,cm} un [n, k, d]-cédigo p—ario, con tamafio M = p*, y sea ¢; = 0.

Vamos a construir una tabla que contendra a todo Zy. El primer renglén de la tabla contiene
las palabras de codigo, con ¢; en la primera posicién,

‘0]62[63|...|CM|

'Recuérdese que, de acuerdo con el 4lgebra lineal, una base de un espacio vectorial V' es un conjunto de vectores
linealmente independientes de V' cuya cardinalidad cs igual a la dimensién del espacio vectorial. En nuestro caso,
a cada una de las palabras se le considera un vector y ¢l campo sobre el que trabajamos es Zg.
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Enseguida, escogemos una cadena de Zy con el menor peso que no aparezca ya en la tabla,
llamémosla f>, y coloquémosla abajo de 0. Entonces sumamos f; a cada una de las palabras de
codigo que estan en el primer renglén, y ponemos los resultados en el segundo renglén.

0 Co c3 cM
Lol foter | fat+es | ... | fatem

Otra vez, escogemos la cadena con el menor peso que no aparezca ya en la tabla, la ponemos en
la primera columna, y terminamos de construir el resto del renglén sumando f3 con las palabras
de cédigo,

0 Co cy cM
fo| fatcea | fates | ... | fatem
fs | fatca | fates| ... | fatem |

Continuando de esta forma hasta que esté todo 72, es decir, hemos contruido la siguicnte
q , g

i
tabla, la cual recibe el nombre de arreglo estdndar.

0 Co Cc3 CM

2| Rt | fotes ] ... | fatem
fa| fatex | fates | ... | fatem
fq fq+c2 fq+03 - | fatem

A cada renglén del arreglo estdndar se le llama coset. Y a la primera cadena de cada renglén
se le denomina lider del coset.

Teorema 3.3.1. Sea C un [n, k, d]-cédigo lineal con arreglo estandar A.

1. Cada cadena en Z; aparece exactamente una vez en A.

2. El ndmero de renglones de A es p™~*.

3. Dos cadenas x y y en Zy estdn en el mismo coset de A si y s6lo si su diferencia x - y es
una palabra de cédigo.

Teorema 3.3.2. Sea C un |n, k]-cédigo p—ario, con arreglo estindar A. Para cualquier cadena

x en Z7, la palabra de cédigo ¢ que estd al principio de la columna es la palabra de codigo mas
cercana a X.

3.4. La probabilidad de decodificar correctamente

En cidigos lineales tenemos una expresion cxacla para calcular la probabilidad de decoditicar
correctamente.
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Teorema 3.4.1. Sea C un [n, k]-cédigo binario y supéngase que los lideres del coset en un arreglo
cstandar C son f1, fa, ..., f,. Entonces, si suponemos un canal binario simétrico con probabilidad
de cruzamiento p, la probabilidad que una cadena recibida sea decodificada correctamente es

q
P(decodi ficar correctamente) = pr(f*)(l —p)r el

i=1

Si decimos que w; es el nimero de lideres del coset de peso i, entonces esta probabilidad es

P(decodi ficar correctamente) = Z wip*(l — p)*
i=1

3.5. El dual de un cédigo

Hemos visto que usar la estructura de espacio vectorial en los cédigos nos ha ayudado a
simplificar la forma de codificacion, decodificacién y la representacion del cédigo, entre otras
cosas. Al estar manejando los conceptos del dlgebra lincal, nos apoyamos en una teorfa sélida
con muchos resultados ya demostrados. Vamos a usar uno de cstos resultados para construir un
nuevo cédigo a partir de un c¢édigo dado: estamos hablando del dual de un cédigo.

Sin embargo, necesitamos establecer previamente los elementos que nos van a permitir llegar
a este concepto.

Definicién 3.5.1. Sean X = z123...Z, Yy = %1¥2 . . . Yn € Zy, donde p es un primo. El producto
interno de x y y, denotado por x - y, es el elemento de Z, definido por

X Y=zi1¥y1 +T2¥y2 + ...+ Tnln

donde tanto la suma como el producto se toman del campo Zy.

Definicién 3.5.2. Sean x y y € Zy. Si x - y = 0 entonces decimos que son ortogonales.

Ahora, si tomamos una cadena a € Zjy, denotaremos como {a}* al conjunto de todas las
cadenas en Zy que son ortogonales a a. Es decir,

{a}t ={beZ}|a b=0}.

A este conjunto se le denomina el complemento ortogonal de a.

Teorema 3.5.3. Para cualquier cadena a € Z7, cl conjunto {a}* es un c6digo lineal.

Generalizando la definicién del complemento ortogonal tenemos la siguiente definicion.
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Definicién 3.5.4. Sea A = {aj,az,...,a,} C Zy un cddigo. Al conjunto

A+ ={aj,az,...,a,}" = {x €Z; | x-a; = 0 para toda i}
se le llama el complemento ortogonal de A.

Enseguida, exponemos el resultado que es el motivo de las definiciones anteriores.

Teorema 3.5.5. El complemento ortogonal A+ de cualquier cédigo A es un cédigo lineal y se le
conoce como c¢édigo dual de A.

La importancia del teorema anterior radica en la posibilidad de construir un cédigo lineal y
las ventajas que se tienen al trabajar con este tipo de codigos.

3.6. El sindrome

Uno de los aspectos mads importantes que tenemos al trabajar con cédigos lineales es el
sindrome. El sindrome es una cadena de bits, la cual, si no hubo errores durante la transmisién de
la palabra de cédigo, es 0. Como veremos mas adelante, el sindrome puede tener otras propiedades
en ciertos tipos de cédigos lineales.

Definicién 3.6.1. Una matriz verificadora de paridad para un [n, k]-cédigo lineal C es una matriz
P con la propiedad que
C={zeZ;|zP =0}

Definicién 3.6.2. Sea P una matriz verificadora de paridad de un cédigo lineal C' C Z7. El
sindrome S(x) de una cadena x € Z} es el producto xP*.

El siguiente teorema ofrece algunos resultados importantes sobre el sindrome.

Teorema 3.6.3. Sea P una matriz verificadora de paridad de un cédigo lineal C C Zg y sea S
la funcién sindrome de P. Entonces, para toda x,y € Zy y o € Zy se cumple:

1. Si P tiene el tamafio m x n entonces S(x) € Zg".
2 S(x+y)=8(x) + S(y).
3. S(ox) = aS(x).

4. x € C siysélosi S(x) =0.

A continuacién se expone uno de los teoremas mas importantes sobre el sindrome.

Teorema 3.6.4. Sea C C Zy un cddigo lineal. Dos cadenas x y y estan en ¢l mismo coset de
cualquier arreglo estandar de C si y sélo si tienes el mismo sindrome.
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Este es un teorema importante porque nos permite simplificar la decodificacién de las palabras
de c6digo. Por un lado, llamemos x a la palabra de c6digo que vamos a decodificar. La cadena de
error e tal que ¢ = x - e, es el lider del coset. En conclusién, como las cadenas de error siempre
van a ser los lideres del coset, ya no necesitamos almacenar todo el arreglo estandar, solo los
lideres del coset con su respectivo sindrome. Este arreglo mas pequefio recibe el nombre de tabla
del sindrome de C.

Lider del coset | Sindrome
0 0
1> S{f2)
f3 S(fs)
fq S(fq)

Asi, el procedimiento de decodificacién se resume en los siguientes pasos:

= Calcular el sindrome S(x) de la palabra recibida.

= Buscar el sindrome S(x) en la tabla del sindrome para encontrar el correspondiente lider
del coset.

= Restar la palabra recibida con el lider del coset para obtener la palabra de codigo ¢ mas

cercana a X, ¢ = x — fj.

Habiendo terminado con la presentacién de los cédigos lineales vamos a estudiar un enfoque
basado en polinomios de estos cédigos en el siguiente capitulo.



Capitulo 4

Cdédigos ciclicos y polinomios

4.1. Polinomios

Veremos que es conveniente manejar con polinomios la representacion de algunos cédigos para
comprenderlos y deducir propiedades de una forma maés adecuada. Queremos aclarar que no te-
nemos la intencion de extendernos en este tema sino de introducir los conceptos que consideramos
necesarios para establecer la relacién entre los polinomios y los c6digos. Las demostraciones de los
resultados mostrados en este capitulo pueden ser consultadas en Coding Theory: The Essentials
por Hoffman [8] y en Algebra Lineal. Algebra Multilineal y k-teorta algebraica cldsica. por Lluis-
Puebla [11].

Antes que nada, debemos definir lo que entendemos por polinoruio.

Definicién 4.1.1. Un polinomio de grado n sobre K es una expresién de la forma ag + ayz +
...+ anz™ donde los coeficientes ag, a;, ..., a, son elementos de K y an # 0.

El conjunto de polinomios sobre K se denota como K|z] y sus elementos son denotados por
f(z), g(z), p(z), etcétera.

4.1.1. Operaciones entre polinomios

Estamos acostumbrados a trabajar con polinomios sobre el campo de los reales. Sin embargo,
nosotros vamos a trabajar sobre un campo distinlo en donde se cumple que 1 +1 =0y en con-
secuencia z¥ +z* = 0. Esta propiedad ocasiona algunas variantes en la suma y la multiplicacién.
Por ejeraplo, si f(z) =1+ 2y h(z) =1+ 2+ 2% 4+ 23 + z* tenemos que:

a) f(z)+g(z)=1l+z+1+z+22+2°+2 =22 + 23 + 2%

b) f(z)g(z) =1(1+z+2?+22 +2)+z(1+z+ 2%+ +at)=1+z+2°+23 + 2 + o +
22+ a2+t + 25 =1+25.

25
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Una vez que ya sabemos cémo sumar y multiplicar polinomios conviene que recordemos cémo
dividir polinomios. El algoritmo es similar al que usamos cotidianamente, pero respetando las
reglas del campo.

Algoritmo 4.1.2. Algoritmo de la Divisién. Sean f(z) y h(z) € K[z| con h(z) # 0. Entonces
existen polinomios dnicos ¢(z) y r(z) € K(z] tal que

/(@) = q(z)h(z) + r(2),
con r{z) = 0 o el grado(r(z)) < grado(h(z)).
Al polinomio ¢(z) se le denomina cociente y al polinomio 7(z) se le denomina residuo.

Ejemplo 4.1.3. Sea f(z) =z + 2?4+ 25+ 2" + 28 y h(z) = 1 + = + 2% + z*.

z* + 23
Pl tr+ll Bra a8+ 4+
25 4 26 + 25 1 o
T+ttt 24z
o’ +2® +zt+ 2
B+ +z

El cociente es g(z) = 2® + z* y el residuo es () = z + 2% + z°.

4.1.2. Correspondencia entre palabras y polinomios

El polinomio f(z) = ag+ a1z + asz®+...4 a,_ 12" ! de grado a lo mds n — 1 sobre K puede
ser considerado como la palabra v = agajas. ..a,_1 de longitud n en K™. Por ejemplo, sin =7,

polinomio | palabra
1+z+2%+2% | 1110100
14+ 2% + 2% + 2% | 1000111
1+z+28 1101000

Definicién 4.1.4. Decimos que f(z) médulo h(z) es r(z) si r(z) es el residuo cuando f(x) es
dividido entre h(z), lo cual escribimos como 7(z) = f(z) mod h(z).

Ademas, decimos que dos funciones f(z) y p(z) son equivalentes médulo h(z) si y solamente
si tienen el mismo residuo cuando son dividos por h(z), es decir,
f(z) mod h(z) = r(z) = p(z) mod h(z).
Esta relacién se denota como
f(z) = p(z)( mod h(z)).

Ejemplo 4.1.5. Sea h(z) = 1+ 2° y f(z) = 1+ 2% + 2% + z!!. Entonces dividir f(z) entre h(x)
da como residuo r(z) = 1 + . Decimos que r(z) = f(z) mod h(z).

Por otro lado, si p(z) = 1 + 28, entonces 1 4-z = 1 + z°( mod (1 + °)) y por lo tanto, en
este caso, p(z) = f(z)( mod h(z)).
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Como podemos ver la equivalencia mantiene algunas propiedades que vamos a formalizar en
¢l siguiente teorema.

Lema 4.1.8. Si f(z) = g(z)( mod h(z)) entonces,

fl@)+p(z) = g(z)+p(x)( mod h(z)) y
f@p(z) = g@)p(x)( mod h(z)).

Para terminar esta seccién sobre polinomios, deseamos hacer hincapié en que no hemos exigido
que €l campo al que pertenecen los coeficientes de un polinomio, sea binario. En este trabajo,
s6lo usaremos campos finitos.

4.2. (Cdbdigos ciclicos

Hay un tipo especial de cédigos lineales llamados cédigos ciclicos. Estos cédigos mantienen
propiedades que facilitan las tareas de codificacién y decodificacién.

Definicién 4.2.1. El desplazamiento ciclico w(v) de la palabra v = aga; ...an,—; es la palabra
(V) = @n_1a0 .. . Gp_2.
Por ejemplo,
v | 10110 | 111000 | 0000 | 1011
7(v) | 01011 | 011100 | 0000 l 1101

Definicion 4.2.2. Un c6digo C es ciclico si el desplazamiento ciclico de cada palabra de cédigo
es también una palabra de cédigo.

Cabe sefialar que 7(v) es una funcién lineal y que por tal motivo para detectar si un codigo
lineal C es ciclico, basta con observar si al aplicar la operacién 7(v) sobre los elementos de la
base, se cumple que las palabras resultantes son palabras del cédigo C.

4.2.1. Construccién de un cédigo ciclico lineal
El procedimiento que a continuacién presentamos describe la construccién de un cédigo ciclico.

1. Sea v una palabra de longitud n.
2. Formar un conjunto § = {v,m(v),7%(v), ..., 7" (v)}.
3 Seal C =< 8>.
Se dice que tal palabra v es un generador del cédigo ciclico C y se dice que el cédigo C es el

cédigo ciclico lineal mds pequerio que contiene a v. La idea principal del procedimiento anterior
se basa en el hecho que describe el siguiente lema.

Lema 4.2.3. Sea C un cédigo ciclico con palabras de longitud n y sea v € C. Entonces para
cualquier polinomio a(z), ¢(z) = a(z)v(z) mod (1 + ™).

'Recuérdese que estamos considerando que el codigo C es un espacio lincal y que la notacién < § > se interprota
como el espacio lineal generado por el conjunto S.
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4.2.2. Propiedades

Como hemos podido observar, aprovechando las caracteristicas de los cédigos lineales cicli-
cos podemos hacer mds eficientes la descripcién y el manejo de estos cédigos. A continuacién
presentamos un teorema que describe al polinomio mas importante en un cédigo ciclico.

Teorema 4.2.4. Sea C un cddigo ciclico. Entonces existe un polinomio tinico g(z) en C tal que
€s monico y tiene el grado més pequefio entre todos los polinomios distintos de cero. Ademss,
C =<< g(z) >>.

A dicho polinomio g(z) le lamamos el polinomio generador de C.

Enseguida presentamos un teorema muy Gtil que resume muchos datos importantes de estos
codigos.
Teorema 4.2.5. Sea C un cédigo ciclico de longitud n y sea g(z) el polinomio generador.

Sin — k = grado(g(z)) entonces:

1. C tiene dimensién k.

2. Las palabras de cédigo correspondientes a g(z), zg(z), . .., ¥ 1g(z) forman una base para

C.

3. ¢(z) € C siy solamente si ¢(z) = a(z)g(z) para algin polinomio a(z) con grado(a(z)) < k.

Podemos encontrar una propiedad muy iraportante del polinomio generador en el siguiente
teorema. Sin embargo, el resultado que nos serd util lo tenemos en el corolario que se deriva de
dicho Leorcma.

Teorema 4.2.6. g(z) es el polinomio generador de un cédigo ciclico lineal de longitud n si y
solamente si g(z) divide a 1 + z™, es decir, si 1+ 7" = h(z)g(x).

Corolario 4.2.7. El polinomio generador g(z) para el cédigo ciclico lineal mas pequefio de
longitud n que contiene la palabra v es el mdzimo comiin divisor entre v(z) y 1+ z™.

4.3. Codificacion y decodificacion

En esta seccién describiremos los procesos generales de codificacién y decodificacion que se
pueden usar con los cédigos lineales. Sin embargo, como veremos en los siguientes capitulos,
regularmente cada cédigo lineal ticne sus propios procesos que proporcionan ventajas propias del
tipo de cédigo que se estd ocupando.

4.3.1. Codificacion

Queremos empezar a hablar acerca de la codificacién con un concepto muy importante, la
matriz generadora. La forma maés simple de encontrar una matriz generadora para un cédigo
ciclico lineal se remite al uso del Teorema 4.2.5 con el que construimos la siguiente matriz:
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Ejemplo 4.3.1. Sea C el cédigo ciclico lineal de longitud n = 7 con polinomio generador
g(z) =1+ x4+ 2° de grado n — k = 3. Por lo tanto la dimensién k = 4, y la base es,

glz) = 14+z+4+23
zg(z) = x+2°>4+2*
229(z) = 22+42%+4°
23g9(z) = 2% +2* 445

Y la matriz generadora para C es

1101000
0110100
0011010
0001101

Observando la matriz generadora podemos darnos cuenta que la longitud del mensaje que
se codifica? debe ser k (el nimero de renglones) y la longitud de la palabra de cédigo es n (el
nimero de columnas). Los k digitos de in formacién que serén codificados, pueden ser pensados
como un polinomio a(z) = ag+a1x+. .. +ax_12%"1 al que llamamos el polinomio de informacion
o el polinomio del mensaje.

Hasta este momento, sabemos que podemos codificar usando la matrix generadora. Sin embar-
go, hay una forma més sencilla y ésta consiste en multiplicar el polinomio a(z) con el polinomio

g(z).

Por ejemplo, si g(z) = 1 + 22 + 23 es el polinomio generador de un cédigo ciclico lineal de
longitud 7, a(x) es la representacion polinomial de la palabra a codificar y la dimensién es k = 4,
tenemos:

a) a(z) =1+ 23,
cz)=(1+23)(1+a*+a*)=1+2>+ 23+ 2 + 25 + 2° = 1 + 2% + 25 + 2% «— 1010011
Por lo tanto el mensaje 1001 corresponde a la palabra de cédigo 1010011.

b) a(z) = z.
c(z) = (z)(1 + 2% + %) = 2 + 2° + z* «— 0101100 Por lo tanto el mensaje 0100 corresponde
a la palabra de c6digo 0101100.

2Por codificar entenderemos la multiplicacién por la izquierda del mensaje con la matriz generadora.
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4.3.2. Decodificacién

En el proceso de decodificacién tenemos que incluir el procedimiento que nos permita recupe-
rar el mensaje (dentro de la capacidad de correccién del cédigo) con los posibles errores ocurridos
en la palabra recibida, es decir, obtener ¢(z) (la palabra de cédigo enviada) a partir de w(z) (la
palabra recibida), tal que ¢(z) = w(z) + e(z).

Definicion 4.3.2. El polinomio del sindrome, s(z), se define como s(z) = w(z) mod g(z), en
donde s(z) = 0 si y solamente si w(z) es una palabra de cédigo.

Algoritmo 4.3.3. Algoritmo de decodificacion de cédigos ciclicos lineales.

1. Calcular el polinomio del sindrome s(z) = w(z) mod g(z), donde w es la palabra recibida.

2. Por cada i > 0, calcula 3; = s;(z) mod g(z) hasta encontrar un sindrome s; tal que el
peso de s; sea menor o igual a ¢, donde ¢ es el nimero de errores que puede corregir el
canal.

3. El polinomio de error de maxima probabilidad es e(z) = z"7s;(z) mod (1 + z™).
Ejemplo 4.3.4. Sea g(z) = 1+ 2% +25+2" +28 el generador de un cédigo ciclico lineal corrector
de t = 2 errores y de longitud n = 15.

Supongamos que recibimos la palabra
w = 001000001110110 que es equivalente a w(z) = 2 + 28 4 2° + 210 + 212 + 213,

Buscamos el sindrome con peso < t = 2.

s(z) = w(zr) modg(x) = z+2°>+23

si(x) = zs(x) = 22 4+2°+2* modg(x) = 22+2°+7*
s2(z) = z?s(x) = 23 +2'+2° modyg(z) = z*+z*+2°
s3(x) = z33(x) = 2*+2°+2% modg(z) = z*+25+2°
si(z) = z*s(x) = z°+2%+2" modg(z) = z5+2°%+2”
ss(z) = 253(x) = 26427 +2%® modg(z) = 1+

Cuando j = 5 nos detenemos porque el peso de g5(z) < 2.
Asi que,

e(z) = 2" 5s5(z) mod (1 +2'%) = 2!°(1 +2*) mod (14 2'®) = 2’ 4 2™ mod (1 - 5'°) ~
104 14,

Por lo tanto,

w(z) + e(x)

22 4+ 28 4+ 29 + 210 4+ 12 4 213 4 510 4 g4

22 4+ 28 4 29 + 212 + 213 4 g1

c(x)

I}

Il

Entonces ¢(z) = 001000001100111.
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4.4. Codigos duales

Algo interesante en los cédigos ciclicos lineales es que el dual de un cédigo ciclico es también
un cédigo ciclico, como se establece en el siguiente teorema.

Teorema 4.4.1. Si C es un cédigo ciclico lineal de longitud n y dimensién k con generador

9(z) y si 1+ z™ = g(2)h(z) entonces C* es un cédigo ciclico de dimensién n — k con generador
kp (-1

z*h(z™1).

4.5. Comentarios

En este capitulo hemos revisado los conceptos y teoremas relacionados con los codigos lineales,
el uso de polinomios y los e6digos ciclicos, veremos més adelante que estos conceptos nos ayudaran
a entender algunos c6digos que veremos en los siguientes capitulos.



Capitulo 5

Codigos de Hamming y Cédigos
de Golay

5.1. Cébdigos de Hamming

Los cédigos de Hamming han sido ampliamente estudiados y es una referencia obligada al
estudiar cédigos lineales. Nuestra intencién con este capitulo es plantear cuéles son las carac-
teristicas de estos codigos que le han ganado tanta popularidad y explicar la implementacién que
seguiremos en este trabajo.

El material que aqui presentamos, incluyendo las demostraciones de los resultados que estan
en este capitulo, se basa en Coding and Information Theory por Hamming (7] y en Introduction
to Coding Theory por Lint [10].

5.1.1. Introduccién

Al trabajar con cédigos detectores y correctores de errores, empezamos a manejar el concepto
de bit de paridad. Los bits de paridad son bits que se le agregan al mensaje! para formar una
palabra de cédigo y su funcién radica en mantener un niimero par (o impar) de unos en subcon-
juntos de bits de la palabra de c6digo. Por ejemplo, supongamos que solamente vamos a agregar
un bit de paridad al siguiente mensaje:

¢ = 110010.

Tomaremos como subconjunto de bits a toda la palabra, y como deseamos mantener una
paridad par, contamos el nimero de unos que constituye el mensaje, es decir, calculamos su
peso. Si el peso es par entonces agregamos un 0, si no agregamos un 1. En este caso,

1E]l mensaje es la cadena de bits que se desea transmitir.

33
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w(er) = 3;
como el 3 es impar entonces agregamos un 1 al final de la palabra,
palabra de codigo = 1100101.

Asf, cuando el receptor reciba las palabras de cédigo debe contar un nimero par de unos. De
lo contrario, se sabe que ocurrié un error.

No obstante, es posible que se cometan errores en la palabra y que, por mera casualidad, el
resultado de estos errores constituya una palabra con una cantidad par de unos. Si esto ocurre, el
receptor no tiene forma de detectar el error y simplemente acepta la palabra. Con esto deseamos
enfatizar en que siempre trabajamos con este riesgo y nos limitamos a disminuirlo.

Retomando los c6digos de Hamming, los bits de paridad juegan un papel similar que en el
ejemplo anterior. S6lo que seran varios bits los que trabajen sobre el mismo mensaje, cada uno
estableciendo la paridad de un subconjunto de bits.

En este sentido, una de las ideas centrales es que cada uno de los subconjuntos mantienen
intersecciones no vacias, pero ninguno de los subconjuntos puede ser obtenido sumando algunos
de ellos.

Hamming menciona que una de las ideas principales de estos c6digos consiste en que el
sindrome es 0 cuando no ocurrié ningin error. De lo contrario, el sindrome se interpreta como
un ndmero, y este nimero sefiala la posicién? del bit erréneo.

5.1.2. Propiedades

Los cédigos de Hamming mantienen una distancia minima de 3. Con la informacién que
establecimos en ¢l capilulo 2, podemos iulerir que se Lrata de un cédigo que detecta hasta 2
errores y corrige 1 error.

Por otro lado, recordemos que cuando construimos la matriz estdndar se presentaba cierta
ambigiiedad, la cual no se presenta si se trata de un cédigo perfecto. Afortunadamente, los codigos
de Hamming cumplen con esta caracteristica como se menciona en el siguiente teorema.

Teorema 5.1.1. Los cédigos de Hamming son cédigos perfectos.

5.1.3. Matrices de Hamming

Mencionamos en el capitulo anterior a la matriz de verificacién de paridad. A partir de esta
matriz. vamos a empezar a construir estos cédigos.

Las matrices de Hamming son matrices verificadores de paridad® que pueden ser construidas
facilmente y se denotan con Hy(h) donde p es la cantidad de digitos (en nuestro caso p = 2, pues
trabajamos con alfabetos binarios) y & es el nimero de renglones de la matriz.

?Las posiciones de una palabra inician de derecha a izquierda, empezando por la posicién 1.
3Recordemos que la matriz verificadora de paridad nos ayuda en el proceso de decodificacién para obtener el
s{ndrome.
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Construccién

Nuestro objetivo es construir la matriz de verificacién de paridad de Hamming p-aria de h
renglones. Primero mencionaremos los pasos para construirla y después mostraremos un ejemplo.

1. Sise desea construir la matriz Hy(h) se estard trabajando sobre ZZ. El primer paso es listar

todas las cadenas que pertenezcan a Z;‘.

2. Cada cadena se interpretard como un nimero, donde la posicién m4s significativa es la que
se encuentra mads a la izquierda y cuyo digito sea distinto de cero.

3. Viéndolos como nimeros, sabemos que el digito de mayor valor es p — 1.

4. Se excluyen todos aquellos nimeros que tengan en la posicién mds significativa el digito

p — 1, se excluye al 0 también.

5. Con los ndmeros restantes se forma la matriz, donde se coloca a cada nimero de manera
decreciente, en forma de columna, con la posicién menos significativa al inicio de la columna
y la mads significativa al final de la misma.

Ejemplo 5.1.2. Deseamos construir la matriz Hz(3).

1. Se lista Z}. Sabemos que h = 3 es el nimero de renglones de la matriz de Hamming y p =
3 indica el alfabeto que se estd manejando, por lo que, en este caso estamos hablando de

Zs = {0, 1, 2}.

000
001
002
010
011
012
020
021
022

2. Si los observamos como ndmeros, ¢l menor c¢s 0 y el mayor 222.

3. El digito con mayor valor es el 2.

4. Excluimos a aquellos nimeros que tienen al 2 en la posicién mis significativa y también

excluimos a la palabra 0.

100
101
102
110
111
112
120
121
122

200
201
201
210
211
212
220
221
222
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080 100 200
001 101 281
092 102 28t
010 110 246
011 111 2+
012 112 242
020 120 220
021 121 221
022 122 222

5. Con los numeros restantes formamos la matriz, donde cada uno se escribe como columna.

0 111111
Hs(3) = |0 111222
1 01201 2

o= O

0
1
1

N = O

11
0 0
0 1

N O =

Caracteristicas

Steven Roman [15] menciona algunas caracteristicas de las matrices de Hamming, que consi-
deramos conveniente sefalar aqui.
h
1. La matriz de Hamming Hp(h) tiene tamano h x n, donde n = E}—;_Tl.
2. Los renglones de Hp(h) son linealmente independientes sobre Z,.

3. Las primeras tres columnas de Hp(h) son linealmente dependientes.

Estas caracteristicas se sintetizan en el siguiente teorema.

Teorema 5.1.3. La matriz de Hamming H,(h) cs una matriz verificadora de paridad para un
cédigo lineal [n, k, d]-cédigo Hp(h) sobre Z, con los parametros

Pt -1

k=n—h, d=3.
p_l; n ’

n =

A este cdigo se le denomina el cddigo de Hamming p-ario con pardmetro h. De tal forma que
H,(h) es corrector de un error.

5.1.4. Descripcién del algoritmo

Con toda la informacién que contamos, es el momento adecuado de mencionar el algoritmo
para codificar y decodificar usando cédigos de Hamming binarios. Primero describiremos cudles
son los pasos en la codificacion y después en la decodificacion.

Esencialmente, esta descripcion del algoritmo se puede revisar en [5, 7].

Para codificar:
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1. Recibimos el mensaje que sc desea codificar. Llamaremos ny a la longitud del mensaje.

2. Calculamos cuéntos bits de paridad se deben agregar en el mensaje. Esto es equivalente a
resolver la siguiente desigualdad, donde m es el entero mas pequefio que la cumple y m es
la cantidad de bits de paridad.

2™ >m+n + 1,

3. Formamos la palabra de cédigo de longitud n = n; + m.
Sabemos que tenemos que agregar m bits de paridad. Para saber qué posiciones deben ser
verificadas por cada bit de paridad vamos a observar la siguiente tabla. La primera columna
sefiala la posicidn del bit erréneo.

Posicién | Representacién binaria
1 0001
2 0010
3 0011
4 0100
5 0101
6 0110
7 0111
8 1000
9 1001

10 1010

Si nos fijamos en el bit menos significativo en la columna de la representacién binaria,
vemos que estd encendido en las posiciones 1,3,5,7,9,11,13, .... Por lo tanto, el primer bit
de paridad va a verificar las posiciones 1,3,5,7,9,11,13,....

Si nos fijamos en el segundo bit menos significativo, vemos que estd encendido en las

posiciones 2,3,6,7,10,11,14,15 .... Por lo tanto, el segundo bit de paridad cubre dichas
posiciones.

Al fijarnos en el tercer bit menos significativo, vemos que estd encendido en las posicio-
nes 4,5,6,7,12,13,14,15, ..., es decir, el tercer bit cubre dichas posiciones. El siguiente bit
de paridad cubre las posiciones 8,9,10,11,12,13,14,15,24,25, .... Y asi seguimos el mismo
procedimiento hasta que sepamos qué posiciones cubre cada uno de los m bits de paridad.

4. Una vez que sabemos cudles posiciones cubre cada bit de paridad, vamos a insertarlos en
el mensaje para formar la palabra de cédigo.

Cada uno de los bits de paridad se coloca en la posicién 2" donde h = 0,1,2, ..., es decir,
el primer bit de paridad se coloca en la posicién 2° = 1 de la palabra de cédigo, el segundo
en la posicién 2! = 2, el tercero en la posicién 22 = 4, y asi sucesivamente.

5. La cadena con el mensaje y los bits de paridad que se insertaron en el paso anterior cons-
tituyen la palabra de c6digo que vamos a enviar.
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Para decodificar:

1. Recibimos la palabra de longitud n.

2. Calculamos el sindrome.

Para llevar a cabo este paso, se debe multiplicar la matriz de Hamming por la cadena
recibida, que se coloca como matriz columna. Sin embargo, existen atajos que nos permiten
calcular el sindrome mds rdpidamente; en esta tesis tomaremos el siguiente.

a) Conocemos cudles son las posiciones que verifica cada bit de paridad.

Posicion del bit de paridad | Subconjunto de bits que verifica

20 =1 1,3,5,7,9,11,13, ...
21 =2 2,36,7,10,11,14,15, . ..

22 =4 456,7,12,13,14,15, ...

b) El bit menos significativo que forma parte del sindrome, se calcula aplicando la ope-
raciéon @ entre los bits que pertenecen al subconjunto correspondiente al primer bit
de paridad, es decir, el que esta en la posicién 29 = 1.

¢) Elsegundo bit menos significativo del sindrome se calcula de la misma, forma, aplicando
la operacién @ sobre el subconjunto de bits correspondiente al bit de paridad en la
posicién 2* = 2.

d) Se calculan los bits restantes del sindrome siguiendo este procedimiento hasta terminar
los bits de paridad de la palabra recibida.

3. Si el sindrome es igual a 0 entonces no hubo errores y nos dirigimos al paso 6, si no nos
vamos al siguiente paso.

4. Considerar al sindrome como un nimero. Este nimero sefialard la posicién del bit que se
debe corregir.

5. Se niega el bit indicado por la posicién que acabamos de calcular en el paso anterior, es
decir, estamos corrigiendo la palabra.

6. Recuperamos el mensaje eliminando los bits de paridad.

5.1.5. Ejemplos

Ejemplo 5.1.4. Supongamos que queremos enviar el mensaje 101001 de longitud n; = 6.

4@ indica la operacién XOR.
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Proceso de codificacién
» Calculamos cuantos bits de paridad se deben agregar al mensaje.

2™ >m+6+ 1.

m =4, ya que 4 es el entero més pequefio que cumple la desigualdad anterior.

2'>4+6+1,
m=4,n; =6y n=10.

» Copiamos los bits del mensaje en sus nuevas posiciones:

W=112T=2[3[22=4(5]|6|7|2°=8]9] 10

» Calculamos los bits de paridad:

1. Primer bit. Posiciones: 3,5,7 y 9.
lp0p0p0=1

1 1 0|10 01

0=1[21=213122=4|5]6[7[22=8]9]10

2. Segundo bit. Posiciones: 3,6,7 y 10.
loleo0dl=1

1 1 1 010 01
W=1]21=213[22=415 712°=8]91]10
3. Tercer bit. Posiciones: 5,6 y 7.
0p1®0=1
1 1 1 1 0|10 01
0=1121=213[22=4[5|6|7]2°=8[9 |10
4. Cuarto bit. Posiciones: 9 y 10.
0pl=1
1 1 1 1 o(1/0 1 01
=1 [2T=2[3]22=4|5[6[7[2°=8]9]10

39
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= El resultado de la codificacion es la palabra de cédigo 1111010101,

Supongamos que ocurre un error durante la transmisién cuando enviamos la palabra de codigo
1111010101 en Ja posicién 8, es decir, que se recibe la palabra 1111010001.

Proceso de decodificacién

= Calcular el sindrome:

1. Bit menos significativo del sindrome. Posiciones: 1,3,5,7 y 9,
16100600 0=0.

2. Segundo bit menos significativo del sindrome. Posiciones: 2,3,6,7 y 10,
l1elel101=0.

3. Tercer bit menos significativo del sindrome. Posiciones: 4,56 y 7,
1601600 =0.

4. Cuarto bit menos significativo del sindrome. Posiciones: 8,9 y 10.
0p0pl=1

El sindrome es 1000.

1000, = 8.

Se concluye que hubo un error en la posicién 8 y corregimos dicha posicién.

El receptor decide que la palabra de cédigo enviada es 1111010101.

Recuperamos el mensaje de la palabra de cédigo.

El mensaje supuesto es 101001.

Como vimos en el ejemplo anterior el algoritmo de codificacién y decodificacién propor-
cioné resultados correctos aun cuando se presenté un error durante la transmisién. Sin embargo,
ahora vamos a suponer que ocurren dos errores en la misma palabra de c6digo.

Ejemplo 5.1.5. Supongamos que los errores ocurrieron en las posiciones 3 y 7, es decir, el
receptor toma la palabra 1101011101.

w Calcular el sindrome.

1. Bit menos significativo del sindrome. Posiciones: 1,3,5,7 y 9,
1600001060 =0.

2. Segundo bit menos significativo del sindrome. Posiciones: 2,3,6,7 y 10,
1606101601 =0.

3. Tercer bit menos significativo del sindrome. Posiciones: 4,56 y 7,
1900101 =1.
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4. Cuarto bit menos significativo del sindrome. Posiciones: 8,9 y 10,
1001=0.

El sindrome es 0100.

» 01005 = 4.

Se concluye que hubo un error en la posicién 4 y corregimos dicha posicién.

El receptor decide que la palabra de cédigo enviada es 1100011101.
= Recuperamos el mensaje de la palabra de cédigo.

= El mensaje es 001101.

Pero en realidad, enviaron el mensaje 101001.

Es éste el tipo de errores que pueden ocurrir con los cédigos de Hamming.

5.1.6. Observaciones

Hemos visto cémo se pueden cometer errores en los cédigos de Hamming. Y reiteramos,
no existe un cédigo que siempre proporcione la respuesta correcta. Sin embargo, los cédigos
de Hamming ofrecen las facilidades de codificacién y decodificacién con las que cumplen pocos
codigos.

Por otro lado, a medida que la longitud del mensaje crece, es menor la proporcién entre la
longitud del mensaje y la cantidad de bits de paridad que se agregan, es decir, aumenta la tasa
de transmision.

5.2. Cddigos de Golay

Golay publicé un articulo de una pagina en 1949 donde presenté estos cédigos que llevan su
nombre. Aun cuando son cuatro los cédigos de Golay, a nosotros sélo nos interesa Gog4, el cual,
junto con Goz, son los cédigos binarios méds famosos desde el punto de vista de J. H. van Lint,
tanto por razones tedricas como practicas.

El cédigo de Golay Gag, se describe a partir de la siguiente matriz® a la que llamaremos A.

5Muchos autores prefieren sustituir el 0 por un - para que sea mas clara la visualizacién de la matriz; nosotros
seguiremos esta notacién.
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11111111111
111 - 111 1
11 - 111 1 -1
1 - 11 1 - 1o 11
1111 - - -1 .11
111 1 - 11 -1
A= 1 - 11 - 11
1 1 - 11 - 111
1 1 - 11 - 111
1 -1 - 11 . 111
11 -11 - 111 - - -
1 - 11 - 111 - - - 1]

La matriz generadora del c4digo estd determinada de la siguiente manera: Gy = (I12|A),
donde I, es la matriz identidad de 12 renglones y 12 columnas.

Como tanto la matriz I35 y la matriz A son simétricas entonces la matriz transpuesta de Gag4
queda constituida por G5, = l;!f.

Este cédigo de Golay es un (24,4096,8)-codigo. Por lo tanto puede corregir hasta 3 errores y
detectar hasta 7 errores.

5.2.1. Descripcién del algoritmo

La. descripcién del algoritmo que aquf presentamos proviene de [5], pues consideramos que es
la explicacién més apropiada para nuestro trabajo.

Para codificar el mensaje s6lo debemos multiplicar la transpuesta de la matriz G24 por el
raensaje. En este algoritmo el mensaje mantiene una longitud fija de 12 bits. Por lo tanto, se
lleva a cabo la multiplicacién

G5, X mensaje = palabra de cédigo,

en donde la palabra de cédigo es de 24 bits.

Enseguida describiremos el proceso de decodificacién en donde denotaremos las operaciones
sobre bits XOR y OR como & y +, respectivarente.

1. Buscar el patrén de error e.

a) Se calcula el sindrome 8 = Gayd.
b) Si w(s) < 3 entonces el patrén de error es 8 << 12.

¢) Si w(s) > 3 entonces buscamos un indice i € {0,...,11} tal que la columna ¢—ésima
de la matriz A difiera de s a lo més en 2 bits. Si existe dicha columna, el patron de
error es e = ((s @ Alf]) << 12) + I;o[d].

d) 8Si no hubo tal columna entonces obtenemos s; = As.
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e) Siw(s;) < 3 entonces e = s,.

f) Stw(s;) > 3 entonces buscamos un indice i € {0, ...,11} tal que la columna i—ésima
de la matriz A difiera de s, a lo mas en 2. Si dicha columna existe, el patrén de error
es e = (81 @ Ali]) + (T12[i] << 12).

g) Si no existe dicha columna entonces ocurrieron muchos errores y no podemos obtener

la palabra de cédigo.

h) Eliminamos los dltimos 12 bits de la palabra de cédigo ¢ para obtener el mensaje m.

2. Aplicar la operacién @ entre la palabra e y la palabra recibida d para obtener la palabra
de cédigo con mayor probabilidad en haber sido enviada, es decir,e & d = c.

5.2.2. Ejemplo

Proceso de codificacién

1. El mensaje que se va a codificar es m = 110110001101.
2. Multiplicar G4,m.

1 - ¢ 1)
1 - 1
1 - 0
1 - 1
1 - 1
1 - 0
1 - 1 0
1 - 1 0
I - 0 1
1 - 1 1
.1 - 1 0
. . 1 0 _ 1
-1 1111111111 0 - 0
1 11 1 11 -1 0 1
1 1 - 1 1 1 -1 1 0
1 - 1 11 -1 - 11 1 1
1 11 1 - 1 1 0 0
1 11 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 0
1 1 11 - 111 0
1 1 11 1 11 0
1 -1 - 11 - 111 0
11 -11 .- 111 - - - 1
1 11 - 111 - - -1 1

3. Por lo tanto, la palabra codificada es 110110001101010101000011.
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Proceso de decodificacién

Supongamos que durante la transmisién ocurrieron 3 errores, en las posiciones® 8, 12 y 16,
de tal manera que la palabra con errores es

d = 110110011100010001000011.

1. Vamos a calcular el sindrome s = G5,d.
Donde Go4 es la siguiente matriz.

1 - - - - . . . . . . . . 111

—
—

— e
—
—

1 - 11 - 111

p—
— e e e e e e e e
p—

—

p—

p—

—

p—

11 - 111 - - -1

—_

2. El resultado de la multiplicacién es el sindrome s = 101110011010.
3. El peso del sindrome es w(s) = 7.

4. Como w(s) > 3 entonces buscamos la columna en la matriz A que difiera a lo més en 2 bits
del sindrome. Tal columna es la columna 7 = 3, recuérdese que el indice i empieza en 0.

5.
1011100110710 = s
® 101110001011 = A
000000010001
6. 000000010001 << 12 = 000000010001000000000000
7.
000000010001 000000O0O0O0O0O00O
* 00000000000000O0T100000000
0 00000010001 0001I1000000L00

8. Para terminar con el procedimiento, aplicamos la operacion @ entre la palabra recibida y
el patrén de error

8Recordemos que las posiciones en una palabra inician en 1.
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@ 1 1011001110001 00O01000011=14d
0 0000 O0010O0O0O1O0O0OO01O0O0O0CO0OO0OO0OTO0©O0G-=-=e
1 1011000110101 01010006011-=c

9. Por lo tanto, el mensaje se constituye por los primeros 12 bits de la palabra de cédigo
¢ = 110110001101010101000011, es decir, m = 110110001101.

5.3. Comentarios

En este capitulo hemos revisado los cédigos de Golay y Hamming, los cuales se caracterizan por
presentar un proceso mds sencillo de decodificacién. Cabe sefialar que en estos cédigos sabemos
en cudles posiciones de la palabra de cédigo se encuentran los bits que conforman el mensaje
original. Dicho en otras palabras, si la palabra recibida es una palabra de c4digo entonces sabemos
perfectamente cuéles son las posiciones que ocupan los bits de redundancia y simplemente los
eliminamos para obtener el supuesto mensaje enviado. No obstante, en los siguientes cédigos que
revisaremos en los capitulos subsecuentes, no se da este tipo de comportamiento.



Capitulo 6

Codigos de Reed-Muller

Los cédigos de Reed-Muller fueron desarrollados por 1. S. Reed y D. H. Muller en 1954. Una
de las aplicaciones més conocidas de estos cédigos fue durante la transmisién de fotografias en
blanco y negro de Marte por el Mariner 9 en 1972. La descripcién y el enfoque de los cédigos de
Reed-Muller que aqui presentamos estéd basada en [3, 8].

6.1. Preliminares

6.1.1. Vectores

Las palabras de un cédigo de Reed-Muller forman un espacio vectorial, es decir, se trata de
un cédigo lineal. Podemos considerar cada palabra como un vector de longitud 2™, donde m es
un entero positivo y cada entrada del vector es un ntumero de Z; = {0, 1}. Para manipular los
vectores usaremos tres operaciones: la suma, la multiplicacién y el producto punto.

En general, usaremos Z,, para denotar el conjunto de enteros {0,1,2,...,m — 1}.

En Zj la suma y la multiplicacién se definen como,

— O+
- oo
S ==
—- O *
o olo
— |

Para dos vectores x = (z1, %2, ..., Tn) Y ¥ = (¥1,¥2, ---, Yn), la suma se define por
X+y=(z1+y1,T2 + Y2, -, Tn + Yn),

donde cada z; o y; es 1 6 0.

La suma de un escalar a € 7o con un vector x se¢ define por
at+z=(a+z,a+Za,...,0+ ).

47
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El complemento X de x es el vector igual a 1 + x.

La multiplicacién se define por la férmula,
X4y = (T1*Y1,T2%Y2, .-, Tn ¥ Yn).
La multiplicacion de una constante a € Z, con un vector x se define por
axX=(axT1,a*Ty,...,a%Ty).
El producto punto entre x y y se define por
X y=x1%¥y1 +To*xyY2+ ...+ Ty *Yn.

6.1.2. Funciones

Estamos acostumbrados que al usar una notacién posicional, el digito menos significativo se
encuentra més a la izquierda. Sin embargo, en este caso nos conviene tener un orden inverso,
esto es que el digito menos significativo se encuentra mds a la derecha. Por ejemplo, pensemos
que disponemos de 4 digitos binarios. Bajo esta representacion, usualmente el uno tiene la forma
0001, pero en el orden inverso es 1000.

Si ordenamos el conjunto de elementos de Z%* siguiendo el criterio del orden inverso entonces
decimos que tenemos el orden estdndar de Z1*.

Ejemplo 6.1.1. El orden estindar de Z2 es (00, 10, 01, 11) y el orden estdndar de Z3 es
(000,100,010,110,001,101,011,111).

Ahora, construimos una funcién, fr, que va de Z7* en {0,1}, de la siguiente forma:

Definicién 6.1.2. Sea I C {0,1,...,m —1}. La funcién fr se define como:

. i+ 1 i I
fr(zo, 21, .. ., Tmo1) = {{LEI(I+) z:lig

Esta funcién genera un vector vy = (fr(uo), fr{ui1), ..., fr(uam—_1)) € K™ donde u; € K™,
n=2" y ug,u1,...,usm_1 €s el orden estandar de los vectores en K™,
Ejemplo 6.1.3. Sea m=4, asi que n = 2% = 16. Sea I = {0, 3} y deseamos encontrar vy.
Entonces, de acuerdo con la definicién anterior, f{o,3} (€0, Z1,%2,23) = (%0 + 1)(z3 + 1).

Para obtener vy debemos de calcular fr(ug), ..., fr(uam—1).

F1(u0) = F10)(0,0,0,0)= 0+ 1)(0+1) =1 fr(ug) = f(03(0,0,0,1) = (0+1)(1+1) =0
fr(w) = Froy(1,0.0,0) = (1+1)(0+1) =0 Jr(us) = fomy(1,0,0,1) = (L +1)(141) =0
(1) = 709 (0,100 = 0+ DO+ =1 Jifaso) = Tos(©1,0,1) = (0+1)(1+1) =0
fl(uﬂ) f{OB}(]-v 1’010) (1+1)(0+1) fl(ul ) f{0,3}(171’0’1) (1+1)(1 + ) 0
fl(u4) f{O 3}(0’01 1’0) (0 + 1)(0 + 1) = 0 fI(uIZ) f{0,3}(0101 1, ]-) (0 + 1)(1 + 1)
5) f{os}(l,O,l,O) 1+1)04+1)=0  fr(uia) -f{os}(1,0,1,1) (1+1)(1+1)
fl(u7) f{O,S}(]-v]-)]-’O) (1+1)(0+1) = fI(U'lS) f{03}(1:111 1) (1+1 (1+1)
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Por lo tanto vy = vo 3 = (fr(uwo), fr(w1), ..., fr(uis)) = 1010001000000000.

6.2. Cdbdigos de Reed-Muller

Definicién 6.2.1. Un cédigo de Reed-Muller de orden v, RM(r,m), es el cédigo lineal
({vi|[I CZm, |T] <1}), donde 7 y m son enteros positivos tales que r < m.

La longitud del c6digo es n = 2™, La dimensién de un cédigo de Reed-Muller es

() () ()

Una base de este cédigo lineal es S = {v;|I C Z,, |I]| < 7}.

Teorema 6.2.2. La distancia minima de RM (r,m) es 2™,

6.2.1. Codificacién

Sabemos que al trabajar sobre un cédigo lineal, para codificar un mensaje basta con multipli-
car dicho mensaje por la matriz generadora. Por lo tanto, es conveniente que encontremos esta
matriz.

Ya conocemos una base del cédigo, el conjunto S. Ahora, cada elemento que pertenece a la
base formara un renglén de la matriz. Sin embargo, nos falta conocer el orden que deben seguir
los elementos de la base para que la matriz esté en su forma canénica. Ordenaremos los vectores
de la base considerando el siguiente criterio.

vy estd antes que vy si se cumple cualquiera de las siguientes dos condiciones:

=« |I] < |J] _
» Si [I| = |J| entonces fr(u;) < fr(u;) y fr(uwi) < fi(u;) parai>j.
Ejemplo 6.2.3. Cuando m =3 y r == 1, tenemos la siguiente matriz de codificacién.

1 1 1 1 vg
U2
U1
Vo

Gi3 =

— O
[ i
o oo

0
0
1

— =
O =
=0
(=R

Sir=2,

U2

U1

Yo
1,2
Vo,2
Vg,1

Gaz =

— =
OO —= O = =
OO OO0 O -
—_ OO~ = O
OO0~ O
OO O~ OO

O~ O O M~

OO OO O
L
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Sir =3,
1 S e T T R O B O vy
11 110000 vy
1 1001100 v
Goo — |1 0101010 v
¥ 7 111000000 V12
1 01 6 0 0 0 O Vo,2
10001000 V0.1
|10 00000 0] w2

Mas adelante mostraremos un ejemplo completo sobre cémo codificar y decodificar, el cual
sin duda, aclarard més este procedimiento.

6.2.2. Decodificacién

La decodificacién se basa en el mecanismo que denominamos por mayoria de votos. Esto
significa que el valor que maés se repite es el que suponemos correcto. Sin embargo, si en deter-
minado momento durante el proceso de decodificacién existen exactamente la mitad de ceros y
la mitad de unos, en otras palabras, que no hay una mayoria, significa que la cantidad de errores
que ocurrieron rebasa la capacidad de correccién de ese cédigo Reed-Muller en particular. Este
comentario tiene el propésito de recordarnos! que no existe un c6digo que siempre proporcione
la respuesta correcta y nuestra tarea se limita a minimizar la probabilidad del error.

Para entender este procedimiento necesitamos algunos conceptos preliminares.

Definiciones

» Para cualquier I C Z,,, se define I¢ = Z,, \ I como el complemento de I en Z,.
Sea H; = {u € Z3*|f1(u) = 1}.

f1(zo, ., Tm—1) = [];c;(x: + 1) = 1 si y solamente si z; = 0 para toda i € [.

Para cualquier u = (ug,u1,-..,Um—1) € ZJ* y para cualquier ¢t = (to,t1,...,tm—1) € Z3"
definimos la funcién fr 4(uo, U1, . . ., Um—1) = fr{uo+to, u1+1t1, - .., Um—1+tmy1) = fr{u+tt)
y definimos vy ; como el vector que se forma usando la funcién fy .

Algoritmo 6.2.4. Decodificacion por mayoria de votos de RM (r, m).

1. Sea w la palabra recibida.
2. Seani=ryw(r) =w.

3. Obtener todos los posibles subconjuntos J C Z,, tal que |J| = ¢, y para cada J se llevan a
cabo los siguientes pasos:

a) Obtener Hj.

ISjendo rigurosos, el vinico c6digo en el que el receptor siempre sabe cudl fue la palabra enviada, es aquel que
consiste de una sola palabra, el cual, como puede suponer el lector, no sirve para nuestros propdsitos.
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b) Para cadat € Hy, calcular el producto punto entre w(i) y vje s.

¢) Tenemos |H ;| productos del paso anterior. Si en estos productos se presenta una mayor
cantidad de ceros que de unos entonces m; = 0. Anédlogamente, si existen mas unos
que ceros entonces my = 1. Si existe la misma cantidad de ambos digitos, se pide una
retransmision.

Cada my es un bit del supuesto mensaje, el orden en que obtengamos estos bits es el
orden inverso que seguirdn en la construcciéon del mensaje, es decir, el primer mj que
obtenemos es el ultimo bit del supuesto mensaje y asi sucesivamente.

4. Sii> 0 entonces calcular w(i — 1) = w(i) + ) ;g msvy donde |J] = 1.

5. Siel peso de w(i — 1) es menor o igual a e = 2™~ 7~! — 1 entonces para toda J C Z, con
|J| <7, my=0,y terminamos. De lo contrario, i =i — 1 y regresamos al paso 3.

6.3. Ejemplo

Codificacién

Supongamos que deseamos codificar el mensaje m = 01011000100 de longitud 11 con el codigo
RM(2,4). Este codigo tiene la capacidad de correccién de un error.

La matriz generadora del cédigo de Reed-Muller RM (2,4) es la siguiente.

Goa =

COO0OOHOOHOKH -
OO0 OOoOOO O M-
= O OO O
OO OOOO O -
OO O0O0OHRO RO
OO0 OO
_H OOOOOH~OOKH
OO0 O0OO0COHOOH
COoOO0OC OO~ OO O -
[N el olNalololoBoNoNol S

el e e e
OO - O FHMHO M = = =
OO H O FHMFH O - = =
OO0 OOHOO K H =
H OO M OKF MHOKH =
QOO HOOHOOKH —

Al multiplicar el mensaje m con la matrix G 4 obtenemos la palabra de cédigo ¢ = 0101100110100110.
Decodificacion

Supongamos que ocurrié un error en el quinto bit y la palabra recibida es w = 01010001 10100110.

» Sea w = 0101000110100110.
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s Seani =2y w(2) = w.

J t Uje W-Vjey | My
{0,1} | 0000 | 1111000000000000
0010 | 0000111100000000
0001 | 0000000011 110000
0011 | 0000000000001111
{0,2} | 0000 | 1100110000000000
0100 | 0011001100000000
0001 | 0000000011001100
0101 | 0000000000110011
{1,2} | 0000 { 1010101000000000
1000 | 0101010100000000
0001 | 0000000010101010
1001 | 0000000001010101
{0,3} | 0000 | 1100000011000000
0100 | 0011000000110000
0010 | 0000110000001100
0110 | 0000001100000011
{1, 3} | 0000 | 1010000010100000
1000 | 0101000001010000
0010 | 0000101000001010
1010 | 0000010100000101
{2,3} | 0000 | 1000100010001000
1000 | 0100010001000100
0100 | 0010001000100010
1100 | 0001000100010001

OO OO = OOOR OOIHMH - OIOOOHOO—=O
o

» Calculamos w(1).

w(l) = w(2) + 2J§Z4 myvy donde |J| = 2
1001000101100110.

» Calculamos e = 247271 1 =21 — 1 =1. Como el peso de w(1) £ e entonces continuamos
con el procedimiento.

» Seani =1y w(l) = 1001000101100110.
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J L Vet w-vyey | My
{0} | 0000 | 1100000000000000
0100 | 0011000000000000
0010 | 0000110000000000
0110 | 0000001100000000
0001 | 0000000011000000
0101 | 0000000000110000
0011 | 0000000000001100
0111 | 0000000000000011
{1} | 0000 | 1610000000000000
1000 | 0101000000000000
0010 | 0000101000000000
1010 | 0000010100000000
0001 | 0000000010100000
1001 | 0000000001010000
0011 | 0000000000001010
1011 | 0000000000000101
{2} | 0000 | 1000100000000000
1000 | 0100010000000000
0100 | 0010001000000000
1100 | 0001000100000000
0001 | 0000000010001000
1001 | 0000000001000100
0101 | 0000000000100010
1101 | 0000000000010001
{3} | 0000 | 1000000010000000
1000 | 0100000001000000
0100 | 0010000000100000
1100 | 0001000000010000
0010 | 0000100000001000
1010 | 0000010000000100
0110 | 0000001000000010
1110 | 0000000100000001

—_
[

H = OHKFHFHHODOOOOOORIHEHFHEEFMFEORM PH-FH == j= O -

= Calculamos w(0).

w(0) = w(l)+ 3 ;cq, movs donde |J] =1
= 0000100000000000.

= Como el peso de w(0) < e entonces las m restantes son igual a cero y terminamos el
procedimiento.

= Por lo tanto el supuesto mensaje es . = 01011000100.
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6.4. Comentarios

En este capitulo hemos presentado una forma general de codificar y decodificar de los cédigos
de Reed-Muller. Aun cuando existen formas mds rapidas de decodificacién cuando se trata de
c6digos de Reed-Muller de primer orden, es decir, cuando r = 1 en RM(r, m), hemos preferido
usar e] procedimiento méis general presentado en esta capitulo para usarlo en la implementacién
de la familia de c6digos de Reed-Muller.

En el siguiente capitulo explicaremos un cédigo lineal de uso frecuente en nuestos dias, los
codigos Reed-Solomon.



Capitulo 7

Cddigos Reed-Solomon

7.1. Introduccién

I.S. Reed y G. Solomon publican en 1958 un articulo en el que dan a conocer los cédigos que
llevan sus nombres, los c6digos Reed-Solomon. Actualmente, en el paso de la tecnologia analégica
a la tecnologia digital, estos codigos han sido los mas usados para la deteccién y correccién de
errores. Para ejemplificar la popularidad de estos cédigos se suelen mencionar sus aplicaciones
en la transmisién de informacién a través del espacio y ademds su uso en los discos compactos.

Sin embargo, aun cuando podria parecer extrafo en un principio, los cédigos Reed-Solomon
(RS) no son cédigos binarios, pero tienen una representacién binaria con la cual ha sido posible
su uso. Enseguida presentamos los conceptos que nos van a permitir entender estos cédigos.

7.2. El campo GF(2")

El objetivo que deseamos cubrir con esta seccién es conocer como podemos construir el campo
de Galois GF'(2") y cémo se llevan a cabo las operaciones en dicho campo. Por lo tanto, no seremos
muy rigurosos con los elementos que presentamos.

El campo de Galois GF(2") es un campo finito sobre el cual se construyen los codigos Reed-
Solomon. Como ya habfamos mencionado estos cédigos no son binarios. Del mismo modo, el
campo GF(2") tampoco lo es.

Conviene que el lector mantenga en mente los conceptos que presentamos en el capitulo 4
para entender con mayor facilidad las siguientes definiciones.

Definicién 7.2.1. Un polinomio d(z) es divisor o un factor de f(z) si f(z) = g(z)d(z).

Todo polinomio f(z) tiene entre sus divisores al 1 y al mismo f(z), a estos divisores se les
lama triviales. Los divisores de f(z) que no son triviales, los denominamos propios.

55
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Definicién 7.2.2. Sea K un campo. Se dice que un polinomio f(z) € K |[z] es irreducible sobre K
si no tiene divisores propios en K|[z|; de lo contrario se dice que es reducible (o factorizable)
sobre K.

Ejemplo 7.2.3. Algunos polinomios irreducibles son f(z) = z, g(z) = 1 + 2 y h(z) =  + 22.
Algunos polinomios reducibles o factorizables son p(z) = 2, ¢(z) = 1+2% y r(z) = 1+z+x2+23.

Definicién 7.2.4. Sea p(z) un polinomio irreducible sobre el campo K de grado r > 1. p(x) es
primitivo, si p(z) no es un divisor de 1 -+ z™ para cualquiera m < 27 — 1.

Sabemos que podemos multiplicar y sumar polinomios médulo un polinomio h(z)!. Sin em-
bargo, necesitamos que se cumplan ciertas propiedades al llevar a cabo las operaciones entre los
polinomios de un conjunto K™[z], es decir, no solamente requerimos que K sea un campo, 8ino
ademas necesitamos que K™[xz] sea un campo, también. Para que esta ultima propiedad se cum-
pla, requerimos que al efectuar las operaciones entre polinomios médulo h(z), el polinomio h(x)
sea primitivo. Lo cual crea un campo que conocemos como el campo de Galois, cuyo desarrollo
se puede consultar en [6].

Definicién 7.2.5. Un campo finito con p” elementos se le llama un campo de Galois de orden
p" y se le denota por GF(p").

En nuestro caso, por conveniencia p = 2; de tal forma, que estaremos trabajando sobre el
campo GF(27). Ademds, como se sefiala en [8], una importante caracteristica del campo GF(2")
radica en que cada palabra distinta de cero puede ser representada por alguna potencia? de un
elemento primitivo 8 € GF(2").

7.2.1. Construccién del campo de Galois GF(2")

Este proceso es sencillo, si tomamos como guia a los polinomios. Vamos a partir del hecho
que existen los polinomios que llevan la siguiente secuencia:

T2
O,mo,ml,zz,...,mz .

Una vez que tenemos los 27 polinomios p(z) anteriores, se lleva a cabo la operacién p(z) mod h(zx),
donde h(z) es un polinomio primitivo.

Como vimos en la Seccién 4.1.2, el polinomio p(z) mod h{z) tiene una representacion binaria
correspondiente. Y por tltimo, el grado del polinomio ™ determina que la potencia correspon-
diente de 8 sea 8™, con lo que queda completamente determinado el campo de Galois.

Ejemplo 7.2.6. Queremos construir el campo GF(2%) con h(z) = 1 + z + z*. Como r = 4
entonces la longitud de la palabra binaria es 4. Este campo contiene 2* = 16 elementos y se
observa en el Cuadro 7.1.

Sobre este campo es mds facil multiplicar. Por ejemplo

(0110)(1101) = 8° - 87 = B*2 = 1111.

1Véase Seccién 4.1.1.
2Recuérdese que por tratarse de un campo, se cumple que a®a® = a?*¢ y ademas (a?)°¢ = ab©
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palabra | polinomio en x (médulo h(x)) | potencia de §
0000 0 = 0mod h(z) -
1000 1 I mod h(x) g0 -1
0100 T z mod h(zx) B
0010 z? = z® mod h(z) B2
0001 3 = 2° mod h(x) Jii
1100 1+ z* mod h(z) Bt
0110 z+z? = z°%mod h(x) B°
0011 z?+ 2% = 2% mod h(z) B8
1101 l+z+2°> = 27 mod h(z) g7
1010 1+z? = 2% mod h(z) Jis
0101 z+2> = 2° mod h(x) B°
1110 l+z+22 = 29 mod h(z) . plo
0111 z+z?+23 = z'! mod h(x) B
1111 l+z+22+2° = 2'2 mod h(z) g2
1011 L+z24+23 = 2" mod h(z) 33
1001 1+2° = z' mod h(x) g

Cuadro 7.1: Construccién de GF(2%) con el polinomio hA(z) =1 + z + z.

Y si queremos sumar palabras,
(0110) + (1101) = (1011) = B*3.

Aun cuando parece que en la suma, la operacién no se simplifica en lo absoluto, resultara atil
més adelante cuando necesitemos reducir términos en donde llevaremos a cabo operaciones como
la siguicnte:

B+ B = (0100) 4 (0010) = (0110) = 5°.

7.2.2. Propiedades

En este capitulo presentamos una lista de resultados que nos proporcionan informacién importan-
te sobre el campo de Galois y los cédigos Reed-Solomon. La demostracién de los mismos pueden
ser consultados en [8].

Teorema 7.2.7. Sean a1, a2, ...,q; elementos distintos de cero en el campo GF(27). Entonces
el polinomio g(z) = (a1 —z)(az —z) ... (@2 — ) genera un cédigo ciclico lineal de longitud 27 —1
sobre el campo GF(27).

Teorema 7.2.8. Sea C un cédigo ciclico lineal de longitud n sobre el campo GF(27). Entonces
cada palabra de cédigo ¢(z) puede ser escrita de forma dnica como m(z)g(x) para algin m(x)
en GF(27)(z] de grado menor que n — grado(g(x)). También, g(z) divide a f(z) si y solamente
si g(z) divide a 1 + 2™ y f(x) es una palabra de cédigo.

Corolario 7.2.9. Sea g(z) un polinomio con grado n — k. Si g(z) genera un cédigo ciclico lineal
C sobre GF(27) de longitud n = 2" — 1, y dimensién &, entonces
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es una matriz generadora para C, y el nimero de palabras de cédigo en C es (27)*.

7.3. Cébdigos Reed-Solomon

Definicién 7.3.1. Un cédigo binario Reed-Solomon RS(27,6) es un cédigo ciclico lineal sobre
GF(2") con polinomio generador g(z) = (™! 4-z)(8™ 2 +x) ... (6™+°~! 1) para algin entero
m y algin elemento primitivo 8 € GF(27).

Ahora, presentamos un teorema muy ttil, cuya demostracién se puede consultar en [8].

Teorema 7.3.2. Si C es un cédigo RS(27,6) entonces
a)n=2" -1, c)d=34,y

b) k=2" -4, d) |C] = 2*.

Antes de mostrar un ejemplo en donde usemos los resultados del teorema anterior, deseamos
hacer notar que cualquier cédigo RS(27, é), puede ser representado como un cédigo binario. Este
proceso, consiste en reemplazar cada digito, de cada palabra de c4digo, por la palabra binaria de
longitud = dada por GF(2"). Por lo tanto, si el cédigo original tiene una longitud de n = 2" — 1
entonces el cédigo binario correspondiente tiene una longitud de »’ = r(27 — 1).

Sea ¢ € C; denotaremos como ¢ la representacién binaria correspondiente a ¢, y como C el
cédigo binario correspondiente a C.

Ejemplo 7.3.3. Sea C el cédigo RS(22,2) con polinomio generador g(z) = f+z y donde GF(2?)
se construye usando 1 4+ = 4 z2. Usando el Teorema 7.3.2 tenemos:

a)n=2%2-1=3, c)d=2,y
b)k=22-2=4-2=2, d) [C] =222 =24 = 16.

Del Corolario 7.2.9 tenemos que la matriz generadora es

(B 10
G"{Oﬁl]'

Ahora, construimos el campo GF(22) con el polinomio k(z) = 1+ z -+ z?.
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{ palabra | polinomio en x (méddulo h(x)) | potencia de 3
00 0 = 0 mod h(z) —
10 1 = 1 mod h(z) =1
01 z = z mod h(z) 8
11 14z = z° mod h(z) 3

Como el campo GF(2?) tiene 4 elementos y ademas la dimensién del cédigo es k = 2 (o sea
que la longitud de los mensajes que podemos codificar es 2) entonces tenemos 42 = 16 posibles
mensajes, 4, que podemos codificar.

A continuacién presentamos una tabla donde mostramos cada uno de los 16 mensajes y su
correspondiente palabra de cédigo.

{ U u c=uG ¢ { U U c=uG ¢ |
0000 00 000 000000 0001 08 08’3 001101
1000 10 B10 011000 1001 183 BBB 010101
0100 B0  B260 110100 0101 38 B%13 111001
1100 B°0 16%0 101100 1101 B%8 108 100001
0010 01 081 000110 0011 08? 0182 001011
1010 11 BA%1 011110 1011 182 B03% 010011
0110 B1 5201 110010 0111 882 pB?4*4% 111111
1110 A%1 111 101010 1111 324 188° 100111

Cuadro 7.2: Construccién del cédigo RS(22,2) con g(z) = B+ z y su correspondiente represen-
tacion binaria .

7.3.1. Decodificacién

Si bien el siguiente proceso de decodificacién no es el mds rdapido, es importante porque nos
sirve para entender un algoritmo mis eficiente, el cual veremos mas adelante.

Hasta ahora, todos los cédigos que habiamos manejado eran binarios, de tal suerte que sélo
necesitdbamos conocer las posiciones que crefamos erréneas y negar el bit correspondiente. Sin
embargo, como los cédigos Reed-Solomon no son binarios, necesitamos detectar las posibles posi-
ciones erréneas y detectar por cual elemento que esta en GF(27) se debe sustituir dicha posicién.

Nos referiremos a cada posible posicién errénea con un nidmero de posicidn errénea. La mag-
nitud del error de una posicién errénea i es el elemento oo € GF(2”) que se ubica en la posicién
1 que consideramos el patrén de error mas probable.

Ejemplo 7.3.4. Consideremos un cédigo RS(8, 3). Si ¢ = 833*°0000 fué transmitida y supon-
gamos que se recibié w = #2343°0000, entonces el patrén de error mas probable es c+ w = e =
008%0000. Asi que el nimero de posicion errénea es 32 y la correspondiente magnitud del error

es 34,
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A continuacién presentamos el algoritmo de decodificacion, cuyo desarrollo puede ser consul-
tado en [8].

Algoritmo 7.3.5. Sea a la palabra de cédigo enviada que pertenence al cédigo RS(27,68) con
polinomio generador g(z) = (8™ +z)... (™1 | ). Sea t = [(6 — 1)/2]. Supongamos que
se recibe la palabra w. Para encontrar la posible palabra de cédigo enviada, se llevan a cabo los
siguientes pasos:

1. Secalcula sy = w(B?) param + 1 < j <m+ 2t.

2. Se establece e = ¢, y se encuentra el rango de la matriz extendida M’.

Sm+1 Sm+2 <o Smie+tl
, Sm+2 Sm+3 -+ Smiet2
M = (7.1)
Sm+e Smte+l -+ Sm+2e
3. Sea e el rango de M’. Se resuelve el siguiente sistema lineal para 0¢,01,...,0¢_1.
Sm+1 Sm42 . Sm+e (o] Sm+e+1
Sm42 Sm+3 v Sm+e+1 01 Sm+e+2
= . (7.2)
Sm+e Smtetl - Sm42e—1 Oc—1 Sm+2e

4. Se encuentran las raices de o 4(z) = g¢ -+ 01z + ... + z°; estas raices son los nimeros de

posiciones erroneas ay, ..., Ge.
5. Se resuelve el siguiente sistema de ecuaciones para by, . .., be; las cuales son las magnitudes
de error correspondientes a aj,...,a.. Por lo tanto, el patrén de error méas probable c.

esta completamente determinado.

m+1 m+1 1
ay ) aj , at by Sont1
aT+ G.ZH_ . a;""'z bg Sm+2
N (7.3
a"te  apte apte be Smie

6. Paraencontrar la supuesta palabra de cédigo sumamos el patrén de errores ¢, con la palabra
recibida w.
C=Cet+w

7. Por ultimo para obtener el supuesto mensaje m,, dividimos el polinomio equivalente a la
supuesta palabra de cédigo c(z), entre el polinomio generador g(x).

y obtenemos la cadena de Galois m, equivalente al polinomio m,(z).
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Ahora presentamos un ejemplo del uso de este algoritmo.

Ejemplo 7.3.68. Sea g(z) = (1+z)(B8+2)(8%+2z) (8% +z)(B8*+z)(B8° + z) el polinomio generador
de un cédigo RS(2%,7), donde GF(2%) se construye usando 1 +2z+1z*, es decir, se trata del campo
que construimos en el Ijemplo 7.2.6. Por lo tanto, m = —1 y ¢t == 3.

Supongamos que la palabra recibida es
w(z) = 1+ Bz + B2® + B%° + 2% la cual es equivalente a 1510£505°100000000.

Ahora.
g(z) = (1+z)(B+z)(B2+2)(B° +2)(B* + z)(B° +z) = 1+ Bz + B%z% + Bz + B2z + 725 + 28

1. Se calculan s; = w(#7) para 0 < j <5.

so = w(B%) = L+8(B)+B(B)>+0°(8°)°+(8°)° = B+B'+ 8 = g
s1 = w(B) = 1+64B)+ BB +B°(B)° +(B)° = 1+8°+p'+8"+8° = [
s2 = w(B’) = L+ B)+B(B)+F(B°)>+(82)° = 1+5°+87+5 4517 = .
ss = w(f®) = 14+B4(B°)+B(F)>+B°(B°)°+(8°)° = 1+B7+B0+0°+5° = B2
sa = w(B) = 1+FYBY)+B(6)>+6(64°+(6)° = 14854524814+ = 5.
ss = w(f®) = 1+B(B)+B(B°+A(BP+(F)° = 1+ +p+8+1 = f".
2. Se establece e = t = 3, y se encuentra el rango de la matriz extendida M’.
s9 81 82 83 (7 1 B g
M = 81 83 83 84 = 1 B g g
s2 83 S4 S5 | B B2 P 5
‘37 1 ﬁ‘) ,812 [ ‘37 1 ‘39 ‘312
— 0 ‘312 ‘37 ﬁﬁ — 0 ‘312 ﬁ7 ,36
0 /7 B B 60 0 0 O
Por lo tanto, el rango de M’ es 2.
3. Seae=2.
S0 $1 0o - S2
sl e] - 18]
Esto es,
g1 ag lix
R i oy B
g1 oo _ Jiid
- 0 B2 o1 TS
Asi que tenemos:
Bloo+o1=p° (7.4)
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De la ecuacién (7.5) tenemos que oy = 319,
Sustituyendo o en la ecuacién (7.4) tenemos que 3700 = B2 + B0 = 313, Asf que o = 3°

Por lo tanto ag = 3% y oy = B1°.

Buscamos las raices de 04(z) = 0¢ + 012 + 22
oa(z) = + B2+ 2% = (z + B?)(z + £Y).

Por lo tanto a; = 8% y ay = B*. Estos valores constituyen los nimeros de las posibles
posiciones erroneas.

Resolvemos el siguiente sistema de ecuaciones lineales para by y ba.

a(l) ag bl _ 30
CL% (1712 b2 81

Esto es,
G ] [n] - 7]
w o] (0] - 7]
Asi que tenemos:
b+ B2 =4 (7.6)
B, = 37.

De la ecuacién (7.7) tenemos que by = (2.
Sustituyendo bz en la ecuacién (7.6) tenemos que by = 87 + B2 = g2.

Por lo tanto las magnitudes de error de las posiciones a; = 32 y ag = f* son by = % y
by = 12, respectivamente.

As{ que el patrén de error ¢, es:

ojJo]| B8 |o] g% |o|Jo]o]oO
T8 [ar=F B la=8 [ [FF 878 [ ]6°

La posible palabra de cédigo enviada es

olo]o]o]o]oO
1”311:

¢ = w+ ¢, = 15%0505°100000000 + 00320320000000000 = 18*5? 332 3°100000000.

Recuperamos el mensaje.

ms(z) = c(z) < g(2)
(2) (1+ 8%+ + e’ + F1 22 + B72° +2)+ (14 B*z+ %27+ B + 5172+ fP2° +2°)
mg(z) = 1.
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Ahora, si bien ya hemos obtenido el supuesto mensaje, el lector no debe olvidar que este
mensaje es un polinomio en el campo de Galois GF(2*%), por lo que primero traducimos el
polinomio m4(z) en la cadena de Galois my, esto es:

my(z) = 1 es equivalente a m, = 100000000.

Por dltimo, traducimos la cadena de Galois m, c¢n la cadena binaria correspondiente, como
se mostroé en la Seccién 7.2.1.

mgy = 100000000 es equivalente a 160006000000000000000000000000000000.

7.4. Algoritmo Berlekamp-Massey

La dificultad més fuerte que se presentaba con los c6digos Reed-Solomon, y en la que adn se
sigue trabajando, es la complejidad del proceso de decodificacién. Uno de los procedimientos mas
usados para llevar a cabo la decodificacién es conocido como el algoritmo de Berlekamp-Massey,
el cual presentamos en esta seccién.

La idea central de este algoritmo es optimizar la obtencién del polinomio o(z), esto es, el
polinomio localizador de errores.

Algoritmo 7.4.1. Sea w la palabra recibida que fue codificada usando el cédigo RS(2",6) con
polinomio generador g(z) = (™t +z)+ (8™ 2 +z) +... + (B™ 1 + ), yseat = [(6 —1)/2]
la capacidad de correccién del c6digo. Se decodifica w como sigue:

1. Se calculan s; = w(’) param +1 < j < m+ 2t.

2. Se definen

Q~1(-T) = 1+ Sm+1Z + 31n+23:2 + ...+ 3m+2t:l72t’
g@o(€) = Spmy1+ Smiy2+ ...+ sm+2t:l72t_1)
pa(z) = @ty
po(z) = 2

Seand_1=-1,dg =0y 2z = —1.

3. Paral <1< 2t se definen ¢;, p;, d; y z; como sigue:
Si ¢:—1(0) = 0 entonces

gi(z) = gi-1(z)/x,

Pi(ﬂ?) = Pi—l(ﬂf)/m,
d; = d‘i—] + 1) y
Z2; = Z3—1-

Pero si ¢;—1(0) # 0 entonces

(Q‘l—l(z) + (Q‘i—l (0)qzi_1 (0))QZ4—-1 (I))I’
(p‘i—l (I) + (qi—l (O)qzi—l (0))pli—1 (I))I’
d; = 1+mind,-_1,dz,._l, y

i1 sidig 2dy g
{ Z;—1 en otro caso.

Q
S
=
8
<43
I
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4. Si no se ha rebasado la capacidad de correccién del cédigo, es decir, que el ntmero de
errores ocurridos e no ha superado a £, entonces el polinomio po;(z) presenta los mismos
coeficientes que tiene el polinomio o(z). Ambos polinomios tienen la misma cantidad de
sumandos y tienen el mismo grado, para construir o(z) tomaremos los coeficientes de pa ()
cn ¢l orden inverso.

Dicho en simbolos, tenemos:

Sea e el ndmero de errores ocurridos. El polinomio corrector de errores o (z) tiene la siguiente
forma:

o(z) = pu(e) + pasle — Dz + ...+ par(1)z®" + 2.

Ejemplo 7.4.2. Considérese el Ejemplo 7.3.6.

1. En dicho ejemplo tenemos los siguientes sindromes:

s0 = B, ss = B
3 = 5(), 84 = ,39,
s2 = B, ss = f.
2. Definimos:
g-1(z) = 1+4p7z+2+p%° + fYa* 4 fO2° 4 §7a®
Q—l(m) — ,37$+$+,39$2+,312$3+,39$4+ﬂ7$5
p-i(z) = '
po(z) = 2°

Seand_1=-1,dg =0y 2z = -1

3. Paral <1 <6, se definen ¢, p;, d; y # de la siguiente forma:
siz=1

40(0) = B".
Como 7 # 0, tenemos:

@)
(z) + 2 aa(a)
q(z) = e ‘I—;(O) ' — B4zt BB+ Y5 + a4 45
po(z) + —q"(?g) p_1(2)
n@) = = — 14p7z
d = 1+m1’n{do,d_1}:1+min{0,—1} = 0

zz = 1—1 porquedy>d_1 = 0
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s 1=2
0:1(0) = g°.

Como ° # 0, tenemos:

01(@) + 20 4o (a)
q'z(-’lt) —_ (0) — ‘312 _*_‘371;_*_’361,2 + ‘3121;3
7:(0)
po()
) — 0 @™ 146
d2 = 1+4+min{dy,do} =1+ min{0,0} = 1
229 = 2—1 yaqued; > dg = 1
s} =3
32(0) = g*2.
Como 2 # 0, tenemos:
0O,
nle) - 2(z) + %:1(0)111( ) 4 5%
92(0) .
() - Pz(z)+(2(o)?1( ) Ly s e
d3 = 1+m1’n{d2,d1}=1+m1'n{1,0} = 1
23 = 3—1 puesda>dy = 2
s 1 =4
33(0) = B°.
Como #° # 0, tenemos:
g3(0)
gs(z 32(z)
qlr) = (0) = 0
g3(0) .
nale) ~ p3(z) + qzz(O)pZ( ) L 59 g
dy = 1+m1'n{d3,d2}:1+m1'n{1,1} = 2

z4 = 4-—1 porqueds > dy = 3
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1 =205
g4(0) = 0.
Como g4(0) == 0, tenemos:
sz) = B _ g
ps(a) = DA - gy 052y gega
ds = dy+1 = 3
25 = 24 = 3
s1i=6
g5(0) = 0.

Como ¢5(0) = 0, tenemos:
gs(z) = Bl 0

po(z) = DE 1y pi0g g geg2

i
=

ds = ds+1
26 = z3 = 3
Por Gltimo, sabemos que

pau(z) = pe(z) = 1+ 8% + B%2?,

y tomando los coeficientes del polinomio anterior en orden inverso, construimos el polinomio
detector de errores o(z):

o(z) = 85 + g% + 22,

7.5. Comentarios

Con esto concluimos nuestra revisiéon sobre los cédigos Reed-Solomon. Como el lector pudo
observar, el proceso de decodificacion fue mas elaborado que aquellos presentados anteriormente.
Debido a la complejidad de la decodificacion de estos codigos, se dificulté que se empezara su uso
en aplicaciones concretas, es en los afos recientes cuando se han podido implementar con buenos
resultados.

En este momento ya conocemos los cuatro cédigos lineales que mencionamos en la presenta-
cién: Golay, Hamming, Reed-Muller y Reed-Solomon. As{ que en el siguiente capitulo solo resta
llevar a cabo la comparacién entre éstos usando los dos tipos de ruido al simular la transmisién
de los bits: el ruido blanco y el ruido con rafagas.



Capitulo 8

Comparacién de los codigos

En este capitulo mostramos los resultados de llevar a cabo la comparacién entre los cédigos:
Hamming, Golay, Reed-Muller y Reed-Solomon. Sin embargo, antes de mostrar los resultados
sefalaremos algunas notas de implementacién que se siguieron para la programacion de los mis-
mos.

8.1. Implementacion del modelo de transmisién

Las implementaciones que se hicleron de cada uno de estos cédigos siguen los algoritmos de
codificacion y decodificacién que se vieron en los capitulos anteriores. Sin embargo, destacaremos
algunas cualidades de dicha implementacion.

Nuestra intencién, no es abrumar al lector con los detalles de cada programa, pues cada uno
de ellos va estd documentado en el programa mismo, si no de proporcionar un esquema general
del disefio que les did origen.

8.1.1. Implementacién de los cédigos

Usamos el paradigma de orientacién a objetos para la programacion de los cadigos. Bajo
este paradigma, pensamos en cada uno de los cddigos como una clase. Ahora, considerando
que todos son codigos lineales, podemos encontrar elementos comunes como fue el proceso de
codificacién de un mensaje. Por tal motivo, se implement6 una clase abstracta a la que llamamos
AbstractError DC para reunir estos elementos.

Por otro lado, hicimos uso de una interfaz que proporciona las declaraciones comunes a todos
los cédigos lineales.

La programacion de estos codigos se llevé a cabo usando el lenguaje de programacion Java,
el cual se apega al paradigma de orientacién a objetos.

67
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Las siguientes clases constituyen la parte mas importante, pues forman una biblioteca de
codigos que se usa para llevar a cabo los experimentos mostrados en el resto del capitulo.

= AbstractErrorDC java

ErrorDC java

Golay.java

Hamming.java

ReedMuller .java

ReedSolomon.java

En la Figura 8.1 mostramos cudl es la relacién entre estas clases usando la notacién UML.

A excepcién de la clase Golay, la cual implementa el cédigo Goq, el resto de las clases imple-
mentan las familias de cddigos, es decir, no se implementé un cidigo especifico si no una forma
general para instanciar el cédigo solicitade por el usuario.

8.1.2. Implementacién de los canales de transmisién

Para poder simular la transmision de los bits de informacién y someterlos a ruido, se imple-
mentaron los modelos de canales de transmision revisados en el Capitulo 2: ¢l canal simétrico
binario y el canal de rafagas. FEste dltimo usando el modelo de Gilbert-Elliot que se revisé en la
Seccién 2.3.

Las clases que se crearon para implementar estos canales son:

s Channel java. Es una interfaz que mantiene la declaracién comin a ambos tipos de canales.
w BSChanel java. Implementa el canal simétrico binario.

s GEChannel java. Implementa el canal de Gilbert-Elliot.

Por otro lado se implementaron dos clases que simulan la transmisién de los bits, los cuales
son leidos de un archivo generado aleatoriamente, usando cualquiera de los dos tipos de canales.
Estas clases son:

» EncodeDecodeFile.java. Esta clase se encarga de leer o escribir las cadenas de bits en los
archivos fuente y destine, respectivamente. Adem#s se encarga de usar cualquiera de los
cédigos lineales que se implementaron, para codificar o decodificar la cadena de bits.

w FileTransmission.java. Bn esta clase se lleva a cabo la simulacion de la transmisién de los
bits sucesivamente usando cualquiera de los dos modelos de canales de transmision.

En la Figura 8.2 mostramos la relacién entre las clases mencionadas.
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8.1.3. Comentarios finales sobre la implementacién

Adn cuando se implementaron mas clases para facilitar el registro de los experimentos que
se muestran en las siguientes secciones de este capitulo, la idea general de la implementacion se
resume en las clases anteriores representadas en sus respectivas figuras. Si el lector desea ver los
detalles de los programas que se hicieron como parte de este trabajo, puede observar el cédigo
mismo o bicn la documentacién en formato HTMI generada por la herramienta javadoc! .

8.2. Modelo experimental

Ahora contamos con lo necesaric para llevar a cabo la comparacién entre los cédigos que
revisamos. En términos generales lo que haremos es realizar experimentos?, los cuales consisten
en simular la transmisién de un archivo por un canal con ruide y comparar los resultados arrojados
por la transmision con los datos originales.

Hipdotesis
Considerando que conocemos las capacidades de correccion de cada codigo, supone-

mos que si un cédigo tiene una capacidad de correccién de d bits por palabra de

cédigo de longitud n entonces tendra un comportamiento satisfactorio en canales con

probabilidad de cruzamiento inferior a % Por otro lado, creemos que debido al tipo

de decodificacién que usa el codigo Reed-Solomon, es este codigo el que presentara un
mejor desempeno.

En nuestro modelo experimental tendremos presente las siguientes veriables:

# Tipo de codigo.

e Longitud del mensaje.

e Longitud de la palabra de codigo.

e Capacidad de correccién por palabra de cédigo.
e Cardinalidad.

» Tipo de canal.

¢ Probabilidad(es) del canal.

Los elementos que mediremos como resultado de cada experimento son:

T, Tasa de errores antes de la decodificacion.

Tep Tasa de errores después de la decodificacion.

Ty  Tasa de errores de los bits de datos antes de la decodificacién.
Tap Tasa de errores de los bits de datos después de la decodificacion.

Ihitp: //patcame.fciencine.unam.mx/tc/ligas. html
2Usando el enfoque de la probabilidad, entendemos por experimento el proceso por medio del cual una obset-

vacién queda registrada.
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Cada experimento arroja elementos importantes que debemos mantener presentes. Para faci-
litar el manejo de estos elementos usaremos la notacién que presentamos en el siguiente cuadro:

‘ P, Probabilidad de cruzamiento del canal.
B, | Nimero total de bits transmitidos por el canal.
B, Niimero total de bits erréneos antes de la decodificacion.

Bep | Numero total de bits erréneos después de la decedificaciéon.

Dy | Nimero total de bits de datos transmitidos por el canal.

D, Numero de bits de datos errdneos antes de la decodificacion.
D., | Nimero de bits de datos erréneos después de la decodificacién.

Cuadro 8.1: Notacién

Por otro lado, en relacion a las tasas de error tenemos:

_ B - D
Te - —B'Z"v Td - 551
Bep Dep
—_— € .
Tep — By po = By

Ademas consideraremos la tasa de transmision y la tasa de correccion que definimos en la
Seccién 2.11, las cuales se representan como R(C) y §(C) respectivamente, donde C' es un (n, M)
cédigo.

d-—1
R(C):M g(c):L_—?;-l

n n

8.2.1. (Canales de transmisién usuales

Antes de empezar con los experimentos descamos proporcionar los siguientes datos sobre las
tasas de error en distintos canales. Los datos del Cuadro 8.2 fueron obtenidos de (2, 4, 9].

Canal Tasa de error
CD-ROM 1074
Telefonia estdndar 104
Telefonia de alta calidad 10~8
Microondas 1078
Fast Ethernet 10“?0
Fibra Gptica 10712

Cuadro 8.2: Tasas de error
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8.3. Comportamiento de los c6digos usando el canal simétri-
co binario

El canal simétrico binario fué discutido en la Seccién 2.2. En este tipo de canal el principal
elernento es la probabilidad de cruzamiento del canal P,, debido a que ésta define la cantidad de
ruido en el mismo.

Recuérdese que el canal simétrico binario es un canal sin memoria, esto es, que el error al
cual se ve afectado un bit es independiente de los errores ocurridos en el resto de los bits. Esto
ocasiona que los errores estén distribuidos a lo largo de las palabras de bits que son transmitidas.

Por tltimo, en cuanto a la informacién que presentamos en este capltulo, se proporciona
una tabla con los resultados de los experimentos de someter un archivo a distintos valores de la
probabilidad de cruzamiento del canal.

Por cada valor de la probabilidad de cruzamiento del canal (F,), se simul6 la transmision del
archivo por el canal, diez veces. Sin embargo, en las tablas que presentan los resultados, sélo se
exponen los promedios de estos diez experimentos por cada renglén.

8.3.1. Cédigos de Golay

A continuacion presentamos las caracteristicas del cédigo de Golay Gay y los resultados de
los experimentos usando el canal simétrico binario.

Tipo de cédigo: Golay Tipo de canal: Canal simétrico binario.
Longitud del mensaje: 12 bits Probabilidad {(£): 0.001, 0.005, 0.01, 0.02,
Longitud de la palabra de cddigo: 24 bits 0.04, 0.06, 0.08, 0.1,
Capacidad de correccién por palabra: 3 bits 0.14, 0.16, 0.2, 0.3,
Cardinalidad (M): 1096 0.4 y 0.5.
Tasa de transmisién: D.5 Tasa de correccién: 0.125
P By B, Bep Te Tep Dy D, Dep Ty Tap

(.001 16392 187 0.0 0.0011 0.0 8196 10.8 0.0 .0013 0.0

0.005 16392 79.3 0.0 0.0048 0.0 8196 41.8 0.0 0.0051 0.0

0.01 16392 169.4 0.0 0.0103 0.0 8196 84.6 0.0 0.0103 0.0

0.02 16392  328.7 3.2 0.02060 0.0001 @ 8196 164.3 1.9 0.0200 0.0002
0.04 16392  652.5 47.2 0.0398 0.0028 | B196  325.7 24.4 0,0397  0.0029
0.06 | 16392 989.5 179.6  0.0603 0.0109 8196  492.9 87.2 0.0601 0.0106
0.08 16392 1297.2 395.8 0.0791 0.0241 8196 646.2 197.2  0.0788 0.0240
0.1 16392 16327  777.6  0.0996 0.0474 | 8196  819.5 388.8  0.0999 0.0474
0.14 16392 2319.8 18520 0.1415 0.1129 8196 1159.3 921.9 0.1414 0.1124
0.16 16392 26285 23254 0.1603 0.1418 8196 13083 1160.1 01596 0.1415
0.2 16392  3279.4 3351.8 0.2000 0.2044 | 8196 1643.4 1677.5 0.2005 0.2046
0.3 16392 4937.0 53262 0.3011 0.3249 | 8196 2454.0 2648.2 0.2994 03231
0.4 16392  6560.1 6811.6 0.4007 04155 | 8196 3299.1 3418.6 0.4025 04171
0.5 168392 82257 8224.2 0.5018 0.5017 | 8196 4114.9 4098.4 0.5020 0.5000

Tabla 8.2.1.1. Resultados de los experimentos realizados con el c¢édigo de Golay G4 sobre un
canal simétrico binario.
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Figura 8.3: Comportamiento del cédigo de Golay Gay.

Comentarios sobre el cédigo de Golay Gy

La capacidad de correccién del cddigo de Golay Gay es de 1 bit por cada 8 bits. De tal suerte que
si el canal tiene una probabilidad de cruzamiente P, = 0.1, supondriamos que el cédigo puede
recuperar todos los errores, pero esto jno ocurrio! jpor qué?

Al observar con cuidado la transmisién podemos ver que hay una gran cantidad de palabras
de ¢6digo que no necesariamente presentaron 3 bits erréneos. Esto significa que hay palabras de
c6digo que tendrian mis de 3 bits errdneos, lo que excede la capacidad de correccién del codigo.
Esta observacién no es especifica del cédigo de Golay, sino que es general al comportamiento de
los codigos frente a la cantidad de ruide que presenta cualquier canal.

No obstante, ya aclarado el comportamiento anterior, podemos observar que bajo las tres
primeras probabilidades de cruzamiento se tiene una recuperacién completa del archivo. Esto nos
muestra un muy buen desempeno del codigo.

8.3.2. Cédigos de Hamming

Presentaremos los resultados de la transmisién de los bits usando los codigos de Hamming
Ha(4), Ha(8) y Ha2(12).

Cédigo de Hamming H2(4)

Tipo de cédigo: Hz(4) Tipo de canal: Canal simétrico binario.
Longitud del mensaje: 4 bits Probabilidad (Fc): 0.001, 0.005, 0.01, 0.02,
Longitud de la palabra de cédigo: 7 bits 0.04, 0.08, 0.08, 0.1,
Capacidad de correccién por palabra: 1 bit 0.14, 0.16, 0.2, 0.3,
Cardinalidad (M): 16 0.4 y 0.5.

Tasa de transmisién: 0.5714 Tasa de correccién: 0.142857
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F [+ Bb Be Bep Tg sz Db De Dgp Td Td? }
0.001 | 14336 14.6 0.0 0.0010 0.0 8192 7.9 0.0 0.0008 0.0

0.005 | 14336 70.2 39 0.0048 0.0002 | 8192 40.3 2.3 0.0049 0.0002
0.01 14336 1431 9.9 0.0099 0.0006 | 8192 83.1 5.6 0.0101 0.0006
0.02 14336 283.9 49.5 0.0198 0.0034 | 8192 160.3 28.2 0.0195 06.0034
0.04 14336  568.2 178.7 0.0396 0.0124 | 8192 3244 103.2 0.8395 0.0125
0.06 | 14336 854.6 382.5 0.0596 0.0266 | 8192 187.5 217.8 0.0595 0.0265
0.08 | 14336 1147.1 6546 0.0800 0.0456 | 8192 662.8 374.3  D.0809  0.0156
0.1 14336 14391 959.8 0.1003 0.0669 | 8192  833.3 551.4  0.1017 0.0673
0.14 14336 20188 1678.4 0£.1408 0.1176 | 8192 1157.1 952.6 0.1412 B.1162
0.16 | 14336 2290.8 2054.9 0.1597 0.1433 | 8192 1318.3 11855 0.1608 0.1447
0.2 14336 2876.8 2813.9 0.2006 0.1962 | 8192 1645.1 16074 0.2008 0.1962
0.3 14336 42043 4642.7 (.2995 0.3238 8192 2457.3 2661.2 0.2999 0.3248
0.4 14336 5740.3 6033.3 0.4004 0.4208 | 8192 3293.8 34570 0.4020 0.4219
0.5 14336 71282 7151.5 04972 0.4988 8192 4079.0 40922 0.4979 0.4995

Tabla 8.2.2.1. Resultados de los experimentos realizados con el cédigo de Hamming H3(4) sobre
un canal simétrico binario.
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Figura 8.4: Comportamiento del cédigo de Hamming Hp(4).

De los tres cédigos de Hamming que revisamos en esta seccién, son precisamente los c6digos
Hy(4) los que presentan una tasa correccién mas alta. Sin embargo, verernos mas adelante que
entre los cédigos de Golay, Hamming, Reed-Muller y Reed-Solomon, son los coédigos de Hamming
los que tienen el desempefio més bajo. Sin embargo, no deben de ser ignorados ya que siempre
el cédigo corrector de errores ruas adecuado esta en funcién de las caracteristicas del canal sobre
el cual se transmitiran los datos v ademas son los cédigos de Hamming los que presentan el
procedimiento de decodificacién mas sencillo.
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Codigo de Hamming H,(8)

Tipo de cédigo:

Longitud del mensaje:
Longitud de la palabra de cédigo:
Capacidad de correccién por palabra: 1 bit

Cardinalidad (M):

Tasa de transmisién:

8 Comparacidn de los cédigos

H2(8) Tipo de canal: Canal simétrico binario.

8 bits Probabilidad (F:): 0.001, 0.005, 0.01, 0.02,

12 bits 0.04, 0.06, 0.08, 0.1,
0.14, 0.16, 0.2, 0.3,

256 0.4y 0.5,

0.6667 Tasa de correccién: 0.08333

2 B, B, Bep T. Tp | D» D Dep T T
0.001 | 12288  13.1 00 00010 00 |8192 83 0.0 0000 0.0
0.005 | 12288  65.5 34 00053 0.0002 | 8192 421 23 0.0051 0.0002
0.01 | 12288 121.4  19.9 00098 0.0016 | 8192 814 135  0.0099 0.0016
0.02 | 12288 250.0  67.0 0.0203 0.0054 | 8192 1661 459  0.0202 0.0056
0.04 | 12288 4835 2340 0.0393 0.0190 | 8192 321.5 1552 0.0392 0.0189
0.06 | 12288 7452 4927 00606 0.0400 | 8192 4956 3256  0.0604 0.0397
0.08 | 12288 9737 7654 0.0792 0.0622 | 8192 650.8 507.4 0.0794 0.0619

01 | 12288 12343 1083.8 0.1004 0.0881 | 8192 8309 721.6 0.1014 0.0880
0.14 | 12288 1727.3 1738.0 0.1405 0.1414 | 8192 1147.4 1146.8 0.1400 0.1399
0.16 | 12288 19685 20654 0.1601 0.1680 | 8192 1315.4 1369.9 0.1605 0.1672
0.2 | 12288 24603 2655.0 02002 0.2160 8192 1640.0 17660 0.2001 0.2155
0.3 | 12288 3706.7 3957.9 0.3016 0.3220 8192 24732 2649.1 0.3019 0.3233
0.4 | 12288 49332 5093.8 04014 0.4145 | 8192 32844 3391.8 0.4009 0.4140
0.5 | 12288 61424 6141.7 04998 0.4998 8192 4087.1 40923 0.4989 0.4995

Tabla 8.2.2.2. Resultados de los experimentos realizados con el c6digo de Hamming H2(8) sobre
un canal simétrico binario.
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Figura 8.5: Comportamiento del cédigo de Hamming H(8).
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Cédigo de Hamming H;(12)

Tipo de cédigo: Hy(12) Tipo de canal: Canal simétrico binario.
Longitud del mensaje: 12 bits Probabilidad (F:): 0.001, 0.005, 0.01, 0.02,
Longitud de |a palabra de cédigo: 17 bits 0.04, 0.06, 0.08, 0.1,
Capacidad de correccién por palabra: 1 bit 0.14, 0.16, 0.2, 0.3,
Cardinalidad (M): 4096 0.4y 05.
Tasa de transmisién: 0.7058 Tasa de correccién: 0.0588
P. B, B. Bey T. Tep Dy De Dep Ty Tip
0.001 | 11628 13.3 0.0 0.0011 0.0 8208 8.9 0.0 0.0010 0.0
0.005 | 11628 58.7 5.8 0.0050 0.0004 | 8208 38.8 4.3 0.0047 0.0005
0.01 11628 117.7 27.1 0.0101 0.0023 | 8208 80.9 18.7 0.0098 0.0022
0.02 11628 226.8 82.3 0.0185 0.0070 | 8208 159.3 59.2 0.0194 0.0072
0.04 11628 461.4 298.4 0.0396 0.0256 | 8208 327.3 213.5 0.0398 0.0260
0.06 11628 699.3 584.0 0.0601 0.0502 | 8208 494.9 413.9 0.0602 0.0504
0.08 11628 940.1 886.0 0.0808 0.0761 | 8208 660.7 628.4 0.0804 0.0765
0.1 11628 1161.8 1169.5 0.0999 0.1005 | 8208 8214 831.3 0.1000 0.1012
0.14 11628 1639.7 1770.1 0.1410 0.1522 | 8208 1165.6 1260.5 0.1420 0.1535
0.16 11628 1856.6 2023.9 0.1596 0.1740 | 8208 1317.3 1440.7 0.1604 0.1755
0.2 11628 2322.1 2512.0 0.1996 0.2160 | 8208 1634.8 1771.5 0.1991 0.2158
0.3 11628 3501.2 3642.7 0.3011 0.3132 | 8208 2460.1 2566.0 0.2997 0.3126
0.4 11628 4622.7 4691.0 0.3975 0.4034 | 8208 3266.6 33156 0.3979 0.4039
0.5 11628 5821.3 5823.4 0.5006 0.5008 | 8208 4123.3 4123.7 0.5023 0.5024

Tabla 8.2.2.3. Resultados de los experimentos realizados con el codigo de Hamming Ho(12)
sobre un canal simétrico binario.

Tasa de error po

Probabilidad de cruzamiento  P_

Figura 8.6: Comportamiento del cédigo de Hamming H-(12).



78 & Comparacidn de los cddigos

Comentarios sobre los cédigos de Hamming

0.12 T 7 T
0.1
J
0.08
2 | Hy12) —o
8 006 T s
3 Hy(8 --&-
S
0.04
0.02
0 :
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1

Probabilidad de cruzamiento P

Figura 8.7: Comportamiento de los cédigos de Hamming.

Como se puede ver en la Figura 8.7, el cédigo de Hamming Ha(4) tiene el mejor desempeno.
Sin embargo, también tiene la menor capacidad de transmision.

Obsérvese que cuando P, = 0.1, el ¢6digo de Hamming Ho(4) tiene una pérdida del archivo
de 0.2767 y que el cédigo de Hamming H2(12) tiene una pérdida del archivo de 0.4733. Dada
esta situacion, valdria la pena disminuir la capacidad de transmisién para obtener una mayor
recuperacion de los errores.

8.3.3. Cddigos de Reed-Muller

El cédigo de Reed-Muller es un cédigo mas complejo que el cédigo de Hamming o el cédigo
de Golay. Sin embargo, ofrece una mayor capacidad de eleccidén en lo que se refiere a la lengitud
del mensaje y a la capacidad de correccién de bits, aunque esto ocasione que disminuya la tasa
de transmisién. Cormo el lector recordard, para construir un cédigo de Reed-Muller, se requieren
dos pardmetros r y m. En este caso se trata de un RM (2, 1) con capacidad de correccién de 1
bit por cada palabra de cédigo de 186 bits.

A continuacién presentamos los resultados de la transmisién de estos codigos usando un canal
simétrico binario.
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Cédigo de Reed-Muller RM (2,4)

Tipo de cédigo: RM(2,4) Tipo de canal: Canal simétrico binario.
Longitud del mensaje: 11 bits Probabilidad (P.): 0.001, 0.005, 0.01, 0.02,
Longitud de la palabra de cédigo: 16 bits 0.04, 0.06, 0.08, 0.1,
Capacidad de correccién por palabra: 1 bit 0.14, 0.16, 0.2, 0.3,
Cardinalidad (M): 2048 0.4 y 0.5.
Tasa de transmisién: 0.6875 Tasa de correccién: 0.0625

JA By B. Bep Te T.p Dy D, D., Ty Tup

0.001 | 11920 10.8 0.0 0.0009 0.0 8195 56.1 0.0 0.0068 0.0
0.005 | 11920 63.4 18.2 0.0053 0.0015 | 8195  331.8 11.3 0.0404 0.0013
0.01 | 11920 1186 71.8 0.0099 0.0060 | 8195 602.0 36.3 0.0734  0.0044
0.02 | 11920 243.7 2244 0.0204 0.0188 | 8195 1177.1 125.2  0.1436 0.0152
0.04 | 11920 472.3 781.0 0.0396 0.0655 | 8195 1985.2 429.7 0.2422 0.0524
0.06 | 11920 704.0 1392.8 0.0590 0.1168 | 8195 2582.6 785.8 0.3151 0.0958
0.08 | 11920 949.8 2148.8 0.0796 0.1802 | 8195 2985.0 1196.9 0.3642 0.1460
0.1 11920 1199.7 2858.8 0.1006 0.2398 | 8195 3331.9 1623.8 0.4065 0.1981
0.14 | 11920 16482 3992.6 0.1382 0.3349 | 8195 3740.4 23437 0.4564 0.2859
0.16 | 11920 1913.5 44194 0.1605 0.3707 | 8195 3838.8 2604.8 0.4684 0.3178
0.2 11920 2380.0 5112.2 0.1996 0.4288 | 8195 3933.1 30979 0.4799 0.3780
0.3 11920 3579.5 5812.6 0.3002 0.4876 | 8195 4100.0 3763.8 0.5003 0.4592
04 11920 4785.6 5934.0 0.4014 0.4978 | 8195 4093.4 4026.1 0.4994 0.4912
0.5 11920 59529 5946.4 0.4994 0.4988 | 8195 4070.3 4090.9 0.4966 0.4991

Tabla 8.2.3.1. Experimentos usando el cédigo Reed-Muller RM (2, 4) en el canal simétrico
binario.
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Figura 8.8: Comportamiento del cédigo de Reed-Muller RM (2, 4).
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Coédigo de Reed-Muller RM(1,3)

8 Comparacién de los cédigos

Tipo de cédigo: nM(1,3) Tipo de canal: Canal simétrico binario.
Longitud del mensaje: 8 bits Probabilidad (P.): 0.001, 0.005, 0.01, 0.02,
Longitud de la palabra de cédigo: 4 bits 0.04, 0.06, 0.08, 0.1,
Capacidad de correccién por palabra: 1 bit 0.14, 0.16, 0.2, 0.3,
Cardinalidad (M): 16 0.4y 0.5.
Tasa de transmisién: 0.5 Tasa de correccién: 0.125
P, By B. Bep T. Tep Dy De Dep Tu Tap
0.001 | 16384 15.5 0.0 0.0009 0.0 8192 31.5 0.0 0.0038 0.0
0.005 | 16384 77.6 7.2 0.0047 0.0004 | 8192 153.4 3.7 0.0187 0.0004
0.01 | 16384 176.9 17.2 0.0107 0.0010 | 8192  346.2 9.3 0.0422 0.0011
0.02 | 16384 325.9 74.0 0.0198 0.0045 | 8192 621.3 39.7 0.0758 0.0048
0.04 | 16384 655.3 269.2 0.0399 0.0164 | 8192 11582 140.2 0.1413 0.0171
0.06 | 16384 989.2 549.6  0.0603 0.0335 | 8192 1617.0 289.0 0.1973 0.0352
0.08 | 16384 1310.5 890.4 0.0799 0.0543 | 8192 2001.6 4722 0.2443 0.0576
0.1 16384 1646.0 1312.0 0.1004 0.0800 | 8192 23738 6858 0.2897 0.0837
0.14 | 16384 2308.2 2271.6 0.1408 0.1386 | 8192 2879.2 1203.1 0.3514 0.1468
0.16 | 16384 2608.8 2683.2 0.1592 0.1637 | 8192 3035.2 1412.6 0.3705 0.1724
0.2 16384 3276.3 3657.2 0.1999 0.2232 | 8192 34259 1973.7 0.4182 0.2409
0.3 16384 4910.7 5614.4 0.2997 0.3426 | 8192 3877.4 3034.8 0.4733 0.3704
04 16384 6565.3 7022.0 04007 0.4285 | 8192 4054.8 3769.3 0.4949 0.4601
0.5 16384 8215.2 7798.0 0.5014 0.4759 | 8192 4117.8 4121.3 0.5026 0.5030

Tabla 8.2.3.2. Experimentos usando el cédigo Reed-Muller RM (1, 3) sobre el canal simétrico
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Figura 8.9: Comportamiento del cédigo de Reed-Muller RM (1, 3).
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Cédigo de Reed-Muller RM(1,4)

Tipo de cédigo: RM(1,4) Tipo de canal: Canal simétrico binario.
Longitud del mensaje: 5 bits Probabilidad (P.): 0.001, 0.005, 0.01, 0.02,
Longitud de la palabra de cédigo: 16 bits 0.04, 0.06, 0.08, 0.1,
Capacidad de correccidn por palabra: 3 bits 0.14, 0.16, 0.2, 0.3,
Cardinalidad (M): 32 0.4 y¥ 0.5.
Tasa de transmision: 0.3125 Tasa de correccidén: 0.1875
P c 86 Be Bcp Te Tep Db De Dep Td po
0.001 | 26224 24.6 0.0 0.0009 0.0 8195 59.2 0.0 0.0072 0.0
0.005 | 26224 127.4 0.0 0.0048 0.0 8195 3024 0.0 0.0369 0.0
0.01 26224 261.8 0.8 0.0088 0.0003 | 8195 602.3 0.4 0.0734 0.0004
0.02 | 26224 529.6 24 0.0201 0.0009 | 8195 1151.4 0.7 0.1405 0.0008
0.04 | 26224 1039.4 32.8 0.0396 0.0012 | 8195 1907.6 8.1 0.2327 0.0009
0.06 26224 1600.2 161.6 0.0610 0.0061 | 8195 2610.3 43.6 0.3185 0.0053
0.08 26224  2109.9 328.8 0.0804 0.0125 | 8195 3043.5 89.6 0.3713 0.0109
0.1 26224 2614.7 735.2 0.0997 0.0280 | 8195 3305.2 194.9 0.4038 0.0237
0.14 26224 3703.2 1960.8 0.1412 0.0747 | 8195 3721.4 544.2 0.4541 0.0664
0.16 26224 41826 27160 0.1584 0.1035 | §195 3823.1 761.3 0.4665 0.0928
0.2 26224 5215.6 4472.0 0.1988 0.1705 | 8195 3983.5 1271.1 0.4860 0.1551
0.3 26224 7869.2 8919.2 0.3000 0.3401 | 8195 4088.0 26655 0.4988 0.3252
0.4 26224 10468 11629, 0.3991 0.4434 | 8195 4079.1 3740.6 0.4977 0.4564
0.5 26224 13125 12796, 0.5004 0.4879 | B195 4102.5 41125 0.5006 0.5018

Tabla 8.2.3.3. Experimentos usando el cédigo Reed-Muller RM (1, 4) sobre el canal simétrico
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Figura 8.10: Comportamiento del codigo de Reed-Muller RM (1, 4).
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Figura 8.11: Comportamiento de los cédigos de Reed-Muller.

Aun cuando la mayor recuperacion de errores se tiene en el codigo RM(1,4), este codigo
tiene una tasa de transmisién de 0.3125. De tal forma que méds de la mitad de los bits que
se transmiten por el canal, son bits agregados para la recuperacién de errores. Sin embargo,
durante la transmizién de fotografias en 1969 y 1977 hechas por el Mariner, se ocupé el cédigo
de Reed-Muller #M(1,5), el cual tiene una tasa de transmisién de 0.1875, pero tiene una tasa
de correccion de 0.21875.

8.3.4. Cédigos de Reed-Solomon

En esta seccién presentamaos los resultados de la simulacién de la transmision de bits usando
un canal simétrico binario con los cédigos Reed-Solomon RS(23,3), RS{24,9) y RS(25,17).

Recuérdese que los cOdigos Reed-Solomon no son binarios, por lo tanto llevar a cabo esta
sirnulacion implica mas tiempo que los cédigos anteriores. Aqui intervienen dos factores:

= La traduccion constante que se realiza entre el campo de Galois y el alfabeto binario, y

= La dificultad del proceso de decodificacion.

Por ultimo deseamos recordar al lector que en principio los cédigos Reed-Solomon se pensaban
para usarse con ruido con rafagas v no con ruido blanco, €l cual es el manejado en esta seccion.
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Cédigo de Reed-Solomon RS(2%,3)

Tipo de cédigo:

Longitud del mensaje:
Longitud de la palabra de cédigo:

RS(2°,3) Tipo de canal:
5 simbolos Probabilidad (F:):
7 simboles

83

Canal simétrico binario.
0.001, 0.005, 0.01, 0.02,
0.04, 0.06, 0.08, 0.1,

Capacidad de correccidn por palabra: [ simbolo 0.14, 0.16, 0.2,0.3,
Longitud del simbolo: 3 bits 04 y 0.5
Cardinalidad (M): 32768
Tasa de transmisién: 0.714285 Tasa de correccién: 0.0476 - 0.14285
P:.‘ Bb Be Bep Tg Tep Db Dg Dep Td po
0.001 | 11529 2426 206.5  0.0210 0.0179 | 8235 453.7 181.3  0.0550 0.0220
0.003 | 11529 2708 225.2 0.0234 0.0195 | B235 5086 192.3  0.0617 0.0233
0.005 | 11529 2973 240.9  0.0257 0.0208 | 8235 620.5 222.3  0.0753 0.0269
0.008 | 11529 321.6 254.0 0.0278 0.0220 | B235 681.3 251.5 0.0827 0.D305b
0.01 11529  349.7 281.7 0.0303 0.0244 | 8235 745.7 280.4 0.0805 0.0340
0.02 11529 461.9 380.2 0.0400 0.0329 | 8235 1096.5 435.9 0.1331 D.0529
N.03 | 11529 568.1 495.6  0.0492 0.0429 | 8235 1339.1 583.0 0.1626 0.0707
0.01 11529 7090.0 662.7 0.0614 0.0574 | 8235 1644.9 830.2 0.1997 0.1008
0.06 | 11529 7929 765.9 0.0687 0.0664 | 8235 1840.1 981.6 0.2234 0.1191
0.08 | 11529 1139.0 1237.7 0.0987 0.1073 | 8235 2344.2 1599.9 0.2846 0.1942
0.1 11529 13599 1526.1 01179 0.1323 | 8235 2676.9 19751 0.3250 0.2398
0.2 11529  2490.1 2797.2 0.2159 0.2426 | 8235 3431.1 3100.1 0.4166 0.3764
0.3 11529 3629.3 3853.3 0.3147 0.3344 | 8235 3770.5 3623.3 0.4578 0.4399
0.4 11529 47426 4856.4 0.4113 0.4212 | 8235 3979.7 3906.6 0.4832 0.4743
0.5 11529 5866.0 5859.3 0.5088 0.5082 | 8235 4148.6 4142.1 0.5037 0.5029

Tabla 8.2.4.1. Experimentos usando el c6digo Reed-Solomon RS(2°
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Figura 8.12: Comportamiento del cédigo de Reed-Solomon £5(23, 3).
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Cédigo de Reed-Solomon RS(24,9)

Tipo de cédigo: RS(’Z",Q) Tipo de canal: Canal simétrico binario.
Longitud del mensaje: 7 simbolos Probabilidad (P:): 0.001, 0.005, 0.01, 0.02,
Longitud de la palabra de cédigo: 15 simbolos 0.04, 0.06, 0.08, 0.1,
Capacidad de correccién por palabra: 4 simbolos 0.14, 0.16, 0.2, 0.3,
Longitud del simbolo: 4 bits 0.4 y 0.5,
Cardinalidad (M): 268435456
Tasa de transmision: 0.46666 Tasa de correccién: 0.066 - 0.266
| pc Bb Be Bep Te Tep Db De Dep Td po

0.001 | 17580 17.8 0.9 0.0010  0.00005 | 8204 51.4 0.0 0.0062 0.0

0.005 | 17580 87.8 6.5 0.0049  0.0003 | 8204 2376 0.0 0.0289 0.0
0.01 | 17580 1737 12.8 0.0098 0.0007 | 8204 4944 11 0.06602  0.0001
0.02 | 17580  338.6 27.3 0.0192 0.0015 | 8204 861.7 11.6 0.1050 0.0014
0.04 | 17580 T701.2 180.8 0.0398 0.0102 | 8204 15523 2122  (.1892 0.0258
0.06 | 17580 10664 5243 00606 0.0298 | 8204 21136 6845 0.2576 0.0834
0.08 | 17580 1400.8 1020.2 0.0796 0.0580 | 8204 2460.0 13394 0.2998 0.1632
0.1 17580 17524 15839 0.0996 0.0900 | 8204 27829 1981.7 03392 0.2415
0.14 | 17580 24435 2603.9 0.1389 0.1481 | 8204 31623 2946.6 0.3854 0.3591
0.16 | 17680 2808.8 3054.3 0.1597 0.1737 | 8204 32636 3211.8 0.3978 0.3914
0.2 17580  3528.3 3815.5 0.2006 0.2170 | 8204 3494.6 35109 0.4269 0.4279
0.3 17580 5291.5 5500.4 (0.3008 0.3128 | 8204 38023 38187 0.4634 0.4654
0.4 17580 7046.2 7142.5 0.4008 0.4062 | 8204 3977.6 3981.9 0.4848 0.4853
0.5 17580 8804.7 8793.6 0.5008 0.5002 | 8204 41239 4111.7 05026 0.5011

Tabla 8.2.4.2. Experimentos usando el c6digo Reed-Solomon RS(2%,9) sobre el canal simétrico
binario.
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Figura 8.13: Comportamiento del cédigo de Reed-Solomon RS(24,9).
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Tipo de cédigo: RS(2°,17) Tipo de canal: Canal simétrico binario.
Longitud del mensaje: 15 simbolos Probabilidad (Fe): 0.001, 0.005, 0.01, 0.02,
Longitud de la palabra de cédigo: 31 simbolos 0.04, 0.06, 0.08, 0.1,
Capacidad de correccién por palabra: 8 sfmbolos 0.14, 0.16, 0.2, 0.3,
Longitud del sfmbolo: 5 bits 0.4 y 0.5.
Cardinalidad (M): 3.77 x 10%
Tasa de transmisién: 0.4838 Tasa de correccién: 0.05161 - 0.2580
7. B, B. B., TS Tom D D. D.p T Tap |
0.001 17360 18.3 0.3 0.0010 0.00001 | 8400 174.3 0.0 0.0207 0.0 J
0.005 | 17360 85.6 3.9 0.0049 0.0002 8400 746.9 0.0 0.0889 0.0
0.01 17360 173.0 4.9 0.0099 0.002 8400 1356.9 0.0 0.1615 0.0
0.02 17360 349.6 14.4 0.0201 0.008 8400 2118.7 12.1 0.2522 0.0014
0.04 17360 697.4 179.7 0.0401 0.0103 8400 3012.8 410.6 0.3586 0.0488
0.06 17360 1045.9 711.7 0.0602 0.0409 8400 3429.8 1717.5 0.4083 0.2044
0.08 17360 1391.5 1364.8 0.0801 0.0786 8400 3566.7 2870.1 0.4246 0.3416
0.1 17360 1719.1 1831.4 0.0990 0.1054 8400 3750.6 3528.6 0.4465 0.4200
0.14 17360 2430.7 2602.0 0.1400 0.1498 , | 8400 3908.1 3908.5 0.4652 0.4652
0.16 17360 2747.9 2921.2 0.1582 0.1682 8400 3933.4 3942.7 0.4682 0.4693
0.2 17360 3488.4 3651.3 0.2009 0.2103 8400 3999.8 4019.7 0.4761 0.4785
0.3 17360 5208.7 5306.6 0.3000 0.3056 8400 4095.4 4099.0 0.4875 0.4879
0.4 17360 6947.0 6997.9 0.4001 0.4031 8400 4145.3 4133.9 0.4934 0.4921
0.5 17360 8654.8 8662.3 0.4985 0.4989 8400 4196.8 4207.5 0.4996 0.5008

Tabla 8.2.4.3. Experimentos usando el cédigo Reed-Solomon RS(25,17) sobre el canal simétrico

Tass de error Lap
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Figura 8.14: Comportamiento del codigo de Reed-Solomon RS(2°,17).
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Comentarios sobre los c6digos de Reed-Solomon

Los cédigos de Reed-Solomen son especiales, pues como no son binarics, es mds dificil estable-
cer su capacidad de correccién con objetividad en términos de bits. Como ya vimos en el capitulo
anterior, estos codigos corrigen a nivel de simbolos, no de bits. De tal forma que si un aimbolo
que se compone de 5 bits, s6lo presenta un 1 bit alterado, para los términes de correccion de
Reed-Solomon, es exactamente igual a que este simbolo presente los & bits alterados.

Aun cuando esto pueda ser una ventaja, cuando trabajamos con canales donde los errores
se distribuyen a lo largo de la palabra de codigo, entonces es muy fécil rebasar la capacidad de
correccion de este codigo.

Por lo tanto, si se tiene un canal donde el comportamiento promedio consiste en tener muchos
errores distribuidos a lo largo de la transmisién entonces el cédigo de Reed-Solomon no es una

buena opcién.

0.45 T T T T
O toverrrrmenns ............. ,.., ............. SRR

0_35_.........‘..E.............E.......*”...: ............ é;c ......... o]

RS(2 3} o
RS(ZA, 91 ..

Tasa de error po

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
Probabilidad de cruzamiento P,

Figura 8.15: Comportamiento de los cddigos de Reed-Solomon.

8.3.5. Comportamiento de los c6digos en el canal simétrico binario

El canal simétrico binario se caracteriza porque los errores estan distribuidos a lo largo de la
transmisién. Como se puede observar en la Figura 8.16, el eddigo que presenté una mejor respuesta
es el cédigo de RM(1,4). Sin embargo, cabe sefialar que el cédigo de Golay Gz4 también tiene
una alta recuperacién de los errores y una mayor capacidad de transmisién que el codigo de
Reed-Muller.

Obsérvese que el codigo Ho(4) tiene una mayor capacidad de correccion que el codigo de Golay
Gs4; entonces ;por qué el cédigo de Golay tiene un mejor desempeno? Este comportamiento lo
entendemos mejor observando la transmisién durante las primeras probabilidades de cruzamiento
que se usaron en los experimentos. Por ejemplo, si se presenta la siguiente situacion:
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Figura 8.16: Comportamiento de los c6digos en un canal simétrico binario.

110011001101010001010100 palabra enviada
100010001101010001010100 palabra recibida

Hay dos bits erréneos, en la segunda posicion v en la sexta posicién. Bajo estas circunstancias, el
codigo H(4) no puede recuperar la palabra de cédigo original, porque solamente puede corregir
1 bit por cada 7 bits y en este caso hay dos bits erréneos en los primeros 7 bits. Por otro lado,
el cédigo de Golay Gay puede corregir los dos bits erréneos en la palabra recibida porque este
codigo corrige 3 bits erréneos por cada 24 bits, sin importar si los bits erréneos estan juntos o
distribuidos a lo largo de los 24 bits.

Debido a este tipo de comportamiento, el cédigo de Golay tiene una mayor recuperacién de
los bits de informacién que el c6digo de Hamming Hz(4).

Por tltimo, es el cédigo de Reed-Solomon RS(2%,9) el que presenté la menor recuperacién de
bits de informacién frente a este tipo de ruido, lo cual, es contrario a lo que habiamas supuesto
inicialmente.

8.4. Comportamiento de los cédigos usando el canal de
Gilbert-Elliot

El modelo del canal de Gilbert-Elliot simula el comportamiento de canales con rafagas. Se
ha observado que es un comportamiento comtn en transmisiones donde el canal es confiable a
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excepcion de situaciones extremas que ocasionan un blogue continuo de bits erréneos. Este modelo
fué revisado en la Seccién 2.3 de este trabajo y seguiremos con la notacién que se introdujo en
dicha seccion.

El lector recordara que se trabaja con cuatro probabilidades de transicion y dos probabilidades
de cruzamiento, correspondientes al estado bueno y al estado malo. Hemos escogido los siguientes
valores en las probabilidades de transicién porque se adaptaron mejor al tipo de ruido de rafagas
que deseabamos simular en un canal de Gilbert-Elliot.

Pom = 0.01 o = 0.99

Estas probabilidades originan la siguiente matriz de transicion:

099 001
M= (0.4 0.6)

Considerando que el modelo es una cadena de Markov ergddica, como se mencioné en la
Seccion 2.3, tenemos el siguiente limite:

lim M™ =

n—oo

0.9756 0.0243
0.9756 0.0243

De donde obtenemos que las probabilidades de estar en el estado bueno y en el estado malo
son:

I, 0.9756
II,, = 0.0243

Considerando los resultados anteriores podemos obtener la probabilidad de error a través de
la siguiente expresion:

P. = (0.9756)(F.,) + (0.0243)(Pe,)
En los experimentos manejaremos los siguientes valores para las probabilidades de cruzamien-
to:
P, = 0.001,0.005,0.01,0.05, 0.1,
P, = 01,05y09

Por cada pareja de valores que tomen P,, y P, simulamos la transmisién de un archivo por el
canal de Gilbert-Elliot, diez veces. El promedio de los experimentos se presenta en un renglén de
la tabla correspondiente al tipo de c6digo que se usa para llevar a cabo el proceso de codificacion
y decodificacion.
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Tipo de cédigo: Golay Tipo de canal: Canal de Gilbert-Elliot.
Longitud del mensaje: 12 bits la. probabilidad {F;): 0.001, 0.005, 0.01,

Longitud de la palabra de cédigo: 24 bits 0.05y 0.1

Capacidad de correceién por palabra: 3 bits 2a. probabilidad (F%,): 0.1,05y 0.9

Cardinalidad: 4006

Tasa de transmisién: 0.5 Tasa de correceién:  0.125

2 P, 1P, | B B. Bep i Tep | Dy D.  D., 1y Top
0.0034056 | 0.001 a.1 16392 54.5 0.0 0.0033 0.0 8156 25.7 0.0 0.0031 0.0
0.007308 0.005 0.1 16352 111.6 0.0 0.0068 0.0 8196 53.6 0.0 0.0065 0.0
0.012186 0.01 0.1 16352 197.4 0.4 0.012 0.0002 | 8196 95.6 0.1 0.0116 0.0001
0.0131256 | 0.001 0.5 16392 207.4 56.2 0.0126 0.0034 | 8196 93.0 23.6 0.0113  0.0028
(1.017028 0.005 0.5 16392 275.9 56.0 0.0168 0.0034 | 8196 132.0 27.0 0.0161  (.0032
0.0219060 0.01 0.5 16392 340.6 53.4 0.0207 0.0032 | 8196 175.7 28.5 0.0214  0.0034
0.0228456 | 0.001 0.9 16392 335.5 169.8 0.0204 0.0103 | 8196 160.5 83.5 0.0195 0.0101
0.026748 0.005 0.9 16392 414.0 186.0 0.0252 0.0115 | 8196 197.9 87.5 0.0241  0.0106
0.031626 0.01 0.9 16392 505.9 222.0 0.0308 0.0135 | 8196 243.5 107.7 0.0297 0.0131
0.0512100 0.05 3.1 16392 833.6 103.0 0.0508 0.0062 | 8196 416.2 52.2 0.0507 0.0063
0.0609300 0.05 0.5 16392 996.4 242.2 0.0607 0.0147 | 8196 4958 1160 0.0604 0.0141
0.07065 0.05 0.9 16392 1129.1 432.0 0.0688 0.0263 | 8196 561.4 217.8 0.0684 0.0265
0.0999900 0.1 0.1 16392  1626.5 792.4 0.0992 0.0483 | 8196 811.4 401.6 0.0989 0.0489
0.10971 0.1 0.5 16392 1794.5 1007.8 0.1084 0.0614 | 8186 891.7 503.2 0.1087 0.0613
0.1194300 0.1 0.9 16392  1638.8 1237.6 0.1182 0.0755 | 8196 853.6 606.3 0.1163 0.0739

Tabla 8.3.1.1. Experimentos realizados usando el cédigo de Golay con un canal de Gilbert-Elliot.
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Figura 8.17: Comportamiento del cédigo de Golay.
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Aun cuando el cédigo de Golay Gz4 no presenta un método de codificacién enfocado en
rifagas, presenta un comportamiento favorable con las probabilidades mds bajas de error que
aqui manejamos. Sin embargo, a medida que P., aumenta, tenemos una pérdida acelerada de la

recuperacién de los bits.

8.4.2.

Cédigos de Hamming

Los eadigos de Hamming solo pueden corregir un error por palabra de cédigo. En este caso,
vamos a usar los codigos de Hamming H(4), H2(8) y H2(12) para simular la transmisién de los

bits usando un canal de Gilbert-Elliot.

Cddigo de Hamming H-(4)

Tipo de esdigo: H,(4) Tipo de canal: Canal de Gilbert-Elliot.
Longitud del mensaje: 4 bits la. probabilidad (P.,): 0.001, 0.005, 0.01,

Longitud de la palabra de cédigo: 7 bits 0.05 y 0.1

Capacidad de correccién por palabra: 1 bit 2a. probabilidad (P.,): 0.1,0.5 y 0.9

Cardinalidad: 16

Tasa de transmision: 0.5714 Tasa de correccién:  0.1428

P B [ Py | By B, B., 7. Ty | Ds  De Doy Ta Tdﬁ
0.0034056 | 0.001 0.1 14336 45.9 8.4 08,0032 (.0005 | 81962 27.9 4.6 0.0034  0.0005
0.007308 0.005 0.1 14336 103.0 11.4 0.0071 0.0007 | 8192 60.6 5.9 0.0073  0.0007
0.012186 0.01 0.1 14336 163.0 19.3 0.0113 0.0013 | 8192 92.9 11.3 0.0113  0.0013
0.0131256 | 0.001 0.5 14336 149.2 104.1 0.0104 00072 | 8192 98.6 62.0 0.012 0.0075
0.017028 0.005 Q0.5 14336 209.8 110.5 0.0146 0.0077 | 8192 127.7 64.7 0.0155 0.0078
0.0219060 0.01 0.5 14336 281.1 125.8 0.0196 0.0087 | 8192 171.3 76.1 0.0208  0.0092
0.0228456 | 0.001 0.8 14336 262.4 229.1 0.0183 0.0155 @ 8192 170.8 141.1 0.0208 0.0172
0.026748 0.005 0.9 14336 324.3 241.2 0.0226 (0.0168 | B192 2034 144.8 0.0248 0.0176
0.031626 0.01 0.9 14336 398.3 258.8 0.0277 0.0180 | 8192 245.3 156.9  0.02% 0.0191
0.0512100 0.05 0.1 14336 725.0 288.2 0.0505 0.0201 8192 415.8 165.9 0.0507 0.0202
0.0608300 0.05 0.5 14336 865.8 440.7 0.0603 0.0307 8192 506.7 253.0 0.0618 0.0308
(1.07065 0.03 0.9 14336 354.0 534.3 0.0665 0.0372 | 8192 565.3 313.2 0.0690 0.0382
0.0999%00 0.1 0.1 14338 1416.4 925.1 0.0988 0.0645 | 8192 818.4 530.3 0.0999 0.0647
0.10971 0.1 0.5 14336 1541.2 1091.2 0.1075 0.07561 8192 887.0 6252 0.10%4 0.0763
0.1194300 a.1 0.9 | 14336 1673.7 1275.3  0.1167 0.088G¢ | 8182 9768 7397 0.1192 0.0502

‘abla 8.3.2.1. Experimentos realizados usando el cédigo Hamming H3(4) con un canal de
Gilbert-Elliot.
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Figura 8.18: Comportamiento del cédigo de Hamming Ho(4) .

Céddigo de Hamming H,(8)

Tipo de cédigo: H,(8) Tipo de canal: Canal de Gilbert-Elliot.
Longitud del mensaje: 8 bits la. probabilidad (7., }: 0.001, 0.005, 0.01,
Longitud de la palabra de cédigo: 12 bits 0.05 y 0.1

Capacidad de correccidn por palabra: 1 bit 2a. probabilidad (F.;): 0.1,03y0.9
Cardinalidad: 256

Tasa de transmisién: 0.6667 Tasa de correccién:  0.0833

Fe Py | Py | By B, B., Te Tep Ds D: Do, Ta Tup

0.0034056 | 0.001 | 0.1 | 12312 40.4 8.2 0.0032 0.0006 | 8208 28.2 5.5 0.0034  0.0006
0.007308 0.005 | 0.1 12312 82.1 16.0 0.0066 0.0012 | 8208 55.9 9.9 0.0068  0.0012
(0.012186 0.01 0.1 12312 146.5 25.2 0.0118 0.0020 8208 100.0 17.0  0.0121 0.0020
00131256 | 0.001 | 0.5 | 12312 141.9 163.9  0.0115 0.0084 8208 984 69.6 0.0118 0.0084
0.017028 0.0035 0.5 12312 198.9 126.0 0.0162 0.0102 @ 8208 138.3 87.4 0.0169 0.0106
(0.0215060 0.01 0.5 | 12312 253.3 1364 0.0205 0.011 | B208 1785 95.4 0.0217 0.0118
0.0228456 | 0.001 | 0.9 | 12312 244.0 218.6 00188 0.0177 | B208 179.4 154.5 0.0218 0.0188
0.026748 0.005 | 0.9 | 12312 295.5 231.6  0.0240 0.0188 8208 2084 159.2 0.0253 0.0193
0.031626 0.01 0.9 | 12312 356.7 251.7 0.0289 0.0204 | 8208 2554 1755 0.0311 0.0213
0.0512100 0.05 0.1 | 12312 626.2 356.5  0.0508 0.0289 | 8208 4158 2406 0.0506 0.0293
0.6609300 | 0.05 0.5 | 12312 729.7 495.7  0.0592 0.0402 | 8208 490.7 333.0 0.0597 0.0405

. 0.07065 | 0.05 0.9 | 12312  855.7 654.0 0.0695 0.0531 | 8208 580.1 4415 0.0706 0.0537
| 0.0999900 | 0.1 0.1 | 12312 12402 1109.5 0.1007 0.0901 | 8208 8194 7364 0.0998 0.0897 |
0.10971 0.1 0.5 | 12312 13181 1203.2 0.107 0.0977 | 8208 8804 801.2 0.1072 0.0976

0.1194300 0.1 0.9 | 12312 14405 1331.4 01169 0.1081 | B208 974.1 8989 0.1186 0.1095

Tabla 8.3.2.2. Experimentos realizados usando el cédigo Hamming H2{8) con un canal de
Gilbert-Elliot.
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Figura 8.19: Comportamiento del cédigo de Hamming Ha(8) .

Cdédigo de Hamming H,(12)

Tipo de cédigo: Ho(12) Tipo de canal: Canal de Gilbert-Elliot,
Longitud del mensaje: 12 bits la. probabilidad (P, ): 0.001, 0.005, 0.01,

Longitud de la palabra de cédigo: 17 bits B 0.05 ¥ 0.1

Capacidad de correccién por palabra: 1 bit 2a. probabilidad (F,): 0.1, 0.5 ¥ 0.9

Cardinalidad: 4096

Tasa de transmisién: 0.7058 Tasa de correccién: 0.0588

P. P | P, | By B, Bop T, Top | Dy D.  Dep T3 Tim
0.0034056 | 0.001 0.1 11628 32.3 8.5 0.0027 7.3099 | 8208 24.4 6.3 0.0029  0.0007
0.007308 0.005 0.1 11628 79.3 15.8 0.0068 0.0013 | 8208 57.8 11.7 0.0070 0.0014
0.012186 0.01 0.1 11628 133.7 33.1 0.0114  0.0028 | 8208 85.1 21.1 0.0115 0.0025
0.0131256 | 0.001 0.5 11628 138.4 106.9 0.0119 0.00391 8208 100.0 75.3 0.0121 0.0091
0.017028 0.005 0.5 11628 188.5 125.0 0.0162 0.0107 | 8208 13835 88.8 0.0168 0.0105
0.0219060 0.01 0.5 11628 250.6 161.7 0.0215 0.0139 | 8208 179.5 114.0 0.0218 0.0138
0.0228456 | 0.001 0.9 11628 268.0 258.9 0.0230 0.0222 | 8208 2031 188.3 0.0247 0.0229
0.026748 0.005 0.5 11628 280.3 234.0 0.0241 0.9201 8208 2054 167.8 0.0250 0.0204
0.031626 0.01 0.9 11628 350.4 277.9 0.0301 0.0238 | 8208 2523 197.0 0.0307 0.0240
0.0512100 0.05 Gg.1 11628 586.9 436.7 0.0507 0.0375 | 8208 414.9 310.1 0.0505 0.0377
0.0609300 0.05 0.5 11628 700.3 578.8 0.0602 0.0497 | 8208 498.0 410.8 0.0606 0.05
0.07065 (.05 0.9 11628 797.1 697.4 0.0685 0.0599 | 8208 569.1 495.9 0.0693 0.0604
0.0999500 0.1 .1 11628 1170.6 1197.6 0.1006 0.1029 | 8208 8340 857.3 0.1016 0.1044
0.10971 0.1 0.5 11628 1272.8 13189 0.1094 0.1134 | 8208 9117 945.6 0.111 0.1156
0.1194300 0.1 0.9 11628 1384.2 1437.2 0.1160 0.1235 | 8208 982.6 1020.4 (0.1197 0.1243

Tabla 8.3.2.3. Experimentos realizados usando el cédigo Hamming H2(12) con un canal de

Gilbert-Elliot.
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Figura 8.20: Comportamiento del cédigo de Hamming H2(12) .
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Figura 8.21: Comportamiento de los cédigos de Hamming.

En el comportamiendo de los cddigos de Hamming frente al ruido con réfagas, aun cuando
su recuperacioén de errores disminuye comparandolo con el ruido en el canal simétrico binario,
considerando su desempefio se mantiene el orden entre los tres cédigos de Hamming revisados.
Esto es, nuevamente, el cédigo que tienen una mayor recuperacién de los errores es Hy(4), seguido

por Hy(8) y por ultimo H,(12).

Obsérvese que ninguno de ellos lleva a cabo un recuperacion completa de los bits de informa-
cién en ninguno de los casos.
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8.4.3.

Cédigos de Reed-Muller

Cédigo de Reed-Muller RM(2,4)

8 Compuaracidn de los cédigos

Tipo de cddigo: RM(2,4) Tipo de canal: Canal de Gilbert-Elliot.
Longitud del mensaje: 11 bits la. probabilidad (P:,):  0.001, 0.005, 0.01,
Longitud de la palabra de cédigo: 16 bits 0.05 y 0.1

Capacidad de correccién por palabra: 1 bit 2a. probabilidad (P,): 0.1,05y 0.9

Cardinalidad: 2048

Tasa de transmisién: D.6875 Tasa de correccién:  0.0625

Pe P s Pe, By B. Bep Te Tep Dy, D, Dey Ta po
0.0034056 | 0.001 0.1 11920 42.9 35.4 0.0035 0.0029 | 8195 207.9 18.1 0.0253  0.0022
0.007308 0005 | 0.1 11920 83.6 43.8 0.0070 0.0036 | 8195 425.5 23.1 0.0519 0.0028
(.012186 0.01 Q.1 11920 146.2 121.8 0.0122 0.0102 | 8195 699.7 68.2 0.0853 0.0083
0.0131256 | 0.001 | Q.5 11920 145.0 263.2 0.0121 0.022 8195 497.1 128.7 0.0606 0.0157
0.017028 0.005 0.5 11920 195.8 311.2 0.0164 0.0261 | 8195 715.7 148.6 0.0873 0.0181
0.0219060 0.01 0.5 11920 241.5 354.2 0.0202 0.0297 | 8195 923.5 184.3 0.1126 0.0224
0.0228456 | 0.001 0.9 11920 252.5 6141.6 0.0211 0.5152 | 8195 629.2 203.8 0.0767 0.0248
0.026748 0.005 | 0.9 11920 207.9 5573.4  0.0249 0.4675 | 8195 833.9 247.8 0.1017 0.0302
0.031626 0.01 0.9 11920 356.4 5919.4 0.0298 0.4865 | 8195 1112.3 285.0 0.1357 0.0347
0.0512100 0.05 0.1 11920 602.8 1160.8  0.0505 0.0973 | 8195 2321.1 637.3 0.2832 0.0777
0.0609300 0.05 0.5 11920 701.3 1387.8  (0.0588 (.1164 | 8195 2426.1 787.5 0.298 0.096
(.07065 0.05 0.9 11920 818.7 6035.0 00686 0.5062 | 8195 25435 879.6 0.3103  0.1073
(.0999900 0.1 3.1 11920 1187.9 2796.8 0.0896 (0.2346 | 8165 3307.6 1610.4 0.4036 0.1965
(.10971 0.1 0.5 11920 1302.2 3052.6 0.1092 0.256 8195 3383.8 1750.3 0.4135 0.2146
0.1194300 0.1 0.9 | 11920 1398.5 5953.2 0.1173 0.4594 | 8195 3452.2 17994 0.4212 0.2195

Tabla 8.3.3.1. Experimentos realizados usando el cédigo RM (2, 4) con un canal de

Tasa de evor qu
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—
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0.05

Gilbert-Elliot.
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Probabilidad de ertor P,
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0.12

Figura 8.22: Comportamiento del cédigo de Reed-Muller RM (2, 4).
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Cédigo de Reed-Muller RM(1,3)

Tipo de cédigo: RM(1,3) Tipo de canal: Canal de Gilbert-Elliot.
Longitud del mensaje: 8 bits la. probabilidad (P.,): 0.001, 0.005, 0.01,
Longitud de la palabra de cédigo: 4 bits 0.05 y 0.1

Capacidad de correccién por palabra: 1 bit 2a. probabilidad (F.,): 0.1,05 y 0.9
Cardinalidad: 16

Tasa de transmisidn: 0.5 Tasa de correccidn:  0.125

Pg Pcl pc2 Bg, Be Bep Tz Tep Db De De;? Td Tc{p

0.0034056 | 0.001 | 0.1 16384 50.2 10.8 0.0030  0.0006 | 8192 94.9 5.9 0.0115  0.0007
0.007308 0.005 | 0.1 | 16384 112.3 14.0 0.0068 0.0008 | 8162 219.0 6.8 0.0267  0.0008
0.012188 0.01 0.1 | 16384 188.3 27.2 0.0114 0.6016 | 8192  364.3 14.6 0.0444 0.0017
0.0131256 | 0.001 | 0.5 | 16384 176.5 128.0  0.0107 0.6078 | 8192  236.1 63.2 0.0288 0.0077
0.017028 0.005 | 0.5 | 16384 248.6 157.2  0.0151 0.0095 | 8192  365.2 784  0.0445 0.0095
0.0219060 | 0.01 0.5 | 16384 3217 164.0 0.0196 0.01 8192  505.5 83.2  0.0617 00101
0.0228456 | 0.001 | 0.9 | 16384  305.8 269.6 0.0186¢ 0.0164 | 8192  331.0 120.9  0.0404 0.0158
0.026748 0.005 | 0.9 | 16384 375.1 285.2 0.0228 0.0174 | 8192 451.9 137.0 0.0551 0.0167
0.031626 0.01 0.9 | 16384 439.5 306.8 0.0268 0.0187 | 8192  573.0 147.8  0.0699 0.018
0.0512100 | 0.05 0.1 | 16384 833.0 405.6 0.0508 0.0247 | 8192 14079 211.8 0.1718 0.0258
0.0609300 | 0.05 0.5 | 16384 958.4 564.8  0.0384 0.0344 | 8192 1490.2 289.0 0.1819 0.0364

0.07065 0.08 0.9 | 16384 1109.2 728.4  0.0677 0.0444 | 8192 1576.2 368.7 0.1924 0.045
0.0999900 0.1 0.1 | 16384 16482 1333.6 01005 0.0813 | 8192 23886 7131 0.2915 0.087
0.10971 0.1 0.5 | 18384 1770.5 1508.8 0.108 0.092 | 8192 2421.6 796.1 0.2956 0.0971

0.1194300 0.1 0.9 | 16384 19151 1650.4 (0.1168 0.1007 | 8192 24533 8574 0.2094 0.1046

Tabla 8.3.3.2. Experimentos realizados usando el cédigo RM (1, 3) con un canal de
Gilbert-Elliot.

Tasa de error po

a 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 .12
Probabilidad de emor P

Figura 8.23: Comportamiento del cédigo de Reed-Muller RM(1, 3).
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Caédigo de Reed-Muller RM(1,4)

8 Comparacidn de los cddigos

Tipo de cédigo: RM(1,4) Tipo de canal: Canal de Gilbert-Elliot.
Longitud del mensaje: 5 bits la. probabilidad (P, }): 0.001, 0.005, 0.01,
Longitud de la palabra de cédigo: 16 bits 0.05 y 0.1

Capacidad de correccién por palabra: 3 bits 2a. probabilidad (P,): 0.1, 05y 0.9
Cardinalidad: 32

Tasa de transmisidn: 0.3125 Tasa de correccién:  0.1875

P PC; PCQ By B, Bep Te Tcp Dy De Dap Ty po
0.0034056 | 0.001 0.1 26224 80.2 0.8 0.0030  0.0003 | 8195 184.9 0.2 0.0225  0.00002
0.007308 0.005 0.1 26224 181.8 0.0 0.0069 0.0 8195 421.3 0.0 0.0514 0.0
0.012186 0.01 0.1 26224 315.5 0.8 0.012 0.0003 | 8185 704.3 0.2 0.0859 0.0002
0.0131256 | 0.001 0.5 26224 307.2 63.2 0.0117 0.0024 | 8195 490.5 16.3 0.0598 0.0019
0.017028 0.005 0.5 26224 423.6 88.0 0.0161  0.0033 | 8195 728.0 21.3 0.0888 0.0025
0.02195060 0.01 0.5 26224 553.8 98.4 0.0211 0.0037 | 8195 985.0 25.6 0.1201 0.0031
0.0228456 | 0.001 0.9 26224 561.0 286.4 0.0213 0.0109 | 8195 649.7 66.1 0.0792 0.0080
0.026748 0.005 0.9 26224 643.2 202.0 0.0245 0.0111 | 8195 848.9 68.3 0.1035 0.0083
0.031628 0.01 0.9 26224 785.4 3049.86 0.0299 0.0118 | 8195 1126.7 72.2 0.1374 0.0083
0.0512100 0.05 a.1 26224 1347.5 B7.2 0.0513 0.0033 | 8195 2316.6 22.1 0.2826 0.0026
0.0609300 0.05 0.5 26224  1578.0 259.2 0.0602 0.0098 | 8195 2532.0 66.3 0.3089 0.0080
0.07065 0.05 0.9 26224 1791.3 510.4 0.0683 0.0194 | 8195 2527.6 126.3 0.3084 0.0154
0.0999900 0.1 0.1 26224 2608.1 747.2 10,0994 0.0284 | 8195 3338.7 200.1 0.4074 0.0244
0.10971 0.1 0.5 26224  2827.2 992.8 4.1078 0.0378 | 8195 3433.9 268.1 0.419 0.0327
0.1194300 d.1 0.9 26224  3106.7 1356.8 0.1184 0.0517 | 8195 3508.0 354.2 0.428 0.0432

Tabla 8.3.3.3. Experimentos realizados usando el cdigo RM (1, 4) con un canal de

Tasa de error po
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Figura B.24: Comportamiento del cédigo de Reed-Muller RM(1,4).
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En la Figura 8.25 observamos que el cédigo de Reed-Muller RM (1, 4) conserva la mayor recu-
peracion de errores, y tiene un crecimiento moderado en comparacién con los cédigos RM(1,3) y
RM(2,4). Sin embargo, hasta este momento es el cédigo que ha presentado el mejor desempefio

en ¢l canal de Gilbert-Elliot.

0.25 7 T T T T
: : P Thie
[0 T O e ﬁr/“" ....... J
E OI8 b rrrrrrrrm e e e e ',.,.,4’......,.5 .......... ]
@ . P ; RM(1,4)
8 ; : RM(1,3) -4
3 N - : | RM(24) -~
& B B T g T Ve gt
P :
005 b=-cereint .V_’, .......... ...: .......... , .......... -
B—B":éa- """"""""
0 Legiiad ‘ ‘.
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12
Probabilidad de error P,
Figura 8.25: Comportamiento de los cédigos de Reed-Muller.
8.4.4. Cédigos de Reed-Solomon

Ahora presentamos los Ultimos c6digos que probaremos en un canal con ruido de rafagas, los
cédigos Reed-Solomon. De la misma forma que lo hemos venido haciendo, usaremos los mismos
cédigos que se usaron en las pruebas con ruido blanco, es decir, se usaron RS(23,3), RS(2%,9)Y

RS(2°,17).

Cédigo de Reed-Solomon RS(23,3)

Tipo de cédigo:

Longitud del mensaje:

Longitud de la palabra de cédigo:
Capacidad de correccién por palabra:
Cardinalidad:

Tasa de transmisién:

RS(23,3)

5 simbolos
7 sfmbolos
1 simbolo

3 bits

Tipo de canal:

la. probabilidad (P, ):

2a. probabilidad (Fe,):

Tasa de correccién:

Canal de Gilbert-Elliot.
0.001, 0.005, 0.01,

0.05 y 0.1

0.1,0.5y 0.9

0.0476 - 0.14285
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Py T Py [Py | B B, Bep 7, Tep Dy, D Dep Ta Tap
0.0034056 | 0.001 0.1 11529 36.7 11.7 0.0031 0.0010 | 8235 128.7 13.0 0.0156  0.0015
0.007308 0.005 | 0.1 11529 83.4 23.8 0.0072 0.0020 | 8235 288.3 21.9 0.035 0.0026
0.012188 0.01 0.1 115238 139.0 55.7 0.012 0.0048 | 8235 463.1 71.5 0.0562  0.0086
0.0131256 | 0.001 0.5 11529 146.5 103.4 0.0127 0.0089 | 8235 368.1 100.3 0.0448 0.0121
0.017028 0.005 0.5 11529 181.1 119.1 0.0157 0.0103 | 8235 476.8 123.8 0.0578 0.015
0.0219060 0.01 0.3 11529 249.9 169.0 0.0216 0.0146 | 8235 681.2 196.9 0.0827 0.0239
0.0228456 | 0.001 0.9 11529 242.6 206.5 0.021 0.0179 | 8235 453.7 181.3 0.055 0.022
0.026748 0.005 0.9 11529 297.3 240.9 0.0257 0.0208 | 8235 620.5 222.3 0.0753 0.0269
0.031626 0.01 0.9 11529 349.7 281.7 0.0303 0.0244 | 8235 745.7 280.4 0.0905 0.034
0.0512100 0.05 0.1 11529 590.0 526.0 0.0511 0.0456 | 8235 1629.6 760.6 0.1978 0.0923
0.0609300 0.05 0.5 11529 695.5 657.1 0.0503 0.0569 | 8235 1746.3 897.4 0.212 0.10839
0.07065 0.05 0.9 11529 762.9 765.9 0.0687 0.0664 | 8235 1840.1 981.6 0.2234 0.1191
0.0959300 0.1 0.1 11529 11460 1286.7 0.0994 0.1116 | 8235 2501.5 18153 0.3037 0.2204
0.10971 0.1 0.5 11529 12750 1436.2  0.1105  0.1245 | 8235 26167 19265  0.3177  0.2339
0.1194300 0.1 0.9 11526 13599 15261 01179 0.1323 | 8235 2676.9 1975.1 0.325 0.2398 |

Tabla 8.3.4.1. Experimentos realizados usando el ¢
Gilbert-Elliot.

Tasa de error po
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Figura 8.26: Comportamiento del cédigo de Reed-Solomon RS(2*,3).

Cédigo de Reed-Solomon RS(24,9)

Tipo de cédigo:

Longitud del mensaje:

Longitud de la palabra de codigo:
Capacidad de correccién por palabra:
Cardinalidad:

Tasa de transmisién:

RS(2*,9)

7 sfmbolos
15 simbolos
4 sfmbolos
268435456

0.46666

Tipo de canal:

ta. probabilidad (£, ):

2a. probabilidad {Pe,):

Tasa de correccién:

Canal de Gilbert-Elliot.
0.001, 0.005, 0.01,
0.05y 0.1

0.1,05y 09

0.066 - 0.266
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P, P, ‘ Fey B, Be Bep Te Tep Dy Da Deyp Ty Tap

0.0034056 | 0.001 | 0.1 | 17580 56.0 3.5 0.0031 0.0001 | 8204 164.8 0.0 0.02 0.0

0.007308 0.005 | 0.1 17580 132.2 9.4 0.0075 0.0005 | 8204  364.8 0.0 0.0444 0.0

0.012186 0.01 0.1 17580 218.4 16.6 0.0124 0.0009 | 8204 613.6 6.9 0.0747  0.0008
0.0131256 | 0.001 | 0.5 | 17580 237.6 17.7 0.0135 0.0010 | 8204 475.9 5.4 0.058  0.0006
0.017028 0.005 | 0.5 | 17580 280.2 226 0.0159 0.0012 | 8204  596.4 5.2 0.0726  0.0006
0.0219060 0.01 0.5 | 17380 380.5 52.6 0.0222 0.0029 | 8204 848.1 29.6 0.1033  0.0036
0.0228456  0.001 | 0.9 | 17580 393.3 43.2 0.0223 0.0024 | 8204 604.4 221 0.0736  0.0026
0.026748 0.005 | 0.8 | 17580 461.4 64.1 0.0262 0.0036 | 8204 765.9 34.8 0.0638 0.0042
0.031626 0.01 0.9 | 17580 3563.9 81.5 0.0315 0.0046 | 8204 §66.9 50.7 0.1178 0.0061
0.0512100 0.05 0.1 17580 905.0 315.8 0.0514 0.0179 | 8204 1882.6  395.5 0.2294 0.0482
0.0609300 0.05 0.5 | 17580  1070.3 513.6 0.0608 0.0292 | 8204 1986.0 630.7 0.242  0.0768
0.07065 0.05 0.8 | 17580 1240.5 661.3 0.0705 0.0376 | 8204 21247 741.1 0.258%  0.0903
0.0999900 0.1 0.1 17580 1757.2  1615.5 0.0999 (0.0618 | 8204 2740.9 20304 0.334 0.2474
0.10671 0.1 0.5 | 17580 1910.1 18225 0.1086 0.1036 | 8204 2828.8 2177.3 0.3448 0.2653
0.1194300 0.1 0.9 | 17580 2101.4 2037.2 0.1195 0.1158 | 8204 2865.1 2292.5 0.3492 0.27%4

Tabla 8.3.4.2. Experimentos realizados usando el cédigo RS(2%,9) con un canal de

Tasa de error po
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Figura 8.27: Comportamiento de! cédigo de Reed-Solomon RS(24,9).

Cédigo de Reed-Solomon RS(2°,17)

Tipo de codigo:

Longitud del mensaje:
Longitud de la palabra de cédigo:

Capacidad de correccidn por palabra:
Longitud de simbolos

Cardinalidad (m):
Tasa de transmisién:

RS5(2%,17)

15 sfrabolos

31 simbolos

8 simbolos

5 bits

3.77 x 10%2

0.4838

Tipo de canal:

la. probabilidad (Fe, }:

2a. probabilidad (P, ):

Tasa de correccidn:

Canal de Gilbert-Elliot.
0.001, 0.005, 0.01,

0.05 y 0.1

0.1,05y 09

0.05161 - 0.2580
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[ 12NN B. Ben T, Top Dy D. Doy P Toim

0.0034056 | 0.001 | 0.1 17360 57.5 1.3 0.0033  0.00007 | 8400  467.5 0.0 0.0556 0.0
0.007308 0.005 | 0.1 17360 124.8 3.4 0.0071 0.0001 8400 1018.9 0.0 0.1212 0.0
0.012186 0.01 0.1 | 17360 206.3 6.3 0.0118 0.0003 | 8400 14825 0.0 0.1764 0.0
0.0131256 0.001 | 0.5 | 17360 239.8 4.8 0.0138 0.0002 | 8400 1151.0 0.0 0.137 0.0
0.017028 0.005 | 0.5 | 17360 298.4 6.9 0.0171 0.0003 B400 1516.2 0.0 0.1808 0.0
0.0219060 0.01 0.5 | 17360  385.6 12.6 0.0222  0.0007 @ 8400 19634 11.5 0.2337 0.0013
0.0228456 | 0.001 | 0.9 | 17360 391.4 8.3 0.0225 0.0004 | 8400 1421.7 0.0 0.1692 0.0
0.026748 0,005 | 0.9 | 17360 4439 14.3 0.0255 0.0008 | 8400 1653.2 2.5 0.1968  0.0029
0.031626 0.01 0.9 | 17360 $552.6 47.0 0.0318  0.0027 | 8400 22229 414.7 0.2646  0.0053
0.0512100 0.05 0.1 17360  890.4 4224 0.0512 0.0243 | 8400 33124 1003.6 0.3943 0.1194
0.0609300 0.05 0.5 | 17360 1056.5 637.3 0.0608  0.0367 8400 3383.3 1461.6 0.4027 0.174

0.07063 0.05 0.9 | 17360 12236 830.7 0.0704 0.0478 8400 33874 16575 0.4032 0.1973
0.095918 0.08 0.8 | 17360 17364 1813.5 0.1 0.1044 = B400 3655.3 33391 0.4351 0.3975
0.0955900 0.1 0.1 17360 1735.5 18726 0.0899  0.1078 | 8400 37518 3580.9 04466 0.4227
010471 0.1 0.5 | 17360  1910.0  2077.5 .11 0.1146 | 8400 37404 3660.1 04452  0.4357

0.1194300 a.1 0.9 | 17360 2061.2 22274 0.1187 0.1283 | 8400 3793.5 37454 (0.4516 0.4458

Tabla 8.3.4.3. Experimentos realizados usando el cé6digo RS5(2%,17) con un canal de
Gilbert-Elliot.
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Figura 8.28: Comportamiento del c6digo de Reed-Solomon RS(25,17).

Comentarios sobre los cédigos de Reed-Solomon

Son los cédigos de Reed-Solomon los que mejor responden frente al ruido del canal de Gilbert-
Elliot. En este caso, fue el dnico cédigo que pudo realizar una recuperacién completa en los diez
experimentos cuando P., = 0.9 fué BS(2° 17). Sin embargo, obsérvese que en la Figura 8.29,
los cédigos RS(2%,9) y RS(2°,17) mantienen un comportamiento muy similar en un inicio, pero
aproximadamente a partir de la probabilidad de error 0.032 el codigo RS {25, 17) tiene una menor
recuperaciéon de errores.
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Figura 8.29: Comportamiento de los codigo de Reed-Solomon.

Comportamiento de los c6digos en el canal de Gilbert-Elliot
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IYigura 8.30: Comportamiento de los ¢ddigos en un canal simétrico binario.

Como el lector puede observar en la Figura 8.30, el cédigo de BS(2°17) es el que mejor
responde al ruide de rafagas cuando se trata de probabilidades de error inferiores a 0.03. Después
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de este punto el rendimiento del cédigo va disminuyendo a un ritmo acelerado. No obstante,
conto vimos en el Cuadro 8.2, las probabilidades que presenta un canal de transmisién son, en
general, inferiores a 0.03, es decir, su desempefo es favorable siempre y cuando consideremos
probabilidades de error usuales en los distintos canales de transmision.

Podemos observar que a diferencia de lo que ocurri6 con el canal simétrico binario, donde
el cédigo de menor rendimiento fué Reed-Solomon, bajo este tipo de ruido es el codigo maés
apropiado.

Es interesante observar que los cédigos Goq, RM(1,4) y RS(25,17) inician con rendimientos
muy parecidos, solamente el cédigo H2(4) tiene un menor rendimiento. No obstante, debe recor-
darse que los valores més pequefios de la probabilidad de error P, simulan un comportamijento
mAas cercano a un canal simétrico binario que a un canal de Gilbert-Elliot. De tal suerte, que es
hasta que la segunda probabilidad de cruzamiento P,, aumenta, cuando se simula mejor el ruido
de rafagas.



Capitulo 9

Conclusiones

Cuando iniciamos la comparacién de los cédigos consideramos que no existirian muchos ele-
mentos inesperados por la informacién que habiamos reunido hasta ese momento. Sin embargo,
pudimos observar que nuestra hipétesis no fue del todo corroborada. La hipétesis menciona dos
puntos esencialmente, el primero relacionado con la capacidad de correccién de un cédigo frente
al canal y el segundo con respecto a una suposicién del mejor cédigo corrector y detector de
errores.

Empezaremos con lo relacionado con el primer punto de la hipStesis, segin la cual, si tenfamos
un codigo con capacidad de correccion de 1 bit por cada 10 bits entonces se recuperarian la mayor
parte de los mensajes que originalmente fueron enviados usando un canal simétrico binario con
FP. = 0.1. Sin embargo, el resultado de los experimentos mostré un rendimiento inferior. Una
observacion mas detallada del comportamiento de los errores sobre las palabras de cédigo nos
muestra que aun manteniendo la probabilidad de cruzamiento P, = 0.1, es muy frecuente que
ocurran mas de 1 error en un bloque de 10 bits, porque hay muchos otros bloques que no tienen
ninguin bit alterado, de tal forma que la capacidad de correccién del cédigo se rebasa con facilidad.

En lo referente al segundo punto, habiamos supuesto que el cédigo que presentaria un mejor
desempernio seria el c6digo de Reed-Solomon. Pero, en el canal simétrico binario el desempeno de
estos codigos fué inferior al de los tres codigos restantes. Por el contrario, durante la simulacién
de la transmnisién usando el canal de Gilbert-Elliot, los c6digos Reed-Solomon obtuvieron el mejor
desempeno. Podemos explicarnos este comportamiento al hacer una observaciéon mas cuidadosa.
Como los cédigos de Reed-Solomon corrigen a nivel de simbolos y no de bits entonces conviene
que los errores estén agrupados en un bloque, de tal suerte, que los bits erréneos involucren a la
menor cantidad de simbolos. Esto dltimo ocurre en el canal de Gilbert-Elliot, pero no asi en el
canal simétrico binario, donde los errores estan distribuidos a lo largo de la transmisién.

En los experimentos realizados usando el canal simétrico binario, el mejor desempeifio se
presenté con el cédigo Reed-Muller RM (1, 4). Sin embargo también este c6digo presenta la menor
capacidad de transmision.

Por dltimo, el cédigo mis adecuado estd en funcién del tipo de canal que se usa durante la
transmision y el tipo de ruido al que se ve afectado. Cada cédigo ofrece caracteristicas distintas
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que pueden hacerlo mas adecuado o menos adecuado a una situacién dada. También debe de
tomarse en cuenta que aun cuando los cédigos Reed-Muller y Reed-Solomon mantuvieron el
mejor rendimiento, también tienen un proceso de decodificacién mas complicado que los cédigos
de Golay y Hamming, aunque tanto Reed-Muller como Reed-Solomon ofrecen la flexibilidad de
crear un codigo que se adapte en la medida de lo posible a las caracteristicas del canal. Esta
flexibilidad consiste en que con estos cédigos existe la posibilidad de cambiar los pardmetros
que los generan, de tal forma que puedan corregir una mayor cantidad de errores. Esta dltima
ventaja es inexistente en los cédigos de Hamming, dado que estos cédigos, siempre corrigen un
solo error por palabra de cédigo. No obstante, el que un cédigo, independientemente de cual se
trate, corrija més errores ocasionara que se agreguen mas bits de redundancia, trayendo como
consecuencia que la tasa de transmisién disminuya. Aqui regresamos a la disyuntiva caracteristica
de la teoria de c¢6digos encontrar un equilibrio entre la capacidad de correccion y la cantidad de
bits de informacién que se desea transmitir.
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