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MODELACIÓN INVERSA EN AGUA SUBTERRANEA INTRODUCCIÓN 

1. INTRODUCCIÓN 

Un modelo de flujo de agua subterránea es una herramienta de apoyo para administrar y 

explotar racionalmente el agua de un acuífero, haciendo predicciones a futuro con relación a 

diferentes políticas de uso de dicho recurso natural. Pero cualquier modelo de administración 

requiere conocer con precisión la cantidad de agua disponible, dada por la carga hidráulica h, 

por lo que es necesario disponer de una herramienta que permita resolver la ecuación de flujo 

de manera estable y eficiente, para lo cual necesitamos de un conocimiento adecuado de las 

propiedades del medio poroso, como la conductividad hidráulica y el coeficiente de 

almacenamiento, así como la recarga y extracción, para poder predecir cuál será el 

comportamiento de los niveles de agua en el acuífero y el impacto ambiental que tendrán 

diversas estrategias de explotación. 

El avance que se ha logrado en los últimos años en el desarrollo de las computadoras ha hecho 

posible que el uso de estos equipos en la evaluación de los recursos hidráulicos subterráneos 

haya tenido un rápido crecimiento. Las computadoras en la actualidad son utilizadas para 

resolver los grandes sistemas de ecuaciones que resultan al estudiar las relaciones entre causas 

y efectos en acuíferos con una amplia gama de condiciones. 
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En años recientes, los modelos de simulación numérica y matemáticos han sido comúnmente 

usados para el estudio del agua subterránea. En general, estos modelos son resueltos mediante 

aproximaciones en diferencias finitas o elementos finitos. Además el gran desarrollo que han 

tenido las computadoras ha permitido utilizar algoritmos complejos que producen programas 

muy poderosos pero que requieren de considerable memoria computacional alcanzada en los 

nuevos equipos como las computadoras personales. Es por eso que en la actualidad tenemos la 

posibilidad de utilizar mallas con una discretización muy refinada, generando un enorme 

sistema de ecuaciones que se puede resolver mediante los métodos iterativos. 

El estudio de los acuíferos, cualquiera que sea su propósito, explotación o control de la 

contaminación, es realizado a través de modelos numéricos tanto de flujo como de transporte. 

La aplicación de estos modelos requiere del conocimiento de la distribución espacial de las 

propiedades hidráulicas del acuífero (conductividad hidráulica y coeficiente de 

almacenamiento) y además la distribución de la recarga natural. Los códigos numéricos 

pueden ser usados para determinar la distribución de las cargas bajo nuevas condiciones o las 

condiciones ya existentes, dependiendo de las condiciones de frontera del modelo y de las 

políticas de operación de los pozos. Este es un ejercicio indispensable en la modelación de 

flujo. 

La información que requiere un modelo de simulación se obtiene directamente de mediciones 

de campo. Las pruebas de bombeo son el método más común para la obtención de la 

transmisividad y coeficiente de almacenamiento en acuíferos confinados y la conductividad 

hidráulica y el rendimiento específico en los acuíferos libres. Las cargas son medidas con 

piezómetros en diferentes partes del acuífero y a diferentes niveles de espesor. Los costos de la 

perforación de pozos ya sea de bombeo o de observación son elevados y aún más cuando se 

realizan pruebas de bombeo para conocer los parámetros del pozo. En contraste, las 

mediciones de las cargas en piezómetros son mucho más económicas y tales medidas pueden 

estar disponibles en un gran número de puntos. La determinación de la distribución espacial de 

las propiedades hidráulicas del acuífero se basa principalmente en las mediciones de la carga 

hidráulica y en las condiciones iniciales y de frontera. 

2 



MODELACIÓN INVERSA EN AGUA SUBTERRÁNEA INTRODUCCIÓN 

En la naturaleza ocurren procesos físicos difíciles de comprender y de entender su 

comportamiento a simple vista, por lo que surge la necesidad de utilizar la modelación del 

fenómeno a partir de datos y considerando limitaciones geográficas y geológicas. Actualmente 

la modelación en agua subterránea ha tenido gran desarrollo y se han implementado métodos 

inversos para la solución de las ecuaciones básicas que rigen el movimiento del agua en un 

medio poroso. 

La aplicación de los métodos inversos en la modelación del flujo subterráneo consiste en 

resolver la ecuación de flujo a partir de observaciones como las cargas hidráulicas, 

condiciones de frontera e información previa, para estimar los parámetros del acuífero, tales 

como la transmisividad, el coeficiente de almacenamiento y la recarga, entre otros. 

La calibración manual, llamada también técnica directa, consiste en la estimación de los 

parámetros del acuífero, mediante un ajuste por prueba y error. Esta técnica es 

tradicionalmente usada por la mayoría de los modeladores y presenta la principal ventaja de la 

intuición del modelador aplicando la experiencia previa en este tema. La desventaja de utilizar 

aún la calibración manual es la difícil tarea de eliminar tendencias y no considerar todas las 

posibilidades de calibración. 

En cambio la calibración automatizada utilizada por los métodos inversos presenta la ventaja 

de incluir potentes algoritmos numéricos que consideran un amplio rango de valores de 

calibración y revelan la utilidad de las peculiaridades numéricas en la búsqueda de la solución 

óptima. La desventaja es que no se utiliza la intuición o experiencia del modelador sino 

solamente una gran variedad de estadísticos que soportan el rumbo y dirección de la 

calibración. 

Los métodos inversos estiman los parámetros partiendo de un grupo inicial de valores, basados 

en minimizar una función objetivo y en actualizar el nuevo grupo de parámetros a partir del 

análisis de sensibilidad. 

3 
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El objetivo de este trabajo consiste en demostrar la utilidad práctica de los modelos inversos 

en el estudio del agua subterránea, ya que desde hace tres décadas se han desarrollado técnicas 

inversas para la solución de la ecuación gobernante en medios porosos. Para esto se 

implementaron cinco alternativas o escenarios con tres diferentes metodologías, mediante la 

utilización de los paquetes MODFLOWP, PEST y Multiescala, que como base utilizan el 

código MODFLOW 2000. Además se realiza un análisis comparativo de la estimación de 

parámetros (conductividad hidráulica) para el acuífero del Valle de Querétaro. 

El contenido del presente trabajo está estructurado de la siguiente manera: En el capítulo II se 

presenta la construcción del modelo de flujo de aguas subterráneas, resolviendo la ecuación 

gobernante del flujo en medios porosos mediante el método de las diferencias finitas, conocido 

como el Problema Directo. En el capítulo III se plantea el problema inverso en la estimación 

de parámetros, se definen los requisitos de los problemas bien planteados, se describen los 

métodos de parametrización de las propiedades hidráulicas del acuífero, se presenta una 

clasificación de los métodos de solución de los problemas inversos y un resumen de los 

métodos aplicados a casos reales. En el capítulo IV se describen los métodos de solución de la 

función objetivo como son los mínimos cuadrados y máxima verosimilitud, los métodos de 

optimización que utilizan los métodos inversos y el diagnóstico e inferencia estadística 

utilizada en los procesos de estimación de parámetros. En el capítulo V se realiza la aplicación 

al acuífero del Valle de Querétaro para cinco diferentes escenarios y tres diferentes métodos 

de estimación de parámetros. También se presentan los resultados de la calibración para cada 

uno de los cinco escenarios y se comparan con los obtenidos por la empresa Guysa (1996). 

Para finalizar, en el capítulo VI se plantean las conclusiones y recomendaciones sobre el uso 

de los métodos inversos para la estimación de parámetros. 

4 
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2.1. PROBLEMA DIRECTO 

FORMULACIÓN DEL PROBLEMA DIRECTO 

11. FORMULACIÓN DEL 
PROBLEMA DIRECTO 

La mayoría de los modelos de agua subterránea se consideran como modelos de parámetros 

distribuidos, porque este tipo de parámetros son más generales, precisos y apropiados para los 

procesos de planeación y manejo de las aguas subterráneas. Un modelo de parámetros 

distribuidos es descrito por una o varias ecuaciones diferenciales parciales. Este modelo puede 

ser determinístico o estocástico, lineal o no lineal, estable o transitorio. Para resolver el 

problema directo de un sistema se utiliza la simulación numérica. A través de los métodos 

numéricos se generan soluciones aproximadas. Un esquema de solución del problema directo 

se muestra en la figura 2.1. 

r 

---------.:1 L ______ ~S-P-D __ ----~ Entrada q 
f 

u Salida 

Figura 2.1. Esquema de solución del problema directo. 
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donde: 

u = (U¡, U2, ... , Un)T 

r = (r¡, r2, ... , rm)T 

q = (q¡, q2, ... , qk)T 

f 

variables de estado, (carga hidráulica) 

parámetros del sistema, (parámetros fisicos como conductividad 

hidráulica, coeficiente de almacenamiento, recarga, etc.) 

variables de control, (fuentes o sumideros) 

vector función que depende de las condiciones iniciales 

y de frontera 

Existen tres requisitos para que el modelo se aproxime al sistema real: primero, el modelo 

tiene que incluir todos los procesos relevantes a la simulación; segundo, la estructura del 

modelo tiene que asemejarse a la del sistema real y tercero, los valores asignados a las 

variables que controlan los procesos deben ser similares a su contraparte real. 

La identificación de procesos, es la selección de todos los procesos fisicoquímicos y de las 

ecuaciones correspondientes que se consideren relevantes, para ser incluidas en el modelo 

numérico, tales como por ejemplo la ley de Darcy, dispersión de Fick, adsorción lineal y 

difusión, entre otros (Tsang, 1987). 

En la identificació~ de la estructura del modelo, se definen la geometría del modelo y los 

patrones de variación de los parámetros fisicos, como son las zonas de transmisividad, 

geometría y tipo de fronteras, zonas de recarga, ubicación de las fuentes y sumideros, entre 

otros. 

El flujo del agua subterránea puede representarse por una ecuación diferencial parcial que 

incluye las cargas hidráulicas, propiedades del acuífero, los flujos de fuentes o sumideros y los 

flujos en las fronteras. 

Consideremos un modelo de flujo con la siguiente notación simbólica: 

Lh=q (2.1) 

6 
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donde: 

L operador parabólico 

h carga hidráulica (variables de estado) 

q fuente o sumidero (variable de control) 

o bien el Problema Directo asociado: 

<D(K,S) = h == h(K,S) (2.2) 

donde: h=h(x,y,t) K=K(x,y) S=S(x,y) q = q(x,y,t) (2.3) 

<D operador parabólico 

K conductividad hidráulica 

S coeficiente de almacenamiento 

h carga hidráulica 

x,y coordenadas espaciales 

t tiempo 

Para el caso práctico la ecuación más general para flujo transitorio en tres dimensiones para un 

acuífero confinado en un medio heterogéneo y anisotrópico es: 

donde: 

~(K ah)+~(K ahJ+~(K ah)_Q=S ah ax x ax ay y ay az z az s at 

h carga hidráulica, (L) 

Kx, Ky Y Kz componentes de la conductividad hidráulica en la 

direcciones x, y y z, (LIT) 

Q 

Ss 

x,y,z 

t 

fuente o sumidero local por unidad de volumen, (liT) 

coeficiente de almacenamiento específico, (L-1
) 

coordenadas espaciales, (L) 

tiempo, (T) 

7 
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Suponiendo que conocemos las propiedades antes mencionadas, asociadas con los parámetros 

K y S, es posible entonces resolver el modelo de flujo bajo condiciones iniciales y de frontera 

adecuadas, y obtener como respuesta los niveles de agua o altura piezométrica h, que es la 

variable que nos reporta la cantidad de agua disponible en cierto momento. Esto puede 

interpretarse en los siguientes términos: conocida la causa (es decir, los parámetros dados por 

las propiedades del fluido y del medio poroso) podemos conocer el efecto (cantidad de agua 

disponible en el acuífero), y a este escenario se le conoce como Problema Directo. 

Las condiciones iniciales están dadas por el conocimiento de la altura piezométrica en un 

estado de tiempo inicial 1:0: 

(2.5) 

A su vez, las condiciones de frontera representan la interacción hidráulica del acuífero con 

otras componentes del ciclo hidrológico y generalmente son de tres tipos: tipo 1 (Dirichlet), 

tipo 2 (Neumann) y tipo 3 (Cauchy). 

Por lo tanto, el problema directo consiste en la estimación mediante modelación numérica de 

las cargas piezométricas h, dados los valores de la conductividad hidráulica K, el coeficiente 

de almacenamiento S y las fuentes o sumideros Q. 

Tanto el planteamiento de la ecuación de flujo (2.4) con las condiciones iniciales y de frontera, 

como el conocimiento de los parámetros que en ella intervienen, aseguran que el problema 

directo tiene solución única, y que además depende continuamente de la condición inicial, esto 

es, a pequeñas variaciones en hO(x,y) la solución h del modelo varía poco, lo que según Carrera 

(1988), clasifica al problema directo como un problema bien planteado. 

Un problema bien planteado de la fisica - matemática debe satisfacer los siguientes requisitos 

(Sun, 1994): 

8 
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1. Existencia. Existe una función que satisface las ecuaciones gobernantes y las 

condiciones iniciales y de frontera. 

2. Unicidad. Existe sólo una solución al problema. 

3. Estabilidad. La variación de la solución podrá ser arbitrariamente pequeña, a 

condición de que la variación de los datos de entrada (parámetros físicos, 

variables de control, condiciones iniciales y de frontera) sea 

suficientemente pequeña. 

Si alguno de estos requisitos no se satisface, el problema está mal planteado. Está demostrado 

que los problemas directos en la modelación de acuíferos están bien planteados de manera 

natural. Cuando la solución al problema directo se obtiene por un método numérico, la 

computadora sólo proporciona valores de la solución en los puntos nodales, y estos valores 

pueden variar con el tamaño de las celdas y con el tamaño del intervalo de tiempo. Así, puede 

haber numerosas soluciones aproximadas para el problema directo, lo cual no está en 

contradicción con su buen planteamiento, ya que existen esquemas numéric.os utilizados en la 

modelación de acuíferos que han demostrado ser convergentes y estables. Cuando el tamaño 

de las celdas y el tamaño del intervalo de tiempo tienden a cero, todas las soluciones 

aproximadas del problema directo tenderán a la solución verdadera del problema, la cual es 

única (Sun, 1994). 

La discretización de la ecuación 2.4 usando el método de diferencias finitas, para un acuífero 

que es dividido en una malla de celdas, donde se considera el centro de la celda como un nodo 

para el cual se calcula la carga hidráulica, (McDonald y Harbaugh, 1988) esta dada por: 

CR ¡ (h
m 

¡k -hmk)+CR ¡ (h
m 

¡k -h
m

k )+ i,j-- ,k I,J- , I,J, i, j+- ,k I,J+, I,J, 
2 2 

CC ¡ (hm¡ · k -hmk)+CC ¡ (hm¡ . k -h
m

k )+ 
i--,j,k 1- ,J, I, J, i+-,j,k 1+ ,J, I,J, 

2 2 

CV ¡(h
m

k ¡-hmk)+CV ¡(h
m

k ¡-h
m

k )+ i,j ,k- - I,J, - I,J , i,j,k+ - I,J , + I,J, 
2 2 

(2.6) 

hm _ hm-¡ 

P . h m + Q . = Ss . (MI1CI1v') i,j ,k i,j,k 
I, J,k I, J,k I,J,k I,J,k J 1 k t m _ tm-¡ 
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donde: 

hm
k 1,) , carga hidráulica en la celda i,j, k en el paso de tiempo m, (L) 

CR, CC y CV conductancias hidráulicas entre el nodo i,j, k Y el nodo colindante, (L2/T) 

CR conductancia en la dirección de los renglones, CC conductancia en la 

dirección de las columnas y CV conductancia en la dirección vertical. La 

conductancia es un parámetro numérico que representa la resistencia al flujo 

entre la carga hidráulica de una fuente externa próxima a la frontera y el 

dominio del modelo. 

P¡,j,k suma de los coeficientes de carga de los términos fuente y sumidero, (L2/T) 

Q¡,j,k suma de constantes de los términos fuente y sumidero, (L3/T) 

SfJ)c coeficiente de almacenamiento específico, (L-1
) 

Mj ancho de celda de la columnaj en todos los renglones, (L) 

I1C¡ ancho de celda del renglón i en todas las columnas, (L) 

I1Vk espesor vertical de la celda i , j, k, (L) 

t
m tiempo en el paso de tiempo m, (T) 

Esta ecuación constituye la expresión discretizada que se aplica a cada una de las celdas de la 

malla, definiendo así un sistema de ecuaciones simultáneas, el cual se resuelve por medio de 

algún código numérico adoptado para obtener una aproximación de la distribución de cargas. 

La conductancia hidráulica es una combinación de varios parámetros usados en la ley de 

Darcy. Ésta ley define el flujo en una dimensión como lo muestra la figura 2.2, donde se tiene 

un prisma de un material poroso. 

10 



MODELACIÓN INVERSA EN AGUA SUBTERRÁNEA FORMULACIÓN DEL PROBLEMA DIRECTO 

La conductancia, también llamada así, es el producto de la conductividad hidráulica y el área 

de la sección transversal por donde circula el flujo dividida por la longitud de la dirección de 

flujo (en este caso, la distancia entre los nodos adyacentes). 

/ 1 1 
/ 

l , 
A , 

• 
Q • I • • Q 

I 
¡ 
1 / . --------_._----

7 
L 

Figura 2.2. Flujo a través de un material poroso. 

(2.7) 

donde: 

Q flujo volumétrico (L3r l
) 

K conductividad hidráulica en la dirección del flujo (L rl) 

A el área perpendicular a la dirección del flujo (L2
) 

h l -h2 diferencia de la carga hidráulica paralela a la dirección del flujo (L) 

L longitud el prisma paralelo a la dirección del flujo (L) 

Entonces la conductancia hidráulica se define como: 

c= KA 
L 

Por lo tanto la ley de Darcy puede ser escrita de la siguiente manera: 

11 
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En este caso la conductancia hidráulica se define para una ~irección de flujo, pero en un medio 

anisótropo ésta es caracterizada para las tres principales direcciones de la conductividad 

hidráulica, (McDonald & Harbaugh, 1988). 

Las ecuaciones en diferencias finitas en MODFLOW usan conductancias entre los nodos de 

celdas adyacentes. La conductancia horizontal CR y CC son calculadas entre nodos 

horizontales adyacentes. La conductancia vertical CV es calculada asumiendo que los nodos 

se encuentran al centro de la celda y que existen cambios en la conductividad hidráulica 

vertical. 

Es necesano señalar que este método es utilizado por MODFLOW como código 

computacional para resolver el Problema Directo. 
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111. FORMULACIÓN DEL 
PROBLEMA INVERSO 

Cuando se usa el término "problema inverso", es bueno reflexionar e inmediatamente surge la 

pregunta ¿inverso a qué? Según Keller (1976), se pueden considerar dos problemas que son 

inversos uno del otro. Una de las razones principales para diferenciar cual de los problemas es 

inverso al otro, es considerar aquel que se haya estudiado primero o que sea el más sencillo en 

resolver. A este problema se le ha llamado problema directo, y al otro se le llama problema 

inverso. Por ejemplo si se quiere predecir la conducta futura de un sistema físico a partir del 

conocimiento de sus leyes físicas y el estado presente, a este problema, se le llamaría 

"problema directo". Posiblemente "el problema inverso " sería la determinación del estado 

presente del sistema a partir de las observaciones futuras, esto es el cálculo de la evolución del 

sistema en un tiempo atrás o la identificación de parámetros físicos a partir de las 

observaciones de la evolución del sistema, también llamado identificación de parámetros 

(Engl, 1995). 
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3.1. PROBLEMA INVERSO 

Tradicionalmente, el problema inverso ha sido definido como la estimación de los parámetros 

del modelo a partir de las mediciones de cargas hidráulicas. Por lo tanto, el problema inverso 

puede ser igual a la estimación de parámetros, frecuentemente llamada identificación de 

parámetros del modelo. Esto implica asignar valores numéricos a las variables que definen los 

parámetros fisicos. En la figura 3.1 se muestra el esquema de solución de los problemas 

Inversos. 

Entrada u SPI 
----~~ r 

q 

f 

Salida 

Figura 3.1. Esquema de solución del problema inverso. 

donde: 

u = (u}, U2, .. • , Un)T 

r = (rl, r2, ... , rm)T 

q = (ql, q2, ... , qk)T 

f 

variables de estado 

parámetros del sistema 

variables de control 

vector función que depende de las condiciones iniciales y de 

frontera 

El uso de modelos inversos en hidrogeología ha tenido un amplio desarrollo desde finales de 

los 70's. Su utilidad práctica se ha visto limitada por la aparente complejidad característica de 

los modelos numéricos. Sin embargo, tal complejidad es sólo matemática ya que involucran 

modelos conceptuales sencillos acerca del comportamiento de los sistemas acuíferos. 

Existen en la práctica grandes dificultades para construir un modelo de simulación preciso 

para un sistema de agua subterránea (Sun, 1994). Primero, las ecuaciones gobernantes del 

modelo construido pueden no ser una descripción apropiada del sistema original. Segundo, las 

particularidades del sistema, tales como la geometría de la región de flujo, los parámetros 

hidrogeológicos, las condiciones de frontera, los flujos de entrada y de salida, y los términos 

de fuentes o sumideros son dificiles de medir de una forma precisa en el campo. En particular, 
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resulta que los parámetros de conductividad hidráulica y coeficiente de almacenamiento 

dependen del acuífero en estudio, variando notablemente de un acuífero a otro e incluso de 

una zona a otra dentro del mismo acuífero, resultando muy costoso o a veces imposible 

calcular estimaciones de ellos en toda la región. Afortunadamente, las variables de estado de 

un sistema de agua subterránea, pueden ser fácilmente medidas. Estas mediciones, tales como 

los niveles de agua, concentración de solutos, y temperatura son usualmente obtenidos de los 

pozos de observación en distintos puntos, por lo que se plantea usar esta información para 

estimar los coeficientes desconocidos del modelo y así poder caracterizar el acuífero. 

La calibración del modelo incluye el ajuste de la estructura del modelo y de los parámetros del 

modelo y simultáneamente o secuencialmente la relación entrada-salida del modelo, para que 

se ajuste a cualquier excitación-respuesta observada del sistema real. 

Retomaremos el modelo de flujo del capítulo anterior 

Lh=q 

y el problema directo asociado 

<D(K, S) = h 

(3.1) 

(3.2) 

Se plantea entonces lo que se conoce como el Problema Inverso, ahora se conoce el efecto h, y 

se busca la causa (los parámetros K y S) que provocan la solución h. 

(3.3) 

Dadas ciertas observaciones de carga hidráulica h, observaciones obtenidas de mediciones 

realizadas en distintos pozos de observación, se trata de determinar los parámetros que 

reproduzcan dichas observaciones. 

Los enfoques para la solución del problema inverso son clasificados como directos e 

indirectos. Por ejemplo para el caso del agua subterránea, el enfoque directo esta basado en los 

cálculos de la estimación de los parámetros que minimicen los errores de la ecuación de flujo, 

esto es, los errores obtenidos después de sustituir las cargas por sus valores medidos en la 

ecuación de flujo. Los enfoques indirectos están basados en la minimización de cargas 

residuales, esto es, diferencias entre cargas medidas y cargas calculadas. 
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El problema inverso en la modelación de las aguas subterráneas ha sido estudiado 

ampliamente durante más de treinta años, pero el progreso sobre la solución inversa es lento 

comparado con los progresos hechos sobre el problema directo. La dimensión de la simulación 

del modelo depende de la estructura del vector de parámetros desconocidos y de la calidad y 

cantidad del vector de los datos observados. En la práctica las observaciones de campo son 

siempre limitadas y contienen errores. 

Para un acuífero heterogéneo un incremento en la dimensión de la parametrización resultaría 

en un modelo relativamente refinado que produciría mejor ajuste entre las cargas calculadas y 

las observadas; pero cuando los datos son insuficientes, puede ocurrir la sobredeterminación, 

esto es, el número de ecuaciones es más grande que el número de parámetros desconocidos. 

Como es explicado por Yeh & Yoon (1976), y Shah et al. (1978), un incremento en la 

dimensión de la parametrización generalmente va acompañado por un incremento en la 

variancia de los parámetros identificados. Un apropiado nivel de parametrización puede ser 

obtenido a través de un ajuste entre el error residual de mínimos cuadrados y el error normal 

de la covariancia de los parámetros estimados (Y eh & Y oon, 1981). Sin embargo, los valores 

verdaderos de los parámetros y los errores de las observaciones son siempre desconocidos, por 

lo que la dimensión óptima de la parametrización no puede ser encontrada en la práctica. 

Existen vanos enfoques que pueden ser usados para cumplir con la parametrización. El 

método de zonificación es comúnmente usado. Con este enfoque, la región de flujo es dividida 

en un número de zonas. En cada una de las zonas los parámetros desconocidos se suponen 

constantes. Así los parámetros distribuidos desconocidos pueden ser representados por un 

número de constantes (Yeh, 1986). La debilidad de este método es obvia: aunque se cuente 

con información geológica, sin embargo, el dominio del modelo es dificil de dividir en un 

limitado número de zonas. El modelo es resuelto usando análisis de regresión no lineal para 

estimar las propiedades de las zonas. 

En agua subterránea los parámetros estimados en el problema inverso son generalmente las 

propiedades hidro geológicas y las variables dependientes son las cargas hidráulicas. Se asume 

que las variables dependientes son función de la ubicación y del tiempo, pero los parámetros 
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son función solamente de la ubicación, siempre y cuando los acuíferos sean homogéneos e 

isótropicos en la vertical. 

Los métodos de optimización empleados en los problemas inversos, estiman grupos de 

parámetros (K, S) que reproducen las cargas hidráulicas h observadas obteniendo así diferentes 

posibles soluciones. A este tipo de problema de optimización no lineal se le ha llamado 

problema mal planteado. 

3.1.1. Problemas "Bien planteados" 

Cualquier problema inverso, está bien planteado SI satisface los siguientes tres requisitos 

(Carrera, 1988): 

1. Si la solución existe. 

2. Si la solución es única. 

3. Si el problema inverso es estable en el espacio. 

Los dos primeros requisitos aseguran que exista una solución única, hablando estrictamente en 

sentido matemático. El tercer requisito asegura que la solución inversa sea fisicamente 

significativa. Un problema bien planteado depende de la forma del operador inverso utilizado 

(operador lineal no acotado y por lo tanto no continuo) y de la definición de los espacios, de 

los parámetros y de las mediciones. Cuando el tamaño de las celdas y el tamaño del intervalo 

de tiempo tienden a cero, todas las soluciones aproximadas del problema inverso tenderán a la 

solución verdadera del problema, la cual es única. 

Dependiendo de la cantidad y calidad de los datos y de la manera en la cual esté formulado el 

problema inverso puede no satisfacer una o más de estas condiciones. Entonces comúnmente 

se le ha llamado mal planteado, planteado inadecuadamente o planteado impropiamente. 
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3.1.2. Problemas "mal planteados" 

Allison (1979) menciona que la no-unicidad e inestabilidad son comúnmente una propiedad 

interna invariable de los problemas inversos, independientemente de la manera que sean 

planteados. Por lo tanto, el uso de términos como "problemas impropiamente o 

incorrectamente planteados" es de alguna forma engañoso. 

El problema inverso es a menudo mal planteado. Generalmente se caracteriza por la no

unicidad y la inestabilidad de los parámetros identificados. La inestabilidad de la solución 

inversa, proviene del hecho que errores pequeños en las cargas hidráulicas pueden causar 

serios errores en los parámetros identificados. Esto ha desalentado a muchos investigadores a 

trabajar en la estimación de parámetros en aguas subterráneas, conduciendo a varias 

declaraciones acerca de la no identificabilidad intrínseca de los parámetros del acuífero 

(Yakowitz & Duckstein, 1980; Margevicius, 1983; McElwee, 1982). 

Si alguno de los siguientes requisitos no se satisface, el problema está mal planteado. 

Existencia. 

Intuitivamente, la existencia de una solución inversa parece no ser un problema en lo absoluto, 

ya que la realidad física tiene que ser una solución. En la práctica, sin embargo, el error de 

observación de las variables de estado no se puede evitar y, en consecuencia, una solución 

precisa del problema inverso puede no existir. 

Unicidad. 

Distintas combinaciones de condiciones hidrogeológicas pueden conducir a observaciones 

similares de los niveles de agua. Por tanto es imposible determinar con unicidad las 

particularidades de un acuífero observando únicamente las variables de estado, esto es, la no

unicidad del problema inverso ocurre frecuentemente . 
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Estabilidad. 

El requisito de estabilidad es también muy importante para un problema bien planteado. Una 

solución, aunque exista y sea única, no es aceptable si no depende continuamente de los datos 

de entrada, esto es, la variación de la solución podrá ser arbitrariamente pequeña, a condición 

de que la variación de los datos de entrada sea suficientemente pequeña. Se sabe que las 

soluciones directas en la modelación de acuíferos son siempre estables, lo cual ha sido 

demostrado en las matemáticas y es fácil de entender en la fisica. Por ejemplo, cuando los 

parámetros hidráulicos y/o las condiciones de frontera cambian ligeramente, los niveles de 

agua sólo son afectados ligeramente. En contraste, las soluciones inversas en la modelación 

de acuíferos son frecuentemente inestables. 

3.1.3. Parametrización 

Los parámetros, tales como la transmisividad, son funciones continuas de las variables 

espaciales. Para el propósito de identificación, una función continua puede ser aproximada por 

una forma dimensional finita. La reducción de la dimensión de los parámetros se hace por 

medio de una parametrización. 

Parametrización se refiere al caso de cuando algunos de los parámetros fisicos dentro del 

dominio se conocen, y el número de parámetros que van a ser estimados es demasiado grande. 

La parametrización consiste en expresar los valores discretos de los parámetros del acuífero en 

función de un número de variables desconocidas. La necesidad de reducir el número de 

variables estimadas se ve motivada para asegurar la estabilidad del sistema. La 

parametrización puede ser realizada de diferentes maneras, la mayoría de ellas puede ser 

expresada en forma general por: 

(3.4) 
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donde T es la transmisividad del acuífero, F¡ es una función de interpolación y T¡ es el i-ésimo 

parámetro de transmisividad del modelo. 

Una vez que la parametrización ha sido especificada, las técnicas inversas pueden ser 

aplicadas para estimar los parámetros del modelo. Sin embargo, la parametrización es un 

problema por sí mismo. Los parámetros estimados son significativos, en términos de las 

capacidades de predicción, solamente sí la ecuación 3.4 permite aproximarse a reproducciones 

reales del sistema. Así, enfrentamos el problema de como parametrizar óptimamente el 

modelo. 

3.1.4. Métodos alternativos de parametrización 

Método de zonificación. En este caso F¡ es constante o varía en una manera prescrita sobre una 

subregión (zona) del acuífero que comprende una o varias celdas (o elementos) y es cero en 

cualquier otra parte. Así, T¡ puede ser interpretada como la transmisividad de la i-ésima zona. 

Otros investigadores la definen como la región en la cual el flujo se divide dentro de un 

número de subregiones, o zonas, y un valor constante del parámetro es usado para caracterizar 

cada zona. Si la función de transmisividad es desconocida, entonces será representada por un 

número de constantes las cuales son iguales al número de zonas. Trabajos de Coast et al. 

(1970), Emsellem & DeMarsily (1971), Yeh & Yoon (1976), y Cooley (1977, 1979), detallan 

más este método. 

Método de interpolación. Si los elementos finitos son usados como el método de 

discretización, la región de flujo es dividida dentro de un número de elementos conectados por 

un número de nodos. Cada nodo es asociado con una función base local. La función de la 

transmisividad desconocida es entonces aproximada por una combinación lineal de las 

funciones bases, donde la dimensión de los parámetros corresponde al número de valores de 

transmisividad nodales desconocidos. Para más información ver los trabajos de DiStefano & 

Rath (1975), Yoon & Yeh (1976), y Yeh & Yoon (1981). En el contexto de la interpolación 

otros esquemas también han sido usados para aproximar la distribución de la transmisividad, 
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tal como: la interpolación Spline (Sagar et al. 1975; Yakowitz & Noren, 1976), método de 

interpolación polinomial (Garay et al., 1976) y el método de Kriging (Clifton & Neuman, 

1982). La reducción del número de parámetros desconocidos por los parámetros representados 

por una estructura geoestadística como la sugerida por Kitanidis & Vomvoris (1983) puede 

también ser clasificada bajo el método de interpolación. 

El método de interpolación geoestadística de kriging. Provee otro método de parametrización 

(Delhomme, 1979; Neuman & Yakowitz, 1979; Clifton & Neuman, 1982; DeMarsily, 1986), 

en el cual el parámetro distribuido desconocido es determinado por puntos medidos en un 

número de ubicaciones y por una matriz de covariancia. Varios parámetros en la matriz de 

covariancia deben ser identificados. 

Kriging es una técnica de interpolación para autocorrelacionar los datos regionalizados. La 

técnica esta basada sobre las condiciones de sesgo nulo y mínima variancia para la estimación, 

la cual incluye un sistema de ecuaciones lineal para calcular los pesos de los datos. La técnica 

kriging es un interpolador exacto en los puntos donde están dados los datos (Olea, 1975). 

Kriging estima una variancia en cada punto interpolado, estas vananClas estimadas son 

llamadas errores de estimación. Sí se asume que los errores están distribuidos normalmente, 

éstos definen intervalos de confianza para los puntos interpolados (Karlinger & Skrivan, 

1980). Los errores por kriging generalmente son mucho más grandes en las áreas donde los 

datos se encuentran muy dispersos. 

El método inverso estocástico (Dagan, 1982; Kitanidis & Vomvoris, 1983; Rubin & Dagan, 

1987 a,b; Dagan & Rubin, 1988; Wagner & Gorelick, 1989; Sun & Yeh, 1992) consiste en un 

grupo de parámetros desconocidos considerados como un campo estocástico descrito por 

algunos parámetros estadísticos, tales como la media, la variancia y la distancia de correlación. 

En este método el vector de parámetros identificado consiste de solamente pocos parámetros 

estadísticos si el acuífero es básicamente homogéneo. El problema de sobreparametrización 

puede ser evitado, y la solución inversa obtenida por estimación de máxima verosimilitud y 
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cokriging es generalmente estable. La exactitud de la solución inversa depende de la exactitud 

de algunas suposiciones estadísticas y la estructura de las funciones de covariancia. 

Discretización. Se usa este término para representar el caso en el cual los valores discretos de 

transmisividad (sobre todos los elementos) son tomados como parámetros del modelo. Este es 

el método más utilizado comúnmente en los primeros intentos para resolver el problema 

Inverso. 

3.2. CLASIFICACIÓN DE LOS MÉTODOS DE SOLUCIÓN 

Se conocen al menos cuatro métodos para la solución de problemas inversos: los métodos 

indirectos, los métodos directos, los métodos estocásticos y los métodos basados en algoritmos 

genéticos (figura 3.2). 
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Métodos de 
solución de 
problemas 
inversos (SPI) 

Indirectos 

Directos 

Estocásticos 

Criterio de 
mínimos 
cuadrados 

Algoritmos de 
optimización 

Método de 
Gauss-N ewton 

Método de 
Regularización 

Problemas 
inversos 
acoplados 

Criterio de la 
norma Lp 

Criterio de la 
ecuación del 
error y método 
matricial 

Métodos de la 
programación 
matemática 

Basados en Algoritmos 
Genéticos 

{ : 
• 

• 
• 
• 

FORMULACIÓN DEL PROBLEMA INVERSO 

Formación de mínimos cuadrados 
Identificabilidad mediante mínimos 
cuadrados 

Optimización no lineal sin 
restricciones 
Métodos de búsqueda 
Métodos de gradiente 
Métodos Quasi-Newton 

• Criterios de parada 

{: 
{ : 

Método fundamental de Gauss-Newton 
Método modificado de Gauss-Newton 

Coeficientes de sensibilidad 

Problemas regularizados OLS 
Parámetros de regularización 

Definición general de problemas 
inversos acoplados 
Solución de problemas de 
optimización vectorial 
Métodos de inversión 

• Criterio de la ecuación error 
• Método matricial 
• Mal planteamiento en el método 

matricial 
• Procesamiento de datos, cotas y 

parametrización 

• Criterio norma - L 1 Y 
progrll:mación lineal 

• Criterio norma - L2 Y 
programación cuadrática 

• Método de Cuasi-Linealización 

Figura 3.2. Clasificación de métodos de solución de problemas inversos (S un, 1994). 
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Existen solamente dos tipos de criterios de error que han sido usados en la formulación del 

problema inverso para el sistema de parámetros distribuidos. Chaven (1979b) clasifica el 

procedimiento de identificación dentro de dos categorías singulares basadas en el criterio de 

error usado en la formulación. Esta clasificación es intrínsecamente consistente con la de 

Neuman (1973). Así, que los métodos del problema inverso pueden ser clasificados en 

métodos directos e indirectos. 

Los métodos directos minimizan la ecuación residual o el error del balance de masas en los 

nodos, mientras los métodos indirectos minimizan los residuos de las cargas. Los métodos 

directos tienden a ser mucho más eficientes que los métodos indirectos en términos de tiempo 

de cómputo. Por otro lado, los métodos directos requieren del conocimiento de las cargas en 

todos los nodos y pasos de tiempo y no filtran los errores de medición. 

3.2.1. Métodos directos 

Cuando el número de parámetros desconocidos es menor que el número de ecuaCIOnes 

resultantes de la aplicación del método de diferencias finitas o del elemento finito (número de 

nodos en la malla del modelo), es posible utilizar la programación lineal o la cuadrática para 

minimizar alguna función de los residuos en los nodos de la malla, que represente el error de 

balance de masa en cada nodo (Sun, 1994). 

Los métodos directos requieren de valores de las variables de estado en todos los nodos de la 

malla. En la práctica, sin embargo, las variables de estado se miden en sólo algunos pozos de 

observación, y se requiere entonces de algún proceso de interpolación para generar los valores 

distribuidos. En consecuencia, el error de medición de las variables de estado se ve 

incrementado por el error de interpolación. Desafortunadamente, la solución inversa obtenida 

por los métodos directos es muy sensible al error asociado con los datos observacionales, lo 

que ocasiona que esta solución sea generalmente inestable. Por esta razón los métodos directos 

no se utilizan en la práctica (S un, 1994). 
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Chaven (1979b) llamó enfoque directo aquel que trata el modelo de parámetros como 

variables dependientes en un problema inverso de valores en la frontera. 

Como antes se mencionó, si las cargas fueran conocidas, la ecuación de flujo, podría ser vista 

como una ecuación diferencial parcial de primer orden sobre los parámetros del acuífero. Con 

las condiciones de frontera apropiadas, tal ecuación podría ser resuelta directamente para los 

parámetros del modelo. De hecho, los primeros intentos para resolver el problema inverso 

siguieron este enfoque con ligeras variaciones (Stallman, 1956; Nelson, 1960, 1961 Y 1962). 

Estos autores fueron los primeros en mencionar los problemas de inestabilidad durante la 

estimación de las transmisividades del acuífero. Esto condujo a reducir la dimensión de los 

parámetros relativos al número de nodos en las ecuaciones de balance de masa. 

Si las variaciones de las cargas y las derivadas (generalmente estimadas) son conocidas en 

toda la región del flujo y si los errores en las mediciones son insignificantes, la ecuación 

original gobernante se transforma en una ecuación diferencial parcial de primer orden de tipo 

hiperbólica en términos de los parámetros desconocidos. Con la ayuda de las condiciones de 

frontera y datos de flujo, es posible obtener una solución directa para los parámetros 

desconocidos. En la práctica los pozos de observación están distribuidos en forma arbitraria y 

sólo existe un número limitado de pozos de observación para la formulación del problema 

inverso por el criterio del error de la ecuación, los datos faltantes (observaciones) tienen que 

ser estimados por interpolación. Los datos interpolados contienen errores de interpolación. Si 

los datos interpolados con las observaciones, los cuales también contienen ruido, son 

substituidos dentro de la ecuación gobernante, se obtendrá un término de error. Tal error es 

llamado error de la ecuación. El error es entonces minimizado mediante la adecuada selección 

de los parámetros. Para minimizar la inestabilidad y no-unicidad, se requieren condiciones de 

regularización. Modelos basados en éste tipo de criterios se muestran en la tabla 3.1. 
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Tabla 3.1. Modelos de identificación de parámetros - criterio del error de la ecuación. 

CONDICIONES 
APLICABLES 

Dos o tres 
dimensiones 

confinado/libre 
estado permanente 

Dos o tres 
dimensiones 

confinado/libre' 

estado transitorio 
Dos o tres 

dimensiones 
confinado 

estado transitorio 

Dos dimensiones 
estado permanente 

y transitorio 

Dos dimensiones 
confinado 

estado permanente 

Dos dimensiones 
confinado 

estado permanente 
anisotrópico 

Dos dimensiones 
estado transitorio 

isotrópico, 
anisotrópico 

Dos dimensiones 
confinado 

estado transitorio 
Dos dimensiones 

confinado 

estado transitorio 
Dos dimensiones 

confinado 

estado transitorio 

Dos dimensiones 
confinado 

estado transitorio 

NOTA: 

MÉTOoo PARÁME1ROS 
INFORMACION PROCEDIMIENTO 

NUMÉRICO IDENTIFICADOS 
INICIAL O DE SOLUCIÓN 

RESlRICCIONES INVERSA 

diferencias 
finitas 

K,T 

condiciones de 
método de disipación 

K,T frontera de 
de energía 

permeabilidad 

T,S programación lineal 

suavizado de los norma de minimización 
T, S, Q 

parámetros del error del flujo 

T, conocida a lo 
largo de una línea 

elemento finito T que atravieza en matriz inversa 
todas las lineas de 

corriente. 

parámetros con 
programación lineal 

elemento finito Tx, Ty límites inferior y 
pararnétrica 

superior 

Tx, Ty 

S,Q aproximación 
algebraica 

diferencias prograrnción lineal o 
finitas 

T, S, Q 
cuadrática 

diferencias 
limitaciones en la integración directa de la 

finitas 
T,S variabilidad local de ecuación diferencial 

T parcial P.D.E. 

minimización de una 
diferencias 

T,S 
estimaciones función objetivo 

finitas iniciales cuadrática con función 
penalización 

diferencias inversión de la matriz 
finitas 

T 
generalizada 

K, conductividad hidráulica 
S, coeficiente de almacenamiento Q 

T. transmisividad 

fuente o swnidero 
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3.2.2. Métodos indirectos 

El procedimiento indirecto para la resolución del problema inverso hace uso de algún criterio 

de estimación, o función objetivo, como medida de la diferencia entre los valores observados y 

los simulados de las variables de estado. El criterio más utilizado en la práctica es el de 

Mínimos Cuadrados Ponderados. Dado que los modelos de flujo y de transporte de solutos son 

no lineales en sus parámetros, los métodos indirectos requieren de algún algoritmo de 

optimización no lineal para encontrar los valores de los parámetros del modelo que minimizan 

la función objetivo (Sun, 1994). 

La filosofía del enfoque indirecto es completamente diferente al del enfoque directo. Mientras 

el último minimiza la ecuación de residuos, el primero minimiza el residuo de las cargas. Ya 

que la relación entre las cargas y los parámetros del modelo es no lineal, los algoritmos 

indirectos son iterativos por naturaleza. Varios enfoques han sido seguidos para asegurar el 

ajuste entre las cargas observadas y las cargas calculadas. Y se pueden clasificar como 

empíricos, filtros extendidos de Kalman y minimización de una función objetivo. 

El criterio del error de salida, también llamado enfoque indirecto, es generalmente la 

minimización de una norma de la diferencia entre cargas observadas y calculadas en puntos de 

observación especificados. La principal ventaja de este enfoque es que la formulación del 

problema inverso es aplicada a la situación donde el número de observaciones es limitado y 

esto no requiere diferenciación de los datos medidos. Una desventaja de este enfoque es que la 

minimización es usualmente no lineal y a menudo no convexo. Varios algoritmos de 

optimización han sido usados para ejecutar la minimización. En general, un algoritmo 

comienza desde un grupo de estimaciones iniciales de los parámetros y se mejora en una 

manera iterativa mientras la respuesta del modelo del sistema es suficientemente cercana a las 

observaciones. Estudios de este tipo de modelos de identificación de parámetros son 

mostrados en la tabla 3.2. 
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Tabla 3.2 Modelos de identificación de parámetros - criterio del error de salida. 

CONDICIONES MÉTODO PARÁMETROS 
INFORMACION 

APLICABLES NUMÉRICO IDENTIFICADOS 
INICIAL O 

RESTRICCIONES 
Dos dimensiones 

diferencias 
confmado 

finitas 
T,S 

estado transitorio 

Dos dimensiones 
diferencias 

confmado 
finitas 

T,S 

estado transitorio 

Dos dimensiones 
diferencias 

libre 
finitas 

K,S 

estado transitorio 

Una dimensión 
diferencias 

libre 
finitas 

D 
estado transitorio 

Dos dimensiones 

diferencias 
parámetros sobre la 

finitas 
K, (J frontera superior 

estado transitorio inferior 

Una dimensión diferencias 
acuífero filtrante finitas 

T, S, (K'Ib') 

Dos dimensiones diferencias K, (J 
estado transitorio finitas 

Dos dimensiones 
diferencias 

parámetros sobre la 

finitas 
K, (J frontera superior 

estado transitorio inferior 

Una dimensión 

libre 
diferencias 

finitas 
D 

estado transitorio 

Una dimensión 
diferencias fronteras superior e 

confmado 
finitas 

D 
inferior fuerza lineal 

estado transitorio 

Dos dimensiones 

confmado elemento finito T estructura de fuerzas 

estado transitorio 

Una dimensión 
diferencias 

media, matriz de 

fmitas 
K, (J covariancia de 

parámetros 

Dos dimensiones parámetros sobre la 

confinado elemento finito K frontera superior 

estado transitorio inferior 

NOTA: 

T, transrnisividad t/i, porosidad 
S, coeficiente de almacenamiento Q, fuente o sumidero 
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PROCEDIMIENTO 
DE SOLUCIÓN REFERENCIA 

INVERSA 

J acquard y J ain, 
Gauss-Newton 

(1965) 

Jahns, 
Gauss-Newton 

(1966) 

Maximum principie in 
Vemuri y Karplus, 

conjuntion witb steepest 
(1969) 

descent Metbod 

Yeh y Tauxe, 
Quasilinearlization 

(1971 ) 

Gauss- Newton, el tamaño 
del paso es determinado Thomas el al. , 

por interpolación (1972) 

cuadrática 

Mariño y Yeh, 
Quasilinearlízation 

(1973) 

Steepest descent and 
conjugate gradient 

Chen el al. (1974) 

Chavent el al ., 
Steepest descent 

(1975) 

Quasilinearlization; 
maximum principie; 

Yeh, 
gradient; influence 

(1975a) 
coefficient programation 

lineal 

Yeh, 
programación cuadrática 

(1975b) 

Distefano y Ratb, 
Quasilinearlization 

(1975) 

gradiente conjugado, Gavalas, el al., 
Gauss-Newton, Marquardt (1976) 

Gauss-Newton con 
YoonyYeh, 

gradiente de proyección de 
(1976) 

Rosen 

K, conductividad hca. 
D, difusividad 



MODELACIÓN INVERSA EN AGUA SUBTERJUNEA FORMULACIÓN DEL PROBLEMA INVERSO 

Cont. Tabla 3.2 Modelos de identificación de parámetros - criterio del error de salida. 

CONDICIONES MÉTODO PARÁMElROS 
INFORMACION 

APLICABLES NUMÉRICO IDENTIFICADOS 
INICIAL O 

RESTRICCIONES 
Dos dimensiones 

diferencias 
parámetros sobre la 

libre T frontera superior 
fmitas 

estado transitorio inferior 

Dos dimensiones 

estado permanente elemento finito K, Q, flux 

Una dimensión 
media y covariancia de 

ifJ,k 
la matriz de parámetros 

Dos dimensiones estimación de 
elemento fmito T parámetros sumados al 

estado permanente objetivo 

Dos dimensiones T estimación de 
elemento fmito parámetros sumados al 

estado permanente objetivo 

Dos dimensiones 
diferencias 

parámetros sobre la 
confinado 

finitas 
T frontera superior 

estado transitorio inferior 

Dos dimensiones estimación de 

elemento fmito K, Q,flux 
parámetros con o sin 

confiabilidad sumados 
estado permanente 

al objetivo 

mediciones de 
K permeabilidad y cargas 

estado permanente hidráulicas 

Dos dimensiones 

confmado elemento fmito K 

estado transitorio 

Dos dimensiones 
diferencias mediciones de 

finitas 
T 

transmisividad y cargas 
estado permanente 

Dos dimensiones 

confinado elemento finito T 
estado transitorio 

Dos dimensiones 
solución mediciones de 
analítica 

T 
transmisividad y cargas 

estado permanente 

Dos dimensiones 
diferencias mediciones de 

estado permanente 
finitas 

T 
transmisividad y cargas 

infiltración incluida 

NOTA: 

T, transmisividad ; , porosidad 
S, coeficiente de almacenamiento Q, fuente o sumidero 
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PROCEDIMIENTO 
DE SOLUCIÓN REFERENCIA 

INVERSA 
Gauss-Newton con 

gradiente de proyección de 
YehyYoon, 

(1976) 
Rosen 

Gauss-Newton modificado 

(regresión no lineal y 
Cooley, 

linealización) 
(1977) 

Shah, et al., 
Gauss-Newton 

(1978) 

Neumany 
Newton-Raphson Yakowitz, 

(1979) 

Neuman, 
Gradiente conjugado 

(1980) 

Gauss-Newton con 
YehyYoon, 

gradiente de proyección de 
(1981) 

Rosen 

Gauss-Newton modificado 
(regresión no lineal y 

Cooley, 
(1982) 

linealización) 

Máxima verosimilitud y 
Kitanidis y 

K.riging 
Vomvoris, 

(1983) 

Gauss-Newton con Sadeghipour y 

gradiente de proyección de Yeh, 

Rosen (1984) 

Hoeksema y 

Cokriging Kitanidis, 

(1984) 

Gauss-Newton Sun y Yeh, (1985) 

Media Condicionada Dagan, 

Gaussiana (1985) 

Hoeksemay 
Kitanidis, 

(1985) 

K, conductividad hca. 

D, difusividad 
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Métodos empíricos. La idea básica del método es la de resolver la ecuación de flujo 

recursivamente usando parámetros del modelo modificados en cada iteración, según algunas 

reglas empíricas, a fin de mejorar el ajuste entre las cargas medidas y calculadas. Un enfoque 

común es modificar las transmisividades para asegurar que el gradiente calculado es igual que 

el medido. Una cuidadosa descripción del método para estimar T en estado permanente es 

dada por Ponzini & Lozej (1982). Kruger (1961) y Scarascia & Ponzini (1972) siguen un 

enfoque similar. 

Filtros extendidos de Ka/man. En este método, la teoría clásica del filtro de Kalman se utiliza 

al incluir las cargas y los parámetros del modelo, como variables de estado. Aquí es donde se 

definen las ecuaciones de estado y el modelo de observación. 

Minimización de una función objetivo. Es el enfoque más común para resolver el problema 

inverso y consiste en definir una función objetivo que mida el tamaño de los residuos de las 

cargas. De esta manera, la minimización de la función objetivo conduce a los valores 

resultantes de las diferencias entre las cargas medidas y calculadas. 

El criterio más común para minimizar los errores es utilizando la función objetivo de mínimos 

cuadrados definida como: 

(3.5) 

Sí E(P2) < E(PI) se concluye que P2 es mucho mejor que PI, y se puede fijar una tolerancia de 

error E > O. Sí el valor estimado E(P) < E, entonces el procedimiento se para y el valor es 

aceptado como la solución al problema inverso, con esta aproximación la solución inversa 

puede ser determinada por un problema de optimización, donde se debe encontrar un estimado 

de p que sea elemento del grupo admisible de parámetros desconocidos, esto es: 

E(P) = minE(p) (3.6) 
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El problema se resuelve por medio de una subrutina de programación no lineal, en otras 

palabras el problema inverso es resuelto indirectamente a través de la solución del problema 

directo. 

Una ventaja del método indirecto es la capacidad de resolver el problema inverso rápidamente 

por medio de computadoras sin la participación humana. Además se puede encontrar un grupo 

de parámetros, que tenga el mejor ajuste, resolviendo el problema de optimización. 

La mayoría de las metodologías reportadas para minimizar la función objetivo son similares y 

están basadas en el método de Gauss-Newton o el método del Gradiente Conjugado. 

Variaciones sobre los métodos de Gauss-Newton para tomar en cuenta las fronteras superior e 

inferior en los parámetros del modelo han sido reportados por: Thomas et al., 1972; Y oon & 

Yeh, 1976; Yeh & Y oon, 1976 y 1981. Algunos de los últimos autores utilizaron la 

interpolación con los elementos finitos para la parametrización. La interpolación Spline fue 

propuesta por DiStefano y Rath (1975). Otros métodos, diseñados para mejorar la velocidad 

de convergencia, incluyen regresión Ridge (Cooley, 1977, 1979) y el método de Marquardt 

(Cooley, 1982, 1983(a,b), 1985). 

3.2.3. Métodos estocásticos 

Las formulaciones estocásticas del problema inverso hacen énfasis en la captura de la 

variabilidad espacial del campo de transmisividades. Las formulaciones estocásticas son 

aquellas que se dirigen a estimar directamente log-transmisividades en todos los puntos del 

acuífero. 

Neuman, (1982) propuso usar kriging para obtener estimaciones previas de log-transmisividad 

a través del acuífero, estas pueden ser impuestas por minimización de una función objetivo. 

Un enfoque alternativo ha sido propuesto por Kitanidis & Vomvoris (1983). Ellos ponen más 

énfasis sobre la caracterización estadística del campo de log-transmisividad y usan los datos 

de las cargas para ayudar a tal propósito. 
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3.2.4. Algoritmos genéticos 

Los algoritmos genéticos (Goldberg, 1989) son una herramienta robusta de optimización que 

pueden ser usados para resolver un amplio abanico de problemas de forma eficiente y precisa. 

Son tres operadores básicos los que dirigen la búsqueda en los algoritmos genéticos. La 

función de selección predispone la búsqueda hacia soluciones prometedoras. La calidad de 

cada parámetro viene dada por la función de amplitud, que será específica al problema que se 

tenga. Las funciones de cruzamiento y mutación introducen variación al combinar el conjunto 

actual de soluciones prometedoras. 

Un algoritmo genético (Goldberg 1989) desarrolla una población de soluciones potenciales 

con vistas a resolver un problema dado. La primera población de soluciones se genera 

aleatoriamente. Se usa una medida de calidad de las soluciones, expresada de forma usual en 

forma de una o múltiples funciones, para seleccionar las mejores soluciones de la población 

actual. Las soluciones seleccionadas pasan por los operadores de mutación y cruzamiento para 

crear una población de nuevas soluciones. El proceso se repite hasta que los criterios de 

terminación especificados por el usuario se cumplen. 

Los algoritmos genéticos se han aplicado de forma exitosa en un buen número de áreas entre 

ellas tenemos diseño e ingeniería, planificación y aprendizaje artificial. 
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IV. ASPECTOS TEÓRICOS 
DE LOS MÉTODOS 

DE MODELACIÓN INVERSA 
MEDIANTE REGRESIÓN NO LINEAL 

4.1. FUNCIÓN OBJETIVO DE MÁXIMA VEROSIMILITUD Y FUNCIÓN OBJETIVO 
DE MÍNIMOS CUADRADOS PONDERADOS 

La función objetivo es una medida de ajuste entre los valores simulados y las observaciones 

generadas por la regresión. El propósito de la regresión es calcular los valores de los 

parámetros definidos que minimizan la función objetivo; los valores resultantes se dice que 

son los "óptimos", "optimizados" o "estimados por regresión". 

La función objetivo de máxima verosimilitud ha sido utilizada para estimar los parámetros en 

los problemas de agua subterránea (Carrera & Neuman, 1986a). La función objetivo de 

máxima verosimilitud es utilizada para calcular estadísticos los cuales pueden ser comparados 

con diferentes modelos. 
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La función objetivo de máxima verosimilitud es desarrollada para considerar la naturaleza 

aleatoria de las observaciones. Esta naturaleza aleatoria es una consecuencia de 

conceptualización de la medición del error cuando se considera una función de distribución 

normal. Si Y es el vector de la variable aleatoria conjuntamente distribuida de la cual y es una 

realización, la función de distribución de probabilidad conjunta, f~ (~), depende del modelo 

verdadero y de los valores verdaderos de los parámetros. Para el propósito de la estimación de 

parámetros para un modelo dado, se considera la función de distribución de probabilidad 

conjunta condicionada sobre un grupo particular de parámetros, f~ (~I~ ). Esta función de 

distribución de probabilidad conjunta nos da una idea de cómo ocurriría la probabilidad de 

diferentes grupos de posibles observaciones, dados los valores de los parámetros b . Un 

requisito de los valores estimados es que maximicen la probabilidad de obtener las 

observaciones, y. Este requisito es impuesto según la definición de la función objetivo 

utilizando la función de verosimilitud, { ~I~), la cual es definida como: 

(4.1) 

Si los errores verdaderos se incluyen en la función de verosimilitud conjunta, y se considera 

una distribución normal, la función queda de la siguiente manera (Brockwell & Davis, 1989): 

( 1) ( 
1 )ND/2 -1/2 {1 } 

1 ~~ = 27t 1~(91 exp -2~T (~(~)rl ~ (4.2) 

donde 

e = y-y' (4.3) 

y' es una función de b y ND es el número de observaciones 
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(4.4) 

S2 es la variancia, e es el vector residual y, ro es la matriz de ponderación 
- -

Reemplazando ~~), tomando logaritmo natural, y multiplicando por -2 produce la función 

objetivo por máxima verosimilitud: 

(4.5) 

El objetivo es determinar el parámetro estimado que minimice la ecuación anterior. 

Para cualquier modelo con un grupo de observaciones y la matriz de ponderación definida 

utilizando el procedimiento de estimación de parámetros, y además los términos ND, 0'2 Y ro 

sean constantes, se llega a la ecuación de la función objetivo por mínimos cuadrados: 

T 
S(b) = e roe (4.6) 

La siguiente ecuación representa la función objetivo de mínimos cuadrados ponderados st~): 

(4.7) 

donde: 

b vector que contiene los valores de los NP parámetros que están siendo estimados 

ND número de observaciones 

NPR número de valores de información previa 
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NP número de parámetros estimados 

i - ésima observación ajustada por regresión 

valor simulado que corresponde a la i -ésima observación (es función de b) 

P -ésima estimación previa incluida en la regresión 

P -ésima del valor simulado (restringido a funciones lineales de b ) 

peso de la i -ésima observación 

peso de la P- ésima estimación previa 

Los valores simulados que se relacionan con las observaciones son de la forma y;(b)=f(b,~¡} 

en donde Si son variables independientes tales como ubicación y tiempo; la función puede ser 

no lineal en b y Si' Usualmente los problemas complejos requieren de una solución 

numérica y la función es en realidad un modelo numérico. 

Los valores simulados relacionados con la información previa generalmente se restringen a la 

forma P'P~~)= ¿apjbj , que son funciones lineales de ~. La mayoría de las ecuaciones de 

información previa tienen sólo un término con un coeficiente igual a 1.0, de modo que su 

contribución a la función objetivo es simplemente la diferencia entre el valor de información 

previa (o valor previo) de un parámetro y su valor estimado. Se requieren términos adicionales 

cuando la información previa está relacionada con una función lineal que incluye más de un 

parámetro. Por ejemplo, si se estiman las recargas estacionales y se tienen mediciones de la 

recarga anual, entonces el valor de Pp representa la recarga anual y los términos de la 

sumatoria son las recargas estacionales; o si se estiman los coeficientes de almacenamiento (o 

transmisividad) para dos capas del modelo y en una prueba de bombeo se midió el coeficiente 

de almacenamiento (o transmisividad) combinado, entonces el valor de Pp es igual al 

coeficiente de almacenamiento (o transmisividad) obtenido de la prueba de bombeo y la 

sumatoria incluye términos para el coeficiente de almacenamiento (o transmisividad) de las 

capas individuales del modelo. 
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A las diferencias ~i -Y'it~)J Y lpp -P'pt~)J se les llaman "residuos", y representan el ajuste 

de los valores simulados a las observaciones. Los residuos ponderados se calculan como 

ro//2~i -Y'i~)J y ro//2lpp -p'p(~)J y representan el ajuste de la regresión en el contexto de la 

ponderación otorgada a los residuos. 

En la ecuación (4.7) se utilizó una matriz simple de ponderación diagonal con el fin de escribir 

esta ecuación en términos de sumatorias en lugar de utilizar una notación matricial. De modo 

más general, la ponderación requiere de una matriz completa, y la ecuación (4.7) queda de la 

siguiente manera: 

(4.8) 

en donde la matriz de ponderación, ro, y los vectores de los valores observados y simulados, 

y y Y'(~), incluyen tanto las observaciones como la información previa, y e es un vector de 

residuos. 

Los parámetros en el vector b de la ecuación (4.7) pueden ser directamente los valores 

originales relevantes al sistema, o pueden ser las transformaciones logarítmicas de los valores 

originales. La transformación logarítmica puede hacer que el problema inverso converja más 

fácilmente, y evita que los valores de los parámetros estimados sean negativos. 

Cuando hay información previa en el valor de un parámetro log-transformado, solamente un 

parámetro se puede incluir en la información previa (un término en la sumatoria), y el 

estadístico especificado se relaciona con el logaritmo base 10 del parámetro. 
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Así, para el proceso de optimización de la función objetivo de máxima verosimilitud es igual a 

la función objetivo de mínimos cuadrados. MODFLOW utiliza este método de solución en su 

algoritmo de cálculo. 

4.2 MÉTODO MODIFICADO DE OPTIMIZACIÓN GAUSS-NEWTON 

El método de optimización Gauss-Newton es una forma de regresión lineal estándar, y el 

método es modificado para agregar la intervención de un parámetro Damping y un parámetro 

Marquardt. El método modificado esta basado en regresión no lineal. 

El método modificado de optimización Gauss-Newton es visto con mayor detalle por 

(Himmelblau, 1972; Bard, 1974; Beck & Amold, 1977; Cooley, 1983b; Cooley & Naff, 1990; 

Hill, 1994 y 1998). 

Una de las diferencias entre regresión lineal y regresión no lineal es que en la primera los 

valores de los parámetros son estimados resolviendo el sistema de ecuaciones normales una 

sola vez, mientras que en la regresión no lineal es un proceso iterativo, el que se lleva a cabo 

mediante una secuencia de datos de los parámetros calculados, resolviendo un sistema de 

ecuaciones linealizadas una vez para cada parámetro. 

La regresión no lineal es usada cuando los valores simulados son no lineales con respecto a los 

parámetros que están siendo estimados. Esto es común en los problemas de agua subterránea, 

como en los temas discutidos por Hill (1992) y Sun (1994), y en general en otros sistemas. La 

no-linealidad en los modelos produce importantes complicaciones para la regresión y ha sido 

un tema de considerables investigaciones en diversos campos. 

Las ecuaciones normales y el proceso iterativo para el método modificado de optimización 

Gauss-Newton usado en MODFLOW (Hill, 1998) pueden ser expresados como: 
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donde 

úJ 

C 

1 

Pr 

(C T T -1 T T ' 
_ X rúJXrC+lmr)C ªr =C X rúJ(Y- y (!z.J) (4.9) 

(4.1 O) 

contador del número de iteraciones para la estimación del parámetro 

matriz de sensibilidad evaluada en el parámetro estimado !z.r 

matriz ponderada o matriz de pesos 

estimador simétrico de la matriz de información de Fisher, es una matriz 

cuadrada de NP por NP y es usada para calcular los estadísticos 

r T ]-1 /2 
matriz diagonal escalada con elementos C.ü igual a l(X úJX) Ji ' la cual 

produce una matriz escalada con el número de condiciones lo más pequeño 

posible (Forsythe & Strauss, 1955; Hill, 1990) 

vector con el número de elementos igual al número de parámetros estimados 

matriz identidad de dimensión NP 

parámetro Marquardt (Marquardt, 1963) 

parámetro Damping (o de amortiguamiento) 

El parámetro Marquardt es usado para mejorar el funcionamiento de la regresión para los 

problemas mal planteados (Theil, 1963; Seber & Wild, 1989). 

El valor del parámetro de amortiguamiento, Pr, puede variar de 0.0 a 1.0 y modifica todos los 

valores del vector ªr por el mismo factor. El parámetro Damping es usado por dos razones: 1) 

para asegurar que los valores absolutos de los cambios de los parámetros sean todos menores 

que un valor especificado por el usuario, 2) para las oscilaciones damp que ocurren cuando los 

elementos en ªr Y dr-I definan direcciones opuestas (Cooley, 1993). 
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4.3. DIAGNÓSTICO E INFERENCIA ESTADÍSTICA 

Un aspecto importante en el uso de la regresión no lineal es la utilidad de la estadística que 

puede ser generada durante el proceso, y que es usada para medir la cantidad de informac;ión 

aportada por los datos y además para identificar los posibles errores del modelo, o para inferir 

la incertidumbre con la cual los valores son calculados. La estadística también puede ser usada 

para determinar que aspectos del modelo son importantes. 

La inferencia estadística la realiza tanto MODFLOWP como PEST, además este último 

despliega esta información en una forma gráfica fácil de apreciar, donde también se lleva 

acabo un análisis de sensibilidad para cada parámetro con respecto a las observaciones. 

4.3.1. Estadísticos para el análisis de sensibilidad 

Matemáticamente hablando la sensibilidad es igual a la derivada de un valor simulado, y', 

asociado a una observación, y, con respecto a un parámetro, b. Una sensibilidad es calculada 

para cada observación con respecto a cada parámetro. 

ay' 
ab 

(4.11) 

Yeh (1986) demostró que cuando el número de derivadas es más grande que el número de 

parámetros, entonces las derivadas podrían ser calculadas más eficientemente utilizando el 

método ecuación de sensibilidad. El método de ecuación de sensibilidad es utilizado para 

calcular las derivadas requeridas para el método modificado de optimización Gauss-Newton. 

y cuando el número de derivadas es menor o igual al número de parámetros entonces el 

método del estado adjunto es más eficiente. Por lo tanto el método del estado adjunto es 

utilizado para calcular las derivadas requeridas por el método de optimización de dirección 

conjugada. El método de optimización de dirección conjugada es discutido por Himmelblau 

(1972), Neuman (1980, 1982), Cooley (1985), Carrera & Neuman (1986b) y Hill (1994). 
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4.3.1.1 Método ecuación sensibilidad 

Los coeficientes de sensibilidad son la derivada parcial de la carga hidráulica con respecto a 

cada uno de los parámetros. En el algoritmo del método de Gauss-Newton, los elementos de la 

matriz del Jacobiano están representados por los coeficientes de sensibilidad. El método de 

ecuación sensibilidad es uno de los métodos utilizados para evaluar los coeficientes de 

sensibilidad. 

En este método, un grupo de ecuaciones de sensibilidad se obtienen tomando la derivada 

parcial con respecto a cada parámetro en la ecuación de flujo y en las condiciones iniciales y 

de frontera (Willis & Yeh, 1987). 

Las sensibilidades para diferentes parámetros pueden variar dependiendo de los valores de las 

cargas hidráulicas y también de un parámetro a otro hasta en varios ordenes de magnitud. 

Cuando se está utilizando una solución iterativa, el criterio de convergencia especificado para 

las cargas hidráulicas necesita ser adaptado para cada parámetro. 

4.3.1.2 Sensibilidades escaladas adimensionales 

Cuando se utiliza una matriz de ponderación, las sensibilidades escaladas adimensionales 

(Hill, 1992) se calculan como: 

(
ay.¡ J 1/2 ss .. = - b.w .. 

IJ ab o J 11 
J 

(4.12) 

donde 

sensibilidades escaladas 

valor simulado asociado con la i-ésima observación 

j-ésimo parámetro estimado 
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b 

W¡¡ 

sensibilidad del valor simulado asociado con la i-ésima observación con 

respecto alj-ésimo parámetro, y es evaluada en b 

vector que contiene los valores de los parámetros en los cuales las 

sensibilidades son evaluadas. Como el problema es no lineal con respecto a 

muchos de los parámetros de interés, el valor de la sensibilidad será diferente 

para los distintos valores de b 

peso de la i-ésima observación 

Sensibilidades escaladas similares fueron empleadas por Harvey et al., (1996). Estas 

sensibilidades escaladas son cantidades adimensionales que pueden ser usadas para comparar 

la importancia de diferentes observaciones para la estimación de un parámetro en particular o 

la importancia de diferentes parámetros para el cálculo de un valor simulado. En ambos casos, 

a grandes valores absolutos les corresponde una mayor importancia. 

4.3.1.3 Sensibilidades escaladas compuestas 

Las sensibilidades escaladas compuestas son calculadas para cada parámetro utilizando las 

sensibilidades escaladas para todas las observaciones, e indican la cantidad total de 

información que proporcionan las observaciones para la estimación de un parámetro. La 

sensibilidad escalada compuesta para el j-ésimo parámetro, CSSj, es calculada como (Hill, 

1992; Anderman et al., 1996; Hill et al., 1998). 

[ 
ND ]112 

CSS j = ~ (ss ij y I b / ND (4.13) 

donde ND es el número de observaciones que se utilizan en la regresión y la cantidad en 

paréntesis es igual a las sensibilidades escaladas. 
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La sensibilidad escalada compuesta fue derivada desde un estadístico similar usado por 

Cooley (1998). La sensibilidad escalada compuesta es función de la disposición de los puntos 

de observación y de la precisión de las observaciones, pero es independiente de los valores 

observados y además al grado de ajuste del modelo. 

4.3.1.4 Sensibilidades escaladas uno porciento 

Las sensibilidades adimensionales son necesarias para comparar la importancia de diferentes 

tipos de observaciones para la estimación de los valores de los parámetros, para otros 

propósitos esto es útil para tener cantidades dimensionales. Las sensibilidades escaladas uno 

porciento son calculadas como: 

. b . 
dss .. = ay; _J 

IJ ab o 100 
J 

(4.14) 

y aproximadamente igual a la cantidad que el valor simulado podría cambiar si el valor del 

parámetro es incrementado uno porciento. 

Las sensibilidades escaladas uno porciento no pueden ser usadas para formar un estadístico 

compuesto porque generalmente tienen diferentes unidades. La omisión del peso tiene la 

ventaja de que las sensibilidades escaladas uno porciento se pueden calcular fácilmente para 

cualquier cantidad simulada sin tener que asignar el peso. 

Los planos resultantes de sensibilidad escalada uno se usan para identificar en donde sería más 

importante contar con observaciones adicionales de carga hidráulica para la estimación de 

diferentes parámetros y para comparar a través de la región del modelo la sensibilidad de las 

cargas hidráulicas hacia los diferentes parámetros. 
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4.3.1.5 Sensibilidades escaladas de predicción 

Las sensibilidades se pueden calcular para predicciones simuladas como (dZ'1 J donde Z'I es 
db j 

la predicción simulada. Estas sensibilidades indican la importancia de los valores de los 

parámetros para estas predicciones y pueden ser escaladas para producir estadísticos que 

permitan comparar la importancia relativa de los diferentes parámetros. Las sensibilidades 

escaladas de predicción son calculadas como: 

pSSj = (dZ'1 J(~J(l~O) 
db j 100 Z 1 

(4.15) 

Una utilidad de resultados escalados en un estadístico que indica el porcentaje de cambio en la 

predicción producido por uno porciento de cambio en el valor del parámetro. 

Un diferente escalado es necesario cuando Z'I = 0.0 o si el cambio en la cantidad relativa 

predictiva, tal vez, un límite regulatorio, es de mayor interés, en tales circunstancias las 

sensibilidades escaladas predictivas pueden ser calculadas como: 

ss . = (dZ'1 J(~J(lOO) 
p J db. 100 a 'l 

J 

(4.16) 

El resultado estadístico es el cambio en la predicción causada uno porciento de cambio en el 

valor del parámetro expresado como un porcentaje de al ' El valor usado para al sería un 

límite regulatorio u otro número que fuera relevante a la situación dada. 

Es importante calcular las sensibilidades escaladas de predicción para los parámetros para los 

cuales no fueron estimados por regresión durante la calibración del modelo, así como los 

parámetros que sí fueron estimados por la regresión. Los parámetros que no fueron estimados 

por regresión a causa de la insensibilidad como la indicada por la sensibilidad escalada 
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compuesta pueden ser importantes para las predicciones y es probable que las sensibilidades 

escaladas de predicción manifiesten su importancia. A menudo es importante calcular las 

sensibilidades escaladas de predicción para otros grupos de valores de parámetros además del 

valor óptimo del parámetro. Esto es una prueba de la robustez de las conclusiones extraídas a 

partir de las sensibilidades escaladas de predicción con respecto a la no-linealidad del modelo. 

4.3.2. Medidas estadísticas del ajuste global del modelo 

El ajuste del modelo se evalúa mediante la consideración de la magnitud de los residuos 

ponderados y no ponderados y de su distribución, tanto en un sentido estadístico como en su 

relación con los valores de las variables independientes, como son la ubicación y el tiempo. 

En corridas iniciales del modelo, la aparición grandes residuos puede indicar la presencia de 

errores en el modelo, en los datos, en la manera que se simula la variable observada, y/o en la 

ponderación asignada. En corridas subsecuentes del modelo, y después de que los grandes 

errores se hayan corregido, los siguientes estadísticos adquieren una importancia creciente: 

4.3.2.1 Valores de la Función Objetivo 

El valor de la función objetivo de mínimos cuadrados ponderados muy comúnmente se utiliza 

para indicar el ajuste del modelo. El valor de la función casi siempre decrece a medida que se 

añaden más parámetros. La variedad de parámetros hace que la incertidumbre con la cual se 

estiman los valores de los parámetros disminuya. Las medidas que se presentan a continuación 

reflejan con mayor efectividad esta situación. 

4.3.2.2 La variancia de error y el error estándar calculados 

Un indicador comúnmente utilizado de la magnitud global de los residuos ponderados, es la 

variancia de error calculada, S2, que está dada por: 
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(4.17) 

donde Sl~J es el valor de la función objetivo de mínimos cuadrados ponderados (4.7 o 4.8), 

mientras que las otras variables ya fueron previamente definidas. La raíz cuadrada de la 

variancia de error calculada, s, se conoce como el error estándar de la regresión. Los valores 

pequeños de la variancia de error calculada y del error estándar indican un buen ajuste a las 

observaciones, y son preferibles los valores pequeños que los grandes en tanto los residuos 

ponderádos no indiquen la presencia de un error del modelo. 

Si el ajuste obtenido por regresión es consistente con la precisión de los datos, lo que se refleja 

en la ponderación asignada, el valor esperado de la variancia de error y del error estándar 

calculados es 1.0. Esto se puede probar sustituyendo la ecuación (4.8) en la ecuación (4.17) y 

tomando el valor esperado. 

La presencia de desviaciones significativas de la variancia de error calculada o del error 

estándar del valor 1.0, indica que el ajuste es inconsistente con la ponderación de los datos. 

Los valores de la variancia de error calculada y del error estándar son comúnmente mayores 

que 1.0 en la práctica, lo que refleja la presencia de error del modelo o un error de medición 

mayor a lo esperado. 

4.3.3. Estadísticos de los parámetros 

Aunque las sensibilidades escaladas compuestas son buenas mediciones de la información 

contenida en los datos para un solo parámetro, las sensibilidades escaladas compuestas, no 

reflejan el problema que representa la estimación simultánea de demasiados parámetros y no 

reflejan la actual precisión de los parámetros estimados. Los siguientes estadísticos cumplen 

esta función y, además, uno de ellos, el coeficiente de correlación es independiente del ajuste 

del modelo, un atributo que comparte con las sensibilidades escaladas compuestas. 
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4.3.3.1 Variancias y covariancias 

La confiabilidad y la correlación de los parámetros estimados pueden ser analizadas usando la 

matriz de variancia-covariancia, ~{~'), para los parámetros finalmente estimados, {~,) (Bard, 

1974), Y se calcula como: 

(4.18) 

Donde ~{~,) es una matriz de NP x NP; S2 , es la variancia de error calculada; X es la matriz 

de sensibilidad (calculada en los parámetros óptimos de b'); y ro es la matriz de ponderación 
- = 

de las observaciones. Si se incorpora información previa sobre los parámetros, tanto ~ como 

ro se aumentan para incluir las sensibilidades y los pesos de la información previa. 

Los elementos de la diagonal principal de la matriz son las variancias de cada uno de los 

parámetros, los elementos fuera de la diagonal principal son las covariancias de entre los 

parámetros respectivos. Conformando una matriz simétrica de variancias-covariancias. Para 

un problema con tres parámetros estimados se tendría una matriz con la siguiente estructura: 

donde 

var(l) 

cov(1,2) 

var(l) 

cov(2,1) 

cov(3,1) 

cov(1,2) 

var(2) 

cov(3,2) 

cov(1,3) 

cov(2,3) 

var(3) 

variancia del parámetro 1 

(4.19) 

covariancia entre los parámetros 1 y 2, Y así los demás. La matriz de variancia

covariancia es siempre simétrica, así que la cov(1,2) = cov(2,1), (Hill, 1998) 
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La ecuación (3.18) es la variancia-covariancia de estimación de los parámetros solamente si se 

evalúa para los valores óptimos de los mismos, pero esta matriz se puede calcular para 

cualquier conjunto de valores de los parámetros, y algunos de los estadísticos calculados 

utilizando esta matriz son muy útiles para diagnosticar problemas con la regresión (Anderman 

et al., 1996; Poeter & Hill, 1997; Hill et al., 1998). En la práctica, es importante indicar si los 

valores de los parámetros utilizados para calcular la matriz de variancia-covariancia son los 

óptimos o no. 

4.3.3.2 Desviación estándar, intervalos de confianza y coeficientes de variación 

Las desviaciones estándar de los parámetros son iguales a la raíz cuadrada de las variancias de 

los parámetros. La desviación estándar es tal vez más útil cuando es usada para calcular otros 

dos estadísticos, que son: los intervalos de confianza lineal para los valores de los parámetros 

y los coeficientes de variación. Los intervalos de confianza lineal calculados son descritos por 

Hill (1994). 

El intervalo de confianza no lineal más preciso (Vecchia & Cooley, 1987; Christensen & 

Cooley, 1996) requiere un tiempo sustancial de ejecución. 

Un intervalo de confianza lineal para cada parámetro Pi es calculado como: 

bi = ±{ n,1.0 - ~ )Sbi (4.20) 

donde 

{ n,1.0 - ~) estadístico t-student para n grados de libertad y un nivel de significancia de a y 

Sbj es la desviación estándar delj-ésimo parámetro 
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Técnicamente un intervalo de confianza es un rango que tiene una probabilidad de estado de 

contener el valor verdadero del parámetro. Como tal, los intervalos de confianza son referidos 

a usar el valor verdadero, aunque desconocido, que esta siendo estimado. Los intervalos más 

estrechos indican una mayor precisión. Si el modelo representa correctamente el sistema, los 

intervalos también pueden ser concebidos como una medida de la exactitud probable de las 

estimaciones (Hill, 1994). Cuando se dibujan sobre una gráfica junto con los valores 

estimados, los intervalos de confianza proveen una imagen gráfica de la precisión con la cual 

los parámetros son estimados usando los datos como observaciones en la regresión, dadas por 

el modelo construido. 

El coeficiente de variación para cada parámetro es igual a la desviación estándar dividida por 

el valor del parámetro y constituye un número adimensional con el cual la precisión relativa de 

estimación de los diferentes parámetros puede ser comparada. 

Para los parámetros transformados mediante logaritmos, los intervalos de confianza y los 

coeficientes de variación de los parámetros transformados pueden ser difíciles para interpretar. 

Los coeficientes de variación son destransformados mediante una destransformacion de la 

variancia del parámetro, (SIOgb y como: 

(4.21) 

donde los exponenciales y los logaritmos son en base 10, b es el parámetro nativo y log b es el 

parámetro estimado log-transformado. El parámetro nativo es calculado dividiendo la raíz 

cuadrada de esta variancia entre b. Se puede notar que los intervalos de confianza lineal para 

el valor verdadero desconocido de los parámetros nativos son simétricos cuando se dibujan 

sobre una escala logarítmica, pero son asimétricos cuando se dibujan sobre una escala 

aritmética. 

49 



MODELACI6N INVERSA EN AGUA SUBTERMNEA ASPECTOS TE6RICOS DEL MtTODO 

4.3.3.3 Coeficientes de correlación 

Los coeficientes de correlación son independientes del ajuste del modelo. Los coeficientes de 

correlación de los parámetros indican si los valores estimados son probables a ser únicos. Los 

coeficientes de correlación son calculados como la covariancia entre dos parámetros dividida 

por el producto de sus desviaciones estándar. Así, la correlación entre el i-ésimo y elj-ésimo 

parámetro se calcula como: 

( .. ) _ cov(i,j) 
cor I,J - (.)1/2 (.)1/2 var I var J 

donde 

cor(i,j) 

cov(i,j) 

var(i) 

var(j) 

correlación entre el i-ésimo y j-ésimo parámetro 

covariancia entre el i-ésimo y j-ésimo parámetro 

variancia del i-ésimo parámetro 

variancia delj-ésimo parámetro 

(4.22) 

Los coeficientes de correlación tienen un rango de -1.0 a 1.0, con los valores cercanos a -1.0 

y 1.0 indican que los valores del parámetro no pueden ser estimados de manera única con las 

observaciones utilizadas en la regresión. Poeter & Hill (1997) proporcionan una buena 

descripción de los coeficientes de correlación calculados para un caso en especial; Anderman 

el al. (1996) muestra como los coeficientes de correlación pueden ser usados para evaluar el 

valor de diferentes tipos de observaciones. La matriz de coeficientes de correlación es siempre 

simétrica y los elementos de la diagonal principal siempre son iguales a 1.0. 

4.3.4. Incertidumbre de predicción 

La incertidumbre con la cual se simulan las predicciones se puede aproximar mediante los 

intervalos de confianza y de predicción. Los intervalos de confianza se refieren a las 
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predicciones verdaderas (desconocidas), y resultan de la incertidumbre de la estimación de los 

parámetros, misma que está representada por la matriz de variancia-covariancia de los 

parámetros (4.18). Por su parte, los intervalos de predicción incorporan además el error de 

medición aleatorio de la cantidad para la cual se construye el intervalo. Los intervalos de 

confianza y . de predicción son discutidos con detalle en los documentos de Cooley & Naff 

(1990) y Hill (1994). 

4.3.4.1 Intervalos de confianza y de predicción lineales 

Los intervalos de confianza lineal se calculan como: 

donde: 

Z'¡ ± t s (0,1.0 -a)s . 
2 ZI 

(4.23) 

Z'¡ es el i-ésimo valor simulado; la probabilidad de que una variable aleatoria con 

distribución t-student sea mayor que ts ( 0,1.0 - ~) es ~; ° es el número de grados de 

libertad, que aquí es igual a ND + NPR - P; a es el nivel de significancia y es comúnmente 

0.05 ó 0.10; Y s. es la desviación estándar de la predicción, que se calcula como: 
Z I 

(4.24) 

donde 

elemento en la i-ésima fila y j-ésima columna de la matriz de variancia-covariancia 

de los parámetros 

Se dice que el intervalo de confianza calculado tiene una probabilidad de 1- a de incluir el 

valor verdadero de la cantidad predicha. 
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Los intervalos de predicción lineal se calculan como: 

(4.25) 

donde sa es el error estándar de la regresión ajustado por el error de medición esperado de la 

predicción. En la práctica sa se aproxima como la desviación estándar del error de medición 

de la predicción. 
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V. APLICACIÓN AL ACUÍFERO 
DEL VALLE DE QUERÉTARO 

En este capítulo se presenta el trabajo de calibración mediante los métodos inversos para la 

estimación de parámetros y los resultados obtenidos por cada uno de los métodos y la 

comparación entre los diferentes escenarios. Los métodos utilizados son MODFLOWP, 

Multiescala y PEST, con el fin de valorar la eficacia y robustez. 

5.1. ACUÍFERO DEL VALLE DE QUERÉTARO 

En el Valle de Querétaro el abastecimiento de agua a todos los sectores de consumo ha 

alcanzado niveles de gran importancia que tradicionalmente no se le reconocía su valor real. 

El incremento en la demanda ha ocasionado que los organismos operadores e instituciones 

rectores del recurso hídrico realicen estudios más sofisticados con metodologías que permitan 

conocer, analizar, aprovechar y administrar el agua en forma óptima. La metodología 

empleada en este trabajo es la utilización de los métodos inversos como una herramienta 

poderosa en la estimación del parámetro de la conductividad hidráulica. La información del 

acuífero del Valle de Querétaro presentada en este apartado proviene del estudio de Guysa 

(1996). 

53 



MODELACIÓN INVERSA EN AGUA SUBTERRÁNEA APLICACIÓN AL ACU/FERO DEL VALLE DE QUERtTARO 

5.1.1. Marco físico 

\ 
5.1.1.1. Localización 

r 

La zona de estudio se encuentra ubicada al sur-oeste del Estado de Querétaro a 210 km de la 

ciudad de México. Sus coordenadas geográficas van desde los 20° 33' 25" a 20° 45' 00" de 

latitud Norte y 100° 22' 40" a 100° 31' 03" de longitud Oeste, figura 5.1. 

Las poblaciones más importantes localizadas en el área de simulación son: Querétaro, Santa 

Rosa Jáuregui, La Solana, El Nabo, Jurica, San Pedrito El Alto, Tlacote, Villa Corregidora, El 

Pueblito, Los Ángeles y El Romeral. 

5.1.1.2. Fisiografía 

La zona de estudio se encuentra enclavada en la porción septentrional de la provmcIa 

fisiográfica denominada Eje Neovolcánico, (SPP, 1981). El Eje Neovolcánico está 

conformado por un conjunto de estructuras y productos volcánicos de edad Oligoceno

Holoceno y ocupa el área continental de la República Mexicana comprendida entre los 19° y 

21 ° de latitud Norte. 

En la provincia fisiográfica Eje Neovolcánico se encuentra la subprovincia Llanuras y Sierras 

de Querétaro e Hidalgo. Dentro de esta subprovincia se defmen tres sistemas de topo formas 

que caen dentro de la zona de estudio. Pequeño llano aislado que abarca gran parte del área de 

estudio ocupando la parte central desde la ciudad de Querétaro hasta Obrajuelo, la altimetría 

predominante en el valle es 1800 msnm. Sierra de laderas tendidas con lomeríos, que se 

localiza al este del valle de Querétaro, abarca las altitudes comprendidas entre 1900-2400 

msnm y la máxima altitud se encuentra en el Cerro del Cimatario (2340 msnm). Lomerío con 

colinas redondeadas con llanuras tienen una dirección de este-oeste, se encuentra tanto al 

norte desde San Pedro Martir hasta Santa Rosa de Jáuregui como al sur en Villa Corregidora 

hasta el poblado de Los Olveras. Estas colinas son de dimensiones menores que las anteriores, 

presentan una altura menor de 2300 msnm. 
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LOCALIZACiÓN DEL AREA DE ESTUDIO 
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Figura 5.1. Localización del área de estudio. 
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5.1.1.3. Climatología 

El clima del Valle de Querétaro es semiseco y está condicionado a los accidentes del relieve 

topográfico y a factores geográficos. Según K5ppen, modificado por Enriqueta García, el 

clima se divide en dos tipos, clima semiseco semicalido y clima semiseco templado con 

verano calido. La temperatura media anual es de 17.40 C y la precipitación media anual en la 

zona es de 550 mm. El período de lluvias se presenta entre los meses de mayo a octubre y el 

periodo de estiaje de noviembre a abril. La evaporación potencial media anual del área de 

estudio es de 2041 mm. Los datos están basados en los registros de las estaciones 

climatológicas de Juriquilla, El Pueblito y La Palma, (SPP, 1981). 

5.1.1.4. Hidrología superficial 

En el valle de Querétaro se sitúa la subcuenca hidrológica Río Laja, que pertenece a la cuenca 

hidrológica Río Lerma-Salamanca de la región hidrológica No. 12, (SPP, 1981). Dentro del 

área de estudio se presentan las corrientes poco caudalosas de los Ríos Querétaro y El 

Pueblito, que recogen volúmenes en una cuenca cuya característica esencial es la de pertenecer 

a una zona semiárida ya que los factores climáticos son los que controlan los recursos 

hidráulicos superficiales. 

5.1.1.5. Estratigrafia 

La zona de estudio se encuentra ubicada en una fosa tectónica o graben originada en el 

Oligoceno-Mioceno en la que se identificaron 10 unidades de roca de las cuales una es de 

origen marino (Formación Soyatal), y el resto son volcánicas extrusivas, intrusivas y 

continentales depositadas en un ambiente lacustre. La descripción estratigráfica del área de 

estudio se encuentra detallada en el estudio de Guysa. 

56 



MODELACIÓN INVERSA EN AGUA SUBTERRÁNEA APLICACIÓN AL ACU/FERO DEL VALLE DE QUERÉTARO 

5.1.1.6. Geología regional 

El marco geológico regional está constituido de rocas sedimentarias depositadas en el 

Cretácico Superior en un ambiente marino al cual se le denomina Formación Soyatal. A fines 

de Cretácico Superior y principios del Terciario se inicia una etapa de tectonismo activo en el 

que se retiran los mares y se generan esfuerzos compresionales que pliegan y deforman a las 

rocas calcáreas. Estas fueron alteradas por rocas intrusivas que la empujaron hacía lá 

superficie, quedando ambas rocas como testigos de los eventos tectónicos desde principios de 

Terciario. Cubriendo a la formación calcárea se encuentran rocas volcánicas, ácidas, 

intermedias y básicas que fueron eruptadas en el Oligoceno y Mioceno. 

5.1.1. 7. Geología estructural 

El Valle de Querétaro se aloja en una gran fosa tectónica limitada por las fallas Querétaro y 

Tlacote de rumbo noroeste-sureste situadas al oriente y poniente respectivamente. El graben se 

divide en un sistema de fosas escalonadas sepultadas por una potente acumulación de 

sedimentos volcanolacustres con derrames intercalados de lavas ácidas y básicas que forman 

un paquete acuífero de mas de 600 metros de espesor. 

5.1.1.8. Geología del subsuelo 

Se presentan seIS secciones geológicas que muestran las características litológicas y la 

estratigrafía de la zona de estudio. Estas secciones están basadas en la información de los 

cortes litológicos, los sondeos eléctricos verticales de resistividad y sondeos 

electromagnéticos. 

El relleno de la fosa tectónica tiene un espesor promedio entre los 500 y 600 metros, que se 

confirma con los sondeos eléctricos verticales que registran que en general los rellenos 

granulares pueden encontrarse por debajo de los 600 metros de profundidad y los espesores en 

promedio oscilan entro los 300 y 400 metros, y los sondeos electromagnéticos indican que el 
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espesor dentro del relleno de la fosa es de 300 a 350 metros encontrándose un medio 

fracturado intercalado o interdigitado con depósitos lacustres. 

5.1.2. Hidrogeología 

Los principales rasgos indicadores de sistemas de flujo subterráneo existentes son: la 

topografía, que define diferencias del nivel estático de hasta de 200 metros entre el valle de 

Querétaro y los valles aledaños. 

5.1.2.1. Unidades hidro geológicas 

De acuerdo con la información disponible se identificaron dos tipos de medios geológicos por 

donde circula el agua subterránea. El medio poroso que está formado por depósitos aluviales 

del Terciario, tobas arenosas y sedimentos vulcanolacustres del Cuaternario. Éste se encuentra 

rellenando la fosa tectónica de Querétaro como cuerpos lenticulares en los que es difícil 

determinar su extensión ya que pierden continuidad lateral. Se le pueden encontrar 

intercalados e interdigitados con varias secuencias de derrames volcánicos. 

El medio fracturado está definido litológicamente por andesitas, andesitas alteradas, 

ignimbritas y riolitas del Terciario y basaltos, brechas volcánicas, tobas líticas y vítreas del 

Cuaternario. Es una unidad hidrogeológica ampliamente distribuida hasta con el 70 % en 

superficie, ocupa desniveles topográficos en ocasiones abruptos ya que forma mesetas y en 

menor cantidad edificios volcánicos. En el subsuelo se encuentra intercalada e interdigitada 

con depósitos lacustres. 

5.1.2.2. Censo de aprovechamientos 

La información de campo con la que se contaba era la actualización del censo general de 

aprovechamientos para 1995, que indicaba la existencia de 494 pozos profundos. De ellos, 216 

se encontraron activos, 107 inactivos, 49 registrados como secos, 109 estaban tapados, 10 
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fueron negativos y 3 se encontraban en perforación. La extracción por bombeo de los 216 

pozos profundos era de 97.82 Mm3
. 

5.1.2.3. Usos del agua 

El uso del recurso hídrico en el Valle de Querétaro era de la siguiente manera: de los 216 

pozos activos para el periodo de 1990 a 1995 se extrajeron un total de 97.82 Mm3
• El sector de 

mayor consumo es el potable con el 61 %, seguido del agrícola con el 29.30 % y el industrial 

con 8.60 %. El 1.10 % del volumen restante era utilizado para las actividades de abrevadero y 

recreativas. 

5.1.2.4. Piezometría 

Analizando la información piezométrica de los años de 1981, 1985, 1990 y 1995, se realizaron 

las configuraciones correspondientes de la elevación del nivel estático para cada uno de los 

años antes mencionados con 41 pozos de observación. 

La profundidad del nivel estático en la zona plana del valle era de 100 a 110 metros. 

Localmente las máximas profundidades se encuentran en El Romeral, San Pedro Mártir, El 

Estadio y La zona Industrial Benito Juárez, con un promedio de 130 metros en las primeras 

tres y hasta 160 en la última. En la zona de La Cañada el nivel estático se localizaba entre 50 y 

70 m y en las proximidades de El Salitre y San Pedrito El Alto de 30 a 50 m de profundidad. 

5.1.2.5. Recarga 

Los mecanismos de recarga al sistema están dados por la recarga vertical de la lluvia, los 

retornos por riego de la limitada zona agrícola y las entradas laterales. Por la parte oriental 

ocurre la entrada de agua subterránea de mayor cuantía al valle procedente del valle de San 

Juan del Río - Pedro Escobedo a través del lineamiento estructural de La Cañada y por 

infiltración en el cauce del escurrimiento del Río Querétaro. 
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Por el lado norte, actúa simultáneamente los corredores de entradas subterráneas de Juríca y 

Tlacote. Por el lado sur del valle, el flujo subterráneo se lleva a cabo a través del lineamiento 

del Río El Pueblito y de las zonas altas. 

5.1.2.6. Descarga 

La descarga de agua subterránea del Valle de Querétaro se lleva a cabo por el bombeo de 216 

pozos y por flujo subterráneo hacia el Estado de Guanajuato. Las extracciones de los pozos 

activos que existían para 1995 ascendían a 97.82 Mm3
• 

5.1.3. Modelo conceptual 

El sistema acuífero es de tipo libre y en algunas localidades con tendencia a semiconfinado 

pudiéndose presentar secuencias repetitivas entre derrames volcánicos y depósitos granulares. 

Existen en el acuífero de Querétaro los sistemas de flujo local e intermedio. El primero 

funciona generalmente recargando al acuífero desde las zonas topográficamente altas y el 

segundo funciona como descarga en la zona central del valle, figura 5.2. 

Por un lado se presenta dentro de la zona central del valle un área de reducida extensión, poca 

profundidad y muy bajo rendimiento, observado generalmente a lo largo del cauce del Río 

Querétaro. 
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Figura 5.2. Modelo conceptual. 

SIMBOLOGíA 

FLUJOS 

_ ENTRADAS SUBTERRÁNEAS 

_ SAUOAS SUBTERRÁNEAS 

~ RECARGA VERllCAL 

~ DESCARGA POR BOMBEO 

Poroso VALLES COLINDANTES 

Poroso 

Basamento 

A. HUIMILPAN 

B. SAN JUAN DEL RIo· PEORC>ESce'BEoo! 

C. CHICHIMEQUILLAS - AMASCALA 

O. BUENAVlSTA 

E APASEOELALTO, GUANAJUATO 

MODELO CONCEPTUAL 
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Por otro lado, se presenta el sistema de flujo intermedio, cuyas líneas de flujo responden a 

cargas hidráulicas mayores respecto del flujo local. Cabe destacar que este sistema sustenta 

casi el total de la extracción en el valle. 

En el sistema local los niveles de agua se encuentran entre 15 y 40 metros de profundidad. Se 

infiere de acuerdo con la información disponible que está limitado en su base por una capa 

semi confinante que en algunas localidades se presenta en medios porosos y en otras en medios 

fracturados. A través de la capa semiconfmante, se considera el paso de reducidos volúmenes 

de agua ya sea por goteo o en forma artificial, a través de los ademe s ranurado s de las 

captaciones que lo atraviesan. 
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Para el sistema intermedio el nivel promedio del agua subterránea varía de 90 a 110 metros de 

profundidad en la mayor superficie del valle y hasta de 170 en las zonas menos permeables 

como es de la zona industrial Benito Juárez. En éste sistema los niveles obedecen a cargas 

hidráulicas procedentes de los valles aledaños. 

5.1.4. Balance hidráulico 

Se cuenta con la información de dos balances de agua subterránea, el primero realizado en el 

año de 1990 y el segundo en el año de 1995. 

5.1.4.1. Área y periodos de balance 

Para el primer periodo de balance se tomaron en cuenta los años de 1985 a 1990 y la zona de 

balance constaba de 139.39 km2
• El segundo periodo de balance lo forman los años de 1990 a 

1995. La zona de balance actualizada para el año de 1995 tenía una superficie de 137.5 km2
• 

5.1.4.2. Entradas y salidas subterráneas 

Las entradas y salidas subterráneas para los años de 1985, 1990 Y 1995 se presentan en las 

tablas 5.1 y 5.2. 

Tabla 5.1 Cálculo del volumen de entradas y salidas. 

AÑO 
ENTRADAS SALIDAS 

m"/año I Mm~/año m"/año I Mm~/año 

1985 26862365 26.862 6982070 6.982 

1990 29949739 29.950 5698555 5.698 

1995 27032659 27.033 6130598 6.131 
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Tabla 5.2 Resumen de entradas y salidas subterráneas. 

PERIODO Q (Mm3¡periodo) 

ENTRADAS 

1985 - 1990 149.131 28.406 

1990 - 1995 113.964 28.491 

SALIDAS 

1985 - 1990 33.285 6.340 

1990 - 1995 23.656 5.914 

5.1.4.3. Extracción por bombeo 

Para el periodo 1985-1990 se tomó el dato de 88 Mm3/año del Estudio Geohidrológico 

Integral del Valle de Querétaro concluido en 1990. El cálculo del volumen extraído en el 

periodo 1990-1995 fue tomado de la información hidrométrica de los resultados de cada 

seguimiento a partir de 1992, para este periodo se tomó el dato de 97.82 Mm3/año. 

5.1.4.4. Cambio de almacenamiento 

Para determinar los valores del cambio de almacenamiento ocurridos en los periodos de 

análisis se tiene que para el periodo 1985-1990 se tomó el resultado del volumen drenado del 

estudio efectuado en 1990 de tal forma que se multiplicaron las áreas por las evoluciones del 

periodo. El cálculo se realizó con planímetro arrojando un resultado de 1920.45 Mm3 para 

todo el periodo. 
/ 

Para calcular el cambio del almacenamiento del periodo 1990-1995, se utilizó el paquete 

SURFER, mediante la diferencia de superficies de elevación al nivel estático para los años en 

cuestión, obteniéndose un valor de 1967 Mm3
, En la tabla 5.3 se presenta en forma resumida 

la información respectiva de volúmenes para cada periodo. 
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Tabla 5.3 Volumen drenado. 

PERIODO DATOS DEL AREA METODO VOL. DRENADO ABAT. POR ABAT. POR CAMBIO DE 

ESTUDIO (km') (Mm'¡Periodo) PERIODO (m) AÑO (m) ALMACENAMIEN 

TO (~V) (Mm') 

1985-1990 1990 139.39 PLANIMETRO 1920.45 13.77 2.62 365.80 

1990-1994 1996 137.50 PROGRAMA SURFER 1967.00 14.30 3.57 491 .75 

5.1.4.5. Ecuación de balance 

Los elementos de la ecuación de balance para los dos periodos de análisis son las entradas 

subterráneas (Es), las salidas subterráneas (Ss), el bombeo (B), el cambio de almacenamiento 

(ó), la recarga (R) y el coeficiente de almacenamiento (S), estas dos últimas variables son 

estimadas resolviendo el sistema de ecuaciones lineales siguiente: 

Periodo (1985-1990) Es + R - B - Ss = - óv S (5.1) 

Periodo (1990-1994) Es + R - B - Ss = - óv S (5.2) 

El resultado del sistema de ecuaciones define los valores de la recarga del acuífero y el valor 

del coeficiente de almacenamiento R y S respectivamente. En la tabla 5.4 se presentan los 

valores de los parámetros conocidos normalizados por año para sustituirse en las ecuaciones 

anteriores. 

Tabla 5.4 Balance volumétrico. 

PERIODO Es B , Ss /).v 
.... } . .. , 

1985-1990 28.40 88.00 6.34 365.71 

1990-1994 28.48 97.82 5.91 491.75 

Volumen en millones de metros cúbicos. 
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Solución al sistema de ecuaciones 

28.40 + R - 88.00 - 6.34 = 365.71 (S) (5.3) 

28.48 + R - 97.82 - 5.91 = 491.75 (S) (5.4) 

La solución del sistema de ecuaciones simultáneas utilizando el método por igualación de 

términos arrojó los siguientes resultados: 

s = 0.0738654 

R = 38.9267 Mm3/año. 

El valor de 38.93 Mm3/año corresponden solamente a la recarga vertical, 28.44 Mm3/año es la 

recarga por entradas horizontales por lo tanto la recarga total estimada es de 67.37 Mm3/año y 

el volumen de salidas del sistema subterráneo de 99.03 Mm3/año, lo que ha generado un 

déficit anual de 31.66 Mm3
• Este desbalance origina un abatimiento promedio anual de 3.17 

metros tomados del almacenamiento del acuífero durante el periodo 1985 - 1995. 

El valor del coeficiente de almacenamiento obtenido tiene carácter regional y se adecua 

perfectamente ~on el tipo de acuífero libre a semiconfinado y al funcionamiento hidráulico 

conceptual que se tiene del Valle de Querétaro. 

5.1.5. Modelo directo de Guysa 

El diseño del modelo se desarrolló con el paquete Visual Modflow versión 2.61. 

5.1.5.1. Selección del área modelada 

Se definió el área por simular de 18 km de ancho por 25 km de largo con una superficie total 

de 450 km2
; sus límites referidos a coordenadas UTM son 342,000 a 360,000 de longitud oeste 

y 2'270,000 a 2'295,000 de latitud norte. 
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Con esto se garantiza que el área de simulación corresponda con los límites naturales del valle 

como son las sierras, parteaguas, y zonas por donde se presentan las principales entradas y 

salidas de agua subterráneas del sistema acuífero. 

5.1.5.2. Discretización espacial 

La malla fue diseñada a partir de la carta topográfica escala 1: 50,000 editada por el INEGI 

tomando en cuenta límites naturales como la presencia de estructuras geológicas, elevación 

topográfica, densidad de captaciones de agua subterránea y geología de subsuelo. Consta de 

58 renglones y 44 columnas cuyo origen se localiza en la coordenada UTM 342,000 de 

longitud Oeste y 2'295,000 UTM de latitud Norte, es decir al NW de la ciudad de Querétaro, 

figura 5.3. 

Para caracterizar con mayor detalle al acuífero se decidió simular el acuífero en cinco capas y 

analizar por separado cada uno de los medios encontrados, o sea el medio poroso y el medio 

fracturado. Entonces se definieron cinco capas de diferente espesor que en sección vertical y 

desde el nivel del terreno se presentan las capas 1, 3 y 5 que corresponden al medio granular o 

poroso e intercaladas a estas se presentan las capas 2 y 4 que forman parte del medio 

fracturado. 
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Figura 5.3. Discretización espacial en diferencias finitas. 

5.1.5.3. Discretización temporal 

SIMBOLOGIA 

C.rretera 

FF. ce. 
limite estatal 

Río 

Celdas Inactlv .. 

Celda de 500 X 500 metros 

Renglón 

Columna 

"'-"'- ... 

NOOELACIOH rNIIERSA EN AGUA SU6~RRÁNEA 
APU::ACION AlAculFEROOEL voW.e DEOOERflARO 

DISCRETlZACION ESPACIAL 
EN DIFERENCIAS FINITAS 

Se definieron tres periodos de esfuerzo de cinco años cada uno, con los cuales se simuló el 

estado transitorio del sistema partiendo del año de 1981 hasta 1995, tabla 5.5. 

Tabla 5.5 Periodos de simulación. 

PERIODO AÑOS INICIA DIA FINALIZA DIA DURACION DIAS 

1981 - 1985 O 1825 1825 

1985 -1990 1825 3650 1825 

1990 -1995 3650 5475 1825 
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5.1.5.4. Parametrización 

A continuación se menciona la metodología para la obtención de los datos utilizados en el 

modelo de simulación como son conductividad hidráulica, coeficiente de almacenamiento, 

recarga natural por precipitación y por retornos por riego, cargas iniciales y condiciones de 

frontera. 

Conductividad hidráulica 

Se llevó a cabo la reinterpretación de 19 pruebas de bombeo utilizando los métodos 

convencionales conocidos y un método alternativo definido por Rathod y Rushton el cual 

toma en cuenta la componente vertical y además permite utilizar dos capas. 

Se puede concluir que en el medio poroso se tienen conductividades entre 0.1 y 2 m/día 

pudiendo encontrarse con valores de 10m/día, sobre todo en la zona central del valle donde 

los depósitos granulares son menos arcillosos. 

Estas características fueron asignadas como referencia inicial a las capas 1, 3 Y 5; de hecho el 

esquema de conductividades entre estas capas no varía mucho. 

Para el medio fracturado se tienen conductividades mayores a las del medio poroso ya que los 

valores oscilan entre 2 y 10.5 m/día, pudiéndose encontrar zonas hasta con 80 m/día, como en 

la localidad del Tlacote. Estas características fueron asignadas a las capas 2 y 4. 

Coeficiente de almacenamiento 

Para el medio poroso se consideró un coeficiente de almacenamiento de 3e-06 y un 

rendimiento específico de 0.1 que corresponden a material dentrítico sin consolidar de origen 

volcánico. Estas características fueron asignadas a la zona plana de la capa 1 y a la totalidad de 

las capas 3 y 5. 
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El coeficiente de almacenamiento del medio fracturado es de 1 e-07 y el rendimiento 

específico de 0.042 que corresponden a la zona de sierras de la capa 1 y a los derrames 

volcánicos fracturados de las capas 2 y 4. 

Condiciones iniciales 

La simulación en el estado transitorio se realizó a partir del año de 1981, donde obviamente la 

carga inicial corresponde al esquema elaborado mediante pozos de monitoreo, donde la 

posición del nivel estático corresponde a este mismo año. La red de monitoreo piezométrica 

contaba con 41 pozos de observación. 

Condiciones de frontera 

Basados en el marco conceptual del funcionamiento hidrogeológico, las condiciones de 

frontera utilizadas en la simulación fueron del tipo flujo dependiente de la carga hidráulica. 

Este tipo de frontera de carga general fue utilizado para representar exclusivamente las 

entradas y salidas de agua subterráneas del sistema. 

En la tabla 5.6 se presenta el resumen de los datos de entrada del modelo para las zonas donde 

se aplicaron fronteras dependientes de la carga. 

Tabla 5.6 Fronteras remotas aplicadas a las entradas y salidas subterráneas. 

LA CAÑADA 
ESTADO DE 

ZONA EL PUEBLlTO JURICA 
GUANAJUATO 

PERioDO CARGA CONDUCTANCIA CARGA CONDUCTANCIA CARGA CONDUCTANCIA CARGA CONDUCTANCIA 

1981 - 1985 1815 10,000 1940 30.0 1977 30.0 1690 14.0 

1986 -1990 1810 10,000 1920 30.0 1957 30.0 1680 14.0 

1991 - 1995 1805 10,000 1900 30.0 1927 30.0 1670 14.0 

• La carga está dada en (m.s.n.m.) y la conductancia en (m2/día) 
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Recarga natural 

Con el fin de obtener los volúmenes probables de recarga natural para la zona plana del valle, 

Guysa llevó a cabo un análisis para una celda de dimensiones conocidas, es decir, a una celda 

de 500 x 500 metros (250,000 m2
), se le aplicó la lámina de precipitación anual de 550 mm 

(0.55 m), y un valor del 10% para el coeficiente de infiltración. 

Esto significa que el volumen resultante (137,500 m3/año) debería aplicarse a cada una de las 

celdas activas de la primera capa, representado en lamina diaria sería 0.00021 m/día para el 

medio poroso. Aplicando la misma analogía para el medio fracturado pero con un coeficiente 

de infiltración de 14%, se estima una lámina diaria de 0.00025 m/día. 

El volumen de recarga vertical por retornos de riego, es una lámina de 5.89 x 10-4 m/día, que 

se adiciona a la lámina de recarga natural exclusivamente en las celdas discretizadas con 

frontera agrícola. Otra lámina de recarga que se suma a la natural, es la que proviene de 

pérdidas por fuga en la red de abastecimiento municipal con una la lámina diaria de 2.1 x 10-5 

m/día. 

5.2. PAQUETES UTILIZADOS 

El programa utilizado para la modelación del acuífero es el MODFLOW 2000, que como ya se 

mencionó en otros capítulos es la base en la cual se corren los métodos inversos en la 

búsqueda del mejor grupo de parámetros. Las herramientas para la estimación de parámetros 

son programas acoplados al código numérico MODFLOW 2000, para este caso se han 

utilizado tres métodos MODFLOWP, Multiescala y PEST; que a continuación se da una breve 

descripción de cada uno de estos. 
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5.2.J.MODFLOWP 

MODFLOWP es un programa de cómputo para la estimación de parámetros de un modelo 

tridimensional de flujo de agua subterránea en estado establecido o transitorio usando 

regresión no lineal. Los parámetros son estimados minimizando la función objetivo a través de 

mínimos cuadrados ponderados y por el método modificado de Gauss-Newton o por un 

método de dirección conjugada. 

Los datos empleados para la estimación de parámetros en MODFLOWP son la piezometría o 

cargas hidráulicas observadas, y los cambios temporales, las condiciones iniciales y de 

frontera, y un grupo de valores iniciales de los parámetros hidráulicos a ser estimados. Los 

resultados del modelo incluyen una serie de parámetros estadísticos que sirven para analizar 

los valores de los parámetros estimados y la construcción del modelo mismo. Estos 

estadísticos pueden ser utilizados para cuantificar la confianza de los resultados del modelo, 

sugerir cambios en la construcción del modelo y compara resultados de los modelos 

construidos de diferente manera. 

5.2.2. MULTIESCALA 

Se trata de una técnica de regularización cuya idea central consiste en construir una sucesión 

de aproximaciones discretas del parámetro o parámetros por estimar en subespacios de 

dimensión finita definidos a partir de discretizaciones cada vez más finas de la región del 

acuífero, iniciando con una discretización gruesa hasta llegar a una óptima, la cual no debe ser 

más fina que la utilizada para resolver el problema directo. El número de discretizaciones 

juega en este caso el papel de parámetro regularizador. Las sucesiones empleadas en 

Multiescala se muestran en el siguiente esquema (figura 5.4). 
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Figura 5.4. Proceso de optimización Multiescala. 

Dos propiedades importantes que destacan en la Optimización Multiescala son: 1) El proceso 

de cálculo es muy veloz para las primeras mallas debido a que la dimensión de los espacios es 

pequeña y la función objetivo resultante es suave y convexa (solución única), lo que permite 

obtener una buena aproximación con un bajo costo computacional. 2) Paradójicamente, 

comenzar con una discretización gruesa permite lograr un efecto de convexificación del 

problema de optimización de manera que es posible obtener el mismo mínimo a partir de 

distintas aproximaciones iniciales. 

Esta técnica de Multiescala utiliza el método Quasi-Newton que usualmente se plantea como 

la solución del problema de mínimos cuadrados no lineal con restricciones de acotación sobre 

las variables. 

5.2.3. PEST 

Estimación de parámetros (PEST) es un método desarrollado por John Doherty. Es la técnica 

disponible más avanzada para la estimación de parámetros en agua subterránea, agua 

superficial, y de otros modelos ambientales. Usando el PEST se puede aplicar la calibración 

avanzada y los métodos predictivos del análisis de la incertidumbre en aplicaciones de 

modelación. Con la utilización del PEST se pueden aplicar las técnicas avanzadas de la 

regularización para mejorar la estabilidad numérica. Además se puede combinar el PEST con 

el uso de campos de generación estocástica para explorar la incertidumbre en los parámetros 

del modelo en un sistema heterogéneo. 
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Algunos de los avances en la estimación de parámetros en los últimos años son la 

combinación de la regularización con el uso de los puntos piloto como dispositivo espacial de 

la parametrización. El uso de los puntos piloto es una metodología para la caracterización 

espacial de las propiedades hidráulicas que otorga cierta flexibilidad en el proceso de 

calibración. Cuando se emplea la estimación regularizada del parámetro, el modelador puede 

utilizar más puntos pilotos que antes mientras que mantiene estabilidad numérica 

incondicional. La combinación de puntos piloto regularizados con la generación de campos 

estocásticos produce una calibración con campos de parámetros con constricciones. 

PEST se basa en el método Gauss-Marquardt-Levenberg para estimar un nuevo juego de 

parámetros. Este algoritmo usado por PEST es robusto y poderoso que puede generalmente 

realizar pocas corridas para la estimación de los parámetros que cualquier otro método. 

El método Gauss-Marquardt-Levenberg requiere que la derivada de cada observación con 

respecto a cada parámetro sea evaluada una vez por cada iteración de optimización. PEST 

utiliza estas derivadas por medio de la técnica de diferencias finitas o una de sus variantes de 

tres puntos, en todos los casos, el valor de la derivada depende de la diferencia de dos o tres 

observaciones calculadas sobre las bases de incrementar variablemente el valor de los 

parámetros. 

5.3. ESCENARIOS DE CALIBRACIÓN 

Para demostrar la utilidad práctica de los métodos inversos para la modelación de aguas 

subterráneas se analizaron cinco escenarios para el modelo del acuífero de Querétaro, los 

cuales se comparan con la solución directa obtenida por Guysa. 

Para la experimentación numérica primeramente se corrió el modelo en su forma directa sin 

ninguna modificación a su estructura ni a los valores de los parámetros hidráulicos y después 

se corrió con el método inverso PESTo Para los siguientes escenarios se disminuyó la 

complejidad del modelo de Querétaro reduciendo la discretización vertical de cinco capas a 
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una, representando de esta manera toda la profundidad del acuífero y además, también se 

redujo el número de parámetros a estimar, tabla 5.7. 

Tabla 5.7 Escenarios de calibración. 

SOLUCIÓN 
ESTIMADOR DE PARA METROS 

ESCENARIO 
PARÁMETROS 

ESTADO MEDIO CAPAS MALLA 
ESTIMADOS 

l Directa Transitorio 
Isótropo 

5 58 x44 26 - Heterogéneo 

2 Inversa 
Win PEST (Visual Isótropo 

5 58 x44 26 
MOOFLOW PRO) 

Transitorio 
Heterogéneo 

MODFLOWP Isótropo 
3 Inversa Transitorio l 58 x44 10 

MODFLOW-2000 Heterogéneo 

Multiescala Isótropo 
4 Inversa Transitorio l 16x 16 185 

MOOFLOW-2000 Heterogéneo 

5 
Win PEST (Visual Isótropo 

l 58 x 44 lO Inversa 
MOOFLOW PRO) 

Transitorio 
Heterogéneo 

6 
Win PEST (Visual Isótropo 

l 58 x44 20 Inversa 
MOOFLOW PRO) 

Transitorio 
Heterogéneo 

Escenario 1: Solución Directa. Modelo original del acuífero del Valle de Querétaro realizado 

por Guysa. Utilizando calibración directa tradicional (prueba y error), desarrollado para un 

estado transitorio, en un medio isótropo, heterogéneo y con cinco capas. Utilizando una malla 

de 58 renglones x 44 columnas con un total por capa de 2552 celdas de diferentes tamaños. En 

este modelo se estimaron 26 zonas de conductividad hidráulica. 

Escenario 2: Solución Inversa del escenario 1. Modelo original de Guysa con cinco capas 

utilizando Visual MODFLOW Pro 3.1 que incluye el estimador de parámetros WinPEST que 

es el programa estándar más reconocido para la calibración automatizada de modelos de agua 

subterránea. Se utilizó la misma malla, el mismo número de parámetros (26 zonas) y 41 

observaciones. 

Escenario 3: Solución Inversa. Modelo sintético del acuífero del Valle de Querétaro, 

utilizando una malla igual a los escenarios anteriores pero solamente con una capa en la 

vertical. Las observaciones de la carga hidráulica se complementaron con la interpolación de 
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los datos disponibles para cada periodo de tiempo (1985, 1990 Y 1995). La conductividad 

hidráulica se redujo a 10 zonas. Para resolver este escenario se empleo el estimador de 

parámetros MODFLOWP que trae incluido el paquete MODFLOW-2000, mediante la interfaz 

gráfica MODFLOW GUI versión 4.10 a través del paquete Argus ONE versión 4.2.0w. 

Escenario 4: Solución Inversa. Modelo sintético del acuífero del Valle de Querétaro, con una 

secuencia de mallas inclusas a partir de la primera, se obtuvieron las siguientes por bipartición. 

La secuencia utilizada fue de 4 x 4, a 8 x 8 y hasta 16 renglones x 16 columnas como malla 

final con un total de 256 celdas y una sola capa en la vertical. Los parámetros de 

conductividad hidráulica en este método se consideran todas las celdas que caen dentro del 

dominio del modelo, y para nuestro caso se utilizaron 185 celdas. Las observaciones también 

fueron generadas a partir de la interpolación de las observaciones disponibles hacia toda la 

malla final. Para la solución se empleó una variante de MODFLOW -2000 en doble precisión 

con una implementación del optimizador Quasi-Newton de (Nocedal, J. & Wright 1999), al 

que se le denomina método "optimización multiescala" implementado por el Dr. Ángel Pérez 

Domínguez del Instituto de Cibernética, Matemática y Física, La Habana, Cuba. 

Escenario 5: Solución Inversa. Escenario igual número 3, pero utilizando Visual MODFLOW 

Pro 3.1 que incluye el estimador de parámetros WinPEST. Ambos escenarios son alimentados 

por el mismo grupo de observaciones de la carga hidráulica, mismo número de parámetros a 

estimar, es decir, solamente se cambia el método de inversión. 

Escenario 6: Solución Inversa. Escenario igual al anterior, pero con 20 zonas de 

conductividad. 
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5.4. CALIBRACIÓN DEL MODELO 

La calibración del modelo es el proceso de selección de los , parámetros de entrada, que 

posteriormente son ajustados secuencialmente dentro de límites razonables para producir 

resultados simulados que mejor se ajusten a los datos observados. Se puede decir que la 

calibración del modelo es el proceso más crítico en la construcción de modelos de flujo de 

agua subterránea, porque la calidad de la calibración inevitablemente determina la 

confiabilidad de los resultados de la simulación. 

La calibración se llevó a cabo utilizando un conjunto inicial de datos hidráulicos, como son: la 

conductividad hidráulica, el rendimiento específico, condiciones iniciales y de frontera, 

recarga, pozos de observación y configuraciones piezométricas (figura 5.5) que produjeron un 

nuevo grupo de parámetros de conductividad hidráulica cuyo valor estimado simuló los 

valores observados de la carga hidráulica dentro de un rango de error permisible. El problema 

inverso se resuelve indirectamente a través de la solución del problema directo. 
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Condiciones de fronteras (GHB) 

UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MI:XICO iii"i 
PROGRAMA CE MAESTRiA y DOCTORADO ro .... 

EN INOENJERIA • 

MODELACl6N INVERSA EN AGUA SUBTERlt4NEA 
APUCACIÓH Al Acu lFERO DEL VALLE DE QUERETARO 

ESQUEMA DE ALIMENTACIÓN DEL MODELO 

MAESTR EN INGEMERIA HltRÁUL.K:A 

JIUTEPEC, 1d0000ELOS FlGURANO 1,1 

Figura 5.5. Esquema de alimentación del modelo. 
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5.4.1. Criterios de calibración 

El método típico para cuantificar el error es calcular el promedio de las diferencias entre las 

cargas hidráulicas medidas y calculada en el proceso de la calibración. El objetivo de la 

calibración es minimizar este error, llamado criterio de calibración. En el paquete de cómputo 

utilizado existen varias formas de expresar la diferencia entre las cargas hidráulicas simuladas 

y calcul,!das: residual, residual medio, residual medio absoluto, error estándar de la 

estimación, raíz cuadrática media del error, raíz cuadrática media del error normalizada y 

coeficiente de correlación. Durante este capítulo se indicará cada uno de los estadísticos antes 

mencionados por sus siglas en inglés. 

El error residual (R) se defme como la diferencia de la carga hidráulica entre los valores 

calculados (hcal) y observados (hobs): 

(5.5) 

El residual medio (RM) es el promedio de las diferencias entre las cargas hidráulicas 

calculadas (hcaI) y las cargas hidráulicas observadas (hobs). Para n puntos de calibración: 

1 n 

RM=-¿R; 
n ;=1 

(5.6) 

El residual medio absoluto (ARM) es el promedio del valor absoluto de las diferencias entre 

las cargas calculadas y las cargas observadas. Para n puntos de calibración: 

(5.7) 

El error estándar de la estimación (SEE) es una medida de la variabilidad del residual 

alrededor del valor residual esperado, y se expresa como: 

SEE= (5.8) 
n 
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La raíz del error cuadrático medio (RMS) o desviación estándar, es la raíz cuadrada del 

promedio del cuadrado de las diferencias, y se expresa como: 

RMS= ! IR/ 
n ;=1 

(5.9) 

La raíz del error cuadrático medio normalizado (NRMS) es el RMS dividido entre la máxima 

diferencia de la carga hidráulica observada y se calcula de la forma: 

NRMS= RMS xlOO 
(hObS )máx - (hobs )mfn 

(5.10) 

El NRMS es expresado en porcentaje y es una medida más representativa del ajuste que el 

RMS ya que este toma en cuenta el rango potencial de los datos. Si el valor de esta medida de 

ajuste es menor o igual al 10%, se puede decir que la calibración es buena y si el valor es 

menor o igual a 5% entonces se tiene un excelente ajuste del modelo (comunicación verbal 

con el Dr. Nilson Guiguer, Presidente de Waterloo Hydrogeologic, Inc., en el curso de 

Modelación Avanzada de Aguas Subterráneas, 2003). Para el modelo de este trabajo las 

múltiples corridas fueron realizadas hasta llegar a un NRMS menor al 10%. 

El coeficiente de correlación (CC) es calculado como la covariancia entre el producto de la 

desviación estándar de cargas hidráulicas calculadas y las cargas hidráulicas observadas, y se 

expresa como: 

cc = COV(hCOI,hobJ (5.11) 
CYcol • CYons 

Los efectos de la variación del error del nivel de la carga hidráulica para los años y períodos 

estipulados se representan con los criterios de ajuste. 
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5.5. RESULTADOS DE LA CALIBRACIÓN INVERSA 

Los resultados de las simulaciones de los escenarios se muestran en la figura 5.6. La gráfica de 

cargas hidráulicas calculadas contra cargas hidráulicas observadas es la representación más 

común para visualizar la comparación entre los valores observados y calculados. Si los puntos 

se encuentran por arriba de la línea trazada a 45°, entonces los valores calculados son más 

grandes que los observados y los residuales son positivos por lo tanto los valores calculados 

son sobreestimados. Y si los puntos se encuentran por debajo de la línea de 45°, entonces los 

valores calculados son menores que los observados y sus residuales son negativos por lo tanto 

los valores calculados son subestimados. 

Como apoyo a la gráfica también se muestra el grado de ajuste del modelo mediante el reporte 

de estadísticos de los residuales entre los valores calculados y observados. Para calcular los 

estadísticos se verificó que los residuales de la calibración presentaran un comportamiento 

basado en la distribución normal. En la tabla 5.8 se muestran los estadísticos de cada uno de 

los escenarios. Se observa que la raíz del error cuadrático medio normalizado (NRMS) es 

mucho menor al 10%, esto nos indica que todos los escenarios tienen un buen ajuste. 

Tabla 5.8 Estadísticos de la calibración de los diferentes escenarios. 

ESTADíSTICO UNIDAn 
ESCENARIO 

1 2 3 4 5 6 
Residual Medio (RM) m -1 .84 -2.04 3.12 -0.97 3.96 -1.14 
Residual Medio Absoluto (ARM) m 4.55 4.35 3.20 6.23 5.90 5.33 
Carga Hidráulica Observada Media m 1713.37 1713.37 1708.98 1696.17 1708.98 1713.37 
Carga Hidráulica Calculada Media m 1711 .53 1711.32 1712.10 1695.21 1712.95 1711.33 
Error Estándar de la Estimación (SEE) m 1.11 1.05 0.53 1.47 1.06 1.20 
Raíz del Error Cuadrático Medio (RMS) m 7.36 7.02 4.54 9.21 7.70 7.70 
Carga Hidráulica Observada Máxima m 1881.48 1881.48 1876.98 1884.99 1876.98 1881.48 
Carga Hidráulica Observada Mlnima m 1657.84 1657.84 1654.46 1636.07 1654.46 1657.84 
Raíz del Error Cuadrático Medio 
Normalizado (NRMS) % 3.29 3.14 2.04 3.70 3.46 3.44 
Coeficiente de Correlación (CC) adím 0.980 0.983 0.997 0.981 0.987 0.977 
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El balance de masa es otro de los indicadores del ajuste del modelo, si el error del balance de 

masa es menor que 2% entonces la calibración se puede considerar como aceptable (Waterloo 

Hydrogeologic, 2004). Si el error en el balance de masa es mayor que 2% entonces puede que 

existan inestabilidades en la solución y algunas inconsistencias en los resultados. 

El balance de agua subterránea está basado en la ecuación de conservación de masa, tal que el 

volumen de agua que entra menos el volumen que sale del sistema acuífero es igual al cambio 

de almacenamiento al final de cada periodo. El balance original y el resultante de cada uno de 

los escenarios se muestran en la tabla 5.9 con valores de la discrepancia menores al 2% 

indicando un buen ajuste del modelo. 

Tabla 5.9 Balance de masa de agua subterránea de los diferentes escenarios, en Mm3 laño. 

VARIABLES DE BALANCE ESCENARIO 

1 2 ~ ~ A 5 I 6 I Calculado 
Entradas 

Almacenamiento 44.52 44.19 70.57 64.54 56.87 65.81 52.66 
Flujo lateral 30.98 31.45 19.93 25.22 23.70 21.08 28.55 
Recaraa 38.61 38.61 38.45 36.90 38.37 38.37 38.71 
Total 114.11 114.25 128.95 126.66 118.94 125.27 119.93 

Salidas 
Almacenamiento 0.00 0.00 0.08 0.00 0.17 0.00 0.13 
Flujo lateral 2.46 2.48 1.97 1.31 4.22 4.87 3.18 
Bombeo 111 .63 111 .66 128.59 125.34 114.55 120.39 116.62 
Total 114.09 114.14 130.64 126.65 118.94 125.26 119.93 

Cambio de almacenamiento -44.52 -44.19 -70.49 -64.54 -56.70 -65.81 -52.53 
Discrepancia (%) 0.018 0.098 -1.:294 0.008 0.001 0.003 -0.004 

Las diferencias en los valores del balance en los modelos son ocasionados por el empleo de 

diferentes mallas, tamaños de celdas, número de capas y número de observaciones. Los 

métodos inversos se basan principalmente en la cantidad y calidad de información que 

interviene en la estimación de los parámetros, ya que una de sus condiciones es que el número 

de parámetros a estimar se menor o igual al número de observaciones. 
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5.6. ANÁLISIS DE LOS RESULTADOS 

Los seis escenarios de simulación del modelo del acuífero del Valle de Querétaro se calibraron 

dentro de valores permisibles de los estadísticos resultantes del análisis de residuales y con 

valores aceptables en cuanto al balance de masas. La precisión de cada una de las alternativas 

es directamente proporcional a la disponibilidad de datos. 

En estos seis escenarios se pueden hacer comparaciones de los resultados entre los escenario 1 

y 2 que exactamente contienen la misma información, solamente que el escenario 1 es la 

solución directa del modelo realizado por la empresa Guysa; y el escenario 2 es la solución 

inversa o automatizada empleando el paquete PEST como código inversor. Los resultados son 

muy semejantes, como lo muestran las figuras 5.7 y 5.8. El método inverso solamente perturbó 

muy poco los parámetros de conductividad hidráulica en su estimación dando como ajuste 

3.14% del NRMS, que es un valor ligeramente menor a los resultados de la solución directa de 

Guysa (3.29%), por lo tanto el método inverso da mejores resultados. Esto se debe al gran 

número zonas de conductividad hidráulica utilizadas para la calibración (26 zonas utilizadas 

por Guysa). El método de WinPEST recomienda que entre menor sea el número de zonas 

mejor será su ajuste, porque se debe cuidar que no se presente una sobreparametrización, ya 

que las observaciones son muy escasas. 

Otro grupo de comparación serían los escenarios 3 y 4 son muy similares en cuanto a la 

construcción del modelo. El escenario 3 utiliza el método de MODFLOWP, sin cotas en los 

parámetros de estimación y el escenario 4 utiliza el método multiescala mediante el 

optimizador Quasi-Newton con cotas. La zonificación utilizada en el escenario 3 consta de 10 

zonas de conductividad hidráulica y en el escenario 4, a través de la sucesión de escalas, se 

llega a 185 zonas de conductividad hidráulica. Los parámetros fueron estimados con muy 

buenos valores de ajustes tanto de residuales como de balance de masa. El escenario 4 es el 

modelo que arroja los valores de ajuste más altos como es el NRMS de 3.70% (figura 5.10). 

En cambio el escenario 3 es el modelo mejor ajustado en cuanto al criterio de los residuales 

(NRMS 2.04%) pero con respecto al balance de masa es el modelo que presenta mayor 
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discrepancia (-1.294%) dado que el valor permisible es del 2% (figura 5.9). Esto se debe a que 

en este escenario se complementó la información de piezometría en pozos donde faltaban 

datos en cada uno de los periodos de simulación, pero tal vez la manera de complementar la 

información no fue la adecuada ya que los valores del balance son grandes. 

Una de las comparaciones más interesantes es entre los escenarios 3 y 5. Estos escenarios 

fueron construidos y alimentados con la misma información, solamente se utilizó diferente 

método para la estimación de parámetros. En el escenario 3 se empleo MODFLOWP con 

resultados de ajuste muy buenos con valores de NRMS 2.04 % pero en cuanto al balance de 

masa presentó una discrepancia de -1.294 % con un cambio de almacenamiento de -70.49 

Mm3/año, muy distante del balance calculado con valor de 52.53 Mm3/año (figura 5.9). En 

cambio en el escenario 5 se utilizó como código inversor el paquete PEST con excelentes 

resultados tanto del ajuste de cargas hidráulicas como del balance de masa, presentando 

valores de NRMS 3.46 % y discrepancia del 0.001 % con un cambio de almacenamiento de 

56.70 Mm3/año siendo este más parecido al resultado del balance calculado (figura 5.11). 

Otra comparación se hace entre los escenarios 5 y 6. Estos modelos fueron resueltos mediante 

Visual MODFLOW utilizando el estimador de parámetros WinPEST. Los dos modelos 

contienen la misma información solamente cambia el esquema de zonificación. En el 

escenario 5 se utilizan las 10 zonas utilizadas en los dos escenarios anteriores y el escenario 6 

utiliza 20 zonas de conductividad hidráulica misma que se emplean en los escenarios 1 y 2 

pero solamente utilizando las zonas de la capa 1. Los resultados fueron obtenidos con muy 

buenos criterios de ajuste, tanto en los estadísticos de residuales como en el balance de masa. 

Los valores de NRMS son 3.46% para el escenario 5 y 3.44% para el escenario 6 (figuras 5.11 

y 5.12 respectivamente). 

En la tabla 5.10 se muestra el resumen de los criterios de calibración para cada uno de los 

escenarios simulados tomando en cuenta los valores permisibles de ajuste, como es el NRMS 

que debe cumplir que sea inferior al 10% y para el balance de masa la discrepancia debe ser 
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menor al 2%. Todos los escenarios simulados cumplen con los criterios antes mencionados y 

del análisis anterior se puede escoger el modelo que presentó el mejor ajuste global. 

Tabla 5.10 Criterios de calibración y ajuste de las simulaciones. 

CRITERIOS DE CALmRACION 
BALANCE 

ESCENARIO 
RMS(m) NRMS«10 %) DISCREPANCIA 

CAMBIO DE 
ALMACENAMIENTO 

(<2%) (Mm3/AÑO) 
1 7.36 3.29 0.018 - 44.52 
2 7.02 3.14 0.098 - 44.19 
3 4.54 2.04 - 1.294 - 70.49 
4 9.21 3.70 0.008 - 64.54 
5 7.70 3.46 0.001 - 56.70 
6 7.70 3.44 0.003 - 65.81 

En resumen el escenarIO 3 es el modelo con mejor ajuste de calibración, considerando 

solamente los valores de sus estadísticos, sin embargo en el ajuste del balance de masa es el 

modelo con mayor error. 

El escenano 5 es el modelo de mejor ajuste de calibración, aunque sus valores de los 

estadísticos no sean los más bajos, pero si lo es el balance de masa que es muy parecido al 

balance dado por Guysa que se tenía para el año de 1995 (tabla 5.11). 

Tabla 5.11 Comparación entre balances de masa 

para el modelo mejor ajustado, en Mm3/año. 
Simulado Calculado 

Variables de balance 
Escenario 5 1995 

Entradas 

Almacenamiento 56.87 52.66 

Flujo lateral 23.70 28.55 

Recarga 38.37 38.71 

Total 1 18 .94 119.92 

Salidas 

Almacenamiento 0 .17 0 .13 

Flujo lateral 4.22 3.18 

Bombeo 114.55 116.62 

Total 118.94 119.93 

Cambio de almacenamiento -56.70 -52.53 

Discrepancia (%) 0 .001 -0.004 
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Piezometría observada 

Balance Entradas Salidas 
Subterráneo (Mm 3 laño) (Mm 3 laño) 

Almacenamiento 44.52 0.00 
Flujo lateral 30.98 2.46 
Recarga 38.61 
Bombeo 111.63 
Total 114.11 114.09 

Cambio de almacenamiento -44 .52 
Discrepancia (%) 0.018 
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Figura 5.8. Resultados de la calibración escenario 2. 
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Piezometrfa observada 

Balance Entradas Salidas 
Subterráneo fMm 3 1añol (Mm 3 lañol 

Almacenamiento 44.19 0.00 
Fluio lateral 31 .45 2.48 
RecarQa 38.61 
Bombeo 111 .66 
Total 114.25 114.14 

Cambio de almacenamiento -44.19 
Discrepancia (%) 0.098 
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Figura 5.9. Resultados de la calibración escenario 3. 
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Piezometria observada 

Balance Entradas Salidas 
Subterráneo fMm 3 laño) fMm 3 laño) 

Almacenamiento 70.57 0.08 
Flujo lateral 19.93 1.97 
Recarga 38.45 
Bombeo 128.59 
Total 128.95 130.64 

Cambio de almacenamiento -70.49 
Discrepancia (%) -1.294 
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Figura 5.10. Resultados de la calibración escenario 4. 
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Piezometria observada 

Balance Entradas Salidas 
Subterráneo (Mm 3 laño) (Mm 3 laño) 

Almacenamiento 64.54 0.00 
Fluío lateral 25.22 1.31 
Recaraa 36.90 
Bombeo 125.34 
Total 126.66 126 .65 

Cambio de almacenamiento -64.54 
Discrepancia (%) 0.008 
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Figura 5.11. Resultados de la calibración escenario 5. 
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Piezometría observada 

Balance Entradas Salidas 
Subterráneo fMm 31añol fMm 31añol 

Almacenamiento 56.87 0.17 
Flujo lateral 23.70 4.22 
Recarga 38.37 
Bombeo 114.55 
Total 118.941 118.940 

Cambio de almacenamiento -56.70 
Discrepancia ("lo) 0.001 
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Figura 5.12. Resultados de la calibración escenario 6. 
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Piezometría observada 

Balance Entradas Salidas 
Subterráneo (Mm 3 laño) (Mm 3 laño) 

Almacenamiento 65.81 0.00 
Flujo lateral 21 .08 4 .87 
Recarga 38.37 
Bombeo 120.39 
Total 125.27 125.26 

Cambio de almacenamiento -65.81 
Discrepancia (%) 0.003 
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VI. CONCLUSIONES Y 
RECOMENDACIONES 

Es dificil convencer a los modeladores que los métodos inversos son una herramienta útil en la 

calibración de los modelos de agua subterránea, pero en trabajos recientes se ha demostrado 

que la modelación inversa, aun cuando se considera una herramienta imperfecta o mal 

planteada, provee capacidades que ayudan a los modeladores a tomar grandes ventajas en la 

intuición dentro de sus modelos y los datos disponible. 

Los modelos inversos son una poderosa herramienta que permiten calibrar los modelos más 

rápidamente y en su proceso se aprende mucho más acerca del modelo mismo que usando 

solamente las técnicas tradicionales de calibración. Esto también permite cuantificar la 

incertidumbre y facilitar su manejo a través de un análisis de incertidumbre. El desarrollo de 

los modelos inversos es una retroalimentación continua a tal grado que prácticamente cada día 

surge una nueva metodología para resolver los problemas inversos, por ejemplo: métodos de 

mínimos cuadrados, mínimos cuadrados ponderados, métodos de regularización, métodos 

bayesianos, métodos estocásticos, redes neuronales, algoritmos genéticos, entre otros. 
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Las desventajas del procedimiento de calibración por ensayo y error son las siguientes: 

consume mucho tiempo cuando el número de parámetros es grande. Es muy difícil que se 

puedan obtener soluciones óptimas con este procedimiento. Distintos analistas o modeladores 

pueden obtener resultados muy diferentes. La calidad de los resultados es muy difícil de 

evaluar. Por falta de tiempo y de indicadores estadísticos apropiados, este método restringe el 

ensayo y la comparación de modelos conceptuales alternativos que en principio son 

igualmente viables. 

La calibración automatizada proporCIOna estadísticos de diagnóstico e inferenciales que 

evalúan la calibración y la información contenida en los datos y cuantifican la precisión de los 

parámetros estimados y la confiabilidad de las predicciones. Además exhibe problemas que 

pueden pasar inadvertidos hasta para los modeladores más avanzados, como la no unicidad, 

falta de sensibilidad, modelos conceptuales inapropiados. Mediante el empleo de los métodos 

inversos se pueden probar varios modelos conceptuales del mismo acuífero, también se puede 

dar valores a un grupo de parámetros para comprobar ciertas teorías, hipótesis o modelos. 

En base a los resultados de la aplicación de los métodos inversos a los escenarios del modelo 

del acuífero de Querétaro, se puede decir que los escenarios calibrados con WinPEST fueron 

los que obtuvieron los mejores valores en los criterios de ajuste. Especialmente el escenario 5 

presenta excelentes valores en los estadísticos y también en el balance de masa. Esto confirma 

que no siempre los modelos más saturados de información deban dar mejores resultados, sino 

que en una forma más simple pero con un buen modelo conceptual de los procesos ocurridos 

en el acuífero, podemos obtener la misma calidad en la calibración, ya que nunca obtendremos 

los parámetros reales del acuífero pero si un buen grupo de parámetros de comportamiento que 

nos ayuden en el manejo adecuado en la administración del recurso hídrico. 

El escenario 3 que utilizó como estimador de parámetros MODFLOWP también proporciona 

buenos resultados, pero en este caso fue el modelo con más error en la calibración del balance 

de masa pero el mejor ajustado en los estadístico, aunque a veces no respeta los límites 

impuestos como cotas inferior y superior en la estimación de los parámetros, es por eso que 

Visual MODFLOW no lo utiliza en su procedimiento, aunque este predeterminado dentro del 
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MODFLOW 2000, sino que se auxilia del WinPEST que es más estable y fácil de manejar, y 

además se pueden visualizar los resultados en cada una de las iteraciones en el proceso del 

ajuste automático de la calibración. 

El escenano 4 fue una aplicación del método de multiescala que se está probando con 

resultados aceptables, como es el caso, la simulación se calibró dentro de los valores 

permisibles de los criterios de calibración. En un futuro este método se refinará ya que se 

sigue modificando su método de estimación de parámetros. Este método inicia con un grupo 

conocido de parámetros y termina con un valor diferente en cada una de las celdas de la malla 

dentro del dominio, es decir la simulación estima una distribución muy heterogénea del 

parámetro. El inconveniente fundamental es que aumenta considerablemente el número de 

parámetros a estimar, por lo que sería conveniente una adaptación de "multiescala" al 

problema con zonas. 

Como vemos en el análisis de los resultados de los escenarios 1 y 2, obtenemos el mismo 

grado de ajuste entre el modelo directo de Guysa y el método inverso WinPEST empleado 

para realizar la calibración automatizada, que nos ahorra tiempo y esfuerzo para obtener 

mejores resultados que el método directo. 

Los métodos inverso se pueden· utilizar como una herramienta para realizar una primera 

calibración y después seguir empleando la experiencia e intuición del modelador para ajustar 

mucho mejor la simulación a la realidad. 

Como una recomendación en cuanto al paquete de cómputo, para utilizarlo como herramienta 

en la modelación inversa se recomienda ampliamente el WinPEST porque este proporciona 

gráficos en tiempo real al momento de la calibración como son: el valor de la función objetivo, 

valores de los parámetros, sensibilidades de los parámetros, carga hidráulica calculada contra 

observada, residuos y muchas otras más. Por ello es el paquete de cómputo más utilizado y 

recomendado en el campo de la modelación inversa. 

94 



MODELACIÓN INVERSA EN AGUA SUBTERRANEA CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES 

Para poder llevar a cabo una excelente simulación del sistema, se requiere contar con un censo 

de captaciones actualizado, que permita identificar en el espacio, la distribución de las 

captaciones, su profundidad total y el espesor de la cámara de bombeo, su volumen de 

explotación por usos, así como identificar las zonas con mayor explotación y abatimiento. 

Para conocer las propiedades hidrodinámicas del acuífero, la geometría del mismo y sobre 

todo la disponibilidad del recurso, con base en balances volumétricos y modelos matemáticos 

de simulación es fundamental la definición del marco fisico conceptual de funcionamiento 

hidráulico subterráneo; para ello se requiere contar con un muy sólido conocimiento del marco 

geológico además de disponer de información histórica sobre niveles piezométricos, 

volúmenes de extracción, pruebas de bombeo, aforos y exploraciones geológicas y geofisicas. 
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