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Introduccion

Puede ser que en primera instancia no sea sencillo percibir algun tipo de
similitud entre las matrices y la Teor{a de Gréficas, pero como se mostrard a
lo largo de este trabajo se pueden establecer relaciones interesantes entre la
Teoria de Gréficas y clerto tipo de matrices.

El objetivo de este trabajo es el de presentar algunas de las propiedades
que relacionan a las matrices con las graficas, siendo algunas de ellas bastante
conocidas y algunas otras no. kisto con el fin de mostrar ciertos conceptos y
resultados que pueden ser interesantes o curiosos tanto para las personas que
se encuentren familiarizados con el tema como para aquellos que tengan el
interés de adentrarse en el mismo.

Para facilitar su lectura, este trabajo se encuentra acompanado de una
serie de ejemplos y dibujos que permiten que el lector tenga una idea més
precisa de los conceptos que se analizardn a lo largo del texto. Asi, este tra-
bajo comienza con una serie de definiciones bésicas que servirdn de esqueleto
para el manejo de los resultados que serdn mostrados posteriormente. Esto
puede ser de gran ayuda para el lector que no se encuentre familiarizado con
las ideas fundamentales de la Teoria de Gréficas como son €l concepto de
grafica, digréfica, camino, ciclo, etc; que serdn utilizados a lo largo de este
trabajo. Mds adelante se encuentra un apartado en el cual se presenta el
concepto de conexidad para €l caso de graficas y digraficas.

En la dltima seccién se introducen los conceptos referentes a drboles, asi
como su relacién con las gréficas conexas y aciclicas.

En el capitulo dos se define la matriz de adyacencia, se muestra la relacién
que existe entre la matriz de adyacencia y el nimero de caminos entre dis-
tintos pares de vértices en una gréfica. Se introducen los conceptos de clan,
de graficas de dominacién y cémo se relacionan estos con las propiedades de
la martriz de adyacencia.

La definicién de matriz de incidencia se encuentra en el tercer capitulo,

\Y



VI INTRODUCCION

Junto con las propiedades que cumple la grafica asociada a dicha matriz, esto
con el fin de establecer en los capitulos posteriores algunas propiedades de la
matriz de incidencia, la de ciclos y la de conjuntos de corte.

En el capitulo referente a la matriz de ciclos se describe cémo se construye
esta matriz tanto para el caso de graficas como digréficas. Por otro lado se
demuestran algunos resultados en los que se puede observar la relacién que
existe entre la matriz de ciclos y la matriz de incidencia. Este sera utilizado en
el capitulo posterior para mostrar la equivalencia que existe entre el rango de
la matriz de conjuntos de corte y el de la matriz de conjuntos fundamentales
de corte.

Se introduce el concepto de matriz de ciclos fundamentales (que serd uti-
lizado dentro del cuarto capitulo), y también se define la matriz de semiciclos
fundamentales para el caso de digréaficas, que servird para demostrar que me-
diante una serie de combinaciones lineales y la matriz identidad se puede
obtener la matriz de semiciclos.

El quinto capftulo comienza con la demostracién de un resultado que
establece una relacién entre los ciclos y los conjuntos de corte, para utilizarlo
posteriormente en las pruebas de propiedades referentes a la matriz de ciclos
y de conjuntos de corte. En la tltima parte de este capitulo se muestra como
a partir de la matriz de incidencia se pueden generar la matriz de ciclos
fundamentales y de conjuntos de cortes fundamentales.

El dltimo capitulo es el referente a la matriz de trayectorias. En éste,
se explica la forma en la que se construye esta matriz, y al igual que en los
capitulos anteriores se exponen las propiedades con las que esta cumple. Cabe
senalar que este trabajo se basa en el libro “Graph Theory applications” de
L.R. Foulds y en el libro “Applications of Linear Algebra” de Chris Rorres.



Capitulo 1

Conceptos Basicos

El objetivo principal de esta primera seccién serd el de familiarizar al lec-
tor con los conceptos iniciales que serdn utilizados a lo largo de este trabajo.

Los origenes de la Teoria de Gréficas se pueden considerar sencillos. En la
ciudad de Kénigsberg, hoy Kaliningrado, se juntan dos rios formando una isla
en su confluencia. Siete puentes unfan (ya no, pues la ciudad fue parcialmente
destruida durante la Segunda Guerra Mundial) las diferentes partes de la
ciudad, como se aprecia en el mapa de la figura A.

Figura A

En el siglo XVIII se hizo popular como acertijo averiguar si era posible
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cruzar los siete puentes de la ciudad pasando sélo una vez por cada uno de
ellos.

Este problema, por supuesto, puede resolverse mediante un estudio ex-
haustivo de todos los posibles itinerarios. Pero en 1736, el matemarico suizo
Leonhard Euler publicé ”Solutio Problematis ad Geometrian Situs Partenen-
tis”, un articulo en el que resolvia el problema en general, asi este trabajo es
considerado como el inicio de la Teorfa de Graficas.

La idea de Euler fue considerar los cuatro lugares terrestres, que se desea-
ban comunicar, como puntos de destino y los puentes como trayectorias entre
estos puntos. En consecuencia, el mapa de Kéninsberg puede ser reducido al
siguiente diagrama figura B, que es un ejemplo de lo que se suele llamar
gréfica. Con este diagrama Euler demostré que no existia una ruta mediante
la cual se pudieran cruzar los siete puentes cruzando una sola vez cada uno
de ellos.

Figura B

Definicién 1 Una grdfica es una pareja de conjuntos (V,U), donde V es
un conjunto no vacto y finito, de elementos denominados vértices y U es un
conjunto de parejas de vértices distintos, llamadas aristas. Esta pareja de
conjuntos se denotard como G = (V,U).

En este caso los elementos del conjunto U se denotardn por uy us, . Un.

Una de las caracteristicas que hacen que la teoria de graficas sea tan
agradable es la facilidad de poder representar cualquier gréfica como un dibu-
jo. Esto siempre es posible porque V' y U son conjuntos finitos. Para hacer
una representacién pictérica de una grafica se debe considerar cada uno de
los vértices de V' como un punto en el plano y cada una de las aristas de U
como una linea que une distintos vértices de V. Como ejemplos de gréficas se
tienen los siguientes (figura 1,1):



Figura 1.1
se llamard etiquetada cuando los vértices en V

Una gréfica G = (V,U)

)
estén nombrados de tal forma que se puedan distinguir unos de otros. En

este trabajo cuando se hable de un vértice etiquetado se encontrard que en
las figuras v; = 1, asien la figura 1,2 se pueden apreciar ejemplos de gréficas
etiquetadas.

Gy

Figura 1.2
Si se considera que la arista u = {v;v;} € U, entonces diremos que v; y v;
son incidentes con u y adyacentes el uno con el otro. Por otro lado si la arista
v = {wux} € U, entonces diremos que las aristas v y u’ son adyacentes pues
tienen al vértice v; en comun.

Hay problemas relacionados con la Teoria de Gréficas en los cuales se
considera que las aristas tienen una orientacién o sentido, a esta variedad de
graficas se les conoce con el nombre de Digraficas o Graficas dirigidas. Asf
una digréfica es un conjunto finito de elementos denotados por, vy vy,
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junto con una coleccién finita de pares ordenados (v; v;), formados por e-
lementos distintos del conjunto. A continuacién se dard una definicién mas
precisa del concepto de digrafica.

Definicién 2 Sea V un conjunto finito, una digréfica es un conjunto D =
(V,A) tal que AC (Vx VI\A y V # ¢.

A denota la relacion diagonal.

Los elementos del conjunto A se llamarén flechas o arcos, denotados por
a1,0s,...,0n Y a los elementos del conjunto V' se denominardn vértices y serén
denotados por vy vy vy,.

La notacién v; — v; (léase “v; incide con v;”) indicard que el arco (v;v;)
pertenece a la digréfica.

Se obtiene un diagrama de una digrafica, representando a los vértices
como puntos de un plano y a v; — v; por una linea recta o curva trazada
del vértice v; al v;. Siv; — v; y v; — v; son ambas flechas en D (en cuyo
caso se pueden escribir v; +—— v;), entonces se puede trazar una sola linea
entre v; y v; con dos puntas de flecha en sentidos contrarios o dos flechas.

Como ejemplos de digréficas estan los siguientes (figura 1,3):

Figura 1.3

Una gréfica o una digrédfica pueden tener “componentes” separadas for-
madas por grupos de vértices que sélo se unen entre ellos y algunos vértices,
como en la figura 14, en la cual vs estd aislado de los demds (esto serd
tratado con mayor cuidado en la seccién referente a conexidad). Como se
senala desde la definicién la expresién v; — v;, no se cumple.
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Figura 1.4

El grado de un vértice es el nimero de aristas que inciden en ély es
denotado por d(v;).

Ejemplo 1 En el caso de la grdfica de la figura 1,5, se observa que d(vy) = 4
y el d(vs) = 3.

Figura 1.5

Para una digréfica D = (V, A), se conoce como el grado exterior de un
vértice v al nimero de arcos que salen directamente de v y es denotado como
od(v). Al nimero de arcos que entran directamente a v se le conoce como
grado interior de v y se escribird id(v). Para cualquier vértice v en una
digréfica D definiremos d(v) = od(v) + id(v).

Cuando todos los vértices de una gréfica tienen el mismo grado ésta se lla-
ma regular. Un vértice que tiene como grado 1 es llamado vértice terminal o
pendiente. Una arista incidente con un vértice pendiente es llamada terminal
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o pendiente. Un vértice con grado 0 es un vértice aislado. FEn la figural,b
el vértice vg es pendiente y el vértice v; es aislado.

Figura 1.6

Un camino en una grafica GG es una sucesién alternada de vértices y aristas
de la siguiente forma:

(vly {UIU'Z} y Vo, {’U'Z’Ug} y U3y ooy Un— 1, {v‘n—lv‘n} ,Un_>

Se debe observar que:

i) Esta sucesién empieza y termina con un vértice.

it) Cada una de las aristas es incidente con su vértice antecesor y sucesor.

Asi se puede decir que el camino une a los vértices vy y v,. Otra forma
para denotar un camino puede ser:

<’U],’U2, Vs, V4, .. Un)

En la figura 1,7 se pueden observar ejemplos de caminos en una gréfica

Figura 1.7



Dentro de las gréficas existen distintos tipos de caminos:

i) Un camino recibe el nombre de cerrado si el vértice con que linicia,
coincide con el vértice que termina esto quiere decir que v; = v,. Este es
abierto en cualquier otro caso. Ejemplos de caminos cerrados se tienen en la
figura 1,8.

Figura 1.8
1) Cuando todas las aristas de un camino son distintas éste recibe el
nombre de paseo.

111) Se conoce como trayectoria a un camino en la cual todos sus vértices
(y por lo tanto todas sus aristas) son distintas.

Definicién 3 Un camino cerrado con al menos tres vértices, y todos sus
vértices distintos, (excepto por el primero y el wltimo, que coinciden) recibe
el nombre de ciclo.

Definicién 4 Un ciclo se llama par cuando contiene un nimero par de
aristas ( y necesariamente de vértices), en cualquier otro caso se le ilamard
impar. Un ciclo con n aristas recibe el nombre de n— ciclo. En el caso de que
n = 3 este se conoce como triagngulo. La grifica que se encuentra formada
solamente por un n — ciclo se denota por C,.

En la figura 1,9 se puede observar una grafica con un ciclo par y un
tridngulo.
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G & S g 'g.T.‘ri.éngulo.‘j\
4 5 44 5 p
¢t—¢ ¢———¢ ¢

Figura 1.9

Sea G = (V,U) una gréfica, un cuello en G es el minimo entre las longi-
tudes de los ciclos.

Por ejemplo el cuello de la gréfica G de la figura 1,9 es 3 y corresponde
al ciclo que se encuentra formado por el conjunto de vértices {vy,vs,v4} .

Definicién 5 Una grdfica G que no contenga ciclos se le llama aciclica.

En la figura 1,10 se tienen dos ejemplos de gréficas aciclicas.
Gy G Al ‘2

Figura 1.10
Después de analizar los conceptos anteriores se puede hablar acerca de

las propiedades de dos gréficas que cumplen con ser isomdrfas.

Definicién 6 Sean Gy = (Vi,U;) y Gy = (V2,U,) dos grdficas. Diremos
que Gy y Gy son isomorfas (denotdndolo por Gy ~ G»), si existe una funcion
biyectiva f : Vi — V5 tal que vivy € Uy <= f(v1) f(v

Definicién 7 ) € Uy. Asi Gy ~ Gy <= f preserva adyacencia (esto quiere
decir que dos vértices son adyacentes en Gy st y sélo si sus imdgenes bajo f
son adyacentes en Gz).

Ejemplo 2 Considérense la grificas Gy = (Vi,U1) y Go = (W, Uy) de la
figura 1,11.



Figura 1.11
Las dos graficas de la figura 1,11 son isomorfas pues existe la funcién
biyectiva f(v;) = wiy1 (mod 4), con ¢ = 1,2,3,4, que es un isomorfismo.
Es interesante prestar atencién en las propiedades que cumplen las gréfi-
cas que se encuentran relacionadas por un isomorfismo.

Las graficas isomorfas tienen:

1) El mismo nimero de vértices.

i1) El mismo nimero de aristas.

177) Un mismo ndimero de vértices con grado k.

1v) El mismo mimero de ciclos.

v) El mismo cuello.

Por otro lado, estas propiedades son necesarias pero no son un criterio
suficiente para determinar si dos gréaficas son isomorfas. Esto se puede obser-
var en el ejemplo de la figura 1,12 en el cual las dos gréficas cumplen con
las propiedades 1),%i),14), iv), pero no son isomorfas. A un isomorfismo de
una grafica G en sf misma se le conoce con el nombre de automorfismo.

Figura 1.12
Si se observan con detenimiento las dos graficas de la figura 1,12 se puede

notar que la primera muestra dos conjuntos de tres vértices que forman dos
tridngulos, mientras que en la segunda dichos tridngulos no existen, por lo
tanto se puede afirmar (como se dijo en el péarrafo anterior) que estas dos
gréficas no son isomorfas.

Fn algunas ocasiones nos interesan solo algunos aspectos de una gréfica.
Esto puede representarse de numerosas y diferentes formas. Dada una gréfica
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G = (V,U), se pueden considerar: 1) sélo algunos de los vértices y todas las
aristas en U que unen a estos pares de vértices, it) todos los vértices y sélo
algunas de las aristas existentes en U/ que unen a estos vértices o i) sélo
algunos de los vértices y algunas de las aristas en U que unen a cada par de
vértices.

De una forma mds precisa:

©)  Sea X un subconjunto no vacio de V. La gréfica formada por el
conjunto de vértices que estén en X y el conjunto de aristas que contiene
exactamente a las aristas en U las cuales unen a los vértices en X recibe el
nombre de subgrd fica de G inducida por X.

En la figura 1,13 se muestra una gréfica, con dos de sus respectivas
subgraficas inducidas:
Subgraficas
Indugidas

Figura 1.13

i1) Sea F' un subconjunto propio de U. La grafica G = (V, F'), es llamada
una subgrafica generadora de G. Este concepto se encuentra ilustrado en
la figural,l4 siguiente:

Su big,réﬁcas ‘2 :
‘Generadoras

P

Figura 1.14

117) Por otro lado sea G = (V,U) una gréfica, una subgrafica de G es
una grafica G’ = (W, F) tal que W CV y F C U figura 1,15.
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G /‘?\ Subgraficas €
1 \

N -

—e,

¢ <

|

Figura 1.15

Cuando un vértice v (o los vértices de una subgréfica G;) y todas las
aristas incidentes con este vértice (con estos vértices), son removidos de una
grafica G la gréfica resultante se denota por G — v (G — Gj). Cuando una
arista u, es eliminada de una gréfica, la grafica resultante se expresa como
G — u. También si una arista v (conjunto de aristas U), no pertenece a una

gréfica G y es agregada a G la gréfica resultante serd denotada como G + u
(G+ E).

1.1. Conexidad

Uno de los conceptos més importantes dentro de la Teoria de Graficas
es el de conexidad. A continuacién se introducirdn algunas de las ideas con-
cernlentes a este aspecto dentro de la estructura de las gréficas.

Definicién 8 Sea G = (V,U), se dice que G es conexa si para todo par de
vértices en G, existe una trayectoria que los une y se dird que es disconezra
51 Mo €s conezra.
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Como ejemplos de graficas conexas, se tienen los de la figura 1,1,1:

a

Figura 1.1.1

En la figural,l,2, se muestra una grafica disconexa.

Figura 1.1.2

Una subgréfica conexa méxima (esto quiere decir que el conjunto con-
tiene al méximo nimero de elementos que permiten que se cumpla dicha
propiedad) de una gréfica G recibe el nombre de componente coneza de G.
Una grafica recibe el nombre de completa cuando todo par de vértices en
G se encuentra conectado por una arista. Asf{ una grafica completa con n
vértices se denota por K.
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Un vértice v (arista u) en una gréfica G se llama vértice de corte (puente)
de G si G —v (G —u) comprende un mayor nimero de componentes conexas
con respecto a las que estdn en G. Asi si G es conexa ( esta formada por una
sola componente conexa) con un vértice de corte, (puente), entonces G — v
(G — u) por definicién debe estar formada al menos por dos componentes
conexas. Sea G = (V,U) la gréfica de la figural,l,3.

Figura 1.1.3

En la gréifica anterior se puede notar que el vértice vs es un vértice de
corte, pues como se observa en la gréfica G — vs de la figura 1,1,4 el nimero
de componentes conexas de G es menor.

Figura 1.1.4

Una gréfica conexa que no contiene vértices de corte se llamard grafica
no — separable. Como ejemplos de graficas no — separables se tienen las
gréficas de la figura 1,1,5. Asf todas las gréficas que no son no — separables
reciben el nombre de separables.



14 CAPITULO 1. CONCEPTOS BASICOS

Figura 1.1.5

En una gréfica separable G un blogue es una subgrafica mazima no —
separable de G. En la figura 1,1,6 se tiene un ejemplo de una gréfica G,
con una subgréfica inducida por el conjunto de vértices {v4 Vs, Vg, V10, V11 } asi
esta subgréfica es un bloque de la grafica G.

Figura 1.1.6

La idea de conexidad también puede ser extendida para el caso de di-
gréficas D = (V, A). Pero primero es necesario sefialar conceptos bésicos en
digraficas equivalentes a algunas de las ideas de gréficas.

Supéngase que D = (V, A) es una digréfica entonces un camino dirigido en
D es una sucesién alternada de vértices y arcos de D : (vg, 1,01, @2, ...0n, Un),
donde cada arco a; es de la forma v;_1v;. En la figura 1,1,7 se encuentran
dos ejemplos de caminos dirigidos en una digréfica.
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Figura 1.1.7

1) Un camino dirigido recibe el nombre de cerrado sivg = v, y generador
st {vo, vy,v2, ..., 0n} = V.

1) Cuando todos los arcos de un camino son distintos se le conoce con
el nombre de paseo dirigido.

i14) S1 en un camino dirigido todos sus vértices son distintos éste se cono-
cerd como trayectoria dirigida.

Definicién 9 Sea D = (V, A) una digrdfica, entonces un camino (v, vy..., Uy)
en D con al menos tres vértices y todos sus vértices distintos excepto por
vo = Un Tecibe el nombre de ciclo.

Se dird que una digrafica es aciclica si no contiene ciclos. Como ejemplo
de digréfica con ciclos y aciclica se tienen los de la figura 1,1,8.

Ciclos Acitlica.
Figura 1.1.8

Em:

Un semzcamino es una sucesién alternante de vértices y arcos
(vo, @1, v1,a2,...Gn, V) donde cada arco a; es de la forma v;_,v; o v;v;,_;. Un
semicamino es conocido como semipaseo si todos sus arcos son distintos, co-
mo una semitrayectoria si todos sus vértices son distintos. Un semicamino
es un semiciclo si contiene al menos tres vértices y todos sus vértices son dis-
tintos con la exepcién de que vg = v,,. En la figura 1,1,9 se puede observar
una digrafica con sus respectivos semiciclos.
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D i) Semiciclos.

Figura 1.1.9

Definicién 10 Sea D = (V, A) una digrdfica, diremos que D es fuertemente
conezxa o conexa fuerte, si para todo par de vértices v;,v; € D, a partir de
v; se puede alcanzar a v; mediante una trayectoria dirigida.

Como ejemplos de digréficas fuertemente conezras se tienen los de la
figura 1,1,10.

Figura 1.1.10

Definicién 11 Una digrdfica D = (V, A), se le llamard unilateralmente
coneza o untlateral, si para cualquier par de vértices en D, se tiene que v;
puede ser alcanzado desde v; o v; puede ser alcanzado desde v;, mediante
trayectorias dirigidas.

En la figura 1,1,11 se pueden observar dos digraficas unilateralmente
conexas.
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|

Figura 1.1.11

Definicién 12 Se dice que una digrdfica D es debilmente coneza o coneza
débil, st para todo par de vértices en D existe un semicamino que los une sin
importar la direccion de los arcos.

Si una digrafica no es debilmente coneza, se dird que es disconeza.

Como ejemplos de digréficas debilmente conezas se tienen los siguientes
figura 1,1,12:

Figura 1.1.12

Por otro lado, toda digrifica fuertemente conexa es conexa unilateral,
pero no toda digrafica unilateralmente conexa es conexa fuerte. En la figura
1,1,13 se muestran dos ejemplos de digraficas unilateralmente conexas que
no son fuertemente conexas.
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Figura 1.1.13

De la misma forma toda digrafica unilateralmente conexa es conexa débil,
pero no toda digréfica débilmente conexa es conexa unilateral como se puede
observar en las digréficas de la figura 1,1,14.

Figura 1.1.14

1.2. Arboles

En esta seccién se comenzara por introducir el concepto de drbol y sus
propiedades.

Definicién 13 Un arbol es una grdfica coneza y actclica. Las aristas en
esta grdfica reciben el nombre ramas.

A continuacién en la figura 1,2,1 se muestran distintos ejemplos de 4r-
boles.
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Figura 1.2.1

Antes de enunciar algunas de las definiciones equivalentes de &rbol es
necesario tener en cuenta dos propiedades importantes.

Proposicién 1 Sea G = (V,U), una grdfica. Supdngase que se agrega una
arista u = {v;v;} a G. Entonces:

i) El numero de componentes conezas de G disminuye una unidad si v;
y v; pertenecen a dos componentes conexas distintas. En este caso la arista
u no pertenece a ningin ciclo de la gréfica G' = (V,U U {u}).

i1) El ndmero de componentes conezas de G permanece igual si tanto v;

como v; pertenecen a la misma componente coneza. En este caso u pertence
a un ciclo de la gréfica G' = (V,U U {u}).

Demostracién. i) Sea G = (V,U) una gréfica, considérese que G; =
(Vi, Us) y G5 = (Vj,U;) son dos componentes conexas de G, tales que v; € V;
y v; € V;.

Por otro lado, sea G’ la gréfica que se genera al agregar la arista u =

(vi,v5) a G.
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Sean v, y v, dos vértices que pertenecen a V; U V;. Como G; es conexa se
tiene que si vy, v, € G; existe la trayectoria que une a v, con v, en G; y por
lo tanto en G'.

Para (; el razonamiento es anélogo.

Supéngase que v, € V; y que v, € V;. Entonces existe una trayectoria
que une al vértice v, con el vértice v; en Gj, a su vez existe una trayectoria
que une al vértice v; con v, en G; entonces existe una trayectoria que une al
vértice v, con el vértice v, en G', por lo tanto G; y G; pertencen a la misma
componente conexa en G'.

Para el caso en que v, € V; y v, € V; el razonamiento es analogo.

Al agregar una arista u a una grafica G el nimero de componentes
conexas en G disminuye en una unidad.

Se sabe que un ciclo es un camino cerrado en el cual todos sus vértices
son distintos. Supéngase que u = (v;, v;) pertence a un ciclo en G, entonces
existe un camino cerrado que inicia y termina en v;. Por lo tanto debe existir
un camino que une a v; con v; en G, pero esto es una contradiccién pues v;
y vj pertenecen a componentes conexas distintas en G.

.La arista u no pertenece a ningin ciclo en G' = (V,U U {u}).

i4) Si v, v; € Gi, el camino que une al vértice v; con v; se encuentra
contenido en G, entonces tanto G como G’ tienen el mismo nimero de com-
ponentes conexas.

Por otro lado existe el camino que une al vértice v; con v; en G. Entonces
si se agrega la arista u en GG se crea un ciclo en G'.

.La arista u pertenece a un ciclo en G'. &

Proposicién 2 Sea G = (V,U) una grédfica con n vértices y m aristas. En-
tonces:

i) St G es coneza, entonces m > n — 1

i1) Si G es aciclica, entonces m < n— 1

Demostracién. i) Supéngase que G = (V, U) es una gréfica con n com-
ponentes conexas. Por la proposicién 1 se sabe que si se agrega una arista
u = (;,v;), cuyos extremos formen parte de dos componentes distintas en G,
el mimero de componentes conexas en GG disminuye en una unidad. Entonces
como G esta formada por n componentes conexas, para que G sea conexa es
necesario agregar al menos n — 1 aristas.

Por otro lado si los extremos de la arista u pertenecen a una misma
componente conexa en G el nimero de componentes conexas en G seguird
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siendo n.
~m>n—1

i) Sea G = (V,U) una gréfica con n componentes. Supéngase que se
agrega una arista u = (v;,v;) en G, entonces para que la grafica contimie
siendo aciclica los extremos de u deben pertenecer a componentes distintas
de G. Asi si se repite este proceso para cada una de las componentes conexas
de G se obtendra una gréfica formada por una sola componente conexa con
n — 1 aristas. Si se agrega una arista mds supéngase v/, los extremos de
u' pertenecerdn a la misma componente conexa y por la proposicién 1 se
formaré un ciclo.

sm<n-—1

]

Es importante notar que como consecuencia inmediata de la proposicién
2 se tiene que el nimero de aristas en un arbol es igual al nimero de vértices
Menos uno.

Contando con los resultados anteriores se pueden dar una serie de equiva-
lencias con respecto a la definicién de arbol.

Teorema 1 Sea G una grdfica con n vértices y m aristas. Supdngase que
n > 2, entonces las afiirmaciones siguientes son equivalentes y caracterizan
un drbol:

i) G es aciclica y tiene n — 1 aristas.

1) G es coneza y aciclica.

i11) G es coneza y tiene n — 1 aristas.

) G es coneza pero deja de serlo si se elimina una arista.

v) G es aciclica y si se agrega una arista se forma exactamente un ciclo.

vi) Para cada par de vértices en G existe una tunica trayectoria que los
une.

Demostracién. Supéngase que G = (V, U) es una gréfica con m aristas
y 1 vértices.

11) = 1) Por hipdtesis se sabe que G es conexa y aciclica, entonces por
la proposicién 2 tiene n — 1 aristas.

i) = i) Que G sea aciclica se sigue de la hipdtesis. Sabemos que G
es aciclica con m — 1 aristas y supongase que no es conexa, entonces cada
componente conexa de (G serfa un arbol y habrd £ > 2 componentes conexas.
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Si hay k componentes conexas cada una con n;j, ng, ...n; vértices entonces
habrd (ny — 1) + (ng — 1) + ... + (n — 1) aristas en G.

k
-G tendriaZni — k =n — k aristas.

i=1

Peron — k =n — 1 entonces k = 1 y esto es una contradicién, es decir
que G es conexa.

1) = 1ii) Que G sea conexa se sigue de la hipétesis. Por otro lado si G
es conexa y aciclica por la proposicién 2 el nimero de aristas en G es n — 1.

114) = 1v) G es conexa por hipétesis y tiene n — 1 aristas, supéngase que
se elimina una arista y se tiene que G’ = (V,U \ {u}) entonces el nimero de
aristas en G'serd n — 2 y por la proposicién 2 G' no puede ser conexa.

iv) = v) G es conexa por hipétesis, entonces existe al menos una trayec-
toria que une a v; con v;. Supéngase que uy es una arista que forma parte
de la trayectoria que va de v; a v; y que G’ = (V, U \ {ux}), por hipétesis G’
es disconexa. Entonces no existe una trayectoria que vaya de v; a v;, por lo
tanto la grafica G es aciclica. Por otro lado que al agregar una arista en G
se forme un ciclo se sigue de la proposicion 1,1i).

v) = vi) Por hipétesis se sabe que si se agrega una arista en G se forma
un ciclo y por el inciso i) de la proposicion 1 se tiene que v; y v; forman
parte de la misma componente conexa, por lo tanto G es conexa. Como G
es conexa existe, al menos una trayectoria que une a todo par de vértices.
Por otro lado supéngase que entre v; y v; existen dos trayectorias distintas
que los unen, entonces v; y v; forman parte de un ciclo pero esto es una
contradiccién pues por hipétesis G es aciclica.

vi) == 1) Por hip6tesis y definicién de conexidad G es conexa. Supéngase
que C; = uy,uy,..u;,u; €s un ciclo en G, entonces existen dos trayectorias
entre u; y ;. Pero esto es una contradiccién a la hipétesis, pues para cada
par de vértices en G existe una udnica trayectoria que los une, por lo tanto G
es aciclica y por la proposicién 2 tiene n — 1 aristas. ®

Para el caso de digraficas D = (V, A) se tiene un concepto anslogo al de
4rbol en graficas.

Definicién 14 Un drbol dirigido es una digréfica débilmente coneza que
no contiene semiciclos.
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Como ejemplos de drboles dirigidos se tienen los de la figura 1,2,2.

T .

Figura 1.2.2

1.2.1. Arboles Generadores

Considérese una grafica G = (V,U) conexa, que contiene una subgréfica
que ser el drbol T = (V’,U’). Las aristas de U’, de T serén llamadas ramas
y las aristas de G que no estan en T se llamaran cuerdas (ambos conceptos
relativos a T').

Definiciéon 15 Sea T un drbol de una grdfica G, si V! =V, entonces dire-
mos que T es un arbol generador de la grifica G.

Es claro que sélo las gréficas conexas tienen dboles generadores como
subgréficas. Por otro lado si una gréfica conexa G tiene un 4rbol generador
inico, entonces G es un arbol. Cada componente conexa de una gréfica arbi-
traria G contendrd al menos un arbol generador. Como ejemplos de drboles
genera-dores se tienen los de la figura 1,2,3, donde del lado izquierdo se
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tienen las graficas y del lado derecho sus arboles generadores respectivos.

Figura 1.2.3

Una coleccién de drboles generadores (uno por cada componente conexa
de G), es llamado bosque generador. A continuacién en la figura 1,24 se

puede observar un bosque generador de una graﬁca G.
GRAFICA. 6 o .

BOSQUE GENERAD ElR
DE G-

Figura 1.2.4
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Observacién 1 Sea T' un drbol generador de una gréfica conexa con n vér-
tices y u aristas, entonces para cualquier drbol generador en G, el nimero de
aristas que no forman parte de T estard dado por w —n + 1.

Es facil corroborar esta observacién si se parte del hecho de que un 4rbol
generador es una subgréfica de G, entonces estard formado por n vértices y
n — 1 aristas (por el teoremal). Si se considera que G es una grafica con u
aristas se tiene que u — 1 + 1 serd el nimero de aristas que no pertenecen a

T.



Capitulo 2

La Matriz de adyacencia

A una digrédfica de n vértices se le puede asociar una matriz de n X n,
M = [my;] que recibe el nombre de “matriz de adyacencia”. Sus elementos
se definen por medio de :

1 Si Vo — Uy
— 2

0 en otro caso

As{ para las siguentes digréficas, las matrices de adyacencia correspon-
dientes seran (figura 2,1) :

o O O o
O = O =
O O = o
o = O O

27
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01001

00110
Mjiy=|100010

01001

01100

0100

1010
Mi=11 001

1000

Figura 2.1
Por definicién de matriz de adyacencia, ésta cumple con las dos propiedades
sigulentes:

i) Todas las entradas son 0 o 1.

i1) Todas las entradas sobre la diagonal principal son 0.

Por otra parte toda matriz que cumpla con estas dos propiedades deter-
mina una digréfica inica con vértices etiquetados desde 1, .....,n para la cual,
dicha matriz M es la matriz de adyacencia.

Por ejemplo, la matriz M determina a la digréfica de la figura 2,2:

O~ OO
OO O =
OO~ =
O~ OO

Figura 2.2
En este ejemplo se puede observar que la diagonal de la matriz se encuen-
tra formada por 0, y en las demés entradas por 0 o 1.

Ejemplo 3 Una cierta familia esta formada por la madre, el padre, una hija
y dos hijos. La influencia o el poder que cada uno de sus miembros ejerce sobre
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cada uno de los otros se describe a continuacion: la madre sobre la hija y el
hijo mayor, el padre sobre los dos hijos, la hija sobre el padre, el hijo mayor
sobre el hijo menor y el hijo menor sobre la madre. Un modelo del patrén
de influencia en esta familia se obtiene con una digrdfica cuyos vértices son
los cinco miembros de la familia. Si el miembro A ejerce influencia sobre
el maembro B, se escribird A — B. En la figura 2,3 aparece la digrifica
resultante, donde los diferentes miembros de la familia han sido llamados de
la siguiente forma: madre por M, padre por P, hija por A, hijo mayor por B y
el hijo menor por C. Asi se tiene que la matriz de adyacencia correspondiente
€s:

M P ABZC
00110
00011
01000
00001
10000

Figura 2.3

[on el ejemplo anterior, el padre no tiene influencia directa sobre la madre,
es decir M — P no es clerta. Sin embargo, tiene influencia sobre su hijo
menor, quien a su vez, la tiene sobre la madre. Esto se escribe P — C —
M, y se dice que hace un camino de dos pasos entre P y M. En una forma
andloga, M — A, es un camino de un pasoy P — B — C — M es
un camino de tres pasos. Ahora, se verd la forma de determinar el nimero
de caminos de 7 pasos (r = 1,2, ...... n) que hay entre un vértice v; y otro v;
de una digréfica cualquiera. (Se incluir4 el caso en que v; y v; coinciden). El
mimero de caminos de 1 paso entre v; y v; es simplemente, m;;. Es decir,
puede haber una o ningun camino de un paso de v; a v;, dependiendo de que
M;; Sea Cero o Uno.

Si se desea obtener el niimero de caminos de dos pasos en una digréfica,
se utiliza el cuadrado de la matriz de adyacencia. Asi mg) es el elemento de
orden (i,7) de M@ de esta forma se tiene

m,(j) = MMy + MigMig; + o + Min M. (]. 1)

)
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Ahora, si my; = m;; = 1, hay un camino de dos pasos, v; — v — v},
entre v; y v;. Pero si una de las dos, m;; 6 my;, es cero, este camino no
existe. kin consecuencia, v; — v; — v; es un camino de dos pasos si y sélo
s1, m;; my; = 1. De forma semejante, para cualquier valor & = 1,2,......7n,
V; — V¢ — v; es un camino de dos pasos entre v; y v; si y sélo si, el
término my;my; del segundo miembro de (1,1) vale uno; en caso contrario, el
término es cero. En consecuencia, el segundo miembro de (1,1) da el total de
caminos de dos pasos que hay entre v; y v;.

Lo anterior se incluye en el siguiente resultado:

Teorema 2 Si M es la matriz de adyacencia de una digrdfica y m!? es el

j
elemento (1,7) de M", entonces m\? es el mimero de caminos de r Pasos que

ij
hay entre v; y v;.

Demostracién. ( Por induccién sobre 7)

Para r = 1.

Se tiene que M;; es la matriz de adyacencia, que muestra cuales son los
caminos de un solo paso entre v; y v;.

Suponemos que es valido para r = n.

Por hipétesis,

M = No. de caminos con n — arcos que van de v; — v;.

Queremos demostrarlo para r = n + 1.

Por demostrar, Mi’;“ = No. de caminos con (n + 1) — arcos que van de
UV — V5.

Se tiene que:

n
n+l __ n _ n .
MG = (M M)ij = E HCTULT
k=1

Por hipétesis de induccién un camino de v; — v; con (n + 1) — arcos, es un
camino con n — arcos de v; — vy seguida de un arco de i a v;.
. MZT! = No. de caminos con (n + 1) — arcos que van de v; — v;. ®

Ejemplo 4 La figura 2,4 es el mapa de las rutas de una pequena linea aérea
que da servicio a cuatro ciudades vy Vg U3 V4. Como es una digrdfica, la matriz
de los vértices serd:



[ =]
= O O -
= O =
O =R OO

Por otra parte:

2 01
. | 111
Mi=1o0 22

2 01

133
s | 223
Mi=11402

133

31

1

Si se quiere saber cudntas conexiones hay entre las cludades v4 y v3, esto
se puede determinar mediante el resultado anterior. Como 7143 = 1, hay una
conexién o arco de 1 paso: como mg) = 1, hay una conexién de 2 pasos,

(3)

y como my; = 3, hay tres conexiones de 3 pasos. Para verificarlo, ver la

figura(2,4):
Conexiones de 1 paso de vy a v3 :

Vg — U3

Conexiones de 2 pasos de v4 a vs :

Vg —> Vg —> U3

Conexiones de 3 pasos de v4 a v3 :

Vg — V3 —> Vg — Vs

Vg — VU U3

Vg — V3 —> Uy —* Uz
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Ejemplo 5 Sea G la digrdfica de la figufa 2,5, con una matriz de adyacen-
cia dada de la siguiente forma:

0111
1000
M=114¢101
0110

Figura 2.5

A partir de esta grafica queremos ver cudntos caminos de 1,2 y 3 pasos
hay entre el vértice v; y v,.
Primero se calculan las matrices M? y M?3.

0111 0111 1211
o] 1000 1000 ]| |[o0111
0101 0101 1110
0110 0110 1101
1211 0111 2 3 2 2
o |01t 1000 ]| | 1211
1110 0101 1212
1101 0110 1221

Asi, en la matriz M se puede observar que la entrada m;s = 1, lo que
indica que sélo hay un camino de un paso de v, a vy. En el caso de M? se
tiene que m(l? = 2, por lo tanto hay dos caminos de dos pasos que van de v,
a vy y para M se tiene que mg‘? = 3 entonces existen tres caminos de tres
pasos de v; a vy.

Con la gréfica de la figura 2,5 se puede comprobar que los caminos de
V) a Uy son las siguientes:

Los caminos de 1 paso de v, a vy son:

V — Vg
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Los caminos de 2 pasos de v; a v, son:

Uy — V3 — U

U —— Uy —— Uy
Los caminos de 3 pasos de v; a v, son:

Vy — VU3 —> Ugy — Vg
Vy — Vg — Vg — Uy

V1 — Uy U — U

2.1. Clanes

Considérese la siguiente definicién:

Definicién 16 Un subconjunto del conjunto de los vértices de una digréfica
rectbe el nombre de asociacion o clan, si satisface las siguientes condiciones:

1) El subconjunto contiene por lo menos tres vértices.

i1) Para cada par de vértices v; y v; del subconjunto, se tiene que v; — v,
YU — ;.

111) Este subconjunto debe ser méximo, esto quiere decir, que no se puede
agregar otro vértice sin dejar de satisfacer la condicién (43).

Esta definicién sugiere que los clanes son subconjuntos méximos dentro
de los cuales existe una comunicacién perfecta. Entendiendose por esta (como
ejemplo), el caso en que los vértices de una gréfica G representen ciudades y
se cumpla que v; — v; y v; «— v; esto quiere decir que hay un vuelo directo
entre v; y vj, asi como entre v; y v;, entonces hay un vuelo directo entre dos
ciudades cualesquiera del clan y en cualesquiera de las dos direcciones.

Ejemplo 6 La digrifica que aparece en la figura 2,1,1, que podria represen-
tar el mapa de las rutas de una linea aérea, tiene dos clanes:

{Ul,U2,Us,U4} ) {03,04,06}-
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En este ejemplo se observa que en una digréfica puede haber més de un
clan y que un vértice puede pertenecer simultdneamente a dos o mas de ellos.

Figura 2.1.1

En las digraficas pequenas, los clanes pueden encontrarse por inspeccién,
pero para los casos complicados conviene tener un procedimiento que permita
detectarlos. A continuacién se analizard, un teorema que identifica los vértices
que pertenecen a un clan y para ello se definirg una matriz S = [s;;] que estd
relacionada con una digréfica de la siguiente forma:

S = [si;] = 1 si VU Yy U
& 0 en otro caso

La matriz S determina una digréfica que se diferencia de la original en
que han desaparecido o se han eliminado los arcos que sélo tienen una flecha.
Por ejemplo, si la digréfica original es la que se ilustra en la figura 2,1,2a,
la digrafica que tiene a S como matriz de adyacencia es la que aparece en
la figura 2,1,2b. Como alternativa, S se puede obtener a partir de la matriz
de adyacencia, M, de la digréfica original, haciendo que s;; = 1 cuando
my; = my; = 1 y en caso contrario, s;; = 0.
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(a) Figura 2.1.2 (b)

Usando la matriz S, el teorema 2 se enuncia de la s1 guiente forma:

Teorema 3 Si sg-') es el elemento (1,7) de S®, un vértice v; pertenece a algin
clan, si y solamente si, s3; # 0.

Demostracién. Si sg) # 0, entonces hay por lo menos un camino de
3 pasos que inicia y termina en v;, en la digrifica modificada determinada
por S. Supéngase que esta es v; — v; — ;. En la digréfica modificada,
los arcos son de dos direcciones, por lo que se tiene v; +—— v; «— v;. Esto
significa que pueden suceder dos cosas, o que {v;,v;, vk} es un clan, o bien
que {v;,v;,v;} es un subconjunto de un clan. En cualquiera de estos casos,

v; pertenece a un clan.
Si SS) = 0, esto implica que no hay caminos de tres pasos de ¢ a <.

". v; no puede pertenecer a un clan. =

Ejemplo 7 Supdngase que una digrdfica tiene por matriz de adyacencia (figura

2.1.9):
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0111
1 010
M_0100
1 000
Figura 2.1.3
Entonces
01 01 030 2
1010 , [ 3020
=10100 Y =10201
1 000 2 010

Como todas las entradas de la diagonal de S® son cero, por el teorema
anterior, se puede decir que la grafica no tiene ningin clan.

Ejemplo 8 Suponga que una digrdfica tiene por matriz de adyacencia (figura

2.1.4):

01011
10010
M=}111010
11000
10010

Figura 2.1.4

Entonces
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01011 2404 3
10010 4 2 031
S=100000 y $=100000
11000 4 3021
10000 31010

Hay entradas distintas de 0 en la diagonal de 53, son sﬁ), sg:;), y Sﬁ). En

consecuencia, en la digrafica, vy, v, y vy pertenecen a clanes. Como un clan
debe tener por lo menos tres vértices, sélo habrd un clan, a saber, vy, v, v4.

Ejemplo 9 Determinar a partir de la matriz de adyacencia, st existe algin
clan en su digrdfica correspondiente.

010110

101011

010101

M_101011

010100

001110

Sea.:

010100 06170 2
101010 6 0716 3
5_010101 53_172814
“l101011 1718 2765
010100 06170 2
001100 2345 2 2

Algunas entradas de la diagonal de S® # 0, esto quiere decir que hay un
clan dentro de la digréfica representada por la matriz M. Como las entradas
en la diagonal distintas de cero son mg; = 2, myy = 2 y mge = 2, el clan que
se puede encontrar en esta digréfica es el formado por los vértices vz, v4 y ve.

Esto puede corroborarse mediante la figura siguiente figura 2,1,5 :
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Digréfica Figura 2.1.5 Clan

2.2. Digraficas de dominacién

Hay muchos grupos de individuos o de animales en los que estd bien
definido un orden de dominacién entre dos miembros cualesquiera. Casi siem-
pre dados dos individuos A y B, sucede que A domina a B o bien B domina
a A.

Definicién 17 Una digrifica de dominacidn es una digrdfica tal que para
cualquier par de vértices, v; y vj, se tiene que uno de los arcos v; — v; 0
v; — v; esta en D, pero no ambas.

Un ejemplo de una digréfica que cumple con esta definicién es la que
corresponde a un torneo de n equipos deportivos en la que cada equipo juega
solo una vez contra todos los deméds y donde no se permiten los empates.
Si v; — v; significa que el equipo v; le gana al equipo v; en la tnica vez
que se encuentran durante el torneo, de inmediato se ve que la definicién se
satisface.

Por esta razdn, a las graficas de dominacién, se les suele llamar torneos.
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Figura 2.2.1

En la figura 2,2,1 se muestran graficas de dominacién de tres, cuatro
y cinco vértices. En ellas, los vértices senialados tienen una propiedad muy
interesante, cada uno de ellos se une, por medio de un camino de 1 o 2
pasos, con cualquiera de los otros vértices de la grafica. En cierto sentido,
estos vértices son mas “potentes” que los que no tienen esta propiedad. En
un torneo deportivo, un vértice de tal naturaleza corresponde a un equipo
A que le gana a otro equipo B y ademds, a un equipo que le gana a B. A
continuacién, se enunciard y demostrard un teorema que establece que toda
digrafica de dominacién tiene por lo menos un vértice con esta propiedad.

Teorema 4 Fn toda digrifica de dominacion hay por lo menos un vértice
que alcanza con un camino de 1 o 2 pasos a cualquier otro vértice.

Demostracién. Sea v; un vértice (puede haber varios) al que corresponde
el mayor nimero de caminos de 1 o 2 pasos que lo unen con los otros vértices
de la gréfica. Volviendo a enumerar (si hiciera falta), v; puede ser el vértice
asi definido.
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Si v; es un vértice para el cual la expresién v; — v; no es cierta ni con
caminos de 2 pasos, entonces v; — v, si debe de ser cierta. Ahora, sea v,
cualquier vértice para el cual se verifica que v; — v;. Entonces vy —
no puede ser clerta porque existird v; — vy — ¥; que es un camino de 2
pasos de v; a v;. En consecuencia, se debe verificar que v; — vy, es decir,
v; tiene caminos de 1 paso con todos los vértices a los que v, tiene también
caminos de 1 paso. Asi, el vértice v; debe tener también caminos de 2 pasos a
todos los vértices a los que v; tenga caminos de 2 pasos. Pero como ademas,
v; — vy, U; tendrd mds caminos de 1 y 2 pasos que vy. Sin embargo esto
contradice la forma en la que se definié v; y por lo tanto, no puede haber
ningun vértice v; con el cual v) no tenga ninglin camino de 1 o 2 pasos. ®

Con esta demostracién se ha comprobado que el vértice que tiene el mayor
nimero de caminos de 1 o 2 pasos que lo unen con otros vértices, cumple con
la propiedad enunciada en el teorema. FEstos vértices se encuentran en forma
sencilla con la matriz de adyacencia M y su cuadrado M?. La suma de las
entradas al renglén de orden i de M, es igual al nimero total de las caminos
de 1 paso que conectan a v; con otros vértices, y la suma de las entradas al
renglén de orden i de M2, es igual al nimero total de caminos de 2 pasos
que conectan a v; con otros vértices.

Ein consecuencia, la suma de las entradas al renglén de orden i de la matriz
A = M + M? es el ntimero total de caminos de 1 o 2 pasos entre v; y los
otros vértices. En otras palabras, el renglén de la matriz A = M + M? para
el cual se obtiene el valor més alto de la suma de sus elementos, identifica a
un vértice que cumple con la propiedad enunciada en el teorema 4.

Ejemplo 10 Si cinco equipos de beisbol juegan de forma que cada uno de
ellos se enfrenta una sola vez a todos los demds y los resultados son los indi-
cados en la digréfica de dominacion de la figura 2,2,2 se tendrd la siguiente
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matriz de adyacencia.

00110
10101
M=|00010
01000
10110
Figura 2.2.2
y, por lo tanto
00110 01010
10101 1 0 2 320
A=M+M*=| 00010 |+|01000]|=
01000 1 0101
1 0110 0112@0
01120
2 03 31
= 010120
1 1101
112 30

Las sumas de los renglones de A son:
suma del 1° renglén =
suma, del 2° renglén =
suma del 3° renglén = 2
surpa del 4° renglén = 4
suma, del 5° renglén =
Como el segundo renglén es el que da la suma mayor, el vértice v, tiene
caminos de 1 o 2 pasos que lo conectan con todos los demés vértices, lo cual
se verifica f4cilmente observando la figura 2,2,2.
Informalmente, se ha sugerido que un vértice que tenga el mayor nimero
de caminos de 1 o 2 pasos que lo unan con otros vértices, es un vértice
“potente”. Este concepto se formaliza con la siguiente definicién:
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Definicién 18 La potencia de un vértice de una digréfica de dominacion,
es el nimero total de las caminos de 1 y 2 pasos que los unen con otros
vértices. Bs decir, la potencia de un vértice v; es la suma de las entradas
del renglén 1 — ésimo de la matriz A = M + M?, donde M es la matriz de
adyacencia de la digrdfica.

Ejemplo 11 Clasificar los cinco equipos de beisbol del ejemnplo 10, de acuer-
do con su potencia. De las sumas de los renglones hechas en ese ejemplo, se
liene.

Potencia del equipo v; = 4
Potencia del equipo v9 = 9
Potencia del equipo v3 = 2
Potencia del equipo v4 = 4
Potencia del equipo vs = 7

Por lo tanto, la clasificacién de los equipos de acuerdo a su potencia es:
primero, vy; segundo, vs; terceros vy y v4 empate; quinto, vs.

Ejemplo 12 Se llevé a cabo un torneo de canicas entre distintos equipos y
los resultados que se obtuvieron fueron los siguientes:

El jugador A le gand al jugador B, Cy D.
El jugador B vencié al C y ol E.
Clegand a D y E.

D vencié a B.

Ele gané a A y D.

Clasificar los equipos de acuerdo con las potencias de los vértices de la
digrdfica de dominacion que corresponde a los resultados de los juegos.

La digrdfica de dominacién que representa a este torneo es la siguiente
(figura 2,2,3):
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Figura 2.2.3
Donde el equipo A = vy, B =y, C =v3, D = w4,y E = vs.

La matriz M y M? correspondientes son:

01110

00101

M={00011

01000

10010
01110 01110 0111 2
00101 00101 10021
M’=]1000 11 00011 ]=]11010
01000 01000 00101
10010 10010 11120

Para poder determinar la potencia de cada uno de los vértices se debe
obtener la matriz A que esta dada de la siguiente forma:

01110 01112
00101 10021
A=M+M*=| 00011 |+]11010]|=
01000 00101
10010 11120
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022 2 2
101 2 2
=] 11021
01101
11120

La potencia de cada uno de los equipos es:
Potencia del equipo v; = 8
Potencia del equipo vy = 6
Potencia del equipo v3 = 5
Potencia del equipo vy = 3

Potencia del equipo vs = 5

Se puede concluir que el equipo A quedé como campedn, B como segundo
lugar, C'y E empataron en tercero y D fué cuarto lugar.

Els necesario tomar en cuenta que €l criterio que se enuncié en el teorema
4, en el cual se afirma que el vértice con mayor “potencia” en una digréfica
D alcanza por medio de caminos de uno o dos pasos a todos los demés
vértices, no es vdlido para digraficas en general como se mostraré en el ejemplo
siguiente.

Considérese la digrafica y la matriz de adyacencia de la figura 2,2/4 :

<

i
O O O o oo
O R, OO OO =
O — O O O = =
OO OO~ O =
O - OO O — O
— OO~ OO Oo
OO O — OO0 O

Figura 2.2.4
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Si se calculan la matriz M? y A se obtiene:

0011111

0001000

0000011

M?=| 1110110

0000O0CO0OTO

01 22100

1110100
0111000 0011111
001 0100 0 001000
0 0010O00O0 0 00O0O0T11

A=10000O01TT1 |+ 11T1TO0110]|=

0 000O0O0CO 0 00 0O0O0OTG
1110100 0122100
0000O0T1O0 1110100

012 2111

0011100

0001011

=/ 1110121

0000O0O0CO

1 232 200

1110110

Con estas matrices se puede observar que la potencia de cada uno de los

vértices es la siguiente:

Potencia del vértice v; = 8
Potencia del vértice vy = 3
Potencia del vértice vz = 3
Potencia del vértice vy =7
Potencia del vértice vs = 0
Potencia del vértice vg = 10
Potencia del vértice vz =5
En la tabla anterior se muestra que el vértice vg (con respecto a los dem4s)
es el que cuenta con el mayor mimero de caminos de uno y dos pasos, por lo
tanto es el vértice més “potente” en la digrifica. Con esto se podrfa concluir



46 CAPITULO 2. LA MATRIZ DE ADYACENCIA

que este vértice es el que puede alcanzar a todos los demds mediante caminos
de uno y dos pasos, pero si se consideran las figuras siguientes (figura 2,2,5)
en las cuales sélo se muestran los arcos que salen de los vértices vg y ;.

Arcas Vg

¢

s —

Figura 2.2.5

Se puede observar que el vértice vg (que habfa sido considerado como el
més “potente”) no alcanza al vértice v7, entonces el vértice v no cumple con
la propiedad de alcanzar a todos lo demds vértices por medio de caminos de
uno o dos pasos, mientras que el vértice v si cumple con esta propiedad pero
no es el vértice més “potente”’ dentro de este conjunto.



Capitulo 3

La Matriz de Incidencia

Sea (G una grafica, con n vértices y m aristas.

Definicién 19 La matriz de incidencia de una grifica G, es la matriz B =
(bij)nxm en donde:

b — 1 si el vértice v; es incidente a la arista u;
” 0 en otro caso.

La matriz de incidencia de la gréfica de la figura 3,1 es:

11100
10011
B=1090101
01010

Figura 3.1

Se pueden hacer una serie de observaciones respecto de una gréfica y de su
matriz de incidencia B.

i)  Existe una correspondencia uno a uno entre los vértices y aristas de
una gréfica y las matrices binarias que tienen exactamente dos unidades en
cada columna.

47
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it) Cualquier conjunto con n — 1 renglones de B determina su grafica
correspondiente. Esto se debe a que cada renglén de B es la suma de todos
los demas renglones de B (médulo 2)

i17) Cada columna de B consta de exactamente dos unos.

iv) Un renglén con todas sus entradas son cero corresponde a un vértice
aislado.

v) Un renglén con un solo uno en sus entradas corresponde a un vértice
terminal.

vi) El nimero de unos por cada entrada en un renglén ¢ de B es igual al
grado correspondiente del vértice v;

vit) Las permutaciones de cualesquiera dos renglones (columnas) de B
corresponden a una reetiquetacién de los vértices (aristas) de G.

viii) Dos gréficas son isomorfas si y sélo si sus matrices de incidencia
correspondientes difieren s6lo por una permutacién de renglones o columnas.

Lema 1 Si G es un drbol con n vértices, u aristas y malriz de incidencia
B, entonces:
r(B)y>n—1

Donde r () denota el rango de una matriz.

Demostracién. Por induccién sobre n.

Paran = 2.

La matriz de incidencia asociada a esta grafica es la siguiente:
Entonces r(B) =1=n—1.

1
1
Paso inductivo.

Supdngase que n > 3 y que esta afirmacién es clerta para 4rboles con
menos de n vértices.

Considérese una trayectoria maxima (vy,vs....,v,) en G y considérese la
gréfica G' = G — vy, donde v, es un vértice pendiente (e.d. terminal) en G,
por lo tanto G’ también serd un arbol.

Sea B' la matriz de incidencia del 4rbol G. Como G’ es un 4rbol con
respecto a G el nimero de renglones linealmente independientes en G’ son
n — 2, pues G’ es un 4rbol con n — 1 vértices y por hipétesis de induccién el
r(B'Y>n - 2.
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Sise agrega en B’ el i — ésimo renglén y la j — ésima columna correspon-
dientes a v,, el rango de B’ se incrementa en una unidad asi:

r(B) > r(B)+1
r(B) > (n—2)+1
r(B)>n-—1

Observacion 2 Sea G una grdfica con n vértices, m aristas y matriz de
wmncidencia B, entonces:

r(By>n—1

Si G es una grafica conexa existe el menos un arbol generador T en G.
Entonces por el lema 1 si T es un 4rbol, 7(B) > n — 1 y como los renglones
de B representan a cada uno de los vértices de T, cuando se aumentan aristas
en T el nimero de columnas en B aumenta, pero los renglones continuardn
siendo linealmente independientes.

Por otro lado, si G es una grifica con k componentes, 7(B) > n — k.

Como r = rango(B), el espacio vectorial generado por los renglones de
la matriz B tiene una base  formada con 7 elementos. Es natural definir la
matriz B, que se obtiene al eliminar los renglones que no corresponden a £.

Se pueden realizar algunas observaciones con respecto a la matriz B, :

i) Los renglones de B, son linealmente independientes.

i) Si G es un 4rbol con n vértices, entonces 7(B;) = (n — 1).

La matriz de incidencia también se encuentra definida para el caso de

digraficas.

Definicién 20 La matriz de incidencia B = (bij)nxm de una digréfica D,
con n vértices y m arcos, es la matriz de n X m donde:

1 s el arco j sale directamente de v;.
bi; =<¢ —1 st el arco j entra directamente en v;.
0 en otro caso.

Un ejemplo de esta matriz es el siguiente (figura 3,2):
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o= O
|

Figura 3.2

La matriz de incidencia para digréficas cumple con observaciones similares
a las de la matriz de incidencia de gréficas no dirigidas.

i) Existe una correspondencia uno a uno entre los vértices y los arcos
de una digréfica y las matrices que en cada una de sus entradas tomen los
valores 1,0, —1.

it) Cualquier conjunto con n — 1 renglones de B determina su gréfica
correspondiente. Esto se debe a que cada renglén de B es la suma de todos
los demés renglones de B (mod 2)

114) Cada columna de B consta exactamente de un 1 y un —1.

i) Un renglén con todas sus entradas son cero corresponde a un vértice
aislado.

v)  Un renglén con un solo 1 o —1 en sus entradas corresponde a un
vértice terminal.

vi) El nimero de unos en los valores absolutos de las entradas, en un
renglén ¢ de B es igual al grado correspondiente del vértice v;.

vit) Las permutaciones de cualquiera dos renglones (columnas) de B cor-
responden a una reetiquetacién de los vértices (aristas) de D.

viit) Dos digréficas son isomorfas si y sélo si sus matrices de incidencia
correpondientes difieren sélo por una permutacién de renglones o columnas.

Lema 2 Si D es un drbol dirigido con matriz de incidencia B, n vértices y

m aristas, entonces
r(B)=n—-1

Donde r () denota el rango de una matriz.

Demostracién. Por induccién sobre n.
Para n = 2.
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La matriz de incidencia asociada a esta digréfica es la siguiente:
1
-1
Entonces 7(B) =1 =n — 1.
Paso inductivo.

Stpongase que esta afirmacién es védlida para drboles dirigidos con menos
de n vértices.

Por hipétesis, T tiene n vértices, considérese a v; como un vértice terminal
de T' siendo v; adyacente a v;.

Témese una ordenacién de los vértices de T considerando a v; como el
dltimo vértice del camino.

Entonces:
B’ Matriz de I 0
incidencia de | 1
B = T\ {u} '
U, O ,0 1

Asi pues 7(B’) = n — 2 y por hipétesis de induccién:

r(B) = r(B)—1l=n—-2+1
r(B)=n-1

Observacién 3 Si D es una digrdfica con n vértices, m aristas y matriz de

meidencia B, entonces:
r(B)=n-1

Sea D una digréfica débilmente conexa. Entonces al menos existe un drbol
dirigido T en D. Por el lema 2 si T es un drbol dirigido, entonces r(B) = n—1
y como los renglones de B representan a cada uno de los vértices de T, cuando
se aumenta una arista en 71 el ndimero de columnas en B aumenta, pero los
renglones continuardn siendo linealmente independientes.

Asi pues, si D es una digréfica con k componentes, entonces r(B) = n—k.
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Como r = rango(B), el espacio vectorial generado por los renglones de
la matriz B tiene una base B formada con 7 elementos. Es natural definir la
matriz B, que se obtiene al eliminar los renglones que no pertenecen a B.

Como en el caso de gréficas se puede hacer un par de observaciones con
respecto a la matriz B, :

i) Si D es debilmente conexa, los renglones de B, son linealmente inde-
pendientes.

11) S1 D es un 4rbol dirigido con n vértices, entonces r(B,) = (n — 1).



Capitulo 4

La Matriz de Ciclos

Definicién 21 La matriz de ciclos C = (¢; ;) correspondiente a una gréfica
G, estd dada de la siguiente forma:

1 st el 1 — ésimo ciclo de G contiene a la arista u;
C‘i poa
J 0 en otro caso

Si una arista no pertenece a un ciclo en G no aparece en la matriz C.
Los ciclos correspondientes a la grafica G de la figura 4,1 son:

H = {Ul,u2,us}
Hy = {US,U4,US}

Hz = {U'l,u2>u4,u5}

Asi, la matriz de ciclos de la figura 4,1 es la siguiente:

Q

fl
[
— O =
O =
=)
— = O

93
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La matriz de ciclos C de una gréfica G cumple con distintas propiedades
como son:

1) C no determina un isomorfismo con G. Esto se debe a que pueden
existir dos gréficas no isomorfas, pero que tengan la misma matriz de ciclos.
Lo anterior se puede corroborar en las graficas G} y Gy de la figura 4,2.

10 11
C = 1101
11110
10011
c = 1 01
1 11

Figura 4.2

En ambas gréficas se tiene que sus conjuntos de ciclos son {u;,uq,us} ,
{ug,us,us} y {u1,ug,us us} por lo tanto la matriz de ciclos es la misma para
G, y G, pero estas no son isomorfas como se comprueba al considerar el
ndimero de vértices terminales para cada caso.

1) El nimero de unidades en cada renglén corresponde al nimero de
aristas en el ciclo que representa el renglén.

#11) Una permutacién en los renglones (columnas) en C corresponde a una
retiquetacién de los ciclos (aristas) de G.

Se denotard M7 la transpuesta de la matriz M.

Teorema 5 Si B es la matriz de incidencia y C es la matriz de ciclos de
una grifica G donde las columnas de ambas estdn acomodadas utilizando el
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mismo orden en las aristas entonces:

BCT = 0 (mod2) y
CBT = 0 (mod 2)

Demostracién. Se denotard como H; al 1 — ésimo ciclo de G.

Considérese la p — ésima entrada en el 1 — ésimo renglén de C y la
J —ésima columna de B” (que es el j — ésimo renglén de B que corresponde
a la arista a = {vv;}), ver figura 4,3. Ninguno de los dos seré cero si y
sélo si la arista u, se encuentra en el ¢ — ésimo ciclo H;, y es incidente con
el vértice v;.

Figura 4.3

En el caso en que u, € H; esta incide en v;, entonces hay otra arista del
ciclo H; que incide en v; asi la entrada (z,5) de CBT es1+1 =0 (mod 2). ®

La matriz de ciclos C, también puede ser definida para digréficas que
cuenten con ciclos con una orientacién arbitraria y que estén etiquetados.

Definicién 22 La matriz de ciclos C = (¢;) de una digrifica D, es una
matriz donde c;; = 1 si el ciclo H; de D contiene al arco a; en la misma
direccion de H; y c;; = 0 en otro caso.

Los ciclos correspondientes a la grafica G de la figura 4,4 son los siguien-
tes:

Hl = {al)a'2)a3}
[{2 = {al) 0/2,0/4,0/5}
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Con esto la matriz de ciclos C es de la siguiente forma:

—
— O
— O
N—

O =

Figura 4.4

Como se senalé en la seccion de arboles, un arbol generador es una sub-
grafica generadora conexa y aciclica. Si T' es un 4arbol generador de G, lla-
maremos cuerda de G a los elementos de U(G) \ U(T).

Definicién 23 Sea T' un drbol generador de G, entonces la adicion de una
cuerda a T creard ezactamente un ciclo con respecto a T el cual recibe el
nombre de ciclo fundamental (respecto aT).

Debe notarse que en cada ciclo fundamental, sélo hay una cuerda. Asf
para cualquier 4rbol generador, la gréfica G con m aristas y n vertices ten-
dré tantas cuerdas como ciclos fundamentales. De esta forma cada 4rbol
generador de GG contaré con un conjunto de m — n + 1 ciclos fundamentales.

Ejemplo 13 Para comprender mejor estas ideas considérese la grdfica coneza
de la figura 4,5

Figura 4.5
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Sea T el 4rbol generador de la figura 4,7 formado por el conjunto de
aristas {uj,us,uq,us}. Si a este drbol generador se le aumenta la cuerda u,
se obtiene el ciclo (ug,us,uys) y si se adhiere la cuerda ug se tiene el ciclo
(ul,u4,u5,u6) i

CIC|US

U4 /(, 1*4/], “,8 up e

Figura 4.7

Se considera el drbol generador de la figura 4,8 constituido por el con-
junto de aristas {u1,us, us,ug}, de la misma grafica G. Al aumentar a este
rbol la arista u4 se obtiene el ciclo {u,,uq, us,us) y por otro lado al adherir
la cuerda usz se tiene el ciclo formado por (uy,us, us, us, Us)-

T, 4  Cols,

i '
o o “E ¢4

Figura 4.8

En los ejemplos anteriores se observa que los conjuntos de ciclos funda-
mentales en ambos drboles generadores son distintos, esto se debe a que los

ciclos fundamentales de una gréafica dependen del drbol generador que sc esté
considerando.

Definicién 24 Una submatriz de la matriz de ciclos de una gréfica G, (que
contiene a un conjunto S de ciclos fundamentales), donde cada renglén repre-
senta un ciclo fundamental de S, es llamada la matriz de ciclos fundamentales
de G y se denota por Cj.
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Un 4rbol generador como el de la figura 4,9, contiene las aristas u;, u3
y u4. Con respecto a este darbol generador, se tienen dos conjuntos de ciclos
fundamentales: (u1,us,us) y (u3,uq,us). La matriz de ciclos fundamentales
de la grafica GG respecto al drbol generador T es:

Uy Uy U3 Ug Us

11100
Cf‘<00111>

Si G es una gréfica con n vértices, m aristas y conexa, entonces C; es de
dimensién [m — n + 1] X m. Esto es porque cualquier 4rbol generador de G
cuenta con n — 1 ramas y m — n + 1 cuerdas. Lo anterior se debe al hecho
de que si se toma en cuenta que cada cuerda genera un ciclo fundamental, se
tiene que C; debe tener m — n + 1 renglones.

Sea Cy la matriz de ciclos fundamentales de la figura 4,9, si se permutan
las columnas de esta matriz, se puede observar que la submatriz de C; ,
correspondiente a las columnas que representan las cuerdas de G, es la matriz
identidad.

De esta forma la matriz resultante de estas permutaciones es:

Uy Us U3 Ug U

10101
01110
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De esta forma la matriz Cy, para toda gréifica conexa, podré ser expresada
como:

Cf = (Ip : CL),

donde I, es la matriz identidad de dimensién p=m —n+1y C, es una
matriz de dimensién p x (n — 1), correspondiente al nimero de ramas de un
arbol generador. Ahora es evidente por qué . = m —n + 1 fue definido como
el rango de la gréfica correspondiente. Esto es, porque r(Cy) = p. Como Cfy
una submatriz de C, el rango de C no es menor que m — n + L.

Antes de continuar con el siguiente resultado se debe recordar que:

Para una funcién lineal T : V — W, se definen:

LNul(T) = dim ker(T) : y se le conoce como la nulidad de T'

2.rango(T) = dim(T(V))

Asi para una funcién lineal T': V — W, con dim(V) € N, se tiene que

Nul(T) + r(T) = dim(V)

Teorema 6 Si GG es una grifica conexa con m aristas y n vértices, entonces
el rango de la matriz de ciclos C esm —n + 1.

Demostracién. Sea B la matriz de incidencia de una gréfica G. Consi-
dérense 7(B) y r(C) como los rangos de las matrices C'y B correspondientes.

Por el teorema 6 :
CBT = (mod 2)

Por otro lado se tiene que
r(B) < Nul(C)

Asi
r(B) + r(C) < Nul(C) +r(C)

Pero se sabe que

Nul(C)+r(C)=m

Entonces

r(B)+r(C) <m

Y si G es una grafica conexa, 7(B) = n — 1. De esta forma:

rC)<m-n+1
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Pero el rango de la submatriz Cy, de C' es
p=m-n+1
Se tiene que el rango de C no es menor que © — n + 1, entonces
r(C) > m—n+1
sr(C)=m-n+1
|
Este resultado se puede generalizar:

Teorema 7 Si G es una grdfica con n vértices, m aristas, y k componentes
conezas con una matriz de ciclos C, entonces:

r(C)=p =m-n+k.

Demostraciéon. Sea B la matriz de incidencia de una gréfica G. Consid-
érese r(B) y r(C) como el rango de las matrices C y B correspondientes. Por
el teorema 6 :

CBT =0 (mod 2)

Por otro lado sabemos que

r(B) < Nul(C)

Asi
r(B)+r(C) < Nul(C) +r(C)
Pero
Nul(C)+r(C)=m
Entonces

r(B)+r(Cy<m

Y si G es una gréfica conexa con k componentes, r(B) =n — k. De esta
forma:
r(C)<m-—-n+k

Pero el rango de la submatriz Cy, de C' es

p=m-—-n+k
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Se tiene que el rango de C' no es menor que u — 1 + k, es decir
r(C) > m—n+1

r(Cy=m—-n+k

La matriz de ciclos fundamentales Cy también se puede definir para el caso
de digraficas. En este caso cada ciclo fundamental esta orientado de acuerdo
con la direccién de la cuerda que lo genera. De esta forma un elemplo de
la matriz Cy de la gréfica de la figura 4,10 tomando en cuenta el 4rbol
generador formado por ay, as, a4 e€s:

Figura 4.10

ay Gg A3 Q4 G5
1 11 00
G = (0 01 -1 1)

Dentro de las digraficas existe una representacién matricial que refleja los
semiciclos dentro de una digréfica arbitraria.

Definicién 25 La matriz de semiciclos C = (¢;;), de una digréfica D es
una matriz donde c;; = 1 st en el semiciclo H; de D el arco a; se encuentra
directamente en la misma orientacion de H;, ¢;; = —1 st H; contiene al arco
a; en direccion opuesta a la orientacion de H;, y ¢;; = 0 en cualquier otro
caso.



62 CAPITULO 4. LA MATRIZ DE CICLOS

Como en el caso de graficas los arcos de una digrafica D, que no forman
parte de un arbol generador dirigido T' con respecto a ) reciben el nom-
bre de cuerdas. Cuando una cuerda es aumentada en T, ésta crea un ciclo
fundamental.

Para ilustrar estas ideas se tiene la digréfica del ejemplo siguiente.

Ejemplo 14 Sea D = (V, A) la digrdfica de la figura 4,11. Considérese co-
mo T el drbol dirigido formado por el conjunto de ramas {ay,as, as agtz}.
Asi el conjunto de cuerdas con respecto a T es {a1,aq, a3}

Figura 4.11

Entonces los semiciclos fundamentales con respecto a T' son; el formado
por la cuerda a; que es Hy = (ay, as, as, as, ar) , el de ag es Hy = (aq, aq, a5, a7)
y por ultimo la cuerda ag genera a Hz = (a3, as,ag). En la figura 4,12 se
comprueba que el conjunto (as, a4, as, a7) ademds de ser un semiciclo cumple
con la propiedad de ser un ciclo. Las cuerdas respectivas a cada semiciclo se
encuentran senaladas en forma punteada.
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Figura 4.12

Los renglones de la matriz de semiciclos C de una digrafica D = (V, A),
contlenen un 4rbol generador dirigido 7', el cual corresponde a los semiciclos
fundamentales con respecto a T', esto constituye una submatriz de C conocida
como la matriz de semiciclos fundamentales Cy con respecto a T.

La orientacién de un semiciclo fundamental se encuentra dada por la
direccién de la cuerda que lo forma, con respecto al drbol generador 7' que se
esté considerando. Esto se llustra a continuacién con la matriz de semiciclos
fundamentales de la digrafica D de la figura 4,12.

1 -1 00 -1 -1 —10
C;=|0 1 01 1 0 10
0 0-10 1 0 01

Si D tiene n vértices y m arcos el nmimero de semiciclos con respecto a
cualquier 4rbol generador T estard dado por p = m—n-+1. Como en el caso de
gréficas, la matriz de ciclos C' y todos los semiciclos de una digrafica pueden
ser generados si se toman combinaciones lineares de la matriz Cy. Se debe
notar que para el caso de la matriz de ciclos algunos renglones representan
semiciclos que no son ciclos, estos se encuentran indicados por las entradas
con valores —1.

Ejemplo 15 Para ilustrar esta idea se tiene la digrafica de la figura 4,13
en la cual se muestra el drbol generador y los semiciclos correspondientes de
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dicha digrifica.

D g4 O 2. gl 2
£ ¢ T
! G5
NG 3
5 & o
Semiciclos
, o
:0"5. ;Q‘S' W
g 4" 3
_ &——¢ o

Figura 4.13

En esta digrafica la matriz de semiciclos fundamentales es la siguiente:

1100 -1 0
c;=l0011 1 0
0110 0 -1

Sien la matriz Cy de una digréfica D se realizan una serie de permuta-
ciones de columnas, C; puede ser escrita de la forma (/, : C;), como se ob-
serva en la siguiente matriz basada en la figura 4,13.

Gy G4 Gg a9 G3 Qs
10 0:10 -1
c, = |01 0:01 1

00 -1:11 0

Ahora se puede generar la matriz de semiciclos C si se realizan las com-
binaciones lineales correspondientes entre los distintos renglones de Cy. Asf
el cuarto renglén de la matriz C estard dado por H; + Hy = Hy y el quinto
renglén es H, + Hy — H3 = Hs obteniendo como matriz:
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1100 -1 0\ H
0011 1 H,
C=|0110 0 —1 | Hs
1111 0 H,
1001 0 1/ Hs

Esto se puede confirmar mediante la figura 4,15 en la que se muestran
todos los ciclos y semiciclos correpondientes a la digrafica del ejemplo 15.

Figura 4.15

Se puede hacer un par de observaciones con repecto a la matriz C para
una digrafica arbitraria D :

i) Una columna en la que cada una de sus entradas es cero corresponde
a un arco que no pertenece a ningin semiciclo en D.

i1) El nimero de entradas distintas de cero en un renglén de C' es igual a
la cantidad de arcos que forman el ciclo que el renglén representa.

Existen algunos resultados en digréaficas que son similares a los demostra-
dos para el caso de gréficas.

Teorema 8 Sea D una digrdfica con matriz de indicencia B y malriz de
semiciclos C, donde las columnas se encuentran arregladas de acuerdo al
masmo orden de los arcos. Entonces
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BCT = 0 Yy
CBT =

Demostracién. Considérese el producto punto del ¢ — ésimo renglén de
B por el k — ésimo renglén de C -

BiCy = Z bz'jckj

j=1

Si la j — éstma entrada del renglén Cj, es cero, esto implica que la arista
a; no pertenece al k — éstmo ciclo de G y por lo tanto B;C), = 0.
Supéngase que:
bij =1 y ij =1

Esto quiere decir que la arista a; incide con el vértice v; y se encuentra
orientada en la misma direccién del semiciclo Cy. Ver figura 4,16.

Figura 4.16

Sean {wv;,v;} los extremos del arco a, con el que termina el semiciclo que
pasa por v;, por lo tanto se deben considerar dos casos:

i) La orientacién de a, es de v, — v;.

i1) La orientacién de a, es de v; — ;.

Caso i) vy — v,

Para este caso en la j — ésima entrada del k — ésimo renglén de C se
encontrard un 1, pues la arista a; pertenece al ciclo k y como la arista a, se
encuentra orientada en la misma direccién del ciclo k, la p — €sima entrada
de este mismo renglén estard formada por 1. Asf:

Cy =(0,0,...,1,0...,1,0...)

Por otra parte en la j — ésima entrada del i — ésimo renglén de B se
tendrd un —1, ya que la arista a; sale del vértice v; y como la arista a, se
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dirige directamente al vértice v; la p — ésima entrada de este mismo renglén
serd igual a 1:

Entonces:

Caso 1) v; — y;

Como la arista a; pertenece al ciclo k en la j—ésima entrada del k—ésimo
renglén de C se tendré un 1y al encontrarse la arista a, en direccién contraria
a la del ciclo la p — ésima entrada del ciclo k estaréd formada por —1 :

Ce = (0,0,...,1,0...,—1,0...)

Por otro lado tanto la arista a; como a, salen directamente de v; por esta
razén en la j — ésima entrada del k — ésimo renglén de B se encontrard un
1, asi como también en la p — ésima entrada de este mismo renglén:

Entonces:

BiCr=14(-1)=0
S1 se considera el caso para el cual B;; = —1 el andlisis es andlogo.
. BCT =0
|

Definicién 26 El rango de una digrdfica D se define como el rango de su
matriz de incidencia.

Se pueden realizar una serie de observaciones con respecto a las relaciones
entre B y C para una digrafica D con n vértices y m aristas.
i) r(B) =n — 1 para cualquier digréafica (por el lema 2)
it) 7(C)=m —n+ 1 (la demostracién es andloga a la del teorema 7)
i11) 7 (B) + 7 (C) = m. Esto se cumple por las observaciones 1), i1).



Capitulo 5

La Matriz de Conjuntos de
Corte

Para poder comenzar con esta seccién definimos lo que es un conjunto de
corte.

Definicién 27 Un conjunto de corte en una gréifica coneza G = (V,U), es
un conjunto minimo de aristas de U tales que si se elminan de G, vuelve a
la gréfica resultante disconeza..

En la gréfica G de la figura 5,1 el conjunto de aristas {u,us, u3, uys}
constituye un conjunto de corte de G.
1

Figura 5.1

La matriz que se tratard a continuacién estéd definida con base en el con-
cepto de conjunto de corte.

Definicién 28 La matriz de conjuntos de corte K = (kij), de una grdfica
G es la matriz donde:

69
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1 sieli— ésimo conjunto de corte de G contiene a la arista u;
0  en otro caso

Asi la matriz de conjuntos de corte de la figura 5,2 es la siguiente:

10110
01101
11000
K=190011
01110
10101

Figura 5.2
Los conjuntos asociados a la matriz de corte de la figura5,2 son los de

la figurab,2 A :

ky = {uy,us,ua} kg = {ug, us}
ky = {U2,U3>U5} ks = {U2,U3,U4}
k3={U1,U2} k(s:{ul,uz,us}

P Kz i

Figura 5.2A

Antes de mostrar el siguiente resultado es necesario hacer referencia al
sigulente teorema.
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Teorema 9 En una grifica G el mimero de aristas en comin entre cualquier
conyunto de corte y cualquier ciclo, siempre es par.

Demostracién. Supéngase que GG es una gréfica conexa con n vérices
y m aristas que forman un conjunto de corte k. Entonces G \ k se vuelve
disconexa, as{ esta quedar4 dividida en dos componentes conexas que serdn
denotadas por G, y Gs.

Sea u; una arista que pertenece a k y a un ciclo dentro de G.

Supongamos que la arista u; = {v;v;} une al vértice v; con el vértice
v;. Por ser u; una arista que pertenece a un conjunto de corte, entonces
el vértice v; pertenecerd a la primer componente G y el vértice v; a G la
segunda componente de G (0 viceversa). Supongamos que recorremos el ciclo
al que pertenece u; comenzando con v;, siguiendo con v; y procediendo con
la misma direccién. Cada vez que “atravesamos” una arista del conjunto de
corte que se dirige de Gy a Gy 0 de Gy a G;. Como empezamos y terminamos
en v;, (e.d. en G;) el nimero de aristas en k y en el ciclo debe ser par.

.. El nimero de aristas en comin entre un conjunto de corte y un ciclo
slempre es par. B

Para el caso de digréficas D = (V, A) la demostracién es anéloga.

De esta forma, podemos demostrar el resultado siguiente.

Teorema 10 Si C es la matriz de ciclos y K es la matriz de conjuntos de
corte de una grifica GG, en donde las columnas estdn arregladas respecto al
mismo orden de las aristas, entonces:

CKT = 0 (mod 2) y
KCT = 0 (mod 2)

Demostracién. Sabemos que en una gréfica G el nimero de aristas en
comun entre cualquier conjunto de corte y de ciclos es un nimero par. Asf
todo renglén de K es ortogonal (mod 2) a cada renglén de C y el mismo
argumento se puede utilizar para las columnas de K y de C.

S KCT =0 (mod 2)

|
Se define la matriz de conjuntos de corte fundamentales considerando a T
como un 4rbol generador de G y b = v;v; una rama de T tal que b define un
corte de G. Al conjunto de aristas de G, entre los vértices de cada componente
de T'\ {b} se le conoce con el nombre de corte fundamental y este contiene
exactamente una rama de 7'y esta definido con respecto a T
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Definicién 29 La matriz de conjuntos de corte fundamentales de una
grifica G, es la matriz Ky = (kij)(n-1)xu donde kj; = 1, si el i — ésimo
conjunto fundamental de corte en G contiene a la j — ésima arista y kij = 0
en otro caso.

Corolario 1 Sea K; la matriz de conjuntos de corte fundamentales y Cy la
matriz de ciclos fundamentales de una grafica G, entonces:

CiKi = 0 (mod 2) y
K CT = 0 (mod 2)
Demostracién. Se tiene que en una grafica G, el nimero de aristas en
comun entre cualquier conjunto de corte y cualquier conjunto de ciclos es un

nimero par. As{ que todo renglén de K es ortogonal (mod 2) a cada renglén
de Cy y se puede decir lo mismo para las columnas de Ky y de Cf.

K Cf =0
|
Teorema 11 Si G es una grifica conera con n vértices, m aristas y con
malriz de conjuntos de corte fundamentales Ky entonces:

r{K;)=n-1

Demostracién. Sea T' un érbol generador con respecto a GG, numeremos
las aristas de G comenzando con las de T asi se tiene wy, ..., Up_1, ...

Para todo i € {1,..,n—1}, T\ {w;} es una gréfica disconexa con dos
componentes conexas cuyos conjuntos de vértices se denotaran por Vi y Vis.

Considérese a C; como el conjunto de todas las aristas en G que unen a
Vi1 con Vig, ast u; € C;, C; es un conjunto de corte para G (figura 5,3).

d N
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Si se toma la matriz de cortes fundamentales se obtiene:

1 0 0
01 :
Kf = . 0 .
. ... 10
00 ... 1

Pues u; € Cj sty sélo si ¢ = 7, pues u; une dos vértices de V;; o bien une
dos vértices de V; » ya que en un arbol no hay ciclos.

Por hipétesis, T es un 4rbol generador de GG con n — 1 aristas y se sabe
que cada una de las ramas de T' genera tnicamente un conjunto fundamen-
tal de corte, entonces dentro de la matriz K; encontraremos una submatriz
identidad de (n — 1) X (n — 1), entonces:

.'.T(Kf)zn—].

Teorema 12 Sea (G una grifica conexa con n vértices, m aristas y matriz
de conjuntos de corte K, entonces:

r(K)=n-1

Demostracién. ¢) Por demostrar r7(K) > n —1
Como la matriz de cortes fundamentales es una submatriz de la matriz
de conjuntos de corte, entonces:

r(K) 2 r(Ky)
Por otro lado por el teorema 12 se tiene que:
T (Kf) =n-1

Sr(K)>2n-1

it) Por demostrar 7(K) <n —1
Se tiene por el teorema 10 que:

CKT =0 (mod2)
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Asi que las columnas de K7 pertenecen al nicleo de C'e  (donde se

tiene que C'e _ : Z¥ — Z{# 42"} v 4demés sabemos que si F es una
funcién lineal, entonces Nul(F) + r(F) = dim [Dom(F')], entonces:

Nul(C)+r(C)=m
por otro lado:
Nul(C) +7(C) > r(C) +7(K)
y como G es conexa por el teorema 7 :
r(C)=m-n+1
Entonces:
m>m—n+1+r(K)
sr(K)<n—-1
sr(K)=n-1
|

Si D = (V, A) es una digrafica es andlogo demostrar 7 (K) =n — 1

Ahora se ilustrardn estas nociones por medio del 4rbol de la figura 5,4
mostrado a continuacién: '

Figura 5.4
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Sea T el 4rbol generador basado en la gréfica G de la figura 5,2, que esta
formado por las ramas que pertenecen al conjunto T = {u;,us,us}. Elim-
inemos la rama b = uy, particionando a V en Vi = {vy,v3,v4} y Vo = {v1}.
Asi, la dnica cuerda que conecta a Vi y V; es uy. De esta forma obtenemos
un conjunto de corte fundamental dado por {u;,u;}. Con esto se tiene que
la matriz de conjuntos de cortes fundamentales de la gréifica G estd dada de
la siguiente forma:

11000
Ki=[000 11
01101

Para cualquier drbol generador T en una grafica conexa, cada rama de
T determina un conjunto de corte fundamental dnico. De esta forma ahora
desarrollaremos la relacién que existe entre los ciclos fundamentales y los
conjuntos de corte fundamentales.

Teorema 13 Sea d una cuerda con respecto a un drbol generador T, en
una grafica G coneza. Supongamos que d determina un ciclo fundamental
C en G. Entonces d pertenece a todos los conjuntos de corte fundamentales
generados por las ramas de C y no pertenece a ningin otro conjunto de corte
fundamental de G.

Demostracién. Sea d; una cuerda con respecto a un drbol generador T
en una grafica G conexa.
Supéngase que el ciclo fundamental creado por d;, con respecto a T es:

c= <di’bl’b2) bl> )

donde b; esunaramade Ty j =1,2,...,1.
Supéngase que el conjunto de corte fundamental creado por bj, donde
b; € Cy, con respecto a T, es:

k= (b;,dy,dy,..dn),

donde dj, es una cuerda con respectoa T’y h=1,2,...,n.

Como cada ciclo tiene un nimero par de aristas en comin con cualquier
conjunto de corte (T'eorema 10), ¢ y k tienen un numero par de aristas en
comin. Como b; es la Unica rama que se encuentra tanto en ¢ como en k,
tiene que haber al menos una cuerda en ambos conjuntos. Como d; es la \inica
cuerda en ¢ también debe estar en k. Entonces d; es una de las cuerdas de k.
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Este argumento puede ser utilizado para todos los b; con 7 =1,2,...,1. Asi
d; pertenece a todo conjunto de corte fundamental generado por las ramas
de T.

Sin embargo, d; no pertenece a ningin otro conjunto de corte fundamen-
tal, digamos k. Esto es porque ninguna de las ramas de c estd en k. Asi
sélo el arco d; puede estar tanto en k' como en ¢. Esto contradice el hecho de
que todo ciclo y todo conjunto de corte tienen un nimero par de aristas en
comin. ®

Ejemplo 16 Fste teorema puede ser ilustrado por medio de la grifica y las
matrices Cy y Ky, mostradas en la figura 5,5.

Figura 5.5

11100 11000
Cf=<00 11 1) Kfz 00011
01101

Consideremos el drbol generador T, conformado por las aristas: u;,us, ua
y las cuerdas uy y u3. Sea d; = u, la cuerda escogida con respecto a 7', la
cual crea el ciclo fundamental:

Cf = (Uz,U3>U1> )

se puede constatar que este corresponde al primer renglén de Cj en la
figura 5.5.

Los conjuntos de corte fundamentales generados por las ramas de Cy
son:

Para b; = wus, kf = {us,u3,us},

uy, ky= {“1,U2}

y para b;



77

Eistos conjuntos corresponden al tercer y primer renglén de la matriz K
en la figura 5,5. Se puede constatar que la cuerda u, pertenece a estos dos
conjuntos de corte fundamentales y no pertenece al otro, pues existe un cero
en la entrada (2,2) de la matriz K.

Teorema 14 Si b es una rama con respecto a un drbol generador en una
gréfica G conexa, y éste determina un conjunto de corte fundamental k, en-
tonces b pertenece o cada uno de los ciclos fundamentales creados por las
cuerdas de k y no pertenece a ningin otro ciclo fundamental.

Demostracion. Sea b; una rama con respecto a un érbol generador 7" en
una gréfica conexa G = (V,U).

Supéngase que el conjunto de corte fundamental generado por la rama b;,
con respecto a T es:

k = {b,;, d],dg, dn} s

donde d; es una cuerda de T con j =1,2,...,n.
Sea c el ciclo fundamental generado por la cuerda d; € k con respecto a
T:
c= {djvbhb% b}

con cada b, rama de T con | = 1,2...,t.

Se sabe por el Teorema 10 que todo conjunto de corte tiene un nimero
par de aristas en comuin con cualquier ciclo, por lo tanto k¥ y ¢ tienen un
nuroero par de aristas en comun.

Como d; es la dinica cuerda que pertenece tanto a k como a ¢, debe existir
al menos una rama en ambos conjuntos. Como b; es la dnica rama en k, tiene
que pertenecer también a c. Asi b; es una de las ramas de C. Este argumento
puede ser repetido para cada una de las cuerdas d; con j = 1,2, ...t. Asi pues,
b; pertenece a cada ciclo fundamental generado por las cuerdas de 7.

Por otro lado b; no pertenece a ningdn otro ciclo fundamental ¢’. Pues si
b; es arista de ¢ y Cestd inducida por una cuerda d; ¢ k. Entonces d, une
dos puntos en la misma componente conexa de G\ {k} (y lo mismo vale para
los demds elementos de ¢’) por lo que ninguna de las cuerdas de k estén en
. Asf b; es la Unica arista que forma parte tanto de k& como de ¢, pero esto
contradice el hecho de que cada conjunto de corte tiene un nimero par de
aristas en comuin con cualquier ciclo. m

Para ilustrar el resultado anterior, utilizaremos la grafica y las matrices
de la figura 5,5. Sea b = u; una de las ramas del 4rbol generador T' =
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{u1,us,u4}. La rama u3, determina al conjunto del ciclo fundamental k; =
(ug,us3,us) representado por el tercer renglén de la matriz Ky de la figura
2,5.

Asi los dos ciclos fundamentales creados por las cuerdas de ks son:

Para d; = wus, ¢f = {uz,ug,us},

Yy para dl = Us, Cf= {U37U4,U5}

estos dos conjuntos son los correspondientes a los dos renglones de la
matriz Cy mostrada en la figura 55. Se puede comprobar ficilmente el
teorema anterior pues la rama uj se encuentra contenida en ambos conjuntos.

Sea GG una grafica conexa, con rango u, y un drbol generador 7. Considé-
rense las siguientes matrices:

Cy = [[#:Ct]
Ky = [Kyp: In-1]

tomando en cuenta que las aristas de ambas matrices estdn dadas
en el mismo orden. Donde p son las columnas de la matriz asociadas a las
cuerdas generadas por 7'y de la misma forma ¢ son las columnas de la matriz
asociadas a las ramas de 1. Removiendo uno de los renglones de la matriz
de incidencia B podemos obtener la matriz de incidencia reducida B,, y
acomodando las columnas de la misma forma que en las matrices anteriores.
Se puede partir la matriz B, como:

B, =B, : B

as{ B, esta formado por n — 1 columnas que representan las ramas del
arbol generador T y B, comprende las m —n + 1 columnas que representan
a las cuerdas con respecto al 4rbol generador 7.

Sabemos por el teorema 4 que:

B,CT =0 (mod2)

se tiene que:

(B, : B, (I,: C))T =0 (mod 2)

entonces:

Bp +BLC£T == 0
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Multiplicando por la inversa de B, :
B! [Bp—i—BLCLT] =0.

Asi

?

B 'B,=-CI =CI  (mod 2) (*)
Por el corolario 1 se tiene que:
CiKf =0 (mod 2).
Asi
Ky Int] (I, CJ)T =0 (mod 2).

Se tiene que:
KP + CLT = 0)
entonces:
K, = —CLT = CLT (mod 2).
Por (x):
K, = B;'B,

Ejemplo 17 Considérese la gréfica G de la figura 5,6. En la cual el dr-
bol generador considerado es el formado por T = {u1,us,uq4} y donde las
matrices B, Cy, y Ky asociadas a esta grdfica son las siguientes:

OO = =
O = O =
O = = O
= O~ O
= = O O

= O =
= O O
O = O
— o= O
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Eliminando el cuarto renglén de la matriz B se tiene que la matriz B,
asociada a la grafica G de la figura 5,6, esta dada de la siguiente forma:

110 0
B.=|101 0
011 1

O = O

Acomodando las columnas de las matrices conforme a las cuerdas y ramas

del 4rbol generador T se tiene que:

Uy Us
1 0
B, = [BP:BL]z 00
11
U9 Us
1 0
Cf = [I#CL]:<0 1
Uy Us
10
Kf = [Kpiln_]]: 01
11
Entonces:
10 0 10
B;'B,=| -1 1 -1 00
00 1 11
Asf:
1 0
B'B,=|01|=C]
11

U1 Uyg

<
o

O =
O~ O
=) O

Uy Uq Uz

1 01
011

U1 Ug U3
100
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10
K,=101]|=Cr (mod 2)
11

Por 1ltimo, aumentando las matrices identidad correspondientes:

10:10 1
Cf:U#zCJ:(o 1:0 1 1)
10
0 1

10
Kf = [Kp : [n—l] = 01
11 00

0
0
1
Realizando las permutaciones de columnas, convenientes:

11000
(P00 = fvbo i
01101

Se puede observar que las matrices Cy y Ky corresponden a las mostradas
en la figura 5,6, con esto se puede concluir que para un arbol generador T',
y una submatriz B, de B, se cumple que:

i) A partir de la matriz B,, se puede construir la matriz Cy.

i1) A partir de la matriz B, se puede construir la matriz K.

i1i) A partir de la matriz Cy, se puede construir la matriz K.

iv) A partir de la matriz K, se puede construir la matriz Cy.

La matriz de conjuntos de corte K = (k;;) puede ser también definida para
el caso de digraficas débilmente conexas D = (V, A), donde los renglones de
K corresponden a los conjuntos de corte de D y las columnas a los arcos de
la misma. Sea k; el i — ésimo conjunto de corte de D. Supéngase que k; parte
V en dos conjuntos de vértices tales que V; y V; sean distintos del vacio. La
orientacién de a; puede ser definida: de V; a V; o de V; a V;. Supdngase que
se selecciona la orientacién de V; a V;. Entonces diremos que la orientacién
del arco a; del conjunto de corte k;, estard dada por los extremos v.v, de a;
donde v, € V; y v, € V; 0 en sentido contrario, asi se tiene una definicién de
la matriz de corte en una forma més precisa.

Definicién 30 La matriz de conjuntos de corte K = (ki;) para una di-
gréfica D esta dada como k;; = 1 si el arco a; del conjunto de corte k; esta
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en la misma direccion de k;, k;; = —1 si el arco a; del conjunto de corte k;
esta en la direccion opuesta de k; y ki; = 0 en cualquier otro caso.

Ejemplo 18 Considérese la digrifica D de la figura 5,7, los conjuntos de
corte correspondientes son los siguientes:

ky = {al}
k2 = {aZ)a5}
k3 = {a3)a‘4}

ks = {ay, a3, a6}
k5 = {a‘4)a‘5)a‘6}
k()' = {a’27a4)a6}

ky = {as,as)ae}

La matriz de conjuntos de corte para esta digrafica es:

10 0 0O 0 O
601 0 0 -1 0O
0 0 1 1 0 0
K=|0-1-1 0 0 1
0 0 0 -1 1 -1
0 o 1 0 1 -1
o1 0 0 -1 1

Figura 5.7
Se pueden considerar un par de resultados con respecto a la matriz de

conjuntos de corte K de una digréfica D debilmente conexa con n vértice y
m aristas.

Teorema 15 5i D es una digrdfica y sus arcos se encuentran acomodados
en el mismo orden tanto en la matriz C como en K, entonces:

CKT = 0 vy
KCT = 0

Demostracién. Sabemos por el Teorema 10 que en una digrafica D, el
nimero de aristas en comin entre cualquier conjunto de corte y de ciclos es
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un numero par. Asi todo renglén de K es ortogonal a cada renglén de C' y
- el mismo argumento se puede utilizar para las columnas de K y de C.

- KCt =0

]

Como en el caso de la matriz de semiciclos, es conveniente definir la matriz
de conjuntos de cortes fundamentales de una digrafica D.

De la misma forma que en graficas al remover un arco a; = v,v,, (también
denominado rama) de un 4rbol generador dirigido de D, parte los vértices
de una digréfica D en dos conjuntos disjuntos V; y V;.

Al remover la arista a; de D se genera un conjunto de corte que estard
dado de la siguiente forma:

i) Se dirige de V; a Vj si v, € V; y v, € V; o por otro lado

) Se dirige de V; a Vi siv, € V; y v, € V],

Este conjunto de corte se conoce como conjunto de corte fundamental.
Por supuesto no todas las cuerdas en k; necesariamente tendran la misma
orientacién que v,v,. Considerando esto la orientacién de un conjunto de
corte fundamental estard dada por la direccién de la rama que lo genera. Por
otro lado si todas las cuerdas de k; estan orientadas en la direccién de v,v,
se dird que el conjunto k; esta dirigido.

Ejemplo 19 Considérese la digrdfica de la figura 5,8, con T un drbol ge-
nerador dirigido formado por el conjunto de aristas {as, as, as, a6, a7,a9} .

Figura 5.8

El conjunto de corte fundamental generado por la rama ay es ky = {as},
el de a3 es ky = {az}, con ay se tiene k3 = {a1,a4,a5}, por ag es kg = {ag},
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con ag el ks = {as,az,a3} y por dltimo el formado por ag es ks = {ao, ¢} -
La matriz K correspondiente se muestra a continuacién.

01 00 00 00O
00 -10 00 000
P -10 01 -10 000
= 00 00 01 000
00 00 -10-110
10 00 00 001

La matriz K; puede generarse a partir de la matriz de conjuntos de corte
fundamentales K, si se eliminan de K todos los renglones que no correspon-
den a un conjunto de corte fundamental con respecto a un drbol generador
dirigido T', por esta razén K; es una submatriz de (n — 1) x a, donde cada
renglén representa un conjunto de corte fundamental 1inico con respecto a 7.

Como en el caso de la matriz de semiciclos fundamentales, los renglones
de cualquier matriz de conjuntos de corte fundamentales Ky, pueden ser
permutados para crear una matriz de la forma.:

[Kp o

Donde K, es una matriz de (n — 1) x (e —n + 1), donde sus columnas
corresponden a las cuerdas de T' y de I,,_) es la matriz identidad de orden
n — 1 en la cual sus columnas corresponden a las ramas de T. Sea D una
digrédfica debilmente conexa con un 4rbol generador dirigido T. Ahora se
pueden deducir las relaciones entre la matriz Cy, Ky, y By (donde B, es la
matriz de incidencia reducida en la cual se ha removido un renglén arbitrario
para que sus renglones sean linealmente independientes). Con anterioridad
se ha visto que:

Cf = [‘[I—‘ : Ct] Yy
Ky = [Kp:In—l]

aquf ¢ corresponde a las ramas de T y p a las cuerdas de T Se debe suponer
que los arcos tanto en Cy, B,, y Ky estdn acomodados en un mismo orden.
Partirse a B, como:

B, =[B,: By]
donde B, es una submatriz de (n —1) X (¢ —n+ 1) donde las columnas
corresponden a las cuerdas de T'y B, es una submatriz de (n — 1) x (n — 1)
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en la cual sus columnas representan las ramas de 7. Como:
BCT =0

por medio de un razonamiento andlogo al caso de gréficas se puede deducir
que para el caso de digréficas también se cumple que:

K,+Cl =0
Entonces:
K,=-Cl =C}
y asi
K, =B;'B,

Para ilustrar estas propiedades se puede analizar el siguiente ejemplo.

Ejemplo 20 Sea D = (V, A) la digrdfica de la figura 5,9, con un drbol
generador dirigido T = {ay,ay,a3,a5,a8} y con sus respectivas matrices B,
Kf, Cf.

-1 1 -1 0 0 0 0 O

0o -1 0 1 0 0 0 O

_ 1 0 0 0 0 0 0 1

N 0o 0 1 -1 -1 0 1 0

o 0 o 0o 1 1 0 O

o 0 0o 0 0 -1 -1 -1

Figura 5.9

100 00 -1 -10
010-10 0 00
Kj=|001-10 1 10
000 01 1 00O
000 00 1 11
01 11 000 O
C/=1 10 -10~-110 -1
10 -10 001 -1
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Eliminando el cuarto renglén de la matriz B se obtiene la matriz B,.
Entonces:

S8

S

|
OO~ O
OO O =
OO o O
SO OoO o~ O
O~ O OO
— - O OO0
— O O O O
— O~ OO

Si se ordenan las columnas de cada una de las matrices conforme a las
cuerdas de D con respecto al arbol generador dirigido, donde p serdn las
cuerdas y ¢ las ramas correspondientes a T :

as Gg a7 ap Gy daz Gs ag

0 0 0 : -1 1 -1 0 0

1 0 0 : 0 -1 0 0 0

B, = [B,,:Bt]= 0 0 0 : 1 0 0 0 1
0 1 (I 0 0 01 0

0 -1 -1 : 0 0 0 0 -1

a4 Qg a7 Q1 G2 043 As Qg
1 00 : 01 10 0
Cr = [,:CG]J=]0 -10:10 -11 -1
0 01:10 —-10 —1

ay Qs Q7 ay Qs 43 G5 ag

0 -1 -1 :10000

-1 0 0:01000

Kfy = [Kp:Iny]=| -1 1 1:00100

0 1 0:00010

0 1 1:0000°1
0 0 1 0 1 0 0 0 0 -1 -1
0 -1 0 0 1 0 0 -1 0 0
Bi'B,=] -1 -1 -1 0 -1 0 0 0f=]-1 1 1
0 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0
0 0 0 0 -1 0 -1 -1 0 1 1
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Entonces:

1
0
B'B,=1] -1 1
1
1

1 0 0 : 0 -1 -1 00
Cr=[,:C)]=]1010: -1 0 111
001: -1 0 101
y
0 -1 -1 10000
-1 0 0 01000
Ki=[Ky:IpyJ=| -1 1 1 :00100
0 1 0 00010
0 1 1 00001

51 se realizan tanto las operaciones como las permutaciones de columnas
correspondientes se pueden obtener las matrices Cy y Ky que se tenfan desde
un principio. Ademds cabe recordar que por medio de combinaciones lineales
de la matriz K se puede obtener la matriz de corte K.

Asi se pueden hacer una serie de observaciones con respecto a la relacién
entre las matrices B,,Cy y Ky de una digrdfica D, las cuales son similares a
las discutidas para el caso de gréficas G :

1) A partir de B,, puede ser contruida Cj.

1) A partir de B,, puede ser contruida K.

i17) A partir de Cy, puede ser contruida K.

i) A partir de K, puede ser contruida Cj.



Capitulo 6

La Matriz de Trayectorias

Sea G = (V,U) una gréfica conexa con aristas etiquetados.

Definicién 31 Para cada par distinto de vértices w,v € V, la matriz de
trayectorias P, = [pi;], de una gréfica G = (V,U), cuenta con un renglén
por cada trayectoria entre w,v, y una columna por cada arista en I, donde
pi; = 1, st la j — ésima arista pertenece a la © — ésima trayectoria que hay
entre w yv en G, y p;; =0, en otro caso.

Ejemplo 21 Este resultado puede ser mejor entendido si se toma la gréfica
G mostrada en la figura 6,1, considerando w = vy y v = v3.

89
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o |V
Bl
W P N
g
Vo g3 v
6—4“5
Figura 6.1

De esta forma, a partir de la figura se puede observar que hay tres trayec-
torias distintas que se dirigen de w a v. Son las siguientes:

1 = (U17U2>
p2 = (ua)
p3 = (U4>U5>

La matriz de trayectorias correspondiente es:

Antes de mencionar algunas de las propiedades con las que cumple esta
matriz es necesario conocer la siguiente definicién:
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Definicién 32 Sea G una grifica coneza, una trayectoria euleriana es una
trayectoria abierta de G que contiene una sola vez a todas las aristas de G.

Asi, esta matriz cumple con la siguientes propiedades:

i) La suma de cada renglén determina el nimero de aristas que pertenecen
a cada trayectoria.

i) Un renglén en el cual todas sus entradas sean igual a uno, representa
una caminata que es unicursable en el sentido de ser una trayectoria abierta
de Euler.

i11) Cada renglén debe contener al menos un uno.

w) Una columna en la cual todas sus entradas son iguales a uno, repre-
senta una arista que pertenece a todas las trayectorias entre w y wv.

v) Una columna en la cual todas sus entradas sean igual a cero representa
una arista que no pertenece a ninguna trayectoria entre los vértices w y v.

Teorema 16 Sea G una grafica con n vértices, m aristas, matriz de trayec-
torias P, y matriz de incidencia B, entonces:

BPZU = Q (mod2) vy
P'B = @Q (mod 2)

wv

Donde ) es una matriz en la cual todas sus entradas son cero con excep-
cion de dos renglones formados unicamente por unos en cada entrada y que
corresponden a los vértices que son los extremos de la trayectoria.

Demostracién. Sea G una gréfica con n vértices, m aristas, matriz de
trayectorias F,, y matriz de incidencia B. Por otro lado B; es el ¢ — ésimo
renglén de la matriz B y Py el k — ésimo renglén de la matriz P,,, por
demostrar:

Bipk = ZB”P]C] = Qik (mOd 2)

a;
Si
Z B,;jpkj = 0(m0d2)
a;
Existen dos posibilidades:

i) v ¢ Py y entonces:

Y " BiPe; =0 =0 (mod2)

a;
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También @Q;; = 0 pues v; no es uno de los extremos de P

6

i) Existe un nimero par de aristas a; en P, que contienen a v; (ver
figura 6,2) esto significa que v; € Py, y v; no es extremo de Fj.

Figura 6.2

Entonces v; pertenece exactamente a dos aristas de Py, digamos a; y a,.

o Y ByPy=BiPy+BuPy=1%1+1x1=2=0 (mod 2)

a;

También sucede que Qix = 0 pues v; no es extremo de P, como se noto
anteriormente.
Andlogamente:
- Si
Z BijPy; =1 (mod2)
a;
Entonces hay un nimero impar de aristas en P; que contienen a v;. Esto
significa que v; es uno de los extremos de Py.Entonces v; pertenece a una sola
arista a; de Fj.

ZBUP’T]:BUPITJZ]'*]':]‘

a;
También Q;;, = 0, por definicién de Q.
Asf:
0 si la trayectoria P no pasa por el vértice v;.
B.P, = 1 si el vértice v; es extremo de la trayectoria P.
’ 2 si la trayectoria Py pasa por el vértice v; y este
no es extremo de .

.BPT = (mod 2)
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Con el sigulente ejemplo se puede ver como se cumple esta propiedad.
Considérese la grafica de la figura 6,1:

11 000 188 2 00
r | 10110 |t 1
BP23_01101 8[1)[1)_111
0 0011 00 1 0 0 2
Asf:
0 00
1 11
Qzlll (mod2)
0 00

Se definird la matriz de semitrayectorias para digraficas de una forma
andloga a la matriz de trayectorias de una gréfica.

Definicién 33 La matriz de semitrayectorias P(w,v) = (p;;), de una
digrafica D = (V,A), donde w,v € V, es la matriz que en cada renglon
representa una semitrayectoria distinta de w a v y las columnas representan
los arcos de D, as{ que pi; = 1 si la i — ésima semitrayectoria contiene al
Jj—ésimo arco, p;; = —1 si lat—ésima semitrayectoria contiene al 7 —ésimo
arco inverso, y p;; = 0 en cualquier otro caso.

Ejemplo 22 Sea D = (V, A) la digrifica de la figura 6,3, y considérese
W=v yv =13
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Figura 6.3

Asi su matriz de semitrayetorias es la siguiente:

0 000 01

0 011 00

P(uj,u3) =] -1 -1 0 0 0 0
0 -1 01 -10

-1 010 10

Se pueden hacer una serie de observaciones con respecto a la matriz P.

i) Si P(w,v) contiene una columna en la cual cada una de sus entradas
es cero entonces la arista que la representa no pertenece a ninguna de las
semitrayectorias entre w y v.

it) Cuando una de las columnas de P(w, v) se encuentra formada en cada
una de sus entradas por una unidad implica que la arista que esta columna
representa forma parte de todas las semitrayectorias entre w y v.

i17) El nmimero de entradas distintas de cero en cualquier renglén de
P(w,v) es igual al mimero de arcos en la semitrayectoria representada por el
renglén.
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