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Introducción

Puede ser que en pr imera instancia no sea sencillo percibir algun t ipo de
similit ud entre las matrices y la Teoría de Gráficas , pero como se mostrará a
lo largo de est e trabajo se pueden establecer relacion es interesantes entre la
Teoría de Gráficas y cierto tipo de matrices.

El obj etivo de este trabajo es el de presentar algunas de las propiedades
que relacionan a las matrices con las gr áficas, siendo algunas de ellas bastante
conocidas y algunas otras no . Esto con el fin de mostrar ciertos conceptos y
resultados que pueden ser int eresantes o curiosos tanto para las personas que
se encuentren familiarizados con el tema como para aquellos que tengan el
interés de adentrarse en el mismo.

Para facilitar su lectura, este trabajo se encuentra acompa ña do de una
serie de ejemplos y dibujos que permiten que el lector tenga una idea más
precisa de los conceptos que se analizarán a lo largo del texto. Así , este tra­
bajo comienza con una serie de definiciones básicas que servirán de esqueleto
para el manejo de los resultados que serán mostrados posteriormente. Esto
puede ser de gran ayuda para el lector que no se encuentre familiarizado con
las ideas fundamentales de la Teoría de Gráficas como son el concepto de
gráfica, digráfica, camino, ciclo, etc; que serán utilizados a lo largo de est e
trabajo. Más adelante se encuentra un apartado en el cual se presenta el
concepto de conexidad para el caso de gráficas y digráficas.

En la última sección se introducen los conceptos referentes a árboles , asi
como su relación con las gráficas conexas y acíclicas.

En el capítulo dos se define la matriz de adyacencia, se muestra la relación
que existe entre la matriz de adyacencia y el número de caminos ent re dis­
t intos pares de vértices en una gráfi ca . Se introducen los conceptos de clan,
de gráficas de dominación y cómo se relacionan estos con las propiedades de
la martriz de adyacencia.

La definición de matriz de incidencia se encuentra en el tercer capít ulo,
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VI INTRODUCCIÓN

junto con las propiedades que cumple la gráfica asociada a dicha matriz , esto
con el fin de establecer en los capítulos posteriores algunas propiedades de la
matriz de incidencia, la de ciclos y la de conjuntos de corte.

En el capítulo referente a la matriz de ciclos se describe cómo se construye
esta matriz tanto para el caso de gráficas como digráficas. Por otro lado se
demuestran algunos resultados en los que se puede observar la relación qu e
existe entre la matriz de ciclos y la matriz de incidencia. Este será utilizado en
el capítulo posterior para mostrar la equivalenc ia que existe entre el rango de
la matriz de conjuntos de corte y el de la matriz de conjunt os fundamentales
de corte.

Se introduce el concepto de matriz de ciclos fundamentales (qu e será uti­
lizado dentro del cuarto capítulo), y también se define la matriz de semiciclos
fundamentales para el caso de digráficas , que servirá para demostrar que me­
diante una serie de combinaciones lineales y la matriz identidad se puede
obtener la matriz de semiciclos.

El quinto capítulo comienza con la demostración de un resultado qu e
establece una relación ent re los ciclos y los conjuntos de corte, para utilizarlo
posteriormente en las pruebas de propiedades referentes a la matriz de ciclos
y de conjuntos de cort e. En la última parte de este capítulo se muestra como
a partir de la matriz de incidencia se pueden generar la matriz de ciclos
fundamentales y de conjuntos de cortes fundamentales.

El último capítulo es el referente a la matriz de trayectorias. En éste,
se explica la forma en la que se construye esta matriz, y al igual que en los
capítulos anteriores se exponen las propiedades con las que esta cumple. Cabe
señalar que este trabajo se basa en el libro "Graph Theory applications" de
L.R. Foulds y en el libro "Applicat ions of Linear Algebra" de Chris Rorres.



Capítulo 1

Conceptos Básicos

El objetivo principal de esta primera sección será el de fam iliarizar al lec­
tor con los conceptos iniciales que serán utilizados a lo largo de este t rabajo.

Los origenes de la Teoría de Gráficas se pueden considerar sencillos. En la
ciudad de Konigsberg, hoy Kaliningrado, se juntan dos ríos formando una isla
en su confluencia . Siete puentes unían (ya no, pues la ciudad fue parcialmente
destruída duran te la Segunda Guerra Mundial) las diferentes partes de la
ciudad, como se aprecia en el mapa de la figura A.

Figura A

En el siglo XVIII se hizo popular como acertijo averiguar si era posible

1



2 CA PÍT ULO l . CONCEP TO S Bi{SICOS

cruzar los siete puentes de la ciudad pasando sólo un a vez por cada uno de
ellos.

Este problema, por supuesto, pu ede resolverse medi an te un est udio ex­
haustivo de todos los posibles itinerari os. P ero en 1736, el maternárico suizo
Leonhard Euler publicó "Solutio Problem ati s ad Geometrian Situs Partenen­
tis" , un artículo en el que resolvía el problema en general , así este trabajo es
considerado como el inicio de la Teoría de Graficas .

La idea de Euler fue considerar los cuatro lugares te rrestres, que se desea­
ban comunicar, como puntos de destino y los puentes como trayect orias entre
estos puntos. En consecuencia, el mapa de Koninsberg pu ede ser reducido al
siguiente diagrama f igura E , que es un ejemplo de lo que se suele llamar
gráfica. Con est e diagram a Euler demostró que no existía un a ru ta medi an te
la cual se pudieran cruzar los siete puentes cruzando un a sola vez cada uno
de ellos.

Figura B

Definición 1 Una gráfica es una pareja de conjuntos (V, U) , donde V es
un conjunto no vacío y fin ito, de elementos denominados vértices y U es un
conjunto de parejas de vértices distintos, llamadas arist as. Esta pareja de
conjuntos se denotará como G = (V, U) .

En este caso los elementos del conjunto U se denotarán por UI ,U2,..... .,un .

Una de las características que hacen que la teoría de graficas sea tan
agradable es la facilidad de poder representar cualquier gráfica como un dibu­
jo. Esto siempre es posible porque V y U son conjuntos finit os. Para hacer
una representación pictórica de una gráfica se debe considerar cada uno de
los vértices de V como un punto en el plano y cada un a de las aristas de U
como una línea que une distintos vértices de V Como ejem plos de gráficas se
t ienen los siguientes (figura 1,1):
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G2

Figura 1.1
Una gráfica G = (V,U), se llamará etiquetada cuando los vérti ces en V

estén nombrados de ta l forma que se pu edan dis tinguir unos de otros. En
este trabajo cuando se hable de un vértice et iquetado se encontrará que en
las figuras Vi = i , as i en la f igura 1,2 se pu eden apreciar ejemplos de gráficas
et iquetadas.

G3

3

Figura 1.2
Si se considera que la arista u = {ViVj} E U, entonces diremos que Vi y Vj

son incidentes con u y adyacentes el uno con el otro. Por otro lado si la arista
u' = {vivd E U, entonces diremos que las aristas u y u' son adyacentes pu es
t ienen al vértice Vi en común.

Hay problemas relacionados con la Teoría de Gráficas en los cuales se
considera que las aristas t ienen una orientación o sentido, a esta variedad de
gráficas se les conoce con el nombre de Digráficas o Gráficas dirigidas . Así
una digráfica es un conjunto finito de eleme ntos denotados por, VI ,V2, ,vn
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j unto con una colección finita de pares ordenados ( Vi ,Vj) , [armados por e­
lemen tos distintos del conj unto. A continuación se dará una defin ición más
precisa de l concepto de digráfica .

Definición 2 Sea V un conjun to finito , una digráfica es un conj unto D =

(V,A) tal que A e (V x V) \~ y V i= rjy.
~ denota la relación diagonal.

Los elementos del conjunto A se llamarán flechas o arcos, denotados por
a),a2,..., l1n y a los elementos del conjunto V se denominarán vértices y serán
denotad os por V),V2, .. .. ,V n .

La notación Vi --t Vj (léase "Vi incide con v/) indi cará que el arco ( V i ,Vj )

pert enece a la digráfica .

Se obtiene un diagrama de una digráfica , represent ando a los vért ices
como puntos de un plano y a Vi --t Vj por una línea recta o curva t razada
del vértice Vi al Vj. Si Vi --t Vj y Vj --t Vi son ambas flechas en D (en cuyo
caso se pueden escribir Vi +---t Vj), entonces se puede t razar una sola lín ea
entre Vi y Vj con dos puntas de flecha en sentidos contrarios o dos flechas .

Como ejemplos de digráficas estan los siguientes (figura 1,3):

F igura 1.3

Una gráfica o una digráfica pu eden tener "com ponentes" separadas for­
madas por grupos de vért ices que s610se unen entre ellos y algunos vértices,
como en la figura 1,4, en la cual V5 está aislado de los demás (esto será
tratado con mayor cuidado en la secci6n referente a conexidad). Como se
señala desde la definici6n la expresi6n Vi --t Vi, no se cum ple.
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Figura 1.4

El grado de un vértice es el número de aristas que inc iden en él y es
denotado por d(Vi ) '

Ejemplo 1 En el caso de la gráfica de la figura 1,5, se observa que d(VI) = 4
Y el d(V3) = 3.

Figura 1.5

Para una digráfica D = (V, A) , se conoce como el grado exterior de un
vértice V al número de arcos que salen direct amente de v y es denotado como
od(v) . Al número de arcos que entran directamente a V se le conoce como
grado interior de v y se escribirá id( v) . Para cualquier vértice v en un a
digráfica D definiremos d(v ) = od(v ) + id(v).

Cuando todos los vértices de una gráfica tienen el mismo grado ésta se lla­
ma regular. Un vértice que tiene como grado 1 es llamado vértice terminal o
pendiente . Una ar ista incidente con un vértice pendiente es llamada terminal
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o pendiente . Un vért ice con grad o Oes un vértice aislado. En la f igura l ,6
el vérti ce V6 es pendiente y el vér ti ce V7 es aislado.

Figura 1.6

Un camino en una gráfica G es una sucesión a lternada de vér ti ces y aristas
de la siguiente forma:

Se debe observar que:

i) Esta sucesión empieza y termina con un vértice.
ii ) Cada una de las aristas es incide nte con su vértice antecesor y sucesor.
Así se puede decir que el camino une a los vértices VI y Vn. Otra forma

para denotar un camino puede ser :

En la f igura 1,7 se pueden observar ejem plos de caminos en un a gráfica
G.

Figura 1.7

.:,..

, I. · · · · · ··~
~ .. 02
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Dentro de las gráficas existen distintos t ipos de caminos:
i) Un camino recibe el nombre de cerrado si el vértice con que inicia ,

coincide con el vérti ce que termina esto qui ere decir que VI = Vn . Este es
abierto en cua lquier otro caso. Ejemp los de caminos cerrados se tienen en la
f igura 1,8.

Figura 1.8
ii) Cuando todas las aristas de un camino son distintas éste recibe el

nombre de paseo.
iii ) Se conoce corno trayectoria a un camino en la cual todos sus vértices

(y por lo tanto todas sus aristas) son distintas.

Definición 3 Un camino cerrado con al menos tres vérti ces, y todos sus
vértices distintos, (excepto por el primero y el último, que coinciden) recibe
el nombre de ciclo.

Definición 4 Un ciclo se llama par cuando contiene un número par de
aristas ( y necesariamente de vértices), en cualquier otro caso se le llamará
impar. Un ciclo con n aristas recibe el nombre de n- ciclo . En el caso de que
n = 3 este se conoce como triángulo. La gráfica que se encuen tra formada
solamente por un n -ciclo se denota por en.

En la f igura 1,9 se puede observar una gráfica con un ciclo par y un
t riángulo.
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12Triánguloí

Figura 1.9
Sea e = (V, U) una gráfica, un cuello en e es el mínimo entre las longi­

tudes de los ciclos.
Por ejemplo el cuello de la gráfica e de la f igura 1,9 es 3 y corresponde

al ciclo que se encuentra formado por el conjunto de vértices {VI, V3, V4 } .

Definición 5 Una gráfica e que no contenga ciclos se le llama acíclica.

'..~

.,~..

En la figura 1,10 se ti enen dos ejemplos de gráficas acíclicas.

G1 1 O2 >1, 2
,.. .... . '....~....---..-..~

6

Figura 1.10
Después de analizar los conceptos anteriores se puede hablar acerca de

las propiedades de dos gráficas que cumplen con ser isomórfas.

Definición 6 Sean el = (Vi ,UI) y e2 = (V2 , U2 ) dos gráficas. Diremos
que el y e2 son isomorfas (denotándolo por el ~ e2) , si existe una función
biyectiva f : Vi ---+ Y2 tal que VIV2 E UI~ f(vI)f( v

Definición 7 2) E U2• Así el ~ e2~ f preserva adyacencia (esto quiere
decir que dos vértices son adyacentes en el si y sólo si sus imágen es bajo f
son adyacentes en e2) .

Ejemplo 2 Considérense la gráficas el = (Vi , UI) Y e2 = (W2 , U2 ) de la
figura 1,11.



9

G
V 2 .2 W

...- - ---.... ...------'-'t..

v
3

Figura 1.11
Las dos gráficas de la figura 1,11 son isomorfas pues existe la fun ción

biyectiva f( vi) = Wi+ l (mod 4) , con i = 1,2,3,4 , qu e es un isomorfismo.
Es interesante prestar atención en las propiedades que cumplen las gráfi-

cas que se encuentran relac ionadas por un isomorfismo.
Las gráficas isomorfas tienen:
i) El mismo número de vértices.
ii) El mismo número de aristas.
iii) Un mismo número de vértices con grado k.
iv) El mismo número de ciclos .
v) El mismo cuello.
Por otro lado, estas propiedades son necesarias pero no son un criterio

suficiente para determinar si dos gráficas son isomorfas. Esto se puede obser­
var en el ejemplo de la f igura 1,12 en el cual las dos gráficas cumplen con
las propiedades i), ii) , iii) , iv), pero no son isomorfas. A un isomorfismo de
una gráfica G en sí misma se le conoce con el nombre de automorfismo.

G2

Figura 1.12
Si se observan con detenimiento las dos gráficas de la figura 1,12 se puede

notar que la primera muestra dos conjuntos de tres vértices que forman dos
triángulos, mientras que en la segunda dichos triángulos no existen, por lo
tanto se puede afirmar (como se dijo en el párrafo anterior) que estas dos
gráficas no son isomorfas.

En algunas ocasiones nos interesan solo algunos aspectos de una gráfica.
Esto pu ede representarse de numerosas y diferentes formas . Dada una gráfica
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e = (V,U), se pueden considerar : i ) sólo algunos de los vértices y todas las
aristas en U que unen a estos pares de vértices , ii ) todos los vérti ces y sólo
algunas de las aristas ex istentes en U qu e unen a estos vértices o iii) sólo
a lgunos de los vértices y algunas de las aristas en U qu e unen a ca da par de
vértices .

De una forma más precisa:

i) Sea X un subconj unto no vacío de V. La gráfica formada por el
conjunto de vért ices que está n en X y el conjunto de aristas que contiene
exactamente a las arist as en U las cuales unen a los vértices en X recibe el
nombre de subgráfica de e inducida por X.

En la figura 1,13 se muestra una gráfica , con dos de sus respectivas
subgráficas inducidas:

4
":'

1 ' : '"
•.• .. •.. •.••..· 3

Sübgráficas
IndúGidas

~. , .: .~~.

~.. •·• · ··• . . 3' ·.r"i
.~.. . .~

Figura 1.13

ii) Sea F un subconjunto propio de U. La gráfica G = (V,F) , es llamada
una subgráfica generadora de e. Este concepto se encuentra ilustrado en
la figura1 ,14 siguiente:

C· ·''..

,.~.'..'

· S@g ráfi c.~s,'~ ,
Generadoras

~
' 2

: .. ... -,

r '~
·4· '.. 5'
~\ ~ ..

Figura 1.14

iii) Por otro lado sea e = (V, U) una gráfica , una subgráfica de G es
una gráfica e' = (W, F ) tal que W ~ V y F ~ U f igura 1,15.
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Subqráñcas ..~

.~.

....~. .. . ~.

Figura 1.15

Cuando un vér tice v (o los vérti ces de una subgráfica el ) y todas las
aristas incidentes con este vértice (con estos vértices) , son removidos de una
gráfica e la gráfica resul tante se denot a por e - v (e - el )' Cuando una
arista u , es eliminada de una gráfica, la gráfica resultante se expresa como
e-u. También si una arista u (conjunto de aristas U), no per ten ece a una
gráfica e y es agregada a e la gráfica resultant e será denotada como e + u
(e + E').

1.1. Conexidad

Uno de los conceptos más import antes dentro de la Teorla de Gráficas
es el de conexidad. A continuación se int roducirán algunas de las ideas con­
cernientes a este aspecto dentro de la estructura de las gráficas.

Definición 8 Sea e = (V, U) , se dice que e es conexa si para todo par de
vértices en e, existe una trayectoria que los une y se dirá que es discanexa
si no es conexa.
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Como ejemplos de gráficas conexas, se tienen los de la f igura 1,1,1:

G 1 ·· 3

Figura 1.1.1

En la fígura1 ,1,2, se muestra una gráfica disconexa.

..~ . ..

..~ . ...

Figura 1.1.2

Una subgráfica conexa máxima (esto quiere decir que el conjunto con­
tiene al máximo número de elementos que permiten que se cumpla dicha
propiedad) de una gráfica G recib e el nombre de componen te conexa de G.
Una gráfica recibe el nombre de completa cuando todo par de vértices en
G se encuentra conectado por un a arista. Así una gráfica complet a con n
vértices se denota por Kn .
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/
. 8

Un vértice v (ar ista u) en una gráfica G se llama vértice de corte (puente)
de G si G - v (G - u) comprende un mayor número de componentes conexas
con resp ecto a las que están en G. Así si G es conexa ( esta formada por una
sola componente conexa) con un vértice de corte, (puente ), entonces G - v
(G - u) por definición deb e estar formada al menos por dos componentes
conexas. Sea G = (V, U) la gráfica de la f igura1 ,1,3.

2 7

Figura 1.1.3

En la gráfica anterior se puede notar que el vértice V5 es un vértice de
corte , pues como se observa en la gráfica G - V5 de la figura 1,1,4 el número
de componentes conexas de G es menor.

/
81

.~ l.... ...•.......~

Figura 1.1.4

Una gráfica conexa que no contiene vértices de corte se llamará gráfica
no - separable. Como ejemplos de gráficas no - separables se tienen las
gráficas de la figura 1,1,5. Así todas las gráficas que no son no - separables
reciben el nombre de separables.
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5

Figura 1.1.5

En una gráfi ca sep arable G un bloque es una subgráfica maxim a no ­
se parable de G. En la figura 1,1,6 se t iene un ejemplo de una gráfica G,
con una subgráfica inducida por el conj unto de vértices {V4 ,V5, V6, VIO, VIl } así
est a subgráfica es un bloque de la gráfica G.

Bloque

Figura 1.1.6

La idea de conexidad también puede ser extendida para el caso de di­
gráficas D = (V,A). Pero primero es necesario señalar concep tos bás icos en
digráficas equivalentes a algunas de las ideas de gráficas.

Supóngase que D = (V, A) es una digráfica entonces un camin o dirig ido en
D es una sucesión alternada de vértices y arcos de D : (vo, a), VI,~, ...an , vn ) ,

donde cada arco ai es de la form a Vi-IVi . En la figur a 1,1,7 se encuent ran
dos ejemplos de ca minos dirigidos en un a digráfica.
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i) Un camino dirigido recibe el nombre de cerrado si Vo = Vn y generador
si {vo, V¡, V2, . . . , vn } = V.

ii) Cuando todos los arcos de un camino son dist intos se le conoce con
el nombre de paseo dirigido.

ii i) Si en un ca mino dirigido todos sus vértices son distintos éste se cono­
cerá como trayectoria dirigida.

Definición 9 SeaD = (V, A) una digráfica, entonces un camino (Vo ,VI" " Vn )

en D con al menos tres vértices y todos sus vértices distintos excepto por
Vo = Vn recibe el nombre de ciclo.

Se dirá que una digráfica es acíclica si no contiene ciclos. Como ejemplo
de digráfica con ciclos y acíclica se tienen los de la figura 1,1,8.

D1:', R2

Un semicamino es una sucesión alternante de vértices y arcos
(vo, all v¡,a2..··an, vn ) donde cada arco O-i es de la forma Vi-¡Vi o ViVi-I ' Un
semicamino es conocido como semipaseo si todos sus arcos son distintos, co­
mo una semitrayectoria si todos sus vértices son distintos. Un semicamino
es un semiciclo si contiene al menos tres vértices y todos sus vértices son dis­
tintos con la exepción de que Vo = Vn . En la f igura 1,1 ,9 se puede observar
una digráfica con sus resp ectivos semiciclos.
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Semiciclos

t 2 3 7 1 2

./1V v
D ~

Figura 1.1.9

Definición 10 Sea D = (V,A) una digráfica, diremos que D es fuertemente
conexa o conexa fuerte, si para todo par de vértices Vi, Vj E D, a partir de
Vi se puede alcanzar a Vj mediante una trayectoria dirigida.

Como ejemplos de digráficas f uertemente conexas se t ienen los de la
f igur a 1,1,10.

Di , D2 .."...--_ _ ~--..

Figura 1.1.10

Definición 11 Una digráfica D = (V, A) , se le llamará unilateralmente
conexa o unilateral, si para cualquier par de vértices en D , se tiene que Vi

puede ser alcanzado desde Vj o Vj puede ser alcanzado desde Vi, mediante
trayectorias dirigidas.

En la f igura 1,1,11 se pueden observar dos digráficas unilateralmente
conexas.
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Figura 1.1.11

Definición 12 Se dice que una digráfica D es debilmente conexa o conexa
débil, si para todo par de vértices en D existe un semicamino que los une sin
importar la dirección de los arcos.

'\ .·•• '..;'. ·.6;····0-' o,": ::.... :', .

. • °

7
.' ...

Si un a digráfica no es debilm ent e conexa, se dirá que es disconexa.

Como ejemplos de digráficas debilmente conexas se tienen los siguientes
f igura 1,1,12 :

Uf ;........,...,.. :
· i.

Figura 1.1.12

Por otro lado, toda digráfica fuertemente conexa es conexa unilateral,
pero no toda digráfica unilateralmente conexa es conexa fuerte. En la f igura
1,1,13 se muestran dos ejemplos de digráficas un ilateralmente conexas que
no son fuertemente conexas .
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Figura 1.1.13

De la misma forma toda digráfica unilateralmente conexa es conexa débil,
pero no toda digráfica débilmente conexa es conexa unilateral como se puede
observar en las digráficas de la figura 1,1,14.

1.2. Árboles

Figura 1.1.14

En esta sección se comenzará por introducir el concepto de árbol y sus
propiedades.

Definición 13 Un árbol es una gráfica conexa y acíclica. Las aristas en
esta gráfica reciben el nombre ramas.

A continuación en la figura 1,2,1 se muestran distintos ejemplos de ár­
boles.



1.2. ARBOLES 19

Figura 1.2.1

Antes de enunciar algunas de las definiciones equivalentes de árbol es
necesario tener en cuenta dos propiedades importantes .

P roposició n 1 Sea e = (V, U) , una gráfica. Supóngase que se agrega una
arista u = { Vi Vj} a e. Entonces:

i) El número de componentes conexas de e disminuye una unidad si Vi

y Vj pertenecen a dos componentes conexas distintas. En este caso la arista
u no pertenece a ningún ciclo de la gráfica e' = (V, U u {u} ) .

ii) El número de componentes conexas de e permanece igual si tanto Vi

como Vj pertenecen a la misma componen te conexa. En este caso u perience
a un ciclo de la gráfica e' = (V, U u {u} ) .

D e most ración. i) Sea e = (V,U) una gráfica, considérese que ei =
(Vi ,U i) y G¡ = (Vj, Uj ) son dos componentes conexas de e, t a les que Vi E Vi
y Vj E Vj.

Por otro lado , sea e' la gráfica que se genera al agregar la arista u =

(Vi, Vj ) a G.
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Sean vp y u, dos vér ti ces que pertenecen a V; U Vj. Como G¡ es conexa se
t iene que si vp , Vr E G¡ exis te la trayectoria qu e une a vp con Vr en G¡ y por
lo tanto en G'.

Para Gj el razonamiento es análogo.
Supóngase que vp E V; Y que V r E Vj. En tonces ex ist e una trayectoria

que une al vérti ce vp con el vértice Vi en Gi , a su vez, ex iste un a trayector ia
que une al vértice Vj con Vr en Gj entonces exist e un a trayectoria que une al
vértice vp con el vértice Vr en G', por lo tanto G i y Gj perten cen a la misma
componente conexa en G'.

Para el caso en que Vr E V; Y vp E Vj el razonamien to es análogo.
.'. Al agregar una ar ista u a un a gráfica G el número de componentes

conexas en G disminuye en un a unidad.
Se sabe que un ciclo es un camino cerrado en el cual todos sus vértices

son distintos. Supóngase que u = ( Vi , Vj ) perten ce a un ciclo en G', entonces
existe un camino cerrado que inicia y termina en Vi. Por lo tanto debe existi r
un camino que une a Vi con Vj en G , pero esto es un a cont radicción pues Vi

y Vj pertenecen a componentes conexas distint as en G.
.'.La arista u no pertenece a ningún ciclo en G' = (V,U U {u}) .
ii) Si Vi , Vj E Gi , el camino que une al vértice Vi con Vj se encuentra

contenido en Gi , entonces tanto G como G' tienen el mismo número de com­
ponentes conexas.

Por otro lado exist e el camino que une al vértice Vi con Vj en G. Entonces
si se agrega la arista u en G se crea un ciclo en G'.

.' .La arista u pertenece a un ciclo en G'. •

Proposición 2 Sea G = (V, U) una gráfica con n vértices y m aristas. En­
tonces:

i ) Si G es conexa, entonces m ~ n - 1
ii) Si G es acíclica, entonces m :::; n - 1

Demostración. i) Supóngase que G = (V,U) es un a gráfica con n com­
ponentes conexas. Por la proposición 1 se sabe que si se agrega una arista
u = (Vi , Vj), cuyos extremos formen parte de dos componentes distintas en G ,
el número de componentes conexas en G disminuye en una unidad. Entonces
como G esta formada por n componentes conexas, para que G sea conexa es
necesario agregar al menos n - 1 aristas.

Por otro lado si los extremos de la arist a u pertenecen a una misma
componente conexa en G el número de componentes conexas en G seguirá
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ii) Sea G = (V,U) una gráfica con n compo nentes. Supóngas e que se
agrega una arista u = (Vi, Vj) en G, entonces para que la gráfica cont inúe
siendo acíclica los extremos de u deben pertenecer a componentes distint as
de G. Asi si se repite este proceso par a cada un a de las componentes conexas
de G se obtendrá una gráfica formada por una sola componente conexa con
n - 1 aristas. Si se agrega un a arist a más supóngase Uf , los extremos de
Uf pertenecerán a la misma componente conexa y por la proposición 1 se
formará un ciclo.

: .m ::;n -1

•
Es importante notar que como consecuen cia inmediata de la proposición

2 se tiene que el número de aristas en un árbol es igual al número de vértices
menos uno.

Contando con los resul t ados anter iores se pueden dar una serie de equiva­
lencias con respecto a la definición de árbol.

Teorema 1 Sea G un a gráfica con n vértices y m aristas . Supóngase que
n 2:: 2, entonces las afiirmacion es siguient es son equivalentes y caracterizan
un árbol:

i) G es acíclica y tiene n - 1 aris tas.
ii) G es conexa y acíclica.
iii) G es conexa y tiene n - 1 aristas.
iv ) G es conexa pero deja de serlo si se elimina una arista.
v) G es acíclica y si se agrega una arista se forma exactamente un ciclo.
vi) Para cada par de vértices en G exist e una única trayectoria que los

une.

D emostración. Supóngase que G = (V,U) es una gráfica con m aristas
y n vértices.

ii) =* i) Por hipótesis se sabe que G es conexa y acíclica, entonces por
la praposición 2 tiene n - 1 aristas.

i) =* ii) Que G sea acícl ica se sigue de la hipótesis. Sabemos que G
es acíclica con n - 1 aristas y supongase que no es conexa, entonces cada
componente conexa de G sería un árbol y habrá k 2:: 2 com ponentes conexas .
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Si hay k componentes conexas cada un a con n ¡, n2, ...n k vértices entonces
habrá (n¡ - 1) + (n2 - 1) + .. .+ (n k - 1) aristas en G.

k

.'. G tendríaL n i - k = n -k aristas.
i=¡

Pero n -k = n - 1 entonces k = 1 Y esto es una cont radición, es decir
que G es conexa.

ii) =? iii) Que G sea conexa se sigue de la hipótesis. Por otro lado si G
es conexa y acíclica por la pr oposi ción 2 el número de aristas en G es n -l .

iii) =? iv) G es conexa por hipótesis y tiene n - 1 aristas, supóngase que
se elimina una arista y se tiene que G' = (V,U \ {u}) entonces el número de
aristas en G/será n - 2 Y por la proposi ción 2 G' no puede ser conexa.

iv) =? v) G es conexa por hipótesis , entonces existe al menos una trayec­
toria que une a Vi con Vj. Supóngase que Uk es un a arista que forma parte
de la trayectoria que va de Vi a Vj y que G' = (V, U \ {Uk}) , por hipótesis G'
es disconexa. Entonces no existe un a trayectoria que vaya de Vj a Vi, por lo
tanto la gráfica G es acíclica. Por otro lado que al agregar una arista en G
se forme un ciclo se sigue de la proposición 1, ii) .

v) =? vi) Por hipótesis se sabe que si se agrega una arista en G se forma
un ciclo y por el inciso ii) de la proposición 1 se tiene qu e Vi y Vj forman
parte de la misma componente conexa, por lo tanto G es conexa. Como G
es conexa existe, al menos una trayectoria que un e a todo par de vértices.
Por otro lado supóngase que entre Vi y Vj existen dos trayectorias distintas
que los unen, entonces Vi y Vj forman parte de un ciclo pero esto es una
contradicción pues por hipótesis G es acíclica .

vi) =? i) Por hipótesis y definición de conexidad G es conexa. Supóngase
que C, = U¡ ,U2 , ..Ui , Ul es un ciclo en G, entonces existen dos trayectorias
entre Ul Y Ui· Pero esto es una contradicción a la hipótesis, pues para cada
par de vértices en G existe una única trayectoria que los une, por lo tanto G
es acíclica y por la proposición 2 tiene n - 1 aristas. •

Para el caso de digráficas D = (V,A) se tiene un concepto análogo al de
árbol en graficas.

Definición 14 Un árbol dirigido es una digráfica débilmente con exa que
no contiene semiciclos.
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Com o ejemplos de árboles dirigidos se tienen los de la figura 1,2,2.

T 1~

~ .. 1

Figura 1.2.2

1.2.1. Árboles Generadores

23

Considérese una gráfica e = (V, U) conexa, que contiene una su bgráfica
que será el árbol T = (V' , U'). Las aristas de U', de T serán llamadas ramas
y las aristas de e que no estan en T se llamarán cuerdas (ambos conceptos
relativos a T) .

Definición 15 Sea T un árbol de una gráfica e, si V' = V, entonces dire­
mos que T es un árbol generadar de la gráfica G.

Es claro que sólo las gráficas conexas t ienen áboles generadores como
subgráficas. Por otro lado si una gráfica conexa e tiene un árbol generador
único, entonces e es un árbol. Cada componente conexa de una gráfica arbi­
traria e contendrá al menos un árbol generador. Como ejemplos de árboles
genera-dores se ti enen los de la figura 1,2,3, donde del lado izquierdo se
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tienen las gráficas y del lado derecho sus árboles generadores respectivos.

T1

..•~ . 5

T¿

~/Í..:i.•....J;. 4

.~
......•~

Figura 1.2.3

Una colección de árboles generadores (uno por cada componente conexa
de G), es llamado bosque generador. A continuación en la figura 1,2,4 se
puede observar un bosque generador de una gráfica G.

'W'CÁ¡~':9¡~?

.ROSQ QEGENERADOR. -: ..
DE.G . . .

Figura 1.2.4
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Observación 1 Sea T un árbol generador de una gráfica conexa con n vér­
tices y u aristas , entonces para cualquier árbol generador en e, el número de
aristas que no forman parte de T estará dado por u-n + 1.

Es fácil corroborar esta observación si se parte del hecho de que un árbol
generador es una subgráfica de e, entonces estará formado por n vértices y
n - 1 aristas (por el teoremal). Si se considera que e es una gráfica con u
aristas se tiene que u -n + 1 será el número de aristas que no pertenecen a
T.



Capítulo 2

La Matriz de adyacencia

A una digráfica de n vérti ces se le puede asociar una matriz de n x n ,
M = [mij] que recibe el nombre de "matr iz de adyacenc ia". Sus eleme ntos
se definen por medi o de :

para i ,j = 1,2 , , n.

{~
si Vi ---+ Vj

en otro caso

Así para las siguentes digráficas, las matrices de adyacencia correspon­
dientes serán (figura 2,1) :

Hl ~

Figura 2.1

27



- - - - - - - - -

28 CAPÍ T ULO 2. L.A M.ATRiZ DE ADYACENCIA

o 1 O O 1
O O 1 1 O

Mi j = O O O 1 O
O 1 O O 1
O 1 1 O O

4

2 --

Figura 2.1
Por definición de matr iz de adyacencia, ésta cumple con las dos propiedades

siguientes:
i) Todas las entradas son Oo 1.
ii) Todas las entradas sobre la diagonal pr incipal son O.
Por ot ra parte toda mat riz que cumpla con estas dos propiedades deter­

mina una digráfica única con vértices etiquetados desde 1, ..... , n para la cual,
dicha matr iz M es la matriz de adyacencia.

Por ejemplo, la matr iz M determina a la digráfica de la f igura 2,2:

Figura 2.2
En este ejemplo se puede observar que la diagonal de la matr iz se encuen-

tra formada por O, yen las demás entradas por Oo 1.

Ejemplo 3 Una cierta familia esta formada por la madre, el padre, una hija
y dos hij os. La influen cia o el poder que cada uno de sus miembros eje rce sobre
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cada uno de los otros se describe a continuación: la madre sobre la hij a y el
hij o mayor, el padre sobre los dos hijos, la hij a sobre el padre, el hij o m ayor
sobre el hijo m enor y el hij o menor sobre la madre. Un modelo del patrón
de ú~{tuencia en esta familia se obtiene con una digráfica cuyos vértices son
los cinco miembros de la f amilia . Si el miembro A ejerce influencia sobre
el miembro B, se escri birá A ----+ B. En la figura 2,3 aparece la digráfica
resultante, dond e los diferent es mi embros de la familia han sido llamados de
la siguiente forma: madre por M, padre por P, hija por A , hij o mayor por By
el hijo menor por C. A sí se tiene que la m atriz de ady acencia correspondiente
es:

M P A B e

o o 1 1 o
o o o 1 1
o 1 o o o
o o o o 1
1 o o o o

Figura 2.3

En el ejemplo anterio r, el padre no tiene influencia directa sobre la madre,
es decir M ----+ P no es ciert a . Sin embargo , ti en e influencia sobre su hijo
menor, quien a su vez, la t iene sobre la madre. Esto se escr ibe P ----+ e ----+

M , y se dice que hace un camino de dos pasos ent re P y M . En una forma
análoga, M ----+ A, es un camino de un paso y P --------t B ----+ e --------t M es
un camino de tres pasos. Ahora, se verá la forma de determinar el número
de caminos de r pasos (1' = 1,2 , n) qu e hay entre un vértice Vi y otro Vj

de una digráfica cua lquiera . (Se incluirá el caso en qu e Vi y Vj coinciden) . El
núm ero de caminos de 1 paso ent re Vi y Vj es simplemente, m ijo Es decir ,
puede haber una o ningun camino de un paso de Vi a Vj, de pendiendo de que
m ij sea cero o uno.

Si se desea obtener el número de caminos de dos pasos en una digráfica,
se utiliza el cuadrado de la matriz de adyacenc ia . Así m~]) es el eleme nt o de

ord en (i, j) de M(2) , de est a forma se t iene

(1,1)
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Ahora, si m il = m l j = 1, hay un camino de dos pasos, Vi -t V j -t Vj ,

entre Vi y Vj. Pero si una de las dos , mil Ó mlj , es cero, este camino no
existe. En consecuencia, Vi -t Vl --t Vj es un camino de dos pa.'lOS si y sólo
si, m il mlj = 1. De forma semejante, para cualquier valor k = 1,2, ... .. , n ,
Vi -t Vk --t Vj es un camino de dos pasos ent re Vi y Vj si y sólo si , el
té rmino mikmkj de l segu ndo miembro de (1,1) vale un o ; en caso contrario, el
té rmino es cero. En consec uencia, el segu ndo miembro de (1,1) da el total de
caminos de dos pasos qu e hay entre Vi y Vj.

Lo anterior se incluye en el siguiente resultado:

Teorema 2 Si IVI es la matriz de adyacencia de una digráfica y mt) es el

elemento (i , j) de M", entonces m~;) es el número de caminos de r pasos que
hay entre Vi y Vj.

Demostración. ( Por ind ucción sobre r)
Para r = 1.

Se t iene que M i j es la matriz de adyacencia, que muestra cuales son los
caminos de un solo paso entre Vi y Vj .

Suponemos que es válido par a r = n.
Por hipótesis,

MIj = No. de caminos con n -arcos que van de Vi -t Vj.

Qu eremos demostrarlo para r = n + 1.
Por demost rar, M;j+ l = No. de caminos con (n + 1) - arcos que van de

Vi ---t Vj.

Se t iene que:
n

Mzt
l

= (M
n

M) ij = L m~kmkj.
k=l

Por hipót esis de inducción un camino de Vi ---t Vj con (n + 1) - arcos , es un
camino con n -arcos de Vi ---t Vk seguida de un arco de Vk a Vj.

:. M ij +l = No. de caminos con (n + 1) - arcos que van de Vi -t Vj . •

Ejemplo 4 La figura 2,4 es el mapa de las rutas de una pequeña línea aérea
que da servicio a cuatro ciudades V l,V2,V3 ,V4 . Como es una digráfica, la matriz
de los vértices será:
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Figura 2.4
Por otra parte:

M'~U~ ~ n
M3 ~Onn

Si se quiere saber cuántas conexiones hay entre las ciudades V4 Y V3, esto
se puede determinar mediante el resultado anterior. Como m43 = 1, hay una
conexión '0 arco de 1 paso: como m~) = 1, hay una conexión de 2 pasos,

y como m~) = 3, hay tres conexiones de 3 pasos. Para verificarlo, ver la
jigura(2 ,4):

Conexiones de 1 paso de V4 a V3 :

Conexiones de 2 pasos de V4 a V3 :

Conexiones de 3 pasos de V4 a V3 :

V4 --+ V3 --+ V4 --+ V3

V4 --+ V2 --+ VI --+ V3

V 4 --+ V3 --+ V I --+ V3
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Ejemplo 5 Sea G la digráfica de la figu~a 2,5, con una matriz de adyacen­
cia dada de la siguiente forma :

Figura 2.5

A partir de esta gráfica queremos ver cuántos caminos de 1,2 y 3 pasos
hay entre el vértice v] y V2 .

Primero se calculan las matrices M2 y M3 .

U
1 1

DU
1 1

DU
2 1

nO O O O 1 1
1 O 1 O 1 1
1 1 1 1 1 O

U
2 1

nu
1 1

D(r
3 2

;)1 1 O O 2 1
=

1 1 1 O 2 1
1 O 1 1 2 2

Así, en la matriz M se puede observar que la entrada m12 = 1, lo que
indica que sólo hay un camino de un paso de v] a V2' En el caso de M 2 se
tiene que m~~ = 2, por lo tanto hay dos caminos de dos pasos que van de v]

a V2 Y para M 3 se tiene que mg) = 3 entonces existen tres caminos de tres
pasos de v] a V2.

Con la gráfica de la figura 2,5 se puede comprobar que los caminos de
v] a V2 son las siguientes:

Los caminos de 1 paso de v ] a V2 son:
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Los caminos de 2 pasos de V I a V2 son:

Los caminos de 3 pasos de V I a V2 son:

V I -----7 V3 -----7 V4 -----7 V2

VI -----7 V4 -----7 V3 -----7 V2

VI -----7 V2 -----7 V I -----7 V2

2. 1. Clanes

Considérese la siguiente definición :

D efi nició n 16 Un subconjunto del conjun to de los vértices de una digráfica
recibe el nombre de asociación o clan, si satisface las siguientes condiciones:

i) El subconjunto cont iene por lo menos tres vértices.
ii) Para cada par de vértices Vi y Vj del subconjunto, se tiene que Vi -----7 Vj

y Vj -----7 Vi .

iii) Este subconjunto debe ser máximo, esto quiere decir , que no se puede
agregar otro vértice sin dejar de satisfacer la condición (ii) .

Esta definición sugiere que los clanes son subconjuntos máximos dentro
de los cuales existe una comunicación perfecta . Entendiendose por esta (como
ejemplo), el caso en que los vértices de un a gráfica G representen ciudades y
se cumpla que Vi -----7 Vj y Vi +-- Vj esto quiere decir que hay un vuelo directo
entre Vi y Vj , asi como entre Vj y Vj, entonces hay un vuelo directo entre dos
ciudades cualesquiera del clan y en cualesquiera de las dos direcciones.

Ejemplo 6 La digráfica que aparece en la f igura 2,1,1, que podría represen­
tar el mapa de las rutas de una línea aérea, tiene dos clanes:
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En este ejemplo se observa que en una digráfica puede haber más de un
clan y que un vértice puede pertenecer simultáneamente a dos o más de ellos.

Figura 2.1.1

En las digráficas pequeñas, los clanes pueden encontrarse por inspección,
pero para los casos complicados conviene tener un procedimiento que permita
detectarlos. A continuación se analizará, un teorema que identifica los vértices
que pertenecen a un clan y para ello se definirá una matriz S = [Sij] que está
relacionada con una digráfica de la siguiente forma:

SI Vi ---t Vj y Vj ---t Vi

en otro caso

La matriz S determina una digráfica que se diferencia de la original en
que han desaparecido o se han eliminado los arcos que sólo tienen una flecha.
Por ejemplo, si la digráfica original es la que se ilustra en la figura 2,1,2a,
la digráfica que tiene a S como matriz de adyacencia es la que aparece en
la figura 2,1,2b. Como alternativa, S se puede obtener a partir de la matriz
de adyacencia, M, de la digráfica original, haciendo que Sij = 1 cuando
mij = mji = 1 y en caso contrario, Sij = O.
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(a) Figura 2.1.2 (b)

Usando la matriz S , el t eorem a 2 se enuncia de la si guiente form a:

Teore m a 3 Si s~;) es el elemento (i, j) de S3 , un vérti ce Vi pert en ece a algún
clan, si y solamente si, S~i f- O.

D emostración. Si s~~) f- O, entonces hay por lo menos un camino de
3 pasos que inicia y termina en Vi, en la digráfica modificada determinada
por S. Supóngase que est a es Vi ---t Vj ---t Vi . En la digráfica modificada,
los arcos son de dos direcciones, por lo que se tiene Vi r---t Vj r---t Vi . Esto
significa que pueden suceder dos cosas, o que { Vi , Vj, V k } es un clan, o bien
que { Vi , Vj, V k } es un subconjunt o de un clan. En cualquiera de estos casos,
Vi pertenece a un clan.

Si s~~) = 0, esto implica que no hay caminos de t res pasos de i a i .

•'. Vi no puede pertenecer a un clan. •

Ejemplo 7 Supóngase que una digráfica tiene por matriz de adyacencia (figura
2.1.3):
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Figura 2.1.3

Entonces

y

Como todas las entradas de la diagonal de 8 3 son cero, por el teorema
anterior, se puede decir que la gráfica no tiene ningún clan.

Ejemplo 8 Suponga que una digráfica tiene por matriz de adyacencia (figura
2.1·4):

o 1 O 1 1
10 0 1 O

M = 1 1 O 1 O
1 1 O O O
100 1 O

Figura 2.1.4

Entonces



2.1. CLANES 37

o 1 O 1 1 2 4 O 4 3
1 O O 1 O 4 2 O 3 1

S= O O O O O Y 8 3 = O O O O O
1 1 O O O 4 3 O 2 1
1 O O O O 3 1 O 1 O

Hay entradas distintas de Oen la diagonal de 8 3
, son sg), s~~ , y s~~). En

consecuencia, en la digráfica, VI, V2 Y V4 per tenecen a clanes. Como un clan
debe tener por lo menos tres vértices, sólo habrá un clan , a saber, VI, V2, V4 .

Ejemplo 9 Determinar a partir de la matriz de adyacencia, si existe algún
clan en su digráfica correspondiente.

O 1 O 1 1 O
1 O 1 O 1 1

M=
O 1 O 1 O 1
1 O 1 O 1 1
O 1 O 1 O O
O O 1 1 1 O

Sea:

O 1 O 1 O O O 6 1 7 O 2
1 O 1 O 1 O 6 O 7 1 6 3

8=
O 1 O 1 O 1

83 =
1 7 2 8 1 4

1 O 1 O 1 1 7 1 8 2 7 5
O 1 O 1 O O O 6 1 7 O 2
O O 1 1 O O 2 3 4 5 2 2

Algunas entradas de la diagonal de 8 3 f O, esto quiere decir que hay un
clan dentro de la digráfica representada por la matriz M. Como las entradas
en la diagonal distintas de cero son m33 = 2, m44 = 2 Y 1'T"4¡6 = 2, el clan que
se puede encontrar en esta digráfica es el formado por los vértices V3, V4 Y V6 .

Esto puede corroborarse mediante la figura siguiente figura 2,1,5 :
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Digráfica Figura 2.1.5 Clan

2.2. Digráficas de dominación

Hay muchos grupos de individuos o de animales en los que está bien
definido un orden de dominación entre dos miembros cualesquiera. Casi siem­
pre dados dos individuos A y B, sucede que A domina a B o bien B domina
aA.

Definición 17 Una digráfica de dominación es una digráfica tal que para
cualquier par de vértices, Vi y Vj, se tiene que uno de los arcos Vi ----t Vj o
Vj ----t Vi esta en D, pero no ambas.

Un ejemplo de una digráfica que cumple con esta definición es la que
corresponde a un torneo de n equipos deportivos en la que cada equipo juega
solo una vez contra todos los demás y donde no se permiten los empates.
Si Vi ----t Vj significa que el equipo Vi le gana al equipo Vj en la única vez
que se encuentran durante el torneo, de inmediato se ve que la definición se
satisface.

Por esta razón, a las gráficas de dominación, se les suele llamar torneos.
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Figura 2.2.1

En la f igura 2,2,1 se muestran gráficas de dominación de tres, cuatro
y cinco vértices. En ellas, los vértices señalados tienen una propiedad muy
interesante, cada uno de ellos se une, por medio de un camino de 1 o 2
pasos, con cualquiera de los otros vértices de la gráfica. En cierto sentido,
estos vértices son mas "potentes" que los que no tienen esta propiedad. En
un torneo deportivo , un vértice de t al naturaleza corresponde a un equipo
A que le gana a otro equipo B y además, a un equipo que le gana a B . A
continuación, se enunciará y demostrará un teorema que establece que toda
digráfica de dominación t iene por lo menos un vértice con esta propiedad.

Teorema 4 En toda digráfica de dominación hay por lo menos un vértice
que alcanza con un camino de 1 o 2 pasos a cualquier otro vértice.

Demostración. Sea V I un vér tice (puede haber varios) al que corresponde
el mayor número de caminos de 1 o 2 pasos que lo unen con los otros vértices
de la gráfica. Volviendo a enumerar (si hiciera falta) , VI puede ser el vértice
así definido.
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Si Vi es un vértice para el cual la expresión VI --+ Vi no es cierta ni con
caminos de 2 pasos, entonces Vi --+ VI si debe de ser cierta. Ahora, sea Vk

cualquier vértice para el cual se verifica que VI --+ Vk. Entonces Vk ---t Vi

no puede ser cierta porque existirá VI ---t Vk --+ Vi que es un camino de 2
pasos de VI a Vi. En consecuencia, se debe verificar que Vi --+ Vk , es decir,
Vi tiene caminos de 1 paso con todos los vértices a los que VI tiene también
caminos de 1 paso. Así , el vértice Vi debe tener también caminos de 2 pasos a
todos los vértices a los que VI tenga caminos de 2 pasos. Pero como además,
Vi --+ VI, Vi tendrá más caminos de 1 y 2 pasos que VI ' Sin embargo esto
contradice la forma en la que se definió VI y por lo tanto, no puede haber
ningún vértice Vi con el cual VI no tenga ningún camino de 1 o 2 pasos . •

Con esta demostración se ha comprobado que el vértice que tiene el mayor
número de caminos de 10 2 pasos que lo unen con otros vértices, cumple con
la propiedad enunciada en el teorema. Estos vértices se encuent ran en forma
sencilla con la matriz de adyacencia M y su cuadrado M 2 • La suma de las
entradas al renglón de orden i de M, es igual al número total de las caminos
de 1 paso que conectan a Vi con otros vértices, y la suma de las entradas al
renglón de orden i de M2, es igual al número total de caminos de 2 pasos
que conectan a Vi con otros vértices.

En consecuencia, la suma de las entradas al renglón de orden i de la matriz
A = M + M 2 es el número total de caminos de 1 o 2 pasos entre Vi y los
otros vértices. En otras palabras, el renglón de la matriz A = M + M 2 para
el cual se obtiene el valor más alto de la suma de sus elementos, identifica a
un vértice que cumple con la propiedad enunciada en el teorema 4.

Ejemplo 10 Si cinco equipos de beisbol juegan de forma que cada uno de
ellos se enfrenta una sola vez a todos los demás y los resultados son los indi­
cados en la digráfica de dominación de la figura 2,2,2 se tendrá la siguiente
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matriz de adyacencia.

o O 1 1 O
1 O 1 O 1

M= O O O 1 O
O 1 O O O
1 O 1 1 O

41

Figura 2.2 .2

y, por lo tanto

O O 1 1 O O 1 O 1 O
1 O 1 O 1 1 O 2 3 O

A=M+M2= O O O 1 O + O 1 O O O
O 1 O O O 1 O 1 O 1
1 O 1 1 O O 1 1 2 O

O 1 1 2 O
2 O 3 3 1
O 1 O 1 O
1 1 1 O 1
1 1 2 3 O

Las sumas de los renglones de A son:
suma del 1° renglón = 4
suma del 2° renglón = 9
suma del 3° renglón = 2
suma del 4° renglón = 4
suma del 5° renglón = 7

Como el segundo renglón es el que da la suma mayor, el vértice V2 tiene
caminos de 1 o 2 pasos que lo conectan con todos los demás vértices, lo cual
se verifica fácilmente observando la f igura 2,2,2.

Informalmente, se ha sugerido que un vértice que tenga el mayor número
de caminos de 1 o 2 pasos que lo unan con otros vértices, es un vértice
"potente". Este concepto se formaliza con la sigu iente definición:
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Defini ción 18 La potencia de un vértice de una digráfica de dominación,
es el número total de las caminos de 1 y 2 pasos que los unen con otros
vértices. Es decir, la potencia de un vértice Vi es la suma de las entradas
del renglón i - ésimo de la matriz A = M + M 2

, dond e M es la matriz de
adyacencia de la digráfica.

Ejemplo 11 Clasificar los cinco equipos de beisbol del ejem plo 10, de acuer­
do con su potencia. De las sumas de los renglones hechas en ese ejemplo, se
tiene.

Potencia del equipo VI = 4

Potencia del equipo V 2 = 9

Potencia del equipo V3 = 2

Potencia del equipo V4 = 4

Potencia del equipo V5 = 7

Por lo tanto, la clasificación de los equipos de acuerdo a su potencia es:
primero , V2 ; segundo, V5; terceros VI y V4 empate; quinto, V3 '

Ejemplo 12 Se llevó a cabo un torneo de canicas en tre distintos equipos y
los resultados que se obtuvi eron fu eron los siguientes:

El jugador A le ganó al jugador B, C y D.

El jugador B venció al C y al E.

C le ganó a D y E.

D venció a B.

E le ganó a A y D.

Clasificar los equipos de acuerdo con las potencias de los vértices de la
digráfica de dominación que corresponde a los resultados de los juegos.

La digráfica de dominación que representa a este torneo es la siguiente
(figura 2,2,3):
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Figura 2.2.3

Donde el equipo A = V I , B = V2 , C = V3 , D = V4 , Y E = V5'

La matriz M y M 2 corres pondientes son:

O 1 1 1 O
O O 1 O 1

M = O O O 1 1
O 1 O O O
1 O O 1 O

O 1 1 1 O O 1 1 1 O O 1 1 1 2
O O 1 O 1 O O 1 O 1 1 O O 2 1

M 2 = O O O 1 1 O O O 1 1 = 1 1 O 1 O
O 1 O O O O 1 O O O O O 1 O 1
1 O O 1 O 1 O O 1 O 1 1 1 2 O
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Para poder determinar la potencia de cada uno de los vértices se debe
obtener la matriz A que esta dada de la siguiente forma:

O 1 1 1 O O 1 1 1 2
O O 1 O 1 1 O O 2 1

A = M+M2= O O O 1 1 + 1 1 O 1 O
O 1 O O O O O 1 O 1
1 O O 1 O 1 1 1 2 O
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O 2 2 2 2
1 O 1 2 2

= 1 1 O 2 1
O 1 1 O 1
1 1 1 2 O

La potencia de cada uno de los equipos es:

Potencia del equipo V I = 8

Potencia del equipo V 2 = 6

Potencia del equipo V 3 = 5

Potencia del equipo V4 = 3

Potencia del equipo V5 = 5

Se puede concluir que el equipo A quedó como campeón, B como segundo
lugar , C y E empataron en tercero y D fué cuarto lugar.

Es necesario tomar en cuenta que el criterio que se enunció en el teorema
4, en el cual se afirma que el vértice con mayor "pot encia" en una digráfica
D alcanza por medio de caminos de uno o dos pasos a todos los demás
vértices, no es válido para digráficas en general como se mostrará en el ejemplo
sigu iente.

Cons idérese la digráfica y la matriz de adyacencia de la figura 2,2,4 :

O 1 1 1 O O O
O O 1 O 1 O O
O O O 1 O O O

M= O O O O O 1 1
O O O O O O O
1 1 1 O 1 O O
O O O O O 1 O

Figura 2.2.4
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Si se calcu lan la ma triz M 2 y A se obtiene:

O O 1 1 1 1 1

O O O 1 O O O

O O O O O 1 1

M 2 = 1 1 1 O 1 1 O

O O O O O O O

O 1 2 2 1 O O
1 1 1 O 1 O O

O 1 1 1 O O O O O 1 1 1 1 1

O O 1 O 1 O O O O O 1 O O O
O O O 1 O O O O O O O O 1 1

A= O O O O O 1 1 + 1 1 1 O 1 1 O
O O O O O O O O O O O O O O
1 1 1 O 1 O O O 1 2 2 1 O O

O O O O O 1 O 1 1 1 O 1 O O

O 1 2 2 1 1 1

O O 1 1 1 O O
O O O 1 O 1 1

= 1 1 1 O 1 2 1

O O O O O O O
1 2 3 2 2 O O
1 1 1 O 1 1 O

Con es tas matrices se puede observar que la potencia de cada uno de los
vértices es la siguiente :

Potencia del vértice V I = 8

Potencia del vértice V2 = 3
Potencia del vértice V3 = 3
Potencia del vértice V4 = 7

Potencia del vértice V5 = O
Potencia del vértice V6 = 10

Potencia del vértice V7 = 5
En la tabla a nter ior se muestra que el vértice V6 (con respecto a los demás)

es el que cuenta con el mayor número de caminos de uno y dos pasos, por lo
tanto es el vértice más "p otente" en la digráfi ca . Co n esto se podría co nclu ir
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que este vértice es el que puede alcanzar a todos los demás mediante caminos
de uno y dos pasos, pero si se consideran las figuras siguientes (figura 2,2,5)
en las cuales sólo se muestran los arcos que salen de los vértices V6 Y VI.

Arcosv6

1

Figura 2.2.5

6""

Se puede observar que el vértice V6 (que había sido considerado como el
más "potente") no alcanza al vértice V7, entonces el vértice V6 no cumple con
la propiedad de alcanzar a todos lo demás vértices por medio de caminos de
uno o dos pasos, mientras que el vértice VI si cumple con esta propiedad pero
no es el vértice más "potente" dentro de este conjunto.



Capítulo 3

La Matriz de Incidencia

Sea G una gráfica, con n vértices y m aristas.

Definición 19 La matriz de incidencia de una gráfica G, es la matriz B =

(bij)nxm en donde:

si el vértice Vi es incidente a la arista Uj

en otro caso.

La matriz de inciden cia de la gráfica de la figura 3,1 es:

Figura 3.1

Se pu eden hacer un a ser ie de observaciones respecto de una gráfica y de su
matriz de incidencia B.

i) Existe un a corres ponde ncia uno a un o entre los vértices y aristas de
un a gráfica y las matrices binar ias que tienen exactamente dos unidades en
cada columna.

47



48 CAPÍTULO 3. LA MATRiZ DE INCIDENCIA

ii) Cualquier conjunto con n - 1 renglones de B determina su gráfica
correspondiente. Esto se debe a que cada renglón de B es la sum a de todos
los demás renglones de B (módulo 2)

iii) Cada columna de B consta de exact amente dos un os.
iv) Un renglón con todas sus entradas son cero corres ponde a un vértice

aislado.
v) Un renglón con un solo uno en sus entradas corresponde a un vértice

terminal.
vi) El número de unos por cada ent rada en un renglón i de B es igual al

grado correspondiente del vértice Vi .

vii) Las permutaciones de cualesquiera dos renglones (columnas) de B
corresponden a una reetiquetación de los vértices (arist as) de G.

viii) Dos gráficas son isomorfas si y sólo si sus matrices de incidencia
correspondientes difieren sólo por un a permutación de renglones o columnas.

Lema 1 Si G es un árbol con n vértices, u aristas y matriz de incidencia
B, entonces:

r(B) 2: n - 1

Donde r Odenota el rango de una matriz.

D emost ración. Por inducción sobre n.
Para n = 2.
La matriz de incidencia asociada a esta gráfica es la siguiente:

Entonces r(B) = 1 = n - l.
Paso inductivo.
Supóngase que n 2: 3 Y que esta afirmación es cierta para árboles con

menos de n vértices.
Considérese una trayectoria máxima (VI ,v2 .... , vn ) en G y considérese la

gráfica G' = G - vn , donde Vn es un vértice pendiente (e.d. terminal) en G ,
por lo tanto G' también será un árbol.

Sea B' la matriz de incidencia del árbol G . Como G' es un árbol con
respecto a G el número de renglones linealmente independientes en G' son
n - 2, pues G' es un árbol con n - 1 vér ti ces y por hipótesis de inducción el
r(B ') 2: n - 2.
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Si se agrega en B' el i - ésim o renglón y la j - ésim a columna correspon­
dientes a Vn, el rango de B' se incrementa en una unidad así:

r( B ) > r (B') + 1

r(B) > (n - 2) + 1

r(B ) ?: n - 1

•
Observación 2 Sea G una gráfica con n vértices, m aristas y matriz de
incidencia B , enton ces:

r(B) ?: n - 1

Si G es una gráfica conexa existe el menos un árbol generador T en G.
Entonces por el lema 1 si T es un árbol, r(B) ?: n - 1 Y como los renglones
de B representan a cada uno de los vértices de T , cuando se aumentan aristas
en T el número de columnas en B aumenta, pero los renglones continuarán
siendo linealmente independientes.

Por otro lado, si G es una gráfica con k componentes, r(B) ?: n -k.
Como r = rango(B) , el espacio vectorial generado por los renglones de

la matriz B tiene una base (3 formada con r elementos. Es natural definir la
matriz B; que se obtiene al eliminar los renglones que no corresponden a (3 .

Se pueden rea lizar algunas observaciones con respecto a la matriz B; :
i) Los renglones de B; son linealmente independientes.
ii) Si G es un árbol con n vértices, entonces r(Br ) = (n - 1).
La matriz de incidencia también se encuentra definida para el caso de

digráficas.

Definición 20 La matriz de incidencia B = (bij)nxm de una digráfica D,
con n vértices y m arcos, es la matriz de n x m donde:

si el arco j sale directament e de Vi '

si el arco j entra directamente en Vi .

en otro caso.

Un ejemplo de esta matriz es el siguiente (figura 3,2):
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Figura 3.2

1
-1

O
O

1
O
O

- 1

-1
O
1
O

O
1
O

-1
-I)

La matriz de incidencia para digráficas cumple con observac iones similares
a las de la matriz de incidencia de gráficas no dirigidas.

i) Existe una correspondencia uno a uno ent re los vértices y los arcos
de una digráfica y las matrices que en cada una de sus ent radas tomen los
valores 1, O, -l.

ii) Cualquier conjunto con n - 1 renglones de B determina su gráfica
correspondiente. Esto se deb e a que cada renglón de B es la suma de todos
los demás renglones de B (rnod 2)

iii) Cada columna de B consta exactamente de un 1 y un -l.
iv) Un renglón con todas sus entradas son cero corresponde a un vér ti ce

aislado.
v) Un renglón con un solo 1 o -1 en sus ent radas corresponde a un

vértice terminal.
vi ) El número de unos en los valores absolutos de las entradas, en un

renglón i de B es igual al grado correspondiente del vértice Vi .

vii ) Las permutaciones de cualquiera dos renglones (columnas) de B cor­
responden a una reetiquetación de los vértices (arist as ) de D .

viii ) Dos digráficas son isomorfas si y sólo si sus matrices de incidencia
correpondientes difieren sólo por una permutación de renglones o columnas.

Lema 2 Si D es un árbol dirigido con matriz de incidencia B , n vértices y
m aristas, entonces

r(B) = n - 1

Donde r Odenota el rango de una matriz.

Demostración. Por inducción sobre n.
Para n = 2.
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La matriz de inciden cia asociada a esta digráfica es la siguiente:

En tonces r(B) = 1 = n - 1.
Paso inductivo.
Súpongase que esta afirmación es válida para árboles dirigidos con menos

de n vérti ces.
Por hipótesis, T ti ene n vértices, considérese a Vi como un vértice terminal

de T siendo Vi adyacente a V j '

T ómese un a orden ación de los vértices de T considerando a Vi como el
último vértice del camino.

Entonces:

B=

Vi

B' Matriz de
incidencia de

T \ {vil

0 ,0

o

1

1

Asi pu es r(B') = n - 2 y por hipótesis de inducción:

r(B) = r(B') - 1 = n - 2 + 1

r(B) = n - 1

•
Observación 3 Si D es una digráfica con n vértices, m aristas y matriz de
incidencia B , entonces:

r(B) = n-1

Sea Duna digráfica débilmente conexa. Entonces al menos existe un árbol
dirigido T en D. Por el lema 2 si T es un árbol dirigido, entonces r(B) = n -1
y como los renglones de B representan a cada uno de los vér tices de T , cuando
se aumenta una arista en T el número de columnas en B aumenta, pero los
renglones continuarán siendo linealmente independientes.

Así pues, si D es un a digráfica con k com ponentes, entonces r(B) = n - k .
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Como r = rango(B), el espacio vectorial generado por los renglones de
la matriz B tiene una base B formada con r elementos. Es natural definir la
matriz B; que se obtiene al eliminar los renglones que no pertenecen a B.

Como en el caso de gráficas se puede hacer un par de observaciones con
respecto a la matriz B; :

i) Si D es debilmente conexa, los renglones de B; son linealmente inde­
pendientes.

ii) Si D es un árbol dirigido con n vértices, entonces r(Br ) = (n - 1).



Capítulo 4

La Matriz de Ciclos

Definición 21 La matriz de ciclos C = (ci,j) correspondiente a una gráfica
G, está dada de la siguiente forma:

si el i - ésim o ciclo de G contiene a la ar ista Uj

en ot ro caso

Si una arista no pertenece a un ciclo en G no aparece en la matriz C.
Los ciclos correspondientes a la gráfica G de la f igura 4,1 son:

H] {U],U2,U3}

H 2 {U3,U4,U5}

H3 {U],U2 ,U4,U5}

Así, la matriz de ciclos de la figura 4,1 es la siguiente:

·· 1 U1 2

. liS

Figura 4.1
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La matriz de ciclos C de un a gráfica e cumple con distintas propiedades
como son:

i) C no determina un isomorfismo con e. Esto se debe a que pu eden
existir dos gráficas no isomorfas, pero que tengan la misma matriz de ciclos .
Lo anterior se puede corroborar en las gráficas el y e2 de la f igura 4,2.

. 5

U4 US ··· U:2
. .../... ' . ..

.~ .~~/ .....'.'.. 1f~ .,.,...•••••'~••,

Figura 4.2

C

C =

o O 1
110
111

O O 1
110
111

En ambas gráficas se tiene que sus conjuntos de ciclos son {u}, U4 , U5} ,

{ U2 , U3 , U5} Y {Ul ' U2 , U 3,U4} por lo tanto la matriz de ciclos es la misma para
el y e2 , pero estas no son isomorfas como se comprueba al considerar el
número de vértices terminales para cada caso.

ii) El número de unidades en cada renglón corresponde al número de
aristas en el ciclo que representa el renglón.

iii) Una permutación en los renglones (columnas) en C corresponde a una
retiquetación de los ciclos (aristas) de e.

Se denotará MT la t ranspuest a de la matriz M.

Teorema 5 Si B es la matriz de inci dencia y C es la matriz de ciclos de
una gráfica e donde las columnas de ambas están acomodadas utili zando el
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mismo orden en las aristas entonces:

o (mod 2)
O (mod 2)

y

Demostración. Se denotará como H, al i - ésimo ciclo de G.
Considérese la p - ésim a entrada en el i - ésim o renglón de e y la

j - ésim a columna de B T (que es el j - ésimo renglón de B que corresponde
a la arista a = {VkVj} ), ver figura 4,3. Ninguno de los dos será cero si y
sólo si la arista up se encuentra en el i - ésimo ciclo Hi , y es incidente con
el vértice Vj.

Figura 4.3

En el caso en que up E H, esta incide en Vj, entonces hay otra arista del
ciclo H, que incide en Vj asi la entrada (i,j) de eBT es 1+1 == O (mod 2). •

La matriz de ciclos e, también puede ser definida para digráficas que
cuenten con ciclos con una orientación arbitraria y que estén etiquetados.

Definición 22 La matriz de ciclos e = (Cij) de una digráfica D, es una
matriz donde Cij = 1 si el ciclo H, de D contiene al arco aj en la misma
dirección de H¿ y Cij = O en otro caso.

Los ciclos correspondientes a la gráfica G de la figura 4,4 son los siguien­
tes:

u, {al ,a2 ,a3}

H2 {al ,a2, a4, a5}
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Con esto la matriz de ciclos C es de la siguien te forma:

4··•.t;:.

F igura 4.4

1J.4

I....t:

Como se señaló en la sección de árboles , un árbol generador es un a sub­
gráfica generadora conexa y acíclica . Si T es un árbol generador de G , lla­
maremos cuerda de G a los elementos de U(G) \ U(T).

Definición 23 Sea T un árbol generador de G, entonces la adición de una
cuerda a T creará exactamente un ciclo con respecto a T el cual recibe el
nombre de ciclo fundamental (respecto a TJ.

Debe notarse que en cada ciclo fundamental , sólo hay una cuerda. Así
para cualquier árbol generador, la gráfica G con m aristas y n vertices ten­
drá tantas cuerdas como ciclos fundamentales. De esta forma cada árbol
generador de G contará con un conjunto de m-n + 1 ciclos fundamentales.

Ejemplo 13 Para comprender mejor estas ideas considérese la gráfica conexa
de la figura 4,5

üs

Figura 4.5
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Sea T el árbol generador de la figura 4,7 formado por el conjunto de
ar istas { u ¡ , U3 , U4 , U5} ' Si a este árbol generador se le aumenta la cuerda U2

se obtiene el ciclo (U2 , U3 , U4 ) Y si se adhiere la cuerda U 6 se t iene el ciclo
(u ¡ , U4 , U5 , U6) '

Ciclos
.~. Uf.

Figura 4.7

Se considera el árbol generador de la figura 4,8 constit uído por el con­
junto de aristas {U¡ ,U2,U5 ,U6} , de la misma gráfica e. Al aumentar a este
árbol la ari sta U4 se obtiene el ciclo (U¡ ,U4 ,U5 , U6) Y por otro lado al adherir
la cuerda U3 se t iene el ciclo formado por (u¡, U2, U3, U5 , U6) '

Figura 4.8

En los ejemplos anteriores se observa que los conjuntos de ciclos funda­
mentales en ambos árboles generadores son distintos, esto se debe a que los
ciclos fundamentales de una gráfica dependen del árbol generador que se esté
considerando.

Definición 24 Una submatriz de la matriz de ciclos de una gráfica e, (que
contiene a un conjunto S de ciclos fundamentales) , donde cada renglón repre­
senta un ciclo fundamental de S , es llamada la matriz de ciclos fundamentales
de e y se denota por GJ.
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Un árbol generador como el de la figura 4,9, contiene las aristas u¡ ,U3

y U4 ' Con respecto a este árbol generador, se tienen dos conjuntos de ciclos
fundamentales: (u¡, U2, U3) Y (U3, U4, us) . La matriz de ciclos fundamentales
de la gráfica e respecto al árbol generador T es:

I
U2 1 U3 u4

Z----~US '

Figura 4.9

C¡

Si e es una gráfica con n vértices, m aristas y conexa, entonces C¡ es de
dimensión [m - n + 1J x m . Esto es porque cualquier árbol generador de G
cuenta con n - 1 ramas y m-n + 1 cuerdas. Lo anterior se debe al hecho
de que si se toma en cuenta que cada cuerda genera un ciclo fundamental, se
tiene que C¡ debe tener m -n + 1 renglones.

Sea C¡ la matriz de ciclos fundamentales de la f igura 4 ,9, si se permutan
las columnas de esta matriz, se puede observar que la submatriz de C¡ ,
correspondiente a las columnas que representan las cuerdas de e,es la matriz
identidad.

De esta forma la matriz resultante de estas permutaciones es:
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De esta forma la mat riz G/, para toda gráfica conexa, podrá ser expresada
como:

GI = (Ip, : Gt ) ,

donde 1p, es la matriz identidad de dimensión 1-" = m-n + 1 y Gt es una
ma triz de dimensión 1-" x (n - 1), correspondiente al número de ramas de un
árbol generador. Ahora es evidente por qué 1-" = m-n +1 fue definido como
el rango de la gr áfica correspondiente . Esto es, porque r(G1) = 1-'" Como GI
una submatriz de G, el rango de G no es menor que m -n + 1.

Antes de continuar con el sigu iente resultado se deb e recordar que:
Para un a fun ción lineal T : V -t W, se definen:
1.Nul(T) = dim ker(T) : y se le cono ce como la nulidad de T
2.rango(T) = dim(T(V))
Asi para un a fun ción lineal T: V -t W, con dim(V) E N, se tiene que

Nul(T) + r(T) = dim(V )

Teorema 6 Si G es una gráfica conexa con m aristas y n vértices, entonces
el rango de la matriz de ciclos G es m- n + 1.

Demostración. Sea B la matriz de incidencia de una gráfica G. Consi­
dérense r(B) y r(G) como los rangos de las matrices G y B correspondientes.
Por el teorem a 6 :

GBT == O (mod 2)

Por otro lad o se t iene que

r(B) ::;; Nul(G)

Así
r(B) + r(G) ::;; Nul(G) + r(G)

Pero se sabe que
Nul(G) + r(G) = m

Entonces
r(B) + r(G) ::;; m

y si G es una gráfica conexa, r(B) = n - 1. De esta forma:

r( G) ::;;m- n+l
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Pero el rango de la submatriz CJ , de C es

/1=m-n+l

Se tiene que el rango de C no es menor que u-n + 1, entonces

•

r( C) 2: m -n + 1

:.r(C)=m -n+l

Este resultado se puede generaliza r:

Teorema 7 Si G es una gráfica con n vértices, m aristas , y k componen tes
conexas con una matriz de ciclos C, entonces:

r(C) = /1 = m -n + k.

Demostración. Sea B la matriz de incidencia de una gráfica G. Consid­
érese r(B) y r( C) como el rango de las matrices C y B correspond ientes. Por
el teorema 6 :

CBT == O (m od 2)

Por otro lado sabemos que

r(B) :s; Nul(C)

Así
r(B) + r(C) :s; Nul(C) + r(C)

Pero

Nul(C) + r(C) = m

Entonces
r(B) + r(C) :s; m

y si G es una gráfica conexa con k componentes , r(B) = n-k. De esta
forma:

r(C) :S;m- n+k

Pero el rango de la submatriz C¡, de C es

/1=m-n+k
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Se tien e qu e el rango de C no es men or qu e u -n + k , es decir

r( C) ~ m-n + 1

.'. r(C) = m-n + k

•
La matriz de ciclos fundamentales C¡ t ambién se puede definir para el caso

de digraficas. En este caso cada ciclo fundamental est a orientado de a cuerdo
con la dirección de la cuerda que lo genera. De est a forma un ejem plo de
la matriz C¡ de la gráfica de la figura 4,10 tom ando en cuenta el árbol
generador formado por al , a3, a4 es :

". ;.

··· 1.. · 2.

.1

o.;}. J 0, ...

!/3 .....
·... 3 ... .. 4

. .- --.--:- - - --.
· cXs

Figura 4.10

C¡

a4 as

OO)
-1 1

Dentro de las digraficas existe una representación matricial que refleja los
semiciclos dentro de una digráfica arbitraria.

Definición 25 La matriz de semiciclos C = ( C¡j) , de una dígráfica D es
una matriz donde C¡j = 1 sí en el semicíclo H, de D el arco aj se encuentra
directamente en la misma orientación de Hi, C;j = -1 sí H, conti ene al arco
aj en dirección opuesta a la orientación de Hi , y C;j = O en cualquier otro
caso.
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Como en el caso de gráficas los arcos de un a digráfica D , que no form an
parte de un árbo l generador dirigido T con respecto a D reciben el nom­
bre de cuerdas . Cua ndo un a cuerda es aumentada en T , ésta crea un ciclo
fund am ental.

Para ilustrar estas ideas se t iene la digráfica del ejem plo sigu iente.

Ejemplo 14 Sea D = (V,A) la digráfica de la figura 4 ,11. Considérese co­
mo T el árbol dirigido formado por el conj un to de ramas {a2' a3, as ,a6,a7}.
A sí el conj unto de cuerdas con respecto a T es {a¡ , a4, aS} '

.CL2
lO

'l '

0.;7

Figura 4.11

Entonces los semiciclos fundamentales con respecto a T son; el formado
por la cuerda a¡ que es H¡ = (al , a2, as , a6, a7) , el de a4 es H2 = (a2, a41as, a7)
y por último la cuerda as genera a H3 = (a3, as , as ) . En la figura 4,12 se
comprueba que el conjunt o (a2, a4, as , a7) además de ser un semiciclo cumple
con la propiedad de ser un ciclo. Las cue rdas respectivas a cada semiciclo se
encuentran señaladas en forma punteada.
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o.. ..
• ..2 •

U. 0..7

.0,; .......~
/

~6 . .
"---0'---

Figura 4.12

Los renglones de la matriz de semiciclos C de una digráfica D = (V,A) ,
cont ienen un árbol generador dirigido T , el cual corresponde a los semiciclos
fundam entales con respecto a T , esto constituye una submatriz de C conocida
como la matriz de semicidos fundamentales CJ con respecto a T .

La orientación de un semiciclo fun dament al se encuentra dada por la
dirección de la cuerda que lo forma, con resp ect o al árbol generador T que se
esté considerando. Esto se ilustra a continuación con la matriz de semiciclos
fundamentales de la digráfica D de la figura 4,12.

CJ = (~-~ ~ ~
O O -1 O

- 1
1
1

- 1
O
O

Si D tiene n vértices y m arcos el número de semiciclos con respecto a
cualquier ár bol generador T estará dado por JL = m -n+ l. Como en el caso de
gráficas , la matriz de ciclos C y todos los semiciclos de un a digráfica pueden
ser generados si se toman combinaciones lineares de la matriz CJ. Se debe
notar que para el caso de la matriz de ciclos algunos renglones representan
semiciclos que no son ciclos, estos se encuentran indi cados por las ent radas
con valores -l .

Ejemplo 15 Para ilustrar esta idea se tien e la digráfica de la f igura 4,13
en la cual se muestra el árbol generador y los semi ciclos correspondient es de
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dicha digráfica.

D

Semiciclos

CAPÍTULO 4. LA MATRIZ DE CICLOS

T

~~~-1.L
.~

Figu ra 4.13

En esta digráfica la matriz de semiciclos fundamentales es la siguiente:

(

1 1 O O - 1 O )
CI = O O 1 1 1 O

O 1 1 O 0-1

Si en la matriz CI de una digráfica D se realizan una serie de permuta­
ciones de columnas, CI puede ser escrita de la forma (IJ1 : Ct ) , como se ob­
serva en la siguiente matriz basada en la figura 4,13.

CI

Ahora se puede generar la matriz de semiciclos C si se realizan las com­
binaciones lineales correspondientes entre los distintos renglones de Ct- Así
el cuarto renglón de la matriz C estará dado por H¡ + H 2 = H4 Y el quinto
renglón es H¡ + H 2 - H 3 = H5 obteniendo como matriz:
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1 1 O O - 1 O H1

O O 1 1 1 O H2

c = O 1 1 O O -1 H3

1 1 1 1 O O H4

1 O O 1 O 1 H5

.·ck.-c::•..
O
+.'1 ~,...•..•2..•

o ·

'5~ ....¡.o;' ~
H1 .~....

o;v'.··. ..01. ·• •••ÓO.6 2
·· 4 .. . J?.
·· 4/··
~•.· H5

1

..~Q;5 H 2

%"f. ~.......• ..r· .

~ .~
0..3 .

Esto se puede confirmar medi an te la f igura 4,15 en la que se muestran
todos los ciclos y semi ciclos correpondientes a la digráfica del ejem plo 15.

D, 0;1 2

Figura 4.15

Se puede hacer un par de observaciones con repecto a la matriz C para
una digráfica arbitraria D :

i) Una columna en la que cada una de sus ent radas es cero corresponde
a un arco que no pertenece a ningún semiciclo en D.

ii) El número de entradas distintas de cero en un renglón de C es igual a
la cantidad de arcos que forman el ciclo que el renglón represent a .

Existen algunos resultados en digráficas que son similares a los demostra­
dos para el caso de gráficas.

Teore ma 8 Sea Duna digráfica con matriz de indicencia B y matriz de
semiciclos C, donde las column as se encuen tran arregladas de acuerdo al
mism o orden de los arcos. Entonces



66 CAPÍTULO 4. LA MATRIZ DE CICLOS

o
O.

y

Demostración. Considérese el producto punto del i - ésim o renglón de
B por el k - és imo renglón de C:

n

s.c, = L bijCkj
j =l

Si la j - ésima entrada del renglón Ck es cero, esto implica que la arista
aj no pertenece al k - ésim o ciclo de G y por lo tanto BiCk = O.

Supóngase que:

bij = 1 Y Ckj = 1

Esto quiere decir que la arista aj incide con el vértice Vi y se encuentra
orientada en la misma dirección del semiciclo Oi : Ver figura 4,16.

::~~

Figura 4.16

Sean {V¡, Vi} los extremos del arco ap con el que termina el semiciclo que
pasa por Vi , por lo tanto se deben considerar dos casos:

i) La orientación de ap es de V¡ -t Vi .
ii) La orientación de ap es de Vi -t VI '
Caso i) V¡ -t Vi
Para este caso en la j - ésima entrada del k - ésimo renglón de C se

encontrará un 1, pues la arista aj pertenece al ciclo k y como la arista ap se
encuentra orientada en la misma dirección del ciclo k, la p - ésim a entrada
de este mismo renglón estará formada por 1. Así :

O; = (O , O, ..., 1, 0..., 1,O...)

Por otra parte en la j - ésim a entrada del i - ésim o renglón de B se
tendrá un -1 , ya que la arista aj sale del vértice Vi y como la arista ap se
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diri ge directamente al vértice Vi la p - ésim a entrada de este mismo ren glón
será igual al :

Bk = (0,0 , ..., - 1, 0..., 1, 0...)

Entonces:

BiCk = - 1 + 1 = °
Caso ii) Vi ----+ VI

Como la arista aj pertenece al ciclo k en la j - ésima entrada del k - ésim o
renglón de C se tendrá un 1 y al encontrarse la arista ap en dirección contraria
a la del ciclo la p - ésima ent rada del ciclo k estará formada por -1 :

Ck = (0,0 , ..., 1, 0... , - 1, 0...)

Por otro lado tanto la arista aj como ap salen directamente de Vi por esta
razón en la j - ésima ent rada del k - ésimo renglón de B se encontrará un
1, así como también en la p - ésima ent rada de este mismo renglón:

Bi, = (O , O, ..., 1, O... , 1, O...)

Entonces:
B i Ck=l+(-l)=O

Si se considera el caso para el cual B i j = -1 el análisis es análogo .

.. B C
T == °

•
Definición 26 El rango de una digráfica D se define como el rango de su
matriz de incidencia.

Se pueden realizar una serie de observaciones con respecto a las relaciones
entre B y C para una digráfica D con n vérti ces y m aristas.

i) r (B) = n - 1 para cualquier digráfica (por el lema 2)
ii) r (C) = m-n + 1 (la demostración es análoga a la del teorema 7)
iii) r (B) + r (C) = m . Esto se cum ple por las observaciones i) , ii).



Capítulo 5

La Matriz de Conjuntos de
Corte

Para poder comenzar con esta sección definimos lo que es un conjunto de
corte.

Definición 27 Un conjunto de corte en una gráfica conexa G = (V, U), es
un conjunto mínimo de aristas de U tales que si se elminan de G, vuelve a
la gráfica resultante disconexa..

En la gráfica G de la f igura 5,1 el conjunto de aristas {u¡ ,U2 , U 3 , U4}

const ituye un conjunto de corte de G.
1

Figura 5.1

La matriz que se tratará a continuación está definida con base en el con­
cepto de conjunto de corte.

Definición . 28 La matriz de conj untos de corte K = (k i j ) , de una gráfica
G es la matriz donde:

69
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si el i - ési mo conjunto de corte de G cont iene a la ar ista 11j

en otro cas o

Así la matriz de conjuntos de cor te de la [i.qura 5,2 es la siguiente:

1 :UJ ' 2 1 O 1 1 O
O 1 1 O 1

u2 U3 'U4 K
1 1 O O O

=
J / . O O O 1 1
3/ ···· .

: '1 O 1 1 1 O
~. . 'U5 ~ 1 O 1 O 1

Figura 5.2
Los conjuntos aso ciados a la matriz de corte de la f ig11ra5,2 son los de

la fig11ra5,2 A :

k 1 = {111 , 113 , 114}

k2 = {112 , 113, 115}

k3 = {111 ,112}

k4 = {114 ,115}

k5 = {112,113 ,11 4}

k6 = {11t,113 ,115}

4... ..t;: ...~

~ .'.

'.~ '..

Figura 5.2A

Antes de mostrar el siguien te resultado es necesario hacer referencia al
siguiente teore ma.
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Teorema 9 En una gráfica e el número de aris tas en común entre cualquier
conjunto de corte y cualquier ciclo, siempre es par.

Demostración. Supóngase qu e e es un a gráfica conexa con n vérices
y m arist as que forman un conj unto de corte k. Enton ces e \ k se vuelve
disconexa, así esta quedará dividida en dos componentes conexas que serán
denotadas por el ye2 .

Sea Uj un a arista que per tenece a k y a un ciclo dentro de e.
Supo ngamos que la arist a Uj = { Vj Vi } une al vérti ce Vj con el vért ice

Vi' Por ser U j un a arista que pertenece a un conjunto de corte, entonces
el vérti ce Vj per tenecerá a la primer componente el y el vértice Vi a e2 la
segunda componente de e (o viceversa) . Supongamos que recorremos el ciclo
al que pertenece Uj comenzando con Vj , siguiendo con Vi y procediendo con
la misma dir ección. Cada vez que "at ravesamos" un a arista del conjunto de
corte que se dirige de el a e2 o de e2 a el' Como empezamos y terminamos
en Vj, (e.d. en e¡) el número de aristas en k y en el ciclo debe ser par.

.'. El número de arist as en común entre un conjunto de corte y un ciclo
siem pre es par. •

Para el caso de digráficas D = (V,A) la demostración es análoga .
De esta forma, podemos demostrar el resultado siguiente.

Teorema 10 Si C es la matriz de ciclos y K es la matriz de conjuntos de
corte de una gráfica e, en dond e las columnas están arregladas respecto al
mismo orden de las aristas , entonces:

CK T = O
KCT = O

(mod 2) Y

(mo d 2)

D emostración. Sabemos qu e en una gráfica e el número de arist as en
común ent re cualquier conjunto de cor t e y de ciclos es un número par. Así
todo renglón de K es ortogonal (mod 2) a cada renglón de C y el mismo
argumento se puede utilizar para las columnas de K y de C.

: . KCT == O (m od 2)

•
Se define la matriz de conjuntos de corte fundamentales considerando a T

como un árbol generador de e y b = ViVj un a rama de T t al que b define un
corte de e.Al conjunto de arist as de e,entre los vér tices de cada componente
de T \ {b} se le conoce con el nombre de corte fundamental y este contiene
exactamente un a ram a de T y esta definido con respecto a T .
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Definición 29 La matriz de canjuntos de cor te fundamentales de una
gráfica e, es la matriz K¡ = (kij)(n -]) xu donde k i j = 1, si el i - ésim o
conjunto fundamental de corte en e contiene a la j - ésim a arista y ki j = O
en otro caso.

Corolario 1 Sea K ¡ la matriz de conjuntos de corte fundamentales y G¡ la
matriz de ciclos fundamentales de una grafica e, entonces:

G¡KJ

K¡ GJ

O

O

(mod 2)

(mod 2)

y

Demostración. Se tiene que en una gráfica e, el número de aristas en
común entre cualquier conjunto de corte y cualquier conjunto de ciclos es un
número par. Así que todo renglón de K ¡ es or togonal (mod 2) a cada renglón
de G¡ y se puede decir lo mismo para las columnas de K¡ y de C],

.. K¡GJ = O

•
Teorema 11 Si e es una gráfica conexa con n vértices , m aristas y con
matriz de conjuntos de corte fundamentales K ¡ entonces:

r(K¡)=n - 1

Demostración. Sea T un árbol generado r con respecto a e, numeremos
las aristas de e comenzando con las de Tasi se t iene U ¡, . .. , U n -¡, .. .

Para todo i E {1 , .. ., n - 1} , T \ {Ui} es una gráfica disconexa con dos
componentes conexas cuyos conjuntos de vértices se denotarán por Vi ,] y Vi,2 '

Consi dérese a C; como el conjunto de todas las aristas en e que unen a
Vi ,] con Vi ,2' así Ui E Gi, C, es un conjunto de corte para e (figura 5,3).

Figura 5.3
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Si se to ma la matriz de cor tes fund amentales se obt iene:

1 O
O O 1

K¡ =

1 O
O 1

O

O

P ues U i E C¡ si y sólo si i = i, pues Uj une dos vértices de Vi, } o bien une
dos vértices de Vi,2 ya que en un árbo l no hay ciclos.

Por hipótesis, T es un árbol generador de G con n - 1 aristas y se sab e
que cada una de las ram as de T genera únicamente un conjunto fundamen­
tal de corte, entonces dentro de la matriz K¡ encontraremos una submatriz
identidad de (n - 1) X (n - 1), entonces:

: .r (K¡) =n - 1

•
Teore ma 12 Sea G una gráfica conexa con n vértices, m aristas y matriz
de conjuntos de corte K, entonces:

r(K) = ti - 1

D emostración. i) Por demostrar r(K) 2': ti - 1
Como la matriz de cor tes fundament ales es una submatriz de la matriz

de conj untos de corte, entonces:

r(K) 2': r (K¡)

Por otro lado por el teorema 12 se tiene que:

r(K¡)=n -1

: .r(K) 2':n -1

ii) Por demostrar r( K ) ~ n - 1
Se t iene por el teorema 10 que:

(mod 2)
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Así que las columnas de K T pert enecen al nú cleo de C • _ (donde se
t iene que C . _ : Z2 ---t Z~# de corte" ) ) y además sa be mos que si F es una

función lineal , entonces Nul(F ) +r(F) = dim [Dom( F)] , entonces:

Nul(C) + r(C ) = m

por otro lado:
Nu l(C) + r(C) ;::: r(C) + r( K )

y como G es conexa por el teorema 7 :

r(C)= m - n+l

Entonces:
m;::: m- n + 1 + r(K)

.. r(K) ::; n-l

.. r(K) = n - 1

•
Si D = (V,A) es un a digráfica es análogo demostrar r (K) = n - 1
Ahora se ilustrarán estas nociones por medio del árbol de la figura 5,4

mostrado a cont inuación:

T

'tiJ .'

;/
.~

Figura 5.4
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Sea T el árbol generador basado en la gráfica G de la figura 5,2, que esta
formado por las ramas qu e pertenecen al conj unto T = {u¡ ,U3 , U4} . Elim­
inemos la rama b = U¡ , particionando a V en Ví = { V2 , V3 , V4 } Y V2= {VI} .
Así, la úni ca cuerda que conecta a Ví y V2 es U2 . De esta forma obtenemos
un conjunto de corte fundament al dado por {u}, U2 }. Con esto se tien e que
la matriz de conjuntos de cortes fundamentales de la gráfica G está dada de
la siguiente form a:

KJ = (~ ~ ~ ~ ~)
O 1 101

Par a cualquier árbol generador T en una gráfica conexa, cada rama de
T determina un conjunto de corte fundamental único. De esta forma ahora
desarrollaremos la relación que existe ent re los ciclos fundamentales y los
conjuntos de corte fundamentales .

Teorema 13 Sea d una cuerda con respecto a un árbol generador T, en
una gráfica G conexa. Supongamos que d determina un ciclo fundamental
e en G. Entonces d pertenece a todos los conjuntos de corte fundamentales
generados por las ramas de e y no pertenece a ningún otro conjun to de corte
fundamental de G.

Demostración. Sea di una cuerda con respecto a un árbol generador T
en una grafica G conexa .

Supóngase que el ciclo fundamental creado por di , con respecto a T es:

donde bj es una rama de T y j = 1,2, ..., l .
Supóngase que el conjunto de corte fundamental creado por bj , donde

bj E eJ, con respecto a T , es:

donde dh es una cuerda con respecto a T y h = 1,2, .. ., n .
Como cada ciclo tiene un número par de aristas en común con cualquier

conjunto de corte (Teorema 10) , e y k t ienen un número par de aristas en
común. Como bj es la única rama que se encuent ra ta nto en e como en k ,
tiene que haber al menos una cuerda en ambos conjuntos. Como di es la única
cuerda en e también debe estar en k. Entonces di es una de las cuerdas de k.
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Este argumento puede ser utilizado para todos los bj con j = 1,2, ..., l. Así
di pertenece a to do conjunto de corte fundamental generado por las rama')
deT.

Sin embargo, d; no pertenece a ningún otro conjunto de corte fundamen­
tal, digamos k' . Esto es porque ninguna de las ramas de c está en k'. Así
sólo el arco di puede estar tanto en k' como en c. Esto contradice el hecho de
que todo ciclo y todo conjunto de corte t ienen un número par de aristas en
común. •

Ejemplo 16 Este teorema puede ser ilustrado por medio de la gráfica y las
matrices C¡ y K¡, mostradas en la figura 5,5.

'1 · 2

(
1 1 1 0 0 )

C¡ = O O 1 1 1

Figura 5.5

K¡ = ( ~ ~ ~ ~ ~ )
O 1 101

Consideremos el árbol generador T , conformado por las aristas: u}, U3 , U4

y las cuerd as U 2 Y U3 . Sea di = U2 la cuerda escogida con respecto a T , la
cual crea el ciclo fund amental:

c¡ = (U 2 , U3, Ul) ,

se puede constatar que este corresponde al primer renglón de C¡ en la
f igura 5,5.

Los conjuntos de corte fundamentales generados por las ramas de C¡
son :

U 3 , k¡ = { U2 , U3 , U5} ,

= Ul , k¡ = {Ul ,U2}
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Estos conjuntos corres po nden al tercer y primer renglón de la matr iz K ¡

en la f igura 5,5. Se puede constatar que la cuerda U2 pertenece a estos dos
conjuntos de corte fundamentales y no pertenece al otro, pues existe un cero
en la ent rada (2, 2) de la matriz K] ,

Teorema 14 Si b es una rama con respecto a un árbol generador en una
gráfica G conexa, y éste determina un conjunto de corte fundamental k, en­
tonces b pertenece a cada uno de los ciclos fundamentales creados por las
cuerdas de k y no perten ece a ningún otro ciclo fundamental.

D emostración. Sea b, un a rama con respecto a un árbol generador T en
una gráfica conexa G = (V,U).

Supóngase que el conjunt o de corte fundamental generado por la rama bi ,

con respecto a T es:
k = {bi , dI, d2 , .•.dn } ,

donde dj es una cuerda de T con j = 1,2 , ... , n .
Sea c el ciclo fundamental generado por la cuerda dj E k con respecto a

T :
c = {dj ,b}, b2, ••• bd ,

con cada b¡ rama de T con 1= 1,2... , t .
Se sabe por el T eor ema 10 que todo conjunto de corte tiene un número

par de aristas en común con cualquier ciclo, por lo tanto k y c tienen un
número par de aristas en común.

Como dj es la única cuerda que pertenece tanto a k como a c, debe exist ir
al menos una rama en ambos conjuntos. Como b, es la única rama en k, tiene
que pertenecer también a c. Así b, es una de las ramas de C. Este argumento
puede ser repetido para cada una de las cuerdas dj con j = 1,2, ...t . Así pues,
b; pertenece a cada ciclo fundamental generado por las cuerdas de T .

Por otro lado b, no pertenece a ningún otro ciclo fundamental d . Pues si
b, es arista de ¿ y c'está inducida por una cuerda d, tt. k. Entonces ds une
dos puntos en la misma componente conexa de G \ {k} (y lo mismo vale para
los demás element os de ¿) por lo que ninguna de las cuerdas de k están en
d . Así b, es la única arista que forma parte tanto de k como de d , pero esto
cont radice el hecho de que cada conjunto de corte tiene un número par de
aristas en común con cualquier ciclo. •

Para ilustrar el resultado ant erio r, utilizaremos la gráfica y las matrices
de la f igura 5,5. Sea b = U3 una de las ramas del árbol generador T =
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{u¡ ,U3,U4}' La ram a U3, determina al conj unto de l ciclo fundamental k¡ =

(U2'U3,U5) representado por el t ercer renglón de la matriz K¡ de la figur a.
5,5.

Así los dos ciclos fundamentales creados por las cuerdas de k¡ son :

Para di

Y para di

U2 , c¡ = {U3,U2 ,U¡} ,

U5, C¡ = {U3 ,U4, U5 }

estos dos conj unt os son los correspondientes a los dos ren glones de la
matriz C¡ mostrada en la f igura 5,5. Se puede com pro bar fácilmente el
teorema anterior pu es la rama U3 se enc uent ra con tenida en ambos conjuntos.

Sea G una gráfica conexa , con rango jL , y un árbol generador T . Considé­
rense las siguientes matrices:

C¡

K¡ =

[IJL: Ct ]

[K p : I n - l ]

tomando en cuenta que las aristas de ambas matrices están dadas
en el mismo orden. Donde p son las columnas de la matriz asociadas a las
cuerdas generadas por T y de la misma forma t son las columnas de la matriz
asociadas a las ramas de T . Removiendo uno de los renglones de la matriz
de incidencia B po demos obtener la matriz de incidencia reducida Bi , Y
acomodando las columnas de la misma forma que en las matrices anteriores.
Se puede partir la matriz B; como:

así B¡ esta form ado por n - 1 columnas que representan las ramas del
árbol generador T y Bp comprende las m -n + 1 columnas que representan
a las cuerdas con respecto al árbol generador T.

Sabemos por el teorema 4 que:

ErCJ == O (mod 2)

se tiene que:
[Ep : Bt] ([IJL : Ct]f == O (mod 2)

entonces:



79

Mul tiplicando por la inversa de B¡ :

Así ,
B - lB CT - CT

t p= -t= t

Por el carolario 1 se t iene qu e:

C¡ K ] == O

Asi

(mod 2)

(mod 2).

Se tiene que:

«,+ C[ = O,

entonces:
K; = - C[ = C[ (mod 2).

Ejemplo 17 Considérese la gráfica G de la figura 5,6 . En la cual el ár­
bol generador considerado es el formado por T = {u}, U3 , U4} Y donde las
matrices B , C¡ , y K¡ asociadas a esta gráfica son las siguientes:

I
112) 113 114

k:~," " · · tl .
Figura 5.6

C¡ = (~ ~ ~ ~ ~) K¡ = (~ ~ ~ ~ ~ )
O 1 1 0 1

¿STA TESIS NO SAU
OE LA BmIJOTECA
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Eliminando el cuarto renglón de la matriz B se tiene que la matriz B;
asociada a la gráfica G de la f igura. 5,6, esta dad a de la siguiente forma:

(

1 1 0 0 O )e. = 1 O 1 1 O
O 1 1 O 1

Acomodando las columnas de las matrices conforme a las cuerdas y ramas
del árbol generador T se tiene que:

U2 U5 Ul U 4 U3

C¡ [I~ : Ct ] = (~ ~ ~ ~ ~ ~)

K¡

Entonces:

Así:

= cT
- t (mod 2)
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y

K,~ On= G[

Por último, aumentando las matrices identidad correspondientes:

(
1 0 : 1 0 1 )

G¡ = [1JL : Gd = O 1 : O 1 1

K ¡ = [Kp : 1n - ¡J = (~ ~ ~ ~ ~ ~)
1 1 : O O 1

Realizando las permutaciones de columnas, convenientes:

(
1 1 1 0 0 )

G¡ = O O 1 1 1 (

1 1 0 0 0 )
K¡ = O O O 1 1

O 1 101

Se puede observar que las matrices G¡ y K ¡ corresponden a las mostradas
en la figura 5,6, con esto se puede concluir que para un árbol generador T,
y una submatriz B¿ de B; se cumple que:

i) A partir de la matriz Bs; se puede construir la matriz G¡.
ii) A partir de la matriz Bn se puede construir la matriz K¡.
iii) A partir de la matriz G¡, se puede construir la matriz K¡ .
iv) A partir de la matriz K¡ , se puede construir la matriz Gt-
La matriz de conj untos de corte K = (kij ) puede ser también definida para

el caso de digráficas débilmente conexas D = (V, A), donde los renglones de
K corresponden a los conjuntos de corte de D y las columnas a los arcos de
la misma. Sea k; el i - ésuno conjunto de corte de D. Supóngase que k, parte
V en dos conjuntos de vértices tales que Vi y Vi sean distintos del vacío. La
orientación de aj puede ser definida: de Vi a Vi o de Vi a Vi. Supóngase que
se selecciona la orientación de Vi a Vi. Entonces diremos que la orientación
del arco aj del conjunto de corte ~ , estará dada por los extremos vrvp de aj
donde Vr E V; Y vp E Vi o en sentido contrario, así se tiene una definición de
la matriz de corte en una forma más precisa.

D efinición 30 La matriz de con j un tos de cort e K = (kij) para una di­
gráfica D esta dada como kij = 1 si el arco aj del conjunto de corte k; esta
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en la misma dirección de ki , kij = - 1 si el arco aj del conj un to de cort e k;
esta en la dirección opuesta de k, y kij = O en cualquier otro caso.

Ejemplo 18 Considérese la digráfica D de la Jigura 5,7, los conj un tos de
corte correspondi entes son los siguientes:

k} = {ad

k 2 = {a2' a5}

k3 = {a3, a4}

k4 = {a 2' a3, a6}

k5 = {a4 , a5, a6}

k6 = {a2' a4, a6}

k7 = {a3' a5, a6}

La matriz de conjuntos de corte para esta digráfica es :

1 O O O O O
· ~á O 1 O O - 1 O

O O 1 1 O O
K= O - 1 -1 O O 1

O O O - 1 1 -1
O O 1 O 1 - 1
O 1 O O -1 1

Figura 5.7
Se pueden considerar un par de resultados con respecto a la matriz de

conjuntos de corte K de una digráfica D debilmente conexa con n vértice y
m aristas.

Teorema 15 Si D es una digráfica y sus arcos se encuentran acomodados
en el mismo orden tanto en la matriz C como en K , entonces:

Demostración. Sabemos por el T eor ema 10 que en una digráfica D, el
número de aristas en común entre cualquier conj unto de corte y de ciclos es
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un número par. Así todo renglón de K es or togonal a cada renglón de C y
el mismo argu me nto se puede utilizar para las columnas de K y de C.

.'. K CT = O

•
Como en el caso de la matriz de semiciclos, es conveniente definir la matriz

de conjuntos de cortes fundame ntales de una d igráfica D .
De la misma forma que en gráficas al remover un arco aj = vr vp , (t a mbién

denominad o ram a) de un árbol generador dirigido de D , parte los vértices
de una digráfica D en dos conjunt os disjuntos Vi y Vj.

Al remover la arista aj de D se genera un conjunto de corte que estará
dado de la siguiente forma:

i) Se dirige de Vi a Vj si Vr E Vi y vp E Vj o por otro lado
ii) Se dirige de Vj a Vi si vp E Vi y vr E Vj.
Este conj unto de corte se conoce como con j un to de corte fundamental.

Por supuesto no todas las cuerdas en ki necesariamente tendrán la misma
orientac ión que vr vp ' Considerando esto la orientación de un conjunto de
corte fundamental estará dada por la dirección de la rama que lo genera . Por
otro lado si todas las cuerdas de ki estan orientadas en la dirección de vrvp

se dirá que el conj unto ki esta dirigido.

o.1 o;

'.lt
4

0-7 5

~~

Ejemplo 19 Considérese la digráfica de la figura 5,8, con T un árbol ge­
nerador dirigido formado por el conjunto de aristas {0-2, a3, a4, a6, a7, ag} .

3

.~.
o!L,//r'~~ . ..
~ 4 j2. O,6.~.

~
,.., ' ·· t· r;h7 . ,, ~/ .

"" . . .. . .. {:,.:,;.'... . 6?!>'';
Figura 5.8

El conjunto de corte fundamental generado por la rama a2 es k l = {a2},
el de a:¡ es k2 = {a3}, con a4 se t iene k3 = {al, a4, a5} , por a6 es k4 = {a6} ,
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con a7 el k5 = {a5' a7, as} Y por último el form ado por ~ es k¡¡ = {Og ,ad .
La matr iz K¡ correspondiente se muestra a continuación.

o 1 O O O O O O O
O O -1 O O O O O O

K¡ =
- 1 O O 1 - 1 O O O O

O O O O O 1 O O O
O O O O -1 O -1 1 O
1 O O O O O O O 1

La matriz K ¡ pu ede generarse a partir de la matriz de conjuntos de corte
fund amentales K , si se eliminan de K todos los renglones que no correspon­
den a un conjunto de corte fundamental con respect o a un árbol generador
dirigido T , por esta razón K¡ es una submatr iz de (n - 1) X a, donde cada
renglón representa un conjunto de corte fundamental único con respecto a T.

Como en el caso de la matriz de semiciclos fundamentales, los renglones
de cualquier matriz de conjuntos de corte fundam entales K¡, pueden ser
permutados para crear una matriz de la forma:

Donde K; es una matriz de (n - 1) x (e - n + 1) , donde sus columnas
corresponden a las cuerdas de T y de I n - 1 es la matriz identidad de orden
n - 1 en la cual sus columnas corres ponden a las ramas de T. Sea Duna
digráfica debilmente conexa con un árbol generador dirigido T. Ahora se
pueden deducir las relaciones entre la matriz G¡ , K¡ , y B; (donde B r es la
matriz de incidencia reducida en la cual se ha removido un renglón arbitrario
para que sus renglones sean linealmente independientes). Con anterioridad
se ha visto que:

G¡

K¡

[I/l : Gt ]

[Kp : In-d

y

aquí t corresponde a las ramas de T y p a las cuerdas de T . Se debe suponer
que los arcos tanto en G¡ , Br , y K¡ est án acomodados en un mismo orden.
Partirse a B; como:

e, = [B p : B t ]

donde B p es una subma triz de (n - 1) X (e - n + 1) donde las columnas
corresponde n a las cuerdas de T y B¡ es una submatriz de (n - 1) x (n - 1)
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en la cual sus columnas representan las ram as de T. Como :

por medio de un razonamiento análogo al caso de gráficas se puede deduc ir
que para el caso de digráficas t ambién se cumple que:

Entonces:
«, = -c] = e[

y así
k; = B¡ Ie,

Para ilustrar estas propiedades se puede analizar el sigu iente eje mplo.

Ejemplo 20 Sea D = (V, A) la digráfica de la f igur a 5,9, con un árbol
generador dirigido T = {al , a2, a3,as , as } y con sus respectivas matrices B ,
I<J,ej.

2
. .~r . ,~ -1 1 -1 o o o o o,,-... 4 .

0;., t . 5

0>' .. "0 o - 1 o 1 o o o o
• I . . J . 1 o o o o o o 1

.~c~ o o 1 - 1 -1 o 1 o
. '. . . , 6 o o o o 1 1 o o
•. ... .. ~;, ! o o o o o - 1 - 1 - 1

0;8 . .. ... '6

Figura 5.9

1 O O O O - 1 -1 O
O 1 O -1 O O O O

I<J = O O 1 -1 O 1 1 O
O O O O 1 1 O O
O O O O O 1 1 1

(: 1 1 1 O O O O)C¡ = O -1 O - 1 1 O - 1
O -1 O O O 1 -1
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Eliminando el cuarto renglón de la ma triz B se obtiene la matr iz E r .

Entonces:
- 1 1 -1 O O O O O

O - 1 O 1 O O O O
B; = 1 O O O O O O 1

O O O O 1 1 O O
O O O O O -1 -1 - 1

Si se ordenan las columnas de cada un a de las matrices conforme a las
cuerdas de D con respecto al árbol generador dirigido, donde p serán las
cuerdas y t las ramas correspond ientes a T :

a4 a6 a7 al a2 a3 as as

O O O - 1 1 - 1 O O
1 O O O - 1 O O O

B r [Bp : B t ] = O O O 1 O O O 1
O 1 O O O O 1 O
O -1 -1 O O O O - 1

a4 a6 a7 a l a2 a3 as as

oO O O 1 1 O

-~ )CI = [I¡.t : Ct] = -1 O 1 O - 1 1
O 1 1 O -1 O -1

a4 ~ a7 a l a2 a3 as as

O - 1 - 1 1 O O O O
-1 O O O 1 O O O

K¡ [Kp : I n - l ] = -1 1 1 O O 1 O O
O 1 O O O O 1 O
O 1 1 O O O O 1

O O 1 O 1 O O O O - 1 -1
O - 1 O O O 1 O O - 1 O O

e.:», = -1 -1 - 1 O - 1 O O O -1 1 1
O O O 1 O O 1 O O 1 O
O O O O - 1 O -1 - 1 O 1 1



Si se realizan tanto las operaciones como las permutaciones de columnas
correspondientes se pueden obtener las matrices G¡ y K¡ que se tenían desde
un principio. Además cabe recordar que por medio de combinaciones lineales
de la matriz K ¡ se puede obtener la matriz de corte K .

Así se pueden hacer una serie de observaciones con respecto a la re lación
ent re las matrices E r , G¡ y K¡ de una digráfica D, las cuales son sim ilares a
las discutidas para el caso de gráficas G :

i) A partir de En puede ser contruída G¡ .
ii) A partir de En puede ser contruída K¡.
iii) A partir de G¡, puede ser contruída K¡ .
iv) A partir de K¡ , puede ser contruída G¡.
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Capítulo 6

La Matriz de Trayectorias

Sea e = (V,U) una gráfica conexa con aristas etiquetados.

D efinición 31 Para cada par distinto de vértices w , v E V , la matriz de
trayectaria s Pwv = [PiJ], de una gráfica e = (V, U) , cuenta con un renglón
por cada trayectoria en tre w, v, y una columna por cada arista en E , donde
Pij = 1, si la j - ésim a arista pertenece a la i - ésima trayectoria que hay
entre w y v en e, y Pij = 0, en otro caso.

Ejemplo 21 Este resultado puede ser mej or entendido si se toma la gráfica
e mostrada en la f igura 6,1, consi derando w = V2 Y v = V3 '

89
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G
1 UT 2

. :: '\-L.S:.
..~ T v

~ .

".~n-
..' ,/ 1EJ

.••~.....•.•....•....•............•..) " , U3:f
~ v

P·. 3 2 w

....~

Figura 6.1

De esta form a , a partir de la figura se puede observar que hay t res trayec­
tori as dist intas que se dirigen de w a v. Son las siguientes:

PI = (UI,U2)
P2 (U3)

P3 (U4' U5)

La matriz de t rayector ias correspondiente es:

Antes de mencionar algunas de las propiedades con las que cumple esta
matriz es necesario conocer la siguiente definición:
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Definición 32 Sea G una gráfica conexa, una tray ectoria euleriana es una
trayectoria abierta de G que contiene un a sola vez a todas las aristas de G.

Así, est a matriz cumple con la siguientes propiedades:
i) La suma de cada renglón determina el número de ar istas que per tenecen

a cada trayectoria.
ii) Un renglón en el cual todas sus entradas sean igual a uno , representa

una caminata que es unicursable en el sentido de ser una trayectoria abierta
de Euler.

iii) Cada renglón debe contener al menos un uno.
iv) Una columna en la cual todas sus entradas son iguales a uno , repre­

senta una arista que pertenece a todas las trayect orias ent re w y v.
v) Una columna en la cual todas sus entradas sean igual a cero representa

una arista que no pertenece a ninguna trayectoria entre los vértices w y v.

Teorema 16 Sea G una gráfica con n vértices, m aristas, matriz de trayec­
torias ?'vv y matriz de incidencia B , entonces:

Q (mod 2)

Q (mod 2)

y

Donde Q es una matriz en la cual todas sus entradas son cero con excep­
ción de dos renglones formados unicamente por unos en cada entrada y que
corresponden a los vérti ces que son los extremos de la trayectoria .

D emostración. Sea G una gráfica con n vértices, m aristas, matriz de
trayectorias Pwv y matriz de inc idencia B. Por otro lado B, es el i - ésimo
renglón de la matriz B y Pk el k - ésimo renglón de la matriz Pwv , por
demostrar:

Si

Existen dos posibilidades:
i) Vi tj. Pk Y entonces:
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También Q ik = °pu es Vi no es un o de los ex tre mos de Pk

ó

ii) Existe un número par de arist as aj en Pk qu e contienen a Vi (ver
f igura 6,2) esto significa que Vi E P k Y Vi no es extre mo de Pi:

V.
.... •. .~. _-,

~/
>-.: . . ··.P...k '- . .. /-_ ~ . ..

Figura 6.2

Entonces Vi pertenece exactamente a dos ar ist as de Pk , digamos a j y ar o

También suced e que Q ik = °pues Vi no es ext remo de Pk como se noto
anteriormente.

Análogamente:
Si

Entonces hay un número impar de aristas en Pk que contienen a Vi . Esto
significa que Vi es uno de los extremos de Pk .Entonces Vi pertenece a una sola
arista aj de Pk •

. ~ B ..Pk · = B ·· D k · = 1 * 1 = 1. . Z:: 'J J 'J " J

si la t rayectoria Pk no pasa por el vértice Vi'

si el vértice Vi es extremo de la trayectoria Pi :
si la t rayectoria Pk pasa por el vértice Vi y este
no es extremo de Pi;

También Q ik = 0, por definición de Q .

Así:

(mod 2)

•
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Con el siguiente ejemplo se pu ede ver como se cumple esta propiedad.
Considérese la gráfica de la figura 6,1:

100
100
O 1 O
O O 1
O O 1

Así :

(mod2)

Se definirá la matr iz de semitrayector ias para digráficas de una forma
análoga a la matriz de trayect or ias de una gráfica.

Definición 33 La matriz de semitrayectorias P (w,v) = (PiJ) , de una
digráfica D = (V, A) , donde w , v E V, es la matriz que en cada renglón
representa una semitrayectoria distinta de w a v y las columnas represen tan
los arcos de D , así que Pij = 1 si la i - ésima semitrayectoria contiene al
j - ésimo arco, Pij = -1 si la i - ésima semitrayectoria con tiene al j - ésim o
arco inv erso, y Pij = O en cualquier otro caso.

Ejemplo 22 Sea D
W = V I Y v = V3'

(V,A) la digráfica de la figura 6,3, y considérese
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Figura 6.3

ABí su matriz de sem itrayetorias es la sigu iente:

O O O O O 1
O O 1 1 O O

P(Vl ,V3) = -1 -1 O O O O
O -1 O 1 -1 O

- 1 O 1 O 1 O

Se pueden hacer una serie de observaciones con respecto a la matriz P.
i) Si P(w, v) cont iene una columna en la cual cada una de sus entradas

es cero entonces la ari sta que la represent a no pertenece a ningu na de las
semit rayectorias ent re w y v.

ii) Cuando una de las columnas de P(w,v) se encuentra formad a en cada
un a de sus entradas por una unidad implica que la ar ista que esta columna
representa forma parte de todas las semit rayectorias entre w y v.

iii) El número de ent radas distint as de cero en cualquier renglón de
P(w,v) es igual al número de arcos en la semitrayectoria representada por el
renglón.
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