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Introduccion

En las dltimas décadas la geometria hiperbélica ha sido objeto de multi-
ples estudios, desde diferentes puntos de vista. Es notable su importancia
en muchas de las ramas de las matematicas, en particular en la topologia
3-dimensional (cf. [8]).

En esta tesis se estudia primero el grupo general de Mobius actuando
en R". Se prueba que las funciones de este grupo son continuas con la
métrica cordal. Se muestra también que estas funciones son conformes y que
preservan la familia de esferas y planos. Posteriormente se hace un anali-
sis detallado del elegante producto inversivo que incluye las interpretaciones
geométricas. Algunos de estos resultados se usan posteriormente en el estudio
de los Poligonos.

La médula de esta tesis son los resultados que describen la existencia
de poligonos convexos con determinados angulos (Teorema 2.2.1 y Teorema
2.2.3). Estos resultados, junto con la trigonometria bésica de los tridngu-
los hiperbélicos permiten probar importantes resultados sobre Cuadrilateros,
Pentigonos y Hexdgonos (Teorema 2.3.7, Teorema 2.4.1 y Teorema 2.5.2).
En estos teoremas el resultado sobre Hexdgonos (Teorema 2.5.2) se basa
en el resultado para Pentigonos (Teorema 2.4.1) y este a su vez en el de
Cuadrilateros (Teorema 2.3.7).

Aunque no se prueba a detalle todos los resultados basicos de la geometria
hiperbdlica que se usa en el texto, si se demuestran los hechos que no son el-
ementales, por ejemplo, el teorema de Pitdgoras hiperbélico (Teorema 2.1.4),
o la férmula de la distancia de un punto a una geodésica (Teorema 2.3.3).
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Capitulo 1

Funciones de Mobius en R".

1.1. Proyeccion Estereografica

Primero encajamos R™ en R™! de manera natural, es decir, dada
= (:'Ell 321 *any xn) E Rn}

se le asocia T = (21, 29, ..., Zn, 0) € R*"!. Queremos identificar los puntos de
R" con los de la esfera unitaria en R™*! |

§*={z €R" ||z =1},

Figura 1.1: La proyeccién estereografica

Para esto proyectamos desde ep+; = (0, ...,0,1) € S® a T, para encontrar
el punto de interseccién en la esfera, si denotamos a este punto por m(z),
analiticamente se tiene (véase la Figura 1.1)

W(E) =T+ t(€"+1 - f)!

1



2 CAPITULO 1. FUNCIONES DE MOBIUS EN R¥.

donde
(z)]* =1,
por lo que
(Z + tlens1 — ) - (T + tlen — 7)) = 1
1z - 2tz + 2(1 + |7)*) =1
A+ [ZHt: -2z + 72 -1=0.
Resolviendo la ecuacién cuadrética, se tiene

_ 2z £ Azl -4z - 1) _ [EP 1

t = :
2(1+|z?) |Z]2 +1
Si t=1, entonces m(Z) = €41, por lo cual
;-f =
_ Iz -1
T2+ 1
! [z -1
TR »
n(T) =T+ FEEL (ent1 —T).
Ahora, si j<n+1
——— z? -1 _ %[z + 75 — (7 + 7
[‘J‘T(.’L‘)]j Tj + |E|2 + 1( IJ) =" IEP +1
_ 22?3'
[ﬂ(z)]j [le + 1
y
_ 2 -1 T2 -1
@y =t + iy (=) = ey
Por lo tanto la funcién buscada = :R"™ — S™ — {en+1} estd dada por
_( 2 2z, 2z, |z|?-1
= (|:,.-|=+ PP+ 1 P+ 1 2P +1)° (1.1)

Resulta que 7 es una biyeccién de R® en S™ — {€,1}. Checamos primero
la inyectividad.
Si w(z) = w(y), entonces

[m(@)nir = [T(W)lnsr»
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esto es
z2 -1 _ |y’ -1

lz2+1 " [y2+1

Ahora la funcién 2_4
t_

)= —— t>0
() L

es creciente inyectiva, ya que

e 22+ 1)—2t(t24+1) 4t
il = @+ 1) CES R

por lo tanto |z| = |y|. Por consiguiente, como [(z)]; = [(y)];, se tiene

Ij Yj

lz2+1  |y]2+1

y zj =1yj, por lo cual z =y. Por lo tanto 7 es inyectiva.

Para checar que 7 es suprayectiva en S® — {e,1 } basta checar que 7 tiene una
inversa derecha, es decir, que existe ¥ : S"—{en4+1} — R", tal que motp = Id.

Figura 1.2: Proyeccién estereografica

Para construir % si y es un punto en la esfera, trazando la recta por este
punto y e,.1, se busca la interseccion de esta recta con R", que denotamos
por ¥(y), (véase la Figura 1.2).

Escribiendo

Y(y) = ens1 +t(y — €ny1) €ERT,
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se debe cumplir,

w(y) *Enyl = 0|
es decir,
(Ent1 +t(y — ent1)) ‘a1 =1+t =t =0,
por lo cual
1
$ =
1 —Yns1
Y 1
¥(y) = ent + (y — ens1)-
— Yn+1

Por lo tanto la funcién 9 : S™ — {ep+1} —> R™ estd dada por

1 Y2 Yn
? Yy i —_— E] g rery - 1'2
(Y1, Y2, -+ Yn) (I“yn-l-l 1 — Yns1 l—yn+1) )
Finalmente calculamos 7.
2y; )
1 — Yni1 2y;(1 = Yns1
m(¥(®))l; = -
[r(¥(¥))); T 912+ (1 = Yns1)?
—_—| +1
l-yn+1
_ (=) _
2 — 2yﬂ+l A
y
ly[? -1
W) -1 (1= yar)?
s = =
(%))t WP+1 - WP +1
(1 - yn+1)2

P = =yan)® _ 1-wh — 142 — Ve
|y|2 +_(1 = Yn+1)? 2 — 2yp41

= Yn+1

Por lo cual wo ) = Id.

Obsérvese también que se sigue de la biyectividad de w, que también se
tiene Y o = Id.
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Es conveniente i‘gcluir al oo en el estudio de las transformaciones de
Mobius, se denota R™ al conjunto

R"™ U {oo}.

De esta manera se tiene una biyeccién de S™ en R", asociando el polo
norte ep4; a o©Q.

1.2. Reflexiones

Una esfera en R™ estd definida por la siguiente ecuacién:
{zeR| o =},

denotamos a esta esfera por S(a,r).

Se quiere definir la inversién o reflexién en la esfera S(a,r), para esto da-
da = # a, = € R", se proyecta desde a, obteniéndose la ecuacién (véase la
Figura 1.3)
lt(z — a)||z — a| =12,
|
por loque t = ——.
|z — al?

#(z)

Figura 1.3: Inversién de la esfera.
Esto motiva la siguiente definicién.
Definicién 1 Sea S(a,r) una esfera en R", se define la reflexion en S(a,r)
como la funcion ¢ : R® — R™ dada por

o (z—a)

st T F#a.

a+r
r—

00, 8t T=a.
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En particular si a = 0 y r = 1 se obtiene
-
#(z) = Pk

denotamos
Tzt = —.
|z[2

Proposicién 1.2.1 Sea T(z) =z + a, ¥(z) =z* y H(z) = rz, entonces la
reflezion en la en la esfera S(a,r) estd dada por

THYH™'T!

DEMOSTRACION.

THYH'T™(z) = THYH '(z —a) = THY (‘r — a’)

r—a

*(z —a)
—TH r = f L%
& z—al? T(|3—ﬂ|2)
T
2(3_3)
a+T ];r—a|2

Obsérvese que si ¢ es la reflexién en S(a,r), entonces
¢(z) =z <=z € S(a,r).

Esto se sigue, ya que

|z — al?
si y sélo si
2(z—a)
T—a)=r
si y solo si
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También ¢ es una involucidn, esto es, ¢ o ¢ = Id. Usando la Proposicién
1.2.1 basta checar que si ¢(z) = z*, entonces ¢o¢ = Id. lo cual es inmediato,
ya que

Definimos ahora los planos en R™. Un plano en R" estd definido por la
siguiente ecuacion

{zeR" | z-a=t}U{o0},a#0,a € R
Se puede suponer sin perder generalidad que |a| = 1. Denotamos al plano por
P(a,t). Como el punto ta € P(a,t) y dado w € P(a,t), w # at, se obtiene

un tridngulo rectdngulo con vértices 0, at, w (véase la Figura 1.4) se sigue
del teorema de Pitdgoras que es el punto mas cercano al origen del plano.

.

I

~—

Figura 1.4: Distancia al plano.

Se quiere definir la reflexién ¢ en P(a,t), para esto se pide que el punto
medio de z y ¢(z) esté en P(a,t), (véase la Figura 1.5), donde ¢(z) es de la
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forma
é(z) =z + ma,

donde m € R, entonces

(z + z + ma)

———— € P(a,t),

2
esto es 1
§(2x +ma)-a=t,

por lo cual

m=2(t—z-a).

4
—
T - '/ — ¢(2)

Figura 1.5: Reflexién del plano

Esto motiva la siguiente definicién.

Definicién 2 Sea P(a,t) un » plano en R™, se define la reflezion en P(a,t)
como la funcion ¢ : R® — R" dada por

pz)=z+2(t—z-a)a, si T # oo.
{ 00, 8t T = 00.
En particular si ¢ = 0, se obtiene
d(z) =z —2(z-a)a.

Proposicién 1.2.2 Sean T(z) =z +ta y ¢¥(z) =z —2(z-a)a, entonces la
reflexion en el plano P(a,t) estd dada por

T ¢ T
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DEMOSTRACION.

T T (2) =T1,b(:1:—ta)=T(z—ta—2((z—ta)-a)a)
=r—ta—2(z-a—ta-a)a+ta

=zr—-2z-a—t)a

Observese que si ¢ es la reflexién en P(a,t), entonces

d(z) =z <> z € P(a,t)

Esto se sigue ya que
z=z—-2(z-a—t)a

si y sélo si
0=z-a—t.

La funcién ¢ también es una involucién. Para probar esto se sigue de la
Proposicién 1.2.2, ya que por lo anterior basta probar este hecho para planos
por el origen. Para esto sea ¢(z) =z — 2(z - a)a, entonces

¢ (¢(z)) = ¢(z) — 2(¢(2) - a)a
=z—-2(z-a)a—2[(z—2(z-a)a)- ala
=z—2z-a)a—2(z-a)a+4(z-a)a
=z
Es importante mencionar que si ¢ es una reflexién sobre un plano por el
origen, entonces ¢ es lineal y ortogonal. La funcién ¢ es lineal, ya que por

una parte
d(Ax) = Az — 2(Az - a)a = ()
y también
dz+y)=z+y—2((z+y)-a)a
= ¢(z) + o(y)-
Es funcién ¢ y ademads es ortogonal, puesto que

|6(@)* = (z — 2(z - a)a) - (z —2(z - a)a)
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= |z|* = 2(z-a)(z-a) —2(z-a)(z-a) +4(z-a)(z-a)a-a
= |zf?
El siguiente resultado muestra que la proyeccién estereografica =, es la

restriccion de una reflexién en una esfera.

Proposicién 1.2.3 Sea ¢ la reflezion en S(ens1,v2) y 7 la proyeccion es-
tereogrdfica definida en (1.1), entonces si:

Z=(z,0)eR"

se tiene

#(z) = (z).
DEMOSTRACION. Esto se sigue directo de la ecuacién (1.1) ya que como

H() = ents + ———7(F = ear)
— En+1 |I — e,-,+1|2 n+1
=ent1+ W(E — €ntl)s
se tiene que si j < n+1
[B(D)]; = =
T Er+1

y si j=n+1
o C[mFr+1-2 [zP-1
[¢(I)In+1 = ITP F1 = |f|2+ 1

a

Obsérvese que como ¢ es una involucién T = ¢o¢(T) = ¢on(z), entonces

#|S™ es precisamente la funcién inversa ¥ definida en (1.2). El siguiente

resultado exhibe la distorsién de las distancias bajo una reflexién en una
esfera.

Teorema 1.2.4 Sea ¢ la reflexion en S(a,r), entonces

r?|lz — y|
|z — ally — al

[é(z) — o(y)| =
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11
DEMOSTRACION. Sea

é(z) = a +ri(z —a)’,

entonces

19(2) = S = la+ 13z — a)" —a—r%(y — )"
=rlc-a) - (y-a)°]
r(@-ar - w-ay) (c-a) - (y-a))]

= (e — a)*[2 + |y — @) |2 — 2z — a)" (y — a)")
.4 1 1 2(z —a)(y —a)
-7 (|x-a|2+|y—a12‘ )

|z — af’ly - af?

=r’*('-’““"2-2($*a)(y—a)+|y—a|2)

I

|z —af?ly - af?
rd

- rmr (-9 - w-0)- (- o) -a)]

_ rt rilz — yf?
=y —ap @~ @] = gy P

1.3. Meétrica Cordal

Ahora queremos mostrar la continuidad de las reflexiones en planos y
esferas, para esto se necesita definir una métrica en R"

Definicién 3 La métrica cordal en R™ estd definida por

|',‘T(I) - W(y)lv
donde w es la funcidn definida en (1.1)

Se puede dar una férmula explicita de esta métrica. Se denota por d.(z,y)
a la distancia cordal de ¢ a y en R™.
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Proposicién 1.3.1 La métrica cordal estd dada por

2|z —y|

, st z,y € R~
V1+[e/1+y?
do(z,y) = ;
—_, st y = oo.
V1+|z|? €
DEMOSTRACION.

Caso 1: z,y € R™.
Como 7(z) = ¢(z), donde ¢ es la reflexién en S(en.1, V2), se sigue de
la Proposicién 1.2.3 que

2|z —y

d(i", y) == |d)(:1‘:) - qb(y)l = \/lx|2 4 ].\/Iyl2 +1

Caso 2: y = oo.
Se tiene que 7(y) = en41 , por lo que basta probar que
(m(z) = ens1) - (7(z) — €n1) = o
1+ |z]?
esto se sigue ya que
2(z — en41) *
= 2 _ e S 2 AR
|6(z) — en1]” = |ens1 + Gz —enaf
|2z —ean)]? . 4 4
|(z — ensa]? |z — ensal?  1+4|z|?

O

Observese que la Métrica Cordal es efectivamente una métrica ya que
la esfera S(0,1) hereda la métrica de R™*!. El siguiente resultado muestra
que las métricas euclidianas y cordal definen la misma topologia en R", es
decir, definen los mismos abiertos.

Teorema 1.3.2 Sea f:R™ — R”, entonces f es continua con la métrica
cordal st y sélo si es continua con la métrica euclideana.
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DEMOSTRACION. Basta probar que la funcién identidad
Id : R — RE,

es un homeomorfismo, donde R} denota R™ provista de la métrica euclid-
eana y R% con la cordal.

Sea z,, n € N, una sucesién en R", tal que z, — z en R}, como la
funcién 7 definida en 1.1 es continua se tiene, cuando n — o0

m(z,) — m(z),

por lo tanto
de(zn,z) — 0.

Por otra parte, si d.(z,,z) — 0, cuando n — oo, se tiene que
|7 (zn) — m(z)| — 0

y como la funcién 1 definida en 1.2 es continua y es la inversa de = , se
tiene que
|z — z| = |Ym(zp) — Y(z)| — 0.

Proposicién 1.3.3 Sea z,, n € N, una sucesion en R", entonces
de(zp,00) — 0 <= [z,| — 00.

DEMOSTRACION. Probamos primero la necesidad, hay que probar que dada
M > 0, existe N € N, tal que si n > N, entonces

|zn| > M
Para esto si 9
VAT
existe N € N, tal que si n > N, entonces
2 2

P S L L < .
VIt Iz VIt M?
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por lo cual

V14 |za2 > V1 4+ M2

Y
|zn| > M.

Para probar la suficiencia dada € > 0 (se puede suponer € < 2), sea

2
M= (2) -1,
g

entonces existe N € N tal que si n > N se tiene que

2
£
2
Vizal* +1> P

2

—_— g
V1+|znl?

O Con esta nueva herramienta es fécil probar que las reflexiones son
autohomeomorfismos de R™.

por lo cual

y finalmente

Proposicién 1.3.4 La reflerion ¢ en la esfera S(a,r) es continua en R

DEMOSTRACION. Se sigue de manera inmediata de la definicién 1 que ¢ es
continua en R™ — a, por lo que basta checar la continuidad en a e co. Para
probar la continuidad en a, usamos la Proposicién 1.3.3 y basta mostrar que
si z, — a, entonces |¢(z,)| — oo, cuando n — oo.

Esto ultimo se sigue, cuando n — oo, ya que

6(e) —al = [E2222) < o(e)] + Lo,
’ ) :
Tn—a) o| 7
ea—al |~ Tea—al

cuando z, — a.
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Finalmente, si z, — co

2|¢(z,) — al
VI+10@a)2/1+ ] < 2|¢(zn) — a| — 0,

cuando n — oo, puesto que

d(d’(-rn): ‘3"(00)) =

2

¥
d(z,) —a| = — 0,
(#aw) ~al = T

ya que T, — 00.
O
Ahora probamos la continuidad de las reflexiones en planos.

Proposicién 1.3.5 La reflezién ¢ en el plano P(a,t) es continua en R
DEMOSTRACION. Se sigue de manera inmediata de la definicién 2 que si ¢
es la reflexién en P(a,t), entonces ¢ es continua en R™, por lo que basta
checar la continuidad en oo. Usando la Proposicién 1.2.2, basta probar la
continuidad en reflexiones sobre planos por el origen y traslaciones.Para esto,

sea I, una sucesion, tal que r, — ooy ¥ la reflexién en P(a,0), por ser
1 ortogonal se sigue la afirmacién, ya que

[¥(zn)| = |Zal-
Finalmente, si T(z) =z + a, sea —b = a, z, una sucesion, tal que
T, — 00,
M e R*y M'= M + |b|. Se sigue entonces que existe N, tal quesi n> N
|za| > M + |b],

por lo cual
|IT'(2a)| = |Zn — b] 2 |za| — [b] > M.
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1.4. Grupo general de Mdobius

Definicién 4 Una transformacion de Mobius actuando en R™ es una com-
posicion finita de refleziones en esferas y planos.

Se sigue de las Proposiciones 1.3.4 y 1.3.5, que cualquier trasformacién
de Mébius es un homeomorfismo de R™ en R™. Obsérvese que cualquier
composicién finita de Mobius es de Mobius. Ademas, si

¢ = ¢102...0m,

donde ¢;, j=1,...,m, son reflexiones, se tiene que

¢_1 = ¢’mw-¢l

es de Mobius. Por consiguiente, estas transformaciones forman un grupo lla-
mado grupo general de Mébius, denotado por GM (R") Introducimos ahora
el concepto de conformalidad.

Definicién 5 Sea A abierto en R*y f: A C R® — R", diferenciable
en T € A, se dice que f es conforme en x si Df(z) es un multiplo
escalar positivo de una matriz ortogonal, al escalar se le llama el factor de
conformalidad y se le denota por us(z) o simplemente ().

El siguiente resultado muestra como encontrar el factor de conformalidad
en las funciones conformes.

Proposicién 1.4.1 Sea A abiertoen R*y f: ACR"™ — R" conforme
en x € A, entonces

iy o LEHR 1O _

DEMOSTRACION. Obsérvese primero que

[f(z +h) - f(@)| - [Df(@)hl| _ |f(z +h) = f(z) = Df(z)h
| R

1

ademds, como D f(z) = ps(z)IA, donde A es una matriz ortogonal, se sigue
que

|f(z +h) = f(z)| — |Df(z)h] | _|f@+h) = f@) _ |us(z)IA(R)| |
|h| |h| |h|
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_|fz+h) - f=z)]

Finalmente, dada ¢ > 0 existe & > 0, tal que si |h| < §, entonces

f(z+h) - f(z) - Df(z)h
|h|

<&

y por lo tanto se sigue de las observaciones anteriores que

i |+ sz ~ £@_ ol =0
Por consiguiente
timp o L2t Tf)ll_ KN _ i)

a
El Teorema 1.2.4 nos permite encontrar el factor de conformalidad en la
reflexion en la esfera.

Proposicion 1.4.2 Sea ¢ la reflezion en S(a,r), entonces el factor de
conformalidad de ¢ estd dado por

.

|z —af?’

DEMOSTRACION. Se sigue del Teorema 1.2.4 que

|¢(z + h) — ¢(z)| _ r?
|h| " |lz+h—allz—a|’
por lo cual .
i, @R = 0@ _ T

|| Cz—al

O
Mostraremos ahora que las reflexiones son conformes e invierten la orientacién,
para esto necesitamos la siguiente definicién.

Definicion 6 Sea f una funcidn diferenciable y Df(z) # 0, se dice que f
preserva la orientacion en una vecindad de z, si Det(Df(z)) > 0, y que la
invierte si Det(Df(z)) < 0.
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El siguiente resultado prueba la conformalidad.

Teorema 1.4.3

(i) Sea ¢ la reflezion en el plano P(a,t), entonces ¢ es conforme en R™.
(ii) Sea 1 la reflezion en la esfera S(a,r), entonces ¥ es conforme en
R" — {a}.

DEMOSTRACION. Probamos primero (i), se sigue de la Proposicién 1.2.2 que
¢ es de la forma
TfT,

donde T es una traslacién y f es la reflexién en el plano P(a,0). En conse-
cuencia ¢ es la composicién de funciones conformes ya que

DT(z) =
y f es ortogonal.
Para probar (ii), sea 1 la reflexién en la esfera S(a,r), se sigue de la
Proposicién 1.2.1 que ¥ es de la forma

THgH™'T!,

donde T es una traslacion, H una homotecia y g(z) = z*. Como la difer-
encial de una traslacién es la identidad se sigue de la regla de la cadena que
basta probar que g es conforme en R™ — {0}. Ahora, la entrada ¢,j de
Dg(z) esta dada por

T,
6 i
(E“ 13:2) b 2z;;

0z; [z (Tp,22)P
_ 5,_} 2.’1‘,','.135:
=R Tp (1.3)
Por lo que
Dg(z) = |z|7*(I - 2Q:) (1.4)

Donde Q. es la matriz cuya entrada i, j estd dada por
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Ahora Q2 =Q., yaque
2 _ TiTkTkIy _ IiT; _ -
[Q‘VLJ - En=1 [3'4 - |I|2 - [QI]:JI
por consiguiente I — 2Q), es ortogonal, puesto que al ser @, simétrica

(I-2Q.)=1-2Q,

y
(I -2Q:)I-2Q:)=1-4Q: +4Qz =I.

En consecuencia se sigue de (1.4) que g es conforme en R™ — {0}.

Ahora mostremos que las reflexiones invierten la orientacién.
Teorema 1.4.4 Las refleziones invierten la orientacion.

DEMOSTRACION. Probamos primero que si ¢, es la reflexién en el plano
P(a,t) en R™, entonces ¢ invierte la orientacién. Se tiene que

ba(z) =z —2((z - a) — t)a,

si n=1,
¢a(z) = —x + 2ta

y
$a(z) = —1.

Para el caso general se fija z y se considera la funcién de S§" en {1,-1}
definida por

a — Det(D¢a(z)). (1.5)
Ahora, la entrada %,j de Dg¢,(z) estd dada por
J"j = 2(1,1]'.,',

por lo que la funcién dada por (1.5) es continua en S". Ahora, como S"
es conexo los valores de Det(Dg,(z)) son todos 1 o todos —1. Tomando
a = ey, se tiene

[qu ] 5:'.1' 1 si (i'j) 7é (ls 1)
Wl 4, &)=
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Por lo tanto Det(D¢,,(z)) = —1 y por conexidad esto es cierto para toda
a. Variando la z esto se cumple para toda z € R™. '

Ahora si 1 es la reflexién en S(a,r) se sigue de la Proposicién 1.2.1, que
basta probar que g(z) = z* invierte la orientacién. Ahora, se sigue de (1.3)
que, si n > 1, la funcién

z — Det(Dg(z)),
de R*—{0} —> R"—{0} es continua. Como R—{0} no es conexoy R*—{0}

s lo es, necesariamente los valores de esta funcién son todos positivos o todos
negativos, tomando z = ey, se tiene de (1.4) que

Dg(z) = lex| (I — 2Qe,),

donde

o =
oo

Qel s
00. .0
Por consiguiente, Det(Dg(z)) = —1, y se sigue el resultado.

Paraelcaso n=1
@=5=1
g Tz

1
d(z) = =% 0, Vz.

O

Podemos ahora definir al subgrupo del grupo general de Mobius que
preserva la orientacién, se le denota por M (R™). Observese que las funciones
de este subgrupo consta de la composiciéon de un nimero par de reflexiones
en planos o esferas.

Para fines practicos se usara el término “esfera” para denotar un plano
o una esfera. La siguiente proposicién exhibe la ecuacién general de las “es-
feras”.
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Proposicién 1.4.5 Una ecuacion de la forma
ao|z|* - 2(z - a) + @ny1 =0, [af® > aoan4s (1.6)

representa una “esfera” en R® y viceversa toda “esfera” tiene una repre-
sentacion de dicha forma, donde a € R™ y ag,an+1 € R.

DEMOSTRACION. Es claro que cualquier plano se puede definir por la ecuacién
en R"
0lz)* - 2z-a+ans1 =0 [af?> >0,

ahora la esfera S(a,r) estd dada por

(€—a)-(z—a)=r?
esto es,
|z|2 =2z -a+|a?—r* =0,
y se tiene |a|? > |a|? — 2.
Para probar el reciproco, supongamos que se tiene una ecuacién como en

(1.6), si ap = 0 la ecuacion representa un plano. Finalmente, si ag # 0 la
ecuacion se puede reescribir como

|z|2—2(m-i) TR

ap ag
es decir,
2
al|” laf? — apansr
2 T TRk
ao aj

y la ecuacién representa una esfera, ya que |a|? > ag@ny1.
a
Ahora mostremos que las tranformaciones de Mdbius mandan “esferas” en
o bk
esferas”.

Proposicién 1.4.6 Sea ¢ € M (lﬁ") y X una “esfera” entonces ¢(X) es
una “esfera”.

DEMOSTRACION. Se sigue de las Proposiciones 1.2.1 y 1.2.2, que basta pro-
bar el resultado para las traslaciones, homotecias, reflexiones en los planos
por el origen y la reflexién en la esfera S(0, 1).
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-~
S(e,r) S{a+b,7)

—» >

b

Figura 1.6: Traslacién de la esfera S(a,r)

Si T(z) =z +b, T transforma la esfera S(a,r) en S(a+ b,r) ya que
lz—a|=r <> |y—(a+0b)|=r,

donde y =z +b, es decir, y € S(a+b,7) & = € S(a,r) (véase la Figura

1.6).
\L Pla,a-b+1)
\

@b

b
P(a, t)\ \ ’

Figura 1.7: Traslacién del plano P(a,t)

t

También T transforma el plano Pf(a,t), en P(a,a-b+t), esto se sigue, ya
que
z-a=t<=>y-a=t+a-b,
donde y=z+b (véase la Figura 1.7).
Por otra parte, si ¥ es la reflexién en el plano P(a,0), ¥ es una funcién
ortogonal, preserva normas y el producto escalar por lo que 1 transforma
S(a,r) en S(¥(a),r) (véase la Figura 1.8), ya que

|z —a| = [¥(z) — ¥(a)| =T
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¥(z) + S(a,r)

v

S(¢(a),7)

Figura 1.8: Reflexién de la esfera S(a,r)

También, 1 transforma P(a,t) en P(¢(a),t) (véase la Figura 1.9), ya que

z-a=19(z) P(a) =t.

P($(a), )

Figura 1.9: Reflexién del plano P(a,t)
Ahora, si H(z) = kz, H manda “esferas” en “esferas”, ya que
|z —a| =1 <= |kz — ka| = kr < |H(z) — H(a)| = kr
(véase la Figura 1.10). Més aun H transforma planos en planos , ya que

ra=t<>kr-a=kt
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S(H(a),7)

S(a,r)

O

Figura 1.10: Homotecia de la esfera S(a,r)

\L P(a,kt)
N

b
Ld

kt
t

D

Figura 1.11: Homotecia del plano P(a,t)

(véase la Figura 1.11).
Finalmente, mostramos que ¢(z) = z* transforma “esferas” en “esferas”.
Sea ¥ definida por
any1lz)® —2(z - @) + ap =0,

donde |a|? > agans;. Si = # 0, 00, esta ecuacién se puede escribir como

L.

— * . — 0
An41 2(‘: a) + [.’13‘2 1
escribiendo y = z*, se tiene que
ni1—2(y - a) + aoly* =0 (1.7)

que también es una “esfera”, ya que |a|* > an4100. Falta checar el compor-
tamiento en 0 e oo, se tienen tres casos:
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a) Si 0,00 € I, entonces ¥ es un plano por el origen (ag = @ny1 = 0) y
$(Z) =EL.

b) Si 0 € Xy oo € L, entonces T es una esfera que pasa por el origen
(a0=0y any1 #0)y ¢(X) es un plano que no pasa por el origen, ya
que ¢(0) =00 € ¢(X), pero ¢(c0) =0 & @(X), lo cual es consistente
con (1.7).

c) Si 0€Xy oo € X, entonces ¥ es un plano que no pasa por el origen
(ao #0y any1 =0) y su imagen es una esfera por el origen, lo cual es
consistente con (1.7) (véase la Figura 1.12).

>~ -~
¢(Z) =&
1. 1 3
~ =, P
/7 AY :’ 3! -\\
! } I
‘\ )JJel l.\ ,}J el
LT - \\.‘_-__-_,"
a) b) <)

Figura 1.12: Comportamiento en 0 e oo

1.5. Producto Inversivo

Introduciremos un concepto importante relacionado con la conformalidad,
el producto inversivo de 2 “esferas” ¥ y X'. Una “esfera” ¥ dada por
ao|z|? — 2(z - @) + any1 = 0, estd determinada por el vector coeficiente en
R™*+2, o' = (ag,a,ans1), donde a = (ay,as, ..., as), s claro que este vector
determina a ¥ salvo un multiplo escalar real.

Definicién 7 Sean L y L' “esferas” determinadas por los vectores (ag,a,@n41)
Y (bo,b,bat1), el producto inversivo de ¥ y X', denotado por (Z,Y'), se
define por
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, 2a-b— agbpi1 — ay
(Z,5) = |2 0 L+1 : +1bol .
2(|af? — agan+1)7(|b]* — bobn+1)3
Obsérvese que esta definicién no depende de la eleccién de los vectores

coeficientes, esto se sigue, ya que si a’' = s(ag,@,@n+1) y ¥ = t(bo, b, bns1),
s,t € R, entonces

(1.8)

[2sa - tb — sagtbpsy — San41tby) _ |s]|t]|2a - b — agbni1 — Gns1bol
2(|saf? — 5a05@n41) 3 (|tb]2 — thotbns1)?  2ls[t](al® — @0ans+1)? (|b]* = bobat1)?
_ 2a - b — agbn+1 — @ny1bo|
2(|al? — aoGn41) 7 ([b]2 — bobns1)?
Se define una forma bilineal q : R™*? x R"*?2 — R de la siguiente manera

Q(xl y) = 2(331'91 Heit :L'nyn) - (Iﬂyn+1 + In+1y0)

Es evidente que ¢ es bilineal, ademés si a’ = (ag, @, @n+1) ¥ b’ = (bo, b, bps1),
determinan dos “esferas” ¥ y X', entonces el producto inversivo de X y
¥, se puede expresar como

(E E!) — ]Q(afi f;"")l ,
’ la(a!,a')|2|q(¥, /)| 2

vaque (g(a’,a’))? = v2(|af? — aoan1)3.

(1.9)

1.5.1. Expresiones explicitas

Caso 1 Sean X, y X, esferas, se puede suponer sin perder generalidad que
sus vectores coeficientes estdn dados por

a=(1,a,la?=r) y b =(1,b[b* - r?),
respectivamente, entonces se sigue directamente de (1.8)

|2a-b — (la]? = r?) — (|b]* — £*)|

21122 = 1 1
( ) 2(laf? = (laf? = r2))3(Jb]* — (|b]* — £2))3

B [r2 +t2 — |a — b[?|
- 2rt

. (1.10)
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Caso 2 Sean X, una esfera y X, un plano, con vectores coeficientes
a = (1,a,]a]* =) y ' = (0,b,2t),
respectivamente, entonces se sigue directamente de (1.8)

|2a-b—2t] |a-b—t
2rlb| rlb|

(Elt 22} =

Si |b| =1,

-b—t
(El,zz)zl“a—‘—l-

(1.11)

Caso 3 Sean L; y X, dos planos, tales que sus vectores coeficientes son
a = (0,a,2t), b =(0,b,2s), respectivamente, entonces se sigue direc-
tamente de (1.8)

2la-b] |a-b
Y,8)=——="——=|cos 0§,
(B0 22) = el = fael — 1!
si la]=b] =1
(£1,%2) = |a-b| = |cos b]. (1.12)

1.5.2. Interpretaciones Geométricas

Si 2 esferas S(a,r) y S(b,t) se intersectan en un punto z, la interseccién
se puede medir, sin ambigiiedad, con sus normales exteriores unitarias

T—a z—>b
c—a 7 Jz—b|

Ahora, si un plano P(b,t) se intersecta con una esfera S(a,r), en un punto

z, el 4ngulo de interseccidon puede ser el formado por b, |b|=1, y ; : Zl
T—a

o, por by ——.
|z — al

Finalmente, si queremos medir la interseccién de dos planos P(a,t) y P(b,t),
se usa el dngulo formado por los vectores a y b o por los vectores —a, b.
En general, si 8 es el 4ngulo de interseccién entre dos vectores ay b, m—60
es el dngulo de interseccién entre a y —b y cos § = —(cos m — 0) (véase
la Figura 2.8). Por lo cual, tomando el valor absoluto de cos # se pierde la
ambigiiedad.
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T—8 [
A —b xﬁj Ld
¢ 7 x-¢
/s
s

Figura 1.13: Intersecciéon de las normales en z

Proposicién 1.5.1 Sean %,, £, “esferas” tales que se intersectan en un

punto z, entonces
(El,zg) = |COS 9',

donde 6 es uno de los dngulos de interseccion de las normales unitarias en
.

Figura 1.14: Medicién del dngulo de 2 esferas

DEMOSTRACION.

Caso 1 Sean I, = S(a,r) y £2=38(b,t), y z € £,NZy, se sigue
que
I —

e 4= | bl |x—b||

Hlz—a?+ |z — b - |(z —a) — (z - b)?|
Tt
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e e

= (%1, Z2)

2rt

(veése la Figura 1.14).

Figura 1.15: Medicién del 4ngulo de S(a,7)y P(b,t)

Caso 2 Sean L; = S(a,r) y X3 = P(bt), y z € £,NIy, se sigue

que
loas 6] = (z—a)-b =|:.,-'-¢'7—m-r51|
|z — al r
t—a-b
=|T_“|=(zl,22)

(veése la Figura 1.15).

Caso 3 Sean X, = P(a,t) y E2=P(b,s), y z € T, NE,, se
puede suponer que a y b forman un dngulo agudo @, se sigue que
cosf=a-b=(%,X3)
O

Observése que |cos 8|, no varia punto a punto. El siguiente resultado describe
explicitamente la interseccién de 2 esferas.

Proposicién 1.5.2 Sean I,,X, dos esferas en R", supdngase también que
y € 1 NEy y que X, intersecta a Lo en mds de un punto, entonces

N =MINS(z|z—1y]),

donde z es la proyeccion de y en la recta por ab y II es el plano ortogonal
a ab por z.
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DEMOSTRACION. Sean Z; = S(a,r)y L3 =S(b,s), y z€INS(z,|z—yl|)

se sigue, aplicando el teorema de Pitagoras en los planos bidimensionales

generados por z,a,z y por y,a,z que
lz—af?=la=-z*+|zc -2 =|a—2>+|y—2*=71?

por lo que z € I,, andlogamente z € I,, (véase la Figura 1.16).

Figura 1.16: Interseccién de X; y X

Ahora si w € £, N Iy, su proyeccién u en ab estd univocamente de-
terminada, es decir, no depende de w, esta afirmacién es cierta, ya que se
tiene

|u.r—u|2-+-|u.—t:;|2=|w—.:t|2=1r'2
|w—-u|2+|u—b]2=|w—b| = s%

entonces
2

-8 =|u—a|®-|u-b?
si u=a+k(a—b), k€R, sesigue
rP—s’=|k(b—a)*—|a—b+k(b—a)?

= |b—al*(2k - 1),
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g2 _ B
k= 1.
A—af "

Por consiguiente u = z y w € II. Ademds, por el teorema de Pitdgoras
weE 8(21 IZ - yl), ya que

w—2*=lw—af - |z —a =ly—af* - |z~ af’ = |y — 2|*.

O

Obsérvese que la interseccion de dos esferas en R", es una esfera de dimen-
sibn n — 2, esto se sigue ya que la interseccién es una esfera en II que es
un plano de dimensién n — 1.

Proposicién 1.5.3 Sean X, = S(a,7), X2 = P(b,t), tales que se inter-
sectan en un punto x, enlonces

ZNE; = 8(z,|z — z|) N Xy,
donde z es la proyeccion de a en L.

DEMOSTRACION. Aplicando el teorema de Pitdgoras en planos bidimension-
ales. Si y € S(z,|z — z|) N X, entonces

y-af =ly-=f+l—af =lg -2 +z=af* =g —af =r*,

or lo tanto y € S(a,r). Viceversa, si y € ¥; N X,, entonces
p y ) ) y ’
ly— 2z’ +|z—af* =y —af* = |z - a?
por lo cual
ly—2f =le—al? |z —af* = |z - 2,
y y € S(z, |2 —z|), (véase la Figura 1.17).
O

En la proposicién anterior si X; N X; consiste de un solo punto, el
resultado sigue siendo valido interpretando a S(z,|z — z|) como una esfera
degenerada, es decir un punto.

Corolario 1.5.4 Si 2 “esferas” %,, ¥, en R"™ se intersectan, el valor
absoluto del dngulo de interseccion no varia de punto a punto.
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.

Figura 1.17: Interseccién de S(a,r)y P(b,t)

v

DEMOSTRACION.

Caso 1 Sean X, = S(a,r), X = S(b,t), medimos el dngulo de
interseccién con las normales exteriores unitarias, si n > 3 se sigue de
la Proposicién 1.5.2 que ¥; N, es una esfera de dimensién mayor o
igual a 1, por lo cual la interseccién es conexa. Ahora la funcién

(z—a)-(z-b)

|z — al?|lz — b2’

I —

es una funcién continua en ¥,NX;, por lo que se sigue de la Proposicién
1.5.1 que los valores son cos # o —cos 6. Por consiguiente, por
conexidad son todos positivos o todos negativos. Si n = 2, el resultado
es inmediato (véase la Figura 1.18).

Caso 2 Sean I, = S(a,r), X3 = P(b,t). Si n > 3, utilizando
el mismo argumento de continuidad y conexidad del caso 1 y de la
Proposicién 1.5.3, se sigue el resultado usando la funcién

i (z—a)- b’
|z — af

tomando b fija y las normales exteriores unitarias. Si n = 2, el
resultado es inmediato (véase la Figura 1.18).

Caso 3 En 2 planos es evidente que la interseccién se mide al fijar
las normales y el angulo es el mismo en todos los puntos.

O
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Caso 1 Caso 2

Figura 1.18: Angulo con n=2
Proposicién 1.5.5 Sean X, = S(a,r) y X2 = P(b,t), entonces

]
(Zl: 22) — ?__1
donde § es la distancia de a a P(b,t).

DEMOSTRACION. La distancia de a a P(b,t) se alcanza en un punto de
la forma

a+ b, AER,
donde a+ Ab € P(b,t), es decir

(a4 Ab)-b=t,
entonces

A=t—a-b,

obsérvese que |A| es la distancia de a al plano, por lo cual se sigue la
proposicién de la relacién (1.11), véase la Figura 1.15.
O

Observese que si dos planos P(a,t) y P(b,s) no se intersectan, entonces
son paralelos. Esto es cierto, ya que de otra manera, consideramos el plano
generado por @ y b ylasrectas [; y [, tales que [, es ortogonal a
a y pasapor ta y lp esortogonal a b y paso por sb, se tiene que [;
intersecta a I, sin embargo l; C P(a,t) y ly C P(b,s), (véase la Figura
1.19).
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T P(b,s)
\

te sb

v

Ple,t)

Figura 1.19: Interseccién de P(a,t) y P(b,s)

Proposicién 1.5.6 Sean X,, X, dos “esferas”, entonces

(£1,8:) =0 <= X, es ortogonal a I,

DEMOSTRACION.

Caso 1 Obsérvese primero que si ¥;, ¥2 no se intersectan, entonces
(¥1,Z2) > 1. Se tienen 2 subcasos de acuerdo a que una esfera esté en
el interior de la otra o no. Si una esfera no esta en el interior de la otra,
esto se sigue ya que

la = b2 > |r +sf?,

entonces
la — b2 = (r* +5%) > 2rs

a—b?—(r*+s?) x|
2rs

(véase la Figura 1.20). Ahora, si una esfera se encuentra en el interior
de la otra, la observacion es cierta ya que

(B1,52) = |

Ir —s|2 > |a+b]%,

entonces

2+ 5% —|a—b|* > 2sr,
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por lo tanto
r?+s2—|a—0bJ?
2sr

(Ela E2) —

(véase la Figura 1.20). Por consiguiente podemos suponer que X; y
%, se intersectan. Sean X; = S(a,r) y Ly = S(b,s), si suponemos
que X, y X se intersectan, se sigue de la Proposicién 1.5.1 que

(21, 22) = |CGS 9!

y |cos 8] =0 siysolosi X, esortogonala X,.

Figura 1.20: Ortogonalidad de S(a,r) y S(b,s)

Caso 2 Si suponemos que X; = S(a,r) y X, = P(b,t), no se
intersectan, entonces (£;,X;) > 0, ya quesi (X;,X2) =0 se sigue
que a € P(b,t), yen este caso ¥;, ¥, se intersectan en una esfera
de dimensién n — 2.

En consecuencia se puede suponer que se intersectan, y se sigue de la
Proposicién 1.5.1 que

t—a-b
(E],Eg)=|r—|=0

< t=a-b < acP(ht)

(véase la Figura 1.21)
Alternativamente (X;,X;) =|cos 8| y |cos 8| =0<+= Z, y E; son
ortogonales.
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Figura 1.21: Ortogonalidad de S(a,r) y P(b,t)

Caso 3 Sean los planos %, = P(a,t) y X3 = P(b,s), si estos no
se intersectan, entonces son paralelos y

(Z1,Z3) = a-b| = [a]* > 0.

Si se intersectan, se sigue de la Proposicién 1.5.1

(£1,22) =cos =0 <= a es ortogonal a b.

Probamos un resultado andlogo para “esferas” tangentes.

Proposicién 1.5.7 Sean X;, I, dos “esferas”, una de las cuales es una
esfera, entonces

(£,X2) =1 <= I, es tangente a X

DEMOSTRACION.

Caso 1 Sean I, = S(a,r), L3 = S(b,s) esferas. Obsérvese primero
quesi X;NX,; = ¢, sesigue la prueba de la proposicién 1.5.6 caso 1 que
(£1,E;) > 1. Porlotanto I, y I, seintersectany (Z;, ;) = |cos 6]
donde @ es el 4ngulo de interseccién. Si £; y X son tangentes en
z, entonces se sigue que (£,,%;) =|cosf| =1 donde 6 es 0 o m.
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Caso 2 Sean X, = S(a,r) y 3 = P(b,t). Si £;NZ; = ¢, entonces
d > r, donde J es la distancia de a al plano P(b,t), y se sigue
de la Proposicién 1.5.5 que (X;,X,) > 1. Por consiguiente, podemos
suponer que X, intersectaa Xy y es claro que como (X, X;) = |cos 6],
X, y X, son tangente si y sélo si 8 =,0.

a

Obsérvese que si dos planos ¥, = P(a,t), ¥; = P(b,s) son tangentes
entonces son el mismo, por lo que

(21122) == |'a|‘2 i 11

sin embargo si son paralelos también (X;, ¥;) = 1.

Ezz

Figura 1.22: Tangencia de S(a,r) y S(b,s)

A continuacién, el siguiente resultado muestra que el producto inversivo
es invariante bajo transformaciones de Mobius.

Teorema 1.5.8 Sea q&GGM(]ﬁ“) y L,X' “esferas”, entonces
(6(2),6(Z)) = (Z,Z')

DEMOSTRACION. Se sigue de las Proposiciones 1.2.1 y 1.2.2, que basta pro-
bar el resultado para las traslaciones, homotecias, reflexiones en planos por
el origen y la reflexién en la esfera S(0,1).

Como las “esferas” estan determinadas por sus vectores coeficientes y las
transformaciones de Mobius mandan “esferas” en “esferas”, entonces ¢ in-
duce una transformacién 3 de R**? en R™*? que manda los vectores coefi-
cientes en vectores coeficientes, salvo un multiplo escalar. Sean (ao, @, @n+1)
y (bo, b, bns1) los vectores coeficientes de ¥ y X', respectivamente.
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Caso 1 Si ¢(z) =z*, se probd en el Teorema 1.4.6 que
a|z’ > —2(z-a) + apny1 =0
<> anulyl* —2(y-a) +ao =0, donde y = z",
entonces ~
¢[(001 a, an+1)] — (a-n+1: a, a'ﬂ)!
que es evidentemente lineal, ademas
S\ DR
(E’EI) — |22(a' b) ag ; +1 - ﬂ‘ﬂ.+].b0| .
2(|al? — aoan+1) 7 ([b]* — bobn+1)?
ya que ¢ sélo intercambia ap por a@n+1 ¥ bp por bpiq.

= (¢(Z), 6(x)),

Caso 2 Si ¢(z) = kz, multiplicando por k? la ecuaciones de las
esferas ¥,Y’ se obtiene

aolkz|? — 2(kz - ka) + k%an4y =0,
por lo que, si y = ¢(z), se tiene
aoly|* — 2(y - ka) + k*ans1 =0,
analogamente para ¥'. En consecuencia
#[(a0, @, an+1)] = (a0, ka, K?ans1),
que es bilineal, ya que
a[(ao +bo, @ +b, Gny1 +ba1)] = (a0 +bo, (a+ bk, (@ni1+ bnt1)k?)

= (GO? ak: aﬁ+lk2)+(b0, bk: bﬂ+lk2) = a[(ﬂn» a, a'n-l-l)] +a[(b‘§h bt bﬂ+l)]1
también, si s € R

3[3(00, a, an+l)] == (SGQ, Skﬂ, Sk2a‘ﬂ+1)

= S(G’D: ka‘! I"‘:2“-]'?1l+1) = 33[(‘10: a, a‘ﬂ+1)]'
Ahora

(E, Er) — !22(“ : b) = aﬂb;ﬂl ;an+1b0| .
2(|al? — aoan41)2(|b]* — bobn1)?
___[2(ka- k) — Ragbue —Ransibal  _ o o
2lkal® — Paoansn) 607 — bl ~ 20 9
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Caso 3 Sea ¢ la reflexién en un plano por el origen, entonces como
¢ es una funcén lineal y ortogonal '

aolz|> —2(z - @) 4 Gpyy =0
< ao|é(z)|* - 2(4(z) - $(a)) + ans1 =0,
#[(a0, a, ans1)] = (a0, $(a), Gut1),
que es bilineal, ya que ¢ es lineal, ademés

(= E’) _ |2(ﬂ -b) — an:a+1 — Gny1bo :
2(|a|? — ao@n4+1)7(|6[* — bobns1)?

_ __[2(#(a) - 9(8)) = Gobrrs = amarbol  _ (o o
2(|6(a)|2 — aoans1)3(|6(b)[2 — bobns1)? (6(Z), 6(Z)).

Caso 4 Si ¢(zr)=z+4+u y z+u=y, entonces

aolz|* = 2(z - @) + an41 =0
= aoly—ul’-2[(y—u)-a]+an1 =0
<= aoly|* - 2[y- (aou + a)] + [ao|u|* + 2a - u + @p1] = 0.
Por lo tanto
[(a0, a, @ns1)] = (a0, aou +a, aolul? +2a - u+ an4s),

que es bilineal, ya que
5[(00 +bo, @+ b, ans1 + bns1)]

= (ag+bo, (ao+bo)u+(a+b), (ao+bo)ul*+2(a+b) u+(ans1+bns1))
= (a0, aou+a, aolu|*+2a-u+ans1)+(bo, bou+b, bolu|*+2b-u+bny:)
:'3[(0'0! a, an+l)] +$[(b03 br bl'H-l)]a

también, si s € R

= ¢[s(ao0, a, an1)] = (sao, s(aou +a), saolul* + 2sa - u + san)
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(&)

ta

v

Figura 1.23: Traslacién de P(b,t)

= 5(ag, aou +a, aolul* +2a-u + any1) = 58[(a0, G, Gn41)].

En este caso consideramos 3 subcasos de acuerdo a que ¥ y X' sean
esferas o planos. Si ¥ = P(a,t), su vector coeficiente estd determinado
por (0,a,2t) y se sigue que

[(0,a,2t)] = (0,a,2t + 2a - u),

y bajo ¢ el vector normal es el mismo, (véase la Figura 1.23).
Analogamente si ¥ = S(a,r), su vector coeficiente estd determinado
por (1,a,la|? —r?), por lo que
3[(1,&, la|?> — rz)] =(l,a+u,u®+2(a-u)+|a* —1?)
=(1,a+u,la+u/>-r?,

(véase la Figura 1.24).
Finalmente demostremos (¢(X), #(2')) = (%, %)

(i) == S(a,r), ' = S(b,t) se sigue de la ecuacién (1.10) que

4+t —|a+u—(b+u)?
2rt

(6(),6(2)) = =(Z,3).
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(ii) £ = S(a,r), &' = P(b,t) se sigue de la ecuacién (1.11)

a-b—t
T

(a+u)-b—(t+b-u)
r

(#(2), 6()) =

‘ =02
(ili) ¥ = P(a,t), &' = P(b,s) se sigue de la ecuacién (1.12)

(6(%),4() =la-b = (Z,%).

[

Figura 1.24: Traslacién de S(a,r)
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Capitulo 2

Poligonos hiperbdlicos

2.1. Preliminares

Para el estudio de los poligonos hiperbélicos se necesitan algunas definiciones
y resultados que presentamos ahora.

2.1.1. PSL(2,C)y PSL(2,R).

El grupo de transformaciones de la forma
_az+b

)= cz+d’

donde ad—bc #0 , a,b,c,d € C, esllamado el grupo de tranformaciones de
Mobius complejas. Los coeficientes a,b,c,d estdn determinados salvo algin
factor distinto de cero, es decir, si ad — bec = k, entonces la transformacién
T también se puede expresar como

z—}\/E \/E,
e 8
vk Vk
y en este caso
se Be
ViEvk VEVE

por lo que se puede suponer que ad — be = 1. El grupo de matrices de
2 x 2 con entradas complejas y determinante 1 se denota por SL(2,C)

43
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(Grupo Especial Lineal). Se define la proyectivizacién del subgrupo SL(2,C)
como el cociente SL(2,C) sobre su centro +Id. Este grupo denotado por
PSL(2,C) esisomorfo al grupo de transformaciones de Mobius complejas. La
afirmacion anterior es consecuencia de las iiltimas observaciones y del primer
teorema de isomorfismo de grupos (cf. [3] p. 146), ya que si uc denota el
grupo de transformaciones de Mobius, se tiene el siguiente diagrama

+Id — SL(2,C) - PSL(2,C).

~
Uc

Con base a esto identificaremos el grupo de las transformaciones de Mdbius
con PSL(2,C).

Si T es de Mdbius, entonces T es composicién de rotaciones, trasla-
ciones, homotecias y z — 1/z.

Esto se sigue ya que si

_az+b
ez +d

T(2)
y ¢=0, entonces T es la transformacién

Z—PEZ+£’*
d d

que es claramente composicién de las trasnformaciones descritas y si ¢ # 0,
entonces T es la transformacién

a ad ad
= zrd cz+d ¢ ecz+4d’

Una propiedad fundamental de las transformaciones de Mobius es que dados
3 puntos distintos z;, 29, z3 y otros 3 puntos distintos w;, ws, w3 existe una
linica transformacién de Mébius T' tal que T'(z) = w;, (cf. [5] p. 346).

Si T € PSL(2,C) fija un punto entonces a 7' se le llama parabdlica, si
T € PSL(2,C) fija exactamente 2 puntos, T' es conjugada en PSL(2,C)
a la transformacién S(z) = az.
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a) Si |a|=1, a T selellama eliptica.
b) Si a€R* a T se le llama hiperbdlica.
c) Si [a|]#1 y agR* a T se le llama lozodrémica.

Al subgrupo de las matrices en SL(2,C) con entradas reales se le denota
por SL(2,R). La misma prueba del caso complejo muestra que el centro de
SL(2,R) es +Id y que se puede identificar a las transformaciones de Mdbius
definidas por estas matrices con PSL(2,R), donde este ltimo grupo es el
cociente de SL(2,IR) sobre su centro. Esta afirmacién se sigue del siguiente
diagrama, donde ur denota las transformaciones de Mdbius deﬁmdas por
las matrices en SL(2,R).

+Id — SL(2,R) —» PSL(2,R)

N #
HR
De ahora en adelante nos referiremos a estas transformaciones como los ele-
mentos de PSL(2,R).

2.1.2. Densidad y Area hiperbélica

Sea A una regién en R", una densidad en A es una funcién continua
A: A+— R*. Dada una densidad en una regién A y 7 una curva de
clase C' en A se define la A —longitud de 7y como

() = /,, A1) W)l dt,

donde 7 : [a,b] — A. Esta definicién se extiende a curvas de clase C' por
tramos.

Definiciéon 8 Sea A\ una densidad en una region A, zy, z, € A, se define
la distancia px(z1, z2) como

pa(z1, z2) =inf lx(7),

donde el infimo es sobre todas las curvas de clase C' por tramos que unen
zy con z.
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Resulta que la distancia p, define una métrica en A, (cf. [2] p. 7). Uno de
nuestros principales ejemplos es el plano superior H? = {z € C|I mz >0}
con la métrica definida por la densidad

1
Imz

A(z) =

A H? con esta métrica se le llama plano hiperbélico. A la métrica se le llama
hiperbdlica.

Exhibimos ahora un segundo modelo del plano hiperbdlico, para esto
probamos un resultado mds general. Sean A, B regiones en R", una
funcién f talque f: A — B esuna biyeccién conformey A: A — R*
una densidad, se define una densidad en ¢ en B de tal manera que f sea
una isometria. Para esto se toma

o(f(2)) = %

donde pus(z) es el factor de conformalidad de f en z. Para probar que
f es una isometria, sea <y :[a,b] — A una curva de clase C', entonces

oY) = ’ ovY o = ' J A('Y(t))
wifon = [ ren@lo(rer) ae= [ o) o) S

dt = 1x(v).

Esta observacién implica de manera inmediata que f: A — B es una
isometria de A con densidad A y B con densidad o.

Este hecho nos permite derivar una densidad en A = {z € C||z| < 1} de
tal manera que el disco unitario sea el segundo modelo del plano hiperbélico.
Para esto se toma f:H? — A dada por

zZ—1
z+1i

f(z) =

esta funcién f llamada de Cayley, es una biyeccién conforme de H? en
A (cf. [5] p. 364). Usando esta biyeccion y la observacién anterior se obtiene
una densidad ¢ en A dada por

-
IREIE

o(2)
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(cf. [2] p.127) Al disco unitario con esta métrica se le llama el disco de
Poincaré y a la métrica se le llama también hiperbdlica. Obsérvese que f es
una isometria.

Ahora se calcula la distancia hiperbélica de 7 a ik, k > 1, en el modelo
del semiplano H?. Sea « :[a,b] — H? una curva de clase C' tal que

v(a) =1, y(b) =ki y ~(t)= (71(1:), Y2(t)), entonces

() = / \/ (1) + (%)) / V()" 2(t %) 4

Ya(t) ‘Yz(t)

= log(7a(t)) [, = log(12(b)) — log(v2(a)) = log k — log 1= log k,
(obsérvese que si vy no es un segmento vertical la desigualdad es estricta)
este argumento se generaliza para curvas C' por tramos.

Ahora, si y(k) =ti, v: [1,k] — H2, es claro que In(y) =log k, por
lo tanto p(7,ik) = log k, donde p denota la distancia hiperbdlica.

Como PSL(2,R) actia transitivamente en circulos ortogonales a la recta
real (cf. [7], pag. 5) se sigue que si z,w € H? y C es el tinico circulo que
pasa por z,w y es ortogonal a la recta real, entonces p(z,w) se alcanza
por la curva determinada por el segmento de circulo C que une z con w,
(véase la Figura 2.1).

A

T(w) {

T(z)

Figura 2.1: Geodésica

Se sigue de las observaciones anteriores que las geodésicas o curvas que
minimizan la distancia hiperbédlica son precisamente los circulos o rectas or-
togonales a la recta real. El segmento de geodésica que une z con w lo
denotaremos por [z, w].
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El siguiente teorema exhibe una férmula de la distancia hiperbdlica en
H?

Teorema 2.1.1 Sean z,w € H? entonces

B |z — w|?
coshp(z,w) =1+ e s Tn

La demostracién del teorema anterior se puede consultar en (7] p.7. Es
importante destacar que las transformaciones en PSL(2,R) son isometrias
hiperbdlicas (cf. [7] p. 4). Claramente también son conformes en H?. Usare-
mos también la férmula de la distancia hiperbélica en A.

Teorema 2.1.2 Dados z,w € A se tiene
1 |z — w|?
senh? [—p z,w] =
275 9)| = TPy - Twp)

Una prueba de este resultado aparece en [2] p. 131 y en (7] p.15. A con-
tinuacién definimos el drea de una regién R en

Definicién 9 El drea de una regiéon R en H? se define como la integral
de Lebesgue (o la integral de Riemman impropia)

Muchas definiciones y resultados que se mencionan en este capitulo para el
semiplano superior se pueden también extender al disco de Ponicaré A, ya

Se denota por Ax(R) el drea.

que la funcién f(z) = i—;: es una isometria hiperbdlica que es conforme.

2.1.3. Triangulos Hiperbdlicos.

En esta seccién mencionaremos algunos resultados de la trigonometria de
tridngulos hiperbélicos. Mostremos una aplicacion del Teorema 2.1.1 en un
tridngulo con dngulos «,0,%, a # 0, conocida como 4ngulo de paralelismo.

Teorema 2.1.3 Sea T un tridngulo con dngulos «,0,%, a#0, entonces
cosh b tan a =1,

donde b es la longitud del lado finito.
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o
~
L]

s

Figura 2.2: Tridngulo con vértice en oo

DEMOSTRACION. Usando transformaciones en PSL(2,R) se puede suponer
que el tridngulo es como aparece en la Figura 2.2, esto es, T tiene vértices
T +iy, oo, e i, ysetiene 22 4+y® =1, z > 0. Obsérvese que y = sen a
(véase la Figura 2.2). Se sigue del Teorema 2.1.1 que

?+(y-12 1

coshb=14+ —M— = —,
2y Yy
finalmente 1
cosh b=
sen a

Figura 2.3: Tridngulo hiperbélico

Dado un tridngulo T, denotamos los vértices por vg,vs, v y los lados
opuestos a los vértices por a,b,c, respectivamente, los dngulos interiores los
denotaremos por a,f3,7, (véase la Figura 2.3). Para el caso particular de un
tridngulo con un dngulo recto, escribimos 7 = 7; usando una transformacién
de PSL(2,R) se puede suponer que v, = ¢ y con una transformacién eliptica
se puede rotar de tal manera que el segmento [v.,v,| esté contenido en el
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circulo [z| = 1. Por lo que se puede suponer que v, = i,V = ik, v, = s + it
donde k > 1,52 +t? = 1, (véase la Figura 2.4). El siguiente teorema es el
teorema de Pitigoras en su forma hiperbdlica.

Figura 2.4: Tridngulo con 4dngulo recto

Teorema 2.1.4 Para cada tridngulo con dngulos «,f,3, se tiene
cosh ¢ = cosh a cosh b

DEMOSTRACION. Usando el Teorema 2.1.1 se tiene que

B _1+K
cosh ¢ = okt
1
coshb-;
: )
cosh a = -2|-k ;

O
Obsérvese que tanh b=s. Como 1+k?>2k y 1>t, se tiene que

cosh ¢ > cosh a

y
cosh ¢ > cosh b.

Esto es, la hipotenusa siempre es mayor que los catetos. Ahora, mostramos
una relacién entre dos lados y un angulo.
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Teorema 2.1.5 Para cada tridngulo con dngulos «, B,5 se tiene
tanh b = senh a tanh f.

DEMOSTRACION. Se sigue del Teorema 2.1.4 que

(1= k2

2, _1— 2
cosh“a — 1= senh* a 2

Por otro lado, si tomamos la distancia euclideana de v, y v, al centro
euclideano z, (véase la Figura 2.4),tenemos que

T2+ k%= (s — k)2 +12

y
k2 =1-2xzs
Por lo que, 7o <0 y
S 1-k2
0= o5
Finalmente, como
tan B = i = —-—QSk
ERRGED)

se tiene
senh? a tan® B = s* = tanh® b.

a

Usando este teorema se prueba un resultado dual que exhibe la relacién
entre dos dngulos y un lado.

Teorema 2.1.6 Para cada tridngulo con dngulos a,f3,% se tiene
cosh a sen 3 = cosa.
DEMOSTRACION. Del Teorema 2.1.5 se tienen las siguientes ecuaciones
senh a tan 8 = tanh b, (2.1)

senh b tan a = tanh a. (2.2)
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Sustituyendo senh? b= cosh? b—1 en (2.2), se obtiene

2
cosh® b= tash (2.3)
tan’a
Por otro lado, la ecuacién (2.1) se puede reescribir como
g, cosh®b—1 5 2
tanh® b= e e senh® a tan® (. (2.4)

Ahora, usando (2.3) en la segunda ecuacién de (2.4), se sigue que

tanh? a
tanh? a + tan? o

= senh?® a tan®

tan® B(senh?® a + tan® a cosh® a) = 1.

Finalmente se desarrolla en términos del cosh a, siguiendose el resultado.
a

Una prueba més detallada del resultado anterior se puede consultar en [7] p.

47. El érea hiperbélica de un tridngulo, estéd determinada por sus dngulos.

Teorema 2.1.7 Para cada tridngulo T con dngulos o, B y 7,

Ap(T)y=7—(a+B+).

Una demostracién de este conocido resultado aparece, por ejemplo, en [2] p.
154 y [6] p. 48.

2.1.4. Modelo de Klein y Convexidad

Ahora describiremos el modelo de Klein , que es muy 1til para trabajar
con conjuntos convexos. Sea 7 la reflexién en el plano z3 =0 € R3, ¢y la
reflexién en la esfera S(es,v/2), y

s=¢por.

Obsérvese que s es una transformacién de Mobius en GM (ﬁa) que trans-
forma H® en la bola unitaria B® = {z € R%||z| < 1}. Se sigue de los
teoremas 1.4.3 y 1.4.6 que s es conforme en H® y manda “esferas” en
“esferas”. Ademds s fija puntualmente el circulo unitario en R? esto es,
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el ecuador (véase la Figura 2.5). En particular s transforma el hemisferio
norte
Q = {(z1,72,73) |22 + 23 + 25 = 1,23 > 0}

en A. Se sigue entonces de la conformalidad, que “semicirculos” en Q
ortogonales a OH® se transforman en “semicirculos” en A ortogonales a
OB3, es decir, al cfrculo unitario en R2. La afirmacién anterior es cierta,
porque se sigue de la Proposicién 1.4.6 que s manda “circulos” en “circulos”,
ya que cada “circulo” es la interseccién de dos “esferas” (Proposiciones 1.5.2
y 1.5.3).

Figura 2.5: Geometria de s = ¢o7

Ahora, sea v:Q — A, la proyeccién (z;,2,x3) — (21 + 2z2). Por
lo tanto F' = ws™! es una transformacién de A en A. Ademés s~! fija
O0A y dado un “semicirculo” L en A ortogonal a 8A, se tiene que v(L)
es un segmento de recta euclideano, que une los puntos extremos de L. De
esta manera usando este homeomorfismo v de A en A se define el modelo
de Klein como el disco unitario A, donde sus geodésicas son los segmentos
euclideanos (véase la Figura 2.6).

Como la funcién F' manda geodésicas de A con la métrica de Poincaré en
geodésicas en A con el modelo de Klein, este permite probar resultados de
convexidad usando geometria euclidena.

CONJUNTOS CONVEXOS.

Definicién 10 Sea A C H? se dice que A es h-convezo si Vz,w € A,
entonces [z,w] C A.

Obsérvese que si
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%

Figura 2.6: Las geodésicas L se transforman en segmentos euclideanos v(L)

tal que cada P; es un conjunto h-convexo, entonces P es h-convexo.
También si [ es una geodésica, H?—! consiste de dos semiplanos que son h-
convexos. En consecuencia, la regién comprendida entre dos rectas verticales
es h-convexa asi como cualquier tridngulo hiperbélico. Como la funcién de
Cayley manda geodésicas en H? en geodésicas en A, un conjunto A
es convexo en H? siy sélosi F(A) loesen A. De las observaciones
anteriores se sigue también que un disco hiperbélico es h-convexo, ya que
es la interseccién infinita de semiplanos (véase la Figura 2.7). El siguiente
resultado exhibe condiciones necesarias y suficientes para que un conjunto
sea Convexo.

Teorema 2.1.8 Sea P el plano Euclideano o el plano hiperbdlico cerrado.
Un subconjunto cerrado E de P es convero si y sdlo si este es conezo y
localmente convezo.

Una prueba de este resultado se puede consultar en [2] p. 140 y de manera
més detallada en [7] p. 34. Estas pruebas usan el modelo de Klein.

Figura 2.7: Convexidad de un disco hiperbélico
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2.2. Area de un poligono hiperbélico

En este capitulo calculamos el drea de un poligono, y mostramos la existencia
de un poligono convexo con determinados dngulos.

Definicion 11 Un poligono hiperbdlico P es una region cuya frontera
estd dada por una union a lo sumo numerable de segmentos de geodésicas.

AnguLos.

A continuacién describiremos los dngulos de la geometria hiperbélica en
términos de la euclideana. Un rayo desde z es un segmento de geodésica
[2,a] donde a € R. En la geometria hiperbélica, un dngulo en un punto
z es un par cualesquiera de rayos L y L' desde z que denotaremos por

ZLL'.

LI

; ;o8 anz

Figura 2.8: Angulo hiperbdlico

Sea ZLL' un éngulo de z y supéngase también que L y L' no son
el mismo rayo (véase la Figura 2.8). El rayo L determina una geodésica,
que llamaremos L*. Ahora L* separa H? en dos semiplanos abiertos,
denotaremos por ¥’ 4quel que contiene a L* — {z}. Analogamente, la
geodésica determinada por L' determina dos semiplanos, dquel que contiene
a L —{z} lo denotamos por ¥. Ahora definimos el interior del dngulo
ZLL' como ¥ NY. Esclaro que el interior de ZLL' es una componente
de LUL', alaotra componente se le llama ezterior del dngulo.

Ahora, como el interior del d4ngulo ZLL' es la interseccién de dos semi-
planos convexos, se sigue que es convexo. Por otro lado el exterior de ZLL'
no puede se convexo, ya que si pasara lo contrario existiria un segmento de
geodésica que une un punto en L — {z} y otro en L' — {z}, que estaria
contenido tanto en el exterior, como en el interior de ZLL'. Se sigue que el
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interior de ZLL' estd determinado por el intervalo [0,7) y el exterior por
el intervalo (m,27|. En el argumento anterior se usa que si A es una regién
h-convexa la cerradura de A también lo es ([6] p. 27). Exhibimos ahora una
férmula para calcular el drea de un poligono hiperbdlico en términos de sus

angulos.

Teorema 2.2.1 Sea P un poligono con n lados y dngulos interiores 0., ...,0,,
entonces
Ap(P) = (n—2)m — (61 + ... + On).

Figura 2.9: Poligono convexo

DEMOSTRACION. Si P es un tridngulo hiperbdlico, se sigue del Teorema
2.1.7 el resultado. Ahora, si P es convexo con vértices wy,...,w,, sea w
un punto interior de P, como P es convexo los segmentos de geodésicas
[w,w;] € P. Obteniéndose asi una triangulacién de P en n tridngulos
hiperbélicos. Nétese que la suma de los dngulos de los tridngulos alrededor
de w es 2w. Aplicando entonces el Teorema 2.1.7 se sigue el resultado, ya
que
Ap(P)=nm— (2 + 6, + ... + 6,),

(véase la Figura 2.9).

Ahora, si P es no convexo, también se hacen subdivisiones en tridngulos
para probar el resultado. Para generar esta triangulacién se procede de la
siguiente manera. Se prolongan las geodésicas, que forman la frontera de P.
De esta manera H? es dividido en un niimero finito de poligonos convexos (la
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Figura 2.10: Poligono no convexo

convexidad se sigue ya que estos nuevos poligonos son interseccién de semi-
planos). El poligono P queda entonces subdividido en tridngulos hiperbéli-
cos y poligonos convexos (véase la Figura 2.10). A su vez estos poligonos
convexos se subdividen en tridngulos hiperbélicos como en el caso anterior.
Usamos ahora la ecuacién de Euler en el disco para la triangulacion obtenida
en P

N-E+V=1 (2.5)

(cf. [4] p. 131). En esta férmula N es el niimero de tridngulos, E el
nimero de lados y V' el mimero de vértices de la triangulacion (véase la
Figura 2.10). Este resultado también es vélido para poligonos ya que estos
son homeomorfos al disco (cf. [1] p. 230). Obsérvese que los tridngulos no se
traslapan, ademds cada vértice de P es un vértice de algin 7;. Ahora, un
lado es comiin a dos tridngulos o es parte de un lado del poligono original P.

Denotemos por Ey al niimero de lados contenidos en OP. De esta
manera se deduce que bajo esta triangulacion E — E; es el nimero de
lados que estdn contenidos en dos tridngulos . Se tiene entonces la siguiente
relacién entre nimero de triadngulos y niimero de lados

3N = Ey + 2(E — Ey).
Por consiguiente usando (2.5), se tiene que

SN +Ey=2E=2(N+V —1)

N+ Ey—2V =-2. (2.6)
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Obsérvese que V' — E; es el nimero de vértices nuevos en el interior de
P y Ep—n es el nimero de vértices nuevos en la frontera de P (véase la
Figura 2.10.

Finalmente sumamos los dngulos. Los dngulos de los n vértices de P
suman 6, + ... + 0,, los dngulos en los nuevos vértices de la frontera de
P contribuyen (Ep — n)m y los dngulos de los vértices interiores suman
2m(V — Ep). Por lo cual usando el Teorema 2.1.7 y (2.6) se tiene que

Ay(P) = N7 — (Eo — n)m — (V — E)2m — (81 + .. + 62)

=7(N—Ey+n—2V +2E;) — (61 + ... + 05)
=n(n+ N+ Eg+—2V) — (01 + ... + 0,)
=7n(n—2)— (61 +... +6,).
O

Obsérvese que el teorema anterior muestra que una condicién para la
existencia de un poligono con dngulos interiores 6,,...,0,, es que

0+ ..+ 0, <(n-—2)m.

Teorema 2.2.2 Sea P un poligono con dngulos interiores 6,,...,0,. En-
tonces P es convezo si y solo si cada 0; satisface 0 <6; < .

DEMOSTRACION. La necesidad se sigue de los argumentos usados en la
discusién de dngulos (véase la Figura 2.10).

Usamos el Teorema 2.1.8 para demostrar la suficiencia, por lo que basta
probar que P es localmente convexo. Para esto sea z € P, donde P
denota la cerradura de P en H?. Si z estd en el interior de P existe un
disco hiperbélico contenido en el interior de P. Por otra parte, si z es un
vértice de P, se puede tomar un disco hiperbélico N con centro en P, de
tal manera que PN N es la interseccién de dos semiplanos y P (véase la
Figura 2.11). El caso cuando z estd contenido en un lado de P es andlogo

(véase la Figura 2.11).
O

A continuacién exhibimos una condicién necesaria y suficiente para la
existencia de un poligono convexo.
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Figura 2.11: Convexidad local

Teorema 2.2.3 Sean 6,,...,0,, tales que 0<0; <m, j=1,..,n. En-
tonces eziste en un poligono P con dngulos interiores 6,,...,0, (apareciendo
en ese orden) si y sélo si

b1+ ...+ 6, < (n—2)m.

DEMOSTRACION. La suficiencia es consecuencia inmediata de la observacién
que aparece después del Teorema 2.2.1.

Para probar la necesidad usamos el modelo de Poincaré. Se construyen
cuadrildteros @, ...,Q,, tales que cada uno tenga un vértice en el origen,
como en la Figura 2.12. Probaremos que existe una distancia hiperbélica
d, 0 < d < oo, tal que la unién de estos cuadrilateros forman el poligono
requerido.

Figura 2.12: Cuadrilatero @

Probamos primero que dada d, dicho cuadrildtero existe. Si denotamos
0 < D <1 el punto cuya distancia hiperbdlica al origen es d, es claro que
existe un tnico circulo ortogonal a 9A, con centro en la recta real y que

ESTA TESIS NO SALL
DE LA BIBLIOTECA
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pasa por D, esto se verifica analiticamente tomando como centro del circulo
al punto

_1+D?

2D

(obsérvese que el radio de este circulo r es a— D). Denotamos a este cfculo
por C. Considerando las rectas por el origen se quiere mostrar que una
de ellas intersecta al circulo C en un dngulo 6/2. Sea § la distancia
euclidiana de la recta | = {(z,y) € H?| y —tz =0} alcentro a y 3 es
el dngulo de interseccién de [ con C (véase la Figura 2.13). En virtud
de la Proposicién 1.5.5 el producto inversivo de las rectas por el origen que
intersectan a C estd dado por &/r, por lo que este valor variade 0 a 1.
Por consiguiente usando ahora la Proposicién 1.5.1 se tiene que existe una
recta [ para la cual el dngulo de intersecién [ es precisamente 6/2. Por
lo cual, reflejando en [ el tridngulo determinado por 0, D y el 4ngulo 6/2,
se obtiene el cuadrildtero buscado @; de la Figura 2.12. Obsérvese que @;
estd determinado por d y 6/2, por lo tanto basta probar que existe d, tal
que

n P

Figura 2.13: Construccién del cuadrildtero Q;

Usando el teorema 2.1.6, se tiene

cos %‘-
cosh d’

sen aj =
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Ahora, analizamos la funcién
L]
g(t) = E};,sen“l (cos 2 ) ,

cosh t

donde t > 0. Como ;
cos &
0< cosh t =L
se puede tomar la funcién sen~! con valores en el intervalo (0,7/2]. Como
la funcién seno en (0,7/2) es creciente, entonces sen™' también lo es.
Claramente g es continua y decreciente, ya que g(t) — 0, si t — +oo.
Finalmente como

O+ ...+ 6, < (n—2),
se sigue que

%(mr — (614 ... +6n)) >

Al evaluar a g en 0, como sen~!(cosy)=m/2—7, se sigue que

9(0) ==, (“'93') = 1(mr— (61 + ... +8,)) > .

2 2

Por consiguiente, usando el teorema del valor intermedio existe d, tal que

g(d) =m.
O

Obsérvese que en la prueba del teorema anterior se muestra la existencia
de un circulo de radio D inscrito en P, es decir, que toca todos los lados de
P (véase la Figura 2.13). Nétese también que el teorema anterior, implica
que existe un poligono de n lados con todos sus dngulos rectos si y sélo si
n > 5.

2.3. Cuadrilateros

Una consecuencia directa del Teorema 2.2.3 es la existencia de un cuadri-
lateroen A con dngulos 7/2,7/2,7/2,6 siysélosi 0 <80 < w/2 (véase la
Figura 2.14). A este cuadrildtero se le llama cuadirldtero Lambert. En este
capitulo analizaremos el cuadrilatero Lambert y la relacién que hay entre sus
lados opuestos y #, asi como lados adyacentes y 6. Usaremos los siguientes
resultados para el estudio de este cuadrildtero.
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Figura 2.14: Cuadrildtero Lambert

Proposicién 2.3.1 Sean L,,L, € H? dos geodésicas disjuntas, entonces
eziste una tnica geodésica L € H? ortogonal a Ly y L.

DEMOSTRACION. Utilizando transformaciones en PSL(2,R) y la funcién
—Z, se puede suponer que L; es el eje imaginario positivoy L, = S(a,r),
a > r (véase la figura 2.15). Como se pide que la geodésica L sea ortogonal
a Ly y L, entonces su centro estd en el origen, por lo que L= S(0,R) y
R? = a? — r2. La unicidad es inmediata ya que Ly estd determinada por

los valores fijos 7 y a.
a

Ly

Figura 2.15: Geodésicas L, L, y Ls
Se define la distancia de un punto z € H? a la geodésica L € H? como
p(a, L) = inf{p(zw)|w € L}.
Mostramos que si L es el eje imaginario positivo

inf{p(z,w)|w € L} = p(z,i|2]), (2.7)
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z=1x+1y (véase la Figura 2.16). Se sigue del Teorema 2.1.1 que

2+ y—t) 2+ +8
2yt 2yt

IZI(IZI t) |2|
=Sy Y s B
2y \t 2|/ " ¥y

Nétese que la igualdad se cumple si y sélo si t = |z|, ya que para toda |z|
se tiene que

cosh p(z,it) =1+ i

Figura 2.16: Distancia de z a una geodésica L

De (2.7) se sigue que la distancia mas corta de un punto z € H?> a
una geodésica L, es el segmento de geodésica L' que contiene a z y es
ortogonal a L. Una aplicacién de esta propiedad es la siguiente proposicion

Proposicién 2.3.2 Sean z € H> y L € H? como en la figura 2.16.
Entonces

1
cos @

i) cosh p(z,L) = -
ii) senh p(z,L) = tan 6;
DEMOSTRACION. Para probar i) se sigue de (2.7) que

: 2+ y—la)? _ o _ 1
cosh p(z, L) = cosh p(z,i|z]) =1+ iy el
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Finalmente para demostrar i), utilizamos i)

1—cos® 6

senh?® p(z, L) = cosh® p(z,L) — 1 = b tan?.
O
L
T
> LI >

Figura 2.17: cosh p(z,L)cos § = 1

Se sigue del hecho de que PSL(2,R) es un grupo de isometrias con-
forme que es transitivo en geodésicas, que la Proposicién 2.3.2 se cumple para
cualquier geodésica (véase la Figura 2.17). Exhibimos ahora otra férmula de
la distancia de un punto a una geodésica cuando ésta es un circulo

—r

Figura 2.18: Distancia de z a una geodésica L

Teorema 2.3.3 Sean z € H? y L la geodésica {w € ]H[2||w] =r}

Entonces

22 — r*

senh p(z,L) = ST
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DEMOSTRACION. Consideramos primero el caso |z| <7. Sea L; el circulo
que pasa por —r,7 y 2z, y 0 el dngulo que forman L, y L. Si —ic es
el centro del circulo L, y R su radio, se tiene entonces

c=rtan@® y R=r/cos@
(véase la Figura 2.18). Por lo que L; esd definida por la ecuacién

|z +ir tan 8)* = r%/cos® 6,
esto es
z? + 4y + 2ry tan 0 + r? tan® 6 = r?/cos’ 6,
|z)? cos® 0 + 2ry cos® 0 tan 6 + 1% sen® § — r? = 0.

Por consiguiente

cos® 8(|z|* — %) + 2ry cos®  tan § = 0

re _— ]zlz
2ry

Analizamos ahora el caso |z| > r, se calcula la ecuacién del circulo Lg
que pasa por —r, T y 2. Se tiene ahora

tan 0 =

c=rtan 0

y
R=r/cos 6

(véase la Figura 2.19). De esta manera la ecuacién del circulo L, estd dada
por

|z —ir tan | = r*/cos® 6.
Desarrollando de la misma manera que en el caso anterior se tiene que

2|2 - r?

2ry

tan 8 =

Finalmente usando la Proposicién 2.3.2, ii) se sigue el teorema.
O

Nétese que el Teorema 2.3.3 se generaliza facilmente para geodésicas de
la forma {z € H?||z —a| = r}. Ahora, se define la distancia entre dos
geodésicas disjuntas
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Figura 2.19: Distancia de z a una geodésica L

Definicién 12 Sean L, y Lo dos geodésicas disjuntas se define la distancia
entre ellas como

p(L1, La) = inf{p(z,w)|z € L1, w € Ly}.

El siguiente resultado muestra que la distancia entre dos geodésicas es la
longitud hiperbélica del segmento de geodésica ortogonal a ambas.

Proposicién 2.3.4 Sean L, y L, dos geodésicas disjuntas, entonces la
distancia p(Ly,L;) estd dada por p(u,v), donde u € Ly, v € Ly y el
segmento [u,v] corta ortogonalmente a L, y L.

DEMOSTRACION. Usando transformaciones en PSL(2,R), se puede suponer
que la geodésica L ortogonala L, y L, es el eje imaginario positivo (véase
la Figura 2.20). Utilizando el Teorema 2.3.3 se cumple que para toda z en

Ly, vy w en Ly, 2=z + 1y, se tiene
¥l R2 — 12

2rR

senh p(z,w) > senh p(z, Ly) = | Il

T 2 | | = senh p(ir,iR).

a

Otra demostracién de la Proposicién 2.3.4 es utilizando la observacién
que aparece después del Teorema 2.1.4. Esto se sigue ya que para cada par
de puntos z € Ly y w € Lj, si [z,w] no corta ortogonalmente a Lo,
entonces existe z’' € Lj, tal que [w,2'] esortogonala Ly y

plz,w) > p(z,w')
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Figura 2.20: Distancia de L; a Lo

(véase la Figura 2.20). También, si [z,w]| no corta ortogonalmente a L,
entonces existe w' € L,, tal que p(z',w') > p(z/,w) etcétera. Se sigue
de las observaciones anteriores que el \inico segmento de geodésica que mini-
miza la distancia hiperbdlica de L, y L;, es aquél que es ortogonal a
ambas geodésicas. A continuacién probamos dos lemas que se necesitan para
establecer el resultado principal sobre cuadrildteros.

Lema 2.3.5 Sea L una geodésica en A con centro euclidiano zy vy radio
r, y w el punto en L mds cercano al origen. Entonces

IZoI.

senh p(0,w) = ;1: y cosh p(0,w) = e

Figura 2.21: Paralelismo en T

DEMOSTRACION. Dada L ortogonal a A se tiene

lw|=|2| =7 y |2/*=r*+1
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(véase la Figura 2.21). Usando el Teorema 2.1.2 se sigue que

: wl?
2 g =
senh 2p(w, 0) T—|up
y . .
h? = =
entonces
senh p(w,0) = 2senh %p(w, 0)cosh %p(w, 0)= ToTom EITzLP'
Finalmente
2(|2o| = 7) 2(|zo| = 1)
h Q)= =
senh p(w,0) 1—|zg—=71]2 1-=712— |22+ 2|z|r
_ _jzml-n) _1
=2r2 4 2lzlr T
' 2 |zf?
1 147 2o
2 = f— .
cosh? p(w,0) = 5 +1=——="3-.

O
Otra demostracién del Lema 2.3.5 se sigue aplicando el paralelismo (Teo-
rema 2.1.3) en el tridngulo determinado por 0, w y T; obteniéndose
cosh p(0,w)sen a =1
(véase la Figura 2.21). Como sen a =r/|z), se tiene

cosh p(0,w) = |j_—°|

2 o =
senh® p(0,w) = —-—-1= ot

Lema 2.3.6 Sean L, y L, geodésicas en H?, entonces el producto
inversivo (Ly,Ls) es

cosh p(Ly,Ls), 1, cos 0;

conforme a que L, y L, sean disjuntas, paralelas o se intersecten en un
dngulo 6, 0<0 < w/2.
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DEMOSTRACION. Si L; y L, son disjuntas, usando el Teorema 1.10 se
puede suponer que Ly ={z€H? | |z| =1} y Ly ={z € H? | |2| = R},
respectivamente (véase la Figura 2.20). Se sigue de la relacién (1.10) que

(L1, Ly) = =50

Por otro lado

|IR—r]* RZ4r?
2Rr ~ 2Rr

Finalmente, si L, y L, se intersectan o son paralelas el resultado se
sigue de las Proposiciones 1.5.1 y 1.5.7.

cosh ,O(LI, Lg) =1+

O
Ahora, aplicamos los Lemas 2.3.5 y 2.3.6 en el siguiente teorema.

Teorema 2.3.7 Sea el cuadrildtero de Lambert determinado por ay, ag, by, by
y 0, como en la Figura 2.14. Entonces

(i) senh a, senh ay = cos 6;
(ii) cosh ay = cosh by sen 6.

DEMOSTRACION. Probamos primero (i). Sin perder generalidad, se puede
suponer que a; y ap estan en los ejes real e imaginario positivo (véase la
Figura 2.14). Obsérvese que las geodésicas Ly = {2 € A | |z—u| =71} ¥
L={z€ A| |z—iv| = R} contienena b, y b, respectivamente. Se
sigue del Lema 2.3.5 que

1
senh a; senh ay = R

Por otro lado, usando el Lema 2.3.6 se obtiene
(L1, Lg) = cos 0
y de la relacién (1.10), se tiene que

PP+ R —|lu—w]}| |PP+RP-u?—0? 1

(L1, L) = 2Rr 2Rr Rr’

puesto que u?=1+ry v?=1+ R2
Para probar (ii), se puede suponer, sin perder generalidad, que el vértice
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con dngulo @ esté en el origen y que el lado cuya longitud hiperbélica es
by esté contenido en el eje z (véase la Figura 2.22). Sea L, el circulo
que contiene a la geodésica cuya longitud hiperbdlica es as, denotamos
a su centro euclidiano por te y su radio por r. Ahora, se refleja este
cuadrildtero de Lambert sobre el eje z, obteniendose dos cuadrilateros de

Lambert que forman un pentdgono; si Ly es el circulo reflejado de L;, su
—if

centro euclidiano es te™ y suradio r (véase la Figura 2.22).

Figura 2.22: Cuadrildtero Lambert

Como L, y L, no se intersectan, se sigue del Lema 2.3.6 que
(Ly, Ly) = cosh 2a,, (2.8)

y también que
|te® — te®| > 2r

Por otra parte, usando la relacién (1.10) se tiene

te® —te=?|2 — 2r%| 2t%sen?® § — r? £
(L11L2)= 2T2| = = =2 ﬁ Sen29—l.

Finalmente, se sigue del Lema 2.3.5 y la relacién (2.8) que

2cosh? b, sen® 8 — 1 = cosh 2a,
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es decir
__cosh 2a; +1

2

cosh? by sen® @ = cosh? a,.

O
Nétese que si rotamos el cuadrildtero, de tal manera que la geodésica cuya
longitud hiperbdlica es b, esté contenida en el eje real, la misma prueba
muestra que
cosh ay = cosh by sen 0.

Esto es, el cociente de los cosenos hiperbdlicos de las longitudes de lados
opuestos en el cuadrilitero de Lambert es constante (sen 8 o 1/sen 0).
Esta propiedad de proporcionalidad la cumplen todos estos cuadrilateros de
Lambert.

2.4. Pentagonos

En este capitulo examinaremos los pentdgonos con cuatro dngulos rectos.
Claramente dos cuadrildteros de Lambert forman un pentidgono como en
la Figura 2.22, sin embargo, cualquier pentdgono no es necesariamente la
reflexién de dos cuadrildteros de Lambert (véase la Figura 2.23).

Figura 2.23: Pentdgono hiperbélico

El Teorema 2.2.3 garantiza la existencia de un pentidgono P con cuatro
angulos rectos y un dngulo 6 € [0,7). Para este pentdgono P se puede
construir una geodésica que surga del vértice con dngulo € y que corta
ortogonalmente al lado opuesto (véase la Figura 2.23). Se afirma que dicho
segmento de geodésica estd contenido en el interior del pentdgono. Para pro-
bar esto denotamos por L. el segmento de geodésica que tiene longitud
hiperbélica z, y nos referimos a la notacién del pentdgono descrito en la
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Figura 2.23. Se puede suponer que L, es el eje imaginario, por lo que L,
y L. son geodésicas concéntricas. También, sin perder generalidad, L, y
L. aparecen como en la Figura 2.24. Como L, corta a L. ortogonalmente,
el segmento L, estd en el exterior del circulo que determina L., en caso
contrario P no seria convexo. Como L. es ortogonal a L,, entonces,
también por convexidad L. estd en el interior del circulo determinado por
L,. Por consiguiente la interseccion de L. y L4 ocurre entre las geodésicas
determinadas por L, y L., y claramente hay una geodésica L; ortogonal
a L, en el interior del pentdgono (véase la Figura 2.24).

Figura 2.24: Pent4gono hiperbdlico

Nétese que el segmento L; de la Figura 2.23, subdivide el dngulo @
en 6, y B, yelsegmento L, sesubdivide en dos segmentos de longitud
hiperbélica b, y bs.

Teorema 2.4.1 Sea P wun pentagono como en la Figura 2.23. Entonces se
cumple

(i) cosh a cosh ¢+ cos 8 = senh a cosh b senh c,

(ii) Si @ =n/2, entonces
tanh a cosh b tanh ¢ =1; (2.9)
senh a senh b = cosh d. (2.10)

DEMOSTRACION. Para probar (i) nétese que se sigue del Teorema 2.3.7 las

siguientes relaciones
cosh a = cosh f sen 6, (2.11)

cosh ¢ = cosh f sen 6y, (2.12)
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senh a senh by = cos 6, (2.13)
senh ¢ senh by = cos 0,. (2.14)
Usando (2.11) y (2.12) se tiene

cosh a sen 0y — cosh ¢ sen 6, =0 (2.15)

para simplificar la prueba denotaremos a cosh r como c¢(z) y senh z por
5(z). Ahora, desarrollemos la siguiente indentidad

[e(a)c(c) — sen 8, sen 65)*.
Usando la relacién (2.15), se tiene
[c(a)c(c)—sen B; sen B5]* = [c(a)c(c)—sen 6; sen 8] —[c(a) sen 2—c(c) sen 6]
= c*(a)c?(c) + sen? 6, sen® B, — c*(a) sen® B, — c?(c) sen® 6,
= c*(c)[c*(a) — sen® 6;] — sen® b[c*(a) — sen® 6]
= [c*(a) — sen? 6;][c*(c) — sen? 6y
= [s*(a) + 1 — sen? 6,](s*(a) + 1 — sen? 6,

= [s%(a) + cos® 61][s*(c) + cos® 6y].

Aplicando las relaciones (2.13) y (2.14) se tiene que
e(a)e(c) — sen 6y sen 87 = [5%(a) + s2(a)s*(ba)][s%(c) + s2(c)s%(by)]

= 5%(a)s*(c)c* (b2)c* (),

por lo que
c(a)e(c) — sen 6 sen 6, = s(a)s(c)e(by)c(b2). (2.16)

Por otro lado
c(a) ¢(c) + cos 6 = c(a) c(c) + cos(6, + 62)

= c(a) c(c) — sen 6, sen 03 + cos 6, cos 63,
Finalmente usando las relaciones (2.13), (2.14) y (2.16) se sigue (3).

c(a) c(c) + cos 0 = s(a) s(c) c(by) c(bz) + s(a) s(b1) s(c) s(b2)
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= s(a) s(c) [e(br) c(b2) + s(b1) s(b2)] = s(a) s(c) c(by + b)
= s(a) c(b) s(c).
Para probar (i) sustituimos # = /2 en (i) obteniéndose

cosh a cosh ¢ = senh a cosh b senh ¢

Y
tanh a cosh b tanh c =1

(véase la Figura 2.25). Ahora, aplicando (2.9) tres veces (ciclicamente), se
tiene

(1) tanh a cosh b tanh ¢ = 1,
(2) tanh c cosh d tanh e = 1;
(3) tanh e cosh a tanh b= 1.

Figura 2.25: tanh a cosh b tanh c =1

Dividiendo a la identidad (2), la identidad (3), se tiene

tanh c coshd
tanh bcosha

Finalmente, se sigue de la identidad (1) que

tanh ¢ cosh d

—_ = h b tanh ¢,
i b ooeh tanh a cos anh ¢

por lo cual

cosh d = tanh a cosh b tanh b cosh a = senh a senh b.
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Figura 2.26: Hexdgono hiperbélico

2.5. Hexagonos

En este capitulo estudiaremos a los hexdgonos con seis dngulos rectos. La
existencia de estos hexdgonos la garantiza el Teorema 2.2.3. Probamos primero
que dado un hexdgono E como en la Figura 2.26, se tiene que geodésicas
“opuestas” son disjuntas. Para probar esto trazamos una geodésica L que
une el vértice Ly, N Ly, con el vértice Ly, N Lo, (véase la Figura 2.26). Si
usamos el modelo H? podemos suponer que la geodésica determinada por
L,, es el eje imaginario, y la geodésica determinada por L;, es concéntrica
al origen y corta a la recta real en un punto a. Ahora, como necesariamente
Loy y La, son disjuntas, se sigue que Lo, intersecta a la recta real en
un punto A, tal que 0 < 8 < a (véase la Figura 2.27). Por consiguiente
cualquier geodésica que pase por la interseccion de Ly, y L,, corta la recta
real en un punto en (f3,a), porloque L esdisjunta a L, . Analogamente,
Ly, y L son disjuntas. Es claro entonces por conexidad que L., y Ls,
son también disjuntas. Lo cual prueba la existencia de una ortogonal comiin
que denotaremos por L, (véase la Figura 2.27).

Figura 2.27: Geodésica L
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Se afirma también que la geodésica L, corta el interior del hexdgono E,
como en la Figura 2.27. Para mostrar esto se traza una geodésica que une el
vértice L,,NLy, con el vértice Lo, NLp, yotra geodésica que une L, MLy,
y Ls, N Lg,. A la primera geodésica la denotamos por L, y a la segunda
por L; (véase la Figura 2.28).

Figura 2.28: Cuadrildtero @

De esta manera se forma un cuadrilitero @ en el interior de H. Noétese
que los dngulos internos de este cuadrildtero son todos menores a 7 /2. Fi-
nalmente, si la geodésica L, no intersectaa Lg, y Lp, como en la Figura
2.27, se tendria una contradiccién al Teorema 2.2.3. Esto se sigue, ya que si
por ejemplo, L, intersecta L,, “fuera” del hexdgono existiria un tridngulo
con un angulo recto y un dngulo obtuso, o si L, intersecta tanto L,, como
Ly, “fuera” del hexdgono, existiria un cuadrildtero con dos dngulos rectos y
dos dngulos obtusos (véase la Figura 2.29).

508

Ly Ly

L,
Figura 2.29: Geodésica L

El siguiente resultado exhibe una propiedad de proporcionalidad en los
lados opuestos de un hexdgono.
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Teorema 2.5.1 Sea P wun hexdgono como en la figura 2.26, entonces

senh a;  senh a;  senh a3
senh by senh by,  senh bs’

DEMOSTRACION. Se sigue del Teorema 2.4.1 que
senh by senh az = cosh b= senh ay senh bs.

Por simetria, existe otra geodésica de longitud & comun a L,, y Lp,, tal
que
senh by senh a; = cosh b’ = senh ay senh b.

El resultado se sigue entonces de las observaciones anteriores.
a

Para concluir esta tesis se prueba un teorema que dice que las longitudes
de todos los lados de un hexdgono hiperbdlico, con seis 4ngulos rectos, estan
determinadas por cualesquiera tres lados no consecutivos.

Teorema 2.5.2 Sea P un hezdgono como en la Figura 2.26, entonces
cosh by senh ay senh az = cosh a; + cosh as cosh as.

DEMOSTRACION. Nos referimos a la Figura 2.26 y denotamos cosh z = ¢(z)
y senh z = s(z). La idea de la prueba es usar un resultado para Pentagonos
(Teorema 2.4.1), para intercambiar las cantidades en b, (z y y) por las
cantidades en a; (u y v).

Paso 1 Usaremos las siguientes identidades del pentdgono (Teorema 2.4.1)

s(z) s(az) = c(u), (2.17)
s(y) s(as) = c(v), (2.18)
s(u) s(b) = c(as), (2.19)
5(v) s(b) = c(a3). (2.20)

Paso 2 Aqui se intercambia la informacién de un producto que est4 en térmi-
nos de r y a; por una suma en términos de u y as, andlogamente para
y y v. De la relacién (2.17) se tiene

s*(z) 8*(az) = (c*(z) — 1)s*(a2)
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= c*(z) s*(as) — s*(az) = c*(u)

i 4

c*(z) s*(az) = s*(az) + ¢*(u). (2:21)
Anilogamente de la relacién (2.18) se sigue que

c*(y) s*(as) = s%(as) + *(v). (2.22)

Paso 3 También se necesita probar la siguiente identidad trigonométrica ya
que ordena la informacién de a; y a3 por unladoy de u y v por otro.

[c*(a2) + *(u)][¢*(as) + s*(v)] = [e(az) c(as) + s(u) s(v)]? (2.23)
Esto se sigue usando las relaciones (2.19) y (2.20), ya que
[c*(az) + s*(u)][c*(as) + s°(v)] = [5*(u) s*(b) + s*(w)][s*(v) 5°(b) + 5%(v)]
= [s(u) s(v) (s*(b) + 1)]2 = [s(u) s(v) s%(b) + s(u) s(v))?
= [e(as) c(as) + s(u) s(v)]*.

Con esta informacién la prueba se desarrolla fluidamente.
Paso 4

c(br) s(az) s(as) = c(z +y) s(az) s(as)
le(z) e(y)+s(z) s(y)] s(az) s(as) = c(z) s(az) c(y) s(as)+s(z) s(y) s(az) s(as),
como se quiere remplazar z,y por u,v usando las relaciones (2.17) y (2.18),
se tiene

c(b1) s(az) s(as) = [c(z) s(az2)][c(y) s(as)] + c(u) ¢(v).
En este momento se ve la necesidad del Paso 2, esto es, (2.21) y (2.22)
c(b1) s(az) s(as) = [s*(az) + *(u)]"/*[s*(as) + c*(v)]"/* + c(u) c(v)
= [c*(as) — 1 + A(u)]?[c*(as) — 1 + *(v)]*/% + c(u) c(v)
= [*(ag) + s*(w)]/?[c*(a3) + 5*()]Y/% + c(u) c(v).
Finalmente aqui se constata la utilidad del Paso 3, usando (2.23), se obtiene
c(b1) s(az) s(as) = c(az) c(as) + s(u) s(v) + c(u) c(v)
= c(ag) c(as) + c(u+v) = c(az) c(as) + c(ay)-
ad

Nétese la peculiaridad de la geometria hiperbdlica en contraste con la
Euclidiana donde un poligono convexo con 4 angulos rectos es necesariamente

un rectangulo.
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