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Introducción 

En las últimas décadas la geometría hiperbólica ha sido objeto de múlti
ples estudios, desde diferentes puntos de vista. Es notable su importancia 
en muchas de las ramas de las matemáticas, en particular en la topología 
3-dimensional (d. [8]). 

En esta tesis se estudia primero el grupo general de M6bius actuando 
en Rn. Se prueba que las funciones de este grupo son continuas con la 
métrica cordal. Se muestra también que estas funciones son conformes y que 
preservan la familia de esferas y planos. Posteriormente se hace un análi
sis detallado del elegante producto inversivo que incluye las interpretaciones 
geométricas. Algunos de estos resultados se usan posteriormente en el estudio 
de los Polígonos. 

La médula de esta tesis son los resultados que describen la existencia 
de polígonos convexos con determinados ángulos (Teorema 2.2.1 y Teorema 
2.2.3) . Estos resultados, junto con la trigonometría básica de los triángu
los hiperbólicos permiten probar importantes resultados sobre Cuadriláteros, 
Pentágonos y Hexágonos (Teorema 2.3.7, Teorema 2.4.1 y Teorema 2.5.2) . 
En estos teoremas el resultado sobre Hexágonos (Teorema 2.5.2) se basa 
en el resultado para Pentágonos (Teorema 2.4.1) y este a su vez en el de 
Cuadriláteros (Teorema 2.3.7) . 

Aunque no se prueba a detalle todos los resultados básicos de la geometría 
hiperbólica que se usa en el texto, sí se demuestran los hechos que no son el
ementales, por ejemplo, el teorema de Pitágoras hiperbólico (Teorema 2.1.4), 
o la fórmula de la distancia de un punto a una geodésica (Teorema 2.3.3). 
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Capítulo 1 

Funciones de Mobius en ]Rn. 

1.1. Proyección Estereográfica 

Primero encajamos lRl'I en IRn+l de manera natural, es decir, dada 

se le asocia x = (Xl, X2, ... , Xn, O) E lRn+l. Queremos identificar los puntos de 
IR.n con los de la esfera unitaria en JR.n+1 . 

, , 

e"., 

7t(!) 

~ ------ ---~--

I 
I 

Figura 1.1: La proyección estereográfica 

Para esto proyectamos desde en+l = (O, ...• O, 1) E §n a X, para encontrar 
el punto de intersección en la esfera, si denotamos a este punto por rr(x), 
analíticamente se tiene (véase la Figura 1.1) 

~(x) ~ x + t(""+1 - x) , 

1 
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donde 

por lo que 

1~(x)I' ~ 1, 

(x +t(""+1 - x»· (x + t(en+1 - x)) ~ 1 

Ixl' - 2tlxl' + t'(1 + Ixl') ~ 1 
(1 + Ixl')t' - 21xl't + Ixl' - 1 ~ O. 

Resolviendo la ecuación cuadrática, se tiene 

t ~ ",21",xl,-' =±...,V",4",lx:c-I·-=4;c(!::lx.!...I·----2!.I) ~ Ixl' ± 1 
2(1 + Ixl') Ixl' + l ' 

Si t= l , entonces 7r(:X) = en+!. por lo cual 

Ixl' - 1 
t ~ "'1 x"l '-:-+-;-1 

y 

Ahora, si j<n+ l 

[~(x)J. ~ x. + Ixl' - 1 (-x -) ~ x;lxl' + x; - x;lxl' + x; 
1 1 Ixl' + 1 1 Ixl' + 1 

2x · 
[~(x)J; ~ Ixl' ~ 1 

y 
_ Ixl' - 1 1"1' - 1 

[~(x)Jn+1 ~ Xn+l + Ixl' + 1 (1 - Xn+l) ~ Ixl' + 1 
Por 10 tanto la función buscada 11": IRn t---+ sn - {en+l} está dada por 

( 
2Xl 2X2 2xn Ixl2 - 1) 

~(x) ~ Ixl' + l ' Ixl' + l ' ... , Ixl' + l ' Ixl' + 1 . (1.1) 

Resulta que 11" es una biyección de IRn en sn - {en+l}' Checamos primero 
la ¡nyectividad. 
Si 7r(x) = 1í(Y), entonces 
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esto es 
Ixl2 - 1 lyl2 - 1 

= Ixl2 + 1 lyl2 + 1 . 

Ahora la función 
t 2 - 1 

¡p(t) = -2-' t> O 
t + 1 

es creciente inyectiva, ya que 

'(t) = 2t(t
2 + 1) - 2t(t

2 + 1) = 4t > O 
¡p (t2+1)2 (t2+1)' 

por lo tanto Ixl = Iyl. Por consiguiente, como [7r(x)]i = [7r(Y)]i' se tiene 

Yi 

y xi = Yi, por lo cual x = y. Por lo tanto 7r es inyectiva. 

3 

Para checar que 7r es suprayectiva en §n - { en+!} basta checar que 7r tiene una 
inversa derecha, es decir, que existe 'lj; : sn - { en+ l} ~ ]Rn, tal que 7ro'lj; = Id. 

Figura 1.2: Proyección estereográfica 

Para construir 'lj; si y es un punto en la esfera, trazando la recta por este 
punto Y en+!, se busca la intersección de esta recta con ]Rn, que denotamos 
por 'lj;(y), (véase la Figura 1.2). 

Escribiendo 
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se debe cumplir, 

es decir, 

por lo cual 

y 

.p(y). eo .. ~ 0, 

(Cn+l + t(y - e..+l))· e,...+i = 1 + tYn+1 - t = 0, 

1 
t ~ .,---''----

1 - Yn+l 

I 
.p(y) ~ eo" + -;-I --(y - eo+l)' 

Yn+! 

Por lo tanto la función 1/J : sn - {en+ I} ........... lRn está dada por 

y 

( )( Yl y, Yo) YI,Y2,···,y,... ---+ , , ... , . 
1 Yn+1 1 Yn+l 1 Yn+! 

Finalmente calculamos 7r1/J. 

1~(.p(y))J; ~ 1I 1 Yn+l 

Y l' + I yn+ 1 

2y;(1 - Yo") 

JyJ' + (1 - Yo+l)' 

1~(.p(y))1 ~ J.p(y)J' - I ~ (1 - Yo+l)' - I 
0+1 J.p(y)J' + I _",Jy.!...J'~ 

JyJ' 

-;-: +1 
(1 - Yo")' 

Por lo cual 11' o 1/1 = Id. 

(1.2) 

Obsérvese también que se sigue de la biyectividad de 11', que también se 
tiene 1/J o 1f = Id. 
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Es conveniente incluir al 00 en el estudio de las transformaciones de 
Mobius, se denota in al conjunto 

IR" U {oo}. 

De esta manera se tiene una biyección de §" en in, asociando el polo 
norte en+1 a oo. 

1.2. Reflexiones 

Una esfera en IR" está definida por la siguiente ecuación: 

{xE IR" Ilxl = r}, 

denotamos a esta esfera por Sea, r). 

Se quiere definir la inversión o reflexión en la esfera Sea, r), para esto da
da x i= a. x E llt'\ se proyecta desde a, obteniéndose la ecuación (véase la 
F igura 1.3) 

It(x - a)llx - al = r', 
r' 

por lo que t = 1 l' x-a 

• 

Figura 1.3: Inversión de la esfera. 

Esto motiva la siguiente definición. 

Definición 1 Sea S~, r) un~ esfera en IR"', se define la reflexión en Sea, r) 
como la función tjJ: IR" ----t lRn dada por 

{ 
a+rt=-;;, 

x-+ 

00, 

si x=fa. 

si x=a. 
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En particular si a = O y T = 1 se obtiene 

x 
~(x) = Ixl" 

denotamos 
• x 

x = Ixl" 

Proposición 1.2.1 Sea T(x) = x + a, W(x) = x· y H(x) = TX, entonces la 
reflexión en la en la esfera 8(a, r) está dada por 

D EMOSTRACIÓN. 

TH,pW'T-'(x) = TH,pW '(x _ a) = TH,p (x ~ a) 

-TH -T- -T T'(x-a) 

( 

x-a ) - I~I' - (Ix al') 

,(x - a) 
= a + T Ix al2 

Obsérvese que si rP es la reflexión en 8(0, r), entonces 

~(x) = x = x E S(a,T), 

Esto se sigue, ya que 
,(x - a) 

x = a + T 1 l' x-a 

si y sólo si 
,(x - a) 

(x-a)=T I l' x-a 

si y sólo si 

o 
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Ta.mbién 4> es una involución, esto es, 4> o 4> = Id. Usando la Proposición 
1.2. 1 basta checar que si 4>(x) = x· , entonces 4>04> = Id . lo cual es inmediato, 
ya que 

X 

Ixl' 

II~,I' = x 

Definimos ahora los planos en IR.n, Un plano en IRn está definido por la 
siguiente ecuación 

{x E IR' Ix, a = tl U {oo l, a '" 0, a E IR'. 

Se puede suponer sin perder generalidad que lal = 1. Denotamos al plano por 
P(a,t). Como el punto ta E P(a,t) y dado w E P(a,t), w =f at, se obtiene 
un triángulo rectángulo con vért ices 0, at, w (véase la Figura 1.4) se sigue 
del teorema de Pitágoras que es el punto más cercano al origen del plano. 

t. 

w 

Figura 1.4: Distancia. al plano. 

Se quiere definir la reflexión 4> en P(a,t), para esto se pide que el punto 
medio de x y 4>(x) esté en P(a, t), (véase la Figura 1.5), donde ¡p(x) es de la 
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forma. 
~(x) = x+ma, 

donde m E lR, entonces 

(x+x+ma) P( ) 
2 E a,t, 

esto es 
1 
2(2x + ma)· a = t, 

por lo cual 
m=2(t-x·a). 

a 

• -+- 91(') 

Figura. 1.5: Reflexión del plano 

Esto motiva la siguiente definición. 

Definición 2 Sea P(a,t) un plano en IRn, se define la reflexión en P(a,t) 
como la función <p: in --+ in dada por 

{ 

~(x)=x+2(t-x·a)a, 
~(x) = 

00, 

En particular si t = 0, se obtiene 

~(x) = x - 2(x· ala. 

si x t- oo. 

si x = oo. 

Proposición 1.2.2 Sean T(x) = x + ta y l/J(x) = x - 2(x' 0)0, entonces la 
reflexión en el plano P(a,t} está dada por 
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DEMOSTRACiÓN. 

T 1/J r-'(x) = T 1/J(x - tal = T( X - ta - 2((x - ta)· a)a) 

= x - ta - 2(x· a - ta· a)a + ta 

=x-2(x·a-t)a 

Observese que si 4> es la reflexión en P(a, t), entOnCes 

~(x) = x <=> x E P(a,t) 

Esto se sigue ya que 
x = x - 2(x· a - t)a 

si y sólo si 
O=x-a-t. 

9 

o 

La función 4> también es una involución. Para probar esto se sigue de la 
Proposición 1.2.2, ya que por lo anterior basta probar este hecho para planos 
por el origen. Para esto sea 4>(x) = x - 2(x· ala, entonces 

~ (~(x)) = ~(x) - 2(~(x)' ala 

= x - 2(x· ala - 2 [(x - 2(x· a)a)· al a 

= x - 2(x· ala - 2(x· ala + 4(x· ala 

=x 

Es importante mencionar que si 4> es una refiexión sobre un plano por el 
origen, entonces 4> es lineal y ortogonal. La función 4> es lineal, ya que por 
una parte 

y también 

~(.\x) =.\x - 2(.\x· ala = .\~(x) 

~(x + y) = x + y - 2((x + y). a))a 

= ~(x) + ~(y). 
Es función 4> y además es ortogonal, puesto que 

1~(x)12 = (x - 2(x. ala) . (x - 2(x· ala) 
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= Ixl' - 2(x· al(x· al - 2(x · al(x· al + 4(x· a)(x· ala · a 

= Ixl' 
El siguiente resultado muestra que la proyección estereográfica 7r, es la 

restricción de una reflexión en una esfera. 

Proposición 1.2.3 Sea rp la reflexión en S(en+lt /2) y 7l" la proyección es· 
tereográfica definida en (1.1), entonces si: 

x = (x,Ql E IR' 

se tiene 
1'(xl = ~(xl· 

DEMOSTRACIÓN. Esto se sigue directo de la ecuación (1.1) ya que como 

se tiene que si j < n+ 1 

ysi j= n+ l 
_ Ixl' + 1 - 2 Ixl' - 1 

[1'(xll,+< = Ixl' + 1 = Ixl' + 1· 

o 
Obsérvese que como tP es una involución x = <f,¡orp(x) = q,01J"(x), entonces 

¡plsn es precisamente la función inversa t/J definida en (1.2) . El siguiente 
resultado exhibe la distorsión de las distancias bajo una reflexión en una 
esfera. 

Teorema 1.2.4 Sea 4> la reflexión en S(a, r), entonces 

,' Ix - yl 
11'(xl - 1'(Yll = Ix _ ally - al 
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DEMOSTRACIÓN. Sea 
<J;(x) = a + r2(x - a)*, 

entonces 

1<J;(x) - <J;(y) 12 = la + r2(x - a)* - a - r2(y - a)*1 2 

= r41(x - a)* - (y - a)*12 

= r 4 [((x - a)* - (y - a)*) . ((x - a)* - (y - a)*)] 

= r4(I(x - a)*1 2 + I(y - a)*12 - 2(x - a)*(y - a)*) 

4( 1 1 2(x-a)(y-a)) 
= r Ix _ al 2 + Iy - al 2 - Ix - al 21y - al 2 

= r 4 ex - al 2 - 2(x - a)(y - a) + Iy - a12) 
Ix - al 21y - al 2 

= r
4 

[((x-a)-(y-a)).((x-a).(y-a))] Ix - al 2 1y - al 2 

r 4 r41x _ yl2 
Ix - al 21y - al 2 [(x - y) . (x - y)] = Ix _ al 21y _ al2 

O 

1.3. Métrica Cordal 

Ahora queremos mostrar la continuidad de las reflexiones en planos y 
esferas, para esto se necesita definir una métrica en in. 

Definición 3 La métrica cordal en in está definida por 

17l'(x) - 7l'(y) I , 

donde 7l' es la función definida en (1.1) 

Se puede dar una fórmula explícita de esta métrica. Se denota por dc(x, y) 
a la distancia cordal de x a y en in. 



12 CAPÍTULO 1. FUNCIONES DE MOB/US EN IItN 

Proposición 1.3.1 La métrica cordal está dada por 

de(x, y) = 

DEMOSTRACIÓN. 

Caso 1: x,y E IR"'. 

21x -yl 
J I + Ixl'jl + Iyl' ' 

2 

JI + Ixl" 

si x,y E in. 

si y = oo. 

Como 1T(X) = tjJ(x), donde tP es la reflexión en S(en+l' V2), se sigue de 
la P roposici6n 1.2.3 que 

d(x ) -I~(x) _ ~( )1_ 21x -yl 
,y - ~ ~ y - jlxl' + 1 jlyl' + 1 

Caso 2: y = oo. 
Se tiene que 1I"(Y) = e..+l , por lo que basta probar que 

4 
(n(x) - "".,) . (n(x) - ""+,) = 1 + Ixl" 

esto se sigue ya que 

1
2(x - e • .,) l' 4 

= I(x ",,+.1' = "Ix,--'",,-+-,"I' 
4 

1 + Ixl' 
o 

Observese que la Métrica Cordal es efectivamente una métrica ya que 
la esfera 8(0, 1) hereda la métrica de IRn+l. El siguiente resultado muestra 
que las métricas euclidianas y cordal definen la misma topología en IR"', es 
decir, definen los mismos abiertos. 

Teorema 1.3.2 Sea J : lIt"' --+ IRn, entonces f es continua con la métrica 
cordal si y sólo si es continua con la métrica euclideana. 
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DEMOSTRACiÓN. Basta probar que la función identidad 

Id: lR~ ---+ IRC, 

es un homeomorfismo, donde RE denota IRn provista de la métrica euclid
eana y Re con la cordal. 

Sea In , n E N, una sucesión en IRn, tal que In -4 X en Re. como la 
función Jr definida en 1.1 es continua se t iene, cuando n --+ 00 

~(xo) --+ ~(x), 

por lo tanto 
do(x.,x) --+ O. 

Por otra parte, si dc(xn• x) --+ 0, cuando n ---+ 00, se tiene que 

I~(xo) - ~(x)1 --+ O 

y como la función 1/J definida en 1.2 es continua y es la inversa de 7r. se 
tiene que 

Ixo - xl = ItP~(xo) - tP~(x) 1 --+ O. 

o 

Proposición 1.3.3 Sea Xn , n E N, una sucesión en R n, entonces 

DEMOSTRACIÓN. Probamos primero la necesidad, hay que probar que dada 
M > O, existe N E N, tal que si n > N, entonces 

Ixol > M 

Para esto si 
2 

< = :-;.,¡r.¡ ~+=¡'N:IT{, ' 
existe N E N, tal que si n> N, entonces 

2 2 

viI + Ixo l' < '.,¡'"1 +7"fM"" 
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por lo cual 

VI + Ix.l' > vI + M' 
y 

Ix.1 >M. 

Para probar la suficiencia dada e > O (se puede suponer e < 2), sea 

entonces existe N E N tal que si n > N se tiene que 

por lo cual 

y finalmente 

2 
vlx.l' + I > < 

2 
/;=i~CT," < < VI + Ix.l' 

O Con esta nueva herramienta es fácil probar que las reflexiones soo 
autohomeomorfismos de lRn

. 

Proposición 1.3.4 La reflexión <p en la esfera S( a, T) es continua en in. 

DEMOSTRACIÓN. Se sigue de manera inmediata de la. definición 1 que 4> es 
continua en IRfl 

- a, por lo que basta checar la continuidad en a e oo. Para 
probar la continuidad en a, usamos la Proposición 1.3.3 y basta mostrar que 
si X n ----+ a, entonces 14>(xn)1 ---+ 00, cuando n --+ oo. 
Esto último se sigue, cuando n --+ 00, ya que 

I~(x.) - al ~ II~: -~H '" 1~(x.)1 + lal, 

y 

1 
(x. - a) '1 r' 
IXn aj2 r = IXn al --+ 00, 

cuando Xn --+ a. 
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Finalmente, si Xn ~ 00 

d("(x ) "(00)) = 2 1~(x.) - al < 21"(x ) _ al --+ O 
o/ .,0/ v'1 + 1~(x.)'v'1 + lal' - o/ • , 

cuando n -4 00, puesto que 

T' 
I~(x.) - al = I I --+ O, 

x'" -a 

ya que In -4 OO. 

o 
Ahora probamos la continuidad de las reflexiones en planos. 

Proposición 1.3.5 La reflexión 4> en el plano P (a,t} es continua en ROl, 

DEMOSTRACIÓN. Se sigue de manera. inmediata de la definición 2 que si 4> 
es la reflexión en P(a, t), entonces <p es continua en IRn, por lo que basta 
checar la continuidad en oo. Usando la Proposición 1.2.2, basta probar la 
continuidad en reflexiones sobre planos por el origen y t raslaciones. Para esto, 
sea Xn una sucesión, tal que In -400 Y 1/J la reflexión en P(a,O) , por ser 
1jJ ortogonal se sigue la afirmación, ya que 

Finalmente, si T(x) = x + a, sea -b = a, In una sucesión, tal que 

In ---+ 00, 

M E IR.+ y M' = M + Ibf. Se sigue entonces que existe N, tal que si n > N 

Ix.1 > M + Ibl, 

por lo cual 

IT(x.)1 = IXn - bl ~ Ix.I-lbl > M. 

o 
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1.4. Grupo general de Mobius 

Definición 4 Una transformación de Mobius actu.ando en in es una com
posición finita de reflexiones en esferas y planos. 

Se sigue de las Proposiciones 1.3.4 y 1.3.5, que cualquier trasformación 
de Mobius es un homeomorfismo de in en in. Obsérvese que cualquier 
composición finita de M6bius es de M6bius. Además, si 

donde 4>j, j = 1, ... , m, son reflexiones, se tiene que 

es de Mobius. Por consiguiente, estas transformaciones forman un grupo lla
mado grupo general de M6bius, denotado por GM(Rn). Introducimos abora 
el concepto de conformalidad. 

Definición 5 Sea A abierto en IR" y f: A e IR" ---+ IR", diferenciable 
en x E A, se dice que f es conforme en x si Df{x) es un multiplo 
escalar positivo de una matriz ortogonal, cU escalar se le llama el factor de 
conformalidad y se le denota por J..'/(x) o simplemente J.L(x). 

El siguiente resultado muestra como encontrar el factor de conformalidad 
en las funciones conformes. 

Proposición 1 .4.1 Sea A abierto en IR" y f: A e IR" ~ IR" conforme 
en x E A, entonces 

¡ . If(x+h)-f(x)l_ () 
tmh-+O Ih¡ - J.Lt x 

DEMOSTRACIÓN. Obsérvese primero que 

I

II(X + h) - f(xH-,Df(x)h'l < 1 f(x + h) - f(x) - Df(X)hl 
Ihl - Ihl ' 

además, como D f(x) = J.Lt(x) I A, donde A es una matriz ortogonal, se sigue 
que 

l
'f(X + h) - f (x) ,- ,Df(x)h'l ~ I'f(x+ h) - f(x)1 _ I~f(x)l A(h)'1 

Ihl Ihl Ihl 
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= Ilf(X + h) - f(x)1 _ ()I 
Ihl J.Lf x , 

Finalmente, dada é > ° existe 8> 0, tal que si Ihl < 8, entonces 

1 

f(x + h) - f(x) - Df(X)hl 
Ihl < é 

y por lo tanto se sigue de las observaciones anteriores que 

Por consiguiente 

l · Ilf(x+h)-f(x)l_ ()I- O zmh ...... O Ihl J.Lf x - . 

l . If(x+h)-f(x)l_ () 
zmh ...... O Ihl - J.Lf x 

17 

o 
El Teorema 1.2.4 nos permite encontrar el factor de conformalidad en la 

reflexión en la esfera. 

Proposición 1.4.2 Sea </J la reflexión en S(a, r), entonces el factor de 
conformalidad de </J está dado por 

Ix - a1 2 ' 

DEMOSTRACIÓN. Se sigue del Teorema 1.2.4 que 

I</J(x + h) - </J(x) I r 2 

Ihl Ix+h-allx-al' 

por lo cual 
l" I</J(x + h) - </J(x)1 _ r 2 

zmh ...... O Ihl - Ix - a1 2 ' 

o 
Mostraremos ahora que las reflexiones son conformes e invierten la orientación, 
para esto necesitamos la siguiente definición. 

Definición 6 S ea f una función diferenciable y D f (x) i= 0, se dice que f 
preserva la orientación en una vecindad de x, si Det(Df(x)) > 0, y que la 
invierte si Det(Df(x)) < O. 
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El siguiente resultado prueba la conformalidad. 

Teorema 1.4.3 

(i) Sea <p la reflexión en el plano P(a, t), entonces 4> es C<Jnforme en IR.n. 

(ii) Sea 1/J la reflexión en la esfera S(a, r), entonces "" es conforme en 
R"-{a}. 

DEMOSTRAClÓN. Probamos primero (i), se sigue de la Proposición 1.2.2 que 
4> es de la forma 

T/T- I , 

donde T es una traslación y J es la. reflexión en el plano P(a,O). En conse
cuencia 4> es la composición de funciones conformes ya que 

OT(x) = Id 

y f es ortogonal. 

Para probar (ii), sea "" la reflexión en la esfera S(a, r), se sigue de la 
Proposición 1.2.1 que "" es de la forma 

THgH -1T - 1• 

donde T es una traslación, H una homotecia y g(x) = X·, Como la difer
encial de una traslación es la identidad se sigue de la regla de la cadena que 
basta probar que 9 es conforme en IRn 

- {O}. Ahora, la entrada i,j de 
Og(x) está dad. por 

(1.3) 

Por lo que 

Og(x) = Ixl-'(I - 2Q.) (1.4) 

Donde Qz es la matriz cuya entrada i, j está dada por 
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Ahora Q; = Qz , ya que 

[Q' ] En xóx,x,x; xóx; [Q J 
Z iJ = k=1 Ixl4 = Ixl2 = z iJ, 

por consiguiente 1 - 2Q", es ortogonal, puesto que al ser Q", simétrica 

(l - 2Q.)' ~ l - 2Q. 

y 
(I - 2Q.)(I - 2Q.) ~ l - 4Q. + 4Qx ~ l. 

En consecuencia se sigue de (1.4) que 9 es conforme en IR'" - {O}. 
o 

Ahora mostremos que las reflexiones invierten la orientación. 

Teorema 1.4.4 Las reflexiones invierten la orientación. 

DEMOSTRACIÓN. Probamos primero que si <Po es la reflexión en el plano 
P(a,t) en Rn, entooCi!S <p invierte la orientación. Se tiene que 

4>.(x) = x - 2(x. a) - tJa, 

si n = 1, 
4>.(x) = - x + 2ta 

y 
4>: (x ) =- 1. 

Para el caso general se fija x y se considera la función de sn en {l . -l} 
definida por 

a r--+ Det(D4>. (x)). (1.5) 

Ahora, la entrada i,j de D<Po{x) está dada por 

6ij - 2aj~, 

por lo que la función dada por (1.5) es continua en S"', Ahora, como SR 
es conexo los valores de Det(DtPo(x» son todos 1 o todos -1. Tomando 
a = el, se tiene 

si (i,j) '" (1 , 1) 

si (i,j) = (1 , 1). 
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Por lo tanto Det ( D</Jel (x)) = -1 Y por conexidad esto es cierto para toda 
a. Variando la x esto se cumple para toda x E ]Rn . . 

Ahora si 'IjJ es la reflexión en S(a, r) se sigue de la Proposición 1.2.1, que 
basta probar que g(x) = x· invierte la orientación. Ahora, se sigue de (1.3) 
que, si n> 1, la función 

x f---.t Det(Dg(x)) , 

de IRn - {O} f---.t ]Rn - {O} es continua. Como ]R - {O} no es conexo y IRn - {O} 
sí lo es, necesariamente los valores de esta función son todos positivos o todos 
negativos, tomando x = el, se tiene de (1.4) que 

donde 

1 O O 
O O 

Qel = 

O O O 

Por consiguiente, Det(Dg(x)) = -1, Y se sigue el resultado. 

Para el caso n = 1 

y 

x 1 
g(x) = - =-

X2 X 

g'(x) = -~ < O, \:Ix. 
x 

o 

Podemos ahora definir al subgrupo del grupo general de Mübius que 
preserva la orientación, se le denota por M(in ). Observese que las funciones 
de este subgrupo consta de la composición de un número par de reflexiones 
en planos o esferas. 

Para fines practicas se usará el término "esfera" para denotar un plano 
o una esfera. La siguiente proposición exhibe la ecuación general de las "es
feras" . 
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Proposición 1.4.5 Una ecuación de la forma 

<lolxl' - 2(x· a) + a"H = o, lal' > <loa"H (1.6) 

representa una "esfera" en in y viceversa toda "'esfera" tiene una repre
sentación de dicha forma, donde a E IR"' y (lo, an+1 E nt 

DEMOSTRACiÓN. Es claro que cualquier plano se puede definir por la ecuación ffi. . 
Dlxl2 - 2x . a + a,.,+1 = O lal2 > O, 

ahora la esfera 5(a, r) está. dada por 

(x - a) . (x - a) = r', 

esto es, 
Ixl' - 2x . a + lal' - r' = O, 

y se tiene lal 2 > la l2 _ r2. 

Para probar el recíproco, supongamos que se tiene una ecuación como en 
(1.6), si ao = O la ecuación representa un plano. Finalmente, si ao #- O la 
ecuación se puede reescribir como 

I 1, ( a) a"H x - 2 x· no + % = O, 

es decir, 

y la ecuación representa una esfera, ya que lal2 > aoan+I' 
o 

Ahora mostremos que las tranformaciones de Mobius mandan «esferas" en 
"esferas" . 

Proposición 1.4.6 Sea fjJ E M(iii.n
) y E una "esfera" entonces <;b(E) es 

una "esfera". 

DEMOSTRACIÓN. Se sigue de las Proposiciones 1.2.1 y 1.2.2, que basta pro
bar el resultado para las traslaciones, homotecias, reflexiones en 106 planos 
por el origen y la reflexión en la esfera S(O, I ). 
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00 
b 

Figura 1.6: Traslación de la esfera S(a,r) 

Si T(x) = x + b, T transforma la esfera S(a, r) en S(a + b, r) ya que 

Ix - al = r <:==> Iy - (a + b)1 = r, 

donde y = x + b, es decir, y E S(a + b, r) {::} x E S(a, r) (véase la Figura 
1.6). 

Figura 1.7: Traslación del plano P(a,t) 

También T transforma el plano P(a, t), en P(a, a· b + t), esto se sigue, ya 
que 

x . a = t <:==> y . a = t + a . b, 

donde y = x + b (véase la Figura 1. 7). 
Por otra parte, si 'I/J es la reflexión en el plano P(a, O), 'I/J es una función 

ortogonal, preserva normas y el producto escalar por lo que 'I/J transforma 
S(a, r) en S('I/J(a) , r) (véase la Figura 1.8), ya que 

Ix - al = I'I/J(x) - 'I/J(a) I = r. 
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'(z) 

o 
Figura 1.8: Reflexión de la esfera S(a,r) 

También, 'I/J transforma p ea, t) en P{'I/J(a), t) (véase la Figura 1.9), ya que 

x· a = ;!>(x)· ;!>(a) = t. 

P(P(.), .) 

Figura 1.9: Reflexión del plano P(a,t) 

Ahora, si H(x) = kx, H manda "esferas" en "esferas", ya que 

Ix - al = r <=> Ikx - kal = kr <=> IH(x) - H (a)1 = kr 

(véase la Figura 1.10). Más aun H transforma planos en planos, ya que 

x· a = t <==> kx· a = let. 
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S(H(IJ.),r) 

S(~,) o 
O 

Figura 1.10: Homotecia de la esfera S(a,r) 

Figura 1.11: Homotecia del plano P(a,t) 

(véase la Figura 1.11). 
Finalmente, mostramos que <p( x) = x* transforma "esferas" en "esferas". 

Sea ~ definida por 
an+llxl2 - 2(x· a) + ao = 0, 

donde lal 2 > aOan+l. Si xl' 0,00, esta ecuación se puede escribir como 

an+l - 2(x* . a) + 1:12 = 0, 

escribiendo y = x*, se tiene que 

an+l - 2(y· a) + aolyl2 = ° (1.7) 

que también es una "esfera", ya que lal 2 > an+lao. Falta checar el compor
tamiento en ° e 00, se tienen tres casos: 
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a) Si 0,00 E E, entonces E es un plano por el origen (ao = an+l = O) Y 
4>(E) = E. 

b) Si O E E Y 00 ~ E, entonces E es una esfera que pasa por el origen 
(ao = O Y an+l =1- O) Y 4>(E) es un plano que no pasa por el origen, ya 
que 4>(0) = 00 E 4>(E), pero 4>(00) = O ~ 4>(E), lo cual es consistente 
con (1.7). 

e) Si O ~ E y 00 E E, entonces E es un plano que no pasa por el origen 
(ao =1- O Y an+ 1 = O) Y su imagen es una esfera por el origen, lo cual es 
consistente con (1.7) (véase la Figura 1.12). 

1.5. 

tP(E) = E 

a) 

I 

I 

l 
\ 

,.."" 
/ 

, 
.... -

b) 

l 
\ 

Figura 1.12: Comportamiento en O e 00 

Producto Inversivo 

, 
.... -

e) 

o 

Introduciremos un concepto importante relacionado con la conformalidad, 
el producto inversivo de 2 "esferas" E y E'. Una "esfera" E dada por 
aolxl2 - 2(x . a) + an+l = O, está determinada por el vector coeficiente en 
JRn+2, a' = (ao, a, an+l), donde a = (at,a2, ... ,an ), es claro que este vector 
determina a E salvo un múltiplo escalar real. 

Definición 7 Sean E y E' "esferas" determinadas por los vectores (ao, a, an+l) 
y (bo, b, bn+l) , el produ.cto inversivo de E y E', denotado por (E, E'), se 
define por 
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(~ ~') = 12a· b - aobn+l - an+lbol 
, 2(la1 2 - aoan+l)~(Ib¡2 - bObn+l)~ 

(1.8) 

Obsérvese que esta definición no depende de la elección de los vectores 
coeficientes, esto se sigue, ya que si a' = s(ao, a, an+l) Y b' = t(bo, b, bn+l) , 
s, tE ]R, entonces 

12sa· tb - saotbn+l - san+ltbol Islltl12a· b - aObn+1 - an+lbOI 

2(lsal2 - saosan+l)~(ltbI2 - tbotbn+¡)~ - 2lslltl(lal2 - aoan+l)~(lbI2 - bObn+l)~ 

12a· b - aobn+l - an+lbOI 

2(la12 - aoan+l)~(lbI2 - bObn+l)~· 
Se define una forma bilineal q: ]Rn+2 X ]Rn+2 --+ ]R de la siguiente manera 

q(x, y) = 2(X1Yl + ... + xnYn) - (xoYn+l + Xn+lYo) 

Es evidente que q es bilineal, además si a' = (ao, a, an+l) Y b' = (bo, b, bn+l), 
determinan dos "esferas" ~ y ~', entonces el producto inversivo de ~ y 
~', se puede expresar como 

(~ ~') = Iq(a', b')1 
, Iq(a',a')I~lq(b',b')I~' 

(1.9) 

ya que (q(a', a'))~ = V2(laI 2 
- aoan+l)L 

1.5.1. Expresiones explícitas 

Caso 1 Sean ~1 y ~2 esferas, se puede suponer sin perder generalidad que 
sus vectores coeficientes están dados por 

respectivamente, entonces se sigue directamente de (1.8) 

Ir2 + t2 -la - WI 
2rt 

(1.10) 
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Caso 2 Sean E 1 una esfera y E2 un plano, con vectores coeficientes 

a' = (1, a, lal' - r') y IJ = (O, b, 2t ), 

respectivamente, entonces se sigue directamente de (1.8) 

12a . b - 2tl la · b - ti 
(E¡, E,) = 2rlbl = rlbl . 

Si Ibl = 1, 

(1.11) 

Caso 3 Sean El y E2 dos planos, tales que sus vectores coeficientes son 
a' = (O, a, 2t), 11 = (0, b, 28), respectivamente, entonces se sigue direc
tamente de (L8) 

21a . bl la . bl 
(E¡, E,) = 21allbl = lallbl = leos 81, 

si lal = Ibl = 1 
(El, E,) = la· bl = !cos 81· (1.12) 

1.5,2. Interpretaciones Geométricas 

Si 2 esferas S(a, r) y S(b, t) se intersectan en un punto x, la intersección 
se puede medir, sin ambigüedad, con sus normales exteriores unitarias 

x-a x-b 
y --

Ix - al Ix - bl 
Ahora, si un plano P(b, t) se intersecta coo una esfera S(a, r), en un punto 

x-a 
x, el ángulo de intersección puede ser el formado por b, Ibj = 1, Y -1 --1 x-a 

x-a 
o, por - b y -1 --l' x-a 
Finalmente, si queremos medir la intersección de dos planos P(a, t) y P(b, t ), 
se usa el ángulo formado por los vectores a y b o por los vectores -a, b. 
En general, si 8 es el ángulo de intersección entre dos vectores a y b, 7r - () 

es el ángulo de intersección entre a y -b Y cos () = -(cos 7r - ()) (véase 
la Figura 2.8). Por lo cual, tomando el valor absoluto de cos () se pierde la 
ambigüedad. 
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-b 

Figura 1.13: Intersección de las normales en x 

Proposición 1.5.1 Sean El, E2 "esferas" tales que se intersectan en un 
punto x, entonces 

donde e es uno de los ángulos de intersección de las normales unitarias en 
x. 

Figura 1.14: Medición del ángulo de 2 esferas 

DEMOSTRACIÓN. 

Caso 1 Sean El = S(a, r) y E2 = S(b, t), y x E El n E2 , se sigue 
que 

leos el = 11: = :1 . 1: = :11 
~llx - al 2 + Ix - bl 2 -I(x - a) - (x - bWI 

rt 
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Ir' + t' - la - bl'1 
= 2rt = (Eh E,) 

(veáse la Figura 1.14), 

1 8 r 
•••••••• ::::: Q. 

.," • ' 1 .... 
,,' \\Ye--

. , 1 1I 

Figura 1.15, Medición del ángulo de S(a, r) y P(b, t) 

Caso 2 Sean El = S(a,r) y Ez = P(b,t), y x E E¡nE2 • se sigue 
que 

leos 81 = I (x - a)' bl = ",Ix_, b_-_ac-'-,bl 
Ix al r 

_ It - a 'bl _ ( ~) 
- - Et,L.2 

r 
(veáse la Figura 1.15), 

Caso 3 Sean E, = P(a, t) y E, = P(b, ,), y x E E, n E" se 
puede suponer que a y b forman un ángulo agudo 8, se sigue que 

eo, 8 = a' b = (Eh E,) 

o 
Observése que leos 81, no varía punto a punto. El siguiente resultado describe 
explícitamente la intersección de 2 esferas. 

Proposición 1.5.2 Sean El! Ez dos esfcTT13 en IR", supóngase también que 
y E El n E2 y que El intersecta a Ez en más de un punto, entonces 

E, n E, = 1I n S(z, Iz - yl), 

donde z e.s la proyección de y en la recta por ab y n es el plano ortogonal 
a ab por z. 
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DEMOSTRACIÓN. Sean ¿:1 = S(a, r) y ¿:2 = S(b, 8), y x E nnS(z, Iz -yl) 
se sigue, aplicando el teorema de Pitagoras en los planos bidimensionales 
generados por x, a, z y por y, a, z que 

Ix - al2 = la - Zl2 + Ix - Zl2 = la - Zl2 + Iy - Zl2 = r2, 

por lo que x E ¿:1, análogamente x E ¿:2, (véase la Figura 1.16). 

a 

_ s -- ....... ----

Figura 1.16: Intersección de ¿:1 y ¿:2 

b 

Ahora si w E ¿:1 n ¿:2 , su proyección u en ab está univocamente de
terminada, es decir, no depende de w, esta afirmación es cierta, ya que se 
tiene 

y 

entonces 
r 2 

- 8
2 = lu - al2 - lu - b12, 

si u = a + k(a - b), k E IR, se sigue 

r 2 
- 8

2 = Ik(b - aW -la - b + k(b - aW 

= lb - a1 2(2k - 1), 
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y 
r 2 _ 8 2 

k~ 2Ib-al' + 1. 

Por consiguiente u = z y w E n. Además, por el teorema de Pitágoras 
w E S(z, Iz - yl), ya que 

Iw - zl' ~ Iw - al' -Iz - al' ~ Iy - al' -Iz - al' ~ Iy - zl'· 
o 

Obsérvese que la intersección de dos esferas en IR"', es una esfera de dimen
sión n - 2, esto se sigue ya que la intersección es una esfera en JI que es 
un plano de dimensión n - 1-

Proposición 1.5.3 Sean El = S(a, r), E2 = P(b, t ), tales que se inter
sectan en un punto x, entonces 

E, n E, ~ S(z, Iz - xl) n E" 

donde z es la proyección de a en E2 . 

DEMOSTRACIÓN. Aplicando el teorema de Pitágoras en planos bidimension
ales. Si y E S(z, Iz - xl) n E2 , entonces 

Iv - al' ~ Iy - zl' + Iz - al' ~ Ix - zl' + Iz - al' ~ Ix - al' ~ r', 

por lo tanto y E S(a, r). Viceversa, si y E El n E2, entonces 

Iv - zl' + Iz - al' ~ Iy - al' ~ Ix - al' 
por lo cual 

Iy - zl' ~ Ix - al' -Iz - al' ~ Ix - zl', 
y y E S(z, Iz - xl), (véase la Figura 1.17). 

o 

En la proposición anterior si El n E2 consiste de un solo punto, el 
resultado sigue siendo válido interpretando a S(z, Iz - xl) como una esfera 
degenerada, es decir un punto. 

Corolario 1.5.4 Si 2 "esferas" El, 1:2 en ]R" se intersectan, el valor 
absoluto del ángulo de intersección no varia de punto a punto. 
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• 
• 

Figura 1.17: Intersección de S(a, r ) y peb, t) 

DEMOSTRACIÓN. 

Caso 1 Sean El = Sea, r), E2 = S(b, t), medimos el ángulo de 
intersección con las normales exteriores unitarias, si n:::: 3 se sigue de 
la Proposición 1.5.2 que El n E2 es una esfera de dimensión mayor o 
igual a 1, por lo eusIla intersección es conexa. Abora la función 

(x - a)· (x - b) 
x -> Ix _ al'lx _ bl' ' 

es una función continua en E1nE2, por lo que se sigue de la Proposición 
1.5.1 que los valores son cos 8 o -cos 8. Por consiguiente, por 
conexidad son todos positivos o todos negativos. Si n = 2, el resultado 
es inmediato (véase la Figura 1.18) . 

Caso 2 Sean El = Sea, r), E2 = P(b, t). Si n ~ 3, utilizando 
el mismo argumento de continuidad y conexidad del caso 1 y de la 
Proposición 1.5.3, se sigue el resultado usando la función 

(x-a)·b 
x-> I l' x-a 

tomando b fija y las normales exteriores unitarias. Si n = 2, el 
resultado es inmediato (véase la Figura 1.18). 

Caso 3 En 2 planos es evidente que la intersección se mide al fijar 
las normales y el ángulo es el mismo en todos los puntos. 

o 
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, 

, 

Caso 1 Caso 2 

Figura 1.18: Ángulo con n = 2 

Proposición 1.5.5 Sean El = S(a, r) y E2 = P (b, t) , entonces 

Ó 
(E" E,) ~ -, 

r 

donde Ó es la distancia de a a P(b, t). 
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DEMOSTRACIÓN. La distancia de a a P(b, t) se alcanza en un punto de 
la forma 

a + ,lb, ,\ E IR, 

donde a + >'b E P( b, t), es decir 

(a+'\b)·b~t, 

entonces 
..\.=t-a-b, 

obsérvese que 1>.1 es la distancia de a al plano, por 10 cual se sigue la 
proposición de la relación (1.11), véase la Figura 1.15. 

o 

Observese que si dos planos P(a, t) y P(b, s) no se intersectan, entonces 
son paralelos. Esto es cierto, ya que de otra manera, consideramos el plano 
generado por a y b y las rectas 11 y 12 • tales que 11 es ortogonal a 
a y pasa por ta y h es ortogonal a b y paso por sb, se tiene que 11 

intersecta a h, sin embargo 11 e P(a,t) y 12 e P(b,s), (véase la Figura 
119). 
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P(!,.) 

Figura 1.19: Intersección de pea, t) y P(b, s) 

Proposición 1.5.6 Sean El> E2 dos "esferas", entonces 

DEMOSTRACIÓN. 

Caso 1 Obsérvese primero que si El. E2 no se intersectan, entonces 
(El, E2) > l . Se tienen 2 subcasos de acuerdo a que una esfera esté en 
el interior de la otra o no. Si una esfera no esta en el interior de la otra, 
esto se sigue ya que 

entonces 

y 

la - bl' > Ir + si', 

la - bI' - (r' + s') > 2rs 

la -bI' - (r' + s') 
(E"E,) ~ 2 > 1 rs 

(véase la Figura 1.20). Ahora, si una esfera se encuentra en el interior 
de la otra, la observación es cierta ya que 

Ir-si' > la+bI', 

entonces 



1.5. PRODUCTO INVERSIVO 35 

por lo tanto 

(E E) = r' + s' - la - bI' 
¡, '2 2ST 

(véase la Figura 1.20). Por consiguiente podemos suponer que El y 
E2 se intersectan. Sean El = Sea, r) y E2 = S(b, s), si suponemos 
que El y E2 se intersectan, se sigue de la Proposición 1.5.1 que 

(E" E,) = leos 81 

y leos 61 = O si y solo si El es ortogonal a 'E2. 

b • a 

Figura 1.20, Ortogonalidad de S(a, r) y S(b, s) 

Caso 2 Si suponemos que El = Sea, r) y I:2 = P(b, t) , no se 
intersectan, entonces (El, E2) > O, ya que si (El, 1::2) = O se sigue 
que a E P(b, t) , yen este caso E¡, El se intersectan en una esfera 
de dimensión n - 2. 
En consecuencia se puede suponer que se intersectan, y se sigue de la 
Proposición 1.5. 1 que 

(E" E,) = It - a . bl = O 
r 

=> t = a·b => a E P(b,t) 

(véase la Figura 1.21) 
Alternativamente (Eh 1:2) = lcos 81 y leos 81 = O <==> El y E2 son 
ortogonales. 
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b 

. , , 

b 

Figura 1.21, Octogonalidad de Sta, r ) y P(b, t ) 

Caso 3 Sean los planos El = P(a,t) y E2 = P(b,s), si estos no 
se intersectan, entonces son paralelos y 

(El. E,) = la · bl = lal' > Q. 

Si se intersectan, se sigue de la Proposición 1.5.1 

(El , E2) = COS () = O <==> a es ortogonal a b. 

o 
Probamos un resultado análogo para "esferas" tangentes. 

Proposición 1.5.1 Sean El. E2 dos "esferas", una de las cuales e3 una 
e3fera, entonces 

DEMOSTRACIÓN. 

Caso 1 Sean El = 8(a, r ), E2 = S(b, s) esferas. Obsérvese primero 
que si El nE2 =,p, se sigue la prueba de la proposición 1.5.6 C3S0 1 que 
(El, E2) > 1. Por lo tanto El y E2 se intersectan y (El, El) = leos BI 
donde 9 es el ángulo de intersección. Si ¿;¡ y E 2 son tangentes en 
x, entonces se sigue que (E l, E2 ) = leos 81 = 1 donde () es O o 11". 
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Caso 2 Sean El = Sea, r) y Ez = P(b, t). Si E¡nE2 = f/J, entonces 
6 > T, donde 6 es la distancia de ti al plano P(b, t), y se sigue 
de la Proposición 1.5.5 que (El! E2) > 1. Por consiguiente, podemos 
suponer que El intersecta a E2 y es claro que como (1:1• E2) = leos el, 
El y E2 son tangente si y sólo si (} = 11", O. 

o 

Obsérvese que si dos planos El = pea, t), E2 = P(b, s) son tangentes 
entonces son el mismo, por lo que 

sin embargo si son paralelos también (El. Ez) = 1. 

• • +t-~ 
¡ , 

. --+~ . , 

Figura 1.22: Tangencia de Sea, r) y S(b, s) 

A continuación, el siguiente resultado muestra que el producto inversivo 
es invariante bajo transformaciones de Móbius. 

Teorema 1.5.8 Sea 4> E GM(lÍin
) y E, E' "esferas", entonces 

(~(E),~(E')) = (E, E') 

DEMOSTRACIÓN. Se sigue de las Proposiciones 1.2.1 y 1.2.2, que basta pro
bar el resultado para las traslaciones, homotecias, reflexiones en planos por 
el origen y la reflexión en la esfera 8(0, 1). 

Como las "esferas" estan determinadas por sus vectores coeficientes y las 
transformaciones de Mobius mandan "esferas" en "esferas", entonces 4J in
duce una transformación -¡ de JRn+2 en JRn+2 que manda los vectores coefi
cientes en vectores coeficientes, salvo un multiplo escalar. Sean (ao. a, cln+¡) 
y (bo. b, bn +1) los vectores coeficientes de E y E', respectivamente. 
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Caso 1 Si <;6(x) = x*, se probó en el Teorema 1.4.6 que 

aolx ' l' - 2(x· a) + a,,+, = ° 
<=> a,,+dyl' - 2(y . a) + ao = O, donde y = x', 

entonces 
i[(ao, a, a,,+,)J = (a,,+lo a, ao), 

que es evidentemente lineal, además 

(E, E') = 12(a . b) - aob.+, - a,,+,bol = (~(E), ~(E')), 
2(lal' - aoa,,+,)!( lbl' - bob.+,)! 

ya que <p sólo intercambia €lQ por fln+l y bo por bn+L_ 

Caso 2 Si ¡;b(x) = kx, multiplicando por k2 la ecuaciones de las 
esferas E, E' se obtiene 

aolkxl' - 2(kx· ka) + k'a,,+, = O, 

por lo que, si y = <;b(x) , se tiene 

aolyl' - 2(y· ka) + k'a'+l = O, 

analogamente para E'. En consecuencia. 

i[(ao, a, a,,+,)J = (ao, ka, k'a,,+,), 

que es bilineal, ya que 

i[(ao + bo, a + b, a,,+l + b.+,)J = (ao + bo , (a + b)k, (a.+, + b.+,)k') 

= (ao, ak, a,,+,k')+(bo, bk, b.+,k') = i[(ao, a, a'+l)J+i[(bo, b, b.+,)J, 
también, si s E lR 

Ahora 

;f)[s{ao. a, an+¡}] = (sao, ska, sk2an+l) 

= s(ao, ka, k'a.+,) = si[(ao, a, a,,+,)J. 

(E, E') = 12(a· b) - aob.+l - a,,+lbol 
2(lal' - aoa,,+,)!(lbI' - bob.+,)! 

= 12(ka· kb) - k'aob.+l - k'a,,+,bol = (~(E),~(E')). 
2(lkal' - k'aoa,,+,)!(lkbl' - k'bob'+l)! 
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Caso 3 Sea <p la reflexión en un plano por el origen, entonces como 
<p es una funcón lineal y ortogonal . 

<Iolxl' - 2(x . a) + anH = O 

<=> <Io 1~(x)I' - 2( ~(x) . ~(a)) + 0.+, = O, 

y 
i[(<Io, a, o.+¡)J = (<lo, ~(a) , an+¡), 

que es bilineal, ya que <p es lineal, además 

(E, E') = 12(a· b) - <Iobn+' - o.+,bol 
2(lal' - <Ioo.H)!(lbl' - bobnH )! 

= 1 2(~(a) . ~(b)) - <Iobn+, - o.+,bol 1 = (~( E), ~(E')). 
2(1~(a)I' - <Ioo.+,)!(I~(bll' - bobnH ), 

Caso 4 Si 4>(x) = x + u y x + u = y, entonces 

<Iolxl' - 2(x . a) + 0.+, = O 

<=> <Ioly - "1' - 2[(y - ") . al + anH = O 

<=> <Iolyl' - 2[y· (<lo" + a)1 + [<Iolul' + 2a· u + o.HI = O. 

Por lo tanto 

i[(<Io, a, "-+,)J = (<lo, <IoU + a, <Io lul' + 2a· u + an+,), 

que es bilineal, ya que 

i[(<Io + bo , a +b, 0.+, +bn+¡)J 

= (<Io+ bo , (<Io+bo)u+(a+b), (<Io+bo)lul'+ 2(a+b)·u+(an+,+bn+lll 

= (<lo, <Iou+a, <Iolul'+2a·u+o.+¡)+(bo, bou+b, bo lul'+ 2b·u+bn+,) 

= i[(<Io, a, o.+,)J + i[(bo, b, bn+l)J, 

también, si s E IR 
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(E) 

E 

Figu.ra \.23: Traslación de P(b, t) 

En este caso consideramos 3 subcasos de acuerdo a que E y 1:1 sean 
esferas o planos. Si E = Pea, t), su vector coeficiente está determinado 
por (O,a ,2t) ysesigueque 

¡[(O, a, 2t)1 ~ (O, a, 2t + 2a· u), 

y bajo 4> el vector normal es el mismo, (véase la Figura 1.23). 
Analogamente si E = Sea, r), su vector coeficiente está determinado 
por (l ,a, lal 2 - r2), por lo que 

¡[(l,a, lal' - r')1 ~ (l ,a + u, u' + 2(a· u) + lal' - r') 

~ (l ,a + u, la + ul' - r'), 

(véase la Figu.ra 1.24). 

Finalmente demostremos (~(E), ~(E'» ~ (E, E') 

(i) E ~ S(a,r), E' ~ S(b, t) se sigue de la ecuación (1.10) que 

(~(E), ~(E'» ~ 1 r' +\' - la ;r~ -(b+ U)I'I ~ (E, E'). 
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(ii) E ~ S(a,r), E' ~ P(b,t) se sigue de la ecuación (1.l1) 

(w(E),w(E'») ~ I(a +ti) . b ~ (t +b. U) I ~ la. ~ - ti ~ (E,E'). 

(iii) E ~ P(a, t ), E' ~ P(b, s) se sigue de l. ecuación (1.l2) 

(W(E), w(E')) ~ la· bl ~ (E, E'). 

o 

Figura 1.24: Traslación de Sea, r) 
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Capítulo 2 

Polígonos hiperbólicos 

2.1. Preliminares 

Para el estudio de los polígonos hiperbólicos se necesitan algunas definiciones 
y resultados que presentamos ahora. 

2.1.1. PS L(2,Q y PSL(2,IR). 

El grupo de transformaciones de la forma 

T(z)~az+b, 
cz+d 

donde ad-be::F O , a, b, e, dE C. es llamado el grupo de tranformaciones de 
Mobius complejas. Los coeficientes a, b, e, d están determinados salvo algún 
factor distinto de cero, es decir, si ad - be = k, entonces la t ransformación 
T también se puede expresar como 

y en este caso 
a d b e 
../k../k - ../k../k ~ 1, 

por lo que se puede suponer que ad - be = 1. El grupo de matrices de 
2 x 2 con entradas complejas y determinante 1 se denota por SL(2,C) 

43 
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(Grupo Especial Lineal). Se define la proyectivización del subgrupo 8L(2, e) 
como el cociente 8L(2,C) sobre su centro ±Id. Este grupo denotado por 
PSL(2, e) es isomorfo al grupo de transformaciones de Mobius complejas. La 
afirmación anterior es cODSeCuencia de las últimas observaciones y del primer 
teorema de isomorfismo de grupos (eC. [3] p. 146), ya que si J.Jc denota el 
grupo de transformaciones de Mobius, se tiene el siguiente diagrama 

±Id - SL(2,C) - PSL(2,C). 
..... J1.c r} 

Con base a esto identificaremos el grupo de las transformaciones de M6bius 
con PSL(2,C). 

Si T es de M6bius, entonces T es composición de rotaciones, trasla
ciones, homotecias y z ----+ L/ z. 

Esto se sigue ya que si 

T(z ) = az+b, 
cz + d 

y e = O, entonces T es la transformación 

a b 
Z ----+ li z + d' 

que es claramente composición de las trasnformaciones descritas y si e t O, 
entonces T es la transformación 

a ad ad 
b -(cz+d)+b-- b--

T Z = az + = e e = ~ + __ e_o 
() cz+d cz+d e cz+d 

U na propiedad fundamental de las transformaciones de Mobius es que dados 
3 puntos distintos Zl, Zz, Z3 Y otros 3 puntos distintos W¡, WZ, W3 existe una 
única transformación de Mobius T tal que T(z.) = w., (cL [5J p. 346). 

Si TE PSL(2,C) fija un punto entonces a T se le llama parabólica, si 
TE PSL(2,C) fija exactamente 2 puntos, T es conjugada en PSL(2,C) 
ala transformación S(z) = az. 
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a) Si 101 = 1, a T se le llama elíptica. 

b) Si cr E lR+ a 'Ji se le llama hiperbólica. 

e) Si lal '# 1 Y a ~ IR+ a T se le llama loxodrómica. 

Al subgrupo de las matrices en SL(2,C) con entradas reales se le denota 
por SL(2,1R.). La misma prueba del caso complejo muestra que el centro de 
SL(2 , IR) es ±Id y que se puede identificar a las transformaciones de Mobius 
definidas por estas matrices con PSL(2,lR.), donde este último grupo es el 
cociente de SL(2, lR.) sobre su centro. Esta afirmación se sigue del siguiente 
diagrama, donde /La. denota las transformaciones de M6hius definidas por 
las matrices en SL(2, IR). 

±Id -> SL(2,1R) _ PSL(2,1R) 

'\, ~ 
1'. 

De ahora en adelante nos referiremos a estas transformaciones como los ele
mentos de PSL(2,1R). 

2.1.2. Densidad y Área hiperbólica 

Sea A una región en IRn , una densidad en A es una función continua 
>.: A 1---+ IR+. Dada una densidad en una región A y "1 una curva de 
clase el en A se define la >.. - lcm.gitud de 'Y como 

donde 'Y: [a, bJ r--t A. Esta definición se extiende a curvas de clase CI por 
tramos. 

Definición 8 Sea >.. una densidad en una región A, ZI, Z2 E A, se define 
la distancia p~(z¡, Z2) como 

donde el ínfimo es sobre todas las curvas de clase C I por tramos que unen 
Zl con Z2. 
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Resulta que la distancia p). define una mét,rica en A, (d. [21 p. 7). Uno de 
nuestros principales ejemplos es el plano superior nn2 = {z E Cllm z > O} 
con la métrica definida por la densidad 

1 
'\(z) ~ -1 -. 

mz 

A W con esta métrica se le llama plano hiperbólico. A la métrica se le llama 
hiperbólica. 

Exhibimos ahora un segundo modelo del plano hiperbólico, para esto 
probamos un resultado más general. Sean A, B regiones en IR.n, una 
función f tal que f: A --+ B es una. biyección conforme y >.: A --+ IR+ 
una densidad, se define una densidad en a en B de tal manera que f sea 
UDa isometría. Para esto se toma 

a(J(x)) ~ '\((X)) , 
1'1 x 

donde J.'/(x) es el factor de conformalidad de f en x. Para probar que 
f es una isometría. sea 'Y: [a, bJ --+ A una curva de clase ei , entonces 

1" 1" '\(,(t)) I.(fo,) ~ • l(fo,)'(t)l a(Jo,(t)) dt ~ • J1.(-y(t)) 1,'(t)1 J1.(,(t)) dt ~ IAh)· 

Esta observación implica de manera inmediata que f: A --+ B es una 
isometrÍa. de A con densidad >. y B con densidad (J'. 

Este hecho nos permite derivar una densidad en tl = {z E Cllz I < 1} de 
tal manera que el disco unitario sea el segundo modelo del plano hiperbólico. 
Para esto se toma f: W --+ fj. dada por 

z-i 
f(z) ~ z+i' 

esta función f llamada de Cayley, es una biyección conforme de JHI2 en 
ó. (cf. [51 p. 364). Usando esta biyeccíon y la observación anterior se obtiene 
una densidad u en tl dada por 

2 
a(z) ~ 1 -Izl' 
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(cf. [2] p.127) Al disco unitario con esta métrica se le llama el disco de 
Poincaré y a la métrica se le llama también hiperbólica. Obsérvese que f es 
una isometrÍa. 

Ahora se calcula la distancia hiperbólica de i a ik, k> 1, en el modelo 
del semiplano W. Sea 'Y: [a, b] --+ W una curva de clase el tal que 
'Y( a) = i, 'Y(b) = ki Y 'Y( t) = ('Yl (t), 'Y2( t)), entonces 

lhb) = lb {"'tHt))2 + ("'t~(t))2 dt> lb J(~(t))2 dt> lb ~(t) dt 
a 'Y2(t) - a 'Y2(t) - a 'Y2(t) 

= log('Y2(t)) 1: = log{"'t2(b)) -log('Y2(a)) = log k -log 1 = log k, 

(obsérvese que si 'Y no es un segmento vertical la desigualdad es estricta) 
este argumento se generaliza para curvas el por tramos. 

Ahora, si 'Y(k) = ti, 'Y: [1, k] --+ W, es claro que lhb) = log k, por 
lo tanto p(i,ik) = log k, donde p denota la distancia hiperbólica. 

Como PSL(2, IR) actúa transitivamente en círculos ortogonales a la recta 
real (cf. [7], pago 5) se sigue que si z, w E W y e es el único círculo que 
pasa por z, w y es ortogonal a la recta real, entonces p{z, w) se alcanza 
por la curva determinada por el segmento de círculo e que une z con w, 
(véase la Figura 2.1). 

T(tD) 

T(z) 

Figura 2.1: Geodésica 

Se sigue de las observaciones anteriores que las geodésicas o curvas que 
minimizan la distancia hiperbólica son precisamente los círculos o rectas or
togonales a la recta real. El segmento de geodésica que une z con w lo 
denotaremos por [z, w]. 



48 CAPÍTULO 2. POLÍGONOS HIPERBÓLICOS 

El siguiente teorema exhibe una fórmula de la distancia hiperbólica en 
W 

Teorema 2.1.1 Sean z, w E JH[2 entonces 

l. - wl' 
coshp(., w) ~ 1 + 1 1 

2 m z mw 

La demostración del teorema anterior se puede consultar en [71 p.7. Es 
importante destacar que las transformaciones en PSL(2, IR) son isometrías 
hiperbólicas (cf. [71 p. 4). Claramente también son conformes en W. Usare
mos también la fórmula de la distancia hiperbólica en 6. 

Teorema 2.1.2 Dados z, w E ó. se tiene 

senh' [~p(.,w)l ~ ( l -I~~')(~~ Iwl') 

Una prueba de este resultado aparece en [2J p. 131 Y en [7J p.15. A con
tinuación definimos el área de una. región R en JH[2. 

Definición 9 El área de tina regi6n R en ¡¡2 se define como la integral 
de LebesflIJe (o la integral de Riemman impropia) 

Se denota por Ah(R) el área. 

[ dA 
J. (1m .),. 

Muchas definiciones y resultados que se mencionan en este capítulo para el 
semiplano superior se pueden también extender al disco de Porncaré .6., ya 

que la función fez) = z - ~ es una isometría hiperbólica que es conforme . 
• +. 

2.1.3. Triángulos Hiperbólicos. 

En esta sección mencionaremos algunos resultados de la trigonometría de 
triángulos hiperbólicos. Mostremos una aplicacíon del Teorema 2.1.1 en un 
triángulo con ángulos a, O, ~, a =1 O, conocida como ángulo de paralelismo. 

Teorema 2.1.3 Sea T un triángulo con ángulos a,O,~, a =1 O, entonces 

cosh b tan a = L, 

donde b es la longitud del lado finito. 
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; I al 
M~ 
I / I 
I / I 

~{a : 

Figura 2.2: Triángulo con vértice en 00 
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DEMOSTRACIÓN. Usando transformaciones en PSL(2,IR) se puede suponer 
que el triángulo es como aparece en la Figura 2.2, esto es, T tiene vértices 
x + iy, 00, e i, y se tiene X2 + y2 = 1, x > o. Obsérvese que y = sen a 
(véase la Figura 2.2). Se sigue del Teorema 2.1.1 que 

finalmente 

h b 1 
x2 + (y - 1)2 

cos = + ---::--~ 
2y 

1 
eosh b=-

sen a 

e 

1 
, 

y 

Figura 2.3: Triángulo hiperbólico 

o 

Dado un triángulo T, denotamos los vértices por Va, Vb, Ve Y los lados 
opuestos a los vértices por a, b, e, respectivamente, los ángulos interiores los 
denotaremos por a, {3, 'Y, (véase la Figura 2.3). Para el caso particular de un 
triángulo con un ángulo recto, escribimos 'Y = ~; usando una transformación 
de PSL(2, IR) se puede suponer que Ve = i Y con una transformación elíptica 
se puede rotar de tal manera que el segmento [ve, Val esté contenido en el 
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círculo Izl = 1. Por lo que se puede suponer que Ve = i, Vb = ik, Va = S + it 
donde k > 1, s2 + t2 = 1, (véase la Figura 2.4) . El siguiente teorema es el 
teorema de Pitágoras en su forma hiperbólica. 

I 
I 

I 
I 

Figura 2.4: Triángulo con ángulo recto 

Teorema 2.1.4 Para cada triángulo con ángulos a, {3,~, se tiene 

cosh e = cosh a cosh b 

DEMOSTRACIÓN. Usando el Teorema 2.1.1 se tiene que 

y 

1 + k2 

coshc=~, 

1 
cosh b = t 

1 + k2 

cos h a = --;¡¡;:-. 

Obsérvese que tanh b = s. Como 1 + k2 > 2k y 1 > t, se tiene que 

cosh e > cosh a 

y 
cosh e > cosh b. 

o 

Esto es, la hipotenusa siempre es mayor que los catetos. Ahora, mostramos 
una relación entre dos lados y un ángulo. 
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Teorema 2.1.5 Paro cada triángulo con ángulos ex {3'" se tiene • > '2 

tanh b = senh a tanh (J. 

DEMOSTRACIÓN. Se sigue del Teorema 2.1.4 que 

(1 k')' 
cosh2a - 1 = senh2 a = -

4k' 
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Por otro lado, si tomamos la distancia euclideana de Va Y 1.1/1 al centro 
euclidesno Xo (véase la Figura 2.4),tenemos que 

y 

Por lo que, Xo < O y 

Finalmente, como 
k 2sk 

tan{3~ Ix,l ~ (k'-I)' 

se t iene 

o 

Usando este teorema se prueba un resultado dual que exhibe la relación 
entre dos ángulos y un lado. 

Teorema 2.1.6 Para cada triángulQ con ángulos o,p, ~ se tiene 

cosh a sen {3 = cosa. 

DEMOSTRACIÓN. Del Teorema 2.1.5 se tienen las siguientes ecuaciones 

senh a tan {3 = tanh b, 

senh b tan a = tanh a. 

(2.1) 

(2.2) 
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Sustituyendo senh2 b = cosh2 b - 1 en (2.2), se obtiene 

h2 b tanh2 a 
cos = tan2a + 1. 

Por otro lado, la ecuación (2. 1) se puede reescribir como 

2 cosh2 b - 1 2 2 
tanh b = cosh2 b = senh a tan (J. 

Ahora, usando (2.3) en la segunda ecuación de (2.4), se sigue que 

y 

tanh2 a 2 2 
.,.,.=-:-.,-;~;- = senh a tan {3 
tanh2 a + tan2 a 

tan2 {3(senh2 a + tan2 a cosh2 a) = 1. 

(2.3) 

(2.4) 

Finalmente se desarrolla en términoo del cosh a, siguiendose el resultado. 
O 

U na prueba más detallada del resultado anterior se puede consultar en 17J p. 
47. El área hiperbólica de un triángulo, está determinada por sus ángulos. 

Teorema 2.1.7 Para cada triángulo T con ángulos a, f3 y ')', 

Ah(T) = ~ - (a+ il +~). 

Una demostración de este conocido resultado aparece, por ejemplo, en [2J p. 
154 Y [6[ p. 48. 

2.1.4. Modelo de Klein y Convexidad 

Ahora describiremos el modelo de Klein • que es muy útil para trabajar 
con conjuntos convexos. Sea T la reflexión en el plano X3 = O E JR3 , 4>0 la 
reflexión en la esfera S(e3 • ../2). y 

s = 4>0 o T. 

Obsérvese que s es una transformación de Móbius en GM(i3 ) que trans
forma JH[3 en la bola unitaria 8 3 = {x E JR311xl < l} . Se sigue de los 
teoremas 1.4.3 y 1.4.6 que s es conforme en lfI y manda "esferas" en 
"esferas". Además s fija puntualmente el círculo unitario en JR2, esto es, 
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el ecuador (véase la Figura 2.5). En particular s transforma el hemisferio 
norte 

Q = {(X¡,X2,X3)lxf + x~ + X~ = 1,x3 > O} 

en ~. Se sigue entonces de la conformalidad, que "semicírculos" en Q 
ortogonales a 8JH[3 se transforman en "semicírculos" en ~ ortogonales a 
8lB3 , es decir, al círculo unitario en JR2. La afirmación anterior es cierta, 
porque se sigue de la Proposición 1.4.6 que s manda "círculos" en "círculos", 
ya que cada "círculo" es la intersección de dos "esferas" (Proposiciones 1.5.2 
y 1.5.3) . 

/ 

\ 

Figura 2.5: Geometría de s = cPoT 

Ahora, sea v: Q ~~, la proyección (Xl, X2, X3) ~ (Xl + iX2) . Por 
lo tanto F = vs- l es una transformación de ~ en ~. Además S-l fija 
8~ y dado un "semicírculo" L en ~ ortogonal a o!:l., se tiene que v(L) 
es un segmento de recta euclideano, que une los puntos extremos de L. De 
esta manera usando este homeomorfismo v de ~ en ~ se define el modelo 
de Klein como el disco unitario ~, donde sus geodésicas son los segmentos 
euclideanos (véase la Figura 2.6). 

Como la función F manda geodésicas de ~ con la métrica de Poincaré en 
geodésicas en ~ con el modelo de Klein, este permite probar resultados de 
convexidad usando geometría euclidena. 

CONJUNTOS CONVEXOS. 

Definición 10 Sea A e JH[2 se dice que A es h-convexo si Vz, w E A, 
entonces [z, w] e A. 

Obsérvese que si 
00 

p=n~, 
i=l 
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L 

v(L) 

, 

Figura 2.6: Las geodésicas L se transforman en segmentos euclideanos lI(L) 

tal que cada Pi es un conjunto h-convexo, entonces P es h-convexo. 
También si 1 es una geodésica, W -1 consiste de dos semiplanos que son h
convexos. En consecuencia, la región comprendida entre dos rectas verticales 
es h-convexa así como cualquier triángulo hiperbólico. Como la función de 
Cayley manda geodésicas en W en geodésicas en 6., un conjunto A 
es convexo en W si y sólo si F(A) lo es en 6. De las observaciones 
anteriores se sigue también Que un disco hiperbólico es h-convexo, ya que 
es la intersección infinita de semiplanos (véase la Figura 2.7). El siguiente 
resultado exhibe condiciones necesarias y suficientes para que un conjunto 
sea convexo. 

Teorema 2.1.8 Sea P el plano Euclideano o el plano hiperbólico cerrado. 
Un subconjunto cerrado E de P es convexo si y sólo si este es conexo y 
localmente convexo. 

Una prueba de este resultado se puede consultar en [21 p. 140 Y de manera 
más detallada en [71 p. 34. Estas pruebas usan el modelo de Klein. 

Figura 2.7: Convexidad de un disco hiperbólico 
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" 2.2. Area de un polígono hiperbólico 

En este capítulo calculamos el área de un polígono, y mostramos la existencia 
de un polígono convexo con determinados ángulos. 

Definición 11 Un polígono hiperbólico P es una región cuya frontera 
está dada por una unión a lo sumo numerable de segmentos de geodésicas. 

ÁNGULOS. 

A continuación describiremos los ángulos de la geometría hiperbólica en 
términos de la euclideana. Un rayo desde z es un segmento de geodésica 
[z, aJ donde a E i. En la geometría hiperbólica, un ángulo en un punto 
z es un par cualesquiera de rayos L y L' desde z que denotaremos por 
i..LL'. 

, , 

LI 

" E ( 

Figura 2.8: Ángulo hiperbólico 

Sea i..LL' un ángulo de z y supóngase también que L y L' no son 
el mismo rayo (véase la Figura 2.8). El rayo L determina una geodésica, 
que llamaremos L· . Ahora L· separa JH[2 en dos semiplanos abiertos, 
denotaremos por :E' áquel que contiene a L* - {z}. Analogamente, la 
geodésica determinada por L' determina dos semiplanos, áquel que contiene 
a L - {z} lo denotamos por :E. Ahora definimos el interior del ángulo 
LLL' como :E n :E'. Es claro que el interior de i..LL' es una componente 
de L U L', a la otra componente se le llama exterior del ángulo. 

Ahora, como el interior del ángulo i..LL' es la intersección de dos semi
planos convexos, se sigue que es convexo. Por otro lado el exterior de i..LL' 
no puede se convexo, ya que si pasara lo contrario existiría un segmento de 
geodésica que une un punto en L - {z} y otro en L' - {z}, que estaría 
contenido tanto en el exterior, como en el interior de i..LL'. Se sigue que el 
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interior de ¿LL' está determinado por el intervalo [0,71") Y el exterior por 
el intervalo (71",271"] . En el argumento anterior se usa que si A es una región 
h-convexa la cerradura de A también lo es ([6] p. 27). Exhibimos ahora una 
fórmula para calcular el área de un polígono hiperbólico en términos de sus 
ángulos. 

Teorema 2.2.1 Sea P un polígono con n lados y ángulos interiores (JI, .. . , (Jn, 

entonces 

I 

I 
I , 

I _~' . 

~' , , !JI 
\ 

Figura 2.9: Polígono convexo 

DEMOSTRACIÓN. Si P es un triángulo hiperbólico, se sigue del Teorema 
2.1.7 el resultado. Ahora, si P es convexo con vértices Wl, ... , W n , sea W 

un punto interior de P, como P es convexo los segmentos de geodésicas 
[w, Wi] e P. Obteniéndose así una triangulación de P en n triángulos 
hiperbólicos. Nótese que la suma de los ángulos de los triángulos alrededor 
de W es 271". Aplicando entonces el Teorema 2.1.7 se sigue el resultado, ya 
que 

Ah(P) = n7l" - (271" + (JI + ... + (Jn), 

(véase la Figura 2.9). 
Ahora, si P es no convexo, también se hacen subdivisiones en triángulos 

para probar el resultado. Para generar esta triangulación se procede de la 
siguiente manera. Se prolongan las geodésicas, que forman la frontera de P. 
De esta manera IHr es dividido en un número finito de polígonos convexos (la 
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convexidad se sigue ya que estos nuevos polígonos son intersección de serni
planos) . El polígono P queda entonces subdividido en triángulos hiperbóli
cos y polígonos convexos (véase la Figura 2.10). A su vez estos polígonos 
convexos se subdividen en triángulos hiperbólicos como en el caso anterior. 
Usamos ahora la ecuación de Euler en el disco para la triangulación obtenida 
en P 

N-E+V=1 (2.5) 

(d. [4] p. 131). En esta fórmula N es el número de triángulos, E el 
número de lados y V el número de vértices de la triangulación (véase la 
Figura 2.10). Este resultado también es válido para polígonos ya que estos 
son homeomorfos al disco (d. [1] p. 230) . Obsérvese que los triángulos no se 
traslapan, además cada vértice de P es un vértice de algún Ti. Ahora, un 
lado es común a dos triángulos o es parte de un lado del polígono original P. 

Denotemos por Eo al número de lados contenidos en aP. De esta 
manera se deduce que bajo esta triangulación E - Eo es el número de 
lados que están contenidos en dos triángulos . Se tiene entonces la siguiente 
relación entre número de triaángulos y número de lados 

3N = Eo + 2(E - Eo)· 

Por consiguiente usando (2.5), se tiene que 

3N + Eo = 2E = 2(N + V -1) 

y 

N + Eo - 2V = -2. (2.6) 



58 CAPÍTULO 2. POLÍGONOS HIPERBÓLICOS 

Obsérvese que V - Eo es el número de vértices nuevos en el interior de 
P y Eo - n es el número de vértices nuevos en la frontera de P (véase la 
Figura 2.10. 

Finalmente sumamos los ángulos. Los ángulos de los n vértices de P 
suman 81 + o •• + On. los ángulos en los nuevos vértices de la frontera de 
P contribuyen (Eo - n)rr y los ángulos de los vértices interiores suman 
2rr(V - Eo). Por lo cual usando el Teorema 2.1.7 y (2.6) se tiene que 

Ah(P) ~ N" - (Eo - n)" - (V - Eo)2" - (O, + .. . + O.) 

~ ,,(N - Eo + n - 2V + 2Eo) - (O , + ... + O.) 

~ ,,(n + N + Eo + -2V) - (O, + ... + O.) 

~ ,,(n-2) - (O, + ... +0.) . 

o 

Obsérvese que el teorema anterior muestra que una condición para la 
existencia de un polígono con ángulos interiores 81 ••• _, 8n, es que 

O, + .. . + O. < (n - 2)". 

Teorema 2.2.2 Sea P un polígono con ángulos interiores (}¡, ... ,On' En· 
tonces P es convexo si y sólo si cada oj satisface O ~ I)j ~ 11". 

DEMOSTRACIÓN. La necesidad se sigue de los argumentos usados en la 
discusión de ángulos (véase la Figura 2.10). 

Usamos el Teorema 2.1.8 para demostrar la suficiencia, po~ lo que bast~ 
probar que P es localmente convexo. Para esto sea z E P, donde P 
denota la cerradura de P en W. Si z está en el interior de P existe un 
disco hiperbólico contenido en el interior de P. Por otra parte, si z es un 
vértice de P, se puede tomar un disco hiperbólico N con centro en P, de 
tal manera que P n N es la intersección de dos semiplanos y P (véase la 
Figura 2.11). El caso cuando z está contenido en un lado de P es análogo 
(véase la Figura 2.11). 

o 

A continuación exhibimos una condición necesaria y suficiente para la 
existencia de un polígono convexo. 
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Figura 2.11: Convexidad local 

Teorema 2.2.3 Sean 01. ... , On, tales que O ~ Oj < 7f, j = 1, ... , n . En
tonces existe en un polígono P con ángulos interiores 01, . .. , On (apareciendo 
en ese orden) si y sólo si 

01 + ... + On < (n - 2)7f. 

DEMOSTRACIÓN. La suficiencia es consecuencia inmediata de la observación 
que aparece después del Teorema 2.2.l. 

Para probar la necesidad usamos el modelo de Poincaré. Se construyen 
cuadriláteros Q1, ... , Qn, tales que cada uno tenga un vértice en el origen, 
como en la Figura 2.12. Probaremos que existe una distancia hiperbólica 
d, O < d < 00, tal que la unión de estos cuadriláteros forman el polígono 
requerido. 

Figura 2.12: Cuadrilátero Qí 

Probamos primero que dada d, dicho cuadrilátero existe. Si denotamos 
O < D < 1 el punto cuya distancia hiperbólica al origen es d, es claro que 
existe un único círculo ortogonal a 8t1, con centro en la recta real y que 

ESTA TESIS NO SAl.}.. 
DE LA BmIJOTECA 
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pasa por D, esto se verifica analíticamente tomando como centro del círculo 
al punto 

1 +D2 

a= 
2D 

( obsérvese que el radio de este círculo T es a - D). Denotamos a este crculo 
por C. Considerando las rectas por el origen se quiere mostrar que una 
de ellas intersecta al círculo e en un ángulo () /2. Sea 6 la distancia 
euclidiana de la recta 1 = {(x, y) E JH[21 Y - tx = O} al centro a y f3 es 
el ángulo de intersección de 1 con e (véase la Figura 2.13). En virtud 
de la Proposición 1.5.5 el producto inversivo de las rectas por el origen que 
intersectan a C está dado por 6/T, por lo que este valor varia de O a 1. 
Por consiguiente usando ahora la Proposición 1.5.1 se tiene que existe una 
recta 1 para la cual el ángulo de interseción f3 es precisamente () /2. Por 
lo cual, reflejando en 1 el triángulo determinado por O, D Y el ángulo () /2, 
se obtiene el cuadrilátero buscado Qi de la Figura 2.12. Obsérvese que Qi 
está determinado por d y () /2, por lo tanto basta probar que existe d, tal 
que 

Figura 2.13: Construcción del cuadrilátero Qi 

Usando el teorema 2.1.6, se tiene 

cos ~ 
2 

sen <:tj = -h d' cos 
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Ahora, analizamos la función 

n -1 ros 2 ( !J.) g{t) = I:j:1sen cosh t • 

donde t ~ O. Como 
cos~ 

0 < -h2 
::; 1, 

cos t 
se puede tomar la función sen-1 con valores en el intervalo (O, 7r /2). Como 
la fWlción seno en (0,11"/2) es creciente, entonces sen-1 también lo es. 
Claramente 9 es continua y decreciente, ya que g(t) --+ 0, si t --+ +00. 
Finalmente como 

8, + ... +8. < (n-2)~, 

se sigue que 
1 
2(n~-(8,+ ... +8.)) > ~. 

Al evaluar a 9 en O, como sen-leeos ')') = rr/2 - ,,/, se sigue que 

g(O) ~ Ej., (~ ~ 8, ) ~ ~(n~ - (8, + ... +8.)) >~. 
Por consiguiente, usando el teorema del valor intermedio existe d, tal que 
g(d) ~~. 

o 

Obsérvese que en la prueba del teorema anterior se muestra la existencia 
de un círculo de radio D inscrito en P, es decir, que toca todos los lados de 
P (véase la Figura 2.13). Nótese también que el teorema anterior, implica 
que existe un poligono de n lados con todos sus ángulos rectos si y sólo si 
n 2: 5. 

2.3. Cuadriláteros 

Una consecuencia directa del Teorema 2.2.3 es la existencia de un cuadri
latero en !1 con ángulos 1r / 2, 1r / 2, 1r /2, 8 si y sólo si O :$ 8 < 1r / 2 (véase la 
Figura 2.14). A este cuadrilátero se le llama cuadirlátero Lambert. En este 
capítulo analizaremos el cuadrilátero Lambert y la relaci6n que hay entre sus 
lados opuestos y (J, así como lados adyacentes y (J. Usaremos los siguientes 
resultados para el estudio de este cuadrilátero. 
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Figura 2.14: Cuadrilátero Lambert 

Proposición 2.3.1 Sean L¡, L2 E mr dos geodésicas disjuntas, entonces 
existe una única geodésica L E lHf2 ortogonal a L¡ y L2 . 

DEMOSTRACIÓN. Utilizando transformaciones en P8L(2,lR) y la función 
-z, se puede suponer que L¡ es el eje imaginario positivo y L2 = 8(a, r), 
a> r (véase la figura 2.15). Como se pide que la geodésica L sea ortogonal 
a L¡ y L2 , entonces su centro está en el origen, por lo que L = 8(0, R) Y 
R 2 = a2 

- r2
. La unicidad es inmediata ya que L2 está determinada por 

los valores fijos r y a. 

o 
" " 

Figura 2.15: Geodésicas L, L¡ Y L 2 

o 

Se define la distancia de un punto z E JHl2 a la geodésica L E JHl2 como 

p(a, L) = inf{p(z, w)lw EL}. 

Mostramos que si L es el eje imaginario positivo 

inf{p(z,w)lw EL} = p(z,ilzl), (2.7) 
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z = x + iy (véase la Figura 2. 16). Se sigue del Teorema 2.1.1 que 

. x2+(y_t)2 X2+y2+t2 
cosh p(z, ,t) ~ 1 + ~ -'2;'-;--

2yt yt 

~ l::! (l::! + _t ) > l::!. 
2y t Izl - y 

Nótese que la igualdad se cumple si y sólo si t = Izl, ya que para toda Izl 
se tiene que 

L 
L, 

L' --, 
, , 

9: 

o • 

Figura 2. 16: Distancia de z a una geodésica L 

De (2.7) se sigue que la distancia más corta de un punto Z E W a 
una geodésica L, es el segmento de geodésica L' que contiene a z y es 
ortogonal a L. Una aplicación de esta propiedad es la siguiente proposición 

Proposición 2.3 .2 Sean z E IHr y L E W como en la figura 2.16. 
Entonces 

i) cosh p(z, L) ~ ~; 
coso 

ii) senh p(z, L) = tan (Ji 

DEMOSTRACIÓN. Para probar i) se sigue de (2.7) que 

x' + (y - Izl)' Izl 1 
coshp(z,L)~coshp(z,ilzl)~ l + 211 ~-~--n· 

yz y COSU 
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Finalmente para demostrar ii), utilizamos i) 

2 1 - cos2 () 
senh p(z, L) = cosh2 p(z, L) - 1 = 2 () = tan2

(). 
cos 

o 

Figura 2.17: cosh p(z,L)cos () = 1 

Se sigue del hecho de que PSL(2,lR) es un grupo de isometrÍas con
forme que es transitivo en geodésicas, que la Proposición 2.3.2 se cumple para 
cualquier geodésica (véase la Figura 2.17). Exhibimos ahora otra fórmula de 
la distancia de un punto a una geodésica cuando ésta es un círculo 

-ic 

L 

,

, ",/ R 

Figura 2.18: Distancia de z a una geodésica L 

Teorema 2.3.3 Sean z E JHI2 y L la geodésica {w E JHI2llwl = r} . 
Entonces 

I
Izl2 r21 senh p(z, L) = 2yr . 
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D EMOSTRACIÓN. Consideramos primero el caso Izl < r. Sea L¡ el círculo 
que pasa por -T, T Y Z, Y 9 el ángulo que forman Ll y L. Si -ic es 
el centro del círculo L, y R su radio, se tiene entonces 

c=rian8 y R=r!cos(J 

(véase la Figura 2. 18). Por lo que Ll esá definida por la ecuación 

Iz + ir tan 912 = r2jcos2 1), 

esto es 
X2 +y2 +2ry tan O+r2 tan2 () =r2jcos2 8, 

Ixl:! cos2 (J + 2ry cos2 8 tan () + r2 sen2 
() - r2 = Q. 

Por consiguiente 

y 

tan O = r
2

; Izl:! 
ry 

Analizamos ahora el caso Ixl > T, se calcula la ecuación del circulo L2 

que pasa por -T, r y z. Se tiene ahora 

e = rtan (J 

y 
R ~ ri cos 9 

(véase la Figura 2.19). De esta manera la ecuación del círculo L2 está dada 
por 

Iz - ir tan 812 = r2jcos2 n, 
Desarrollando de la misma manera que en el caso anterior se tiene que 

Ixl:! - r2 

tan f) = . 
2ry 

Finalmente usando la Proposición 2.3.2, ii) se sigue el teorema. 
o 

Nótese que el Teorema 2.3.3 se generaliza fácilmente para geodésicas de 
la forma {z E Wllz - al = r}. Ahora, se define la distancia entre dos 
geodésicas disjuntas 
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L, 

Figura 2.19: Distancia de z a una geodésica L 

Definición 12 Sean Li y L2 dos geodésicas disjuntas se define la distancia 
entre ellas como 

p(L" L, ) ~ inf(p(z, w) lz EL" w EL,}. 

El siguiente resultado muestra que la distancia entre dos geodésicas es la 
longitud hiperbólica del segmento de geodésica ortogonal a ambas. 

Proposición 2.3.4 Sean L¡ y L2 dos geodésicas disjuntas, entonces la 
distancia p(Lt. L2) está dada por p(u, v), donde u E L¡, v E L2 Y el 
segmento ¡u, vI corta ortogonalmente a LI y L2· 

DEMOSTRACIÓN. Usando transformaciones en PSL(2, IR), se puede suponer 
que la geodésica L ortogonal a L¡ y L2 es el eje imaginario positivo (véase 
la Figura 2.20). Utilizando el Teorema 2.3.3 se cumple que para toda z en 
LI y w en L2, z = X + iy, se tiene 

Ilzl' -r'l IR'-r'l senhp(z,w)"2!senhp(z, L,)~ 2yr "2! 2rR ~ senhp(ir,iR). 

o 

Otra demostración de la Proposición 2.3.4 es utilizando la observación 
que aparece después del Teorema 2.1.4. Esto se sigue ya que para cada par 
de puntos x E L¡ y w E L2 , si [x, w[ no corta ortogonalmente a L2 , 

entonces existe 11 E L2 , tal que [w, zll es ortogonal a L2 y 

p(z, w) > p(z, w') 
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L 

iR 

Figura 2.20: Distancia de L1 a L2 

(véase la Figura 2.20). También, si [z, w] no corta ortogonalmente a L 1 , 

entonces existe w' E L 1, tal que p( z' ,w') > p( z' , w) etcétera. Se sigue 
de las observaciones anteriores que el único segmento de geodésica que mini
miza la distancia hiperbólica de L1 y L 2 , es aquél que es ortogonal a 
ambas geodésicas. A continuación probamos dos lemas que se necesitan para 
establecer el resultado principal sobre cuadriláteros. 

Lema 2.3.5 Sea L una geodésica en Ll con centro euclidiano Zo y radio 
r, y W el punto en L más cercano al origen. Entonces 

1 
senh p(O, w) = -

r 
y cosh p(O,w) =~. 

r 

\ 

\ , . , 
o 

Figura 2.21: Paralelismo en T 

DEMOSTRACIÓN. Dada L ortogonal a Ll se tiene 

Iwl = Izol - r y Izol2 = r2 + 1 

, • , 
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(véase la Figura 2.21). Usando el Teorema 2.1.2 se sigue que 

, 1 Iwl' 
senh ;¡p(w, O) = 1 -Iwl' 

y 
, 1 1 

ccsh ;¡p(w, O) = l -Iwl" 
entonces 

1 1 21wl 
senh p(w,O) = 2senh ;¡p(w,O)cosh ;¡p(w, O) = 1 Iwl" 

Finalmente 

senh p(w O) = 2(IZoI- r) = c;---o2(,,-IZoi-Ic,-,r-;,-)n;c-.--
, 1 Izo - rl' 1 r' IZoI' + 21zolr 

2(1ZoI- r) 1 
= = -

-2r' + 21Zolr r 
y 

1 1 + r' IZoI' 
ccsh' p(w,O) =., + 1 = -,- = -, . r r r 

o 

Otra demostración del Lema 2.3.5 se sigue aplicando el paralelismo (Teo
rema 2.1.3) en el triángulo determinado por O. w y Ti obteniéndose 

cosh p{O, w)sen Q = 1 

(véase la Figura 2.21). Como sen a = r/IZoI. se tiene 

ccsh p(O, w) = ~ 
r 

y 
IZoI' 1 senh2 p(O. w) = -2 - 1 = 2" 
r r 

Lema 2.3.6 Sean L) y L2 geodésicas en JH['2, entonces el producto 
inversivo (Llo L2 ) es 

cosh p(L lt L2 ), 1, cos 8; 

conforme a que Ll y L',l sean disjuntas, paralelas o se infersecten en un 
ángulo 8, O ~ fJ $; 1r /2. 



2.3. CUADRILÁTEROS 69 

DEMOSTRACIÓN. Si LI y L2 son disjuntas, usando el Teorema 1.10 se 
puede suponer que LI ~ {z E lIi' Ilzl ~ r} y L, ~ {z E lIi' Ilzl ~ R}, 
respectivamente (véase la Figura 2.20). Se sigue de la relación (1.10) que 

Por otro lado 

IR - rl2 R'l + r'l 
ClJsh p(LI, L,) ~ 1 + 2Rr ~ 2Rr . 

Finalmente, si LI y L2 se intersectan o son paralelas el resultado se 
sigue de las Proposiciones 1.5.1 y 1.5.7. 

o 
Ahora, aplicamos los Lemas 2.3.5 y 2.3.6 en el siguiente teorema. 

Teorema 2.3.7 Sea el cuadrilátero de Lambert determinado por al. al, b¡, ~ 
y (J , como en la Figuro 2.14. Entonces 

(i) senh al senh a2 = ces (Ji 

(ii) cosh al = cosh b¡ sen (J, 

DEMOSTRACIÓN. Probamos primero (i). Sin perder generalidad, se puede 
suponer que al Y ~ están en los ejes real e imaginario positivo (véase la 
Figura 2.14). Obsérvese que las geodésicas LI ~ {z E t> 1 Iz - ul ~ r} y 
L2 = {z E 6 I Iz - ivl = R} contienen a b¡ y ~ respectivamente. Se 
sigue del Lema 2.3.5 que 

1 
senh al senh al = rR' 

Por otro lado, usando el Lema 2.3.6 se obtiene 

(L I , L,) ~ ClJS 9 

y de la relación (1.10), se tiene que 

Ir2 + R2 -Iu - ivl21 jr2 + R2 - u2 
- v21 1 

(L¡,L,) ~ 2Rr ~ 2Rr ~ Rr' 

puestoque u2 = 1+r2 y v2 = 1+R2. 
Para probar (ii), se puede suponer, sin perder generalidad, que el vértice 
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con ángulo (J esté en el origen y que el lado cuya longitud hiperbólica es 
~ esté contenido en el eje x (véase la Figura 2.22). Sea L¡ el círculo 
que contiene a la geodésica cuya longitud hiperbólica es al, denotamos 
a su centro euclidiano por teiS y su radio por r. Ahora, se refleja este 
cuadrilátero de Lambert sobre el eje x, obteniendose dos cuadriláteros de 
Lambert que forman un pentágono; si L2 es el círculo reflejado de Ltl su 
centro euclidiano es te-iD y su radio r (véase la Figura 2.22) . 

. -- .. 
~ \ 

h- ' , 

-, 

, , 

\ , , 
te-ti " 

, 

Figura 2.22: Cuadrilátero Lambert 

Como Ll y L2 no se intersectan, se sigue del Lema 2.3.6 que 

y también que 
Itei8 - te-iSl > 2r 

Por otra parte, usando la relación (1. 10) se tiene 

(2.8) 

I
lteiS 

- te-iS
l2 

- 2r21 2t2sen2 9 - r 2 
_ t2 

2 
(L lo L 2) = 2 = 2 -2-,sen(J- 1. 

2r r T 

Finalmente, se sigue del Lema 2.3.5 y la relación (2.8) que 
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es decir 

h' b 2 1I cosh 2a¡ + 1 h' ces 1 sen t7 = 2 = ces al· 

o 
Nótese que si rotamos el cuadrilátero, de tal manera que la geodésica cuya 
longitud hiperbólica es b¡ esté contenida en el eje real, la misma prueba 
muestra que 

cosh a2 = cosh ~ sen (}. 

Esto es, el cociente de los cosenos hiperbólicos de las longitudes de lados 
opuestos en el cuadrilátero de Lambert es constante (sen (} o l /sen 9). 
Esta propiedad de proporcionalidad la cumplen todos estos cuadriláteros de 
Lambert. 

2.4. Pentágonos 

En este capitulo examinaremos los pentágonos con cuatro ángulos rectos. 
Claramente dos cuadriláteros de Lambert forman un pentágono como en 
la Figura 2.22, sin embargo, cualquier pentágono no es necesariamente la 
refiexión de dos cuadriláteros de Lambert (véase la Figura 2.23). 

~ 

e ~I • 
t 

d , 

Figura 2.23: Pentágono hiperbólico 

El Teorema 2.2.3 garantiza la existencia de lUl pentágono P con cuatro 
ángulos rectos y lUl ángulo B E [O, 'Ir). Para este pentágono P se puede 
construir una geodésica que surga del vértice con ángulo (J y que corta 
ortogonalmente al iado opuesto (véase la Figura 2.23). Se afirma que dicho 
segmento de geodésica está contenido en el interior del pentágono. Para pro
bar esto denotamos por Lz el segmento de geodésica que tiene longitud 
hiperbólica x, y nos referimos a la notación del pentágono descrito en la 
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Figura 2.23. Se puede suponer que Lb es el eje imaginario, por lo que La 
y Le son geodésicas concéntricas. También, sin perder generalidad, La y 
Le aparecen como en la Figura 2.24. Como Ld corta a Le ortogonalmente, 
el segmento Ld está en el exterior del círculo que determina Le, en caso 
contrario P no sería convexo. Como Le es ortogonal a La. entonces, 
también por convexidad Le está en el interior del círculo determinado por 
La. Por consiguiente la intersección de Le y Ld OClUTe entre las geodésicas 
determinadas por La y Le. y claramente hay una geodésica Lf ortogonal 
a Lb en el interior del pentágono (véase la Figura 2.24). 

L, 

Figura 2.24: Pentágono hiperbólico 

Nótese que el segmento L/ de la Figura 2.23, subdivide el ángulo (J 

en ()I y (J2, y el segmento Lb se subdivide en dos segmentos de longitud 
hiperbólica. b¡ y ~. 

Teorema 2.4.1 Sea P un pentagono como en la Figura 2.23. Entonces se 
cumple 

(i) eosh a eosh e + CJJS 8 = senh a CJJsh b senh e, 

(ii) Si 8 = 1f/2. entonces 

tanh a cosh b tanh e = 1; 

senh a senh b = cosh d. 

(2.9) 

(2. 10) 

DEMOSTRACIÓN. Para probar (i) nótese que se sigue del Teorema 2.3.7 las 
siguientes relaciones 

cosh a = cosh f sen 81, 

cosh e = cosh f sen 82 , 

(2.11) 

(2.12) 
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senh a senh ~ = cos 8), 

senh e senh b1 = ros 82. 

Usando (2. 11) y (2. l2) se tiene 

73 

(2. l3) 

(2.l4) 

cosh a sen 82 - cosh e sen fh = O (2. 15) 

para simplificar la prueba denotaremos a cosh x como c( x) y senh x por 
s(x). Ahora, desarrollemos la siguiente indentidad 

[e(a)e(e) - sen O, sen O,J'. 

Usando la relación (2.15), se tiene 

[e(a)e(e)-sen O, sen O,J' = [e(a)e(e)-sen O, sen O,['-[e(a) sen O,-e(e) sen O,J' 

= c2(a)c2(c) + sen2 91 8en2 ez - c2(a) sen2 (Jz - c2(c) sen2 fh 

= e'(e)[e'(a) - sen' O¡J - sen' O,[e'(a) - sen' O¡J 

= [<'(a) - sen' O,lIe'(e) - sen' O,J 

= [s'(a) + l- sen' O¡J[s'(a) + 1 - sen' O,J 

= [s'(a) + eos' O¡J[s'(e) + cos' O,J. 

Aplicando las relaciones (2.13) y (2. 14) se tiene que 

[e(a)e(e) - sen O, sen O,J' = [s'(a) + s'(a)s'(I>,)lIs'(e) + s'(e)s'(b,)J 

= s'(a)s'(e)e'(I>,)e'(b,), 

por lo que 
e(a)e(e) - sen O, sen O, = s(a)s(e)e(b,)e(I>,). (2. l6) 

Por otro lado 

e(a) e(e) + cos 0= e(a) e(e) + cos(O, + 9,) 

= cía) cíe) - sen 91 sen fh + cos (Jl cos 92• 

Finalmente usando las relaciones (2.13), (2. 14) Y (2.16) se sigue (i). 

e(a) e(e) + cos 9 = s(a) s(e) e(b,) e(l>,) + s(a) s(b,) s(e) s(l>,) 
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= s(a) s(c) [c(b¡) c(b2 ) + s(b¡) s(b2 )] = s(a) s(c) c(b¡ + b2 ) 

= s(a) c(b) s(c) . 

Para probar (ii) sustituimos O = 7r /2 en (i) obteniéndose 

cosh a cosh e = senh a cosh b senh e 

y 
tanh a cosh b tanh e = 1 

(véase la Figura 2.25) . Ahora, aplicando (2.9) tres veces (cíclicamente), se 
tiene 

(1) tanh a cosh b tanh e = 1; 

(2) tanh e cosh d tanh e = 1; 

(3) tanh e cosh a tanh b = 1. 
b 

e 

f: 
d e 

Figura 2.25: tanh a cosh b tanh e = 1 

Dividiendo a la identidad (2), la identidad (3), se tiene 

tanh e eosh d = 1. 
tanh b eosh a 

Finalmente, se sigue de la identidad (1) que 

tanh e cosh d 
h b h = tanh a eosh b tanh e, 

tan eos a 

por lo cual 

eosh d = tanh a eosh b tanh b eosh a = senh a senh b. 

o 
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"' ., 
1, • , 

I 

, 
1, 1, 

I 
L 1, -------------

., ., ., ., 
1, 1, 

Figura 2.26: Hexágono hiperb6lico 

2.5. Hexágonos 

En este capítulo estudiaremos a los hexágonos con seis ángulos rectos. La 
existencia de estos hexágonos la garantiza el Teorema 2.2.3. Probamos primero 
que dado un hexágono E como en la Figura 2.26, se tiene que geodésicas 
"opuestas" son disjuntas. Para probar esto trazamos una geodésica L que 
une el vértice Lb:J n La, con el vértice Lb, n Lfl3 (véase la Figura 2.26). Si 
usamos el modelo n¡2 podemos suponer que la geodésica determinada por 
La, es el eje imaginario, y la geodésica determinada por Lb, es concéntrica 
al origen y corta a la recta real en un punto Q. Ahora, como necesariamente 
L03 y La, son disjuntas, se sigue que La, intersecta a la recta real en 
un punto {J, tal que 0< {J < a (véase la Figura 2.27). Por consiguiente 
cualquier geodésica que pase por la intersección de LI>-J y La3 corta la recta 
real en un punto en ({J, a), por lo que L es disjunta a Lo.' Analogamente, 
L". y L son disjuntas, Es claro entonces por conexidad que LOl y L". 
son también disjuntas. Lo cual prueba la existencia de una ortogonal común 
que denotaremos por L" (véase la Figura 2.27). 

L., L 

fJ a 

Figura 2.27: Geodésica L 
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Se afirma también que la geodésica Lb corta el interior del hexágono E, 
como en la. Figura 2.27. Para mostrar esto se traza una geodésica que une el 
vértice L(J2 n Lbl con el vértice LOI n LbJ y otra geodésica que une Lal n Lb, 
y L"1 n La3' A la primera geodésica la denotamos por L1 ya la segunda 
por L, (véase la Figura 2.28). 

L, 

., 

Figura 2.28: Cuadrilátero Q 

De esta manera se forma un cuadrilátero Q en el interior de H. Nótese 
que los ángulos internos de este cuadrilátero son todos menores a 1r / 2. Fi· 
nalmente, si la geodésica Lb no intersecta a Lal y L"I como en la Figura 
2.27, se tendría una contradicción al Teorema 2.2.3. Esto se sigue, ya que si 
por ejemplo, Lb intersecta La1 "fuera" del hexágono existiría un triángulo 
con un ángulo recto y un ángulo obtuso, o si Lb intersecta tanto Lal como 
Lb! "fuera" del hexágono, existiría un cuadrilátero con dos ángulos rectos y 
dos ángulos obtusos (véase la Figura 2.29). 

L., 

L, 

Figura 2.29: Geodésica L" 

El siguiente resultado exhibe una propiedad de proporcionalidad en los 
lados opuestos de un hexágono. 
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Teorema 2.5.1 Sea P un hexágono como en la figuro 2.26, entonces 

senh al 
senh b¡ 

senh a2 

senh f>:¡ 
senh aa 
senh b3 ' 

DEMOSTRACIÓN. Se sigue del Teorema 2.4. 1 que 

senh ~ senh aa = cosh b = senh a2 senh lJ:¡. 

Por simetría, existe otra geodésica de longitud ti comun a La3 Y L b3, tal 
que 

senh bz senh al = cosh b' = senh ~ senh bl . 

El resultado se sigue entonces de las observaciones anteriores. 
o 

Para concluir esta tesis se prueba un teorema que dice que las longitudes 
de todos los lados de un hexágono hiperbólico, con seis ángulos rectos, están 
determinadas por cualesquiera tres lados no consecutivos. 

Teorema 2.5.2 Sea P un hexágono como en la Figuro 2.26, entonces 

cosh bl senh a2 senh aa = cosh al + cosh a2 cosh aJ. 

DEMOSTRACIÓN. Nos referimos a la Figura 2.26 y denotamos cosh x = c(x) 
y senh x = s(x). La idea de la prueba es usar un resultado para Pentágonos 
(Teorema 2.4. 1), para intercambiar las cantidades en bl (x y y) por las 
cantidades en al (u Y v). 
Paso 1 Usaremos las siguientes identidades del pentágono (Teorema 2.4. 1) 

s(x) sra,) ~ e(u), 

s(y) sra,) ~ e(v), 

s(u) s(b) ~ era,), 

s(v) s(b) ~ era,). 

(2. 17) 

(2. 18) 

(2.19) 

(2.20) 

Paso 2 Aqui se intercambia la información de un producto que está en térmi
nos de x y a'j! por una. suma en términos de u y al, análogamente para 
y y v. De la relación (2.17) se tiene 

s'(x) s'(a,) ~ (<'(x) - l )s'(a,) 
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~ c'(x) ,'(a,) - ,'(a,) ~ c'(u) 

y 
c'(x) ,'(a,) ~ ,'(a,) + c'(u). (2.2 1) 

Análogamente de la relación (2.18) se sigue que 

c'(y) ,'(a,) ~ ,'(a,) + c'(v). (2.22) 

Paso 3 También se necesita probar la siguiente identidad trigonométrica ya 
que ordena la información de a2 Y aJ por un lado y de u y v por otro. 

[c'(a,) + ,'(u)IIc'(a,) + ,'(v)[ ~ [c(a,) c(a,) + ,(u) ,(v)[' (2.23) 

&to se sigue usando las relaciones (2.19) y (2.20), ya que 

(c'(a,) + ,'(u)lIc'(a,) + ,'(v)[ ~ (,'(u) ,'(b) + ,'(u)II"(v) ,'(b) + ,'(v)[ 

~ [,(u) ,(v) ("(b) + 1)J' ~ (,(u) ,(v) ,'(b) + ,(u) ,(v)[' 

~ [c(a,) c(a,) + ,(u) ,(v)['. 
Con esta información la prueba se desarrolla fluidamente. 
Paso 4 

c(b,) ,(a, ) ,(a,) ~ c(x + y) ,(a,) ,(a,) 

(c(x) c(y)+,(x) ,(y)[ ,(a,) ,(a,) ~ c(x) ,(a, ) c(y) ,(a,)+,(x) ,(y) , (a,) ,(a,), 

como se quiere remplazar x , y por u, v usando las relaciones (2.17) y (2.18), 
se tiene 

c(b¡J ,(a,) ,(a,) ~ (c(x) ,(a,)lIc(y) ,(a,)[ + c(u) c(v). 

En este momento se ve la necesidad del Paso 2, esto es, (2.21) y (2.22) 

c(b,) ,(a, ) , (a,) ~ [,'(a,) + c'(u)[ ' /'(,'(a,) + c'(v)['/' + c(u) c(v) 

~ (c'(a,) - 1 + c'(u)['/'[c'(a, ) - 1 + c'(v)[ '/' + c(u) c(v) 

~ [c'(a,) + ,'(u)['/'(c'(a,) + ,'(v)['/' + c(u) c(v). 

Finalmente aqui se constata la utilidad del Paso 3, usando (2.23), se obtiene 

c(b,) ,(a,) ,(a,) ~ c(a,) c(a,) + ,(u) ,(v) + c(u) c(v) 

~ c(a,) c(a,) + c(u + v) ~ c(a,) c(a,) + c(a¡J. 
o 

Nótese la peculiaridad de la geometría hiperbólica en contraste con la 
Euclidiana donde un polígono convexo con 4 ángulos rectos es necesariamente 
un rectángulo. 
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