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Introducción

El objetivo de este trabajo es analizar el Problema de la Ruina con horizonte infinito para el

Proceso de Riesgo clásico con diferentes distribuciones de probabilidad para las reclamaciones:

colas ligeras y subexponenciales. El Proceso de Riesgo que consideramos es el clásico y modela

el capital de una compañía de seguros.

El Problema de la Ruina se ha analizado desde muchos puntos de vista. Por ejemplo, en un

juego donde dos jugadores, A y B, apuestan lanzando volados. En cada lanzamiento si sale sol,

A gana una unidad del capital de B, mientras que si sale águila A paga una unidad a B. Esto

continúa hasta que uno de ellos pierda todo su capital, es decir, se arruine. Una pregunta que

se plantea es:

¿Cuál es la probabilidad de que A pierda todo su capital, o se arruine, si inicia con m

unidades de capital y B inicia con N - m unidades?,

o

¿Cuántos lanzamientos en promedio se tienen que hacer para que A se arruine?

Este problema es el Problema de la Ruina del Jugador.

Otro ejemplo, el caso de una compañía aseguradora. Un seguro es un contrato con el que

una compañía aseguradora acepta cubrir el impacto financiero que trae consigo la realización

de un evento. En lugar de tener dos jugadores, tenemos por un lado a la compañía aseguradora

y por el otro a sus asegurados, pero a diferencia de los volados, en este caso el beneficio de una

parte no necesariamente implica una pérdida de su contraparte. Ambas partes también tienen
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su respectivo capital involucrado, por parte de la compañía se tiene una cantidad de capital

que dispone en ese momento y por parte de los asegurados sus respectivos pagos periódicos

establecidos. A estos pagos se les llaman primas. La compañía se compromete a asegurar por

determinados eventos a sus asegurados. Esta situación no depende del lanzamiento de una

moneda, pero cuándo y cuánto paga la compañía sí son eventos inciertos, por lo que se modelan

usando Probabilidad.

En caso de que ocurran esos eventos o accidentes a los asegurados entonces es cuando los

asegurados pedirán a la compañía que se les remunere el pago convenido, es decir, se hacen las

" reclamaciones".

Con las primas cobradas la compañía tiene que cubrir sus gastos e incluso debe hacer un

fondo para sus posibles gastos inesperados y para sus ganancias. A este fondo se le llama

reserva. y cómo lo utiliza la compañía no nos atañe aquí. Lo que nos interesa es el capital con

el que cuenta al momento t ~ O,es decir, el excedente. El excedente de la compañía al momento

t~Oes

U(t) = u + ct - S(t),

donde u ~ Oes el capital inicial (u = U (O)), c ~ Oes la tasa de entrada de primas y S(t) ~ Oes

la suma de todas las reclamaciones hechas a la compañía hasta el momento t. A la compañía se

le pueden presentar muchas reclamaciones o una reclamación de un monto muy grande, y por

ello el monto total de las reclamaciones puede rebasar el excedente de la compañía, haciendo

que, para alguna t, U (t) ::;O. Si esto sucede, la compañía se arruina.

A U se le conoce como el Proceso de Riesgo, y es el que nos interesa en este trabajo. Para

este Proceso usamos el proceso de Poisson compuesto. Del proceso de Riesgo surgen preguntas

como:

¿Cuál es la probabilidadde que la compañía no se arruine antes del tiempo t si empez6 con

un capital u?

o simplemente, con horizonte infinito,

¿Cuál es la probabilidad de que la compañía no se arruine si tiene u de capital inicial?

Aunque los resultados son más generales, en este trabajo cualquier integral I 9 (x) dF (x)

será entendida como una integral de Riemann-Stieltjes.

A continuación describiremos la estructura de este trabajo.
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En el capítulo 1 definimos el modelo de Cramér-Lundberg, el proceso de Riesgo, los tiempos

de ruina y las probabilidades de ruina. Para ese capítulo se consultaron los libros de Asmussen

[1], Cramér [3] y Embrechts, Kltippelberg y Mikosch [4]. El capítulo 2 es fundamental para

los subsiguientes capítulos, porque se enuncian y demuestran los Teoremas de Renovación,

los cuales nos permiten obtener los resultados asintóticos que probamos en el capítulo 3. La

bibliografía consultada para el capítulo 2 es Basu [2], Feller [5), Laha y Rohatgi [8] y Resnick

[9].

El Teorema de Cramér-Lundberg para distribuciones con exponente de Cramér-Lundberg

se demuestra en el capítulo 3. Esta es una clase de distribuciones que también se conoce como

distribuciones para reclamaciones pequeñas.

Las distribuciones subexponenciales son distribuciones que también se conocen como dis

tribuciones para reclamaciones grandes. Verificamos que las distribuciones subexponenciales

no tienen estimador de Cramér-Lundberg. Los libros consultados para el capítulo 3 son Em

brechts, Klüppelberg y Mikosch [4], Grandell [6] y Hogg y Kluggman[7]. El análisis de las

distribuciones subexponenciales se hace en el capítulo 4 y también mencionamos el Teorema de

Cramér-Lundberg correspondiente a estas distribuciones. Para este último desarrollo necesita

mos de la Teoría de Variación Regular. Para este último capítulo se consultaron los libros de

Asmussen [1], Embrechts [4] y Rolski, Schmidli, Schmidt y Teugels [10].

En el Apéndice A se muestran resultados relacionados con la Convolución y la Transfor

mada de Laplace que se usan en gran parte de este trabajo. El Apéndice B hace referencia a

definiciones y resultados útiles para el capítulo 2.

En este trabajo utilizamos frecuentemente las siguientes notaciones: Si f es una función

real de variable real,

• I> 9 denota que lim ll(xx) = 1,
x~oo YCX5

• o (h) denota una función que tiende a cero más rápidamente que h cuando h tiende a cero,

d . l' !?0l Oes ecir, im h = ,
h-+o

• O (h) denota que existe M> Otal que limsup IO~')1 ::::; M. En particular, f (x) = O (1) quiere
h-+O

decir que f es acotada,

• [xl denota la parte entera del número x, es decir, [x] = sup {y E Z: y::; x} .
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Capítulo 1

Modelo Clásico de Riesgo

En este capítulo se define el proceso clásico del Riesgo. Para ello, primero se define un proceso

que modela el número de reclamaciones en el intervalo de tiempo (O,t] . Después se define otro

proceso que modela el monto que se ha reclamado hasta el tiempo t 2: O. La combinación

de estos dos procesos se conoce como proceso de Poisson compuesto. Por último, se define el

modelo de Cramér-Lundberg y llegamos al proceso de Riesgo que nos interesa.

También vemos definiciones de Probabilidades de Ruina y tiempos de Ruina. Usando un

lema se define la condición de beneficios netos, la cual se usa bastante en los capítulos 3 y 4.

1.1 El modelo de Cramér-Lundberg

El modelo que se define aquí resultó de las contribuciones de Filip Lundberg y de Harald

Cramér y se convirtió en el modelo básico del riesgo asegurable. Se conoce como el modelo de

Cramér-Lundberg, cuya contribución esencial es considerar el proceso de Poisson compuesto.

Consideremos la totalidad de los asegurados vigentes en una compañía de seguros dentro de

un intervalo de tiempo fijo, (O, t]. Sea N (t) el número de reclamaciones hasta el momento t, de

tal manera que definimos a N (t) como:

N(t)={ sup{n2:1:Tn::;t}, t2:0,

0, si {n 2: 1 : Tn ::; t} = 0.
(1.1)

Así, si ocurren reclamaciones en los instantes de tiempo °< TI < T2 < T3 < ... , entonces
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N (t) pasará de Oa 1 en t = TI, de 1 a 2 en t = T2, Y así sucesivamente. Los montos reclamados

Xl, X2, X 3 , .. · correspondientes a cada reclamación son positivos e independientes entre ellos y

del número de reclamaciones.

Con esto, podemos definir el modelo de Cramér-Lundberg, que se define como:

Definición 1 El modelo de Cramér-Lundberg está dado por las condiciones (a)-(e):

(a) El proceso de los montos reclamados:

Sean las magnitudes de cada reclamación {XdkE1'I variables aleatorias positivas, indepen

dientes e idénticamente distribuidas con función de distribución continua F, con media

(b) Los tiempos de reclamación:

La n-ésima reclamación Tn ocurre en un instante aleatorio del tiempo, y

casi seguramente,

es decir, el conjunto donde{7i = 7i+l, i E N} tiene probabilidad cero.

(e) El proceso de llegada de las reclamaciones:

El número de reclamaciones en el interualo [0, t] es:

N(t)={ sup{n~l:TnSt}, t~O,
O, st{n~1:TnSt}=0.

(d) Los tiempos entre reclamaciones:

k = 2,3, ..., (1.2)

son independientes, idénticamente distribuidos exponencialmente y tienen media finita

JB(Yi) = ±, A> O.

(e) Las sucesiones {XklkE1'I' {YkhEN son independientes entre sí (por consiguiente {XkhEN

y {nhEN también son independientes).
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Observaciones:

1. Existe un modelo generalizado para esta definición y es el modelo de renouacián, el cual

no estudiamos en este trabajo. Este modelo está dado por (a)-(c), (e) y pide además

que los tiempos entre arribos Yk dados como en (1.2) sean independientes e idénti

camente distribuidos con media finita lE(Yl) = ,,!, es decir, que no necesariamente se

distribuyan exponencialmente.

2. Gráficamente un ejemplo del proceso de Poisson compuesto es así:

y ....¡

Figura 1-1: Proceso de Poisson compuesto

Definición 2 El proceso del monto reclamado {S(t)h~o es:

En particular S (O) = O, c.s.

{
¿:¡:g) x,

S(t) = O

9
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El proceso de llegada de las reclamaciones N (t) , es un proceso de Poisson. Recordemos

qué es un proceso de Poisson:

Definición 3 Sea (n, F, P) un espacio de probabilidad. {B (t) h~o es un proceso de Poisson

homogéneo con intesidad A > O definido en este espacio de probabilidad y N su espacio de

estados, si cumple:

(a) en el estado inicial B (O) = O,

(b) tiene incrementos estacionarios, es decir, para cualquier E EN = P (N) ,

P ((B (t + h) - B (t)) E E) = P (B (h) E E) ,

e independientes, es decir, pam n E N, sean O S t i < t2 S t3 < t4 S ... S

t2n-l < t2n, entonces las variables {(B (t2j) - B (t2j-l»)}7=1 son independientes.

En particular, para cualesquiero Ek, El E N, se cumple que

P«B (k + h) - B (k») E e; (B (l + r) - B (l») E E¡)

P«B(k+h) - B(k» E Ek) .P«B(l +r) - B(l») E El),

siempre que (k, k + h]n (l, l + r] = 0.

(e) P(B(h) = O) = 1- Ah+ o(h), P(B(h) = 1) = Ah+ o(h) y P(B(h) > 1) = o(h),

cuando h tiendo a cero, es decir, la probabilidad de que no haya ninguna ocurrencia

es 1 - Ah+ o (h), mientras que la probabilidad de exactamente una ocurrencia es de

Ah+ o (h) y la probabilidad de que hayan más de una ocurrencia es o (h) , cuando h

tiende a cero.

Ahora demostramos que efectivamente N (t) es un proceso de Poisson.

Proposición 4 El proceso N (t) es un proceso de Poisson.

Demostración Se hace la demostración de acuerdo al orden de los incisos dados en la definición

del proceso de Poisson:

(a) Por convención tenemos que N (O) = o.

10



(b) Iniciaremos con la estacionarieciad, sea E E N, entonces

lP' «N (t + h) - N (t» E E) = L lP' (N (t + h) - N (t) = n),
nEE

usando la definición (1.1) de N (t), vemos que

lP'«N(t+h)-N(t» EE)

L lP' « sup {Q ?: 1 : t; ::; t + h} - sup {Q ?: 1 : t; ::; t}) = n) ,
nEE

sabemosquelP' (Tn > s + ti Tn > t) = lP'(Tn > s + t, Tn > t) [lP' (Tn > t)r I
, para toda

s, t ?: O. Como {Tn > s + t, Tn > t} = {Tn > s + t}, entonces lP' (Tn > s + t ITn > t) =

lP' (Tn > s + t) [lP' (Tn > t)r1
, y tenemos que Tn se distribuye exponencial para toda

n, así llegamos a que JI!' (Tn > s + t) [lP' (Tn > t)r1 = e->.(s+t) [e->.tr I
= e->'s =

lP' (Tn > s). Por lo tanto, Tn no tiene memoria para toda n, entonces

lP' «N (t + h) - N (t» E E) L lP' (sup {Q ?: 1 : t; < h} = n)
nEE

LlP'(N(h) = n)
nEE

IP'(N(h) E E).

Ahora demostremos que N (t) tiene incrementos independientes. Para ilustrar esto

veamos con dos intervalos cualesquiera tales que (k, k + h] n (l, l + r] = 0. Debido a

que los incrementos son estacionarios, tenemos que

IP' «N (k + h) - N (k» E Ek, (N (l + r) - N (l» E El)

= lP'(N(h) E Ek,N (r) E El)

L L IP'(N(h)=n,N(r)=m)
nEEkmEE,

L L lP' (sup {Q ?: 1 : t; < h} = n, sup {,8?: 1 : T(3 < r} = m) ,
nEEkmEE,
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como las {Tn}n~l son independientes, entonces

JP((N (k + h) - N (k)) E Ek, (N (l + r) - N (l)) E E¡)

:L :L JP(sup {a 2': 1 : TO; <h} = n) oJP(sup {f3 21: T¡1::; r} = m)
nEE. mEE,

:L :LJP(N(h)=n)oJP(N(r)=m),
nEE.mEE,

por ser los incrementos estacionarios,

JP((N (k +h) - N (k)) E Ek, (N (l + r) - N (l)) E El)

:L L JP(N(k + h) - N(k) = n) ·JP(N(l +r) - N(I) = m)
nEE.mEE,

JP((N (k +h) - N (k)) E Ek) o JP ((N (l + r) - N (1)) E El) .

Del mismo modo procedemos para tres o más intervalos cualesquiera tales que sean

ajenos entre sí.

(e) Tomando en cuenta que Tn se distribuye exponencialmente para toda n y como

{N(t) = n} = {Tn +1 > t 2': Tn } , para n ~ 2, tenemos que

usando la expansión de Taylor de e-Ah, llegamos a que

lP(N(h) =0)

Mientras que por otro lado,

lP(N (h) = 1)

00 (->..11/ (>..h)2
"'--=l->..h+-- ...
L.. i! 2!
;=0

1- >"h+ o(h).

JP(Tl S.h) = 1-lP(T1 > h)

>"h +o(h).

12



Por último,

JP(N(h) > 1) l-JP(N(h)::;I)

o (h) .

Entonces tenemos que JP (N (h) = O) = 1 - >"h + o(h), JP (N (h) = 1) = Ah+ o(h) y

JP(N(h) > 1) =o(h).

Por lo que al probar los incisos (a), (b) y (e) obtenemos que N (t) es un proceso de Poisson

homogeneo con intensidad A > O.

Otra manera de definir a N (t) es:

00

N (t) = 2.)[O,t] (Tn ),

n=O

y son equivalentes esta forma y la otra dada en (1.1), porque

•

HIO,t] (To) + ... + H[o.t] (Tn ) + ...

sup {n 2: 1 : T« ::; t} , t 2: 0,

0, si {n2:1:Tn ::; t} = 0.

00

L HIO,t] (Tn )
n=O

{

n,

0,

~ {
si t 2: 0, t; ::; t < Tn+l, n E N,

si Tn > t, Vn E N,

1.2 El proceso de Riesgo

La prima que cobra la compañía aseguradora a sus asegurados es una cantidad que está por

encima de la cantidad en riesgo, porque con ella se cubren: gastos de administración, comisiones,

una parte que se destina para la reserva, etc. A menudo las primas son determinadas por todas

las pólizas de la compañía y también por las tarifas de la competencia. Supongamos que el

ingreso de las primas es continuo en el tiempo y que este ingreso es proporcional a la longitud

del intervalo de tiempo, simplemente previendo el monto total que la compañía recibirá en, por

ejemplo, un año, y linealizando.
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Así se da lugar al proceso de Riesgo que es el capital que tiene la compañía aseguradora al

tiempo t 2: O.

Definición 5 El proceso de riesgo {U (t) h~o se define como

U(t)=u+d-S(t), t 2: O, (1.4)

donde u 2.Odenota el capital inicial, c 2. Orepresenta la tasa de ingreso de primas (la pendiente

de la recta explicada arriba) y S (t) el proceso del monto reclamado definido en (1.3).

Observación Un ejemplo de este proceso de riesgo lo podemos ver gráficamente de la siguiente

forma, donde M = sup {S (t) - d} Y T (u) se define en la definición 7:
O-<;t<oo

U~)

o
r, TI T¡ T¡ T. T,

:/.
Tn+l:

S(¡)-Cl

T",¡T,

. :: -:- ---------:--J~
~~

Figura 1-2: Proceso de lliesgo
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Una cantidad importante para las variables aleatorias {8 (t) }t20 es la distribución del monto

reclamado hasta el momento t,

Gt (x)

usando probabilidad condicional,

lP'(8(t)Sx)

(

N(t) )
lP' ~XiSX ,

Gt (x)

por independencia,

00 (NCtJ )
~lP' ~XiSxIN(t)=n ·lP'(N(t)=n)

~lP' (tXi S x) ·lP'(N(t) = n),

o,(x) =~ Y'* (x) e-At (Átt,
~ n!
n=O

por ser N (t) un proceso de Poisson y donde Y'* (x) = lP' (L:?=1 Xi S x) es la n-ésima convolu

ción de F y también por independencia (ver la propiedad 6 de la convolución en el Apéndice

A.l). Así, tenemos que

e, (x) = lP' (8 (t) S x) =f «:" (Átr Y'* (x) ,
n.

n=O

Para un función de distribución F en (-00,00), definimos

x 2 O, t 2 o. (1.5)

si x 2 O,

si x < O,

F h (x) = F(x) y F'" como en el párrafo anterior.

Definición 6 La cola de la función de distribución F se define como

F(x)=l-F(x),
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pamx E R

La cola de la función de distribución F es la probabilidad de que el monto de una reclamación

sea mayor que x, es decir, lP' (X > x) .

Como tenemos que X ~ O, entonces usando la definición de la cola de la función de dis

tribución F obtenemos que,

100 P (x) dx = lE(X) .

Verifiquemos este resultado al integrar por partes la integral,

(1.6)

{OOp(x)dx =
.Jo

1.3 La Ruina

rOO lP' (X > x) dx = roo roo 1dF (t) dx
.h .Jo .Jx
fooo l dxdF (t)

100 tdF (t) = lE(X).

El principal objetivo de la compañía aseguradora en este primer modelo es que U (t) se mantenga

por encima de cierto capital al tiempo t ~ O, o simplemente que no se tenga U (t) :s O, porque

esto significa que la compañía está arruinada. En esta sección definimos la probabilidad de este

evento y los tiempos de ruina en tiempo finito e infinito. El lema que demostramos aquí nos

permite definir la condición de beneficios netos que es importante para este trabajo.

Las siguientes cantidades resultan relevantes:

Definición 7 Sea U (t) el proceso de Riesgo definido en (1.4).

1. La probabilidad de ruina en tiempo finito (o con horizonte finito) es:

'l/J(u,T) = lP'(U(t):s O, pam alguna t:sT),

donde O< T < 00 y u ~ O.

2. La probabilidad de ruina en tiempo infinito (o con horizonte infinito) es:

'l/J (u) = 'l/J (u, 00) = lP'(U(t) :s O, para algún t ~ O),
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con u 2 o.

3. Los tiempos de ruina son:

{

inf{t:O:::;t:::;T, U(t) <O},
T(u,T) =

00, si {t:O:::;t:::;T, U(t) <0}=0,

donde 0< T :::; 00 y u 2 o. En particular, cuando T = 00, T (u, (0) = T (u) .

Si vemos a 'ljJ (u) como una función de la variable u, entonces 'ljJ (u) se llama la función de

ruina.

El siguiente resultado es elemental y se debe a la independencia en el modelo de Poisson

utilizado:

Lema 8 Paro el modelo de Cromér-Lundberg tenemos que,

l&(U (t)) = u + ci - Al-tt

y paro el modelo renovado,

JE (U (t)) =u+ct-I-tl&(N(t)).

Demostración Tenemos que U (t) = u + ct - S (t), t 2 O, entonces

(1.7)

(1.8)

l&(U(t)) l&(u+ct-S(t))

u+d-l&(S(t)).

Veamos la esperanza l&(S (t)) y recordemos que S(t) = 'E;:g) Xi, si N(t) > O. Usemos

esperanza condicional, entonces

00

l& (S (t)) = L l& (S (t) IN(t) = k) lP'(N (t ) = k)
k=O

~E (~x; IN(') ~ k) P(N (t) ~ k),
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por ser independientes {X;} y {Tí}' entonces

E(S(t)) ~E (tXí )lF(N(t) = k)

00 k

L ¿JE(Xi )lF(N (t) = k),
k=O i=1

como {X;} se distribuyen idénticamente con esperanza J-t,

E (S (t))
00 k

L ¿ J-tlF (N (t) = k)
k=O i=1
00

¿ kJ-tlF (N (t) = k)
k=O

00

J-t L klF(N (t) = k)
k=O

¡.tE(N(t)).

Como en el modelo de Cramér-Lundberg N (t) es un proceso de Poisson homogéneo,

entonces E (N (t)) = At, por lo tanto

E (S (t)) = J-tE (N (t)) = J-tAt.

•
1.3.1 Condición de beneficios netos

El último lema es importante porque da una primera idea de cómo debe de ser la tasa de

ingresos de primas c en (1.4), y la determinación de esta tasa depende de la solvencia de una

compañía sobre un periodo de tiempo dado. La tasa de ingresos de primas c se podría elegir de

manera que 1j; (u, T) resulte pequeña, con u y T dadas, y así la compañía aseguradora pueda

minimizar la probabilidad de la ruina.

Tenemos por el lema anterior que para el modelo de Cramér-Lundberg,

E(U(t)) =u+(c-A¡.t)t.

18



Entonces, lo que quiere la compañía aseguradora es que E (U (t)) > O, cuando t tiende a

infinito, es decir, que la media de los egresos menos la media de los ingresos no rebase el capital

inicial u, cuando t tiende a infinito.

P 1 1 fu d 1 , li SIt)-ct \ .or a ey erte e os grandes numeros tenemos que un _.T'- = /lj.L-C, casi seguramente.
t-soo

Si tenemos que c - AJl < O, entonces lim S(t~-ct > O, casi seguramente. De lo cual podemos
t-voo

inferir que lim (S(t) - d) = 00, casi seguramente, y así llegamos a que sup {S (t) - cr} = 00,
t--->oo O:;t<oo

casi seguramente. En el capítulo 3, probamos que 1/J (u) = lP' (sup {S(t) - d} > u) . Con
O<t<oo

esto vemos que 1/J (u) = 1, siempre que C-AJl < O,es decir, la compañía de seguros seguramente

se arruinará. Por lo que es necesario suponer que c- Aj.L > O. Esto implica también que E (U (t))

sea positiva para t grande. Así obtenemos la condición de beneficios netos p básica en el modelo

de Cramér-Lundberg:
c

p = AJl -1> O. (1.9)

La constante p es llamada también carga de seguridad definida como la cantidad relativa

en la que la tasa de ingresos de primas c excede AJl. Con esto podemos ver la utilidad de las

primas en el periodo [O, t] , es decir, ci = (1 + p) Aj.Lt.

1.4 Conclusiones

Ya establecidas las definiciones para el modelo de Cramér-Lundberg, el proceso de Riesgo

involucrado, las Probabilidades de Ruina y la condición de beneficios netos, podemos llegar a

resultados en el cálculo de las Probabilidades de Ruina. Con lo visto aquí, aún no es suficiente

para cumplir este objetivo, sino que es necesario conocer algunos resultados de la Teoría de

Renovación, que es el siguiente capítulo, y con estos resultados se nos permite llegar a nuestro

objetivo.
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Capítulo 2

Teoría de Renovación

En el presente capítulo se define un proceso de renovación. Retomamos el proceso de conteo

N (t) para definir la función de renovación. También definimos una ecuación de renovación.

Esta ecuación es un elemento clave para los Teoremas de Renovación. Además se resuelve esta

ecuación y comprobamos que su solución es única. Se postulan los Teoremas de Renovación

y los demostramos. Por último, se hace una transformación a una ecuación de renovación y

a la ecuación resultante se le aplica un Teorema de Renovación, y obtenemos implicaciones

interesantes, las cuales aplicaremos en el siguiente capítulo al Problema de la Ruina.

Iniciemos suponiendo que {Yn}n~O es una sucesión de variables aleatorias independientes

que toman valores no negativos (es decir, lP' [Yn < O] = O). También supongamos que la sucesión

de variables aleatorias es idénticamente distribuida con función de distribución F, la cual es

llamada función entre arribos o de tiempos de espera. No es necesario que Yo tenga esta misma

distribución. Supongamos también que, para toda n ~ 1, lP' [Yn = O] < 1.

Como se establece en el modelo de Cramér-Lundberg, estos tiempos de espera {Yn}n~O

o tiempos entre las reclamaciones son independientes y se distribuyen exponencialmente con

media finita E(Yi) = t, A > O. Es preciso decir que para este capítulo usamos las hipótesis

del modelo renovado, que es más general que el de Cramér-Lundberg, pues es necesario que las

variables aleatorias {Yn}n~O sean independientes e idénticamente distribuidas con valores no

negativos y con media finita 'Y = E(Y¡).
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2.1 Función y Ecuación de Renovación

Primero definimos un proceso de renovación. Recordamos el proceso de conteo y demostrarnos

que tiende a infinito casi seguramente cuando t tiende a infinito. Con este proceso definimos

la /unci6n de renovación y demostramos que es finita. También definimos la ecuación de

renovación y probamos que tiene una única solución finita.

Definición 9 Sea T« = Yo + ... + Yn. La sucesión {Tn}n2':O se le llama una sucesión de

renovación ó proceso de renovación. Las cantidades Tn son los tiempos de ocurrencia del

n - ésimo fenómeno y son llamadas tiempos de renovación.

Tomemos en cuenta que para n ~ 1, Yn = Tn - Tn-l YYo= To·

Definición 10 Un proceso se llama proceso de renovación puro si Yo = To = 0, es decir, el

tiempo cero es un tiempo de renovaci6n. Si no es asi, entonces es un proceso de renovación

con retraso.

Veamos dos ejemplos clásicos en la Teoría de Renovación en función de las definiciones

hechas.

Ejemplo 11 Proceso de reemplazo: Se tienen cierto tipo de articulas, los cuales se observan

secuencialmente (por ejemplo, un foco hasta que ya no sirve). Entonces se reemplaza instan

táneamente el foco que expiro por uno nuevo. Este proceso se repite varias veces de igual

manem. Los tiempos de deterioro de los focos {Tn}n2':O son variables aleatorias. Si el foco

inicial es nuevo, entonces tenemos un proceso de renovaci6n puro, si no el modelo apropiado

es un proceso de renovaci6n con retraso. •
Ejemplo 12 Proceso prendido-apagado: Consideremos los periodos opemtivos de una máquina

que alternan con los periodos de mtnima dumci6n en los cuales las reparaciones se hacen.

Supongamos que todos los periodos son independientes, los periodos de opemción son indepen

diente e idénticamente distribuidos y también los periodos de las repamciones. Dos procesos de

renovación distintos pueden ser identificados:

1) Los tiempos cuando la máquina no está operando.
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2) Los tiempos cuando se completa el servicio y la máquina está operando.

--------------

•
En la Teoría de Renovación se considera el proceso puntual asociado para contar las reno

vaciones, es decir, la función de conteo

00

N(t) = ¿[[O,tl (Tn ) ,

n=O

que nos permite contar el número de renovaciones en el intervalo [O, t] Y como ya vimos es

equivalente a (1.1). Si tomamos la esperanza a este proceso obtenemos una función y una

herramienta básica en la Teoría de Renovación, que interpretamos como el número esperado de

tiempos de renovación en el intervalo [0, t].

Definición 13 A la función V se le llama función de renovación, donde

V(t)=E(N(t)),

para e> O.

(2.1)

Veamos que si To = O, t = O, es considerado un tiempo de renovación y en este caso la

función de renovación es

Mientras que en el caso del proceso de renovación con retraso, si To = Yo, Yo fe O, Y tiene

distribución G, entonces la función de renovación es

00 00

V' (t) = ¿lP'(Tn:S t) =~G * Y'* (t) = G* V(t).
n=O n=l

Notemos que {Tn } Y {N (tn están muy relacionados pues N (t) depende de {Tn }, así vemos

que los siguientes conjuntos son iguales para cualquier n ?: O,

{w E ~L N(t) = n} = {w E O: Tn+l > t >Tn},
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de esto tenemos que

n-j

{N(t) <n}n~O = U {N(t) = k} = {Tn > t}n~O'
k=O

donde t está fija.

Lema 14 Sea N (t) un proceso de conteo. Entonces

N (t) --t 00, casi seguramente,

cuando t tiende a infinito.

(2.3)

Demostración Para cada w E n fija, N(t,w) es no decreciente, por lo que lim N(t,w) es
t-oce

igual a infinito o es finito. Supongamos que lP' [w :lim N (t) < 00] > O. Entonces existe
t->oo

una M E N tal que

lP' [ sup N(t) < M] > O.
tE[O,oo)

Usemos (2.3) Y llegamos a que

lP' [sup TM > t] > O.
tE[O,oo)

Por lo que lP' [TM = 00] > O y esto contradice que TM es finito casi seguramente. Por lo

tanto N (t) tiende a infinito, casi seguramente, cuando t tiende a infinito. •

Teorema 15 Sea N(t) un proceso de conteo. Supongamos que rr = E (Y1 ) , O < ..., < oo.

Entonces cuando t tiende a infinito,

N(t) 1
-t- --t ::y' casi seguramente.

Demostración Tomemos en cuenta (2.2), entonces para cada w E n, tenemos que

TN(t) :::; t < TN(t)+l'
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Como N (t) tiende a infinito, casi seguramente, cuando t tiende a infinito, podemos elegir

una t lo suficientemente grande tal que N (t) > O. Entonces

TN(t) t TN(t)+l N (t) + 1
N (t) ::; N (t) < N (t) + 1 N (t)

A partir de la ley fuerte de los grandes números seguimos que cuando t tiende a infinito,

casi seguramente. Por lo que (2.4) se cumple. •
El siguiente teorema es útil, porque más adelante necesitamos que la función de renovación

definida en (2.1) sea finita.

Teorema 16 Sea V (t) una función de renovación, entonces V (t) < 00, paro toda t 2 O.

Demostración Recordemos que V (t) = L~=o F"'* (t). Existe algún número x 2 O tal que

F (x) < 1. Sabemos que F (x - t) ::; F (x) , para toda t E [O, xl, x 2 O, entonces

¡XF(X_t)dF(t)::; ¡X F(x)dF(t),

por lo que F 2* (x) ::; F 2 (x), x 2 o. Supongamos que esto se cumple para n 2 1, esto es,

que F"'* (x) ::;F'" (x) ,x 2 O. Entonces F"'* (x - t) ::; F'" (x) , para toda t E [0,xl y por lo

tanto,

r F"'* (x - t) dF (t)::; r F n (x) dF (t) ,
Jo .~

lo cual equivale a que F(n+l)* (x) ::; F"'+l (x), para toda n 2 1 Y para toda x 2 o. En

tonces para cada x existe r EN, tal que F" (x) < 1. Los términos donde n = r, r+ 1, r+ 2, ...

para F'" (x) forman una subserie geométrica, la cual converge, esto implica la convergencia

de toda la serie L~=o F"'* (t) , debido a que F"'* (x) ::;F'" (x) . Por lo tanto, tenemos que se

cumple V (t) = L~=o pn* (t) < oo. •

Desafortunadamente V (t) = 1& (N (t» no es fácil de calcular explícitamente. Los siguientes

dos ejemplos son casos donde sí se puede obtener este cálculo.
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Ejemplo 17 Supongamos que F es la distribución exponencial. Su densidad es

f (x) = O'e-a x
, x 2: o.

Sabemos que la suma de ti variables exponenciales con parámetro O' se distribuye como una

Gama (n, 0'). Entonces tenemos para n 2: 1,

P" (dx) = O' (O'xt-1 (:~a~)!

y

00

¿P" (x)
n=l

Verificando la definición de FJ* (x) en la propiedad 4 del Apéncice A.J, obtenemos que

00

V (x) =¿P" (x) = 1 +O'x.
n=O

•
Ejemplo 18 Si F tiene densidad

f (x) = ze:", x > o.

Veamos la densidad de E::"=l FU' (x): su transformada de Laplace es
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f= (~) (>,),
n=l

por la propiedad 2 del Apéndice A.2 observemos que la transformada de Laplace de F'" (x) se

puede escribir como

00 roo.L Jo e-ÁxdP (x) ,
n=l o

como f(x) = xe-X
, x> 0, entonces

integrando por partes, obtenemos que

00

.L ((1 + .\)-2f
n=1

(1+ .\)-2

1- (1+ .\)-2

1

x(.\ + 2)
1 1

= 2.\ - 2(.\ + 2)

roo e-Áx~dx _ roo e~Áx~e-2xdx
Jo 2 Jo 2

l OO ~Áx (1 1-2X) dxe - --e
0 2 2
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Como sabemos que a cada distribuci6n de probabilidad le corresponde una única transformada de

Laplace (ver propiedad 1 en el Apéndice A.2), entonces obtenemos la densidad de L~l F'" (x),

que es 1- 1e-2x, y tenemos que

v (x)

t (1 1 28) d1 + Jo 2" - 2"e- s
3 x 1_2x- + - +-e
4 2 4

•
La función de renovación está muy ligada a una ecuación, que se llama ecuación de reno

vación.

Definición 19 A la ecuaci6n de la siguiente forma

Z(t)=z(t)+ ¡tZ(t_Y)dF(Y) (2.5)

se le llama ecuación de renovación, donde a z la suponemos conocida y no negativa, mientras

que F es una distribuci6n en (0,00) tal que lim F (x) = F (00) = 1.
x~oo

Suponemos que z y Z toman valores no negativos, por lo que es posible reemplazar los

límites de integración por -00 e 00, y así podemos escribir a esta ecuación en la forma de la

ecuación de convolución

Z= z+F*Z,

que es la ecuación de renovación en una notación compacta.

Consideremos algunos ejemplos de la ecuación de renovación. Generalmente la función z

se origina a partir de condicionar a la primera renovación posterior al tiempo t, y el término

de convolución de la ecuación de renovación se obtiene condicionando al tiempo de la primera

renovación y moviendo el origen del tiempo hasta el primer tiempo de renovación.
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Ejemplo 20 Consideremos la función de renovación V (t) _ Tenemos entonces

00 00

V (t) Lpn* (t) = ¡¡"J* (t) + Lpn* (t)
n=O n=l

00

FJ* (t) + P * LP(n-l)* (t)
n=l

FJ* (t) + P *V (t)

(2.6)

y tenemos la ecuación de renovación con Z = V Y z = pO* (t) . •
Ejemplo 21 Supongamos que los individuos de una población viven una cantidad aleatoria

de tiempo determinada por una función de distribución G. Al tiempo de morir un individuo

se reproduce en k individuos con probabilidad Pk, k 2: O. Supongamos que 2:::0 Pi = 1, Y la

reproducción es independiente de la dumción de vida. Además, los individuos diferentes se

comportan independientemente uno de otro. Finalmente, supongamos que la población inicia al

tiempo cero con un progenitor de edad cero. Supongamos que X (t) es el tamaño de la población

al tiempo t y sea Z (t) = lF.I (X (t)). Sea Ll el tiempo de vida del progenitor y supongamos que

N es el número de individuos procreados por el progenitor. Entonces lP' (N = k) = Pk, k 2: o.

Sea m = lF.I (N) = 2::~0 kpk. Finalmente, sean {X, (t) j t 2: O, i 2: 1} el número de copias de

un progenitor X, que son independientes e idénticamente distribuidas. Entonces

En el conjunto {Ll > t} tenemos que X (t) = 1 yen el conjunto {L1 S t} tenemos que

00

X (t) = LXi (t - L¡) [{Lt:;:;t}.
i=O

Por lo tanto,
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Para el segundo término (interpretamos E?=l = O), usemos probabilidad condicional,

lE(~Xi(t-L¡)H{L¡:S:t}) = ~lE(~Xi(t-L¡)H{L¡9}IN=k)lP'(N=k)

~lF'(N = k) lE(~Xi (t - L1 ) H{L¡9}) ,

por ser las variables Xi (t) , i ~ 1, independientes e idénticamente distribuidas, entonces

como lE(N) = m, usemos una vez más probabilidad condicional con respecto a l-i, el tiempo de

vida del progenitor, y llegamos a que

m l lE(Xl (t - L¡) ILI = y) dlP'(L I (y))

m l Z (t - y) dlP' (L1 (y))

y sumando tenemos que

Z(t)=lP'(L I >t)+m lZ(t-Y)dlP'(LdY)).

•
Teorema 22 Supongamos z(t) = O, pam t < O, y que z está acotada. Entonces una solución

finita de la ecuación de renovación (2.5) es

z (x) = V *Z (x) = l x

z (x - t) V (dt)

yes única.

Demostración Primero veamos que es finita. Para T > Otenernos que

(2.7)

sup V *z(x)
O:S:x:S:T

sup ¡x z (x - t) V (dt)
O:S:x:S:T .lo
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< sup r sup z(x-t)V(dt)
O~x~T./O O~xST

como V (t) < 00 y es monótona para toda t, entonces

sup V*z(x) S (sup Z(8)) V(T) < oo.
O~x~T OSxST

Ahora verifiquemos que sea solución. Tomando el resultado obtenido en (2.6), vemos que

donde pO* (x) = IT[O,oo) (x) , entonces por la propiedad 4 de la convolución (ver Apéndice

A.l) tenemos que

v * z - z,

así llegamos a que

y V * z es una solución de (2.5).

Veamos la unicidad de la solución. Sean Z¡ y Z2 dos soluciones finitas de (2.5), es decir

Zi=z+F*Zi, (2.8)

i = 1,2. Sea H = Z¡ - Z2, y H también es finita. Al hacer la diferencia entre las ecuaciones

(2.8), entonces

haciendo iteraciones para alguna n 2: 1, tenemos que

n s r-: *H.

30



Por lo tanto, para T > O y usando la propiedad 2 de la convolución (ver Apéndice A.1):

sup !F*g(s)!::; (sup Ig(s)I)P(t). Parlo tanto,
O~s~t O~s~t

O~~~T IH (t)1 O~~~T I.f (Zl (t - y) - Z2 (t - y)) p
n
* (dY)/

< sup H (t) P"* (T) ,
09~T

y sup H (t) F'" (T) tiende a cero, cuando n tiende a infinito, porque H es finita y
O<t<T

V (rf< oo. Así H == OY Zl = Z2· •

Loo siguientes ejemplos dan muestra del resultado de este último teorema.

Ejemplo 23 Si P (x) = 1 - e-ax , x> O,

V(t) = 1 + od.,

como lo hicimos en el ejemplo 12. Por lo tanto,

v * z (t) = a l z (t - y) dy

a1t

z (u)du.

•
Ejemplo 24 Si f (x) = xe-xD:(O,oo) (x), entonces del ejemplo 18 tenemos que

00 00 1 1
¿r* (x) = ¿dP"* (x) = 2 - 2e-2X, x> O
n=l n=l

y en este caso

•
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2.2 Teoremas de Renovación

Establecemos y demostramos los Teoremas de Renovación en esta sección. Probamos que el

Teorema de Renovación y el Teorema Clave de Renovación son equivalentes. Por último,

probamos una proposición que es consecuencia de estos teoremas.

Primero, veamos el Teorema Elemental de Renovación, que es imprescindible en esta sección.

Teorema 25 Teorema Elemental de Renovación Sean N (t) un proceso de conteo y V (t)

su correspondiente función de renovación definida en (2.1). Sea 1 = 1&(Y¡) < oo. En-

tonces

lim V(t) =~.
t--->oo t 1

Demostración Por (2.4) tenemos que

~ = 1& [liminf N (t)] ,
1 t-s-co t

usemos el lema de Fatou y tenemos que

1& [liminf N (t)]
t--->oo t

Por lo tanto, llegamos a que

~ liminf 1& [N (t)]
t.-eoc t

liminf V(t).
t--->oo t

1 . . V (t)
- <Iim inf --o
1 - t--->oo t

Para la desigualdad inversa, sea a > O arbitraria y sea

(2.9)

{

y;
yt = a

t si Yi ~ a,

si Yi > a.

Pongamos nuestra atención en el proceso {y;a}i~O. Sean r;: y Na (t) los tiempos de reno

vación y el proceso de conteo, respectivamente, para este proceso de renovación truncado
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{y;aL==,o' Como y;a, i 2: O, están acotadas por a, entonces t + a 2: T~a(t)+l' Por lo tanto

usemos probabilidad condicional, entonces tenemos que

como y;a, i 2: O, Y Na (t) son independientes llegamos a que

00 n+l

t + a = ¿¿lE [y;a] lP' [Na (t) = nJ
n=Oi=l

por ser Yia , i 2: O, idénticamente distribuídas, entonces

00 n+l

t+a = ¿L'YalP'[Na (t) = n],
n=Oi=l

00

t+a ¿(n+ 1)')'alP'[Na(t ) = nJ
n=O

'Ya (lE [Na (t)J + 1) .

Con lE [Na(t)] = va (t) , llegamos a

t + a 2: 'Ya (Va (t) + 1) . (2.10)

Observemos que Yia :::; }'i, entonces Na (t) 2: N (t) , por lo que va (t) 2: V (t). Retomando

(2.10), tenemos que

33



-----------

reordenando esto, obtenemos que

1 1 1(a )-V(t)<-+- --1.
t -la t ¡a

Por lo tanto,
V (t) 1

limsup -- <-
t-oce t - la'

para cualquier a > O. Veamos que

lim la = lim ra
F (x) dx = roo F (x) dx = ¡.

a--+oo a--+oo Jo Jo

Así obtenemos que
. V (t) . 1 1

lirn sup -- < lirn - = -.
t--->oo t - a--->oo ¡a I

Las desigualdades (2.9) y (2.11) en conjunto implican que

lim V(t) =~.
t--->oo t I

(2.11)

•
Algunos de los resultados más importantes de la Teoría de Renovación son el Teorema de

Renovación o Teorema de Blackwell, y el Teorema Clave de Renovación.

El siguiente lema es útil en la demostración del Teorema de Renovación.

Lema 26 Si F (b) < 1 entonces V (t) - V (t - b) ::; (1 - F (b))-l) para toda t 2 b, Y si t 2 b

se tiene que sup {V (t) - V (t - b)} ::; (1 - F (b))-l < oo.
t;::::o

Demostración Consideremos la ecuación de renovación V = F O* + F * V, donde pO* (x) =

][[0,00) (x), entonces despejando tenemos que

pO* (t) V (t) - F *V (t) = V (t) - V *F (t)

V * (1- F) (t) = l (1- F(t - s)) V (ds)

> 1t

(l-F(t-s))V(ds).
t-b
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Como F (t - s) S F (b), con s E (t - b,t), entonces

l~b F(t-s)V(ds) S l~b F(b)V(ds),

sumemos en ambos lados una cantidad finita, entonces tenemos que

l~b V (ds) -l~b F (t - s) V (ds) 2': t V (ds) - .tb F (b)V (ds),

que es equivalente a

l~b (l-F(t-s))V(ds) 2': --r»], V (ds)

y desarrollando obtenemos que

t (1- F(t - s)) V (ds) 2': (1- F(b)) [V(t) - V(t-b)],

entonces ¡¡'J* (t) 2': (1 - F (b)) [V(t) - V (t - b)]. Como t 2': O, vemos que ¡¡'J* (t) = 1,

entonces 1 2': (1- F (b)) [V (t) - V (t - b)] , por lo tanto al despejar tenemos que para

toda t 2': b,

V (t) - V (t - b) S (1 - F (b))-l .

De esto obtenemos que si t 2': b, entonces sup {V (t) - V(t - b)} S (l-F(b))-l •
t;::ü

Definición 27 Una función F es aritmética si su correspondiente variable aleatoria X toma

valores en un conjunto de la forma o, ±~, ±2~, ... y lP' (X = k~) = Pk.

Ahora establecemos los Teoremas de Renovación.

Teorema 28 Teorema de Renovación Sea I = lE(YjJ < oo, Si F es no aritmética y

V (t) = lE (N (t)) es una funci6n de renovaci6n, entonces

pam toda h > O.

h
V (t) - V (t - h) -> -, t ~ 00

I
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Teorema 29 Teorema Clave de Renovación Sea I = E (Yl) < 00 y sea V la función

de renovación asociada a una función de distribución no aritmética F. Si z 2: O es no

creciente y J(; z (t) dt < 00, entonces

1 Loolim V*z(t) = - z(s)ds.
t->oo I o

•
En el Teorema Clave de Renovación se considera la solución Z = V * z (x) de la ecuación

de renovación Z = z + F * Z. De la Proposición 59 del Apéndice B tenemos que z también

es directamente Riemann integrable. Como la función z es directamente Riemann integrable

(ver Apéndice B), entonces lim Z (t) = lim V * z (t) = 1 ro
oo z (s) ds. La equivalencia entre el

t~oo t-soo 'Y J(

Teorema de Renovación y el Teorema Clave de Renovación, depende de esa condición para la

función z en la ecuación (2.5). Cuando se quiere calcular lim Z (t), para alguna función Z (t),
t->oo

un método usual de renovación es primero escribir una ecuación de renovación para Z, luego se

resuelve y finalmente se aplica el Teorema Clave de Renovación.

Supongamos que z satisface que z 2: O Y z (t) = O, t < O, para la demostración de la

equivalencia entre los Teoremas de Renovación. Ahora podemos proceder con la demostración

del siguiente lema:

Lema 30 El Teorema de Renovación es equivalente al Teorema Clave de Renovación.

Demostración Iniciemos suponiendo cierto el Teorema de Renovación para demostrar el Teo

rema Clave de Renovación, es decir, si F es alguna función de distribución, entonces

lim [V (t + h) - V (t)] = ~, h > O. Esto implica que lim V *z (t) = 1 ro
oo z (s) ds, donde

t-+oo Y t-+oo 'Y J(

Z (t) es directamente Riemann integrable. Dentro de las hipótesis tenemos que F (O) = O.

Sabemos que í' = Jooo xF (dx) < 00, y recordemos que F es la distribución entre arribos,

V es la función de renovación de un proceso de renovación puro. Suponemos válido el

Teorema de Renovación (Blackwell) y la demostración la haremos por pasos:
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Paso 1: Supongamos que z (t) = J![(n-l)h,nh) (t) , para alguna h < 00, entonces

{

1 si (n - 1) h ::;: t - s ::;: nh ó t - nh < s ::;: t - (n - 1) h,
z(t-s)=

O en otro caso,

usemos esta función y obtenemos que

V*z(t) = tz(t-s)V(ds)= r\(n_l)h,nh)(t-S)V(ds)Jo ./0
[ J![t-nh,t-(n-l)h) (s) V (ds) = V (t - (n - 1)h) - V (t - nh),

haciendo que t tienda a infinito y junto con el Teorema de Renovación, tenemos que

h f""'z(s)ds
V (t - (n - 1) h) - V (t - nh) ---> - = o ,t -> oo.

I I

00 00

Paso 2: Supongamos que z (t) =E e.,J![(n-l)h,nh) (t), donde e., 2: O Y E e., < 00, también
n=l n=l

que h sea elegida de tal manera que F (h) < 1, entonces

V * (~e.,J![(n-l)h'nh) (t)) =~ V * (e.,J![(n-l)h,nh») (t)

00 00

L e.,V * ll[(n-l)h,nh) (t) = Le., [V(t - (n - 1)h) - V (t - nh)].
n=l n=l

Para cada n tenemos que V (t - (n - 1) h) - V (t - nh) tiende a ~, cuando t tiende

a infinito por el paso anterior, y del Lema 26 tenemos que sup {V (t) - V (t - b)} ::;:
t2:0

(1 - F (b))-l < oo. Por lo tanto, usando el Teorema de Convergencia Dominada,

lim V * z (t)
t--+oo

00

lim ""e., [V(t - (n -l)h) - V(t - nh)]
t-+oo L-,

n=l
00

L lim e., [V (t - (n - 1) h) - V (t - nh)],
t-woo

n=l
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usemos el Paso 1, entonces

00 h 100
¿Cn- = - ¿Cnh
n=l I I n=l

1100

- z(s)ds.
I o

Paso 3: Sea z (t) directamente Riemann integrable y definimos

00

z (t) ¿ /J1" (h) IT[(n-l)h,nh) (t) ,
n=l
00

?:. (t) ¿ 1J1" (h) IT[(n-l)h,nh) (t) ,
n=l

donde

lnn (h)

m.¿ (h)

inf z(x),
(n-l)h~x<nh

sup z(x),
(n-l)h~x<nh

y notemos que z (t) y?:.(t) son funciones del tipo considerado en el Paso 2. Por la definición

de directamente Riemann integrable (ver Apéndice B) sabemos que

00 00

¿ 7Tln (h) ::S¿ 171" (h) < 00,

n=l n=l

entonces a partir del Paso 2 llegamos a que

lim V*?:.(t) =
t--->oo

1 00 1
- ¿lTIn (h) h =: -(f(h) y
I n=l I

1 00 1
- ¿mn(h)h=: -Q.(h) ,
I n=l I

así?:. (t) S z (t) S z (t), y obtenemos que se cumple

lim V *?:. (t) Sliminf V * z (t)
t-HXI t-----400

lim V * z (t)
t--->oo

38



1
:::; limsupV*z(t):::;lim V*z(t)=-7T(h),

t-so: t---+oo 1

para toda h. Ahora hagamos tender h a cero por la derecha, por la definición de direc

tamente Riemann integrable se tiene que 7T (h) - !L(h) tiende a cero y 7T (h) tiende a la

integral fooo z (s) ds, cuando h tiende a cero, entonces

Por lo tanto, el Teorema Clave de Renonación se cumple.

Ahora, supongamos que el Teorema Clave de Renovación se cumple. Procedemos a

demostrar que el Teorema de Renovación también se cumple. Sea

*' si °< x <h,
0, en otro caso,

entonces

{
t, si t - h :::; x < t,

Zh (t - x) =
0, en otro caso.

Como el Teorema Clave de Renovación es válido y además fooo
Zh (t) dt = foh tdt = 1,

vemos que

1 loo- = lim Zh (t - x) dV (x)
'Y t-oo o

desarrollamos y tenemos que

1

'Y
11t

lim -h dV (x)
t-oo t-h

lim -h
1

[V (t) - V (t - h)],
t-->oo

despejando llegamos a la conclusión del Teorema de Renovación:

lim [V (t) - V (t - h)] = ~.
t-oo 'Y

Por lo tanto, los dos Teoremas de Renovación son equivalentes.
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Con esto, podemos usar los Teoremas de Renovación indistintamente, pero falta comprobar

la validez de ellos. Lo siguiente que hacemos es demostrar el Teorema Clave de Renovación.

Demostración del Teorema Clave de Renovación Iniciemos con

t ~ ·t

.10 z (t - x) dV (t) = ./0 2

z (t - x) dV (t) +./5. z (t - x) dV (t) = I¡ +h

donde I¡ = fo~ z (t - x) dV (t) Y h = Jiz (t - x) dV (t). Como z (t) es no creciente y no
2

negativa, tenemos que

como Jo"" z (t) dt < 00 y z 2: O es no creciente, entonces z es también directamente

Riemann integrable. Por el Teorema Elemental de Renovación, entonces V\~) converge a
:2

~, cuando t tiende a infinito.,

Sea Z1 = foooz(t)dt = "L.':=oJ:::+hz(t)dt. Como z(nh+h) :S z(t) < z(nh), para

nh :S t :S nh + h, pues z es no creciente, entonces tenemos que

00 00 00

h Lz(nh) = h Lz(nh+h):S Z1:S h Lz(nh) < 00

n=1 n=O n=O

y así obtenemos que
00

O:S Zl - h Lz(nh):S hz (O) < é.

n=l

Si elegimos h tal que
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y si htJ = No, entonces

/2 {z(t-X)dV(t)
. 2

t

/2 z(s)dV(t-s)
Jo
f lnh+h Z(S)dV (t - S) ,
11=0' nh

como V (t) = L:~o F"'* (t) es no decreciente, llegamos a que

No-1

L z (nh + h) [V (t - nh) - V (t - nh - h)] S /2
n=O

(2.14)

No-1

S L z (nh) [V (t - nh) - V (t - nh - h)J.
n=O

Ahora podemos elegir una t lo suficientemente grande tal que (por el Teorema de Reno

vación)

y
00

h L z(nh) <5.
n=No+1

(2.15)

(2.16)

Notemos que si t es grande entonces No también lo es. Usemos (2.15) y tenemos que

h (~ - 5) < V (t - nh) - V (t - nh - h) < h (~ + 5) ,
entonces en (2.14) obtenemos

h1=1 z(nh+h) (.!. -5) < /2 S hII z(nh) (.!. +/':). (2.17)
n=O I n=O I

Por otro lado, si usamos (2.16) tenemos que

00 No N o-1

Zl - 2/': S zl - 2h L z (nh) S h L z (nh) = h L z (nh + h), (2.18)
n=No+1 n=1 n=O
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como h ¿~I Z (nh) S; ZI Ypor (2.13) entonces vemos que h ¿~=o Z (nh) S; ZI +e. Sabemos

que h ¿~~o1
Z (nh) S; h ¿~=o z (nh) , entonces

No-I

h L z(nh) S; Zl +e.
n=O

(2.19)

Entonces al usar (2.18) y (2.19) obtenemos en (2.17) para una e> Oarbitraria y pequeña

(~ - e) (Zl - 2e) S;h S; (~ + e) (ZI + e) .

Así, llegamos a que h tiende a ~, cuando t tiende a infinito. Por lo tanto, cuando t tiende

a infinito,

Io
t

1 10
00

z(t-x)dV(t) ---; - z(t)dt.
. o 'Y. o

•
En el caso cuando F (00) < 1, que no es nuestro caso, la ecuación Z = z +F *Z es llamada

ecuación de renovación defectuosa.

Recordemos que z es localmente acotada siempre, es decir, es acotada en intervalos com

pactos, y la existencia de z (00)significa que z (t) está acotada con t E [0,00). Por esto y usando

el Teorema de Convergencia Dominada obtenemos que

Z(oo):=lim Z(t)=z(oo)V(oo).
t--->oo

Entonces podemos seguir una transformación en el Teorema Clave de Renovación para refinar

lo argumentado anteriormente.

Proposición 31 Supongamos que existe v E:IR tal que

~ roo
F(-v) = Jo eVXdF(x) < 00

y supongamos que Z satisface Z = z +F *Z. Definimos

Z#(t) = evtZ(t) ,
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z# (t)

F# (dt)

Notemos que

(es decir, F# es "propia") y que z« satisface

Z# = z# + F# * Z#,

y si z# es directamente Riemann integrable, entonces

lim Z# (t) =
t-r-oo

Demostración Tomemos la ecuación

¡(;x' z# (t) dt
, X: ur« (t).0

¡¿x: evtz (t) dt
, . X: tevtdF (t) .
·0

Z(t)=z(t)+ LtZ(t-S)dF(S)

y multipliquemos por evt para obtener

es decir,

y usando el Teorema Clave de Renovación llegamos a

Iim Z# (t) =t--+oo

que es el resultado que nos interesa.
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J¿oo z# (t) dt

JoXtdF# (t)

J¿xevtz(t)dt

J¿"" tevtdF (t) ,
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2.3 Conclusiones

Hemos dado las definiciones básicas en la Teoría de Renovación, que son la función de renovación

y la ecuación de renovación. Al analizar esta ecuación junto con la propiedad de que V (t) < 00,

para toda t, se logra la demostración del Teorema Clave de Renovación y la equivalencia entre

este teorema y el Teorema de Renovación. Pero por la condición de directamente Riemann

integrable que se pide a z, nos resulta más útil el Teorema Clave de Renovación y sobre todo

el obtener una proposición donde su resultado nos sirve en la obtención de cálculos asintóticos,

como los hay en la demostración de un teorema del siguiente capítulo.
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Capítulo 3

El estimador de Cramér-Lundberg

En este capítulo usamos los dos capítulos anteriores, como son las definiciones del segundo y el

Teorema de Renovación del tercero. El objetivo es que si sabemos cuál es la distribución que

tienen las reclamaciones, entonces encontremos un exponente, el cual nos permitirá obtener el

comportamiento asintótico y una cota para la probabilidad de ruina 1/J (u). Todo esto se conoce

como el Teorema de Cmmér-Lundberg.

3.1 El Teorema de Cramér-Lundberg

Veamos primero que de acuerdo a lo que se establece en el modelo de Cramér-Lundberg definido

en el capítulo 1, tenemos que Yk = Tk - Tk-b k = 2,3, ... YYI = TI, que son los tiempos entre

las reclamaciones, entonces para toda n E N,

(3.1)

Recordemos que para el proceso de riesgo U (t) = u + ci - S (t) , t 2. 0, descrito en (1.4),

la probabilidad de ruina está dada por 1/J (u) = 1P'(U (t) < 0, para alguna t 2. O). Entonces la

ruina puede ocurrir solamente en el tiempo de reclamación Tn , para u 2.0, y n E N,

1/J (u) 1P' (U (t) < 0, para alguna t 2.O)

1P'(u+d-S(t) <O, para alguna r g O]
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1P' (u + cTn - S (Tn ) < O, para alguna n :::: 1) ,

vimos que Tn = L~=l Yk, n E 1\11, por lo que

'lj; (u) = 1P' (u + ct Yk - S (Tn ) < O, para alguna n :::: 1) ,
k=l

como S (Tn ) = L:~=l x., entonces

'lj;(u) 1P' (u+c tYk - tXk < O, para alguna n:::: 1)

1P' (t (Xk - cYk ) > u, para alguna n :::: 1)
1P' (sup {t (x, - CYk)} > u) .

n~l k=l

Por lo tanto, tenemos que

'lj; (u) = 1P' (sup {t(Xk-CYk)} > u) .
n~l k=l

Así, 'lj; (u) < 1 es equivalente a la condición

1-'lj;(u) =1P'(sup {'t(Xk-CYk)} :su) >0, u::::O.
n~l k=l

(3.2)

De (3.2) se sigue que, en nuestro modelo, la determinación de la probabilidad de no ruina

1 - 'lj;(u) se reduce al estudio de la función de distribución del supremo de una caminata

aleatoria.

Podemos obtener una fórmula para 'lj; (u) involucrando la función de distribución de las

reclamaciones F explícitamente.

Definición 32 Sea F una función de distribuci6n y O< ¡.t < 00 su media (F (O) = O). Deno

taremos por la distribuci6n de la cola integrada a

l1X

F¡ (x) = - F (y) dy ,
¡.t o
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donde

F (x) = 1 - F (x) ,

es la cola de la distribuci6n F.

Los siguientes estimadores de Cramér-Lundberg de la probabilidad de ruina 'IjJ (u) son útiles

en la Teoría de Riesgo.

Teorema 33 Teorema de Cramér-Lundberg Consideremos el modelo de Cmmér-Lundberg,

definido en la secci6n 2.2, incluyendo la condici6n de beneficios netos p > O. Supongamos

que existe una v > O tal que

(3.4)

Entonces, las siguientes relaciones se cumplen:

(a) Para toda u 2 O,

(3.5)

con K > O constante.

(b) Si además

entonces

donde

lim eVu'IjJ (u) = e < 00,
u--->oo

(3.6)

(3.7)

(3.8)

Observación La hipótesis (3.4) se conoce como condici6n de Cmmér-Lundberg y es equivalente

a f;o eVxp (x) dx = ~, pues
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Demostración Primero veamos el inciso (b).

(b) Sea 8 (u) = 1 - 'ljJ (u). Entonces 8 (u) se puede expresar por medio de la caminata

aleatoria generada por (Xi - el';) ,

8(u) lP'(U(t)2:0;Vt>0)

lP'(S(t) -d:S u; Vt > O),

de acuerdo con lo hecho en (3.2), entonces

8(u) lP' (t (Xk - cYk):S u; 'In 2: 1)
lP' (t ix, - cYk):S u+cYI - Xl; 'In 2:2, Xl - cYI:S u)

k=2

lP' (t x, - e i:Yk :S u+ cYI - Xl; 'In 2: 2, Xl - eYI :S u)
k=2 k=2

P (S'(t) - ct :S u + cYI - Xl; Vt > O, Xl - cYI :Su) ,

n
donde S' (t) =E Xk. Así, usando probabilidad condicional tenemos que

k=2

8(u)

f lP' (S' (t) - d:S u + cYI - Xl; Vt > 0IXI - dí :S u) d1P'Y¡,X1 (s,x)
l{(s,z):X-CYStl}

f lP' (8' (t) - ci :S u + es - x, Vt > 0IXI - cYI :S u) d1P'Yl,Xl (s, x) ,
l{(s,x):tl+CS-Z~O}

usemos la independencia de tí y XI,

8 (u) = f [lu

+"" lP'(8' (t) -d:S u+es -x, Vt > O)dF(X)] >"e-Asds

100 [ltl

+""8(U+CS-X)dF(X)] >"e-ASds.

Sea z = u + es, despejando se tiene que s = Z-;:U, entonces ds = ¿dz. Por otro lado
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o< s < 00, entonces u < z < oo. Por lo tanto

ó (u) {= r+CS

Ae-ASÓ (u + es - x) dF (x) ds
Jo ./0
.L=.f Ae-('-;") s(z - x) dF (z) ~dz

~e"t r.= e-~ r 8 (z - x) dF (x) dz.
e./" ./0

Derivando 8 (u) se llega a

ó' (u) = A[A ">...L= >"0 foz ]- -ee e-e 8(z-x)dF(x)dz
e e u . o

A u>' [ >'0 r ]co
+~ee e-e Jo 8 (z - x) dF (x) u

A Alu-8(u)-- 8(u-x)dF(x).
e e o

Observemos que la integral en este último renglón es una convolución. Integrando

8' (u) de Oa t con respecto a la medida de Lebesgue se obtiene:

entonces

.: Alt

[8(u)lb=- 8(u)du-- 8(u-x)dF(x)du
e o e o o

y desarrollando

.: Altluó(t)-8(0)=- 8(u)du-- 8(u-x)dF(x)du.
e o e o o

Integrando por partes, - ¡;; 8 (u - x) dF (x) es igual a

(3.9)

-lu

8(u-x)dF(x) [8 (u - x)(l - F (x))]; +l u

8' (u - x)(l- F(x)) dx

8 (0)(1- F (u)) - 8 (u) +l u

8' (u - x) (1- F(x)) dx.
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Sustituyendo esto en la segunda integral del lado derecho de (3.9),

6(t)-6(O) = A¡t- 6(u)du+
e o

+~ l (6 (0)(1- F (u)) - 6(u) + .fa
u

6'(u - x)(l- F(x)) dX) du

A¡t A ¡t A¡t- 6(u)du+-6(0) (l-F(u))du-- 6(u)du+
e O e O e oA¡t¡U+- 6' (u - x) (1 - F (x)) dxdu

e O OA ¡t A¡t ¡U-6 (O) (1 - F (u)) du + - 6' (u - x)(l - F (x)) dxdu,
e o e o O

entonces tenernos que

A ¡t A¡t¡U6 (t)-6 (O) = -6 (O) (1 - F (u)) du+- 6' (u - x)(l - F (x)) dxdu. (3.10)
c O e O o

Hacernos un cambio de integración en ésta última doble integral, tenernos que

¡tl u

6' (u _ x) (1 - F (x)) dxdu l t¡t 6' (u - x) F (x) dudx

l tF (x) ¡t 6' (u - x) dudx

l t

F (x)(6 (t - x) - 6 (O)) dx

¡t ¡tJo 6(t-x)F(x)dx-6(0) Jo F(x)dx.

Entonces retornando lo hecho en (3.10) y sustituyendo esto último obtenernos que

6(t)-6(0) = A ¡t A¡t-6(0) (l-F(u))du+- 6(t-x)(1-F(x))dx+
e o e o

x ¡t--6 (O) (1 - F (x)) dx
e o

A¡t- 6 (t - x)(l - F (x)) dx
e O

A¡t- 6(t-x)F(x)dx.
e O
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Así, llegamos a que

.:6(t)=6(0)+- 6(t-x)F(x)dx.
e O

(3.11)

Notemos que 6 (O) es desconocida. Sin embargo, cuando hacemos que t tienda a

infinito y por la continuidad por abajo, se tiene que lim 6 (t) = 6(00) = 1 - ¡P (00),
t--->oo

pues los conjuntos son crecientes. Por la ley de los grandes números tenemos que

lim ct-;"(t) = e - Xu, casi seguramente. Pero en el capítulo 1, sección 1.3, pedimos
t--->oo

que e > Xu; entonces existe una T que depende de N (t) Y Xk, k E 1'\1, tal que

ct - S (t) > O, para toda t > T. Entonces sólo un número finito de reclamaciones

puede ocurrir antes del tiempo T, y como lim ct-;"(t) = e-Al-' > O, entonces tenemos
t-uco

que inf (ct - S (t)) < 00, casi seguramente. Por lo tanto, lP' (lim U (t) > O, Vt) = 1,
t>O t--->oo

es decir, 6 (00) = 1, entonces haciendo que t tienda a infinito en (3.11) tenemos que

A1006(00)=6(0)+- 6 (oo)F(x) dx.
e O

Por lo anterior, entonces llegamos a que 1 = 6 (O) +~ fooo F (x) dx = 6 (O) +~ 1-', donde

por (1.6) sabemos que fo
oo F (x) dx = 1-', despejando a 6 (O) Y usando la condición de

beneficios netos, encontramos la condición inicial,

Al-' P6 (O) = 1 - - = -.
e l+p

Así, en (3.11) llegamos a que

6 (t)

y tenemos

P Al-'l
t

1---+- 6(t-x)-F(x)dx
l+p e O 1-'

P 1 l t

-- +-- 6(t-x)dF¡(x).
l+p l+p o

P 1 lt
ó(t)=-+- 6(t-x)dF¡(x),

l+p l+p o
(3.12)

donde la distribución de la cola integrada F¡ se define en (3.3). Ahora se reescribirá
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(3.12) en términos de 7jJ (u) = 1 - 8 (u), donde a = ¡¡f' < 1, entonces

7jJ(u) 1-8(u)

1 - [-p- + _1_ fU 8 (u - x) dF¡ (x)]
1+ p 1 +P./o

1 LU

-- - a 8 (u - x) dF¡ (x)
1 + P . o

a - aF¡(u) + aF¡ (u) - .Io
u

8 (u - x) d (aF¡(x ))

a (1 - F¡(u)) +l u

d (aF¡(x)) -lu
8 (u - x) d (aF¡ (x))

aF¡ (u) + .Io
u

(1 - 8 (u - x)) d (aF¡ (x))

aF¡(u) +l u

7jJ(u-x)d(aF¡(x)).

Para llegar así a

7jJ (u) = aF¡ (u) +l u

7jJ (u - x) d(aF¡(x)). (3.13)

Como O< a < 1, entonces esta ecuación es una ecuaci6n de renovaci6n defectuosa, ya

que aF¡ no es distribución. Entonces definamos la funci6n de densidad transformada

de Esscher F¡,v,

dF¡,v (x) = eVXd(aF¡ (x)),

donde v es el exponente de Cramér-Lundberg que se menciona en la condición (3.4).

Usemos esta notación en (3.13) para llegar a que

aevUF¡ (u) +l u
evu7jJ (u - x) ev(x-x)d(aF¡ (x))

aevuF¡ (u) +l u

ev(u-x)7jJ (u - x) dF¡,v (x),

que es una ecuación de renovación estándar (no defectuosa), porque aevuF¡ (u) es

continua, por lo tanto directamente Riemann integrable y F¡,v si es función de dis

tribución. Usemos el Teorema de Renovación, o más especificamente, la Proposición
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31 para llegar a que

I~X aeVXF¡ (x) dx C llim eVu'lj;(u) = --
u-+oo 1:" xdF¡,v (x) - C2'

desarrollemos cada una de las integrales. Hacentos un cambio de orden de integración

en C l y tenemos que

v(l+p)'

mientras que al sustituir la función de densidad transformada de Esscher en C2

obtenemos que

Por lo tanto,

lim eVu'lj; (u) = [~ roo xe vx (1- F (x))-.
u-+oo I-lP Jo

(a) En el inciso anterior obtuvimos la siguiente igualdad:

Esta ecuación es una ecuación de renovación y tiene una única solución, la cual de
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acuerdo con (2.7) está dada por:

9 (u) = eVU1/J (u) = ¡u aeV(U-X) F[ (u - x) >"dx,
./0

entonces

hacemos un cambio de orden de integración y obtenemos que

1/J (u) = a>" iU
- ¡U a>..¡OO_ ¡U- F (y) e-VXdxdy + - F (y) e-VXdxdy

/1- • O u-y /1- u O

a>" ¡U_ (e-1m
- e-v(u-y») a>..¡OO _ (e-VU 1)- F(y) dy+- F(y) --+- dy

/1-0 v /1-u v v

a>'e-vu¡U_ a>"e-vu ¡U _
--- F(y)dy+-- eVYF(y) dy +

v/1- O v/1- O

a>'e-1m loo- a>' 100_--- F(y)dy+ - F (y) dy
V/1- U V/1- u

a>'e-
VULoo _ a>' [ ¡U _ loo_ ]--- F(y)dy+ - e-1m eVYF(y) dy + F(y)dy,

V/1- O V/1- o u

como en (1.6) llegamos a que JoOO F (y) = /1-, entonces

1/J(u)

pero sabemos cuál es el valor de esta integral,
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y sustituyendo el valor de a, por lo tanto tenemosque

'( ) < x -vu1jJ U _ -e ,
v

para v > O. •

(3.14)

Para el modelo de Cramér-Lundberg bajo la condición de beneficios netos p = >,'" - 1 > O

tenemos que
00

1 -1j> (u) = -p- I: (1 + p)-n EJ" (1L).
l+Pn=O

La fórmula (3.14) es la clave para estimar las probabilidades de ruina bajo la suposición de

reclamaciones grandes. Esta fórmula se le conoce por fórmula de Pollaczeck-Khinchine.

Ahora procedemos con la demostración de la fórmula (3.14),

1 l'u{j (u) = -p- +-- {j (u - x¡) d.F¡ (x¡)
l+p l+p.o

p p i'u
p ( 1 lU-XI )-- +-- -- 1 + - {j (u - Xl - X2) dF¡ (.1:2; dF¡ (Xl)

l+p l+p o l+p P.o
P P {U

1 + p + (1 + p)2./0 ar, (Xl) +

1 lUlu -
x l

+ 2 6 (u - Xl - X2) dl-'¡ (X2) db'¡ (Xl),
(l+p).o o

hacemos lo mismo repetidas veces, entonces

p p f"
1-1j>(u) = 1+p+(1+p)2./

0
dF¡(Xl)+

+-P-3 {U {U-Xl 6 (u - t Xi) dF¡ (X2) dF¡ (x¡) +
(1+ p) ./0 ./0 i=l

+-P-4 {U {U-Xl {U-
XI-X2

{j (u _ t Xi) dF¡ (X3) dF¡ (X2) dF¡ (l;l) +
(1 + p) ./0./0./0 i=l

+... +

+ p n+l {u ... {U-L~~llxi6 (u - tXi) dF¡ (xn) ...tiF¡ (X¡) + ...
(1+ p) ./0 ./0 i=1

_P_ (1 + F¡ (u) + Ff* (u) + ... + Fí'" (11) + ...)
l+p l+p (1+p)2 (l+p)"

.s.s



oo

.e:L (1+ p)-n Fj* (u)
l+Pn=O

•
Ejemplo 34 En el caso de una función de distribución exponencial F (x) = 1 - e- ~, tenemos

que la probabilidad de supervivencia (3.14) se reduce a

'IjJ (u) = _1_ exp { (p )u} ,
l+p /L l+p

Si F (x) = 1 - e-~ y tenemos que

«> O.

oo

'IjJ(u) = 1- -p- ~ (1 +p)-n Fj* (u).
- l+p;;:o

Veamos quién sería F¡ (x) ,

F¡ (x) ..!. rp(y)dy=..!. r(l- (l-e-~))dY
/LJo /LJo
1 ¡-X _Ji 1 [ _Ji]X- e I"dy = - -¡.te 1"

/L.o /L o
r

-e-~ + 1

F(x) .

Ahom, la suma de variables aleatorias idénticamente distribuidas exponencialmente con parámetro

~, tiene una densidad 9n (x) = a (txZ)!e-ax , x > O, y una distribución e; (x) = lP' C~ x, :s x) =

1 - e-ax (1 + ~~ + ... + (0~~ll) ,x> O. Puesto que F'r" (x) = lP' (f= Xi :s x) es la n-ésima
.=1

convolución de F, veamos lo que se obtiene al sustituir en (3.14) la n-ésima convolución de una

exponencial,

'IjJ (u)
oo

1 - -1P L (1 + p)-n Fj* (u)
+p n=O

1- -p-~ (1 + p)-n (1- e-au (1 + au + ... + -';-(a----'u)'---:n-~l))
l+p;;:o 1! (n-1)!
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-- - ---------

1 _ _ P_ [~ (1 + p)-n _ e-CLU~ (1+ p)-n (1 + au + ... + (aut -
1

) ]
l+p L L 1! (n-l)!

n=O n=O

1- _P_ [1 + P _ e-Qou ""'.x (1 + p)-n~ (Ctu)i-l]
l+p p L L (z-I)!

n=O t=l

~e-Qouf (1+ p)-n~ (aur
+ p n=O d) (z).

_P_e-Qou~ (au)i ~ (1+ p)-n
1+p L (z)! L

i=O n='i+l

( 1)i+l
_P_e-QoU f (au)i T+P
l+p . (i)! -.-f!..-l+

<=0 fJ

1 -QoU~ (au)i ( 1 )i
1+/ 6í' (i)! l+p

1 -(}'U au--.!..-...--e e 1+p

l+p

_1 exp{--pau}
l+p l+p

=' 1~ P exp { - (1 :p) Mu}.

•
Definición 35 Dada una función de reclamación F (ó distribución), la constante v> O satis

face

y es llamada el exponente de Lundberg o coeficiente ajustado de un proceso de riesgo.

Usando la desigualdad de Markov, tenemos que

Esta desigualdad implica que las reclamaciones grandes son muy poco probables. Por esta

razón (3.4) es a menudo llamada la condición de reclamaciones pequeñas.
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3.2 Funciones de distribución de reclamaciones pequeñas y grandes

¿Qué distribuciones se ajustan a los datos de los montos de las reclamaciones? Sucede muy a

menudo que las situaciones que se presentan se ajustan a una de las funciones de la siguiente

tabla:

Nombre Cola F o densidad f Parámetros

Lognormal f (x) = ~ ('-Onx-I')2/(20-2)
J.L E IR, a > O

2rraI

Pareto F(x) = 1~r a, k >0k+x

Burr F(x) = l k ,r a, k, r > Ok+I"

Benktander tipo 1 F (x) = (1 + 2 (dla) In x) e-¡3(lnx)2_(a+l)lnx a, /3 > O

Benktander tipo II F (x) = ea/¡3x-(l-¡3)e-ax{3/¡3 a >0, 0</3<1

Weibull F (x) = e-ax' a> O, O<r<l

Loggamma f (x) = r~f~) (In x)l3-1 x-a-1 a, /3 > O

Tabla 3.1 Funciones de distribución para reclamaciones grandes,

En la siguiente tabla se encuentran aquellas distribuciones a las cuales les podemos aplicar el

Teorema de Cramér-Lundberg en la versión que acabarnos de probar

Nombre Cola F o densidad f Parámetros

Exponencial F(x) = e-ax a>O

Gamma f (x) = ft~xa-le-¡3x a, /3 > O

Weibull F (x) = ('-ux' a> O, r > 1

Normal truncada f(x) = J~e-x2/2 -

Tabla 3.2 Funciones de distribución para reclamaciones

pequeñas.

Supongamos que tenemos un portafolio que sigue el modelo de Cramér-Lundberg y también

conocemos la distribución por la cual pueden ser modeladas las reclamaciones, entonces lo que

haremos es usar la condición de Cramér-Lundberg (3.4), para poder determinar el exponente

de Lundberg v y así obtener las estimaciones para la probabilidad de ruina ¡jJ (u) . Pero puede
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pasar que no exista el exponente de Lundberg v, entonces tenemos que recurrir a otro tipo de

teoría para obtener resultados satisfactorios en la estimación deseada.

Todas las funciones de la tabla 3.2 toman en cuenta la construcción del exponente de Lund

berg, pero para las funciones de la tabla 3.1 no existe este exponente. Veamos que en cada una

de las funciones esto se cumple. Y usaremos la siguiente notación:

Función de densidad (f.d): f (x)

Función de distribución (F.D): F (x)

Esperanza: lE[X]

Función Gama: I' (a) = fooo xa-1e-xdx = (a - 1)reo - 1)

Función Gama incompleta: r(a;x) = rt>J '/;y,a-le-Ydy

Función de densidad Normal: 4> (x) = *e-'f
2

Función de distribución Normal: <I> (x) = fX ~e-~ dy
. -00 \117r

1. LOGNORMAL

Soporte: x > O

Parámetros: /1- E IR, u > O

f.d.: ¡(x) = _1_e-(lnx-¡.t)2j(20-2)

J21fo-x

F.D.: F (x) = <I> (lnx - /1-), Y verificamos que

F(x)

Sea u = In y - /1-, entonces

_ 1 loo 2 ( 2)F(x) = -- e-U j 20- duo
,J2iru lnx-¡.t
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Ahora veamos h (-v),

como lnx - J1, < u < 00, despejando tenemos xe!' < e" < 00, entonces

1

JEa

{'XJ evxF (x) dx
./0

_1_ [00 + a _ ~ J2;:]
J27ia v
oo.

Por lo que no se puede encontrar una v> Opara la Lognormal que satisfaga (3.4).

2. PARETO

Soporte: x > O

Parámetros: a, k > O
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- -- - -- ----------

f.d.: f(x) = x~:I' k::; x < 00, a: > 1

F.D.: F(x) = 1- (k~Xr
Esperanza: lE [X] = ":1' a: > 1

Ahora veamos h (-V),

roo eVx(_k )a dx
Jo k+x

[

vx ]00 100ka ~ (k +x)-a + ka ~evx (k +x)-(a+l) dx
v O O V

oo.

De igual modo que en la anterior no existe v > O.

3. BURR

Soporte: x > O

Parámetros.o, k, T > O

f d · f ( ) - ark" r-l
••. X - (k+xr)"+l X

F.D.: F(x) = 1- (k:xr)"

1 r(a-1 )r(1+1 )
Esperanza: .lE [X] = k; r(aí r,

Ahora veamos h (-v),

integrando por partes, entonces

or ;» 1

oo.
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Por lo que no se puede encontrar una v > Oque cumpla con (3.4).

4. BENKTANDER TIPO 1

Soporte: x > 1

ParáInetros: 0:, ¡3> O

f.d.: f (x) = ~ ((1 + 2 (¡3/0:)lnx)(2¡3lnx - o:- 1) - ~) e-~(ln x)2_(a+l) Inx

F.D.: F (x) = 1 - (1 + 2 (¡3/0:)In x) e-~(lnx)2-(a+I)lnx

Esperanza: 1& [X] = i
Ahora veamos h (-v) ,

roo 2A eVX(1+2(¡3/0:)lnx)e-~(lnx) -(a+l)lnxdx

roo 2
JI evxe-~(Inx) -(o+l)lnxdx

roo 2+ JI eUx (2 ({3/o:) lnx) e-~(lnx) -(a+I)lnxdx,

integrando por partes vemos que

[

vx ] 00
~e-¡J(lnX)2-(a+I)lnX 1 +

+ roo e
Vx [2f3 (In x) + (o:+ 1)] e-~(Inx?-(a+l)lnxdx +

JI v x x
roo 2

+ JI eVx (2 (¡3/0:)lnx) e-¡3(lnx) -(a+l)lnXdx,

hacemos un cambio de variable u = In x, entonces

_! + roo eveu [2¡3u + (o:+ 1)] e-¡Ju
2-(a+l)udu

+
v Jo

+2 (/3/0:) LOO ueveU+Ue-¡3u2-(a+l)udx,

pero lim eveU [2¡3u + (o:+ 1)] e-¡3u2_(a+l)u = 00, y lim ueveu+ue-~u2_(a+l)u = 00, por
U-+CX> u-eco

lo tanto
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Por lo que no se puede encontrar una v > O.

5. BENKTANDER TIPO II

Soporte: x > O

Parámetros: Ü' > 0, O < {3 < 1

f.d.: f (x) = ((1 - {3) + Ü'x-(l-i3l) ea / i3x-(l-i3l e-=I3/i3

F.D.: F(x) = 1- ea/i3x-(l-i3le-axl3/f3

Esperanza: ]E [X) = *ea/ f3

Ahora veamos h (-v) ,

I" eVxp (x) dx
./0 100 vx a/f3 -(l-f3l - axl3»«e e x e x

o
a/f3 !ooo vx -(1-f3) -axl3/f3de e x e x,

. o

hacemos un cambio de variable u = x f3 y tenernos que

J

sea "f = (~ +:f,.) 1-13 > O, entonces

oo.

Por lo que no se puede encontrar una v > O que satisfaga la condición de Cramér

Lundberg.

6. WEIBULL
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Soporte: x > O

Parámetros: a > O, O< r < 1

f.d.: f (x) = arxr-1e-axr

F.D.: F (x) = 1 _ e-oxr

r(l-;")Esperanza: lE [X] = _ r

0'-

Ahora veamos h (-v) ,

1

sea, = (V-=-l) 1-r , entonces

100 eVXP (x) dx 1"1 eVXe-oxrdx + iDO eVXe-oxrdx

2': i oo

evxe-
axrdx

> 100 eXdx

oo.

De igual modo que en la anterior no existe v > O.

7. LOGGAMA

Soporte: x > 1

Parámetros: a, f3 > O

f.d.: f (x) =~ (lnx)f3- 1 x-o - 1 , k :S x < 00, a > 1

F.D.: F(x) = r(a;f3lnx) = r[a¡ It'nxyo-le-Ydy

Ahora veamos h (-v),
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---- ------------

Sea u = lny, entonces

hacemos un cambio de orden de integración,

Entonces no existe v > Oque cumpla con (3.4).

Ahora veamos las funciones de distribución en las que sí se puede encontrar el exponente

de Lundberg v > Odel Teorema de Cramér-Lundberg, entonces iniciemos con:

1. EXPONENCIAL

Soporte: x > O

Parámetros: o: > O

f.d.: f (x) = o:e-a x

F.D.: F(x) = 1- e-O:X

Esperanza: lE[X] = ~

Ahora veamos h (-v),

65



si o > v, entonces

[

_ e-(a-v)x] DO

o-v
O

1
o-v

Tenemos que la condición de beneficios netos es p = >./;, - 1 > O, y sabemos también que

IoDO eVXP (x) dx = x' entonces con esto y lo que se obtuvo tenemos que

e loo - 1,= eVXF(x)dx=--.
1\ .0 o-v

Entonces despejando tenemos que v = o - ~. Así, si e = a~l' entonces v = 1.

2. GAMA

Soporte: x > O

Parámetros: o, {3 > O

f.d.: f (x) = ~xa-le-.ox

F.D.: F (x) = r (o; {3x) = ~ It>.:x ya-le-Ydy

Esperanza: lE[Xl = b
Ahora veamos JI(-v),

cambiando el orden de integración,
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haciendo un cambio de variable x = y ( 1 - ~) tenemos que

( )

0 - 1
1 1 00 x -x 1

---- -- e dx--vr(a)l-~L 1-~ v

( )

0

1 1 00 ( )"-1 -xdx 1
vr (a) 1- H L x e -;-

( )

0

1 1 1
vr (a) 1 _ ~ r(a) - ;-

~ [(/1 ~ vr-1] .
Tenemos la condición de beneficios netos p = >,~, - 1 > O, y además tenemos que

Jooo evxF (x) dx = f, entonces con esto ycon lo que obtuvimos llegamos a que

~ = roo eVXF(x)dx=! [(_/1)0 -1].
A Jo v /1- v

Por lo tanto, con respecto a los valores de los parámetros, podemos determinar la v > O.

Por ejemplo, si a = 1, entonces f = ~ [lv - 1] , por lo que la v correspondiente es

v=/1-~.

3. WEIBULL

Soporte: x > O

Parámetros: a > O, r ~ 1

F.D.: F(x)=l-e-=r

r(1i1)
Esperanza: E [X] = r

oe
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Ahora veamos ir (-v) ,

usando la expansión de Taylor de eVx, tenemos que

{'JO~ (vX)k e-=rdx
Jo e: k!

k=O

00 k 100,,~ k _=rdx~k' x e
k=O . o

hacemos un cambio de variable t = oa", entonces

Entonces de acuerdo con los valores de los parámetros que tengamos, podemos determinar

la v > O. Supongamos, por ejemplo, que r = 1, entonces tenemos que

Pedimos que v < a y obtenemos que

100 a
eVXP(x) dx = --o

o a-v

Pero sabemos que Jooo
eVxp (x) dx = *' entonces *= a~". Por lo tanto, v = a - acA =

a(c-A)
e

4. NORMAL TRUNCADA
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Soporte: x > O

Parámetros: -

f.d.: f (x) = ¡ie-X2/2

F.D.: F(x) = J~~ ¡ie-;;'dy

Esperanza: E [X] =

Ahora veamos h (-v),

100 eVX [LOO ~e-~dY] dx

[ Loo eVX~e-U;dYdx,

haciendo un cambio de orden de integración,

fOO eVXP(x) dx =
. Jo i'

OO lY ~ JLeVX :;e- 2 dxdy
. o . o
/00 fi 2 r./0 V:;e-lf Jo eVXdxdy

10
00 V! 21-e-T - [eVY - 1]dy

. o 71" v

1[('>(' (2 2 fOO (2 2 ]:;; ./0 V:;e-~ eVYdy - Jo V:;e-T dy

1 [i'OQ~ ¿ JL _¿ 100 1 _JL ]- -e 2 e- 2 +vy 2 dy - 2 ro=e 2 dy
v . o 71" o V 271"

1 [,,2 i'OO

1 1( )2 ]- eT2 -e-2: y-v dy -2(1- ~(O)) ,
v . o ..j27i

hacemos un cambio de variable x = y - v, entonces llegamos a que

1 [ "2 100 1 1x2 1]- eT 2 --e-2: dx - 2-
v -v ..j27i 2

1 [ "2 ]:;; eT2(1-~(v))-1 .

Tenemos que la condición de beneficios netos es p = >.~ - 1 > O, y también tenemos que
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IoCO eVXP (x) dx = X' entonces con esto y lo que se obtuvo llegamos a que

e r _ 1 [ v
2

]
~= Jo eVXF(x)dx=;; e22(1-~(v))-1 .

Por lo que el valor de v no podernos obtenerlo tan fácilmente. Y con este es muy notorio

que vamos a tener problemas para encontrar el valor exacto de v. Para esto necesitamos

técnicas numéricas, pero esto no entra en los objetivos de nuestro trabajo. Por lo tanto,

el valor de v> Oes aquel que cumpla con X= ~ [e4-2 (1 - ~ (v)) - 1] .

Así, concluimos con la búqueda del exponente de Cramér-Lundberg v de las distribuciones

de cada una de las tablas dadas.

3.3 Conclusiones

Hemos demostrado el Teorema de Cramér-Lundberg, el cual nos permite dar una cota para la

probabilidad de ruina y si además Ioco xevxp (x) dx < 00, entonces tenemos explícitamente la

probabilidad de ruina. Pero todo esto se puede hacer siempre y cuando exista el exponente de

Lundberg.

En las tablas 3.1 y 3.2 damos ciertas distribuciones y buscamos su exponente de Lundberg.

Vimos que este exponente sólo existe para las distribuciones de la tabla 3.2. Corno h (-v) =

p+ 1, y P = {I' -1, no se puede cumplir con la condición (3.4) en las funciones de reclamaciones

grandes, aunque tengamos la posibilidad de elegir una tasa de ingreso de primas e adecuada, no

siempre es la mejor e en la práctica, aunque sea la adecuada matemáticamente, porque vamos a

encontrar que esta tasa de primas ya está dada y posiblemente no sea conveniente en la práctica

cambiar un valor de e por otro. Las funciones de la tabla 3.1 se utilizan cada vez más para

modelar datos de reclamaciones, por lo que es necesario otro tipo de teoría para ellas. Mientras

que las funciones de la tabla 3.2 si cumplen con el Teorema de Cramér-Lundberg, nos hemos

percatado de que no es sencillo, aún así, encontrar el valor exacto de v y es necesario utilizar

herramientas y técnicas numéricas para tener una aproximación de este valor.
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Capítulo 4

La Ruina para distribuciones de

colas pesadas

En este capítulo todas las variables aleatorias son no negativas. Como se vio en la tabla 3.1,

. hay funciones que no cumplen la condición de Cramér-Lundberg (3.4). ¿Qué se puede hacer

con estas funciones? Para una clase de estas funciones se prueba un teorema de aproximación.

Esto se logra usando la ecuación de Pollaczeck-Khinchine (3.14) y los lemas que se demuestran

en este capítulo. También utilizamos algunos resultados de la Teoría de Variación Regular.

4.1 Algunos resultados preliminares

En esta sección definimos lo que es una función que varía lentamente y una función que varía

regularmente con índice a, a > O. Vemos algunos resultados relacionados con estas últimas

funciones. Con estos resultados obtenemos una aproximación de la probabilidad de ruina 'lj; (u) .

Definición 36 Sea L una función medible positiva en (0,00). Decimos que L E 'Ro, es decir,

L varía lentamente si para toda t > 0,

lim L (tx) = 1.
x--+oo L (x)
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Definición 37 Una funci6n Lebesque medible. positiva h e.n (0,00) es de. variaci6n regular

de índice a E ]R, si paro toda t > O,

lim h(tx) = tao
X->oo h(x)

Sea a E R. Se denota por 'ROl la clase. de. funciones que varlan requlartnente con índice a.

El caso a = Ocorresponde a las funciones de. variaci6n lenta.

Ejemplos comunes de funciones de variación lenta son las constantes positivas y las funciones

que convergen a una constante positiva, cuando x tiende a infinito, entre otras. Por otro lado,

para toda a E ]R, las funciones ~, xa In (1 +x), (x In (1 + x))a ,~ In (In (1 + x)) son funciones

de variación regular con índice a. Y ejemplos de funciones que no son de variación regular son

2 + senx, e(ln(1+x)l.

Probaremos una propiedad de cerradura de la convolución para funciones de distribución

con colas de variación regular. Primero notemos que si 9 E 'Ro, entonces ~g (x) E 'ROl' pues si

h(x) = ~g(x), para x E (0,00), entonces

l
. h (ex)
Im-

x->oo h (x)
lim (ex)-<>g(ex)

X-'OO x-ag (x)

lim c-ag (ex)
X-'OO 9 (x)

-Q l. g(ex)
c Im-

x->oo 9 (x)
-a= e .

Ahora demostremos que si 9i (x) E na, i = 1,2, entonces gl (x) + Y2 (x) E na,

l. 91 (ex) + g2 (ex)
un

x--->oo gl (x) +92 (x)
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~+~
l l

I12(X) + gl(X)
-aC .

Lema 38 Si FI, F2 son dos funciones de distribución tales que Fi (x) = x-aL; (X) para alguna

O' > O y L¡ E 'Ro, i = 1,2, entonces para

se tiene que

G (x) '" x-a (L I (x) + L2 (x)).

Demostración Sean Xl, X2 variables aleatorias con función de distribución FI y F2 respec

tivamente, tales que Fi (x) = x-aL; (X) para alguna Q > O y L; E Ro, i = 1,2. Primero

recordemos que F i E na, i = 1,2. Por lo que,

lim Fi (ex) = ~.
z-c-oo F; (x) ca

Como se cumplen las siguientes contenciones, pues Xl, X2 E (0,00) ,

{Xl :Sx - X2} e {XI:S x},

{X2:SX-XI} e {X2:SX},

intersectemos estos conjuntos y tenemos que

y entonces

{Xl +X2 > x}::> [X¡ >X}U{X2 > x}.

Usando esto último, obtenemos que

G (x) ~ FI (x) + F2(x) - FI (x) F2(x)
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1 ::;

[A (x) + F2 (x)] (1 - 0(1)).

Si O< 6 <!, se cumple que

{Xl +X2 > x} e {Xl> (1- 6) x} U {X2 > (1- 6) x} U {Xl> 6x,X2 > 6x}.

Usemos complementos y desarrollemos el lado derecho de la contención

{Xl::; (1-6)x} n {X2::; (1-6)x}n{{XI::; 6x} U {X2::; 6XH

«{Xl::; (1- 6) x} n {Xl::; 6x}) U ({Xl::; (1 - 6)x} n {X2 ::;6x}))

n (({X 2 ::; (1 - 6) x} n {Xl::; 6x}) U ({ X 2 s (1 - 6) x} n {X2 ::; éx} ))

e {Xl + X2 ::; x},

otra vez obtenemos los complementos y llegamos a que

v (x) ::; FI «1 - é).x)+F2«1 - é)x) + F¡(éx) F2(éx)

[A «1 - 6)x) +F2 «1- é)x)] (1+ O (1)).

Entonces esto último y 10que obtuvimos en (4.2) nos dan

[A (x) + F2 (x)] (1- 0(1)) ::; V(x) ::; [TI «1 - é)x) + F2 ((1- é)x)] (1+ O (1)) .

Despejando, tenemos que

(1-0(1))< V(x) < [Fi«l-é)x)+~«l-é);r)] (1+0(1))
- [Fi (x) + F2 (x)] - [TI (x) + F2(x)] ,

saquemos e1lfmite cuando x tiende a infinito, entonces

liminf V(x) < O
:1:-'00 [F;(X)+F2(X)]-

li V(x) . L[Fi--=.I...:..:((_1=-~é)_x:..-)+~H~(-:.-.(lc;--_é:..-);l~:)]::; msup < lim -
:1:-+00 [F; (x) +F2(x)] -"'-'00 [F; (x) + F2 (x)]

74



recordemos que si Fi (x) ERa, i = 1,2, entonces PI (x) + Fz(x) E na,

1 <liminf G (x) ~limsup G (x) < (1- 6)-a
- x--..oo ~(x)+F2(;r)] x--->oo ['Fi(x)+F2(x)] - ,

pero a 6 la podemos hacer tender a cero, con lo cual llegamos a que

ti . f G (x) ti G (x) < 11 ~ 'mm ~ msup _ .
x--->oo [F1(x)+Fz(.r)] x--->oo ['Fi(x)+F2(;¡;)]

Por lo tanto,

lim G(x)
x--->oo

lim ['Fi (x) +F2 (x)]
x--->oo

lim x-a (L I (x) + Lz (x».
x--->oo

•
Corolario 39 Si F (x) = x-aL (x) con a ?: O Y L E 'Ro, entonces pam toda n ?: 1,

F"* (x) ~ nF (x) . (4.3)

Observación Este corolario es muy útil, ya que la cola de la n-ésima convolución de F es

equivalente a sumar n veces la cola de la función F.

Demostración Supongamos que X!, ..., X n son independientes e idénticamente distribuidas

con función de distribución F. Sea la suma parcial de Xl, ...,Xn denotada por

Sn=XI + ... +Xn

y su máximo por

entonces para toda n ?: 2 sabemos que

JL»(Sn > x) = pn* (x),
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mientras que

lP'(Mn > x) Fn (x) = 1 - F" (x)

1 + F 1 (x) - F 1 (x) + ... + pn-l (x) - pn-l (x) - F" (x)

::= [1 + F (x) + ... + F" (x)] - F(x) [1 + F (x) + ... + pn-l (x)]
n-l

F(x) ¿Fk (x) ,
k=O

y también tenemos que

lP'(Mn > x)

Entonces

1-lP'(Mn < x)

1 -P(X1 < x,X2 < x, ...,Xn < x)

1 - F'" (x) = Fn* (x)

P(Sn>x).

n-l

Fn* (x) = F(x) ¿Fk (x).
k=O

Sabemos que lim F k (x) ::= L Por lo tanto,
x->oo

pn* (x) ~ nF (x) .

•
Este corolario implica que para funciones de distribución con colas de variación regular, la

cola de la función de distribución de la suma Sn está determinada por la cola de la función de

distribución del máximo M n .

Ejemplo 40 Supongamos que F es la distribuci6n Busr, entonces F (x) = (1r) o , xr ~ k. Por

lo que
_ ( k )0

lim ~(cx) = lim ~o 1
x->oo F (x) x->oo (1r) cra

Porlo tanto, F E 'Rro. •
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Ejemplo 41 Sea F la distribución Pareto. Veamos si F (x) E 'Ra . Como F (x) = (~t, paro

x ~ k. Podemos reescribirla como F (x) = ~, con L (x) = k Y L E 'R.o. Entonces por el

Corolario 39 tenemos que paro toda n ~ 1, Fn* (x) '" nF (x). Por lo tanto

paro x ~ k. Por lo que F E R«. •
Por otro lado, veamos que la ecuación de Pollaczeck-Khinchine ya mencionada en (3.14) se

sigue cumpliendo bajo la suposición de variación regular

donde FI (x) = ~ fox F (y) dy Y bajo la condición FI E tc.; para alguna a > 0, entonces

lim 'ljJ(u) =lim _P_~(I+p)-nFI*(U),
u-eco F¡(u) u-.oo 1 + p~ FI (u)

usemos el Teorema de Convergencia Monótona y llegamos a que

lim 'ljJ (u) = _P_~ (1+ p)-n lim Ff* (u)
u-.oo FI (u) 1 + p~ u~oo FI (u) ,

por el Corolario 39, tenernos que

(4.4)

lim 'ljJ (u)
u-e-oc FI (u)

00

~ ¿(1+p)-nn
+p n=O

p (~ -n 1 + P 1 + p)-- L..,..n(l+p) ---+--
I+Pn=O p p

1: (f n(1 +p)-n - f(1 +p)-n + 1 +p)
p n=O n=O p

~ (f(-(n-l)(l+ p)-n) _1+ P)
l+p n=O p

~ (fa(l+p)-<n-ll _l+ P)
1 + P n=O ap P
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.:»: (!..- f= (1 + p)-(n-l) _ 1+ p)
1 + p op n=O p

.zi: (!..- (1 + p)2 _ 1+ p)
1 +p op P P

~ (2(1+ P) _ (1+p)2 _ l+ P)
l+p p p2 P

2 _ (1 + p) -1
p

1

p

Por lo tanto,

lim 'lÍ'(u) =~.
u--->oo F¡ (u) p

(4.5)

Por lo que para funciones de reclamación con colas de variación regular, la probabilidad

de ruina 'lÍ' (u) con capital inicial u está determinada por la cola F (y) de la distribución de

reclamación para valores grandes de y, es decir

'lÍ'(u) ~
1
-F¡ (u),
p

1 100- F(y)dy.
Pl-t u

4.2 Teoría de Cramér-Lundberg para distribuciones subexpo-

nenciales

En lo anterior, el paso crucial para obtener (4.5) fue la propiedad Fj. (x) ~ nF¡ (x), cuando

x tiende a infinito y n ~ 2. Esto nos lleva a una clase de funciones de distribución para una

teoría muy general de estimación de ruina para reclamaciones grandes. El principal resultado

de esta sección es el Teorema de Cramér-Lundberg para reclamaciones grandes.

Definición 42 Una /unción de distribución F con soporte en (0,00) es subexponencial, si

paro toda n ~ 2,

lim ~'(x) = n
x--->oo F(x)

La clase de funciones de distribución subexponencial será denotada por S.
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Observación Si vemos (4.3), para toda n 2 2, Y junto con la relación (4.6) da la siguiente

caracterización intuitiva de subexponencialidad:

JP'(Sn > x) rv lP'(Mn > x). (4.7)

(4.8)

Para verificar subexponencialidad no es necesario mostrar que se cumpla (4.6) para toda

n 2 2. El siguiente resultado muestra esto último. Para la demostración de este lema usamos

el Lema 44, que demostramos más adelante.

Lema 43 (Una condición suficiente para subexponencialidad) Si

. F2* (x)
lim sup -=-- < 2,

x--->oo F (x) -

entonces F ES.

Demostración Tenemos que Fn. (x) = Fn (x), cuando x tiende a infinito. Supongamos que

n = 2 Ytenemos que F 2* (x) S F2(x) , para toda x 2 0, entonces F' (x) S F2* (x) , para

toda x 2 0, así obtenemos que

liminf F2 (x) Sliminf F2' (x),
2--+00 X--+OO

en (4.3) tenemos que pl* (x) rv nF(x), cuando x tiende a infinito, entonces

lim inf 2F(x) =liminf F2 (x) Slim inf F2* (x) ,
x--+oo X-+QO x-+oo

despejando tenemos que
F2* (x)

2 = lim inf 2 <lim inf -=--.
x--->oo - x--->oo F (x)

Junto con la hipótesis, si n = 2, entonces FES. Usemos el principio de inducción y

veamos esto mismo para (n + 1),

~(x)

F(x)

F(n+l)' (x) - F (x)
1 + ------=='--'--------'--~

F (;l:)
F(x) - F(n+l)* (x)

1 + ----''--'--=--------'---'-
F(x)
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1 + .1; dF (t) - .1; F"'* (x - t) dF (t)

F(x)

f·x Fn* (x - t) dF (t)
1+ ·0 .

F(x)

Entonces tenemos que

~ (x) = 1 + ¡;Fñ*(x -t)dF(t).
F(x) F(x)

Para y 2: 0, entonces

(4.9)

~(x)

F(x)

Veamos a h,

1 + _1 [¡x-y pn* (x -t)dF(t) + ¡X Fn. (x-t)dF(t))
F (x) .lo x-y

¡X- y Fn. (x - t) F(x - t)
1+ dF(t)

o F(x - t) F(:r)

+¡X Fñ*(x - t) F(x ~ t) dF(t)
x-y F(x - t) F(J)

l+h+h

¡x-y pn* (x - t) F--=(x,-------C.t) dF (t)
Jo F(x-t) F(x)

t"" (Fñ* (;1' - t) _ n+n) F(x - t) dF(t)
Jo F(x-t) F(x)

r: (Fñ*(:r-t) -n) F(x-t)dF(t)+ r: nF(x-t)dF(t)
Jo F(x - t) F(x) .lo F(:r)

r: (-0(1)) F(x-t)dF(t) + r: nF(x-t)dF(t)
Jo F (:1') .lo F (x)

(n-o(l)) ¡X-YF(x-t)dF(t).
Jo F (x)

Ahora vamos con 12, y del mismo modo que en 11 obtenemos que

12 = (n - o (1)) l
X

F(x-t)dF(t).
x-y F(x)
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Por otro lado, veamos la siguiente integral tomando a I:-y F~~~)I)dF(t) = J(x,y) 1

I"? F (x- t) dF (t)
Jo F (.r)

r F(x - t) dF(t) _ r F(x - t) dF(t)
Jo F (x) Jx-y F (.r)

t' 1-F(x-t)dF(t) -J(x,y)
Jo F (x)

~ [t dF(t)- r F(X-t)dF(t)] -J(x,y)
F (x) .lo l«
F (x) - F

2
' (x) _ J (x )

F(:r) .u
F2* (x) - F(x) _ J(x )

F(.r) ,y

F2. (x)
F(x) -1-J(x,y).

Ahora veamos que pasa con J (x, y) ,

J(x,y) r 1-F(x-t)dF(t)
Jx-y F(x)

_1 [t dF(t)- r F(X-t)dF(t)]
F (x) .Ix-y Jx-y

1 [ F
2

(O) F
2

(y)]
F(x) F(x)-F(x-Y)+-2---2-

F(x)-F(x-y) F(x-y)-F(x)
S

F(x) F(x)

= F(x-y)_L
F(x)

Usemos el Lema 44 (a), que dice que si F E 8, entonces lim F_F(x(-)y) = 1, llegamos a que
x-+oo X

lim (F (x - y) _ 1) = 1-1 = O,
x.....OO F (x)

así tenemos que O S J (x, y) S (Fj;;:rl - 1) = O, cuando x tiende a infinito, entonces

J (x, y) = O, cuando x tiende a infinito. Regresemos con la integral I;-Y F~~:)t) dF (t) Y
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retomando lo que habíamos obtenido, hacemos que x tienda a infinito, entonces

r : F (x - t) dF (t) = ~* (x) _ 1 _ J (x )
Jo F(x) F(x) ,y ,

usando nuestra hipótesis, tenemos que

{X-
y F (x - t) dF (t)

Jo F(:r)
(2 - 0(1)) - 1 - O

1-0(1).

Volvamos con las integrales I¡ y h, entonces cuando x tiende a infinito,

lt = (n - 0(1)) r : F (x - t) dF (t)
Jo F(;r)

(n - 0(1))(1 - 0(1))

= n+o(l),

y

(n-o(l)) t: F(x-t)dF(t)
Jx-y F(x)

~ (n-o(l))J(x,y) =0,

cuando x tiende a infinito. Pero [2 ~ O, por lo tanto lim [2 = O. Finalmente, cuando x
x--->oo

tiende a infinito,

~(x)

F(x)
l+n+o(l)

l+n.

P p(nH)'(x) _ .
or lo tanto, xl!..~ F(x) - n+1, es decir, FES.

Observación La condición en este Lema 43 es necesaria para que FES.
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En el inicio de la prueba anterior usamos que para la función de distribución F de una

variable aleatoria positiva, siempre tenemos que

n inf F2* (x) > 2lml _ .
x-.,oo F (x) -

Podemos mostrar en este caso que, para toda ti 2 2,

li . f Fn* (x) > 2lmm _ ,
x->oo F (x) -

suponiendo que s; 2 u¿ así

Fn* (x) = lP'(Sn > x) 2lP'(Mn > x) = Fn (x).

Por lo tanto,
. . Fn* (x) . F" (x)

lim inf -_-- > 11m -=--- = n.
x->oo F (x) -X-"QO F (x)

El siguiente lema es crucial si-queremos obtener (4.5) a partir de (4.4) para F¡ subexponen

cial.

Lema 44 Estas son algunas propiedades de las distribuciones subexponencuiles:

(a) Si F E S, entonces para y E (0,00),

lim F(x-y) =l.
X->QO F (:r)

(b) Si (4_10)se cumple, entonces para toda e: > 0,

cuando x tiende a infinito.

(e) Si F E S, entonces dada e: > 0, existe una constante K tal que para toda n 2 2,

Fn* (x)
--=----- < K (1 + e)" x >_ O.F(x) - ,
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Demostración La demostración la hacemos en el orden de las propiedades.

(a) Para x 2 y > O y usando (4.9), cuando n = 1,

F2' (x)

F(x)
1+ 1;~F(x-t)dF(t)

F(.r)

1 +I;f F (x - t) dF (t) + J: F (x - t) dF (t)

F(.r)

1 {[ F
2

(X- t )]Y [ F
2

(X_ t)]X}
1 + F (x) F (t) + 2 o+ F (t) + 2 y

1 +~ {F (y) + F2 (x - y) _ F
2

(x) + F (x) _ F (y) + F
2

(x - t) }
F (x) 2 2 2

1 +~ {F(Y) +F(x) - F(y) _ F
2

2
(X) } ,

F(x)

como F (x) 2 F (y) , entonces elijamos una" y" lo suficientemente grande o cerca de x

de manera que F (y) 2 ~,por lo que F (x) F (y) > F
2Jx) (pues F (x) - F (y) =1 O).

Por otro lado, F (y) - F (x) :::::: O, en~onces (F (y) - F (x» F (x - y) < O. Con esto

continuemos con los cálculos y tenemos que

F2. (x)

F(x) 1 + F ~x) {F (y) + F (x) - F (y) - F
2ix

) }

2 1+ {F(y)+F(x)-F(y)-F(x)F(y)+(F(y)-F(x»F(x-y)}
F(x)

1 + {F (y) (1 - F (x» + F (x) - F (y) - (F (x) - F (y» F (x - y)}
F(x)

l+F(y)+_1 {(F(x)-F(y»)(I-F(x-y»}
F(x)

1 + F (y) + F (x - y) (F (x) - F (y» ,
F(.r)

entonces r;~~~) 21 + F (y) + F~:r) (F (x) - F (y» y despejando llegamos a que

F(x- y):::::: (~.(X) -1-F{y)) (F(x)-F(y»-l.
F(x) F(x)
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Sabemos que F (x) ~ F (x - y), entonces F (x) ::;F (x - y), así tenemos que

1 ::; F (x - y) ::; (~* (x) _ 1 _ F (y)) (F (x) _ F (y))-l ,
F(x) F(x)

y tomando el límite cuando x tiende a infinito, vemos que

1 l
o F(x - y)

::; irn -----:::=-----"-'-
x->oo F (:1:)

< lim (~* (x) _ 1- F (y)) (F (x) _ F (y))-l ,
x->oo F (x)

como F E 5, entonces

lim F(x-y) ::;(2-1-F(y))(1-F(y))-1=1.
x->oo F (x)

Por lo tanto lim Fi:-y) = 1.
x->oo F(x)

(b) Tomemos O < ti < e, y del inciso (a) tenemos que: Ff;;:)l) ::; é, para toda n E N,

entonces e-1iF(n - 1) ::; F (n) , para toda n EN, Y observemos que

F(n) 2: e-6F(n-1)~e-6(e-6p(n-2))=e-26F(n-2) (4.12)

~

~ e-(n-l)6F (1) ~ e-(n-l)6 (e-6F (O)) = e-nóF (O) ,

para toda n E N. Entonces F(n) 2: e-nóF(O) , para toda n E No Así llegamos a

que F (O) ::; enóF(n), para toda n E N, es decir, 1 :s: enóF(n), para toda n E N,

entonces por (4.12) tenemos que enóF(n), n E N, es una función creciente. Por lo

que enEF(n) tiende a infinito, cuando n tiende a infinito. Ahora, sea {xn}nEN una

sucesión arbitraria tal que X n tiende a infinito, cuando n tiende a infinito. Entonces
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donde F~=::)I)F([xn]) tiende a infinito, cuando n tiende a infinito. Por lo tanto

ezeF (x) tiende a infinito, si x tiende a infinito.

(e) Sea 0n =sup F;*«X)) , y elijamos T ~ O, tal que sup F(X);.r;*(X) :S 1 +~. Si usamos
x>o x x>T x

(4.9) entonces -

°n+l sup F(n+l)* (x) =sup (1 + t Fñ*(x - t) dF (t)) (4.13)
x~O F (x) x~O Jo F (:r)

Lx Fn* (x t) fox Fn* (x t):S 1+ sup - dF(t)+sup - dF(t)
O$;x<T o F(x) x~T.O F(x)

l+ft +h

primero veamos la primera integral 11,

ft = Lx Fn* (x - t)
sup dF (t)

O$;x<T o F (x)

sup _1 [r dF(t) _ t"~* (x -t)dF(t)]
O$;x<T F (x) .lo Jo

sup _1 [F(x) _F(n+1)*(x)]
O$;x<T F(x)
F (T) - F(n+1)* (T)

F(T)
1

:S F(T)'

fX F"*(x-t) 1
entonces sup Jo F(') dF (t) :S F(T). Ahora, veamos la segunda integral 12,

O$;x<T x

sup I" Fñ*(x - t) dF (t)
x~T.lo F(x)

sup lX Fñ*(x - t) F(x - t) dF (t)
x~T.lo F(x-t) F(x)

fo

x Fn* (x) F(x - t)
:S sup sup dF (t)

x~T.O x~o F(x) F(x)

Fn. (x) fox F(x - t)
sup --=---- sup dF (t)
x~o F(x) x~T.O F(x)

Lx F(x t)
G:n sup dF (t)

x~T o F(x)
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F (x) - F 2* (x)
O!n sup (. ) .

x?-T F X

Entonces sup I; F';«:-) t)dF(t) :S O!n sup F(X);;(~;'(X). Sea A(T)
x>T x>T

tomando los cálculos en (4.13) tenemos que

_1_
P(T) Y re-

O!n+1 :S

:S

:S

:S

:S

¡XF"* (x - t) ¡X pm (x - t)
1+ sup . dF(t) +sup (.) dF(t)

O~x<T o F (.r) x?T o F't x

F (x) - F 2* (x)
1 + A (T) + O!n sup (

x?-T F .r)

I+A(T)+o!n(I+~)

1 + A (T) + ... + (1 + A (T)) (1 + ~r
(1 +A(T)) (1 +lOt+1

10

entonces O!n :S (l+A(Tl)(l+Et. Por lo tanto al sustituir O!n obtenemos

Fn* (x) (1 + A (T))(1 + lOt
sup-_-- < ,
x?o F(x) - 10

donde K - (l+A(T))
- E • •

Observación El Lema 44 (b) justifica el nombre de "subexponencial" para F E S; pues F (x)

decrece más lentamente que cualquier exponencial e-EX, 10 > O. Sin embargo, para 10> O,

100 éXdF (x) ? eE!JF(y), y? O.
y ,

Esto se sigue a partir del Lema 45 (b) pues para que F sea subexponencial es necesario

que

1(-E) = 00, 'tE> O.

La siguiente proposición nos da un ejemplo importante de distribuciones subexponenciales:

Teorema 45 Cualquier funci6n de distribución F con cola variando regularmente, es decir,

F E Ro., es subexponencial.
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Demostración Supongamos que F (x) = ~, con L variando lentamente con el! > O y tam

bién que Xi, i = 1,2, son independientes e idénticamente distribuidas con función de

distribución F. Sea O< 8 < !' si Xl +X2 > x, entonces, una de las X, excede (1 - 8) x,

o bien ambas exceden S». Usemos la desigualdad en (4.2), entonces

x--+oo

p2* (x)
limsup -=-

x--+oo F (x)

. 2F((1-8)x)+(F(8:r))2
< lim sup ( )

x--+oo F x

. (2F((1-8)X) (F(8:r))2)lim sup + --'--,=='-c-'-"-
x--+oo F (.1') F (x)

2L((I-li)x)

limsup ((l-li)x)" + O
L(x)
--xo

2
(1- 8)'"

F2'(X)Ahora hacemos 8 tender a cero, entonces obtenemos que lim sup F(x)
x--+oo

(4.8), que dice que liminf F2
F

'( (x» 2: 2, tenemos que
X--+oo x

li F2* (x) _ 21m _ -.
x--+oo F (x)

:S 2. Junto con

•
Ejemplo 46 En los ejemplos 40 y 41 obtuvimos que las colas de las distribuciones Burr y

Pareto estan variando regularmente. Entonces por el Teorema 45 tenemos que las funciones de

distribución Burr y Pareto son de la familia subexponencial.

Para el siguiente resultado tomemos en cuenta la siguiente función tasa hazard ~ (x) = ~,

donde F es una función de distribución y f su correspondiente densidad.

Teorema 41 Sea F una función de distribución que tiene densidad f y ~ (x) =~ la tasa

hazard tal que ~ (x) es decreciente para x 2: xo con límite a cero, cuando x tiende a infinito.

Entonces F E S siempre que

100 eX>'(X)f (x) dx < oo.
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Demostración Supongamos que A(x) es decreciente. Sea A (x) = ¡; A(y)dy, entonces F (x) =

A( ) F(n+l)'( ) (X F"'(x-y)dF(y)
e- x. Por (4.9) que dice: x = 1 + JO para n = 1 tenemos que

F(x) F(x) ,

F2* (x)
~-1
F(x)

I" F (x - y) f (y) dy
./0 F (x)

lX e-A(x-y)+A(x) A (y) F(y) dy,

usemos el hecho de que F (x) = e-A(x), entonces

F2* (x)
-=-- -1
F(x)

1x
e-A(x-y)+A(x)-A(y)x (y) dy

1'4 e-A(x-y)+A(x)-A(y)>. (y) dy +.f e-A(x-y)+A(x)-A(y)x(y) dy,

2

hacemos un cambio de variable u = x - y en la segunda integral,

F2* (x)
-=-- -1
F(x)

1'4 e-A(x-y)+A(x)-A(y) A (y) dy +1~ e-A(u)+A(x)-A(x-u) A (x - u) du

1~ e-A(x-y)+A(x)-A(y) (>. (y) + x(x - y)) dy.

Para O< y < }, tenemos que

A (x) - A(x - y) 1x
x(u) du -lX

-

y
>.(u) du

l~/(u)du

::; A(x-y).l~y du=y>'(x-y).

Esta desigualdad se debe a que >. (x) es decreciente, entonces por esto mismo llegamos a

que

A (x) -A(x-y) ::;y>.(x-y) ::;y>.(y),

O< y < }. Ahora, con esto vemos que

e-A(x-y)+A(x)-A(y)x(y) ::; ey>.(y)-A(y)x(y)
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retomando que F (x) = e-A(x), tenemos que

e-A(x-y)+A(x)-A(y)x(y) eY>'(y)p(y) x(y)

eY>'(Y) f (y),

pero esta función es integrable por suposición. Pero también tenemos de (4.14) que

e-A(x-y)+A(x)-A(y)x(y) ~ ey>.(x-y)-A(y)x(y)

eY>.(x-y) f (y),

si hacemos que x tienda a infinito, entonces eY>'(x-y)f (y) rv f (y) , pues >. (x) es decreciente.

Por el Teorema de Convergencia Dominada tenemos que .I~~ e-A(x-y)+A(x)-A(y) >. (y) dy

tiene límite 1. Como >. (x - y) ~ >. (y), para O < y < l' entonces para la otra inte

gral, r: e-A(x-y)+A(x)-A(y) >. (y) dy, su integrando esta dominado por la misma función
. 2

integrable, solo que en este caso este tiene límite cero. Por lo tanto FES. •

Ejemplo 48 Sea P (x) = e-oxT, O < r < 1 ya> O, es decir, F es la distribución Weibull.

Entonces su correspondiente tasa hazard es

Veamos si se cumple que IoDO ex>'(x) J(x)dx < 00,

100 eroxTraxr-le-axTdx

100 raxr-1e-a(1-r)xTdx,

hacemos un cambio de variable u = ar, entonces

100 e-(l-r)udu

1
-- <oo.
1-r

Por lo tanto, la distribución Weibull es subexponencial.
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Ejemplo 49 Supongamos que F es la distribución Benktander JI con parámetros O< ¡3< 1 y

o > O. Entonces su correspondiente tasa hazard es

Por lo que

>.. (x)
((1 - ¡3)x-1 + ox-(l-¡3») ea/¡3x-(l-¡3)ca x 13 /13

ea / ¡3x-(l-¡3)e-n x" /13
(1 - ¡3)x-1 + ox-(l-¡3).

100 e«(1-¡3)+o:x13) ((1- ¡3)x-1 +ox-(l-l3l) ea/¡3x-(l-¡3)e-o:x13/¡3dx

e a/¡3+(l-¡3) 100 e-(a/¡3-a)x13 (1 - ¡3)x-(2-13l +ax-2(1- ¡3») dx,

como el integmndo es decreciente, entonces

100 exA(X) f (x) dx < 00,

por lo tanto FES. •
Con el siguiente ejemplo notemos que hay una clase de funciones de distribución la cual

este trabajo no cubre. Debido a que son funciones con colas más pesadas que en el caso de las

subexponenciales.

Ejemplo 50 Sea F la función de distribución Cauchy estándar, con función de densidad

1
f(x) = 1r(1+x2 ) '

pam -00 < x < oo. Veamos que su distribución es

- loo 1 1 lOO 1F(x) = (2)dt ~ - c 2dt =-.
x 1r 1 + t 1r . x 1rX

Con esto tenemos que su tasa hazard es

1

>.. (x) = 7r(J+x
2

) = _x_
-L 1+x2'
7rX
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por lo que XA(x) rv 1. Entonces

roo 1 1 dx
Jo e 1f (1+ x2 )

~el [aretan (x)]ü
1f

oo.

Por lo tanto la funci6n de distribuci6n Cauchy no es subexponencial.

4.2.1 Teorema de Cramér-Lundberg para reclamaciones grandes

Recordemos que para una función de distribución F con media finita {t, definimos a la cola

integrada de F como F¡ (x) = tJ; Ji' (y) dy. Una consecuencia importante del Lema 44 (b) es

el Teorema de Cramér-Lundberg para reclamaciones grandes, que dice:

Teorema 51 Consideremos el modelo de Crnmér-Lundberg dado en la Sección 2.1 junto con la

co"?,dici6n de beneficios netos p > O y F¡ E S. Entonces la probabilidad de ruina decrece como

la cola integrada, esto es

tjJ(u) rv p-1F¡(u).
u-e-oc

Demostración Como F¡ E S Y usando (4.11), tenemos que

F;'" (x)
---L- < K (1+ E)n K tF¡ (x) - ,=ce.,

donde K es una constante, entonces

sumando sobre n llegamos a que

(4.15)

pOOl Ff*(x)

l+p~(I+pr F¡(x)
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_PK(_l)
1 + P 1- 1+,

1+1'

K(-P) <00
P-E

3f1':l ...L ,",00 1 IX.-" (x) d . ad 3f1':l U 1'T'Ycomo FI(U) = 1+1' L.m=O (1+1')" FI(X) ,entonces está orrun a F1(u)· sernas e reorema

de Convergencia Dominada y de lo que obtuvimos en (4.5) obtenemos que

lim "IjJ(u) =..!-..
u--->oo F¡(u) P

•
4.3 Conclusiones

Esto escencialmente termina nuestro objetivo de encontrar un estimador del tipo Cramér

Lundherg en el caso de colas pesadas. Ya sea que las funciones esten variando regularmente o

sean subexponenciales, hemos dado un estimador para la probabilidad de ruina é (u).

Entonces para distribuciones de reclamaciones con distribución de cola integrada subexpo

nencial, la probabilidad de ruina é (u) la podemos aproximar por (4.15).
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Capítulo 5

Conclusiones Generales

Hemos definido el modelo de Cramér-Lundberg, el cual trata de explicar una situación que

experimentan las compañias aseguradoras. Ante posibles reclamaciones grandes o un número

grande de reclamaciones, la compañía quiere saber ¿qué probabilidad 'IjJ (u) tiene de que se

arruine si tiene u > O de capital inicial? Entonces junto con los resultados que obtuvimos

en el capítulo 2 sobre Teoría de Renovación y todas las definiciones hechas en el capítulo 1,

proponemos y demostramos el Teorema de Cramér-Lundberg en el capítulo 3. Este teorema

nos permite encontrar una cota y un resultado asintótico a esa probabilidad de ruina 'IjJ (u),

por la cual el tiempo de operación de una compañía aseguradora se puede cambiar, ya que

dependiendo del capital inicial u > Oy junto con la tasa de ingreso de primas e > O, se puede

modificar esa probabilidad de ruina de tal modo que esa compañia aseguradora cumpla con

sus objetivos de seguir operando y obtener ganancias. Aunque al usar este teorema tenemos

que ver primero que se cumplan con las hipótesis, y entre ellas está que se cumpla con la

condición de Cramér-Lundberg. Pero los montos de reclamación se modelan ahora cada vez

más con las distribuciones de la tabla 3.1, Ydesafortunadamente para esa compañía aseguradora,

el Teorema de Cramér-Lundberg no sirve para los montos de reclamación modelados con esas

distribuciones, sino solamente con las distribuciones de la tabla 3.2, y esto se debe a que pueden

ocurrir reclamaciones con montos muy grandes o muchas reclamaciones con montos pequeños

pero que ocurrieron en un intervalo corto de tiempo de manera que esa compañía no pueda

solventarlos.

Entonces usamos una pequeña parte de la Teoría de Variación Regular y también resultados
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obtenidos de la definición de funciones subexponenciales para encontrar estimadores para esa(s)

reclamación(es) que presente(n) su(s) monto(s) muy grande(s). Así, damos aproximaciones para

la probabilidad de ruina 'Ij; ('U) de una compañía aseguradora.

Pero claro, todo esto solamente lo podemos hacer si la situación de esa compañía aseguradora

se puede modelar con el modelo de Cramér-Lundberg. Pues la desventaja de este modelo es

que es el modelo clásico y básico de la Teoría del Riesgo, por lo que muchas situaciones más

complejas y también más riesgosas se nos escapan de las manos al intentar usar este modelo.

y aún obteniendo un estimador para la probabilidad de ruina en cualquiera de las clases de

distribuciones de probabilidad, muchas veces ese estimador resulta muy difícil de calcular.

Entonces es cuando tenemos que recurrir a herramientas númericas.

También vemos que lo desarrollado en este trabajo no resuelve la situación de una compañía

aseguradora en caso de que la función asociada a los montos reclamados tenga colas más pesadas,

como lo es la función de distribución Cauchy.
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Apéndice A

Convolución y Transformada de

Laplace

A.l Convolución

Aquí establecemos algunas propiedades de la convolución útiles en el desarrollo de este trabajo.

Supongamos que todas las funciones son definidas de JR+ = (0,00] en JR+. Nos interesan estas

funciones de esta manera, porque en la situación de una compañía aseguradora las reclamaciones

son positivas, es decir, F (x) la funcion de distribución de las reclamaciones tiene rango en el

eje positivo. Diremos que una función 9 es localmente acotada, si 9 es acotada en intervalos

finitos.

Definición 52 Para una función 9 : JR+ ........ JR+ localmente acotada y una función de distribu

ción F : JR+ ........ [0,1] definimos la convolución de F y 9 como la función

F*g(t):= lt g(t -x)dF(x) , parat"2: o.

Algunas propiedades de la convolución son las siguientes:

Propiedades

1. F * 9 "2: O, porque ambas funciones son positivas.
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2. F *9 es localmente acotada, entonces

sup IF * 9 (8)\ ::; (SUp 19 (8)1) F (t).
0~8~t 0~8~t

Para verificar esto, definamos IIgll =: sup Ig (8)1, que es finita para cada t 2 O por la
0<8<t

suposición de que es localmente acotada. -Entonces para cualquier 8 ::; t,

lF*g(8)] = 1.10' g(8 -X)dF(X)!

usando la desigualdad de Jensen,

IF *9 (8)1 < 181g (8 - x)1 dF (x)

< 119111
8

dF (x) = 11911 F (8) < oo.

Como F *9 es positiva, entonces F *9 S IIgl1 F.

3. Si tenemos que 9 es acotada y además es continua, entonces F *9 también es continua, ya

que F*g (t) = lE [g (t - Yi) JI¡O,t)] ,donde Yi tiene función de distribución F. Así, si tn -+ t,

obtenemos casi seguramente que

9 (tn - Y1 ) ~ 9 (t - YI),

por la continuidad de g, y como 9 es acotada y junto con la propiedad 2, entonces también

es dominada, entonces usando el Teorema de Convergencia Dominada se cumple que

E [g (tn - Y¡) n[O,tn ) ] = F * 9 (tn ) ~ E [g (t - YI) JI[O,t)] = F * 9 (t).

4. Primero consideremos lo siguiente, definamos

pO* (x) = JI[O,oo) (x) ,

F h (x) = F (x),

97



y para n 2: 1,

F(n+l)* (x) = F'" * F.

Entonces pO* (x) actúa como identidad, es decir,

y se cumple una propiedad asociativa

5. La convolución de dos distribuciones corresponde a la suma de dos variables aleatorias

independientes. Sean Xl y X 2 independientes, con X¡ que se distribuye por Fi, i = 1,2.

Entonces Xl + X2 tiene distribución FI *F2, t 2: 0, es decir,

]ID [(XI,X2) E {(x,y) E (llet : x +y < t}]
JJ dF¡(x)dF2 (y)

{(x,Y)E(1R2 )+ :x+y:::;t}

y podemos escribir la doble integral como una integral iterada,

L[l t

-

x

dF2 (y)] dFI (x)

l t

F2(t-x)dF¡(x)

FI *F2 (t).

Cabe mencionar que esto prueba que la convolución F * F = F 2* es una distribución,

para toda distribución F.

6. Por inducción en la propiedad 5, podemos mostrar que: si Xl, ... , X n son independientes e

idénticamente distribuidas con función de distribución F, entonces Xl + ... + X¿ tiene

distribución pn*.
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7. La prueba de la propiedad 5 muestra la propiedad de conrnutatividad:

8. Si F; es absolutamente continua con densidad Ji, i = 1,2, entonces F1*F2 es absolutamente

continua con densidad dada por:

f¡ *h (t):= l h (t - x)dJ¡(x) = l f¡ (t - x)dh (x),

si t > O. De hecho, si F es absolutamente continua, entonces para cualquier distribución

G, F*G es absolutamente continua. Verifiquemos estas últimas aseveraciones, observemos

que

r. *F2(t) = JJ dF¡ (x) dF2(y),

{(x,y):x+Y9}

escribiendo la doble integral iterada, entonces

F1 * F2 (t) = JJ h (x) h (y)dxdy

{(x,y):x+Y9}

lt (lt-y
JI (x) dx) h (y) dy,

escribiendo la doble integral iterada y cambiando variables u = x + y,

F1 *F2 (t) = lt (l t
h (u - y) dU) [z (y) dy,

hacemos un cambio de orden de integración,

F1*F2(t) = Lt(LUh(Y)f¡(U-Y)dY)dU

lt f¡ *h(y)dy.

Para la segunda afirmación reemplazamos f¡ por J, y h (y) dy por G (dy) , y encontramos
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que

l (l U

f (u - y) dG (y)) du

lC*f(U)dU.

Mostrando que F *e es absolutamente continua con densidad e * i, pues la densidad es

única.

A.2 Transformada de Laplace

Definición 53 Supongamos que X es una variable aleatoria no negativa con función de dis

tribución F. La transformada de Laplace de X o de F es la función ji (>..) : ~+ --> jR+

dada por

Observación Como e-Ax ::; 1 Yes decreciente, tenemos que ji (,\) <:: 00, V'\ > o.

Algunas propiedades útiles de la Transformada de Laplace son las siguientes:

Propiedades

1. Unicidad. Es decir, distribuciones diferentes de probabilidad tienen transformadas de Laplace

diferentes. La demostración de esto se puede ver en Feller [5] , pp. 273 Y 482.

2. Supongamos que Xl y X2 son independientes y que Xi tiene distribución Fi, i 1,2.

Entonces

Comprobemos esto. Puesto que

lB(e-A(XI +X2) )

lB(e- AX1
) lB(e- Ax2

) ,
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esto por independencia, entonces

Por lo que la transformada de la convolución es equivalente al producto de las transfor

madas de cada una de las funciones involucradas. Similarmente, para cualquier n ~ O, si

F es una distribución, entonces

3. Las siguientes fórmulas son útiles cuando se quiere calcular la Transformada de Laplace:

a) Io""e-Ju:F(x)dx=>..-IF(>.. )

b) Ie~'o e->.x (1 - F (x» dx = l-~(A)

La segunda fórmula se sigue directamente de la primera, la cual es obtenida haciendo un.

cambio de orden de integración

100 e-A"'F(x)dx 100 e-A'" (lo'" dF(U») dx

100 (100 e-Axdx) dF (u)

100 e-AU>..-ldF(u)

= >..-lF(>,,).

Extendamos esto a funciones de distribución arbitrarias y medidas U en jR+. Supongamos

que W(x) es no decreciente en (O,ooj, pero tal vez W(oo) = lim W(x) > 1.
"'--00

Si existe una a ~ O tal que

para >.. > a entonces
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es llamada la tmnsformada de Laplace de W Si tal a no existe, decimos que la transformada

está indefinida.
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Apéndice B

Directamente Riemann Integrable

Primero recordaremos la definición de la Integral de Riemann de z sobre un intervalo finito [O, a)

y que se satisface que z ~ OY z (t) = O, t < O. Aquí sólo consideremos valores no negativos de

z.

Basta con considerar particiones en subintervalos de longitudes iguales h = ~. Sea /Tlk el

mayor número y 1nk el menor número tales que para k ~ 1

inf z(x),
(k-l)hS,x<kh

sup z (x)
(k-l)hS,x<kh

y

illk ::'S z (x) ::'S 1nk, para (k - 1) h::'S x < kh.

Las sumas superior e inferior de Riemann para subintervalos de longitud h del intervalo [O, a),

están definidas por

dh) h E mdh),
k:khS,a

a(h) h E 1nk(h).
k:kh~a

y conforme h --> Otanto Q. como a se aproximan a límites finitos.

Definición 54 Si 7f - Q. -+ O, estos limites son los mismos y la integral de Riemann de z
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en [O, a) está definida por este límite común. Yen este caso fijamos

r z (s)ds :=lim (f (h).Jo h'>.O

Un resultado importante es el siguiente.

Proposición 55 z es Riemann integrable en [O,a) si y s6lo si z es acotado y absolutamente

continua. •
Cuando se tienen integrales sobre [0,00), la definición clásica de la Integral de Riemann

presenta una complicación inevitable y es que no siempre exite este límite en común. Para hacer

que la clase de funciones integrables sea lo más extensa posible, se define convencionalmente la

integral sobre [0,00) como el límite de las integrales sobre [0,a) . Entonces tenemos lo siguiente.

Definición 56 Decimos que z es Riemann integrable en [0,00) , si z es Riemann integrable en

[O,a) , Va > °y

lim r z(s)ds
a--+oo Jo

existe. Entonces

roo z (s)ds:= lim r z (s)ds.Jo e-s-oc Jo
La siguiente definición no distingue entre intervalos finitos e infinitos. Aunque z cumpla la

siguiente definición, sigue siendo Riemann integrable en todo intervalo finito [O, a) .

Definición 57 Sean 1I1k (h), J1lk (h) Y (f(h) , iI.(h) como antes excepto que ahora tenemos que

00

iI.(h) h¿mdh) ,
1=1
00

(f(h) h ¿mdh).
k=l

Entonces z es directamente Riemann integrable si (f(h) < 00, Vh y

lim (f(h)-iI.(h) =0.
h-+oo

104



Pero si 7f(h) = 00 no hay punto de encuentro entre h' < h, donde 7f ( h') < oo.

Proposición 58 Si z tiene soporte compacto, entonces la integración de Riemann es lo mismo

que directamente Riemann integmble. •
Proposición 59 Si z es directamente Riemann integmble, entonces también es Riemann in-

tegmble en [0,(0) y

lim7f(h)= t>O z(s) ds,
h\.O Jo

donde Io
oo z (s) ds es la integral de Riemann.

Demostración El método es aproximandose a [0,(0) por {O, a) y luego aproximar la integral

por una suma. Primero veamos que

00 00

~~h¿Tnk(h) - h LI&(h)
k=l k=l

~~ h (fmk (h) - f 171k (h))
k=l k=l

~ lim h " (mk (h) - m k(h)),
h-.O L...J

k:kh$a

por lo que z es Riemann integrable en [0, al para alguna a > o.

Para e > 0, existe a = a (e) tal que Ln>a 171" (1) < e.

Para h < 1, tenemos

n (h) - L mk (h)
k:kh$a

¿ ffik(h)
k:kh>a

S ¿ 171k(l) <e.
k:k>a

(H.1)

Como z es directamente Riemann integrable, existe

lim 7f(h) =: 0"0
h-.O
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y por lo tanto existe ha tal que si h < ha, entonces

10"0 - 7f (h)1 < e,

entonces existe h1 tal que si h:S h1, entonces

h L mdh) - [Z(S)dS < e,
k:kh~a o

(B.2)

(B.3)

esto es porque zes Riemann integrable en [O, aJ .Y usando (B.l), (B.2) Y(B.3), obtenemos

para min{h:S ho,hl, l}

iO"o-7f(h)l+ 7f(h)- L mdh) +
k:kh~a

+ h L mdh) _ ¡a z(s)ds
k:kh~a O

< 3é.

Por lo tanto

lim r z (s) ds = 0"0,
a......,loOO Jo

así tenemos que z es Riemann integrable en [0,00) y 0"0 = JolX> Z (s) ds. •
El criterio más usado para determinar que z sea directamente Riemann integrable es el

siguiente.

Proposición 60 Si z 2: O es no creciente, entonces z es directamente Riemann integmble si y

s610 si z es Riemann integmble. •
Para funciones no crecientes, los conceptos de Riemann integrable y directamente Riemann

integrable son los mismos.

Demostración En la proposición anterior se probó una implicación. Ahora demostraremos

la otra implicación. Supongamos que z es no creciente y Riemann integrable, de esto
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tenemos que

10
00 00 fh

00> z(s)ds=¿ z(s)ds
. o n=l' (n-l)h

y por ser z monótona, esto es acotado por abajo por

10
00

z (s) ds ? f z (nh) h,
. o n=l

de esta manera siendo z Riemann integrable tenemos que Q:(h) < oo. Como z es no

creciente, entonces para cualquier N se tiene que

N n

h¿ ttu. (h) - h¿illk (h)
k=l k=l

N

:S h¿(z((n-l)h)-z(nh))
k=l

h(z(O)-z(Nh))

y cuando N -> 00, entonces tenemos el siguiente límite

h(z(O)-z(Nh))->h(z(O)-z(oo)).

Por lo tanto 7f(h) < 00 si y sólo si Q:(h) < 00, y

7f(h)-dh) :Sh(z(O) -z(oo)).

y como sabemos que Q:(h) < 00, llegamos a que 7f (h) < oo. Y cuado h -> 00

7f(h) -Q:(h) -> O.

Por lo tanto z es directamente Riemann integrable. •
Proposición 61 Si z es Riemann integmble en [O, a) , Va > O y 7f(1) < 00, entonces z es

directamente Riemann integable.

Demostración Como 7f(1) < 00, entonces para h < 1 tenemos que
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entonces las sumas infinitas convergen. Dada E> 0, existe No tal que ¿k>No mk (1) < oo.

Entonces

7T (h) - Q. (h) = h E (mdh) - mk (h)) + h E (mdh) - mdh))
k:kh~No k:kh>No

y cuando h --> 0, tenemos

h E (111 .. (h) - 11/k: (h)) < 2h L 11/.. (h) :::; 2E
k:kh>No k:kh>No

y como z es Riemann integrable en [0,No] ,

h E (mdh) - :!fldh)) --> liNo Z (s) ds - iNO Z (s) dsl = o.
k:kh~No o·o

Por lo tanto 7T (h) -Q. (h) --> °y z es directamente Riemann integrable. •
Proposición 62 Si z es Riemann integrable en [0, (0) y z :::; g, donde 9 es directamente Rie

mann integrable, entonces z es directamente Riemann integrable.

Demostración Esto se sigue de la proposición anterior, porque se satisface que z sea Riemann

integrable y también
00 00

E md 1) :::; L inf g(s) < 00
k-l<x<k

k=l k=l-

porque 9 es directamente Riemann integrable.
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