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Introduccién

El objetivo de este trabajo es analizar el Problema de la Ruina con horizonte infinito para el
Proceso de Riesgo cldsico con diferentes distribuciones de probabilidad para las reclamaciones:
colas ligeras y subexponenciales. El Proceso de Riesgo que consideramos es el cldsico y modela
el capital de una compaiiia de seguros.

El Problema de la Ruina se ha analizado desde muchos puntos de vista. Por ejemplo, en un
juego donde dos jugadores, A y B, apuestan lanzando volados. En cada lanzamiento si sale sol,
A gana una unidad del capital de B, mientras que si sale dguila A paga una unidad a B. Esto
continiia hasta que uno de ellos pierda todo su capital, es decir, se arruine. Una pregunta que
se plantea es:

&Cudl es la probabilidad de que A pierda todo su capital, o se arruine, si inicia con m
unidades de capital y B inicia con N —m unidades?,

)

é Cudntos lanzamientos en promedio se tienen que hacer para que A se arruine?

Este problema es el Problema de la Ruina del Jugador.

Otro ejemplo, el caso de una compaiifa aseguradora. Un seguro es un contrato con el que
una compaifa aseguradora acepta cubrir €l impacto financiero que trae consigo la realizacién
de un evento. En lugar de tener dos jugadores, tenemos por un lado a la compaiifa aseguradora
y por €l otro a sus asegurados, pero a diferencia de los volados, en este caso el beneficio de una

parte no necesariamente implica una pérdida de su contraparte. Ambas partes también tienen



su respectivo capital involucrado, por parte de la compania se tiene una cantidad de capital
que dispone en ese momento y por parte de los asegurados sus respectivos pagos periédicos
establecidos. A estos pagos se les llaman primas. La compania se compromete a asegurar por
determinados eventos a sus asegurados. Esta situacién no depende del lanzamiento de una
moneda, pero cuando y cuinto paga la compania sf son eventos inciertos, por lo que se modelan
usando Probabilidad.

En caso de que ocurran esos eventos o accidentes a los asegurados entonces es cuando los
asegurados pedirdn a la compaiiia que se les remunere el pago convenido, es decir, se hacen las
" reclamaciones” .

Con las primas cobradas la compania tiene que cubrir sus gastos e incluso debe hacer un
fondo para sus posibles gastos inesperados y para sus ganancias. A este fondo se le llama
reserva. Y c6mo lo utiliza la compafifa no nos atafie aquf. Lo que nos interesa es el capital con
el que cuenta al momento ¢ > 0, es decir, el excedente. El excedente de la compaifa al momento
t>0es

U(t) =u+ct— S(t),

donde u > 0 es el capital inicial (u = U (0)), ¢ > 0 es la tasa de entrada de primas y S(t) > O es
la suma de todas las reclamaciones hechas a la compaiifa hasta el momento t. A la compaifa se
le pueden presentar muchas reclamaciones o una reclamacién de un monto muy grande, y por
ello el monto total de las reclamaciones puede rebasar el excedente de la compaiifa, haciendo
que, para alguna ¢, U (t) < 0. Si esto sucede, la compaiifa se arruina.

A U se le conoce como el Proceso de Riesgo, y es el que nos interesa en este trabajo. Para
este Proceso usamos el proceso de Poisson compuesto. Del proceso de Riesgo surgen preguntas
Como:

¢ Cudl es la probabilidad de que la comparifa no se arruine antes del tiempo t si empezd con
un capital u?

o simplemente, con horizonte infinito,

¢ Cudl es la probabilidad de que la compariia no se arruine si tiene u de capital inicial?

Aunque los resultados son més generales, en este trabajo cualquier integral [ g(z)dF (z)
serd entendida como una integral de Riemann-Stieltjes.

A continuaci6én describiremos la estructura de este trabajo.




En el capitulo 1 definimos el modelo de Cramér-Lundberg, el proceso de Riesgo, los tiempos
de ruina y las probabilidades de ruina. Para ese capitulo se consultaron los libros de Asmussen
(1], Cramér [3] y Embrechts, Kliippelberg y Mikosch [4]. El capitulo 2 es fundamental para
los subsiguientes capitulos, porque se enuncian y demuestran los Teoremas de Renovacién,
los cuales nos permiten obtener los resultados asintéticos que probamos en el capftulo 3. La
bibliografia consultada para el capitulo 2 es Basu [2), Feller [5], Laha y Rohatgi [8] y Resnick
[9].

El Teorema de Cramér-Lundberg para distribuciones con exponente de Cramér-Lundberg
se demuestra en el capitulo 3. Esta es una clase de distribuciones que también se conoce como
distribuciones para reclamaciones pequenas.

Las distribuciones subexponenciales son distribuciones que también se conocen como dis-
tribuciones para reclamaciones grandes. Verificamos que las distribuciones subexponenciales
no tienen estimador de Cramér-Lundberg. Los libros consultados para el capitulo 3 son Em-
brechts, Kliippelberg y Mikosch [4], Grandell [6] y Hogg y Kluggman[7]. El anilisis de las
distribuciones subexponenciales se hace en el capftulo 4 y también mencionamos el Teorema de
Cramér-Lundberg correspondiente a estas distribuciones. Para este tltimo desarrollo necesita-
mos de la Teorfa de Variacién Regular. Para este tltimo capftulo se consultaron los libros de
Asmussen [1], Embrechts [4] y Rolski, Schmidli, Schmidt y Teugels [10].

En el Apéndice A se muestran resultados relacionados con la Convolucién y la Transfor-
mada de Laplace que se usan en gran parte de este trabajo. El Apéndice B hace referencia a
definiciones y resultados ttiles para el capftulo 2.

En este trabajo utilizamos frecuentemente las siguientes notaciones: Si f es una funcién

real de variable real,
N i @) _
e f ~ g denota que 2151010 94(5% =1,

e o(h) denota una funcién que tiende a cero m4s rdpidamente que & cuando h tiende a cero,

es decir, lim ih@ =0,
h—0

o O (h) denota que existe M > 0 tal que limsup 1221 ( < M. En particular, f(z) = O (1) quiere
h—0
decir que f es acotada,

o [r] denota la parte entera del mimero z, es decir, [z] =sup{y € Z: y < z}.
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Capitulo 1

Modelo Clasico de Riesgo

En este capitulo se define el proceso cldsico del Riesgo. Para ello, primero se define un proceso
que modela el mimero de reclamaciones en el intervalo de tiempo (0,¢] . Después se define otro
proceso que modela el monto que se ha reclamado hasta el tiempo ¢t > 0. La combinacién
de estos dos procesos se conoce como proceso de Poisson compuesto. Por iiltimo, se define el
modelo de Cramér-Lundberg y llegamos al proceso de Riesgo que nos interesa.

También vemos definiciones de Probabilidades de Ruina y tiempos de Ruina. Usando un

lema se define la condicion de beneficios netos, la cual se usa bastante en los capitulos 3 y 4.

1.1 El modelo de Cramér-Lundberg

El modelo que se define aquf resulté de las contribuciones de Filip Lundberg y de Harald
Cramér y se convirtié en el modelo bésico del riesgo asegurable. Se conoce como el modelo de
Cramér-Lundberg, cuya contribucién esencial es considerar el proceso de Poisson compuesto.
Consideremos la totalidad de los asegurados vigentes en una compaiia de seguros dentro de
un intervalo de tiempo fijo, (0,t]. Sea N (t) el niimero de reclamaciones hasta el momento ¢, de
tal manera que definimos a N (t) como:
sup{n>1:T, <t}, t>0,

N(t) = = (1.1)
0, si{n>1:T,<t}=0.

Asi, si ocurren reclamaciones en los instantes de tiempo 0 < T} < Ty < T3 < - - -, entonces



N (t) pasarade 0alent =Ti,del a2ent = T3, y asi sucesivamente. Los montos reclamados
X1, X, X3,... correspondientes a cada reclamacién son positivos e independientes entre ellos y
del mimero de reclamaciones.

Con esto, podemos definir el modelo de Cramér-Lundberg, que se define como:
Definicién 1 E! modelo de Cramér-Lundberg estd dado por las condiciones (a)-(e):

(a) El proceso de los montos reclamados:

Sean las magnitudes de cada reclamacion { X}y variables aleatorias positivas, indepen-
dientes e idénticamente distribuidas con funcion de distribucion continue F, con media

finita p=E(X,).
(b) Los tiempos de reclamacion:
La n-ésima reclamacion T,, ocurre en un instante aleatorio del tiempo, y ‘

O0<T1<hh<--- cast seguramente,

es decir, el conjunto donde {T; = T;},, i € N} tiene probabilidad cero.

(c) El proceso de llegada de las reclamaciones:

El ndmero de reclamaciones en el intervalo [0,1] es:

>1:T, <t t >0,
N(t): Sup{n— n = }7 =
0, si{n>1:T,<t}=40.
(d) Los tiempos entre reclamaciones:
1= T, Y =T ~ Tie-1, k=23,.., (12)

son independientes, idénticamente distribuidos exponencialmente y tienen media finita

E(Y;)=1%,A>0.

(e) Las sucesiones {Xk}ren, {Yi}ren S0n independientes entre st (por consiguiente {Xi},cn

Y {Tk}ren también son independientes).




Observaciones :

1. Existe un modelo generalizado para esta definicién y es el modelo de rengvacidn, el cual
no estudiamos en este trabajo. Este modelo estd dado por (a)-(c), () y pide adem4s
que los tiempos entre arribos Y; dados como en (1.2) sean independientes e idénti-
camente distribuidos con media finita E (Y1) = v, es decir, que no necesariamente se

distribuyan exponencialmente.

2. Gréficamente un ejemplo del proceso de Poisson compuesto es asi:

S(¢) N
S(Tm-l) P
Xmlﬂ
Ty 4 - -
Zn
STy - P
x;{
(T N
d
S(Tl) 9 __L
Xl{ :
To T Ty Tz T Tyt H
k'8! Y2 Y3 Yl

Figura 1-1: Proceso de Poisson compuesto

Definicién 2 El proceso del monto reclamado {5 (1)},>, es:

YYOX; siN()>0,
0 si N(t) =0.

S(t) = (1.3)

En particular ${0) =0, c.s.



El proceso de llegada de las reclamaciones N (t), es un proceso de Poisson. Recordemos

qué es un proceso de Poisson:

Definicién 3 Sea (Q, F,P) un espacio de probabilidad. {B (t)},5, es un proceso de Poisson
homogéneo con intesidad X > O definido en este espacio de probabilidad y N su espacio de
estados, si cumple:

(a) en el estado inicial B (0) =0,

(b) tiene incrementos estacionarios, es decir, para cualquier E € N =P (N),
P((B(t+h)—B®#))€ E)=P(B(h) € E),

e independientes, es decir, paran € N, sean 0 < t) < t2 < t3 < t4 < --- <

ton—1 < lon, entonces las variables {(B (t2;) —B(tgj_l))};.’:l son independientes.

En particular, para cualesquiera Ey, Ey € N, se cumple que

P((B(k+h) - B(k)) € Ex,(B(l+7) - B()) € E)
= P((B(k+h)—-B(k) € E)-P((B(+7)-B{1) € E1),

siempre que (k,k+h] N (l,l+7] =0.

(c) P(B(h)=0)=1—Xh+o(h),P(B(h)=1) = Ar+o(h) yP(B(h) >1) =0o(h),
cuando h tiendo a cero, es decir, la probabilidad de que no haya ninguna ocurrencia
es 1 — M+ o(h), mientras que la probabilidad de exactamente una ocurrencia es de
A+ o (h) y la probabilidad de que hayan mds de una ocurrencia es o(h), cuando h

tiende a cero.
Ahora demostramos que efectivamente N (¢) es un proceso de Poisson.
Proposicién 4 El proceso N (t) es un proceso de Poisson.

Demostracién Se hace la demostracién de acuerdo al orden de los incisos dados en la definicién

del proceso de Poisson:
(a) Por convencién tenemos que N (0) = 0.
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(b) Iniciaremos con la estacionariedad, sea E € N, entonces

P((N({t+h)~N(@#)€E)=) P(N({t+h)—N(t)=n),

nek

usando la definicién (1.1) de N (t), vemos que

P((N({+h)—N(t)) e E)
= Y P((up{a>1:Tpu <t+h}-swp{a>1:Ta <t})=n),
ner
sabemos que P (T, > s+t | Ty > t) = P(Tp > s+, Ty, > t) [P (T, > t)] ', para toda
5, > 0. Como {Ty, > s+t,T,, >t} = {T,, > s+ t},entonces P(T5, > s +t | T, > t) =
P (T, > s+1t)[P(T, > 1))}, y tenemos que T}, se distribuye exponencial para toda
n, asf llegamos a que P(T, > s+ 1) [P(T, > 1)} = e X6t [eM] ™ = e =

P (T > s). Por lo tanto, Ty, no tiene memoria para toda n, entonces

P((N{t+h)—N(t) €E)

1

Z]P’(sup{aZl :To <h} =n)

nekE

Y P(N(h)=n)
nek

P(N (h) € E).

Ahora demostremos que N (t) tiene incrementos independientes. Para jlustrar esto
veamos con dos intervalos cualesquiera tales que (k,k + h] N (I,1 +r] = 0. Debido a

que los incrementos son estacionarios, tenemos que

P((N(k+h) - N (k) € Ex,(N(l+7)~N(1) € E)
= P(N(h) € Ex,N(r) € E)

= Y S P(N(R)=nN(r)=m)

neEy mek,;

= Z Z P(sup{a>1:T, <h}=n,sup{f>1:T3 <r}=m),
nEEy meE,;

11



como las {Tn},, son independientes, entonces

P((N(k+h) =N (k) € Ex,(N(I+7) - N (1)) € E)

Z Z]P’(sup{az1:Tagh}:n)-P(sup{ﬂZ1:Tﬂ§r}:m)

neE, meE,

Y. Y P(N(R)=n)-P(N(r)=m),

nel, meE,

it

por ser los incrementos estacionarios,

P((N (k+h)— N (k) € B, (N(+71) - N(1)) € B)
N ST PW(k+h) -NKE) =n) P(N(I+7)-N(I)=m)

ncE, mcE;
P({(N(k+h)—N(k)) € Ex) P(N(I+r)-N{)) e E).

Del mismo modo procedemos para tres o més intervalos cualesquiera tales que sean

ajenos entre si.

(c) Tomando en cuenta que T,, se distribuye exponencialmente para toda n y como

{N () =n}={Tp41 >t > Ty}, para n > 2, tenemos que
P(N(h)=0)=P(T1 > h) = e,

usando la expansién de Taylor de e~*, llegamos a que

P(N(h)=0) = f:(_j!") = /\h+('\2h)
=0
= 1-Ah+o(h).

Mientras que por otro lado,

P(N(h) =1) P(Ty <h)=1-P(Ty >h)

I

Ah+o(R).

12




Por ultimo,

P(N(h)>1) = 1-PWN(h)<1)
= o(h).

Entonces tenemos que P(N (h) =0) =1~ M +o(h), P(N(h)=1) =M +o(h)y
P(N(h)>1)=o0(h).

Por lo que al probar los incisos (a), (b) y (c) obtenemos que N (t) es un proceso de Poisson

homogeneo con intensidad A > 0. |

Otra manera de definir a N (t) es:
N(t) =) Toy(Tn),
n=0

y son equivalentes esta forma y la otra dada en (1.1), porque

o o)
Z Ijo, (Tn) Loy (To) + -+ + Lo g (Tn) + -+

n=0
_fn sit20, Tu<t<Tuy, neN,
o siTu>t VreN,
_ sup{n >1:T, <t}, t>0,
B 0, si{n>1:T, <t}=0.

1.2 El proceso de Riesgo

La prima que cobra la companifa aseguradora a sus asegurados es una cantidad que estd por
encima de la cantidad en riesgo, porque con ella se cubren: gastos de administracién, comisiones,
una parte que se destina para la reserva, etc. A menudo las primas son determinadas por todas
las pélizas de la compaiifa y también por las tarifas de la competencia. Supongamos que el
ingreso de las primas es continuo en el tiempo y que este ingreso es proporcional a la longitud
del intervalo de tiempo, simplemente previendo el monto total que la compaiifa recibird en, por

ejemplo, un afio, y linealizando.

13



Asi se da lugar al proceso de Riesgo que es el capital que tiene la compaiifa aseguradora al

tiempo ¢ > 0.

Definicién 5 El proceso de riesgo {U (t)}t20 se define como
Ut)y=u+ct—S(t), t >0, (1.4)

donde u > 0 denota el capital inicial, ¢ > 0 representa la tasa de ingreso de primas (la pendiente

de la recta ezplicada arriba) y S (t) el proceso del monto reclamado definido en (1.3).

Observacién Un ejemplo de este proceso de riesgo lo podemos ver graficamente de la siguiente

forma, donde M = sup {S(t) —ct} y 7 (u) se define en la definicién 7:
0<t<oo

40 [

To T T,;T:

Figura 1-2: Proceso de Riesgo
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Una cantidad importante para las variables aleatorias {S ()}, es la distribucion del monto

reclamado hasta el momento t,

Gt (z)

P(S(t) <)

N(t)
P{Y X<z,
=1

I

usando probabilidad condicional,

oo N(t)
G: (z) Z]P’(ZX,Sz|N(t):n "P(N(t) =n)

n=0 i=1

ip(i)@ gz) P(N(t) =n),

n=0 i=1

por independencia,

G (@)=Y F (g e
n=0

n!

por ser N (t} un proceso de Poisson y donde F™ (z) =P (3 1 ; X; < ) es la n-ésima convolu-
cién de F y también por independencia (ver la propiedad 6 de la convolucién en el Apéndice

A.1). Asi, tenemos que

()"

Ge(z)=P(S(t) <z)=) e
n=0
Para un funcién de distribucién F en (—o0, 00), definimos

1 siz >0,
F(2) = -
0 stz <0,

F*(z) = F(z) y F™** como en el parrafo anterior.

Definicién 6 La cola de la funcion de distribucion F se define como

F(z)=1-F(a),

15



para = € R.

La cola de la funcién de distribucién F es la probabilidad de que el monto de una reclamacién
sea mayor que , es decir, P(X > ).
Como tenemos que X > 0, entonces usando la definicién de la cola de la funcién de dis-

tribucién F obtenemos que,

/:of(x)dzzlE(X). (16)

Verifiquemos este resultado al integrar por partes la integral,

/OOOIP’(X >z)dz:/0°o/:oldF(t)d:z

/Ooo/()tdmdF(t)

/ootdF(t)zlE(X).
0

1

/Ooof(x)da:

I

1

1.3 La Ruina

E! principal objetivo de la compaiifa aseguradora en este primer modelo es que U (t) se mantenga
por encima de cierto capital al tiempo ¢ > 0, o simplemente que no se tenga U (¢) < 0, porque
esto significa que la compaiifa estd arruinada. En esta seccién definimos la probabilidad de este
evento y los tiempos de ruina en tiempo finito e infinito. El lema que demostramos aquf nos
permite definir la condicidn de beneficios netos que es importante para este trabajo.

Las siguientes cantidades resultan relevantes:
Definicion 7 Sea U (t) el proceso de Riesgo definido en (1.4).

1. La probabilidad de ruina en tiempo finito (o con horizonte finito) es:

P(u,T)=P(U(t) <0, para algunat<T),

donde 0 <T < oo yu>0.

2. La probabilidad de ruina en tiempo infinito (o con horizonte infinito) es:

¥ (u) = ¢ (u,00) =P(U (t) <0, para algint >0),
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conu > 0.

3. Los tiempos de ruina son:

[o.¢]

(w.T) inf{t:0<t<T, U(t) <0},
T(U, =
, si{t:0<t<T, U(t)<0}=0,

donde 0 <T < oo y u > 0. En particular, cuando T = oo, T (u,00) = T (u) .

Si vemos a ¥ {u) como una funcién de la variable u, entonces ¢ (u) se llama la funcidn de
TUinG.
El siguiente resultado es elemental y se debe a la independencia en el modelo de Poisson

utilizado:
Lema 8 Para el modelo de Cramér-Lundberg tenemos que,
EU(t) =u+ct —Aut (1.7)

y para el modelo renovado,

EU{#)=u+ct—pE(N (). (1.8)
Demostracién Tenemos que U (t) = u + ¢t — S (t), t > 0, entonces

E (U (1)) E(u+ct—S(t)

= utct—E(S(t).

Veamos la esperanza E (S (t)) y recordemos que S () = ili(lt) X;, si N (t) > 0. Usemos

esperanza condicional, entonces

I

D E(S@®)IN () =k)P(N(t)=k)

k=0

% N(t)
Y E (ZX,- |N(t) = k) P(N(t)=k),
k=0 i=1

E(S(®))
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por ser independientes {X;} y {7}, entonces

oo k
E(S(t) = ZE(ZXi)IP’(N(t):k)
k=0 =1
oo k
= Y Y EX PN @) =h),
k=0 i=1

como {X;} se distribuyen idénticamente con esperanza p,

k
S uP(N(t)=

i=1

i
gk

E(5(1))
k

I
=]

kuP (N (t) = k)

i
M8

gy KP(N()=k)
k_

HE(N (1)) .

a
[=4

Il

I

Como en el modelo de Cramér-Lundberg N (t) es un proceso de Poisson homogéneo,

entonces B (N (t)) = M, por lo tanto

E(S(1) = uB (N (1)) = pht.

1.3.1 Condicién de beneficios netos

El dltimo lema es importante porque da una primera idea de cémo debe de ser la tasa de
ingresos de primas ¢ en (1.4), y la determinacién de esta tasa depende de la solvencia de una
companfa sobre un periodo de tiempo dado. La tasa de ingresos de primas ¢ se podria elegir de
manera que ¢ (u, T’} resulte pequefia, con v y 7" dadas, y asf la compaiifa aseguradora pueda
minimizar la probabilidad de la ruina.

Tenemos por el lema anterior que para el modelo de Cramér-Lundberg,

EWU () =u+{(c— )t
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Entonces, lo que quiere la compania aseguradora es que E (U (¢)) > 0, cuando ¢ tiende a
infinito, es decir, que la media de los egresos menos la media de los ingresos no rebase el capital

inicial u, cuando t tiende a infinito.

Por la ley fuerte de los grandes nimeros tenemos que tlim M = Au—c, casi seguramente.
— 00 )
Si tenemos que ¢ — Ap < 0, entonces llim M > 0, casi seguramente. De Jo cual podemos

inferir que tlim (S (t) — ct) = 00, casi seguramente, y asf llegamos aque sup {S (t) —ct} = oo,
—00 0<t<oo

casi seguramente. En el capitulo 3, probamos que v (u) = P < sup {S(t) —ct} > u) . Con
0<t<oo

esto vemos que 9 (u) = 1, siempre que c— A < 0, es decir, la compafifa de seguros seguramente
se arruinard. Por lo que es necesario suponer que ¢— Ay > 0. Esto implica también que E (U (¢))
sea positiva para t grande. Asf obtenemos la condicién de beneficios netos p bésica en el modelo
de Cramér-Lundberg:

p=— —1>0. (1.9)
Ap

La constante p es llamada también cerga de seguridad definida como la cantidad relativa
en la que la tasa de ingresos de primas ¢ excede Au. Con esto podemos ver la utilidad de las

primas en el periodo [0,¢], es decir, ct = (1 + p) Aut.

1.4 Conclusiones

Ya establecidas las definiciones para el modelo de Cramér-Lundberg, el proceso de Riesgo
involucrado, las Probabilidades de Ruina y la condicién de beneficios netos, podemos llegar a
resultados en el calculo de las Probabilidades de Ruina. Con lo visto aqui, aiin no es suficiente
para cumplir este objetivo, sino que es necesario conocer algunos resultados de la Teorfa de

Renovacién, que es el siguiente capftulo, y con estos resultados se nos permite llegar a nuestro

objetivo.
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Capitulo 2

Teoria de Renovacion

En el presente capitulo se define un proceso de renovacién. Retomamos el proceso de conteo
N () para definir la funcién de renovacion. También definimos una ecuacidn de renovacion.
Esta ecuacién es un elemento clave para los Teoremas de Renovacidn. Ademds se resuelve esta
ecuacién y comprobamos que su solucién es tnica. Se postulan los Teoremas de Renovacién
y los demostramos. Por ltimo, se hace una transformacién a una ecuacién de renovacién y
a la ecuacion resultante se le aplica un Teorema de Renovacién, y obtenemos implicaciones
interesantes, las cuales aplicaremos en el siguiente capftulo al Problema de la Ruina.

Iniciemos suponiendo que {Yr},>( es una sucesién de variables aleatorias independientes
que toman valores no negativos (es decir, P [Y,, < 0] = 0). También supongamos que la sucesién
de variables aleatorias es idénticamente distribuida con funcién de distribucién F, la cual es
llamada funcidn entre arribos o de tiempos de espera. No es necesario que Yj tenga esta misma
distribucién. Supongamos también que, para toda n > 1, P[Y,, =0} < 1.

Como se establece en el modelo de Cramér-Lundberg, estos tiempos de espera {Yn},5
o tiempos entre las reclamaciones son independientes y se distribuyen exponencialmente con
media finita E(Y1) = 4, A > 0. Es preciso decir que para este capftulo usamos las hipétesis
del modelo renovado, que es m4s general que el de Cramér-Lundberg, pues es necesario que las
variables aleatorias {Y»},>, sean independientes e idénticamente distribuidas con valores no

negativos y con media finita v = E (¥}).
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2.1 Funcién y Ecuacién de Renovacién

Primero definimos un proceso de renovacion. Recordamos el proceso de conteo y demostramos
que tiende a infinito casi seguramente cuando ¢ tiende a infinito. Con este proceso definimos
la funcién de renovacion y demostramos que es finita. También definimos la ecuacion de

renovacién y probamos que tiene una tinica solucién finita.

Definicién 9 Sea T, = Yo + ... + Yy,. La sucesion {T,},>, se le llama una sucesion de
renovacion ¢ proceso de renovacion. Las cantidades T, son los tiempos de ocurrencia del

n — ésimo fenémeno y son llamadas tiempos de renovacion.
Tomemos en cuenta que paran >1,Y, =T, —Th—1 y Yo = To-

Definicién 10 Un proceso se llama proceso de renovacion puro si Yy = Ty = 0, es decir, el
tiempo cero es un tiempo de renovacidn. Si no es ast, entonces es un proceso de renovacidn

con retraso.

Veamos dos ejemplos cldsicos en la Teorfa de Renovacién en funcién de las definiciones

hechas.

Ejemplo 11 Proceso de reemplazo: Se tienen cierto tipo de articulos, los cuales se observan
secuencialmente (por ejemplo, un foco hasta que ya no sirve). Entonces se reemplaza instan-
tdneamente el foco que expird por uno nuevo. FEste proceso se repite varias veces de igual
manera. Los tiempos de deterioro de los focos {In},5o son variables aleatorias. Si el foco
inicial es nuevo, entonces tenemos un proceso de renovacién puro, si no el modelo apropiado

es un proceso de renovacioén con retraso. a

Ejemplo 12 Proceso prendido-apagado: Consideremos los periodos operativos de una mégquina
que alternan con los periodos de minima duracion en los cuales las reparaciones se hacen.
Supongamos que todos los periodos son independientes, los periodos de operacién son indepen-
diente e idénticamente distribuidos y también los periodos de las reparaciones. Dos procesos de

renovacidn distintos pueden ser identificados:

1) Los tiempos cuando la mdquina no estd operando.

21



2) Los tiempos cuando se completa el servicio y la mdquina estd operando. a

En la Teoria de Renovacién se considera €l proceso puntual asociado para contar las reno-

vaciones, es decir, la funcién de conteo
oo
N(t)= Toq(Tw),
n=0

que nos permite contar el mimero de renovaciones en el intervalo [0,t] y como ya vimos es
equivalente a (1.1). Si tomamos la esperanza a este proceso obtenemos una funcién y una
herramienta bésica en la Teorfa de Renovacién, que interpretamos como el nimero esperado de

tiempos de renovacién en el intervalo [0,¢].

Definicion 13 A la funcion V se le llama funcion de renovacion, donde
V() =E(N(), (2.1)
parat > 0.

Veamos que si Tp = 0, ¢ = 0, es considerado un tiempo de renovacién y en este caso la

funcién de renovacién es
o o> oo
V() =E (Z Ty (Tn)) =S P(T<t) =S F ().
n=0 n=0 n=0

Mientras que en el caso del proceso de renovacién con retraso, si Tp = Yy, Yp # 0, y tiene

distribucién G, entonces la funcién de renovacién es

V’(t):iP(Tn <) =iG*F"*(t) =GV (1).
=0

n=1

Notemos que {T,} y {N (t)} estén muy relacionados pues N (t) depende de {T}.}, asf vemos

que los siguientes conjuntos son iguales para cualquier n > 0,

(weQ:N{t)=n}={weQ: Ty >t >Tp}, 2.2)
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de esto tenemos que

n-1

{N(t) <n}lpso= U {N(t) =k} ={Tn > t},50» (2.3)

k=0

donde ¢ est4 fija.

Lema 14 Sea N (t) un proceso de conteo. Entonces
N (t) — o0, casi seqguramente,

cuando t tiende a infinito.

Demostracién Para cada w €  fija, N (#,w) es no decreciente, por lo que tll’rgo N (t,w) es
igual a infinito o es finito. Supongamos que P [w :tli)rgo N(t) < oo] > 0. Entonces existe
una M € N tal que

]P’[ sup N(t)<M] > 0.
¢

€[0,00)

Usemos (2.3) y llegamos a que

P| sup Ty >t| >0.
t€[0,00)
Por lo que P [Ty = oo} > 0 y esto contradice que Tas es finito casi seguramente. Por lo

tanto N (t) tiende a infinito, casi seguramente, cuando ¢ tiende a infinito. ]

Teorema 15 Sea N (t) un proceso de conteo. Supongamos que v = E(¥Y1), 0 < v < oo.

Entonces cuando t tiende a infinito,

NE

" , cast seguramente. (2.4)

20~

Demostracién Tomemos en cuenta (2.2), entonces para cada w € §2, tenemos que

T <t <Tngyrr-
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Como N (t) tiende a infinito, casi seguramente, cuando ¢ tiende a infinito, podemos elegir

una ¢ lo suficientemente grande tal que N (t) > 0. Entonces

0 <t . Tne+1 N@)+1
N@ SN@® SNO+1 N@)

A partir de la ley fuerte de los grandes niimeros seguimos que cuando ¢ tiende a infinito,

i t
<lim1i — <h — <
Y lltIIl 1nf N (t) llItIl sup N(t) Ys

casi seguramente. Por lo que (2.4) se cumple. u

El siguiente teorema es ttil, porque més adelante necesitamos que la funcién de renovacién

definida en (2.1) sea finita.
Teorema 16 Sea V (t) una funcidn de renovacidn, entonces V (t) < 0o, para toda t > 0.

Demostracién Recordemos que V () = ) o F™* (t). Existe algin mimero z > 0 tal que

F(z) < 1. Sabemos que F (z — t) < F (z), para toda t € [0, x], z > 0, entonces

/:F(m—t)dF(t)S/IF(x)dF(t),
0 0

por lo que F?* (z) < F2? (z), > 0. Supongamos que esto se cumple para n > 1, esto es,
que F™ (z) < F™(z), z > 0. Entonces F™* (z —t) < F™(z), para toda t € [0,z] y por lo
tanto,

/IF”*(J:—t)dF(t)g /mF"(a:)dF(t),
0 JO

lo cual equivale a que F("+1)* (z) < F™+1(z), para toda n > 1y para toda « > 0. En-
tonces para cada x existe r € N, tal que F” (z) < 1. Los términos donde n = r,r+1,7+2, ...
para F™ (z) forman una subserie geométrica, la cual converge, esto implica la convergencia
de toda la serie Y oo o F™* (t) , debido a que F™ (x) < F™(z) . Por lo tanto, tenemos que se
cumple V () = 3°2° F™* (t) < co. ]

Desafortunadamente V' (t) = E (NN (t)) no es facil de calcular explicitamente. Los siguientes

dos ejemplos son casos donde sf se puede obtener este cdlculo.
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Ejemplo 17 Supongamos que F es la distribucion exponencial. Su densidad es
f@)=ae™®, z2>0.

Sabemos que la suma de n variables exponenciales con pardmetro a se distribuye como una

Gama (n,a) . Entonces tenemos para n > 1,

e—QI

F™ (dz) = o (ax)™ ! o

—Qs

;F’"‘(z) - ; /O o)™ s

/0 Z 03 (as)"_ _(’n,——l)'ds

It

Verificando la definicion de F* (z) en la propiedad 4 del Apéncice A.1, obtenemos que

V()=) F*(z)=1+ox.
n=0

Ejemplo 18 Si F tiene densidad
f@y=ze®, x>0

Veamos la densidad de Y. | F™ (x): su transformada de Laplace es

N ey (S e,
(;F ())(A) —/0 d(ZF“())

n=1
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oc

Z /0 % emhagpme (z)

n=]1"

I

Il

]
M8

(7)),

1

3
il

por la propiedad 2 del Apéndice A.2 observemos que la transformada de Laplace de F™ (x) se

puede escribir como

It

> (F)”
/"\IdF)

(Z Fre (m)) ey

como f(z) =re™®, z > 0, entonces

w/\
(ZF"* ) NE Z / ze~ M2 gy,
n=1
integrando por partes, obtenemos que
o o [ —O+1)2]™
Fr* (x A) = —
(; ( ))( ) ;[ L)
= Z((1+)\)‘2)
n=1
o 1+n?
1-(1+X1)72
_ 1
1420+ A2 -1
1
T OA(A+2)
- A1
To2x 2(0+2)

Il

e e
/Oe‘”(i—ie >dx
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= ./000 e M (i F™* (:1:)) dzx.

Como sabemos que a cada distribucion de probabilidad le corresponde una nica transformada de
Laplace (ver propiedad 1 en el Apéndice A.2), entonces obtenemos la densidad de > F™ (x),

que es 1 — %e_zz, y tenemos que

S F™ ()

n=0

* 1 1 —2s
= _— - = d
1+/0 (2 26 ) £

3 T 1_2:5
= Z+§+Ze

V(z)

La funcién de renovacién estd muy ligada a una ecuacién, que se llama ecuacidn de reno-

vacion.

Definicidn 19 A la ecuacion de la siguiente forma

Z(t)=2(t)+ /0 Z(t-y)ar ) (2.5)

se le llama ecuacion de renovacion, donde a z la suponemos conocida y no negativa, mientras

que F es una distribucidn en (0,00) tal que lim F(z) = F (o0) = 1.
T—0d

Suponemos que z y Z toman valores no negativos, por lo que es posible reemplazar los
limites de integracién por —oco e 00, y asf podemos escribir a esta ecuacién en la forma de la
ecuacién de convolucién

Z=z+Fx_Z,

que es la ecuacién de renovacién en una notacién compacta.

Consideremos algunos ejemplos de la ecuacién de renovacién. Generalmente la funcién z
se origina a partir de condicionar a la primera renovacién posterior al tiempo £, y el término
de convolucién de la ecuacién de renovacién se obtiene condicionando al tiempo de la primera

renovacién y moviendo el origen del tiempo hasta el primer tiempo de renovacion.
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Ejemplo 20 Consideremos la funcion de renovacién V (t). Tenemos entonces

o0

STFT @) =F" )+ Y F™ () (2.6)

n=0 n=1

= FO@t)+Fx i F=Dx (4

n=1

= F™ @)+ F«V(t)

40

y tenemos la ecuacion de renovacion con Z =V y z = FO* (¢). ]

Ejemplo 21 Supongamos que los individuos de una poblacion viven una cantidad aleatoria
de tiempo determinada por una funcidn de distribucion G. Al tiempo de morir un individuo
se reproduce en k individuos con probabilidad px, k > 0. Supongamos que > o0g pi =1, y la
reproduccion es independiente de la duracion de vida. Ademds, los individuos diferentes se
comportan independientemente uno de otro. Finalmente, supongamos que la poblacién inicia al
tiempo cero con un progenitor de edad cero. Supongamos que X (t) es el tamafio de la poblacion
al tiempo t y sea Z (t) = B (X (t)). Sea Ly el tiempo de vida del progenitor y supongamos que
N es el nimero de individuos procreados por el progenitor. Entonces P(N =k) = pg, k > 0.
Sea m = E(N) = Y 12 o kpe. Finalmente, sean {X;(t); t >0, i > 1} el ndmero de copias de

un progenitor X, que son independientes e idénticamente distribuidas. Entonces
Z(t)=EX(t) =E(X (t)Iz,<y) +E(X ) Lr,>y) -

En el conjunto {L, >t} tenemos que X (t) =1 y en el conjunto {L; <t} tenemos que
oo
X(6)=) Xi(t— L)z <p
=0

Por lo tanto,

N
Z(t) = ]P(Ll > t) +E (ZX, (t - LI)H{ngt}) .

=0

28



Para el sequndo término (interpretamos }:?:1 = 0), usemos probabilidad condicional,

N 00 N
E (in (t—Ly) n{m}) = Y E (ZX,- (t — L) Ip <N = k) P(N = k)

=0 k=0 \i=0
00 k
= ZIP’(N =k E (ZXi (t— Ll)]I{L1<t)) )
k=0 =0

por ser las variables X; (t) , i > 1, independientes e idénticamente distribuidas, entonces
(ZX (t— L) ]I{qu}) Zk]P’(N E)YE (X1 (t— L) ,<y)
=0 =0

como B (N) =m, usemos una vez mds probabilidad condicional con respecto a L, el tiempo de

vida del progenitor, y llegamos a que

=0

N t
E (ZX,— (t—- LI)I{L,g}) =m /0 E (X1 (¢t — L) |L1 = y) dP (L1 (y))

mfﬂ%wﬂ%@»

y sumando tenemos que
£
Z0) =P >0 +m [ 29 dP(La ).
0

Teorema 22 Supongamos z(t) = 0, para t <0, y que z estd acotada. Entonces una solucidn

finita de la ecuacion de renovacidn (2.5) es

Z(z)zV*z(z)z/ozz(a:—t)V(dt) (2.7)
y es tnica.

Demostracién Primero veamos que es finita. Para 7' > 0 tenemos que

sup Vxz(z) = sup / z(x— 1)V (dt)
0<z<T 0<z<T Jo
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x
< sup / sup z(z—1t)V(dt)
0<z<T Jo 0<z<T

como V (t) < oo y es monéStona para toda t, entonces

sup Vxz(z) < < sup z(s)) V(T) < .
0<z<T 0<z<T

Ahora verifiquemos que sea solucién. Tomando el resultado obtenido en (2.6), vemos que
V({t)-F™(@)=FxV(t),

donde F%* (z) = Ijo,00) (%) , entonces por la propiedad 4 de la convolucién (ver Apéndice

A.1) tenemos que

Fx(Vx2) = (FxV)xz
(V—F'O*)*z

= Vx*xz-2

asf llegamos a que

Viz=z24+F*(V=*2)
y V * z es una solucién de (2.5).
Veamos la unicidad de la solucién. Sean Z; y Z2 dos soluciones finitas de (2.5), es decir

Z‘i :Z+F*Z’i, (2‘8)

t=1,2.Sea H = Z;—Z5, y H también es finita. Al hacer la diferencia entre las ecuaciones

(2.8), entonces

H=Z1—Zg=F*(Z1—ZQ)=F*H,

haciendo iteraciones para alguna n > 1, tenemos que

H=F"xH.



Por lo tanto, para T' > 0 y usando la propiedad 2 de la convolucién (ver Apéndice A.1):
sup [Fxg(s)| < ( sup [g(s)[) F(t). Por lo tanto,
0<s<t

0<s<t
¢
sup [H®) = sup | [ (Z1(e=4) = Za(t =) ™ ()
0<t<T o<t<T |Jo
< sup H(@t)F™(T),
0<t<T
y sup H(t) F™ (T) tiende a cero, cuando n tiende a infinito, porque H es finita y
0<t<T

V(T) <oo. Ast H=0y 7 = Zs. =

Los siguientes ejemplos dan muestra del resultado de este dltimo teorema.

Ejemplo 23 Si F(z)=1-¢€"2%, >0,
V) =1+o,

como lo hicimos en el ejemplo 12. Por lo tanto,

a/otz(t-y)dy
= a/otz(u)du.

Vxz(t)

u
Ejemplo 24 Si f (z) = ze™"l(g «) (), entonces del ejemplo 18 tenemos que
> 11
* * el 2 -2
Zf" (z) = ZdF" (z) = 5~ 5¢ , >0
n=1
y en este caso
t I 1
V*z(t):/z(t—y) — — e | dy.
0 2 2
|
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2.2 Teoremas de Renovacién

Establecemos y demostramos los Teoremas de Renovacién en esta seccién. Probamos que el
Teorema de Renovacion y el Teorema Clave de Renovacidn son equivalentes. Por iltimo,
probamos una proposicién que es consecuencia de estos teoremas.

Primero, veamos el Teorema Elemental de Renovacidn, que es imprescindible en esta seccién.

Teorema 25 Teorema Elemental de Renovacion Sean N (t) un proceso de conteo y V (t)
su correspondiente funcion de renovacion definida en (2.1). Sea v = E(Y1) < oo. En-
tonces

Vi) 1

lim —= = —.
t—oo t vy

Demostracién Por (2.4) tenemos que

1 =E [liminf N(t)] R
¥ t—00 t

usemos el lema de Fatou y tenemos que

t
E [liminf N(t)J < lminfE [N( )]
t—o0 t t—oc
= liminf V—(t)
—00 t
Por lo tanto, llegamos a que
{

! <lim inf K(-—) (2.9)

v t—o0 t
Para la desigualdad inversa, sea a > 0 arbitraria y sea

Y; siY; <a,

Ye =

1

a siY; >a.

Pongamos nuestra atencién en el proceso {Y?},.,. Sean T2 y N* (t) los tiempos de reno-

vacién y el proceso de conteo, respectivamente, para este proceso de renovacién truncado
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{Yi"}i>0. Como Y, i > 0, estan acotadas por a, entonces t +a > T“,,(t)H. Por lo tanto
Ne(t)+1
t+aZE[T;\l]a(t)+l]=E Z Ka ]
=1
usemos probabilidad condicional, entonces tenemos que

oo Ne(t)+1
t+a=) E [ ) mN“(t):n} PN (6) =],
n=0 i=1

como Y, i >0,y N®(t) son independientes llegamos a que
oo ntl
tra=3 S ENIRN() =

n=0i=1

por ser Y7, i > 0, idénticamente distribufdas, entonces

oo n+l
tra= 33 RV() =],
n=0 i=1
donde v* = E[Y?] = [ F (z)dz,
t+a = i(n+ 1) y*P[N®(t) = n]
n=0

7 BN (@B +1).

Con E [N®(t)] = V (), llegamos a

t+a>y* (Vi) +1). (2.10)

Observemos que Y;* < Y;, entonces N*(t) > N (t), por lo que V*(t) > V (¢) . Retomando
(2.10), tenemos que
t+ta2y* (VA +1) 27 (V) +1),
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reordenando esto, obtenemos que

Por lo tanto,

para cualquier @ > 0. Veamos que

lim ¥* = lim F a:)dm—/ F(z)dr =~

a—o0 a—ro0

Asf obtenemos que

1 1
limsup —~= ( ) —_=—.
t—oo a—»oo ¥e Y

Las desigualdades (2.9) y (2.11) en conjunto implican que

lim —* =

(2.11)

Algunos de los resultados més importantes de la Teorfa de Renovacién son el Teorema de

Renovacién o Teorema de Blackwell, y el Teorema Clave de Renovacion.

El siguiente lema es ttil en la demostracién del Teorema de Renovacion.

Ij0,00) (%), entonces despejando tenemos que

F®(@) = VO —F*xV({#)=V({t)-V+F(t)
- V*(l—F)(t)z/O(1—F(t—s))V(ds)
> /t-b(l——F(t—s))V(ds).

34

Lema 26 Si F(b) <1 entonces V(t) -V (t—b) < (1 —F(b))™}, para todat > b, ysit >b
se tiene quesup (V()) =V (t~-b)} <(1-F(H) ™" < .
t>0

Demostracién Consideremos la ecuacion de renovacién V = F%* + F x V, donde F%* (z) =



Como F (t —s) < F(b), con s € (t —b,t), entonces

t F{t—-5)V(ds) < ./t_bF(b)V(ds),

Jt—b

sumemos en ambos lados una cantidad finita, entonces tenemos que

/t V(ds) — ‘ F(t—s)V(ds)Z/t V(ds)-./tibF(b)V(ds)’

t—b t—b Jt—b

que es equivalente a

U-Fa-VE)za-F0) [ v
t—b Jt—b

y desarrollando obtenemos que

Q=R )VEs) 2 0= FE)VO-V -,

t—

entonces FO* (t) > (1— F (b)) [V (t) ~ V (t — b)]. Como t > 0, vemos que F%*(t) = 1,
entonces 1 > (1— F (b)) [V (t) — V (¢t — )], por lo tanto al despejar tenemos que para
toda t > b,

V() -V(E-b)<(1-Fb)™.

De esto obtenemos que si ¢ > b, entonces sup {V (t) -V (t —b)} < (1 - F (b))" [ ]
20

Definicién 27 Una funcidn F es aritmética si su correspondiente variable aleatoria X toma

valores en un conjunto de la forma 0, £, £2\, ... y P(X = kX) = py.
Ahora establecemos los Teoremas de Renovacién.

Teorema 28 Teorema de Renovacion Ses v = E (Y1) < 0. Si F es no aritmética y
V (t) =E(N (t)) es una funcion de renovacion, entonces

h
V(t)—V(t—h)——»;, t— 00 (2.12)
parae toda h > 0. |
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Teorema 29 Teorema Clave de Renovacién Sea v = E(Y;) < oo y sea V la funcion
de renovacidn asociada a una funcién de distribucion no aritmética F. Si z > 0 es no

creciente y [i° z (t) dt < oo, entonces

t—oo

lim V*z(t):l/ z(s)ds.
YJo
=

En el Teorema Clave de Renovacidn se considera la solucién Z = V x z(z) de la ecuacién
de renovacién Z = z + F * Z. De la Proposicién 59 del Apéndice B tenemos que z también
es directamente Riemann integrable. Como la funcién z es directamente Riemann integrable
(ver Apéndice B), entonces Jim Z (t) =tli’rgo Vxz(t)= % Jo° z(s)ds. La equivalencia entre el
Teorema de Renovacién y el Teorema Clave de Renovacién, depende de esa condicién para la
funcién z en la ecuacién (2.5). Cuando se quiere calcular tllxgo Z (t), para alguna funcién Z (t),
un método usual de renovacién es primero escribir una ecuacién de renovacién para Z, luego se
resuelve y finalmente se aplica el Teorema Clave de Renovacién.

Supongamos que 2 satisface que z > 0y 2(t) = 0, t < 0, para la demostracién de la
equivalencia entre los Teoremas de Renovacién. Ahora podemos proceder con la demostracién

del siguiente lema:
Lema 30 El Teorema de Renovacion es equivalente al Teorema Clave de Renovacion.

Demostracién Iniciemos suponiendo cierto el Teorema de Renovacién para demostrar el Teo-
rema Clave de Renovacién, es decir, si F es alguna funcién de distribucién, entonces
lim [V(t+h)—V ()] =2, h>0. Esto implica que im V *z(t) =L [*°z(s)ds, donde
t—oo 4 t—00 v J0
z(t) es directamente Riemann integrable. Dentro de las hipétesis tenemos que F (0) = 0.
Sabemos que v = [;° F (dz) < 00, y recordemos que F es la distribucién entre arribos,
V es la funcién de renovacién de un proceso de renovacién puro. Suponemos vélido el

Teorema de Renovacién (Blackwell) y la demostracién la haremos por pasos:
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Paso 1: Supongamos que z (t) = [, _1)n,nn) (t) , para alguna h < oo, entonces

1 si(n—1)h<t—-s<nhét—nh<s<t—(n—-1)h,
z(t—s)=

0 en otro caso,

usemos esta funcién y obtenemos que

Ver) = [2(=9V@) = [Toipun -9V @)

= /Ot Le—nht—(n-1yn) () V (ds) =V (t = (n — 1) h) = V (t — nh),

haciendo que ¢ tienda a infinito y junto con el Teorema de Renovacién, tenemos que

V(t—(n—l)h)—V(t—nh)—»%=l&$i)£, t— oo

o0 (2]
Paso 2: Supongamos que 2 (t) =} crljin_1)nnn) (t), donde ¢, > 0y 3 cn < 0o, también
n=1 n=1
que b sea elegida de tal manera que F (h) < 1, entonces

Vxz(t) = Vi« (E nlj(n—1)h,nh) (t)) =)V (calipn-tynuny) ()

n=1 n=1

Z eV * L _1ypnny (t) = ch V(- (n—~1)h) -V (t—nh)].

n=1 n=1

Para cada n tenemos que V (t ~ (n —1)h) — V (t — nh) tiende a %, cuando ¢ tiende

a infinito por el paso anterior, y del Lema 26 tenemos que sup {V (t) ~V (t ~b)} <
0

(1- F(b))™" < oo. Por lo tanto, usando el Teorema de Convergencia Dominada,

tl_i'rgloV*z(t) = t&r&iq,[V(t—(n—l)h)—V(t—nh)]
n=1

Y lim e[V (= (n—1)h) =V (t—nh)],
n=1

37



usemos el Paso 1, entonces

o0 oo

h 1
E — == E ch
’Y Y

n=1 n=1
o

Paso 3: Sea z(t) directamente Riemann integrable y definimos

1

tlim Vxz(t)

i

o0

z (t) = Z My (h) ]I[(n—l)h,nh) (t) H

n=1

0o
E4 (t) = Z ny, (h) ]I[(n—l)h,nh) (t) )

n=1

donde

M (h) = (n—l)ll?gfz<nh z (-'l?) ’

M, (h) = sup z(x),
(n—1)h<z<nh

y notemos que % (t) y z (t) son funciones del tipo considerado en el Paso 2. Por la definicién

de directamente Riemann integrable (ver Apéndice B) sabemos que

oo oo
D> m, (h) <Y M (k) < oo,
n=1 n=1

entonces a partir del Paso 2 llegamos a que

cliglo Vxz(t) = —Zmn(h)h—- %ﬁ( )y
. 1
tllglo Vxz(t) = ; Zmn (R)h = ;Q (h),

asf z(t) < z(t) < Z(t), y obtenemos que se cumple

1 . -
;Q(h) = tlg&V*g(t) Shtrgtl)lng*z(t)

IN

lim Vi z(t)
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1
< limsup V xz(t) <lim V*Z(t)= —a(h),
o0 t=00 v

para toda h. Ahora hagamos tender h a cero por la derecha, por la definicién de direc-

tamente Riemann integrable se tiene que @ (h) — o () tiende a cero y @ (h) tiende a la
integral f;° z(s)ds, cuando h tiende a cero, entonces

Jim V(= 0 - .f;‘?'zv(s)ds_

Por lo tanto, el Teorema Clave de Renonacién se cumple.

Ahora, supongamos que el Teorema Clave de Renovacién se cumple.

Procedemos a
demostrar que el Teorema de Renovacién también se cumple. Sea

.
+,80<z<h
(@)= " ’
0, en otro caso,
entonces
Fsit—h<z<t,
pt-2)=4{ "

0, en otro caso.
Como el Teorema Clave de Renovacién es vdlido y ademés [;° zn () dt = foh rdt =1,
vemos que

1 00
— =lim 2, (t — ) dV ()
7 oo

desarrollamos y tenemos que

—

.1
v~ ‘11‘123-’; t-th(:c)
= Jm SV -V (-h),

despejando llegamos a la conclusién del Teorema de Renovacién:

lim [V () =V (¢t~ ) = 2

Por lo tanto, los dos Teoremas de Renovacién son equivalentes.
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Con esto, podemos usar los Teoremas de Renovacién indistintamente, pero falta comprobar

la validez de ellos. Lo siguiente que hacemos es demostrar el Teorema Clave de Renovacién.

Demostracién del Teorema Clave de Renovacién Iniciemos con

t é -t
/z(t—z)dV(t):/O z(t~z)dV(t)+/ 2(t—2)dV (&) =T + I,

JO

donde I = fo t-—z)dV(t)y I = [; z(t —x)dV (t). Como z(t) es no creciente y no

negativa, tenemos que

Il IN
N
—~ %
TN
~ 1
- N~
—~ TN a
> [SCRG
— e
|
<
—
=)

p——a
| SS—

il
[T
N
N
DO o+
N—”’

-
o~
[

como fomz(t) dt < ooy z > 0 es no creciente, entonces z es también directamente

V 1
Riemann integrable. Por el Teorema Elemental de Renovacién, entonces ( ) converge a

2
:', cuando t tiende a infinito.

Sea 21 = [ z(t)dt = Y o2 J” nh+h z(t)dt. Como z(nh+h) < z(t) < z(nh), para

nh <t <nh + h, pues z es no creciente, entonces tenemos que

oo [e ] s °]
hZz(nh) = hZz(nh—i—h) <z < hZz(nh) < o0
n=1 n=0 n=0

y asi obtenemos que
o0
0< 2 —hZz(nh) < hz(0) <e.
n=1
Si elegimos h tal que

0<h<—, (2.13)

z(0)
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y si [#;] = No, entonces

L = /;z(t—z)dV(t)

_/Uzz(s)dV(t—s)

fl

No

nh+h
Z/ ) dV(t-s),

n=0""

1

como V (t) = 3> 7°  F™* (t) es no decreciente, llegamos a que

No-1
Y z(nh+h)[V(t—nh)—V(t-nh—h)] < b (2.14)
n=0
No—1
< Y z(mh) [V (¢ —nh)~V (¢ —nh—h)].
n=0

Ahora podemos elegir una ¢ lo suficientemente grande tal que (por el Teorema de Reno-

vacién)
Vit-nh)—V(Et—nh-h) 1
y oo
h Y z(nh)<e. (2.16)
n=Ng+1

Notemos que si ¢ es grande entonces Ny también lo es. Usemos (2.15) y tenemos que

h(}y_e> <V(t—nh)—V(t—nh—h)<h(%+e),

entonces en (2.14) obtenemos
No—1 No—1
hz (nh+h) (——e)<[2<hZz(nh)< ) (2.17)
n=0 n=0
Por otro lado, si usamos (2.16) tenemos que
Np—1

[e o]
n-2%<zn—-2 Y =z nh)<hz (nh) = hz z(nh+h), (2.18)

n=Ng+1
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comoh Y >° | z(nh) < 21 y por (2.13) entonces vemos que hy_>°  z (nh) < z;+¢. Sabemos

que hzg “01 z(nk) <RhY .7 4 z(nh), entonces

n=0

No—1
hz z(nh) < z; +e. (2.19)

Entonces al usar (2.18) y (2.19) obtenemos en (2.17) para una ¢ > 0 arbitraria y pequeiia

(%—5) (21-2) < < (%w) (1 +6).

Asi, llegamos a que I3 tiende a 2L, cuando ¢ tiende a infinito. Por lo tanto, cuando ¢ tiende

a infinito,
1 o0
/z(t—z)dV(t)—»l/ z(t) dt.
Jo YJo

En el caso cuando F (00) < 1, que no es nuestro caso, la ecuacién Z = z+ F x Z es llamada
ecuacidn de renovacion defectuosa.

Recordemos que z es localmente acotada siempre, es decir, es acotada en intervalos com-
pactos, y la existencia de z (0o) significa que z (t) estd acotada con t € [0,00) . Por esto y usando

el Teorema de Convergencia Dominada obtenemos que
Z (00) :=tlim Z(t) = z(00) V (00).
—00

Entonces podemos seguir una transformacién en el Teorema Clave de Renovacién para refinar

lo argumentado anteriormente.

Proposicién 31 Supongamos que existe v € R tal que
00
F(—v) = / e’ dF (x) < 00
0
y supongamos que Z salisface Z = z + F * Z. Definimos
Z¥ (@) = e*Z(t),
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() = e'z(t),

g

#

B
!

e"tF (dt).

Notemos que

es decir, F¥ es "propia”) y que Z# satisface
prop )

VASSS LN a4

y si 2% es directamente Riemann integrable, entonces

o 2t (t)at
. 4 _ ,l() z7 (1)
- N0

Jo etz (t)dt

Jo~ tetdF (t)

Demostracién Tomemos la ecuacién
t
Z(t) =z(t) +/ Z(t—~s)dF (s)
()}
y multipliquemos por e para obtener
t
€'Z (t) = e"2 (2) +/ et~ Z (t — 5) e dF (s),
i

es decir,
Z¥ (t) = 2# (t) +/t Z#* (t — s)dF# (s)
0

y usando e] Teorema Clave de Renovacién llegamos a

Jo #* (t)dt
Jo tdF#(t)
Jo- etz (t)dt

[ ZtetdF (1)’

i #
Jim, 2@

que es el resultado que nos interesa.
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2.3 Conclusiones

Hemos dado las definiciones bdsicas en la Teorfa de Renovacion, que son la funcién de renovacién
y la ecuacién de renovacién. Al analizar esta ecuacién junto con la propiedad de que V (¢) < oo,
para toda ¢, se logra la demostracién del Teorema Clave de Renovacién y la equivalencia entre
este teorema y el Teorema de Renovacién. Pero por la condicién de directamente Riemann
integrable que se pide a z, nos resulta més 1itil el Teorema Clave de Renovacién y sobre todo
el obtener una proposicién donde su resultado nos sirve en la obtencién de célculos asintéticos,

como los hay en la demostracién de un teorema del siguiente capftulo.
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Capitulo 3

El estimador de Cramér-Lundberg

En este capitulo usamos los dos capitulos anteriores, como son las definiciones del segundo y el
Teorema de Renovacién del tercero. El objetivo es que si sabemos cudl es la distribucién que
tienen las reclamaciones, entonces encontremos un exponente, el cual nos permitiré obtener el
comportamiento asint6tico y una cota para la probabilidad de ruina 9 (u). Todo esto se conoce

como el Teorema de Cramér-Lundbery.

3.1 El Teorema de Cramér-Lundberg

Veamos primero que de acuerdo a lo que se establece en el modelo de Cramér-Lundberg definido
en el capitulo 1, tenemos que ¥z = Ty, — Ty_1, k= 2,3, ... y Y1 = T1, que son los tiempos entre

las reclamaciones, entonces para toda n € N,
n
k=1

Recordemos que para el proceso de riesgo U () = u+ ¢t — S(t), t > 0, descrito en (1.4),
la probabilidad de ruina estd dada por ¥ (u) = P(U (t) <0, para alguna ¢ > 0) . Entonces la

ruina puede ocurrir solamente en el tiempo de reclamacién Ty, para « > 0,y n € N,

P (u) P (U (t) <0, para alguna t > 0)

= P(u+ct—S(t) <0, para alguna t > 0)
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= P(u+cT, - S(T,) <0, para alguna n > 1),
vimos que T, = 3 p_; Yi, n € N, por lo que
n
Yu)=P (u+cZYk — 8§ (T,) <0, para alguna n > 1) ,
k=1

como 8 (T) = Y i_; X, entonces

Il

¥ (u)

n n
P (u-f—cZYk —ZX,C < 0, para alguna n > 1)

k=1 k=1

I

P <Z (X — €Yx) > u, para alguna n > 1)
k=1

P (21;11) {Z(X’“ - cYk)} > u) .

k=1

I

Por lo tanto, tenemos que

Yu)=P (sup {i (Xx - cYk)} > u) . (3.2)

n>1 k=1

Asf, ¥ (u) < 1 es equivalente a la condicién

1-—9(u) =P(sup {En:(Xk—cYk)} Su) >0, u>0.
k=1

n>1

De (3.2) se sigue que, en nuestro modelo, la determinacién de la probabilidad de no ruina
1 ~ ¥ (u) se reduce al estudio de la funcién de distribucién del supremo de una caminata
aleatoria.

Podemos obtener una férmula para 1 (u) involucrando la funcién de distribucién de las

reclamaciones F' explicitamente.

Definicién 32 Sea F una funcién de distribucidn y 0 < p < co su media (F (0) = 0). Deno-
taremos por la distribucion de la cola integrada a

Fi(e) = /0 “Fady, (3.3)
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donde
F(z)=1-F(z), x>0,

es la cola de la distribucion F.

Los siguientes estimadores de Cramér-Lundberg de la probabilidad de ruina # (u) son itiles

en la Teorfa de Riesgo.

Teorema 33 Teorema de Cramér-Lundberg Consideremos el modelo de Cramér-Lundbery,
definido en la seccion 2.2, incluyendo la condicidn de beneficios netos p > 0. Supongamos

que eriste una v > 0 tal que

~ o0 c
fI (—1)) = / evIdFI (_1;) =—=1+p. (34)
0 Ap
Entonces, las siguientes relaciones se cumplen:
(a) Para toda u >0,
¥ (w) < Ke™, (35)
con K > 0 constante.
(b) Si ademds
/ ze"F (z) dz < oo, (3.6)
0
entonces
lim e (u) = C < oo, 3.7
U—00
donde
0o -1
v _
C= —/ ze" F (x d.’E] . 3.8
[P# 0 (=) 38)

Observacién La hipétesis (3.4) se conoce como condicion de Cramér-Lundberg y es equivalente

a f;° €"°F (z)dz = £, pues

o0 00
/ e dFy (z) = / e Fy (z) dz
0

0

1 [ o=
= / e F (z)dz.
K Jo
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Demostracién Primero veamos el inciso (b).

(b) Sea é(u) = 1 — ¢ (u). Entonces § (u) se puede expresar por medio de la caminata

aleatoria generada por (X; — cYj),

§(uw) = PU{)>0,Vt>0)

P(S(t) —ct <u; ¥t > 0),

de acuerdo con lo hecho en (3.2), entonces
]P (

_ P(
n

P( Xk—cZYkSu+cY1—X1;Vn22,X1—cY1Su)
2 k=2

P(S'(t)—ct <u+cY; — Xi; V¢ >0, X; — cYy <u),

hgE

6 (u)

(X —cYy) <u; vn > 1>

£l
I

1

NE

(X —cYi) <u+cYr — X, Vn > 2, Xl—c}’lgu)

E
Il

2

I
kol
e

n
donde S’ (t) =) Xj. Asf, usando probabilidad condicional tenemos que
k=2

é(u)

/ P (S (t) —ct <u+c¥y — Xy; Yt > 0| X; — cYh < u)dPy, x, (s,2)
{(s,x):z—cy<u}

/ P(S(t) -t <u+cs—x, Vi > 01X, — Y] <u)dPy; x, (5,7),
(o) utes—z20)

usemos la independencia de Y7 y X,

6(u) = /0*’“[/0u+csp(s'(t)—agu+cs—x,Vt>0)dp(z) e Mds
[ stver-airovae

zZ2—u
c

i

Sea z = u + cs, despejando se tiene que 5 = , entonces ds = 1dz. Por otro lado
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0 < s < 00, entonces u < z < 0o. Por lo tanto

Il

8 (u) / ” / e e 28 (u + cs — x) dF (z)ds

/ //\e 6(z—z)dF( )ld

- _ec _*/6(z—a:dF z)de
Derivando § (u) se llega a
§u) = a [ée%/ e« | §(z—x)dF () dz]
cLc u J0
Aw [ a fF o
+—ec [e c §(z - z)dF (z)}
c J0 7
= %cS(u)—-i §(u—z)dF (z)

Observemos que la integral en este 1ltimo renglén es una convolucién. Integrando

&' (u) de 0 a t con Ttespecto a la medida de Lebesgue se obtiene:

/Oté’(u)du=/0t (%6(u)—%/0u6(u-z)dp($))du
6 (u) |3=%/Oté(u)du—%/Ot/;&(u—x)dp(z)du

y desarrollando

6(t)—6(0):%/0 6(u)du—%/0 /OueS(u—x)dF(z)du. (3.9)

Integrando por partes, — f;'§ (u — ) dF (z) es igual a

entonces

—/ué(u—z)dF(z) - [5(u-x)(1—F(z))]g+/"5'(u—z)(1-F(x))dz
0 . 0
- 6(0)(1—F(u))—6(u)+/0 § (u—) (1 - F(x)) dz
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Sustituyendo esto en la segunda integral del lado derecho de (3.9),

I

5(t) — 6(0) %/Oé(u)du+

+§/t( (0) (1 = F (w)) — 6 (u) + /6'u z)(1~F(z))dac)du
= /6(u)du+ 5(0)/ (1-F )du——/é(u)du+

+2/0/0 8 (u—1z)(1 — F(x)) dzdu

- %\6(0)/0t(1—F(u))du+%/(;/Oué’(u—z)(l—F(x))dxdu,
entonces tenemos que
§(t)—5(0) = —6(0)/(1—F(u))du+ // § (u—g) (1 — F () dedu. (3.10)

Hacemos un cambio de integracién en ésta tltima doble integral, tenemos que

/Ot/oué'(u—x)(l—F(z))dzdu = /(;t/:tsl(u-z)F(z)dudz

/Otf(x)/:él(u—z)dudz

/Of(z)(5(t—z)—5(0))dm

t- t
/5(t—z)7(z)dz—5(0)/ F (z) de.
1] 1]

Entonces retomando lo hecho en (3.10) y sustituyendo esto tltimo obtenemos que

5(t)~6(0) %\6(0)/;(1—F(u))du+%/Oté(t—z)(l—F(x))dz-i-
—%5(0)/; (1 F(2))dz

= é ' - — T

= 2 [s0-00-F@)as

At —
z/oé(t—:z:)F(z)dz.
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Asi, llegamos a que

§(t) = 6(0)+ /6t—z (z) dz (3.11)

Notemos que & (0) es desconocida. Sin embargo, cuando hacemos que ¢ tienda a
infinito y por la continuidad por abajo, se tiene que tlim §(t) =6(00) =1—1(00),
—00

pues los conjuntos son crecientes. Por la ley de los grandes nimeros tenemos que
lim ct—5(t)
t—o0

que ¢ > A, entonces existe una T que depende de N (t) y Xy, k¥ € N, tal que

= ¢ — A\, casi seguramente. Pero en el capitulo 1, seccién 1.3, pedimos

ct — S(t) > 0, para toda t > T. Entonces sélo un mimero finito de reclamaciones
puede ocurrir antes del tiempo T', y como tlim gf_—_:ﬁ = ¢—Ap > 0, entonces tenemos
— 00
que %r>1(f) (¢t — S (t)) < 00, casi seguramente. Por lo tanto, P (tlim Ut > O,Vt) =1,
—00

es decir, § (00) = 1, entonces haciendo que ¢ tienda a infinito en (3.11) tenemos que

§ (c0) :6(0)+%/0°°6(00)F(z)dz

Por lo anterior, entonces llegamos a que 1 = § (0)+2 [;° F (z) dz = § (0)+ 24, donde
por (1.6) sabemos que [;° F (z) dz = p, despejando a 6 (0) y usando la condicién de

beneficios netos, encontramos la condicién inicial,

5(0):1-%":%.
Asf, en (3.11) llegamos a que
ity = iTp+_/6(t F(a:)da:
% 1+p/6(t—x)dF1(a:).
Y tenemos
6(t)_—+m/6(t— z)dFy (z), (3.12)

donde la distribucién de la cola integrada Fr se define en (3.3). Ahora se reescribird
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(3.12) en términos de 9 (u) =1 — § (u), donde a = -li—p < 1, entonces

Yu) = 1-6(v)
p -
- 1_[m+1_+_p.0 6(u—IE)dFI($)]
1

= 1—+—p—a./0 6(u—:1:)dF1(a:)
= a-aFI(u)+aF1(u)—/O é(u—z)d(aF (z))

_ a(l—FI(u))+/0ud(aF1(:v))—/oué(u—x)d(aFI(z))
= aﬁ(u)-}-/Ou(l—é(u-z))d(aFI(r))

_ aE(u)-i—/Ouz,b(u—x)d(aFI(z)).

Para llegar asf a
¥ (u) =aE(u)+-/0u¢(u—z)d(aF1 (z)). (3.13)

Como 0 < a < 1, entonces esta ecuacion es una ecuacidn de renovacion defectuosa, ya
que aFj no es distribucién. Entonces definamos la funcion de densidad transformada
de Esscher Fy,,,

dF;, (z) = "*d(aF; (z)),

donde v es el exponente de Cramér-Lundberg que se menciona en la condicién (3.4).

Usemos esta notacién en (3.13) para llegar a que

e (u) ae’™Fy (u) + /0 "’ e (u — z) e Id (aF (z))

Il

ae™Fy (u) + / ") (u — z) dFp (),
0

que es una ecuacién de renovacién esténdar (no defectuosa), porque ae’Fy (u) es
continua, por lo tanto directamente Riemann integrable y F} , si es funcién de dis-

tribucién. Usemos el Teorema de Renovacién, o més especificamente, la Proposicién
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31 para llegar a que

- Jo e Fi(z)dz G
11m ey (u) = W—@7

desarrollemos cada una de las integrales. Hacemos un cambio de orden de integracién

en C} y tenemos que

Cy = / ae“ﬁ(z)dx
0

_ % /0 ” /0 ! " F () dady

_ Q/mf(y) (e”yfl)dy

= [ e"yF(y)dy / F (y)dy]
ol

o
v(1+p)

tl‘?t’

mientras que al sustituir la funcién de densidad transformada de Esscher en Cs

obtenemos que

C, = / ze"d (aFy (x))
0
) a—
e’ —F (z)dx
JESA

1 o0 —
= m/o- .’L'esz(l') dzx

Por lo tanto,
-1

1}1_)11010 e’ (u) = [ﬁ /000 ze’® (1 — F (x)) dx]

(a) En el inciso anterior obtuvimos la siguiente igualdad:

e’ (u) = ae”™F; (u) + /0 - e"(“‘z)zp (u—x)dFy,(x).

Esta ecuacién es una ecuacién de renovacién y tiene una tnica solucién, la cual de
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acuerdo con (2.7) estd dada por:
g(u) =e"Y(u) = / ae’“DF; (u — z) Az,
Jo

entonces

P (u) /: ae " Fr (u — z) Mz

al / / F (y) dydz,

hacemos un cambio de orden de integracién y obtenemos que

A u_ u A oo_ U
v = 5 [T [ ety + 2 [TF@) [Cerasy

K y
al % e~ VY _ e—v(u—y) a\ [®_ e~ 1
= 2 [T Fey-£ e 22 Fu (-E—+2)d
m (y)( - )dy+u 5 (y)( Y +v) Y
A—W —’U u .
= 2 /Fy)dy+ /e””F(y)dy+
0
a/\e""‘

/Fy)dy+—/ F(y)dy
_ a,\e—vu/ P+ S e ["eFway+ [“Foyw],

como en (1.6) llegamos a que [;° F (y) = p, entonces

ale™ vt al v alx [
Pu) = ——— +—e—”“/ eF (y)d +—/ F(y) d
) ot A (y)dy o ). (y) dy

al —ou —ou u _ 00
= 2 e /e"yF(y)dy+/ F(y)dy
vp 0 (73
al

u 0 _
< P [-Me“"“ +e™ / eVF (y)dy + (e‘"" / eVF(y) dy+tw_"“)]
0 u

a _,m/°° =
= —e eVF (y)dy,
” A (y)dy

pero sabemos cudl es el valor de esta integral,

A
Y () < e

vp

>0
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y sustituyendo el valor de a, por lo tanto tenemosque

A
< Zemvu
¥ (u) < -em™,
para u > 0. |
Para el modelo de Cramér-Lundberg bajo la condicién de beneficios netos p = 5; —1 > 0
tenemos que
P > )
1-¢u)y=—— 14 p) " FP* (u). 3.14
v =T 30 T (

La férmula (3.14) es la clave para estimar las probabilidades de ruina bajo la suposicién de
reclamaciones grandes. Esta férmula se le conoce por férmula de Pollaczeck-Khinchine.

Ahora procedemos con la demostracién de la férmula (3.14),

1= (u)

I

é(u)= / §(u—xzy)dFr (z1)

1+p 1+p

p e (" »p v ,
= + 1+ - $(u—x1 —x9)dFy (x dFy (z
T+p 1+p/o 1+p< P./o ( 1 — T2) 1(2)> 7 (1)

P P /"
= ——+ dFy (z1) +
1+P (1+p)* Jo (@)

1+p / / 6 (u— x1 — z3) dFy (x2) dF7 (1),

hacemos lo mismo repetidas veces, entonces

_ N B
1 ’(,[)(u) = 1+p+(1+p)2_/0 dF]($1)+

U fU—T) 2
Nry N S —

=1

U fU—Ty U—T1—I2 3
+(1 _:_ap)4 / / / 5(U—ZI,-) dFy (x3) dFy (z2) dFy (x1) +
Jo Jo o P
ek

: u u~Z?:-111,- n
p
F— 6lu-— z; | dFy (x) .. dFy (1) + - -
el A AR (o ool EE TR
_ p0+mw+ﬁm+m+ww>“>

1+p 1+p  (1+p)? a+p"
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= T A+A T @)

n=0

Ejemplo 34 En el caso de una funcidn de distribucion exponencial F (x) =1—e" ¥, tenemos

que la probabilidad de supervivencia (3.14) se reduce a

-1 p
v = 1+pexp{u(1+p)"}’ w0

SiF(x)=1— e n y tenemos que

w(u)=1—1—i—p Z(l—i-p)‘"F}‘*(u)_

n=0

Veamos quién serta Fy(z),

Fi(z) = i_(ﬁf(y)dy:l—lt/ox(l—(1—e“ﬁ))dy
= %/0: _ﬁdy—; [—p,e_ﬁ]:
= —eTh+1
= F(x)

Ahora, la suma de variables aleatorias idénticamente distribuidas exponencialmente con pardmetro

i=1

1 tiene una densidad gy, (7) = a(él%e‘”, z > 0, y una distribucion Gy, (z) =P (Z X; < z) =

1=

1—e o= (1 +GF + .+ (?:—Xll)‘—,l-) , & > 0. Puesto que F™ (z) =P ( X; < x) es la n-ésima
1

convolucion de F', veamos lo que se obtiene al sustituir en (3.14) la n-ésima convolucidn de una

exponencial,
P S
Y(u) = _m§(1+p) F7 (u)
PN -n —au au (au)™™
=1 1+p1§)(1+p) (l—e <1+T+”’+(n—1)l))
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Il

o0 0 n—1
1~T£;[}:0+myﬂ—e*“§:u+pY"<L+TT+-~+%;%Tﬁ)}

—n

L+p — (i) 3%
1 —au i (au)z 1 ‘
1+p @ \1+p
1 7au€0ﬂlm
l+p
1

Definicién 35 Dada una funcion de reclamacion F (6 distribucion), la constante v > 0 satis-

Rl c
./(; e F(z)dx = X

y es llamada el exponente de Lundberg o coeficiente ajustado de un proceso de riesgo.

Usando la desigualdad de Markov, tenemos que -

F(z) <e™E ("), z>0.

Esta desigualdad implica que las reclamaciones grandes son muy poco probables. Por esta

razén {3.4) es a menudo Hamada la condicidn de reclamaciones pequetias.
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3.2 Funciones de distribucién de reclamaciones pequenas y grandes

+Qué distribuciones se ajustan a los datos de los montos de las reclamaciones? Sucede muy a

menudo que las situaciones que se presentan se ajustan a una de las funciones de la siguiente

tabla:

Nombre Cola F o densidad f Pardmetros
Lognormal flz)y= )Mre’“"‘_“)z/(mﬂ) peR o>0
Pareto Fz)= (FJLFI‘)" a, k>0
Burr F(z)= L )n o, k,r>0
Benktander tipo I | F(z) = (1 +2(3/a)Inxz) e~ Bnz)*~(a+1)Inz a, >0
Benktander tipo 11 | F (z) = e®/8z—(1-B)g—az’/B a>0, 0<f<1
Weibull F(x)=e a>0, 0<r«l1
| Loggamma flz)= FQ (lnz)P~t g-a-1 a, >0

Tabla 3.1 Funciones de distribucién para reclamaciones grandes.

En la siguiente tabla se encuentran aquellas distribuciones a las cuales les podemos aplicar el

Teorema de Cramér-Lundberg en la versién que acabamos de probar

|

Nombre Cola F o densidad f | Pardmetros
Exponencial F(z)=e* a>0
Gamma flz)= P(n) ro—le—Bz a, 3>0
Weibull F(z)=eo" a>0,r>1
LNormal truncada | f(z) = A/%e_&)/ 2 -

Tabla 3.2 Funciones de distribucién para reclamaciones

pequenas.

Supongamos que tenemos un portafolio que sigue el modelo de Cramér-Lundberg y también
conocemos la distribucién por la cual pueden ser modeladas las reclamaciones, entonces lo que
haremos es usar la condicién de Cramér-Lundberg (3.4), para poder determinar el exponente

de Lundberg v y asf obtener las estimaciones para la probabilidad de ruina 4 (u) . Pero puede
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pasar que no exista el exponente de Lundberg v, entonces tenemos que recurrir a otro tipo de
teorfa para obtener resultados satisfactorios en la estimacién deseada.

Todas las funciones de la tabla 3.2 toman en cuenta la construccién del exponente de Lund-
berg, pero para las funciones de la tabla 3.1 no existe este exponente. Veamos que en cada una
de las funciones esto se cumple. Y usaremos la siguiente notacién:

Funcién de densidad (f.d): f(z)

Funcién de distribuciéon (F.D): F (z)

Esperanza: E[X]

Funcién Gama: I'(a) = [;*z° e %dr = (@ — )T (a— 1)

Funcién Gama incompleta: I' (a;z) = ﬁj Jo E{Q”Ie_ydy

Funcién de densidad Normal: ¢(z) = ﬁe_%

Funcién de distribucién Normal: ¢ (z) = [~ l—e“védy

J=00 /3w

1. LOGNORMAL
Soporte: £ >0
Pardmetros: p € R, 0 >0

f.d.: f(z)= \/%aze—(lnr—u)z/(mrz)

F.D.: F(z) =®(lnz — ), y verificamos que

F(z)

1-F(z)
had 1 2 2
~(ny—p)?/(20%) 4
l V2ray” 4

_ 1 /oo le—(ln yfy)z/(202)dy_
2o Jr Y

Sea u = Iny — p, entonces

_ 1 o0 2 2
F(z) = —4*/(20%) gy
(@) V2no /lnz.‘,‘ ¢

Esperanza: E{X] = e(”+12%)
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Ahora veamos f; (—v),

00
[Foptas [ [
Jo 270 Jnz-p

como lnz — p < u < 0o, despejando tenemos ze # < e* < oo, entonces

o eutn
/ e’ F(z)dr = / / e"=e~v*1(2%) dydu
Jo 20
— c—u 20 ) vIdIdu
210
euth
N /°° -u?/(20?) [ M] du
270 J—0o v ]g

00 vetts
- L [T e [_ _1} ”
270 J—xo v v

L[ e et getn e )
= du — / —du
V2o | oo v J—o v
I ~u2 /(202 utip
s O et 2 [ e
270 | J oo v v Jo
1 [ oo eve“‘“‘ 0 eve“*“ 9
= ———du — =2
i |, semmtet | st oV
i [ foo eve"*“ 2
E= or /(; Ueu2/(2‘72) du +a— ;j‘\/ 27Ti| 5
vetts
peroullngouﬁﬂmzooya—fo Wdu<oo, por lo que
I " e F (z)dx L |oo+a— 2o
€ T = —— |oo — —V27
Jo V2no v
= o0.

Por lo que no se puede encontrar una v > 0 para la Lognormal que satisfaga (3.4).

2. PARETO
Soporte: £ >0

Pardmetros: o, k >0
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fd: f(z)= F,Tr, k<z<oo,a>1

F.D.: F(z)_l—(m)u

Esperanza: E [X] = a>1

a— 1’

Ahora veamos fl (—v),

0 —
/ e F (z)dz
0

o0 - k «@
v dz
/0 ¢ <k+x)
VL 0o 00
+ [Ev_ (& +I)‘°] +’“a/ ~e (k+2) Pz
0 0

= O0.

De igual modo que en la anterior no existe v > 0.

. BURR

Soporte: >0
Parametros:a, k, r > 0
fd.: f(z) = Eﬁ?x -1

F.D.: F(z)=1— (W’;—)a

Esperanza: E{X] = ki%ﬁ—_), ar>1

Ahora veamos f; (~v),
00 k a
v d
f e () o

o0
ka/ e (k+z7) % dz,
0

I

/(;oo e’ F (z) dz

I

integrando por partes, entonces

I

00 _ ev% 1 oo a o0 eve —1
VI s - = — —1dz
/0 ek (z)do [ v (k +:z:')°’]0 e ./0 (k+:c')a+1rx

00 vr
oo+ g/ _c +1'rx"1d:z
vJo (k+zr)*

]

i
8
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Por lo que no se puede encontrar una v > 0 que cumpla con (3.4).

4. BENKTANDER TIPO I
Soporte: £ > 1
Parametros: a, 5> 0
fd: f(z) =1 ((1 +2(B/a)Inz) (28Inz — a — 1) — %;i) e=B(n2)"~(o+1)Inz
F.D.: F(z) =1- (1+2(8/a)Inz)eflnz)’~(a+l)inz
Esperanza: E(X] =1

Ahora veamos fj (—v),

i

/oo e""F (z) dx

oo
/ v (1 +2 (6/0) ]Ill‘) e—ﬂ(lnz)z—(a+1) Inzg,.
1 1

It

0o
/ evze-ﬂ(lnz)zm(a-i—l)]nzdz
1

o0
+/ " (2(8/a) Inz) e~ Pna)’~le+nzgy
1
integrando por partes vemos que

/oo eCF (:E)d.’l: = [fje-ﬁ(lnm)2—(a+l)ln r] +
J1 v 1

+/oo _Ci:t_ [%3_ (lnz) + (a + 1)} e—ﬂ(ln:)2~(a+1) lnzd$+
1 v |z T

+ /oo eve (2 (,B/a) In .’l:) e—B(lnz)z-(a+1)lnzd1:,
1
hacemos un cambio de variable v = In z, entonces

00 00
/ ¢F (z)de = —%+ / e [2Bu + (o + 1) e P (o Dugy 4
1 0

00
+2(8/a) / ue”eu*'“e'ﬂ“z‘("‘“)”dx,
0

pero lim € [28u + (a + 1)] e P’ —(etl)e — o lim weve“tue—Au’—(e+l)e — o5 por
> Y
U000 U— 00
lo tanto

0 .
/ " F (z)dx = o0.
1
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Por lo que no se puede encontrar una v > 0.

5. BENKTANDER TIPO II
Soporte: z > 0
Pardmetros: a >0,0< g <1
f.d: f(2)=((1-B) +az (170 e/ (1-B)gaa/B
F.D.: F(z) = 1— e¥/Bg~(1-P)g—az’/b
Esperanza: E [X] = %ea/ﬁ

Ahora veamos f; (—v),

f)

o0 00
/ e’ F (x)dx / e'me/By—(1=-B) == /By
Jo

0 00
/8 / (oo g~ (1=B)g—os? /B4
J0

i)

hacemos un cambio de variable u = 2¥ y tenemos que

/ e F(z)dx = —e"/ﬂ/ e’ e U/ By,
Jo B 0

B
sea y = (ll + %) " > 0, entonces

o0 . 1 Y 4 ]
/ e F (z)dr = Ee“‘/ﬂ {/ e e_"”/ﬂdu+/
0

0

o0 1
2 g [T e el
Y
1 /s /co' u
> —=é e*du
8 Uy
_ 1 a/f
= Be [oo]
= OQ.

Por lo que no se puede encontrar una v > 0 que satisfaga la condicién de Cramér-

Lundberg.
6. WEIBULL
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Soporte: z >0

Pardametros: a >0, 0<r<1
f.d.: f(z) =arz"le o

F.D.: F(r)=1—e%
Esperanza: E[X] = il’;l

ar

Ahora veamos f; (—v),

1

o0 _ (o o] -
/ e"*F (z)dz = / e"Fe * dx
4] 0
(4

1-—r
Sea vy = (;_—1) , entonces

00 . ~y . 00 R
/ e F (z)dz = /e”ze“""d:c—{—/ e’ e dx
0 0 ¥

o0
/ Te " dx

y

o0
/ e“dx
v

= 0.

v

v

De igual modo que en la anterior no existe v > 0.

. LOGGAMA
Soporte: z > 1
Parametros: o, >0
f.d.: f(z) = 7—5(1113:) “lgme-l k<z<oo,a>1
F.D.: F(z) =T (o;Blnz) = —(—Sfﬁl” c~le~vdy

Ahora veamos f; (—v),

i

/mevz/oo_%(lny)ﬂ—ly-a—ldydz
= F(ﬁ)/ [ e oty
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Sea u = Iny, entonces

00 _ aﬁ 00 OO )
e F(2)dr = =—= / / e e ™ dudz
[ eF@a= [

hacemos un cambio de orden de integracion,

oo _ aﬂ oo pe*
/ e F (z)dx —_— / / ey le ™ dzdu
0 r(ﬁ) —o0 JO

B 00 vz e’
= 2 uflemow [———e } du
T (,3 ) ~00 v o

_ aﬂ 00 p1 o eve“ -1
= f@ /_oou e ( - > du
af

= TG (/Ooo ubP—le—om (e”e“ ~1)du+ -/:o ublemou (e"eu —-1) du)

= —a—(oo—i—O) = oo0.

ol (B)

Entonces no existe v > 0 que cumpla con (3.4).

Ahora veamos las funciones de distribucién en las que si se puede encontrar el exponente

de Lundberg v > 0 del Teorema de Cramér-Lundberg, entonces iniciemos con:
1. EXPONENCIAL
Soporte: z >0
Pardmetros: a >0
f.d.: f(z) =ae >
F.D.: F(z)=1—¢"*
Esperanza: E[X] =1

Ahora veamos fi (—v),

Q0 o 00
/ e F (z)dx / e dx
0 0

— / e—(afu):sdx,
0
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si a > v, entonces

00 _ e—(a—v): i
/ e*F (x)dr = |-———
0 a—v o

1

a—v

Tenemos que la condicién de beneficios netos es p = & — 1 > 0, y sabemos también que

m
f0°° e F (z)dx = 5, entonces con esto y lo que se obtuvo tenemos que

o0
— 1
§=./0 e”F (r)dz = o

Entonces despejando tenemos que v = o — % Asi,sic= entonces v = 1.

=1
. GAMA

Soporte: >0

Parametros: «, 3> 0

f£d.: f(z) = _Lza—l ~Bz

F.D.: F(z) =T (a;8z) = 7‘7 foh a—le-ygy

Esperanza: E [X] = 3

Ahora veamos fy (—v),

/00 e”F(z)dz = /00 e”"”~—l——— [/"—’0 y"‘le'ydy} dx
0 0 NG
= / / Ty e Vdydz,
Ot) .

cambiando el orden de integracion,

Yzh

eVt a 1 ydIdy

e
- sty [ [
ol

a—1 —y e,;y ]dy
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_ 1 /°° ya—xe_yegydy _ /00 ya—le_ydy]
ol (a) | Jo Jo
L [/ y* e VehVdy — T (a)]
0

00 v
_ ya——le—y(l—ﬁ)dy L
vl (@) Jo v

haciendo un cambio de variable z =y (1 - :—3) tenemos que

' a—1
Rad— 1 1 * T 1
v - T ~Tdr — =
/0 e F(z)dr vI‘(a)l—%/O (1__%) e dr —
a

Tenemos la condicién de beneficios netos p = ,\iﬂ —1 > 0, y ademis tenemos que

Jo° €”"F (z)dz = £, entonces con esto y con lo que obtuvimos llegamos a que

%:/:oe"zf(m)dm:% [(ﬂfv)a—l} .

Por lo tanto, con respecto a los valores de los pardmetros, podemos determinar la v > 0.

Por ejemplo, si @ = 1, entonces § = L [—/3—/—3— - 1] , por lo que la v correspondiente es

v |Bv
v=0— %
. WEIBULL
Soporte: z >0
Parametros: a >0, r>1
f.d.: f(z) =arz" le="
F.D.: F(z) =1~
Esperanza: E[X] = ﬂl%a

ar
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Ahora veamos f; (—v),

00 - o0 .
/ e F(x)dz = / e dr,
0 0
usando la expansién de Taylor de €%, tenemos que

00 oo © k
[ eF@a = 32 aryy

o0 ’Uk 00 -
= ZF/ zFe ™ dz
k=0 /0
hacemos un cambio de variable ¢t = ax”, entonces
k pa |
e_‘1 (—t—) dt
£ T\«
ok = .
- lzi’k_' (l) / -1ty
’I‘k=0 H 21 0

T r&~k'\a r )’

Entonces de acuerdo con los valores de los pardmetros que tengamos, podemos determinar

/0 > e F (z)dz

)
(M8
x| %
O\{;
N
R |

la v > 0. Supongamos, por ejemplo, que r = 1, entonces tenemos que

/Owevzf(z)dz ’f(i)kr(k+1)

I
I?[:'zi?

Pedimos que v < a y obtenemos que

(47

VI dr =
/0 e F (x) 5

._v.

Pero sabemos que [;° e*"F (z)dz = £, entonces § = -%. Por lo tanto, v = a — @ -

a—v’ c
afc=A)

C

4. NORMAL TRUNCADA
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Soporte: z >0

Pardmetros: —

£d: f(z) = \[2e/2

F.D.: F(z) = [* \/E —Ldy
Esperanza: E[X] =

Ahora veamos f; (—v),

/ e F (z)dz
0

il il
S~
oﬁ S 3
H\‘S ms
| mae—
mﬁ “\8
R
ml =1<|bm
I |
g‘h? ”Fw
< Y
[
&

haciendo un cambio de orden de integracién,

/ / \/je 2 dxdy
Y

/ \/je 122«/ eu:tdzdy

Jo T 0

Il

4 /000 e F (z) dx

1]
S | =
S
8
S

ml
”Fw

(1]

<

&

«

|

(=]

8
e
m|

n[‘m
&
ee———1

Sl= Q-

e 3@ gy _2(1- @ (0))] ,

hacemos un cambio de variable z = y — v, entonces llegamos a que

/ " F (z) dz
0

i

1[ 2 1 1,2 1

ego [7 L2y ok

v [ —v \/277 2]
v2

% [eTZ(l—Q(v))——l} .

I

Tenemos que la condicién de beneficios netos es p = n—1>0y también tenemos que
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I €"F (z) dz = £, entonces con esto y lo que se obtuvo llegamos a que
c had — 1 v2
~=/ e“F(z)d:c:—[eTZ(l—Q(v))*l].
A 0 v

Por lo que el valor de v no podemos obtenerlo tan facilmente. Y con este es muy notorio
que vamos a tener problemas para encontrar el valor exacto de v. Para esto necesitamos
técnicas numéricas, pero esto no entra en los objetivos de nuestro trabajo. Por lo tanto,

w2
el valor de v > 0 es aquel que cumpla con § = % [672 1-9(v)) - 1] .

Asf, concluimos con la bliqueda del exponente de Cramér-Lundberg v de las distribuciones

de cada una de las tablas dadas.

3.3 Conclusiones

Hemos demostrado el Teorema de Cramér-Lundberg, el cual nos permite dar una cota para la
probabilidad de ruina y si adem4s f0°° ze"*F (z)dr < 00, entonces tenemos explicitamente la
probabilidad de ruina. Pero todo esto se puede hacer siempre y cuando exista el exponente de
Lundberg.

En las tablas 3.1 y 3.2 damos ciertas distribuciones y buscamos su exponente de Lundberg,.
Vimos que este exponente s6lo existe para las distribuciones de la tabla 3.2. Como fr(~v) =
p+lyp= ﬁ —1, no se puede cumplir con la condicién (3.4) en las funciones de reclamaciones
grandes, aunque tengamos la posibilidad de elegir una tasa de ingreso de primas ¢ adecuada, no
siempre es la mejor c en la practica, aunque sea la adecuada matemdticamente, porque vamos a
encontrar que esta tasa de primas ya estd4 dada y posiblemente no sea conveniente en la practica
cambiar un valor de ¢ por otro. Las funciones de la tabla 3.1 se utilizan cada vez mds para
modelar datos de reclamaciones, por lo que es necesario otro tipo de teorfa para ellas. Mientras
que las funciones de la tabla 3.2 si cumplen con el Teorema de Cramér-Lundberg, nos hemos
percatado de que no es sencillo, ain asi, encontrar el valor exacto de v y es necesario utilizar

herramientas y técnicas numéricas para tener una aproximacion de este valor.
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Capitulo 4

La Ruina para distribuciones de

colas pesadas

En este capftulo todas las variables aleatorias son no negativas. Como se vio en la tabla 3.1,
. hay funciones que no cumplen la condicién de Cramér-Lundberg (3.4). ;Qué se puede hacer
con estas funciones? Para una clase de estas funciones se prueba un teorema de aproximacién.
Esto se logra usando la ecuacién de Pollaczeck-Khinchine (3.14) y los lemas que se demuestran

en este capftulo. También utilizamos algunos resultados de la Teorfa de Variacién Regular.

4.1 Algunos resultados preliminares

En esta seccién definimos lo que es una funcién gque varfa lentamente y una funcion que varta
regularmente con fndice &, & > 0. Vemos algunos resultados relacionados con estas wltimas

funciones. Con estos resultados obtenemos una aproximacién de la probabilidad de ruina ¢ (u) .

Definicién 36 Sea L una funcidn medible positiva en (0,00). Decimos que L € Ry, es decir,
L varia lentamente si para toda t > 0,

L(tz)
I_}nolo (@) =1
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Definicién 37 Una funcién Lebesgue medible positiva h en (0,00) es de variacion regular
de tndice a € R, si para toda t > 0,
Jim i =

Sea o € R. Se denota por R, la clase de funciones que varfan regularmente con indice a.
El caso a = 0 corresponde a las funciones de variacion lenta.

Ejemplos comunes de funciones de variacién lenta son las constantes positivas y las funciones
que convergen a una constante positiva, cuando z tiende a infinito, entre otras. Por otro lado,
para toda a € R, las funciones 2%, % In(1 +-z), (zIn (1 + z))”, 2* In (In (1 + z)) son funciones
de variacién regular con fndice a. Y ejemplos de funciones que no son de variacién regular son
2 + senz, elln(1+2)]

Probaremos una propiedad de cerradura de la convolucién para funciones de distribucién
con colas de variacién regular. Primero notemos que si g € Ry, entonces g (z) € Ry, pues si
h(z) = g (z), para = € (0, 00), entonces

. h{ex) . (cx)*g(cx)
::lggo h_(aj ::lggo T %g (:1:)

o S 9(cz)
L TES

i

Ahora demostremos que si g; (z) € Ry, 7 = 1,2, entonces g1 (z) + g2 () € Ra,

im 9 (cz)+galer) lim gl(zjlm_(m) g1 {cz) + g2 (cx)
= 1
g0 g1 (T) + g2 () R @eE N () +g2()

glce + galcx
lim 9131‘592%35 91(1)92%15
= Bt e
n(z)ga(z

+ 91(2 g2(T
T + golcx
—  lim 2GeE 91(z)92(z)
i . 1

%2(z)

1(z)

°




™ c— @

gz(ri+yx(r)
1+ 1
2@ al@)
= ¢ “

Lema 38 Si Fy, Fy son dos funciones de distribucion tales que F; (x) = 7*L; () para alguna

a>0yL; € Ry, i=1,2, entonces para
G= Fl * F2,

se tiene que

G(z) ~z7% (L (z) + L2 (2)) -

Demostracién Sean X;, Xy variables aleatorias con funcién de distribucién F) y F» respec-
tivamente, tales que F; (z) = 2L, (x) para alguna a > 0y L; € Ry, i = 1,2. Primero
recordemos que F; € Rq,i = 1,2. Por lo que,

i B(e®) _ 1 41
11—»00 _1(_1;) o’ ( )

Como se cumplen las siguientes contenciones, pues X1, X3 € (0,00) ,

{Xl S.’E—Xg} C {Xl S:L‘},

{X2<z-X1} C {X2<z},
intersectemos estos conjuntos y tenemos que
{Xi+Xe<z}C{X1 <z}n{X2<z},

y entonces

{X1+X2>.’IJ} :){Xl >$}U{X2>:C}.

Usando esto dltimo, obtenemos que
G > F@+FHE-R@F®E (42)
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= [A@+EFR@)1-0(1).
Si 0 < § < 1, se cumple que
(X1+Xe>z}C {X1>(1—-8)z}u{Xs>(1-8z}U{X1 > bz, Xy > bz}.
Usemos complementos y desarrollemos el lado derecho de la contencién

(X1 <1 -8)z}N{Xz < (1 -6z} n{{X1 <6z} U{Xz < bz}}
= ({X1 <1 -86z}n{Xs <szh)u (X < (1-8)z}N{Xs < é7}))
N(({X2 < Q-8 z}n{X; < bz} U({X2 < (1 -8z} N {X; < 6z}))
c {X1i+X;<zx},

otra vez obtenemos los complementos y llegamos a que

G(z)

IA

Fi((1 - 6)2) + F3 (1 - 6) z) + Fi (6x) F; (67)
[F((1-8z)+F((1-62)](1+0(1)).

H

Entonces esto tltimo y lo que obtuvimos en (4.2) nos dan

F@+R@]1-01) <CG@<[F({1-z)+R((1-§2)]1+0Q).
Despejando, tenemos que

G(x) < [F-82)+ B ((1-8)r)]
(x)+ F(z)] ~ [F1 (z) + F2 (x)]

(1-o(1)) < B 1+0Q)),

saquemos el lfmite cuando x tiende a infinito, entonces

imi G (z)
1 < l‘,,—.gf [Fi{z)+F2(z)] = B
< limsup G (x) < lim [Fi((1-6)z)+ F((1-6)x) .

S F@R@] o= BERO)
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recordemos que si F; (z) € Ry, i = 1,2, entonces Fy (z) + F; (z) € Ra,

1 <liminf G(z) <limsup Gl=)

Rl S SR _ 87,
T—00 [F;(:E) + Fy (1)] z—oo | P (T) +F (T)] = (1 )

pero a § la podemos hacer tender a cero, con lo cual llegamos a que

Cl)
F@+he]

1 <liminf —G—(i_)_——— <limsup
z—oo [y (:z:) + Fy (1)] Z—00

Por lo tanto,

lim G(r) = IJLIEO [Fi (z) + P2 (z)]

I—0o0

— lim 1 (L (@) + L2 2)).

Corolario 39 Si F(z) = z7*L(z) con a >0 y L € Ry, entonces para toda n > 1,
F* () ~nF (z). (4.3)

Observacién Este corolario es muy 1itil, ya que la cola de la n-ésima convolucién de F es

equivalente a sumar n veces la cola de la funcién F.

Demostracién Supongamos que X, ..., X, son independientes e idénticamente distribuidas

con funcién de distribucién F. Sea la suma parcial de Xj, ..., X, denotada por
Sn=X1+..+Xn

y su méximo por

Mﬂ, = nax {Xl, .4.,Xn} N

entonces para toda n > 2 sabernos que

P(S, > ) = F™* (z),
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mientras que

PM,>z) = Fr(z)=1-F"(x)
= 1+FY(z) - F (z) 4+ ...+ F* 1 (z) - F* ! (z) - F* (=)
= 1+F@) +..+F(@)]-F(@@) 1+ F@+..+F ()]

n—1
= F(z)) F*(a),

k=0

y también tenemos que

It

P(M, > x) 1-P(M, <)

I

1 —]P(Xl <zr,Xo<z,.,Xpn <:l:)

1— F™ () = F* ()
P(5. >x).

Entonces

n—1
F(z)=F(z) Y Fk(z).

=0

Sabemos que lim F* (z) = 1. Por lo tanto,
00
F** (z) ~ nF (z).

Este corolario implica que para funciones de distribucién con colas de variacién regular, la

cola de la funcién de distribucién de la suma S, estd determinada por la cola de la funcién de

distribucién del maximo M,,.

Ejemplo 40 Supongamos que F es la distribucion Burr, entonces F (z) = (£)%, 27 > k. Por

"

lo que
lim = = lim e = o
z—00 F(z) 00 (r-*) cre
Porlo tanto, F € R,,. ]
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Ejemplo 41 Sea F la distribucion Pareto. Veamos si F (z) € Ro. Como F (z) = (%)a , para
z > k. Podemos reescribirla como F(z) = X2 con L(z) = k y L € Ro. Entonces por el

P CER]

Corolario 39 tenemos que para toda n > 1, F™* (z) ~ nF (). Por lo tanto

@)~ (E)

pare £ > k. Porlo que F € Rq. |

Por otro lado, veamos que la ecuacién de Pollaczeck-Khinchine ya mencionada en (3.14) se
sigue cumpliendo bajo la suposicién de variacién regular
o0

YO =T 0T E ), uz0, (44)

donde Fy (z) = % J5 F(y)dy y bajo la condicién F7 € R_, para alguna a > 0, entonces

Y (u) B F7* (u)
ui{goﬁu) u—vool-l- Z(+) F()

usemos el Teorema de Convergencia Monétona y llegamos a que

bW I 10
e T 1+,,Z(1+p> o Fr(w)

por el Corolario 39, tenemos que

P = .,
8 RN
VAN ES n_ltp 14p
- 1+p<§)n( r o )
_ e - oy Ltp
= 1+p n(l+p)~ ngo(l P+ p >

+
)

n=

—p
1+

A~}

p

(5
TP - -n 1+p
= 1 (Z —(n-1)(1+p) )——p—)
(i a1+ p) (1) 1+p)

2=
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- [0 n-1)  14p
= 225 @
1+p(6p§=:0( ) P
_ r (004’ 1+p
1+p\8 p P
o {2049 (1+p)? 1+4p
- 1+p p P p
P Ul ) N
P
=1
>
Por lo tanto,
lim &:l (4.5)
oo Fr(u) P

Por lo que para funciones de reclamacién con colas de variacién regular, la probabilidad
de ruina 9 (u) con capital inicial u est4 determinada por la cola F (y) de la distribucién de

reclamacion para valores grandes de y, es decir

¥(w) ~ %E(u),

1 [
~ —/ F (y)dy.
o Ju

4.2 Teoria de Cramér-Lundberg para distribuciones subexpo-

nenciales

En lo anterior, el paso crucial para obtener (4.5) fue la propiedad F7* (z) ~ nFj (z), cuando
T tiende a infinito y n > 2. Esto nos lleva a una clase de funciones de distribucién para una
teoria muy general de estimacién de ruina para reclamaciones grandes. El principal resultado

de esta secci6n es el Teorema de Cramér-Lundberg para reclamaciones grandes.

Definicién 42 Una funcion de distribucidn F con soporte en (0,00) es subezponencial, si
para toda n > 2,
lim F_n (I) =n
T—o0 F(IE)

(4.6)
La clase de funciones de distribucion subexponencial serd denotada por S.
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Observacién Si vemos (4.3), para toda n > 2, y junto con la relacion (4.6) da la siguiente

caracterizacién intuitiva de subexponencialidad:
P(S, > x) ~P(M, > ). 4.7

Para, verificar subexponencialidad no es necesario mostrar que se cumpla (4.6) para toda
n > 2. El siguiente resultado muestra esto tiltimo. Para la demostracién de este lema usamos

el Lema 44, que demostramos mds adelante.

Lema 43 (Una condicién suficiente para subexponencialided) Si

entonces F € S.

Demostracién Tenemos que F* (z) = F" (z), cuando z tiende a infinito. Supongamos que
n =2 y tenemos que F2* (z) < F2(z), para toda z > 0, entonces F- (z) < F?* (z) , para

toda z > 0, asi obtenemos que

liminf F2 (z) <liminf F2* (z),
T—00 00
en (4.3) tenemos que F* (z) ~ nF (z), cuando = tiende a infinito, entonces

liminf 2F (z) =liminf F? () <liminf F2* (z),
T—00 T—500 L0

despejando tenemos que

9 — liminf 2 <liminf 2 &) (4.8)

z—00 r—oo | (:1:) ’

Junto con la hipétesis, si n = 2, entonces F € S. Usemos el principio de induccién y

veamos esto mismo para (n + 1),

Fibi@) | Fe(2) - Fa)

F (z) F(x)

- 14 F(.’E) —_—F('H_I)* (:l,‘)
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Jo 4F (&) = Jg F™ (@~ ) dF (1)

- o)
_ fo F™ (z —t)dF (t)
I 2T
Entonces tenemos que
Fotls(z)  [TF™ (z —t)dF (1) 49
@ @) ' (49)

Para y > 0, entonces

F(;Z:)(w) = F()[/ 7 (z— t)dF(t)-l—f o (- t)dF(t)]
~ VT (5 — ) Fz - 1)
- 1+/0 Tt TR0
T Frr(z—t)F(z—t)
s Fan Fa
= 1+hL+ L.

Veamos a I,

_ [TYF*(z-t)F(z - t)
L o= /0 dF (2)

F(z—t) F(z)
_ [Ty \Fa-y
= [ (G ) e
[y F—":(;r—t)_n F(z-1) ==y F(z 1)
- [ (Fe= ) T Fo | @ F
- [ Fl-t), TV F(r—t)
= /0 (—o(1)) () dF () + / o PR’

(n— 0(1))/1- (= dF()

Ahora vamos con I, y del mismo modo que en I; obtenemos que

* F(z- t)

L=(n-o
2= ( (1))3,,F()

dF (2).
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Por otro lado, veamos la siguiente integral tomando a [ v FI( Fe-tgp t) =J(z,y),

/o—yﬂlrzc—)t)dF(t) /F(z dF (t) - / Fle dF()

Fle=t .
= /()‘—‘m—‘dF() J(z,9)

- %z)[/o dF(t)_/OIF(x—t)dF(t)]—J(z,y)
F(z) - F**(z)

= T
- _ﬁl%)(_f_@_m,y)
- %-14@,@.
Ahora veamos que pasa con J (z,y),
J(z,y) = /z iy }:—%‘%:)_—t)dF(t)
- %[ :de(t)-/: F(z—t)dF(t)]
~ Ft’c)[ (@)~ F(z - )+F2(O) F22(y)]
. F@-F@-y _Fl-y-F@
T P F @)
~ %)—3’1—1.

Usemos el Lema 44 (a), que dice que si F € S, entonces lim F(F—I(;)’—’) =1, llegamos a que
r—o0

[ GCEC T

asf tenemos que 0 < J(z,y) < (—%—(—7?’2 - 1) = 0, cuando z tiende a infinito, entonces

J (z,y) = 0, cuando z tiende a infinito. Regresemos con la integral 5 ¥ F(I t) 4R (t) y
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retomando lo que habfamos obtenido, hacemos que x tienda a infinito, entonces

/=~vf(z~t)dF(t)_ F*(z)
0

?(1:) = F(Z) I—J(ﬁ,y),

usando nuestra hipétesis, tenemos que

/ TYE@E-1) 00,
0

o 2-0(1))—1-0

= 1-0(1).

Volvamos con las integrales I; y I3, entonces cuando  tiende a infinito,

_ YV F(z—t)
I = (n-o(1) L TF@ dF (t)
= (n-0(1))(1-0(1))

= n+o(1),

F(a:

L = (n—o(l))/- dF(t)

< (n-o(D) J(I,y)

cuando z tiende a infinito. Pero I > 0, por lo tanto im I, = 0. Finalmente, cuando «
I—00

tiende a infinito,

Flnt1)x Flotx (z)
1+ L+
7 @) 1+ 1
= l1+n+0(1)
= 1+4n.
Por lo tanto, Ill)rgo F—(}:%@ = n+1, es decir, F € S. s

Observacién La condicién en este Lema. 43 es necesaria para que FF € S.
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En el inicio de la prueba anterior usamos que para la funcién de distribucién F' de una

variable aleatoria positiva, siempre tenemos que

Podemos mostrar en este caso que, para toda n > 2,

liminf T () 5 o
z—00 | (x)

suponiendo que Sy, > M, asi

F* (2) =P(Sp > ) > P(M, > z) = F" (z).

Por lo tanto,

liminf T @) S iy 2@ _
z—o00 F (.’E) z-s00 F (I)

El siguiente lema es crucial st queremos obtener (4.5) a partir de (4.4) para F; subexponen-

Lema 44 Estas son algunas propiedades de las distribuciones subezponenciales:

(a) Si F €S, entonces para y € (0,00),

m -y

Jim (4.10)
(b) Si (4.10) se cumple, entonces para toda € > 0,
e F (1) —s oo,
cuando T tiende a infinito.
(c) Si F € 8, entonces dada € > 0, eriste una constante K tal que para toda n > 2,
FFR(S) <K(l+e*, z>0. (4.11)
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Demostracién La demostracién la hacemos en el orden de las propiedades.

(a) Para z >y > 0 y usando (4.9), cuando n =1,

F¥(z) g F(z —t)dF (t)
@ ~ T Fw
YF(z—-1)dF(t) +l
F(x)
_ 1 F2(z—-t)]Y F2(z-1)]°
1+_(z){[F(t)+ 5 ]0+[F(t)+—2 L}
1

ol

L (z —t)dF (t)

B} Ra-y F@ FE-y

= 1+.F(x){F(y)+ 5 i +F{z)—-F(y)+ 5 }
217

= L ps {FO @ -Fw -2,

N, N

como F' (z) > F (y), entonces elijamos una "y
de manera que F (y) > 42—2, por loque F (z) F (y) > ﬂ;} (pues F (z) — F (y) #0).
Por otro lado, F (y) — F (z) < 0, entonces (F (y) — F (z)) F (z —y) < 0. Con esto

lo suficientemente grande o cerca de =

continuemos con los cdlculos y tenemos que

- 1+ﬁ{F<y)+F(z)—F(y)—F2‘I)}
> L E@+F@) -Fy) - F@) Fly) +F) - F(z))F(z-y)}
_ 1+{F(y><1—F<x))+F(z) ;Ez(/? (F(z) - F ) F (e~ 9))
= 1P+ s (P @) - F) (- Fe-9)
- 1+F(y)+F—‘;—m—”’(F(z)—F<y»,

entonces —F:J(TZ >1+F(y)+ E%l (F (z) — F (y)) y despejando llegamos a que

Flz-y) _ (Fl ()

o = Ty ! —F(y)) (F (@)~ F @)™



Sabemos que F (z) > F (z — y), entonces F (z) < F(z —y), asf tenemos que

Flz—y) _ F(z) o) — -1
1< Vit (F() -1 F(y))(F() F@),

y tomando el limite cuando z tiende a infinito, vemos que

1 < lim &Y
z—00 _F_il)
< lm (F;(S) -1 —F(y)) (F (@) - F )™
como F € &, entonces
tim PE=D <@ 1-F ) (- P -

Por lo tanto lim £E=Y — 1.
T—00 F(I)

(b) Tomemos 0 < § < ¢, y del inciso (a) tenemos que: E(n-1) < é®, para toda n € N,

F(n)
entonces e~ °F (n — 1) < F (n), para toda n € N, y observemos que

F(n) > e®F(n-1)>e* (e—‘sﬁ (n— 2)) =e¥F(n-2) (412)
2
> e IF (1) > (D5 (e—ﬁf (0)) =e™F(0),

para toda n € N. Entonces F (n) > ¢ ™F (0), para toda n € N. Asf llegamos a
que F (0) < e®F (n), para toda n € N, es decir, 1 < e¥F (n), para toda n € N,
entonces por (4.12) tenemos que €™ F (n), n € N, es una funcién creciente. Por lo
que €"F (n) tiende a infinito, cuando n tiende a infinito. Ahora, sea {T,},cy una

sucesién arbitraria tal que z, tiende a infinito, cuando n tiende a infinito. Entonces

T (p) = L @) T (1 1) olonlb (entza)
F(za) = e ,,])F([ u]) €=l °
F (zn)

F(z, 1)

A%

F ([zn)),
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donde ?;ﬁz(—zi%f([xn]) tiende a infinito, cuando n tiende a infinito. Por lo tanto

e*F (z) tiende a infinito, si z tiende a infinito.

(c) Sea a, =Sl;[(; %l, y elijamos T > 0, tal que sup
x

(4.9) entonces

Qpy1 =

IN

%(f)_ﬁ—l<1+ - Si usamos

FltD ()
F(z)

F*(z—t)
7ﬂ%”0

[

z>T
=sup (4.13)

T
( /
z>0 0

* Fr* (g —t)
F(x)

sup
z20

1+ sup dF (t)

0<z<T JO
1+ 5L+ I,

dF (t) +sup
2>T

primero veamos la primera integral I,

I

entonces sup [ %%;ﬁdF ()<

0<z<T

_ TF(z-t)
- oilgT/ F(x) dF (¢)

= sup [/ dF (2) - /F"*(z t)dF(t)]

0<1<T F(:c)
= u ! T (1) (5
B 0<:ET F(z) [F( ) = F )]
F(T) _ F("+1)* (T)
F(T)

1

T)’

IA
!

< %T) Ahora, veamos la segunda integral I,

2 Fr* (x —t)
up [ ar
_ TF (xr—t) F(x—t
= 2;‘%./0 Fa—t) F)
£ Fr () F(z —t)
< swp [ sup DS

_ F™ (x) F(z -
- s By [°

o)
_ F(z—1)
= "‘"SSIT’/O 7w

I =

)aF (1)

F(t)

Faot) gy



- F(z) - F* (z)
TS Pl

Entonces sup Iy F"I;g"t)dF (t) < an sup M Sea A(T) =

tomando los célculos en (4.13) tenemos que

F(T) y re-

= B (3 - 1) [FFE@E-y
I+ O;IET o F(x) dF (t) t>‘7l‘p/ F(x) 4F (1)

I
1+A(T)+an31>117)1 (I)_F.(S ()

IA

QAnyl

IA

IA

1+AM) + o (1+§)
14+ A(T) + ...+ 1+ A(T)) (1+§)n
1+A(T)(1 -{~6)"‘H

2

IA

IA

£

entonces ay, < Llf—/ﬂ%m. Por lo tanto al sustituir a;, obtenemos

@) (L A@) A te)
p Fl@) - e ’

donde K = (IA/:Q)_ [ |

Observacién El Lema 44 (b) justifica el nombre de "subexponencial” para F € S; pues F (z)

decrece mas lentamente que cualquier exponencial e ™%, ¢ > 0. Sin embargo, para € > 0,

/ edF (z) > eVF (y), y>0.
Yy s

Esto se sigue a partir del Lema 45 (b) pues para que F sea subexponencial es necesario

que

f(~e) =00, Ve>0.
La siguiente proposicién nos da un ejemplo importante de distribuciones subexponenciales:

Teorema 45 Cualquier funcién de distribucion F con cola variando reqularmente, es decir,

F € R, es subezponencial.

87



Demostracién Supongamos que F () = %%2, con L variando lentamente con a > 0 y tam-
bién que X;, ¢ = 1,2, son independientes e idénticamente distribuidas con funcién de
distribucién F. Sea 0 < § < %, si X1 + X > z, entonces, una de las X; excede (1 —6) z,

o bien ambas exceden §z. Usemos la desigualdad en (4.2), entonces

. F2 () . 2F (1 - 6)x) + (F (6r))°
1 i < 1 L
e (@) ey F(2)
— e — 2
o 2F (1-8)z) (F(bx))
- l‘ﬂsiip( Fa | F@
2L((1-&)x)
= 'limsup%+0
2
(-8

Ahora hacemos § tender a cero, entonces obtenemos que limsup 2@ < 2. Junto con

I—00 F(:)

(4.8), que dice que lim inf ) > 2, tenemos que
z—oo F(z)

o
lim F; (z)
=% F (z)

Ejemplo 46 En los ejemplos 40 y 41 obtuvimos que las colas de las distribuciones Burr y
Pareto estan variando regularmente. Entonces por el Teorema 45 tenemos que las funciones de

distribucidn Burr y Pareto son de la familia subexponencial.

Para el siguiente resultado tomemos en cuenta la siguiente funcidn tasa hazard A (x) = %(%,

donde F es una funcién de distribucién y f su correspondiente densidad.

Teorema 47 Sea F una funcidn de distribucidn que tiene densidad f y \(z) = %(é))— la tasa
hazard tal que A (x) es decreciente para x > xy con ltmite a cero, cuando x tiende a infinito.

Entonces F € S siempre que

/ 2@ f (z) de < 0.
0
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Demostracién Supongamos que A (x) es decreciente. Sea A (z) = [ A (y) dy, entonces F(z) =

e A, Por (4.9) que dice: F—(".;:(%;iﬂ =1+ jl*%w’ para n = 1 tenemos que

F*(z) = [*F(z—y)
) /0 Fo | () dy

T
= / e AN () F (y) dy,
0

usemos el hecho de que F (z) = e A entonces

F>* (z) / T A
— -1 = e~ AE—9FAE)-A®) ) (1)) d
Fo) A (y) dy

/ ? o Ma-u-HAE)-AG) ) (4) dy + / * e AG—UHAD-AW) ) (3) dy,
0 .

z

2

hacemos un cambio de variable 4 = z — y en la segunda integral,

=5 = .
F; (-T) -1 = /2 e—A(z—y)+A(z)—A(y)A(y) dy + /2 e—A(u)+A(z)—A(z—u)/\(z _ u) du
F(x) 0

0

= /E e ME—HADAW) () () + A (z — y)) dy.
0

Para 0 < y < £, tenemos que

A(z)-A(z—y)

/OI)\(u)du—/(;z_y)\(u)du

/;y Au)du

Mz —~y) /m du=yA(z—y).
Jr—y

Il

IA

Esta desigualdad se debe a que A{z) es decreciente, entonces por esto mismo llegamos a

que
A() —A(xz—y) Syr(z—y) <yr (), (4.14)

0 <y < §. Ahora, con esto vemos que

e~ Mz—HAR)-AW) ) (y)) < AW)-AG) ) ()
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retomando que F (x) = e =A%), tenemos que

e AENHAE-AW) ) () = T (y) A ()

= Py,

pero esta funcién es integrable por suposicién. Pero también tenemos de (4.14) que

e AE-YHAE-AW ) (3) < P E—¥-AW) ) ()

AV (y),

si hacemos que x tienda a infinito, entonces e¥*@—¥) f (y) ~ f (y), pues A (z) es decreciente.
Por el Teorema de Convergencia Dominada tenemos que /05 e AMz—1+AE)-AW) ) (y) dy
tiene lfmite 1. Como A(x —y) < A(y), para 0 < y < 3, entonces para la otra inte-
gral, Ig e~AE-Y)+A)-AW) ) (y) dy, su integrando esta dominado por la misma funcién

integrable, solo que en este caso este tiene lfmite cero. Por lo tanto F € S. |

Ejemplo 48 Sea F(z) = e, 0 < r < 1 y a > 0, es decir, F es la distribucion Weibull.

FEntonces su correspondiente tasa hazard es

—1,—ox"
rax’ e _
Az) = ————— =raz” L
e—a::

Veamos si se cumple que [5° €@ f (z)dx < oo,

00 00
/ ezA(x)f (:E) dr = / eroz'ra‘zr—le-—az'dz
0 0

I

00
1 —afl—r)gr
/ rag"le= (-1 4z,
0

hacemos un cambio de variable u = azx”, entonces

/ ez/\(:t)f (1.) der = / e—(l—r)udu
0 0

Por lo tanto, la distribucién Weibull es subexponencial. =
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Ejemplo 49 Supongamos que F' es la distribucion Benktander II con pardmetros 0 < 3 <1y

a > 0. Entonces su correspondiente tasa hazard es

((l -8  + az_(l_ﬂ)) el Bp—(1-B)g—0zf /5
e®/Byp—(1-B)p—az? /B
1-B)z !+ ez P

Az)

I

Por lo que

/w e f(r)dr = /oo e((1=P)+asf) ((1 Bzl + az_(lvﬂ)) /By (=) g~z (B gy
0 0

= co/B+(-B) / * o~(a/B-a)s® (1-pae +M—2(1—ﬂ)) dz,
0
como el integrando es decreciente, entonces

o0
/ €@ f (z) dz < oo,
0
por lo tanto F € S. ’ u

Con el siguiente ejemplo notemos que hay una clase de funciones de distribucién la cual
este trabajo no cubre. Debido a que son funciones con colas més pesadas que en el caso de las

subexponenciales.

Ejemplo 50 Sea F la funcion de distribucién Cauchy estdndar, con funcion de densidad

1

1@ = vy

para —oo < T < 00. Veamos que su distribucion es

- | 1>, 1
F({z)= et ~ ~ it = —.
: m(l+1t2) T Js T
Con esto tenemos que su tasa hazard es

1
7r(1+12) _ r
LT 14 g?

wr

Alz) =

91



por lo que A (z) ~ 1. Entonces

o0 00 1
zA(z) ~ 1 dz
/0 e f(z)dz /0 e__1r(1+:c2)

= 2 arctan (2]

o0.

Por lo tanto la funcidn de distribucion Cauchy no es subezponencial.

4.2.1 Teorema de Cramér-Lundberg para reclamaciones grandes

Recordemos que para una funcién de distribucién F con media finita u, definimos a la cola
integrada de F como Fj(z) = ﬁ Iy F (y) dy. Una consecuencia importante del Lema 44 (b) es

el Teorema de Cramér-Lundberg para reclamaciones grandes, que dice:

Teorema 51 Consideremos el modelo de Cramér-Lundberg dado en la Seccidn 2.1 junto con la
condicidn de beneficios netos p >0 y Fy € S. Entonces la probabilidad de ruina decrece como

la cola integrada, esto es

() ~ o T (). (4.15)

Demostracién Como F; € S y usando (4.11), tenemos que

(=)
= <K(1+¢)", K =cte,
) (1+e)

donde K es una constante, entonces

1 F(@@ _ (1+e"

A+ B = N =20

sumando sobre n llegamos a que

o0 e oo ST
l+p 25 (1+p)" Fi(z) 1+p& \1+p
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p 1
= ~K —
= K( p ><oo

p—¢

P _ p ywo 1 F@) : ()
y como s=rs = 17 om0 (i %7—(3 , entonces estd dominada R Usemos el Teorema

de Convergencia Dominada y de lo que obtuvimos en (4.5) obtenemos que

lim i(u) = !
u—oo Fy (u) P

4.3 Conclusiones

Esto escencialmente termina nuestro objetivo de encontrar un estimador del tipo Cramér-

Lundberg en el caso de colas pesadas. Ya sea que las funciones esten variando regularmente o

sean subexponenciales, hemos dado un estimador para la probabilidad de ruina 1 (u) .
Entonces para distribuciones de reclamaciones con distribucién de cola integrada subexpo-

nencial, la probabilidad de ruina 1 («) la podemos aproximar por (4.15).
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Capitulo 5

Conclusiones Generales

Hemos definido el modelo de Cramér-Lundberg, el cual trata de explicar una situacién que
experimentan las companfas aseguradoras. Ante posibles reclamaciones grandes o un nimero
-grande de reclamaciones, la compaififa quiere saber jqué probabilidad 1 (u) tiene de que se
arruine si tiene u > 0 de capital inicial? Entonces junto con los resultados que obtuvimos
en el capitulo 2 sobre Teorfa de Renovacién y todas las definiciones hechas en el capitulo 1,
proponemos y demostramos el Teorema de Cramér-Lundberg en el capitulo 3. Este teorema
nos permite encontrar una cota y un resultado asintético a esa probabilidad de ruina ¥ (u),
por la cual el tiempo de operacién de una compaiifa aseguradora se puede cambiar, ya que
dependiendo del capital inicial « > 0 y junto con la tasa de ingreso de primas ¢ > 0, se puede
modificar esa probabilidad de ruina de tal modo que esa compafifa aseguradora cumpla con
sus objetivos de seguir operando y obtener ganancias. Aunque al usar este teorema tenemos
qQue ver primero que se cumplan con las hipétesis, y entre ellas estd que se cumpla con la
condicién de Cramér-Lundberg. Pero los montos de reclamacién se modelan ahora cada vez
m4s con las distribuciones de la tabla 3.1, y desafortunadamente para esa compaiiia aseguradora,
el Teorema de Cramér-Lundberg no sirve para los montos de reclamacién modelados con esas
distribuciones, sino solamente con las distribuciones de la tabla 3.2, y esto se debe a que pueden
ocurrir reclamaciones con montos muy grandes o muchas reclamaciones con montos pequenos
pero que ocurrieron en un intervalo corto de tiempo de manera que esa compaififa no pueda
solventarlos.

Entonces usamos una pequefia parte de la Teorfa de Variacién Regular y también resultados
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obtenidos de la definicién de funciones subexponenciales para encontrar estimadores para esa(s)
reclamacién(es) que presente(n) su(s) monto(s) muy grande(s). Asf, damos aproximaciones para
la probabilidad de ruina 1 (1) de una compafifa aseguradora.

Pero claro, todo esto solamente lo podemos hacer si la situacién de esa compania aseguradora
se puede modelar con el modelo de Cramér-Lundberg. Pues la desventaja de este modelo es
que es el modelo clgsico y bdsico de la Teorfa del Riesgo, por lo que muchas situaciones méas
complejas y también m4s riesgosas se nos escapan de las manos al intentar usar este modelo.
Y ain obteniendo un estimador para la probabilidad de ruina en cualquiera de las clases de
distribuciones de probabilidad, muchas veces ese estimador resulta muy dificil de calcular.
Entonces es cuando tenemos que recurrir a herramientas mimericas.

También vemos que lo desarrollado en este trabajo no resuelve la situacién de una compaiifa
aseguradora en caso de que la funcién asociada a los montos reclamados tenga colas mas pesadas,

como lo es la funcién de distribucién Cauchy.
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Apéndice A

Convolucion y Transformada de

Laplace

A.1 Convolucién

Aquf establecemos algunas propiedades de la convoluci6n ttiles en el desarrolio de este trabajo.

Supongamos que todas las funciones son definidas de R* = (0,00} en R*. Nos interesan estas
funciones de esta manera, porque en la situacién de una compaiifa aseguradora las reclamaciones
son positivas, es decir, F'(z) la funcion de distribucién de las reclamaciones tiene rango en el
eje positivo. Diremos que una funcién g es localmente acoteda, si g es acotada en intervalos
finitos.

Definicién 52 Para una funcidon g : RY — RY localmente acoteda y una funcidn de distribu-

cién F : Rt — [0, 1] definimos la convolucién de F y g como la funcion

£
Fxg(t) :::/ g{t—xz)dF(x), parat>0.
0
Algunas propiedades de la convolucién son las siguientes:

Propiedades

1. F+g > 0, porque ambas funciones son positivas.
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2. F x g es localmente acotada, entonces
sup |Fxg(s)| < (sup Ig(S)I) F(t).
0<s<t 0<s<t

Para verificar esto, definamos ||g|| =: sup |g(s)|, que es finita para cada t > 0 por la
0<s<t

suposicién de que es localmente acotada. Entonces para cualquier s < ¢,

Fxg(s) = [g(s—w)dF(x)
usando la desigualdad de Jensen,
Feg(s) < foslg(s—m)ldF(r)
< gl /0 "dF (2) = gl F (5) < 0.

Como F * g es positiva, entonces F x g < ||g]} F.

3. Si tenemos que g es acotada y ademds es continua, entonces F' x g también es continua, ya
que F+g(t) =E[g(t — Y1) Ijoy)] , donde Y} tiene funcién de distribucién F. Asf, si tn — t,

obtenemos casi seguramente que

por la continuidad de g, y como g es acotada y junto con la propiedad 2, entonces también

es dominada, entonces usando el Teorema de Convergencia Dominada se cumple que
E[g9(tn — Y1) Tjos,)] —F» g(tn) — Efgt-Y1)Ioy] =F*g(t).
4. Primero consideremos lo siguiente, definamos
F (2) = Tjg,o0) (2)

F™* (¢) = F (),
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y paran > 1,

F(n+1)* (.’E) — F"™ x F.

Entonces F* (z) actia como identidad, es decir,
F¥(z)xg=g,
y se cumple una propiedad asociativa
F*(F*g)=(F*F)*g=F2‘*g.

5. La convolucién de dos distribuciones corresponde a la suma de dos variables aleatorias
independientes. Sean X; y X5 independientes, con X; que se distribuye por F;, 2 = 1,2.
Entonces Xy + X5 tiene distribucién F) * Fy, t > 0, es decir,

PiXi+X2 <

I

P [(Xl,x2) € {(:v,y) c(R) :z+y< t}]

dFy (z)dF3 (y)

{@y)e®)ziy<t}

y podemos escribir la doble integral como una integral iterada,

P[X1+Xs<t] — /Ot Uot_zsz(y)] dF, (z)

/0th (t - z)dF (z)
= Fl*FQ(t).

Cabe mencionar que esto prueba que la convolucién F x F = F?* es una distribucién,

para toda distribucién F.

6. Por induccién en la propiedad 5, podemos mostrar que: si Xi,..., X, son independientes e

idénticamente distribuidas con funcién de distribucién F', entonces X; + ... + X, tiene

distribucién F™*.
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7. La prueba de la propiedad 5 muestra la propiedad de conmutatividad:

Fl*FQZFg*Fl.

8. Si F; es absolutamente continua con densidad f;, i = 1,2, entonces F} + F; es absolutamente

continua con densidad dada por:

Hi*fa(t) ==/0tf2(t—$)df1($)=/o fi(t—z)dfa2 (z),

si t > 0. De hecho, si F es absolutamente continua, entonces para cualquier distribucién
G, F+G es absolutamente continua. Verifiquemos estas tiltimas aseveraciones, observemos
que
FiFa(f) = / / dF, (2)dF2(y)
{(z.y)yz+y<t}

escribiendo la doble integral iterada, entonces

F+F(t) = / / f1 (@) f2 (y) dady

{(z.y):z+y<t}

/ t ( Ot_y A dx) f2 ) dy,

escribiendo la doble integral iterada y cambiando variables u = = + y,

Fl*Fz(t)=f0t ([;fl(u—y)du) f2 ) dy,

hacemos un cambio de orden de integracién,

FxF{t) = /: (/Oufz(y)fl(u—y)dy) du
/otfl*fz(y)dy-

Para la segunda afirmacién reemplazamos fi por f, y f2 (y) dy por G (dy) , y encontramos




que

FeG ) ::‘At(guf@w—wdc<m)du

I
0
*

“~

g
U
S

Mostrando que F x G es absolutamente continua con densidad G * f, pues la densidad es

Unica.

A.2 Transformada de Laplace

Definicién 53 Supongamos que X es una variable aleatoria no negativa con funcion de dis-
tribucion F. La transformada de Laplace de X o de F es la funcion F (\) : Rt — Rt
dada por

—~ o o)
F(\):=E (e*“) = / e dF (z), A>0.
0
Observacién Como e™** < 1y es decreciente, tenemos que F (A) < 00, YA > 0.

Algunas propiedades ttiles de la Transformada de Laplace son las siguientes:
Propiedades

1. Unicidad. Es decir, distribuciones diferentes de probabilidad tienen transformadas de Laplace

diferentes. La demostracién de esto se puede ver en Feller [5], pp. 273 y 482.

2. Supongamos que X; y X, son independientes y que X; tiene distribucién F}, i = 1,2.

Entonces

(FrB) N =FEWFRM.

Comprobemos esto. Puesto que

( sz) () B ( e—)\(zh‘—:tg))

= E(e7)E(e7=),
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esto por independencia, entonces
(FR) M =RORWX.

Por lo que la transformada de la convolucién es equivalente al producto de las transfor-
madas de cada una de las funciones involucradas. Similarmente, para cualquier n > 0, si

F es una distribucién, entonces
— —~ n
FE)=(Fw)"
3. Las siguientes férmulas son iitiles cuando se quiere calcular la Transformada de Laplace:

a) [P MF (z)dz = A"1F())
b) J57 e (1~ F(z)) de = -5

La segunda f6rmula se sigue directamente de la primera, la cual es obtenida haciendo un

f e (f o) e
/Ow (/uoo e—“dx) dF (u)

o0

e M 1dF (u)

cambio de orden de integracién

/0 Y exp (z)dz

i

il

i

fi

ATIE ().

Extendamos esto a funciones de distribucién arbitrarias y medidas U en R*. Supongamos

que W (z) es no decreciente en (0, 00], pero tal vez W (co) =Ili120 W (z) > 1.

/Ooo e *=dW (:1:) < 00

W)= /Owe""dW(z), A>a

Si existe una a > 0 tal que

para A > a entonces
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es llamada la transformada de Laplace de W. Si tal a no existe, decimos que la transformada

estd indefinida.
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Apéndice B
Directamente Riemann Integrable

Primero recordaremos la definicién de la Integral de Riemann de z sobre un intervalo finito [0, a)
¥ que se satisface que 2 > 0 y 2(t) = 0, t < 0. Aquf sélo consideremos valores no negativos de
z.

Basta con considerar particiones en subintervalos de longitudes iguales h = £. Sea m,, el

mayor nimero y 7y, el menor nimero tales que para k > 1

. (B) = inf

my (h) (k——l)l}?§z<khz(x)’

mi(h) = sup  z(z)
(k—1)h<z<kh

my, < z(x) <y, para (k—1)h<z<kh.

Las sumas superior e inferior de Riemann para subintervalos de longitud h del intervalo [0,a),

estdn definidas por

U(h) = h Z m_k(h)a
k:kh<a

(k) = h ) m(h).
k:kh<a

Y conforme h — 0 tanto ¢ como & se aproximan a lfmites finitos.

Definicién 54 Si 7 — a — 0, estos limites son los mismos y la integral de Riemann de z
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en [0,a) estd definida por este lfmite comiin. Y en este caso fijamos

/0 z(s)ds :z'lli{% 7 (h).
Un resultado importante es el siguiente.

Proposicién 55 2 es Riemann integrable en [0,a) si y sélo si z es acotado y absolutamente

continua. n

Cuando se tienen integrales sobre [0,00), la definicién cldsica de la Integral de Riemann
presenta una complicacién inevitable y es que no siempre exite este lfimite en comiin. Para hacer
que la clase de funciones integrables sea lo m4s extensa posible, se define convencionalmente la

integral sobre [0, 00) como el Ifmite de las integrales sobre {0,a) . Entonces tenemos lo siguiente.

Definicién 56 Decimos que z es Riemann integrable en [0,00), si z es Riemann integrable en
[0,a),Va>0y

a
lim z(s)ds
a—00 0

existe. Entonces
o0 a
/ z(s)ds := lim / z(s)ds.
0 a—00 fi]

La siguiente definicién no distingue entre intervalos finitos ¢ infinitos. Aunque z cumpla la
siguiente definicién, sigue siendo Riemann integrable en todo intervalo finito [0,a).

Definicién 57 Sean my (h), my (k) y 7 (h), o (h) como antes ezcepto que ahora tenemos que
a(h) = hZHLk (h),
k=1
o0
k=1
Entonces z es directamente Riemann integrable si 7 (h) < oo, Yh y

lim 7 (h) — g (h) = 0.

h—oo
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Pero si & (h) = 0o no hay punto de encuentro entre b’ < h, donde & (h’) < 00.

Proposicién 58 Si z tiene soporte compacto, entonces la integracién de Riemann es lo mismo

que directamente Riemann integrable. u

Proposicién 59 Si z es directamente Riemann integrable, entonces también es Riemann in-
tegrable en [0,00) y
00
%i\r\l{)ﬁ(h) =/l; z(s)ds,
donde [(° z(s)ds es la integral de Riemann.

Demostracién El método es aproximandose a [0, 00) por [0,a) y luego aproximar la integral

por una suma. Primero veamos que
0 = lim7(h)-a(h)

(=] o
= 1 m, — . (R
}lllglohkz_lnlk(h) hkzz;mk( )

= Jimh (gmk (R - my (h)>

k=1

b S (e (B) - m (),

h—0
— k:kh<a

v

por lo que 2 es Riemann integrable en [0, a] para alguna a > 0.
Parae > 0, existe a = a(e) tal que },, , Mn (1) <e.

Para h < 1, tenemos

- 3 m) = 3 m(h) (B.1)

k:kh<a k:kh>a

Z my (1) < e.

k:k>a

IA

Como z es directamente Riemann integrable, existe

Ilzl—xf(l) 7 (h) =: 69
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y por lo tanto existe hgy tal que si h < hg, entonces
log =7 (W) <, (B2)

entonces existe hy tal que si h < h;, entonces
h Z . (h) —/az(s) ds| < g, (B.3)
k:kh<a 0

esto es porque z es Riemann integrable en [0, a] . Y usando (B.1), (B.2) y (B.3), obtenemos
para min {h < hg, h1,1}

JO—/Oaz(s)ds < oo —a(h)+ )7 (k) - Z my (h)| +

k:kh<a

+1ih Z mk(h)——/oaz(s)ds

k:kh<a
< 3e.
Por lo tanto
a
lim z(s)ds = oy,
a—00 0
asf tenemos que 2 es Riemann integrable en [0,00) y 0o = [;* z(s) ds. ]

El criterio m4s usado para determinar que 2z sea directamente Riemann integrable es el

siguiente.

Proposicion 60 Si z > 0 es no creciente, entonces z es directamente Riemann integrable si y

solo si 2 es Riemann integrable. =

Para funciones no crecientes, los conceptos de Riemann integrable y directamente Riemann

integrable son los mismos.

Demostracién En la proposicién anterior se probé una implicacién. Ahora demostraremos

la otra implicacién. Supongamos que z es no creciente y Riemann integrable, de esto
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tenemos que

oo>‘/oooz(s)ds:i/h 2(s)ds

i Jm-n

y por ser z monétona, esto es acotado por abajo por

/Ooz(s)dsZZz(nh)h,
J0 n=1

de esta manera siendo 2 Riemann integrable tenemos que @ (k) < co. Como z es no

creciente, entonces para cualquier N se tiene que

IA

N

hY " (z((n—1)h) — z(nh))
k=1

h(z(0) — 2 (NR))

N n
hY T (h) — kY my (k)
k=1 k=1

y cuando N — oo, entonces tenemos el siguiente limite
h(2(0) — z(Nh)) — h(2(0) — 2(c0)).-
Por lo tanto @ (h) < oo si y sélo si @ (h) < 00, ¥
7 (h) —a(h) < h(z(0) - z(0)).
Y como sabemos que g (h) < 00, llegamos a que 7 (h) < 00. Y cuado h — oo
7 (k) —a (k) =0,
Por lo tanto z es directamente Riemann integrable. |

Proposicién 61 Si z es Riemann integrable en [0,a), Va > 0 y 7(1) < oo, entonces z es

directamente Riemann integable.
Demostracién Como 7 (1) < oo, entonces para h < 1 tenemos que
a(h) <F(h) <F(1) < oo,
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entonces las sumas infinitas convergen. Dada e > 0, existe Ny tal que 3, n 72k (1)

Entonces

Ty -am)=h Y @) —mm)+h 3 (@ (h) - m (b))
k:kh<No k:kh>No
y cuando h — 0, tenemos
h Y (k) —my ()| <2k Y Wy (h) <2

k:kh>Ny k:kh> Ny

y como z es Riemann integrable en [0, N],

=0.

hSD () -y () —»l/ON"z(s)ds—_/ON"z(s)ds

k:kh <Ny

Por lo tanto @ (h)—a (h) — 0y z es directamente Riemann integrable.

mann integrable, entonces z es directamente Riemann integrable.

integrable y también

ka(l <Zk ;I(lf(kg(s

k=1

porque g es directamente Riemann integrable.
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Proposicion 62 Si z es Riemann integrable en [0,00) y z < g, donde g es directamente Rie-

Demostracién Esto se sigue de la proposicién anterior, porque se satisface que z sea Riemann
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