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Introducción

Este trabajo esuna introducción al análisis dedatos, a través de métodos deanálisis deregresión,

en los cuales sebusca dar una ecuación que exprese la relación entre una variable dependiente y

una o varias variables independientes, seusa específicamente el método deminimos cuadrados. El

enfoque del trabajo es la obtención de las formas básicas del método de mínimos cuadrados, para

los casos lineal, no lineal y el generalizado, haciendo uso de procedimientos matemáticos y

estadístícos.

En el primer capitulo se analiza el método de minimos cuadrados en las formas lineal simple y

múltiple, en ambos casos se obtienen las expresiones correspondientes a los coeficientes de

regresión, asi como tambíén se considera el análisis de las propiedades de cada uno de los

estimadores puntuales obtenidos y una estimación mediante intervalos deconfianza.

En el segundo capitulo sepresenta la regresión "no lineal", seanaliza el caso cuando los mínimos

cuadrados lineales ya no son aplicables para obtener las expresiones correspondientes a los

coeficientes deregresión, dando a conocer los métodos bajo loscuales sí sepuede darsolución a

este problema, que son entre otros eldeaplicar una transformación, hacer una linealización, usar el

descenso más pronunciado, el acuerdo de Marquard, haciendo hincapié en el método de

linealización (Gauss-Newlon) el cual se basa en un proceso íterativo, auxiliándose de series de

Taylor y elcual resulta ser elmás usado eneste trabajo.

El tercer capítulo hace una breve introducción de los modelos lineales generalizados para poder

abordar el tema principal deesta parte del trabajo, que es elde mínimos cuadrados generalizados,

donde se realiza la deducción de la forma general de las expresiones correspondientes a los

coeficientes deregresión.

Este método de mínimos cuadrados generalizados se usa cuando se presenta principalmente

varianza inconstante para los residuales. Así, el objetivo del método es la estabilización de la

varianza.



Para lograrlo se realiza una transformación que permita obtener a la forma a 2 I . En este capítulo

sehace mención deunnuevo concepto, ladevianza, yaque el coeficiente dedeterminación noes

adecuado pordiversos errores que genera.

El cuarto capítulo es una aplicación de la teoría vista en los anteriores, haciendo uso de una

muestra de tamaño n = 100, de lasvariables peso, estatura, edad y el porcentaje de salud en los

últimos cinco años. Los programas de cómputo con los que se realizan las regresiones son

"Statistíca versión 6" y "Excel".

En Excel se puede realizar una regresión simple, por medio de Statistica se realiza la regresión

simple, múltiple, el método de linealización, para hacer la aplicación y ver cómo son los resultados

prácticos dela teoría vista.

El trabajo aquí desarrollado se puede relacionar con otras materias tales como: economía,

administración, ciencias sociales, medicina, biología, en física, química y la ingeniería.

Sobre la base deuna muestra estadística se puede realizar, según el tema de interés, diferentes

regresiones para encontrar unmodelo que sea elque mejor seajuste a la realidad del problema que

semaneje.

La intención del trabajo es deducir las formas básicas del análisis de regresión, procurando

desarrollar los procedimientos necesarios para poder llegar a losresultados que son conocidos, en

algunos casos se hizo todo el desarrollo matemático para generar los estimadores de los

parámetros.

Por último el trabajo muestra conclusíones sobre las aplicaciones, asi como material bibliográfico

que puede consultarse para revisar los temas vístos.
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MÉTODO DE MíNIMOS CUADRADOS

1.1. Introducción al análisis de regresión.

En muchas situaciones prácticas se presenta el problema de que dado un conjunto de datos se

intenta determinar un modelo matemático que describa su comportamiento, elcual puede ser dedos

tipos: el determinístico, en éste noconcibe la posibilidad de algún error en el valor de una variable

determinada que esté en función deotra, por otro lado setiene elcaso probabilístíco. en elcual sise

puede admitir el termino error en lapredicción deuna variable determinada.

Cuando se necesita determinar una función que se ajuste a un conjunto dedatos disponibles se

puede hacer uso de distintos métodos los cuales pueden ser: el intuitivo, realiza el ajuste a

simple vista, tomando como referencia dos puntos los cuales estén cerca delafunción imaginaria y

a los extremos del conjunto depuntos; el promedio porgrupo, consiste en manejar los datos en dos

partes iguales ycalcular elvalor promedio correspondiente en cada uno deellos, sea x lavariable

independiente y y ladependiente, aldeterminar los valores promedio que serán las coordenadas

de lo que se llama "el punto promedio" de cada grupo de puntos en el plano cartesiano; el de

mínimos cuadrados, el cual asegura ofrecer la mejor precisión en el ajuste de una curva, dada la

naturaleza desu enfoque y los principios que locaracterizan.

1.1.1. Regresión

Uno de los objetivos en regresión es ver de que manera se relacionan las variables que se

quieran incluir en el modelo planteado, otro es ver si la variable incluida es la importante o la

indispensable para realizar el modelo que explique larealidad que sedesea modelar.

Al determinar las variables que se van a utilizar en el modelo al cual se le va aplicar el análisis de

regresión para encontrar los valores de los coeficientes, basados en los datos que se estén

manejando, donde se espera que el comportamiento de los datos pueda ser descrito por una

relación funcional lineal en los coeficientes deregresión.



1.1.2. Análisis de Regresión Lineal Simple.

Aplicando el análisis de regresión a un sistema lineal simple, esto es, que el modelo de ajuste

tenga una variable dependiente (y) y una variable explicativa o independiente (X) donde se

ajusta una función a un conjunto dedatos (XI,x2,xJ,x4 ,..,xn) , proporcionando una forma através de

lacual se puede establecer una asociación entre las dos variables de interés; setiene la llamada

curva deregresión. Ésta será una media condicional yaque" y" dependerá de los valores delos

datos (XI,x2,xJ,x4 ,..,xJ, por lo tanto setiene:

Se tiene E(y Ix) que selee el valor esperado de y dado x.

Lacurva deregresión escalculada como:

ro

E(yl x) = fyf(y/ x)dy

Donde setiene que la función f (y /x) es:

f(y Ix) = f;(~) y respectivamente para ésta setiene:

ro

f(x) = f f(x,y)dy

Lo que se desea es definir una relación que pueda existir entre las variables, de ahí que

E(yIXi)= f (Xi) será la función deseada.

Como se habla de modelos lineales se definirá a f (x,) = /30 + /31 x, ; donde /30 y /31 son los

parámetros desconocidos y los cuales son llamados los coeficientes de regresión, además se

considera que f (x, )= y, .

2



Este modelo noconsidera el error que seria indispensable tomar encuenta, yaque el espropuesto

para ajustar a la realidad puede tener diferencias y lo ideal sería que estas sean mínimas,

preferentemente acercarlas tanto como sepueda o bien que sean cero, por lo tanto se requiere de

laestimación del error para hacer laobservación deladesviación decada y¡ a la línea deregresión

alrededor de y¡, que es ladistancia vertical que existe entre estos dos puntos.

1.1.3. Supuestos de la Regresión

En la regresión lineal simple considérese elmodelo ahora con los siguientes supuestos:

1) E[G¡] = O yaque sedesea que el valor esperado delos errores

sea cero.

2) Var[G¡] = a' con (j2 constante común ydesconocida, refleja que

los faclores no controlados influyen de la misma

manera sobre cada respuesta y¡, además, se

espera que las observaciones nosedistribuyan de

manera irregular alrededor dela linea media.

3) E[G¡,Gj]=O

COv[G¡, Gj ] = E[G¡,Gj ] - E[G¡ ]E[Gj] = O esto esporque los y¡ observados se

4)

consideran estadísticamente norelacionados.

presenta una distribución normal lacualliene media

y varianza consecuencia de lo ya mencionado en

1)y 2).

De lo anterior se tiene que el i-ésimo error es G, = y, - (fJo + fJ¡x,) la suma delos cuadrados

deloserrores es ¿G/ = ¿(y¡ - fJo - fJ¡X;}2 .

3



1.1.4. Tipos de modelos

Por otro lado sepueden tener los siguientes modelos:

y = Po + P,x esun Modelo Verdadero.

y =Po + P,x +e es un Modelo Empírico.

ji =/Jo + /JI X esun Modelo Estimado

Tipos de error

Entonces cualquier y, que no se pueda explicar por la ecuación deregresión sedeberá a un

error. Setiene que tomar encuenta este termino, ya que hay variables que tal vez noseincluyen

en el modelo, pero, que dealguna manera afectan a éste.

De manera abreviada asi como sepueden tener tipos demodelos, setienen diferentes errores,

que son; los del modelo, suceden alnodefinirse de forma correcta éste, cuando sequiere explicar

el fenómeno enestudio, esdecir la falla deespecificación enel modelo puede afectar a éste; elotro

error es cuando nose puede controlar ciertos factores que afectan al experimento, eneste caso el

modelo seveafectado por uno llamado aleatorio.

Sea e, = y, - E (y / Xi) donde X, e y, son los datos de los que el modelador seauxilia para llevar

acabo la regresión y E (y / X,) esel valor que seespera obtener.

De ahí que el término residual e, es igual a la diferencia del valor observado y el valor esperad de

y" recordando que E(y / X, )= .r (X, )= Po + P,X, entonces se define y, = Po + PI X, + 1::,

donde 1::, será la variable aleatoria, la cual puede tomar valores positivos, negativos o nulos,

además Po (ordenada al origen) y PI (la pendiente) son los parámetros desconocidos y donde

4



se tiene que sí e¡ = O, que es loque difiere a este y¡ definido y a E (y / x¡ ) , esto implica que la

observación y¡ se encuentra precisamente sobre lacurva deregresión E(y / x¡) = /30 + /3,x¡ .

Gráficamente

y

x

..

Recta ajustada y, = Po + P, x,

/3, eslapendiente delalinea e indica elnúmero deunidades ydirección que "y" cambia porcada

unidad que aumente x .

Ejemplo:

Sea /30 = 5 Y /3, = 3 Yconsidérese y¡ = /30 + /3, x, .

Se tiene y¡ = /30 + /3, x, = 5+ 3x, tomando una Xi particular. sea i = 0, 1,2,3

y, = 5 + 3(0) =5

Y2=5 + 3(1) =8

Y3 =5+3(2) =11

Y4=5+3(3) =14

Siseobserva por cada unidad en que cambia x se tiene que y aumenta en 3 unidades, loanterior

debido a al valor de /3,.

5



1.2. EL criterio de mínimos cuadrados,

El modelo lineal simple:

i =1,2,3,4,5, ...,n

Tiene dos parámetros [Jo y [JI que son desconocidos y serán estimados a partir de losdatos en

estudio o deinterés para el modelador.

El criterio de minimos cuadrados para obtener los estimadores está basado sobre los errores

ajustados o residuales ci = Yi - Yi ' donde Yi = /Jo + /JI Xi es el valor de la línea de ajuste y Yi el

valor actual, claramente se puede considerar otras funciones de los datos basados en los errores

verticales para derivar un criterio y escoger un estimador, pero los residuales son una buena

elección porque ellos reflejan lainherente asimetría enlasreglas de larespuesta ydepredicción en

un', problema de regresión. A través del método de mínimos cuadrados para el modelo de

regresión sebusca:

1)Minimizar la :~>i 2.

2)Tener la mejor recta, al obtener los mejores estimadores de [Jo y[JI'

3) Tener el modelo matemático que explique lamayoría delosdatos.

1.2.1. Objetivo

Lo que sebusca esque ¿ (» - Yi)2 sea minimizada y enla función y lograr que esta diferencia

sea tan cercana a cero como sea posible, dado esto será considerada lamejor aproximada. Como

Yi es la media de los valores" Yi" dados por un valor de Xi' lo ideal es que las diferencias entre

, Elmétodo masusado enregresión eselmétodo demin/mos cuadrados.
Este fuedescubierto demanera independiente porCart Friedrich Gauss en Alemania alrededor 1795ypor Adrien Marie Legendre en
Francia alrededor 1805.
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los valores que estén sobre ydebajo de la recta se anulen mutuamente. Yaque seespera que la

recta y pase porlosvalores medios de losdatos X¡ y Y¡.

1.2.2. Valores estimados

Distinguiendo a losestimadores de PO' PI' (J" y (J"' (valores desconocidos), como /Jo, /JI' O- Y

0-2
parámetros que se desean conocer a través delmétodo demínimos cuadrados [8].

Se define G como una función de X¡, y¡, /Jo y /JI que se expresa de la siguiente forma

G = Le/ =L(Y¡ - yY = L(y¡ - /Jo - /JI x,)2, los estimadores de mínimos cuadrados para

Po YPI queminimizan a G , seobtienen mediante la diferenciación de G con respecto a Po Y

/JI .que secalcula enseguida:

se "( , , )a/JI =-2¿ y, - 130 - 13lx¡ (x¡) =0

L(Y¡X¡ - /Jox¡ - /JIX/) = O

LY¡x¡ - /JoLx¡ - /JI LX/ =O

L(Y¡ - /Jo - ,BI X¡) = O

LY¡ - L/Jo -/JILx¡ =0

LY¡ -n,Bo - ,BILx¡ =O

De donde seobtiene el sistema deecuaciones normales:

¿J'¡ = nj'Jo + j'JILx¡ (1)

7



para lasobservaciones x, y v..

Las ecuaciones normales seresuelven para /Jo y /JI, esto es, de (1) se despeja a /Jo obteniendo:

/Jo = ¿Y¡ - /JI¿X¡
n

¿Y, '¿X,
=---/31--

n n

= y -/JIX
ahora como yaseconoce a /Jo se sustituye en (2):

¿Y;X¡ = /Jo ¿x,+/JiLx/

¿YiX, = (Y - /J¡X)¿x¡ + /J,¿x/

¿Y,x, =¿xl- ¿X,/JIX + /J¡¿x/

¿y,xi- Y¿x; = /JI (¿x/ - x¿x¡)

dedonde despejando a /JI seobtiene losiguiente:

¿Y;x¡ -Y¿x,(~)

= ¿X,2 -XIx; (~)

" nY¿x,¿yx---, , n

_¿Y;x, -nY X
- ¿x/ _nX1

8



Se puede expresar a /J, en términos de x¡, y¡ Ysus respectivas medias, esto es:

Por loque los estimadores de /30 y /3, son:

Como se observa /Jo y /J, son calculados con los datos de una muestra de tamaño n de una

determinada población, éstos dependerán delas caracteristicas que sean deseables para analizar.

Al obtener los estimadores /Jo y /J, la recta de estimación para el modelo de regresión

Yi = /30 + /3I X¡+ G¡ es y¡ =/Jo + /J,x¡ donde y¡ esel estimador para medir y¡, deaquí que

se tenga que la diferencia y¡ - y¡ sea un estimador del valor del error, para la i-ésima

observación realizada, esto es e¡ = Y¡ - J¡ .

1.2.3. Reducción de los estimadores

Los estimadores delaecuación deregresión sepueden expresar como una combinación lineal de

las observaciones y¡. Acontinuación se encontrará una expresión reducida del estimador /J" que

servirá más adelante para calcular la Var (/J, ).

- ¿(x,-x)(y¡-V)
/3, = ¿(Xi- xf

¿(Xi -x)y¡ - V¿(x¡ -x)
¿(Xi -xf

9



_¿(Xi -X)Yi -Y(¿Xi-nX)
- ¿(X, _1')2

¿(Xi -X)Yi-Y[(n/n)¿xi-nXJ
¿(Xi _1')2

¿(Xi -X)Yi -Y[n(¿xi/n)-nXJ
¿(Xi _1')2

_¿(Xi -X)Yi -Y[nX -nXJ

- ¿(Xi -Xl

_¿(Xi-X)Yi
- ¿(Xi _1')2

. [( Xi -X)]
p, = ¿ (Xi -Xl y,

..........................(3)

De la ecuación anterior, lo que esta entre corchetes es un arreglo de X" si se toma a

C, Xi - 1'_ 2 ,que es ladispersión con respecto a lamedia y sustituyendo en(3) setiene el
¿(Xi-X)

término en forma lineal:

Serealiza lomismo para /Jo' esto esdejarla expresada como combinación lineal de Yi' serealiza lo

siguiente.

/Jo =y - /JI X
=Y-¿CiYiX

=¿Yi -X¿Ciy,
n

=¿(~-XC,)y,

~ z:[~-X(z:(~,-Xx)' ]]y

10



",,[(¿x/ -nXx, )]
e: ""( -)2 y,"Z: X,-X

¿x 2-nXx
representando ' _ ~

n¿(x, -xt
1 -

d, = -- XC, sellega a
n

sustituyendo a C, setiene

Po == ¿ d,y, I también esdeforma lineal.

Con lo anterior se concluye que los estimadores Po y PI son lineales en el sentido de que son

combinaciones lineales de y¡, además, Po y PI minimizan ¿ e,2porlo que tiene el mejor ajuste

en ese sentido ydonde C, y d son constantes arbitrarias, ya que dependen delas x, observadas

encada muestra.

A continuación sededuce primero lavarianza de Y,. la cual esnecesaria para encontrar lavarianza

de PI'
Var [y,] = Var [Po + p¡x, + G,]

=Var[ G¡]

=a2

haciendo uso del resultado anterior secalcula Var(PI)

Var(Pl) = Var[¿C,y, ]

=¿C,2Var[y,]+ ¿¿C,C, Cov[y"yJ

=¿C,2a2
loanterior sedebe a que enlos supuestos sedijo que Cov [y" Y, ] = O

Var(PI)=a2¿[ (X'-X1 2]2
¿(x,-x)

a 2 ¿ (x¡_X)2 a2

(¿(x, -X)2f ¿(x, -xt

11



Para determinar lavarianza de /Jo seusa también el resultado Var[Yi] = U
2.

Var-[/JoJ = Var[¿diYi]
= ¿d,2Var[y,]

= ¿d/u2

'''( 1 _)2= U- ¿ -;;- XCi

2 ¿(I-nXCi )2
=U 2

n

porlo tanto lavarianza para cada estimador es:

22: 2
Var(a)~ _U---,==,---X,--'--o-

1-'0 - "'( -)2nLJ X,-X

12



Ya se hizo una reducción para /Jo y /JI respectivamente, donde semostraron como combinación

lineal de y¡, esto es /Jo = ¿ «.v.. /JI = ¿ C¡y, ,que seusan en elcálculo delacovarianza para

ver como se comportan conjuntamente /Jo y /JI'

COV(/JO,/JI) = E((/Jo - E(/Jo ))(/JI - E(/JI )))

= E((¿d,y¡ -E(¿d¡Yi ))-(¿C,y, -E(¿ Ciy¡ )))

= E((¿d¡y, - ¿d¡E(y,))(¿CiYi - ¿C¡E(Y¡)))

= E((¿d,(Yi - E(y,)))(¿ Ci(Y¡ - E(y,))))

= ¿d,c,E((Y, - E(y;)n+¿ ¿d¡CjE((y¡ - E(y;) )(Yj- E(yj)))

= ¿d,C¡Var(y¡)+¿¿d¡CjCov(Y¡'Yj)

= ¿d¡C,var(y;}

Sustituyendo los correspondientes valores de di y C, se obtiene:

(
X- X [ 1 X(x, - X) J]

= ¿ ¿(~, _X)2 --;; ¿( x¡ _xt Var(y¡)

(

1¿ x,-X - ¿(x¡_x)J ] J

= --;; ¿(Xi-X)2 X(¿(x¡-xrr (Y

=( ¿(X~X)}·o

con esto se tiene que /Jo y /JI no son independientes.
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1.2.4. Características de Jos estimadores

En la sección 1.2.3. seobtuvieron los estimadores puntuales de /30 y /3" loscuales sedesea que

tengan un alto grado de ajuste, por lo que se presenta a continuación un análisis de las

características de estos estimadores [8].

1) lnsesqarnientoz

2)Consistencias

3)Suficiencia'

Análisis con respecto aPI :

E[P,J =/31 indica que estimador de PI enpromedio será /31[4].

Modelo completo.

Insesgamiento de P,:
Se desea obtener

E[PIJ = /3,

= E[L>(X; ~~}j
¿(x;-xr

= ¿(X;'-X)¡ ¿(x; -X}E(y)

= ¿(Xi'_ X/ ¿( X; - .\')(/30 + /3,x;)

= /31
dado que ¿(x;-x}=o y ¿x,(x,-x}=¿(x,-x(

1 Cuando el valoresperado delestimador delparámetro esigualal parámetro queseestaestimando.
aCuando el estimador escada vezmáscercano aelparámetro queseestaesürnanoo confonme vacreciendo lamuestra. Encuestión deconvergencia
enténminos deprobabilidades seespera quelavarianza delesUmador disminuya conforme n crece. y la media delestimador tiende hacia donde n
crece.
4 cuando elesUmador usa toda lainformación contenida enlamuestra aleatoria con respecto alparámetro que seesta estimando.
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Insesgamiento de /Jo:
Por ver que E[/Jo ] = Po

E(/Jo) = E(Y - Ar)

=¿E(y¡) -E(/JI)X
n

¿(Po+Plx¡) -
= -PI X

n

= PO+PIX -PIX
= Po

Bajo el modelo reducido setiene.

Insesgamiento de /JI:
Se tiene que E[/JI] = E[¿C¡y¡]

=¿C¡E[y,]
Por otra parte considerando E[y,]

E[y,]= E[Po+ PI X¡ +&,]

=Po + PI X¡ +E[&¡]
=PO+PIX¡

retomando laecuación original

E[/JI ] = ¿ C,(Po + PI X, )
=¿CiPO +PI¿C¡X¡
=Po¿ C¡ + PI ¿ C¡X¡

y resolviendo losiguiente

¿(Xi-X)X¡
¿C¡X¡ = ¿(x,-xf

¿X,2_¿x,X

r«-xf

¿x,1_nX2

¿X/ _nX 2

=1

15



recordando lasiguiente igualdad

y por otro lado seobserva que

¿c, ¿(Xi-X)
¿(x; _1')2

_¿x;-¿X
- ¿(Xi_1')2

¿x;-nX
¿(x;-xt

implica que

E [/JI] = /30 ¿ c;+ /31 ¿ C;Xi

= /30 (O)+ /31 (1)

= /31

dedonde el valor esperado de /JI es igual alparámetro que esta siendo estimado /31' por loque

/JI es insesgado a /31 .

Insesgamiento de /Jo:
E[/Jo] = E[V - /J¡X]

=E[/3o + /311' - /3I XJ

=E[/301

= /30

deahi que el valor esperado de /Jo es igual alparámetro /30' porlo tanto /Jo es insesgado.
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1.2.4.1. Estimadores máxima de verosimilitud

Si se supone que los e¡ son variables aleatorias (independientes), normalmente distribuidas, con

media cero y varianza a
2

para toda i = 1,2,3,4, ... ,n, es posible obtener los estimadores de

máxima verosimilitud de PO' PI y17 [12].

Como e¡ - N(O, (J2), loque implica que Y; - N( Po + p¡x¡ , al), asi

- ~(Y-(PO+PIX))'
e 2"

f(Y)=--=~- -00 <Y<OO

Como se recordará los estimadores máximo verosímiles son generados a través de maximízar la

función de verosimilitud, L(YI'Yl'Y3' ...,Yn;a2) , la cual se obtiene como el producto de las

funciones marginales.

aloL I
1) apo = - 2a2 ¿) (y¡ - Po - p¡x¡ )( -1) =0

aloL I
2) ap, = - 2a 2¿)(Y¡ - Po - p¡x¡)(-x¡) =0

81nL 1" 2 n
3)-a-=-JL...(Y¡-Po-p¡x¡) --=0

a a a
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Se genera nuevamente el sistema deecuaciones normales.

1) ¿Yi - n/3o - AL, Xi =0 }

2) ¿xiY¡ = /3o¿x¡ - /31 ¿x/

3) ¿(yi - /30 - /3,x} = a 2

n

Ecuaciones

Normales

Al resolver las ecuaciones quedan las del método de mínimos cuadrados y de ahí que las

soluciones sean las mismas.

el estimador de a 2 es:

-2 ¿(Yi - Po - pIX¡r
a =

n
Todo estimador máximo verosímil es suficiente entonces 0-2

, Po y Ji son suficientes

respectivamente para a 2 ,/30 y /31'

Propiedades del estimador de al .

Insesgamiento de 0-2
:

E[<T'] o E(DY~-Y.)']

=~E(¿(y, - ;I,n
= ~E(¿(/30+ /3,x, + G, -(Po + PI X, )n
= ~ E ( ¿ ((/30 - Po )+ (/31- PI )x, + G, )1)

= ~ E ( ¿ (- (Po - /30 )- (PI - /31)Xi + G¡ )1)

18



= ~E(¿((/Jo -Po )+(/JI - PI )Xi_ei)2)

= ~E(¿ (/Jo - Po )
2

~ (/JI - PI )
2 ¿ X¡ 2 +¿ ei2 + 2 (/JI - PI )(/JO - Po )¿ Xi

-2(/Jo - PO) ¿e¡ - 2(/J1 - PI)¿Vi)

=~(nE(/Jo - pS + E(/JI - PIr¿x/ + ¿E(e/)+2E((/J, - PI )(/Jo - Po)) ¿Xi

-2E((/JO - PO) ¿ei)-2E((/JI - PI)¿Vi))

=~(nVar(/JO) + Var(/JI) ¿X/+ n(J2 + 2Cov( /JO' /JI) ¿Xi - 2E((/JO - PO) ¿e¡)

-2E((/JI - PI)¿x¡e¡ ))

1[ (1 X ],,, 2 (J2 '" X(J2= - n - + 2 (J- + ¿ X , + rur: - 2Lo X 2

n n ¿(X, -X) , ¿(Xi -xt '¿(Xi -X)

-2E[¿(!. fi;'~;i}¿E, ] - 2Em:,~i):' (¿X,&, lJ:

1[[(n nX ] 2 ¿X/ 2 2 ,,(n) X(J2=- -+ (J + (J +n(J -2¿x ---
n n ¿(Xi-X)2 ¿(X,_X)2 'n¿(Xi-xf

-2a'¿(!. ft' ~;i, ]- 2¿(X~~X)' ¿x, (x, - X)]

n
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Resumiendo las propiedades se tiene el siguiente cuadro de las caracteristicas de los

estimadores, lascuales han sido mostradas.

/Jo /JI 2a

Insesgamiento Insesgamiento No esinsesgado

Consistencia No es consistente

Suficiente Suficiente Suficiente

Lineales Lineales

Mejores Lineales Mejores Lineales
Menor varianza Menor varianza

1.2.5. Estimación por intervalos

Laestimación puntual con sus propiedades sedesarrollo en los puntos anteriores, por loque ahora

será importante realizar la por intervalos para cada uno de los parámetros, asi como también se

introducirá elconcepto deintervalo depredicción diferenciándolo deuno deconfianza para un nuevo

valor delavariable dependiente.

Como y, - N (Po + PI X; , (]"2) Yconsiderando que /Jo y /JI son parámetros lineales de y;, se

tendría que estos estimadores, por sercombinaciones lineales devariables aleatorias normales, su

distribución también sehereda con medias y varianzas yaobtenidas, locual seexpresa como:
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1.2.5.1. Intervalo para Po

Para determinar el intervalo de confianza para Po seutiliza el método de la cantidad pivotal, por lo

que hay que construir una cantidad que pueda ser usada para calcular la probabilidad fija enlaque

ésta seincluya entre dos valores.

Estándarizando lavariable /Jo queda:

/Jo - Po
¿X¡2

(7 I----""~---:

n¿(x,-xl
ello poder construir una cantidad cuya distribución sea t, donde laque presenta una Ji-cuadrada es

2 N(o,l)
X (0-2)' porlo tanto como --2- = t , resulta que:

X

(7 2

\ nI(x¡-x)

I(y, - y,)2
~ (72 (n - 2)

t(0_2) .

Así que para encontrar el intervalo deconfianza (1 - a) x 100% para !Jo la cantidad anteriormente

obtenida seencierra entre dos cuantiles ysecalcula la probabilidad.
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/Jo - /lo
o", z

L.J Xi

donde Su = ¿(x, -x)'

Manipulando la doble desigualdad el intervalo requerido queda como:

donde a eselcuantil 1-a/2 deuna distribución t con n - 2 grados delibertad [4].

1.2.5.2. Intervalo para A

De igual manera que el intervalo para Po seconstruye elcorrespondiente para A quedando:

con una confianza del (1- a)x 100%.

1.2.5.3. Intervalo de confianza para a 2

A continuación se calcula el intervalo para la varianza del modelo y como se sabe que

¿(y~~ y, )2 _ X\n-2) ,y esa cantidad puede encerrarse enun intervalo con probabilidad fija.

P ( a <n;-,' <bJ= \ - a y por tanto el intervalo de confianza para 0-2 al (1 - a)X 100% es:

(
ncJ2 , ncJ' J'donde a y b son cuantiles a y r- a respectivamente de una distribución x2con

b a 2 2

n - 2 grados delibertad [41.
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1.2.5.4. Intervalo de confianza para lamedia

De gran interés es calcular un intervalo de confianza para un valor de la variable dependiente que

fue usada enel cálculo delosestimadores, aeste seleconoce como intervalo deconfianza para la

media.

Se sabe que y¡ - N(f3o+ f3IX,,(J2) , como y¡ =Po + p¡X¡, se forma deuna combinación lineal de

las betas y éstas también son combinación lineal pero de las y¡, se tiene que y¡ se distribuye

normal con una media yvarianza que serán calculadas acontinuación.

Para elcaso delavarianza setiene:

(J2 (¿X/ ( -)2 -2J=- --+ x-X -X
S '

.u n

2(" 2 -2 J= z: ¿Xi n-nX +(x¡ -Xf
Su

(J2 (S ( -)2)
= Su n

U

+ x¡-X

.a'(;+ (x, :/J']
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Laconstrucción deeste intervalo nosedade manera general sino que seconsidera para una X;

concreta que se llamará en este trabajo x;, por lo que haciendo el cambio para la estimación se

tendrá y;" = /Jo + /JIX;" .

Procediendo nuevamente con la técnica delacantidad pivotal setendrá:

y; -(Po + PI X:)

1 (x: -x)
a -+

n Su

," E[ ]
y, - y, - N(O,I), como esta cantidad tiene enel denominador a
1 (x,'-1')

a -+----
n Su

la varianza desconocida se divide con una Ji-cuadrada y sus respectivos grados de libertad para

obtener, nuevamente una cantidad pivotal que sedistribuye t .

y:-E[y,]

a
1 (x; - xy
-+
n S .r.r

, 2
na

Siguiendo la técnica antes expuesta queda:

y;" - E [y;]
p r- ü < < o

a- .r..(~+{<-xy]
n - 2 n Su

Dejando el intervalo deconfianza al (1 - a)x 100% como:

= l-a

[

, " , n (1 {X:_1')2] ," , n (1 {X:-1't]]y, -r aa -- -+ ,y, +oa -- -+
n-2 n Su n-2 n Su

donde o esun cuantil deladistribución t al 1- ~ .
2
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1.2.5.5. Intervalo de predicción

Un intervalo que es muy parecido al mostrado en 1.2.5.4. es el de predicción, éste tiene como

diferencia que su cálculo nova en referencia a una Xi observada sino a unnuevo elemento que no

fue utilizado para determinar a los estimadores, aesté valor sele llamará X F ' así que eléste será el

correspondiente a y que se representará por y F ,que es desconocido pero se puede dar su

estimación que es yF' elcual puede ser calculado por yF = fto + ft¡x F .

Elmétodo deobtención deeste intervalo se hará definiendo una nueva variable llamada Z .

Z=YF-YF

A esta nueva variable se le calculará su esperanza y varianza con el fin de hacer una

estandarización y proceder con laconstrucción delacantidad pivotal

E[Z]= E[Y¡" - Y¡.]

= E[YF ]-E[YF]

= E[Po + PIXF +&]-E[fto + ft¡xF]

= E[Po]+ E[p,xF]+ E[&]- E[iJo ] - E[ft¡xF ]

= Po + p¡xF+O- Po - p¡xF= O

Var[Z] = var[y¡- - y,.]
= Var[YF]+Var[YF ]-2COV[YF'YF]

= 0'2 +0'2 [~+ (X
F

- Xf ]
n Su

Como las Y i que fueron utilizadas para el cálculo de los estimadores no tienen nada que ver con

YF. dacomo resultado Cov[Y¡"YI']= O.

Usando nuevamente la técnica ya mencionada quedaria el intervalo de predicción para y, al

(\-a)X 100% como:

[
. n ( 1 (x¡.-Xf] . n ( I (x¡-XfJ]Y,-aO' -- 1+-+ ,y,+aO' -- 1+-+-'--------'-

n-2 n Su n-2 n Su

donde a eselcuantil \-~ deuna distribución t (n 2)'2 -
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1.2.6. Coeficiente de determinación

Hasta el momento sehan hecho cálculos para los estimadores, ya sea usando laestimación puntual

o la de intervalos, pero no se ha dado una medida que permita decir qué tan bien el modelo de

regresión lineal simple seha ajustado a los datos, esta medida es conocida como el coeficiente de

determinación.

Elcual esdenotado como r'', e indica elgrado deajuste de un modelo de regresión lineal, esdecir

eslamedida que dalavariabilidad explicada delos datos a través delmodelo usado.

Este coeficiente está definido como: r2 = ¿ (y¡ - f):
¿(y¡-f)

1.2.7. Coeficiente de correlación ±!r2 = r

Elcoeficiente decorrelación mide precisamente lacorrelación lineal entre dos variables y esdefinido

como:

Cov(x,y) E((x-E(x))(y-E(y)))
P = =xy (14).

El coeficiente de correlación, para el caso particular de la regresión no puede sercalculado por la

definición dada anteriormente, ya que no se posee una función de densidad conjunta de las

variables x y y. Por lo que se utiliza un estimador de éste llamado coeficiente de correlación de

Pearson, sucálculo sehace por medio de:
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1.2.7.1. Propiedades

1) Puede serpositivo o negativo.

2) Varia entre -1 y1,esdecir - t 5, r $; 1.

3) Es denaturaleza simétrica, esdecir, elcoeficiente decorrelación entre x y y esigual alde

y y x.

4) Si x y y son estadísticamente independientes, el coeficiente decorrelación entre ellas es

cero; pero porotro lado si r = O, no necesariamente indica que las dos variables sean

independientes.

5) Esuna medida deasociación lineal ynotiene sentido para describir relaciones nolineales.

6) La correlación positiva indica que la relación entre las dos variables en cuestión es la

asociación de valores grandes o pequeños de ambas; en cambio para el caso de la

negatividad la relación esinversa, es decir, sedalacorrespondencia devalores grandes de

x con valores pequeños de y o viceversa.

7) No implica necesariamente una relación causa y efecto.

Un resultado importante es que el coeficiente de determinación es el cuadrado del coeficiente de

correlación, lademostración se deja al lector.

El hecho de introducir el coeficiente de determinación como medida de explicación del modelo, es

porque se vuelve uncociente dedos medidas que intervienen enelpunto siguiente.
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1.2.8. Identidad fundamental de los errores

Cuando se tienen los datos de un fenómeno, considérese Y" ...'Yn algo importante que se debe

calcular dentro de la estadística descriptiva es la dispersión de los datos, la cual puede obtenerse

como laraíz cuadrada de -'--'----
n-l

Se puede observar que de la fórmula anterior lo interesante es el numerador, por lo que a esa

estructura sele incluirá el modelo deregresión.

¿(Yi - V)2 = ¿(Yi - Yi + Yi - Vf
= ¿((Yi-Yi)+(Yi-V)r

= ¿(Yi - yi)2 + 2¿(Yi - Yi)(Yi - V)+ ¿(Yi - Vf
= ¿(Yi - Yi)2 + ¿(Yi-V)l.

Se deja al lector lademostración deque ¿ (Yi - Y,)( Yi - V) escero.

¿ (Yi - Vf = Suma decuadrados del modelo reducido SCEMR (Suma delos

cuadrados delerror total)

¿(Yi - Yi)2 = Suma decuadrados delmodelo completo SCEMC (Suma delos

cuadrados del error, residual).

¿ (Yi - Vf = Suma decuadrados del error bajo lahipótesis nula SCEH () (Suma de

los cuadrados dela regresión) [17].
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Ladistribución decada termino seindica enseguida.

que se distribuyen respectivamente

Lointeresante deesta igualdad esver lagráficamente:

y

y,

y,-y,

y,

y

x, x

-y

1.2.9. Prueba de Hipótesis

Dado un modelo deregresión lo importante sería saber ahora si setiene un modelo sin ordenada al

origen (Po =O) o bien uno que es constante (PI =O); por lo que el objetivo de esta sección es

realizar una prueba dehipótesis para Po y PI'

1.2.9.1. Prueba de hipótesis para PI

Sien la regresión sehace lasuposición deque /31 escero, se tendrá como modelo una constante y

esto en si mismo no es un modelo al cual se le puedan realizar análisis interesantes, por lo que

probar que /31 esigual acero esdegran relevancia en el análisis deregresión.
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La construcción de esta prueba de hipótesis Ho : PI = O vs H, :P, ~ O se realiza a través del

cociente deverosimilitudes g~neralizado. Esta técnica implica laconstrucción deun forma endonde

elnumerador eselsupremo dela función deverosimilitud bajo lahipótesis nula yeneldenominador

seencuentra elsupremo dela verosimilitud entodo elespacio parametral.

Lo primero que se calculará es el denominador de ese cociente, recordando que

~L (Y,-(P"+ P,x, »'
2 e 2a

L(Po' PI'U , Y) = n n es la función de verosimilitud donde el espacio

(2n)2(u 2 )2

Para obtener el supremo sólo es necesario encontrar losestimadores máximo verosímiles de los

parámetros yevaluarlos enla función deverosimilitud. [12]

Recordando que losestimadores son:

" I (Xi - X)( y, - Y)
P, = ¿(Xi _X)2

Por loque alsustituirlos enla función deverosimilitud queda:

n

,(2H¿(:, _y,¡}'
Acontinuación secalcula el numerador, bajo el supuesto delahipótesis nula deque P, = O.

I " 1--2'L.,(y,-Po)
e (Y
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Para calcular el supremo bajo la hipótesis nula seusa el estimador máximo verosímil de 0'2. sólo

que ahora en ves delamedia estimada seusa lamedia bajo la Hoque en este caso es Po

Elestimador máximo verosímil de Po es /Jo = f - /JJ( ,al tomar lahipótesis nula queda /Jo = f.

delas expresiones (1) Y(2) elcociente deverosimilitud queda:

A. = SUpL(OH..)

supL(O)

esto pasa si

usando laidentidad fundamental delos errores se tiene

¿(Yi - Yif
¿(Y, _f)2
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deahí que sellega a

,1,0 n -1 = 5

¿eY, -ff >5
¿(y,-yY -

Esa cantidad construida es lo que constituye la región critica, multiplicándola poruna constante se

forma una cantidad que sedistribuye como lafunción F.

T= I(Yi- y)2 =p,2¿(x,-xf -F

"( ._ ,.)2 "(. _ ,.)2 (1,n·2)·L y, y, L y, y,
(n-2) (n-2)

La prueba de medias genera un estadístico F en la cual la regla de decisión se establece como:

rechace u, si T > F'-a(l.n_2)'

Esta prueba de hipótesis puede mostrarse en una tabla conocida como ANOVA (Analysis of

variance) o análisis devarianza [11].

ANOVA
Fuente de Grados de Suma de

Cuadrados medios F
variación Libertad cuadrados

Bajo
¿(Y,-Yf ¿(Y, _y)2

I(Y,-Yf
Ha ) ¿ey, - y,)2

Regresión
n-2

Modelo completo
n-2 ¿(y,-yJ ¿(y, - yJ

Residuales
n-2

Modelo reducido n-) ¿(y,-ytTotal

Un modelo de regresión puede considerarse bueno o malo dependiendo del tamaño de sus

residuales. Elmodelo que presente elresidual más pequeño será elmejor.
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1.3. Modelo de Regresión Lineal Múltiple

Cuando se tiene un modelo con más de una variable independiente de interés, por ejemplo

X"X2,XJ , •• .x
P

_ I ' sepuede escribir como:

así se dice que es un modelo lineal de regresión múltiple, donde /30,/J,,/32, ...,/Jp-1 son

parámetros desconocidos, e esuna variable aleatoria que indica elerror y X pX2 , X J , ... , X p_1 son

p -1 diferentes variables depredicción, es decir variables independientes que se identifican como

regresores, además se tienen p parámetros y n elementos deuna muestra [141.

Es recomendable auxiliarse de la notación matricial para el caso múltiple, asi se tiene el siguiente

modelo para observaciones independientes:

y, = /30 + /3,X,t + /32x'2 + + /3p_t X,p_, +&,

Y2 = /30 + /3t X21 + /32 x22 + + /3p_t X2P_' + &2

De ahí que la manera conveniente demanejar las ecuaciones lineales anteriores sehaga mediante

matrices, porlotanto:

y = r~~jn)(1 :

y. rJ
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De una manera abreviada el modelo deregresión lineal múltiple seescribe como

y"" = X"XP !!...PX) + fnxl . A e~te modelo sele impondrán supuestos como:

l.E(f)=Q

Todos los errores son independientes entre ellos (&,.1 .o,) \ji *- j y por último aunque no

necesario e se distribuye normal multivariada con media el vector º y la matriz de varianza-

covarianza (72/

1.3.1. Método de mínimos cuadrados.

Estableciendo el modelo lineal múltiple se pretende como primer paso generar losestimadores de

los parámetros. Al igual que elcaso lineal simple seobtendrán los estimadores mínimos cuadrados

Elmétodo implica minimizar losresiduales e¡ = Y - r que enelcaso matricial seescribirán como:

~'~=(Y-r)'(Y-r)=G

G=(y-r)'(y-r)

=(Y-X¿)'(Y-X¿)

=(y'-tX')(y-x¿)

=Y'y - y'x/J- /J' X'Y +!t X'X¿

= Y'Y -2/J' X' Y+ /J' X'X /J
- -

Tomando en cuenta que X' X es simétrica y sus columnas son linealmente independientes para

poder encontrar los estimadores delos {Ji'
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Ahora derivando G con respecto acada p
8~ =-2X'Y +2X'Xp
8p -

-2X'Y+2X'XP=O

2(X'X~-X'Y)=O

X'Xp=x'y

~=(x'xtX'Y ~(X'X(
Elhiperplano ajustado quedará:

y =X p'
md nxp_pxl

donde alsustituir a p seobtiene:

tomando a X( X' xt X' como lamatriz H deahí que:

Y=HY
H es una matriz importante para el análisis de regresión, la cual se caracteriza por tener la

propiedad deser una matriz idempotentee, para esto esnecesario revisar lapropiedad H' =H :

H'=H

=(X(X'X( X')'

=(X')'(X'X( X'

=X(X'X( X'

Lo anterior senecesita para probar la idempotencia por lo tanto setiene:

HZ = HH=H

(X(X'xr' X')(X(X'xt x,)= X(x'xr' X'X(X'Xr' X'
~

I

=X(X'x( X'

=H

5 idempotencia: al elevar a cualquier potencia unamatriz el resultado esigual a la malJiz original.
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Otra matriz que esdeigual importancia que H es 1 - H , lacual también esidempotente.

Recordando que:

(l-H)'==l'-H'
==1 -H

por lo tanto la idempotencia semuestra enseguida:

(1 -Hf == (1 -H)'(I -H)
==(1 -H)(I -H)

== 12 -21H + H 2

== 12 -2H +H
== I-H

1.3.2. Propiedades del estimador de mínimos cuadrados de fJ

Como primera cualidad se revisará el insesgamiento de I!.., por lo que se tomará la esperanza de

ésta en seguida:.

E(I!..) == E(((X'Xt x')r)

==(X'xt X'E(r)
==(X'Xf' X'X fJ
~­

I

==fJ
porlo tanto I!.. esinsesgado a fJ.

Por otra parte sepuede calcular la esperanza de Yque es:

E(r)== E(X(X'Xf' X'Y)

== HE(r)

=HE(X/!+¡;)

=HE(X{!)+E(¡;)

=HE(X{!)+O
=HXfJ
== X fJ

dado que HX =( X(X'xt X')X =X((x'xt X' x)= X
~

I
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Para revisar otras propiedades serequiere obtener lamatriz devarianzas-covarianzas de {J ,por lo

que:

Var -Cov(~) = Var(~)

=E((~- E(~))(~ - E(~))')

= E[(~- [!)(~- [!)'J
= E(¿ t-¿ ~'- [!t+~ E)
= E(¿ ~'-2(~ ~')+ ~ ~')

=E[{X'Xr' X'y({X'xr' (x'Y) )'-2{X'Xr' X'Y[!'+ ~ [!'J
=E[{X' xt x'Y{X'Y)'({X' x( )'J- E[2{X' xt X'Y[!'J+ E[[! [!,]

=E[{X'xt X'YY'X{X'Xt]-2E[{X'X( x'Y[!']+E[~[!'J

=(X'xt X'E[Yr']X(x'xr' -2(X'Xr' X'E[Y][!'+~[!'

={X'xr' x'( X~ ~'X'+(21)X{X'Xr' -2{X'Xr' X'X ~ [!'+~ [!'

=((x'xr' x'x~ ~'x'+(X'xr'X'(21)X{X'Xr'

-2{X'Xr' X'X~[!'+~[!'

= {X'xr' X'X {J {J'x'X(X'xr' +{X'xr' X'a2IX{X'Xr'
'----v----'- -~ , ,

I I

- 2(X'xr' x' X{J {J'+ {J {J'
'---.r-------' - - --

I

= ~ [!'-2~ [!'+~ [!'+a2(X'xr'

2~ [!'-2~ [!'+a2{X' xt

=a2{X'xt

Hasta este momento lo que se puede obtener como cualidad es que los estimadores minimo
cuadrados de fJ son insesgados a ella , pero no se puede saber si son consistentes en error

cuadrático medio yaque sumatriz devarianzas-covarianzas nosedade manera explícita.
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1.3.3. Estimadores Máximo Verosímiles

Para obtener los estimadores por este método, se requiere de la función de verosimilitud de y la

cual porelsupuesto deque f - N (Q, 0'2 l) Ypor ser r = X/!+ f entonces:

-~(r -xp)'(r-x p)

J(L/!,aZl)= e 2".- n-n-

(2;r)2(az)2
Al realizar laestimación máximo verosímil [12J

tnJ(p,aZt, y) =__1_z (y - X p),(y -Xp)-!!.-ln(2;r)-!!'-lnaz
- 20' - - 2 2

= __1_z (Y'Y -Y'XP - p'X'Y + p'X'Xfl)-!!..ln(2;r)-!!.-lna2

20' - - - - 2 2

a lnf(fl,a
2l,

y) 1 ( )
- =-- -2X'Y+2X'XP
ap 20'2 -

=-~Z (-X'Y +X'X~)=O

=-X'Y+X'XP=O

=X'X!!-=X'Y

~ = eX'xr l X I Y 1 Estimador máximo verosimif

alnf(~,a2,y) _ 2(Y-X!!-)'(Y-X~)

áo - 2al

n ( y - X ~) I ( Y - X !!-)
al

1n; = ( y _ X ~)'(Y - X~)

Estimador máximo verosímil
n

Como se sabe, de la teoría de la estimación se dice que todo estimador máximo verosimil es

suficiente, por loque /J y a-z son suficientes para p y a' respectivamente.
- -

bSiexiste (X'X)-I
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usando Y= HY

1.3.4. Residuales

Dado un modelo teórico y su ajuste, es degran interés ver cuánto difieren éstos, a la diferencia

aritmética delos dos modelos sele llama residual, esdecir:

e=Y-Y

=Y-XP

=Y-HY

=(I-H)Y
Considerando que los estimadores mínímos cuadrados de p surgen porque sequiere minimizar la

suma delos cuadrados delosresiduales, que eneste tipo denotación quedarían:

~'~=(Y-Y)'(Y-Y)

Sustituyendo losvalores correspondientes, considerando los supuestos yadefinidos para el modelo,

y tomando solo unfactor del producto, setiene:

Y-Y=XP+f-XjJ
- -

=X~+f-X(X'xt X'Y

=X~+f-X(X'XtX'(X~+f)

=X~+f-X(X'XtX'X~-X(X'xtX'f

=f-X(X'xt x«
=(I-X(X'Xt X')f

=(1 -H)f

~'~=(Y-Y)'(Y-Y)

=((1 -H)f)'(! -H)f

= f'(! - H)'(! - H)f

=f'(/-H)f

por la idempotencia de (1 - H), este resultado muestra la relación existente entre residuales y

errores.
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Por otra lado sisetoma el valor esperado dela suma de los residuales alcuadrado seobserva que:

E(~'~) = E(§.'(1-H)§.)

= E((§. §.')(1-H))

= E(§. §.')(1- H)

= E(§. §.')tr(1-H)

=a 2tr(1 - H)

= a 2 (tr1-trH)
seconcluye = a 2

( n - p)

De aquí sepuede deducir elestimador insesgado para a' que resulta ser~ (j2 = ~'~ .
n-p

1.3.5. Intervalos de confianza para cada Pi

El interés de estimar puntualmente al parámetro p, puede ampliarse generando intervalos que

indiquen cómo y cuánto varía cada Pi' por lo que se hace necesario dara conocer como son los

intervalos deconfianza decada una delas Pi' No esposible obtener una expresión devectores de

los intervalos, porlo que se reduce a un concepto univariado, es decir, el cálculo del intervalo para

cada coeficiente P [14].

Como E(~) =!!... y su Var - Cov (~) =a' (X' Xt 'porotro lado sepuede tomar también como

E(p¡) =Pi y laexpresión de lavarianza de Pi es Var(p¡) =a 2vu

Considerando que jJ, - N (Pi' a 2vi,) y procediendo como en lasección 1.2.5.1. setiene:

pl-a< ¡3,-/3, <aj )-a

u" J-~~~-"P-
Asi el intervalo deconfianza al (1 - a)x 100% para Pi es:

( " ~v "~VJ{J, - a á __z.: < /3, < /3, + aci __u_

n-p n-p

donde a eselcuantil I - ~ deuna distribución t .
2
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- - -------------

REGRESiÓN" NO LINEAL"

2.1. Introducción

En algunos casos reales al aplicar el método de mínimos cuadrados lineales, se pueden presentar

característícas que se alejen de la posibilídad de manejar un modelo lineal, ya que algunas de las

variables que seusan pueden estar relacionadas deuna forma nolineal.

Se presenta laecuación:

y o=po +PIZI + P2Z2 + fJ3Z3 +...+ PpZp+ e

Z, puede representar una función devariables depredicción básicas x,, X 2,.··, X k ..

Puede Y=PO+PIZI+P2Z2+P3Z3+ ... +PpZp+t: representar una gran variedad de

situaciones existentes en las cuales aplicar un modelo deregresión lineal noesapropiado.

Algunas veces la información conduce a diversas alternativas de modelos. Cuando se está

manejando uno de forma no lineal, se debe generalmente preferir ajustar tal como sea posible.

Aplicar el método, demínimos cuadrados en laregresión nolineal y usando las ecuaciones originales

para encontrar los valores de Pi' se transforman en no lineales y el proceso para encontrar una

solución se complica. Tal información puede mostrar directamente la forma actual del verdadero

modelo, o puede ser representado por un conjunto de ecuaciones diferenciales, las cuales deben

satisfacer a éste.

Se define como modelo no lineal al que no presenta la forma de la siguiente ecuación

y o=po +P,ZI + P2Z2 + P3Z3 +...+ PpZp+ e . es decir que es no lineal en parámetros, por

ejemplo:

y= exp (e, +e/ + e )

y = _B_, -[e-o,1 - e:" ] + t:
B, - B2
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En estos ejemplos losparámetros para ser estimados son denotados por O más que p, t es la

variable individual depredicción, y & esel término deerror aleatorio con E(&) =O Y V(&) =(J"z

constante. Sepodia también haber escrito estos modelos sin e y reemplazar Y por r¡. Asi que, los

modelos deberían mostrarse como valores verdaderos derespuesta, r¡, que depende de t .

Alespecificar los errores enteros del modelo, sedalosiguiente.

Los modelasen Y=exp(OI+Bzt z+&) y y=_B_I_[e-Oll_e-O"J+& son ambos nolineales
BI - Bz

en el sentido de que ellos involucran a B I Y (}z en una forma no lineal, pero ellos son de

características diferentes esencialmente Y= exp(B
I
+()/ +e) .

Los parámetros delos modelos deregresión nolineal son diferentes [13], a los modelos deregresión

lineal y esque cada uno presenta losiguiente:

Modelo de regresión Modelo deregresión

nolineal lineal

No sedistribuye normal Sedistribuye normal

Excede lamínima varianza posible Tiene mínima varianza

Elexceso devarianza varia de La mínima varianza varía

modelo a modelo demodelo a modelo.

Se busca una mejora enlas propiedades que sepresentan enelmodelo nolineal, esdecir, sehace

una aproximación al modelo lineal y se toma el modelo que presente notables cambios en las

propiedades del modelo original mejorado.
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2.2. Mínimos cuadrados no lineales

La notación estándar para la situación de mínimos cuadrados no lineales es diferente para el caso

mínimos cuadrados lineales.

Esto puede confundir a primera vista, pero lanotación está bien establecida.

Suponga que lapostulación del modelo es delasiguiente forma:

escribiendo:

sereduce laecuación a:

X=(XI'X2"",Xk ) '

B = ( BI , B2,... ,Bp )'

y = f(X,B) +f.

E(Y)= E(J(X,B)+f.)

= E(J(X,B») + E(f.)

= f(X,B)

Supuestos para los errores E(f.) = O, se considerará también que los errores están no están

correlacionados, que Var(&)=u 2 y generalmente f.- N(O,u 2l) así que los errores son

independientes, esto es en donde existan "n" observaciones de la forma, Yu ' XI,,' X 2", .. ·, xk" se

puede escribir el modelo en la forma altemativa, 1:, = f (XI,,' X 2", • • • , X k,,; BI'e2 , .. • , Bp ) + &" donde

&" esel u-ésimo error y u=I,2, ... ,n abreviado Y" =f(xu,B)+&u'

Los supuestos de normalidad e independencia de los errores pueden ser escritas como

&" -N(Q,u
2
l) donde &" =(&"&2""'&k)'. O es el vector de ceros e 1 la matriz identidad,

ambos con sus apropiados tamaños. Se sabe que mínimos cuadrados busca minimizar la función

suma de los cuadrados delerror, sedefine para el modelo nolineal, esta función y losdatos dados

como:

" 2
S(B) = L {~- f(x",B)}

IJ=I
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Donde Yu Y x" son observaciones, lasuma de los cuadrados esuna función de B, se denotará

por e,a los estimadores mínimos cuadrados de éste, que es un valor con el cual se minimiza

S(B) .

Se verá que, si E- N(Q,(]"2l) el estimador de mínimos cuadrados de B es también el máximo

verosímíl de B. Esto porque lafunción deverosimilitud para este problema puede ser escrita como:

-n -S(O)

L (B,(]"1) =: ( 27l"(]"1 Fe2;l

así que si (]"2 esconocida, maxímizando L (B,(]"1) con respecto a B esequivalente a maximizar
S(O)

e--2u
' ,por las propiedades de una exponencial y recordando que S(B) ~ O es como minimizar

S(B) con respecto a B .

Para encontrar el estimador demínimos cuadrados e senecesita diferenciar lasiguiente expresión

S(e) =: :t{l: - f(xu,eW con respecto a e. Esto dalaecuación normal lacual sedebe resolver
11=1

para B.

la ecuación normal toma laforma:

para i =: 1,2, ... ,P donde la ecuación denotada por los corcheles es la derivada de f (x" ,B) , con

respecto a B¡, con toda B remplazada por la correspondiente e la cual tienen la misma

suscripción. Alderivar la función f(x",B) como en el caso lineal queda como una función de x"'

solamente ynoinvolucra a e en lodo.
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es decir es independiente de a. Esto sale de la ecuación normal, como una lineal en los términos

al'a2 , · · .,ap • como ejemplo: encontrar la forma para obtener el estimador mínimo cuadrado de (]

de a para el modelo Y = f (a,t)+ e donde f (a,t)= e-81 donde hay n-pares deobservaciones

de la siguiente manera y (ti' J;),(t2,}-;)"'" (tn ,1';,) están disponibles, encontrando que

~ = -te-81 y aplicando ~ {~, - f (X"' B)} [a¡~~i' e)tó = o conduce a una ecuación normal

individual.

ó

...¿., y t e -él" - ..¿., t e -2é," = O¿ uÓu ¿ u
u",,1 u=1

Se observa que con un parámetro y un modelo no lineal simple al comparar con B y querer

resolver laecuación normal noesfácil.

Entre más parámetros estén involucrados, la solución de la ecuación normal, puede ser

extremadamente difícil deobtener y los métodos iterativos pueden ser empleados en casi todos los

casos.

Para arreglar las dificultades, puede pasar que lasolución múltiple exista, correspondiendo a valores

múltiples estacionarios deuna función S(B) (mínimos locales o minimos globales).

En el caso de modelos no lineales, no se puede establecer un procedimiento o enunciar una regla

general sobre las propiedades delos estimadores excepto en muestras grandes.

El insesgamiento y mínima varianza son aproximadas, solamente en los límites de muestras que

llegan asergrandes.
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2.3. Estimación de los parámetros de un sistema no lineal

En algunos problemas nolineales esmás conveniente escribir, laecuación normal

ydesarrollar una técnica iterativa para resolverla, siesto trabaja satisfactoriamente o nodepende de

la forma de la ecuación y el método iterativo [15J entonces es usado. En suma para esta

aproximación existen diversos métodos concurrentes empleados y disponibles para obtener

estimadores poruna acostumbrada forma dehacer cálculos, losmétodos son los siguientes:

l.-Transformaciones (Proceso noiterativo)

2.-Linealización

3.- Descenso por lapendiente máxima

4.-Acuerdo Marquardt

Tomando en cuenta que se puede llevar acabo una transformación en un modelo determinado se

debe aclarar que ésta nopertenece a los métodos iterativos yaque seaplica cuando enlaecuación

sepresta para lineaJizarla y esto hace que elmodelo sepueda manejar deuna manera muy sencilla,

sin embargo se considera como uno de los procedimientos para aproximar una forma de tipo no

lineal a una lineal.

Linealización es la que más sedesarrollará, por ser, la que generalmente seutiliza enestos casos

comparándola con el uso del resto de los métodos que son descenso por la pendiente máxima y

acuerdo Marquardt de los cuales sólo seharán breves menciones desu forma detrabajo, con el fin

de considerarlos dentro de los procesos iterativos y como auxiliares para realizar una regresión

cuando sepresenten situaciones endonde nosepuede aplicar una transformación o lalinealización.
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2.3.1. Transformaciones

Se presentan modelos en losque es fácil apreciar el problema deno linealidad, algunas veces es

útil considerar una trasformación que induzca a la linealidad.

Al llevar acabo una transformación [2), se tiene una ventaja a considerar como buena en la

regresión no lineal, yaque es fácil para obtener los valores iniciales de algunos parámetros enel

modelo que seesté manejando.

Recordando el modelo ya mencionado Y = exp(el +e/ +[;) al cual se le puede aplicar una

transformación, logaritmo natural (In) ;

quedando dela forma Y =/30+ /3IZ, + /32Z2 + /33Z3 +... + /3pZp + e que eslineal enparámetros,

sepuede por, así decir, que el modelo dado enlaecuación:

esintrínsecamente lineal, porloque puede sertransformada enuna forma lineal.

Es importante decir que si en la ecuación InY = el +e/ + e sesustituye, In Y = Y' Y (1 = t" ,

los parámetros y la variable de predicción serian lineales, obteniéndose la ecuación

y' = el +e/ + s , a lacual selepuede aplicar una regresión simple deminimos cuadrados.

Por otro lado Y =-~[e -0
,'

- e-o,, ] + e es complicado llevarlo a una forma líneal en los
el - e2

parámetros, a talmodelo sele llama intrínsecamente nolineal [21·
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Un modelo intrínsecamente lineal es aquel que se puede hacer lineal por una transformación de

parámetros, porejemplo:

y == e"x + e es de este tipo, entonces, si se transforma f3 == eO, el modelo llega a ser

y" == Bx v s ,

y en este último modelo se usa la regresión lineal simple para estimar el parámetro p en

y" == f3x + e . Sin embargo el estimador lineal de minimos cuadrados del parámetro en

y" == f3x + s no seria en general equivalente al del estimador del parámetro no lineal en el

modelo original:

La razón es que en el modelo no lineal y == eOx + s , los mínimos cuadrados emplean la

minimización de la suma de los residuales al cuadrado sobre Y, mientras en el modelo

transformado seestá minimizando la suma de los residuales al cuadrado sobre el y", lo mismo

pasa enelcaso de y'.

Se debe tomar encuenta que realizar una transformación delosdatos involucra una transformación

en la distribución de éstos, lo cual afecta a los supuestos esperados para tener una buena

aproximación.

En caso de violar los supuestos en un alto grado, entonces será apropiado aplicar la parte de

regresión nolineal mediante alguno desus métodos iterativos, sobre losdatos originales.

Recordando que loque sebusca al llevar acabo una regresión espoder tener un buen ajuste delos

datos para una óptima interpretación deéstos y considerando también que sedeben tener buenas

propiedades, como varianza minima, una buena distribución normal, etc.

Existen algunos modelos llamados condicionalmente lineales en parámetros los cuales presentan

ventajas que pueden serfavorables o demucha ayuda alestar trabajando enla regresión nolineal.
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2.3.2. Linealización oMétodo Gauss-Newton

Este método usa los resultados mínimos cuadrados lineales haciendo una aproximación lineal dela

función esperada en una sucesión de pasos, tratando de mejorar el parámetro. Supóngase que el

modelo propuesto esdelaforma:

Sea O'O,020""'Opo valores iniciales para los parámetros O,,02'''''Op' Estos valores iniciales

pueden ser predeterrnmados o estimados, basados en cualquier información disponible. Pueden ser

valores supuestos por la información obtenida en un ajuste a una ecuación similar en una prueba

diferente [5].

Esos valores iniciales serán estrechamente mejorados sobre las iteraciones sucesivas descritas

abajo. Si se lleva a una expansión de Taylor a f(x",O) cerca del punto 00 donde

(Jo =((JIO' (J20"'" (J"o )' un punto inicial yse reduce la expansión enla primera derivada, se puede

decir que, en donde O escercano a (Jo' Y considerando el resultando

p [of(x",O)]f(x",O) = f(x",(Jo)+ ~ o(J; O=IJ" ((Ji -(JiO)

se puede ver que laecuación:

esdelaforma aproximada:

( ) f'[af(xu,O)] ( )
y" = f Xu'eo +~ 00, 0=0, e, - eiO+ G"

Plar (Xu ' e)]
Y" - f(x"A) = f(x"A)+~ ae

i
0=0, (O, -e,o)- f( xuA)+cu

( ) ~[of(x"JJ)] ( )
Yu- f x"' eo =~ ae; 0=0" e, - e,o + G"
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- -- --------------------

Siseescribe

I" = f'(x e)u /1' o

Así JO" es el valor de la función j (x,,, O) sustítuyendo el valor del vector que se desea estimar

O, por 0iO' Iri representa la diferencia entre la i-ésima componente del vector parametrico por

estimar y lacorrespondiente del previamente elegido. Es importante hacer notar que el estimar pOi'

equivale a estimar 0i . Por último ZO¡" esel vector de derivadas parciales de la función j (x"' O)

con respecto a e evaluado en eo' De donde se obtiene:

p

r -r = "po ZO +&u u ¿ I IU u
i=l

en otras palabras esdela forma:

para elselecto orden de aproximación.

Se puede ahora estimar los parámetros pOi, i == 1,2, ... ,p para aplicar la teoría de mínimos

cuadrados lineales. En forma matricial setiene:

rZo"
ZOZI

ZO ]

bO

JO 1
1

Yo ~r~
-

1'1 bO

JO: +J"Zo = : : == {ZO,.tI' b¿ =
2

'"

ZO ZO ... ZO Y;,In Zn pn bO
p

Donde Yo = boZo eslineal en elparámetro b¿ detal manera que Zoesderango completo,

El estimador de ba = (bOl ,boz,... Y p)' es dado por bo= (z; zot Z', (r - JO) el vector bo

por lotanto minimiza lasuma de los cuadrados:
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con respecto a ¡Jo; i = 1,2, ... , p, donde ¡J0¡ = O¡ - BiQ se escribe bOl = 0iJ - Bio entonces BiI ,

i = 1,2, ... ,p sepuede pensar como el mejor estimador de O.

Se debe tener cuidado con la diferencia entre la suma de los cuadrados que es la siguiente

S(O)= I(l;, - j(x
u
A ))2, donde el modelo apropiado no lineal es usado y la suma de los

u-=I

cuadrados SC(O) alaproximar laexpansión lineal del modelo esempleada.

Se puede ahora darlugar a los valores 0il' los estimadores revisados en este trabajo fueron hechos

sobre los valores BiQ ysehará exactamente elmismo procedimiento descrito enlaecuación:

ZO =[aj(Xu,B)]
'u aBo

t B=/j,

i = 1,2, ... ,p

a través de SC(O) , pero remplazando todos los subíndices cero por uno. Esto llevará a otro

conjunto deestimadores revisados 0n ' Yasí sucesivamente.

En forma devector, extendiendo lanotación previa en una forma más simple, sepuede escribir:

Donde:

ZJ={ZJ iU }

ji = (JJ p F 2,..·,jJ.)'
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Este proceso iterativo se sigue hasta que la se converja a una solución, esto es hasta la j-ésima

iteración sucesiva, esdecir j, j + 1,

{e . - e }
,(,+1) lj (o

eu
i = 1,2, ... ,p

donde o es alguna cantidad preespecificada y suficientemente pequeña.

En cada estado del procedimiento iterativo, S(e,) puede ser evaluada para ver si va disminuyendo

en sus valores.

Estimación de 0'2

Al lograr que el procedimiento de estimación converja hacia una solución final de los parámetros

estimados, se logra también un estimado dela varianza 0'2 del error a partir del cuadrado medio

residual.

n-p

sise ve como

<7
2

= I(r.. - f(xu,o)f 0(0)
n-p n-p

recordando que pes elnúmero deparámetros en elmodelo de regresión nolineal.

Se puede estimar el valor de la matriz decovarianza asintótica (de muestras grandes) a través del

vector deparámetros Oque sería:

donde Z escompuesta por las derivadas parciales ya definidas y evaluada en el estimado de {}

del paso final en mínimos cuadrados,
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2.3.2.1. La importancia de buenos valores iniciales

Para un buen ajuste del modelo no lineal se requiere deunos buenos valores iniciales B,,; es decir

B" tan cercano como sea posible a los valores reales de los parámetros [15].

Todos los procedimientos iterativos requieren de valores iniciales, toda la información prioritaria

disponible debe ser usada para hacer esos valores iniciales tan confiables como se pueda.

Buenos valores iniciales a menudo permiten una técnica iterativa para que una solución converja

mucho más rápido que de otra forma posible.

También si existe mínimo múltiple o siexisten diversos mínimos locales en resumen daun minimo

absoluto.

Buenos valores iniciales, son los e" más cercanos a los e reales del parámetro y reducen la

dificultad de convergencia.

Una elección pobre de los valores iniciales puede causar que converja a un indeseado punto

estacionario de la superficie de suma de cuadrados, mínimo local de la función y puede ser

inapropiada para lasolución.

En el modelo de regresión no lineal, los parámetros a menudo tienen algún significado fisico que

puede ayudar a obtener valores iniciales, incluso al graficar la función esperada, para diversos

valores delos parámetros, esto con lafinalidad defamiliarizarse con elcomportamiento del modelo y

ver como alcambiar los valores del parámetro afectan aéste.

Cuando un modelo no lineal conduce a un punto indeseable, éste puede tener valores

paramétricos, los cuales son físicamente imposibles o bien no dan el minimo valor verdadero de

s(e).
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En algunos casos se puede transformar la función y obtener valores iniciales de una manera muy

sencilla.

Pero en realidad no existe una guia estándar del mecanismo para obtener valores iniciales B", para

cada problema deestimación nolineal sedebe trabajar en varios problemas.

Si son p parámetros, sustituidos para p conjuntos deobservaciones dentro del modelo postulado

ignorando el error, resultando p ecuaciones por los parámetros. Ampliamente separados de E: a

menudo setrabaja mejor.

Este método es iterativo y loque se busca esque en cada paso se observen cambios en los valores

que seestán obteniendo con la finalidad depoder ver si está convergiendo a algún punto y esto se

puede revisar midiendo ladiferencia entre los valores decada iteración que se esté realizando, de

esta manera se observa si se está avanzando a algún punto, ya sea de una manera lenta o en

definitiva, no se presentan progresos significativos y no se puede ver laconvergencia.

Más adelante se tocará el tema delageometría de la linealización por este método, por medio dela

cual se puede analizar si el modelo converge o no, por otro lado si se sabe que el punto critico es

rechazado y de ahí que el vector de residuales sea ortogonal a la superficie esperada Y, por lo

tanto para el plano tangente en lasuperficie esperada en f (xu ' B).

Se puede adoptar la ortogonalidad de los residuales en el plano tangente como una medida de

convergencia.

Si se utiliza esto se debe tomar en cuenta que es dificil encontrar laortogonalidad exacta y por ello

se debe detolerar cierta inexactitud que sepueda presentar en los residuales almomento dehacer

los cálculos y se debe tomar en cuenta la variabilidad estadistica en el estimador minimos

cuadrados.
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Sihay una buena aproximación del valor esperado (iJ) cercano a (a),entonces existe una región

para a que corresponde a un disco, sobre elplano tangente con un radio deproporción a )s (iJ) .

El criterio para esto será el siguiente: si el radio es pequeño, la incertidumbre numérica del

estimador mínimo cuadrado es significativamente comparable para la incertidumbre estadística de

los parámetros, desafortunadamente este criterio involucra a iJ vector de mínimos cuadrados

conocido.

De ahí que se modifica el criterio por sustitución del estimador a, para iJ y mide la escala de

extensión del plano tangente del vector componente de resíduales para laescala dela componente

ortogonal del vector deresiduales en a.

Elprocedimiento delinealización tiene algunos errores como:

1.-Converge muy lentamente, ya que un número muy grande de iteraciones es posible requerirlas

antes de estabilizar la solución a través de la suma de los cuadrados S(a
j
), decrece

consistentemente conforme j se incrementa. Esta clase decomportamiento no es común pero hay

posibilidad deocurrencia, sobre todo cuando no se tienen buenos valores iniciales.

2.- Oscila ampliamente, continuamente cambiando la dirección, y a menudo incrementando, así

como decreciendo la suma delos cuadrados. No obstante lasolución seestablece eventualmente.

3.-No converge, así que lasuma de cuadrados crece iteración tras iteración sin frontera.

Cabe aclarar que en teoría este método siempre converge.

La finalidad del método de linealización es encontrar el mínimo valor de Sea) en este tipo de

modelos no lineales.
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2.3.2.2. Una interpretación geométrica de mínimos cuadrados

no lineales

Se presenta un modelo delasiguiente forma:

y = l(x,O)+c

que es una función nolineal en O y tomando una muestra detamaño n,elespacio muestral será n­

dimensional que contiene alvector Y, aunque puede hablarse de un espacio deestimación, éste no

estará definido por los vectores columna de una matriz X en el sentido usado para el caso de

modelos lineales.

Sise tienen p parámetros independientes O= 01, O2 , , , , , Op el espacio deestimación deun modelo

no lineal, es un subespacio del espacio muestral que consiste en elconjunto depuntos delaforma:

(1 (XI ,0),1(x2,0),..·,1 (xn,O))

La suma de cuadrados S (O) sigue representando la distancia cuadrada del vector

Y = (y"Y2'''' ,Yn) alvector sobre elespacio deestimación definido por 0== 0"°2 " , , , Op' deigual

forma, la minimización de S(O) corresponde a encontrar el vector sobre el espacio deestimación

que menos diste de Y [13].

Los contornos para S(O) = constante notienen laforma deelipsoides, y suelen formar figuras muy

irregulares (5).

Por medio de la representación geométrica se puede ver o entender cual puede ser la diferencia

entre un modeló no lineal y un modelo lineal, el cual es una forma alternativa de representar los

datos delamuestra que se esté estudiando.
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La función de la suma de los cuadrados de residuales S (e) sólo depende de los elementos del

parámetro e en elmodelo.

En el espacio p -dimensional, es el espacio geométrico de e¡ parámetros: La función S (e)

puede ser representada por una gráfica decurvas denivel, siel modelo fuera lineal en e lagráfica

decurvas denivel se desearía fuera, elipsoidal yse esperaría que tuviera un sólo mínimo local, en la

que cada curva denivel en lasuperficie es una linea desuma constante deresiduales alcuadrado.

Si el modelo no es lineal las curvas de nivel no son elipsoidales, son alargadas, tienden a ser

irregulares y a menudo "presenta una superficie-aplatanada"

Contornos deun modelo lineal Contornos deun modelo nolíneal

La forma ylaorientación precisa de las curvas denivel de S (e) dependen delaforma del modelo

no lineal y de los datos que se hayan obtenido. Frecuentemente la superficie será muy alargada

cercana al valor óptimo, por loque muchas soluciones de e producirán una suma decuadrados de

residuales cercana alóptimo global.

Quizás con diversos mínimos locales y con más deun mínimo global. Esto es, el mínimo más alto

puede ser tomado enmás deun e punto de localización.
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Si se hace mal el planteamiento del modelo, se obtiene como resultado un modelo

sobreparamétrizado, esto es, que tiene más parámetros de los que necesita, es decir, datos

inadecuados que no se usarán para estimar los parámetros propuestos.

Considere ¡(tAA) en laecuación.

ay = __1 _[e-o,1 -e-o,1 ] + E:

al - a2

La cual representa una curva que comienza en t =O Ytermina en t = CJ:) en el tamaño delaaltura

cero y ponerse a la altura de la curva en algún lugar entre la pendiente en t = O es al y el

máximo está en:

Esto sigue de que si los datos cubren rápidamente parte de la curva se estará disponible para

estimar bien a (JI' pero no a2 . Observe lasiguiente figura:

En la figura deuna sola curva sedebe deobtener la información sobre el máximo.

La primera figura es adecuada para un modelo de un parámetro y = (J t + E:.

Pero inadecuado para estimar:

y = _a_1 _ [ e-0,1 _ e-0,1 ] + E:

(JI - (J2
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2.3.2.3. Una interpretación geométrica de laIinealización

Elmétodo deIinealización, reduce elproblema aencontrar elmínimo más cercano a S(e) para un

modelo nolineal comenzando en (}o punto inicial, dentro deuna serie deproblemas de un modelo

lineal.

Laecuación delinealización inicial:

de f (xu , e) cerca de°0 remplaza las curvas írregulares denivel S(e) por un conjunto decurvas

elípticas scte).

Las curvas irregulares de S(e) pasan exactamente a través del punto ínicial °0 :

Curva denivel de S (e) quepasa

por°0

Curva deni I e lasuma deresiduales de
___~_nelproblema linealizado

.eración delasolución linealizada

°0 Valor inicial

Esto es, tienen la misma primera derivada respecto a la función del modelo correspondiente a la

recta en 00 '

Al resolverse el problema linealizado, se vamoviendo hacia el mínimo global, sobre el conjunto de

curvas, esto lohacen los mínimos cuadrados ordinarios [12].

59



El contomo S(O) puede ser aproximado erróneamente o acertadamente, dependiendo de las

circunstancias en que esté elsupuesto modelo, delos datos disponibles, y laposición relativa de00

y el en e -espacio.

Se resuelve la linealización en 00 mínimo cuadrado, para alcanzar el .

Entonces en lasiguiente iteración, se repite el proceso deIinealización, comenzando en el' loque

se espera es que, en las sucesivas iteraciones converja a e, preferentemente aque diverja.

Gráficamente

La evolución definitiva delaIinea/ización es una secuencia deproblemas lineales para los cuales las

soluciones se cierran hacia elmínimo global delafunción nolineal.

La linealización se facilita con un buen valor inicial eo' esto es, cuando al iniciar las iteraciones, 0a

es un valor cercano a e,ya que las curvas denivel tienen una buena aproximación regularmente.
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2.3.3. Descenso más pronunciado

Éste esuno de los métodos del cual se hará una breve mención con la finalidad de nodejar de

tomar en cuenta que existen otros métodos de los que el modelador se puede auxiliar para llevar

acabo una regresión sobre un modelo nolineal.

Éste se concentra en la función suma delos cuadrados S (e), ya definida yel uso deun proceso

iterativo para encontrar el mínimo de la función. La idea básica es moverse de un vector inicial

eo=(elO,e20, ... ,epo), un vector en el espacio paramétrico 91 Pa través del vector con

componentes:

Cuyos valores cambian continuamente como en la trayectoria siguiente. Una manera de alcanzar

esto en la práctica, sin evaluar la función derivada, es estimar el vector pendiente (sus

componentes), en varios lugares de la superficie S(e) por ajustar el plano la función de

aproximación.

El procedimiento es como sigue. Se inicia en una región particular de ()- espacio, (o el espacio

paramétrico), diversos ensayos se hacen para seleccionar el mejor, se dicen combinación de

niveles de el'el" ..,Bp Yevaluando S(()) en esas combinaciones.

Se define ZO =(ZIO ' Z20' ... , ZpO) con Z¡O=-A.( :: /0=0
0

) donde A. , es un factor positivo de

proporcionalidad [5].

Si se consideran los vectores ZO y (}O en la siguiente ecuación:
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La función g toma los valores delafunción S a lo largo desu vector, desde elpunto eo derivando

esta función con respecto a t :

dg(t) [OS J o--- - *Z
dt - 5e, 10~oo+lzo

yevaluando esta ecuación en t = O, resulta:

dg(O) =[OS. I _ ]* ZO
dt 5e o-o"

I

deahí que

La derivada de la función g (t) en t = Oresulta ser negatíva, esto es, la función esdecreciente en

t=O,asíque, debe existir t>O,talque g(t)<g(O).

Ahora sedefine el =eo+ tZO como elnuevo punto para comenzar la iteración.

Recordando que g(t) < g(O)

s(eo+tZO
) =g(t) < g(O) =S(eo)

entonces

ycomo el = eo + tZOseobserva que

De esta manera siguiendo un proceso iterativo seobtendría una sucesión de puntos eoA, ..., tal

y así bajo ciertas condiciones adecuadas esta sucesión tendería a un punto estacionario de la

función S(e),mismo que setomaría como ¡j .
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Como encontrar t>O tal que g(t)<g(O); puede realizarse por medio de ensayos, observar

primero el valor dela intersección de s' (O) con eleje de t , si ladesigualdad g (t)< g (O) no se

cumple, es demasiado grande t, se puede entonces tomar la mitad de este valor y observar la

relación g (t) ,g (O) Yasí se continúa en esta dirección hasta encontrar un punto sobre la recta

00 + t ZO donde la función S(e) toma un mínimo, entonces se detiene y se toma otra dirección de

este método yse repite elprocedimiento siel primer ensayo no funciona.

Ya que teóricamente, el método converge y esto se puede hacer en la práctica, después dealgún

rápido progreso inicial.

En resumen, el objetivo es pasar desde un punto de partida inicial °0 , en una dirección del vector

cuyos componentes se determinan con las derivadas de la función suma de cuadrados de

residuales con respecto a los elementos de O, por logeneral, esas derivadas se estiman ajustando

una aproximación deprimer orden, o plana, en torno alpunto 0o,

Los coeficientes de regresión del modelo de primer orden se toman como aproximaciones de las

primeras derivadas.

El método de descenso más pronunciado se usa mucho en la metodología de superficies de

respuesta, para pasar de un estimado inicial de las condiciones óptimas de un proceso, a una

región que contenga alóptimo con más probabilidad.

La desventaja principal es que converge lentamente, particularmente como cuando los S(O)

contornos son atenuantes deuna forma aplatanada.

Y esto sucede cuando la parte de descenso más pronunciado zigzaguea lentamente sobre una

arista en cada iteración brindando solamente una ligera reducción en S(O) .
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2.3.4. El acuerdo de Marquardt

Elsiguiente método esuna combinación delos métodos anteriores pero deigual manera nose hará

gran mención respecto al contenido y formalismo de éste, simplemente se reconocerá como otro

método iterativo existente en los modelos nolineales.

El acuerdo de Marquardt, es un método para la solución de ciertos problemas no lineales en

minimos cuadrados. Este método representa una relación entre el método de linealización de

Taylor y el método de descenso más pronunciado y aparece para combinar las características de

ambos.

Esto esbueno, siempre y cuando converja y nolo haga bajando lentamente como enel método de

descenso más pronunciado, que a menudo lo hace, sin embargo así sevuelve aenfatizar, que los

otros trabajan perfectamente bien sobre algunos problemas prácticos.

El acuerdo de Marquardt, aparece para trabajar bien en muchas circunstancias y así hacer una

sencilla practica de modelos no lineales. Por razones establecidas los métodos no pueden ser

determinados demanera general para todos los problemas nolineales.

La idea de este método puede ser explicada brevemente como sigue.

Suponga que se inicia de un cierto punto en el espacio parámetrico- () si el método de descenso

más pronunciado esaplicado, un cierto vector dedirección <5 ,donde <5 puede ser el mejor vectorg g

de dirección local en la cual se mueve, para llegar a los valores más pequeños de S(B) pero

puede noser la mejor detodas las direcciones.

Sin embargo la mejor dirección debe estar dentro de los 90° de <5x' de otro modo, los valores de

5(B) tenderán acrecer más que a reducirse sobre dicho vector [3].

Marquardt propuso calcular el vector de incrementos en lak-ésima iteración dado por:

b, = (Z'k Zk +.ut Z', (y - fk)
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donde A> O, el procedimiento también implica reducir A por un factor de 10 en cada iteración

siempre que se satisfaga s(Ok+\) <s(Ok ). La estrategia esmantener a A tan pequeña como

sea posible y almismo tiempo asegurar que lasuma decuadrados deresiduales sereduce en cada

iteración.

El algoritmo Marquardt daun método para interpolar valores entre vectores 0t y 0, y obtener un

paso sustituible.

Redefiniendo como vector decorrección asociado al método delinealización 0" aldefinido como b,

en la ecuación Y- fu k = ZJ3k , y vector de corrección asociado al método del descenso más

pronunciado Og , Marquardt se percata dedos puntos importantes asaber:

a) Cualquier método basado en al minimización de la función S(e), deberá tener un vector

asociado cuya dirección esté dentro de un rango [0°,90°] de - oS, de otra forma los
5B

valores de S(e) podrán tender a crecer más que a reducirse sobre dicho vector de

corrección.

b) Debido a laforrnade la superficie SeO), o, está casi 90° de Og' dehecho en un gran

número de ensayos, Marquardt encontró que el ángulo I' entre o, y 8g era tal que:

80°<f <90°.

Con estas observaciones, Marquardt concluye que cualquier método que mejore tanto al de

Iinealización como al de descenso más pronunciado, deberá tener un vector corrección que de

alguna manera interpole entre 8/ y s..
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2.4. El concepto del comportamiento de estimación no lineal

A través de la representación geométrica de un modelo de regresión no lineal empleado

anteriormente, éste es restringido en la práctica a muestras de tamaño n ~ 3 Y número de

parámetros p s 2. Elprincipio conceptual es válido también para grandes dimensiones [13].

Un modelo de regresión lineal tiene una solución gráfica lineal, la cual es una línea recta para

p = 1, un plano para p = 2 Y un hiperplano para p ~ 3, Y una no linealidad intrínseca cero

respectivamente delos datos con los cuales elmodelo está en combinación.

En resumen, las líneas sobre la solución gráfica, las cuales pueden ser llamadas "líneas

paramétricas", representando valores constantes de e¡, son elementos del vector parámetro e,

son rectas paralelas y son iguales en distancia para iguáles incrementos para e¡.

La solución gráfica es una superficie curva, y la línea parámetro sobre la solución, gráfica la

proyección deesas líneas entre elplano tangente para lasolución gráfica en B, no son en general,

ni rectas paralelas nirectas deigual distancias.

Asi las medidas tales como las anteriores cuantifican la curvatura de la línea parámetro, si existe

carencia de paralelísmo y la equidistancia, se puede dar al modelador una efectiva aproximación

para que pueda ser descrito elcomportamiento nolineal, deun modelo nolineal.

Existe, sin embargo, una segunda aproximación para ver elcomportamiento no lineal. Esta se sigue

de las propiedades del estimador de mínimos cuadrados delos parámetros del modelo lineal que se

está discutiendo.

Suponiendo que los errores son independientes yestán normalmente distribuidos.
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El estimador de minimos cuadrados i} de e en modelos lineales, es insesgado, se distribuye

normal y alcanza la mínima varianza, para modelos no Iíneales de este estimador y tiene estas

propiedades solamente deforma aproximada.

Sin embargo, sepuede hablar del comportamiento no lineal demodelos no Iíneales en términos de

las propiedades demuestreo, del estimador mínimo cuadrado.

Si el estímador mínimo cuadrado de un parámetro en un modelo no lineal es sólo ligeramente

insesgado, con una dístribución cercana a una normal y con una varianza ligeramente excedida de

lamínima varianza, entonces es razonable decir que elcomportamiento del estimador es cercano al

lineal.

Si, por otro lado, elestimador demínimos cuadrados es malamente calculado, cuando presenta una

distribución lejana a ladistribución normal, una varianza altamente excedida dela mínima varianza,

por lo tanto, elmodelo esnolineal en comportamiento, es decir, es lejano alcomportamiento de un

modelo lineal.

Un caso como el anterior será tomado como evidencia, ya que dado un modelo que se considere

cercano en comportamiento aldeun modelo lineal, pero, sieste no sigue las propiedades deseables

demodelos Iíneales, algunas delas cuales yaseconocen.

El modelo seconsiderará mejor, en laclase de modelos nolineales ya que su comportamiento esta

lejos de loIíneal.

Otras propiedades deseables del modelo cercano almodelo lineal, incluye lafacilidad deobtener el

estimador mínimo cuadrado y su relativamente directa interpretación.

Otros beneficios son que los valores predecidos delavariable de respuesta Y será casi insesgada

y que unido a la región de confianza para los parámetros serán cercanos a una forma elipsoidal

características demodelos lineales.
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2.5. Contornos de confianza

Una idea de no linealidad del modelo en estudio, puede ser obtenida, después delaestimación de

e, por la evaluación de la región deconfianza elipsoidal, obtenida sobre la suposición de que la

forma de linealización del modelo es válida alrededor de O, el estimador final de e. La forma de

evaluación está dada por:

donde Zdenota lamatriz dela forma ya descrita, pero con Osubstituido en los elementos de en y

donde:

Cuando la diferencia entre valores sucesivos ej +, y ej es suficientemente pequeño [5], la

Iinealización termina en que e
j

+! =O=ej , para propósitos prácticos, así S(O) esun valor mínimo

de S(e) en:

n 2

s(e)=L {y. - f(xu,e)}
u=1

Para laprecisión impuesta por la terminación del procedimiento seleccionado.

Esto se puede examinar como:

Con iJ, fJ/+ 1 y zt l remplazando eo' fJjo y Z¿o respectivamente y recordando que, para el

orden deprecisión impuesta por la terminación, procede bj + , = O [5].
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Acerca de laelipse noserá una verdadera región deconfianza cuando el modelo es no lineal.

Sin embargo se determina los puntos finales sobre el eje mayor de esta elipse por reducción

canónica. El actual valor de s(e) puede ser evaluado en esos puntos y comparar con cada uno.

Bajo la teoria lineal los valores podrán ser todos iguales.

Un exacto contorno de confianza es definido con tomar S(e) = constante, pero no se conoce la

correcta distribución de las propiedades en el caso no lineal general, noes capaz deobtener un

nivel deprobabilidad específica.

Sin embargo se elige elcontorno tal que:

el cual, si el modelo es lineal da una elipse exacta (1-a)*100 límite y da un intervalo de

confianza aproximado en elcaso no lineal.

El contorno así determinado será un adecuado contorno de confianza, que no será elíptico en

general, y éste essolamente el nivel deprobabilidad alcual es aproximado. Cuando solamente dos

parámetros son involucrados elcontorno deconfianza puede ser dibujado.

En resumen cuando una linealización, de un modelo no lineal es usado, todas las fórmulas y

análisis deregresión noiineal pueden ser aplicados.

Algunos resultados obtenidos, son sin embargo válidos solamente hasta el punto en que laforma de

linealizar da una buena aproximación ael modelo verdadero.
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MíNIMOS CUADRADROS GENERALIZADOS

3.1. Introducción. Modelos lineales generalizados

En ocasiones se puede realizar una transformación en la variable de respuesta para manejar

fácilmente lanonormalidad dela variable de respuesta y también la desigualdad delavarianza.

Ahora se verá un método alternativo para transformar datos, cuando no se satisfacen las

condiciones denormalidad ydevarianza constante.

El método se basa en el modelo lineal generalizado [10], el cual es la unión de los modelos de

regresión lineal ynolineal, que también permite incorporar distribuciones derespuesta no normales.

En un modelo lineal generalizado la distribución de la variable de respuesta sólo necesita ser un

miembro de la familia exponencial, que comprende las distribuciones normal, poisson, binomial,

exponencial y gamma, entre sus miembros; además, el modelo lineal con error normal noes más

que un caso especial del modelo lineal generalizado, por lo que en muchos aspectos se puede

considerar que en éste método, se concentran aspectos del modelado, diseño deexperimentos yel

análisis deregresión delos datos.

Las distribuciones que son miembros dela familia exponencial tienen laforma general.

donde r/J es unparámetro escalar, y Oí sellama parámetro natural delocalización.
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Para los miembros dela familia exponencial [10],

Sea

dO, 1

dfl '" Var(fl)

donde Var(fl) representa la dependencia de la varianza de la respuesta con su media. Es una

característica de todas las distribuciones de la familia exponencial, a excepción de la distribución

normal.

Observe en elcaso delanormal:

(
I ( l' ') y,' I ( ¡ ))- Y-IJ-- ----In 2,Ter

O" 2 1 2 2a 2 2
= e
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Donde sustituyendo se tiene:

e, == Ji
2

b(e;)==L
2

a (~ ) == a 2

( ) y/ 1 ( 2)h y;,~ ==-2a2-21n 2Jía

E (Y)== db(e¡) == Ji
de,

Var(y)== d:e(l~,)a(~)== al

es asl como se exhibe que lafunción normal pertenece a lafamilia exponencial.

3.1.1. Funciones liga ypredictores lineales

La finalidad del modelo lineal generalizado (MLG) es desarrollar un modelo lineal para una función

adecuada del valor esperado delavariable respuesta [111.

Se define '7¡ == g [ E (y¡ )] == g (Ji; ) == x'JJ como predictor lineal, de ahí que la respuesta

esperada sea:

g es la función liga? La cual presenta muchas alternativas, tomando '7¡ == e, ,'7; es una liga

canónica.

7 Función liga: esunafunción querelaciona lamedia derespuesta con unpredictor lineal
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Elsiguiente cuadro muestra las ligas que se presentan para cada distribución

Distribución Liga canónica Nombre

Normal n, = Il¡
Liga idenlidad

Binomial
'l¡ =ln(.s..J Liga logisticaI-Jr

I

Poisson n, =ln(A) Liga logarítmica

1
Exponencial tt, = A

i

Liga reciproca

1
Gamma tt, = A

i

Liga reciproca

Existen otro tipo deligas que pueden ser usadas en un MLG yson:

1.- La liga probit 'l¡ =I/J [ E (Yi )]

donde I/J setoma como la función normal estándar acumulada.

2.- La liga lag-lag complementaria

tt. =ln(ln[I-E(y¡)J)

3.- La liga dela familia depotencias

n =¡E (y,)"
I ln[E(y¡)]

En un sistema lineal general se presenta ladistribución dela respuesta y lafunción liga, para decidir

cual función liga se debe usar, esnecesario tomar en cuenta como se veafectada lafunción original

en sus propiedades y la función liga [11], que mejor ajuste, será laapropiada para aplicar.
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3.1.2. Residuales en el modelo lineal generalizado

Si existe algo que debe de tomarse en cuenta son los residuales que marcan ladiferencia que se

da entre el modelo original yel modelo lineal generalizado estimado, así se puede observar si sigue

cumpliendo con las propiedades del término residual.

Los residuales originales y ordinarios del modelo lineal generalizado son las diferencias entre las

observaciones y los valores ajustados.

e =y-y, , ,

En general en el análisis de residuales del modelo lineal generalizado se usan residuales de

desviación. El i - ésimo residual dedesviación se define como la raíz cuadrada de lacontribución

dela i - ésima observación a ladesviación, multiplicada por el signo del residual original,

donde di es lacontribución dela i <ésima observación a ladesviación.

Los residuales de desviación se comportan de manera similar a los residuales ordinarios en un

modelo deregresión lineal con la teoría normal estándar. De esta manera algraficar los residuales

de desviación, contra valores ajustados en una escala de probabilidad normal es un diagnóstico

lógico. Cuando se grafican los residuales de desviación en función de valores ajustados se

acostumbra transformar los primeros auna escala constante deinformación.

a)para respuestas normales, usar r.
b)Para respuestas binomiales, usar 2 sen" Ji;

c)Para respuestas Poisson, usar 2.jf;

d)Para respuestas gamma, usar 21n(r.)
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3.2. Mínimos cuadrados generalizados

Se presenta casos donde son necesarios los minimos cuadrados generalizados [6], para aplicar en

una variable dependiente que nosatisface lasuposición detener varianza constante.

En algunos casos usar una transformación esuna buena opción para poder estabilizar a lavarianza

o mejorar las condiciones bajo las que se encuentre elmodelo en estudio, pero existen casos en los

que hacer esto no es lomás apropiado ya que probablemente se rompe labuena relación entre Y y

X odestruye lasuma y ladistribución normal de los residuales.

Por otro lado las transformaciones logit y probit, no estabilizan a la varianza. La transformación

arcoseno dela binomial estabiliza lavarianza solamente si las muestras detamaño, ni' son iguales.

Por otro lado lavarianza será proporcional a

~ ycontinuará lano estabilidad en lavarianza aún después delatransformación.
n,

Si el tratamiento adecuado está basado en que las muestras tienen un número desigual de

observaciones, las varianzas serán diferentes incluso si las observaciones originales tenían igual

varianza.

La estimación por mínimos cuadrados ordinarios no da en ocasiones la mínima varianza de los

parámetros estimados cuando Var - Cov (e) 7= 1a 2
•

Se presenta el procedimiento de estimación que da mínima varianza lineal insesgada estimada,

cuando la matriz de Var - Cov de los errores es una matriz arbitraria simétrica definida positiva,

Var-Cov(c) = V.

Se considera entonces el método general, si la varianza es desigual y los errores no son

independientes. Minimos cuadrados generalizados amplia el usual modelo lineal para permitir a

una arbitraria matriz Var - Cov (e) = Va 2 definida positiva.
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3.2.1. Supuestos

Las suposiciones que se suelen hacer acerca del modelo deregresión lineal Y = X f3 + e son:

1) E(e)=O

2) Var-COV(e) = J(J"2

3) E (e, ,eJ = O

En ocasiones estos supuestos son poco razonables para el tipo demodelo Que se esté manejando,

por loque se vera Qué modificaciones se necesitan hacer al procedimiento deminimos cuadrados

ordinarios, cuando Var-COV(e)o¡tJ(J"2, es decir cuando se tiene algo de este estilo

Var - Cov( e) =(J"2V , si se presenta el caso donde Ves una matriz conocida de n x n, se tiene

una interpretación que no es complicada demanejar, por otro lado sise tiene Que V esdiagonal y

esos elementos diagonales son distintos, las observaciones Y se observan no correlacionadas,

pero tienen varianzas desiguales, mientras que si alguno de los elementos fuera dela diagonal de

V aparecen distintos decero, entonces se tienen observaciones correlacionadas.

La escala de la variable dependiente y el valor explicativo del modelo tiende a variar entre las

distintas observaciones, aún si se controlan factores externos Que puedan afectar almodelo.

El estimador de mínimos cuadrados ordinarios ,B = (X' xt X I Y como en el caso de mínimos

cuadrados no lineales, ya no son los más apropiados para manejarse, cuando

Var - Cov( e) = (J"2V .

En estos casos es necesario realizar una transformación para corregir y mejorar los supuestos

estándar deminimos cuadrados que se vean gravemente afectados en el modelo.
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3.2.2. Una matriz definida positiva, la transformación

Retomando del modelo Y = X f3 +e mínimos cuadrados ordinarios a los errores ysise presenta en

este modelo 0"2 V como la matriz de Var - Cov delos errores donde V debe ser no singular y

definida positiva. Con un modelo en estas condiciones, lo recomendable es aplicar una

transformación [15].

Se tiene que lamatriz V es simétrica, deahí que se pueda descomponer delasiguiente forma:

V=CKC'

donde las columnas de C son los vectores propios de V y los valores propios V están ordenados

en lamatriz diagonal K.

Como lamatriz Ves, además definida positiva, todos sus valores propios son positivos, entonces,

'-
K 2 existe yviene dada por:

F: O O I
1 O .¡;:; O IK'=

O O FJ
I

Se define la matriz T' =CK 2, para cualquier matriz V definida positiva esposíble encontrar una

matriz simétrica nosingular T tal que:

Si T es no singular, ésta tiene una inversa r '.

Sepresenta elcaso donde 0"2 se desconoce yelmodelo transformado es:

definiendo las nuevas variables Y' =r'v . X· =r-x y &' =r» queda:
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Hay que revisar cómo es el término error en este modelo transformado con respecto al valor

esperado y lamatriz devarianzas ycovarianzas:

E(c') == E( r-1c)

== r-'E(c)

aplicando los supuestos mínimos cuadrados ordinarios

Para lamatriz de Var - Cov se desarrolla:

dado que la esperanza de E (c' ) == O

==E[(c' -O)(c' -o)'J

==E[c'(c')'J

== E[r-1c( r-1c )'J

==r'E(cc'Jr'

==rIVar(¡;)r l

Ahora bien dado que V es simétrica se obtiene V == T T

Los errores del modelo transformado satisfacen los supuestos del modelo lineal clásico, entonces se

puede decir que bajo dichos supuestos, el estimador minimos cuadrados ordinarios es el más

eficiente, por loque, elestimador aplicado almodelo transformado también loes.
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3.2.3. Valor estimado

Descrita en los capítulos anteriores cual es la finalidad del método mínimos cuadrados y además

considerando en el modelo transformado

los errores e, satisfacen los supuestos acostumbrados, por loque se pueden aplicar los minimos

cuadrados ordinarios.

Mediante lafunción S(P) y considerando que V=TT=T'T,seobliene, V-I = (rl)'rl que

sirve para desarrollar lo siguiente:

S(P)=c"c'

=(rlc)'rlc

=c'(rl)'rlc

por lodicho anteriormente yrecordando que e = Y - Y

=(y -1')'V-¡ (y -y)

= (y-X,8)'V-1(y-X,8)

= (Y'-,8' x')(v-'y- V- IX,8)

=Y'V-Iy - ,8'X'V-ly-Y'V-lx,8+ ,8'x'v-lx,8

=Y'V-Iy -2,8'X'V- ly + ,8,x,v-IX,8
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Elestimador del modelo mínimos cuadrados generalizados se obtiene mediante cálculo diferencial:

Y'V-1Y -2/J'X'V-1y + /J' X'V-1x/J

8~ =-2X'V-1y+2X'V-1X/J
8p

=2(-X'V-1Y +x'V-1x/J)

-X'V-1y + X'V-1x /J = O

X'V-1X /J = X'V-1Y

aldespejar /J se llega a laecuación

I'-p-'=-(-x-,V---1x-r-I ¿-y'-V--1y----'

donde /J es elestimador demínimos cuadrados generalizados (/JIICG) de p.

El estimador mínimos cuadrados generalizados [16], puede tener varianzas grandes, cosa que no

sucede con el estimador demínimos cuadrados ordinarios

3.2.4. Características del estimador MCG

Se debe derevisar si /JMCG cumple con las características deun buen estimador, que son:

1)Insesgado

2)Consístente

3)Suficiente

Entonces se inicia con el insesgamiento, es decir, ver que se cumpla, E [/JMCG ] = p esto esque el

valor esperado sea igual alvalor del parámetro que se esta estimando.

E[/JMCG ] =E[(x'V-1xt X'V-1yJ

= (X'V-1xt X'V-1E(Y)

=(X'V-1xt X'V-1E(XP+c)

=(x'V-1xt X'V-l(E(XP)+E(c))

=(X'V-1xt X'V-1E(XP)

=(X'V-1xt x'V-'xp

=p
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Si secumple que:

por lo tanto, /JAfU; es un estimador insesgado de P y se tiene la primera característica del

estimador.

La varianza de este estimador se obtiene como:

Var - cov[Au; ] = E[(¡]\fu; - E(PMCG ))(PMU; - E(¡]\(((; )),]

=E[(PMCt; - P)(PMCG - p)'J

= E(PMCG/J'MCG- PMCGP'- PP'MU¡+ pp,)

= E(PMCC;P 'MCG - 2(PMCGP') + PfJ ')

=E[(X'V-'xt X'V-1Y((X'V-1xt X'V-1Y),

-2(x'v-'xf X'V-1yp'+ pp,]

=E[(X'V-'Xt X'V-1Y(X'V-1Y)'(( X'V-1xt)'J

-E[2(X'V-1xf X'V-1yP'J+ E[pp']

=E[(X'V-1xtX'V-'YY'V-'X(X'v-'Xf]

-2E[(X'V-1xt X'V-1yP'J+ E[pp']

= (X'V-'xf X'V-'E[YY']V-'X(X'V-'xt

-2(x'v-'xf X'V-'E[Y]p'+ PP'

=(X'V-1xt X'V- I (XfJfJ'X'+a2V)V-1X(X'V-1Xr'

-2(X'v-'xf X'V-1X pP'+ fJP'
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= (( X'V-1Xr' X'V-1XPP'X'+( X'V-1Xr' X'V- I(}2V )V-1X(X'V-1Xr'

-2(X'V-'Xr' X'V-1XPP'+ fJfJ'

=(X'V-1Xr' X'V-1X fJP'X'V-1X(X'V-1Xr'
, , , I

V

I

+(}2 (X'V-1Xr' X'c.!.V-1X( X'V-1Xr' - 2( X'V-1Xr' X'V-1X pP'+ PP'
I ' ,

= fJfJ'- 2fJfJ'+ PfJ'+ (}2 (X'V-1Xr'

=2fJP'- 2fJfJ '+ (}2 (X'V-1Xr'

= (}2 (X'V- 1Xr'
por lo tanto

Teorema de Gauss-Markov

El teorema de Gauss-Markov [12], establece que el estimador de mínimos cuadrados

generalizados de fJ, que es /JMCG =(X'V-1Xr' X'V-1y es el mejor estimador lineal

insesgado. Recordando que por "mejor" se quiere indicar que /JAlCG minimiza la varianza para

cualquier combinación lineal delos coeficientes estimados, lavarianza de/JMCG esmínima dentro de

laclase deestimadores insesgados y lineales en y'.

Para ver este comportamiento se propone el siguiente estimador jJ otro estimador insesgado de

fJ, jJ * AfcG que satisfaga las condiciones de ser una combinación lineal de los datos, ser

insesgado yde varianza mínima, si losiguiente pasa:

Var -Cov(e /JAlCG ) = eVar - Cov(/JUCG ) (

= r (}2 ( X' V- I Xre

82



Lo que se desea es ver que Var - Cov (f!' .o) ~ e' 0"2 ( x' v-IXr' econ al menos una e tal que

Var -Cov( f!' .o) > e' 0"2 (X'V-IXt t.

Se puede escribir cualquier otro estimador de 13 que sea combinación lineal de los datos en la

siguiente forma:

sea B una matriz de p x n, y b¿ es un vector de constantes de p x l , que ajusta en forma

adecuada alestimador MeG, para formar elestimado alternativo.

Si elmodelo escorrecto debe ser insesgado, entonces

E(jj) = E[((X'V-Ixt X'v-I+ B)Y + bo]

=((X'V-Ixt X'V-I+8 )E(Y]+bo

=((X'V-1xt X'V- I +B )Xf3+bo

= ~X'V-1xt X'V-1X,f3 +8Xf3+bo

=13 +8X13 + b¿

Para que .o sea insesgado senecesita que 8X = OYb¿ = O.

Ahora para elcaso dela varianza de .o

Var -Cov[jj] = E[(.o - E(jj))(jj -E(jj))'J

=E[(jj - 13)(.0 - f3)'J

=E(.0.0 '- .013'- 13.0'+ f3f3 ')

=E(jjjj'-2(jjf3') + 1313')

=E[((X'V-1xt X'V- I +8)Y(((X'V-'xt X'V-1+8)Y)'

-2((X'V-'xt X'V-I +8)Yf3'+f3f3']
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=E[((X'v-1xf X'v- I +B )y(((x'v-'xf XT-1 +B )r)'J

~2E[( (X'V-IXr' X'V-I+B) Y/)'] +E[jJjJ']

=((X'V-IXr' X'v- I+B)E[YY']((X'V-1Xr' x,v- I + B)'

-2((x'v-'xf x,v- I +B)E[Y]jJ'+jJjJ'

=((X'V-IXr' X'v- I+B)( XjJjJ'X'+0-2V)((X'V-1Xr' x'v- I +B)'

-2((X'v-'xf X'v- I+B)XjJjJ'+ jJjJ'

=((x'v-1xf x,v-I(XjJ,8' X'+0-2V)+ B(X,8,8' X'+ 0-2V))

(((X'V-1X r' x,v-I),+ B') -2((X'v-1Xr' X'V-1XjJ,8'+ BX,8jJ')+ ,8jJ'

= ((x'v-1Xr' x'v-Ix ,8,8 'x '+ 0-2 (X'V-IXr' x'v-Iv + BX,8,8'X'+ 0-2B V)

(((x'v-1xf x,v-I),+ B') - 2(x'v-IXr' x,v-IxjJjJ'-2BX,8jJ'+ jJjJ'

= (fX' Y-' X l,-' X 'Y-'":PP' X '+,,' (X' Y-'Xr'x'c.;v.+BXPP'X '+ ,,'B y]

(((X'v-IXr' x,v-I ),+ B ') - 2~x'v-1xr x'v-Ix, ,8,8'-2BX,8,8'+ ,8,8'
/

=(jJ,8' X'+0-2 (x'v-IXf' x'+BX,8,8'X'+0-2BV)(((X'V-IXr' x,v-I)'+B')

-2jJ,8'-2BX,8jJ'+ jJjJ'

= ,8,8' x,( ((X' v-1Xr' X'v- I),+ B ')+ 0-2 (X'V-IXr' x,((( X'V-IXr' X'V-I),+ B ')

+BX,8,8' x,( ((X'V-IXr' X'V-Il B') +0-2B v(((X'V-IXr' X'V-I),+ B ')

-2,8,8'-2BX,8,8'+ ,8,8'
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+0"1 (X'V-1Xt X'B'+BX,8,8'X'V-1X(X'V-1xt +BX,8,8'X'B'

+0"1 BVV-1X( X'V-1xt +0"1BVB'- 2,8,8'- 2BX ,8,8'+ ,8,8'

'= ,8,8'+ ,8,8'X'B'+0"1(X'V-1Xf X'V-1X( X'V-1Xf

+0"1 (X'V-1Xt X'B'+BX,8,8'~'V-IX(X'V-IX(+BX,8,8' X'B'

+0"1B[]:: X( X 'V-1Xt + 0"1B VB '- 2,8,8'- 2BX,8,8'+ ,8,8'
I

'= ,8,8'+ ,8,8'X'B '+0"2 (X'V-1Xt +0"1 (X'V-IXt X'B '+BX ,8,8'+ BX,8,8 'X 'B'

+0"1BX(X'V-IXf +0"2B VB '- 2,8,8'-2BX,8,8'+ ,8P'

'=0"1 (X'V-1Xt +20"1BX(X'V-1xt +BX,8,8'X'B'+0"1BVB'

como BX = O,lo cual a su vez implica que (BX)' '= X 'B' '= O, se llega a

=0"1(X'V-1Xf +0"2BVB'

'= 0"2 ((X'V-1xf +BVB ')

,------------------,
por lotanto Var- Cov(p) = 0"1 ((X' V-IX f +BVB ')

por otro lado

Var-Cov(e,ñ)= t'Var -cov(p)e

=e'0"1((X'V-lxt +BVB')e

=e'0"1 (X'V-1Xf (+e'BVB' (0"1

=E'Var-cov(,ñ)e + rB VB' e0"2

=Var- Cov( f.',ñ)+ e'B VB' e0"1
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El resultado es que BV B' = BT I T B'es, cuando menos una matriz semidefinida positiva, por lo

anterior e'BVB I e0"2 ¿ o,continuando, sise define r = TB 'e, se tiene que

fI' B VB 'e= e' 't =L (2

debe ser estrictamente mayor que cero para una e*o a menos que B = O, por todo lo anterior

elestimador de mínimos cuadrados generalizados es elmejor estimador lineal insesgado.

3.2.4.1. Estimadores máximo verosímiles

Si, además, se asume que bajo el supuesto del modelo s - N( O, 0"2V), lo que implica que

y - N( X P,0"2V) , se debe calcular el estimador máximo verosimil [12], y ver que es el mejor

estimador insesgado.

Tamando lafunción dedensidad deprobabilidad de Y

Alrealizar laestimación máximo verosimil

Inf(p,0"2,y) =- 2~2 (y - X P)'v- I (y -Xp)-%ln(2J' )-n In O"-lnlvl~

Inf(p,0"2 ,y) = -~(Y'- P'X')(V-1Y -V-'Xp)-~ln(27l')-nlno"-lnlVI~
20" 2

Inf(p,0"2,y)= - 2~2 (Y'V-1Y - P'X'V-1y -y'V-1XP+ P'X'V-1Xp)

n 1

-2'ln(27l') - n In O"-lnlVlz

Inf(p,0"2,y)=-~(Y'V-ly -2P'X'V-'Y + P'X'V-1Xp)
20"

Inf(p,0"2, y) =- 2~2 (Y'V-1Y - 2(3'X'V-'Y + (3' X'V-1XP)-%ln(27l' )-n In O"-lnlvl~

8Inf(p,0"2,y) 1 ( )
--'------'--=-- -2X'V-1y+2X'V-'XPap 20"2
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= - ~2 (-X'V-Iy +X'V-IXp)

=(-X'V-Iy +X'V-IXp)

X'V-IXP = X'V-Iy

Estimador máximo verosímil

Ahora para calcular elestimador máximo verosimilitud de lavarianza.

a

O"
J

no" =(Y'V-Iy -2p'X'V-'Y+ X'V-IX p 2
)

o"

2 (Y'V-Iy -2P'X'V-'Y + p'X'V-IXp) n
Inf(P,O" ,y)= J

O"

n (Y'V-Iy -2p'X'V- ly +X'V-IXp 2
)

O"J

Estimador máximo verosímil
n

Dado que todo estimador máximo verosímil es suficiente entonces PWCG Y0-2son suficientes.

Enseguida se analiza lapropiedad deinsesgamiento de a-MCG'

Insesgamiento de a-MCG :

[ _ 2] = [~(y -_xP-=--)'V--:--
I
(y_-X---,-P)]

E O"MCG E - -
n

=~E[(y -xp)'V-1 (y -xp)J

=~E[(Y'V- I- P' X'V- I)(Y-Xp) ]

=~E[Y'V-'Y - P'X'V-Iy - Y'V-1XP + p'x'V-IXpJ

=~E[ Y'V-Iy -2P'X'V- ly + P'X'V-IxpJ
n

=~(E[Y'V-ly -2P'X'V-1y+ irxv:»pJ)
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por lo tanto

=~( E[Y'V-'Y -2!J'X'V-'Y + /J'X'V-1X /JJ)

=;;[E[YT'Y -2jJ'X'V'Y+jJ'XT'X(~'V'Xr'XT'Y]]

=~(E[Y'V-'Y -2/J'X'V-'Y + /J'X'V-1Y J)

=~( E[Y'V-'Y - /J'X'V-1yJ)

=;;[+V'Y-Y'V' X(X'V'~r'X'V: y]]

=~E(Y'V-'Y -HY'V-'Y)
n

=~E(Y'V-'Y(I -H))
n

=~E(y2(I-H))
n

=~tr(()2(I-H))
n

= ~()2 (tr(I - H))
n

1=_()2 (tr(I)-tr(H))
n

="!"()2(n_p)
n

como seexhibe E [ a- 2
] *- ()2 , entonces, a-2 noes un estimador insesgado de ()2 .

Se puede decir que
n-p

sies un estimador insesgado de ()2 .
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3.2.5. Intervalo de confianza para Pi

Se tiene que al igual que en la sección 1.2.5. se construirá bajo el mismo método el intervalo de

confianza para Pi' recordando que hay que considerar ladistribución deelestimador del parámetro,

del cual ya se obtuvieron sumedia y varianza por lo tanto se escribe que:

siademás e, - N( O, 0'2Vii ) entonces AfCG - N(p,,0'2v,i) deahí que al estandarizar la

variable PCI,/CG queda losiguiente, P~, - N(O,l), retomando que O' es desconocida se
O' V;i

tomará una variable Ji-cuadrada y con ellas dos poder construir una cantidad que se distribuya t,

esto queda como:

y serealizan lasoperaciones correspondientes

1 PiMCG - Pi
O' IV

VVii -[l) ntY (n-p)

O' (n-p)

PiMCG - fJ, _ t

~
2 (n-p)

IV na
'l/Y ii ( )n-p

PiMCG - 13, _ t
o/ j;ii (n-p)

'1/ Y"

para llegar a lasiguiente distribución t

P~fCG - fJ, _ t
cT o/ (n-p)

'1/ y ii
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por lo tanto se tiene p[-a < Pi~CG - fJi < aJ = 1-a
(JJV:

obteniendo el intervalo deconfianza al (1- a)x 100% para fJ es:

(PiMCG - aa-JV: < fJi < PiMCCi + aa-JV:

recordando que a es elcuantil 1-~ y a - t~(n~p)'

3.2.5.1. Intervalo de confianza para combinaciones lineales

de lasfJ

Se pueden tener distintas combinaciones delas fJi a las cuales se les puede obtener un intervalo

deconfianza.

e' fJ =eofJo +eJjl + +eP~lfJP~'

e'PMCG= eopo +e,p, + +ep_IPp~1

se considera:

Var( e'PMCG) =R.'Var(PMCG)e

Var( e' PMCG )= (J2e'(X'V~IXr' e

e' PMCG - N( e' fJ, (J2f.'( X' v~'x( e)
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Se procede alaestandarización del parámetro correspondiente obteniéndose:

f' /JlfU; - e' ¡J

Ja 2
(' ( x'v-'xf e

deigual forma se pretende obtener una distribución t ,esto es --¡=~======= - t

(
') ( ') (n-p)! - X1!_'V-

1

y_~_.~~
a2 (n - p)

/JiMCG - ¡Ji

Ja2e'( X'v-'xt e
--¡=======~==~==== - t(n_p)

Y'V-'y -Y'V-1x(x'v-'xt X'V-Iy
a' (n - p)

se obtiene finalmente

De ahí que se tenga

(
e'R e'¡J ]P -a( f/MCG - (a = 1- a

a-Jf'(X'V-1xt e

Intervalo para f' /JMCG al (1 - a)x 100%

donde a es elcuantil 1- ~ Y a - t~(n_p)'
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3.2.6. Identidad de los errores para mínimos cuadrados generalizados

Para mínimos cuadrados ordinarios setiene la identidad siguiente:

esta esuna ídentidad básica.

Donde:

¿ (y - rf= Suma decuadrados del error del modelo reducido SCE MR

¿ (y - yr= Suma decuadrados del error del modelo completo SCE Me

¿ (y - yf = Suma decuadrados del error bajo laHipótesis nula SCE H"

En términos demínimos cuadrados generalizados setiene

=(Y -XPMCG)'V-1(y -XPMCG)

=(Y'- P'MCG x') V-
1 (Y - XPMCG)
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= Y'V-1y - 2/J'MCG X'V-1y + /J',\fCG X'V-IX /JMU;

= Y'V-1y -2/J'MCG X'V-1y + /J'MCG ~'V-'X(X' V-1X(, X'V-1y

= Y'V-Iy -2/J'MCG X'V-Iy + /J'MU; X'V-'y

= Y'V-Iy - /J'MCG X'V-1y

=y'V-'y -y'V-IX(X'V-'X( X'V-'y

el caso demínimos cuadrados generalizados, deloanterior se tiene lasiguiente igualdad.

considerando que si siempre se cumple, entonces

dedonde seobtendría el resto delos términos expresados así

los cuales se verán más adelante, estos son elementos fundamentales de la tabla de análisis de

varianza.
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3.2.7. Prueba de Hipótesis

Se desea realizar lasiguiente prueba dehipótesis [8]:

Ro : f3 = O vs. !f: f3 +:-O

Se tiene P\fCG - N(p,0-2 (X'V-1xt)

que alconvertirla en una N(0,1) se obtiene PAleG - f3 - N(0,1)
~0-2(X'V-lxr

(AcG -f3r
al elevar al cuadrado todo _ %(2 )

0-2(X'V-1xt n-p

considerando

(.Buce - f3r
0-

2
( X'V-1Xt

Y'V-1Y-Y'V-1X(X'V-1xt X'V-1y

(n- p)0-2
(n- p)

(PMCG-f3f
0-

2 (X'V-1Xt

Y'V-1y -Y'V-1X(X'V-1Xt X'V-1y

0-
2

ahora -------'----..!.....----

(PMCG - f3f
(X'V-1xt

------"----!..----- - F
Y'V-1y -Y'V-1X(X'V-1xt X'V-1y (p.n-p)

(n - p)

que al manejarla bajo Ro resulta losiguiente

.BUCGP 'MCG
(X'V-1xt

Y'V-1y -Y'V-1X(X'V-1xt X'V-1y

(n- p)
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sustituyendo P'MCG Y PMCG por sus identidades correspondientes se obtiene

P,\ICGP 'MU;

(X'v-'xt

Y'V-1y - Y'V-JX(X'V-1Xr' X'V-1y

(11- p)

(X'V-'xt X'V-'Y((X'V-Ixt X'V-Iy),

------------(x"·-I·\Ti----~---
Y'V-Iy -y,V-lx(.r'V-lxr' X'V-Iy
~ ---------(11 - p)

(X'V-1X)(x'v-'xt X'V-1Y(( X'V-Ixt X'V-Iy),

Y'V-1y -Y'V-1X(X'V-1xt X'V-Iy

(11- p)

P'MCG(X'V-Iy)

Y'V-Iy - P"leG (X'V-'Y)

(11- p)

Y'V-Iy - Y'V-IX( X'V-Ixt X'V-Iy

(11- p)

Se maneja como regla de decisión lasiguiente desigualdad que decumplirse sedebe rechazar Ha:

F> FI-a
(I,n-2) •

Concluyendo eldesarrollo anterior en lasiguiente tabla

Análisis devarianza para mínimos cuadrados generalizados [11].

Grados Suma de Cuadrado

FFuente de cuadrados medio

libertad

Regresión
p

,B'MCG(X'V-Iy)Y'V-'X(X'V-IXr' X'V-Iy
bajoH" Y'V-IX(X'V-IX( X'V-Iy Y'V-Iy - ,B'MCG (X'V-Iy)

p
(n- p)

Modelo

Completo n-p
Y'V-'y -y'V-IX(XT'X( X'V-Iy I Y'V-'y -Y'V-IX(X'V-'Xr' X'V-Iy

n-p
Modelo

Reducido n Y'V-Iy
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3.2.8. Coeficiente de determinación

Elcoeficiente dedeterminación múltiple o medida del grado deajuste del modelo en estudio [6], ,.2,

no aporta muchas ventajas en modelo demínimos cuadrados generalizados, ya que ,.2 calculado

al utilizar un programa estadístico mide el grado de ajuste del modelo que utiliza los datos

transformados. Por loque se sugiere utilizar:

2 Y'V-1X(X'V-'X( X'V-1y
,. =

Y'V-1y

como medida debondad deajuste del modelo sin transformar. Sin embargo, no hay garantía deque

,.2 se ubique en el intervalo [0,1], Por eso es que no es una medida tan útil para comparar

modelos.

3.2.9. Coeficiente de correlación r

Se sabe ya que esun valor relacionado con el ,.2. Se dice que r es elgrado deasociación entre

y y X ,entonces r

Se examinará un modelo geométrico, gracias alcual se puede presentar deuna manera directa la

teoria general, para el tipo de modelo que aquí se trata, la intuición geométrica aporta, a menudo,

una gran ayuda.
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3.2.10. Devianza

Se tiene un procedimiento para muestras grandes el cual conduce a una medida de variación del

grado deajuste que esllamada devianza.

Dadas n observaciones se puede ajustar el modelo el cual tiene n parámetros, éste se forma de

todas las variaciones en las y¡, para elcomponente sistemático sin ningún componente aleatorio.

Es conveniente expresar laecuación en términos del valor medio Y, que elparámetro canónico ().

Sea ¡(Y, rjJ; Y) el logaritmo de máximo verosimilitud sobre fJ para un valor ajustado devalores de

los parámetros de dispersión rjJ.

La discrepancia deunajuste es proporcional a dos veces ladiferencia entre el máximo alcanzado

por el logaritmo de verosimilitud y por elmodelo en estudio. Si se denota e= B(f) y 0= e(r)

el estimado de el parámetro canónico bajo el modelo, la discrepancia, asumiendo Q¡ (rjJ) = s: ,
W¡

puede ser escrito como:

¿2w¡(y¡(O¡-O¡)-b(O¡)+b(O¡)) _ D(Y;Y)
rjJ rjJ

D(Y;Y) es llamada devianza para el modelo que se esté manejando yésta es una función de

los datos solamente.

( ') D(r;Y)
D' y r =---'--'-, rjJ

dispersión.

así que el escalar devianza se expresa como un múltiplo del parámetro de
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Las formas de devianza según su tipo de distribución son las siguientes:

Normal ¿(y-rf

Poisson
2¿(Ylag(f)-(y -r))

Binomial
2L[Y10g(f)+ (m - Y)log [¡:=;¡]]

Gamma [ [') (y-y)]2¿ -lag y +-y

Para ladistribución normal ladevianza es sólo lasuma de residuales al cuadrado.

Recordando que se tiene otra medida de discrepancia que es el coeficiente de correlación de

Pearson y ladevianza que tiene una distribución z'. para la teoría Normal en modelos lineales

(considerando que elmodelo es elverdadero) [10].

La devianza tiene una ventaja general sobre el coeficiente de correlación de Pearson, ya que la

primera es aditiva para elconjunto demodelos si elestimador máximo verosimilitud esusado.

Para elcaso delafunción Normal se tendría:

rD, = JY,s¡gno (1'; - ~)
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3.3. Geometría de mínimos cuadrados Generalizados

Se considera a L como una combinación lineal, donde la media de r. está contenida en S de

(y - }~) (Siendo conocido por ser lamatriz decovarianzas ).

Se presenta una proyección del espacio n dimensional sobre lacombinación lineal L, esdecir por

una transformación lineal que deja invariables a los vectores de L .

L

Estas proyecciones conducen, a estimaciones centradas. E(Y) es igual a E(r), la cual por

proyección es justamente igual a Y. Inversamente, para que un estimador lineal tenga una

esperanza matemática igual a la esperanza Y de r. sea cual fuere i en L, es preciso que

E(y) sea idéntico a f para todo f en L .

La ausencia desesgo en laestimación de r implica una cierta justificación de los estimadores por

proyección, el elipsoide indicador de E(Y) dauna imagen deladispersión de los errores E(Y)-

f.

Se observa que elelipsoide indicador deuna proyección de Y sobre L, coincide con laimagen de

F en esta proyección, este elipsoide contiene, necesariamente, la intersección de F y L.

Se reduce a esta intersección cuando la proyección de la imagen O(el origen) con la variedad

lineal K, conjugada principal de L con relación a F .
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Si se considerara que esto no pasa y que existe un vector 5 de F cuya proyección sobre L

paralelamente a K, no pertenece a la intersección de E y de L. Sea u un vector que hace

máximo u I E (5) con la condición de u'Vu <:::: 1. Dado que E (5) no pertenece a F I se tendrá

lu'E(&)j:::: l.

L

Las derivadas de u' E (&) - ku' Vu respecto a las componentes de u, deben ser nulas.

De loque resulta que E (5) = 2kVu . Sea ahora un vector 5' = e - E (c). Elvector e pertenece

a F formando parte del soporte (y - y) ;lomismo pasa con 5' puesto que L toma parte deeste

soporte. Con loconsiderado &' tiene una imagen reducida de vector nulo, está contenido en K, Y

por consiguiente, es conjugado de E(&). Sea entonces un vector u· tal que 5' = Vu·. La

conjugación entre &' YE(c) implica que 2ku'V = O, Yademás u'c' = O.

Se tiene:

lu'c" = lu'E(c)+u'c'¡ = IU'E(c)1 > 1

loque contradice lahipótesis según lacual c pertenecería F ya que u'Vu <:::: 1.

Por tanto, en una proyección del espacio n dimensional sobre L , paralelamente a

K, el elipsoide indicador de E(Y) sereduce a la intersección de L con elelipsoide indicador de

r.
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Si la matriz deconvarianzas V tiene inversa, el estimador por proyección Y' = E(y) que aplica

sobre el origen la combinación lineal K, conjugada principal de L, es el que hace minima la

expresión (y - Y' )' V- I (y - y' ) , siendo forzosamente el vector y' por parte de L.

Sea ro un vector cualquiera de L; Yo - y' y y ~ y' son conjugadas. Al sustituir se tiene

(Yo - Y')'V-¡ (y - Y') = O, deahi que:

La matriz v- I se define positiva, como lamatriz V, así que

Esto se deja ver cómo el estimador es único cuando V tiene una inversa. Si el soporte de y-y'

no es el espacio m dimensional entero, sino una combinación lineal p dimensional, se deberá

efectuar una transformación lineal del espacio de n dimensional en el espacio p dimensional, de

tal manera que laimagen del soporte de y-y' sea elespacio p dimensional entero.

Cuando V es lamatriz unidad, laexpresión minimizada por y' se escribe ¿ (y - y'r'por lo

tanto y' hace mínima lasuma delos cuadrados delas desviaciones entre las componentes de Y

y las componentes de y' de la media estimada. De ahí el nombre de "mínímos cuadrados

generalizados" dada laestimación aqui considerada.

Loanterior sugiere que un modelo lineal general debe ser mejor que el análisis estándar, usando

transformaciones cuando un problema queda con varianza constante después de hacer la

transfonmación.
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Aplicación

4.1. Introducción

En este capitulo se da un ejemplo de regresión lineal simple, un modelo con sólo una variable

independiente x y la variable dependiente y, con la finalidad de revisar la relación entre estas

variables Que por el tipo de regresión se espera Que corresponda a un ajuste lineal. El modelo a

estimar será:

Se da también un ejemplo en el caso del modelo de regresión donde interviene más de una

variable independiente, es decir, elmodelo deregresión múltiple

Los modelos deregresión lineal proporcionan gran información, para determinar los coeficientes de

las variables, pero son insuficientes cuando se tiene un modelo nolineal.

Los ejemplos se desarrollaron con elprograma decomputo STATISTICA (versión 6.).

Se utilizó una muestra detamaño 100, con las siguientes variables: Peso setoma como lavariable

dependiente y, estatura (XI)' edad (x2 ) , porcentaje de salud en 5 años (xJ ) , donde XI' Xl' XJ

son variables independientes.

La finalidad deeste último capítulo es dar un ejemplo delo visto en laparte teórica delos capítulos

anteriores deeste trabajo.
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4.2. Análisis Simple.

Se presenta la regresión con mínimos cuadrados lineales ordinarios, en elcaso donde sólo setiene

una variable independiente, es decir Yi = Po + p¡x¡ +G¡ para este caso Yi representa el peso y

Xi es laestatura.

Media y Dev. Est.

Media Dev. Est. N
Variable
Estatura 1.67890 I 0.035729 I 100
Peso 70.60000 I 9.316001 I 100

La tabla anterior tiene las medias correspondientes a lavariable estatura e indica que en lamayoría

delos datos secolocan alrededor de1.67.

La tabla muestra lamatriz decorreralciones.

Correlación

Estatura Peso
Variable

Estatura 1.000000 10.422612
Peso 0.422612 11.000000

Gráficamente se puede observar que la relación entre las variables es positiva, la tendencia de

cada una delasvariables ysu pendiente exhiben lomencionado.

Correlación

Eslal xt

_.••111••
. .

Peso y.. .. . : . .

_.•11•••.~•• I • •• l· •. . .':: .
••••• I. .:

rAI,,,,inn nn<:itiv::l
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Tabla deresumen delaregresión

R= .42261198 R2= .17860088 R' Ajustada= .17021926
F(l ,98)=21.309 p<.00001 Error es!. estimado: 8.4862

Beta Err. Est. B Err. Est. t(98) p-Ievel
N=100 de Beta de B
Intertersección 1 I -114.402140.086301 -28538910.005270
Estatura 0.422612100915511 11019212387117\ 46161310.000012

De este cuadro seobtienen los estimadores de 130 y 131' del modelo y, = 130 +13IX' + s., deahí:

y, =-114.402+110.192X,1

esto es que por cada unidad que cambie x, se tendrá que y¡ cambia o aumenta en 110.192

unidades.

Se obtuvo entonces:

I R = .42261198

que significa que tan relacionadas están las variables depeso yestatura, las cuales se correlacionan

positivamente, es decir que al tener una mayor estatura se tiene mayor peso, y al tener menos

estatura setiene un menor peso. Salvo sus excepciones que se presentan en la realidad.

Por otro lado se tiene:

R2 = .17860088 I

que indica el nivel de explicación del modelo, significando que aproximadamente el 20% de la

variación del peso está explicado por laestatura.
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Acontinuación se da la tabla del análisis devarianza.

Análisis de Varianza

Suma de gl Cuadrados F p-Ievel
Fuente de Variación Cuadrados Medios
Regresares 1534539 1 1534.539 21.30863 0.000012
Residuales 7057.461 98 72.015
Total 8592.000

Esta tabla sirve para realizar laprueba dehipótesis

Se tiene que F* 11.98) = 21.309, F95 (1.98) = 3.94 Ycomo la regla de decisión es rechazar H¿ si

F* (1.98» F95 (1.98)' por lo tanto:

F* (1.98) = 21.309 > F95 (1.98) = 3.94 de ahí que se rechaza Ho, entonces se puede decir que

Ahora para revisar sisetiene problemas deautocorrelación se utiliza la prueba Durbin-Watson:

H¿ :no hay autocorrelación

Regla dedecisión, no rechace u, si d > d
u

.

vs H 1 : hay autocorrelación

Durbin-Watson d
Y correlación serial de re

Durbin- Corro Serial
Watson d

Estimado 1692621\ 0.142572

Consultando la tabla correspondiente a Durbin-Watson se tiene para el limite inferior du = 1.69 , al

comparar d = 1.692621 > 1.69 = du por lo tanto no se rechaza Ho' de ahí que se afirma no

tener autocorrelación.
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Análisis denormalidad.

En esta gráfica seanaliza elcomportamiento delos residuales, esdecir seobserva si cumplen

tener una distribución normal.

Distribución de residuate
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En la gráfica anterior se tiene normalidad, ya que casi se completa la campana de la distribución

normal.

La siguiente gráfica esotra manera de analizar la normalidad delos residuales, si se ajustan los

puntos a lalínea recta, sedice que se tiene normalidad.

Probabiüdad Normal de Residuales
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Análisis dela Varianza.

Residuales vs. Estatura
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En la grafica anterior deresiduales-estatura se tiene varianza constante ya que

los puntos tienen una tendencia constante.

En la siguiente gráfica se tiene que los puntos al centro se distribuyen de manera constante, por lo
tanto en general sepuede decir que sepresenta varianza constante.

Predecidos VS. ResiduaJe,

Variable Dependiente: Pes
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En la siguiente gráfica la mayoría delos puntos seconcentran dentro de un rectángulo, por loque

se puede decir que lavarianza esconstante.

Valores Observados vs.Residuales
Variable Dependiente. Peso
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Ahora bien, considerando un a = 0.05 seobtiene el intervalo al 95% deconfianza correspondiente

a /30:

(-193.9518967,-34.8520026)

donde sepuede exhibir que /30 no pasa por elorigen.

De igual forma el intervalo del 95% deconfianza para /3, es:

(62.82079343,157.563922)

Los datos presentan tres outliers los cuales son:

Residualesestandarizados.Peso
Oulliers

Residuales Estandarizados Valores Valores
Casos -5. -4. -3. +2. 3. 4. 5. Observados Predecidos

3 · 90.00000 69.61929
24 · 85.00000 67.41544
25 · 93.00000 74.02699

Mínimo . 85.00000 67.41544
Máximo · 93.00000 74.02699
Media · 89.33334 70.35390
Mediana · 90.00000 69.61929

Los tres outliers resultaron noinfluyentes en elmodelo.
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Para analizar el supuesto deindependencia se revisa lasiguiente tabla yse puede observar que no

se presenta ninguna tendencia periódica por lo se puede decir que los residuales cumplen con ser

independientes.

Valores Predecidos

l/alares Predecidos Valores Valores Residuales
Caso 58.6 78.4 Observados Predecidos

1

~.
63.0 71.82314 -8.8231

2 · . 70.0 68.51736 1.4826
3 * 90.0 69.61929 20.3807· .
4 · . 65.0 72.92506 -7.9251
5 84.0 67.41544 16.5846
6 · . 75.0 72.92506 20749
7 * 69.0 65.21159 3.7884
8 85.0 75.12891 9.8711
9 * no 76.23083 -3.2308

10 * 60.0 71.82314 -11.8231
11 81.0 77.33276 3.6672
12 63.0 68.51736 -5.5174
13 810 72.92506 80749
14 * 69.0 7402699 -50270
15 72.0 71.82314 0.1769
16 79.0 67.41544 11.5846
17 72.0 6300775 8.9923
18 68.0 64.10967 3.8903
19 60.0 69.61929 -9.6193
20 63.0 76.23083 -13.2308
21 * 85.0 75.12891 9.8711
22 70.0 77.33276 -7.3328
23 84.0 70.72121 13.2788
24 * · . . 85.0 67.41544 17.5846
25 .~. 93.0 74.02699 18.9730
26 · . . 90.0 77.33276 12.6672
27 86.0 69.61929 16.3807
28 * 68.0 68.51736 -0.5174
29 73.0 70.72121 2.2788
30 76.0 7402699 1.9730
31 * 71.0 76.23083 -5.2308
32 60.0 71.82314 -11.8231

33 * 53.0 69.61929 -16.6193
34 * 63.0 68.51736 -5.5174

35 * 74.0 70.72121 3.2788
36 69.0 72.92506 -3.9251
37 55.0 69.61929 -14.6193
38 67.0 67.41544 -0.4154

39 * 65.0 70.72121 -5.7212

40 71.0 72.92506 -1.9251
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4.3. Análisis Múltiple

Se consideran los siguientes datos Y (peso), XI (estatura), X2 (edad) y XJ (el porcentaje de salud

en 5 años).

Se estimará elmodelo I y = Po +PIXI +PZx2 +PJxJ + E: I
Ahora setiene un cuadro delas correlaciones entre las variables.

Correlación

Estatura Edad % de salud en 5 años Peso
Variable
Estatura 1.000000 0.0617388708 0.077852 0.422612
Edad 0.061739 1 -0.219874 0.043450
% de salud en 5 años 0.077852 -0.219873871 1.000000 0.007160
Peso 0.422612 0.043449882 0.007160 1.000000

Las variables estatura y peso se relacionan positivamente con el resto de las variables; la variable

edad se relaciona positivamente con estatura y peso, pero se relaciona negativamente con el

porcentaje de salud en 5 años y esta variable a su vez se relaciona positivamente con estatura y

peso.

Gráfica donde se muestra lacorrelación entre variables

Correlación

• Dos¡liva •

parcel¡o sal. 5 1( J
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El coeficiente de determinación R2 = 0.17940838, es decir, se explica un 17.94% de la

variabilidad.

La regresión da:

Resumen de la Regresión
R= .42356626 R2= .17940838 R' Ajustada= .15376489
F(3,96)=6.9963 p<.00026 Error Es!. de estim.: 8.5699

Seta Error Est S Error Es!. t(96) p-Ievel
N=100 de Seta de S
Intersección -114.070 40.50194 -2.81640 0.005895
Estatura 0.423660 0.093042 110.466 24.25995 4.55341 0.000015
Edad 0012206 0.095087 0007 0.05545 0.12837 0.898128
% de salud en 5 años -0023139 0.095194 -0.018 0.07479 -024307 0.808469

De ahi setiene que larecta deregresión estimada es:

y = -1 14.070+110.466x[+0.007x2 +0.07479x3

De esta tabla se analiza también r = .42356626 que al igual que en el análisis simple es un

coeficiente de correlación positivo, entonces las variables tienen una relación directamente

proporcional

Análisis deVarianza

Suma de gl Cuadrados F p-Ievel
Effect Cuadrados Medios
Regresares. 1541.477 3 513.8256 6.996255 0.000263
Residuales 7050.523 96 73.4429
Total 8592.000

Se tiene la siguiente prueba de hipótesis para los coeficientes de la regresión pero no para el

coeficiente /30' entonces seplantea.

[

/31«= /32 de ahí que setenga: Ho :tt = O vs H¡: tt 70 O

/33

donde setiene que F* = 6.996 > 2.70 = F(~~96)

Se rechaza H o ' por lo tanto /3; 70 Ocon i =1,2,3.
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Análisis denormalidad

Distribución de Residuales

- Normal Esperada
28

26

24

22

20

18

'" 16oC
o

'" 14-o
o 12Z

10

8

6

4

2

O
-20 -15 -10 -5 10 15 20 25

Como se veen lagráfica, se tiene normalidad ya que casi se cubre elárea delacampana.

Por otro lado lasiguiente gráfica nocambia mucho con respecto a lagráfica anterior, aclarando que

nose tiene problemas denormalidad.
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En elcaso delos valores observados del peso se cumple lanormalidad.

Distribución de Valores Observados

Variable Dependiente: Peso
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Análisis delavarianza.

Residuales VS. Estatura
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Se siguen teniendo varianza constante, ya que se pueden concentrar los puntos dentro de un

rectángulo.
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En la siguiente gráfica, se tiene varianza constante ya que la mayoria de los puntos se pueden

encerrar en un rectángulo.

Residuales vs. Edad
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En lagráfica deporcentaje desalud se observa igual que lavariable anterior esta es constante en

su varianza con respecto a los residuales.

Residuales VS. porcentaje de salud en 5 años
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Aquí se observa que sepuede considerar lapresencia de varianza constante ya que a excepción

de tres puntos lamayoría deestos pueden concentrarse dentro del rectángulo.

Valores Observados vs. Residuales
Variable Dependiente Peso
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Prueba Durbin-Watson

H¿ :no hayautocorrelación vs. H¡: hay autocorrelación

Durbin-Watson d
Y correlación serial

Durbin- CorroSerial
Wa1son d

Estimado 1.6987961 0.139444

Elestadístico Durbin-Watson es de1.69 y revisando los valores de la tabla se tiene.

di = 1.61 < 1.69 < 1.74 = du
- Durbin Wat.wn

por lo tanto nose puede concluir , es decir no se sabe que pasa con la autocorrelación bajo la

prueba.
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En lasiguiente gráfica se puede observar que no existe ninguna tendencia en su comportamiento

por lo se puede decir que se tiene independencia en los residuales,

Valores Predecid os

Va:"'ores Predecidos Valores Valores Residuales
Caso 58.9 78.1 Observados Predecid os

1

.~
63.00000 7177258 -8.7726

2 7000000 68,93508 1,0649
3 90.00000 69.45036 20.5496
4 65,00000 7259001 -7.5900
5 .~. 84.00000 67.25159 16.7484
6 . . 75,00000 73.26394 17361
7 .= · . . 6900000 65.41362 3.5864
8 < 85.00000 75.28082 9.7192· .
9 · . * . 7300000 7608338 -30834

10 . . 60,00000 7172530 -11.7253
11 · . 8100000 77.53825 3.4617
12 * 6300000 68.66606 -5.6661
13 8100000 73.04372 7.9563
14 * 69.00000 7375290 -4.7529
15 * 72.00000 72.08219 -0.0822
16 79.00000 67.52445 11.4756
17 72,00000 6292838 90716
18 6800000 63.95266 4,0473
19 60.00000 69.73476 -9,7348
20 63,00000 7650027 -13.5003
21 * 85.00000 74,98499 100150
22 * 70.00000 7785282 -7,8528
23 84.00000 71,13585 12,8642
24 . 85,00000 67.19296 17.8070
25 93.00000 73.70710 19.2929
26 90.00000 77.73994 12.2601
27 . 86.00000 69.74758 16.2524
28 . 68.00000 68.86099 -0.8610
29 73.00000 70.66274 23373
30 7600000 74.36455 1.6355
31 * 71,00000 75.79615 -4.7961
32 60.00000 71.66743 -11.6674
33 * 53.00000 69.27425 -16.2742
34 * 63.00000 68.43726 -5.4373
35 74.00000 70,74373 3,2563
36 69.00000 72.92010 -3.9201
37 * 55.00000 70,06325 -15.0633
38 6700000 66,95863 0,0414
39 65.00000 7118496 -6.1850
40 * 7100000 72.84373 -1.8437
41 * 6900000 74,72934 -5.7293
42 . 66.00000 72.63900 -6.6390
43 .~ 64.00000 68,70783 -4.7078
44 5900000 6609303 -7.0930
45 - . * . 6500000 69.37810 -4,3781
46 73.00000 71.84779 1,1522
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4.4. Análisis de regresión no lineal, ejemplo 1.

Se mencionó en la teoria que el método mínímos cuadrados lineales ya no es apropiado aquí,

entonces se utiliza elmétodo de linealización (Gauss-Newton).

Los datos para larealización deesta regresión son los mismos del caso anterior.

Elmodelo está dado por

Gráfica de lacorrelación de las variables del modelo es:

Correlación
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Se puede observar una relación positiva en la mayoría de las variables, los puntos siguen la

tendencia desu pendiente.
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En este método las características sepresentan delasiguiente forma:

Función Pérdida: Minimos Cuadrados

La función anterior es suma de residuales ajustados y en el cuadro se muestran estos valores

donde se va reduciendo los residuales en cada iteración que se realiza, así como los

correspondientes valores estimados delos coeficientes delaregresión.

Proporción de conteo de varianza: 0.99942356, este valor es equivalente al coeficiente de

determinación R2.

El porcentaje deexplicación del modelo es 99.94% que esmuy alto a comparación del porcentaje

obtenido enelejercicio demínimos cuadrados lineales.

Elcoeficiente decorrelación esR=.99971174, expresa una relación positiva entre las variables.

Para este método senecesita un valor inicial para cada beta el cual setoma como 0.100000 para

todas las betas, obteniéndose la tabla siguiente:

Modelo: v1=lntersección+beta1"v2+beta2"v3+beta3"v4+beta4"v5+beta5"
Varo Dep.: Peso
Nivel de Confianza: 95.0% ( alfa=0.050)

Estimado Error t-valor p-Ievel Límite Límite
Est. al = 93 Inferior Suoerior

Intersección 66.1637 3.628509 18.2344 0.000000 58.9582 73.3692
beta1 -39.2558 2.202460 -17.8236 0.000000 -43.6294 -34.8821
beta2 0.0672 0.078833 0.8527 0.396004 -0.0893 0.2238
beta3 -0.0052 0.006198 -0.8336 0.406658 -0.0175 0.0071
beta4 0.5948 0.001647 361.1076 0.000000 0.5915 0.5980
beta5 -0.0431 0.046959 -0.9180 0.361001 -0.1364 0.0501
beta6 0.0001 0.000125 0.9201 0.359892 -0.0001 0.0004

Así elmodelo estimado es:
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La tabla que se presenta abajo muestra el total de iteraciones realizadas y los valores que toman

los coeficientes encada una delas iteraciones,

Modelo: v1=Intersección+beta 1*v2+beta2*v3+beta3*v4+beta4*v5+beta5*v6+beta6*v7
ves. Dep.: Peso

Función Intersección beta1 beta2 beta3 beta4 beta5 beta6
Pérdida

1 2450.189 0.10000 0.1000 0.100000 0.100000 0.100000 0.100000 0.100000
2 2.225 66.14363 -39.2445 0.067740 -0.005150 0.594768 -0,043408 0.000115
3 2.225 66.16368 -39.2558 0.067223 -0,005166 0.594767 -0.043107 0.000115

Como seve la primera iteración se maneja con los valores iniciales yamencionados, el primer valor

para la función pérdida (la suma de residuales ajustados) es muy grande, pero se van reduciendo

en cada iteración, en este caso se realizaron tres iteraciones, pero se pueden presentar más,

dependiendo delnúmero necesario para alcanzar la linealización del modelo en estudio.

Análisis mediante la tabla Anova.

Modelo: v1=Interseccíón+beta1*v2+beta2*v3+beta3*v4+beta4*v5+beta~
Var. Dep.: Peso

1 2 3 4 5
Fuente de Variación Sum de Cuadrados al Cuad. Med. F-valor o-valor
Regresión 507023.0 7.0000 72431.86 1360087 0.00

Residuales 5.0 93.0000 0.05
Total 507028.0 100.0000
Total Corregido 8592.0 99.0000
Regresión vs.Total Corregido 507023.0 7.0000 72431.86 835 0.00

Allinealizar el modelo se puede proceder como en el caso de mínimos cuadrados lineales, por lo

que serealiza la prueba F, sin considerar en ella a la intersección.

Prueba dehipótesis n, :It =O vs H,: It +OO

Bajo la regla de decisión, rechace u, si F(793) > F95(7.93), con lo que al buscar los valores se

tiene F(7.93)= 1360087 > 2.10 = F95(7.93), entonces se rechaza tt, Ybajo este resultado, se

puede decir que fti +OO i = 1,2, ..,,7 , considerando una estimación puntual.
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Al inicio deesta regresión se mostró un cuadro que contiene los intervalos de confianza decada

coeficiente, dedonde sepuede decir que hay cuatro coeficientes elde beta2, beta3, beta5 y beta6,

pueden tomar cero como valor ya que pertenece al intervalo.

Lím.lnf. Lím. supo

bela2 -00893 0.2238

beta3 -0.0175 0.0071

betaS -0.1364 0.0501

beta6 -00001 0.004

Análisis denormalidad

Es muy notable que las barras del histograma no se ajustan a la curva normal, además que

sobrepasa una deellas alárea de normalidad estimada y seobservan barras muy pequeñas que no

alcanzan la campana.

Distribución deResiduales
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Se tienen problemas de normalidad en las regiones marcadas por una circunferencia, ya que los

puntos no seajustan a la recta, setienen ondulamientos delos puntos que están por encima dela

recta.

Probabilidad Normalde Residuales
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Análisis delavarianza.

En esta gráfica se tiene una varianza constante ya que la mayoría de los puntos se pueden

encerrar en unrectángulo, quedando unos cuantos punto fuera deeste rectángulo, los cuales se

pueden considerar discrepantes yaque quedan muy alejados del resto delos puntos.
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Se hace notar que al hacer la regresión mediante linealización, se presentó un problema en la

normalidad, se puede intentar ver que modificaciones serian necesarias aplicar al modelo para

poder mejorar esta situación siempre y cuando no se modifique el estado constante en que se

encuentra lavarianza.

La manera en que se manejó el modelo hace una diferencia, que se nota en Ry R2 que aumentaron

considerable mente.

4.5. Análisis de regresión no lineal, ejemplo 2.

Los resultados alrealizar la regresión son:

Gráfica delacorrelación

Correlación

La relación entre lamayoría delas variables es positiva salvo larelación entre Edad yel porcentaje

desalud en 5 años lacual se puede decir que es negativa.
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Resumen dela regresión

Proporción de conteo de varianza: 0.17983866 que es el coeficiente de determinación, que

representa un 17.98 %deexplicación del modelo.

El coeficiente de correlación R=0.42407389 que indica una relación positiva entre la mayoria de

sus variables.

El valor inicial es 0.100000 con el cual seinician las iteraciones para linealizarelmodelo.

La tabla de resultados de la regresión eslasiguiente:

Modelo: v1=(intersección)*(exp(beta 1*v2)-exp(beta2*v3)-exp(beta3*
Varo Dep. : Peso

Nivel de confianza: 95.0% ( alpha=0.050)

Estimado Error t-valor p-Ievel Limite Limite
Es!. 01- 96 Inferior Suoerior

intersección 4.988472 3.014 1.655043 0101182 -0.99 10.971
beta1 1.578461 0.356 4.428371 0.000025 0.87 2.286
beta2 -0.501256 1170.181 -0.000428 0.999659 -2323.29 2322.290
beta3 -0.065630 0.240 -0.273267 0.785235 -0.54 0.411

Por lo tanto elmodelo estimado es:

y=(4.988472)(exp(1.578461x¡)) - exp]-0.5ü1256x2 ) - exp[-ü.06563x))

En seguida se presenta la tabla delaAnova:

Modelo: v1=(intersección)*(exp(beta1*v2)-exp(beta2*v3)-exp(beta3*v4)
Varo Dep.: Peso

1 2 3 4 5
Fuente de Variación Suma de Cuadrados al Cuadrados Med. F-valor o-Ievel
Regresión 499981.2 4.0000 124995.3 1702.833 0.00
Residuales 7046.8 96.0000 73.4
Total 507028.0 100.0000
Total Corregido 8592.0 99.0000
Reoresión vs.Total Correoido 499981.2 4.0000 124995.3 1440.239 0.00

Ya obtenido elmodelo seaplica laprueba F como en minimos cuadrados lineales, recordando que

laprueba deja fuera de ella a la intersección.

123



Prueba dehipótesis:

n, :1[ = O vs. H]: 1[ += O

Su regla dedecisión esrechazar Ho si F*{4,9\i) > F·95(4,96)

F(4,96)= 1702.833 > 2.46 = F95(4.96), entonces serechaza n, Ybajo este resultado, sepuede

decir que {Ji += O i = 1,2,...,7 , considerando una estimación puntual.

La siguiente tabla se conoce como historia de iteraciones ya que muestra el total de iteraciones

realizadas y los valores que van tomando los coeficientes en cada una deellas, entotal se realizaron

87aunque aquí solo seexhiben 28por eltamaño de la tabla.

Modelo: v1=(intersección)'(exp(beta1'v2)-exp(beta
Varo Oep.: Peso

Función intersecciór beta! beta2 beta3
Pérdida

1 2172.67 0.10000 0.10000 0.10000 0.10000
2 1796.85 009950 3.62241 0.09990 009993
3 1757.53 0.09866 3.64053 0.09970 0.09979
4 1683.77 0.09706 3.67494 0.09932 0.09953
5 1553.06 0.09415 3.73727 0.09864 0.09904
6 1343.05 0.08929 3.64104 0.09750 0.09821
7 1053.90 0.08221 3.99125 0.09584 0.09694
8 737.08' 0.07363 4.16632 0.09378 0.09527
9 484.941 0.06423 4.31771 0.09164 0.09337
10 329.3& 0.05281 4.42770 0.08957 0.09142
11 234.47 0.04051 4.53619 0.08758 0.08958
12 180.821 003086 4.65970 0.08573 0.08797
13 151.41, 0.02488 4.77439 0.08393 0.08647
14 136.91 0.02044 4.87662 0.08200 0.08496
15 129.4Ül 0.01728 4.96614 0.07980 0.08336
16 125.48' 0.01535 5.03106 0.07715 0.08155
17 123.17 0.01490 5.04668 0.07375 0.07928
18 12093· 0.01673 4.97174 0.06915 0.07607
19 119.46: 0.01901 4.89525 0.06647 0.07404

20 118.41. 0.02395 4.74684 0.06187 0.07039
21 115.54: 0.02936 4.62994 0.05801 0.06723
22 11322; 0.03488 4.53138 0.05466 006444
23 113.071 0.04546 4.36041 0.04900 0.05979
24 108851 0.05049 4.31699 0.04664 0.05785
25 107.61' 0.06002 4.20743 0.04252 0.05455
26 105.89: 006863 4.13094 0.Q3905 0.05182
27 104.91 0.08422 4.00062 0.03338 0.04752
28 102.64: 0.09745 3.91966 0.02892 0.04419

Como se puede observar cada iteración va disminuyendo, la cual llega a tener un valor final de

83.945, cumpliéndose así una delas principales características de este método deIinealización.
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Análisis deNormalidad

En lagráfica deabajo se cumple con lapropiedad delanormalidad en los residuales.

Distribución de Residuales
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En lasiguiente gráfica se puede observar como lamayoría delos puntos se ajustan a la recta con lo

que se puede concluir que se tiene normalidad.
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Análisis dela varianza

En la siguiente gráfica se presenta varianza constante yaque se pueden encerrar los puntos en un

rectángulo.

En esta gráfica se tiene la presencia de varianza constante y se pueden observar ligeras

alineaciones de los puntos y esto se debe a que hay repetición de datos o los valores entre los

datos nodifieren mucho.
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Conclusiones

El trabajo expuesto tenía como objetivo explicitar el método de mínimos cuadrados en sus diversas

acepciones, con el fin detener en un compendio las particularidades del método.

Cabe decir que la variante más conocida es la de minímos cuadrados ordinarios, debido a que es

expuesta en elmodelo de regresión lineal simple, pero las restantes variantes tienen su importancia

y su aplicación tal vez en grado mayor que elordinario.

De los métodos que se mencionaron en el capítulo dos, el modelo linealización por Gauss Newton

es al que se le hizo mayor énfasis, ya que no es complicado en el momento de desarrollar las

iteraciones. El problema que presenta es que puede converger muy lentamente a una solución, es

decir nosegarantiza laconvergencia en todos los casos. Se tiene una debilidad fundamental que el

de los valores iniciales ya que la buena elección de éstos puede facilitar el procedimiento de

linealización delocontrario los resultados noserán buenos.

La finalidad de mínimos cuadrados generalizados es estabilizar a la varianza, cuando se presenta

este problema en los datos a analizar ycuando elmodelo lineal noesaplicable simplifica a menudo

elprocedimiento deencontrar los valores estimados.

Se busca en general que el modelo cumpla con las propiedades del método que se maneje

pretendiendo que sean las óptimas para hacer una buena interpretación alanalizar los datos.

No se puede sugerir que uno de los tres métodos eselmejor para obtener unbuen ajuste, debido a

que cada problema presenta diferentes necesidades, y para el modelador será el que mejor

resultados presente a ese problema.

Para hacer un buen análisis de datos y obtener un buen ajuste de estos, se debe al inicio del

problema elegir las variables más aptas, las que se consideren lógicas en tener una relación con la

variable que se considere como variable dependiente, o basarse en la experiencia y conocimiento

del modelador.
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El método a aplicar puede ser cualquiera delos vistos en este trabajo.

El modelo lineal simple/múltiple es delos más accesibles para poder trabajar ya que como es una

función lineal facilita la obtención de los valores estimados de los coeficientes de la regresión.

Presenta elproblema deser insuficiente para manejar formas no lineales.

En la parte final del trabajo se ha presentado una aplicación con el objetivo de ilustrar los métodos

vistos.
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