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Introduccion

Este trabajo es una introduccion al analisis de datos, a través de métodos de anélisis de regresion,
en los cuales se busca dar una ecuacion que exprese la relacion entre una variable dependiente y
una o varias variables independientes, se usa especificamente el método de minimos cuadrados. El
enfoque del trabajo es la obtencion de las formas basicas del método de minimos cuadrados, para
los casos fineal, no lineal y el generalizado, haciendo uso de procedimientos matematicos y
estadisticos.

En el primer capitulo se analiza el método de minimos cuadrados en las formas lineal simple y
miltiple, en ambos casos se obtienen las expresiones correspondientes a los coeficientes de
regresion,. asi como también se considera el analisis de las propiedades de cada uno de los

estimadores puntuales obtenidos y una estimacion mediante intervalos de confianza.

En el segundo capitulo se presenta fa regresion “no lineal’, se analiza e! caso cuando los minimos
cuadrados lineales ya no son aplicables para obtener las expresiones correspondientes a los
coeficientes de regresion, dando a conocer los métodos bajo los cuales si se puede dar solucion a
este problema, que son entre otros el de aplicar una transformacion, hacer una linealizacion, usar el
descenso mas pronunciado, el acuerdo de Marquard, haciendo hincapié en el método de
linealizacion (Gauss-Newton) el cual se basa en un proceso iterativo, auxiliandose de series de

Taylor y el cual resulta ser el mas usado en este trabajo.

El tercer capitulo hace una breve introduccion de los modelos lineales generalizados para poder
abordar el tema principal de esta parte del trabajo, que es el de minimos cuadrados generalizados,
donde se realiza la deduccidn de la forma general de las expresiones correspondientes a los

coeficientes de regresion.

Este método de minimos cuadrados generalizados se usa cuando se presenta principalmente
varianza inconstante para los residuales. Asi, el objetivo del método es la estabilizacion de la

varianza.



Para lograrlo se realiza una transformacion que permita obtener a la forma oI . En este capitulo
se hace mencion de un nuevo concepto, la devianza, ya que el coeficiente de determinacion no es

adecuado por diversos errores que genera.

El cuarto capitulo es una aplicacion de la teoria vista en los anteriores, haciendo uso de una
muestra de tamafio n = 100, de las variables peso, estatura, edad y el porcentaje de salud en los
(ltimos cinco afios. Los programas de computo con los que se realizan las regresiones son
“Statistica version 6" y “Excel”.

En Excel se puede realizar una regresion simple, por medio de Statistica se realiza la regresion
simple, mditiple, el método de linealizacion, para hacer la aplicacién y ver cémo son los resultados
practicos de la teoria vista.

El trabajo aqui desarrollado se puede relacionar con otras materias tales como: economia,

administracion, ciencias sociales, medicina, biologia, en fisica, quimica y ia ingenieria.

Sobre la base de una muestra estadistica se puede realizar, segun el tema de interés, diferentes
regresiones para encontrar un modelo que sea el que mejor se ajuste a la realidad del problema que
se maneje.

La intencion del trabajo es deducir las formas basicas del andlisis de regresion, procurando
desarrollar los procedimientos necesarios para poder llegar a los resultados que son conocidos, en
algunos casos se hizo todo el desarrollo matematico para generar los estimadores de los
parametros.

Por ltimo el trabajo muestra conclusiones sobre las aplicaciones, asi como material bibliografico

que puede consultarse para revisar los temas vistos.



METODO DE MiNIMOS CUADRADOS
1.1. Introduccidn al anélisis de regresion.

En muchas situaciones practicas se presenta el problema de que dado un conjunto de datos se
intenta determinar un modelo matematico que describa su comportamiento, el cual puede ser de dos
tipos: el deterministico, en éste no concibe 1a posibilidad de algun error en el valor de una variable
determinada que esté en funcion de otra, por otro lado se tiene el caso probabilistico, en el cual si se

puede admitir el termino error en la prediccion de una variable determinada.

Cuando se necesita determinar una funcion que se ajuste a un conjunto de datos disponibles se
puede hacer uso de distintos métodos los cuales pueden ser: el intuitivo, realiza el ajuste a
simple vista, tomando como referencia dos puntos los cuales estén cerca de la funcién imaginaria y
a los extremos del conjunto de puntos; el promedio por grupo, consiste en manejar los datos en dos
partes iguales y calcular el valor promedio correspondiente en cada uno de ellos, sea x la variable
independiente y y la dependiente, al determinar los valores promedio que seran las coordenadas
de lo que se llama “el punto promedio” de cada grupo de puntos en el plano cartesiano; el de
minimos cuadrados, el cual asegura ofrecer la mejor precision en el ajuste de una curva, dada [a

naturaleza de su enfogque y los principios que lo caracterizan.
1.1.1. Regresion

Uno de los objetivos en regresion es ver de que manera se relacionan las variables que se
quieran incluir en el modelo planteado, otro es ver sila variable incluida es la importante o la

indispensable para realizar el modelo que explique la realidad que se desea modelar.

Al determinar las variables que se van a utilizar en el modelo al cual se le va aplicar el analisis de
regresion para encontrar los valores de los coeficientes, basados en los datos que se estén
manejando, donde se espera que el comportamiento de los datos pueda ser descrito por una

refacion funcional lineal en los coeficientes de regresion.




1.1.2.  Anaélisis de Regresion Lineal Simple.

Aplicando el andlisis de regresion a un sistema lineal simple, esto es, que el modelo de ajuste

tenga una variable dependiente (y)} y una variable explicativa o independiente (x) donde se

ajusta una funcién a un conjunto de datos (xl DXy X3, X 500X ) , proporcionando una forma a través de

la cual se puede establecer una asociacidén entre las dos variables de interés; se tiene la llamada

curva de regresion. Esta sera una media condicional ya que " y" dependera de los valores de los

datos (x,,x,x;.%,,..,x, }, porlotanto se tiene:

Setiene E(y/x) que se lee el valor esperado de y dado x.

La curva de regresion es calculada como:

o

E(y/x) = ny(y/x)dy

—o

Donde se tiene que la funcion f(y/x) es:

f(xy)
f(x)

f(y/x) =

y respectivamente para ésta se tiene:
f(x) = [f(xy)dy

Lo que se desea es definir una relacion que pueda existir entre las variables, de ahi que

E(y/x,)=f(x) seralafuncion deseada.

Como se habla de modelos lineales se definira a 1 (x,)=B,+ B,x,; donde B,y B, son los

parametros desconocidos y los cuales son llamados los coeficientes de regresion, ademas se

considera que f(x,)=y,.



Este modelo no considera el error que seria indispensable tomar en cuenta, ya que el es propuesto
para ajustar a fa realidad puede tener diferencias y lo ideal seria que estas sean minimas,
preferentemente acercarlas tanto como se pueda o bien que sean cero, por lo tanto se requiere de

la estimacion del error para hacer la observacion de la desviacion de cada y, a la linea de regresion

alrededor de y,, que es la distancia vertical que existe entre estos dos puntos.

1.1.3. Supuestos de la Regresion

En la regresion lineal simple considérese el modelo ahora con los siguientes supuestos:

1) Elg]=0 ya que se desea que el valor esperado de los errores
sea cero.
2)  Varlg]=0" con o constante comin y desconocida, refleja que

los factores no controlados influyen de la misma
manera sobre cada respuesta y,, ademas, se

espera que las observaciones no se distribuyan de

manera irregular alrededor de la linea media.

3) Ele,e;1=0
CoVlg;, ¢,]1=El¢;,¢;]- El¢,]E[¢,]1=0 esto es porque los y, observados se
consideran estadisticamente no relacionados.
4) £ ~ N(0,0%) presenta una distribucion normat 1a cual tiene media

y varianza consecuencia de lo ya mencionado en
1)y2).

De lo anterior se tiene que el i-ésimo eror es ¢ =y, —(f, + fx,) lasuma de los cuadrados

delosemoreses Y &2 = (3, B, - fx) .



1.1.4. Tipos de modelos

Por otro lado se pueden tener los siguientes modelos:
y=08,+Bx  esunModelo Verdadero.
y=p,+ Bx+¢ esunModelo Empirico.

y= ,30 + ,[3,x es un Modelo Estimado

Tipos de error

Entonces cualquier y, que no se pueda explicar por la ecuacion de regresion se deberd a un

error. Se tiene que tomar en cuenta este termino, ya que hay variables que tal vez no se incluyen

en el modelo, pero, que de alguna manera afectan a éste.

De manera abreviada asi como se pueden tener tipos de modelos, se tienen diferentes errores,
que son; los del modelo, suceden al no definirse de forma correcta éste, cuando se quiere explicar
el fendmeno en estudio, es decir la falta de especificacion en el modelo puede afectar a éste; el otro
error es cuando no se puede controlar ciertos factores que afectan al experimento, en este caso el

modelo se ve afectado por uno llamado aleatorio.

Sea ¢ =y, — E(y/x,) donde x, e y, son los datos de los que el modefador se auxilia para llevar

acabo la regresion y £(y/x,) es el valor que se espera obtener.

De ahi que el término residual &, es igual a la diferencia del valor observado y el valor esperad de
y,, recordando que  E(y/x )= f(x )= f,+ Bx entonces se define y, = B, + fx, +¢,
donde ¢, sera la variable aleatoria, la cual puede tomar valores posilivos, negativos o nulos,

ademas f, (ordenada al origen) y /3, (la pendiente) son los parametros desconocidos y donde



se tiene que si &, = 0, que es lo que difiere a este y, definidoya E(y/x,), esto implica que la

observacion y, se encuentra precisamente sobre la curva de regresion E(y/x,)= S, + f,x,.

Graficamente

Recareal y, = 4, 4 pyx,

x Rectaajustada = £, + fx,

5, es lapendiente de la linea e indica el nimero de unidades y direccion que *y " cambia por cada

unidad que aumente x .

Ejemplo:

Sea f,=5y f,=3 yconsidérese y, = B, + f,x, .

Se tiene y, = B, +fx, =5+3x, tomandouna x, particular, sea i= 0, 1,2,3

y,=5+3(0)=5 y, =5+3(2) = 11
y,=5+3(1)=8 y,=5+¢3(3) = 14

Si se observa por cada unidad en que cambia x se tiene que y aumenta en 3 unidades, lo anterior

debido a al valorde p,.



1.2. EL criterio de minimos cuadrados:

El modelo lineal simple:
yi=htBx +¢ i=123,45,..,n

Tiene dos parametros 3, y S, que son desconocidos y seran estimados a partir de los datos en

estudio o de interés para el modelador.

El criterio de minimos cuadrados para obtener los estimadores esta basado sobre los efrores
ajustados o residuales £ =y, - ., donde 5, = j3,+ f.x, es el valor de la linea de ajustey y, el

valor actual, claramente se puede considerar otras funciones de los datos basados en los errdres
verticales para derivar un criterio y escoger un estimador, pero ios residuales son una buena
eleccion porque ellos reflejan la inherente asimetria en Jas reglas de la respuesta y de prediccién en
un problema de regresion. A fravés del método de minimos cuadrados para el modelo de
regresion se busca:

1) Minimizar la Y.’

2) Tener la mejor recta, al obtener los mejores estimadores de g, y 5, .

3) Tener el modelo matematico que explique la mayoria de los datos.

1.2.1. Objetivo

Lo que se busca es que Z( Y-y )2 sea minimizada y en lafuncion p lograr que esta diferencia

sea tan cercana a cero como sea posible, dado esto sera considerada la mejor aproximada. Como

¥, es la media de los valores “ y," dados por un valor de x,, lo ideal es que las diferencias entre

' Et método mas usado en regresion es el método de minimos cuadrados.
Este fue descubierto de manera independiente por Carl Friedrich Gauss en Alemania alrededor 1795 y por Adrien Marie Legendre en
Francia alrededor 1805.




los valores que estén sobre y debajo de la recta se anulen mutuamente. Ya que se espera que la

recta j pase por los valores medios de los datos x, y y,.

1.2.2. Valores estimados

Distinguiendo a los estimadores de g,, f,, o y o {valores desconocidos), como Bo, ,Bl, Gy

&* parametros que se desean conocer a través del método de minimos cuadrados [8].

Se define G como una funcion de x,, y,, 4, y A, que se expresa de la siguiente forma
G=)e'=) (-9 =2.(n,- By - Bx)?, los estimadores de minimos cuadrados para
B, ¥ B, que minimizan a G, se obtienen mediante la diferenciacion de G con respecto a /?0 y

,B, , que se calcula enseguida:

oG PO _
aBI :_22()’, ~ B _ﬂlxi)(x:) =0

Z(y"xi —'Boxi —:leiz) =0
Z,V,—X,— —ﬁOin —ﬁlzxiz -0
oG

a‘%:_zZ(yi ",Bo _ﬁlxi)zo

Z(yi_BO—lei)zo
Z}’;_ZﬁO _:Blzxi =0
ZYi_"ﬂAo_:BAlzxi =0

De donde se obtiene el sistema de ecuaciones normales:

Doyi=nfe+ B x (1)

Doy =By 4B X 2)



para las observaciones x, y y,.

Las ecuaciones normales se resuelven para ,[?0 y ,B, . esto es, de (1) se despeja a ,BO obteniendo:
A Yi— B X;
b= Z IZ
n
Y o x[
DA
n n

‘_‘}7_:&1/\7

ahora como ya se conoce a ,Bo se sustituye en (2):

2yn=b Y By %

Sy (T AX) S+ AT

Yyx =y x V=S xBX+ B> %’
25—V x =B (X’ -X3x)

de donde despejando a ,[3. se obtiene lo siguiente:

- Zy,.x,—}_’Zx,
S YT 5 3P

T -73s(2)
SES0

_ n
i
2ox -t
Sy -nfX

ST oar



Se puede expresar a Bl en términos de x,, y, y sus respectivas medias, esto es:

A:Z(x,—)?)(y,’—?)

(%)

Por lo que los estimadores de 8, y f, son:

Como se observa BO y ,B, son calculados con los datos de una muestra de tamafio n de una

determinada poblacion, éstos dependeran de las caracteristicas que sean deseables para analizar.

Al obtener los estimadores BO y ,BI la recta de estimacion para el modelo de regresion
y,=pf,+Px +e e = /?0 + ,[?lx,. donde 3, es el estimador para medir y,, de aqui que
se lenga que la diferencia 3, -y, sea un estimador del valor del error, para la i-€sima

observacion realizada, estoes e, = y, — J,.

1.2.3. Reduccion de los estimadores

Los estimadores de la ecuacion de regresion se pueden expresar como una combinacion lineal de

las observaciones y,. A continuacion se encontrara una expresion reducida del estimador /}, , que
servird mas adelante para calcular la Var( B )
s 25 -X)(n-F)
b= -3
2.(x-4X)

2 (x5 =X)y -3 (x - X)
Y (x-X)




De la ecuacion anterior, lo que esta entre corchetes es un arreglo de x , si se toma a

C = X__X_z— » Que es la dispersion con respecto a la media y sustituyendo en (3) se tiene el

2(x-%)

término en forma lineal:

B=%Cy,
Se realiza lo mismo para ,Bu  esto es dejarla expresada como combinacion lineal de y,, se realiza lo
siguiente.
B=Y-BX
=Y - ZC,. X
- y; ~-XY Cy



) S (x-X) -n¥(x - X)
Z[ () ]
i (lez—n/\—’z)—nz\_’x,+n)—(2]
Z[ nY (5 -X) ”

—n¥ 2%
Z[(Z" x)] v, representando M:d,:l-ic, sellegaa

nY(x - X) n(x-X)

B=Ydy, también es de forma lineal.

Con lo anterior se concluye que los estimadores ,BO y B, son lineales en el sentido de que son
combinaciones lineales de y,, ademas, /}0 y /?] minimizan Ze,l por lo que tiene el mejor ajuste

en ese sentido y donde C, y d, son constantes arbitrarias, ya que dependen de las x, observadas

en cada muestra.

A continuacién se deduce primero la varianza de y,, la cual es necesaria para encontrar la varianza
de S,
Var[y,] = Var[,ﬁ’0 + f.x, +5,]
=Var [5,]
= o'2
haciendo uso del resultado anterior se calcula Var( B, )

Var(lﬁl): Var[ZC,y,J
= ZClear[y,]JrZZC,C, Covl:y,,yj]

toa#y
- ZC 22
lo anterior se debe a que en los supuestos se dijo que Cov y, y,] 0

| | : X)
sustituyendo a C, se tiene Var( ,BI): =
X

O’

M
><|




Para determinar la varianza de /3, se usa también el resultado Var(y,]=0c*.

Var.[,[}o] = Var[Zd,y,]

= Zd,zVar[y,]

___Zd’20_2

(s - X)

por lo tanto |a varianza para cada estimador es:

Var(ﬁ,):m

Var(fy)=




Ya se hizo una reduccién para f, y f3, respectivamente, donde se mostraron como combinacion
lineal de y,, estoes g, = Zdi vio Bi= ZCi ¥, , que se usan en el calculo de la covarianza para

ver como se comportan conjuntamente 43, y /.

Cov( 4. 12)=E((B-E(B))( - £(5)))

((4

E((Xdw- Zdy)) (X -E(XC))
((
(

Il

1
Iy

Ydy =D dE(y) (D Cy - Y. CE(x)))

E(Xa (-G -E())

=S dCE((5-E(n)) J+ XX dCE((v-EG)) v, -£(2)))
=Y dCVar(y,)+Y.>.d,C,Cov(y,.y,)

=Y d.CVar(y,)

dado que Cov(y‘.,y] ) =0.

Sustituyendo los correspondientes valores de d, y C, se obtiene:

1 )_((x,.—/\—’) ar(,
)’(" Z(x.-—ffDV v

con eslo se tiene que [30 y ,Bl no son independientes.



1.2.4. Caracteristicas de los estimadores

En fa seccion 1.2.3. se obtuvieron los estimadores puntuales de B, ¥ B, los cuales se desea que

tengan un alto grado de ajuste, por lo que se presenta a continuacion un andlisis de las
caracteristicas de estos estimadores [8].

1) Insesgamiento?

2) Consistencia®

3) Suficienciat
Andlisis con respecto a ,3, :

E[,&]: p, indica que estimador de 3, en promedio sera 3, (4].

Modelo completo.
Insesgamiento de ,[1] :

Se desea obtener

=B
dadoque 3 (x, - X)=0y 3 x(x-X)=3(x-X).

? Cuando ef valor esperado del estimador del parametro es igual al parametro que se esta estimando. ]
* Cuando el estimador es cada vez més cercano a el paramelro que se esta estimando conforme va creciendo fa muestra. En cuestion de convergencia
en términos de probabitidades se espera que la varianza det estimador disminuya conforme n crece, y la media del estimador tiende hacia donde n
crece.

“ cuando el estimador usa toda la informacion conlenida en la muestra aleatoria con respecto al parametro que se esta estimando.



Insesgamiento de 4, :

Por ver que E[ﬂo] =5
E(B)=E(T-4X)
S2E0) pp)x
n
:Z(ﬂo‘*ﬁﬂ‘i)_ﬂl/\—/
n

=:80+151/\7"ﬂ|/\7
=8

Bajo el modelo reducido se tiene.

Insesgamiento de /?l :
Se tiene que E[,B1:|=E[ZQ)’,-]
= ZC,‘Eb’i]
Por otra parte considerando E[y, ]
E[y,]= E[,B0 +fx, +£,]
=6+ B +E[gl.]
=B+Bx

retomando la ecuacion original

E[B]=3CB+Bx)
:ZQﬂO +:B|ZC,‘X.‘
=ﬂOZC,.+ﬂIZC,X,—
y resolviendo lo siguiente B
Zci P = Z(XI _/\,—)?
2 (%K)

:fo—Zx,,)X
2 (x-X)

s

- 2 2
x” —nX"*

i

=1




recordando la siguiente igualdad

y por otro lado se observa que

implica que
E[B]=BY.C+BY.Cx
= 4,0+ 1D
=4
de donde el valor esperado de ,[?1 es igual al parametro que esta siendo estimado S, , por lo que

/3, es insesgado a .

Insesgamiento de f3, :

E[4]- £[7-4X]
=E[B,+BX-BX]
=£[A)]
=5

de ahi que el valor esperado de ﬁo es igual al parametro S, , por lo tanto ,5’0 es insesgado.



1.2.4.1. Estimadores maxima de verosimilitud

Si se supone que los &, son variables aleatorias (independientes), normalmente distribuidas, con

media cero y varianza o para toda i =1,2,3,4,...,n, es posible obtener los estimadores de

maxima verosimilitud de 53,, B, y& [12].

Como &, ~N(0, 62), lo que implica que Y, ~N(g, + Bx,, ), asi

- #(y—(ﬂn+ﬂ|-‘))z
e (-3

fU)zT -0 <y <o

Como se recordara los estimadores maximo verosimiles son generados a través de maximizar la

funcion de verosimilitud, L( Vi V1s Yy y";az), la cual se obtiene como el producto de fas

funciones marginales.

()’1 ~(Bo+Bix; ))1

1
2q?

N e

- S (Ao Bl
e

20

L(J’n)’z,y,,...,yn;o-z):\_
V(aryor

lnL=—£1n(27r)—nlna— l,
2 20°

Z(y,- -5, _'lei)l

dlnL 1 _
ap, =—20'2 Zz(yi _ﬂo"ﬂlxi)(_l)_o

dlnL 1

8p, 207

dinL |
. :_}Z(yi_ﬂo_ﬂlxi)z_gzo

do o

)

2)

22203, By~ Aix)(-x,) =0

3)




Se genera nuevamente el sistema de ecuaciones normales.
1) v -nby=By.x =0 Ecuaciones
2) xy =B x-p> % Normales

>0 -p-sxf g

Al resolver las ecuaciones quedan las del método de minimos cuadrados y de ahi que las
soluciones sean las mismas.

el estimador de &2 es:

- ~ 2
. L(-B-Bx)
g
n
Todo estimador maximo verosimil es suficiente entonces 62, 4, y A  son suficientes

respectivamente para o, B, y B,.

Propiedades del estimador de o°.

Insesgamiento de 5°:

£[67]- (Zy y,)z]
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S E(Z((A-A)+(5-p)s ]
:%E(Z(ﬂo —/30)2‘+(/?. -4 )ZZX,-Z +ye +2(ﬁl _ﬂl)(/}o "ﬂO)in
2B -5)2e-2( -B) Y xe)

=%(;;E(,[fo -8 vE(B-) Y5 +Y E(s7)+2E((A -5)(Bo-5.)) X

26{(A- S -2£({ - )T

(nVar( Bo)+Var(B)3 52 +no® +2Cov( By, B ) X% ~2E(( By - ) 22

b
)
S e

—2E /3 B, zxg
H )

_ l_L—X) eN e - Z(x,—;\;)s, X.E
”[Z(n ) 'J ”( e
X

~20°? l_ X(x—/?) ’
z[,, S ) ST
1 o+ nX’ o+ ZX -0’ +no’ X — o' ~20 —20']
" 2% E(x-X) 2 (x-X)
-1 n-3)o’+ ; Fo° + - GJ
LS TS T
A 2x X +(n_3)02J
"\ 2(x-X)
(n-2)o?



Resumiendo las propiedades se tiene el siguiente cuadro de las caracteristicas de los

estimadores, las cuales han sido mostradas.

ﬁo ﬁl UZ
Insesgamiento Insesgamiento No es insesgado
Consistencia No es consistente
Suficiente Suficiente Suficiente
Lineales Lineales
Mejores Lineales Mejores Lineales
Menor varianza Menor varianza

1.2.5. Estimacion por intervalos

La estimacion puntual con sus propiedades se desarrollo en los puntos anteriores, por lo que ahora
sera importante realizar la por intervalos para cada uno de los parametros, asi como también se
introducira el concepto de intervalo de prediccidn diferenciandolo de uno de confianza para un nuevo
valor de la variable dependiente.

Como ¥, ~ N(f,+Bx,0?) y considerando que 3, y B, son parametros lineales de y, , se

tendria que estos estimadores, por ser combinaciones lineales de variables aleatorias normales, su

distribucion también se hereda con medias y varianzas ya obtenidas, lo cual se expresa como:

ﬁ(» - N(,BO,O'Z —Z—)

)C‘.Z
ny (x, - X)

R R 1
B~ N[ﬂ,,a Z(x. ‘/\7)2]
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1.2.5.1. Intervalo para g,

Para determinar el intervalo de confianza para B, se utiliza el método de la cantidad pivotal, por lo

que hay que construir una cantidad que pueda ser usada para calcular la probabilidad fija en ia que
ésta se incluya entre dos valores.

. o’y x]
b= Z [ﬂm’_—l’—]
Y (x-%)
Estandarizando la variable /3, queda:

~ N(0,1). Como ¢ es desconocida se tomara una variable Ji-cuadrada, y con

ello poder construir una cantidad cuya distribucion sea ¢, donde la que presenta una Ji-cuadrada es

2-3) N(o.1)

2 ~ X (a-2)r POT lo tanto como

=1, resulta que:
g X

.5 ﬂo Ao_ﬂo 2 Z(yi—j/‘.)z'

] (n-2)” n-2
e st

Asi que para encontrar el intervalo de confianza (] —a)x100% para f, la cantidad anteriormente

obtenida se encierra entre dos cuantiles y se calcula la probabilidad.
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ﬂo"ﬂo
6 [Zx

(n-2)s.,

Pl -a< <al|=l-a'

Manipulando la doble desigualdad el intervalo requerido queda como:

- X -
By-ad |—==——7.p,+ac

Nl
TSI [5 PR

donde a es el cuantil 1-a/2 de una distribucién ¢ con n -2 grados de libertad [4].

1.2.5.2. Intervalo para 3

De igual manera que el intervalo para 4, se construye el correspondiente para 4 quedando:

[/?.—aff\/%’ﬁ'w&‘[%]

con una confianza de! (1 —ar)x 100%.

1.2.5.3. Intervalo de confianza para ¢’

A continuacion se calcula el intervalo para la varianza del modelo y como se sabe que

2‘4()’:'_5’:‘)2

5 ~ 13("_2) Y esa cantidad puede encerrarse en un intervalo con probabilidad fija.
o

ng’
[’["( o U’J:l—a y por tanto el intervalo de confianza para o2 al (I -a)X 100% es:

(%,L‘-] , donde a y b son cuantiles Z y l—(; respectivamente de una distribucion ¥’ con
a

n—2 grados de libertad [4].
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1.2.5.4. Intervalo de confianza para la media

De gran interés es calcular un intervalo de confianza para un valor de la variable dependiente que

fue usada en el calculo de los estimadores, a este se le conoce como intervalo de confianza para la

media.

Se sabe que ¥, ~ N(B, + fx,.c), como 3, = B, + Bx,. se forma de una combinacion lineal de

las betas y éstas también son combinacion lineal pero de las y,, se tiene que 3, se distribuye

normal con una media y varianza que seran calculadas a continuacion.
E[);,] = E[Bo +lei] = E[/Bo:l+E|:B|]xi =B +Bx

Para el caso de la varianza se tiene:

Var[j),]z Var[ﬁo +,élx,]

= Var[ﬁ0J+ Var[ﬁl]xl,z +2Cov(ﬂo,ﬁ|xi)

2 2 2
o E x' o'x! 2xXo
= + —

] 1"
“|

s

q

n

Q

nS. S S

o xx

2 2
2 +x] —2)@)?}

n

n

2 2 _ _
&+xlz—2x,/\_’+/\’z—)(2)

;’_: ¥+(x,._)?)2_)?2]
. Zi'z_ni’?;(x,._y)j
$te]
)
n S
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La construccion de este intervalo no se da de manera general sino que se considera para una x,
concreta que se llamara en este trabajo x,”, por lo que haciendo el cambio para la estimacion se
tendrd 5, = 4, + fx”.

Procediendo nuevamente con la técnica de la cantidad pivotal se tendra:

- _ + . % _
Y ('Bo b ) S Ely] ~ N(0,1), como esta cantidad tiene en el denominador a

(,Ju(x_fi) U\/g(iﬂ

n S n S

xr X

la varianza desconocida se divide con una Ji-cuadrada y sus respectivos grados de libertad para

obtener, nuevamente una cantidad pivotal que se distribuye ¢ .

no’ | e
Jet

Siguiendo la técnica antes expuesta queda:

donde a es un cuantil de la distribucion ¢ al 1,%.

24



1.2.5.5. Intervalo de prediccion

Un intervalo que es muy parecido al mostrado en 1.2.5.4. es el de prediccion, éste tiene como

diferencia que su calculo no va en referencia a una x, observada sino a un nuevo elemento que no
fue utilizado para determinar a los estimadores, a esté valor se le llamara x,., asi que el éste sera el

correspondiente a y que se representard por y, ,que es desconocido pero se puede dar su

estimacion que es ,, el cual puede ser calculado por §, = f3, + f,x, -

El método de obtencion de este intervalo se hara definiendo una nueva variable lamada Z .
Z=Yr=Vr
A esta nueva variable se le caloulard su esperanza y varianza con el fin de hacer una
estandarizacion y proceder con la construccion de la cantidad pivotal.
E[Z])=E[y, -]
=Ey.]-E[3]
=E[By+ B, +g]—E[/}O + B,xF]
= B[]+ E[Bx. ]+ Ele]- E[ B, ) E[ Bixe |
=Po+ Pxp +0-f, ~ fxp =0
Var|Z]=var|y, -]
= Var[yF]+ Var[}F]— 2C0V[}’pf’r]

—ol+o? _+(xF—’\_,)z
n S

xx

Como las y, que fueron utilizadas para e! célculo de los estimadores no tienen nada que ver con
yr » da como resultado Cov[y,,,]=0.

Usando nuevamente la técnica ya mencionada quedaria el intervalo de prediccion para y, al

(1- )X 100% como:

donde aes el cuantil 1-% de una distribucion ¢, _,, .
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1.2.6. Coeficiente de determinacion

Hasta el momento se han hecho calculos para los estimadores, ya sea usando la estimacion puntual
0 la de intervalos, pero no se ha dado una medida que permita decir qué tan bien el modelo de
regresion lineal simple se ha ajustado a los datos, esta medida es conocida como el coeficiente de
determinacion.

El cual es denotado como #?, e indica el grado de ajuste de un modelo de regresion lineal, es decir

es la medida que da |a variabilidad explicada de los datos a través del modelo usado.

>(3-7)

—\2 "

v-Y

Este coeficiente esta definido como: 2 =

1.2.7. Coeficiente de correlacion + ./ =

El coeficiente de correlacion mide precisamente la correlacion lineal entre dos variables y es definido
como:
_Cov(x,y) E((x-E(x))(y-£(»)))

P - [14].
0.0, 0.0,

El coeficiente de correlacion, para el caso particular de la regresion no puede ser calculado por la
definicion dada anteriormente, ya que no se posee una funcion de densidad conjunta de las

variables x y y . Por lo que se utiliza un estimador de éste Ilamado coeficiente de correlacion de

Pearson, su calculo se hace por medio de:

e
VS5 -X) S -7)
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2)

3)

4)

5)

6)

7)

1.2.7.1. Propiedades

Puede ser positivo o negativo.

Variaentre -1y 1, esdecir -1 <r <.

Es de naturaleza simétrica, es decir, el coeficiente de correlacion entre x y y esigual al de

yyx.

Si x y y son estadisticamente independientes, el coeficiente de correlacion entre ellas es

cero; pero por oltro lado si » = 0, no necesariamente indica que las dos variables sean

independientes.

Es una medida de asociacion lineal y no tiene sentido para describir refaciones no lineales.
La correlacion positiva indica que la relacion entre las dos variables en cuestion es la
asociacion de valores grandes o pequefios de ambas; en cambio para el caso de la

negatividad la relacion es inversa, es decir, se da la correspondencia de valores grandes de

x con valores pequefios de y o viceversa.

No implica necesariamente una relacion causa y efecto.

Un resultado importante es que el coeficiente de determinacion es el cuadrado del coeficiente de

correlacion, la demostracion se deja al lector.

El hecho de introducir el coeficiente de determinacion como medida de explicacion del modelo, es

porque se vuelve un cociente de dos medidas que intervienen en el punto siguiente.
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1.2.8. Identidad fundamental de los errores

Cuando se tienen los datos de un fenémeno, considérese y,,..., v, algo importante que se debe

calcular dentro de la estadistica descriptiva es la dispersion de los datos, la cual puede obtenerse

Y -Fy
como la raiz cuadrada de —‘i—l— .
e

Se puede observar que de la formula anterior lo interesante es el numerador, por lo que a esa

estructura se le incluira el modelo de regresion.

S -T) =X(rn-5+5-F)
=3 ((r=5)+(5-T))
=S (-5 #2825 -T)+ X5, -T)
=Y -3+ 23 -T)

Se deja al lector la demostracion de que ) (y,-3,)(5, —T) es cero.

2. (v- }7)2 = Suma de cuadrados del modelo reducido SCEmr (Suma de los

cuadrados del error total)

Z( y.— ¥ )2 = Suma de cuadrados del modelo completo SCEmc (Suma de los

cuadrados del error, residual).

Z( y.-Y )2 = Suma de cuadrados del error bajo la hipdtesis nula SCEx | (Suma de

los cuadrados de la regresion) [17].
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La distribucion de cada termino se indica enseguida.

2 2 2
g

que se distribuyen respectivamente 12("_1) ;(2(,,_ X Z(.)

Yo7 _S0,-3) 20,7

Lo interesante de esta igualdad es ver la graficamente:

Vv A
y’ = -
¥, -,
y,-r
j}l
7 y.-Y
y—ﬂo +ﬂ|x
X, x

1.2.9. Prueba de Hipotesis

Dado un modelo de regresion lo importante seria saber ahora si se tiene un modelo sin ordenada al

origen ( S5, =0) o bien uno que es constante (B, = 0); por lo que el objetivo de esta seccion es

realizar una prueba de hipétesis para 8, y 5,.

1.2.9.1. Prueba de hipotesis para s,
Sien laregresion se hace la suposicion de que B, es cero, se tendra como modelo una constante y

esto en si mismo no es un modelo al cual se le puedan realizar analisis interesantes, por lo que

probar que S, es igual a cero es de gran relevancia en el analisis de regresion.
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La construccién de esta prueba de hipotesis £, : S, =0 vs H,: f, =0 se realiza a través del
cociente de verosimilitudes generalizado. Esta técnica implica fa construccion de un forma en donde

el numerador es el supremo de la funcion de verosimilitud bajo la hipétesis nula y en el denominador

se encuentra el supremo de la verosimilitud en todo el espacio parametral.

Lo primero que se calculard es el denominador de ese cociente, recordando que

LY (i (Borpi )Y
L(ﬂo,ﬁ.,az,y)=r———"— es la funcion de verosimilitud donde el espacio

(27:)% (0'2)E

parametral es {(ﬂo,ﬂl,az)lﬂo,ﬂ, eR,0<0’ <oo}.

Para obtener el supremo solo es necesario encontrar los estimadores maximo verosimiles de los
parametros y evaluarlos en la funcion de verosimilitud. {12]
Recordando que los estimadores son:
~ 5 AT ~ x,'—)? y,—}—, - yi—j}i)z
p=Y-pX 5= 2! )(_2 ) e 2lh)
2 (x-X) "

Por lo que al sustituirlos en la funcion de verosimilitud queda:

2

n ? -
=l T ¢
22 (v - 31)
A continuacion se calcula el numerador , bajo el supuesto de la hipotesis nula de que 5, =0.

)

-'LZ(.V,*I/")
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Para calcular el supremo bajo la hipotesis nula se usa el estimador maximo verosimil de o, slo

que ahora en ves de la media estimada se usa la media bajo la 71, que en este caso es £,
El estimador méaximo verosimil de S, es BO =¥~ /?I)? , al tomar la hipdtesis nula queda /}0 =Y.

: ; e
SUpL(gH")= B a—— e '
2nZ(y,—Y)

=[2,,z(y,._ny

de las expresiones (1) y (2) el cociente de verosimilitud queda:

_sup L (0,," )
" supl (9)

esto pasa si
¥ 2
20ih) o

S(n-1)

usando la identidad fundamental de los errores se tiene

:Z(y"—jj')zz Z:(yi_)"i)2 _ Z(-;Vi—j}i)z _ 1 i
Y(n-F) T-s+n-T) X -T)+X0-0) | X0-F)

Z(yi—j/i)z
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de ahique se llega a
1 2 )
— =T 54" -, -2 0
1 2 0-T) L= 3) g
Z()’[‘j’i)
Z()’)’_—f)zzﬂ',g_
Z(yi_j}i)z ’

Ay "=1=8

>(5-F)

_>5

Z()’; -3y

Esa cantidad construida es lo que constituye la region critica, multiplicandola por una constante se

ERES)

forma una cantidad que se distribuye como la funcion F.

LX) SR

(n-2) (n=-2)
La prueba de medias genera un estadistico F en Ia cual la regla de decisién se establece como:

rechace H, si T> F '

(ln-2) "

Esta prueba de hipotesis puede mostrarse en una tabla conocida como ANOVA (Analysis of
variance) o analisis de varianza [11].
ANOVA

Fuente de Grados de Suma de
. Cuadrados medios F
variacion Libertad cuadrados

. , 2 20-7)
H ! 21y | 2057 Z-a)

Regresion
n-2
Modelo completo . N2 ¥y - 2 ?
Residuales n-2 2 -5) —&——)
n-2
Modelo reducido —\2
Total n-1 Z(y,—Y)

Un modelo de regresion puede considerarse bueno o male dependiendo del tamafio de sus

residuales. El modelo que presente el residual mas pequefo sera el mejor.
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1.3. Modelo de Regresion Lineal Multiple

Cuando se tiene un modelo con mas de una variable independiente de interés, por ejemplo

X, X, X;,..X _,, se puede escribir como:

Pt
Y=0,+p[X,+B5X, +~--+/3,,_1X.-,,_| +¢
asi se dice que es un modelo lineal de regresion multiple, donde f,,f,,f,,.... 5, son

parametros desconocidos, & es una variable aleatoria que indica el errory X, X, X;,.., X, son

p-1
p —1 diferentes variables de prediccion, es decir variables independientes que se identifican como

regresores, ademas se tienen p parametros y n elementos de una muestra [14].

Es recomendable auxiliarse de la notacion matricial para el caso multiple, asi se tiene el siguiente

modelo para observaciones independientes:

W= :Bc +ﬂ|xn + :Blez +--'+ﬂp—1xlp—l + &

Y, = By + By, + Boxy, +.t 1 X2, FE)
Yo = lBo +ﬂ1x,.| +ﬁ2xﬂ2 +...+ ﬂp—lxnp-l +£,

De ahi que la manera conveniente de manejar las ecuaciones lineales anteriores se haga mediante

matrices, por lo tanto:

b :Bo &y

Y yél €
Y"*lz:z g/»d::I £ax1 T :

Y, pr—l &,

Loooxy X, x50,

“X2p-1

| F S A R ¢
n<p .

X X X X

L. nl a2 *nd 2 Tnp-l
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De una manera abreviada el modelo de regresion lineal miltiple se escribe como
Y.=X.., ,BM +¢,,, - Aeste modelo se le impondran supuestos como:

1LE(g)=0 2. Var—Cov(g)=06"1
Todos los errores son independientes entre ellos (g, le, ) Vi# j y por ulimo aungue no

necesario & se distribuye normal multivariada con media el vector 0 y fa matriz de varianza-
covarianza o/
1.3.1. Método de minimos cuadrados.

Estableciendo el modelo lineal miltiple se pretende como primer paso generar los estimadores de

los parametros. Al igual que el caso lineal simple se obtendran los estimadores minimos cuadrados

El método implica minimizar los residuales ¢, =¥ —¥ que en el caso matricial se escribiran como:

Tomando en cuenta que X'X es simétrica y sus columnas son linealmente independientes para
y

poder encontrar los estimadores de los ..
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Ahora derivando G con respecto a cada g
oG

a—ﬂ:=~2X‘Y+2X'X,é‘
~2X'Y+2X'X =0
2(X'X§-X’Y)=o
X'Xf=x'vy

B=(XX)" XY > (x'x)'
E hiperplano ajustado quedara:

donde al sustituir a g se obtiene:
Y=x(x'x)'xv

tomandoa X (X' X)" X' comolamatriz H de ahi que:
Y = HY
H es una matriz importante para el analisis de regresion, la cual se caracteriza por tener la

propiedad de ser una matriz idempotentes, para esto es necesario revisar la propiedad H'=H :

H'=H
=(a(xxy x)
= () (xxy K
=x(x'x)'x'

Lo anterior se necesita para probar la idempotencia por o tanto se tiene:
H'= HH =H
(x(xx)" X)(x(xxy! X)=x(xx) xx(xx) x
!

=X(xx)'x
=H

® idempotencia: al elevar a cualquier potencia una matriz el resultado es igual a la matriz original.
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Otra matriz que es de igual importancia que A es /- H lacualtambién es idempotente.
Recordando que:

(I-Hy=I-H'

=I-H
por lo tanto la idempotencia se muestra ensegquida:

(I-H) =(I-H)(I-H)
=(1-H)(1-H)
=’ -2iH +H*
=I"-2H+H
=I-H

1.3.2. Propiedades del estimador de minimos cuadrados de Jij

Como primera cualidad se revisara el insesgamiento de /3, por lo que se tomara la esperanza de

ésta en sequida:.

porlo tanto 3 es insesgado a 3.

Por otra parte se puede calcular Ia esperanza de ¥ que es:
E(P)=E(x(x x)" x'r)
=HE(Y)
= HE(XB+z)
= HE(X B)+E (<)
= HE(X 3)+0
= HXg
=XB
dado que HX:(X(X'X)"X')X:X((X'X)“'X'X):X

-~
!
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Para revisar ofras propiedades se requiere obtener la matriz de varianzas-covarianzas de g, por lo

:E[(X'X) xy((xxy (X'Y))'—z(x'x)“X'Yg'+gg']

Ty (xevy((oexy )] El2(xxy' xvplE[g ]
—E[(x'x)' X7y x(x'x) ] 25[ X X)“'X'Y,B'}E[ﬂ A
=(x'x) X E[yr)x(xx) -2(x XY X 'E[Y]B+B B
=(X'X)"X'(Xg g'X'+oZ1)X(X'X) —2(x'x)" X'XBB+B B
=((x Xy xxp pxe(xx) X)X (X x)

—2AXX) X XB BB P

=X X)) XXX X(XX) +(XX) XX(X'X)

1 ! 7

Hasta este momento lo que se puede obtener como cualidad es que los estimadores minimo
cuadrados de S son insesgados a ella , pero no se puede saber si son consistentes en error

cuadratico medio ya que su matriz de varianzas-covarianzas no se da de manera explicita.
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1.3.3. Estimadores Maximo Verosimiles

Para obtener fos estimadores por este método, se requiere de la funcion de verosimilitud de y la

cual por el supuesto de que & ~ N(Q,UZI) yporser Y =X +¢ entonces:

¥~ N(E(X B +¢).Var~Cov(Y)) Y~N(XB.01) asi
(X g)(r-x p)
f(Bp.0M)=
(27)? (UZ)E
Al realizar la estimacidn maximo verosimil [12]
1 , n n
Inf($,0°1,Y )=~ (Y- XB) (Y =X )~ T in(27) - Ino?
1
=5 (Y'Y—Y'XE—EX'Y+£'X'Xé)—gln(27z)—glnaz
ainf(po’LY) | ' '
——T=—T‘2(—2X Y+2X' X B)
1 , ,
=—?(—X Y+X'X)=0
=-X'Y+X'XB=0
= X'X_ﬂ_= X'Y
B='Xy' XY Estimador maximo verosimilé

din f(B,0°,Y) 2Av-xp)(Y-x8) n2o

do 20° 20

(r-xp)(r-xp)

3
o2

~(r-xg)(r-x)
(B (-%7)

n

=
q'qwa=

Estimador maximo verosimil

Como se sabe, de la teoria de la estimacion se dice que todo estimador maximo verosimil es

suficiente, por lo que g y &7 son suficientes para By o’ respectivamente.

¢ Siexiste (,\’ ',\')7l
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1.3.4. Residuales

Dado un modelo tedrico y su ajuste, es de gran interés ver cuanto difieren éstos, a la diferencia
aritmética de los dos modelos se le fama residual, es decir:

g:Y—?
=Y-Xj
=Y-HY
=(I-H)Y

Considerando que los estimadores minimos cuadrados de B surgen por que se quiere minimizar la

usando ¥ = HY

suma de los cuadrados de los residuales, que en este tipo de notacion quedarian:
ce=(r-7)(r-7)

Sustituyendo los valores correspondientes, considerando los supuestos ya .deﬁnidos para el modelo,

y tomando solo un factor del producto, se tiene:

Y-Y=Xf+e-Xp

=XB+e-X(X'X)' XY
=Xf+e-X(X'X) X(Xp+g)
=XB+e-X(X'X)' X' XB-X(X'X) X'g
=e-X(X'X) X'e

por la idempotencia de (l -H ) este resultado muestra la relacion existente entre residuales y

errores.
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Por ofra lado si se toma el valor esperado de la suma de los residuales al cuadrado se observa que:

lj?(g'e)= E(g'([—H)e‘)

E((e £)(1-H))
=E(ee)(1-H)
=E(e €

&' tr(I H )
=c’r(I-H)
=o’(rl—1rH)
se concluye =0’ (n-p)
De aqui se puede deducir el estimador insesgado para o que resulta ser = 6° = £e
n—-p

1.3.5. Intervalos de confianza para cada g,

El interés de estimar puntualmente al parametro B, puede ampliarse generando intervatos que
indiquen como y cuanto varia cada £,, por lo que se hace necesario dar a conocer como son los
intervalos de confianza de cada una de las f3,. No es posible obtener una expresion de vectores de
los intervalos, por lo que se reduce a un concepto univariado, es decir, el calculo del intervalo para
cada coeficiente 5 [14].

Como E(_/Z) =B ysu Var —Cov(,_é) =a’ (X' X) ", por otro lado se puede tomar también como
E( B ) = 3y la expresion de la varianza de S, es Var( B ) =ov,

Considerando que 3, ~ N (8,,a?v, ) y procediendo como en la seccion 1.2.5.1. se tiene:

Asi el intervalo de confianza al (1 - &)= 100% para g. es:

[ )

< pf, < ﬂ +ac
donde a es el cuantil 1~% de una distribucién 1.
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REGRESION “ NO LINEAL “

2.1. Introduccion

En algunos casos reales al aplicar el método de minimos cuadrados lineales, se pueden presentar
caracteristicas que se alejen de la posibilidad de manejar un modelo lineal, ya que algunas de las

variables que se usan pueden estar relacionadas de una forma no lineal.

Se presenta fa ecuacion:
Y=5+BZ +p,2,+BZ,+..+B,Z, +¢&
Z, puede representar una funcion de variables de prediccion basicas x,,x,,...,x; .
Puede Y=, +BZ +pZ,+PZ,+...+B,Z, +¢ representar una gran variedad de

sifuaciones existentes en las cuales aplicar un modelo de regresion lineal no es apropiado.

Algunas veces la informacion conduce a diversas alternativas de modelos. Cuando se esta
manejando uno de forma no fineal, se debe generalmente preferir ajustar tal como sea posible.
Aplicar el método.de minimos cuadrados en la regresion no lineal y usando las ecuaciones originales
para encontrar los valores de /., se transforman en no lineales y el proceso para encontrar una
solucién se complica. Tal informacion puede mostrar directamente la forma actual del verdadero

modelo, o puede ser representado por un conjunto de ecuaciones diferenciales, las cuales deben
satisfacer a éste.

Se define como modelo no lineal al que no presenta la forma de la siguiente ecuacion
Y=B+BZ +B,Z,+PZ,+..+B,Z, +¢, es decir que es no lineal en parametros, por
ejemplo:

Y =exp(6,+6,0 +¢)
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En estos ejemplos los parametros para ser estimados son denotados por & mas que g, tes la
variable individual de prediccion, y ¢ es el término de error aleatorio con E(£)=0y V(e) = o’
constante. Se podia también haber escrito estos modelos sin £ y reemplazar Y por 7. Asi que, los

modelos deberian mostrarse como valores verdaderos de respuesta, 7, que depende de ¢.

Al especificar los errores enteros del modelo, se da lo siguiente.

Los modelos en Y =exp(0l +0,° +g) yY= 0—0'—9—[('92‘ —e‘”"] +& son ambos no lineales
1~ %

en el sentido de que ellos involucran a @, y &, en una forma no lineal, pero ellos son de

caracteristicas diferentes esencialmente ¥ = exp(6, +6,° +¢).

Los parametros de los modelos de regresion no lineal son diferentes [13}, a los modelos de regresion

lineal y es que cada uno presenta lo siguiente:

Modelo de regresion Modelo de regresion
no lineal lineal
No se distribuye normal Se distribuye normal

Excede la minima varianza posible | Tiene minima varianza

El exceso de varianza variade {La minima varianza varia

modelo a modelo de modelo a modelo.

Se busca una mejora en fas propiedades que se presentan en el modelo no lineal, es decir, se hace
una aproximacion al modelo lineal y se toma el modelo que presente notables cambios en las

propiedades del modelo original mejorado.
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2.2. Minimos cuadrados no lineales

La notacién estandar para la situacion de minimos cuadrados no lineales es diferente para el caso
minimos cuadrados lineales.

Esto puede confundir a primera vista, pero la notacion esta bien establecida.

Suponga que la postulacion del modelo es de la siguiente forma :
Y=f(x.x.%,.,%:0,0,,0,,...0,)+ £

X =(x, %55 %,)"

escribiendo:
0=(6,.,,....6,)'

se reduce la ecuacion a: Y=f(X,0)+¢

E(Y)=E(f(X.0)+¢)
=E(f(X,0))+E(¢)
= f(X.,0)

Supuestos para los errores E(¢)=0, se considerars también que los errores estan no estan
correlacionados, que Var(¢)=o® y generalmente £~ N(0,o°J) asi que los errores son

X X, Se

2 Tk

independientes, esto es en donde existan “n” observaciones de la forma, Y, x

(784

Tu>

puede escribir el modelo en la forma alternativa, ¥, = f (x Xyyser s X300y, 6, )+g“ donde

g, eselu-ésimoerrory u =1,2,...,n abreviado ¥, = f(x,,0)+¢, .

Los supuestos de normalidad e independencia de los errores pueden ser escritas como

£,~N(0,0°I) donde &, =(&,£,,...,6,)". 0 es el veclor de ceros e / la matriz identidad,

ambos con sus apropiados tamafios. Se sabe que minimos cuadrados busca minimizar la funcion
suma de los cuadrados del error, se define para el modelo no lineal, esta funcion y los datos dados

como:

SO)=3 (.~ /(x.6))"
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Donde Y, y x, son observaciones, la suma de los cuadrados es una funcion de 6, se denotara

por 0, a los estimadores minimos cuadrados de éste, que es un valor con el cual se minimiza
S8).

Se verd que, si £~ N(0,06°1) el estimador de minimos cuadrados de @ es también el maximo

verosimil de 6. Esto porque la funcion de verosimilitud para este problema puede ser escrita como :

-

L(@,az) = (27[02 )7 e 2

asi que si o es conocida, maximizando L(G,az) con respecto a & es equivalente a maximizar
5(8)

e 2" porlas propiedades de una exponencial y recordando que S(6) >0 escomo minimizar

S(0) conrespectoa & .

Para encontrar el estimador de minimos cuadrados 6 se necesita diferenciar la siguiente expresion
“ 2 .,

58) = {Y, - f(x,,6)} conrespectoa §. Esto da la ecuacion normal la cual se debe resolver
u=1

para 6.

La ecuacién normal toma la forma ;

i{n—f(x",é)}[ML o

u=l 60,
para i =1,2,..., p donde la ecuacion denotada por los corchetes es la derivada de f'(x,.8), con

respecto a &, con toda ¢ remplazada por la correspondiente & la cual tienen la misma
suscripcion . Al derivar la funcion f(x,,6) como en el caso lineal queda como una funcion de x,,

solamente y no involucraa & en todo.

44



es decir es independiente de 6. Esto sale de la ecuacion normal, como una lineal en los términos
6,,6,,...,6,, como ejemplo; encontrar la forma para obtener el estimador minimo cuadrado de ¢
de @ parael modelo ¥ = f(6,1)+& donde f(6,r)=e™" donde hay n-pares de observaciones

de la siguiente manera y (1,%),(t,,12),....(¢,,¥,) estan disponibles, encontrando que

9 < : ; y

I —te”® y aplicando Z{Y -/ (xe)} M =0 conduce a una ecuacion normal
o0 g 9, |,

individual.

Se observa que con un parametro y un modelo no lineal simple al comparar con 8 y querer
resolver la ecuacion normal no es facil.

Entre mas parametros estén involucrados, la solucion de la ecuacion normal, puede ser
extremadamente dificil de obtener y los métodos iterativos pueden ser empleados en casi todos los

€asos.

Para arreglar las dificultades, puede pasar que la solucion multiple exista, correspondiendo a valores

miltiples estacionarios de una funcion S(6) (minimos locales o minimos globales).

En el caso de modelos no lineales, no se puede establecer un procedimiento o enunciar una regla

general sobre las propiedades de los estimadores excepto en muestras grandes.

El insesgamiento y minima varianza son aproximadas, solamente en los limites de muestras que

llegan a ser grandes.
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2.3. Estimacion de los parametros de un sistema no lineal

En algunos problemas no lineales es mas conveniente escribir, la ecuacion normal

Z,:{Y - (""’é)’ [Q{%ﬁLg =0

i

y desarrollar una técnica iterativa para resolveria, si esto trabaja satisfactoriamente o no depende de
la forma de la ecuacion y el método iterativo [15] entonces es usado. En suma para esia
aproximacion existen diversos métodos concurrentes empleados y disponibles para obtener

estimadores por una acostumbrada forma de hacer calculos, los métodos son los siguientes:

1.-Transformaciones (Proceso no iterativo)
2.- Linealizacién
3.- Descenso por la pendiente maxima

4 - Acuerdo Marquardt

Tomando en cuenta que se puede llevar acabo una transformacion en un modelo determinado se
debe aclarar que ésta no pertenece a los métodos iterativos ya que se aplica cuando en la ecuacion
se presta para linealizarla y esto hace que el modelo se pueda manejar de una manera muy sencilla,
sin embargo se considera como uno de los procedimientos para aproximar una forma de tipo no

lineal a una lineal.

Linealizacion es la que mas se desarroliara, por ser, la que generalmente se utiliza en estos casos
comparandola con el uso del resto de los métodos que son descenso por la pendiente maxima 'y
acuerdo Marquardt de los cuales solo se haran breves menciones de su forma de trabajo, con el fin
de considerarlos dentro de los procesos iterativos y como auxiliares para realizar una regresion

cuando se presenten situaciones en donde no se puede aplicar una transformacion o la finealizacion.
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2.3.1. Transformaciones

Se presentan modelos en los que es facil apreciar el problema de no linealidad, algunas veces es

atil considerar una trasformacion que induzca a la linealidad.

Al llevar acabo una transformacion [2], se tiene una ventaja a considerar como buena en la
regresion no lineal, ya que es facil para obtener los valores iniciales de algunos parametros en el

modelo que se esté manejando .

Recordando el modelo ya mencionado ¥ =exp(8, +8,> +¢) al cual se le puede aplicar una
Yy P{Y +0,

transformacidn, logaritmo natural (In);
InY =6,+6," +¢

quedando de laforma Y =4, + BZ, + f,Z, + B,Z,+...+ B,Z, + & que eslineal en parametros,

se puede por, asi decir, que el modelo dado en la ecuacion:
Y =exp(f, + 6’2!2 +£)
es intrinsecamente lineal, por lo que puede ser transformada en una forma lineal.
Es importante decir que si en la ecuacion InY =6, +6,t* + £ se sustituye, InY =YY" y ' =17,

los parametros y la variable de prediccion serian lineales, obteniéndose la ecuacion

Y =6,+6," +¢,alacual se le puede aplicar una regresion simple de minimos cuadrados.

0, B _ . )
Por otro lado V= 7 L [e % e ”"]+g es complicado llevario a una forma lineal en fos

1 2

parametros, a tal modelo se le llama intrinsecamente no lineal {2].
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Un modelo intrinsecamente lineal es aquel que se puede hacer lineal por una transformacion de

parametros, por ejemplo:

Y=e’x+¢ es de este tipo, entonces, si se transforma B=¢° el modelo llega a ser

Y'=px+e.

Y en este Gltimo modelo se usa la regresion lineal simple para estimar el pardmetro £ en
Y™ =pfBx+¢e. Sin embargo el estimador lineal de minimos cuadrados del parametro en
Y™ =px+e& no seria en general equivalente al del estimador de! parametro no lineal en el
modelo original;

Y=e’x+¢.
La razon es que en el modelo no lineal ¥ =e¢’x+¢, los minimos cuadrados emplean la
minimizacion de la suma de los residuales al cuadrado sobre Y, mientras en el modelo

transformado se esta minimizando la suma de los residuales al cuadrado sobre el Y™, lo mismo

pasaenelcasode Y.

Se debe tomar en cuenta que realizar una transformacion de los datos involucra una transformacion
en la distribucién de éstos, lo cual afecta a los supuestos esperados para tener una buena
aproximacion.

En caso de violar los supuestos en un alto grado, entonces sera apropiado aplicar la parte de

regresion no lineal mediante alguno de sus métodos iterativos, sobre los datos originales.

Recordando que lo que se busca al llevar acabo una regresion es poder tener un buen ajuste de los
datos para una Optima interpretacion de éstos y considerando también que se deben tener buenas

propiedades, como varianza minima, una buena distribucion normal, efc.

Existen algunos modelos llamados condicionaimente lineales en parametros los cuales presentan

ventajas que pueden ser favorables o de mucha ayuda al estar trabajando en la regresién no lineal.
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2.3.2. Linealizacion o Método Gauss-Newton

Este método usa los resultados minimos cuadrados lineales haciendo una aproximacion lineal de la
funcion esperada en una sucesion de pasos, tratando de mejorar el parametro. Supongase que el
modelo propuesto es de la forma:

Y, = f(x,.0)+¢,
Sea 6,,0,,.-- po valores iniciales para los parametros 6,,6,,. -0, Estos valores iniciales

pueden ser predeterminados o estimados, basados en cualquier informacion disponible. Pueden ser
valores supuestos por la informacion obtenida en un ajuste a una ecuacion similar en una prueba
diferente [5].

Esos valores iniciales seran estrechamente mejorados sobre las iteraciones sucesivas descritas

abajo. Si se lleva a una expansion de Taylor a f(x,,8) cerca del punto &, donde
6, _(0,0,6’20,...,0,,0)' un punto inicial y se reduce la expansion en la primera derivada, se puede

decir que, en donde & escercanoa §,, y considerando el resultando

f(xu70):f(xu’90)+i‘ii(a{§:@j] (01_010)

i=l i

se puede ver que la ecuacion:
Y= f(x,.0)+e

es de la forma aproximada;

x",l9)

Y, = f(x,.6,) +i{ ] (6,-6,)+¢,
i=l =0,

i=l 68

Y~ f(x,.6,)= )+Zp:{6f *0 } (60.-6,)-f(x..6,)+<,

i=1 i

6,) :i[%]m (6-6,)+¢,
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Si se escribe

f‘(]u = f‘(‘xu’go)
ﬂoi =0,-0,
s _[0,.0)
i ag] s

Asi f°, es el valor de la funcion £ (x,,6) sustituyendo el valor del vector que se desea estimar

@, por 6,, B° representa la diferencia entre la i-ésima componente del vector parametrico por
estimar y la correspondiente del previamente elegido. Es importante hacer notar que el estimar g°,,

equivale a estimar ¢,. Por Ultimo Z°,, es el vector de derivadas parciales de la funcion f(x,,6)

u?

con respecto a & evaluado en 6,. De donde se obtiene:
P
Yu —fou = Zﬁoi Zoiu +é,
i=l
en otras palabras es de la forma;
Y=+ BZ + B, +BZi+..+BL, +¢&

para el selecto orden de aproximacion.
Se puede ahora estimar los parametros £°%, i=12,...,p para aplicar la teoria de minimos

cuadrados lineales. En forma matricial se tiene:

ZO ZO ZO bol Y _ fO
1 2t e pl bO 1 1
Z,=| + 1 . ={z°,k}w by=| . yo= it . i =r=g°
Zoln ZOZn A Zopn bo )/n - fon
p

Donde y, = b,Z, eslineal en el parametro b, de tal manera que Z, es de rango completo.

El estimador de b, = (b°,,6°,,...,5°,)" es dado por & =(Z',Z,) ' Z',(Y — f°) el vector &,

por lo tanto minimiza la suma de los cuadrados:

SC©) = i{n —f(x:6)- iﬂ",Z"m}

50



con respecto a f% i=1_2,...,p, donde A% =0, -6, se escribe b’ =6, -6, entonces 6,

i=1,2,..., p se puede pensar como el mejor estimador de €.

Se debe tener cuidado con la diferencia entre la suma de los cuadrados que es Ia siguiente
S@=3(x, —f(xu,eo))2 , donde el modelo apropiado no lineal es usado y la suma de los
u=|

cuadrados SC(@) al aproximar la expansion lineal def modelo es empleada.

Se puede ahora dar lugar a los valores &, los estimadores revisados en este trabajo fueron hechos

sobre los valores 8, y se hara exactamente el mismo procedimiento descrito en la ecuacion:

f(xu,9)=f(xu,90)+i[g%ﬂ] 6,-6,)

i=l i

S(5,:0)= [ (%,,0,)+ Z,,(0,~00) + Z,, (6, =6 ) +...+ Z,,, (8, -0,,)

z°, :[M} i=12,...,p
56, |

a través de SC(8), pero remplazando todos los subindices cero por uno. Esto llevard a otro

conjunto de estimadores revisados 8, , y asi sucesivamente.

En forma de vector, extendiendo la notacion previa en una forma mas simple, se puede escribir:
0,.,.=0,+b,
=0,+(2,2,) 2, (v-1')
Donde :
Z/ = {Zj'"}
F = f s )

6,=6

j 12

0 g

20090y
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Este proceso iterativo se sigue hasta que la se converja a una solucion, esto es hasta la j-ésima

iteracién sucesiva, es decir 7,/ +1.

I{L“;_—H_f} (8 i=12,...,p

i

donde & es alguna cantidad preespecificada y suficientemente pequefia.

En cada estado del procedimiento iterativo, .S (0/) puede ser evaluada para ver si va disminuyendo

en sus valores.

Estimacion de o

Al lograr que el procedimiento de estimacion converja hacia una solucion final de los parametros

estimados, se logra también un estimado de la varianza o’ del error a partir del cuadrado medio

residuat.

si se ve ¢como

recordando que p es el numero de parametros en el modelo de regresion no lineal.

Se puede estimar el valor de la matriz de covarianza asintotica (de muestras grandes) a través del
vector de parametros & que seria:

Var(é) =5° (Z'Z)-]
donde Z es compuesta por las derivadas parciales ya definidas y evaluada en el estimado de &

del paso final en minimos cuadrados.
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2.3.2.1. Laimportancia de buenos valores iniciales

Para un buen ajuste del modelo no lineal se requiere de unos buenos valores iniciales &, ; es decir

6, tan cercano como sea posible a los valores reales de los parametros [15].

Todos los procedimientos iterativos requieren de valores iniciales, toda la informacion prioritaria

disponible debe ser usada para hacer esos valores iniciales tan confiables como se pueda.

Buenos valores iniciales a menudo permiten una técnica iterativa para que una solucion converja

mucho mas rapido que de otra forma posible.

También si existe minimo multiple o si existen diversos minimos locales en resumen da un minimo

absoluto.

Buenos valores iniciales, son los 8, mas cercanos a los & reales del parametro y reducen la

dificultad de convergencia.

Una eleccion pobre de los valores iniciales puede causar que converja a un indeseado punto
estacionario de la superficie de suma de cuadrados, minimo local de la funcion y puede ser

inapropiada para la solucién.

En el modelo de regresion no lineal, los parametros a menudo tienen algin significado fisico que
puede ayudar a obtener valores iniciales, incluso al graficar la funcién esperada, para diversos
valores de los parametros, esto con Ia finafidad de familiarizarse con el comportamiento del modelo y

ver como al cambiar (os valores del parametro afectan a éste.
Cuando un modelo no lineal conduce a un punto indeseable, éste puede tener valores

paramétricos, los cuales son fisicamente imposibles o bien no dan el minimo valor verdadero de
5().

53




En algunos casos se puede transformar la funcion y obtener valores iniciales de una manera muy

sencilla.

Pero en realidad no existe una guia estandar del mecanismo para obtener valores iniciales 8, , para

cada problema de estimacion no lineal se debe trabajar en varios problemas.

Sison p parametros, sustituidos para p conjuntos de observaciones dentro del modelo postulado
ignorando ef error, resultando p ecuaciones por los parametros. Ampliamente separados de ¢ a

menudo se trabaja mejor.

Este método es iterativo y o que se busca es que en cada paso se observen cambios en los valores
que se estan obteniendo con la finalidad de poder ver si esta convergiendo a algiin punto y esto se
puede revisar midiendo la diferencia entre los valores de cada iteracion que se esté realizando, de
esta manera se observa si se estd avanzando a algin punto, ya sea de una manera lenta o en

definitiva, no se presentan progresos significativos y no se puede ver la convergencia.

Més adelante se tocara el tema de la geometria de a linealizacion por este método, por medio de la
cual se puede analizar si el modelo converge o no, por otro lado si se sabe que e! punto critico es

rechazado y de ahi que el vector de residuales sea ortogonal a la superficie esperada Y, por lo

tanto para el plano tangente en la superficie esperada en £ (x,, 9).

Se puede adoptar la ortogonalidad de los residuales en el plano tangente como una medida de

convergencia.

Si se utiliza esto se debe tomar en cuenta que es dificil encontrar la ortogonalidad exacta y por ello
se debe de tolerar cierta inexactitud que se pueda presentar en los residuales al momento de hacer
los célculos y se debe tomar en cuenta la variabilidad estadistica en el estimador minimos

cuadrados.
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Si hay una buena aproximacion del valor esperado (9) cercano a (&), entonces existe una region

para 6 que corresponde a un disco, sobre el plano tangente con un radic de proporcion a .(S(é) .

El criterio para esto sera el siguiente: si el radio es pequefio, la incertidumbre numérica del

estimador minimo cuadrado es significativamente comparable para la incertidumbre estadistica de

los parametros, desafortunadamente este criterio involucra @ & vector de minimos cuadrados

conocido.

De ahi que se modifica el criterio por sustitucion del estimador €, para 6 y mide la escala de
extension del plano tangente del vector componente de residuales para la escala de la componente

ortogonal del vector de residuales en 6.

El procedimiento de linealizacion tiene algunos errores como:

1.- Converge muy lentamente, ya que un nimero muy grande de iteraciones es posible requerirlas

antes de estabilizar la solucion a través de fa suma de los cuadrados S(é?j), decrece

consistentemente conforme | se incrementa. Esta clase de comportamiento no es comin pero hay

posibilidad de ocurrencia, sobre todo cuando no se tienen buenos valores iniciales.

2.- Oscila ampliamente, continuamente cambiando la direccidn, y a menudo incrementando, asi

como decreciendo la suma de los cuadrados. No obstante [a solucion se establece eventualmente.

3.- No converge, asi que la suma de cuadrados crece iteracion tras iteracion sin frontera.

Cabe aclarar que en teoria este método siempre converge.

La finalidad del método de linealizacion es encontrar el minimo valor de S(6)en este tipo de

modelos no lineales.
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2.3.2.2. Una interpretacion geométrica de minimos cuadrados

no lineales

Se presenta un modelo de la siguiente forma:
Y=f (x,é’) +&

que es una funcion no lineal en @ y tomando una muestra de tamafio n, el espacio muestral sera n-
dimensional que contiene al vector Y, aunque puede hablarse de un espacio de estimacion, éste no
estara definido por los vectores columna de una matriz X en el sentido usado para el caso de

modelos lineales.

Sisetienen p parametros independientes 4 = 6,,6,,...,6, elespacio de estimacion de un modelo

no lineal, es un subespacio del espacio muestral que consiste en el conjunto de puntos de la forma:
(f(%.6).f(x,,0),.... £ (x,.6))

La suma de cuadrados S(6) sigue representando la distancia cuadrada del vector
Y =(3,¥,5-..,¥,) al vector sobre el espacio de estimacion definido por & = 6,,6,,...,6,, de igual
forma, la minimizacion de S (@) corresponde a encontrar el vector sobre el espacio de estimacion

que menos distede Y [13].

Los contornos para S (6’) =constante no tienen la forma de elipsoides, y suelen formar figuras muy

iregulares  [5].
Por medio de la representacion geométrica se puede ver o entender cual puede ser la diferencia

entre un model6 no lineal y un modelo lineal, el cual es una forma altemnativa de representar los

datos de la muestra que se esté estudiando.
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La funcion de la suma de los cuadrados de residuales S(&) sélo depende de los elementos del

parametro & en el modelo.

En el espacio p-dimensional, es el espacio geométrico de 6, parametros: La funcion S(H)

puede ser representada por una grafica de curvas de nivel, si el modelo fuera lineal en @ la grafica
de curvas de nivel se desearia fuera, elipsoidal y se esperaria que tuviera un s6fo minimo local, en la

que cada curva de nivel en la superficie es una linea de suma constante de residuales al cuadrado.

Si el modelo no es lineal las curvas de nivel no son elipsoidales, son alargadas, tienden a ser

irregulares y a menudo “presenta una superficie-aplatanada”

Contornos de un modelo lineal Contornos de un modelo no lineal

La forma y la orientacion precisa de las curvas de nivel de §(#) dependen de la forma del modelo

no lineal y de los datos que se hayan obtenido. Frecuentemente la superficie sera muy alargada
cercana al valor optimo, por lo que muchas soluciones de @ produciran una suma de cuadrados de

residuales cercana al optimo global.

Quizas con diversos minimos locales y con mas de un minimo global. Esto es, el minimo més alto

puede ser tomado en mas de un & punto de localizacion.
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Si se hace mal el planteamiento del modelo, se obtiene como resultado un modelo
sobreparamétrizado, esto es, que liene mas parametros de los que necesita, es decir, datos

inadecuados que no se usaran para estimar los parametros propuestos.

Considere f(7,6,,6,) en la ecuacion.

La cual representa una curva que comienza en r =0 y termina en ¢ =« en el tamafo de la altura
cero y ponerse a la altura de la curva en  algin lugar entre la pendiente en r=0 es 6, y el
maximo esta en:
6
(‘91 _02)
Esto sigue de que si los datos cubren rapidamente parte de la curva se estara disponible para

estimar biena 4,, pero no 6,. Observe la siguiente figura:

En la figura de una sola curva se debe de obtener la informacion sobre el maximo.

La primera figura es adecuada para un modelo de un parametro ¥ =6+ +¢.

Pero inadecuado para estimar:
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2.3.2.3. Una interpretacion geométrica de la linealizacion

El método de linealizacion, reduce el problema a encontrar el minimo mas cercano a S(6) para un

modelo no fineal comenzando en &, punto inicial, dentro de una serie de problemas de un modelo

lineal.

La ecuacion de linealizacion inicial:

i=l

£(X.0)= f(xu,ao)i[ﬂ(;‘é’—ﬂ(a -4,)

de f(x,.0) cercade 6, remplaza las curvas irregulares de nivel S (&) por un conjunto de curvas

elipticas SC(8).

Las curvas iregulares de S (&) pasan exactamente a través del punto inicial 6, :

Curvade nivelde S (0 ) que pasa 8 minimo global

par 190

8l de la suma de residuales de

v

Esto es, tienen la misma primera derivada respecto a Ia funcion del modelo correspondiente a la

rectaen 4.

Al resolverse el problema linealizado, se va moviendo hacia el minimo global, sobre el conjunto de

curvas, esto lo hacen los minimos cuadrados ordinarios [12].
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El contorno § (9) puede ser aproximado erroneamente o acertadamente, dependiendo de las
circunstancias en que esté el supuesto modelo, de los datos disponibles, y ta posicion relativa de 6,

y 6, en & -espacio.
Se resuelve la linealizacion en 6, minimo cuadrado, para alcanzar 6, .

Entonces en Ia siguiente iteracion, se repite el proceso de linealizacion, comenzando en 6,, loque

se espera es que, en las sucesivas iteraciones converjaa & , preferentemente a que diverja.

Gréaficamente

v

La evolucion definitiva de la linealizacion es una secuencia de problemas lineales para los cuales las

soluciones se cierran hacia el minimo global de la funcién no lineal.

La linealizacion se facilita con un buen valor inicial 6, esto es, cuando a! iniciar las iteraciones, &,

es un valor cercano a @ , ya que las curvas de nivel tienen una buena aproximacion regularmente.
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2.3.3. Descenso mas pronunciado

Este es uno de los métodos del cual se hara una breve mencion con la finalidad de no dejar de
tomar en cuenta que existen otros métodos de los que el modelador se puede auxiliar para llevar

acabo una regresion sobre un modelo no lineal.

Este se concentra en la funcion suma de los cuadrados 5(8). yadefinida y el uso de un proceso
iterativo para encontrar el minimo de la funcién. La idea basica es moverse de un vector inicial
0(,:(6,0,920,...,6,,0), un vector en el espacio paraméfrico R” a través del vector con
componentes:
as(6) as(e) _6S(9)
T

2 »

Cuyos valores cambian continuamente como en |a trayectoria siguiente. Una manera de alcanzar
esto en la praclica, sin evaluar la funcion derivada, es estimar el vector pendiente (sus

componentes), en varios lugares de la superficie S(@) por ajustar el plano la funcion de

aproximacion.

El procedimiento es como sigue. Se inicia en una regién particular de @ - espacio, (0 el espacio
paramétrico), diversos ensayos se hacen para seleccionar el mejor, se dicen combinacion de

niveles de 6,,6,,...,6, y evaluando S(¢9) en esas combinaciones.

Se define Z° ¥(Z,0,ZZO,...,ZPO) con Z°= —AL%[MDJ donde A, es un factor positivo de

i

proporcionalidad [5].

Si se consideran los vectores Z° y 6, enla siguiente ecuacion:

g(t)=5(6,+12°) donde teR
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La funcion g toma los valores de la funcién S a to largo de su vector, desde el punto 8, derivando

esta funcion con respecto a ¢:

d[ - 59 0:5,,+/Z°

dg_(’)_[ﬁ J*ZO

y evaluando esta ecuacidn en ¢ =0, resulta:

dg (0) — ﬁ' *20
dr 50, 7%

_ss, 55, o5, 1,88 88 08,
ngl 3:6"’56’2 o:eo,---,&gp 6=8, 50[ 6=6, > 592 0=0,>" §€p o-6,
, dg(0) ss 1
de ahi que =1y
9 dt [Z 56, o-a }

La derivada de la funcion g(¢) en =0 resulta ser negativa, esto es, la funcion es decreciente en
r=0, asique, debe existir ¢>0,talque g(r)<g(0).
Ahora se define @, =8, +¢Z° como el nuevo punto para comenzar la iteracion.
Recordando que g(r) < g(0)

S(8,+12°)=g(1)<2(0)=5(8,)
entonces

S(6,+12°)<5(6,)

y como 6, =6, +tZ° se observa que

5(6,)<5(6,)

De esta manera siguiendo un proceso iterativo se obtendria una sucesion de puntos 6,,8,,..., tal

que S(6,.,)<S(4,).

Y asi bajo ciertas condiciones adecuadas esta sucesion tenderia a un punto estacionario de la

funcin S (&), mismo que se tomaria como 6.
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Como encontrar >0 tal que g(r)<g(0); puede realizarse por medio de ensayos, observar
primero el valor de la interseccion de g'(0) con el eje de ¢, si la desigualdad g(r) < g(0)no se
cumple, es demasiado grande ¢, se puede entonces tomar la mitad de este valor y observar la
relacion g (1), g(0) y asi se continia en esta direccion hasta encontrar un punto sobre fa recta
6, +t Z° donde la funcion § (9) toma un minimo, entonces se defiene y se toma otra direccion de

este metodo y se repite el procedimiento si el primer ensayo no funciona.

Ya que tedricamente, el método converge y esto se puede hacer en la practica, después de algin

rapido progreso inicial.

En resumen, el objetivo es pasar desdé un punto de partida inicial 6,, en una direccion de! vector

cuyos componentes se determinan con las derivadas de la funcion suma de cuadrados de
residuales con respecto a los elementos de @, por lo general, esas derivadas se estiman ajustando

una aproximacion de primer orden, o plana, en tormo al punto 6,.

Los coeficientes de regresion del modelo de primer orden se toman como aproximaciones de las

primeras derivadas.
El método de descenso més pronunciado se usa mucho en ia metodologia de superficies de

respuesta, para pasar de un estimado inicial de las condiciones optimas de un proceso, a una

region que contenga al 6ptimo con mas probabilidad.

La desventaja principal es que converge lentamente, particularmente como cuando los S(&)

contornos son atenuantes de una forma aplatanada.

Y esto sucede cuando la parte de descenso mas pronunciado zigzaguea lentamente sobre una

arista en cada iteracion brindando solamente una ligera reduccion en S(6).
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2.3.4. El acuerdo de Marquardt

El siguiente método es una combinacion de los métedos anteriores pero de igual manera no se hara
gran mencion respecto al contenido y formalismo de éste, simplemente se reconocerd como ofro

meétodo iterativo existente en los modelos no lineales.

El acuerdo de Marquardt, es un método para la solucion de ciertos problemas no lineales en
minimos cuadrados. Este método representa una relacion entre el método de linealizacion de
Taylor y el método de descenso méas pronunciado y aparece para combinar las caracteristicas de

ambos.

Esto es bueno, siempre y cuando converja y no lo haga bajando lentamente como en el método de
descenso mas pronunciado, que a menudo lo hace, sin embargo asi se vuelve a enfatizar, que los

otros trabajan perfectamente bien sobre algunos problemas practicos.

El acuerdo de Marquardt, aparece para frabajar bien en muchas circunstancias y asi hacer una
sencilla practica de modelos no flineales. Por razones establecidas los métodos no pueden ser

determinados de manera general para todos los problemas no lineales.

La idea de este método puede ser explicada brevemente como sigue.
Suponga que se inicia de un cierto punto en el espacio parametrico- si el método de descenso

mas pronunciado es aplicado, un cierto vector de direccion d,,donde S, puede ser el mejor vector

de direccion local en la cual se mueve, para legar a los valores mas pequefios de S(8) pero

puede no ser la mejor de todas las direcciones.

Sin embargo la mejor direccion debe estar dentro de fos 90° de &,, de otro modo, los valores de

S(8) tenderan a crecer mas que a reducirse sobre dicho vector [3].

Marquardt propuso calcular el vector de incrementos en la k-ésima iteracidn dado por:

bo=(2 2, +21) "' 2 (Y- 1*)
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donde A >0, el procedimiento también implica reducir A por un factor de 10 en cada iteracion

siempre que se safisfaga S (ém) <§ (ék ) La estrategia es mantener a 4 {an pequefia como

sea posible y al mismo tiempo asegurar que la suma de cuadrados de residuales se reduce en cada

iteracion.

El algoritmo Marquardt da un método para interpolar valores entre vectores &, y &, y abtener un

paso sustituible.

Redefiniendo como vector de correccion asociado al método de linealizacion &, , al definido como b,
en la ecuacion Y- £*=Z,p,, y vector de coreccion asociado al método del descenso mas

pronunciado S, Marquardt se percata de dos puntos importantes a saber:

a) Cualquier método basado en al minimizacion de la funcion S(8), debera tener un vector
. S \ 5S
asociado cuya direccion esté dentro de un rango [O°,90°] de 5o de otra forma los

valores de S(#) podran tender a crecer mas que a reducirse sobre dicho vector de

cormeccion,

b) Debido a la forma de la superficie S(B), 8, esta casi 90° de J,, de hecho en un gran
nimero de ensayos, Marquardt encontré que el angulo T" entres, y &, era tal que:

80°<T <90°.
Con estas observaciones, Marquardt concluye que cualquier método que mejore tanto af de

linealizacion como al de descenso mas pronunciado, debera tener un vector correccién que de

alguna manera interpole entre 6,y 6, .
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2.4. El concepto del comportamiento de estimacion no lineal

A través de la representacion geométrica de un modelo de regresion no lineal empleado
anteriormente, éste es restringido en la practica a muestras de tamafio »<3 y numero de

parametros p < 2. El principio conceptual es valido también para grandes dimensiones [13].

Un modelo de regresion lineal tiene una solucion gréfica lineal, la cual es una linea recta para

p=1, un plano para p=2 y un hiperplano para p =3, y una no linealidad intrinseca cero

respectivamente de los datos con los cuales el modelo esta en combinacion.

En resumen, las lineas sobre fa solucion grafica, las cuales pueden ser llamadas ‘lineas

paramétricas’, representando valores constantes de 8., son elementos del vector parametro 8,

son rectas paralelas y son iguales en distancia para iguales incrementos para &, .

La solucién grafica es una superficie curva, y la linea pardmetro sobre la solucién, grafica la

proyeccion de esas lineas entre el plano tangente para la solucion gréfica en &, no son en general,

ni rectas paralelas ni rectas de igual distancias.

Asi las medidas tales como las anteriores cuantifican la curvatura de la linea parametro, si existe
carencia de paralelismo y la equidistancia, se puede dar al modelador una efectiva aproximacion
para que pueda ser descrito el comportamiento no fineal, de un modelo no lineal.

Existe, sin embargo, una segunda aproximacion para ver el comportamiento no fineal. Esta se sigue
de las propiedades del estimador de minimos cuadrados de los parametros del modelo lineal que se

esta discutiendo.

Suponiendo que los errores son independientes y estan normalmente distribuidos.
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El estimador de minimos cuadrados & de & en modelos lineales, es insesgado, se distribuye
normal y alcanza la minima varianza, para modelos no lineales de este estimador y tiene estas

propiedades solamente de forma aproximada.

Sin embargo, se puede hablar del comportamiento no lineal de modelos no lineales en términos de

las propiedades de muestreo, del estimador minimo cuadrado.

Si el estimador minimo cuadrado de un parametro en un modelo no lineal es solo ligeramente
insesgado, con una distribucion cercana a una normal y con una varianza ligeramente excedida de
la minima varianza, entonces es razonable decir que el comportamiento del estimador es cercano al

fineal.

Si, por ofro lado, el estimador de minimos cuadrados es malamente calculado, cuando presenta una
distribucion lejana a la distribucion normal, una varianza altamente excedida de fa minima varianza,
por lo tanto, el modelo es no lineal en comportamiento, es decir, es lejano al comportamiento de un
modelo fineal.

Un caso como el anterior sera tomado como evidencia, ya que dado un modelo que se considere
cercano en comportamiento al de un modelo lineal, pero, si este no sigue las propiedades deseables

de modelos lineales, algunas de las cuales ya se conocen.

El modelo se considerara mejor, en la clase de modelos no lineales ya que su comportamiento esta
lejos de lo lineal.

Otras propiedades deseables del modelo cercano al modelo lineal, incluye la facilidad de obtener el

estimador minimo cuadrado y su relativamente directa interpretacion.
Otros beneficios son que los valores predecidos de la variable de respuesta Y sera casi insesgada

y que unido a la region de confianza para los parametros seran cercanos a una forma elipsoidal

caracteristicas de modelos lineales.
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2.5. Contornos de confianza

Una idea de no linealidad del modelo en estudio, puede ser obtenida, despues de la estimacion de

4, por la evaluacion de ia region de confianza elipscidal, obtenida sobre la suposicion de que la

forma de linealizacion de! modelo es valida alrededor de &, el estimador final de @. La forma de

evaluacion esta dada por:

(0-6)2'2(6-6)<ps’F,, . .
donde Z denota la matriz de la forma ya descrita, pero con & substituido en los elementos de 6, y
donde:

(n-p

N—’

Cuando la diferencia entre valores sucesivos ¢, y @, es suficientemente pequeiio [5], la
linealizacion termina en que @,,, =@ =6, , para prapdsitas practicos, asi S(9) es un valor minimo

de 5¢(8) en:

$(0)=2{% -/ (.00

n
u=|

Para la precision impuesta por la terminacion del procedimiento seleccionado.

Esto se puede examinar como:

sc(0)=3 {Yu —f(xu,en)—iﬂ‘),z“m}

u=|

Con 6, B’y z* remplazando 6,, B°y Z,° respectivamente y recordando que, para el

orden de precision impuesta por la terminacion, procede b,,, =0 [9].
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Acerca de la elipse no sera una verdadera region de confianza cuando el modelo es no lineal.

Sin embargo se determina los puntos finales sobre el eje mayor de esta elipse por reduccion

candnica. Ei actual valor de 5¢@) puede ser evaluado en esos puntos y comparar con cada uno.

Bajo la teoria fineal los valores podran ser todos iguales.

Un exacto contorno de confianza es definido con tomar (@)= constante, pero no se conoce la

correcta distribucion de las propiedades en el caso no lineal general, no es capaz de obtener un

nivel de probabilidad especifica.

Sin embargo se elige el contorno tal que:

S(H):S(é){H P F(p_npvl_,,)}

n-p

el cual, si el modelo es lineal da una elipse exacta (1—a)*100 limite y da un intervalo de

confianza aproximado en el caso no lineal.
El contorno asi determinado serd un adecuado contorno de confianza, que no sera eliptico en
general, y éste es solamente el nivel de probabilidad al cual es aproximado. Cuando solamente dos

parametros son involucrados el contomo de confianza puede ser dibujado.

En resumen cuando una linealizacion, de un modelo no lineal es usado, todas las formulas y

analisis de regresion no lineal pueden ser aplicados.

Algunos resultados obtenidos, son sin embargo validos solamente hasta el punto en que la forma de

linealizar da una buena aproximacién a el modelo verdadero.
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MINIMOS CUADRADROS GENERALIZADOS

3.1. Introduccion. Modelos lineales generalizados

En ocasiones se puede realizar una transformacion en la variable de respuesta para manejar

facilmente la no normalidad de la variable de respuestay también la desigualdad de la varianza.

Ahora se vera un método alternativo para transformar datos, cuando no se satisfacen las

condiciones de normalidad y de varianza constante.

El método se basa en el modelo lineal generalizado [10], el cual es la union de los modelos de

regresion lineal y no lineal, que también permite incorporar distribuciones de respuesta no normales.

En un modelo lineal generalizado la distribucion de la variable de respuesta solo necesita ser un
miembro de la familia exponencial, que comprende las distribuciones normal, poisson, binomial,
exponencial y gamma, entre sus miembros; ademas, el modelo lineal con error normal no es mas
que un caso especial del modelo lineal generalizado, por lo que en muchos aspectos se puede
considerar que en éste método, se concentran aspectos del modelado, disefio de experimentos y el

andlisis-de regresion de los datos.

Las distribuciones que son miembros de la familia exponencial tienen la forma general.
L(IT)(N.- “b(E )+ h (v )

f(yi’9i3¢)= €

donde ¢ es un parametro escalar, y 6, se llama parametro natural de localizacion.
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Para los miembros de la familia exponencial [10],

/1=E(y)=M

Sea

E: Var(u)

donde Var(y) representa fa dependencia de la varianza de la respuesta con su media. Es una

caracteristica de todas las distribuciones de la familia exponencial, a excepcion de la distribucion
normal.

Observe en el caso de la normal:

|
[

S (y"’ai’¢)— R S ['\/ZIT{(Y.—;:)I)
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Donde sustituyendo se tiene:

0, =u

b(‘gi):i

a(p)=0c’

h(y,.¢)= 2yo’__,——ln(27raz)
_db(9,)

EQ)= a0~
_d’b(0,) _

Var(y) TR a(¢)=o

M 2 2 B
U—Z[y’#_ﬂT]'z};z_%I“(z”a-)} ~ e[a—(l&)(yfﬁ,—b(H,))+h(,V,,¢)

es asi como se exhibe que [a funcion normal pertenece a la familia exponencial.

3.1.1. Funciones liga y predictores lineales

La finalidad del modelo lineal generalizado (MLG) es desarrofiar un modelo lineal para una funcion

adecuada del valor esperado de la variable respuesta [11].

Se define 7, = g[E( yi)] =g(u)=x",8 como predictor lineal, de  ahi que la respuesta

esperada sea;

E(y)=g"(n)=g¢"(x"B)

g s lafuncion liga’. La cual presenta muchas alternativas, tomando 77, =6,,7, es una liga

candnica.

? Funcion liga: es una funcion que relaciona ia media de respuesta con un predictor fineal.
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El siguiente cuadro muestra las ligas que se presentan para cada distribucion

Distribucion Liga canonica Nombre
Normal Liga identidad
=4, |
Binomial —nl % , .
= Liga logistica
7 [l—ﬂ,. 9219
Poisson 5 =In ( /1) Liga logaritmica
1
Exponencial n= 7 Liga reciproca
1
Gamma n = 7 Liga reciproca
\; 1

Existen otro tipo de ligas que pueden ser usadas en un MLG y son:
1.-Laligaprobit 7, =4[ E(y,)]

donde ¢ se toma como la funcion nommal estandar acumulada.

2.- Laliga log-log complementaria
7= ln(ln[l—E(y,)])

3.- La liga de la familia de potencias

N E(y,.)/1L A#0
[ E ()] =0

En un sistema lineal general se presenta la distribucion de la respuesta y la funcion liga, para decidir
cual funcion liga se debe usar, es necesario tomar en cuenta como se ve afectada la funcion original

en sus propiedades y la funcion liga {11], que mejor ajuste, sera la apropiada para aplicar.
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3.1.2. Residuales en el modelo lineal generalizado

Si existe algo que debe de tomarse en cuenta son los residuales que marcan la diferencia que se
da entre el modelo original y el modelo lineal generalizado estimado, asi se puede observar si sigue
cumpliendo con fas propiedades del término residual.

Los residuales originales y ordinarios del modelo lineal generalizado son las diferencias entre las

observaciones y los valores ajustados.

&=Y-Y

i

En general en el analisis de residuales del modelo lineal generalizado se usan residuales de
desviacion. El i - ésimo residual de desviacion se define como la raiz cuadrada de la contribucion

dela i —ésima observacion a la desviacion, multiplicada por el signo del residual original,

= Jd,signo(Y, —)A’,)
donde d, es la contribucion de la i — ésima observacion a la desviacion.

Los residuales de desviacion se comportan de manera simitar a los residuales ordinarios en un
modelo de regresion lineal con a teoria normal estandar. De esta manera al graficar los residuales
de desviacion, contra valores ajustados en una escala de probabilidad normal es un diagnéstico
I6gico. Cuando se grafican los residuales de desviacion en funcion de valores ajustados se

acostumbra fransformar los primeros a una escala constante de informacion.

a)Para respuestas normales, usar Y
b)Para respuestas binomiales, usar 2 sen™' /7.
c)Para respuestas Poisson, usar 2\[13,.

d)Para respuestas gamma, usar 21n(?)

i
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3.2. Minimos cuadrados generalizados

Se presenta casos donde son necesarios los minimos cuadrados generalizados [6], para aplicar en

una variable dependiente que no satisface la suposicion de tener varianza constante.

En algunos casos usar una transformacion es una buena opcidn para poder estabilizar a la varianza
o mejorar las condiciones bajo 1as que se encuentre el modelo en estudio, pero existen casos en los
que hacer esto no es lo mas apropiado ya que probablemente se rompe la buena relacion entre ¥ y

X odestruye lasuma y la distribucion normal de los residuales.

Por ofro lado las transformaciones logit y probit, no estabilizan a la varianza. La transformacion

arcoseno de la binomial estabiliza la varianza sotamente si las muestras de tamafio, n, , son iguales.

Por ofro tado la varianza sera proporcional a
1

n

i

y continuara la no estabilidad en la varianza aln después de la transformacion.

Si el tratamiento adecuado estd basado en que las muestras tienen un ndmero desigual de
observaciones, Ias varianzas seran diferentes incluso si las observaciones originales tenian igual

varianza.

La estimacion por minimos cuadrados ordinarios no da en ocasiones la minima varianza de los

parametros estimados cuando Var —Cov(&)# Io”.

Se presenta el procedimiento de estimacion que da minima varianza lineal insesgada estimada,

cuando la matriz de Var —Cov de los errores es una matriz arbitraria simétrica definida positiva,

Var —Cov(e)=V .
Se considera entonces el método general, si la varianza es desigual y los errores no son
independientes. Minimos cuadrados generalizados amplia el usual modelo lineal para permitir a

una arbitraria matriz Var —Cov(&)=Vo* definida positiva.
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3.2.1. Supuestos

Las suposiciones que se suelen hacer acerca del modelo de regresion lineal ¥ = X f+ ¢ son:

En ocasiones estos supuestos son poco razonables para el tipo de modelo que se esté manejando,

por lo que se vera qué modificaciones se necesitan hacer al procedimiento de minimos cuadrados
ordinarios, cuando  Var-Cov(e)# Ic?, es decir cuando se tiene algo de este estilo
Var —Cov(g) =0’V , si se presenta el caso donde ¥ es una matriz conocida de nx n, se tiene

una interpretacion que no es complicada de manejar, por otro lado si se tiene que ¥ es diagonal y
esos elementos diagonales son distintos, las observaciones ¥ se observan no correlacionadas,
pero tienen varianzas desiguales, mientras que si alguno de los elementos fuera de la diagonal de

V" aparecen distintos de cero, entonces se tienen observaciones correlacionadas.

La escala de la variable dependiente y el valor explicativo del modelo tiende a variar entre las

distintas observaciones, alin si se controlan factores externos que puedan afectar al modelo.

El estimador de minimos cuadrados ordinarios ﬁ:(X ‘X )_| X'Y como en el caso de minimos

cuadrados no lineales, ya no son los mas apropiados para manejarse, cuando

Var - Cov(e) =o'V .

En estos casos es necesario realizar una transformacion para corregir y mejorar los supuestos

estandar de minimos cuadrados que se vean gravemente afectados en el modelo.
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3.2.2. Una matriz definida positiva, la transformacion

Retomando del modelo ¥ = X 8 + ¢ minimos cuadrados ordinarios a los errores y si se presenta en

este modelo o’V como la matriz de Var ~ Cov de los errores donde ¥ debe ser no singular y
definida positiva. Con un modelo en estas condiciones, lo recomendable es aplicar una

transformacion  [15].

Se tiene que fa matriz ¥ es simétrica, de ahi que se pueda descomponer de la siguiente forma:

V=CKC(C'
donde las columnas de C son los vectores propios de ¥ y los valores propios ¥ estan ordenados

en la matriz diagonal X .

Como lamatriz V' es, ademas definida positiva, fodos sus valores propios son positivos, entonces,

1
K? existe y viene dada por:

1
K?=

1
Se define lamatriz 7'=CK?, para cualquier matriz ¥ definida positiva es posible encontrar una

matriz simétrica no singular T tal que:
T'T=TT=T"=V
Si T es no singular, ésta tiene una inversa 7.

Se presenta el caso donde o se desconoce y el modelo transformado es:

T'Y=T'XB+T¢
definiendo las nuevas variables Y =T7'Y, X" =T"'X y & =T"'¢ queda:
YV'=X'p+&
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Hay que revisar como es el término emor en este modelo transformado con respecto al valor

esperado y la matriz de varianzas y covarianzas:
E(s’ ) = E(T"s)
=T"'E(e)
aplicando los supuestos minimos cuadrados ordinarios
=T7(0)=0
Para la matriz de Var — Cov se desarrolla:
Var~Cov(s') = E[ (¢~ E("))(¢ - £(¢)) ]

dado que la esperanza de (&) =0

=T"E[ee'|T"
=T "Var(e)T"

=o'TyVr
Ahora bien dado que ¥ es simétrica se obtiene V=T T

=TT
I

=oc’]

Los errores del modelo transformado satisfacen los supuestos del modelo lineal clasico, entonces se
puede decir que bajo dichos supuestos, el estimador minimos cuadrados ordinarios es el méas

eficiente, por lo que, el estimador aplicado al modelo transformado también lo es.
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3.2.3. Valor estimado

Descrita en los capitulos anteriores cual es la finalidad del método minimos cuadrados y ademas

considerando en el modelo transformado

Y'=X'B+¢
los errores ¢, satisfacen los supuestos acostumbrados, por lo que se pueden aplicar los minimos

cuadrados ordinarios.

Mediante la funcion S() y considerandoque ¥ =T T =TT, seobtiene, V' = (7°')'T"' que

sirve para desarrollar lo siguiente:

por lo dicho anteriormente y recordando que =Y —¥

It

(r-f)y{r-7)

=(r-x ) “(r-x5)
() yr-r )
=Y VY -BXVY-YVXB+ B X VXS

=YVY-28'XVY+BXVXS

“STA TESIS NO SALE 7
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El estimador del modelo minimos cuadrados generalizados se obtiene mediante calculo diferencial:

Y'VIY 23 X VY + B XVIXS

oG = 2X VY 2XVXB

= 2(—X’V"Y +X'V"X/3’)

~XVY+XV'X3=0
XV'XB=XxV"Y
al despejar 3 se llega a la ecuacion

p=(xvx) x vy

donde /3 es el estimador de minimos cuadrados generalizados ( ,[}\,CG) de 3.

El estimador minimos cuadrados generalizados [16], puede tener varianzas grandes, cosa que no

sucede con el estimador de minimos cuadrados ordinarios

3.2.4. Caracteristicas del estimador MCG

Se debe de revisar si f3,,., cumple con las caracteristicas de un buen estimador, que son:

1} Insesgado
2) Consistente

3) Suficiente

Entonces se inicia con el insesgamiento, es decir, ver que se cumpla, E[ ,BMCGJ = [ estoesqueel

valor esperado sea igual al valor del pardmetro que se esta estimando.

E[ﬁm]zE[(X'V“‘X)“X'V"Y]
XV'X) XVIE(Y
xXvix) xve( X,b’+g)

( ]
( )
(x v x) v (E(xB)+£(2))
( )
( )

L

XvxY XvUE X,B
Xvlx

XVXB
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Si se cumple que:

E[:&\I('(;J =p

por fo tanto, ﬁ\,(.(; es un estimador insesgado de S y se tiene la primera caracteristica del

estimador.

La varianza de este estimador se obtiene como:

Var— Cov[ﬂAM('(':' = E[(ﬁmr - E(ﬁm‘( ))(/é/m'(' - E(ﬁ,\r{'u ))']
= 5 (Bucs = ) Buca— ) ]
ﬁM((ﬂ MCG ﬁM(Gﬂ ﬂ/B wea+ BB )

I
£(
E(ﬂm( Blvce— rBMLCﬂ )+ s )

I

=E|(xvx) xv Y (x V-'X)"X'V"Y)'
2(xvxy xv 'Yﬁ+ﬁﬂ]
E[ X VX)X vy (xvory ((X'V“X)")']
EP X V- ‘X ‘xv- ‘Yﬂ]+E[p’ﬂ]
E[XV‘X XX (xvrx) }
2E|(xv-x) xvrp |+ B(ap ]
=(xvx) xvEy i (X Vi)
2(xvx) X VE[Y]5+ BB
=(x Vi) x v (X g X oV X (X Vi)

2(xvx) XX g+ pp
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- (()('V"X)‘l Xvxgpx(x v x) X'V*'an)V“X(X'V“X)”
2(X VX)X VIXBE B
=(xvix)’ X'V"'XB,B'X'V*'X(X'V"X)"

/ 1

s (X VX)) Xy (xvx) =2 x) X vt pets ppe

i

!

-1

= BB+ (X VX)X VX (X VXY 268 BB

!

=pp'-2p8"+ pB'+ o’ (X'V ' X)

=2pp-2pB"+ o’ (X VX))

=0'2(X'V"X)/I

por o tanto Var —Cov( By )= o* (X7 X)

Teorema de Gauss-Markov

El teorema de Gauss-Markov [12], establece que el estimador de minimos cuadrados

. ” -1 _ . . ;

generalizados de f, que es S =(X'V7'X) X'V7'Y  es el mejor estimador lineal
insesgado. Recordando que por “mejor” se quiere indicar que S, minimiza la varianza para
cualquier combinacion lineal de los coeficientes estimados, la varianza de 4, es minima dentro de

la clase de estimadores insesgados y linealesen Y.

Para ver este comportamiento se propone el siguiente estimador ,67 otro estimador insesgado de
B. B# P quesatisfaga las condiciones de ser una combinacion lineal de los datos, ser
insesgado y de varianza minima, si o siguiente pasa:

Var —Cov([ ' BM('G) =(0"Var - Cov(ﬁm(; ) (

-1

:f'az(X'V“X) 14
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Lo que se desea es ver que Var — Cov(é'ﬁ) >{'0? (X'V“X)*' ¢ con al menos una ¢ tal que

Var—Cov(t' B)>'a* (X VX ) ¢.

Se puede escribir cualquier otro estimador de S que sea combinacion lineal de los datos en fa

siguiente forma:
[;z[(x'v-'x)" Xy +BJY+b0
sea B una matriz de pxn,y b, es un vector de constantes de px1, que ajusta en forma

adecuada al estimador MCG, para formar e! estimado alternativo.

Si el modelo es correcto debe ser insesgado, entonces
E(B)= E[((X‘V“X)_l X! +B)Y+b0}
((X rUX) X e B)E[Y]+b0

(( Xvxy X'V“+B)X,B+b0

(xv 'X) X'V'X B+BXB+b,
I

=pf+BX S +b,

Para que /3 sea insesgado se necesitaque BX =0y b, =0.

Ahora para el caso de la varianza de /3

Var —Cov[ | = [( )(
£ (-

5(3))]
-]

=E(~~ BB ﬂﬂ+ﬁﬂ)
= E(BB-2(pp)+ A1)
=E[(XV XY xv +B)Y(((X'V"X)"X'V"+B)Y)'

—2((){'V"){)‘1 X +B)Yﬂ'+ ,B,B']
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=B\ ((xvx) xovs BJ{((xvx) i8] |
—2E[((X'V-'X)“ X +B)Yﬁ'}+E[ﬂﬂ']

=((rv ) v e ey (eve) v +B)
2((xvx)" v 4B E[Y] g+ pp

=((xrx) e +B)(xggtx oy )((xrix) o +B)
—2((X'V-'X)" Xy +B)Xﬂﬂ'+ A’

- ((X'V"X)" XV KB X oV )+ B(X B X+ O'ZV))

(((X'V-'X)" X’V*)‘+B‘)—2((X'V-*X)" X'V“X,Bﬂ'+BX,B,B’)+,Bﬂ'

- ((X'V"'x)" XV XBE X +a? (XVX) XV +BXAE X'+ 0B V)

(((xvx)” XV eB)=2(X0 ) XV 2B ' 5

=((x v XY XV X g X+ o (xvx) X'V V+BXBB X'+ 0’B V]
I

(((X‘V"Xr X! )'+B')—2(X'V"X)" X'V'X BB'-2BX BB'+ BB"

—

= (,3/3')('+ o (X7 x) X'+BXBB X'+ aZBV)(((X'V"X)" X'V")‘+B‘)

—2p0'-2BX "+ BB’

= ﬂﬁ-x'(((X'V-'X)" X! )’+B')+o-2 (xvx)" X'(((X'V“X)" X'V")'+B‘)

+BX/3,3'X'(((X'V“X)" X'V")'+B')+JZBV(((X'V"X)" X'V")'+B’)

~2fp'-2BX '+ '
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=pp XV X(XV'X) g X B (X x) X VX (x VX))

!

+o’ (X'V"X)_I X'B'+BXﬂﬂ'X'V“X(X'V"X)" +BXAB'X'B'

—1

+alBVV“X(X'V"X) +0’BVB'-28'-2BX 8B'+ A"

=B+ pp X B o (X v x) xvix(xvx)

!

+o (X7 X) X' BUBXAE X VX (XY X) BB X'B

I

+a' BV X(X'V'X) +0"BVB'-248'-2BX 45"+ BB’
1

=ff'+ fB' X 'B'+ o (){’V“){)‘l +o? (X'V“X)_l X'B+BXBB'+BXSB'X'B'

-1

+02BX(X'V"X) +0’BVB'-258'-2BX AR '+ A"

-1

=’ (X V'X) +26°BX(X'V"'X) +BXfB' X 'B'+ o*BVB'
como BX =0 ,lo cual a su vez implica que (BX)'=X'B'=0, sellegaa

=’ (XV'X) +0'BVB'

~o*((x¥x)" +BYB)

por lo tanto Var-Cov( [3):02 ((X'V-'X)" +BVB')

por otro lado

Var—Cov(lB)=ﬂ'Var—Cov(/})(’
P ((X'V-'X)" +BVB')€
-1
=0'c’(X'V'X) ¢+£'BVB'(c’
=£'Var—Cov(/§)e+é'BVB'502

=Var—cov(e',é)+@'BVB'zc}2
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El resultadoesque BY B'=BT'T B' es, cuando menos una matriz semidefinida positiva, por lo

anterior ¢'BVB'lo? >0, continuando, si se define ¢ =TB'Z, se tiene que
CBVB'(=(""=) (7

debe ser estrictamente mayor que cero para una (=0 amenos que B =0, por todo lo anterior

el estimador de minimos cuadrados generalizados es el mejor estimador lineal insesgado.

3.2.4.1. Estimadores maximo verosimiles

Si, ademas, se asume que bajo el supuesto del modelo &~ N (O,O’ZV), lo que implica que

Y~-N (X ﬂ,O'IV), se debe calcular el estimador maximo verosimil [12], y ver que es el mejor

estimador insesgado.

Tomando la funcion de densidad de probabilidad de ¥

—T:Z(L/\'ﬂ)'y“(y-xp]
f(ﬂ’al’Y)z : n o
(@) (o)l

Al realizar la estimacion maximo verosimil
1
Inf(p.0%Y)= —EI—Z(Y—X,B)'V" (Y—Xﬂ)-gln(zn)-nlna—1n]V|E
(e}

1
267
1

20t

nf(B,0%.Y)=~ (Y'—p'X')(V*‘Y—V"Xﬁ)-gm(zn)-nlna—lnwﬁ

Inf(B,0°.Y)

It

(Y v Y-gXVY-YVXB+B XV XP)

—gln(zn)—nlna—lnIVﬁ

In f(ﬂ,az,Y)z—zl_z (Yv'Y-28'XV'Y+p XV XB)
1nf(ﬂ,af,Y):—2(172

almf(B.c’Y) - -
T:_F(—zx vY+2x'7 X B)

1
(r'v =28 X V'Y + X'V X B)=Zin(2x) -nlno ~Infi]:
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:—%(—X'V"Y+X'V"Xﬂ)

=(-xV'r+xv'xp)
XV'xg=xv'r

Buca =XV XY XY Estimador maximo verosimil

Ahora para calcular el estimador maximo verosimilitud de la varianza.

s (g’ 1)- (rv Y—2,B'X'I;Y+ﬂ'X‘V‘ Xﬁ)_g
(rrr-28x VY XVXB)

3
o

L Qs

(v 2 XV XV X )
o

A :(Y—X/})'V"(Y—Xﬁ)

n

Estimador maximo verosimil

Dado que todo estimador méaximo verosimil es suficiente entonces f3,,; y & son suficientes.

Enseguida se analiza la propiedad de insesgamiento de &,;

Insesgamiento de &, :

E[&Mccz] =E (Y_Xﬁ)‘V_l (Y—Xﬁ)

E

:l»—‘:l—-=|»—-‘=|»—-ﬂ:|—‘

(r-xp)v(r- X,B)J

ElYyv'y-gxvly- YV‘X,B+,BXV'X,B]

I

E[ (rv-gxev)(r-xp)]
¥
I

E[YVY =25 XV Y+ X v X )

(E[YV Y=2B8'XVY+ B XV 'Xﬂ])
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E[ ‘Y—2ﬁ'X'V”Y+,B'X‘V“'X[3D

:l'—‘

!

{YV Y=25 X0+ px vy (X vy X'V"'Yﬂ

E[Y'V Y25 XV Y+ Xy v])

E[yvr-pxw Y})

(
(]
[ [YV Y-y x(xwvixy X'V“YD

I
“n
I
"

H

=—E(YV'Y-HY'VY)
E(Y'V’Y H))
(r*(7-#))
ir(o*(I-H))

o’ (ir(1-H))
=502(tru>—zr<ﬂ>)
%02("—1))

Ty

:[.—-:|>—-:|»—-:|.—-:|.—-

por lo tanto E[&ZJ:%JZ (n-p)

como se exhibe E[c}z:[ # 07, entonces, 6 no es un estimador insesgado de o

2

si es un estimador insesgado de o* .

(Y—XB)'V“(Y—X[?)
n-p

Se puede decir que



3.2.5. Intervalo de confianza para g

Se fiene que al igual que en la seccidn 1.2.5. se construira bajo el mismo método el intervalo de
confianza para /4, , recordando que hay que considerar la distribucion de el estimador del parametro,

del cual ya se obtuvieron su media y varianza por lo tanto se escribe que:
E [ﬁwcc} =p Var _COV(IBIMCG ) =a'V,
siademas ¢, ~ N(0,6°¥,) entonces S, ~ N(B.0°V,) deahique al estandarizar la
variable /?WCG queda lo siguiente, EMZ_—ﬂ ~N (0,1) , retomando que o es desconocida se
o'V,

tomara una variable Ji-cuadrada y con ellas dos poder construir una cantidad que se distribuya ¢,
esto queda como :

= "lup)

para llegar a la siguiente distribucion ¢
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i

porlo tanto se tiene P —a<LACG_—'B’<a =l-a
5V,

i

obteniendo el intervalo de confianza al (1-a)x100% para 3 es:

(ﬂm(‘(; - ao“\/V—” < ﬁ, < ﬂm,z(‘(; + aoA'\/V”- )

2

. x
recordando que a es el cuantil 1——2~ ya-t >, .

3.2.5.1. Intervalo de confianza para combinaciones lineales

de las g

Se pueden tener distintas combinaciones de las S a las cuales se les puede obtener un intervalo

de confianza.

Op=t,6,+Lp +-~-+£p_l -

O Puce =B + 4.5, +"'+€p-1 p-1

se considera:

E(elﬂAMCG) =0'p
Var(l'ﬁMCG)z Z'Var(ﬁMCG)f
Var(€ Bucs) =" (X7 X) ¢

0 Boco ~ N(f‘ﬂ,azﬁ'(X'V"X)_l é)

90



Se procede a la estandarizacion del parametro correspondiente obteniéndose:

L)’ﬁmu - ﬂlﬂ

— - N (o)
\/crzﬂ'(X'V"X) ¢
5 -1
. Joo(xvx) ¢
de igual forma se pretende obtener una distribucion ¢, esto es = ==~ {(,_,)
(r- xpyr (Y -xj)
o’(n-p)
/émc(; - ﬂ, B,Mco - /H: _

,/o-lf‘(X'V"X)_l ¢ Jo(xrx) [
~t o ——————
JY'V_IY—Y'V_IX(X'V-'X)_IX'V-'y o J&* oo
o’ (n-p)

['BMCG_glﬂ

se obtiene finalmente - )
(x'7'x) Vs’

De ahi que se tenga

P _a< £ ﬂMCG_E ﬂ_l

(al|=l-a
&\/HX'V-'X) I

Intervalo para ('3, a (1-a)x100%

(é'/?m ~ab (X VXY B +ad\Je(X VI x) e]

-

donde a es el cuantil l_ny a~t 2 .
2 (n-p)
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3.2.6. Identidad de los errores para minimos cuadrados generalizados

Para minimos cuadrados ordinarios se tiene |a identidad siguiente:

2

Sy =P =32 (r=F) +32(7-F)
esta es una identidad basica.

Donde:

Y(r-7 )2 = Suma de cuadrados del error del modelo reducido SCE .,
Z(Y -Y )2 =Suma de cuadrados del error det modelo completo SCE |,

Z(? -Y )2 = Suma de cuadrados del error bajo la Hipotesis nula SCE ,,

En términos de minimos cuadrados generalizados se tiene

v _,B'MCG X’V_l>(Y*XﬁAMCG)
=YV Y =B XV Y=YV X Boo + Byce X'V ' X Buyce

= Y'VYIY'—/BA'MCGX'V_IY"ﬁ'MCGX'V‘IY_{“B'MCG X'V—IXBMCG
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=rvr- 213 e X'V Y + 1&',\1(‘(; X'V_IXﬁM(.'(;

~ ~ -1
:Yvaly_zﬂrM(U X'V”IY‘FIH"‘R;(;X'V¥'X<X'V7’<Y) X'V*IY
1

=Y VY =28 X VY4 B XVTY

=YV Y =B XV

=YV -yvx(xvix) x vy

por lo tanto Z(Y—?)2 :Y'V*'Y~Y'V*‘X(X'V"X)"X'V"‘)‘ es SCE, . para

el caso de minimos cuadrados generalizados, de lo anterior se tiene la siguiente igualdad .

S(r-F) = (r-7) + (7~ 7)

considerando que si siempre se cumple, entonces

M(r -] =2 -Ff -32(7-7)

de donde se obtendria el resto de los términos expresados asi

S(P-F) =r v X (x VX)XV = Bl XYY

Sy-7Y=yvlY

los cuales se veran mas adelante, estos son elementos fundamentales de la tabla de analisis de

varianza.



3.2.7. Prueba de Hipétesis

Se desea realizar la siguiente prueba de hipotesis [8]:
H,:p=0 vs. H :f=0

Se tiene f,cq ~ N( .0 (X'V*X)")

que al convertiria en una N (0,1) se obtiene -—ﬁMG—";i ~N(0,1)
Joi (xvx)
(IBMCG “ﬂ)- _

al elevar al cuadrado todo = X(-n)
o (X' 'x)

(Y—X[})'V" (Y—X,B) . Y'V-'Y-Y'V"'X(X'V*'X)" Xy

2

considerando

p o = Xin-0)
(IBMCG _ﬂ )2 (IB.‘\ICG _ﬂ )2
rora o (x v x) i {xvix)'
Y'V"Y—Y'V"X(X'V"X)_lX'V"Y Y'V“Y—Y‘V"X(X'V"X)_lX‘V"Y
o’ (n-p)o’
(n-p)
(ﬁucc _ﬂ)z
i (x7x) i
yvr-yvx(xvx) xvty
(n-p)
que al manejarla bajo H, resultalo siguiente
ﬁMCGB'MCG
(X'V-'X)"l
Y‘V"Y—Y'V"X(X'V"X)‘l Xy
(n~p)
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sustituyendo 4", ¥ /}MCG por sus identidades correspondientes se obtiene

B (v vy (ev ) e )
(rvr)” ey

yvrr-yvix(xwvix) xvy - Y-y X (xvrx) Xty

(X'V"X)(X'V"X)_l X'V"Y((X'V“X)"' X'V"Y)

(n-r)

1

(n-1)

Y'l/""X(X'V“X)‘l (xry)

YV -y X (xvix) vy

(n-p)

B vy -vvix(xvix) xvty

B'MCG(‘Y'V_]Y)

Y'V_IY—ﬁA“.\rcc; (X'V-IY)

(n-p)

~

(pn-~p)

(n-p)

Se maneja como regla de decision la siguiente desigualdad que de cumplirse se debe rechazar H,:

F>Fe

(hn=2)"

Concluyendo el desarrollo anterior en la siguiente tabla

Andlisis de varianza para minimos cuadrados generalizados [11].

-

Grados Suma de Cuadrado
Fuente de cuadrados medio F
libertad
Regresion | P \ Bluce (XV7'Y)
, - Yyva'x(xwx) Xy MG
bajo 4, rvx(xevix) xvy ( ) YV~ Bl (XV7Y)
P MCG
(n-p)
Modelo T
Completo | P Y'V"Y—Y'V"X(){'V"X)"X'V"y Y'V*'Y—Y'V“X(X'V*'X)"X'V*‘Y
n—p
Modelo
Reducido | " Yy
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3.2.8. Coeficiente de determinacion

El coeficiente de determinacion miiltiple o medida del grado de ajuste del modelo en estudio [6], #*,
no aporta muchas ventajas en modelo de minimos cuadrados generalizados, ya que r* calculado

al utilizar un programa estadistico mide el grado de ajuste del modelo que utiliza los datos

transformados. Por lo que se sugiere utilizar:

Y'V-‘X(X'V*'X)"X'V*'Y
- Yy

2
¥

como medida de bondad de ajuste del modelo sin transformar. Sin embargo, no hay garantia de que
»* se ubique en el intervalo [0,1]. Por eso es que no es una medida tan util para comparar

modelos.

3.2.9. Coeficiente de correlacion »

Se sabe ya que es un valor relacionado con el »*. Se dice que r es el grado de asociacion entre

Y y X, entonces r

(x-X)(rvy)

Jx=x) (rv)

y =

Se examinara un modelo geométrico, gracias al cual se puede presentar de una manera directa la
teoria general, para el tipo de modelo que aqui se trata, la intuicion geométrica aporta, a menudo,

una gran ayuda.
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3.2.10. Devianza

Se tiene un procedimiento para muestras grandes el cual conduce a una medida de variacion del

grado de ajuste que es liamada devianza.

Dadas n observaciones se puede ajustar el modelo el cual tiene n parametros, éste se forma de

todas las variaciones en las y,, para el componente sistematico sin ningiin componente aleatorio.
Es conveniente expresar la ecuacion en términos del valor medio Y, que el parametro canonico 6.

Sea /(f ,8;Y) el logaritmo de maximo verosimilitud sobre /4 para un valor ajustado de valores de

los parametros de dispersion ¢ .

La discrepancia de un ajuste es proporcional a dos veces la diferencia entre el méximo alcanzado
por el logaritmo de verosimilitud y por el modelo en estudio. Si se denota 6= 0()7 ) y f= 9(Y )

¢ '

el estimado de el parametro canonico bajo et modelo, la discrepancia, asumiendo a, (¢)=-—
wl

puede ser escrito como:

2w (n(6-0)-b(8)+4(6)) n(r:7)
’ ’

D(Y; Y ) es llamada devianza para el modelo que se esté manejando y ésta es una funcion de

los datos solamente.

D(v;Y)

2} (Y;}; ) = asi que el escalar devianza se expresa como un multiplo def parametro de

dispersion.
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Las formas de devianza segin su tipo de distribucion son las siguientes:

Nomal Sy
e
B D»
s IR

Para la distribucion normal la devianza es solo la suma de residuales al cuadrado.

Recordando que se tiene otra medida de discrepancia que es el coeficiente de correlacion de
Pearson y ia devianza que tiene una distribucion z*, para la teoria Normal en modelos fineales

{considerando que el modelo es el verdadero) [10].

La devianza tiene una ventaja general sobre el coeficiente de correlacion de Pearson, ya que la

primera es aditiva para el conjunto de modelos si el estimador maximo verosimilitud es usado.

Para el caso de la funcién Normal se tendria:

Yp = \/?,signo(}f - )},)
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3.3. Geometria de minimos cuadrados Generalizados

Se considera a L como una combinacion lineal, donde la media de Y . esta contenida en S de

(Y - );) (Siendo conocido por ser la matriz de covarianzas ).

Se presenta una proyeccion del espacio »n dimensional sobre la combinacion lineal L, es decir por

una transformacion fineal que deja invariables a los vectores de L.

/

Estas proyecciones conducen, a estimaciones centradas. E(Y) es igual a E (I; ) la cual por

proyeccion es justamente igual a Y. Inversamente, para que un estimador lineal tenga una
esperanza matematica igual a la esperanza ¥ de Y, sea cual fuere Yen L, es preciso que

E(I; ) seaidénticoa ¥ paratodo ¥ en L.

La ausencia de sesgo en la estimacion de ¥ implica una cierta justificacion de fos estimadores por
proyeccion, el elipsoide indicador de E(Y') da una imagen de la dispersion de los errores  E(Y)-
Y.

Se observa que el elipsoide indicador de una proyeccién de Y sobre L, coincide con laimagen de
F en esta proyeccion, este elipsoide contiene, necesariamente, la interseccion de F y L.
Se reduce a esta interseccion cuando la proyeccion de la imagen O (ef origen) con la variedad

lineal K, conjugada principal de L con relacion a £ .
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Si se considerara que esto no pasa y que existe un vector ¢ de F cuya proyeccion sobre L

paralelamente a K, no pertenece a la interseccion de £ y de L. Sea u un vector que hace

maximo u'E (&) con la condicion de »'Vu < 1. Dado que E(e) no pertenece a F, se tendra

'll'E(é‘)[zl.

Las derivadas de u‘E(s)— ku'Vu respecto alas componentes de u, deben ser nulas.

De lo que resulta que E(&)= 2kFu . Sea ahora un vector £* = ¢— E(&). El vector & pertenece
a F formando parte del soporte (Y -7 ) ; lo mismo pasa con £ puesto que L toma parte de este

soporte. Con lo considerado £” tiene una imagen reducida de vector nulo, esta contenidoen K,y
por consiguiente, es conjugado de E(s). Sea entonces un vector »" tal que & =Vu . La
conjugacion entre &* y E(¢) implica que 2ku'V =0, y ademas u's’ =0.

Se tiene:

Iu‘g'lzIu'E(£)+u'E":Iu'E(a)I>1

lo que contradice la hipotesis segln fa cual ¢ perteneceria & yaque u'Vu<1.

Por tanto, en una proyeccion del espacio » dimensional sobre L , paralelamente a
K, el eiipsoide indicador de £ (Y ) se reduce a la interseccidn de L con el elipsoide indicador de

Y.

100



Si la matriz de convarianzas ¥ tiene inversa, el estimador por proyeccion ¥ = E(Y) que aplica
sobre el origen la combinacion lineal K, conjugada principal de L, es el que hace minima la

expresion (Y —Y') y-! (Y -Y ) siendo forzosamente el vector Y por parte de L.

Sea 1, un vector cualquiera de L; y,—Y y YY" son conjugadas. Al sustituir se tiene

(yo—)")'V"(Y—Y'):O,de ahi que:
(F =3V (=)= {F =7 Yo (=1 (n -1 (=)
Lamatriz ™' se define positiva, como la matriz ¥, asi que

(o -Y )V (r-Y)>0 si y =Y

(Y =y)V (Y =y)> (¥ )V (r-v")

Esto se deja ver como el estimador es tnico cuando ¥ tiene una inversa. Si el soporte de ¥ — "

no es el espacio m dimensional entero, sino una combinacion lineal p dimensional, se debera
efectuar una transformacion lineal del espacio de » dimensional en el espacio p dimensional, de

tal manera que la imagen del soporte de Y —Y" sea el espacio p dimensional entero.

Cuando ¥ es la matriz unidad, la expresion minimizada por ¥" s escribe > (¥ —Y )2 , porlo

tanto Y hace minima la suma de los cuadrados de las desviaciones entre las componentes de ¥
y las componentes de Y de la media estimada. De ahi el nombre de “minimos cuadrados

generalizados” dada la estimacion aqui considerada.
Lo anterior sugiere que un modelo fineal general debe ser mejor que el anlisis estandar, usando

transformaciones cuando un problema queda con varianza constante después de hacer la

transformacion.
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Aplicacion
4 1. Introduccion

En este capituio se da un ejemplo de regresion lineal simple, un modelo con sdlo una variable
independiente x y la variable dependiente y, con la finalidad de revisar la relacion entre estas

variables que por ef tipo de regresidn se espera que corresponda a un ajuste lineal. El modelo a

estimar seré:

y=p+px+e

Se da también un ejemplo en ef caso del modelo de regresion donde interviene mas de una

variable independiente, es decir, el modelo de regresion miltiple

y=p+px+px+. . +B8x, +e&

Los modelos de regresién lineal proporcionan gran informacion, para determinar los coeficientes de

las variables, pero son insuficientes cuando se tiene un modelo no lineal.
Los ejemplos se desarrallaron con el programa de computo STATISTICA (version 6.).

Se utilizé una muestra de tamafio 100, con las siguientes variables: Peso se toma como la variable
dependiente y, estatura (x,), edad (x,), porcentaje de salud en 5 afios (x;), donde x,,x,,x,

son variables independientes.

La finalidad de este ltimo capitulo es dar un ejemplo de lo visto en la parte tedrica de los capitulos

anteriores de este trabajo.
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4.2. Andlisis Simple.

Se presenta la regresion con minimos cuadrados lineales ordinarios, en el caso donde solo se tiene

una variable independiente, es decir y, = §, + f,x, + &, para este caso y, representa el peso y

x, es laestatura.

Media y Dev. Est.

Media Dev. Est. N
Variable
Estatura 1.67890 | 0.035729 100
Peso 70.60000 | 9.316001 100

La tabla anterior tiene las medias correspondientes a la variable estatura e indica que en [a mayoria

de los datos se colocan alrededor de 1.67.

La tabla muestra la matriz de correralciones.

Correlacion
Estatura Peso
Variable
Estatura 1.000000 | 0.422612
Peso 0.422612 | 1.000000

Graficamente se puede observar que la relacion entre las variables es positiva, la tendencia de

cada una de ias variables y su pendiente exhiben lo mencionado.

Correlacion

Estat.

x
=il ||Il

Peso y
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Tabla de resumen de fa regresion

R=.42261198 R?= 17860088 R? Ajustada=.17021926
F(1,98)=21.309 p<.00001 Error est. estimado: 8.4862

Beta Err. Est. B Ermr. Est. t(98) p-level
N=100 de Beta de B
Interterseccion -114.402] 40.08630] -2.85389| 0.005270
Estatura 0.422612] 0.091551] 110.192| 23.87117| 4.61613{ 0.000012

De este cuadro se obtienen los estimadores de 5, y 3, del modelo y, = G, + Bix, + ¢, de ahi:

$, = —114.402 +110.192x,

esto es que por cada unidad que cambie x, se tendrd que y, cambia 0 aumenta en 110.192

unidades.

Se obtuvo entonces:

R=.42261198

que significa que tan refacionadas estan las variables de peso y estatura, las cuales se cofrelacionan
positivamente, es decir que al tener una mayor estatura se tiene mayor peso, y al tener menos

estatura se fiene un menor peso. Salvo sus excepciones que se presentan en 1a realidad.

Por otro lado se tiene:

R? =.17860088

que indica el nivel de explicacion del modelo, significando que aproximadamente el 20% de la

variacion del peso esta explicado por la estatura.
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A continuacion se da la tabla del anélisis de varianza.

Analisis de Varianza

Suma de gl Cuadrados F p-level
Fuente de Variacion Cuadrados Medios
Regresores 15345391 1 1534.539 | 21.30863 | 0.000012
Residuales 7057.461) 98 72.015
Total 8592.000

Esta tabla sirve para realizar fa prueba de hipotesis
Hy:fp,=0vs H:p =00

Se tiene que F*“‘gs): 21.309, F93 (195= 3-94 y como la regla de decision es rechazar H, si

F*(Iv98)> F95 (1.98)? p0f IO tanto:
F*(Lgs): 21.309 > F.95(L98): 3.94 de ahi que se rechaza H,, entonces se puede decir que
B=0.

Ahora para revisar si se tiene problemas de autocorretacion se utiliza la prueba Durbin-Watson:

H, :no hay autocorrelacion vs H, : hay autocorrelacion

Regla de decision, no rechace H, si d >d,.

Durbin-Watson d

y correlacion serial de re
Durbin-  Corr. Serial

Watson d

Estimado| 1.692621  0.142572

Consultando la tabla correspondiente a Durbin-Watson se tiene para el limite inferiord, =1.69, al
comparar d =1.692621>1.69=d, por lo tanto no se rechaza H,, de ahi que se afirma no

tener autocorrelacion.
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Andlisis de normalidad.

En esta gréfica se analiza el comportamiento de los residuales, es decir se observa si cumplen

tener una distribucion normal.

Distribucion de residuale
—— Normal Esperada
28 —
26
24
22
20
. 18
€ 18
3 14t
g 12 }
10
8
[}
4
2 4
0
-25 -20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20 25J

En la gréfica anterior se tiene normalidad, ya que casi se completa la campana de la distribucion
normal.

La siguiente grafica es otra manera de analizar la normalidad de los residuales, si se ajustan los

puntos a la linea recta, se dice que se tiene normalidad.

B
P

bilidad Normal de F

Valor de Normal

-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20 25
Residuales
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Analisis de la Varianza.

—
Residuales vs. Estatura
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En la grafica anterior de residuales-estatura se tiene varianza constante ya que

los puntos tienen una tendencia constante.

En la siguiente grafica se tiene que los puntos al centro se distribuyen de manera constante, por lo
tanto en general se puede decir que se presenta varianza constante.

Predecidos vs. Residuales
Variable Dependiente: Pes
25 — "+~ v T T —r—
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Valores Predecidos e 95% confianza
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En la siguiente grafica la mayoria de los puntos se concentran dentro de un rectangulo, por lo que

se puede decir que la varianza es constante.

Valores Observados vs. Residuales
Variable Dependiente : Peso
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Valores Observados “®,95% confianza

Ahora bien, considerando un a = 0.05 se obtiene el intervalo al 95% de confianza correspondiente

ag,:

(-193.9518967,-34.8520026)

donde se puede exhibir que £, no pasa por el origen.

De igual forma el intervalo del 95% de confianza para g, es:

(62.82079343,157.563922)

Los datos presentan tres outliers los cuales son:

Residuales estandarizados: Peso
Qutliers
Residuales Estandarizados Valores Valores
Casos  =5. -4. -3. #2. 3. 4. 5. Observados Predecidos
3. . . Lot 90.00000 69.61929
24 . . . o 85.00000 67.41544
25 . . . o 93.00000 74.02699
Minimo . . . o* $5.00000 67.41544
Maximo . . . Lot 93.00000 74.02699
Media . . . * 89.33334 70.35390
Mediana . . . Lt 90.00000 69.61929

Los tres outliers resultaron no influyentes en el modelo.
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Para analizar el supuesto de independencia se revisa la siguiente tabla y se puede observar que no

se presenta ninguna tendencia periddica por lo se puede decir que los residuales cumplen con ser

independientes.
Valores Predecidos
Valores Predecidos Valores Valores Residuales
Caso 58.6 Observados Predecidos

1. 63.0]  71.82314 -8.8231
2 . 70.0]  68.51736 1.4826
3. 90.0] 69.61929  20.3807
4. 65.0]  72.92506 -7.9251
5 . 84.0] 6741544  16.5846
6 . 75.0]  72.92506 2.0749
7. 69.0]  65.21159 3.7884
8 . 85.0]  75.12891 9.8711
9 . 73.0]  76.23083 -3.2308
10 . 60.0]  71.82314]  -11.8231
11 81.0]  77.33278 3.6672
12 63.0] 6851736  -5.5174
13 . 81.0( 72.92506 8.0749{f
14 69.0] 74.02699  -5.0270]
15 . 720 71.82314 0.1769
16 . 79.0] 67.41544] 115846
17 72.0]  63.00775 8.9923
18 68.0]  64.10967 3.8903
19 . 60.0] 69.61929]  -9.6193]
20 63.0 76.23083]  -13.2308]
21 85.0  75.12891 9.8711]|
22 70.0 77.33276]  -7.3328]
23 84.0] 7072121  13.2788]
24 85.0] 6741544  17.5846|
25 . 93.0 74.02699]  18.9730
26 90.0] 77.33276]  12.6672
27 86.0] 69.61929  16.3807
28 68.0] 68.51736]  -0.5174
29 . 73.00  70.72121 22788
30 76.00  74.02699 1.9730
31 71.0 7623083 -5.2308|
32 60.0 71.82314 -11.8231(
33 53.00 6961929 -16.5193
34 63.0] 6851736  -55174
35 74.0] 7072121 3.2788
36 . 69.0 72.92506]  -3.9251
37 550 69.61929 -14.6193
38 67.0] 67.41544 -0.4154
39 65.0(  70.72121 57212
10 . 71.0]  72.92506 -1.9251
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4.3. Andlisis Multiple

Se consideran los siguientes datos 1 (peso), x, (estatura), x, (edad) y x, (el porcentaje de salud

en 5 afos).

Se estimara el modelo

V= ﬂo +:B|x| +ﬂzx3 +ﬂ3x3 +e&

Ahora se tiene un cuadro de las correlaciones entre las variables.

Correlacion
Estatura Edad % de salud en 5 anos Peso
Variable
Estatura 1.000000 {0.0617388708 0.077852 0.422612
Edad 0.061739 |1 -0.219874 0.043450
% de salud en 5 afos 0.077852 |-0.219873871 1.000000 0.007160
Peso 0.42261210.043449882 0.007160 1.000000

Las variables estatura y peso se relacionan positivamente con el resto de las variables; la variable

edad se relaciona positivamente con estatura y peso, pero se relaciona negativamente con el

porcentaje de salud en 5 afios y esta variable a su vez se relaciona positivamente con estatura y

peso.

Grafica donde se muestra la correlacion entre variables

Eslat. x,

_ulll.

Correiacion

positiva
p

Edad x,

[ .I.Jl

porcey. sal. 5 x;
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El coeficiente de determinacion R? = 0.17940838, es decir, se explica un 17.94% de la
variabifidad.

La regresion da:

Resumen de la Regresion

R=.42356626 R*= .17940838 R? Ajustada= 15376489

F(3,96)=6.9963 p<.00026 Error Est. de estim.: 8.5699

Beta Error Est B Error Est. t(96) p-level

N=100 de Beta de B
Interseccion -114.070 | 40.50194 | -2.81640 | 0.005895
Estatura 0.423660 | 0.093042 | 110.466 | 24.25995 | 4.55341 | 0.000015
Edad 0.012206 | 0.095087 0.007 | 0.05545| 0.12837 j 0.898128
% de salud en 5 anos -0.023139 | 0.095194 -0.018 | 0.07479 | -0.24307 | 0.808469

De ahi se tiene que la recta de regresion estimada es:

¥ = —114.070 +110.466x, +0.007x, +0.07479x,

De esta tabla se analiza también » = 42356626 que al igual que en el andlisis simple es un
coeficiente de comelacion positivo, entonces las variables tienen una relacion directamente

proporcional

Andlisis de Varianza

Sumade gl Cuadrados F p-level
Effect Cuadrados Medios
Regresores. 15414771 3 513.8256 | 6.996255 | 0.000263
Residuales 7050.523 [ 96 73.4429
Total 8592.000

Se tiene la siguiente prueba de hipotesis para los coeficientes de la regresion pero no para el

coeficiente /3, , entonces se plantea.

B
p =|p,| deahiquesetenga: H,:f =0 vs H:f =0
P

donde se tiene que F* = 6.996 > 2.70= F 2

(3.96)

Serechaza H,, porlotanto 8, =0 con i=1,2,3.
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Analisis de normalidad

Distribucion de Residuales
— Normal Esperada

28 v v — v T —

No de obs

Como se ve en |a grafica, se tiene normalidad ya que casi se cubre el area de la campana.

Por oftro lado la siguiente grafica no cambia mucho con respecto a la grafica anterior, aclarando que

no se tiene problemas de normalidad.

Probabilidad Normal de Residuales

3 — —

Normal Esperada
(=]

-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20 25

Residuales
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En el caso de los valores observados del peso se cumple la normalidad.

No de obs

Distribucion de Valores Observados

Variable Dependiente : Peso
——Normal Esperada

Andlisis de la varianza.

Residuales vs. Estatura
25 — . -
20 e -—
H
15 b . ﬁ
. *
. . L
10 . ° L] . . .
$ P~ . ° H .
w 57 o Tt 2
3 ~~.9__‘__\ e 0 ! Y St
k=l D ot ek
w0 b B
& . __I—O—s—n_~ .
"""""""""""" (G
Bl eeemmT '] ' . $ 3 s
- e . ¢ '
. []
-10 . - ]
15 . R i ¢
[ ]
-20
154 156 158 160 162 164 166 168 170 172 174 1.76
Estatura “e_95% confianza
L

Se siguen teniendo varianza constante, ya que se pueden concentrar los puntos dentro de un

rectangulo.
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En la siguiente grafica, se tiene varianza constante ya que la mayoria de los puntos se pueden

encerrar en un rectangulo.

Residuales vs. Edad 1
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20 - hd
.
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151 hd
. . "
- .
10 [} - - E|
. . v, .
« - . . e
% 5 . =
3 F—d--——_ e so * e o . S~
° i e L A
5 g - - ) L
U -
4 . #g - __T_=_
M S . es’ . I Bty r _____
- 3 - .
. s . . e
- .
ot ] .
. - .
. .
18 . .
.
-20
10 20 30 40 50 &0 70 80 90
Edad [SS55% contanes_]

En la grafica de porcentaje de salud se observa igual que la variable anterior esta es constante en

su varianza con respecto a los residuales.
Residuales vs. porcentaje de salud en 5 afios
25 — v
20 ¢ . 1
.
a .
15 M
.
. . . .

10 - . . :. . .
[’ L] L LN
.Q 5k - L] |
g el e _ cen v Y BECE L
=] et 1 PR -7
8 0 0 - o @ .L
4 U TR - "-.-:-"—.:-:_-_“_‘__'__-

577 e ., ®e o - . :o p T
L] . L L]
-0t ° . .. .
° L L .
-15 T v : 2 = *
-20 S " "
30 40 50 60 70 80 90
porcentaje de salud en 5 afios
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Aqui se observa que se puede considerar la presencia de varianza constante ya que a excepcion

de tres puntos la mayoria de estos pueden concentrarse dentro del rectangulo.

Valores Observados vs. Residuales “
Variable Dependiente ; Peso
25 —
20 N\ _“ o #
. -
. s -
15 . % i
-
. “o*
10 O 74 |
5 . /'/ > .
=z
3 * o egsgC .
g ° : ~ ]
8 0 o4 ® H
g . ®
x .5 P "o od .
. -, " L] L'}
. _ =7 .
-10 -
A
15 ° s ) L)
- ’/ a3
wl T
-
-
25 -
40 50 60 70 80 90 100
B Valores Observados 8, 95% confianza

Prueba Durbin-Watson

H, :no hay autocorrelacion

Durbin-Watson d
y correlacién serial

Durbin-  Corr. Serial
Watson d
Estimado | 1.698796]  0.139444

vs. H, :hay autocorrelacion

El estadistico Durbin-Watson es de 1.69 y revisando los valores de la tabla se tiene.

d,=161< 169 <174=d,

Durbin  Watson

por lo tanto no se puede concluir , es decir no se sabe que pasa con la autocorrelacién bajo la

prueba.
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En la siguiente grafica se puede observar que no existe ninguna tendencia en su comportamiento
por lo se puede decir que se tiene independencia en los residuales.
Valores Predecidos
Valores Predecidos Valores Valores Residuales

Caso 58.9 Observados Predecidos
1. 63.00000 71.77258 -8.7726
2 . 70.00000 68.93508 1.0649
3. 90.00000 69.45036 20.5496
4 . 65.00000 72.59001 -7.5900
5 . 84.00000 67.25159 16.7484
6 . 75.00000 73.26394 1.7361
7. ©69.00000 65.41362 3.5864
8 . 85.00000 7528082 9.7192
9 . 73.00000 76.08338 -3.0834
10 . 60.00000 71.72530 -11.7253
11 81.00000 77.53825 3.4617
12 63.00000 68.66606 -5.6661
13 81.00000 73.04372 7.9563
19 . 69.00000 73.75290 -4.7529
15 . 72.00000 72.08219 -0.0822
16 79.00000 67.52445 11.4756
17 . 72.00000 62.92838 9.0716
18 68.00000 63.95266 4.0473
19 60.00000 69.73476 -9.7348
20 63.00000 76.50027 -13.5003
21 85.00000 74.98499 10.0150
22 . 70.00000 77.85282 -7.8528
23 . 84.00000 71.13585 12.8642
24 85.00000 67.19296 17.8070
25 . 93.00000 73.70710 19.2929
26 . 90.00000 77.73994 12.2601
27 | '~ 86.00000 69.74758 16.2524
28 68.00000 68.86099 -0.8610
29 . 73.00000 70.66274 23373
30 . 76.00000 74.36455 1.6355
3. 71.00000 75.79615 47961
32 60.00000 71.66743 -11.6674
33 53.00000 69.27425 -16.2742
34 63.00000 68.43726 -5.4373
35 74.00000 70,74373 3.2563
36 69.00000 72.92010 -3.9201
37 55.00000 70.06325 -15.0633
38 . 67.00000 66.95863 0.0414
39 65.00000 71.18496 -6.1850
40 . 71.00000 72.84373 -1.8437
41 . 69.00000 74.72934 -5.7293
a2 . 66.00000 72.63900 -6.6390
43 . 64.00000 68.70783 4.7078
44 59.00000 66.09303 -7.0930
45 . 65.00000 69.37810 43781
46 . 73.00000 71.84779 1.1522
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4.4. Andlisis de regresion no lineal, ejemplo 1.

Se menciond en la teoria que el método minimos cuadrados lineales ya no es apropiado aqui,

entonces se utiliza el método de linealizacion (Gauss-Newton).

Los datos para la realizacion de esta regresion son los mismos del caso anterior.

El modelo esta dado por

)/u :f(xu’e)—i—gu

Grafica de la correlacion de las variables del modelo es:

Correlacion

Estat. x,

Estfd. x5

Edad %desal.x ¢

Se puede obsesvar una relacion positiva en la mayoria de las variables, los puntos siguen la

tendencia de su pendiente.
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En este método las caracteristicas se presentan de la siguiente forma:

Funcidn Pérdida: Minimos Cuadrados

La funcion anterior es suma de residuales ajustados y en el cuadro se muestran estos valores

donde se va reduciendo los residuales en cada iteracion que se realiza, asi como fos

correspondientes valores estimados de los coeficientes de a regresion.

Proporcion de conteo de varianza: 0.99942356, este valor es equivalente al coeficiente de

determinacion R2.

El porcentaje de explicacion del modelo es 99.94% que es muy alto a comparacion del porcentaje

obtenido en el ejercicio de minimos cuadrados lineales.

El coeficiente de correlacion es R =.99971 174, expresa una relacién positiva entre las variables.

Para este método se necesita un valor inicial para cada beta el cual se toma como 0.100000 para

todas las betas, obteniéndose la tabla siguiente:

Modelo: vi=Interseccién+betal*v2+beta2*v3+beta3*v4 +betad*v5+betab*

Var. Dep.: Peso
Nivel de Confianza: 95.0% ( alfa=0.050)

Estimado Error t-valor p-level Limite Limite
Est. gl=93 Inferior __ Superior
Interseccion 66.1637 | 3.628509 | 18.2344 ) 0.000000 | 58.9582 | 73.3692
beta1 -39.2558 { 2.202460 | -17.8236 | 0.000000 | -43.6294 | -34.8821
beta2 0.0672 | 0.078833 0.8527 | 0.396004 -0.0893 0.2238
beta3 -0.0052 | 0.006198 -0.8336 | 0.406658 -0.0175 0.0071
betad 0.5948 | 0.001647 | 361.1076 | 0.000000 0.5915 0.5980
beta5 -0.0431 | 0.046959 -0.9180 | 0.361001 -0.1364 0.0501
betab 0.0001 § 0.000125 0.9201 | 0.359892 -0.0001 0.0004

Asi el modelo estimado es:

¥ = 66.1637 —39.2558x, +0.0672x, — 0.0052x, +0.5948x,x, —0.043 1x,x, +0.0001x,x,
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La tabla que se presenta abajo muestra el total de iteraciones realizadas y los valores que toman

los coeficientes en cada una de las iteraciones.

Modelo: vi=Interseccion+betal*v2+beta2*v3+beta3*v4 +betad*v5+beta5*v6+betab vy
Var. Dep.: Peso

Funcién  Interseccién betal beta2 beta3 beta4 betaS beta6
Pérdida
112450.189 0.10000 0.1000) 0.100000] 0.100000) 0.100000] 0.100000 | 0.100000
2 2.225 66.14363| -39.2445( 0.067740{ -0.005150] 0.594768] -0.043408] 0.000115
3 2.225 66.16368| -39.25581 0.067223| -0.005166| 0.594767 | -0.043107| 0.000115

Como se ve la primera iteracion se maneja con los valores iniciales ya mencionados, el primer valor
para la funcién pérdida (la suma de residuales ajustados) es muy grande, pero se van reduciendo
en cada iteracidn, en este caso se realizaron tres iteraciones, pero se pueden presentar més,

dependiendo del nimero necesario para alcanzar la linealizacion de! modelo en estudio.

Analisis mediante la tabla Anova.

Modelo: vi1=Interseccién+betal*v2+beta2*v3+beta3*v4+betad*v5+betal
Var. Dep.: Peso
1 2 3 4 5

Fuente de Variacion Sum de Cuadrados gl Cuad. Med. F-valor __p-valor
Regresiéon 507023.0 7.0000 72431.86] 1360087 0.00
Residuales 5.0{ 93.0000 0.05
Total 507028.0( 100.0000
Total Corregido 8592.0( 99.0000
Regresion vs.Total Corregido 507023.0] 7.0000 72431.86 835 0.00

Al linealizar el modelo se puede proceder como en el caso de minimos cuadrados lineales, por lo

que se realiza la prueba F, sin considerar en elfa a la interseccion.
Prueba de hipdtesis  H,: ' =0 vs H,:f =0

. e . *
Bajo la regla de decision, rechace H, si F 79y > F'95(7,93), con lo que al buscar los valores se

tiene F*(7_93)=1360087 > 210= F'95(7,93), entonces se rechaza H, y bajo este resultado, se

puede decirque §, =0 i=12,...,7, considerando una estimacion puntual.
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Al'inicio de esta regresion se mostré un cuadro que contiene los intervalos de confianza de cada

coeficiente, de donde se puede decir que hay cuatro coeficientes el de beta2, beta3, beta5 y beta6,

pueden tomar cero como valor ya que pertenece al intervalo.

Lim. Inf. | Lim. Sup.
beta2 |-0.0893 |{0.2238
beta3 |-0.0175 |0.0071
beta5 {-0.1364 |0.0501
beta6 |-0.0001 |0.004

Andlisis de normalidad

Es muy notable que las barras del histograma no se ajustan a la curva normal, ademas que

sobrepasa una de ellas al area de normalidad estimada y se observan barras muy pequefias que no

alcanzan la campana.

Distribucién de Residuales
Normal Esperada
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Se tienen problemas de normalidad en las regiones marcadas por una circunferencia, ya que los

puntos no se ajustan a la recta, se tienen ondulamientos de los puntos que estan por encima de la

recta.

Normal Esperada
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Analisis de la varianza.

En esta grafica se tiene una varianza constante ya que la mayoria de los puntos se pueden

encerrar en un rectngulo, quedando unos cuantos punto fuera de este rectangulo, los cuales se

pueden considerar discrepantes ya que quedan muy alejados del resto de los puntos.

Predecidos vs. Residuales
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Se hace notar que al hacer la regresion mediante linealizacion, se presentd un problema en la
normalidad, se puede intentar ver que modificaciones serian necesarias aplicar al modelo para
poder mejorar esta situacion siempre y cuando no se modifique el estado constante en que se

encuentra |a varianza.

La manera en que se manej6 el modelo hace una diferencia, que se nota en R y R? que aumentaron

considerable mente.

4.5. Analisis de regresion no lineal, ejemplo 2.

Los resultados al realizar la regresion son:

Gréfica de la correlacion

Correlacion

Estat x

Edad x

bl

% sald5 x

il

La relacién entre la mayoria de las variables es positiva salvo la relacion entre Edad y el porcentaje

de salud en 5 afios la cual se puede decir que es negativa.
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Resumen dela regresion

Proporcion de conteo de varianza: 0.17983866 que es el coeficiente de determinacion, que

representa un 17.98 % de explicacion del modelo.

El coeficiente de correlacion R = 0.42407389 que indica una relacion positiva entre la mayoria de

sus variables .

El valor inicial es 0.100000 con et cual se inician ias iteraciones para linealizar el modelo.

La tabfa de resultados de la regresion es la siguiente:

Modelo : vi=(interseccion)*(exp(beta1*v2)-exp(beta2*v3)-exp(beta3*

Var. Dep. : Peso

Nivel de confianza: 95.0% ( alpha=0.050)

Estimado Error t-valor p-level Limite Limite

Est. al =96 Inferior __ Superior

interseccién 4.988472 3.014/ 1.655043[ 0.101182 -0.99 10.971
beta1 1.578461 0.356] 4.428371| 0.000025 0.87 2.286
beta2 -0.501256{ 1170.181] -0.000428] 0.999659| -2323.29| 2322.290
beta3 -0.065630 0.240¢ -0.273267} 0.785235 -0.54 0.411

Por lo tanto el modelo estimado es:

Y =(4.988472)(exp(1.578461x, )) - exp(—0.501256x, ) —exp(—0.06563x, )

En sequida se presenta la tabla de la Anova:

Modelo : v1=(interseccion)*(exp(betat*v2)-exp(beta2*v3)-exp(beta3*v4)
Var. Dep.: Peso

Total Corregido

1 2 3 4 5
Fuente de Variacién Suma de Cuadrados Jol] Cuadrados Med. F-valor p-level
Regresion 499981.2 4.0000 124995.3 | 1702.833 0.00
Residuales 7046.8{ 96.0000 73.4
Total 507028.0 | 100.0000

8592.0| 99.0000

Regresion vs.Total Corregido 499981.2 4.0000 124995 .3 | 1440.239 0.00

Ya obtenido el modelo se aplica fa prueba F como en minimos cuadrados lineales, recordando que

la prueba deja fuera de ella a la interseccion.
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Prueba de hipotesis:

Ho:é"zo vs. H:f =0

Su regla de decision es rechazat £, si Fage > F-9%405)

* 95 .
F (a96y=1702.833 > 246= F- (4.98), entonces se rechaza H, y bajo este resultado, se puede

decirque 8. =0 i=1,2,...,7, considerando una estimacion puntual.

La siguiente tabla se conoce como historia de iteraciones ya que muestra el total de iteraciones

realizadas y los valores que van tomando los coeficientes en cada una de ellas, en total se realizaron

87 aungue aqui solo se exhiben 28 por el tamario de la tabla.

Modelo : v1=(interseccion)*(exp(betal*v2)-exp(betad

Var. Dep.: Peso

Funcién interseccior betal beta2 beta3

Pérdida
11217267 0.10000{ 0.10000{ 0.10000| 0.10000
2 |1796.85 0.09950} 3.62241| 0.09990| 0.09993
3 [1757.53 0.09866{ 3.64053| 0.09970| 0.09979
4 11683.77 0.09706/ 3.67494| 0.09932] 0.09953
5 | 1553.06 0.09415]3.73727, 0.09864| 0.09904
6 |1343.05 0.08929]3.84104] 0.09750{ 0.09821
7 11053.90 0.08221] 3.99125| 0.09584| 0.09694
8 | 737.08] 0.07363| 4.16632] 0.09378| 0.09527
9 | 484.94 0.06423/4.31771] 0.09164| 0.09337
10| _329.364 0.05281| 4.42770| 0.08957]| 0.09142
11 234.47] 0.04051{ 4.53619| 0.08758] 0.08958
12{ 180.824 0.03086| 4.65970] 0.08573| 0.08797.
13]_151.41] 0.02488(4.77439] 0.08393! 0.08647
14 136.91 0.02044| 4.87662| 0.08200| 0.08496
15 129.40 0.01728| 4.96614| 0.07980| 0.08336
16| 125.48| 0.01535] 5.03106] 0.07715{ 0.08155
17| 123.17 0.01490] 5.04668] 0.07375] 0.07928
18| 120.93 0.01673]4.97174| 0.06915| 0.07607
19] 119.46; 0.01901] 4.89525( 0.06647| 0.07404
20| 118.41] 0.02395| 4.74684| 0.06187| 0.07039
21| 115.54: 0.02936| 4.62994| 0.05801| 0.06723
22| 113.22 0.03488[4.53138| 0.05466] 0.06444
23| 113.07f 0.04546/ 4.36041{ 0.04900] 0.05979
24! 108.85t 0.05049{4.31699| 0.04664} 0.05785
25| 107.61] 0.06002 4.20743| 0.04252| 0.05455
26{ 105.89] 0.06863{4.13094! 0.03905| 0.05182
27| 104.91] 0.08422[4.00062| 0.03338| 0.04752
28| 102.64] 0.09745] 3.91966| 0.02892| 0.04419

Como se puede observar cada iteracion va disminuyendo, la cual llega a tener un valor final de

83.945, cumpliéndose asi una de las principales caracteristicas de este método de linealizacion.
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Andlisis de Normalidad

En la grafica de abajo se cumple con la propiedad de [a normalidad en los residuales.

~

Distribucién de Residuales

No de obs

Residuales

En la siguiente grafica se puede observar como la mayoria de los puntos se ajustan a la recta con lo

que se puede concluir que se tiene normalidad.
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Andlisis de la varianza

En la siguiente grafica se presenta varianza constante ya que se pueden encerrar los puntos en un

rectangulo.

En esta gréfica se tiene la presencia de varianza constante y se pueden observar ligeras

alineaciones de los puntos y esto se debe a que hay repeticion de datos o los valores entre los

datos no difieren mucho.

Predecidos vs. Residuales
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Conclusiones

El trabajo expuesto tenia como objetivo explicitar el método de minimos cuadrados en sus diversas

acepciones, con el fin de tener en un compendio las particularidades de! método.

Cabe decir que la variante mas conocida es la de minimos cuadrados ordinarios, debido a que es
expuesta en el modelo de regresion lineal simple, pero las restantes variantes tienen su importancia

y su aplicacion tal vez en grado mayor que el ordinario.

De los métodos que se mencionaron en el capitulo dos, el modelo linealizacion por Gauss Newton
es al que se le hizo mayor énfasis, ya que no es complicado en el momento de desarrollar las
iteraciones. El problema que presenta es que puede converger muy lentamente a una solucion, es
decir no se garantiza la convergencia en todos los casos. Se tiene una debilidad fundamental que el
de los valores iniciales ya que la buena eleccion de éstos puede facilitar el procedimiento de

linealizacion de lo contrario los resultados no seran buenos.

La finalidad de minimos cuadrados generalizados es estabilizar a la varianza, cuando se presenta
este problema en los datos a analizar y cuando el modelo lineal no es aplicable simplifica a menudo

el procedimiento de encontrar los valores estimados.

Se busca en general que el modelo cumpla con las propiedades del método que se maneje

pretendiendo que sean las dptimas para hacer ufia buena interpretacion al analizar los datos.

No se puede sugerir que uno de los tres métodos es el mejor para obtener un buen ajuste, debido a
que cada problema presenta diferentes necesidades, y para el modelador sera el que mejor

resultados presente a ese problema,

Para hacer un buen analisis de datos y obtener un buen ajuste de estos, se debe al inicio del
problema elegir [as variables mas aptas, las que se consideren logicas en tener una relacidn con la
variable que se considere como variable dependiente, o basarse en la experiencia y conocimiento

del modelador.
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El método a aplicar puede ser cualquiera de los vistos en este trabajo.

El modelo lineal simple/milltiple es de los mas accesibles para poder trabajar ya que como es una
funcion lineal facilita la obtencion de los valores estimados de los coeficientes de la regresion.

Presenta el problema de ser insuficiente para manejar formas no lineales.

En la parte final del trabajo se ha presentado una aplicacion con el objetivo de ilustrar los métodos

vistos.

128



Bibliografia

[1] Batley Trevor, Gatrell Tony, “Inferactive Spatial Data Analysis”, primera edicion, Pretice Hall, 1996.

[2] Bates Douglas M., Watts Donald G., “Nonfinear Regression Analysis and Its Applications”, Wiley, Nueva
York, 1988.

[3] Borse Gerald J., “Numerical Methods with MATLAB’, primera edicion, Brooks Cole, 1996.

[4] Canavos George C., “Probabilidad y Estadistica, aplicaciones y métodos”, primera edicion, McGraw-Hill/
Interamericana de México, México, 1988,

[5] Draper Norman, Smith Harry, “Applied Regression Analysis”, segunda edicion, Wiley, Nueva York, 1981.

{6} Femandez V., “Apuntes de Teoria Econométrica I.”, U.A.M., México, 2002.

[7] Freund Rudolf Jakob, “Regression Methods: A Tool for Data Analysis”, Marcel Dekker, 1979.

[8] Gujarati Damodar, “Econometria Basica”, primera edicion, McGraw-Hill, México, 1981.

[9] Kutner Michael H. , Neter John, Wasserman William, “Applied Linear Regression Models”, segunda
edicion, Richard D Irwin, Homewood, 1989.

{10] McCullagh P., Nelder J. A., “Generalized Linear Models”, segunda edicion, Chapman & Hall/CRC,
Londres, 1989.

[11] Montgomety, Peck, Vining, “Introduction to liner regression analysis’, tercera edicion, Wiley, Nueva
York, 2002.

[12] Mood Alexander McFarlane, Graybill Franklin A., Boes Duane C., “Introduction to the Theory of
Statistics”, tercera edicion, McGraw-Hill, Nueva York, 1974. ]

[13] Ratkowsky David A., “Nonfinear Regression Modeling: A Unified Practical Approach”, segunda edicion ,
Marcel Dekker Inc, 1983.

[14] Ryan Thomas P., “Modem Regression Methods”, segunda edicion, 1978,

[15] Seber George A. F., Wild C. J., “Nonlinear Regression”, Wiley, Nueva York,1977.

[16] Weisberg S., “Applied Linear Regression”, Segunda edicion, Wiley , Nueva York, 1985.

[17] Younger Mary Sue, “A first course in linear regression”, segunda edicion, Duxbury Press, North
Scituate, Mass , 1985.

129



	Portada

	Contenido

	Introducción

	Métodos de Mínimos Cuadrados

	Regresión no Lineal

	Mínimos Cuadrados Generalizados

	Aplicación

	Conclusiones

	Bibliografía


