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Resumen

La teoria de la transformada ondicular se formalizé6 hace dos décadas y
considera ciertas funciones base llamadas ondiculas, pequenas ondas locali-
zadas en tiempo y frecuencia. Los elementos de su evolucién se dieron en
diversas ciencias, pero fue en los estudios geofisicos relativos a las senales
sismicas en donde se empezé a cristalizar su desarrollo tedrico. En la actua-
lidad, sus aplicaciones se dan desde las matematicas puras y la fisica teérica
hasta las ciencias aplicadas y las ingenierias. Para proporcionar el marco con-
ceptual v de desarrollo respectivo, al principio de esta tesis se presentan los
fundamentos tedricos de la transformada ondicular, tanto discreta como con-
tinua. Cuando se utilizan juntas las ondiculas y las funciones de escalamiento
es posible encontrar representaciones compactas de las senales; este concepto
se conoce como analisis multirresolutivo y es uno de los constituyentes del
éxito al aplicar la transformada ondicular, pues conlleva un ahorro al usar
menos coeficientes en una representacion.

Una de las motivaciones del desarrollo de la transformada ondicular fue
la necesidad de tener representaciones compactas de datos. El algoritmo pi-
ramidal que surgi6 de la telefonia digital, algoritmo que permite comprimir
senales, estd muy relacionado con esta teorfa. La idea de representaciones
compactas se generaliza a funciones e incluso a operadores. Se mencionan en
esta tesis diversas aplicaciones de estos conceptos a la geofisica.

El anélisis ondicular permite obtener una representaciéon de una funcion
usando las ondiculas y las funciones de escalamiento, lo cual se logra bus-
cando las componentes para cada uno de los elementos de la base. Mediante
la sintesis, se puede obtener la funcion original. La transformada ondicu-
lar ofrece la libertad de elegir las funciones base de anilisis distintas a las
funciones de sintesis. Las funciones base del an4lisis ondicular pueden ser
redundantes, ortogonales o biortogonales. Actualmente se estdn analizando
los usos potenciales de la transformada ondicular en el procesamiento digital
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VI RESUMEN

de informacién de la sismologia de reflexion.

Una vez sentados estos fundamentos, se describe de forma detallada una
técnica muy reciente que usa bases ondiculares biortogonales para diagona-
lizar operadores lineales homogéneos, como la derivacion, la integracion, el
potencial de Riesz y la transformada de Hilbert. La técnica consiste en cons-
truir una base de anélisis ad hoc, de manera que permite calcular el efecto del
operador mediante un analisis en la nueva base, seguido por una convolucién
y una sintesis ondicular en la base original. Esta parte ha sido elaborada con
un enfoque didactico que permita la introduccion a la transformada ondicular
con base en los fundamentos de anélisis funcional.

Una herramienta bien establecida en la exploracion de hidrocarburos la
constituyen los atributos sismicos, entre los cuales tenemos la envolvente de
amplitud, la fase y la frecuencia instantaneas. Se muestra un ejemplo de la
aplicacion conjunta de atributos sismicos y multirresolucién; esta técnica va
habia sido parcialmente reportada pero se incluye, analiza y amplia para
mostrar la utilidad que tiene esta herramienta en la exploracién geofisica.
En el calculo de dichos atributos se emplea el operador o transformada de
Hilbert, el cual da la cuadratura de una senal: es la senal imaginaria que
junto a la senal original o real, constituye una senal analitica. El método
tradicional emplea la transformada de Fourier para el calculo de la cuadratu-
ra. Alternativamente también es comun usar un filtro digital que representa
al operador de Hilbert. Sin embargo, ya que el operador de Hilbert es un
operador lineal homogéneo, se puede aplicar la técnica de diagonalizacion
antes mencionada.

La contribuciéon de esta tesis, en este marco, es la aplicacién del método
de diagonalizacion de operadores lineales homogéneos mediante bases ondicu-
lares biortogonales para la obtencion de los atributos sismicos instantaneos,
es decir, usando la transformada ondicular. Este enfoque no se habia desa-
rrollado, y esta tesis comprende las primeras aportaciones en esta linea de
investigacion. La técnica asi desarrollada se implement6 y se aplico a datos
sismicos sintéticos y reales. La eficiencia computacional de esta técnica es
mejor que la del método de Fourier. Una bondad es que la frecuencia instan-
tanea obtenida con este método permite distinguir los distintos eventos con
mayor resolucién, lo cual ayuda a establecer la continuidad de los diferentes
eventos en la seccion. Con relacién al método de representacién del operador
de Hilbert mediante filtros se obtienen resultados numéricos similares, pero
con la ventaja de que el método de diagonalizacion se realiza con un nenor
numero de operaciones debido a que los filtros usados son de menor longitud.
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Se destaca que esta tesis constituye una investigaciéon con soluciones in-
novadoras a un problema que puede ser aplicado en la industria petrolera.
Recientemente se han comenzado a investigar y desarrollar métodos alternos
para el procesamiento sismico y el calculo de atributos sismicos mediante
técnicas que usan la transformada ondicular. Estas investigaciones analizan
el uso de 1) la transformada ondicular continua, 2) una forma de transforma-
da ondicular compleja, o bien 3) una representaciéon del operador de Hilbert
usando un filtro basado en la transformada ondicular. El método elaborado
en csta tesis compite favorablemente con esos métodos. Es en este contexto
de investigaciones de frontera en que se ubica el presente estudio.



Abstract

Wavelet transform theory formally began two decades ago. It has sources
in several scientific disciplines, but geophysics gave the definitive impulse to
develop the theory. The spectrum of wavelet transform theory applications
ranges from pure mathematics and theoretical physics to applied sciences
and engineering. In this thesis several applications to geophysics of wavelet
transform are mentioned. The first part of this thesis presents the fundamen-
tals of both continuous and discrete wavelet transforms. The multiresolution
analysis concept is presented as well. The relation found between wavelet
transform and the pyramidal algorithm from the digital telephony, an algo-
rithm for signal compressing, is emphasized.

Indeed, the need for a compact representation of data was one of the moti-
vations for the development of the wavelet transform. The idea of compression
is extended to functions and even operators. Hence, in order to represent a
general function we use a special kind of functions called wavelets and scaling
functions.

The wavelet transform enables us to obtain a representation of a function
in terms of a basis formed by wavelets. The original function can be recovered
by a synthesis process. The wavelet transform offers the freedom to choose
analysis basis functions different from the synthesis basis functions. The basis
functions can be redundant, orthogonal, or biorthogonal.

A recently developed diagonalization technique of homogeneous linear
operators based on biorthogonal wavelet basis is described in detail. The
operators of derivation, integration, Riesz potential and Hilbert transform
are of this type. This technique constructs an ad-hoc analysis basis, in such
a way that the operator action can be calculated by an analysis in the new
basis, followed by a convolution and finally a wavelet synthesis in the original
basis. At present, in the oil industry, efforts are being focused to study the
potential uses of the wavelet transform in the processing of seismic reflection
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X ABSTRACT

data.

Seismic attributes constitute a well known interpretation tool in seismic
exploration. Conventional seismic attributes comprise the amplitude enve-
lope, the phase, and the instantaneous frequency. As an example, a joint
application of multiresolution analysis and seismic attributes is presented.
This approach has already been partially reported. Nevertheless, it was com-
plemented and further developed to show the usefulness of the wavelet trans-
form in geophysical exploration. The Hilbert operator is used to calculate the
conventional attributes. It gives us the quadrature of a signal. The quadra-
ture is the imaginary signal, which together with the original signal forms
the analvtical signal. The traditional method uses the Fourier transform to
establish the quadrature. Alternatively, it is common to use a digital filter
which represents the Hilbert operator. However, since the Hilbert operator is
a homogeneous linear operator we can take advantage of the diagonalization
method to obtain the seismic attributes.

The contribution of this thesis is the application of the diagonalization
method of homogeneous linear operators using a biorthogonal wavelet ba-
sis. in order to calculate instantaneous seismic attributes. This is where the
contribution of this thesis lays. The developed technique was implemented
and applied to synthetic and real seismic data. The instantaneous frequen-
cy attribute obtained enables us to distinguish with a higher resolution the
different seismic events. This allows us to better distinguish the continuity
of the different seismic events across the section. The numerical performance
of this method is higher than one based on the Fourier method. The per-
formance of the diagonalization method is also better than that from the
method using a filter to represent the Hilbert operator, because our shorter
filters require less operations.

The subject of this thesis is in the forefront of research and many groups
are involved in the same themes. The use of continuous, and a kind of com-
plex wavelet transform is being studied to obtain seismic attributes. The use
of wavelet transform based filter-representations of the Hilbert operator is
also being analyzed. The performance of the method developed in this the-
sis 1s quite good in comparison with these modern techniques. The use of
the wavelet transform to obtain seismic attributes proposed in this research
provides an alternate and efficient method.



Capitulo 1

Introduccidén

1.1. Generalidades

La transformada de ondicula (u ondicular) es una herramienta util para
el estudio de senales. Permite estudiar en tiempo y frecuencia una senal.
También proporciona una base de funciones para obtener una representacion.

En el primer caso se puede tener una descripcion mas completa del con-
tenido de frecuencia dependiente del tiempo de sefiales no estacionarias. En
el segundo caso la transformada descompone los datos en distintas compo-
nentes de frecuencia, y después analiza cada componente con una resoluciéon
que coincide con su escala (Daubechies, 1992).

La transformada de Fourier es una herramienta fundamental en el estudio
de la frecuencia. Sin embargo, la transformada ondicular tiene ventajas sobre
aquella debido a la propiedad de localizaciéon temporal. Esa propiedad per-
mite analizar senales no estacionarias. También es superior a la transformada
de Gabor.

Los términos ondicula, ondeleta u ondoleta se han empleado para designar
en espafiol a la palabra francesa ondelette e inglesa wavelet.!

La transformada ondicular surge de forma interdisciplinaria hace dos dé-
cadas, aunque tiene antecedentes previos; podemos decir que el motivo de
surgimiento de esta teoria se debe a la busqueda de algoritmos para obtener
representaciones compactas de funciones, datos, imagenes y operadores (Jaw-
erth y Sweldens, 1993). Matematicos, fisicos e ingenieros han conjuntado sus

'El traductor al espafiol de Pinsky (2003) menciona que en el ambiente matematico se
usa ondoleta pero que el término correcto es ondicula.
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ideas para obtener nuevas transformaciones y bases funcionales.

Pistola de aire Hidrofonos

Figura 1.1: Esquema de adquisicién sismica marina; en tierra se emplean
ge6fonos para detectar la respuesta. Las principales fuentes de energia son
explosiones de dinamita o pistolas de aire.

Por otro lado los atributos sismicos son toda aquella informacién deriva-
da de los datos sismicos (Sheriff, 1991). La Figura 1.1 muestra esquemati-
camente de la forma en que las ondas sismicas se utilizan para obtener in-
formacion del interior de la Tierra. Los atributos sismicos tienen un papel
fundamental en la exploracion y la caracterizacion de yacimientos.

Los llamados atributos convencionales son los atributos sismicos instan-
taneos; ellos son: la amplitud instantanea o envolvente de amplitud, la fase
instantanea y la frecuencia instantanea. Los puntos brillantes, que son los
maéaximos de la amplitud instantanea, han sido interpretados como indicadores
de hidrocarburos. La fase ayuda a marcar la continuidad lateral del medio. La
frecuencia instantanea es util puesto que permite distinguir con més precision
el tipo de medio o el fluido que contiene.

El calculo tradicional de los atributos sismicos instantaneos se basa en la
obtencién de la transformada de Hilbert, la cual se calcula con técnicas de
Fourier.

En la presente investigacion se estudia la posibildad del calculo de la
transformada de Hilbert empleando técnicas de la transformada ondicular
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discreta. Se observan mejores resultados respecto a las técnicas convencio-
nales. Una motivaciéon para el desarrollo de este trabajo es que el algoritmo
de transformada ondicular discreta es méas eficiente que el de la transforma-
da rapida de Fourier, pues el primero usa (O(n) operaciones mientras que
el segundo usa O(nlnn) operaciones; esto puede tener ventajas cuando se
procesa grandes cantidades de datos, como es el caso de sismica 3D. Otro
motivo es tratar de aprovechar la propiedad de transformada ondicular para
la localizacién en tiempo de diferentes componentes de frecuencia. Un punto

mas es tratar de calcular a la frecuencia instantanea también con un método
ondicular.

1.2. Trabajos previos

Los primeros estudios de atributos en sismologia se deben a Taner, Sherift
y Koehler (Taner y Sheriff, 1977; Taner et al., 1979) quienes emplean la trans-
formada de Fourier basados en estudios previos de ingenieria eléctrica. Estos
atributos sismicos instantaneos son la base de muchas aplicaciones cotidianas
en la actualidad. En la secciéon 4.1 se sefialan algunas de sus aplicaciones.

Por otra parte, el nacimiento de la transformada ondicular se presenta
en los articulos de Morlet, Grossmann y Goupillaud (Grossman y Morlet,
1984; Goupillaud et al., 1984). Una lista méas detallada del desarrollo de esta
transformada se presenta en las seccion 2.2.

Con base en esta teoria, Beylkin et al. (1991) mostraron una represen-
tacion ondicular de un operador aplicado a una funcion. Ellos utilizaron las
bases ondiculares ortogonales de Haar y Daubechies. Un refinamiento se pre-
senta en Beylkin y Torrésani (1996) en donde utilizaron filtros ortogonales
para obtener dicha representacion.

Ekstedt y Lindberg (1997) parten de una base ondicular biortogonal para
poder representar un operador lineal homogéneo. Ejemplos de estos operado-
res son la derivacion, la integracion, el potencial de Riesz y la transformada
de Hilbert. En su trabajo usan la transformada ondicular discreta.

Posteriormente, Ridsdill-Smith y Dentith (1999) aplicaron la represen-
tacién anterior al operador de derivaciéon para aplicarlo en el procesado de
datos aeromagnéticos. En la presente investigacion son bésicos los articulos
de Ridsdill-Smith y Dentith (1999), Ekstedt y Lindberg (1997) y Beylkin et
al. (1991).

Otro enfoque es emplear la transformada ondicular continua. En Gao et
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al. (1998; 1999; 2001) se calculan los atributos sismicos instantdneos pero el
caso continuo requiere integraciéon numeérica con lo que se pierde eficiencia.
Esa formulacion también tiene otra limitante pues requiere estimar de entrada
el mejor valor de un parametro llamado valor de atenuacién el cual se estima
probando varias frecuencias; una vez que es estimado se puede proceder a
calcular los atributos sismicos.

También se puede mencionar aqui que los coeficientes ondiculares pueden
ser usados para realizar mapas de caracteristicas a diferentes escalas de una
senal (Grubb y Walden, 1997; Magrin-Chagnolleau et al., 1999).

1.3. Objetivos

Los objetivos de este trabajo son: 1) tener una representaciéon ondicular
discreta de la transformada de Hilbert de una seccién sismica; 2) a partir de
esa representacion poder calcular los atributos sismicos instantaneos.

L.a motivacion del uso de esta representacion es una mejor definicién de
fenémenos en el dominio temporal en comparacion a los métodos del analisis
de Fourier. ,

Una ventaja del método discreto es la mayor eficiencia numeérica sobre los
métodos de integracion numeérica que usa la transformada ondicular continua.

1.4. Metodologia

Para el calculo de la transformada de Hilbert se emplea la diagonalizacién
de operadores lineales homogéneos que utilizaron Ekstedt y Lindberg (1997)
y Ridsdill-Smith y Dentith (1999). En estos trabajos se emplean bases ondi-
culares definidas por filtros biortogonales.

La metodologia de la presente tesis y algunos avances se mostraron en
varios congresos (Rivera-Recillas et al., 2001; Rivera-Recillas et al., 2002;
Rivera-Recillas et al., 2003a; Rivera-Recillas et al., 2003b).

1.5. Organizacion de la tesis

En este capitulo se da una intoduccién a la tesis. Se presentan de forma
breve algunos conceptos basicos de la transformada ondicular.
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En el capitulo 2 se expone una sintesis de la historia de la transformada
ondicular y se mencionan algunos de sus usos en geofisica. Se definen la
transformada de Fourier y la de Gabor. Se presenta después la transformada
ondicular y sus propiedades. La clave del éxito de la transformada ondicular
discreta es el concepto fundamental del anélisis multirresolutivo.

El capitulo 3 muestra la teoria de la diagonalizacion de operadores lineales
homogéneos y su aplicacion a la derivacién y a la transformada de Hilbert.

En el capitulo 4 se definen los atributos sismicos instantaneos y se mencio-
nan algunas de sus aplicaciones. Se muestra la técnica del calculo tradicional
de estos atributos aplicada a un sismograma sintético y se compara con el
método ondicular. También se presenta un ejemplo de aplicacion de la técnica
desarrollada a datos reales.

Al final se dan las conclusiones en el capitulo 5.

1.6. Introduccion al analisis ondicular

En esta seccion de exponen de forma preliminar algunos conceptos basi-
cos de la teoria ondicular. Esta introduccion estd inspirada en Strang y
Nguyen (1996) y Valens (1999).

Consideremos la serie de cuatro elementos

x = [10,6, -2, 6]. (1.1)

A esta serie se le aplica un procedimiento por parejas: se realiza el promedio
de cada uno de los dos pares y la diferencia dividida entre dos. Esto se ilustra
en la Figura 1.2. La serie original corresponde al renglon (a) de dicho esque-
ma. En el renglon (b) tenemos las mitades de las diferencias, mientras que (c)
son los promedios. También se puede pensar que (c) tiene la sefial promedio
y (b) tiene los detalles. Este proceso se repite recursivamente considerando el
rengléon (c) como nueva serie. La mitad de la diferencia es (d) y el promedio
es (e). Por razones claras este algoritmo se llama piramidal y es un proceso
de analisis.

El proceso es invertible: a partir de los renglones (b) y (c) se puede re-
construir el renglén (a). De la misma manera, con los renglones (b), (d) y
(e) se puede reconstruir (a). Cuando se reconstruye la serie se tiene un pro-
ceso de sintesis (si antes de realizar el proceso de sintesis se cancelan algunos
términos relativos a los detalles se tendra una serie comprimida: se puede
recuperar la serie original pero no con todos los detalles).
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Renglon Paso
(e) (D1)
(d) 3

T T (C1)
(c) 8" T2
(B1)
VANAN
AR 7 2\ (A1)
(a) 10 "6 -2’ "6

Figura 1.2: Algoritmo piramidal. Para cada pareja z;, zo de un renglén se
calcula su promedio (z, + z3)/2 y la mitad de su diferencia (z; — z2)/2.

El proceso de anélisis se puede definir mediante multiplicaciones de ma-
trices. Como el proceso es invertible, la matriz que lo representa es invertible,
en el lenguaje del dlgebra matricial.

Ahora se realizara el mismo proceso pero esta vez la serie (1.1) se vera
como funcién. Con este fin consideremos un par de funciones, ¥ y ¢, definidas
de la forma siguiente

{1 si0si<y,
P90, en otro caso.

1, si0<t<1/2
P(t)=<¢ -1, sil/2<t <1, (1.3)
0, en otro caso.

(1.2)

Estas funciones se ilustran en la Figura 1.3.
La Figura 1.4a muestra la serie (1.1) en forma de una funcién escalonada.
Entonces la funcién de la Figura 1.4a se puede escribir de la forma

() = 100(2) + 6 (t — 1) — 2¢(t — 2) + 60(t — 3). (1.4)

Para generar los distintos escalones se ha recorrido la funcion base ¢ de
manera adecuada: ¢(t — 1), p(t — 2), etc. y se han utilizado los términos de
la serie (1.1) como coeficientes de dichas funciones.

La funcién (1.4) se puede escribir considerando una funcién escalonada
promediada, con escalones més anchos, Figura 1.4b, adicionada con unos
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1 1
(a) (b)
0o 1 1 0 1
(1)
P(t)

-1
Figura 1.3: Funciones de Haar (a) ¢(t) y (b) ¥(¢).

detalles, Figura 1.4c, en la forma siguiente:

ﬂﬂ=8¢<%)+2w(%—1)+2¢<3)—4¢(%—1>. (1.5)
Los coeficientes 8 y 2 son los mostrados en el renglon (c) de la Figura 1.2
y los coeficientes 2 y -4 corresponden al renglon (b) de la Figura 1.2. En la
representacion (1.5) de f(t), ademas de recorrer las funciones se ha hecho un
reescalamiento al sustituir ¢ por 1/2¢ para hacer mas ancho el soporte de la
funcién.

Una ultima representacion consiste en considerar la descomposicion rea-
lizada recursivamente de la parte (b) en (d) y (e) (Figura 1.4):

£(t) = 5 (2) + 39 (3) + 20 (%) 4y (% - 1) . (6)

La funcion tiene un promedio general, detalles y detalles finos.

Podemos introducir alguna terminologia. En el lenguaje de anélisis de
senales, el paso (B1) de la Figura 1.2 es la aplicacion del filtro pasa ba-
jas [1,1] (salvo un factor). Similarmente, el paso (A1) es la aplicacion del
filtro pasa altas [—1,1]. Considerar los elementos de dos en dos se conoce
como decimacién. A un conjunto de filtros se le llama banco de filtros.

La funcién v definida en (1.3) es una ondicula, en tanto que la funcion ¢
de (1.2) es una funcion de escalamiento. Ambas pertencen a la base de Haar.
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10¢(2)
rﬁw(t—l)
(a) _’ Hﬁw(t—%
o L s
—2p(t - 2)
®2) | Y
AN
8p(t/2)
—4(t)2 ~ 1)
(b) 20(t/2 1) 20(t/2) "
] Cw/\j H (c)
o 5 0 _J 5
(D2) (C2)
AN
Sp(t/4) 3y(t/4)
(d) '  (e)
0 5 o L5

Figura 1.4: Ejemplo introductorio de transformada ondicular.



1.6. INTRODUCCION AL ANALISIS ONDICULAR 9

Hemos visto que en (1.4) es posible representar a la funcion f(t) con
funciones de escalamiento de la forma ¢(t — k), para distintos valores de k.
Pero también se puede representar, por (1.5), con funciones de escalamiento
més burdas ¢ (t/2 — k) con la ayuda de las ondiculas % (t/2 — k). De manera
recursiva, segin (1.6), esa funcién de escalamiento burda se puede representar
con otra funcion de escalamiento todavia mas burda, ¢ (t/4) con ayuda de
una ondicula burda % (t/4).

Los coeficientes de las funciones de escalamiento y ondiculas se pueden
calcular como productos internos; por ejemplo,

[lom(g)a=a [lros(z-s)a=-s a0

que coinciden con los coeficientes 2 y —4 de (1.6) salvo un factor de 2. Por
tanto, con base en las integrales (1.7), es plausible definir a la transformada
ondicular W como:

WA ) = % | s (“;t) du,

y representa el analisis de la funcién f mediante la ondicula % a la escala A
en el instante ¢; el factor 1/v/X es un factor de normalizacién mientras que u
es una variable muda y sirve para centrar a la ondicula % en ¢.

Usamos el lenguaje de algebra lineal para definir a V2 como el espacio
vectorial generado por las funciones de escalamiento més finas dadas en la
ecuacion (1.4):

Vo= L{p(t),p(t —1),0(t —2), 0t —3)}. (1.8)

Sea ahora Vj el espacio méas burdo

V1=E{g0 (%t),go(%t—l)}, (1.9)

También consideramos el espacio W generado por las ondiculas de los dos
ltimos términos de la ecuacién (1.5) como sigue

O S

Por la manera en que se definen V;,, V; y W, se puede comprobar que

Va=View, (1.11)
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en donde la suma directa & significa que los elementos de V, se pueden re-
presentar como sumas de dos tGnicos elementos de V; y Wj. La interpretacion
es que el espacio V5 es un refinamiento del espacio burdo V; auxiliado por
los detalles dados por los elementos de W;. Resalta el hecho que V, y V; son
generados por la misma funcién a escalas distintas. (Como un bosquejo de la
comprobacion de la relaciéon (1.11) se puede decir que V; C V; se justifica pues
p(t/2) = o(t)+o(t—1), que Wy C V; se debe a que 9(t/2) = ¢(t) — p(t—1),
también que Vo, C Vi + W) por ¢(t) = [¢(t/2) + ¥(t/2)]/2 y porque V; es
ortogonal a W; debido a que el producto interno de ¢(t/2) con ¥(t/2) es
cero.)
Si consideramos ahora los dos espacios

Vozﬁ{w G)} (1.12)
Wo=.c{¢ (2)} (1.13)

planteados a partir de los dos primeras funciones de la ecuacion (1.6) tenemos
Vi=We W,,
y también, al usar la ecuacién (1.11),
Vo=VieW,=V,oW, o W,

Estos espacios y las relaciones que guardan entre ellos definen el concepto de
andlisis multirresolutivo o multirresolucion.
Podemos remarcar la relacion entre las funciones y los espacios

f(t) = 10p(t) + 6p(t — 1) — 2p(t — 2) + 6p(t — 3)

N

eV

- 2l n(0) -6

e g

%! €W,

_ @+@+?w (%) 4y (%—1)}.

€W eWo eW,
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Otro aspecto importante del concepto de multirresoluciéon es que las on-
diculas pueden aproximar cualquier funcién. Si analizamos el espectro de
frecuencia de las ondiculas mas finas vemos que tienen una frecuencia més
alta que las ondiculas mas burdas.

modulo

1 20 CEYSEZIEN

frecuencia

Una dificultad de este tipo de aproximacion es que se requieren cada vez
méas y més ondiculas con menor frecuencia para ajustar las partes con baja
frecuencia. La inclusién de la funcion de escalamiento ayuda a resolver la

complicacion pues sustituye una infinidad de subespacios por sélamente un
espacio.

modulo
A

/‘P
M(t/zlxzp(t/z) X v\

I .
wo/8 wo/d  wy/2 wo frecuencia




Capitulo 2

Transformada ondicular

2.1. Introduccién

En el estudio de senales se emplea la transformada de Fourier que permite
pasar del dominio del tiempo al dominio de la frecuencia (Oppenheim y
Schafer, 1989; Cohen, 1995; Solnes, 1992). La transformada de Gabor es
similar a la de Fourier pero permite a la vez un an4lisis en el dominio del
tiempo empleando ventanas. La transformada de Gabor tiene desventajas
cuando analiza frecuencias muy altas o muy bajas. Estas desventajas son
superadas por Ja transformada ondicular.

El concepto de transformada ondicular fue formalizado en un par de
articulos de Morlet, Grossmann y Goupillaud (Grossman y Morlet, 1984;
Goupillaud et al., 1984). Las transformadas ondiculares son transformaciones
integrales que usan nucleos de integracion llamados ondiculas. La transfor-
mada ondicular tiene ventajas sobre la de Gabor pues la ondicula se adapta
dependiendo de la frecuencia.

Las ondiculas se usan en esencia de dos formas cuando se estudian pro-
cesos o sefiales: (i) como un nicleo de integraciéon para analizar y extraer
informacion acerca del proceso, (ii) como un conjunto de funciones base para
la representacién de un proceso.

La transformada ondicular se emplea para funciones continuas y tiene
también su contraparte para funciones discretas; en ese ultimo caso y con-
siderando senales finitas se tienen algoritmos eficientes, comparables al algo-
ritmo de transformada rapida de Fourier.

Libros de referencia para la transformada ondicular son Daubechies (1992),

13
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Strang (1996) y Chui (1992a; 1992b). Otra referencia util es Meyer (1993).
Una referencia introductoria y sencilla es Valens (1999).

2.2. Historia de la transformada ondicular

Ya se ha senalado el establecimiento de la transformada ondicular por
Morlet, Grossmann y Goupillaud. Sin embargo, se debe senalar que por lo
menos existieron siete fuentes previas a la consolidacion de esta teor{a, como
menciona Meyer (1993). Se realizaron esfuerzos aislados y ni siquiera la pa-
labra asociada a la transformada ondicular (wavelet) ni el concepto actual se
establecio.

Haar (1910) construy6 un sistema de funciones ortogonales cuando trata-
ba de resolver el caso de una funci6én continua periédica cuya serie de Fourier
diverge. Las funciones de Haar constituyen los ejemplos més sencillos de on-
dfculas.

Grossman y Morlet (1984) redescubren la identidad de Calderén (1964).
Esta identidad es la base de la transformada inversa ondicular. Una base
previa a esa identidad corresponde al analisis de Littlewood y Paley que
data de 1930 (ver, por ejemplo, Frazier et al. (1991)).

En 1991 Holschneider us6, sin saberlo, una técnica debida a Lusin para
estudiar la funcion de Riemmann, dada por f(t) = 3 o2, (1/n?)sen (7n?t),
la cual es no diferenciable en cualquier punto de su dominio. Lusin desarroll6
en 1930 un sistema de funciones, que actualmente corresponden a ondiculas,
para representar funciones de variable compleja. Una exposicion del trabajo
de Lusin se puede consultar en Ville (1948) y también en Meyer (1993).

Stromberg (1981) construyé un sistema ortogonal de ondiculas. Este sis-
tema tiene una estructura similar a las ondiculas de Haar.

Stephane Mallat se dedicaba al procesamiento numérico de imégenes
cuando descubrid la conexién entre la transformada ondicular y la codifi-
cacién por subbandas (Mallat, 1989b). El descubrié que estaban relaciona-
dos los filtros de cuadratura de espejo (inventados por Croissier, Esteban
vy Galand para la telefonfa digital, (Esteban y Galand, 1977)), el algorit-
mo piramidal de Burt y Adelson (1983) (usado en procesamiento numérico
de imégenes), y las bases ondiculares ortogonales descubiertas por Strom-
berg (1981).

En el area de geofisica surgieron dos articulos, publicados por Morlet et
al. (1982a; 1982b), en los que se estudio las sefales sismicas con la teorfa a
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punto de establecerse definitivamente.

En una serie de trabajos, Daubechies (1988; 1990; 1993) obtuvo una fami-
lia de bases ondiculares ortogonales. Estas funciones constituyen un sistemna
de ondiculas ortogonales y de soporte compacto de manera analoga a las de
Haar descubiertas 80 afos atras.

2.3. Transformada ondicular en geofisica

En el 4rea de geofisica la transformada ondicular ha tenido varias aplica-
ciones y de forma particular en la sismica de reflexién. En la seccién antenor
se mencionaron dos artfculos pioneros que analizan las sefiales sismicas (Mor-
let et al., 1982a; Morlet et al., 1982b). Otras aplicaciones son: distincién
entre diferentes eventos sfsmicos superpuestos y supresion de ruido no desea-
do (Okaya et al., 1992), caracterizacién de trazas sfsmicas (Grubb y Walden,
1997), compresién de datos sismicos (Donoho et al., 1995), tomografia sismi-
ca 1-D (Li y Ulrych, 1995), caracterizacién de heterogeneidades estructurales
basada en propiedades locales a partir de registros de pozo (Li y Haury,
1995), inversién sismica (Li et al., 1996), separacién de eventos sismicos en
el plano tiempo-frecuencia y supresion de eventos no deseados (Chakraborty
y Okaya, 1995), extrapolacién del campo de ondas (Wu y McMechan, 1995),
funcién de transferencia basada en heterogeneidades, atenuacién de ruido de
la superficie mediante datos de VSP (Li et al., 1995), migracién eficiente y
estable (Dessing y Wapenaar, 1995), analisis multiescala de AVA (Wapenaar,
1997), filtrado antes y después de apilar (Faqui et al., 1995; Deighan y Watts,
1997) y caracterizacién de formas de onda de registro de pozo acustico (Saito
y Coifman, 1997). En Foufoula-Georgiou y Kumar (1994) se mencionan apli-
caciones a otras 4reas de la geofisica. Otras aplicaiones de la transforma-
da ondicular se refieren a la delimitacién de yacimientos, localizaciéon de
pozos, caracterizacién estitica de yacimientos, determinacion de extensién
lateral (Ronquillo-Jarillo y Lozada-Zumaeta, 1997), procesamiento sismico
(Lozada-Zumaeta y Ronquillo-Jarillo, 1996), maximizacién de la relacién
senial-ruido en el dominio ondicular (Lozada-Zumaeta y Ronquillo-Jarillo,
1997b). determinacién de atributos sfsmicos y AVO (Lozada-Zumaeta y
Ronquillo-Jarillo, 1997a; Lozada-Zumaeta y Ronquillo-Jarillo, 1997¢), locali-
zacion de gas (Ronquillo-Jarillo et al., 1997; Ronquillo-Jariltlo y Lozada-

Zumaeta, 1998) y anilisis tiempo-frecuencia a datos sismica de reflexién
(Lozada-Zumaeta, 2002).
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La transformada ondicular también ha sido aplicada a datos de campos
potenciales (Fediy Quarta, 1998): inversi6én dependiente de la escala (Liy
Oldenburg, 1997; Boschetti et al., 2001), interpretacién de perfiles (Chapin,
1997, Chapin y Moscher, 1997; Moreau, 1995; Moreau et al., 1999; Horuoby
et al., 1999; Sailhac et al., 2000; Martelet et al., 2001; Leblanc y Morris,
2001), eliminacioén de ruido y célculo de la derivada vertical (Ridsdill-Smith
y Dentith, 1999).

2.4. Transformada de Fourier

La transformada de Fourier' mapea funciones del dominio de} tiempo al
dominio de la frecuencia (Oppenheim y Schafer, 1989; Cohen, 1995; Solnes,
1992). Esta transformada muestra el contenido de frecuencias de un proceso
o senal, sin embargo no da informacién de la localizacién de las componentes
de frecuencias en el dominio del tiempo. A pesar de ello es ]a base para el
apndlisis de la transformada ondicular.

La transformada de Fourier de una funcién f € L? se define como

Fr=Fw= [ soeea

El médulo f(w) es la amplitud correspondiente a la frecuencia w. La inversa
de la transformada de Fourier esta dada por

17 1 ® A iw
10 =F ) = 5 [ Fe o
La Figura 2.1 muestra las funciones usadas como nucleo de esta transforma-

cion.
La transformada de Fourier satisface la relacion siguiente

Var|lfIl = lIA1I, (2.1)

es decir, se tiene una transformada unitaria salvo un factor constante; la
propiedad (2.1) se conoce como la identidad de Parseval; de forma mas ge-
neral

Var(f,g) = (1.5). (2.2)

! Joseph Fourier (1768-1830), fisico mateméatico francés (Simmons, 1972).
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(b)

1] 1
-7 -x/2 0 /2 ” L

Figura 2.1: Nucleo de integracién e~** de la transformada de Fourier (a) w =
3, (b) w=6y (c) w= 9. Las lineas continuas representan las partes reales y
las lineas punteadas representan las partes imaginarias.

Usamos la formula sumatoria de Poisson (Spiegel, 1970; Sweldens, 1994;
Holschneider, 1995) en las siguientes dos formas

Y fe-0=3 f(2km)e™, (2.3)

Y (foaC = D)™ =" J(w+ 2kn) G (w + 2kn), (2.4)

l

en donde se usa la abreviacién g(- — 1) = g(t — 1), similar a f = f(t). La serie
de Fourier de una funcién f € L%([0, 1)) est4 dada por

)
f(t) = chem’“, donde ¢ = / f(t)e 2 gt
. 0

Los términos ¢ son llamados coeficientes de Fourier para la funcién f. La
transformada de Fourier discreta de una sucesién {ax} est4 dada por

olw) = Z axe™ k.

Esa expresion es una forma reducida (cometiendo un abuso de notacion) de
la notacién propia del procesamiento de senales

ale™) = Z age™ ™k,

k
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También se senala que tenemos la transformada z cuando sustituimos e™*
por z:
az) = Zakz"".
k

El algoritmo para el c4lculo de esta transformada se denomina transfor-
mada rapida de Fourier (FFT: fast Fourier transform). Para transformar una
senal finita de longitud L se requiere de O(L1n L) pasos.

2.4.1. Filtros

Cualquier sucesién {ax} sumable (definicién (A.1)) se puede interpretar
como una senal

a(t) = Zaks—e;lg(t_;)k),
k

o bien
a{w) = Zake'i“’k.
k

Una operacién de filtrado o aplicacién de un filtro consiste en el producto de
a(w) por una funcién peri6dica con periodo 27, por ejemplo,

Hw) =Y he ™k,
k

con lo que se obtiene:

H(w)a(w) = Z (Z hk_;af) e’wk.
t

k

A la operacién anterior se le denomina convolucion.

El filtro H{w) es un filtro pasa bajas si al restringirlo al intervalo [—, 7]
su respuesta de frecuencia est4 més concentrada alrededor de 0 (Figura 2.2a
v 2.2b) y es un filtro pasa altas si se concentra alrededor de 7 y —7 (Figu-
ra 2.2¢). La respuesta de frecuencia del filtro pasa bajas esta concentrada en
[—7/2,7/2] mientras que para el filtro pasa altas lo hace en {w|7/2 < |w| <
T}
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(a) A H(w)
1 1 n W
27 =274+ w. —7 —we 0 we T 2T — w, 27
(b) A Hw)
T T > w
-7 —we 0 we T
(c) A H(w)
T T w
—T —W, 0 W, T

Figura 2.2: Filtro pasa bajas ideal que muestra (a) periodicidad en la res-
puesta de frecuencia (b) un periodo, en donde 0 < w, < 7/2. (c) Filtro pasa
altas ideal que muestra un perfodo, en donde 7/2 < w, < m (Oppenheim y
Schafer, 1989).
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2.5. Transformada de Gabor

El estudio del comportamiento espectral de seniales andlogas a través de
la transformada de Fourier requiere también el conocimiento de la senal en
el dominio del tiempo. Si una sefal es afectada en una vecindad pequena,
todo su espectro es alterado. Por ejemplo, la transformada de Fourier de la
distribucién §(t — tp), la funcién delta, que tiene soporte en el punto ¢p, es
e la cual cubre todo el dominio de las frecuencias. Una forma de superar
esto es a través de la transformada que propuso Gabor (1946).

La transformada de Fourier por ventanas se define como sigue

Gf(w,t) = /_w fu)g(u— t)e ™™ du (2.5)
= [ iwwa,

donde
Gup(u) = glu — t)e™™*.

La funcion Gf(w,t) depende tanto del tiempo ¢t como de la frecuencia w. La
funcion g(t) se elige como una funcién real, par, con concentracién méaxima en
los componentes de baja frecuencia. Un caso tipico es considerar una funcién
gaussiana

1 2
t) = ———e /0,
g(t) N

Cuando se selecciona esta funcién, la transformada de Fourier por ventanas
se le llama transformada de Gabor. Mediante la funcién de ventana g(u —t)
(variando u) se realiza un anélisis en el instante ¢. La Figura 2.3a muestra
algunas de las funciones g, ;(u).

La transformada de Gabor es invertible y la inversa estd dada por la
siguiente expresion

f(t) = % /-oo /oo Gf(w,w)g(u—t)e ™" dwdu.

La transformada de Gabor se puede expresar como una integracién en el
dominio de la frecuencia

Ofet) =5 [ I (26)
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)
W3l b % F 99 |
A o3
7, 3
1755 ) [P R 0 gl_.-bgl_‘ ......
G 25 R
wy 091_9.. ................. agl_.
1‘r/‘2 (‘) n}? ;' u t‘ t‘ =
T = i ;
(a) ‘ (b)

Figura 2.3: (a) Nicleo de integracién de la transformada de Gabor g, ((u) =
g(u — t)e™™¥ en donde g(t) = (1/2y/ma)e""/42) para w, = 3, wy = 6,
w3 = 9yt =0. Las lineas continuas representan las partes reales, las l{neas
punteadas representan las partes imaginarias y también se muestra la envol-
vente. (b) Representacién de la resolucién de la transformada de Gabor en
el plano tiempo contra frecuencia en donde g, y 05 son las dispersiones de g
en tiempo t v frecuencia w.
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La expresién (2.6) y la definicién (2.5) constituyen la base de la localizacién
en tiempo y frecuencia en el analisis de Gabor.
Otra propiedad que tiene esta transformada es la preservacién de isometrfa

/_:,lf(t)'zd‘= 217/_2/_:IGf(w,t)i2wdt.

para lo cual se requiere la condicién

[ owpa =1

oo

El analisis a través de g(?) se realiza en una ventana rectangular en el
plano tiempo-frecuencia. Es posible estimar el ancho de las ventanas de anali-
sis tanto en tiempo como en frecuencia (Kumar y Foufoula-Georgiou, 1994).
Esto se puede lograr calculando sus desviaciones estandar

oy = ([ - t>2|gu.z(u)|2du)% (2.7)

= (/_: u?g(u)? duy ,

%= ([ m(w'—w)gigw.l(w’)lgdw’f- (28)

-0
Este par de dispersiones indican la resolucién en tiempo y frecuencia que

tiene la transformada de Gabor. Cumplen con la relacién siguiente

2_2
0,05 2

po N

Las dimensiones de la ventana de resolucién son constantes a distintas fre-
cuencias. Por esta razén la transformada de Gabor esta limitada cuando se
estudian setiales con frecuencias demasiado bajas o demasiado altas (Figu-
ra 2.3b).

En la aplicacién a series discretas se puede hacer una discretizacién en
tiempo y frecuencia a través de las relaciones

t=niy, y w=muwp,
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aplicada a la definicién (2.5) y entonces obtenemos la transformada discreta
de Gabor:

Galm,m) = [ f(wg(u— nto)e~ " d
-0
en donde se debe cumplir que

wotp < 2.

2.6. Transformada ondicular

La transformada ondicular se basa en una funcién llamada ondicula 1 (t) €
L?(R). Se imponen dos condiciones a esta funcién:

(a) que sea de soporte compacto (2.9)
(b) y de promedio cero: {/)\(0) = 0. (2.10)

La condicion (2.9) sigoifica que la funciéon toma valores nulos fuera de un
intervalo cerrado y acotado (la Figura 1.3b muestra un ejemplo de ondicula).
La idea de considerar un intervalo tiene e} proposito de poder hacer el anélisis,
definido més adelante, de manera local. La condicién (2.10) implica que tiene

promedio cero
e o)
/ Y(t) dt = 0.

o0

Si ¢ no es la funcién idénticamente cero (lo cual tiene més sentido y utilidad)
entonces toma valores positivos y negativos: tiene oscilaciones. De ese par de
condiciones proviene el nombre de ondicula u onda pequefia. Desde un punto
de vista fisico, si una ondicula representa una onda, ésta no se queda oscilando
para siempre, sino que empieza y decae. En cambio, si los nicleos de la
transformada de Fouier representas ondas, éstas oscilan siempre. Referencias
para los temas vistos en esta seccion son Daubechies (1992), Sweldens (1994)
y Strang y Nguyen (1996).

La transformada ondicular usa f{unciones generadas por traslaciones y
dilataciones de la ondicula en la forma siguiente

1
Ya(u) = —=9 (
v
En esta definicion el parametro ¢ indica un desfase, en tanto que el paradmetro
A produce una compresion de la ondicula para valores de A positivos menores

u-—1
A

), para \t€ER, A>0.
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que 1 y una dilatacién para A mayores que 1. Algunos ejemplos de estas

ondiculas %, ;(u) se presentan en la Figura 2.4. El coeficiente 1/v/X es un
factor de normalizacién para que se satisfaga ||¥y.|| = ||¥]| :

mwu=/waWmu1/mew=nwL

!b)‘.t(u)

2 T T T T

A 1 1 { 2 1 u
-J0 -8 o 5 10 15 20

Figura 2.4: Algunos ejemplos de las ondfculas ¥ ,(u) . La ondfcula ¥, 5 —5(w)
estd comprimida y 19,0(u) est4 dilatada.

Se define la transformada ondicular continua de una funcién f € L%(R)
como

WA t) = (f. s, (2.11)
es decir,

W(/\,t)=/_:f(u)mdu=/_:f(u)\/ixw ("T“t) du. (2.12)

Es una transformacion integral, como la de Fourier y de Gabor, cuyo ni-
cleo son translaciones y dilataciones de una ondicula. También se usan las
siguientes expresiones

WA 1) = W F)(\ 1) = Wa(A, 1),

Los nimeros W (A, ¢t) se llaman coeficientes de f respecto a la ondicula .
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El espacio bidimensional de los pardmetros de la transformada se identi-
fica con el semiplano

{(\t):AeR,A>0,teR},
por lo que se identifica:

wo/A — frecuencia,
t — tiempo,

en donde wy es el centro de masa de 16bulo derecho de la ondicula:

oo st e
Jo T(w)[? dw

W (u) {Z;A.l(w)

2 T T T T Al T T 1 T T

(ST
1

0.8
0.6 [
04

02t

\\
1 ~al

W
12 16 20

Figura 2.5: (a) Ondfculas ¢, ,(u) para A =1,2,1/2 y t = 0. (b) Espectro de
esas ondfculas |¢ ,(w)].

Analizemos el efecto en frecuencia del parametro A. Para A\ pequena se
tiene que 9y ,(u) tiene soporte pequeio y toma componentes altos en fre-
cuencia. Graficamente podemos ver este efecto. En la Figura 2.5a vemos que
para A = 1/2 la ondicula se comprime en su dominio respecto a la ondicula
respectiva para A = 1. En la Figura 2.5b tenemos que para A = 1/2 el espec-
tro de la ondicula se desplaza a la derecha por lo que analizaré frecuencias
mas altas que para Ja ondicula correspondiente a A = 1. Se obtiene un efecto
inverso para A = 2, en donde se analizan frecuencias bajas usando una ven-
tana de tiempo méas ancha. Es decir, la transformada ondicular responde a
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las componentes de frecuencias cercanas a wp/A que estan cerca del tiempo ¢.
Para ello usa una funcién adecuada tanto en tiempo como en frecuencia.

Se puede determinar la resolucién de la transformada ondicular mediante
definiciones de las dispersiones en tiempo y frecuencia de una manera similar
a las definiciones (2.7) y (2.8). La transformada de Gabor tiene una ventana
de resolucion de Area constante a diferencia de la transformada ondicular que
adecua la ondicula a la frecuencia: para frecuencias altas se emplea un lapso
corto mientras que para bajas frecuencias el lapso es largo. En la Figura 2.6b
podemos ver esta caracteristica en donde

Ty = (/_:(u—t):"lw.t(U)lszY,

Do = (/:m(u)'—w)zlz@,z(u’)lzdw’)%.

o

¥ (n) w

(a) Ly (b) [

Figura 2.6: (a) Nacleo de integracién de la transformada de ondicula (ondi-
cula de Morlet); las lineas continuas representan las partes reales y las lineas
punteadas representan las partes imaginarias. (b) Representacién de la reso-
lucién de la transformada de ondfcula en et plano tiempo contra frecuencia.

Usando la identidad general de Parseval (2.2) se puede tener una repre-
sentacion de Ja transformada ondicular (2.11) en el dominio de Ja frecuencia

\/gW'(,\, 1) = \/ﬂ(f, Yau), = (J?u {/;,\,t>)
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donde

—~ A PN
’(/1,\‘t((d) = ﬁe_Wt’(/J(/\UJ).

Para que la transformada ondicular continua sea invertible la ondicula
debe satisfacer la siguiente condicion de admisibilidad

Cy = /oo P 4 < oo, (2.13)
0

w

entonces la inversa de la transformada ondicular es
1 [o o] [o o]
f)= o / / A2, 1)t (t) dA du. (2.14)
Y J—ooJ—00

La condicion de admisibilidad (2.13) es la formalizacion de las condiciones
(2.9) y (2.10) las cuales funcionan para todos los propositos practicos. La
ecuacion de inversion (2.14) es conocida como la identidad de Calderén, re-
descubierta por Grossman y Morlet.

¥(t) ' ¥(t)

) ¥ T l T ¥ L) T T

1F -

1 1 L L 1 1 1 L
1/2 1 t 05 . R

(a) (b)

[=}

Figura 2.7: (a) Ondicula de Haar. (b) Ondicula de sombrero mexicano.

Para ilustrar la teoria se muestran algunas ondiculas famosas. Un ejemplo
de ondicula muy empleada es la ondicula de Haar (Figura 2.7a) definida como
sigue

1, si0<t<1/2,
p(t)=4 -1, si1l/2<t<]1, (2.15)
0, en otro caso.

Esta ondicula es muy usada por su simplicidad pero la desventaja es que
tiene mala localizacion en frecuencia (ver seccion 2.7.3).
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La funcién llamada sombrero mexicano es otra ondicula y se define como
la segunda derivada de la funcién gaussiana (Figuras 2.7b y 2.5a)

B(t) = i1r“/“(1 —%)e~/2,

V3

1 — — \—r—T—T—T—TT—TT
0.8 .
06f -
0.4} i
0.2
s 2 a0 1 2 3 s! %o s 6 4 20 2 ¢ 6 8 wY
(a) (b)

Figura 2.8: (a) Ondicula de Morlet aproximada. La linea continua es la parte
real y la punteada es la parte imaginaria. (b) Espectro de la ondicula de
Morlet aproximada.

La ondicula de Morlet es una funcién de variable compleja
P(t) = 71/ (e""‘"" - e""g/z) e /2 (2.16)
su transformada de Fourjer es
D(w) =7~/ [e'(“"“’°)2/2 - e'”2/2e""3/2] . (2.17)

En la practica se considera wy > 5 para que el segundo término de la trans-
formada de Fourier (2.17) sea despreciable; de esta forma tenemos, de forma
aproximada, una gaussiana modulada (Figura 2.8a)

Y(t) = 7 4™ w0te=/2  para wp > 5.
Tenemos que su espectro aproximadado

-~

Y(w) = 7~ Vg~ (w=w0)/2  para W > 5,
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estd concentrado en una zona (Figura 2.8b).

Se ha definido una ondicula como una funcién de una variable, sin embar-
go el concepto de ondicula se puede extender facilmente a mas dimensiones.
La Figura 2.9 muestra el espectro de la ondicula de Morlet para dos dimen-
siones. Se observa que se puede dirigir el anéalisis a un punto del dominio
espectral.

cooooo
O=N WD

Figura 2.9: Espectro de la ondicula de Morlet aproximada en 2 dimensiones.
Este tipo de ondiculas permite realizar un analisis espectral de funciones
dependlentes de dos variables, t yt’ para las frecuencias correspondientes, w
y W'

2.7. Analisis multirresolutivo

La formalizacion del ejemplo dado en la introduccién (seccién 1.6) se
cristaliza en el concepto fundamental de analisis multirresolutivo (o multi-
rresolucion). Es la base para introducir el eficiente algoritmo piramidal.

Un anélisis multirresolutivo (abreviado como AMR) de L?(R) es una suce-
sion de espacios cerrados V; € L%(R), j € Z, tales que

( ) V C ‘/_H-la
b) f(t) € V; & f(2t) € V;4 (invarianza de escala),
c) f(t) e Vh & f(t+1) € V (invarianza bajo traslaciones),
d) UU;V; es denso en L*(R) y ;5 Vs = {0} (completez),

e) existe una funcién de escalamiento ¢ € V; tal que {o(t—1) |l € Z}
es una base de Riesz de Vp (base con invarianza de escala).
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Este concepto fue establecido por Mallat (1989a) y Meyer (1986).

Para aclarar esta definicién veamos como se genera el espacio V. Partimos
de la funcion de escalamiento (t). Para generar los elementos del espacio
Vo basta realizar corrimientos de esa funcion: ¢(t — 1), ¢(t + 1), etc. Esas
funciones forman una base para Vj; por lo tanto los elementos de V; son de
la forma 3”0, ; ap(t —1).

Ahora bien, para generar los elementos del espacio V| comprimimos las
funciones en la forma ¢(2t) segin (b); si usamos (c) vemos que (2t — {)
genera el espacio V.

De forma anéloga a la generacion de V) se generan los espacios V; del
inciso (a). Estos espacios forman una sucesién anidada

L.CVaacVacVeCcViC V...,

y representan espacios de promedios tales como los del ejemplo introductorio
(ecuaciones (1.8), (1.9) y (1.12)). Adems4s, es de recalcar, que el inciso (e)
asegura que esos espacios se generan de forma sencilla por s6lo una funcién.
De esta manera se tiene que las funciones y;, constituyen una base de
L?(R), en donde
Pin(t) = 272p(2t — 7).

Sin embargo se impone la condicién de que sea una base de Riesz: deben
existir constantes Ay B, 0 < A < B < 00 y se debe cumplir

AllFIIP < 1, eim)* < BIIFI®, VS € Ve

Esta condicién asegura que f puede ser recuperada a partir de los coeficientes
ondiculares (ver también explicacién relativa a la ecuacién (A.2)).

También se ve que las funciones de escalamiento {g;;|! € Z} constituyen
una base de Riesz de V}, en donde ;,(t) = 27/%p(27t — 1).

Como las funciones (2t — !) forman una base de Riesz de V, y como
¢(t) € Vp C Vi, existen coeficientes by, | € Z, tales que se cumple la ecuacidn
de dilatacidn

oty =2 hp(2t—1) o w)=H(w/2)B(w/2), (2.18)
!

en donde H es una funcién periédica con periodo 2x, definida por

Hw)=) he™. (2.19)
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A la ecuacidn (2.18) se le llama también relacion de dos escalas y a los coefi-
cientes hy se Jes conoce como la serie de dos escalas. También son los coeficien-
tes de la ecuacion de refinamiento. Si ¢ € L'(R) entonces estd univocamente
definida por la ecuacién de dilatacién (2.18) y la normalizacién

/ pt)dt =1 3(0) = 1. (2.20)

Si sustituimos $(0) = 1 en (2.18) tenemos que H(0) = 1. Es esta propiedad
que nos permite ver que H es un filtro pasa bajas de anélisis.

A partir de un conjunto de subespacios multirresolutivos se puede generar
una base ortonormal de ondiculas, como se demuestra a continuacién. Para
V; C Vji1 se define W; como el complemento ortogonal respecto a Vi,

_yl
W= VA
El espacio W es la diferencia entre ambos espacios. Asi tenemos
"/j © Wj = V‘i+l)

VLW,

Observamos que tanto V; como W; estén contenidos en Vj,,.

Como W; C Vipr v Vip1LW;p se tiene que W;LW;,,. Es decir, los
subespacios W) son mutuamente ortogonales.

Ademas los espacios W; heredan la completez de los espacios V:

P w; = L*(R). (2.21)
J€L
Se puede demostrar que es posible hallar una funcion ) tal que

{Yon} = {#(t — n)},

sea una base ortonormal para W, donde 1;,(t) = 29/2%(27t —n). Se sigue que
{jn}nez €s una base ortonormal para W, y {t;,} es una base ortonormal
para L?(R).

Como 9 € Wy C V)

) =2 ap(2t—1) o P(w)=Cw/2pw/2),  (222)
{



32 CAPITULO 2. TRANSFORMADA ONDICULAR

en donde G es una funcion 2m-periddica, definida por
Glw) =) ge ™. (2.23)
!

La relacion (2.22) es conocida como ecuacién ondicular. Al sustituir w = 0
en la ccuacion (2.22) se tiene

¥(0) = G(0)§(0).

Considerando $(0) = 1, segin (2.20), y suponiendo que 3 satisface (2.10),
esto es ¥(0) = 0, se tiene que G(0) = 0. Por esta razén, a la funcién G se le
conoce como filtro pasa altas de anélisis.

Una definicién alterna de ondicula es como sigue. Una funcién ¢ es una
ondicula si {#(t — )|l € Z} es una base de Riesz de Wy. La coleccion de
funciones {%,,]7,! € Z} es una base de Riesz de L?(R).

Los filtros G y H son importantes porque determinan la funcién de es-
calamiento (t) y la ondicula (¢t). Con base en este enfoque, la aplicacion
relativa a este trabajo necesita definir dichos filtros.

2.7.1. Representacion

Sea P, la proyeccién sobre V; paralela a le y Q; la proyeccién sobre W
paralela a W;. Luego f se puede escribir como

fz) = Z Q;f(t) = Z(f» Vi) Ya(t)- (2.24)
Jj il
Como
V; & W; = Vju,
luego
ViC Vi, W;CViy
esquerniticamente
Vi Cv; cVy
L2(R)=®Wj =\®W3®W:®€B "VJ_L@WJ@WJ-’-)@-..
j CT/J
PRy=V,oW,0Wn0...=V,aHW, (2.25)

Y
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Asi que si empezamos con una escala burda J

f) = Pif®)+ ) Qif (1)

= S Uenden®) + S S dvu).  (226)
t j=J

La ecuacion (2.25) reduce a s6lo un espacio, V;, toda una infinidad de espa-
cios, ..., Wy, Wy ..., W,_), de la ecuacién (2.21). Por ello la representacién
(2.26) considera menos términos que la representacién (2.24).

2.7.2. Férmula de producto infinito

En esta seccién se obtiene la relacién de producto infinito para @(w),
ecnacion (2.27), que se usard mas adelante, la cual muestra la relacién entre
soluciones o raices de p(w) y H(w). Otra utilidad de dicha ecuacién es que
se tiene una definicién de y(t) en términos de H.

Los espacios Vj se usan para aproximar funciones mediante proyecciones
adecuadas. Como Ja union de los espacios U;V; es densa en L*(R) se puede
aproximar una funcién arbitrariamente mediante esas proyecciones.

Para escribir un polinomio de grado menor de N como una combinacién
lineal de las funciones de escalamiento y sus trasladadas se necesitan cumplir
las condiciones de Strang y Fix (Strang y Fix, 1973)

p(0) =1,
PP (21k) =0, para k#0, 0<p<AN.

Esto se puede conseguir como sigue. De la aplicacién recursiva de (2.18) se
tiene que

Pw) =H(w/2)p(w/2)
= H(w/2)H(w/4)w/4)
—...= [Hj=1 H(w/¥)| plw/2%),

Cuando J — oo, w/2) — 0, p(w/2’) — 1. Luego

oo

plw) =[] Hw/?), (2.27)

=1
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llamada la férmula de producto infinito para (w). Asi que H(w) tiene una
raiz de multiplicidad N en w = 7 cuando $(w) tiene una raiz de multiplicidad
N en w = 27.

Hay otra utilidad de la ecuacién (2.27) mencionada al principio de esta
seccion: se define a @¢{w) en términos de H(w); pero también define a ¢(t)
en términos de H puesto que para obtener o(t) basta convolucionar el filtro
H sucesivamente. Con este procedimiento practico se han realizado varias
graficas en el presente trabajo.

2.7.3. Diseno de ondiculas.

Histéricamente, la primera ondicula fue la de Haar (2.17) y estd disenada
en el dominio del tiempo. Un problema que tiene esta funcidn es que no es
continua y la transformada de Fourier decae como |w|™' para w — oo, lo
que corresponde a una mala localizacion en frecuencia. Esta ondicula esta
mal condicionada para el anlisis de funciones suaves. Sin embargo tiene
ventajas sobre la transformada de Gabor; una ventaja es que la base de Haar
es una base sin condiciones del espacio de funciones de Lebesgue L?(R), para
1 < p< o0,y la transformada de Gabor sélo lo es para p = 2.

La base de Littlewood-Paley se define en frecuencia

[ @emT?) siw < |w| < 2,
Y(w) = { 0, en otro caso.

En tiempo se tiene
WY(t) = (mt)~! (sen 27t — sen 7t) .

Esta base tiene propiedades complementarias a la base de Haar en tiempo y
frecuencia: se define en frecuencia y tiene mala localizacién en tiempo.

Las funciones de Haar y Littlewood-Paley son los casos extremos del
diseno de ondfculas. Dentro de ese rango tenemos muchas otras que tienen
excelentes propiedades de localizacién en tiempo y frecuencia.

La primera construccién de este tipo de ondiculas se debe a Strém-
berg (1981), cuyas ondiculas decaen exponencialmente y pertenecen al es-
pacio de funciones continuas C*.

Después sigui6 Meyer con una ondicula disefiada en el dominio de la
frecuencia. Considera en sus funciones la parte negativa y positiva de la fre-
cuencia en una sola funciéon. Mediante unos trucos algebriicos ingeniosos
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construye una base ondicular ortonormal. Al elegir un polinomio, con cier-
tas propiedades, encuentra una ondicula 1(t) que decae més rapido que el
reciproco de cualquier polinomio, es decir, para todo N € N, existe Cy < 00
tal que
-N
[W() < Cn (1+187) 7

El primer ejemplo de base ondicular biortogonal lo construyd Tchamitchi-
an (1987).

Battle (1987) y Lemarié (1988) construyeron con distintos métodos una
familia de ondiculas ortogonales con decaimiento exponencial ¥ € C*, en
donde k es arbitrario pero finito.

La ondicula de Morlet (2.16) se construye en frecuencia: la ecuacién (2.17)
es una gaussiana desplazada de forma que %(0) = 0.

Daubechies (1988) construy6 una base ondicular ortogonal estableciendo
condiciones a los filtros pasa bajas en el dominio de la frecuencia {que tengan
varias derivadas nulas en los extremos). Las ondfculas y las funciones de
escalamiento muestran una marcada asimetria. Es posible obtener funciones
mas simétricas cuando se emplea una base biortogonal (Daubechies, 1992).

2.7.4. Ondiculas biortogonales

Permitamos un analisis multirresolutivo en el que la ondicula de andlisis
sea diferente de la ondicula de sintesis y también que la funcién de escalamien-
to de anélsis no sea la misma que la funcién de escalamiento de sintesis. Este
planteamiento fue propuesto por Tchamitchian (1987). En ese caso estamos
hablando de un analisis multirresolutivo biortogonal en el que tenemos:

» una funcién de escalamiento ¢,
» una ondicula ¥,
= una funcién de escalamiento dual ¢,
= una ondicula dual zf),
tales que cualquier funcién f tiene una representacién como sigue:

F@) =Y @uen® + DY (fb)wlt)- (2.28)

1 j=J k
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La forma (2.28) es aniloga a la ecuacion (2.26). En el caso biortogonal las
funciones de escalamiento de andlisis y reconstruccién pueden ser diferentes
v lo mismo pasa para las ondfculas. Para que esto sea posible se debe curaplir

@ =k = DY =8er, (@ = k) o(- = 1)) = s, (2.29)
(BC =Ko =Dy =8ty (D(-— k), (- = 1)) = 6, (2.30)

en donde é;,x = 1 si j = ky é;x = 0 en otro caso (delta de Kronecker).
Ademas del filtro de sfntesis pasa bajas H y el de sintesis pasa altas G, se
definen, de manera anéloga a las ecuaciones (2.19) y (2.23), el filtro de andlisis
pasa bajas H y el filtro de analisis pasa altas G

Hw) = Z e~ (2.31)

Glw) =) ae™, (2.32)
t

y también se definen ¢(t) y 9(¢) similarmente a las ecuaciones (2.18) y (2.22).
En términos de las funciones filtros H, G, H y G se tiene que las condi-
ciones (2.29) y (2.30) ahora son como sigue

~(u)) ﬂ+ Hw+n)Hw+7) =1, (2.33)
G(w)ﬂ +Gw+m)Gw+7) =1, (2.34)
Gw)Hw) +G(w+mH(w + 1) =0, (2.35)
Hw)Gw)+ Hw+7)G(w+7) = (2.36)

Mas adelante se demostrara la relacion (2.33) (seccién 2.7.5). Una manera
practica de definir estos cuatro filtros consiste en empezar de un filtro pasa
bajas; luego se debe factorizar ese filtro de la forma H(w)H (w). Después se
definen G(w) y G(w) a través de las relaciones

Hw) = G(w + 7), Gw) = —H(w+ 7).

Las cuatro ecuaciones (2.33)-(2.36) son equivalentes al sisterna

o g((ﬂm [Hg)(?«) G(Gw@r)]:[é (1)] (230
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al definir la matriz de modulacién M

Hw) Hw+ )

M(w) = Clw) G+ |

y similarmente M se tiene una expresién breve para (2.37)

MW)M@) =1. (2.38)

De donde se sigue

———T _—

(B M@ ) = M@ =17 =1,
esto es,

lH(w) H(w+«)H Hw)  CW) ]=[1 0}; (2.39)

Gw) Gw+) Hw+7) Gw+n) 0 1

Resolveraos el sisterna (2.39) para la primer columna

7 Bl - L]

Glw) Gw+m)
haciendo uso de la regla de Cramer; para H(w) obtenemos

~ 1 - Gw+n)—0-Hw+7) Gw+m)

H(w) = et = O (2.40)
donde A(w) = det M(w). Andlogamente para la segunda columna del sis-
tema (2.39)

H@)H@+ﬂ'l~@m ]=[0]
Gw) Gw+r) || Glw+m) 1]’
se tiene -
é(w)zo-G(w+7r)—_1~_H(w+7r)=_M. (2.41)

det M (w) A(w)
En resumen, (2.40) y (2.41) son

2
o

w+TT

Hw) = , G@»:--L——ﬂ (2.42)
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Como la inversa de una matriz es (nica, a partir de la relacién (2.38)
- =T
Mw)M(w) =1,
se obtiene
M(w)TA;[(w) = [;

al desarrollar en forma matricial

HTﬂ G@J[’éﬁi g&ﬂi%“ ?]

o bien
HWw)H (W) + GWw)G(w) = 1,

HW)Hw +7) + G(w)G(w + 7) = 0,
Ao+ MH(w) + 0o + MG(w) =0,
Hw+m)Hw+7) +Gw +1)G(w+7) = 1.

Una vez que se definen los filtros pasa bajas H y H se pueden definir
después los filtros pasa altas G y G mediante la relacion A(w) = e™.

2.7.5. Funciones duales y filtros

A partir de la primera relacién de (2.30) se comprobard (2.33). Se tiene
que ¢(t) y @(t) son funciones de escalamiento duales, es decir,

oo
=006 -k = [ plt-Dat-Rdt=bp  LEeZ
—0o
Entounces se cumple

Hw)HwW)+ Hw+ 1) Hw+7) =1,

o bien

H(z)H(z) + H(-2)H(-z2) = L.
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Para ver la comprobacién (Chui, 1992a, teorema 5.22), veamos el desa-
rrollo siguiente

‘571.0 = (‘p!(’b('_n))
= o [ )Bw)e™ du

—-Co

had 1 21\'(k+l) A
= o /2 w)p(w)e™ dw

k=-00
[oe)

2r _
= % ( Z P(w + 27k)p(w + 27rk:)) e™ duw,
0

=-00
por lo tanto se cumple la relacién siguiente

o0

> Blw+2mk)@(w + 2mk) = 1,

k=—00

casi en todas partes. Por otro lado, y usando la relacién anterior, se tiene

1 [o ¢]

Spo = — YA inw
o = o [ BWE@E™

= o [ ) (25w e d

- = f Z H (w/2) H (@ 2)(w/2) 3w/ 2)e™ du
- 1[5 [ TEe (g om)3E )

+H (%ﬂ)E(‘3+w)$(%’+n+2nk)<§(§+r+2¢rk)] ™ dw

2

1 w - W

2 _— [—
w (Y inw
= 2 ), [H(5+7r)H(§+n) +H(5+7T)H(E+7r)] ™ dw,
como H y H son continuas y sustituyendo w/2 por w se tiene (2.33)

Aw)Hw) + Hw+ m)H(w +7) = 1.
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2.7.6. Momentos que se anulan

Los inomentos de una ondicula son
N, = / Pt dt,  peN.

Se sabe, por la relacién (2.27), que si la funcién de escalamiento reproduce
cualquier polinomio de grado menor que N entonces H(w) tiene una rafz de
multiplicidad N en w = 7.

De la ecuacién (2.42), G(w) tiene una raiz de multiplicidad N en w = 0

y como IZ(O) =1, entonces 9)(w) tiene una raiz de multiplicidad N en w = 0;
luego i tiene N momentos que se anulan.

Anédlogamente, si la funcién de escalamiento dual reproduce polinomios
de grado menor que N entonces 7 tiene N momentos que se anulan.

2.8. Transformada ondicular discreta

El dominio de la transformada ondicular W f (A, t) es RxR*. Este dominio
se puede restringir a un subconjunto discreto. La opcién mas comidn es tomar

A=27% t=2An, donde (k,n)€ZxZ.
Las ondiculas discretas

Ve alt) = 2752(27% — n),

se parametrizan por un par de enteros: k, n.

2.8.1. Transformada ondicular como transformacién li-
neal

La transformada ondicular se aplica en el dominio del tiempo continuo
(funciones) o en el dominio del tiempo discreto (sefiales o vectores). Para
funciones y senales infinitas la base de ondiculas es infinita, pero para senales
con L componentes la base consta de L vectores y hay L coeficientes.

La transformada de una senal con L componentes que produce L coefi-
cientes ondiculares se representa por una matriz L por L. Sin embargo, los
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coeficientes se pueden calcular de una forma més eficiente que la multipli-
cacion matricial: el célculo de forma eficiente de la transformada ondicular
discreta se conoce como la transformada ondicular rdpida.

Las relaciones entre una funcién y una base ortonormal se expresan por
las relaciones siguientes

1. anélisis de una funcién:

ben = [ 1OBe(®)dt, (2.43)
2. sintesis de una funcién:
F8) = biathin(t). (2.44)
k.n

En el caso de senales finitas estas relaciones son transformaciones lineales
de vectores de dimension L representadas por matrices de orden L por L

1. analisis en tiempo discreto:

b = Ax, (2.45)

2. sintesis en tiempo discreto:

2.8.2. Transformada ondicular rapida

Para hablar del algoritmo rapido se redefiniré el algoritmo piramidal que
se bosquejo en la Figura 1.2. La Figura 2.10 representar este proceso mediante
una pirdmide. La sefial de entrada consta de ocho elementos

a = (ago, 31, a2, Ga3, G4, 435, A36, C37)-
Para los renglones siguientes

a; = (0'20) asy, 022, 0.-23),

b2 = (b'ZO)le)b22)b23))
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boo\
awé \a“
blo\ /bu\
. / \a ) / \a
A ANA AN
a/\a a/\a a/\a a/\a

Figura 2.10: Algoritmo piramidal.

se calculan los términos a;x como los promedios y by; como las diferencias de
los renglones inferiores en la forma siguiente:

1

Qj-1k = ﬁ(ajﬁk + aj.2k+1)» (2.47)
1

bjmik = %(aa‘-% — Gj2k+1)- (2.48)

El factor 1/v/2 sirve para repartir la energfa de la serial original a Jas dos
sefiales de salida. En términos vectoriales la norma de la sefial de entrada es
la suma de las normas de las de salida. Por ejemplo:

||asl| = ||as|| + |[bal}-
En este caso se usan los filtros de Haar: el filtro pasa bajas de promedios

1 1
H(z) = 7 + —\/—52,

o bien escrito como H(w) = \/Lf + Ee—iw (o incluso (%, 7‘-5)) y el filtro pasa

3
altas de diferencias {

2"

Si-
(\&]
[\)
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- ) = L — L -iw 11
o bien G(w) = - — —=e™™ (0 (ﬂ, ﬂ) ).

Para una senal con cuatro elementos la primera aplicacién de los filtros
de Haar pasa bajas H y pasa altas G se escribe como

210 T r 0 0 a20
an | _ | O r o r asn
blo - r —r 0 0 a2 ’ (249)
by 0O 0 r —r a3

en donde 7 = 1/V/2. Mientras que la aplicacién de un segundo paso se escribe
de la forma siguiente

apo T 00 a0
bo | |7 -7 0 0 ay,
bo | [0 010 bo (2:50)
b 0 001 by
Sustituyendo (2.49) en (2.50) tenemos
Qg r r 00 r r 0 O axn
bo | |7 -r 00 0 0r r an
blo B 0 010 T —r 0 0 (15/9) ' (2'51)
b[l 0 0 01 0 0 r —r 93
o bien
oo TR O LR an
bOO _ T2 2 _TQ _,r.‘2 091
blO - r -r 0 0 ano ! (252)
bn 0 0 2 -r a3

Es de observar que los promedios quedan en la la parte inicial del vector
mientras que las diferencias quedan al final.

Si se define como A a la matriz de la ecuacién (2.52) tenemos, por la
ecuacién (2.51), la siguiente forma

r r r r r r0O0]|[r =0 O
A= 2 2 =2 2| |71 -r 00 0 0 r r
r -r 0 ol [0 010 r —r 0 O
0 O T —-r 0O 0010 O r —r



44 CAPITULO 2. TRANSFORMADA ONDICULAR

Esta matriz se puede representar mediante las submatrices L y B como sigue

L
L

B
B

El algoritmo de transformada ondicular rapida explota la estructura dispersa
de estas matrices que proviene del algoritmo piramidal. Una propiedad im-
portante es que A es ortogonal, es decir, la inversa coincide con la transpuesta

2 r 0
A1 = AT — 2 —r 0
2 —r2 0 r
2 —r?2 7 —r

Se presenta el siguiente esquema, de forma més general, en donde H
representa al filtro pasa bajas y G al filtro pasa altas.

/ H |% 12 —>aj_1.k

/—> 12 \
I\ G |—|12]|— bj_ik

El simbolo | 2 representa una decimacién: de un arreglo de 2n elementos se
toman n de ellos alternadamente.

A continuacién se da un esquema mediante el cual se puede transfor-
mar una senal en donde se consideran las submatrices L y B; en ese mismo
esquema se observa que la senial se puede reconstruir.

P na Vi RN
S ]\
x RN x
NE] - 7]
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En la parte intermedia del este esquema se puede realizar distintos pro-
cedimientos, por ejemplo, para suavizar la senal mediante la anulacién de
algunos coeficientes.

Hemos visto el algoritmo empleando filtros ortogonales. La Figura 2.11
presenta el algoritmo piramidal usando filtros biortogonales, en donde se
considera a h como el filtro pasa bajas de analisis, g el filtro pasa altas de
andlisis, a h el filtro pasa bajas de sfntesis y a g el filtro pasa altas de sintesis.

En este desarrollo se han aplicado los filtros de Haar, (2.47) y (2.48),
que tienen dos coeficientes, pero recordemos que existen filtros con més coe-
ficientes. Sea un filtro con T coeficientes, la transformada ondicular rapida
calcula los M = 27 coeficientes b = Ax en menos de 27°M multiplicaciones.
Una comparacién del algoritmo de transformada ondicular rapida (FWT,
fast wavelet transform) con el de transformada rapida de Fourier (FFT, fast
Fourier transform), es que FWT es asintéticamente méas rapido que FFT,
pues FFT requiere O(M ln M) pasos mientras que FWT requiere O(M) pa-
sos (Strang v Nguyen, 1996, pag. 29).

. h h | . h
X=a, — »8j ] — a2 ... A —=
; L : l gi (@
BJ—l 51-2 50
1.)0 51 l~)J—l
g L g l : 8 j (b)
. h N h N _ h -
P — 3 — 5 A2 ... aj) — » X=ay

Figura 2.11: Algoritmo piramidal para la transformada ondicular (a) directa
e (b) inversa.
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2.8.3. Aplicacidon

En la Figura 2.12a se presenta un registro séonico de un pozo. El eje hori-
zontal est4 relacionado con la profundidad y el vertical con el reciproco de la
velocidad en pseg/pie. Para ese registro, la Figura 2.12b muestra los coefi-
cientes ondiculares empleando la ondfcula de Haar. La Figura 2.12¢ muestra
la senal proyectada sobre los espacios de las funciones de escalamiento a dis-
tintas escalas, es decir, los espacios V. Es de sefalar que se ha usado la
numeracion asociada a la definicién de anélisis multirresolutivo (seccién 2.7).
Finalmente, en la Figura 2.12d se observan las componentes ondiculares a
distintas escalas: son las proyecciones sobre los espacios W;.



2.8. TRANSFORMADA ONDICULAR DISCRETA 47

x = ayo At(us/pie) b; (us/pie)
80
75
70
65
60
55
50

45 ! | 1 ] _
0 500 1000 1500 2000 512 1024 2048
no. muestra no. muestra

(a) (b)

o~
O o~ N W st N e ©
.

O = N W st N @

_—|—|__.—'__  — 1 —— —
[— —r ]
1 | 1 1 | 1 1
0 500 1000 1500 2000 0 500 1000 1500 2000
(© no. muestra (d) no. muestra

Figura 2.12: Analisis multirresolutivo de un registro sonico de pozo. (a) El
registro sonico de pozo. (b) Coeficientes ondiculares del registro usando los
filtros de Haar. Las proyecciones de esta sefal sobre los espacios (c) V; y
(d) W; para la escala i = 10,9,...,0.
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Capitulo 3

Diagonalizacion de operadores

3.1. Introduccion

A continuacion se presentan las bases del método de diagonalizacion en
bases biortogonales de operadores lineales homogéneos debido a Ekstedt y
Lindberg (1997).

En una base ondicular biortogonal tenemos la ondicula ¢ y su dual 7,2 tal
que cada f € L?*(R) se puede expresar

f= Z(f, Vi) i
3

Queremos expresar K f en esta base, para K un operador lineal. Los opera-
dores considerados son de convolucién

Kf=kxf, obien Kf(w)=K(w)fw),

que preservan caracteristicas de una ondicula. Si K* es el operador adjunto
de K (ver definicion (A.3))

Kf=> (Kf,bjdbu= Y (f K" i)t
3t 3t

Se trata de calcular los coeficientes (f, K *1/7331) de forma rapida y numérica-
mente estable mediante el analisis de f en una nueva base biortogonal. La
nueva base usa

DK =K, K =K,

49
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en el dominio de Fourier

—— R
~ ~

DK W) = k@W)hw),  PKw) =

La meta es hallar una condiciéon sobre el operador K tal que
Kt@j,l = E]&]},(lv

para cierta constante k; dependiente de la escala, pues asi se simplifica el
calculo

(K0 = w5 (950
La constante x; es independiente de ! pues K* es invariante bajo trasla-

ciones. Debemos ver que K* sea invariante bajo dilataciones diddicas, salvo
la constante x;. Se define el operador de dilatacion diadico D como

D;if(t) =¥/ f(@t) o  Dif(w)=277f(27w).
La invarianza de dilatacién de K* significa que

K‘Djf ZR—JDJK*f,

~

R(w)2792f(27w) = ,277/2k(279w) f(2 7 w).

De ahi llegamos a la condicion sobre K: las distintas constantes k; no depen-

den de w .
k(w
Kj = = ( ' sea constante. (3.1)
k(277w)

Los operadores que cumplen (3.1) les denominamos operadores lineales ho-
mogéneos.

Definamos & como k), & = k;. Comprobaremos que cada k; es una po-
tencia de «:

Para la comprobacion de la relacion (3.2) procedemos por induccién mate-
matica. Para j = 1 tenemos por definicién

Ky =K = K.



3.2. OPERADORES LINEALES HOMOGENEOS 51

Supongamos que se cumple x; = &7, el paso de induccién, y veamos que
se cumple la relacién para j + 1

o~

o kw) k) k(27w)
T R(emUw) R(27w) k(20 Dw)
k(23 P . . .
= K k27w) = nj,\k(wl) =Kk = KK = KT
k(2-12-1w) k(271w)

donde wy = 279wy se uso la ecuacion (3.1), lo que comprueba la relacion (3.2).
También se concluye que ¥¥ y 9 son biortogonales.

3.2. Operadores lineales homogéneos

Ejemplos de operadores que cumplen (3.1) son los siguientes:

1. Derivacién e integracion
kw) = (w)*, @€Z, k=2 (3.3)

2. Derivacion vertical o potencial de Riesz

kw)=lw*, a€R,  &=2% (3.4)
3. Transformada de Hilbert
E(w) = —isgn(w), k=1 (3.5)

De hecho esta lista es exhaustiva.

3.3. El nuevo anialisis multirresolutivo

Se necesitan las nuevas funciones de escalamiento. Es natural proponer

(W) = [)pw), oFw) = Riw)a(wx

donde [ es una funcién desconocida.
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La biortogonalidad de las funciones de escalamiento implica la biortogo-
nalidad de las nuevas funciones de escalamiento ¥ y ¢¥

(", 0 (= 0) = (@0 = 1)) =4,

pues

(5,0 (- = 1) = (K¢, K 'o(- = 1) = (&, KK (- = 1)).
Las funciones de escalamiento deben ser biortogonales a las ondiculas

(@ (=) = (@5, 5 (- = 1)) =0,

que expresado en las funciones filtro es

H*(w)GK(w) + H¥(w + 1)GK (w + 1) = 0,
GK(w)HK(w) + G¥(w+ n)HK(w+7m) = 0.

Tenemos ahora que

——

Kw) = lw)pw)

= Uw)H (w/2)3(w/2)
= W) H(w/2) 7% w/2)/lw/2)],
luego L ]
(W) = 2 (w/2)F (w)2), (3.6)
Hw/2)
de (2.18) aplicada a ¢X (en vez de ) tenemos
PK (W) = AX (w/2)5R (/2). (3.7)
De las ecuaciones (3.6) y (3.7)
T (w) = 2L f (/23R (w/2) = B (/23R (w/2),
l{w/2)
luego
K (w) = 2 ) (338)




3.3. EL NUEVO ANALISIS MULTIRRESOLUTIVO

Asimismo

[(2w
como lo muestra el calculo siguiente
K L 5
pFfw) = =—¢(w)
l(w)

= L Hw/2)pw/2)

lw

s T(%)H(w/z)ﬁ (w/2)lw/2)
= ED

H(w

—

= HYw/2)pK(w/2).

De forma similar

pues

VKw) = k)dlw)
= k(W)G(w/2)9(w/2)

= Rw)Glw/2) [55(w/2)/Twr2)
= 29 i)

Y finalmente

por que

33

(3.10)

(3.11)
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S )

k(w)
1 oK W A(.d
= T G [P/l

o~

—~

= M9 )ik (w)2)
)

= G¥(w/2PK(w/2).

Las ecuaciones (3.8), (3.9), (3.10) y (3.11) definen los nuevos filtros con base
en los filtros originales.

La biortogonalidad entre ¢¥ y 4¥ implica

o~

(2w) 12w +27)
k(w)  kQw+2r)

-~

asi que {(w) debe ser elegida de forma que

m(w) = E—w sea 2m-periddica.
Hw
Se debe cumplir que
T(w) -1, cuando w — 0.
k(w)

Una forma de hacer cumplir esto es considerar
m(w) = k(—i(e™ = 1)),

ya que —i(e* — 1) = w+ o(w) cuando w — 0. Si se escribe la serie de Fourier
de m(w)

m(w) = Zmle"““’,
!

tenemos

K p(t) =Y mup"(t+1).
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3.4. El algoritmo de diagonalizacién

En esta secciéon se resume la teoria desarrollada antes y se muestra el
algoritmo para obtener Kx: el operador K aplicado a la senal x.

El método propuesto por Ekstedt y Lindberg (1997) empieza con un con-
Junto de filtros biortogonales h, h, g, g. A partir de estos filtros se construye
un nuevo conjunto de filtros biortogonales h’, h¥, g¥, gX. Esta construccion
se realiza de manera que un multiplo escalar de los coeficientes de detalle de
la sefial x producidos mediante el analisis con la nueva base sean iguales a
los correspondientes coeficientes de detalle de Kx en la base original

B(Kx) = kBXx, (3.12)

en donde B (respectivamente ﬁK) es la matriz correspondiente a los filtros
pasa altas de analisis g (respectivamente g¥).
En el dominio de Fourier el nuevo filtro pasa altas de anélisis es

i w) = =D g, (3.13)
k(e + 1)
el nuevo filtro pasa bajas de sintesis es
H (W) = HE D (3.14)
kk(1)
el nuevo filtro pasa altas de anélisis es
G¥(w) = kk(—i(e — 1))G(w), (3.15)
y el nuevo filtro pasa altas de sintesis es
1
GH(w) = —— G(w). (3.16)

La senal x se analiza en la nueva base para obtener

(@ 2ims i B by (3.17)

jminy Y jmin) Y jmin—D

es decir,
Ax =y, (3.18)
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en donde A es la matriz de analisis. Aplicamos el operador diagonalizado a
y para obtener y¥ formado por los coeficientes de Kx en la base ondicular
original:

y¥ =K.y, (3.19)

en donde K, es el operador en el dominio ondicular el cual actia sobre los
coeficientes como

b =k’ b, (3.20)
y . .
z-i;(min = HJ—]mm(m * éjmin)- (321)
El filtro m se obtiene calculando la transformada inversa de Fourier de m(w):
miw) = 3 m(l)e ™ = B(~i(e” —1)). (3.22)
!

Como paso final, calculamos Kx mediante la aplicacion de los filtros de sin-
tesis originales:
Kx = Sy*, (3.23)

en donde S es la matriz de sintesis. Este algoritmo se ilustra en la Figura 3.1.

Se observa un paralelismo entre este proceso y el que se aplica con la
transformada de Fourier para este tipo de operadores: transformada directa,
multiplicacion (o convolucién) y transformada inversa.

3.4.1. Derivacién

Se presenta una aplicacion del método de diagonalizacion ondicular del
operador de derivaciéon (3.3) con el fin de calcular una derivada horizontal.
Se obtuvo la primera derivada horizontal de un perfil gravimétrico conside-
rado en Campos-Enriquez et al. (2004) (Figura 3.2a). El perfil gravimétrico
atravieza con una direccion E-W, la parte oriental del crater de impacto de
Chicxulub en Yucatan. El primer gradiente corresponde a la zona de terrazas.
El anillo de cenotes corresponde aproximadamente al siguiente gradiente.

El célculo de la derivada horizontal mediante el método ondicular se
muestra en la Figura 3.2b. En este proceso se anularon varios coeficientes
correspondientes a altas frecuencias para obtener una versién suavizada de
la derivada.

Con el propésito de comparar con otro método se calculé la derivada de
dicho perfil usando el método numérico de cinco puntos (Figura 3.2c). Dicho
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- g - g .

K — aK

x=a; o by ..o b}, e KxA—aJ
hK = K,b_]_l h :
] K \
~ 1
~ g o K g ~K

aj, — 5 by b_]_2 ——--» a5

2 A

K =K b_]_2 I

h h
i
/ )
= K
aj-2 aj_o
-K :
- g - ~ g -

L . K K
a]m'm.—l —_— b]m'm. oD b_]_jmin —-——— ajmin—l
. —jmink. A
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h
I
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~ ~K
a]m-in .................................................. - a]mzn
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X (M * &jmin)
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Figura 3.1: Algoritmo de diagonalizacién ondicular. Entrada: x. Salida: Kx.
(a) Transformada ondicular discreta usando los nuevos filtros h¥ y g¥
(flechas solidas). (b) Multiplicaciones y una convoluciéon (flechas con puntos).
(c) Transformada ondicular discreta usando los filtros originales de sintesis
h y g (flechas segmentadas).
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método aproxima la derivada de una funcién f(t) en t = t, mediante la
relacion

1

f(to) = m—h[f(to—Qh) —8f(to — h) +8f(to + h) — f(to + 2h)],

con un error proporcional a h* (Burden y Faires, 1998).
La derivada se puede calcular usando la transformada de Fourier al con-
siderar la relacion siguiente:

f(t) = FH (wFf(1),

ver, por ejemplo, Solnes (1992). La Figura 3.2d muestra el resultado respec-
tivo.

Observamos que el suavizado logrado con el método ondicular no puede
conseguirse de manera tan adecuada con técnicas de Fourier. Por ejemplo, en
el intervalo de 0 a 10 km se observa que la derivada con el método ondicular
toma un valor maximo de 0.5, aproximadamente, que concuerda mas con la
grafica de los datos. En cambio los otros dos métodos producen una derivada
con valores de 2 o mayores.

En el perfil se senalan con flechas los lugares en donde la derivada hori-
zontal tiene valores elevados. Vemos en efecto que los tres métodos usados
nos indican maximos de la primera derivada horizontal. Sin embargo, las de-
rivadas obtenidas con la transformada de Fourier (FFT) y con el método de
cinco puntos estdn muy contaminadas de ruido. Por ejemplo, el fuerte gra-
diente gravimétrico entre los 5 y 10 km es bastante suave sin embargo estos
dos métodos no lo representan asi. Debido a esta ventaja de las derivadas
obtenidas por medio de la transformada ondicular, el método de diagonali-
zacion se ha empezado a usar en el calculo de derivadas verticales por medio
de la expresion (3.4).

Una aplicacién mas general se da en el cilculo de la sefial analitica de
primero y segundo orden (Ridsdill-Smith y Dentith, 1999). Con la puesta
a punto del algoritmo de diagonalizacion ondicular se tienen los elementos
para desarrollar sistemas de computo para obtener Is senal analitica de datos
magnéticos (y gravimétricos) contaminados de mucho ruido.

3.4.2. Operador de Hilbert

Para la transformada de Hilbert tenemos

o~

Kf(w) = —isgn(w)f(w), (3.24)
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Figura 3.2: (a) Un perfil gravimétrico (Campos-Enriquez et al., 2004). (b) De-
rivada del perfil mediante transformada ondicular con eliminacién de frecuen-
cias altas. (¢) Derivada del perfil mediante el método de cinco puntos. (d)
Derivada mediante transformada de Fourier.
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segiin la ecuacién (3.5). Como k(w) = —isgn(w) = —iw/|w| se tiene
e ™ — 1
mw) =~y

Considerando las ondiculas y funciones de escalamiento correspondientes a
la factorizacion 6/10 de los filtros semibanda con maximo aplanamiento de
Daubechies (Strang y Nguyen, 1996)[pag. 126] (Figura 3.3) y el opera-
dor de Hilbert obtenemos las nuevas ondiculas y funciones de escalamien-
to mostradas en las Figura 3.4. Estas funciones y filtros son similares a los
obtenidos por Ekstedt y Lindberg (1997).
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Figura 3.3: Base ondicular biortogonal correspondiente a la factorizacion 10/6
de los filtros semibanda de Daubechies de maximo aplanamiento (maxflat
Daubechies halfband filters). (a) Funcién de escalamiento de andlisis ¢.
(b) Funcion de escalamiento de sintesis . (c) Filtro pasa bajas de anali-
sis h =[1, 1, -8, 8, 62, 62, 8, -8, 1, 1]/128. (d) Filtro pasa bajas de sintesis
h =[-1, 1, 8, 8, 1, -1]/16. (e) Ondicula de analisis D (f) Ondicula de sinte-
sis ¥. (g) Filtro pasa altas de analisis g =[-1, -1, 8, -8, 1, 1|/16. (h) Filtro
pasa altas de sintesis g =1, -1, -8, -8, 62, -62, 8, 8, 1, -1]/128.
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Figura 3.4: Nueva base ondicular biortogonal correspondiente al operador de
Hilbert para la base de la Figura 3.3. (a) Funcion de escalamiento de anali-
sis p¥. (b) Funcion de escalamiento de sintesis ¢*. (c) Filtro pasa bajas de
analisis h¥. (d) Filtro pasa bajas de sintesis h¥. (e) Ondicula de analisis ¢ .
(f) Ondicula de sintesis %¥. (g) Filtro pasa altas de analisis g¥. (h) Filtro
pasa altas de sintesis gK.



Capitulo 4

Atributos sismicos

4.1. Introduccién

Los atributos sismicos se obtienen directamente de los datos sismicos
y se usan en interpretacion. Los atributos son valiosos pues nos ayudan a
escudrinar los datos y extraer informacién sismica que de otra forma con-
~ tinuaria oculta. Los atributos han llegado a tener gran popularidad con el
advenimiento de las prospecciones 3D. La tecnologia de atributos ayuda en
la exploracién, caracterizacion y monitoreo de yacimientos de hidrocarburos.

Los atributos son una parte de los estudios exploratorios junto con los
estudios petrofisicos y el modelado sismico. Toda esta informacién es nece-
saria para tener certidumbre en que los parametros calculados del yacimiento
correspondan con las observaciones. Por esta razon las técnicas de inversion
son cada vez mas importantes.

Los primeros atributos estudiados fueron la amplitud instantinea, llama-
da también amplitud envolvente, la fase instantanea y la frecuencia instan-
tanea (Taner y Sheriff, 1977; Taner et al., 1979). Estos atributos ayudan a
delimitar cambios en el comportamiento espectral a lo largo de una seccion
sismica. La amplitud envolvente representa una medida de la magnitud de la
reflexion.

Debido a que el contenido de la informacién sismica es increiblemente rica
en términos de amplitud, frecuencia y geometria, se han propuesto muchos
atributos en la década pasada. En la revision de Chen y Sidney (1997) se
mencionan mas de 60 atributos. Para obtener buenos resultados es impor-
tante seleccionar el atributo mas adecuado al problema que se investiga.

63
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Una clasificaciéon de los atributos se basa en la amplitud, frecuencia y la
atenuacion (Brown, 1996; Brown, 2001). Los atributos de amplitud son de los
mas robustos y ttiles, pero los atributos de frecuencia pueden revelar detalles
adicionales de las capas geolégicas.

En la clasificacion mencionada también se considera si los atributos se cal-
culan antes o después de apilar. Los atributos calculados después de apilar
constituyen la mayoria, en tanto que los atributos calculados antes de api-
lar se relacionan con las variaciones de amplitud respecto al desplazamiento
(AVO: amplitude versus offset).

Los atributos hibridos combinan la amplitud y la frecuencia. Se aplican
a problemas de estratigrafia y propiedades de yacimientos.

Los atributos de ventana usan valores de muestra, por ejemplo de interva-
los de 2 a 4 ms. Esos valores son sumados o promediados para dar un atributo
global; también se puede seleccionar un valor de atributo tnico o bien una
distribucién o tendencia del valor del atributo a lo largo de una ventana de
calculo.

Otros atributos se calculan en las fronteras geolégicas o entre ellas: son
los atributos de eventos (Chen y Sidney, 1997). Otros mas emplean varias
trazas: son los atributos multitraza. Los atributos de volumen pueden generar
correlaciones entre distintos cubos.

Algunos atributos se han empleado a pesar de que las relaciones fisicas
entre las propiedades de los yacimientos y los atributos no se han estable-
cido con precisién. Esos atributos se han empleado en procesos sofisticados
y existen técnicas que utilizan atributos multiples, llamados meta-atributos,
los cuales se relacionan mas estrechamente con la geologia o las propiedades
petrofisicas. Esto implica la posibilidad de calibrar con registros de pozo.

Algunos atributos ayudan a realizar el mapeo de fallas (Rooij y Tingdahl,
2002) o en la clasificacion de facies sismicas (West et al., 2002). Otros atri-
butos se relacionan con la atenuacion (Valle-Garcia y Ramirez-Cruz, 2002).

La tecnologia de los atributos se ha consolidado de forma tal que puede
predecir propiedades petrofisicas, como la porosidad, la litologia o los espe-
sores de los yacimientos.
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4.2. Atributos instantineos

Los atributos instantaneos son algunos de los més basicos y sencillos. Son
la amplitud, fase y frecuencia instantaneos. La amplitud envolvente A para
una senal z(n) estd dada como sigue

A(n) = Vz(n)? + (Hz)(n)?, (4.1)

f(n) = tan™" (w) , (4.2)

z(n)

la fase 0 es

y la frecuencia f

1 d
fn) = 5w dn (n).

En la practica la frecuencia se calcula como una aproximacién numeéricamente
estable de la expresién (4.3). Estos atributos estan basados en la transforma-
da de Hilbert Hz. La transformada lleva el nombre en honor al matematico
aleman David Hilbert (1862-1943). Dada una senal z, la transformada de
Hilbert de z, Hzx, es una senal que esta desplazada 90° en fase, de manera tal
que 1 + ¢Hzx es una senal analitica (Taner y Sheriff, 1977; Taner et al., 1979;
Claerbout, 1992). También se conoce a Hx como la cuadratura de z. En la
Figura 4.1 se presenta un diagrama a bloques del procedimiento de célculo
y en la Figura 4.2 se muestra un ejemplo de una senal, su cuadratura y la
senal compleja.

(4.3)

z(n) z(n)

Serial
compleja

> Transformada | o (Hz)(n)
de Hilbert

Figura 4.1: Esquema a bloques de la construcciéon de una senal compleja a
partir de una sefial real.

La transformada de Hilbert se calcula numéricamente mediante la trans-
formada de Fourier, haciendo cero la amplitud para frecuencias negativas,
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Figura 4.2: (a) Sefial real. (b) Transformada de Hilbert de la senal. (c) Sefial
analitica constuida con las dos anteriores (Taner y Sheriff, 1977).
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multiplicando por 2 las frecuencias positivas y al final se toma la transfor-
mada de Fourier inversa.

Otro método consiste en realizar una convolucién con el filtro que re-
presenta el impulso correspondiente al operador de Hilbert definido por la
ecuacion (3.5)

~ {—z, si0<w<m, (4.4)

Hw)=—isen(w) =9 ) 4 ;o4 <.

Al considerar la transformada inversa de Fourier de la férmula (4.4) obtene-
mos la respuesta al impulso de la transformada de Hilbert:

I 1 [,
h{(n) —/ ie“""dw——/ ie*™ dw,
0

T or o 2T

o bien | |
h(n) = { (mn/2) sen(nmn/2), sin #0,

0, en otro caso,

(Oppenheim y Schafer, 1989). Para obtener un filtro de respuesta finita se
considera una ventana de Hamming

w(n) = 0.54 + 0.46 cos2mn/M, si0<n <M,
N 0, en otro caso.

La Figura 4.3 muestra el filtro para M = 16; tiene longitud M + 1 = 17.
En este trabajo se procede a calcular la transformada de Hilbert mediante
la técnica que hemos desarrollado para diagonalizar el operador de Hilbert
usando la transformada ondicular (Figura 3.1). Una vez hecho esto se calculan
los atributos sismicos instantaneos.
También se puede calcular la frecuencia con el mismo método debido a que

el opcrador de derivacion también es homogéneo (Ridsdill-Smith y Dentith,
1999).

4.3. Aplicacién del algoritmo

El proceso para calcular los atributos sismicos con el método de diagonali-
zacion de operadores se efectia traza por traza (Figura 3.1). Para calcular la
transformada de Hilbert se aplica a cada traza el algoritmo piramidal usando
los nuevos filtros pasa bajas y pasa altas. Después se realiza la multiplicacion
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Figura 4.3: Filtro discreto de Hilbert utilizando una ventana de Hamming.

de una potencia del escalar x a los coeficientes ondiculares (3.20); los coefi-
cientes correspondientes a la funciéon de escalamiento se les convoluciona con
el filtro m(w) (3.22) y luego se les multiplica por una potencia de « (3.21).
Al final se encuentra la transformada de Hilbert de la senal al aplicar los
filtros originales pasa bajas y pasa altas de reconstruccion.

Una vez que se tiene la cuadratura o transformada de Hilbert de la senal
se tiene la senal analitica. Para obtener los atributos sismicos instantaneos
se procede de la manera convencional.

Se desarrollé un programa basado en el algoritmo de diagonalizacion de
la transformada de Hilbert. Este programa se construyo utilizando parte del
codigo del sistema SU para poder tener acceso a la informacion en el formato
SEGY. Se utilizé también parte de la biblioteca WVLT para tener acceso a
las rutinas de andlisis y sintesis ondicular. Se incluyeron en el programa los
filtros biortogonales de la Figuras 3.3 y 3.4.

La biblioteca WVLT (Imager Wavelet Library) (Lewis, 1995) es un soft-
ware libre creado por R. Lewis y estd disponible en la direccion electréni-
ca http://www.cs.unc.ca/nest/imager/contributions/bobl/top.html. Esta bi-
blioteca implementa la transformada ondicular discreta en lenguaje C. La
ventaja que tiene es que estd hecha realmente como biblioteca y fue factible
ligarla a programas basados en SU, Seismic Unix (Cohen y Stockwell, 2003).

Por otra parte, el codigo fuente del sistema SU esta disponible en la
internet. En su manual explica como generar otros programas similares a SU.
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El algoritmo de diagonalizacién se construyé de manera similar al coédigo del
programa fuente SUATTRIBUTES.

También es de mencionar el cddigo de Ridsdill-Smith que se puede obtener
en http://wavelet.freeservers.com. Este codigo fue desarrollado en MATLAB
para su tesis (Ridsdill-Smith, 2000) y es de bastante utilidad para entender
como se puede implementar el algoritmo.

4.4. Aplicacién a un modelo sintético

En una primer fase el método se aplicé a un modelo sintético. Se considerd
el modelo del anticlinal mencionado en Henry (1997). En la parte superior
del modelo se tiene arcilla representando una capa impermeable. Luego se
tiene arena con distintos fluidos: gas, aceite y agua. Abajo de la arena hay
arcilla. En esta referencia no se mencionan las dimensiones del modelo asi
que para este estudio el modelo se digitizé de la publicacién mencionada y se
asignaron dimensiones convenientes. Este modelo se ilustra en la Figura 4.5
en donde también se definen las velocidades en los diferentes medios definidas
en la referencia.

Una vez digitizado el modelo se prepar6 de manera adecuada para la
entrada al programa TRISEIS de Seismic Unix (SU) (Cohen y Stockwell,
2003). De esta forma se obtuvo un sismograma sintético de offset zero. La
seccion se muestra en la Figura 4.6a graficada como ondas (formato wiggle) y
también como imagen en la Figura 4.6b. La respuesta sismica es la esperada:
se presenta una reflexion grande en la frontera de la arcilla y la arena con gas
debido al contraste de impedancias. Podemos observar también reflexiones
nitidas, si bien de menor intensidad, asociadas con las interfaces entre la
arcilla y la arena con agua, a ambos lados del anticlinal. El paquete de arena
con aceite se asocia con una reflexion de intensidad intermedia a las asociadas
con las interfaces arcilla-arena con gas v arcilla-arena con agua. Parece ser la
continuacion, dentro de las reflexiones propias del anticlinal, de la reflexion
asociada a la interface superior del estrato de arena con agua. Sin embargo,
presenta una polaridad opuesta. De hecho las polaridades al pasar de un
medio de mayor contraste a otro de menor y viceversa son opuestas: por
ejemplo, en la cima del estrato de arena con gas v en su base.

Los atributos instantaneos se calcularon con los dos métodos. Primero se
utilizo el método tradicional para calcular la amplitud, la fase y la frecuencia
instantaneas (Figuras 4.7a, 4.8a y 4.9a, repectivamente). En esta parte se
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CWP/SU/ Blblloteca WVLT
sre/
\
cwp/ su/ e wvlt/
include/ lib/ main/ mclude/ { lib/ H main/
suhilb.c suattributes.c ... suattrwvlt.c | | suhilbwt.c

Figura 4.4: Organizacion en la que se implement6 el algoritmo. Al sistema
CWP/SU se le agreg6 la biblioteca WVLT modificada. Los nombres con
diagonal al final representan directorios. Los nombres en recuadro represen-
tan los directorios o programas elaborados para implementar la técnica aqui
expuesta. Hay muchos directorios y archivos que no se presentan y estan
senalados por puntos suspensivos.
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Figura 4.5: Modelo anticlinal de yacimiento en arenas (Henry, 1997); veloci-
dades: arcilla 2440 m/s, arena con gas 1375 m/s, arena con aceite 2090 m/s,
arena con agua 2370 m/s.
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us6 el programa SUATTRIBUTES de SU. El segundo método es el método
de diagonalizacién ondicular de la transformada de Hilbert; los resultados se
muestran en las Figuras 4.7b, 4.8b y 4.9b. Para ello se emple6 el programa
desarrollado para esta tesis. Los atributos obtenidos con uno y otro método
han sido graficados con los mismos parametros para, facilitar su comparacion.

Al comparar las amplitudes (Figures 4.7a y 4.7b), las fases (Figures 4.8a
y 4.8b) y las frecuencias instantaneas (Figures 4.9a y 4.9b), se observa que
los resultados obtenidos con el método ondicular son practicamente los mis-
mos que los obtenidos con el método tradicional. Sin embargo se observan
diferencias muy interesantes. Los cambios de polaridad se definen mejor en la
envolvente de amplitud obtenida con base en la transformada ondicular. Esto
es mas patente en las reflexiones horizontales asociadas con las interfaces del
estrato con arena y agua.

En el caso de la fase instantanea, por afuera de las reflexiones principales,
se tiene ruido. Sin embargo, la estructura de este ruido es diferente. En la
fase intantanea obtenida con el método tradicional, el ruido parece tener
menor intensidad y estar caracterizado por una mayor longitud de onda.
Con la diagonalizaciéon ondicular, el ruido parece ser de menor magnitud
y estar caracterizado por altas frecuencias. Los dos métodos son altamente
sensibles a la estructura de las reflexiones, en particular a las polaridades
de las reflexiones. La diferencia en este aspecto es minimo y a favor de los
resultados obtenidos con la transformada ondicular.

Para el caso de la frecuencia instantinea, el método de diagonalizacion
ondicular es mas sensible a la estructura de las reflexiones. Las polaridades de
éstas no son resueltas con el método tradicional, y si lo son con el método de
diagonalizacion ondicular. Cabe hacer notar que en la reflexién de la interface
de arcilla-arena con gas, esta resolucion se degrada en los extremos de la
reflexion de la cima. La relacién entre el ruido de uno y otro método es
similar al caso de la fase instantanea.
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Figura 4.6: (a) Parte de la seccién sismica sintética como ondas. (b) La seccién
sintética como imagen.
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Figura 4.7: Envolvente de amplitud de la seccién sismica sintética (a) con
método tradicional, (b) con diagonalizacion ondicular.
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Figura 4.8: Fase instantanea de la seccion sismica sintética (a) con método
tradicional, (b) con diagonalizacion ondicular.
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76

t(s)

f(Hz)

(b)

t(s)

Figura 4.9: Frecuencia instantidnea de la secci6n sismica sintética (a) con
método tradicional, (b) con diagonalizacién ondicular.
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4.5. Aplicaciéon a datos reales

En una segunda fase se calcularon los atributos a una seccién sismica
real. La secion se muestra en la Figura 4.10. Esta seccion fue procesada para
preservar amplitud y forma de onda. El procesamiento incluyo6 edicion, co-
rreccion de geometria, deconvolucién consistente con la superficie, analisis de
velocidades, correccion dinamica (NMO, normal move out) y en profundidad
(DMO, depth move out), apilamiento y filtrado. Los intervalos de interés
estan entre 0.7 y 0.9 s. Por otros estudios se espera produccidon de aceite
asociado con un bajo porcentaje de gas.

CDP 1020 1040 1060 1080 1100 1120

x104

Figura 4.10: Seccién sismica real.

A difererencia del caso teorico, el sismograma real es mas complejo. Pode-
mos definir tres zonas marcadas en la Figura 4.11. Una zona es superficial,
sefialada como Z1, alrededor de 0.1 s, que es mas angosta hacia la derecha
de la seccién. A continuacion tenemos una zona, Z2, con amplitudes suaves,
ticne dos reflexiones mas o menos coherentes: la primera antes de los 0.3 s,
sefialada como A en la figura; la segunda reflexion, B, se encuentra alrededor
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de los 0.5 s y esta formado por un conjunto subparalelo y no tan continuo.
La tercera zona, Z3, comprende desde 0.6 s hasta 1.0 s. En esta zona se ob-
servan 10 reflexiones mas continuas que en los dos dominios anteriores. Estas
reflexiones estan marcadas con un namero v una flecha en la parte derecha
de la seccién. En la parte izquierda, alrededor de la traza 1018 y 0.85 s v
hasta la traza 1080 y 1.0 s, se observa un par de reflectores que corresponden
a una falla, sefialada como C. Por otros estudios se sabe que hay hidrocar-
buros alrededor de la traza 1020. La falla inclinada actua como una trampa
estructural e incrementa la porosidad secundaria.

CDP 1020 1040 1060 1080 1100 1120

Figura 4.11: Seccion sismica real.

La amplitud calculada con el método tradicional y el ondicular se presenta
en las Figuras 4.12a y 4.12b, la fase se muestra en las Figuras 4.13a y 4.13b,
y la frecuencia instantinea en las Figuras 4.14a y 4.14b.

Por la riqueza de amplitudes y frecuencias que caracterizan a esta seccion
a primera vista no son tan obvias las diferencias entre los atributos obtenidos
con uno y otro método. Sin embargo un andlisis mas detallado nos confirma
las bondades de los atributos obtenidos con el método de diagonalizacion
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ondicular. Por ejemplo, la continuidad de la reflexién A parece méas nitida
en la envolvente de amplitud obtenida de la diagonalizacién ondicular. Su
traza es aproximadamente realzada de igual manera en la fase por los dos
métodos. Sin embargo, en la frecuencia instantanea tradicional ésta se pierde
en el ruido y es dificil de seguirla a lo largo de la seccién; pero es mas facil
de observar con el método de diagonalizacion ondicular.

El anélisis de cada una de las reflexiones en los diferentes atributos nos
indica que el método de diagonalizacion ondicular tiene mas resolucién. Por
ejemplo, la reflexion 5 puede trazarse en la envolvente de amplitud tradicional
muy bien desde la derecha hasta la traza 1060, y todavia ser continuada hasta
la traza 1040. Con la diagonalizacién ondicular la informacion aparece mas
coherente entre las trazas 1060 y 1090 permitiéndo su trazado sin dudas. La
reflexion 4 es igualmente mas clara en este ultimo atributo.

Las diferencias entre las fases obtenidas con estos dos métodos son mi-
nimas pero también debemos recordar que a partir de la fase se calcula la
frecuencia instantanea.

Para la frecuencia instantanea el método de diagonalizacion ondicular es
mas sensible que el método tradicional. Vease por ejemplo la reflexion 9. De
estas dos aplicaciones se empieza a desprender una conclusiéon: el uso de la
transformada ondicular es méas sensible a la estructura de las reflexiones.

ESIS NO SALE

LA BIBLIOTECA




80 CAPITULO 4. ATRIBUTOS SISMICOS

CDP 1020 1040 1060 1080 1100 1120

CDP 1020 1040 1 0§0 1080 1100 1120

1.0

Figura 4.12: Envolvente de amplitud de la secci6n sismica real (a) con método
tradicional, (b) con diagonalizacion ondicular.
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CDP 1020 1040 1060 1080 1100 1120
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Figura 4.13: Fase instantanea de la seccion sismica real (a) con método tradi-
cional, (b) con diagonalizacion ondicular.
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Figura 4.14: Frecuencia instantanea de la seccion sfsmica real (a) con método
tradicional, (b) con diagonalizacién ondicular.
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4.6. Atributos y multirresolucién

El analisis multirresolutivo permite representar o descomponer los datos
a diferentes escalas que corresponden a determinadas frecuencias. Esta ca-
racteristica constituye la esencia del analisis multirresolutivo.

Ciertas caracteristicas de los datos sismicos pueden resultar ser domi-
nantes en determinados rangos de frecuencias, de tal manera que el analisis
multirresolutivo puede contribuir a realzar estas caracteristicas de interés
para el intérprete. Adicionalmente, otra manera de enfatizar las caracteris-
ticas asi realzadas es el uso adicional de los atributos sismicos. Esta doble
combinacion de anélisis multirresolutivo y de atributos sismicos tiene un po-
tencial de aplicaciéon muy interesante en el analisis de datos sismicos.

Se presentan dos maneras de aplicar el analisis multirresolutivo. La pri-
mera consiste en realizar el analisis multirresolutivo de la informacién sismica
y después calcular los atributos de cada una de las proyecciones (Ronquillo-
Jarillo y Lozada-Zumaeta, 1997; Lozada-Zumaeta, 2002). La segunda calcula
los atributos y luego realiza el analisis multirresolutivo a cada uno de dichos
atributos.

A continuacién se presenta un ejemplo de la aplicacion conjunta de anali-
sis multirresolutivo y atributos sismicos a datos reales. En la Figura 4.15 se
presenta la ventana de datos sismicos utilizada. La Figura 4.15a presenta los
datos como trazas (wiggle-trace plot) y la Figura 4.15b como imagen. La
seccion sismica fue procesada para preservar amplitud y forma de onda.

En la seccién sismica se observan varios grupos de reflexiones. El primero
se inclina a la izquierda; la reflexiébn mas baja de este grupo va de cerca
de 0.6 s en la traza 1 a 0.2 s en la traza 300. Las trazas no se siguen con
facilidad hacia la derecha. Las reflexiones de este grupo son claras, continuas
y de frecuencia alta. El intervalo de interés se localiza alrededor de 0.6 s y
0.8 s y entre las trazas 240 y 300. Se espera produccioén de aceite asociado
con un porcentaje de gas.

Las reflexiones del segundo grupo son claras y de mayor amplitud. Se
presentan entre las trazas 200 y 400 y entre 0.6 s y 1.0 s. Su continuacién
hacia la izquierda es sugerida por la presencia de varias reflexiones. Se obser-
van algunas reflexiones de amplitud pequefia sin coherencia entre estos dos
grupos.

La Figura 4.16 presenta los atributos sismicos convencionales calculados
con base en la transformada de Fourier. La amplitud envolvente, la fase ins-
tantanea y la frecuencia de la ventana de datos sismicos se representan en las
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Figuras 4.16 b, ¢ y d, respectivamente. El an4lisis de los atributos nos permite
inferir los siguientes rasgos. La envolvente de amplitud resalta la presencia de
los dos grupos de reflexiones mencionados antes, mostrando que el segundo
grupo tiene mayor amplitud y mayor longitud de onda. La continuidad de
las reflexiones se muestra de manera clara en la fase instantanea; de forma
particular la continuidad hacia la izquierda del segundo grupo de reflexiones
parece confirmarse. Este segundo grupo de reflexiones esta caracterizado por
una sombra: tiene bajos valores.

La primer manera de aplicar conjuntamente el analisis multirresolutivo y
los atributos consiste en realizar en una primera fase el analisis multirresolu-
tivo. El célculo de los atributos se puede realizar entonces de manera selectiva
sobre determinadas proyecciones. La Figura 4.17 presenta el analisis multi-
rresolutivo de la ventana original de datos sismicos (es decir, la Figura 4.15).
Se obtuvo empleando la base de Daubechies de orden 6. La seccién original se
considera como una proyeccion sobre Vj,. Esta multirresolucion nos permite
observar el rango de frecuencias dominantes en cada proyeccién. Vemos que
las reflexiones del primer grupo se caracterizan por frecuencias altas y me-
dias, como se observa en las proyecciones sobre los espacios Wiy, Wy y Wy. De
las proyecciones en los espacios Viy a V7 se observa como va desapareciendo el
primer grupo de reflexiones. Al mismo tiempo van apareciendo en los espacios
Wi a Wy. Las reflexiones del segundo grupo contienen frecuencias medias y
bajas, como se observa por su persistencia en los espacios Vig, Vo, Vo ¥y V5.
Las proyecciones sobre V7 v W5 sugiere la continuidad hacia la izquierda de
esas reflexiones, aunque esa continuidad no presenta las mismas amplitudes
ni frecuencias. Tanto en la seccion sismica original como en las proyecciones
a los espacios Vs, parece que las reflexiones de este segundo grupo estan
desplazadas de sus eventuales continuaciones. Este posible desplazamiento
podria indicar una falla. De esta forma se tendria un anticlinal afectado por
una falla inversa. Esta misma interpretacion parece ser apoyada por la fase
instantanea de la seccidn sismica original.

En la Figura 4.18 tenemos los atributos sismicos de la proyeccién en
el espacio de promedio Vjy. Similarmente, se presentan los atributos de las
proyecciones en los espacios Vg, Vo y Vs en las Figuras 4.19, 4.20 y 4.21, respec-
tivamente. Los atributos correspondientes a las proyecciones en los espacios
de detalles Wyg, Wy, Wy vy W7 se muestran en las Figuras 4.22, 4.23, 4.24
y 4.25, respectivamente. Los atributos nos ayudan en esta parte al analisis
en detalle de cada una de las diferentes proyecciones. En particular obser-
vamos en los espacios Vig v V; en la fase instantdnea que las reflexiones de
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este segundo grupo y sus continuaciones hacia la izquierda presentan una
estructura distinta. Las reflexiones originales son de mayor longitud de on-
da y amplitud, en tanto que sus continuaciones a la izquierda tienen mas
contenido de alta frecuencia. La diferencia de origen da la impresién de una
frontera rectilinea. Ahora bien, en los espacios V3 v V; esta diferencia va no es
tan patente y tenemos la impresion de que hay continuidad en las reflexiones,
aunque la fabrica de las reflexiones es diferente. Las eventuales continuaciones
no son tan suaves, es decir, contienen altas frecuencias. De acuerdo a estos
atributos tenemos: que aunque hay continuidad a bajas frecuencias (fase ins-
tantanea), no hay la misma intensidad de reflexion (envolvente de amplitud),
v la firma en la frecuencia instantanea es diferente (siendo de baja frecuencia
a la derecha). Podemos concluir que la estructura que nos estin marcados
estos reflectores es un anticlinal asimétrico afectado por una falla inversa,
cuva parte izquierda actuaria como trampa de hidrocarburos. La presencia
de hidrocarburos esta indicada por las bajas frecuencias instantaneas (som-
bra).

Pasemos ahora a la segunda alternativa de este proceso, en la que al
principio se calculan los atributos y luego se realiza el analisis multirresolutivo
a los atributos. En la Figura 4.26 se representa el analisis multirresolutivo de
la envolvente de la amplitud (Figura 4.16b o bien Figura 4.26a) de los datos
originales (Figura 4.15 o bien Figura 4.16a). La importancia del segundo
grupo de reflectores se resalta en las proyecciones sobre Vig y Vg (Figura 4.26b
y 4.26d). Ya habiamos observado que en la fase instantanea (Figura 4.16c¢) los
reflectores en la parte inferior derecha parecen continuarse hacia la izquierda.
Dicha continuacion también parece ser observada del analisis multirresolutivo
de la amplitud en la proyeccion sobre W; (Figura 4.261).

En la Figura 4.27 tenemos el analisis multirresolutivo de la fase instan-
tanea. La informacién sismica entre las reflexiones mas someras y las antes
descritas es transparente a la amplitud (Figura 4.26). Sin embargo la fase
instantanea nos permite ver la coherencia en esta informacion sismica (Figu-
ra 4.27) y podemos correlacionar la informacion a lo largo de toda la seccion.
En particular la fase instantanea apoya la continuacién hacia la izquierda de
los reflectores mas profundos. La fase instantinea nos muestra igualmente,
que si bien se puede establecer la continuidad de los reflectores profundos,
también se hace evidente la diferencia de fabrica. ;A qué se debe esta dife-
rencia de fabrica? Si tuvieramos una falla, la fabrica de las reflexiones seria
semejante a ambos lados de ésta. ; Tenemos ademas un fuerte fracturamien-
to o un cambio de fase? ;Es unicamente la presencia de hidrocarburos la



4.6. ATRIBUTOS Y MULTIRRESOLUCION 87

explicacion a esta diferencia de fabrica?

La Figura 4.28 muestra el correspondiente andlisis de la frecuencia ins-
tantanea. Los reflectores del segundo grupo y sus continuaciones hacia la
izquierda presentan una diferencia grande en la frecuencia instantanea. La
frecuencia instantanea en la parté izquierda del segundo grupo es transparen-
te en la provecciones sobre Wyy, Wy, W y W5, es decir, a altas frecuencias.

Las comparaciones correspondientes muestran que los atributos obtenidos
después del an4lisis multirresolutivo tienen menor contenido de altas frecuen-
cias. Este altimo comportamiento también es aparente en las proyecciones
de las fases y frecuencias instantaneas a los espacios Vig y Vg (Figuras 4.27
y 4.28). Esto no es muy evidente para la amplitud. En el caso de la frecuen-
cia hay un mayor contenido de alta frecuencia en las proyecciones a los dos
primeros espacios Vig y V4 (Figura 4.28). Sin embargo en los espacios Vg y
V7 ya es menor el contenido de altas frecuencias (Figura 4.28).

Se obtienen mejores definiciones y correlaciones en la frecuencia instan-
tanea obtenida antes del analisis multirresolutivo. La obtencién de atributos
después del andlisis multirresolutivo permite realizar algin tipo de filtrado
(por ejemplo “denoising”) lo cual implica el uso de més herramientas para
el estudio de algunas reflexiones en particular. Veamos que la obtencién de
atributos antes o después del analisis multirresolutivo son procesos que no
son equivalentes, es decir, no son conmutativos. Esto es debido a que en si
mismo el analisis multirresolutivo va filtrando selectivamente el contenido de
frecuencias. De esta manera el contenido de frecuencias disponible para la
obtencion de atributos esta mas limitado después de un andlisis multirreso-
lutivo. Esto puede ser una ventaja cuando se trabaja con secciones sismicas
muy ruidosas. Esto explica que los atributos obtenidos después de la multi-
rresolucion tengan un menor contenido de altas frecuencias con relacion a los
atributos obtenidos antes del analisis multirresolutivo. Sin embargo para el
analsis de una seccion sismica con bajo contenido de altas frecuencias y ruido
seria una buena alternativa realizar el analisis multirresolutivo después.

En el presente caso la informacion en el espacio V7, tanto para la am-
plitud envolvente como para la frecuencia instantanea no es de muy buena
calidad en los atributos obtenidos después del analisis multirresolutivo. En
conjunto, para este ejemplo, los atributos obtenidos antes del analisis mul-
tirresolutivo proporcionan més informacion. En todo caso, las informaciones
son complementarias.
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Figura 4.16: Atributos sismicos convencionales para la seccion sismica. {(a) La
seccion sismica. (b) Envolvente de amplitud. (c¢) Fase instantinea. (d) Fre-
cuencia instantanea.
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Figura 4.17: Analisis multirresolutivo de la seccién sismica con la base de
Daubechies de orden 6. (a) La secci6n sismica (considerada como proyeccién
sobre V1,); proyecciones de la seccién sobre (b) Vi, (¢) Wiq, (d) Vg, (&) W,
(f) V&, (g) Wa, (h) V4, (i) Wa.
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Figura 4.18: Atributos sismicos convencionales para la proyeccién sobre el
espacio Vip de la seccion sismica. (a) La proyecciéon de la seccién sismica.
(b) Envolvente de amplitud. (c) Fase instantanea. (d) Frecuencia instantanea.

Figura 4.19: Atributos sismicos convencionales para la proyeccion sobre el
espacio V de la seccion sismica. (a) La proyeccién de la seccién sismica.
(b) Envolvente de amplitud. (c) Fase instantanea. (d) Frecuencia instantanea.
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Figura 4.20: Atributos sismicos convencionales para la proyeccién sobre el
espacio Vg de la seccion sismica. (a) La proyeccion de la seccion sismica.
(b) Envolvente de amplitud. (c) Fase instantanea. (d) Frecuencia instantanea.

Figura 4.21: Atributos sismicos convencionales para la proyeccién sobre el
espacio V7 de la seccién sismica. (a) La proyecciéon de la seccién sismica.
(b) Envolvente de amplitud. (c) Fase instantanea. (d) Frecuencia instantanea.
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Figura 4.22: Atributos sismicos convencionales para la proyeccién sobre el
espacio Wiy de la seccién sismica. (a) La proyeccion de la seccién sismica.
(b) Envolvente de amplitud. (¢) Fase instantanea. (d) Frecuencia instantanea.

Figura 4.23: Atributos sismicos convencionales para la proyeccién sobre el
espacio Wy de la secci6n sismica. (a) La proyeccién de la secciéon sismica.
(b) Envolvente de amplitud. (¢) Fase instantanea. (d) Frecuencia instantanea.
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Figura 4.24: Atributos sismicos convencionales para la proyeccion sobre el
espacio Wy de la seccion sismica. (a) La proyecciéon de la seccién sismica.
(b) Envolvente de amplitud. (c) Fase instantanea. (d) Frecuencia instantanea.

o

Figura 4.25: Atributos sismicos convencionales para la proyeccién sobre el
espacio W7 de la seccién sismica. (a) La proyeccién de la seccidn sismica.
(b) Envolvente de amplitud. (c) Fase instantanea. (d) Frecuencia instanténea.



94 CAPITULO 4. ATRIBUTOS SISMICOS

Figura 4.26: Analisis multirresolutivo de la envolvente de amplitud de la
seccién sismica con la base de Daubechies de orden 6. (a) La envolvente de
amplitud; sus proyecciones sobre {b) Vig, (c) Wi, (d) Vo, (&) W, (f) V5,
(g) Wa, (h) V4, (i) Wi
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Figura 4.27: Analisis multirresolutivo de la fase instantanea de la seccién
sismica con la base de Daubechies de orden 6. (a) La fase instanténea; sus
proyecci()nes sobre (b) 1/101 (C) WlU; (d) 1/9; (e) W91 (f) VS) (g) WB! (h) V77
(i) Wo.
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Figura 4.28: Analisis multirresolutivo de la frecuencia instantanea de la sec-
cion sismica con la base de Daubechies de orden 6. (a) La frecuencia instan-
tanea; sus proyecciones sobre (b) Vig, (¢) Wi, (d) Vo, (e) Wy, (f) Vs, (g) Ws,
() Va, (i) W



Capitulo 5

Conclusiones

Se ha aplicado la transformada ondicular discreta para diagonalizar el
operador de Hilbert. El método parte de una base ondicular biortogonal
definida por un conjunto de cuatro filtros: de analisis y sintesis, pasa bajas
y pasa altas. Después construye otra base ondicular biortogonal. Con esta
técnica se obtiene una representacion del operador de Hilbert.

A partir de este método se han calculado los atributos sismicos instanta-
neos: amplitud, fase y frecuencia instantaneos. El método se aplicé a datos
reales y sintéticos presentando buen comportamiento. El anilisis de los re-
sultados permite observar que los atributos asi obtenidos son mas sensibles
a la estructura de las reflexiones, permitiendo una mayor resolucién de los
eventos sismicos.

El método ondicular proporciona una alternativa a las técnicas conven-
cionales basadas en el analisis de Fourier.

Un método convencional emplea la transformada rapida de Fourier. Una
caracteristica de este método es que trae consigo el fenémeno de Gibbs. Esto
se debe aque la transformada de Hilbert corresponde a una funcién que es un
escalon en frecuencia. La discontinuidad del escalon origina que se presenten
frecuencias altas por la naturaleza del analisis de Fourier: el analisis considera
todo el dominio temporal.

Por otro lado, el anélisis ondicular realiza un analisis local en el tiempo.
En la practica, el fenémeno de Gibbs se sigue presentando, pero se atenua de
manera considerable. La mayor resolucion obtenida en los atributos basados
en la transformada ondicular se debe asociar a este hecho.

Ahora bien, el nimero de operaciones que usa el algoritmo de la transfor-
mada rapida de Fourier es de orden O(nInn). El algoritmo piramidal calcula
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la transformada ondicular discreta en O(n) operaciones. Esto muestra que el
método ondicular tiene ventajas en tiempo de célculo.

Por otra parte, si hablamos de la representacion del operador de Hilbert
mediante un filtro de respuesta finita, tenemos que emplear filtros de longitud
considerable. Para calcular la transformada de Hilbert se convoluciona ese
filtro con la serial de entrada. Una ventaja sustantiva del método ondicular
estudiado es el tamano de los filtros biortogonales que se utilizan, pues en
este trabajo son considerablemente mas cortos. Esto representa también un
ahorro en el tiempo de calculo.

La transformada ondicular continua se ha utilizado en otros estudios para
el calculo de atributos. Sin embargo, como la transformada ondicular continua
requiere aproximaciones numeéricas de integrales, el costo computacional es
mucho mayor. Un método publicado de este tipo tiene que estimar primero un
pardmetro de atenuacion, mientras que el método de esta tesis no lo requiere.

La manera en que esta estructurado el método permite considerar filtros
que generen ondiculas simétricas. Esto se ajusta a la preferencia de la co-
munidad geofisica por las ondiculas simétricas pues éstas son ttiles porque
preservan la fase.

El método de diagonalizacién de operadores también se puede aplicar al
operador de derivacién. Esto significa que también la frecuencia se puede
calcular con la misma metodologia.

La introduccién de este método de célculo de la transformada de Hilbert
y de los atributos sismicos instantaneos expande el panorama de la transfor-
mada ondicular. Constituye una nueva linea de investigacion en la industra
sismica muy interesante. Por ejemplo, se puede asociar al analisis multirreso-
lutivo. También se puede incluir técnicas de filtrado propias del analisis on-
dicular (por ejemplo el “denoising”). Estas cualidades hacen que este método
de célculo de atributos sea muy prometedor.

Finalmente debe decirse que este es un desarrollo de primera linea en la
investigacion de técnicas de procesamiento de datos sismicos. Cabe mencionar
que existen grupos de investigaciéon que aplican la transformada ondicular
para la obtencion de atributos sismicos, pero siguiendo otros enfoques al
presentado aqui.



Apéndice A

Analisis funcional

General

Se usan los simbolos N, Z, R y C para denotar a los conjuntos de nimeros
naturales, enteros, reales y complejos, respectivamente. Consideraremos es-
pacios vectoriales que tienen a C como campo escalar. Se denota por Z el
conjugado del ntimero complejo z y por |z| el modulo de z. Un espacio
métrico es un espacio vectorial que tiene asociada una funcién de distancia
entre parejas de puntos: d(z, y) denota la distancia entre = y y. Una vecindad
de x de radio ¢ estd formado por los elementos y que cumplen d(z,y) < e.
Un punto pertenece a la cerradura de un conjunto si cada vecindad del punto
contiene al menos un punto del conjunto. La cerradura de S se denota por
S. Un conjunto es compacto si es cerrado y acotado. Un espacio vectorial
provisto de una norma es un espacio normado y el simbolo || - || representa la
norma. Una sucesion {z,} es de Cauchy si para cualquier € existe NV tal que
||z, — zm|| < € paran > N, m > N. Un espacio de Banach es un espacio
normado completo, esto es, todas las sucesiones de Cauchy convergen. Un
espacio de Hilbert es un espacio de Banach cuya norma es la inducida por
el producto interno. Dos subespacios A y B de un espacio S forman una
descomposicion en suma directa de ese espacio si cada elemento de S puede
ser escrito de forma tnica como la suma de un elemento de A y uno de B;en
este caso se escribe S = A® B. Este concepto se generaliza para una familia
de subespacios A; de un espacio S y se escribe como S = G)j A;.

Sea A C R un conjunto acotado desde arriba y X el conjunto de todas
las cotas superiores de A. La cota superior de A es el minimo de X. Este
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minimo de X se le llama el supremo de A y se denota por sup A.
Supongamos que X es un espacio métrico con métrica d, y que Sy D son
dos conjuntos de X tales que D C S. Se dice que D es denso en S si para
cada elemento x € D y para cada ¢ > 0 existe un elemento z¢ € S tal que
d(x, 1) < €. En ese caso la cerradura de D coincide con S, es decir, D = S.
En un espacio V' con producto interno se puede definir el angulo 6 entre
dos vectores usando su producto interno (z,y) mediante la relacion (z,y) =
||lz|| ||y||cosf. En particular dos vectores son ortogonales si su producto in-
terno se anula. Dado V un espacio con producto interno y S un subconjunto
cualquiera de V', entonces el complemento ortogonal de S, denotado por S*,
se forma con todos los elementos que son ortogonales a cada elemento de S.

Se observa que S+ se define para cualquier conjunto y es un subespacio lineal
de V.

Funcilones

Dados dos conjuntos X y Y se define una funciéon f con dominio X

mediante la asociacion de cada elemento z € X con un tnico elemento y de Y,
f(z) = y; el contradominio es el conjunto formado por los elementos y para los
que existe un z € X tal que y = f(z). Si para cada elemento y de Y existe sélo
un elemento z € X, entonces se define la funcién inversa f~! con dominio Y.
Consideraremos principalmente funciones con dominio en R y contradominio
en C. Para estas funciones se considera la medida de Lebesgue (Royden,
1988; Rudin, 1987; Reddy y Rasmussen, 1990; Kolmogorov y Fomin, 1978);
esta medida es la generalizacion del concepto de longitud, area y volumen.
Una funcién real valuada es medible si tiene dominio medible y cuando los
conjuntos {z| f(z) < A} son medibles para todo A € R. Una propiedad se
cumple en casi todas partes si el conjunto de puntos en donde no se cumple
es de medida cero. Un ejemplo de medida cero es un conjunto numerable.

Una funcién pertenece al espacio de Lebesgue LP(R), para 1 < p < oo, si

It = ([ 1s@pas) 7 e

Los espacios de Lebesgue son espacios de Banach. Sus elementos son clases
de funciones que coinciden en casi todas partes.
El espacio L?(R) es un espacio de Hilbert en donde el producto interno
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de dos funciones f y g esta definido como

(fg) = / " )@ de.

Dos funciones son ortogonales si su producto interno es cero. También se
consideran espacios de Lebesgue con funciones definidas en algiin subconjunto
de los niimeros reales: en ese caso se subsituye R por ese subconjunto. Cuando
sea claro que se refiere a la recta real se abreviara escribiendo L2.

Una sucesion es una funcion definida en los enteros y denotada por {t}.
Una sucesion {tx}, donde ¢, € C, pertenece al espacio de Hilbert de las
sucesiones sumables, [?(Z) o {2, si

D ltef* < oo (A1)
k

El soporte de una funcion es la cerradura del conjunto de puntos en donde
la funcién no es cero

sop f = {z| f(z) # 0},

en donde la barra indica la cerradura del conjunto.

Bases

Una base del espacio V' es una sucesion de vectores {vg} o funciones
{vk(t)} con la propiedad de representacion tnica: cada vector v o cada fun-
cién v(t) del espacio se puede representar en una y s6lo una forma como
v =1 cvr 0v(t) = cxvi(t). Una base tiene dos propiedades: independen-
cia lineal y completez. Al agregar méas vectores se destruye la independencia,
al quitar vectores se elimina la completez. Cuando los vectores son ortonor-
males la independencia es automaética.

En el caso de dimensién infinita pueden existir bases que no son estables.
Por ejemplo, las funciones 1, ¢, 2, 3, ... constituyen una base del espacio
L?[0,1], las funciones de cuadrado integrable sobre el intervalo [0, 1], sin
embargo los productos internos (t*,#!) = 1/ (k + [ + 1) se acercan a cero tanto
como se quiera, lo que ocasiona problemas en la préctica con la ortogonalidad
entre las funciones. En este tipo de casos la base es inestable y los coeficientes
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¢k se salen de control. Para evitar esa dificultad y tener un caso sano se pide
que los coeficientes satisfagan la relacion

Allll* < ) lesl® < Bljolf?,
k

para constantes positivas A y B, para evitar el problema anterior o que
los coeficientes sean enormes. Resumiendo, un conjunto numerable {fi} de
un espacio de Hilbert es una base de Riesz si cada elemento f del espacio
puede ser escrito de manera tnica como f = Zk ¢k fr y si existen constantes
positivas A y B tales que

Allol]> <3 Jel® < BlJ] . (A.2)
k

Una base de Riesz se le conoce también como una base estable, base incondi-
cional o base uniformemente independiente (Strang y Nguyen, 1996). Una
base de Riesz es ortogonal si los elementos f; son mutuamente ortogonales.
En este caso A= B = 1.

Operadores

Un operador es una funciéon cuyo dominio y contradominio son espacios
vectoriales. Consideraremos solamente operadores que sean lineales y conti-
nuos de un espacio de Hilbert S en si mismo. La norma de un operador 7T se
define como el supremo de las evaluaciones del operador en la esfera unitaria:

Tl = sup [ITf]l.
I7ll=1

El operador T* es el adjunto del operador T si
(Tf,9)=({f,T"9), (A.3)
para todo f,g € S. El nicleo de un operador esta dado por
kerT = {z € S| Tz = 0},

y Su rango por
ranT = {Tz |z € S}.
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Un operador F es invertible si su nicleo es igual a {0} y si existe un operador
acotado G tal que GF = FG = 1. El nimero de condicién de un operador T’
esta definido como « = ||T||-||T~!||. Un operador es autoadjunto si T* =T
v es unitario si T* = T71.

Un operador T es una proyeccién cuando 72 = T, donde T? = TT.
El rango y el nicleo de una proyeccién forman una descomposiéon en suma
directa del espacio. Una proyeccion es ortogonal si su rango es ortogonal a
su nicleo. Una proyeccion es ortogonal si y solo si es autoadjunta.

El teorema de la proyeccién dice lo siguiente (Reddy y Rasmussen, 1990):
sea S cualquier subespacio lineal cerrado de un espacio H de Hilbert, entonces
son validos los siguientes enunciados:

(i) H =S+ 5

(ii) cada u € H puede expresarse univocamente como v = v + w, donde
veESywe St

(iii) existe una y so6lo una proyeccion ortogonal P con ran P = S.

Podemos decir que P es la proyeccion sobre S paralela a S+, puesto que para
cada v € Sy cada w € St se tiene que P(v) =vy P(w) =0.
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Base ondicular biortogonal correspondiente a la factorizacién
10,6 de los filtros semibanda de Daubechies de maximo apla-
namiento (maxflat Daubechies halfband filters). (a) Funcién
de escalamiento de analisis ¢. (b) Funcién de escalamiento de
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I, 1977). o 66
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Organizacién en la que se implement6 el algoritmo. Al sis-
tema CWP/SU se le agrego la biblioteca WVLT modificada.
Los nombres con diagonal al final representan directorios. Los
nombres en recuadro representan los directorios o programas
elaborados para implementar la técnica aqui expuesta. Hay
muchos directorios y archivos que no se presentan y estén
senialados por puntos suspensivos. . . . . . ... ... L. 70
Modelo anticlinal de yacimiento en arenas (Henry, 1997); ve-
locidades: arcilla 2440 m/s, arena con gas 1375 m/s, arena con

aceite 2090 m/s, arena con agua 2370 m/s. . . . . . . ... .. 71
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Notacion

Simbolos
Simbolo

d{z,y)
(¢)
53'&‘;
Ff(t)
FF(w)

Descripcion

pertenece, es elemento de (z € A)
subconjunto

para todo

tal que

transformada de Fourier de f

el conjugado complejo del nimero complejo
cerradura de un conjunto

moédulo de un nimero complejo

norma de espacio vectorial

norma de LP(R)

producto interno de las funciones f(t) y g(t)
suma directa de dos espacios vectoriales
complemento ortogonal de S

el adjunto del operador T

funcién inversa de f

decimacién de un arreglo

el conjunto de numeros complejos
distancia o métrica

funcién delta

delta de Kronecker

transformada de Fourier de f
transformada inversa de Fourier de F'
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G filtro pasa bajas de anilisis 32, 36
G filtro pasa bajas de sintesis 32
Hf(H) transformada de Hilbert de f 65
H filtro pasa bajas de analisis 31, 36
H filtro pasa bajas de sintesis 31
ker T el nicleo de T 103
12(7), 12 espacio de sucesiones sumables 101
LP(R), L*(R), L* espacio funcional de Lebesgue 100
L(S) espacio vectorial generado por S 9
O(L) O grande, es del orden de, proporcional a 3, 45
N el conjunto de numeros naturales 99
R el conjunto de numeros reales 99
ran T el rango de T 103
sop f soporte de la funcién 101
sup,¢ 4 f(z) el supremo de f(z) paraz € A 102
WA t), Wy(A\t) coeficiente ondicular 24
W[ fl(A ) g 24
Z el conjunto de numeros enteros 99
va funcién de escalamiento 35
@ funcién de escalamiento dual 35
(8 ondicula 23, 35
L ondfcula dual 35
Ca ondicula (nivel A, posicién t) 23
Abreviaciones
Abreviacién Descripcién Pagina
AVO amplitude versus offset 64
AMR Analisis multirresolutivo 29
FFT Transformada rapida de Fourier (fast Fourier 18
transform)
FWT Transformada rapida ondicular (fast wavelet 45
transform)
SuU Seismic Unix 68
WVLT Imager Wavelt Library 68
NAMO normal move out, correccién dinamica 77

DMO depth move out, correccion en profundidad 77
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