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Resumen

La teoría de la transformada ondicular se formalizó hace dos décadas y
considera ciertas funciones base llamadas ondículas , pequeñas ondas locali­
zadas en tiempo y frecuencia. Los elementos de su evolución se dieron en
diversas ciencias, pero fue en los estudios geofísicos relativos a las señales
sísmicas en donde se empezó a cristalizar su desarrollo teórico. En la actua­
lidad , sus aplicaciones se dan desde las matemáticas puras y la física teórica
hasta las ciencias aplicadas y las ingenierías. Para proporcionar el marco con­
ceptual y de desarrollo respectivo, al principio de esta tesis se presentan los
fundamentos teóricos de la transformada ondicular, tanto discreta como con­
tinua. Cuando se utilizan juntas las ondículas y las funciones de escalamiento
es posible encontrar representaciones compactas de las señales; este concepto
se conoce como análisis multirresolutivo y es uno de los constituyentes del
éxito al aplicar la transformada ondicular, pues conlleva un ahorro al usar
menos coeficientes en una representación.

Una de las motivaciones del desarrollo de la transformada ondicular fue
la necesidad de tener representaciones compactas de datos . El algoritmo pi­
ramidal que surgió de la telefonía digital, algoritmo que permite comprimir
señales, está muy relacionado con esta teoría. La idea de representaciones
compactas se generaliza a funciones e incluso a operadores. Se mencionan en
esta tesis diversas aplicaciones de estos conceptos a la geofísica.

El análisis ondicular permite obtener una representación de una función
usando las ondículas y las funciones de escalamiento, lo cual se logra bus­
cando las componentes para cada uno de los elementos de la base. Mediante
la síntesis, se puede obtener la función original. La transformada ondicu­
lar ofrece la libertad de elegir las funciones base de análisis distintas a las
funciones de síntesis. Las funciones base del análisis ondicular pueden ser
redundantes, ortogonales o biortogonales. Actualmente se están analizando
los usos potenciales de la transformada ondicular en el procesamiento digital
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VI RESUMEN

de información de la sismología de reflexión.
Una vez sentados estos fundamentos, se describe de forma detallada una

técnica muy reciente que usa bases ondiculares biortogonales para diagona­
lizar operadores lineales homogéneos, como la derivación, la integración, el
potencial de Riesz y la transformada de Hilbert. La técnica consiste en cons­
truir una base de análisis ad hoc, de manera que permite calcular el efecto del
operador mediante un análisis en la nueva base, seguido por una convolución
y una síntesis ondicular en la base original. Esta parte ha sido elaborada con
un enfoque didáctico que permita la introducción a la transformada ondicular
con base en los fundamentos de análisis funcional.

Una herramienta bien establecida en la exploración de hidrocarburos la
constituyen los atributos sísmicos, entre los cuales tenemos la envolvente de
amplitud, la fase y la frecuencia instantáneas. Se muestra un ejemplo de la
aplicación conjunta de atributos sísmicos y multirresolución; esta técnica ya
había sido parcialmente reportada pero se incluye, analiza y amplia para
mostrar la utilidad que tiene esta herramienta en la exploración geofísica.
En el cálculo de dichos atributos se emplea el operador o transformada de
Hilbert , el cual da la cuadratura de una señal: es la señal imaginaria que
junto a la señal original o real, constituye una señal analítica. El método
tradicional emplea la transformada de Fourier para el cálculo de la cuadratu­
ra . Alternativamente también es común usar un filtro digital que representa
al operador de Hilbert. Sin embargo, ya que el operador de Hilbert es un
operador lineal homogéneo, se puede aplicar la técnica de diagonalización
antes mencionada.

La contribución de esta tesis, en este marco, es la aplicación del método
de diagonalización de operadores lineales homogéneos mediante bases ondicu­
lares biortogonales para la obtención de los atributos sísmicos instantáneos,
os decir, usando la transformada ondicular. Este enfoque no se había desa­
rrollado, y esta tesis comprende las primeras aportaciones en esta línea de
investigación. La técnica así desarrollada se implementó y se aplicó a datos
sísmicos sintéticos y reales. La eficiencia computacional de esta técnica es
mejor que la del método de Fourier. Una bondad es que la frecuencia instan­
tánea obtenida con este método permite distinguir los distintos eventos con
mayor resolución, lo cual ayuda a establecer la continuidad de los diferentes
eventos en la sección . Con relación al método de representación del operador
de Hilbert mediante filtros se obtienen resultados numéricos similares, pero
con la ventaja de que el método de diagonalización se realiza con un menor
número de operaciones debido a que los filtros usados son de menor longitud.



RESUMEN VII

Se destaca que esta tesis constituye una investigación con soluciones in­
novadoras a un problema que puede ser aplicado en la industria petrol era.
Recientemente se han comenzado a investigar y desarrollar métodos alternos
para el procesamiento sísmico y el cálculo de atributos sísmicos mediante
técnicas que usan la transformada ondicular. Estas investigaciones anali zan
el uso de 1) la transformada ondicular continua, 2) una forma de transforma­
da ondicular compleja, o bien 3) una representación del operador de Hilbert
usando un fil tro basado en la transformada ondicular. El método elaborado
en esta tesis compite favorablemente con esos métodos. Es en este contexto
de investigaciones de frontera en que se ubica el presente estudio.



Abstract

Wavelet transform theory formally began two decades ago. It has sources
in several scientific disciplines, but geophysics gave the definitive impulse to
develop the theory. The spectrum of wavelet transform theory applications
ranges from pure mathematics and theoretical physics to applied sciences
and engineering. In this thesis several applications to geophysics of wavelet
transform are mentioned. The first part of this thesis presents the fundamen­
tals of both continuous and discrete wavelet transforms. The multiresolution
analysis concept is presented as well. The relation found between wavelet
transform and the pyramidal algorithm from the digital telephony, an algo­
rithm for signal compressing, is emphasized.

Indeed , the need for a compact representation of data was one of the moti­
vations for the development of the wavelet transformo The idea of compression
is extended to functions and even operators. Hence, in order to represent a
general function we use a special kind of functions called wavelets and scaling
functions.

The wavelet transform enables us to obtain a representation of a function
in terms of a basis formed by wavelets. The original function can be recovered
by a synthesis process. The wavelet transform offers the freedom to choose
analysis basis functions different from the synthesis basis functions . The basis
functions can be redundant, orthogonal, or biorthogonal.

A recently developed diagonalization technique of homogeneous linear
operators based on biorthogonal wavelet basis is described in detail. The
operators of derivation, integration, Riesz potential and Hilbert transform
are of this type. This technique constructs an ad-hoc analysis basis, in such
a way that the operator action can be calculated by an analysis in th e new
basis, followed by a convolution and finally a wavelet synthesis in the original
basis. At present, in the oil industry, efforts are being focused to study the
potential uses of the wavelet transform in the processing of seismic reflection
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data.
Seismic attributes constitute a well known interpretation tool in seismic

exploration. Conventional seismic attributes comprise the ampli tude enve­
lope, thc phase, and the instantaneous frequency. As an example, a joint
application of multiresolution analysis and seismic attributes is presented.
This approach has already been partially reported. Nevertheless, it was com­
plemented and further developed to show the usefulness of the wavelet trans­
form in geophysical exploration. The Hilbert operator is used to calculate the
convcntional attributes. It gives us the quadrature of a signal. The quadra­
turc is the imaginary signal, which together with the original signal forms
t.he analytical signal. The traditional method uses the Fourier transform to
establish the quadrature. Alternatively, it is common to use a digital filter
which reprcscnts the Hilbert operator. However, since the Hilbert operator is
a homogeneous linear operator we can take advantage of the diagonalization
method to obtain the seismic attributes.

Th e contribut ion of this thesis is the application of th e diagonalization
method of homogeneous linear operators using a biorthogonal wavelet ha­
siso in order to calculate instantaneous seismic attributes. This is where the
contribution of this thesis lays. The developed technique was implemcnt ed
and applied to synthetic and real seismic data. The instantaneous freqnen­
cy attribute obtained enables us to distinguish with a higher resolution the
difforent seismic events. This allows us to better distinguish the continuity
of the different seismic events across the section. The numerical performance
of this method is higher than one based on the Fourier method. Th c per­
formanc e of the diagonalization method is also better than that from the
met.hod using a filtcr to represent the Hilbert operator, becausc our shorter
filters require less operations.

The subj ect of this thesis is in the forefront of research and many groups
are involved in the same themes. The use of continuous, and a kind of com­
plex wavelet transform is being studied to obtain seismic attributes. Tho use
of wavelet transform based filter-representations of the Hilbert operator is
also heing anal yzed. The performance of the method developed in thi s the­
sis is quite good in comparison with these modern techniques. Th e use of
the wavelet transform to obtain seismic attributes proposed in this rcsearch
provides an alternate and efficient method.



Capítulo 1

Introducción

1.1. Generalidades

La transformada de ondícula (u ondicular) es una herramienta útil para
el estudio de señales. Permite estudiar en tiempo y frecuencia una señal.
También proporciona una base de funciones para obtener una representación.

En el primer caso se puede tener una descripción más completa del con­
tenido de frecuencia dependiente del tiempo de señales no estacionarias. En
el segundo caso la transformada descompone los datos en distintas compo­
nentes de frecuencia , y después analiza cada componente con una resolución
que coincide con su escala (Daubechies, 1992).

La transformada de Fourier es una herramienta fundamental en el estudio
de la frecuencia. Sin embargo , la transformada ondicular tiene ventajas sobre
aquella debido a la propiedad de localización temporal. Esa propiedad per­
mite analizar señales no estacionarias. También es superior a la transformada
de Gabor.

Los términos ondícula, ondeleta u ondoleta se han empleado para designar
en español a la palabra francesa ondelette e inglesa uiavelet.'

La transformada ondicular surge de forma interdisciplinaria hace dos dé­
cadas, aunque tiene antecedentes previos; podemos decir que el motivo de
surgimiento de esta teoría se debe a la búsqueda de algoritmos para obtener
representaciones compactas de funciones , datos, imágenes y operadores (Jaw­
erth y Sweldens, 1993). Matemáticos, físicos e ingenieros han conjuntado sus

1El traductor al español de Pinsky (2003) menciona que en el ambiente matemático se
usa ondoleta pero que el término correcto es ondícula.

1



2 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

ideas para obtener nuevas transformaciones y bases funcionales.

Hidrófonos

Figura 1.1: Esquema de adquisición sísmica marina; en tierra se emplean
geófonos para detectar la respuesta. Las principales fuentes de energía son
explosiones de dinamita o pistolas de aire.

Por otro lado los atributos sísmicos son toda aquella información deriva­
da de los datos sísmicos (Sheriff, 1991). La Figura 1.1 muestra esquemáti­
camente de la forma en que las ondas sísmicas se utilizan para obtener in­
formación del interior de la Tierra. Los atributos sísmicos tienen un papel
fundamental en la exploración y la caracterización de yacimientos.

Los llamados atributos convencionales son los atributos sísmicos instan­
táneos; ellos son: la amplitud instantánea o envolvente de amplitud, la fase
instantánea y la frecuencia instantánea. Los puntos brillantes, que son los
máximos de la amplitud instantánea, han sido interpretados corno indicadores
de hidrocarburos. La fase ayuda a marcar la continuidad lateral del medio. La
frecuencia instantánea es útil puesto que permite distinguir con más precisión
el tipo de medio o el fluido que contiene.

El cálculo tradicional de los atributos sísmicos instantáneos se basa en la
obtención de la transformada de Hilbert, la cual se calcula con técnicas de
Fourier.

En la presente investigación se estudia la posibildad del cálculo de la
transformada de Hilbert empleando técnicas de la transformada ondicular
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discreta. Se observan mejores resultados respecto a las técnicas convencio­
nales. Una motivación para el desarrollo de este trabajo es que el algoritmo
de transformada ondicular discreta es más eficiente que el de la transforma­
da rápida de Fourier, pues el primero usa O(n) operaciones mientras que
el segundo usa O(n Inn) operaciones; esto puede tener ventajas cuando se
procesa grandes cantidades de datos, como es el caso de sísmica 3D. Otro
motivo es tratar de aprovechar la propiedad de transformada ondicular para
la localización en tiempo de diferentes componentes de frecuencia. Un punto
más es tratar de calcular a la frecuencia instantánea también con un método
ondicular.

1.2. Trabajos previos

Los primeros estudios de atributos en sismología se deben a Taner , Sheriff
y Koehler (Taner y Sheriff, 1977; Taner et al., 1979) quienes emplean la trans­
formada de Fourier basados en estudios previos de ingeniería eléctrica. Estos
atributos sísmicos instantáneos son la base de muchas aplicaciones cotidianas
en la actualidad. En la sección 4.1 se señalan algunas de sus aplicaciones.

Por otra parte, el nacimiento de la transformada ondicular se presenta
en los artículos de Morlet, Grossmann y Goupillaud (Grossman y Morlet ,
1984; Goupillaud et al., 1984). Una lista más detallada del desarrollo de esta
transformada se presenta en las sección 2.2.

Con base en esta teoría, Beylkin et al. (1991) mostraron una represen­
tación ondicular de un operador aplicado a una función. Ellos utilizaron las
bases ondiculares ortogonales de Haar y Daubechies. Un refinamiento se pre­
senta en Beylkin y Torrésani (1996) en donde utilizaron filtros ortogonales
para obtener dicha representación.

Ekstedt y Lindberg (1997) parten de una base ondicular biortogonal para
poder representar un operador lineal homogéneo. Ejemplos de estos operado­
res son la derivación, la integración, el potencial de Riesz y la transformada
de Hilbert. En su trabajo usan la transformada ondicular discreta.

Posteriormente, Ridsdill-Smith y Dentith (1999) aplicaron la represen­
tación anterior al operador de derivación para aplicarlo en el procesado de
datos aeromagnéticos. En la presente investigación son básicos los artículos
de Ridsdill-Smith y Dentith (1999), Ekstedt y Lindberg (1997) y Beylkin et
al. (1991).

Otro enfoque es emplear la transformada ondicular continua. En Gao et



4 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

al. (1998; 1999; 2001) se calculan los atributos sísmicos instantáneos pero el
caso continuo requiere integración numérica con lo que se pierde eficiencia.
Esa formulación también tiene otra limitante pues requiere estimar de entrada
el mejor valor de un parámetro llamado valor de atenuación el cual se estima
probando varias frecuencias; una vez que es estimado se puede proceder a
calcular los atributos sísmicos.

También se puede mencionar aquí que los coeficientes ondiculares pueden
ser usados para realizar mapas de características a diferentes escalas de una
señal (Grubb y Walden, 1997; Magrin-Chagnolleau et al., 1999).

1.3. Objetivos

Los objetivos de este trabajo son: 1) tener una representación ondicular
discreta de la transformada de Hilbert de una sección sísmica; 2) a partir de
esa representación poder calcular los atributos sísmicos instantáneos.

La motivación del uso de esta representación es una mejor definición de
fenómenos en el dominio temporal en comparación a los métodos del análisis
de Fourier.

Una ventaja del método discreto es la mayor eficiencia numérica sobre los
métodos de integración numérica que usa la transformada ondicular continua.

1.4. Metodología

Para el cálculo de la transformada de Hilbert se emplea la diagonalización
de operadores lineales homogéneos que utilizaron Ekstedt y Lindberg (1997)
y RidsdiB-Smith y Dentith (1999). En estos trabajos se emplean bases ondi­
culares definidas por filtros biortogonales.

La metodología de la presente tesis y algunos avances se mostraron en
varios congresos (Rivera-ReciBas et al. , 2001; Rivera-Recillas et al. , 2002;
Rivera-Recillas et al. , 2003a; Rivera-Recillas et al. , 2003b).

1.5. Organización de la tesis

En este capítulo se da una intoducción a la tesis. Se presentan de forma
breve algunos conceptos básicos de la transformada ondicular.
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En el capítulo 2 se expone una síntesis de la historia de la transformada
ondicular y se mencionan algunos de sus usos en geofísica. Se definen la
transformada de Fourier y la de Gabor. Se presenta después la transformada
ondicular y sus propiedades. La clave del éxito de la transformada ondicular
discreta es el concepto fundamental del análisis multirresolutivo.

El capítulo 3 muestra la teoría de la diagonalización de operadores lineales
homogéneos y su aplicación a la derivación y a la transformada de Hilbert.

En el capítulo 4 se definen los atributos sísmicos instantáneos y se mencio­
nan algunas de sus aplicaciones. Se muestra la técnica del cálculo tradicional
de estos atributos aplicada a un sismograma sintético y se compara con el
método ondicular. También se presenta un ejemplo de aplicación de la técnica
desarrollada a datos reales.

Al final se dan las conclusiones en el capítulo 5.

1.6. Introducción al análisis ondicular

En esta sección de exponen de forma preliminar algunos conceptos bási­
cos de la teoría ondicular. Esta introducción está inspirada en Strang y
Nguyen (1996) y Valens (1999).

Consideremos la serie de cuatro elementos

x = [10,6, -2, 6]. (1.1)

A esta serie se le aplica un procedimiento por parejas: se realiza el promedio
de cada uno de los dos pares y la diferencia dividida entre dos. Esto se ilustra
en la Figura 1.2. La serie original corresponde al renglón (a) de dicho esque­
ma. En el renglón (b) tenemos las mitades de las diferencias, mientras que (e)
son los promedios. También se puede pensar que (e) tiene la señal promedio
y (b) tiene los detalles. Este proceso se repite recursivamente considerando el
renglón (c) como nueva serie. La mitad de la diferencia es (d) Yel promedio
es (e). Por razones claras este algoritmo se llama piramidal y es un proceso
de análisis.

El proceso es invertible: a partir de los renglones (b) Y (e) se puede re­
construir el renglón (a). De la misma manera, con los renglones (b) , (d) Y
(e) se puede reconstruir (a). Cuando se reconstruye la serie se tiene un pro­
ceso de síntesis (si antes de realizar el proceso de síntesis se cancelan algunos
términos relativos a los detalles se tendrá una serie comprimida: se puede
recuperar la serie original pero no con todos los detalles).
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Renglón Paso

(e)

/:~
(DI)

(d)
(C1)

(c) 8 2

1\ )4\ (B1)
(b)

(Al)
(a)

" , " ,
10 6 -2 6

Figura 1.2: Algoritmo piramidal. Para cada pareja Xl, X 2 de un renglón se
calcula su promedio (z¡ + x2)/2 Y la mitad de su diferencia (Xl - x2)/2.

El pro ceso de análisis se puede definir mediante multiplicaciones de ma­
trices. Como el proceso es invertible, la matriz que lo representa es invertible,
en el lenguaje del álgebra matricial.

Ahora se realizará el mismo proceso pero esta vez la serie (1.1) se verá
como función. Con este fin consideremos un par de funciones , 'l/J y ip, definidas
de la forma siguiente

{
1 si O< t < 1,

cp(t) = O: en otro caso.

"'(t ) = {

(1.2)

(1.3)

f (t) = lOcp(t ) + 6cp(t - 1) - 2cp(t - 2) + 6cp(t - 3). (1.4)

Para generar los distintos escalones se ha recorrido la función base cp de
manera adecuada: cp(t - 1), cp(t - 2) , etc. y se han utilizado los términos de
la serie (1.1) como coeficientes de dichas funciones.

La función (1.4) se puede escribir considerando una función escalonada
promediada, con escalones más anchos , Figura 1.4b , adicionada con uno s



- "-------------

1.6. INTRODUCCIÓN AL ANÁLISIS ONDICULAR 7

(a)

o

1

1
"2

rp(t)

1

1

o

VJ(t)

1

(b)

-1

Figura 1.3: Funciones de Haar (a) cp(t) y (b) VJ(t).

detalles, Figura 1Ac , en la forma siguiente:

f(t) = 8rp (~) +2rp (~-1) +2VJ (~) -4VJ (~-1). (1.5)

Los coeficientes 8 y 2 son los mostrados en el renglón (e) de la Figura 1.2
y los coeficientes 2 y -4 corresponden al renglón (b) de la Figura 1.2. En la
representación (1.5) de f(t), además de recorrer las funciones se ha hecho un
reescalamiento al sustituir t por 1/2t para hacer más ancho el soporte de la
función.

Una última representación consiste en considerar la descomposición rea­
lizada recursivamente de la parte (b) en (d) y (e) (Figura lA):

La función tiene un promedio general, detalles y detalles finos.
Podemos introducir alguna terminología. En el lenguaje de análisis de

señales, el paso (B1) de la Figura 1.2 es la aplicación del filtro pasa ba­
jas [1 ,1] (salvo un factor). Similarmente, el paso (Al) es la aplicación del
filtro pasa altas [-1,1]. Considerar los elementos de dos en dos se conoce
como decimación. A un conjunto de filtros se le llama banco de filtros.

La función VJ definida en (1.3) es una ondícula, en tanto que la función ip

de (1.2) es una función de escalamiento. Ambas pertencen a la base de Haar.
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lOcp(t)

(a)

6cp(t - 1)
f-- -

6cp(t - 3)

I

O 5
-2cp(t - 2)

(B2) !
Scp(t/2 )

(A2)

-4'I/J (t/2 - 1)
2'I/J (t/2)~
~ (c)

(b)

o

(D2) !

2cp(t/2 - 1)

5 o

(C2)

5

5cp(t/4)

(d) J ' , ,L
O 5

3'I/J(t /4)

~ (e)

R=n
Figura 1.4: Ejemplo introductorio de transformada ondicular.
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Hemos visto que en (1.4) es posible representar a la función f(t) con
funciones de escalamiento de la forma cp(t - k), para distintos valores de k.
Pero también se puede representar, por (1.5), con funciones de escalamiento
más burdas cp (t/2 - k) con la ayuda de las ondículas 'IjJ (t/2 - k). De manera
recursiva, según (1.6), esa función de escalamiento burda se puede representar
con otra función de escalamiento todavía más burda, cp (t/ 4) con ayuda de
una ondícula burda 'IjJ (t/4).

Los coeficientes de las funciones de escalamiento y ondículas se pueden
calcular como productos internos; por ejemplo,

(1.7)

que coinciden con los coeficientes 2 y -4 de (1.6) salvo un factor de 2. Por
tanto, con base en las integrales (1.7), es plausible definir a la transformada
ondicular W como:

1 ¡(X) (u -t)
W(A,t) = J).. -00 f(u) 'IjJ -A- du,

y representa el análisis de la función f mediante la ondícula 'IjJ a la escala A
en el instante t; el factor 1/J)..es un factor de normalización mientras que u
es una variable muda y sirve para centrar a la ondícula 'IjJ en t.

Usamos el lenguaje de álgebra lineal para definir a V2 como el espacio
vectorial generado por las funciones de escalamiento más finas dadas en la
ecuación (1.4):

V2 = 1:- {cp(t) , cp(t - 1), cp(t - 2), cp(t - 3)} .

Sea ahora VI el espacio más burdo

(1.8)

(1.9)

También consideramos el espacio WI generado por las ondículas de los dos
últimos términos de la ecuación (1.5) como sigue

(1.10)

Por la manera en que se definen V2 , VI y WI se puede comprobar que

(1.11)
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en donde la suma directa EB significa que los elementos de V2 se pueden re­
presentar como sumas de dos únicos elementos de VI y W I . La interpretación
es que el espacio V2 es un refinamiento del espacio burdo Vi auxiliado por
los detalles dados por los elementos de WI . Resalta el hecho que V2 y VI son
generados por la misma función a escalas distintas. (Como un bosquejo de la
comprobación de la relación (1.11) se puede decir que VI e V2 se justifica pues
cp(t/2) = cp(t) +cp(t -1), que W I e V2 se debe a que 'l/J(t/2) = cp(t) - <p(t -1) ,
también que V2 e VI + W I por cp(t ) = [cp(t/2) + 'l/J(t/2)Jl2 y porque VI es
ortogonal a WI debido a que el producto interno de <p(t/2) con 'l/J(t/2) es
cero.)

Si consideramos ahora los dos espacios

Vo=1:{Cp(~)},

Wo = 1: { 'l/J (~) } ,

(1.12)

(1.13)

planteados a partir de los dos primeras funciones de la ecuación (1.6) ten emos

y también , al usar la ecuación (1.11),

Estos espacios y las relaciones que guardan entre ellos definen el concepto de
análisis multirresolutivo o multirresolución,

Podemos remarcar la relación entre las funciones y los espacios

f(t) = lOcp(t) + 6cp(t - 1) - 2cp(t - 2) + 6cp(t - 3), ;...
EV2

8cp (~) + 2cp (~ - 1) + 2'l/J (~) - 4'l/J (~ - 1)
, ; , ;

v v
EV¡ EW¡

5cp (~) +3'l/J ( ~) + 2'l/J (~) - 4'l/J (~ - 1) .
'-v---' ~ , .... ¿

EVo EWo EW¡
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Otro aspecto importante del concepto de multirresolución es que las on­
dículas pueden aproximar cualquier función . Si analizamos el espectro de
frecuencia de las ondículas más finas vemos que tienen una frecuencia más
alta que las ondículas más burdas.

módulo

/?!i0Á 7jJ (t/ 2)X 7jJ (t ) \ ..
frecuencia

Una dificultad de este tipo de aproximación es que se requieren cada vez
más y más ondículas con menor frecuencia para ajustar las partes con baja
frecuencia. La inclusión de la función de escalamiento ayuda a resolver la
complicación pues sustituye una infinidad de subespacios por sólamente un
espacio.

módulo

7jJ (t )
I

Wo

\ ..
frecuencia
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Capítulo 2

Transformada ondicular

2.1. Introducción

En el estudio de señales se emplea la transformada de Fourier que permite
pasar del dominio del tiempo al dominio de la frecuencia (Oppenheim y
Schafer, 1989; Cohen , 1995; Solnes, 1992). La transformada de Gab or es
similar a la de Fourier pero permite a la vez un análisis en el domini o del
tiempo empleando ventanas. La transformada de Gabor tiene desventajas
cuando analiza frecuencias muy altas o muy bajas. Estas desventajas son
superadas por la transformada ondicular.

El concepto de transformada ondicular fue formalizado en un par de
artículos de .Morlet, Grossmann y Goupillaud (Grossman y Morlet, 1984;
Goupillaud et al. , 1984). Las transformadas ondiculares son transformaciones
integrales que usan núcleos de integración llamados ondículas. La transfor­
mada ondicular tiene ventajas sobre la de Gabor pues la ondícula se adapta
dependiendo de la frecuencia.

Las ondículas se usan en esencia de dos formas cuando se estudian pro­
cesos o señales: (i) como un núcleo de integración para analizar y ext raer
información acerca del proceso, (ii) como un conjunto de funciones base para
la representación de un proceso.

La transformada ondicular se emplea para funciones continuas y t iene
también su contraparte para funciones discretas; en ese último caso y con­
siderando señales finitas se tienen algoritmos eficientes, comparables al algo­
ritmo de transformada rápida de Fourier.

Libros de referencia para la transformada ondicular son Daub echies (1992),

13
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Strang (1996) Y Chui (1992a; 1992b). Otra referencia útil es Meyer (1993).
Una referencia introductoria y sencilla es Valens (1999).

2.2. Historia de la transformada ondicular

Ya se ha señalado el establecimiento de la transformada ondicular por
Morlet, Grossmann y Goupillaud. Sin embargo, se debe señalar que por lo
menos existieron siete fuentes previas a la consolidación de esta teoría, como
menciona Meyer (1993). Se realizaron esfuerzos aislados y ni siquiera la pa­
labra asociada a la transformada ondicular (wavelet) ni el concepto actual se
estableció.

Haar (1910) construyó un sistema de funciones ortogonales cuando trata­
ba de resolver el caso de una función continua periódica cuya serie de Fouri er
diverge. Las funciones de Haar constituyen los ejemplos más sencillos de on­
dículas.

Grossman y Morlet (1984) redescubren la identidad de Calderón (1964).
Esta identidad es la base de la transformada inversa ondicular. Una base
previa a esa identidad corresponde al análisis de Littlewood y Paley que
data de 1930 (ver, por ejemplo, Frazier et al. (1991)).

En 1991 Holschneider usó, sin saberlo, una técnica debida a Lusin para
estudiar la función de Riemmann, dada por f(t) = L::'=1 (1/n2

) sen (-7rn 2t) ,
la cual es no diferenciable en cualquier punto de su dominio. Lusin desarrolló
en 1930 un sistema de funciones , que actualmente corresponden a ondículas,
para representar funciones de variable compleja. Una exposición del trabajo
de Lusin se puede consultar en Ville (1948) y también en Meyer (1993).

Stromberg (1981) construyó un sistema ortogonal de ondículas. Este sis­
tema tiene una estructura similar a las ondículas de Haar.

Stephane Mallat se dedicaba al procesamiento numérico de imágenes
cuando descubrió la conexión entre la transformada ondicular y la codifi­
cación por subbandas (Mallat, 1989b). Él descubrió que estaban relaciona­
dos los filtros de cuadratura de espejo (inventados por Croissier, Esteban
y Galand para la telefonía digital , (Esteban y Galand, 1977)) , el algorit­
mo piramidal de Burt y Adelson (1983) (usado en procesamiento numérico
de imágenes), y las bases ondiculares ortogonales descubiertas por Strom­
berg (1981).

En el área de geofísica surgieron dos artículos, publicados por Morlet et
al. (1982a; 1982b), en los que se estudió las señales sísmicas con la teoría a
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punto de establecerse definitivamente.
En una serie de trabajos, Daubechies (1988; 1990; 1993) obtuvo una fami­

lia de bases ondiculares ortogonales. Estas funciones constituyen un sistema
de ondículas ortogonales y de soporte compacto de manera análoga a las de
Haar descubiertas 80 años atrás.

2.3. Transformada ondicular en geofísica

En el área de geofísica la transformada ondicular ha tenido varias aplica­
ciones y de forma particular en la sísmica de reflexión. En la sección anterior
se mencionaron dos artículos pioneros que analizan las señales sísmicas (Mor­
let et al., 1982a; Morlet et al., 1982b). Otras aplicaciones son: distinción
entre diferentes eventos sísmicos superpuestos y supresión de ruido no desea­
do (Okaya et al., 1992), caracterización de trazas sísmicas (Grubb y Walden ,
1997), compresión de datos sísmicos (Donoho et al. , 1995), tomografía sísmi­
ca 1-D (Li YUlrych, 1995), caracterización de heterogeneidades estructurales
basada en propiedades locales a partir de registros de pozo (Li y Haury,
1995), inversión sísmica (Li et al., 1996), separación de eventos sísmicos en
el plano tiempo-frecuencia y supresión de eventos no deseados (Chakraborty
y Okaya, 1995), extrapolación del campo de ondas (Wu y McMechan, 1995),
función de transferencia basada en heterogeneidades, atenuación de ruido de
la superficie mediante datos de VSP (Li et al., 1995), migración eficiente y
estable (Dessing y Wapenaar, 1995), análisis multiescala de AVA (Wapenaar,
1997), filtrado antes y después de apilar (Faqui et al., 1995; Deighan y Watts,
1997) y caracterización de formas de onda de registro de pozo acústico (Saito
y Coifman, 1997). En Foufoula-Georgiou y Kumar (1994) se mencionan apli­
caciones a otras áreas de la geofísica. Otras aplicaiones de la transforma­
da ondicular se refieren a la delimitación de yacimientos, localización de
pozos, caracterización estática de yacimientos, determinación de extensión
lateral (Ronquillo-Jarillo y Lozada-Zumaeta, 1997), procesamiento sísmico
[Lozada-Zumaeta y Ronquillo-Jarillo, 1996), maximización de la relación
señal-ruido en el dominio ondicular (Lozada-Zumaeta y Ronquillo-Jarillo,
1997b), determinación de atributos sísmicos y AVO (Lozada-Zumaeta y
Ronquillo-Jarillo, 1997a; Lozada-Zumaeta y Ronquillo-Jarillo, 1997c), locali­
zación de gas (Ronquillo-Jarillo et al. , 1997; Ronquillo-Jarillo y Lozada­
Zumaeta, 1998) y análisis tiempo-frecuencia a datos sísmica de reflexión
(Lozada-Zumaeta, 2002).
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La transformada ondicular también ha sido aplicada a datos de campos
potenciales (Fedi y Quarta, 1998): inversión dependiente de la escala (Li y
Oldenburg, 1997; Boschetti et al. , 2001), interpretación de perfiles (Chapin,
1997; Chapin y Moscher, 1997; Moreau, 1995; Moreau et al. , 1999; Hornby
et al. , 1999; Sailhac et al., 2000; Martelet et al. , 2001; Leblanc y Morris,
2001), eliminación de ruido y cálculo de la derivada vertical (Ridsdill-Smith
y Dentith, 1999).

2.4. Transformada de Fourier

La transformada de Fourier' mapea funciones del dominio del tiempo al
dominio de la frecuencia (Oppenheim y Schafer , 1989; Cohen , 1995; Solnes ,
1992). Esta transformada muestra el contenido de frecuencias de un proceso
o señal , sin embargo no da información de la localización de las componentes
de frecuencias en el dominio del tiempo. A pesar de ello es la base para el
análisis de la t ransformada ondicular.

La transformada de Fourier de una función f E L 2 se define como

~

El módulo f(w) es la amplitud correspondiente a la frecuencia w. La inversa
de la transformada de Fourier está dada por

La Figura 2.1 muestra las funciones usadas como núcleo de esta transforma­
ción.

La transformada de Fourier satisface la relación siguiente

J2;llfll = 11111, (2.1)

es decir , se t iene una transformada uni taria salvo un factor constante; la
propiedad (2.1) se conoce como la identidad de Parseval; de forma más ge­
neral

(2.2)

1Joseph Fourier (1768-1830), físico matemático francés (Simmons, 1972).
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Figura 2.1: Núcleo de integración e-iwt de la transformada de Fourier (a) w =

3, (b) w = 6 Y (c) w = 9. Las líneas continuas representan las partes reales y
las líneas punteadas representan las partes imaginarias.

Usamos la fórmula sumatoria de Poisson (Spiegel, 1970; Sweldens, 1994;
Holschneider , 1995) en las siguientes dos formas

¿ f (t -1) = ¿ i(2k1r) ei2k7rt
,

1 k

(2.3)

¿ (f,g(. - l))e- iwt = I:; i (w + 2k1r)g(w+ 2k1r) , (2.4 )
1 k

en donde se usa la abreviación g(. - 1) = g(t - 1) , similar a f = f(t) . La serie
de Fourier de una función f E L2( [0, 1]) está dada por

I(t) = ~c.ei2k'" donde c. = 1.1

l(t)e-i2k>'dt .

Los términos Ck son llamados coeficientes de Fourier para la función f. La
transformada de Fourier discreta de una sucesión {ak} está dada por

a(w) = ¿ ake-iwk.
k

Esa expresión es una forma reducida (cometiendo un abuso de notación) de
la notación propia del procesamiento de señales

a(e- iw ) = ¿ ake-iwk.

k
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También se señala que tenemos la transformada z cuando sustituimos e-iw

por z:

El algoritmo para el cálculo de esta transformada se denomina transfor­
mada rápida de Fourier (FFT: fast Fourier transform). Para transformar una
señal finita de longitud L se requiere de O(L In L) pasos.

2.4.1. Filtros

Cualquier sucesión {ak} sumable (definición (A.1)) se puede interpretar
como una señal

( )
_" semr (t - k)

Q t - L- ak 7I" (t _ k) 1

k

o bien

a(w ) = L ake-iwk.

k

Una operación de filtrado o aplicación de un filtro consiste en el producto de
éi(w) por una función periódica con período 271" , por ejemplo,

H(w) = L hke-iwk,
k

con lo que se obtiene:

A la operación anterior se le denomina convolución.
El filtro H(w) es un filtro pasa bajas si al restringirlo al intervalo [- 71" , 71"]

su respuesta de frecuencia está más concentrada alrededor de O (Figura 2.2a
y 2.2b) Y es un filtro pasa altas si se concentra alrededor de 71" y - 71" (Figu­
ra 2.2c). La respuesta de frecuencia del filtro pasa bajas está concentrada en
[-71"/2 ,71"/2] mientras que para el filtro pasa altas lo hace en {w\7I"/2::; Iwl::;
71" }.
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(a) H(w)

I I I I W

19

-27l" -27l" + Wc -7l"

(b)

I

- 7l"

(c)

H(w)

H(w)

o

7l"

I

7l"

I

Wc 7l"

27l" - Wc 27l"

w

w

Figura 2.2: Filtro pasa bajas ideal que muestra (a) periodicidad en la res­
puesta de frecuencia (b) un período, en donde O< W c ::; 7l" / 2. (e) Fil t ro pasa
alt.as ideal que muestra un período, en donde 7l" / 2 < Wc ::; 7l" (Oppenheim y
Schafer , 1989).
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Transformada de Gabor

El estudio del comportamiento espectral de señales análogas a través de
la transformada de Fourier requiere también el conocimiento de la señal en
el dominio del tiempo. Si una señal es afectada en una vecindad pequeña,
todo su espectro es alterado. Por ejemplo, la transformada de Fourier de la
distribución 8(t - to), la función delta, que tiene soporte en el punto to, es
eitow , la cual cubre todo el dominio de las frecuencias. Una forma de superar
esto es a través de la transformada que propuso Gabor (1946).

La transformada de Fourier por ventanas se define como sigue

donde

Gf(w, t) = 1: f(u)g(u - t)e- iwU du

1: f(u)gw,t(U) du,

(2.5)

gw,t(u) = g(u - t)e- iwu
•

La función Gf(w ,t) depende tanto del tiempo t como de la frecuencia w. La
función g(t) se elige como una función real , par, con concentración máxima en
los componentes de baja frecuencia . Un caso típico es considerar una función
gaussiana

g(t) = _ 1_ e- t 2 /(40).2vro
Cuando se selecciona esta función, la transformada de Fourier por ventanas
se le llama transformada de Gabor. Mediante la función de ventana g(u - t)
(variando u) se realiza un análisis en el instante t. La Figura 2.3a muestra
algunas de las funciones gw,t (u).

La transformada de Gabor es invertible y la inversa está dada por la
siguiente expresión

1 ()O roo .
f(t) = 27f J-ooJ-oo Gf(w,u)g(u-t)e-twtdwdu.

La transformada de Gabor se puede expresar como una integración en el
dominio de la frecuencia

Gf(w ,t) = J.- roo j(w')f¡w t(w') dw'.
27f J-oo ' (2.6)
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9w,t(U)

o

o

- ". -". /2 O "./2 ". U

(a)

W

Wa f..ltb.21 l..ü~.21 .
· .· .· .· .· .

W2 • .• .••.• . ... • .·f· ·.&~.21······· ·······l·· ü~+--9 " " " " " " ' "
· .· .· .· .

w¡ I &~.rg l..Üb.rg .
· .· .· .· .

(b)

Figura 2.3: (a) Núcleo de integración de la transformada de Gabor gw,t(u) =
g(u - t)e- iwu , en donde g(t) = (1/2J7Tli) e- t2

/ (4a ) para Wl = 3, W2 = 6,
W3 = 9 Y t = O. Las líneas continuas representan las partes reales, las líneas
punteadas representan las partes imaginarias y también se muestra la envol­
vente. (b) Representación de la resolución de la transformada de Gabor en
el plano tiempo contra frecuencia en donde ay y ag son las dispersiones de 9
en tiempo t y frecuencia w.
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La expresión (2.6) y la definición (2.5) constituyen la base de la localización
en tiempo y frecuencia en el análisis de Gabor.

Otra propiedad que tiene esta transformada es la preservación de isometría

¡:If(t)12
dt = 2

1
¡r¡:¡: IGf(w, t)1

2
dwdt.

para lo cual se requiere la condición

El análisis a través de g(t) se realiza en una ventana rectangular en el
plano tiempo-frecuencia. Es posible estimar el ancho de las ventanas de análi­
sis tanto en tiempo como en frecuencia (Kumar y Foufoula-Georgiou, 1994).
Esto se puede lograr calculando sus desviaciones estándar

ay =

(2.7)

(2.8)

Este par de dispersiones indican la resolución en tiempo y frecuencia que
tiene la transformada de Gabor. Cumplen con la relación siguiente

Las dimensiones de la ventana de resolución son constantes a distintas fre­
cuencias. Por esta razón la transformada de Gabor está limitada cuando se
estudian señales con frecuencias demasiado bajas o demasiado altas (Figu­
ra 2.3b).

En la aplicación a series discretas se puede hacer una discretización en
tiempo y frecuencia a través de las relaciones

t = nto, y w = rnwo,
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aplicada a la definición (2.5) y entonces obtenemos la transformada discreta
de Gabor:

Gd(m, n) = 1: f(u)g(u - nto)e-imwou du,

en donde se debe cumplir que

woto < 27f.

2.6. Transformada ondicular

La transformada ondicular se basa en una función llamada ondícula 'I/J(t) E

L2(IR). Se imponen dos condiciones a esta función:

(a) que sea de soporte compacto

(b) y de promedio cero: -J;(O) = O.

(2.9)

(2.10)

La condición (2.9) significa que la función toma valores nulos fuera de un
intervalo cerrado y acotado (la Figura 1.3b muestra un ejemplo de ondícula) .
La idea de considerar un intervalo tiene el propósito de poder hacer el análisis,
definido más adelante, de manera local. La condición (2.10) implica que tiene
promedio cero 1: 'I/J(t) dt = O.

Si 'I/J no es la función idénticamente cero (lo cual tiene más sentido y utilidad)
entonces toma valores positivos y negativos: tiene oscilaciones. De ese par de
condiciones proviene el nombre de ondícula u onda pequeña. Desde un punto
de vista físico, si una ondícula representa una onda, ésta no se queda oscilando
para siempre, sino que empieza y decae. En cambio, si los núcleos de la
transformada de Fouier representas ondas, éstas oscilan siempre. Referencias
para los temas vistos en esta sección son Daubechies (1992), Sweldens (1994)
y Strang y Nguyen (1996).

La transformada ondicular usa funciones generadas por traslaciones y
dilataciones de la ondícula en la forma siguiente

1 (u -t)'I/J>.,t(u) = .¡x 'I/J -A- , para A, t E IR, A> O.

En esta definición el parámetro t indica un desfase , en tanto que el parámetro
Aproduce una compresión de la ondícula para valores de Apositivos menores
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que 1 Y una dilatación para >. mayores que 1. Algunos ejemplos de estas
ondículas 'l/J )..,t(u) se presentan en la Figura 2.4. El coeficiente 1/yI).. es un
factor de normalización para que se satisfaga II'l/J)..,tl I= 11'l/J11 :

tP>.,t(U)
2.------r----.-----.------r----.------,

l
"
:: A = -1, t =-5
'o •
0 0o,

"o o
o o,·,o,·o··. '.• o o

o o o
• 'o
o • o
• 00
ti Ir

',' ~'

>'=l ,t=2

>. = 2, t = 10

: .

u
2015105O-5

-1 "-_---'-__....1-__1--_---'-__....1-_---'

-10

Figura 2.4: Algunos ejemplos de las ondículas 'l/J )..,t(u) . La ondícula 'l/Jl/2,- 5(U)
está comprimida y 'l/J2,1Q(U) está dilatada.

Se define la transformada ondicular continua de una función f E L2(IR)

como
W(>',t) = (j,'l/J)..,t), (2.11)

es decir ,

1
00 100 1 (u t)lV(>', t) = -00 f (u)'l/J)..,t (u) du = -00 f(u) yI)..'l/J ->.- duo (2.12)

Es una transformación integral, como la de Fourier y de Gabor, cuyo nú­
cleo son translaciones y dilataciones de una ondícula. También se usan las
siguientes expresiones

" !(>', t) = lV['l/J ; f](>', t) = W1/J(.X , t).

Los números W(>', t) se llaman coeficientes de f respecto a la ondícula 'l/J.
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El espacio bidimensional de los parámetros de la transformada se identi­
fica con el semiplano

{(A, t) : AE lR, A> O, t E IR},

por lo que se identifica:

Wo/ A ---+ frecuencia,

t ---+ tiempo,

en donde Wo es el centro de masa de lóbulo derecho de la ondícula:

JoOO

wl~(w) 1
2 dJJJ

Wo = Jooo 1~(w)12 dJJJ .

2 r---,--.----,--.----,--r---,-----,
~>.,t(w)

1 ...----,-- - .---- -,---,-- --,

168 12
(b)

,-., ., .. ., .. .. .. .. .. .. .. .. .. ....

0.8

0.6 . .

0.4

0.2

U o
8 o 4

........

'.\=2

.'
1 .'A=2 :~, ,....

_1 I.----L..._.L-..--L..._.L-..--L..._ .L...---L...--I

-8 -6 -4 -2 o 2 4 6
(a)

Figura 2.5: (a) Ondículas 'ljJ>,,t{u) para A= 1,2,1/2 Y t = O. (b) Espectro de
esas ondículas 1~>'.t(w)l.

Analizemos el efecto en frecuencia del parámetro A. Para A pequeña se
tiene que 'ljJ>" t (u) tiene soporte pequeño y toma componentes altos en fre­
cuencia. Gráficamente podemos ver este efecto. En la Figura 2.5a vemos que
para .x = 1/2 la ondícula se comprime en su dominio respecto a la ondícula
respectiva para A = 1. En la Figura 2.5b tenemos que para .x = 1/2 el espec­
tro de la ondícula se desplaza a la derecha por lo que analizará frecuencias
más altas que para la ondícula correspondiente a .x = 1. Se obtiene un efecto
inverso para .x = 2, en donde se analizan frecuencias bajas usando una ven­
tana de tiempo más ancha. Es decir, la transformada ondicular responde a
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las componentes de frecuencias cercanas a wo/Aque están cerca del tiempo t.
Para ello usa una función adecuada tanto en tiempo como en frecuencia.

Se puede determinar la resolución de la transformada ondicular mediante
definiciones de las dispersiones en tiempo y frecuencia de una manera similar
a las definiciones (2.7) Y (2.8). La transformada de Gabor tiene una ventana
de resolución de área constante a diferencia de la transformada ondicular que
adecua la ondícula a la frecuencia: para frecuencias altas se emplea un lapso
corto mientras que para bajas frecuencias el lapso es largo. En la Figura 2.6b
podemos ver esta característica en donde

««,

a­
l/J><. t

W

o

o

\:1'---- 2wo 2~~·rn·~'!2 · · · ·· · · · ·· · ···W · ·· · · ·· · · ···· ···· · ·
. .

Wo Li1E9 ~ .
~--

wo/2 f a.~.C!~ ·+··..·.··a···· ···· .
(1J,/2 ~

'---------u
(a) (b)

Figura 2.6: (a) Núcleo de integración de la transformada de ondícula (ondí­
cula de Morlet); las líneas continuas representan las partes reales y las líneas
punteadas representan las partes imaginarias. (b) Representación de la reso­
lución de la transformada de ondícula en el plano tiempo contra frecuencia.

Usando la identidad general de Parseval (2.2) se puede tener una repre­
sentación de la transformada ondicular (2.11) en el dominio de la frecuencia
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donde
.-. ,x . .-.
'I/J>.,t(w) = ..;>.e-twt'I/J('xw).

Para que la transformada ondicular continua sea invertible la ondícula 'I/J
debe satisfacer la siguiente condición de admisibilidad

l oo 1~(w)12
C1/J = dw < 00,

o w

entonces la inversa de la transformada ondicular es

(2.13)

1 roo roo
f(t) = C1/J J-ooJ-oo ,X-2W('x,u)'I/J>.,u(t)d'xdu. (2.14)

La condición de admisibilidad (2.13) es la formalización de las condiciones
(2.9) y (2.10) las cuales funcionan para todos los propósitos prácticos. La
ecuación de inversión (2.14) es conocida como la identidad de Calderón, re­
descubierta por Grossman y Morlet.

~,(t)

-

'--

6 t4o 2
(b)

-2

1/J( t)
lr--~--r-......--.---~----'

01---_.

0.5

t .0.5.6 .41/2

(a)
o

o

-1

Figura 2.7: (a) Ondícula de Haar. (b) Ondícula de sombrero mexicano.

Para ilustrar la teoría se muestran algunas ondículas famosas. Un ejemplo
de ondícula muy empleada es la ondícula de Haar (Figura 2.7a) definida como
sigue

(2.15)
{

1, si O::; t < 1/2,
'I/J(t) = -1, si 1/2::; t < 1,

O; en otro caso.

Esta ondícula es muy usada por su simplicidad pero la desventaja es que
tiene mala localización en frecuencia (ver sección 2.7.3).



28 CAPÍTULO 2. TRANSFORMADA ONDICULAR

La función llamada sombrero mexicano es otra ondícula y se define como
la segunda derivada de la función gaussiana (Figuras 2.7b y 2.5a)

1/J(t)
1 r---.--,-....--..-,----r-;r---,

0.5

Of---=",

-0 .5

2 3

;¡;(w)
1 r-"T"""""...,.---.----r----.-;r--,--....---.----,

0.8

0.6

0.4

0.2

Figura 2.8: (a) Ondícula de Morlet aproximada. La línea continua es la parte
real y la punteada es la parte imaginaria. (b) Espectro de la ondícula de
Morlet aproximada.

La ondícula de Morlet es una función de variable compleja

(2.16)

(2.17)

su transformada de Fourier es

~(w) = 71"-1/4 [e-(W-Wo)2/2 _ e-w2/2e-W~/2] .

En la práctica se considera Wo ~ 5 para que el segundo término de la trans­
formada de Fourier (2.17) sea despreciable; de esta forma tenemos, de forma
aproximada, una gaussiana modulada (Figura 2.8a)

Tenemos que su espectro aproximadado

~(w) = 71"-1/4 e- (w- wo)2/2, para W ~ 5,
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está concentrado en una zona (Figura 2.8b).
Se ha definido una ondícula como una función de una variable, sin embar­

go el concepto de ondícula se puede extender fácilmente a más dimensiones.
La Figura 2.9 muestra el espectro de la ondícula de Morlet para dos dimen­
siones. Se observa que se puede dirigir el análisis a un punto del 'dominio
espectral.

;¡(w,w' )
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1

o
10

-10

Figura 2.9: Espectro de la ondícula de Morlet aproximada en 2 dimensiones.
Este tipo de ondículas permite realizar un análisis espectral de funciones
dependientes de dos variables, t yt', para las frecuencias correspondientes, w
y w'.

2.7. Análisis multirresolutivo

La formalización del ejemplo dado en la introducción (sección 1.6) se
cristaliza en el concepto fundamental de análisis multirresolutivo (o multi­
rresolución). Es la base para introducir el eficiente algoritmo piramidal.

Un análisis multirresolutivo (abreviado como AMR) de L2(lR. ) es una suce-
sión de espacios cerrados \tj E L2(lR. ), j E tE, tales que

(a) \tj e \tj+1'
(b) f(t) E \tj {:} f(2t) E \tj+1 (invarianza de escala),

(e) f(t) E VD {:} f(t + 1) E VD (ínvarianza bajo traslaciones),

(d) U, \tj es denso en L2(lR.) y njEz \tj = {D} (completez),

(e) existe una función de escalamiento <p E VD tal que {<p(t-l) Il E tE}
es una base de Riesz de Vo (base con invarianza de escala).
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Este concepto fue establecido por Mallat (1989a) y Meyer (1986) .
Para aclarar esta definición veamos como se genera el espacio Vo. Partimos

de la función de escalamiento cp(t). Para generar los elementos del espacio
Vó basta realizar corrimientos de esa función: cp(t - 1), cp(t + 1), etc. Esas
funciones forman una base para Vo; por lo tanto los elementos de Vo son de
la forma LIE z CICP( t - l).

Ahora bien, para generar los elementos del espacio VI comprimimos las
funciones en la forma cp(2t) según (b); si usamos (c) vemos que cp(2t - l)
genera el espacio VI'

De forma análoga a la generación de VI se generan los espacios Vj del
inciso (a). Estos espacios forman una sucesión anidada

.. . e V- 2 e V- I e Vo e VI e V2 ... ,

y representan espacios de promedios tales como los del ejemplo introductorio
(ecuaciones (1.8), (1.9) Y (1.12)). Además, es de recalcar, que el inciso (e)
asegura que esos espacios se generan de forma sencilla por sólo una función.

De esta manera se tiene que las funciones CPjn constituyen una base de
L2(IR), en donde

CPjn(t) = 2j/2cp(2jt - n).

Sin embargo se impone la condición de que sea una base de Riesz: deben
existir constantes A y B, O< A :S B < 00 y se debe cumplir

Esta condición asegura que f puede ser recuperada a partir de los coeficientes
ondiculares (ver también explicación relativa a la ecuación (A.2)).

También se ve que las funciones de escalamiento {cpj,lll E Z} constituyen
una base de Riesz de Vj, en donde CPj,l(t) = 2j/2cp(2jt - l).

Como las funciones cp(2t - l) forman una base de Riesz de VI y como
cp(t) E Vó e Vi, existen coeficientes hl, l E Z, tales que se cumple la ecuación
de dilatación

cp(t) = 2L hlCP (2t -l) o ~(w) = H(w/2)~(w/2),
¡

en donde H es una función periódica con período 271", definida por

H(w) = L h¡e- i lw
.

1

(2.18)

(2.19)
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A la ecuación (2.18) se le llama también relación de dos escalas y a los coefi­
cientes h¡ se les conoce como la serie de dos escalas. También son los coeficien­
tes de la ecuación de refinamiento. Si r.p E L1(R) entonces está unívocamente
definida por la ecuación de dilatación (2.18) y la normalización

Jr.p(t) dt = 1 {::} ep(O) = 1. (2.20)

Si sustituimos ep(O) = 1 en (2.18) tenemos que H(O) = 1. Es esta propiedad
que nos permite ver que H es un filtro pasa bajas de análisis.

A partir de un conjunto de subespacios multirresolutivos se puede generar
una base ortonormal de ondículas, como se demuestra a continuación. Para
\.j e \.j+l se define Wj como el complemento ortogonal respecto a \.j+l

El espacio Wj es la diferencia entre ambos espacios. Así tenemos

Vj..iWj .

Observamos que tanto \.j como Wj están contenidos en \.j+l'
Como ~Vj e \.j+l y \.j+I..iWj+l se tiene que Wj..iWj+l' Es decir , los

subespacios ~Vj son mutuamente ortogonales.
Además los espacios Wj heredan la completez de los espacios \.j:

EB Wj = L2(R).

jE"L

.Se puede demostrar que es posible hallar una función 'l/J tal que

{'l/JOn} = {'l/J(t - n)} ,

(2.21)

sea una base ortonormal para Wo, donde 'l/Jjn(t) = 2j/2'l/J(2jt-n). Se sigue que
{ l/Jjn}nEZ es una base ortonormal para Wj y { 'l/Jjn} es una base ortonormal
para L2(R).

Como 'l/J E Woe VI

. 'l/J (t ) = 2 L 9¡r.p(2t - l) o ;¡(w) = G(w/2)ep(w/2) ,
¡

(2.22)
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en dond e G es una función 2rr-periódica, definida por

G(w) = L9Ie-iIW.
I

(2.23)

La relación (2.22) es conocida como ecuación ondicular. Al sustituir w = O
en la ecuación (2.22) se tiene

{$(O) = G(O)ep(O).

Considerando ep(O) = 1, según (2.20), y suponiendo que 'Ij; satisface (2.10),
esto es {$(O) = O, se tiene que G(O) = O. Por esta razón, a la función G se le
conoce como filtro pasa altas de análisis.

Una definición alterna de ondícula es como sigue. Una función 'Ij; es una
ondícula si {'Ij;(t - l) Il E Z} es una base de Riesz de Wo. La colección de
funciones { 'Ij;j,llj, l E Z} es una base de Riesz de L2(lR).

Los filtros G y H son importantes porque determinan la función de es­
calamiento <p(t ) y la ondícula 'Ij; (t ). Con base en este enfoque , la aplicación
relativa a este trabajo necesita definir dichos filtros.

2.7.1. Representación

Sea Pj la proyección sobre Vj paralela a Vj.l y Qj la proyección sobre Wj

paralela a W/. Luego f se puede escribir como

Como

luego

esquemáticamente

f(x) = L Qjf(t) = L (j, 'lj;jl)'Ij;jl(t ).
j ji

(2.24)

2 c~ c~ c~

L (R) = E9 Wj = ~ .. EB Wo EB W1 EB ... EB WJ-~ EBWJ EB WJ+1 EB ...
j cVJ

L2(lR) = VJ EB WJ EB WJ+1 EB .. . = VJ EB E9 Wj • (2.25)
j?J
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Así que si empezamos con una escala burda J

00

f(t) = PJf(t) + L Qjf(t)
j=J

00

- L (J, cpJ,¡)cpJ,¡(t) +L L (J, V;j¡)V;j ,l(t).
¡ j=J 1

33

(2.26)

La ecuación (2.25) reduce a sólo un espacio, VJ , toda una infinidad de espa­
cios, .. . , vVo,W1 ••• , WJ - 1, de la ecuación (2.21). Por ello la representación
(2.26) considera menos términos que la representación (2.24).

2.7.2. Fórmula de producto infinito

En esta sección se obtiene la relación de producto infinito para ¿P(w),
ecuación (2.27), que se usará más adelante, la cual muestra la relación entre
soluciones o raíces de ¿P(w) y H(w). Otra utilidad de dicha ecuación es que
se tiene una definición de cp(t) en términos de H.

Los espacios Vj se usan para aproximar funciones mediante proyecciones
adecuadas. Como la unión de los espacios UjVj es densa en L2(R) se puede
aproximar una función arbitrariamente mediante esas proyecciones.

Para escribir un polinomio de grado menor de N como una combinación
lineal de las funciones de escalamiento y sus trasladadas se necesitan cumplir
las condiciones de Strang y Fix (Strang y Fix, 1973)

¿P(O) = 1,

para k;f;O, O~p~N.

Esto se puede conseguir como sigue. De la aplicación recursiva de (2.18) se
tiene que

¿P(w) = H(wj2)¿P(wj2)
= H(wj2)H(wj4)¿P(wj4)

= ... = [nf=l H(wj2 j
) ] ¿p(wj2J

) ,

Cuando J ~ 00, wj2 J ~ O, ¿P(wj2J ) ~ 1. Luego

00

¿P(w) = IIH(wj2j
) ,

j=l
(2.27)
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llamada la fórmula de producto infinito para ~(w). Así que H(w) tiene una
raíz de multiplicidad N en w = 1r cuando ~(w) tiene una raíz de multiplicidad
N en w = 21r.

Hay otra utilidad de la ecuación (2.27) mencionada al principio de esta
sección: se define a ~(w) en términos de H(w); pero también define a ep(t)
en términos de H puesto que para obtener ep(t) basta convolucionar el filtro
H sucesivamente. Con este procedimiento práctico se han realizado varias
gráficas en el presente trabajo.

2.7.3. Diseño de ondículas.

Históricamente, la primera ondícula fue la de Haar (2.17) y está diseñada
en el dominio del tiempo. Un problema que tiene esta función es que no es
continua y la transformada de Fourier decae como Iwl-1 para w ----+ 00, lo
que corresponde a una mala localización en frecuencia. Esta ondícula está
mal condicionada para el análisis de funciones suaves. Sin embargo tiene
ventajas sobre la transformada de Gabor; una ventaja es que la base de Haar
es una base sin condiciones del espacio de funciones de Lebesgue V(lR), para
1 < p < 00, y la transformada de Gabor sólo lo es para p = 2.

La base de Littlewood-Paley se define en frecuencia

{
(21r)-1/2, si 1r ::; Iwl ::; 21r,

'lj;(w) = 0, en otro caso.

En tiempo se tiene

'lj;(t) = (1rt)-l (sen 21rt - sen 1rt) .

Esta base tiene propiedades complementarias a la base de Haar en tiempo y
frecuencia: se define en frecuencia y tiene mala localización en tiempo.

Las funciones de Haar y Littlewood-Paley son los casos extremos del
diseño de ondículas. Dentro de ese rango tenemos muchas otras que tienen
excelentes propiedades de localización en tiempo y frecuencia.

La primera construcción de este tipo de ondículas se debe a Stróm­
berg (1981), cuyas ondículas decaen exponencialmente y pertenecen al es­
pacio de funciones continuas c-.

Después siguió Meyer con una ondícula diseñada en el dominio de la
frecuencia. Considera en sus funciones la parte negativa y positiva de la fre­
cuencia en una sola función. Mediante unos trucos algebráicos ingeniosos
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construye una base ondicular ortonorma1. Al elegir un polinomio, con cier­
tas propiedades, encuentra una ondícula 'I/J (t ) que decae más rápido que el
recíproco de cualquier polinomio, es decir, para todo N E N, existe CN < 00

tal que

I'I/J(t) \ ~ CN (1 + It1 2
) -N .

El primer ejemplo de base ondicular biortogonallo construyó Tchamitchi­
an (1987) .

Battle (1987) y Lemarié (1988) construyeron con distintos métodos una
familia de ondículas ortogonales con decaimiento exponencial 'I/J E c-, en
donde k es arbitrario pero finito.

La ondícula de Morlet (2.16) se construye en frecuencia: la ecuación (2.17)
es una gaussiana desplazada de forma que -¡j,(O) = O.

Daubechies (1988) construyó una base ondicular ortogonal estableciendo
condiciones a los filtros pasa bajas en el dominio de la frecuencia (que tengan
varias derivadas nulas en los extremos). Las ondículas y las funciones de
escalamiento muestran una marcada asimetría. Es posible obtener funciones
más simétricas cuando se emplea una base biortogonal (Daubechies, 1992).

2.7.4. Ondículas biortogonales

Permitamos un análisis multirresolutivo en el que la ondícula de análisis
sea diferente de la ondícula de síntesis y también que la función de escalamien­
to de análsis no sea la misma que la función de escalamiento de síntesis. Este
planteamiento fue propuesto por Tchamitchian (1987). En ese caso estamos
hablando de un análisis multirresolutivo biortogonal en el que tenemos:

• una función de escalamiento ip,

• una ondícula 'I/J,

• una función de escalamiento dual rp,

• una ondícula dual ;j;,

tales que cualquier función f tiene una representación como sigue:

00

f(t) = L (j, rpJ,¡)<PJ,I(t) + L L (j, ;j;j,l)'l/Jj,l(t ).
1 j=J k

(2.28)
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La forma (2.28) es análoga a la ecuación (2.26). En el caso biortogonallas
funciones de escalamiento de análisis y reconstrucción pueden ser diferentes
y lo mismo pasa para las ondículas. Para que esto sea posible se debe cumplir

(cjJ(. - k), 1/;(. -l)) = 8k,l ,

(cjJ(. - k), <p( ' -l)) = 8k,l ,

({J(. - k),<p(' -l)) = 8k,l ,

({J(. - k),1/;(' -l)) = 8k,l ,

(2.29)

(2.30)

en donde 8j ,k = 1 si j = k Y 8j ,k = O en otro caso (delta de Kronecker).
Además del filtro de síntesis pasa bajas H y el de síntesis pasa altas G, se
definen , de manera análoga a las ecuaciones (2.19) y (2.23), el filtro de análisis
pasa bajas fI y el filtro de análisis pasa altas G

fI(w) = ~:::)íle-iIW,
1

(2.31)

(2.32)G(w) = L9Ie-iIW,
1

y también se definen cjJ(t) y {J(t) similarmente a las ecuaciones (2.18) y (2.22).
En términos de las funciones filtros H, G, ñ y G se tiene que las condi­
ciones (2.29) y (2.30) ahora son como sigue

fI(w)H(w) + fI(w + 7r)H(w + 7r) = 1,

G(w)G(w) + ci: + 7r)G(w + 7r) = 1,

G(w)H(w) + G(w + 7r)H(w + 7r) = O,

fI(w)G(w) + fI(w + 7r)G(w + 7r) = O.

(2.33)

(2.34)

(2.35)

(2.36)

Más adelante se demostrará la relación (2.33) (sección 2.7.5). Una manera
práctica de definir estos cuatro filtros consiste en empezar de un filtro pasa
bajas; luego se debe factorizar ese filtro de la forma H(w)fI(w). Después se
definen G(w) y G(w) a través de las relaciones

H(w) = G(w + 7r), G(w) = -fI(w + 7r).

Las cuatro ecuaciones (2.33)-(2 .36) son equivalentes al sistema

[
fI(w) fI(w + 7r) ] [H(W) G(W)] _ [1 O]. (2.37)
G(w) G(w + 7r) H(w + 7r) G(w+ 7r) - O 1 '
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al definir la matriz de modulación M

Nf(w) = [HG((WW)) H(w + rr) ]
G(w + rr) ,

y similarmente M se tiene una expresión breve para (2.37)

- --T
M(w)M(w) = l.

De donde se sigue

(M(w)M(w{) T = M(w)M(wf = lT = l ,

esto es,

37

(2.38)

[
H(w) H(w + rr) ] [H(W) G(W)] [1 O] (2.39)
G(w) G(w + rr) H(w + rr) G(w + rr) = O 1 ;

Resolvemos el sistema (2.39) para la primer columna

[
H(w) H(w + rr) ] [ H(w) ] [ 1 ]
G(w) G(w+ rr) H(w + rr) = O '

haciendo uso de la regla de Cramer; para H(w) obtenemos

H(w) = 1· G(w + rr) - O, H(w + rr) = G(w + rr), (2.40)

. det M(w) ~(w)

. donde ~(w) ..:.- det M(~). Análogamente para la segunda columna del sis­
tema (2.39)

[
H(w) H(w + rr) ] [ G(w) ] [ O ]
G(w) G(w+ rr) G(w+ rr) = 1 '

se tiene

G(w) = O, G(w+ rr) - 1· H(w + rr) = _ H(w + rr). (2.41)
det M(w) ~(w)

En resumen, (2.40) y (2.41) son

H(w) = G(w + rr)
~(w) ,

G(w) = _ H(w + rr).
~(w)

(2.42)
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Como la inversa de una matriz es única, a partir de la relación (2.38)

- --T
M(w)M(w) = I ,

se obtiene
--T-
M(w) NI(w) = I;

al desarrollar en forma matricial

[
H(W) G(W)] [H(W) H(w + 7f) ] [1 O]

H(w + 7f) G(w + 7f) G(w) G(w + 7f) = O 1 '

o bien

H(w)H(w) + G(w)G(w) = 1,

H(W)H(w + 7f) +G(W)G(w + 7f) = O,

H(w + 7f)H(w) + G(w + 7f)G(w) = O,

H(w + 7f)H(w + 7f) + G(w + 7f)G(w + 7f) = 1.

Una vez que se definen los filtros pasa bajas H y H se pueden definir
después los filtros pasa altas G y Gmediante la relación ~(w) = e- iw .

2.7.5. Funciones duales y filtros

A partir de la primera relación de (2.30) se comprobará (2.33). Se tiene
que <p(t) y ep(t) son funciones de escalamiento duales, es decir,

I I

I
I

I (<p(' -l), ep(. - k)) = 1:<p(t -l)ep(t - k) dt = 8¡,k,

Entonces se cumple

H(w)H(w) + H(w + 7f)H(w + 7f) = 1,

o bien

H(z)H(z) + H( -z)H(-z) = 1.

l,k E Z.
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Para ver la comprobación (Chui, 1992a, teorema 5.22), veamos el desa­
rrollo siguiente

(<p, <jJ(. - n))

_ 2
1 t" ~(w)~(w)einwCÚJ
7r L;
00 1 r21r(k+ l ) :;;;:--- .L 2 J2 ~(w)<jJ(w)etnw CÚJ

k=-oo 7r 21rk

1 r ( 00 ..... ) .

- 27r Jo k~OO ~(w + 27rk)<jJ(w + 27rk) e
tnw

CÚJ,

por lo tanto se cumple la relación siguiente

00

L ~(w + 27rk)~(w + 27rk) = 1,
k=-oo

casi en todas partes. Por otro lado, y usando la relación anterior, se tiene

On ,O 2~ .l: ~(w)~(w)einw CÚJ

- 2~1: (H(w/2)~(w/2)) (H(w/2)~(w/2)) einw CÚJ

- 2~1: H(w/2)H(w/2)~(w/2)~(w/2)einw CÚJ

- 2~t.t [H mj¡ (~)9(~+ 21rk) ~ (~+27rk)

+H(~ +7r)H(~ +7r)~(~+7r+27rk)~(~+7r+27rk)] einwCÚJ

- 2~121r

[H (~+ 7r) H (~ + 7r) + H (~ + 7r) H (~ + 7r) ] e
inw

CÚJ ,

como H Y H son continuas y sustituyendo w/2 por w se tiene (2.33)

H(w)H(w) + H(w + 7r)H(w + 7r) = 1.

. -----,
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2.7.6. Momentos que se anulan

Los momentos de una ondícula son

Np = JtP7/J(t) dt, pE N.

Se sabe, por la relación (2.27), que si la función de escalamiento reproduce
cualquier polinomio de grado menor que N entonces H (w) tiene una raíz de
multiplicidad N en w = tt .

De la ecuación (2.42), G(w) tiene una raíz de multiplicidad N en w = O-- --
y come: ;¡;(O) = 1, entonces ;j;(w) tiene una raíz de multiplicidad N en w = O;
luegoé tiene N momentos que se anulan.

Análogamente, si la función de escalamiento dual reproduce polinomios
de grado menor que N entonces 7/J tiene N momentos que se anulan.

2.8. Transformada ondicular discreta

El dominio de la transformada ondicular W f().., t) es RxR+. Este dominio
se puede restringir a un subconjunto discreto. La opción más común es tomar

A = 2- k
, t = An, donde (k,n) E Z x Z.

Las ondículas discretas

se parametrizan por un par de enteros: k, n.

2.8.1. Transformada ondicular como transformación li­
neal

La transformada ondicular se aplica en el dominio del tiempo continuo
(funciones) o en el dominio del tiempo discreto (señales o vectores). Para
funciones y señales infinitas la base de ondículas es infinita, pero para señales
con L componentes la base consta de L vectores y hay L coeficientes.

La transformada de una señal con L componentes que produce L coefi­
cientes ondiculares se representa por una matriz L por L. Sin embargo, los
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coeficientes se pueden calcular de una forma más eficiente que la multipli­
cación matricial: el cálculo de forma eficiente de la transformada ondicular
discreta se conoce como la transformada ondicular rápida.

Las relaciones entre una función y una base ortonormal se expresan por
las relaciones siguientes

1. análisis de una función:

2. síntesis de una función:

f(t) = L bk,n1/Jk,n(t ).
k,n

(2.43)

(2.44)

En el caso de señales finitas estas relaciones son transformaciones lineales
de vectores de dimension L representadas por matrices de orden L por L

1. análisis en tiempo discreto :

2. síntesis en tiempo discreto :

b=Ax,

x=Sb.

(2.45)

(2.46)

2.8.2. Transformada ondicular rápida

Para hablar del algoritmo rápido se redefinirá el algoritmo piramidal que
se bosquejó en la Figura 1.2.La Figura 2.10 representar este proceso mediante
una pirámide. La señal de entrada consta de ocho elementos

Para los renglones siguientes
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Figura 2.10: Algoritmo piramidal.

(2.47)

se calculan los términos ajk como los promedios y bkj como las diferencias de
los renglones inferiores en la forma siguiente:

1
aj-l ,k = J2(aj ,2k + aj,2k+l) '

1
bj-1 ,k = J2(aj,2k - aj,2k+¡) . (2.48)

El factor 1/J2 sirve para repartir la energía de la señal original a las dos
señales de salida. En términos vectoriales la norma de la señal de entrada es
la suma de las normas de las de salida. Por ejemplo:

En este caso se usan los filtros de Haar: el filtro pasa bajas de promedios

1 1
H(z) = J2 + J2z ,

o bien escrito como H(w) = ~+ ~e-iW (o incluso (~, ~)) y el filtro pasa

altas de diferencias
1 1

G(z) = - --z
J2 J2'
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b· G( ) - 1 1 -iw ( (1 1 ) )O len w - ../2 - ../2e O ../2' - ../2 .

Para una señal con cuatro elementos la primera aplicación de los fil tros
de Haar pasa bajas H y pasa altas G se escribe como

[~:~ ]-[~-H ~] [;~] ,
bu O O r -r a23

(2.49)

en donde r = 1//2. Mientras que la aplicación de un segundo paso se escribe
de la forma siguiente

[E] [~
r O

O][ alO ]-r O O au (2.50)- O 1 O blO '

bu O O 1 bu

Sustituyendo (2.49) en (2.50) tenemos

[E] [r r O o][r r O 0][ a,o ]r -r O O O O r r a21 (2.51)-
O O 1 O r O O a22 '-r

bu O O O 1 O O r -r a23

o bien

[:: ] [r' r2

r' r'] [a" ]r2 r2 -r2 -r2 a21, (2.52)- r -r O O a22
bu O O r -r a23

Es de observar que los promedios quedan en la la parte inicial del vector
mientras que las diferencias quedan al final.

Si se define como A a la matriz de la ecuación (2.52) tenernos, por la
ecuación (2.51), la siguiente forma

O

A = [~~
T -r
O

-~~ ] [~-~ ~ ~] [~ ~ ~ ~ ]
O O - O O 1 O r -r O O .
r -r O O O 1 O O r -r
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Esta matriz se puede representar mediante las submatrices L y B como sigue

El algoritmo de transformada ondicular rápida explota la estructura dispersa
de estas matrices que proviene del algoritmo piramidal. Una propiedad im­
portante es que A es ortogonal, es decir, la inversa coincide con la transpuesta

-~ ~].
r -r

Se presenta el siguiente esquema, de forma más general, en donde H
representa al filtro pasa bajas y G al filtro pasa altas.

El símbolo 1 2 representa una decimación: de un arreglo de 2n elementos se
toman ti de ellos alternadamente.

A continuación se da un esquema mediante el cual se puede transfor­
mar una señal en donde se consideran las submatrices L y B; en ese mismo
esquema se observa que la señal se puede reconstruir.
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En la parte intermedia del este esquema se puede realizar distintos pro­
cedimientos, por ejemplo, para suavizar la señal mediante la anulación de
algunos coeficientes.

Hemos visto el algoritmo empleando filtros ortogonales. La Figura 2.11
presenta el algoritmo piramidal usando filtros biortogonales , en donde se
considera a ií como el filtro pasa bajas de análisis, g el filtro pasa altas de
análisis, a h el filtro pasa bajas de síntesis y a g el filtro pasa altas de síntesis.

En este desarrollo se han aplicado los filtros de Haar, (2.47) y (2.48),
que tienen dos coeficientes, pero recordemos que existen filtros con más coe­
ficientes. Sea un filtro con T coeficientes, la transformada ondicular rápida
calcula los NI = 2J coeficientes b = Ax en menos de 2TNI multiplicaciones.
Una comparación del algoritmo de transformada ondicular rápida (FWT,
fast wavelet transform) con el de transformada rápida de Fourier (FFT, fast
Fourier transform), es que FWT es asintóticamente más rápido que FFT,
pues FFT requiere O(MlnM) pasos mientras que FWT requiere O(M) pa­
sos (Strang y Nguyen, 1996, pág. 29).

h ií h
x= aJ .. aJ-1 .. aJ-2 al .. ao

g
1 g

1 gl (a)

6J - 1 6J - 2 ha
..

ha 61 h J-1

g

1
g

1
g

1
(b)

h h h
ao .. al .. a2 aJ-1 .. x=aJ

Figura 2.11: Algoritmo piramidal para la transformada ondicular (a) directa
e (b) inversa.
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2.8.3. Aplicación

En la Figura 2.12a se presenta un registro sónico de un pozo. El eje hori­
zontal está relacionado con la profundidad y el vertical con el recíproco de la
velocidad en f.Lseg/pie. Para ese registro, la Figura 2.12b muestra los coefi­
cientes ondiculares empleando la ondícula de Haar. La Figura 2.12c muestra
la señal proyectada sobre los espacios de las funciones de escalamiento a dis­
tintas escalas, es decir, los espacios Vj. Es de señalar que se ha usado la
numeración asociada a la definición de análisis multirresolutivo (sección 2.7).
Finalmente, en la Figura 2.12d se observan las componentes ondiculares a
distintas escalas: son las proyecciones sobre los espacios Wj .
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Figura 2.12: Análisis multirresolutivo de un registro sónico de pozo. (a) El
registro sónico de pozo. (b) Coeficientes ondiculares del registro usando los
filtros de Haar. Las proyecciones de esta señal sobre los espacios (e) \tj y
(d) W j para la escala i = 10,9, .. . , O.
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Capítulo 3

Diagonalización de operadores

3.1. Introducción

A cont inuación se presentan las bases del método de diagonali zación en
bases biortogonales de operadores lineales homogéneos debido a Ekstedt y
Lindberg (1997). _

En una base ondicular biortogonal tenemos la ondícula 'I/J y su dual 'I/J tal
que cada f E L2 (lR) se puede expresar

j = L (j, ;j;j,l)'l/Jj,l'
j ,l

Queremos expresar K f en esta base, para K un operador lineal. Los opera­
dores considerados son de convolución

o bien K](w) = K(w )i(w),

que preservan características de una ondícula. Si K* es el operador adjunto
de K (ver definición (A.3))

K j = L (K j , ;j;jú'l/Jj,l = L (j, K* ;j;j,l) 'l/Jj,l'
j,l j ,l

Se trata de calcular los coeficientes (j, K*;j;j,l) de forma rápida y numérica­
mente estable mediante el análisis de f en una nueva base biortogonal. La
nueva base usa

49
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en el dominio de Fourier

-J;K(W) = k(w)~(w) ,
-.. 1 -..

7/JK(w) = ~7/J(w).
k(w)

La meta es hallar una condición sobre el operador K tal que

para cierta constante kj dependiente de la escala, pues así se simplifica el
cálculo

(j,K* -J;j,l) = Kj(j, -J;fz ).
La const ante Kj es independiente de l pues K* es invariante bajo trasla­
ciones. Debemos ver que K* sea invariante bajo dilataciones diádicas, salvo
la const ante Kj. Se define el operador de dilatación diádico D como

o

La invarianza de dilatación de K* significa que

o
k(w)2-j/2j(2-jw) = kj2-j /2k(2-jw)1(2-jw).

De ahí llegamos a la condición sobre K: las distintas constantes kj no depen­
den de w

(3.1)sea constante.
k(w)

Kj = -..
k(2-jw)

Los operadores que cumplen (3.1) les denominamos operadores lineales ho­
mogéneos.

Definamos K como K1, K = K1. Comprobaremos que cada Kj es una po­
tencia de K :

.,. . - .,.j
' '') - "'. (3.2)

Para la comprobación de la relación (3.2) procedemos por inducción mate­
mática. Para j = 1 tenemos por definición

1K1 = K = K .
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Supongamos que se cumple ""j = ""j , el paso de inducción, y veamos que
se cumple la relación para j + 1

k(w) k(w) k(2- jw)
-

k(2- (j+1)w) k(2-jw) k(2-(j+l)W)

k(2-jw) k(Wl)
- ""j...... =""j...... = ""j""l = ""j""l = ""j+ l,

k(2- 12-jw) k(2- 1Wl)

donde W¡ = 2- j w y se usó la ecuación (3.1), lo que comprueba la relación (3.2).
También se concluye que 'l/JK y ;¡; son biortogonales.

3.2. Operadores lineales homogéneos

Ejemplos de operadores que cumplen (3.1) son los siguientes:

1. Derivación e integración

a E Z, (3.3)

2. Derivación vertical o potencial de Riesz

3. Transformada de Hilbert

a E IR, (3.4)

k(w) = -isgn(w) ,

De hecho esta lista es exhaustiva.

",,=1. (3.5)

3.3. El nuevo análisis multirresolutivo

Se necesitan las nuevas funciones de escalamiento. Es natural proponer

$K(w) = T(w)~(w),

......
donde l es una función desconocida.
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La biortogonalidad de las funciones de escalamiento implica la biortogo­
nalidad de las nuevas funciones de escalamiento r..pK y r:pK

pues

Las funciones de escalamiento deben ser biortogonales a las ondículas

que expresado en las funciones filtro es

fIK(W)GK(W) + fIK(w + 7r)GK(w + 7r) = O,

eK(w)HK(w) + eK(w + 7r)HK(w + 7r) = O.

Tenemos ahora que

$K(w) - i(w)~(w)

- l(w)fI(w/2)~(w/2)

- l(w)fI(w/2) [$K(W/2)/i(w/2)] ,

luego

$K(w) = ~~ fI(w/2)$K(w/2),
l(w/2)

de (2.18) aplicada a r:pK (en vez de r..p) tenemos

$K(w) = fIK(w/2)$K(w/2).

De las ecuaciones (3.6) y (3.7)

$K(w) = ~ fI(w/2)$K(w/2) = fI K(w/2)$K(w/2),

l(w/2)

luego

fIK(W) = ~2W) fI(w).
l(w)

(3.6)

(3.7)

(3.8)
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Asimismo

HK(w) = !(w) H(w), (3.9)
l(2w)

como lo muestra el cálculo siguiente

--
f(~ ) ~(w)¡pK(w) -

- ~H(w/2)~(w/2)
l(w)

1 -- ~- ~H(w/2)¡pK(w/2)l (w/2)
l(w )

l~/2) H (w/2 )(í1« w/2 )-
l(w )

- HK(w/ 2)(í1« w/2).

De forma similar

CK(w) = k~2W) C(w), (3.10)
l(w )

pues

;PK(w) - k(w)~(w)

- k (w )C(w/2)~(w / 2)

- k(w)C(w/2) [~(w/2)/¡(W/2)]

- ~k(w) C(w/2)~(w/2)
l(w /2 ) --

- CK(w/ 2);¡;K(w/2).

y finalmente

GK(w) = }(w) G(w), (3.11)
k(2w)

por que

-- 1 ~
1/JK(w) - :;:::--1/J(w)

k(w )
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1 '"
;:::-G(w/2)1jJ(w/2)
k(w)

- ~G(w/2) [:¡1«W/2)l(W/2)]
k(w)

l~/2)C(w/2):¡1«w/2)
k(w)

- CK(w/2):¡1«w/2).

Las ecuaciones (3.8), (3.9), (3.10) Y (3.11) definen los nuevos filtros con base
en los filtros originales.

La biortogonalidad entre rjJK y 1jJK implica

l(2w) l(2w + 27r)
"'--=..- ,
k(2w) k(2w + 27r)

así que l(w) debe ser elegida de forma que

m(w) = ~(w) sea 27r-periódica.
l(w)

Se debe cumplir que

m(w)
-"'- ~ 1,
k(w)

'cuando w~o.

Una forma de hacer cumplir esto es considerar

m(w) = k( -i(eíw
- 1)),

ya que -i(eíw -1) = w+o(w) cuando w ~ O. Si se escribe la serie de Fourier
de m(w)

m(w) = L m¡e-i¡w,
¡

tenemos
K*rjJ(t) = L m¡rjJK (t + l).

¡
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3.4. El algoritmo de diagonalización

55

En esta sección se resume la teoría desarrollada antes y se muestra el
algoritmo para obtener Kx: el operador K aplicado a la señal x.

El método propuesto por Ekstedt y Lindberg (1997) empieza con un con­
junto de filtros biortogonales h, h, g, g. A partir de estos filtros se construye
un nuevo conjunto de filtros biortogonales hK, hK, gK, gK. Esta construcción
se realiza de manera que un múltiplo escalar de los coeficientes de detalle de
la señal x producidos mediante el análisis con la nueva base sean iguales a
los correspondientes coeficientes de detalle de Kx en la base original

J3(Kx) = KJ3K x, (3.12)

en donde J3 (respectivamente J3K) es la matriz correspondiente a los filtros
pasa altas de análisis g (respectivamente gK).

En el dominio de Fourier el nuevo filtro pasa altas de análisis es

el nuevo filtro pasa bajas de síntesis es

HK(w) = k(e~ + 1)H(w),
Kk(l)

el nuevo filtro pasa altas de análisis es

y el nuevo filtro pasa altas de síntesis es

K 1G (w) = ~ G(w).
Kk(-i(eiw - 1))

La señal x se analiza en la nueva base para obtener

[- t b-t -bt b-t ]taj m in , jmin l jmin-l"'" J-l ,

es decir,
Ax=y,

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)
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en donde A es la matriz de análisis. Aplicamos el operador diagonalizado a
y para obtener s", formado por los coeficientes de Kx en la base ondicular
original:

K-KY - wy, (3.19)

en donde K¿ es el operador en el dominio ondicular el cual actúa sobre los
coeficientes como

y

b~ = ~J-jbJ·
J '

-K _ J-jmin( - )
a j m i n - ~ m *ajmin .

(3.20)

(3.21)

El filtro m se obtiene calculando la transformada inversa de Fourier de m(w):

m(w) = L m(l)e-i/w = k(-i(eiw
- 1)).

1

(3.22)

Como paso final, calculamos Kx mediante la aplicación de los filtros de sín­
tesis originales:

Kx = SyK, (3.23)

en donde S es la matriz de síntesis. Este algoritmo se ilustra en la Figura 3.l.
Se observa un paralelismo entre este proceso y el que se aplica con la

transformada de Fourier para este tipo de operadores: transformada directa,
multiplicación (o convolución) y transformada inversa.

3.4.1. Derivación

Se presenta una aplicación del método de diagonalización ondicular del
operador de derivación (3.3) con el fin de calcular una derivada horizontal.
Se obtuvo la primera derivada horizontal de un perfil gravimétrico conside­
rado en Campos-Enríquez et al. (2004) (Figura 3.2a). El perfil gravimétrico
atravieza con una dirección E-W, la parte oriental del cráter de impacto de
Chicxulub en Yucatán. El primer gradiente corresponde a la zona de terrazas.
El anillo de cenotes corresponde aproximadamente al siguiente gradiente.

El cálculo de la derivada horizontal mediante el método ondicular se
muestra en la Figura 3.2b. En este proceso se anularon varios coeficientes
correspondientes a altas frecuencias para obtener una versión suavizada de
la derivada.

Con el propósito de comparar con otro método se calculó la derivada de
dicho perfil usando el método numérico de cinco puntos (Figura 3.2c). Dicho
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Figura 3.1: Algoritmo de diagonalización ondicular. Entrada: x. Salida: Kx.
(a) Transformada ondicular discreta usando los nuevos filtros iiK y gK
(flechas sólidas). (b) Multiplicaciones y una convolución (flechas con puntos) .
(c) Transformada ondicular discreta usando los filtros originales de síntesis
h y g (flechas segmentadas).
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método aproxima la derivada de una función f(t) en t = to mediante la
relación

j'(to) ~ l~h [j(to - 2h) - 8f(to - h) + 8f(to+ h) - f(to+ 2h)] ,

con un error proporcional a h4 (Burden y Faires, 1998).
La derivada se puede calcular usando la transformada de Fourier al con­

siderar la relación siguiente:

j'(t) = F- 1 (iwF f(t)) ,

ver, por ejemplo, Solnes (1992). La Figura 3.2d muestra el resultado respec­
tivo.

Observamos que el suavizado logrado con el método ondicular no puede
conseguirse de manera tan adecuada con técnicas de Fourier. Por ejemplo, en
el intervalo de Oa 10 km se observa que la derivada con el método ondicular
toma un valor máximo de 0.5, aproximadamente, que concuerda más con la
gráfica de los datos. En cambio los otros dos métodos producen una derivada
con valores de 2 o mayores.

En el perfil se señalan con flechas los lugares en donde la derivada hori­
zontal tiene valores elevados. Vemos en efecto que los tres métodos usados
nos indican máximos de la primera derivada horizontal. Sin embargo, las de­
rivadas obtenidas con la transformada de Fourier (FFT) y con el método de
cinco puntos están muy contaminadas de ruido. Por ejemplo, el fuerte gra­
diente gravimétrico entre los 5 y 10 km es bastante suave sin embargo estos
dos métodos no lo representan así. Debido a esta ventaja de las derivadas
obtenidas por medio de la transformada ondicular, el método de diagonali­
zación se ha empezado a usar en el cálculo de derivadas verticales por medio
de la expresión (3.4).

Una aplicación más general se da en el cálculo de la señal analítica de
primero y segundo orden (Ridsdill-Smith y Dentith, 1999). Con la puesta
a punto del algoritmo de diagonalización ondicular se tienen los elementos
para desarrollar sistemas de cómputo para obtener ls señal analítica de datos
magnéticos (y gravimétricos) contaminados de mucho ruido.

3.4.2. Operador de Hilbert

Para la transformada de Hilbert tenemos

K](w) = -i sgn(w)l(w), (3.24)
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Figura 3.2: (a) Un perfil gravimétrico (Campos-Enríquez et al. , 2004). (b) De­
rivada del perfil mediante transformada ondicular con eliminación de frecuen­
cias altas. (c) Derivada del perfil mediante el método de cinco puntos. (d)
Derivada mediante transformada de Fourier.
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según la ecuación (3.5). Como k(w) = -i sgn(w) = -iw/lwl se tiene

Considerando las ondículas y funciones de escalamiento correspondientes a
la factorización 6/10 de los filtros semibanda con máximo aplanamiento de
Daubechies (Strang y Nguyen, 1996)[pág. 1261 (Figura 3.3) y el opera­
dor de Hilbert obtenemos las nuevas ondículas y funciones de escalamien­
to mostradas en las Figura 3.4. Estas funciones y filtros son similares a los
obtenidos por Ekstedt y Lindberg (1997).
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Figura 3.3: Base ondicular biortogonal correspondiente a la factorización 10/6
de los filtros semibanda de Daubechies de máximo aplanamiento (maxflat
Daub echies halfband filters). (a) Función de escalamiento de análisis rp .
(b) Función de escalamiento de síntesis <p. (e) Filtro pasa bajas de análi­
sis ¡; =11, 1, -8, 8, 62, 62, 8, -8, 1, 1]/128. (d) Filtro pasa bajas de síntesis
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Figura 3.4: Nueva base ondicular biortogonal correspondiente al operador de
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Capítulo 4 

Atributos sísmicos 

4.1. Introd ucción 

Los atributos sísmicos se obtienen directamente de los datos sísmicos 
y se usan en interpretación. Los atributos son valiosos pues nos ayudan a 
escudriñar los datos y extraer información sísmica que de otra forma con­
tinuaría oculta. Los atributos han llegado a tener gran popularidad con el 
advenimiento de las prospecciones 3D. La tecnología de atributos ayuda en 
la exploración, caracterización y monitoreo de yacimientos de hidrocarburos. 

Los atributos son una parte de los estudios exploratorios junto con los 
estudios petrofísicos y el modelado sísmico. Toda esta información es nece­
saria para tener certidumbre en que los parámetros calculados del yacimiento 
correspondan con las observaciones. Por esta razón las técnicas de inversión 
son cada vez más importantes. 

Los primeros atributos estudiados fueron la amplitud instantánea, llama­
da también amplitud envolvente, la fase instantánea y la frecuencia instan­
tánea (Taner y Sheriff, 1977; Taner et al., 1979). Estos atributos ayudan a 
delimitar cambios en el comportamiento espectral a lo largo de una sección 
sísmica. La amplitud envolvente representa una medida de la magnitud de la 
reflexión. 

Debido a que el contenido de la información sísmica es increíblemente rica 
en términos de amplitud, frecuencia y geometría, se han propuesto muchos 
atributos en la década pasada. En la revisión de Chen y Sidney (1997) se 
mencionan más de 60 atributos. Para obtener buenos resultados es impor­
tante seleccionar el atributo más adecuado al problema que se investiga. 

63 
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U na clasificación de los atributos se basa en la amplitud, frecuencia y la 
atenuación (Brown, 1996; Brown, 2001). Los atributos de amplitud son de los 
más robustos y útiles, pero los atributos de frecuencia pueden revelar detalles 
adicionales de las capas geológicas. 

En la clasificación mencionada también se considera si los atributos se cal­
culan antes o después de apilar. Los atributos calculados después de apilar 
constituyen la mayoría, en tanto que los atributos calculados antes de api­
lar se relacionan con las variaciones de amplitud respecto al desplazamiento 
(AVO: amplitude versus offset). 

Los atributos híbridos combinan la amplitud y la frecuencia. Se aplican 
a problemas de estratigrafía y propiedades de yacimientos. 

Los atributos de ventana usan valores de muestra, por ejemplo de interva­
los de 2 a 4 ms. Esos valores son sumados o promediados para dar un atributo 
global; también se puede seleccionar un valor de atributo único o bien una 
distribución o tendencia del valor del atributo a lo largo de una ventana de 
cálculo. 

Otros atributos se calculan en las fronteras geológicas o entre ellas: son 
los atributos de eventos (Chen y Sidney, 1997). Otros más emplean varias 
trazas: son los atributos multitraza. Los atributos de volumen pueden generar 
correlaciones entre distintos cubos. 

Algunos atributos se han empleado a pesar de que las relaciones físicas 
entre las propiedades de los yacimientos y los atributos no se han estable­
cido con precisión. Esos atributos se han empleado en procesos sofisticados 
y existen técnicas que utilizan atributos múltiples, llamados meta-atributos, 
los cuales se relacionan más estrechamente con la geología o las propiedades 
petrofísicas. Esto implica la posibilidad de calibrar con registros de pozo. 

Algunos atributos ayudan a realizar el mapeo de fallas (Rooij y Tingdahl, 
2002) o en la clasificación de facies sísmicas (West et al., 2002). Otros atri­
butos se relacionan con la atenuación (Valle-García y Ramírez-Cruz, 2002). 

La tecnología de los atributos se ha consolidado de forma tal que puede 
predecir propiedades petrofísicas, como la porosidad, la litología o los espe­
sores de los yacimientos. 
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4.2. Atributos instantáneos 

Los atributos instantáneos son 
la amplitud, fase y frecuencia 
una señal x(n) está dada como 

y sencillos. Son 
amplitud envolvente A para 

A(n) = (4.1) 

la fase () es 

O(n) = tan-1 

y la frecuencia f 
(4.3) 

frecuencia se calcula como una 
(4.3). Estos atributos en 

1-lx. La transformada lleva nombre en honor al matemático 
David Hilbert (1862-1943). Dada una la transformada de 

x, 1-lx, es una señal que está desplazada 90° en manera tal 
que x + í1-lx es una señal analítica (Taner y 1977; et 1979; 

1992). También se conoce a 1-lx como la cuadratura de x. la 
4.1 se presenta un diagrama a bloques del cálculo 

y en la Figura 4.2 se muestra un ejemplo de una señal, su y la 

x(n) x(n) 

~ Transformada (1-lx) 
• de Hilbert 

a bloques de la construcción de una a 

de Hilbert se calcula numéricamente mediante trans-
haciendo cero la amplitud para frecuencias 
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Figura 4.2: (a) Señal real. (b) Transformada de Hilbert de la señal. (c) Señal 
analítica constuida con las dos anteriores (Taner y Sheriff, 1977). 
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multiplicando por 2 las frecuencias positivas y al final se toma la transfor­
mada de Fourier inversa. 

Otro método consiste en realizar una convolución con el filtro que re­
presenta el impulso correspondiente al operador de Hilbert definido por la 
ecuación (3.5) 

H(w) = -i sgn(w) = { -z, si O < w < rr, 
z, si -rr < w < O. 

(4.4) 

Al considerar la transformada inversa de Fourier de la fórmula (4.4) obtene­
mos la respuesta al impulso de la transformada de Hilbert: 

1 jO' 1 ¡71' . h(n) = - ie1WndJ..,,; - - ie1Wn dJ..,,;, 
2rr -71' 2rr ° 

o bien 
h(n) = { (rrn/2)-lsen(rrn/2), si n =1- O, 

O, en otro caso, 

(Oppenheim y Schafer, 1989). Para obtener un filtro de respuesta finita se 
considera una ventana de Hamming 

w(n) = { 0.54 + 0.46cos2rrn/Ñf, si O ~ n ~ Al, 
O, en otro caso. 

La Figura 4.3 muestra el filtro para Al = 16; tiene longitud !v! + 1 = 17. 
En este trabajo se procede a calcular la transformada de Hilbert mediante 

la técnica que hemos desarrollado para diagonalizar el operador de Hilbert 
usando la transformada ondicular (Figura 3.1). U na vez hecho esto se calculan 
los atributos sísmicos instantáneos. 

También se puede calcular la frecuencia con el mismo método debido a que 
el operador de derivación también es homogéneo (Ridsdill-Smith y Dentith, 
1999). 

4.3. Aplicación del algoritmo 

El proceso para calcular los atributos sísmicos con el método de diagonali­
zación de operadores se efectúa traza por traza (Figura 3.1). Para calcular la 
transformada de Hilbert se aplica a cada traza el algoritmo piramidal usando 
los nuevos filtros pasa bajas y pasa altas. Después se realiza la multiplicación 
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Figura 4.3: Filtro discreto de Hilbert utilizando una ventana de Hamming. 

de una potencia del escalar /'i, a los coeficientes ondiculares (3.20); los coefi­
cientes correspondientes a la función de escalamiento se les convoluciona con 
el filtro m(w) (3.22) y luego se les multiplica por una potencia de /'i, (3.21). 
Al final se encuentra la transformada de Hilbert de la señal al aplicar los 
filtros originales pasa bajas y pasa altas de reconstrucción. 

U na vez que se tiene la cuadratura o transformada de HU bert de la señal 
se tiene la señal analítica. Para obtener los atributos sísmicos instantáneos 
se procede de la manera convencional. 

Se desarrolló un programa basado en el algoritmo de diagonalización de 
la transformada de Hilbert. Este programa se construyó utilizando parte del 
código del sistema SU para poder tener acceso a la información en el formato 
SEGY. Se utilizó también parte de la biblioteca WVLT para tener acceso a 
las rutinas de análisis y síntesis ondicular. Se incluyeron en el programa los 
filtros biortogonales de la Figuras 3.3 y 3.4. 

La biblioteca WVLT (Imager vVavelet Library) (Lewis, 1995) es un soft­
ware libre creado por R. Lewis y está disponible en la dirección electróni­
ca http:j jwww.cs.unc.cajnestjimagerjcontributionsjbobljtop.html. Esta bi­
blioteca implementa la transformada ondicular discreta en lenguaje C. La 
ventaja que tiene es que está hecha realmente como biblioteca y fue factible 
ligarla a programas basados en SU, Seismic Unix (Cohen y Stockwell, 2003). 

Por otra parte, el código fuente del sistema SU está disponible en la 
internet. En su manual explica como generar otros programas similares a SU. 
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El diagonalización se construyó de manera 
fuente SUATTRIBUTES. 

del 

es de mencionar el código de 
en http:j jwavelet.freeservers.com. Este ',V',.ll!".V 

su tesis (Ridsdill-Smith, 2000) y es 
corno se puede implementar el 

Aplicación a un modelo 

En una primer fase el método se aplicó a un ... v,",,,, •. ,-, 

el modelo del anticlinal mencionado en Henry 
drl modelo se tiene arcilla una se 

la arena hay tiene arena con distintos fluidos: y 
arcilla. En esta referencia no se mencionan dimensiones del modelo 
que para este estudio el modelo se de la ...... u,--"."'''''''''.'''' y se 
asignaron dimensiones 
en donde también se definen las 
en la referencia. 

Una vez digitizado el modelo se 
entrada al programa de 
2003). De esta forma se obtuvo un 
sección se muestra en 
también corno imagen en 
se presenta una 
dehido al contraste de 
nítidas, si bien de menor 
arcilla y 
con 

en Figura 4.5 
medios definidas 

manera adecuada para la 
(SU) (Cohen y Stockwell, 

sintético de offset zero. La 
(formato wiggle) y 

sísmica es la esperada: 
la arcilla y la arena con gas 

también reflexiones 
con las interfaces entre la 

del anticlinaL El paquete de arena 
intensidad intermedia a las asociadas 

con y arcilla-arena con agua. Parece ser 
continuación, del anticlinal, de la reflexión 
asociada a arena con agua. Sin embargo, 
presenta una polaridad polaridades al pasar de un 
medio contraste a otro de menor y viceversa son opuestas: 
ejemplo, en la de arena con y en su base. 

Los con los dos métodos. 
utilizó calcular la amplitud, la fase y la 

y 4.9a, repectivamente). En esta se 
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Figura 4.5: Modelo anticlinal de yacimiento en arenas (Henry, 1997); veloci­
dades: arcilla 2440 mis, arena con gas 1375 mis, arena con aceite 2090 mis, 
arena con agua 2370 mis. 
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usó el programa SUATTRIBUTES de SU. El segundo método es el método 
de diagonalización ondicular de la transformada de Hilbert; los resultados se 
muestran en las Figuras 4.7b, 4.8b Y 4.9b. Para ello se empleó el programa 
desarrollado para esta tesis. Los atributos obtenidos con uno y otro método 
han sido graficados con los mismos parámetros para facilitar su comparación. 

Al comparar las amplitudes (Figures 4.7a y 4.7b), las fases (Figures 4.8a 
y 4.8b) Y las frecuencias instantáneas (Figures 4.9a y 4.9b), se observa que 
los resultados obtenidos con el método ondicular son prácticamente los mis­
mos que los obtenidos con el método tradicional. Sin embargo se observan 
diferencias muy interesantes. Los cambios de polaridad se definen mejor en la 
envolvente de amplitud obtenida con base en la transformada ondicular. Esto 
es más patente en las reflexiones horizontales asociadas con las interfaces del 
estrato con arena yagua. 

En el caso de la fase instantánea, por afuera de las reflexiones principales, 
se tiene ruido. Sin embargo, la estructura de este ruido es diferente. En la 
fase intantánea obtenida con el método tradicional, el ruido parece tener 
menor intensidad y estar caracterizado por una mayor longitud de onda. 
Con la diagonalización ondicular, el ruido parece ser de menor magnitud 
y estar caracterizado por altas frecuencia",. Los dos métodos son altamente 
sensibles a la estructura de la", reflexiones, en particular a las polaridades 
de las reflexiones. La diferencia en este aspecto es mínimo y a favor de los 
resultados obtenidos con la transformada ondicular. 

Para el caso de la frecuencia instantánea, el método de diagonalización 
ondicular es más sensible a la estructura de las reflexiones. Las polaridades de 
éstas no son resueltas con el método tradicional, y si lo son con el método de 
diagonalización ondicular. Cabe hacer notar que en la reflexión de la interface 
de arcilla-arena con gas, esta resolución se degrada en los extremos de la 
reflexión de la cima. La relación entre el ruido de uno y otro método es 
similar al caso de la fase instantánea. 
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"''''v'~'VU sísmica sintética como ondas. (b) La "''"'~.~.vu 
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x (km) 
1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 

x (km) 
1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 

4.7: Envolvente de amplitud U .. ,.AU'-'U. sintética (a) con 
método tradicional, (b) con diagonalización ondicular. 
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Figura 4.8: Fase instantánea de la sección sísmica sintética (a) con método 
tradicional, (b) con diagonalización ondicular. 
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x (km) 
1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 

x (km) 
1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 

Figura 4.9: Frecuencia instantánea de la sección sísmica sintética (a) con 
método tradicional, (b) con diagonalización ondicular. 
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.5. Aplicación datos reales 

una segunda los a una sección 
seción se muestra en Figura 4.10. fue procesada para 

amplitud y onda. El procesamiento incluyó edición, co-
de geometría, deconvolución consistente con superficie, análisis de 

velocidades, corrección (NMO, normal move out) yen profundidad 
(DMO, depth move out), apilamiento y filtrado. intervalos de interés 

entre 0.7 y 0.9 s. otros estudios se producción de aceite 
MJV>,.,U',uu con un bajo de gas. 

(a) 

1.0 

-1.0 
x10 4 

Figura ,-,>"''L,'VAU'" sísmica real. 

el sismograma real es Pode-
en la Figura 4.11. U na zona es superficial, 

como Zl, alrededor 0.1 s, que es más derecha 
A continuación tenemos una zona, Z2, con amplitudes suaves, 

tiene dos reflexiones más o menos coherentes: la primera antes los 0.3 s, 
UUJ'''''U.o, como A en la figura; la reflexión, B, se alrededor 
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de los s y está formado por un conjunto subparalelo y no tan continuo. 
tercera zona, Z3, comprende desde 0.6 s hasta 1.0 s. zona se ob-

servan 10 continuas que en dos dominios ,anteriores. 
reflexiones están marcadas con un número y una flecha en la parte derecha 
de la sección. la parte izquierda, alrededor de la traza 18 y 0.85 s y 
hasta la traza 1080 y 1.0 s, se observa un de que corresponden 
a una falla, señalada como C. otros estudios se sabe que hay hidrocar-

alrededor de la traza 1020. falla inclinada actua como una trampa 
estructural e la porosidad 

1.0 

0.5 

O 

-0.5 

CDP 1020 1040 1060 1080 1100 1120 

11: Sección sísmica 

La amplitud calculada con método tradicional y el ondicular se presenta 
en 12a y 4.12b, la fase se muestra en las Figuras 4.13a y 13b, 
Y la frecuencia instantánea en 14a y 4.14b. 

Por la riqueza de amplitudes y frecuencias que caracterizan a esta sección 
a no son tan obvias diferencias entre atributos obtenidos 
con uno y otro método. Sin embargo un análisis más detallado nos confirma 
las bondades de atributos obtenidos con el método de diagonalización 
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ondicular. Por ejemplo, la continuidad de la reflexión A parece más nítida 
en la envolvente de amplitud obtenida de la diagonalización ondicular. Su 
traza es aproximadamente realzada de igual manera en la fase por los dos 
métodos. Sin embargo, en la frecuencia instantánea tradicional ésta se pierde 
en el ruido y es difícil de seguirla a lo largo de la sección; pero es más fácil 
de observar con el método de diagonalización ondicular. 

El análisis de cada una de las reflexiones en los diferentes atributos nos 
indica que el método de diagonalización ondicular tiene más resolución. Por 
ejemplo, la reflexión 5 puede trazarse en la envolvente de amplitud tradicional 
muy bien desde la derecha hasta la traza 1060, y todavía ser continuada hasta 
la traza 1040. Con la diagonalización ondicular la información aparece más 
coherente entre las trazas 1060 y 1090 permitiéndo su trazado sin dudas. La 
reflexión 4 es igualmente más clara en este último atributo. 

Las diferencias entre las fases obtenidas con estos dos métodos son mí­
nimas pero también debemos recordar que a partir de la fase se calcula la 
frecuencia instantánea. 

Para la frecuencia instantánea el método de diagonalización ondicular es 
más sensible que el método tradicional. Veáse por ejemplo la reflexión 9. De 
estas dos aplicaciones se empieza a desprender una conclusión: el uso de la 
transformada ondicular es más sensible a la estructura de las reflexiones. 

ESTA TESIS NO SAU 
OE I.ABmIJOTECA 
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CDP 1020 

(a) 

2.0 

1.5 

1.0 ~O. 
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O 
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1.5 

CDP 1020 

1.0 ~ 

0.5 

O 
x10 4 
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1040 1060 1080 1100 1120 

1040 1060 1080 1100 1120 

Figura 4.12: Envolvente de amplitud de la sección sísmica real (a) con método 
tradicional, (b) con diagonalización ondicular. 
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CDP 1020 

(a) 

2 

o :e 

-2 

9(rad) 

CDP 1020 1040 1060 1080 1100 1120 

(b) 

2 

o :eO -
-2 

9(rad) 

Figura 4.13: Fase instantánea de la sección sísmica real (a) con método tradi­
cional, (b) con diagonalización ondicular. 
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1040 1060 1080 1100 1120 

1040 1060 1080 1100 1120 

Figura 4.14: Frecuencia instantánea de la sección sísmica real (a) con método 
tradicional, (b) con diagonalización ondicular. 
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4.6. Atributos y multirresolución 

El análisis multirresolutivo permite representar o descomponer los datos 
a diferentes escalas que corresponden a determinadas frecuencias. Esta ca­
racterística constituye la esencia del análisis multirresolutivo. 

Ciertas características de los datos sísmicos pueden resultar ser domi­
nantes en determinados rangos de frecuencias, de tal manera que el análisis 
multirresolutivo puede contribuir a realzar estas características de interés 
para el intérprete. Adicionalmente, otra manera de enfatizar las caracterís­
ticas así realzadas es el uso adicional de los atributos sísmicos. Esta doble 
combinación de análisis multirresolutivo y de atributos sísmicos tiene un po­
tencial de aplicación muy interesante en el análisis de datos sísmicos. 

Se presentan dos maneras de aplicar el análisis multirresolutivo. La pri­
mera consiste en realizar el análisis multirresolutivo de la información sísmica 
y después calcular los atributos de cada una de las proyecciones (Ronquillo­
Jarillo y Lozada-Zumaeta, 1997; Lozada-Zumaeta, 2002). La segunda calcula 
los atributos y luego realiza el análisis multirresolutivo a cada uno de dichos 
atributos. 

A continuación se presenta un ejemplo de la aplicación conjunta de análi­
sis multirresolutivo y atributos sísmicos a datos reales. En la Figura 4.15 se 
presenta la ventana de datos sísmicos utilizada. La Figura 4.15a presenta los 
datos como trazas (wiggle-trace plot) y la Figura 4.15b como imagen. La 
sección sísmica fue procesada para preservar amplitud y forma de onda. 

En la sección sísmica se observan varios grupos de reflexiones. El primero 
se inclina a la izquierda; la reflexión más baja de este grupo va de cerca 
de 0.6 s en la traza 1 a 0.2 s en la traza 300. Las trazas no se siguen con 
facilidad hacia la derecha. Las reflexiones de este grupo son claras, continuas 
y de frecuencia alta. El intervalo de interés se localiza alrededor de 0.6 s y 
0.8 s y entre las trazas 240 y 300. Se espera producción de aceite asociado 
con un porcentaje de gas. 

Las reflexiones del segundo grupo son claras y de mayor amplitud. Se 
presentan entre las trazas 200 y 400 y entre 0.6 s y 1.0 s. Su continuación 
hacia la izquierda es sugerida por la presencia de varias reflexiones. Se obser­
van algunas reflexiones de amplitud pequeña sin coherencia entre estos dos 
grupos. 

La Figura 4.16 presenta los atributos sísmicos convencionales calculados 
con base en la transformada de Fourier. La amplitud envolvente, la fase ins­
tantánea y la frecuencia de la ventana de datos sísmicos se representan en las 
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4.15: ",,,,-""v'u sísmica real. (a) Gráfica (b) imagen. 
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16 b, c y d, análisis de los atributos nos 
los siguientes La envolvente amplitud resalta la DrE~se:nCla 

dos grupos de reflexiones mostrando que el 
tiene mayor y de onda. La 

se muestra 
particular la continuidad 

en la fase instantánea; de 
segundo grupo de 

confirmarse. Este segundo reflexiones está caracterizado por 
una sombra: tiene bajos 

primer manera de aplicar el análisis multirresolutivo y 
los atributos consiste en realizar en una primera fase el análisis multirresolu-

cálculo de los atributos se realizar entonces de manera selectiva 
determinadas proyecciones. 4.17 presenta el análisis multi-

rresolutivo de la ventana original de sísmicos (es decir, la Figura 
obtuvo empleando la base de orden La sección original se 

como una proyección multirresolución nos 
el rango de frecuencias proyección. Vemos que 

''-'''',<'"'1.''"0 del primer grupo se altas y me-
h,,"O""" en las espacios W lO , Wg y Wg . De 

v"",',A'-""",, en los espacios a como va desapareciendo el 
grupo de reflexiones. Al mismo van apareciendo en los espacios 

WlOa reflexiones del segundo frecuencias media.<; y 
como se observa por su en los espacios VIO, Vg ! V8 Y V7 • 

proyecciones sobre V7 y W7 sugiere la continuidad hacia la izquierda de 
esas reflexiones, aunque esa continuidad no mismas amplitudes 

frecuencias. Tanto en la sección como en las proyecciones 
V's, parece que las este segundo grupo están 

de sus eventuales posible desplazamiento 
indicar una falla. De esta forma se un anticlinal afectado por 

una falla inversa. Esta misma interpretación ser por la fase 
la sección sísmica 

4.18 tenemos los atributos 
promedio VIO' Similarmente, se nr~.""''lf' 

ro:y'eC<:lOlrleS en espacios Vg, Vg y V7 en 
Los atributos correspondientes a 
WlO ! Wg , Wa y W7 se muestran en 

respectivamente. Los atributos nos ayudan en 
en de cada una de las diferentes proyecciones. 
vamos en los espacios VIO y Vg en la fase LUO'''U,U 

la proyección en 
atributos de las 

4.20 y 4.21, respec­
en los espacios 

4.22, 4.23, 4.24 
parte al análisis 

particular obser­
las reflexiones de 
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hacia la izquierda una 
son de mayor longitud on-

sus continuaciones a la izquierda tienen más 
diferencia de origen da la impresión una 

Ahora bien, en los espacios V8 y V7 esta diferencia ya no es 
tan patente y tenemos que hay continuidad en las reflexiones, 
aunque la es diferente. Las eventuales continuaciones 
no son tan 
atributos tenemos: 
tantánea), no hay la 

contienen altas frecuencias. De acuerdo a 
continuidad a bajas frecuencias (fase ins­

intensidad de reflexión (envolvente de amplitud), 
y la en la frecuencia 
a la derecha). Podemos 
estos reflectores es un 
cuya parte izquierda actuaría como 
de hidrocarburos está indicada 

es diferente (siendo de baja frecuencia 
estructura que nos están marcados 

afectado por una falla inversa, 
de hidrocarburos. La presencia 

bra). 
Pasemos ahora a la u~/">~ .. ,~~ 

principio se calculan 
a los atributos. En la 
la envolvente de la amplitud 
originales (Figura 4.15 o bien 
grupo de reflectores se 
y 4.26d). Ya habíamos ",<..:,~r'''Hl 

reflectores en la parte 
Dicha continuación 

la amplitud en la 
la Figura 4.27 tenemos el 

tánea. La información sísmica entre las 
es transparente a la amplitud (Figura 4.26). 

instantánea nos permite ver la coherencia en esta 
ra 4.27) y podemos correlacionar la información a lo largo 

instantáneas (som-

particular la fase instantánea apoya la continuación hacia la 
los reflectores más profundos. La fase instantánea nos muestra 
que si bien se puede establecer la continuidad de los reflectores profundos, 
también se hace evidente la diferencia de fábrica. ¿A qué se esta 
rencía de fábrica? Si tuvieramos una falla, la fábrica de reflexiones 
semejante a lados de ésta. ¿Tenemos además un 
to o un cambio de fase? ¿Es únicamente la presencia de hidrocarburos la 
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explicación a esta diferencia de fábrica? 
La Figura 4.28 muestra el correspondiente análisis de la frecuencia ins­

tantánea. Los reflectores del segundo grupo y sus continuaciones hacia la 
izquierda presentan una diferencia grande en la frecuencia instantánea. La 
frecuencia instantánea en la parte izquierda del segundo grupo es transparen­
te en la proyecciones sobre W lO , Wg , W8 y W7 , es decir, a altas frecuencias. 

Las comparaciones correspondientes muestran que los atributos obtenidos 
después del análisis multirresolutivo tienen menor contenido de altas frecuen­
cias. Este último comportamiento también es aparente en las proyecciones 
de las fases y frecuencias instantáneas a los espacios VlO y Vg (Figuras 4.27 
y 4.28). Esto no es muy evidente para la amplitud. En el caso de la frecuen­
cia hay un mayor contenido de alta frecuencia en las proyecciones a los dos 
primeros espacios VlO y Vg (Figura 4.28). Sin embargo en los espacios V8 y 
V7 ya es menor el contenido de altas frecuencias (Figura 4.28). 

Se obtienen mejores definiciones y correlaciones en la frecuencia instan­
tánea obtenida antes del análisis multirresolutivo. La obtención de atributos 
después del análisis multirresolutivo permite realizar algún tipo de filtrado 
(por ejemplo "denoising") lo cual implica el uso de más herramientas para 
el estudio de algunas reflexiones en particular. Veamos que la obtención de 
atributos antes o después del análisis multirresolutivo son procesos que no 
son equivalentes, es decir, no son conmutativos. Esto es debido a que en si 
mismo el análisis multirresolutivo va filtrando selectivamente el contenido de 
frecuencias. De esta manera el contenido de frecuencias disponible para la 
obtención de atributos está más limitado después de un análisis multirreso­
lutivo. Esto puede ser una ventaja cuando se trabaja con secciones sísmicas 
muy ruidosa.,. Esto explica que los atributos obtenidos después de la multi­
rresolución tengan un menor contenido de altas frecuencias con relación a los 
atributos obtenidos antes del análisis multirresolutivo. Sin embargo para el 
análsis de una sección sísmica con bajo contenido de altas frecuencias y ruido 
sería una buena alternativa realizar el análisis multirresolutivo después. 

En el presente caso la información en el espacio V7 , tanto para la am­
plitud envolvente como para la frecuencia instantánea no es de muy buena 
calidad en los atributos obtenidos después del análisis multirresolutivo. En 
conjunto, para este ejemplo, los atributos obtenidos antes del análisis mul­
tirresolutivo proporcionan más información. En todo caso, las informaciones 
son complementarias. 
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4.18: Atributos sísmicos convencionales la proyección sobre el 
VlO de la sección sísmica. (a) La prclye<:ClCm la sección sísmica. 

de amplitud. (c) Fase instantánea. 

19: Atributos convencionales para la proyección sobre el 
espacio Vg la sísmica. (a) La proyección de la sección 
(b) amplitud. (c) instantánea. (d) Frecuencia 
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Figura 4.20: Atributos sísmicos convencionales para la proyección sobre el 
espacio V8 de la sección sísmica. (a) La proyección de la sección sísmica. 
(b) Envolvente de amplitud. (c) Fase instantánea. (d) Frecuencia instantánea. 
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Figura 4.21: Atributos sísmicos convencionales para la proyección sobre el 
espacio V7 de la sección sísmica. (a) La proyección de la sección sísmica. 
(b) Envolvente de amplitud. (c) Fase instantánea. (d) Frecuencia instantánea. 
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Figura 4.26: multirresolutivo de la envolvente de de la 
sección sísmica con de Daubechies de orden 6. (a) envolvente de 
amplitud; sus "''''''''C:X;''VU'vo (b) Vío, (c) W lO , (d) lIg, (e) Wg , (f) Va, 
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Capítulo 5

Conclusiones

Se ha aplicado la transformada ondicular discre ta para diagonalizar el
operador de Hilbert. El método parte de una base ondicular bior togon al
defi nida por un conjunto de cuatro filtros: de análisis y síntesis , pasa baj as
y pasa al tas. Después construye otra base ondicular biortogonal. Con esta
técnica se obtiene una representación del operador de Hilbert.

A par tir de este método se han calculado los atributos sísmicos inst an tá­
neos: amplit ud , fase y frecuencia instantáneos. El método se apl icó a datos
reales y sintéticos presentando buen comportamiento. El análisis de los re­
sult ados permite observar que los atributos así obtenidos son más sensibles
a la est ruct ura de las reflexiones, permitiendo una mayor resolución de los
eventos sísmicos .

El método ondicular proporciona una alternativa a las técnicas conven­
cionales basadas en el análisis de Fourier.

Un método convencional emplea la transformada rápida de Fourier. Una
característica de este método es que trae consigo el fenómeno de Gibbs. Esto
se deb e a que la transformada de Hilbert corresponde a una función que es un
escalón en frecuencia. La discontinuidad del escalón origina que se presenten
frecuencias altas por la naturaleza del análisis de Fourier: el análisis considera
todo el dominio temporal.

Por otro lado , el análisis ondicular realiza un análisis local en el t iempo.
En la práctica , el fenómeno de Gibbs se sigue presentando, pero se atenua de
manera considerable. La mayor resolución obtenida en los atributos basados
en la transformada ondicular se debe asociar a este hecho.

Ahora bien, el número de operaciones que usa el algori tmo de la t ransfor­
mada rápida de Fourier es de orden O(n In n). El algoritmo piramidal calcula
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la transformada ondicular discreta en O(n) operaciones. Esto muestra que el
m étodo ondicular tiene ventajas en tiempo de cálculo.

Por otra parte, si hablamos de la representación del operador de Hilbert
mediante un filtro de respuesta finita , tenemos que emplear filtros de longitud
considerable. Para calcular la transformada de Hilbert se convoluciona ese
filt.ro con la señal de entrada. Una ventaja sustantiva del método ondicular
estudiado es el tamaño de los filtros biortogonales que se utilizan, pues en
este trabajo son considerablemente más cortos. Esto representa también un
ahorro en el tiempo de cálculo.

La transformada ondicular continua se ha utilizado en otros estudios para
el cálculo de atributos. Sin embargo, como la transformada ondicular continua
requiere aproximaciones numéricas de integrales, el costo computacional es
mucho mayor. Un método publicado de este tipo tiene que estimar primero un
parámetro de atenuación, mientras que el método de esta tesis no lo requiere.

La manera en que está estructurado el método permite considerar filtros
que generen ondículas simétricas. Esto se ajusta a la preferencia de la co­
munidad geofísica por las ondículas simétricas pues éstas son útiles porque
preservan la fase.

El método de diagonalización de operadores también se puede aplicar al
operador de derivación. Esto significa que también la frecuencia se puede
calcular con la misma metodología.

La introducción de este método de cálculo de la transformada de Hilbert
y de los atributos sísmicos instantáneos expande el panorama de la transfor­
mada ondicular. Constituye una nueva línea de investigación en la industra
sísmica muy interesante. Por ejemplo, se puede asociar al análisis multirreso­
lutivo. También se puede incluir técnicas de filtrado propias del análisis on­
dicular (por ejemplo el "denoising" ). Estas cualidades hacen que este método
de cálculo de atributos sea muy prometedor.

Finalmente debe decirse que este es un desarrollo de primera línea en la
investigación de técnicas de procesamiento de datos sísmicos. Cabe mencionar
que existen grupos de investigación que aplican la transformada ondicular
para la obtención de atributos sísmicos, pero siguiendo otros enfoques al
presentado aquí.



Apéndice A

Análisis funcional

General

Se usan los símbolos N, Z, IR y e para denotar a los conjuntos de números
na turales, enteros, reales y complejos, respectivamente. Consideraremos es­
pacios vectoriales que tienen a e como campo escalar. Se denota por z el
conjugado del número complejo z y por Izl el módulo de z. Un espacio
métrico es un espacio vectorial que tiene asociada una función de distancia
ent re parejas de puntos: d(x , y) denota la distancia entre x y y. Una vecindad
de x de radio e está formado por los elementos y que cumplen d(x ,y) < e.
Un punto pertenece a la cerradura de un conjunto si cada vecindad del punto
cont iene al menos un punto del conjunto. La cerradura de S se denota por
S. Un conjunto es compacto si es cerrado y acotado. Un espacio vectorial
provisto de una norma es un espacio normado y el símbolo 11· 11 representa la
norma. Una sucesión {xn} es de Cauchy si para cualquier é existe N tal que
IIx n - xml l < e para n > N, m > N. Un espacio de Banach es un espacio
normado completo, esto es, todas las sucesiones de Cauchy convergen. Un
espacio de Hilbert es un espacio de Banach cuya norma es la inducida por
el producto interno. Dos subespacios A y B de un espacio S forman una
descomposición en sumadirecta de ese espacio si cada elemento de S puede
ser escrito de forma única como la suma de un elemento de A y uno de B; en
este caso se escribe S = A ffi B. Este concepto se generaliza para una familia
de subespacios A j de un espacio S y se escribe como S = EBj Aj .

Sea A. e IR un conjunto acotado desde arriba y X el conjunto de todas
las cot~ superiores de A. La cota superior de A es el mínimo de X. Este
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mínimo de X se le llama el supremo de A y se denota por sup A.
Supongamos que X es un espacio métrico con métrica d, y que 5 y D son

dos conjuntos de X tales que D e 5. Se dice que D es denso en 5 si para
cada elemento x E D Y para cada e > Oexiste un elemento Xo E 5 tal que
d(.r, ;J.:o) < é. En ese caso la cerradura de D coincide con 5, es decir, D = 5.

En un espacio V con producto interno se puede definir el ángulo () entre
dos vectores usando su producto interno (x, y) mediante la relación (x,y) =

Il xllllyllcos(). En particular dos vectores son ortogonales si su producto in­
terno se anula. Dado V un espacio con producto interno y 5 un subconjunto
cualquiera de V, entonces el complemento ortogonal de 5 , denotado por 5.1..,
se forma con todos los elementos que son ortogonales a cada elemento de 5.
Se observa que 5.1.. se define para cualquier conjunto y es un subespacio lineal
de v.

Funciones

Dados dos conjuntos X y Y se define una función f con dominio X
mediante la asociación de cada elemento x E X con un único elemento y de Y,
f(x) = y; el contradominio es el conjunto formado por los elementos y para los
que existe un x E X tal que y = f(x). Si para cada elemento y de Y existe sólo
un elemento x E X, entonces se define la función inversa t:' con dominio Y.
Consideraremos principalmente funciones con dominio en JR y contradominio
en C. Para estas funciones se considera la medida de Lebesgue (Royden,
1988; Rudin, 1987; Reddy y Rasmussen, 1990; Kolmogorov y Fomín, 1978);
esta medida es la generalización del concepto de longitud, área y volumen.

Una función real valuada es medible si tiene dominio medible y cuando los
conjuntos {x If(x) < A} son medibles para todo A E R Una propiedad se
cumple en casi todas partes si el conjunto de puntos en donde no se cumple
es de medida cero. Un ejemplo de medida cero es un conjunto numerable.

Una función pertenece al espacio de Lebesgue V(JR), para 1 ~ p < 00, si

(
¡eXJ ) l/p

Ilfllp = J-oo If(x)IP dx < oo.

Los espacios de Lebesgue son espacios de Banach. Sus elementos son clases
de funciones que coinciden en casi todas partes.

El espacio L2(JR ) es un espacio de Hilbert en donde el producto interno
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de dos funciones f y 9 está definido como

(j, g) = 1: f(x)g(x) dx.

Dos funciones son ortogonales si su producto interno es cero. También se
consideran espacios de Lebesgue con funciones definidas en algún subconjunto
de los números reales: en ese caso se subsituye IR por ese subconjunto. Cuando
sea claro que se refiere a la recta real se abreviará escribiendo L2

•

Una sucesión es una función definida en los enteros y denotada por {td.
Una sucesión {tk} , donde tk E e, pertenece al espacio de Hilbert de las
sucesiones sumables, [2(Z) o [2, si

(A.1)

El soporte de una función es la cerradura del conjunto de puntos en donde
la función no es cero

sop f = {x I f(x) =1 O} ,

en donde la barra indica la cerradura del conjunto.

Bases

Una base del espacio V es una sucesión de vectores {Vk} o funciones
{Vk(t)} con la propiedad de representación única: cada vector v o cada fun­
ción v(t ) del espacio se puede representar en una y sólo una forma como
v = I: CkVk o v(t) = I:CkVk(t). Una base tiene dos propiedades: independen­
cia lineal y completez. Al agregar más vectores se destruye la independencia,
al quitar vectores se elimina la completez. Cuando los vectores son ortonor­
males la independencia es automática.

En el caso de dimensión infinita pueden existir bases que no son estables.
Por ejemplo, las funciones 1, t, t2, t3, ... constituyen una base del espacio
L2 [O, 1], las funciones de cuadrado integrable sobre el intervalo [O, 1], sin
embargo los productos internos (tk, tI) = 1/ (k + [+ 1) se acercan a cero tanto
como se quiera, lo que ocasiona problemas en la práctica con la ortogonalidad
entre las funciones. En este tipo de casos la base es inestable y los coeficientes
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Ck se salen de control. Para evitar esa dificultad y tener un caso sano se pide
que los coeficientes satisfagan la relación

AllvW <L ICkl2 ~ Bllvll2,
k

para constantes positivas A y B, para evitar el problema anterior o que
los coeficientes sean enormes. Resumiendo, un conjunto numerable {fk} de
un espacio de Hilbert es una base de Riesz si cada elemento f del espacio
puede ser escrito de manera única corno f = ¿k ckfk Y si existen constantes
positivas A y B tales que

AllvW <L ICkl
2
~ BllvW·

k

(A.2)

Una base de Riesz se le conoce también corno una base estable, base incondi­
cional o base uniformemente independiente (Strang y Nguyen, 1996). Una
base de Riesz es ortogonal si los elementos fk son mutuamente ortogonales.
En este caso A = B = 1.

Operadores

Un operador es una función cuyo dominio y contradominio son espacios
vectoriales. Consideraremos sólamente operadores que sean lineales y conti­
nIIOS de un espacio de Hilbert S en sí mismo. La norma de un operador T se
define corno el supremo de las evaluaciones del operador en la esfera unitaria:

IITII = sup liTfll·
11111=1

El operador T* es el adjunto del operador T si

(Tf,g) = (j,T*g),

para todo f, g E S. El núcleo de un operador está dado por

ker T = {x E S ITx = O},

y su rango por
ranT={TxlxES}.

(A.3)
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l n operador Fes invertible si su núcleo es igual a {O} y si existe un operador
acotado e tal que eF = Fe = 1. El número de condición de un operador T
está definido como K = IITII·IIT-111. Un operador es autoadjunto si T* = T
Y es unitario si T* = T- 1•

Un operador T es una proyección cuando T 2 = T, donde T 2 = TT.
El rango y el núcleo de una proyección forman una descomposión en suma
directa del espacio. Una proyección es ortogonal si su rango es ortogonal a
su núcleo. Una proyección es ortogonal si y sólo si es autoadjunta.

El teorema de la proyección dice lo siguiente (Reddy y Rasmussen, 1990):
sea S cualquier subespacio lineal cerrado de un espacio H de Hilbert, entonces
son válidos los siguientes enunciados:

(i) ' H = S + S~\

(ii) cada u E H puede expresarse unívocamente como u = v + w, donde
v E S v w E S.l. ,

(iii) existe una y sólo una proyección ortogonal P con ran P = S .

Podemos decir que P es la proyección sobre S paralela a S.l, puesto que para
cada v E S y cada w E S.l se tiene que P(v) = v y P(w) = O.
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