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Capitulo 1

INTRODUCCION

Los mercados de derivados son una herramienta importante para la plancaciéon y
adecuada administracién de riesgos. Sus origenes datan del siglo XVII en lo que se
denomina Mercados Complementarios disefiados para cubrir riesgos. Desde entonces
el significado de riesgo juega un rol muy imp rtante en el mundo de los negocios. La
importancia de estudiar de manera adecuada el riesgo no significa adivinar el futuro,
sino simplemente cubrirse ante riesgos que sabemos que de ocurrir, causarian una

grave afectacién en la empresa.

En la actualidad los derivados son negociados en mercados organizados (Bolsas)
y en mercados extrabursatiles, llamados over-the-counter, existiendo distintos tipos
de instrumentos financieros, entre los que destacan las opciones, los forwards, los fu-
turos, los swaps y los warrants. En México los origenes de este tipo de instrumentos
financieros se encuentran en los Petrobonos (1977-1988), después en las Obligaciones
convertibles en acciones (emitidos por los Bancos), seguido de los Titulos Opcionales
o Warrants (1993) y finalizando con la creacién del Mercado Mexicano de Deriva-
dos ” MexDer” (diciembre de 1998). A partir de este afio se empieza el trabajo con
los derivados de manera organizada en bolsa de valores con el objetivo de ofrecer
mecanismos de cobertura sobre las principales variables econémicas que afectan a la
empresa mexicana. Aunque el mercado de derivados estd en pleno proceso de madurez
en el pafs y el mundo, la utilizacién de las opciones como mecanismo de cobertura de

riesgos financieros resulta cada vez méas imprescindible.

Cuando se habla de opciones y su valuacién es dificil no mencionar, en algin
momento, el modelo propuesto por Fisher Black y Myron Scholes. Este modelo, a
pesar de sus limitaciones, es simultdneamente uno de los mas usados en la practica

financiera y uno de los pilares en la construccién de la teoria moderna de las finanzas.

Durante los anos noventa se ha visto la unién simbiética de las matematicas, las fi-
nanzas, el desarrollo computacional y la economia global. En los mercados financieros

se realizan operaciones por 2 billones de délares diarios y son frecuentes los complejos



derivados financieros tales como las propias opciones.

Desde la aparicién en 1973 de la férmula Black & Scholes, la comunidad financiera.
ha adoptado un abundante conjunto de herramientas y modelos matematicos en per-
manente desarrollo, gran parte de ellos se basan bajo supuestos rigurosos que han sido
debatidos en los ultimos afios, sin embargo solo ha sido en contadas ocasiones cuando
se ha intentado trabajar en ellos con el propésito de encontrar modelos mds adap-
tables a la realidad. Aunque existen muchos supuestos que se han estudiado una y
otra vez en la viltima década, tal vez el mayor de ellos bajo revisidn es la condicién

de una varianza constante.

Después del desarrollo del modelo ARCH por Robert Engle en 1982, 1a modelacién
econométrica centré su atencién en el problema de la heteroscedasticidad, y a partir
de ello en la época actual se ha intentado trabajar con la volatilidad en modelos de
valuacion de opciones y demas modelos de derivados financieros, comandados siempre

por el modelo de Black & Scholes como pilar de todos ellos.

En fechas recientes la simulacién estocastica se ha vuelto parte esencial en los de-
sarrollos de los modelos financieros. La palabra simulacidn se refiere al tratamiento de
un problema real a través de la reproduccién controlada en un ambiente experimental.
Dicho ambiente es frecuentemente proporcionado por equipos computacionales, Las
técnicas de simulacidn estocdstica, como lo son las Monte Carlo, tienen caracteristicas
que explican sus éxitos recientes en la inferencia estadistica y su implementacién en
modelos financieros.

Por otro lado la inferencia bayesiana en los modelos ARCH ha sido implementada
cada vez con mayor continuidad usando algoritmos de simulacién estocéstica, comen-
zando con el Gibbs Sampler y més recientemente con el algoritmo del Metropolis-
Hastings.

Abhora bien la linea de investigacién en el modelo Black & Scholes y a su vez
del mercado de derivados se centran en dos puntos: la volatilidad en el mercado y
la distribucion para el precio de las opciones. En la presente tesis se buscan ambos
puntos con el objetivo de proponer un mejor manejo de la volatilidad para el modelo

y la exposicién de una distribucién posterior para el precio de una opcién de compra
o venta.



Capitulo II

MODELO DE BLACK & SCHOLES

2.1. Las opciones como derivados financieros

Un producto financiero derivado es un instrumento financicro cuyo valor depende
del valor de otros, ver Stampfli (2004). Es decir, el valor podria derivarse en forma
indirecta del valor de otro instrumento intercambiado. En este caso, el precio futuro
estard siempre ligado al precio del otro valor en una fecha futura. A este tipo de ins-
trumentos financieros se les denomina derivado financiero, cuyo valor s¢ denomina
valor o activo subyacente.

En anos recientes los futuros y las opciones se han convertido en mercados muy
importantes en el mundo de las finanzas y de las inversiones. Se ha alcanzado el
punto donde es esencial que todos los profesionales en finanzas entiendan cémo es
que trabajan estos mercados, como pueden ser usados, qué determina el precio de
estos instrumentos y su forma de valuacién.

El objetivo de este capitulo es familiarizarse con la terminologia béasica de la
valuacién de opciones, seguido de una presentacién introductoria del modelo Black &

Scholes y finalizando con la obtencién formal del mismo.

2.1.1. Definicién

Las opciones fueron por primera vez comerciadas en un mercado organizado en
1973. Desde entonces ha habido un crecimiento importante en los mercados de op-
ciones. Las opciones son ahora comercializadas en muchas bolsas alrededor del mundo.
Enormes voliimenes de opciones son también comercializadas over-the-counter por
bancos y otras instituciones financieras.

Una opcién es un contrato que le proporciona a su poseedor el derecho, més no la
obligacién, de comprar o vender algin activo a un precio fijo en una fecha prede-
terminada o antes de ella. Haciendo hincapié en la definicion se debe observar que
las opciones son un tipo vnico de contrato financiero porque le proporcionan al com-
prador el derecho, pero no la obligacién, de hacer algo; es decir, el comprador usa
la opcién tan sélo si ello representa una alternativa conveniente; de lo contrario, la

opcién puede ser desechada. Existe un vocabulario especial asociado con este tipo de



producto financiero derivado, para revisar mas detalles, ver Hull (2000).

Por el derecho que otorga la opcién al comprador de la misma, existen dos tipos:
e Opciones de compra (call option)

e Opciones de venta (put option)

2.1.2. Opciones de compra y venta

El tipo més comiin de opcién recibe el nombre de opcién de compra, tal y como se
define en Ross (1999), este instrumento financiero le proporciona a su propietario el
derecho de comprar un cierto activo a un precio fijo durante un periodo determinado.
Las condiciones de la opcién de compra son :

o El comprador de la opcién paga al vendedor una comisién lamada prima.

s En la fecha de vencimiento, el tenedor de este contrato podria pagarle al emisor

del mismo el precio de ejercicio.

e Si el emisor del contrato recibe el precio de ejercicio del tenedor, el emisor tiene

que entregar una, accién al tenedor en la fecha de vencimiento.

Por su parte, una opcidn de venta le proporciona al‘-tenedor., el derecho a vender las
acciones a un precio de ejercicio fijo hasta una fecha predetcerminada. Dicho de otra
forma se le conoce como opcién de venta a la posibilidad de comprar una oportunidad
para vender una accién en el futuro a un precio garantizado, incluso si no se es

propietario de accién alguna. Las condiciones de la misma son:
e Bl comprador de la opcién paga al vendedor una comision Hamada prima.

e En la fecha de vencimiento, el tenedor de este contrato puede darle al emisor

una accién o, en forma equivalente, el precio de mercado de una accién.

o Si el emisor del contrato recibe del tenedor la accidn o su precio, el emisor tiene

que pagar la comisién de ejercicio al tenedor en la fecha de vencimiento.

En aspectos financieros es importante conocer un perfil de pérdidas v ganancias ya que
es éste el que permite conocer y comprender la evolucién que tenga un instrumento
financiero.
El perfil de pérdidas y ganancias para una opcién de compra y una opcién de venta
para el inversionista que mantiene una posicién larga y una corta se presenta cn la
figura (1).
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Figura 1: Perfiles de rendimiento. a) Call largo, b) Call corto, c¢) Put largo, d) Put
corto. El 4rea en azul representa la regién comprendida por la prima.

A partir de la figura (1), se resume la informacién de la siguiente manera:

o Call largo. Derecho de compra de un activo a un precio fijo en un plazo deter-
minado. Se debe de utilizar en una tendencia alcista, la ganancia se incremen-

tard tanto como el precio del activo suba. La pérdida sers la prima.

o Call corto. Obligacién de venta de un activo a un precio fijo en un plazo de-
terminado. Se debe de utilizar en una tendencia bajista o paralela, la ganancia

sera la prima y la pérdida se incrementard tanto como el precio del activo suba.

o Put largo. Derecho de venta de un activo a un precio fijo en un plazo deter-
minado. Se debe de utilizar en una tendencia bajista, la ganancia se incremen-

tard tanto como el precio del activo baje y la pérdida serd la prima.

e Put corto. Obligacién de compra de un activo a un precio fijo en un plazo
determinado. Se debe de utilizar en una tendencia alcista, la ganancia serd la

prima y la pérdida se incrementard tanto como el precio del activo baje.

De manera similar, las opciones se pueden clasificar también de acuerdo al tiempo

en que se puede ejercer el derecho que ellas otorgan en:

e Opciones europeas



o Opciones americanas

Concorde con Diaz (2002), las opciones europeas son aquéllas que sélo pueden ser
ejercidas en la fecha de vencimiento; mientras que las opciones americanas son aquéllas
que se pueden ejercer durante la vida de la opcidn, es decir, en cualquier momento

antes de la expiracién.

2.1.3. Objetivos

Es también importante identificar los objetivos para los cuales se utiliza este tipo
de productos derivados. Los objetivos de las opciones se pueden agrupar generalmente
en dos categorias de acuerdo al nivel agregado. Primero, los objetivos a nivel microeco-
némico y, segundo, al macroeconémico. Una opcidn tiene basicamente dos objetivos

a. nivel microeconémico:

e Es un producto financiero con el cual un inversionista puede protegerse del

Tiesgo.

¢ Su utilizacién podria ser usado por los inversionistas sinplemente para invertir

o especular.

El término especular no tiene agqui una connotacién negativa. De hecho, puede
ser tomado como una actividad totalmente vilida y hasta sana, en el sentido de que
provee liquidez a los mercados.

A nivel macroccondmico se encucntran los siguientes objetivos:

e Formacién maés eficiente de precios de los valores subyacentes.

Mejorar los niveles de liquidez en el mercado.

Ampliar las oportunidades de arbitraje.

Permitir perfiles de riesgo y rendimientos controlables.

2.2. Valuacion de opciones

Se ha explicado de manera general el significado de una opcidn, sus caracteristicas
m3s relevantes y la forma en que operan tanto en un mercado organizado como en
el over-the-counter. Sin embargo es necesario, aparte de conocer todo lo anterior,

comprender los modelos existentes que hacen posible la valuacién de opciones. Al



hablar de valuacién de opciones se debe mencionar el modelo propuesto por Fisher
Black, Myron Scholes y Robert Merton a principios de los 70’s. De hecho, y a pesar de
las limitaciones del modelo, éste ha tenido una enorme influencia en la forma en que se
comercializan las opciones en el mercado financiero, siendo el pivote mas importante
del erecitniento y los éxitos de la ingenieria financiera como pilar de la teoria moderna
de las finanzas en los ochentas y noventas. Sin embargo no fue sino hasta 1997 cuando
¢l modelo rindié frutos, la Fundacién Nobel otorgs el Premio Nobel de Economia a
Mpyron Scholes y Robert Merton, también se otorgd un respetuoso recuerdo al ya
entonces acaecido Fisher Black.

La finalidad de esta seccién es brindar una idea clara del modelo y sus implicaciones
técnicas, por el momento dando solamente explicaciones intuitivas. El andlisis de
Black & Scholes se centra en valuar opciones cuyo subyacente no paga dividendo. Se
realizan los siguientes supuestos sobre €l subyacente:

e Se mueve suave y continuamente.
¢ Tiene una tasa de retorno instantianea m.

Para verificar los supuestos asi como sus hip6tesis, ver Sabau (1997) .

El modelo més importante en la valuacién de opciones es el de Black & Scholes.
Primero se explicaran los factores y los supuestos bajo los cuales estd definido el
modelo y después se derivars de manera sumamente informal el mismo, de tal manera
que la férmula tenga sentido y pueda ser interpretada con facilidad. A esta derivacién
se le denominaré derivacion heuristica. Posteriormente, se presentard un anélisis mas
detallado. Al final del capitulo se presenta la obtencién formal de la férmula de Black
& Scholes.

2.2.1. Factores que determinan los valores de las opciones

Aquf se hace referencia solamente a las opciones americanas porque son las que se
negocian en el mundo real. Las diferencias de las opciones europeas-en comparacion
con las americanas pueden verse en Ross (1999) y Hull (2000).

Los factores que determinan los valores de una opcion de compra pueden clasificarse
con base en dos conjuntos.
El primero contiene las caracteristicas de un contrato de opciones; las dos caracteristi-

cas son el precio de expiracién y la fecha de ejercicio.



El segundo conjunto de factores que afecta el precio de la opcién de compra est4 rela-

cionado con las caracteristicas de las acciones y del mercado.

Precio de ejercicio (strike price). Debe de entenderse como el precio al cual el
tenedor de una opcion puede comprar o vender la accién de base. Mientras mds alto

sea el precio de ejercicio, mas bajo sera el valor de una opcién de compra.

Fecha de expiraciéon. El valor de una opcion americana debe ser por lo menos
tan grande como el valor de otra opcién que fuera idéntica pero con un plazo de
expiracién més corto. A diferencia de esto, las opciones europeas no necesitan tener
esta relacién por la forma en que estén definidas.

Precio de las acciones. Mientras mds alto sea el precio de una accién, mds

valiosa sera la opcion de compra

Variabilidad del activo subyacente. Mientras mayor sea la variabilidad del

activo subyacente, mas valiosa sera la opcién de compra.

La tasa de interés. Los precios de las opciones de compra también estdn en
funcién del nivel de las tasa de interés, de hecho, el valor de una opcién de compra

se encuentra positivamente relacionado con las tasas de interés.

Una vez examinado a muy grandes rasgos los factores que determinan los valores
de una opcién de compra, es sencillo examinar cuales son los factores que determinan
el valor de una opcién de venta, de hecho el comportamiento de los tres factores sobre
el valor de una opecién de compra es completamente opuesto a la de una opcion de

venta.

A grandes rasgos se puede resumir lo siguiente.

1 El precio de mercado de la opcidn disminuye a medida que aumenta ¢l precio

de la accién.

2 El valor de mercado de una opcién de venta con un precio de ejercicio alto es
mayor que el valor de una opcién de venta que fuera idéntica excepto en que

tuviera un precio de ejercicio bajo.



3 Una tasa de interés alta afecta de manera adversa el valor de una opcién de
venta.

El efecto de los otros dos factores (volatilidad y el plazo para la fecha de ejercicio) es
el mismo en el valor de una opcién de compra o venta.
A manera de resumen en el cuadro (1) se retinen los cinco factores més importantes

que influyen en el precio de una opcién (compra o venta) americanas.

r [ Opcidn de compra | Opcién de venta |
| Valor del activo subyacente o+ ! - J
| Precio de ejercicio | - ¥
L;@tﬁﬁé&’ de la accién |  + W“M“T"QV-F“"“ ]
| Tasa de interés + ! -

"Plazo para la fecha de ejercici + ‘i + |

Cuadro 1: Factores que afectan los valores de las opciones americanas

Los signos(+,-), en el cuadro (1), indican el efecto de las variables sobre el valor
de la opcién.

2.2.2. Supuestos del modelo de Black & Scholes

Se ha explicado que el valor de una opcién de compra es una funcién de cinco
variables:

1 FEl precio actual del valor subyacente.
2 El precio de ejercicio.

3 El plazo hasta la fecha de expiracién.
4 La variabilidad del activo de base.

5 La tasa de interés libre de riesgo.

Conociendo ya esto, se proseguird a presentar el modelo de Black & Scholes, el cual
Jjustamente lo que hace es ajustar estas cinco variables para poder calcular el valor de
compra de una opcién. Sin embargo antes de presentar la derivacién heuristica y la
obtencion formal de dicho modelo es necesario conocer los supuestos bajo los cuales
esta planteado.



e Se mueve suave y continuamente.
e Tiene una tasa de retorno instantdnea m.

¢ El precio de las acciones sigue un movimiento basado en un crecimiento cons-

tante con perturbaciones aleatorias frecuentes.
o El subyacente no paga dividendos.
¢ La volatilidad se supone conocida y constante durante la vida de la opcién.
¢ La tasa de interés libre de riesgo es constante durante la vida de la opcién.

e Un inversionista al vender una accién u opcidn en corto tendra disponibles todos

los recursos producto de la venta.
e No hay costos de transaccion para las acciones, tampoco para las opciones.

e Las transacciones que realice un inversionista no afectan la tasa de impuestos

que éste va a pagar.
e La opcion es de tipo europeo.

Acorde con la utilizacién del modelo en el ejercicio profesional, no todos los
supuestos tienen la misma importancia en la valuacién de opciones. Muchos de e-
llos aceptan ajustes sin alterar en gran medida el valor de la opcién, otros no. De
hecho, hay quiencs aseguran que solo con que algunos supuestos se cumplan el mer-
cado se comportara de una manera similar al modelo. Su validez e importancia se
estudiard mas adelante, no obstante se debe mencionar que el modelo supone una
volatilidad constante en el tiempo, y esto no es del todo cierto, de hecho resulta ser
tan erréneo que llega a cuestionar la veracidad de la utilizacién del modelo. A par-
tir de este hecho, lo que se busca en el presente trabajo es cuestionar que st bien el
modelo Black & Scholes supone una volatilidad constante, esta suposicién no es del
todo correcta y que es entonces necesario modelar la volatilidad como un pardmetro
que evoluciona a través del tiempo.

Al final del capitulo se abundard mds en este punto.

2.2.3. Derivacion heuristica de la valuacién de opciones

El cenit de todos los procedimientos de valuacién de opciones se alcanza cuando

se llega a la férmula de Black & Scholes. Este modelo matematico est4 disenado para
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calcular el precio de una opcidn europea ya sea de compra o venta.

La opcién de compra se calcula de la siguiente manera

c= S() @(dl) - Xe rT (D(dg) (1)

Mientras que la opcién de venta se calcula
p= Xe T (I)(—df)‘) b S() (p("‘dl) (2)

4k X o? n —o?
Donde dy = XL AT y g, - WX AT — g — 6T y 0(x) es
la funcién de distribucién acumulativa de probabilidad de una variable aleatoria que

estd normalmente distribuida con media cero y varianza unoc.
Los demds parametros son:

e Sp = es el precio actunal de las acciones

s X = precio de ejercicio de una opcién de compra.

7 = tasa de rendimiento continua y libre de riesgo anualizada.

e o= Varianza (por afio) del rendimiento continuo sobre la accién.

T = tiempo (en afios) para la fecha de expiracién.

La derivacion heuristica se hard sobre una opcién de compra y puede ser facilmente
extendida sobre una opcién de venta. Para ver mas detalles acerca de la dertvacién
heuristica del modelo Black & Seholes, ver Jarrw (1983).

Esta derivacién concluye que el valor de una opcién de compra, cuyo subyacente lo
constituye una accién, es simplemente el valor presente de la posible cantidad dentro
del dinero en la fecha del vencimiento. En términos financieros se dice que una opcién
esta dentro del dinero si el precio estd sobre el strike en un call o debajo de éste en
un put.

A continuacidn se desarrolla esta forma de valuar la opcién. Lo primero que se debe
de hacer es observar que el valor de una opcién de compra en la fecha de vencimiento

es:

Si—X siC tra dentro del dinero
01:{ 1 st C se encuentra dentro del dine 3)

0 st C se encuentra. fuera del dinero

Este valor necesita ser descontado para obtener el valor presente. Por ello se puede

decir, hasta el momento, que el valor de una opcién de compra es la mayor cantidad
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entre el valor presente de la cantidad dentro del dinero en el vencimiento y cero, ya
que el valor de una opcién nunca sera negativa.

Matemdticamente la relacién anterior queda expresada de la siguiente manera:
C =e ""Maz[S — X, 0] (4)

Cabe sehalar que se ignora cudl es el precio de la opcién en el periodo 1 por lo
que aparentemente ya no es posible continuar con la derivacién. No obstante, con
una buena estimacién de cudl serd dicho precio parece no haber un gran problema.
Mas especificamente, siendo posible estimar algunos precios de la accién al dia de
expiracién de la opcién asi como su probabilidad de ocurrencia, la férmula (4) cobra
sentido y se convierte en un proceso equivalente a definir un rango potencial que cubra
los posibles precios de las acciones al dia de la expiracién de la opcién, calculando
el valor intrinseco con cada uno de los posibles precios estimados al definir el rango
ya mencionado, después serd necesario ponderar cada valor intrinseco positivo por
su respectiva probabilidad de ocurrencia. Después de este pequeno procedimiento se
deben sumar todos los valores encontrados y expresarlo finalmente en valor presente.
Por consiguiente, este proceso dice que el valor de una opcién de compra es tan solo
el valor presente de la suma de los posibles valores intrinsecos positivos ponderados
cada uno por su probabilidad de ocurrencia. Este procedimiento es exactamente el

que el modelo de Black & Scholes sigue para valuar las opciones de compra.

2.3. El modelo de Black € Scholes

Lo que se hace en esta seccién es analizar completamente la derivacién del modelo
de Black & Scholes.

2.3.1. Propiedad lognormal del precio de las acciones

Una variable aleatoria Y se distribuye lognormal con pardmetros u y o si In(Y)
es una variable aleatoria normal con media y y varianza o?. Esto es, Y es lognormal
si puede ser expresado como Y = e¥, donde X en una variable aleatoria normal.
Sea S(t) el precio de la accién en el tiempo t. El modelo para S estd dado por la

ecuacién diferencial estocéstica, para mas detalles, ver Hull (2000).
dS = pS dt+ oS dz (5)

donde p y o son constantes y z es un proceso de Wiener estandar.

factorizando S se obtiene

?zudt-#adz
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ahora bien % = dIn(S) y tomando en cuenta que S(t) se distribuye lognormal,

Blin(S(0)] = - 50°
olin(S(e))] =

Por tanto,
dIn(S) = (u - —;—02) dt+odz (6)

de donde se observa que la variable In(S) sigue un proceso de Wiener generalizado.

Por lo tanto, el cambio en In(S) entre el tiempo 0 y T’ esta normalmente distribuido
tal que

In(Sr) — In(Sp) ~ N[ (p ~ —) T,0VT }

0 (5) [ (u-2) v ] g

In(Sr) ~ [ln(So) + ((u - —) T,0VT } (8)

donde St es el precio de la accién a un tiempo futuro 7', Sy es el precio del mismo

Se sigue que

y finalmente

al tiempo 0, y N(g,0) denota una distribuciéon normal con media p y desviacién
estandar . La ecuacidn (8) muestra la condicién de la distribucién lognormal que se

habia mencionado al comienzo de esta seccién.

2.3.2. La distribucién de la tasa de retorno

La propiedad de que los precios accionarios suelan distribuirse de manera lognor-
mal, puede ser usada para proveer informacién acerca de la funcién de distribucién
para la tasa de retorno ganada en una accién entre el tiempo 0 y T . Es importante
mencionar que la tasa de retorno se compone de manera continua y anual. Se define

a dicha tasa entre el tiempo 0 y 7' como 7. Entonces

Sr=258e"T (9)
Y S

_ L er 10

n = Tl A (10)

De la ecuacidén (7) se sigue que

n~N(u—E;%) (11)

Entonces la tasa de retorno anual compuesta continuamente estd normalmente

. . N . 2 . . ’
distribuida con media g — % y desviacién estdandar -Z
=3 /T
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2.3.3. Volatilidad

El modelo de Black & Scholes supone una volatilidad constante tal y como se ha
dicho ya con anterioridad. Esto supone que a partir de la ecuacion (11), la volati-
lidad del precio de una accién puede estar definida como la desviacién estdndar de
un retorno, también de la ecuacién (8) se muestra que la volatilidad es la desviacién
estandar del logaritmo natural del precio de la accién al final del afio.

A pesar de que a lo largo del presente trabajo se supone que la volatilidad no es
constante a lo largo del tiempo, se presenta la manera empirica de obtenerla, segin
el modelo de Black & Scholes. Se define:

n + 1 = numero de observaciones.

S; = precio de la accién al final del i-ésimo intervalo (z = 0,1,...,n).

t = longitud del intervalo de tiempo en afios

yseau; =lIn (3.?_'7) parai=1,2,...,n

Ya que S; = S;_1e%, u; es la tasa de retorno en el i-ésimo intervalo. La tasa no
estd anualizada. El estimador usual, s, de la desviacién estandar de la u;’s estd dado
por s = \/ L > (u; — @)? donde 4 es la media de la u;’s. De la ecuacién (7), la

desviacién estdndar de la u;, s es 0+/7, la variable s es por lo tanto un estimador de

a+/7. Entonces ¢ por si mismo puede ser estimado como o*, donde o* = %

En la seccidn (1.2.2) ya se hizo hincapié en que la volatilidad de los rendimien-
tos de una accién no es constante, no es tan facil entender o convencerse de esto.
Regresando al problema original, acerca de ésta conjetura, la foria més sencilla de
poder entender porque el supuesto de que la volatilidad del retorno sobre el precio de
la accién sea constante a lo largo del tiempo no tiene exactamente la validez que se

requiere, es precisamente observar la figura (2).

De esta figura se debe entender que cada punto a lo largo del tiempo para los
retornos en especifico de esta accién es la realizacion de un proceso estocistico, de es-

ta manera y abusando de la figura anterior, se puede entonces comprender lo siguiente.
Esto es, que en cada instante del tiempo, siendo la realizacion de un proceso

estocastico diferente, entonces se encuentran distribuciones {en este caso de la dis-

tribucion normal) con valores diferentes en sus pardmetros; es decir, que si bien en
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Figura 3: Ejemplificacion de la realizacién de un proceso estocdstico

cada instante del tiempo la realizacién del proceso estocédstico da como resultado
varias distribuciones gaussianas, éstas no necesariamente deben tener los mismos va-
lores en sus pardmetros. Lo cual a partir de la figura (3) es claro obserrarlo, ya que la
distribucién normal dibujada en la parte de en medio; su varianza debe ser mayor que
cualquiera de las otras dos, estos es porque en la realizacién del punto mencionado
su variabilidad es mayor, como se observa en la misma figura. Asi es que la variable
aleatoria del retorno del precio nominal de la accién no puede estar idénticamente
distribuida. El andlisis anterior podria encontrarse algo confuso ya que se requiere
entender el significado de lo que serfa una realizacién de un proceso estocdstico, so-
bretodo saber reconocer que una simple realizacién podria cambiar el valor de los
pardmetros de la distribucién o la distribucién misma; finalmente esto es lo que hace

considerar de nuevo el supuesto de que la volatilidad sea o no constante.

2.4. Prueba del modelo Black € Scholes

Una prueba sumamente formal de la ecuacién diferencial estocéstica de Black &
Scholes puede ser encontrada en Luenberger (1999). En esta seccién solo se presenta
la obtencién formal del modelo Black & Scholes.

Ya se ha presentado dicho modelo en la ecuacién (1).

El resultado que se quiere probar es que si ¥V estd lognormalmente distribuida y Ia
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desviacion estandar de In(V) es s entonces

Efmaz(V ~ X,0)] = E(V)N{(dy) — X N{d) (12)
donde
o BV)/X]+ 52
4, = MEV)/X] - s*/2
)y =

s
y E denota el valor esperado.

2.4.1. Prueba

Se define g(V') como la funcién de densidad de probabilidad de V. Entonces

Efmaz(V — X,0)] = / TV = X) g(v) v (13)

La variable In(V') est4 normalmente distribuida con desviacién estandar s. A partir
de las propiedades de la distribucién lognormal la media de In(V') es m donde

2

m = In[{EV)] - % (14)
Se define una nueva variable
n(V)—m

S

Q= (15)

Esta variable estd normalmente distribuida con media 0 y desviacién estédndar 1. Se
2

denota la funcién de densidad para Q por h(Q) tal que A(Q) = ﬁ % Ahora,

usando la ecuacién (14) para convertir la expresién en el lado derecho de la ecuacién

(13) desde una integral sobre V para una integral sobre Q se obtiene

o0

Blmaz(V - X,0)] = / (@™ _ X) W(Q) dQ)
(In(X)~m)/2
o bien "
E[maz(V - X,0)] = / (e%5t™) h(Q) dQ
(n(X)—m)/2
~-X hQ) dQ (16)
(n(X)-m)/2
Ahora

1
er+mh(Q) = = e(_~Q2+2Qs+2m)/2
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Esto significa que la ecuacién (16) llega a ser

Epmaz(V — X,0)] = ™t/ / R(Q — s) dQ
(tn(X)-m)/s
-X h(Q) dQ a7)
(In(X)—~m)/s

Si se define N(z) como la probabilidad que una variable con media de 0 y desviacién

estandar de 1 sea menor que z, la primera integral en la ecuacion (17) es

l—N[M—s}

S

N[L"(XM_H]

S

Sustituyendo por m a partir de la ecuacién (14) se tiene que

N [ln[E(V) JX]+ s%/2

S

} = N(dy)

De manera similar la segunda integral en la ecuacién (16) es N(d), entonces la
ecuacién (17) es

E[maz(V — X,0)) = €™ N(d,) — X N(d,)

Entonces, sustituyendo por m a partir de la ecuacién (14) se sigue lo que se queria

demostrar.

2.4.2. El resultado Black & Scholes

Ahora se considera un opcién de compra de una accién que no paga dividendo en
el tiempo T. El precio de ejercicio es X, la tasa de libre de riesgo es 7, el valor actual

es Sy, v la volatilidad es s. Como se muestra en la ccuacion siguicnte
¢ = ¢ 7" TElmaz(Sr — X, 0)] (18)

donde Sp es el precio del activo al tiempo T y F denota la esperanza en un mundo

de riesgo neutral. Bajo el proceso estocdstico asumido por Black & Scholes (5), St es
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lognormal. También a partir de la ecuacion (8) y E(Sr) = See# T (valor esperade de
Sr), E(Sr) = Spe” T y la desviacién estindar de In(Sr) es oV/T.
A partir de la férmula (18) que se acaba de probar implica

c= S()N(d]) — Xe _TTN(dz)

donde
_ In[So/X] + (r + 0%/2) T

o VT
4y SO/ X+ (=0T _
o VT
Que era la ecuacién (1). Justamente el modelo Black & Scholes para calcular el precio

de una opcién de compra.

dy

dl —(T\/T

En la dltima ecuacién se debe resaltar o para indicar justamente que se supone
constante ¥y de esta manera cubrir completamente la presentacion del modelo de
Black & Scholes, con el objetivo de que sirva de apoyo teérico para el tercer capitulo

en donde se trabajard profundamente con este modelo.
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Capitulo III

HERRAMIENTAS ESTADISTICAS

Este capitulo tiene como objetivo presentar las herramientas estadisticas que se
utilizardn para encontrar la distribucién posterior del precio de una opcién. No se
busca presentar toda la teorfa existente ya en libros de texto porque no es la finalidad
del capitulo, sin embargo se marcaran bibliografias para que aquel lector que quisiese
ahondar cn Ia teorfa pueda hacerlo.

De esta manera este segundo capitulo se dividird en tres secciones; la primera de éstas
se refiere a la inferencia bayesiana, la segunda a la simulacién estocastica y la tercera
a las series de tiempo financieras.

Siendo pilar en la tesis la inferencia bayesiana, es necesario que dentro de la primera
parte de este capitulo se le dedique un estudio a sus principales resultados. También se
busca dar a entender con claridad cuél es la razén de utilizar este enfoque estadistico
a lo largo del trabajo.

En la econometria y la estadistica existen una serie de modelos que son cada vez maés
utilizados en areas como la financiera. En la tercera parte del capitulo se presentaran
los modelos mds importantes de series de tiempo financieras conjuntamente con una
breve explicacién de las variables més importantes analizadas por estos tipos de mo-
delos.

A lo largo del trabajo se utilizard un modelo de series de tiempo con inferencia
bayesiana con la idea de poder muestrear distribuciones de probabilidad que si bien
pudiera resultar imposible o muy complicado realizarlo mediante métodos analiticos,
se puede superar esta adversidad utilizando esquemas de simulacién estocdstica, los
llamados métodos MCMC (Monte Carlo Markov Chain)

Ya que la utilizacién de la simulacién estocdstica en la tesis resulta indispensable, en
la segunda seccidn se presenta una breve explicacion de los métodos MCMC, haciendo
énfasis en los algoritmos Gibbs Sampler y Metropolis-Hastings, este iltimo serd el

que permita muestrear las distribuciones posteriores de interés.
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3.1. Inferencia bayesiana

3.1.1. Razonamiento bayesiano

En contraste con el enfoque cldsico, Bayes invirtié el razonamiento comin de la
estadistica y orientd su atencién en el problema de inferir las probabilidades que P(A}
toma en diversos valores, dado lo que ha sido observado en un muestreo realizado. Se
le ha denominado a este concepto como probabilidad inversa debido justamente a su
inversién con respecto del enfoque clasico.

De una manera més formal, en el enfoque cldsico la iferencia cstadistica cstd idealiza-
da para dirigir la atencion a un conjunto de vector de datos hipotéticos y1, ¥, ..., ¥j, - - -
los cuales podrian haber sido generados por el modelo probabilistico p(y |8, 02) de una
funcién de distribucién como pudiera ser p(y |6y, 73) x o5 ™ ezp | — 2;3 Dot (e — 490)2]
, ~0 < g, < oo donde 8 y 62 son hipotéticamente los valores cicrtos de 8 y o2. Au-
nado a esto se seleccionan los estimadores 8(y) y 5%(y) quienes son funciones del

vector de datos. Por cada vector de datos hipotéticos y; son calculados los valores de

-~ ~

6(y;) y 3%(y;) y por tanto los conjuntos referentes son generados por (y) y 62(y). Las
inferencias entonces son realizadas para comparar los valores de B(y) v 5%(y) en rea-
lidad observadas con su distribucién muestral generado por los conjuntos referentes.
Prosiguiendo en realizar intervalos de confianza y pruebas de hipotesis para verificar

‘

la veracidad de los estimadores.

En contraste con este enfoque, la inferencia bayesiana introduce como parte del
modelo una distribucién a priori p (8,0%). Esta es supuesta para expresar un estado
de conocimiento o ignorancia acerca de § y o2 antes de que los datos sean obtenidos.
Dado la distribucién a priori, el modelo probabilistico p (y | 6,62 ) y los datos ¥ , es
ahora posible calcular la distribucién de probabilidad p (8,62 | y) de 8 y 02, dados los
datos y. A esta distribucién se le llama distribucién posterior de § y ¢%. A partir
de ésta se realizan todas las inferencias acerca de los parametros.

El analisis bayesiano en la investigacién cientifica toma una jerarquia significativa
Ya que como nunca se estd seguro de que un modelo propuesto sea completamente
apropiado, entonces se debe de proceder de tal manera que las partes inadecuadas del
mismo puedan ser tomadas en cuenta y sus implicaciones puedan ser consideradas
para que pueda seguir funcionando y ajustdndose cada vez mejor. Para hacer esto se
debe considerar un andlisis estadistico comno lo muestra el cuadro (2).

Este proceso usualmente comienza por un modelo que ya haya sido aceptado y que se

estd tentativamente entrenando. El trabajo multidisciplinario entre un investigador
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cientifico y un estadistico debe de enfocarse en la eleccién apropiada de los pardmetros
que explican mejor al fenémeno para ser seguidos de la inferencia estadistica acerca
de éstos pardmetros condicionales que tiene como fin la correccién del primer modelo
tentativo. Estas inferencias llevan el nombre de analisis condicional. Después de este
proceso iterativo, si el modelo es correcto entonces proveera todo lo que hay que saber
acerca del problema bajo estudio dado el conjunto de datos disponibles.

Para una discusién mas profunda, ver Box & Jenkins (1970).

, inferencia *%
i modelo de — analisis
' entrenamiento < condicional |
{ comentario
o critico |

Cuadro 2: Anélisis estadistico de datos como un proceso iterativo de construccién de
un modelo

3.1.2. El papel del anilisis bayesiano

Las aplicaciones del teorema de Bayes son ejemplos de inferencia estadistica.
Aunque la inferencia es solamente una parte del andlisis estadistico, el cual en turno
es solamente una parte del disefio y del anélisis, usada en la investigacién iterativa,
€s una parte importante.

Se ha considerado en diferentes textos que las derivaciones del teorema de Bayes estan
apropiadamente relacionadas con el papel que se juega en la investigacién cientifica
debido a que:

1 Realiza una suposicién precisa que se introduce en la parte izquierda del cuadro
(2), v después por medio de un filtro se realizan las inferencias en la parte

derecha de la misma, figura.

2 A partir del punto anterior, se sigue que, dado el modelo, el andlisis bayesiano

hace uso automdaticamente de toda la informacién a partir de los datos.

3 De hecho, de manera mas profunda se sigue que las inferencias que no terminan
siendo aceptadas deben de venir de suposiciones inapropiadas y no de suposi-
ciones inadecuadas del sistema inferencial. Es decir que el analisis bayesiano
estd siempre expuesto al proceso de critica del modelo y esto significa una

retroalimentacion como en el cuadro (2).
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4 Una parte esencial en la inferencia bayesiana es que no surgen problemas como
los que se encuentran en la teoria del muestreo, es decir, en la determinacién de
cuan grande tiene que ser el tamafio de la muestra para una buena eleccién de

estimadores e intervalos de confianza.

5 El punto mds importante es que la inferencia bayesiana provee una forms satis-
factoria de introducir apropiadamente y mantenerse al tanto de las suposiciones

acerca del conocimiento o ignorancia a priori.
3.1.3. Teorema de Bayes

Supéngase que y = {y1, ..., ¥,} es un vector de n observaciones cuya distribucién
de probabilidad p(y | ) depende de los valores de k pardmetros 8 = {6, ..., 6:}.

Supdngase también que @ tiene por si mismo una funcién distribucién p(f). Entonces,

p(y16) p(6) = p(y,0) = p(0|y) ply) (19)
Dado los datos observados y, la distribucién condicional de 4 es
p(y19) p(d)
p(@ly) =7 -0 20
@1y o(0) (20)

Se puede escribir alternativamente la ecuacién (20) como

p(01y) < p(y|6) p(6)

p(0)y) = cp(y|0) p(6) (21)
-En la ecuacién (21), p(f) es Hamada distribucion a priori de 8, similarmente a p(8|y)
se le lama distribucién posterior de 6 dado y. La constante ¢ es utilizada para que
la distribucién integre (o sume en caso de ser discreto) uno. Al utilizar p(y | 8) se
debe pensar como una funcién de 6 que se le denomina funcion de verosimilitud. De
manera formal la funcién de verosimilitud queda expresada como £(8|y) = p(y|6). La
funcién de verosimilitud juega un papel muy importante en la inferencia bayesiana
ya que es la funcién a través de la cual los datos y modifican el conocimiento a priori
de 8.
Con esta definicién, p(#) como la distribucién a priori para 8, y p(8|y) como la dis-

tribucién posterior para f dado y se puede expresar el teorema de Bayes como

Distribucién posterior « Distribucién a priori x Verosimilitud
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Histericamente. 1a eleccion de una densidad a priori para caracterizar una situacion
donde se conoce poco {en aigunos casos, nada) de dicha densidad ha sido realmente
extensa, y aun asi, todavia es analizada y refutada. De hecho ha siao punto central
de la discusién actual acerca del funcionamiento correcto de la inferencia bavesiana.
En la inferencia bayesiana cuando se carcce de todo conocimiento acerca de la dis-
tribucién a priori y es supuesto que ésta se distribuye uniforme se le conoce bajo el
nombre de distribucién a priori no informativa.

Otra forma de afrontar el reto de suponer una distribucién a priori, es mediante lo
que se llama anélisis conjugado. Por familia conjugada de distribuciones a priori se
debe entender una familia de distribuciones a priori que. cuando son combinadas con
la funcién de verosimilitud mediante el teorema de Bayes, resulta una distribucién
posterior que es de la misma familia paramétrica de distribuciones que la distribucién
a priori.

Es importante tener en mente que uno nunca se encuentra en un estado de com-
pleta ignorancia, ademads, la afirmacién de un pequefio conocimiento a priori puede
solamente tener un significado relacionado con la informacién proveniente de un ex-
perimento.

Ahora bien, una distribucién a priori es supuesta para representar un conocimiento
acerca de los pardmetros antes de que los resultados de un proyecto experimental
sean conocidos. Entonces, la principal cuestién es exactamente cémo seleccionar una
distribucién a priori la cual provea de informacién que tenga relacién con el experi-
mento deseado.

Este punto es crucial en la inferencia bayesiana ya que una mala eleccién de una

distribucién a priori desembocard en una distribucién posterior errénea.

Hasta este momento se ha descrito la funcién posterior de distribuciéon de un
muestreo inicial de observaciones {31, . . ., ¥»} que da el teorema de Bayes en la férmula
(21) sin embargo también es posible encontrar una distribucién posterior utilizando
una mavor cantidad de informacion.

Supéngase que se tiene una muestra inicial de observaciones y;, y como ya se ha visto
la f6rmula de Bayes da p(6|y;) o< p(6) €(6|y1). Entonces ahora se debe suponer que se
cuenta con una segunda muestra de observaciones v, independientemente distribuidos

de la primera muestra, entonces se tiene que

P01z, y) o< p(0) £(0|y1) £(0y2) o< p(Oly) €(0] v2) (22)

La ecuacién (22) est4 expresada precisamente de la forma de la ecuacion (21) excepto
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que p(@|v1), la distribucién posterior de # dado v, juega el papel de la distribucion a
priori para la segunda muestra. Obviamente este proceso puede ser repetido cnalquier
nimero de veces. En particular si se tiene n observaciones independientes, la distribu-
cion posterior puede ser recalculada después de cada observacion nueva, asi que en la
m-ésima entrada la verosimilitud asociada con m observaciones estd combinada con
la distribucién posterior de # después de m — 1 observaciones para dar una nueva

distribucién posterior

POy, ym) o pOBlYy1, - Y1) £ (8lUm), m=2,...,n (23)

Lo importante que se tiene que entender con el resultado dado en la férmula (23) es
que de manera general el teorema de Bayes describe el proceso de aprendizaje a partir
de la experiencia, y muestra cémo el conocimiento acerca de la naturaleza del estado

representado por 8 es continunamente modificado cuando se disponen de nuevos datos.

3.1.4. Distribucién predictiva

Se define como distribucién predictiva a la distribucién marginal

p(X) = f p(X 10) p(6) db (24)

El uso més importante de esta distribucién es que permite verificar las suposiciones

subyacentes.

3.1.5. Intervalos de credibilidad

En la inferencia bayesiana, los intervalos de credibilidad son la contraparte del
concepto de los intervalos de confianza en el anilisis estadistico cldsico y se definen

como sigue:

Un intervalo de credibilidad al 100(1 — a) % para # es un subconjunto C de © tal

que

l=a<P(Clz) = [ dF™®1%) dp

C

fo ™ (9]|z) d9 caso continuo
= (25)

Y ecc 7 (8]z) caso discreto

A partir de que la distribucién posterior 7 es una probabilidad actual en ©, uno puede
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hablar significativamente de la probabilidad de que @ esté en C. Esto es justamente
el contraste con los intervalos de confianza clasicos, los cuales pueden solamente ser
interpretados en términos de probabilidad de cobertura, es decir, la probabilidad que
una X aleatoria esté en tal intervalo de confianza C(X) que contiene a 6.

Para estudiar las propiedades de los intervalos de credibilidad y para ver una discusion

entre intervalos de credibilidad y de confianza, se recomienda ver Berger (1988) y Lee
(1989).

3.1.6. Un esquema para el anilisis bayesiano

Como se ha ido explicando desde la primera seccién de este capitulo, los com-
ponentes principales de la inferencia bayesiana consisten de los datos muestrales, la
densidad a priori y posterior de los parametros y la distribucién predictiva de las
observaciones externas a la muestra. Ahora, viendo estos conceptos bajo un punto de

vista de datos y vectores de pardmetros pueden ser escritos de la siguiente forma:

1 Informacién muestral y = (y1, 4o, ...,¥n) quien tiene una funcién de densidad
de probabilidad conjunta f(y |6) y una funcién de verosimilitud asociada £(8 |
y)0 €6

2 Informacién a priori en forma de una densidad de probabilidad a priori p(6),6 €

§ para el pardmetro 8 en el modelo de probabilidad f(y |8), y

3 La funcién de verosimilitud £(8 |y) y la densidad a priori p(¢) combinada por
la ecuacién (21) para producir la densidad posterior de 8.

De la densidad posterior de 6, la cunal es el cimiento de la inferencia bayesiana,
una base condicional post-datos para inferir acerca de 6 son resumidos en la forma de
una distribucién conjunta de probabilidad. A partir de los componentes principales,

el enfoque bayesiano puede ser ilustrado como en el cuadro (3).

3.1.7. Un ejemplo de inferencia bayesiana

Lo que se pretende a continuacién es presentar a manera de ejemplo un uso del
analisis bayesiano aplicado a encontrar la distribucién posterior de un modelo de regre-
sién bajo los supuestos que se mencionan en la seccién siguiente. La razon de utilizar
este arquetipo es porque se acerca un poco més al uso de la inferencia bayesiana en el

trabajo presente, el cual y como ya se ha mencionado con anterioridad es con base a
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Q—ka ~ Modelo probabilistico ]
I f(y16) |
! !
i Observaciones muestrales 1
| Y= (41,92, - - ,yn) de la densidad f(y |6) |
i i
Densidad a priori (informativa o no informativa) E
p(9) |
! |
%
l
z
1

La densidad posterior

I P8 1y) = LR o F(y 16)p(6) = €6 |y) p(6)
m Distribucién posterior de probabilidad o funcién de verosimilitud x distribucién a priori ||

!

Inferencias posteriores

i

Estimacion de pardmetros  Predicciébn  Evaluacion de hipétesis

Cuadro 3: Diagrama para llevar a cabo un andlisis bayesiano aplicado

encontrar la distribucién de probabilidad posterior del precio de una opcién mediante
el modelo Black & Scholes, y antes de esto proponer una distribucién posterior para

la volatilidad utilizando inferencia bayesiana en un modelo de serie de tiempo.

3.1.7.1. Regresion lineal bayesiana bajo un supuesto de normalidad y una dis-
tribucion a priori no informativa

Un modelo de regresién lineal miiltiple queda determinado por la ecuacidn si-
guiente

Y=z0+¢ (26)
donde
Y ~ N{z8,0°L,) (27)
y
e~ N(0,0%,) (28)

Usunalmente se hace la suposicién de que los pardmetros 8 y o son constantes fijas
desconocidas.
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Dado el modelo de regresién, se denota la funcién de densidad conjunta que abarca
la muestra de observaciones y asi como los valores de z, 8 y o por f(y,z,0,0). La
funcién de verosimilitud correspondiente es entonces
gy — ~(y~z0) (y~z
UpB,0 |y, z) = (2n0%) M2 exp ~y=20) (y==h) (29)
Ahora debe considerarse que la informacién a priori es vaga; es decir no informativa.
Para representar esta informacién vaga en los valores de J y o en un analisis bayesiano

se caracteriza la aleatoriedad de los vectores (B, ¥) para especificar su distribucién

de probabilidad como

(B,) ~ p(8, ) = p(B)p(o) o -0 € (0,00) y f € B (30)
donde )
p(Boce y plo)oc (31)

Teniendo ahora la funcién de verosimilitud y la informacién a priori se puede pro-
ceder en definir la distribucién posterior de los pardmetros en el modelo de regresion
lineal (26), (27) y (28). Primero, dada la suposicién de normalidad (28) y (30), la

funcién de verosimilitud para los pardmetros puede estar representada por

60,0 |2 o eap [~ = a8) (v~ o)

donde 5% = (y—_?z_(ky)_rb)r v b= (x'x)_l z'y. Después de la combinacién de la fun-

cién de densidad a priori (30) y la funcién de verosimilitud (32) y usando el teorema

de Bayes, la funcién de distribucién conjunta para 8 y ¥ queda definida como

1 1 ~2 - ! ’ b
p(B,0 |y, 1) x gy [_Q(;i [(n —k)o' + (ﬁ - b) Tz (,@ - b)” (33) -
De la férmula anterior y utilizando la definicién de la funcién de densidad condicional,

se sigue que la funcién de densidad posterior para g, dado o, cs upa funcion de
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. . -z . . - - . . ’ -1
distribucién normal multivariada k-dimensional con media B y covarianza o (:c m)

(3-8) #=(s-9)

202

p(B o, y,x) ocexp |~ (34)

Como ejemplo a lo anterior considérese un modelo estadistico simple como Y; = 0+¢;,
donde ¢; ~ #id N(0,1) para : = 1,2,...,n. Asumase también que la informacién a
priori para 6 es no informativa y se usard el hecho, como va se ejemplific en la

ecuacién(31), p(f) « c. La funcién de verosimilitud estd dada por
1 ~
20 |y) = (27r)‘”/2 exp {—5 [(n -1)5%+n(0— 3])2]}
donde § =n"' 370y y &° = 3L (v — §)*/(n - 1).

Entonces la distribucién posterior para 8 es proporcional a

p(6 |y) o exp (~n(0 — §)°/2)

La cual tiene la forma de una distribucién normal con media posterior §.
La figura (4) muestra una simulacién de la distribucién posterior para Y; = 0 + ¢,
donde ¢; ~ iid N(0,1).

A manera de ejemplo se presenta en la figura (5) una comparacién entre una

distribucién posterior del modelo estadistico ¥y = 1 + Jex2 + Pazs + ¢;, donde ¢ ~
iid N(0,0?%) parai = 1,...,n proveniente de una distribucién a priori no informativa
y otra proveniente de una distribucién a priori informativa con respecto a 8y o.
Se debe mencionar que el kernel de la distribucién a priori para § es una normal
multivariada con vector media posterior x y matriz de covarianzas o1, mientras que
el kernel de la distribucion a priori para o es la raiz cuadrada invertida de una gamma;
es decir Z71/2 donde Z tiene una distribucién Gamma.

Estas distribuciones a priori fueron obtenidas mediante

p(B,0) = p(B o) p(o)

y ésta a su vez es obtenida a partir de la distribucién a priori conjunta

p(B,0) < 67" exp {—%'2 {'r; +(B=-p) (8- u)] }
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P(O)

’ \‘
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a

.56 5.76 036 1.%6 t.38

Figura 4: Distribucién de probabilidad posterior de §. Tamarfio de la muestra = 250.
La linea vertical indica el valor real de 6, el cual es 1

donde 1 > 0 y 4 es simétrica definida positiva.
De hecho, esta familia de funciones de densidad a priori representan la familia con-
jugada de funciones de densidad a priori para la funcién de verosimilitud basadas en

la distribucién normal de la ecuacién (32).

3.2. Stmulacion estocdstica via métodos MCMC

Las distribuciones a priori conjugadas estan algunas veces relacionadas con una a

priori comoda en reconocimiento a su facilidad de integracién, lo cual hace analitica-
mente conveniente al andlisis posterior. Sin embargo existen ocasiones en donde no es
posible encontrar las distribuciones posteriores de los parametros en su forma analitica
cerrada, entonces, es en estos casos cuando los esquemas de simulacién estocéstica
como pueden ser los esquemas MCMC ayudan a realizar el andlisis posterior corres-
pondiente.
Los esquemas MCMC generan una gran cantidad de nimeros aleatorios para represen-
tar la distribucién posterior numéricamente. Sin embargo, cada reproduccién MCMC
¢s condicional al altimo efectuado, v cada réplica estd correlacionada. Las propiedades
estocasticas de las relaciones condicionales estdn descritas por una cadena de Markov,
lo cual explica el origen del nombre de esta clase de algoritmo numérico.

De manera mas formal, se necesita conocer la distribucién p (6| X), donde § € ©
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Figura 5: Comparativo entre distribuciones posteriores. Las lineas continuas repre-
sentan las distribuciones posteriores a partir de las a prioris no informativas. Las
lineas punteadas representan las distribuciones posteriores a partir de las a prioris
informativas. a) /1, b) ﬁg,'c) Ps v d) 0. La linea azul representa el valor real de los
parametros los cuales son 1, 2, 3 y 1, respectivamente. El tamano de la muestra es
igual a 2500

es el vector de pardmetros vy X son los datos. La idea de la simulacién con cadenas
de Markov es simular un proceso de Markov en O, el cual converja a la distribucién
estacionaria p (8 | X). Entonces la clave de la simulacién con cadenas de Markov
es crear un proceso de Markov cuya distribucién estacionaria sea p (6 | X) y dejar
que la simulacién corra lo necesario para que los valores obtenidos scan lo suficien-
temente préximos a la distribucidén estacionaria. Para propdsitos de este trabajo sola
se mencionardn dos algoritinos, los cuales son justamente los esquemas de simulacién

estocastica que se utilizan con mayor frecuencia.

Asi pues los métodos MCMC proporcionan una solucién a los problemas dificiles
de simulacién a partir de distribuciones altamente dimensionales de las cantidades

desconocidas que aparecen en modelos complejos.



En términos muy amplios, las cadenas de Markov son procesos estocdsticos que de-
scriben trayectorias donde cantidades sucesivas son descritas probabilisticamente de
actterdo al valor de su antecesor inmediato. En algunos casos, esos procesos tienden
a un equilibrio y las cantidades lmites dan lugar a una distribucién invariante. Las
técnicas MCMC permiten simular a partir de una distribucién para encajar éste co-
mo una distribucién limite de una cadena de Markov y simular a partir de la cadena
hasta que se aproxime a un equilibrio.

Antes de entender los algoritmos de simulacién estocéstica a través de cadenas de
Markov es importante que el significado de un proceso estocéastico y algunas propiedades
de las cadenas de Markov queden bien entendidas.

3.2.1. Procesos Estocasticos

Un proceso estocdstico se define como una coleccién de variables aleatorias {x(¢)|
t € T} definidas sobre el mismo espacio, en donde para cada ¢t € T se tiene una
variable aleatoria z(t) : @ — R. A ¢ se le llama pardmetro y casi siempre representa
el tiempo. Entonces un proceso estocastico es un conjunto de variables aleatorias tal

que para todo punto en el tiempo exista una variable aleatoria.

Existen procesos estocdsticos para tiempo discreto y para tiempo continuo. Los
maés importantes en tiempo discreto son las cadenas de Markov, el proceso Poisson,
proceso de renovacién y modelos de colas. En tiempo continuo destacan las cadenas

de Markov en tiempo continuo, el movimiento browniano o proceso de Wiener y las

Martingalas.

Para conocer mds acerca de estos tipos de procesos estocdsticos, ver Ross (2000).

3.2.2. Cadenas de Markov

Una cadena de Markov es un proceso estocastico con pardmetro discreto { X, : n €
N} donde dado el estado presente, los estados pasados y futuros son independientes.

Esta propiedad puede ser mas formalmente expresada como
P{o¢) € Alo™ = 2,07 € A,y,....00 € 4]

= P[o™) € A|9™ = 1] (35)

para todos los conjuntos Ay, ..., Ap_1,AC sy z € s. La ecuacién (35) se le conoce
como propicdad Markoviana.

La importancia de la propiedad de Markov es que indica que la evolucién del proceso
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estocastico solo depende de la informacién més reciente, es decir, la memoria del
proceso estocastico es de un estado.

En general, las probabilidades en (35) dependen de x, A y n. Cuando la cadena de
Markov no depende de n, se dice que la cadena es homogénea. En este caso, una

funcién de transicién 6 kernel Pz, A) puede ser definido como:

1 Para todo z € s, P(z,-) es una distribucién de probabilidad sobre s;

2 Para todo A C s, la funcién x — P{x, A) pucde ser evaluada.

Es también ttil cuando se trata de un espacio de estados discretos a identificar
P(z,{y}) = P(z,y). Esta funcién se le conoce con el nombre de probabilidad de

transicién y satisface:
- P(z,y) 20, Vz,y €5

* Yoyes P(z.¥) =1, Vz € s Como cualquier distribucién de probabilidad

3.2.2.1. Distribucion limite

Un problema fundamental en el contexto de simulacién para las cadenas de Markov
es el estudio del comportamiento asintético de la cadena cuando n — oo, donde n es
el nimero de pasos o iteraciones de la cadena. Una distribucién 7 se dice que es una

distribucién estacionaria de una cadena con probabilidades de transicién P(z,y) si

Y w(@)P(z,y) =7(y), Yy € s. (36)
Tres
La ecuacién (36) puede ser escrita en notacién matricial como 7 = 7P. Ahora bien,
una vez que la cadena alcanza una iteracién donde 7 es la distribucion de la cade-
na, se retiene la misma en esta distribucién para las iteraciones subsecuentes. A esta
distribucién se le conoce con el nombre de distribucién de equilibrio o distribucién
invariante.
Se puede probar que si la distribucién estacionaria = existe y lim, ..o Pz, y} = 7(y)
entonces, independientemente de la distribucién inicial de la cadena, 7'™ se aproxi-
mara a 7, cuando n — oo.

En este sentido, a la distribucién se le conoce también con el nombre de distribucién
limite.




3.2.2.2. Simulacién de una cadena de Markav

Ahora que ya se han presentado las propiedades fundamentales de una cadena de
Markov es posible hablar més comodamente de la idea general de simular este tipo
de proceso estocastico.

Se debe tomar una cadena de Markov (™) _ con espacio de estados s C R,
un kernel de transicién P(z,y) y una distribucién inicial 7® que como ya se ha

mencionado, cumpla con la propiedad de que
lim || P*(z,-)—7(-)||=0,Vz €s

Una cadena de Markov que tiene esta caracteristica recibe el nombre de ergédica.
La idea general es la generacién de un valor de ésta cadena que comenzara con un
valor para 8 muestreado a partir de 7. El valor de #(!) est4 entonces distribuido
con densidad P (0(0), ) y puede ser generado a partir de ésta. Para 6% se repite el
procedimiento para muestrear a partir de una distribucién con densidad P (9“), )
Al iterar este esquema a través de los pasos de la cadena se llega a muestrear 8 a
partir de una distribucién con una densidad P (0("‘1), -), para todo n.

Conforme el valor de n crece, se llega a estar cada vez mas cerca de muestrear desde la
distribucién limite 7 y puede ser considerado como un muestreo de 7. Es importante
notar que todos los valores muestreados de la cadena son alcanzados después de
converger y también son muestreados desde 7 debido a la estacionariedad de la cadena.
Para conocer un mayor nimero de definiciones y propiedades de este tipo de proceso
estocastico y explicaciones detalladas con respecto a las propiedades tedricas de una

simulacién de una cadena de Markov, ver Gamerman (1997).

3.2.3. Gibbs Sampler

El algoritmo Gibbs Sampler es uno de los mis usados dentro de los esquemas
MCMC y es una técnica para generar variables aleatorias indirectamente de una dis-
tribucién (marginal) sin tener que calcular la densidad.

Para revisar los componentes del algoritmo, primero se debe de comprender que en la
teoria de la probabilidad es posible que a partir de tener un conocimiento de las dis-
tribuciones condicionales se puede determinar la distribucién conjunta, debido a esto
considérese una distribucién posterior p(#|y) para un vector de pardmetros descono-

cidos. Primero represéntese un conjunto de distribuciones univariadas condicionales
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para cada uno de los elementos de 6, como

p(ol |925037 ce 10k1y)

P (92|Hla 037 BRI 0‘:7”)
(37)

p(9k|91792>"'10k—17y)

Bajo el algoritmo Gibbs Sampler, las distribuciones condicionales son usadas para
generar secuencias de valores de los de pardmetros aleatorios univariados, por cada
uno de los elementos en 6.

Ahora bien, dado un conjunto de distribuciones posteriores condicionales (37), el algo-
ritmo Gibbs Sampler es iniciado mediante la especificacién de un conjunto de valores
para los pardmetros #°, que comienzan la cadena. Entonces, el siguiente conjunto de
valores paramétricos son secuencialmente generados para muestrear los elementos de

# a partir de las distribuciones condicionales

p(01163,65,...,60,y)

p(63161,65,.... 60, )
(38)

p (Ollclal"e%w . 19i_17y)

Como ya se explicé en la seccion anterior, la relacién estocastica entre los muestreos
subsecuentes esta descrita por las probabilidades de transicién markovianas de primer

orden

k
T (9("‘),0(’"“)) = Hp (01(-"”1)]95,’:) para h > 7, 0,(:"“) para h < j, y) (39)
=1
El cual es el producto de probabilidades condicionales en (37).
De igual forma como se menciond en la seccién pasada, se puede probar que cuando
m — 00, el vector de resultados 0™ converge en distribucién a p(6|y).

En todo momento se debe de tener en mente que la. distribucién de interés es w(#)
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donde 6 = (61,0,,...,8,)', y también que las distribuciones condicionales totales
mi(0;) =7 (6;|6i-1), i = 1,...,d estén disponibles. Esto significa que son completa-
mente conodidas y se puede muestrear a partir de ellos.

El algoritmo Gibbs Sampler procede de la siguiente forma:

1 Inicializar el conteo de las iteraciones de la cadena con 7 = 1 y el conjunto de
!
valores iniciales 9@ = (9§O), cees 9510)) .

- / -
2 Obtener un nuevo valor V) = (0{0), e ,0;0)) a partir de U~V a través de una

generacién sucesiva de valores
; i— i—1
07 ~x (o0 [ 0770,...,007Y)

09 ~m (8 | 67.697",...,057)

09 ~ 7 (9,1 | 99),...,9;"_)!)

3 Cambiar el contador de 7 a j + 1 y regresar al paso 2 hasta que la cadena

converja

Cuando la cadena converja, el valor resultante 6@ es un muestreo de 7. Conforme
el nimero de iteraciones se incremente, la cadena se aproximara a su condicién de
equilibrio.

Para ver y estudiar con detalle la teoria existente del Gibbs Sampler, asi como ejem-
plos de implementacién, ver Casella (1992), Casella (1999) y Gamerman (1997).

Las gréficas (6) y (7) muestra un ejemplo de implementacién Gibbs Sampler.

3.2.4. Metropolis-Hastings

Si el conjunto total de distribuciones condicionales (37) no esta disponible, no
es posible implementar el Gibbs Sampler. Por ejemplo, en modelos que no son li-
neales en los pardmetros, entonces las distribuciones condicionales de los parametros
no se pueden conocer. En otros casos, la distribucién podria ser conocida, pero no
hay algoritmos eficientes para muestrear desde éste. Y es en tales casos donde podria
ser empleado un esquema MCMC muy general que es conocido como Metropolis-
Hastings.
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Figura 6: Implementacion del Gibbs Sampler en una normal bivariada con medias
(0,0.1) y varianzas (1,1) respectivamente y con una correlacién de 0. a)Histograma
posterior N(0.1,1) b) Histograma posterior N{0,1).

Asi como en el Gibbs Sampler, la idea bdsica debajo del Metropolis-Hastings
es construir una cadena de Markov estacionaria que converja a p(6 | y). El compo-
nente principal del algoritmo es la distribucién instrumental, de salto o propuesta
q(6™* | ™) a partir de la cual se genera un resultado de 6™*! condicional en 6™.
Para propdsitos practicos, se debe seleccionar una distribucién instrumental a partir
de la cual se podra generar convenientemente nimeros aleatorios multivariados. Chib

v Greenberg (1995) describen cinco alternativas.

Para asegurar que el algoritmo converja a p(f | ¥), la cadena de Markov debe

satisfacer la condicién de reversibilidad
p(O™y) q (0™ 0™) = p (0™ y) q (67|6™) (40)

Donde el lado izquierdo es la probabilidad incondicional de generar §™*! dado 6™, y el

lado derecho es la probabilidad incondicional de generar 6™ dado 6™*!. La condicién
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Figura 7: Scatterplot de las muestras de las normales de la figura (6).

de reversibilidad puede ser impuesta en (40) para inducir a un equilibrio en la ecuacién
P (9m ly) q (0m+1 |0m) o (0m , 0m+1) =p (0m+1 |y) g (9m ‘ am-H) (41)

Donde a (8™ , §™*!) es conocida como la probabilidad de movimiento (probability of

move) y estd definida como

m+1 om | gm+1
Do ) — i [P 2O

p(O™|y) q(@™1|om)

p(0™|y) (6™ [6™) > 0
si (42)
aldm, 6™ < 1

Si el lado izquierdo en (41) es m4s grande que el derecho, entonces a (6™, 6™) < 1

equilibra la probabilidad incondicional y la condicién de reversibilidad es conocida.

De tal modo, el algoritmo Metropolis-Hastings queda determinado como sigue

1 Dado el valor de partida #° |, muestrear el instrumento aleatorio z a partir de
q(6'6°) y u a partir de una distribucién U(0,1).
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2 Siu < a(6°6'), fijar #* = 2
3 En otro caso, fijar 1 = 6°.
4 Regresar al paso 1 y usar 6 para generar 6.

Asi como en el algoritmo Gibbs Sampler, el proceso se repite m veces, hasta que
la cadena haya pasado del estado transitorio, a esta etapa de la implementacién se
le conoce con el nombre de etapa de calentamiento {burn-in period). Los resultados
iniciales del proceso de calentamiento son descartados al momento de hacer inferencia

estadistica.

El algoritmo Metropolis-Hastings ofrece un nimero importante de aplicaciones que
pueden ser analizadas puesto que no se necesita tener conocimiento de las densidades
condicionales totales en su forma cerrada. Debido a esto, surgen tres puntos que es
importante mencionarlos:

1 El Gibbs sampler es un caso especial del Metropolis-Hastings, donde la propues-
ta g (0™+1|0™) o< w (8™*D) y a partir de (42) esto implica que la probabilidad
de aceptacién es siempre uno y el algoritmo siempre se mueve. Como el Gibbs
sampler es un caso especial del Metropolis, uno puede disefiar algsritmos que
consistan de pasos del Metropolis-Hastings o bien de Gibbs sampler, y estos

comunmente reciben el nombre de algoritmos hibridos.

2 El algoritmo Metropolis-Hastings permite que la forma funcional de la den-
sidad no sea analitica, ejemplo de ello es cuando las funciones o modelos de
activos financieros requieren de ecuaciones diferenciales parciales u ordinarias.

Uno solamente tiene que evaluar la densidad real en dos puntos dados;

3 Hay una ventaja importante cuando existen probletas en el espacio paramétri-
co; Uno solo puede rechazar estos muestreos. Alternativamente, El muestreo
puede ser realizado de manera condicional en regiones especificas, ver Gelfand
(1992). Esto brinda un acercamiento conveniente al andlisis de las restricciones

de los parametros impuestos por los modelos econémicos.

Existen dos casos especiales mds importantes de este algoritmo, el Metropolis-
Hastings de cadenas independientes y Metropolis de caminata aleatoria. Sélo se ex-

plicara el primero debido a su utilizacién en el capitulo siguiente.
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3.2.4.1. Metropolis-Hastings independiente

El algoritmo general Metropolis-Hastings muestrea ™" a partir de la propuesta,
q (0(’"“) | 0(’")), la cual depende del estado previo de la cadena de Markov 8™ Una
alternativa es muestrear el candidato 8™+ desde una distribucién independiente del
estado previo de la cadena, g (8™ |9(™) = ¢ (#™+Y). A esto se le conoce bajo
el nombre del algoritmo de Metropolis-Hastings independiente, y queda determinado
de la siguiente forma:

1 Muestrear 8™+ a partir de la propuesta independiente ¢ (§™+1)
2 Aceptar 6™*1) con probabilidad « (8™, §™+1)) donde

(m+1) e(m))
(m) gm+1)y _ m (61) ¢ (67)
a (9 , 0 ) min T (0m) ¢ (Om+1)

Para revisar la informacion adicional acerca del algoritmo de Metropolis-Hastings,
ver Casella (1999), Chib (1995), Geweke (1989) y Gamerman (1997).
Existen numerosas aplicaciones de simulacién estocdstica en diversas areas. El drea
de interés particular en la tesis actual es la de la econometria financiera, ver Johannes

(2003) para ejemplos de aplicacién.

3.2.5. Diagnéstico de convergencia

Como va se ha discutido con anterioridad, un valor a partir de la distribucién de
interés 7 es solamente obtenido cuando el niimero de iteraciones de la cadena tiende
a infinito. En la prictica no es posible lograr esto, en vez de ello un valor obtenide
a partir de una iteracién suficientemente grande es tomado en vez de muestrearlo
a partir de 7. La dificultad es la determinacién de cuan grande deberia de ser esta
iteracion.

Hay dos formas de estudiar la convergencia. La primera cs mas tedrica y trata de
medir distancias y establecer limites en las funciones de distribucién generadas a
partir de la cadena, ver Tweedie (1994).

Sin embargo, el estudio de convergencia de la cadena también puede ser realizado a
partir de una perspectiva estadistica, es decir, analizando los resultados observados
de la cadena, el problema de utilizar este tipo de métodos es que nunca se puede
garantizar la convergencia debido a que solamente esta basado en observaciones desde
la misma cadena.

Aunque los dos métodos para estudiar la convergencia son validos y se complementan
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el uno al otro, los resultados tedricos han probado ser mas dificiles de obtener y para

ser aplicados en problemas précticos.

3.2.5.1. Monitores informales de convergencia

Gelfand y Smith (1990) sugirieron analizar la convergencia de manera un poco
informal mediante técnicas graficas. Después de m iteraciones en n cadenas paralelas,
un histograma de los n valores de la m-ésima iteracién de una funcién 8 dada puede ser
graficada. Esta funcién puede ser uno de los componentes de 6 y el histograma podria
ser suavizado si se desea. E] procedimiento es repetido después de que k iteraciones
son obtenidos en la cadena. El valor de k no necesita ser grande si uno sospecha acerca
de la convergencia después de m iteraciones.

La figura (8) muestra un ejemplo de monitores informales de convergencia para el
Gibbs Sampler de la figura (6).

1
o 500 b) 1000 1500

Figura 8: Monitores informales de convergencia. a)Convergencia a la media de la
distribucién N(0.1,1). b)Convergencia a la media de la distribucién N(0,1}. El burn-
in-period se compone con las muestras ubicadas a la izquierda de la linea vertical
punteada.
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3.3. Series de Tiempo Financieras

En las dos primeras secciones de este segundo capitulo se presenté a grandes ras-
gos los conceptos mas importantes de la inferencia bayesiana, una vez hecho esto se
prosiguié con un pequeno resumen de un par de esquemas de simulacion MCMC que
serdn de gran ayuda en cuanto al andlisis posterior que se realice cuando se quiera
encontrar la distribucién posterior de la volatilidad y su implementacién en el mo-
delo de Black & Scholes. El anlisis posterior antes mencionado se hars en cuanto a
un modelo de series de tiempo para volatilidad, es por esto que esta tercer seccién

estd encaminada en la exposicién de las series de tiempo financieras.

En esta seccién se introducen algunos conceptos fundamentales que son necesarios
para entender propiamente los modelos de series de tiempo. Se debe de comenzar con
una simple introduccién a los procesos estocésticos, la cual fue dada en la seccién
anterior y una definicién clara de las series de tiempo conjuntamente con una intro-

duccién de las series de tiempo de interés particular en las finanzas.

3.3.1. Definicién de series de tiempo

Las series de tiempo son un conjunto de observaciones x;, que son registrados en
un tiempo especifico ¢. Los modelos de series de tiempo proporcionan un método
sofisticado de provectar series histdricas ya que se basan en la nocién de que las se-
ries que se van a pronosticar se han generado por un proceso estocastico, con una
estructura que puede caracterizarse y describirse. La descripcién no se da en funcién
de una relacién causa y efecto (como seria en el caso de un modelo de regresién) sino
en funcién de cémo estd incorporada la aleatoriedad en el proceso.

Los modelos de series de tiempo que se explicardn a lo largo de ésta seccién se basan
en la suposicién de que las series que se van a pronosticar se han generado por un
proceso estocdstico; es decir, que cada valor x1,Zs,...,Z; en la serie de tiempo es
extraido al azar de una distribucién de probabilidad. De hecho, si se quisiera gene-
ralizar este detalle. se deberia decir que la serie observada x,,Zs,...,Z; es extraida
de un conjunto de variables alcatorias distribuidas en forma conjunta. Una de las
caracteristicas de mayor relevancia es que en las series de tiempo no se cumple el
supuesto de independencia.

Las series de tiempo se catalogan en discretos y continuos. Esta designacién se debe a

como se encuentra el conjunto de datos; es decir, si el conjunto de datos es muestreado
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en intervalos fijos de tiempo se le denomina serie de tiempo discreta, o si es muestrea-
do en intervalos de tiempo continuas se le denomina serie de tiempo continua. Esta
diferencia marca una enorme pauta en el trabajo actual y se comentard més adelante
cuando se relacione la modelacién por medio de series de tiempo con el modelo de
Black & Scholes.

El analisis de series de tiempo ha sido usado en diversos quehaceres de la vida humana,
ejemplos que van desde aspectos puramente teéricos hasta totalmente practicos. Den-
tro de la préctica se ha utilizado en diversas areas del conocimiento como son la fisica,
la meteorologia, la industria en general y no puede quedar atras el drea financiera,
en donde se ha vuelto herramienta indispensable cuando se busca evaluar de manera
maés precisa cualquier tipo de activo financiero, hasta en los mas modernos productos
financieros derivados, como es el caso actual.

El anélisis de series de tiempo financieras est4 enfocado a lo que en el argot financiero
se le conoce como datos de altas frecuencias, ver Dacorogna (2001). Algunos de las
series de tiempo financieras que son analizados en las finanzas de altas frecuencias son
el precio, los retornos, la volatilidad realizada (histérica), la propagacién (spread) y
la volatilidad (estocéstica). Sin embargo durante el presente trabajo solo se discutirsn
las series de tiempo financieras correspondientes al precio, los retornos y la volatilidad

estocastica.

3.3.2. Precio

Los precios de los activos son las variables mas importantes exploradas en las
finanzas. Dependiendo de la estructura del mercado y el distribuidor de datos, los

precios estan disponibles en diferentes formas:

- Precio par bid-ask: Pyq ¥y Pask- Un dato individual de este tipo en un momento

particular del tiempo se le conoce como tick.
- Precios de transaccién.
- Bid, ask y precios de transaccion en secuencias irregulares. (No en pares)
- Precios medios.

3.3.3. Retornos

El retorno debe ser definido como la utilidad gencrada sobre una inversion de

capital o sobre una inversién en valores. Es por esto que en cuanto al inversionista
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corresponde es mas 1itil analizar el retorno de una inversién que su precio nominal. A
parte de que estadisticamente la serie de retornos tiene propiedades mas interesantes
para el modelaje econométrico, como por ejemplo, de manera general las series de
retornos son estacionarias, en comparaciéon con la serie de precios que no lo son.
Ademss, la distribucién de los retornos es més simétrica y estable a lo largo del
tiempo que la distribucién de los precios.
Financieramente hablando existen dos tipos mas generales de retornos: ¢l retorno
simple y el compuesto. Se definen a continuacién:
Sea P, el precio de un activo financiero al tiempo t.
El retorno simple se define de la siguiente manera:
AP

P -1

y el retorno compuesto o Log-retorno:

P, = m(fﬁi) - ln(P‘)
' P, Py

El Log-retorno es comiinmente mas utilizado que el retorno simple debido a que

el origen de esta férmula tiene que ver con el interés continuo, el cual es utilizado en
muchos 4mbitos financieros como el tipo de interés que opera diversos instrumentos,

en este caso el rendimiento de las acciones.
Para ver las distribuciones usadas cominmente para los retornos, ver Tsay (2002).

Estadisticamente la serie de retornos cumple con las siguientes propiedades, un

-ejemplo de una serie de retornos se observa en la figura (9).

- Curtosis. Hay un exceso de curtosis en comparacion con la distribucién normal,

por lo tanto, la serie de retornos es de colas pesadas.

- Autocorrelacién. No hay una autocorrelacién significativa, sin embargo, el

cuadrado de dichos retornos si la presentan.

- Heterocedasticidad. La varianza evoluciona a través del tiempo.

3.3.4. Volatilidad

Este concepto ha sido discutido brevemente en el primer capitilo. En él se men-

ciond el error que existe al tratar de definir la volatilidad. Sin més predmbulos solo
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Figura 9: a)Serie histérica 1990-1999 Bimbo A. b) Serie de retornos

debe uno fijarse en el modelo de Black & Scholes para percibir como est4 tradicional-
mente definida la volatilidad; es decir con la desviacién estandar, la cual seria correcta
siempre y cuando la volatilidad no evolucionara a través del tiempo.

Es por ello que la volatilidad juega un papel muy importante en el mercado de deriva-
dos, en especial en el de opciones. Sin embargo el estudio de la volatilidad es necesario
en otras dreas como la administracién de riesgos, en donde se pueden plantear mo-
delos de volatilidad para aproximar el valor en riesgo de una posicién financiera, o
en macroeconomia en donde se podrian plantear politicas econémicas mas adecuadas
por medio de la volatilidad en los agregados macroeconémicos permitiendo asi una
mayor estabilidad econdmica y podria darse el caso de anunciar un posible colapso
econémico antes de que éste ocurra.

En conclusién, la modelacién de la volatilidad por medio de series de tiempo puede
mejorar la eficiencia en la estimacién de los pardmetros y la exactitud en los interva-
los de prondstico que sirvan como punto de partida para una mejora en la toma de

decisiones ya sean tanto financieras como econdmicas.

Siendo la volatilidad indirectamente observable no existe una forma directa de

medirla. Sin embargo una definicién méas acorde con el planteamiento del problema
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que da origen al presente trabajo es considerar a la volatilidad como Ia varianza condi-
cional de los retornos de un activo.
Més adelante se estudiardn los distintos modelos de series de tiempo que se utilizan

en el estudio de la volatilidad, sin embargo la mayoria de ellos se basan en lo siguiente:

Sea y; la serie de Log-retornos, entonces la media condicional est4 dada por p;, =
E(y. | F,—1) y la varianza condicional por b, = o (y,|F,_;) = E [(yt — u)2|FL,1],
donde F,_, denota toda la informacién disponible hasta el tiempo ¢ — 1.

Algunas de las caracteristicas de la volatilidad que cominmente se encuentran en

los Log-retornos son:
- La volatilidad evoluciona a través del tiempo y de manera continua.

- Se encuentran periodos de alta volatilidad y periodos de baja volatilidad, a estos

perfodos se les denomina clusters.

- La volatilidad no diverge a infinito, varia dentro de un rango fijo; es decir que

la volatilidad es estacionaria.

- La volatilidad parece reaccionar de manera diferente a una alza en los precios

que a una caida de estos.

Un ejemplo de la existencia de clusters de volatilidad se observa en la figura (10).
En ella se muestran los clusters de mayor volatilidad (4rea dibujada con rojo), en estos
espacios la transicién entre los periodos de volatilidad se realiza de manera gradunal y

continua.

3.3.5. Modelos de series de tiempo

Existen dos tipos de modelos de series de tiempo, los modelos deterministicos y
estocasticos.
Dentro de los modelos deterministicos encontramos dos ramas, una que se basa en
modelar con respecto a la media del proceso y la otra con respecto a la varianza del
mismo.
Leos modelos que se explicardn a continuacién son modelos de series de tiempo fi-
nancieras y su utilizacién es indispensable cuando se habla de datos financieros de
altas frecuencias, es decir cuando la obtencién de la informacién histérica se obtiene

de manera diaria, en horas, de hecho podrian ser en segundos, como se espera que
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ocurra en un mercado bursitil de alto funcionamiento.

Por la naturaleza por como estan construidos estos modelos no pueden ser utilizados
cuando la obtencién de la informacién solo estd disponible mensualmente, trimes-
tralmente o hasta anualmente, como ocurre con la mayoria de los agregados macro-
econdémicos. Cuando esto ocurre es recomendable utilizar los llamados modelos de
series de tiempo temporales, una bibliografia que sirve como punto de partida para

el estudio de estos modelos de series de tiempo es Ghysels(2001).

A continuacién se dara una breve descripcién con respecto a los modelos deter-
ministicos de series de tiempo financieras.
Se hard mucho ma&s énfasis en los modelos con respecto a la volatilidad ya que son

justamente este tipo de modelos sobre los que sc practicaran los esquemas MCMC.

3.3.6. Modelos de series de tiempo para la media

3.3.6.1. AR (Autoregressive)

En el proceso autorregresivo de orden p, AR(p), la observacién actual ¥, es genera-

da por un promedio ponderado de observaciones pasadas que se remontan p periodos,
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Junto con una perturbacién aleatoria en el perfodo actual. El proceso AR(p) se define

como
V=G0t Iy 1+ a2t -+ Y pt & (43)

En el modelo AR(p) (y también en los demss modelos de series de tiempo que se veran
a continuacién) se supone que las perturbaciones aleatorias (e,) estan distribuidas en
forma independiente a lo largo del tiempo; es decir, son generados por un proceso
de ruido blanco. En particular, sec asume que cada término de perturbacién es una

variable aleatoria normal con media 0, varianza o2 y covarianza vy, = 0 para k # 0.

3.3.6.2. MA (Moving Average)

En el proceso de media mévil de orden q, M A(g), cada observacién y; es generada
por un proceso ponderado de perturbaciones aleatorias que se remontan q perfodos.

Queda definido como
Y =Co+ & —bigr | —bagpo— - — 4 (44)

Los procesos AR y MA deben satisfacer ciertas restricciones en los parimetros
para garantizar estacionariedad, ver Chatfield (1989).

3.3.6.5. ARMA (Autoregressive Moving Average)

Muchos procesos estocdsticos estacionarios no pueden modelarse como promedios
moéviles o autorregresivos puros, ya que tienen las cualidades de ambos procesos. La
extensién légica de los dos modelos presentados anteriormente es el proceso mixto

autorregresivo-promedio mévil ARM A(p, q) y se representa como

Y =do+ G1Y1+ a2t + Ol pt+ &

—bhe g — e 0— -~ 9q5t—q (45)

La figura (11) muestra una simulacién de un proceso autorregresivo, un proceso

de media mévil y el proceso mixto ARMA.

3.3.6.4. ARIMA (Autoregressive Integrated Moving Average)

En la prictica muchas de las series de tiempo que se tienen no son estacionarias,
de modo que las caracteristicas del proceso estocdstico subyacente cambian con el

tiempo.
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Figura 11: Simulacién de procesos a) AR(2) con pardmetros ¢; = 0.9y ¢ = -0.7,
b) MA(2) con pardmetros £; = 0.6 y €2 = -0.3 ¥ ¢) ARMA(2,2) con los pardmetros
anteriores

Se dice que y; es no estacionaria homogénea de orden d si w, = A%y, es una serie esta-
cionaria. Aqui A denota diferenciacién; es decir, Ay; = v — ¥1-1, A% = Ay, — Ay
y asi sucesivamente.

Entonces, después de haber diferenciado la serie y; para producir la serie estacionaria
w,, se puede modelar w, como un proceso ARMA. Si w, = A%y, y w; es un proce-
so ARMA(p, q), entonces se dice que v, es un proceso autorregresivo integrado de
promedio mévil de orden (p,d,q), o tan solo ARIMA(p,d, q).

Cuandop=0,d =1y q =1, ¢l modelo se llama IMA(1, 1).
De igual manera cuandop=1,d =1y ¢ = 0 se le denomina ARI(1,1).

Para revisar més detalles acerca de la teoria y propiedades de toda esta gama

de modelos con respecto a la media del proceso, a parte de las bibliografias ya men-
cionadas, ver Diggle (1990) y Wei (1990).
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3.3.7. Modelos de series de tiempo para la volatilidad

3.3.7.1. ARCH (Autoregressive Conditional Heteroscedastic)

Lo primero que se debe mencionar es que este modelo es con el cual se trabajaran
los esquemas MCMC a lo largo del tercer capitulo.
Los modelos de series de tiempo han sido inicialmente introducidos para propdsitos
descriptivos como prediccidn y correccién estacional 6 para el control dinamico, ver
Gourieroux (1997). A principio de la década de los setenta, el rol de investigacién en
cuanto a los modclos de series de tiempo se refiere se enfocé en una clase especifica
de modelos, los modelos ARMA, los cuales eran muy facil de implementarlos. Sin

embargo, esta propuesta tiene dos desventajas:

1 Es esencialmente una situacién lineal, la cual automaticamente restringe el tipo

de dindmica que es aproximada,

2 Es generalmente aplicado sin la imposicién de una restriccién a priori en los
parametros autorregresivos o de promedio mévil, lo cual acarrea problemas es-

tructurales.

Las series de tiempo financieras presentan diversas formas de dindmica no-lineal. Sin
embargo, las teorias financieras basadas en el comportamiento racional del inver-
sionista naturalmente sugeririan el incluir y el probar algunas restricciones en los
parametros. En la teoria econémica los agentes econémicos no responden solamente
a la media y en la prictica financiera frecuentemente se sugiere que tanto la vari-
anza como la media de la tasa de retornos son determinantes para las decisiones de
inversién. Existen diversas investigaciones al respecto, por ejemplo el Premio Nébel
de economia, Milton Friedman, argument6 que como una alta inflacidn estara gene-
ralmente asociada con una variabilidad alia de la misma variable, las relaciones es-
tadisticas entre inflacién y desempleo deberfan tener una pendiente positiva, no una
negativa como en la tradicional curva de Phillips. Para méas informacién al respecto,
ver Friedman (1977).

En este contexto los modelos ARCH, introducidos por Engle (1982), surgen como
una estructura apropiada para estudiar este tipo de problemas.

A la par con el desarrollo de los modelos ARCH, dentro de la teoria financiera se ha
ido dando una evolucién o mis bien una reexaminacién o refinamiento de la mayoria
de los modelos estructurales. De hecho el enorme éxito de los modelos ARCH también
se debe a los errores de algunas practicas basadas en analisis estdtico de fenémenos

financieros.
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No obstante el gran reconocimiento, existe una lista de limitaciones tanto tedricas
como practicas en cuanto a la modelacion ARCH, para mas detalles ver Gouriéroux
(1997).

El modelo ARCH, como ya se habia mencionado, fue propuesto por Engle en 1982
y lo usé para estimar las medias y las varianzas de la inflacién en el Reino Unido
durante la década de los setentas.

La idea basica de los procesos ARCH es que los retornos de una serie de tiempo y,
tienen media cero, carecen de una dependencia serial pero son dependientes y pueden
representarse mediante una funcién cuadrética. Es asi por lo que un modelo ARC H(r)

se especifica de la siguiente manera

W = Et\/}—L:

hy = ap+aayp, +- -+ oyl (46)

donde &; es una sucesion de variables aleatorias independientes e idénticamente dis-
tribuidas (vaiid) con media cero y varianza uno. Para o9 > 0y s > 0V i > 0. De
acuerdo a la definicién de h; s como se logra que la varianza no sea constante a través
del tiempo.

Para observar a detalle la especificacién del modelo y sus parametros, ver Engle
(1982).

En la figura (12) se presenta la simulacién de un proceso ARCH y la varianza
condicional h,. Los évalos dibujados con rojo representan dos de las etapas donde los
retornos alcanzaron mayor desempeno, estas etapas se ven acompafiadas de épocas
de mayor volatilidad (rectdngulos en rojo). Las dreas dibujadas en verde representan
a su vez donde la volatilidad fue pequena.

Se debe de observar también que los retornos grandes se ven seguidos de retornos

grandes, y viceversa. Esto ejemplifica la existencia de los clusters de volatilidad.

En la figura (13) se muestran las funciones de autocorrelaciéon de los retornos
del proceso simulado ARCH(2) y el cuadrado de los mismos, aunado con la funcién
de correlacion parcial de éste dltimo. De hecho en la misma grifica se aprecia otra
propiedad de los retornos, ya que al parecer no hay correlacion significativa en la serie,

sin embargo, los cuadrados de los retornos si presentan correlacién.

Propiedades de los modelos ARCH, ver Tsay(2002).
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Figura 12: a) Simulacién de un proceso ARCH(2) con ag = 1, @1=0.03 y a3=0.05.
b) Varianza condicional h; de la serie simulada

At
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Figura 13: a) Funcién de autocorrelacién de la serie de retornos simulada en la figura
(12). b)Funcién de autocorrelacién de los cuadrados de los retornos. ¢) Funcién de
autocorrelacién parcial de los cuadrados de los retornos

- El modelo trata los retornos positivos y negativos de igual manera. En la précti-
ca, se sabe que para las series de tiempo financieras los precios reaccionan de

manera diferente a retornos positivos que a negativos.

- El modelo es restrictivo en los parametros.
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- El modelo no provee un modo de entender el comportamiento de la serie de
tiempo financiera. Sélo provee una manera mecénica de describir la varianza

condicional.

- El modelo puede requerir muchos parimetros para describir de manera adecuada
la volatilidad de la serie,

Asi como se han presentado las riquezas de los modelos ARCH, existen una serie
de debilidades, para un andlisis detallado ver Tsay {2002).

3.3.7.2. GARCH (Generalized Autoregressive Conditional Heteroscedastic)

El proceso GARCH fue propuesto por Bollerslev (1986) para permitir una mayor
flexibilidad en los procesos ARCH. Como ya fue descrito, los modelos ARCH estdn
basados en una representacién autorregresiva de la varianza condicional. Sin embarge
se podria anexar una forma de promedio moévil, esto se hace para disminuir la parsi-
monia del modelo ARCH. Esto es lo que hace el proceso GARCH. Entonces el modelo
GARCH(r, s) esta definido por

€L = 016
m 5
2 2 2
o, =ayg+ 5 ey + E Bioy_; (47)
i=1 j=1

donde ¢, es una sucesién de vaiid con media cero y varianza uno, sus pardmetros
deben de ser ap >0, 0; >0, 3, >0y a?':;’(m's) (a;: + ;) < 1, esta es la condicién que
garantiza que la varianza incondicional sea finita.

Para revisar propiedades y la teorfa de los modelos GARCH, ver Bollerslev (1986) y
Tsay (2002).

9.3.7.3. ARCH-M (ARCH in MEAN)

Fue propuesto por Engle, Lilien y Robins (1987). El modelo ARCH es extendido
para permitir a la varianza condicional afectar a la media de la Y7 . De esta forma
los cambios en la varianza condicional afectaran directamente el valor esperado de un

retorno.

3.8.74. IGARCH (Integrated GARCH)

Al igual que el modelo ARIMA propone una forma de modelar la media de una

serie no estacionaria, este modelo propuesto por Bollerslev (1992) es realizado bajo
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el hecho de que no todos los retornos se modelan de la mejor manera con un modelo
estacionario. En finanzas es complicado pensar en utilizar un modelo IGARCH ya

que su consecuencia es el hecho de la varianza incondicional no es finita.

3.3.7.5. HARCH (Heterogeneous ARCH)

Este modelo fue propuesto por Miiller (1997) para modelar los cuadrados de los
retornos, con un buen manejo analitico. Los procesos HARCH corres ponden a la fa-
milia de los ARCH pero difieren de todos los otros tipos de procesos ya que poseen la
tinica propiedad de considerar la medicién de la volatilidad sobre diferentes tamafos

de intervalos.

Otros tipos de modelos deterministicos para volatilidad son EGARCH, FIGARCH,
GARCH-M, FACTOR-ARCH, FACTOR-GARCH, AGARCH, VGARCH, GJR, NGARCH,
QARCH, EMA-HARCH, TARCH, ARMA-GARCH etc.

Para més informacién acerca de estas generalizaciones del ARCH, ver Engle (1995),
Gouriéroux (1997) y Mills (1999).

3.3.8. Proceso ARCH y el modelo Black & Scholes

A lo largo del primer capitulo se presenté el modelo de Black & Scholes, asi como en
este segundo capitulo se ha ostentado la inferencia bayesiana seguido de los esquemas
de simulacién estocdstica y consumado con una breve exposicién de las series de
tiempo financieras, haciendo mayor énfasis en el modelo ARCH ya que es éste con el
cual se trabajara en el tercer capitulo de la tesis.

En el primer capitulo se distingui6é que la volatilidad representaba un factor de suma
importancia en lo que a la valuacién de opciones se refiere, en el modelo de Black
& Scholes este pardmetro es constante, se ha discutido ya en demasia acerca de la
veracidad de este argumento, y lo que se propone en esta tesis es ajustar un modelo
de series de tiempo para volatilidad que sea capaz de solventar esta disyuntiva.

Sin embargo no es tan sencillo implementar un modelo discreto en el modelo de Black
& Scholes por dificultades teéricas. Estas dificultades empiezan porque el modelo
de Black & Scholes es un claro ejemplo de un modelo continuo, ver Hull (1997). Y
con respecto a esto se deberia de usar un modelo de este tipo para la volatilidad.
Sin embargo, la profundizacion tedrica en este tipo de modelos hace a su estimacién
muy complicada, ya que los datos reales ocurren en intervalos de tiempo discretos.
Se ha intentado hacer inferencia indirecta ajustando un modelo ARCH para deducir

un modelo de volatilidad continuo. El esfuerzo computacional es demasiado grande y
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complica su implementacion. La inferencia indirecta trata de encontrar un modelo de
volatilidad continuo que haya sido observado de manera discreta en el tiempo y que
produzca las mismas estimaciones que un modelo discreto. Ver Gourieroux, Menfost
& Renault (1993)

Entonces utilizando inferencia bayesiana sobre el proceso ARCH e implementando
los métodos MCMC se pueden obtener muestras de la distribucion posterior de la
volatilidad y a través de estas obtener muestras de la distribucién posterior del precio
de la opcién por medio de la férmula de Black & Scholes.

Este punto es justamente la base sobre la cual se trabaja todo el tercer capitule, de
hecho la finalidad de la tesis.
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Capitulo IV

INFERENCIA BAYESIANA PARA LA
VOLATILIDAD EN EL MODELO BLACK &
SCHOLES

El presente capitulo estd encaminado a mostrar la posibilidad de utilizar métodos
MCMC para inferencia bayesiana en modelos de precios de activos en tiempo conti-
nyeo.

La solucién bayesiana al problema de inferencia, en este tipo de modelos, es la dis-
tribucién de los pardmetros, 6, y las variables condicionales latentes, X, en datos
observados Y. Es asi como la distribucién posterior, p(6, X | Y), combina la informa-
cién en el modelo y los precios observados, y es el punto de partida para la inferencia.
estadistica. Los métodos MCMC proveen de una herramienta para explorar éstas dis-
tribuciones posteriores y a partir de éstas generar una cadena de Markov (€, X),
{G(g),X (9)}; cuya distribucién lmite es p(0, X | Y). El método Monte Carlo usa
esas muestras para integracién numérica, para la estimacién de los pardmetros, para
la estimacion de los estados de la cadena y también para comparar entre modelos.
Caracterizar p(©, X | Y’} en modelos de activos en tiempo continuo es dificil por varias
razones. Primero porque los precios son observados discretamente mientras que los
modelos tedricos se especifican en tiempo continuo. Segundo porque en algunos casos
las variables estado son latentes a partir de la perspectiva del investigador. Tercero
porque la distribucién posterior p(©, X | Y) es tipicamente de muy alta dimensién y
por tanto los muestreos realizados por métodos estdndar comunmente fallan. Cuar-
to, en algunos modelos de tiempo continuo se generan distribuciones de transicién
para precios y variables estado que no son normales ni estandares, es por ello que la
estimacién a partir de métodos tales como el de méxima verosimilitud resulta muy
complieado. Finalmente, en modelos de precios para las opciones, como lo es el de
Black & Scholes, y en modelos estructurales, los parametros resultan ser no lineales
¥ a veces podrian no tener una forma analitica que pueda representar la solucién de
una ecuacion diferencial ordinaria o parcial. Los métodos MCMC como pueden ser el
Gibbs Sampling o el Metropolis-Hastings enfrentan todas estas dificultades.

Ahora bien, mateméticamente los métodos MCMC son particularmente bien adap-
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tables para aplicaciones financieras en tiempo continuo por varias razones, la més
importante es que estos tipos de modelos especifican que los precios y las variables
estados resuelven ecuaciones diferenciales estocdsticas los cuales son construidas a
partir de movimientos brownianos, procesos Poisson, etc. Cuyas distribuciones resul- .
tan faciles de caracterizar. Cuando se trabajan de manera discreta y en cualquier
intervalo de tiempo finito, los modelos toman 1a forma de modelos familiares de series
de tiempo con distribuciones de errores de manera normal o como una mezcla de nor-
males discretas. Esto implica que las herramientas de la inferencia bayesiana pueden
ser directamente aplicables a esos modelos. Para ver un mayor numero de razones

propuestos en la teorfa de la econometria financiera, ver Johannes (2003).

Se han cimentado las razones por las cuales la utilizacién de los esquernas MCMC
facilitan la inferencia bayesiana en los modelos financieros en tiempo continuo. Ahora
es tiempo de abordar la finalidad de la tesis, es tiempo de comenzar la inferencia
bayesiana en el modelo de Black & Scholes.

4.1. Alternativas realizadas y propuesta actual al
modelo de Black € Scholes

4.1.1. Alternativas realizadas

En diversas ocasiones se ha trabajado ya realizando inferencia bayesiana en el
modelo de Black & Scholes. .
Johannes (2003) usé inferencia bayesiana para el precio de las opciones, se tomé a
Black & Scholes como el modelo que especifica ese precio y se le anexa un término de
error con distribucién normal, de tal modo que ésta serd la serie de tiempo.

Es decir, como ya se especificé en el primer capitulo el precio de las opciones a partir

de Black & Scholes queda determinado por la siguiente ecuacién
C,= BS(0,8,) = S;N(dy) — ¢ " DKN(d; — ovVT —t)
donde

g — 109(Si/K) + (r + 0*[2)(T ~ 1)
! ovT —1

y entonces se especifica que

log(S;/St — 1) = p+ o€
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Ci = BS(0,5;) + ¢
donde ¢, ~ N(0,1) y € NIN(O, o).

A partir de estas ecuaciones se realiza la inferencia bayesiana y se desarrolla un
esquema MCMC para inferir la volatilidad, es decir 6. De tal forma se obtienen dis-
tribuciones posteriores para cada unos de los parametros, y después se puede obtener

la distribucién posterior para C, es decir p (C;| S, 0%, 02).

No ha sido la nica vez que se ha hecho inferencia bayesiana en el modelo Black
& Scholes, Bauwens y Lubrano (1998) infirieron sobre la media predictiva del precio
de las opciones via este mismo modelo. En este trabajo se calcula la media predictiva
como

E(BST+S’ y) = Eﬂ]y[E(BSTJ»s’ 9’y)]

para su calculo se definié primero a la volatilidad mediante un modelo GARCH con
errores student, y después se utilizé un método diferente MCMC llamado Gridy Gibbs
Sampler para el cdlculo de dicha media predictiva. Para un estudio mis detallado,
ver Bauwens (1998).

4.1.2. Propuesta actual

En el presente trabajo se muestra una propuesta diferente de inferencia bayesiana
en el modelo Black & Scholes. Se trata de reunir aspectos importantes de investi-
gaciones como las mencionadas anteriormente y complementarlas, es decir Johannes
(2003) encontré una distribucién posterior para el precio de las opciones via Black &
Scholes pero no legitimé la veracidad de que la volatilidad fuera constante, en con-
traparte Bauwens (1998) utiliz6 un modelo GARCH para la volatilidad del modelo y
encontré una media predictiva a lo largo del tiempo, sin embargo en ningiin momento

se desarrolla alguna distribucién posterior para el precio de las opciones.

Se propone que el hecho de que la volatilidad sea considerada como constante a lo
largo del tiempo es erréneo y es por esto que es indispensable definirla mediante un
modelo de series de tiempo para volatilidad. Para lograr esto se utilizars inferencia
bayesiana, para encontrar una distribucién posterior de un modelo ARCH mediante
mecanismos MCMC, en particular el algoritmo Metropolis-Hastings de propuesta in-
dependiente, y una vez obtenida ésta distribucién posterior se implementard sobre el

modelo Black & Scholes para encontrar la distribucién del precio de las opciones.
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El hecho de que se utilicen herramientas bayesianas sobre el modelo ARCH es
porque ésta medida de la incertidumbre es mis poderosa que solo una estimacién

puntual del modelo.

También, en el més puro sentido financiero, una medida del precio de las opciones
mediante el modelo Black & Scholes o algiin modelo binomial que se pueda utilizar
carece de toda informacién de la incertidumbre, lo que se pretende con encontrar una
distribucién posterior del precio de las opciones es obtener una mejora sobre dicha

informacion.

4.2. Elementos para el desarrollo de la inferencia
bayesiana sobre el modelo ARCH

Como ya se ha mencionado con anterioridad los modelos discretos de ecuacién de-

terminista de series de tiempo para estudiar la volatilidad de un activo parecen ser los
menos complicados para hacer inferencia en los pardmetros. Sin embargo parece que
brindar una informacién més completa que una estimacién puntual, atin con éstos
modelos, de la estructura de la volatilidad resultsse ser complicado. Con la versa-
tilidad de los mecanismos MCMC y de la inferencia bayesiana estos contratiempos
pueden superarse.
Para ello es necesario definir primero un modelo sobre el cual se practicars lo anteri-
or, en el presente trabajo se propone utilizar un modelo ARCH(2) para describir la
volatilidad de la serie financiera, la cuél ser4 el Indice de Precios y Cotizaciones de
la Bolsa Mexicana de Valores (IPC) en el periodo 1990-2004. Se muestra en la figura
(14).

Ahora bien, para lograr realizar inferencia bayesiana se necesitan de los siguientes
elementos:

1 Parametrizacion exacta del modelo.
2 Funcién de verosimilitud del modelo.
3 Distribucién inicial del modelo.

4 Distribucién posterior.
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Figura 14: a) Serie histérica del IPC 1990-2004

4.2.1. Elementos para inferencia bayesiana

4.2.1.1.  Parametrizacion del modelo

Como ya fue definido en la seccién (2.3.7) el modelo ARCH(r) estd expresado de
la siguiente forma

Y = Et\m & "-’N(O.l)
hy = agt+auyp g+ oy,
Por tanto el modelo ARCH(2) queda definido como sigue

Y = Et\/]; g~ N(0,1)

he = oo+ aryi, + oy (48)
g= (ao,al,OQ),
4.2.1.2.  Puncién de verosimilitud
La funcién de verosimilitud para un ARCH(r) bajo el supuesto de normalidad es

2
Y

n 1 2
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donde © = (ag, o1, - .., ;).

En términos de densidades, la ecuacién (49) puede ser reescrita como

f(yla"':ynl e)zf(ynl Fn—l)f(yn—ll Fn—‘l)v"'1f(yr+1| Fr)f(yhy27--'7yr| 6)

La forma exacta de f (1,72, ...,¥-| ©) es complicada asi que comunmente se condi-
ciona con respecto a las primeras r observaciones para trabajar solamente con la
verosimilitud condicional, ver Tsay(2002).

n

f(yr+l7'>'7yn|6): H

t=r+1

e 7h (50)

Por tanto a partir de (50}, la verosimilitud que se trabajard con el modelo ARCH(2)

S - ()G

t=1

(51)

N
—
g
3
[ N—
|
N
10
TS,
[

El hecho de que la funcién de verosimilitud condicional para los modelos ARCH
sea de este modo calculada es una mayor razén para la rapida adopcién de ésta clase
de modelos en econometria, en la economia financiera y en la macroeconomia. Adn
ésto, una forma moderna de llevar a cabo inferencia estadistica es via MCMC. Para
revisar extensivamente el uso de los métodos MCMC en el contexto de la econometria,
ver Chib (2001) y Florentini {2002).

4.2.1.3.  Distribuciones iniciales

La definicién de las distribuciones iniciales para los pardmetros del modelo ARCH(2)
estdn basadas en las restricciones de los mismos para que cumplan diversas condi-

ciones de regularidad para asegurar que la varianza incondicional de y; sea finita.

Dado un modelo ARCH(r)
Yy = hygy, hrz, =g+ aly?q + -t aTyt?~r

se debe de cumplir que ap > 0, &, >0Vi >0y > ;.00 < L.

Por tanto para un modelo ARCH(2) se debe de cumplir que ag > 0, ay > 0,
ay >0y ay + az < 1. Esto conlleva logicamente a que 0 < a3 <1y 0 <ay < L
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De esta forma las distribuciones a priori para los parametros quedan definidas

como
(ao) plen) y(az)
2(0) = pleo)plen)plaz) = Lo lonlan (52)
4.2.1.4. Distribuciones posteriores

Como se explicé en la seccién (2.1.3) la distribucién posterior se calcula de la

siguiente forma
p(8ly) o< L(01y)p(6)

Entonces, a partir de (51) y (52) la distribucién posterior para nuestro modelo de

inferencia queda establecido como
t(1)? yf | peo) jla) je
op o] a2
po) = 11 (1) ] oo{-0m SE RLIDIG
t=1 t=1

Sin embargo la distribucién posterior 7(6,y) de los pardmetros del modelo ARCH(2)
no tiene una forma analitica cerrada, entonces se propone plantear un esquema
MCMC para obtener muestras de la distribucién posterior de los parametros. Ya ha
sido explicado la metodologia de la simulacién estocastica en la seccién (2.2). Ahora

lo que se necesita calcular son los elementos que se necesitan para desarrollarla.

El método MCMC que se utilizara es el algoritmo Metropolis-Hastings de pro-

puesta independiente. Se necesitan los siguientes elementos:
1 Distribucién de salto (Propuesta independiente).
2 Célculo de la probabilidad de salto. a (691,60}
3 Caleulo del logratio. Ln (o (U9, 61)))

4.2.2. Elementos para MCMC
4.2.2.1. Propuesta independiente

Como se explicé en la seccion (2.2.4) el algoritmo Metropolis-Hastings puede tener

casos especiales en su distribucion instrumental.
1 q(z]| y) = q(y| 2): Algoritmo Metropolis.
2 q(z}y) =[] f(2:] 2<i, y>:): Gibbs sampler.

3 g(z] ¥) = q(2): Propuesta independiente.
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Esta iltima es la que se utilizaré para el cilculo de la probabilidad de salto a (901, 919},

La propuesta independiente es una normal trivariada
a(091097) = q(09) ~ Ns(h, D) (54)
Aqui 6 = (ap, a1, ) v 09 es el vector de parametros en la iteracion j, ¢ cs una
constante para calibrar la tasa de rechazo y ¥ es una matriz de covarianzas muestral

que se estirna por medio de una corrida exploratoria de la cadena de Markov. Se

explicardn a detalle mds adelante.

4.2.2.2. Cllculo de la probabilidad de salto

La probabilidad de salto, utilizando una propuesta independiente se define como

. ) (3) . el , g(j))
G-D) g0 — i | EP 1) 4
a (0Y71,69)) = min [ﬁ(ﬂ(i—l) 3 ¢ (80 ] 65Dy 1

] 7r(9(;5)) q(g(j~1))
- min 35 e
Ahora utilizando (54) y (53) en (55), tenemos que
a (697D, 99)) =
n 1\Y/2 1vn vl -1 _3/2 1 -1 ’ —1{n(i—1
. [ t:l('};{) ]ezp{_iz:tzl T,!:}CZ (2m)y=3/ ezp{—§(0(1 Y—0) e300 )-00)}
e
[ () " Jemr{ -4 S K Jem am=92 cap{ - How-0) £ (000-00)
(56)

En la ecuacién (56) se deben tomar en cuenta las siguientes consideraciones.

En el numerador:
172
o [T, (h%) y exp {—% — %‘j-} pertenecen al salto (j)
e La componente de la normal trivariada pertenece al salto (j-1)

En el denominador
1/2
o [T, (h%) y exp {_% . %‘i—} pertenccen al salto (j-1)
s La componente de la normal trivariada pertenece al salto (j)

La importancia de ésto se comentari mas a detalle cnando se tenga caleulado el

logratio.
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4.2.2.3.  Calculo del logratio

El logratio se utiliza como una forma més sencilla de calcular las probabilidades

de transicién al momento de simular computacionalmente. Se define como
Ln (o (899, 09)) (57)
Entonces, a partir de (56) se define
T = [ m(3) ’/2] ezp{~% n {i} e (2m) 2 eap {~4 (007 —00) e (86D —00) | (58)

T2 = [l (7}7)”’} e { -4 T, %i} eSS (@2m) Y2 exp{ -4 (00 —80) e (00 —00) ) (59)

La forma. de calcular el logratio se realiza teniendo presente que a partir de propiedades

algebraicas se puede deducir la férmula de la siguiente forma
(3-1} () ; T
Lna (697Y,69)] = Ln |min 7o 1}] =
2

winin(22). ] = minfnr) - 1o, o

Trabajemos primero con el término YT;.

1/2 2
Sea & = [H?zl (h%) } , & =exp {—% > %t:} y -
Ea=cY " (2m)7%2 exp {—% (86D — go) ¢3! (9UD — 00)}

Teniendo en mente que Ln(Yy) = Ln(§16:&3) = Ln(&) + Ln(&2) + Ln(&s)
In(&) = Ln[ ™ (’_11:)1/2} —In [(%)1/2 (ﬁ)lm--(h—ﬂ)m}
=1In [(%)1/2] +In [(%)1/2] et In [(%)1/2] S Im {(%)1/2]

Ln(gs) = Ln [eap {~ TIL, K} = 450 %

In(&) = Ln [CZ‘I (2)3/2 ezp{-—% (0U=1 — 85) 3271 (86D — gp) }]
= i[5!+ L [(am) 2] L feap {3 (0070~ 0)' 07! (007 - 60)
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Ln(é&) = Ln [c Z—l] + Ln [(2m)3/2] — 1 (0U~Y - Bo) ¢ (89Y) — gp)

Por tanto Ln(T;) queda expresado finalmente como
1/2 ) _
Ln(Y1)=Yp, Ln [(%) ] iy By [c };‘1] + Ln [(2m)~%?7] —

(00— ) e (007 )

El célculo de Ln(T3) se calcula de 1a misma forma y queda expresado como

Ln(Yp) = Z?:l Ln [(%)1/1 — % 7;_1 o + Ln [ Z_l] + Ln [(27r)‘3/2] _

109~ 00) e3> (09— @)

Al calcular In(T21) — Ln(Y») se obtiene que

1/2
Ln(Y1) — Ln(T2) = 0, Ln [(h—i) ] IS B -3 (80°D — o) X7 (661 — o)

-s o [(£) TS + 309 -0 ex 09 - ) (60)

Por tanto a partir de (60) se obtiene el logratio de la distribucién de salto como

Ln [a (9(]'—1),0(]'))] = min[z;zzl In [(ht)l } 1 Zt—l _’t — % (9(_7?1) _ HO)ICZ‘I (g(j—l) _ 60)
2] can . PR
Y In [(,%) } A3 L+ (09 —6) e (89 —8) 0 (61)

En comparacién la forma que presenta la ecuacién (61) resulta computacionalmente
més sencilla calcularla que la que se presenta (56). Esto debe de tomarse en cuenta al
momento de implementarlo en un sistema o programa de simulacién, ya que un error
en el calculo desemboca directamente en un error en las muestras de la distribucion

posterior via Metropolis-Hastings.

4.3. Desarrollo MCMC

Antes de implementar el esquema MCMC con datos reales se estudia la eficiencia
del algoritmo utilizando una serie de retornos simnlada directamente de un proceso

ARCH(2) de tamafio n con parametros preestablecidos ag, a; ¥ &g. A partir de aqui el
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mecanismo es el mismo que cuando se trabaja con los retornos de los datos reales.

Antes de la implementacién del Metropolis-Hastings de propuesta independiente
se debe de estimar puntualmente a los parametros y a los errores estindar del mo-
delo ARCH. Existen paquetes cstadisticos y econométricos para este propésito como
Matlab, Eviews, Gauss, SPSS, etc.

Con la estimacién maxima verosimil de los pardmetros se calcula la volatilidad h, del
primer estado de la cadena y el vector de medias para la propuesta independiente,
en cste caso una normal trivariada. También los valores de tales estimaciones serdan
la primera entrada de la columna de la matriz de las iteraciones de los parimetros
posteriores M(7y. Una vez realizado esto, se procede con la iteracion del algoritmo
Metropolis-Hastings muestreando el vector § en un sélo paso a través de la pro-
puesta independiente ¢ (8%|¢¥ =) que se obtiene a partir de la normal trivariada
Ny (G(j), CE).

Se debe de tener en cuenta dos asuntos importantes acerca del célculo de ésta normal
trivariada. La primera de ellas es que la matriz de covarianzas muestral ¥ se debe de
estimar a través de una corrida exploratoria de la. cadena de Markov, es decir que debe
de hacerse una corrida de la cadena de tamafio n de tal forma que la matriz M7 sea
de dimensién 3 x n y después calcularse la matriz de covarianzas muestrales de Mr,.
La dimensién 3 x » representan los n valores obtenidos via Metropolis-Hastings de
los tres pardmetros del modelo ARCH(2). El asunto de la calibracién de la constante
¢ se hace de manera posterior, es decir una vez que ya se tiene calculada ¥. Se busca
de manera iterativa el valor de ¢ que satisfaga una tasa de aceptacién alrededor del
45 %. Se trata de mantener dicha tasa alrededor de este valor porque asf se le permite
a la propuesta independiente tener mayor libertad para muestrear distintas secciones
de lo que serd la distribucién posterior y evitar que solo muestree en modas locales.
La especificacién de la tasa de aceptacién depende del tipo de modelos que se esté uti-
lizando, hay veces que se trabajan con tasas entre el 30 y 45 %, existen ocasiones que
no es posible mantener las tasas por abajo del 50 %. Para el presente trabajo tanto
para los retornos simulados como para. los reales se trabajaron tasas por debajo del
45% y por encima del 40%. Resumiendo lo anterior, una buena tasa de aceptacién

depender4 de una buena eleccién de la matriz de covarianzas y una buena calibracion

de c.

Una vez que se ha fijado una tasa de aceptacién a trabajar, ahora se necesita fijar

el mimero de iteraciones del Metropolis-Hastings. Este es un nuevo problema y no hay
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un nimero de iteraciones con la cual se trabaje de forma general ya que dependera del
tipo de modelo que se esté utilizando. Pedersen{2004) sugiere que para modelos es-
tadisticos de series de tiempo se utilicen un nfimero de iteraciones no menores a
100,000, sin embargo este ntimero de iteraciones puede reducirse utilizando méto-
dos de aceleracién de convergencia para MCMC, ver Gamerman (1997). Sin embargo
Bauwens(1998) sugiere iterar 10,000 veces el Metropolis-Hastings para encontrar con-
vergencia en la cadena, por si fuera poco Fiorentini(2002) y Zhang(2003) concucrdan
que una iteracién de tamano 500,000 y un burn-in-period de 50,000 aseguraré dicha
convergencia. El niimero de iteraciones y el burn-in-period depende del modelo que
se utilice y de la potencia del equipo computacional con el que se cuente. Para este
trabajo y se comentard a detalle mas adelante se hicieron pruebas desde 10,000 hasta

300,000 iteraciones encontrando los mejores resultados en los que se presentan.

4.3.1. Implementacién del Metropolis-Hastings de
propuesta independiente con retornos simulados

Para estudiar el funcionamiento del algoritmo en retornos simulados se simula
un proceso ARCH(2) con pardmetros ag = 0.5, on = 0.3 y o» = 0.1, siguiendo €l
mecanismo que se acaba de explicar e iterando el algoritmo Metropolis-Hastings de

propuesta independiente con un tamarno de N = 100, 000 se obtiene la matriz

ug)) a(()l) l(()snnoo\, af)smxn) N al()moooo)
0 1 50000 50001 100000
Mgy =] o ol o{F0000) ag b ) (62)
0 5 5000 00000
a.g’ ,gn ug 0000) CY(;oo 1) aél 0000)

En (62) se desechan las iteraciones marcadas con rojo que componen el burn-in-period
para proseguir la inferencia estadistica. Se calcula la media y la desviacion estdndar
para cada una de los pardmetros a partir de la iteracién 50001 en adelante. Esto

compone la media y la desviacién estindar posterior de los parametros.

La figura (15) representa cl histograma posterior de los parametros del modelo
ARCH(2). Observese que la cantidad de las iteraciones de las trazas de la distribucién
posterior de los parametros del modelo es de 50000, lo que equivale a los valores de
los pardmetros en color negro de la matriz M.

Hasta aqui se ha obtenido la informacién que sc presenta en ¢l cuadro(4).

Se debe de observar en el cuadro(4) que el algoritmo Metropolis-Hastings estima

de manera adecuada a los parametros del modelo ARCH(2) utilizado.
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Figura 15: a) Iteraciones ap b) Histograma posterior «yg ¢) Iteraciones oy d) His-
tograma posterior o, e) Iteraciones oy f) Histograma posterior o,

Ahora utilizando las medias posteriores (af, o} y 03) se encuentra el siguiente modelo
hy = of+aj Yl + 05 vp s (63)

La ecuacién (63) es la ecuacién de la media posterior para la volatilidad. La
figura (16) representa los retornos del proceso ARCH(2) y su media posterior de la
volatilidad.

Entonces a partir de este disenio de MCMC se toma una seccién de los retornos
simulados entre el retorno 90 y 170 de 1500 y se estima la volatilidad que en forma
figura queda representada por la media posterior de la volatilidad A} y los intervalos
de credibilidad al 95%. La figura (17) muestra un comparativo entre el diseio MCMC
de la volatilidad incluyendo los intervalos de credibilidad vy la volatilidad estimada a

partir de métodos de maxima verosimilitud mostrados en el cuadro (4).

Ahora como a partir del esquema MCMC empleado se obtienen muestras de la

distribucidén posterior para los pardmetros, entonces es posible obtener muestras de
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Pardmetro Valor real EMV  Media posterior ~ DE  DE posterior

M-H EMV M-H
0g 0.5 0.51274 0.5332 0.032838 .0748
0y 0.3 0.30361 0.3122 0.045017 .0393
Q 0.1 0.06389 0.0756 0.030595

0.0756 0030595 0436

Cuadro 4: Estimacién Maxima Verosimilitud (EMV) para la media y desviacién
estdndar (DE) vs estimacién por medio del Metropolis-Hastings (MH) de los valores
reales de la simulacién de un proceso ARCH(2).

la distribucién posterior para el modelo ARCH{(2). Es decir, de la matriz M7 se
obtiene de manera individual

t t t
50001 50001 50001
o oo a5
D __ D _ D _
Qg = : ay = . Qg = :
(100000) (100000) (100000)
21} 251 (s 2)

y ahora se calcula dichas muestras de la siguiente forma

R =af +af yi_ +af ¥, (64)

donde y, representa el retorno del dia n. Para los efectos que se buscan en el presente
trabajo n representa la 1ltima observacién de la serie de retornos. Es decir que a

partir de la ecuacién (64) se obtienen las muestras de la distribucién posterior de la

a

2
ay [Ty P e

b)

Figura 16: a)Retornos proceso ARCH(2) con ap=0.5, a1=0.3 y @2=0.1. b)Media
posterior de la volatilidad
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volatilidad al retorno n. El kernel suavizado de dicha distribucién posterior para los
retornos simulados se muestra en la figura (18).

El significado méas importante de la figura (18) radica en que es a partir de esta
distribucidén con la que se buscaré encontrar las muestras de la distribucién posteri-
or para el precio de la opcién por medio del modelo Black & Scholes. Ahora bien,
aunque el sentido de obtener dichas muestras utilizando datos simulados es limitado
sirve muy bien este ejemplo para verificar su funcionamieuto antes de encontrarlo con

datos reales.

Las muestras de la distribucién posterior para el precio de una opcién de compra
mediante el modelo Black & Scholes son calculados mediante la férmula (65)

C= S() N(dl) - X C—‘TT N(dg) (65)
Ponde n(So/X) + (r + (hP)?/2) T
oo T _ (D
di = h‘“f"'(h—tp)’{ﬁ}”““ — dy =di — (hy )Qﬁ

: i

n

i ‘Hl—

) 1 p ) .
E §'q‘: g I:&\ :\‘:E f!ﬂ P
I A Y R N S L I
DIV A4 o A BT
- - 1/ | Y ) ' 3 e Y :
> tm fh b [ U T -‘\,’\H oo

ST

JZ? H

Figura 17: Estimador Méxima Verosimilitud (linea punteada negra) Media posterior
(linea punteada azul) Intervalos de credibilidad al 95% (lineas punteadas rojas)
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hP representa el vector de las muestras de la distribucién posterior de la volatilidad
al retorno n. Los demds parametros ya fueron definidos en el primer capitulo.

La figura (19) representa a la distribucién posterior para el precio de la opcidn de
compra con parametros hipotéticos.

Una vez que ya ha sido explicado el desarrollo del mecanismo MCMC con retornos
simulados se prosigue en la implementacién del algoritmo Metropolis-Hastings de

propuesta independiente con retornos reales.

4.3.2. Implementacién del Metropolis-Hastings de
propuesta independiente con retornos reales

El subyacente financiero elegido corresponde a la serie histérica del IPC 1990-
2004. El IPC es el principal indicador del comportamiento del mercado accionario de
la Bolsa Mexicana de Valores (BMV), el cual expresa el rendimiento de este merca-
do tomando como referencia las variaciones de precios de una canasta balanceada,
ponderada y representativa del total de los titulos accionarios cotizados en la BMV.
El IPC expresa en forma fidedigna la situacién del mercado bursétil y constituye un
indicador altamente confiable. En cuanto a negociaciones bursitiles, al invertir en el

IPC se estd diversificando el riesgo de una cartera de inversién con los titulos con

i EE) e ax L] ar

Figura 18: Distribucién posterior de la volatilidad al retorno 1500
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Figura 19: Distribucién posterior del precio de una opcién de compra via Black &
Scholes

mayor indice de bursatilidad en el pais, es por ello que la forma de inversién en el
IPC es exactamente la misma como si se estuviera invirtiendo en una cartera de in-
version. El mecanismo de utilizacién de las primas de opciones en el IPC tiene un
significado completamente igual que cuando se utilizan sobre acciones individuales,

tasas de interés, bonos financieros, tipos de cambio, etc.

De la misma forma en que se desarrollé el mecanismo MCMC para los retornos
simulados, se implementa con retornos reales.
Se comienza por estimar los parametros ag, a; y a3 del modelo ARCH(2) por

métodos maxima verosimilitud.

Aqui se debe de hacer hincapié en que la parametrizacién del modelo a utilizar
para el algoritmo MCMC es

?/t:Q\/—h_t e ~ N(0,1)

“ " 7 ~ 2
hy = dp + ayy; 1 + QYo
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El hecho en que se tome que la varianza del error sea uno es correcto en este caso
en particular ya que al ser el IPC una canasta bursatil controlada los retornos no
mantienen una alta variacién en comparacién con las que se podria encontrar con
acciones en momentos de alta incertidumbre. La figura (20) muestra el histograma de
los retornos del IPC 1990-2004 en la cual se muestra que la variacién de los retornos
estd acotada muy por debajo de uno. Sin embargo en un subyacente cuya variacién
en los retornos sea muy alta, la hipdtesis de que la varianza sea uno seria errénea y
es en estos casos donde optar por distribuciones méds completas como una Gamma

sobre los retornos serfa altamente recomendable.

DD ¥ ¥ T T T -
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200
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-0.2 -0.15 -0.1 -0.05 0 0.05 0.1 0.15

Figura 20: Histograma de los retornos del IPC 1990-2004

Una vez estimados los pardmetros del modelo se continua con el mismo desarrollo

que con los retornos simulados.
Se debe calibrar c¥ para proponer una tasa que esté alrededor del 45 % de aceptacién.
La estimacién méxima verosimil de los parametros del modelo ARCH(2) se en-
cuentran en el cuadro(5). La figura (21) ilustra al IPC con su serie de rctornos y el

modelo ARCH(2) estimado por mdxima verosimilitud para la misma serie.
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Figura 21: a) Serie IPC 1990-2004 b)Serie de retornos c)Volatilidad estimada por
maxima verosimilitud

En la figura (22) se muestran los kernels suavizados de estimacion para los parame-
tros del modelo para volatilidad utilizado.

Se calcula a partir de la matriz M1y en datos reales ]a media posterior de la
volatilidad. El cuadro (5) muestra el comparativo entre los valores de los pardmetros

estimados por los métodos de mixima verosimilitud y el método MCMC empleado.

Pardmetro EMV  Media posterior DE  DE posterior
M-H EMV M-H
ag 0.0001551 0.000156  0.39324 x 10™° 5147 x 107°
a 0.29368 0.2970 0.019534 0248
o 0.16431 0.1662 0.015759 0198

Cuadro 5: Estimacion Maxima Verosimilitud (EMV) para la media y desviacién
esténdar (DE) vs estimacién por medio del Metropolis-Hastings (MH)

Con las medias posteriores de los parémetros (af, af y a}) se calcula

(66)

> * * 2 * .2
hi =05+ Q] Y1 +03 Yo
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Figura 22: a) Iteraciones oy b) Distribucién posterior g ¢) Iteraciones a; d) Dis-
tribucién posterior a; ) Iteraciones ay f) Distribucién posterior o,

v

La figura (23) muestra un comparativo entre los métodos utilizados para estimar
la volatilidad. La importancia de los intervalos de credibilidad radica en que brindan
una medida mdas informativa de la incertidumbre en comparacién de cuando se usan
estimadores puntuales como los maximo verosimiles.

Despusés se sigue con la bisqueda de la muestras que compondrén la distribucién
posterior de la volatilidad. Como se hizo anteriormente

t t t

a(()75001) O1575001) a(2750m)
aglOOOOO) aglo()()oo) agloo()()())
v después
h? = O‘oD + a? ygsss + aé) ygﬁss (67)

La ecuacién (67) se calcula de igual forma que (64) solo que el tamano de obser-

vaciones de la serie histérica del IPC es de 3688, esto hace que el tamano de la serie
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Figura 23: Estimador Méxima Verosimilitud (linea punteada negra) Media posterior
(linea punteada azul) Intervalos de credibilidad al 95% (lineas punteadas rojas)

de retornos sea de 3687.

La figura, (24) muestra el kernel suavizado de la distribucién posterior de la volati-
lidad de la ecuacién (67).

A partir de las muestras que generan (24) se obtienen las muestras de la distribu-
ci6én posterior del precio de una opcién call y put mediante el modelo Black & Scholes.

Las figuras (25) (26) muestran dichas distribuciones.

Los datos utilizados para el calculo del modelo Black & Scholes se encuentran el
cuadro (6).

Los datos del cuadro (6) y la forma de negociacién de las opciones sobre el IPC
tienen fundamento en los Términos y Condiciones Generales de Contratacién de los
Contratos de Opcién sobre ¢l Indice de Precios y Cotizaciones de la Bolsa Mexicana
de Valores, S.A. de C.V., ver Mexder (2004). Y se especifican de forma muy general

de la siguiente forma:

e El tamafio del contrato es de $ 10 multiplicado por el precio o prima del contrato
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Figura 24: Distribucién posterior de la volatilidad al 30 de diciembre de 2004

Pardmetro Valor

Precio actual (S0) 12918
Precio de ejercicio (strike) 12900
Tasa de interés libre de riesgo ~ 8.59%
Periodo de ejercicio 1 afio

Cuadro 6: Datos reales para el cilculo del precio de compra y precio de venta de una
opcién para el IPC

de opcidn.

o El estilo del contrato de opcién es europeo. Esto le da mayor fuerza al modelo

Black & Scholes propuesto en el presente trabajo.

¢ Los precios de ejercicio se expresan en puntos enteros del IPC y serdn miltiplos
de 50 puntos més préximo al tltimo valor del indice del dia h4bil inmediato

anterior.

e La unidad de cotizacién de la prima del contrato de opcién estard expresada en
puntos indice.
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Figura 25: Distribucién posterior de una opcién de compra para el IPC contratada
el 31 de diciembre de 2004 via Black & Scholes

’

e Un contrato de opcién de compra tendra valor intrinseco cuando el precio de
ejercicio sea inferior al precio de cierre del IPC que dé a conocer la BMV, en
la fecha. de vencimiento. Un contrato de opcion de venta tendra valor intrinseco
cuando el precio de ejercicio sea inferior al precio de cierre del IPC que dé a
conocer la BMV, en la fecha de vencimiento. En los casos contrarios el valor

intrinseco al vencimiento sera de cero.
e La fecha de vencimiento se realiza en periodos mensuales.

e La tasa de interés libre de riesgo corresponderd a los Cetes a 28 dias del dia
en que se efectiia la negociacion, serd determinada mediante la informacion del

Banco de México.

4.3.3. Interpretaciéon de resultados

Como ya se comentd, las figuras (25) y (26) representan las distribuciones poste-
riores para el precio de una opcién de compra y venta via Black & Scholes, ahora es

necesario saber cémo interpretar los resultados.
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Figura 26: Distribucién posterior de una opcién de venta para el IPC contratada el
31 de diciembre de 2004 via Black & Scholes

Para esto se debe de entender el mecanismo de utilizacién de las opciones fi-
nancieras desde un punto de vista estratégico. Volviendo a comentar la definicién de
una opcién call de compra que especifica que es el derecho de poseer un determinado
subyacente a una fecha de vencimiento a un precio strike por lo que se pagard una
prima. Dicho de otra forma a través de un contrato de opcién y a diferencia de una
accién normal, no se es poseedor del subyacente sino sélo del derecho sobre el bien,
el cual andando el tiempo se ver3 si se interesa o no ejercerlo.

El punto de interés es cuando se debe de ejercer el derecho. Se especifica el Break Even
como el punto de inicio de ganancias y para una opcién de compra estard definido
como el precio strike mas la prima de la opcién. Si el precio del subyacente a la fecha
de vencimiento estd por arriba del Break Even entonces exitird ganancia si estd por

abajo la pérdida serd la prima. Esto se explicé en el primer capitulo.

Con los datos mostrados en el cuadro (6) se cdlcula el valor de la opcién de compra

y venta via Black & Scholes utilizando el concepto de volatilidad constante que se
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obtiene a partir del cdlculo de la varianza de toda la serie de retornos del IPC y el
cual es de 1.65%. Los valores son:

call 1679.9 pts
put 0000022073 pts

Esto significa que el Break Even para el inversionista que asume una posicién call
largo estard en 13979 pts (strike + call). Ahora, el problema a discutir es la medida
de probabilidad que tiene el Break Even a través del valor de la prima, es decir cono-
cer la incertidumbre de que el IPC esté por arriba o por debajo del Break Even. La
desventaja de utilizar el modelo original de Black & Scholes es que no brinda ninguna
informacién acerca de dicha incertidumbre, de hecho la probabilidad de que el IPC
esté en los 13979 pts resulta ser cero ya que Black & Scholes sugiere que el precio de
las acciones se mueve de manera continua y una, probabilidad puntual serd siempre

CCro.

Con la implementacién de métodos MCMC en la volatilidad del modelo de Black &
Scholes se supera ésta falta de informacién de la incertidumbre. Con las distribuciones
posteriores mostradas en las figuras (25) y (26) ya es posible vencer esta adversidad

y entonces se pueden especificar intervalos de credibilidad para el valor de la prima.

Un ejemplo de ello puede ser que a partir de la distribucién posterior del call (25)
se especifican intervalos de credibilidad al 95%. Esto es que la prima del IPC tiene
una probabilidad del 95 % de encontrarse entre 1079.85062 pts y 1079.85075 pts. Esto
se refleja mejor en un resultado pensado de la siguiente manera. El Break Even para
un inversionista que el 31 de diciembre de 2004 adquiera un contrato de opcién de
compra para el IPC y con fecha de vencimiento de un afio a partir de ese mismo dia
estars entre 13979.85062 y 13979.85075 con una probabilidad del 95 %.

Ademas el método MCMC propuesto en este trabajo permite actualizar la volati-
lidad en tiempo real, entonces se pueden encontrar distribuciones posteriores para el
call y el put en cada caleculo de prima. En el ejemplo anterior la diferencia entre el
cuantil .975 y .025 es pequeiia ya que la volatilidad de la serie de retornos del IPC
1990-2004 es también pequena, sin embargo para subyacentes con alta volatilidad o
ent momentos de alta volatilidad este rango crecerd y tomard una mayor fuerza esta

informacidén de la incertidumbre.
ESTA TESIS SO 5ALe
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Para entender este hecho, antes que nada, es importante mencionar el modelo
Black & Scholes por como est4 formulado no responde a variabilidades pequenas de
la volatilidad, es decir que el precio call o put no tiende a variar con movimientos
pequetios en la volatilidad del subyacente, esto limita mucho al modelo porque en €l
mundo real es dificil encontrar series financieras que se sujeten a cambios tan bruscos
en la volatilidad, para ejemplificar este detalle obsérvese la escala de la volatilidad en
la figura (17) y compérese con la misma escala de la figura (23). A partir de los datos
simulados se obtiene como ya se ha explicado la distribucién posterior para el call.
En la figura (27) se puede observar que la escala para el precio del call ha crecido
con respecto a la mostrada por la figura (25), y aunque el precio de la opcién de
compra ha sido calculada con los mismos pardmetros mencionados en el cuadro (6) a
excepcion, claro, de la volatilidad que se implement6 a partir de datos simulados como
se explicé en la seccidn (4.3.1), el tamafio intercuantil ha cambiado notablemente.
Sélo de esta forma se puede distinguir de buena forma, la importancia del uso de una
distribucién posterior para el precio de una opcién call via Black & Scholes, mejorando

la informacién de la incertidumbre en €l Break Even del IPC.
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Figura 27: Distribucién posterior de una opcién de compra utilizando los datos si-
mulados de la seccién (4.3.1) via Black & Scholes
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Para ejemplificar més este importante detalle obsérvese la figura (28). Lo que se
hizo fue calcular el valor del call via el modelo original Black & Scholes mediante
los mismos pardmetros que los mostrados en el cuadro (6) solamente cambiando la
varianza en el modelo. Se utilizaron varianzas ficticias desde el 0% hasta el 100%

con el propdsito de estrezar al modelo para averiguar la elasticidad entre el call y la
varianza del IPC.
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Figura 28: Inspeccién del efecto de los cambios en la volatilidad del IPC sobre su
precio Call utilizando los pardmetros del cuadro (6)

El rectangulo en color rojo representa el espacio ocupado por las volatilidades tal
como se obtuvieron en el presente trabajo, es decir en la figura (24) se puede ver que
el rango de la muestra posterior de la volatilidad al 30 de diciembre de 2004 es de
0.005 -(0.015,0.02)-. Dicho rango y su efecto sobre los precios calls estd expresado en
dicho rectdngulo en color rojo. Aqui se obtiene el mismo resultado de una variacién
casi nula, representada por un comportamiento horizontal en los precios de compra
de la opcién. Lo anterior es lo que le da firmeza a los resultados obtenidos en la figura
{25). El rectdngulo en color lila representa las volatilidades que se simularon en la
seccion (4.3.1) cuya muestra postertor de probabilidad de sus calls se encuentra en la
figura (27). Sin embargo decir que un subyacente tiene variaciones entre el 31% y el

65% es practicamente imposible. De hecho, y ya son casos extrafios, se han llegado
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a encontrar activos financieros que suelen tener variaciones entre 10% y 20% de su

valor nominal. Dicho caso se encuentra expresado por el rectangulo en gris.

4.3.4. Out-of-Sample

El estudio Out-of-Sample se refiere a la realizacion de pruebas hacia atrds en el
tiempo para verificar si un modelo funciona correctamente. En este caso en particular
se presenvan diversos resultados tomados en momentos especificos del tiempo para
corroborar y analizar el funcionamiento de las muestras posteriores de probabilidad

de los precios de compra de las opciones.

Como ya se menciond, las muestras posteriores de la volatilidad y del precio de

compra de una opcién al 30 de diciembre de 2004 se calcularon via MCMC a través de
datos obtenidos durante 15 afios (1990-2004). Nuestro primer estudio Out-of-Sample
comprende un periodo menor para que se le pueda dar una mayor movilidad a la
volatilidad del IPC, dicho periodo comprende solamente un afio (02-01-03 al 31-12-
03). Este intervalo se compone de 250 datos (aho financiero).
El objeto de este primer estudio es el determinar si el avance sobre la volatilidad en el
modelo Black & Scholes sigue cubriendo al resultado que se obtendria con el modelo
original y también inspeccionar cuan largo o cuan corto debe ser el plazo de tiempo
para que las muestras de la distribucién posterior del call funcionen en plenitud.

En la figura (29) se observa el kernel posterior del modelo ARCH(2). A conti-
nuacion se presenta en la figura (30) el kernel posterior de una opcién de compra
utilizando los siguientes datos: S0=8818.19, X=8800, r=0.0859 y t=1.

Utilizando el modelo original Black & Scholes con los datos anteriores se obtiene
que el valor del call es de 742.36335 puntos indice del IPC. En la figura (30}, la linea
vertical de color rojo representa este valor, por tanto las muestras de la distribucién
posterior del call cubren al valor real.

Ahora bien, el intervalo de credibilidad al 95% del Break Even, de acuerdo con las
muestras de distribucién posterior obtenidas, se compone entre los cuantiles 9542.3633
y 9542.36355.

En este ejemplo el contrato de compra de la opcién se pactd a un afio. El IPC al
dia 31 de diciembre de 2004 fue de 12918 puntos indice. Como se puede observar ¢l
pronéstico Black & Scholes estuvo muy por debajo v eso acarred que nuestro intervalo

de credibilidad al 95 % también lo estuviera.
Sin embargo un plazo de un ano podria ser demasiado largo para poder haber
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Figura 29: Distribucién posterior de la volatilidad al 31 de diciembre det 2003
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Figura 30: Distribucién posterior de una opcién de compra para el IPC contratada
el 31 de diciembre de 2003 via Black & Scholes
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obtenido un buen prondstico del Break Even debido a que mientras mas largo sea. el
horizonte de prondstico mds incertidumbre habra. Lo que a continuacién se presenta
son pruebas de un horizonte de tiempo mds corto. Las figuras (31) y (32) expresan las
distribuciones posteriores para el valor del call utilizando los mismo datos anteriores

pero a 6 meses y un mes respectivamente.
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Figura 31: Distribucién posterior de una opcién de compra para el IPC contratada
el 31 de diciembre de 2003 via Black & Scholes. Fecha de expedicién de 6 meses

Como se puede ver en ambas figuras, la diferencia entre el Break Even y el valor

real del IPC disminuye mientras m4s corto es el horizonte de prondstico.

El segundo estudio Out-of-Sample se refiere al hecho de la eleccién de un cluster
de alta volatilidad en la serie histérica del IPC con el propésito de realizar un estu-
dio acerca del aumento de la volatilidad y su efecto en la distribucién posterior del
precio del call negociado a corto plazo para poder determinar si la propuesta actual
al modelo Black & Scholes funcionaria de manera exitosa. La muestra tomada es de
todo el ano 2000.

La figura (33) representa el comportamiento del IPC a lo largo del 2000, su serie
de retornos y el modelo ARCH(2) estimado por méxima verosimilitud.
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Figura 32: Distribucién posterior de una opcién de compra para el IPC contratada
el 31 de diciembre de 2003 via Black & Scholes. Fecha de expedicién de un mes

En la figura (33) se debe de observar que la escala de la volatilidad ha crecido
con respecto a la mostrada por la figura (21), esto es debido al cluster de volatilidad
tomado. Las figuras (34) y (35) muestran las distribuciones posteriores de la volatili-

dad y del precio de compra de la opcién sobre el IPC respectivamente.

De la figura (35) se puede observar que existe una mayor distancia intercuantil
entre los precios de compra, esto es repercucién del aumento de la volatilidad del IPC
durante el 2000.

A través del estudio Out-of-Sample mostrado se determinan un par de cosas im-
portantes acerca del modelo, la primera es que las muestras de la distribucién posterior
del precio de compra de una opcién pactada siempre cubriré al mismo valor obtenido
directamente del modelo Black & Scholes, y segundo, cuando existan clusters de alta
volatilidad el tamafio intercuantil de la distribucién posterior del precio de compra

de la opcién crecera.
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Figura 34: Distribucién posterior de la volatilidad al 14 de diciembre de 2000
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Figura 35: Distribucién posterior de una opcién call via Black & Scholes negociada
cl 15 de diciembre de 2000. Fecha, de expedicién 9 de enero de 2001 (15 dias)
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Capitulo V

CONCLUSIONES

En este trabajo se exhibe al modelo Black & Scholes como el responsable de
la evolucién de la ingenieria financiera, no obstante se legitim la veracidad de su
supuesto acerca de la volatilidad. Por otra parte se discute el cimiento y el fun-
cionamiento de la inferencia bayesiana y los métodos MCMC asi como el aprovecha-
miento de estas herramientas cstadisticas en las scries de tiempo financieras. A partir
de ello se muestra como superar la volatilidad constante en el modelo original debati-
do, hallando muestras de la distribucién posterior del modelo ejecutado de serie de
tiempo para volatilidad. An asi la tesis no culmina con esta novedad, fue de interés
particular el poder encontrar muestras de la distribucién posterior del precio de com-
pra o venta de una opcion mediante el modelo Black & Scholes, lo que nunca habia
sido especificado de esta manera y que propone ubicar en la vanguardia financiera a

un modelo tan prominente como resulta serlo.

Uno de los aspectos mas notables que el presente trabajo deja, es la posibilidad
de generar conocimiento en la aplicacion de técnicas bayesianas tanto en modelos fi-
nancieros como en modelos econométricos 0 macroeconémicos, implementando méto-
dos MCMC que si bien no han sido tan explotados en la investigacion tienen un sin
fin de aplicaciones. En su momento se expusieron de manera muy breve un par de

ejemplos de ello.

Es indispensable mencionar que la investigacién actual abre posibilidades de per-
feccionamiento, ya que en ningiin momento se ha indicado que la actual propuesta
establecida sea claramente la mejor, solo se ha realizado un ligero progreso sobre dos
aspectos cruciales cn el modelo financiero de fijacién de primas para opciones. Si bien
se propone el aprovechamiento de un modelo ARCH para explicar la volatilidad de
los subvacentes financieros, podria mejorarse con la implementacion de modelos mas
completos como los GARCH y sus generalizaciones. Por otra parte se utiliza el modelo
ARCH con una suposicién de normalidad en ¢, 1o cual hace al modelo relativamente
sencillo, sin embargo esta suposicién acarrea distintas dificultades estadisticas y es

por ello que en la actualidad se comienza por utilizar cada vez mas modelos ARCH
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con distribuciones t-student. Otra de las mejoras que podrian realizarse son formas
m4s completas de realizar inferencia bayesiana sobre el movimiento de los valores de
las opciones, es decir suponer que el precio de las opciones estd dada por el modelo
Black & Scholes y a partir de éste, pronosticar los valores futuros anexando un térmi-

no de error a dicho modelo.

Por 1iltimo, se sugiere que la curva de aprendizaje de los métodos MCMC deba ser
llevada a cabo de manera gradual de tal manera que su entendimiento madure con el
tiempo. Su implementacién en un lenguaje de computacién o software especializado
deberia ser la culminacién de la investigacién. Dicha implementacién fue desarrollada

bajo la plataforma de computacién técnica Matlab.
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