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Abstract

In this work we present a pseudo-Newtonian numerical study in which we
investigate (1) how the size of the disc affects the oscillation frequencies and
(2) the response of the disc to localized external perturbations with the aim
of exciting internal modes of oscillation. Trial runs using torus of different ra-
dial extent show clearly that the epicyclic frequency at the locus of maximum -
density is shifted to lower values because the finite extent of the torus. Also
we find that the perturbations efficiently excite global modes recently iden-
tified as acoustic p—modes, and closely realted to the epicyclic oscillations of
test particles. The two strongest modes ocurr at eigenfrequencies which are
in a 3:2 ratio. This behaviour was observed using constant and non—constant
angular momentum distributions within the discs. For our simulations we ha-
ve used Smooth Particle Hydrodynamics (SPH) in a two—dimensional version
using cylindrical coordinates. Our models are in principle scale-free and can

be used to simulate accretion tori around stellar or super massive black holes.

The work is presented in four chapters. In Chapter 1 we present a breif
resumé of the works available to the date, and a discussion about the impor-
tance of studying disc oscillations, in particular the recent discoveries related
with resonances. Also we discuss the envoirment in wich these systems, black

hole+thick discs can form.

vi



ABSTRACT vii

In Chapter 2 we describe the behaviour of a test particle in a strong
gravitational field, usign general relativity (Schwarzschild and Kerr metrics)
and the pseudo-Newtonian potentials like Paczyniski-Wiita, Klizniak-Lee
and Artemova et. al. In this chapter we also discuss the hydrodynamical
considerations and assumptions that we used to build thick discs in hydros-

tatic equilibrium.

The implementation and description of the numerical SPH code, are pre-
sented in Chapter 3. Also in this chapter we describe the data analysis
procedure which leads us to Chapter 4 in wich we present our results. The
results are divided in three sections, the first one devoted to test the code
investigating the runaway-radial instability. The second one is related to
the study of the oscillations of different size thick discs and finally in the
third section we present our results of localized external perturbations. Our

conclusions are presented at the end of the work.



Resumen

En este trabajo presento un estudio numérico donde investigo la respuesta
de un disco de acrecién grueso (toro) ante perturbaciones radiales impulsi-
vas y periddicas, con la finalidad de excitar modos internos de oscilaciones
que pueden producir resonancias. Hemos encontrado que las perturbaciones
radiales periddicas excitan eficientemente los modos globales de oscilacién y
que éstos corresponden a la frecuencia epiciclica radial y a una resonancia
en una relacién 3:2. Encontramos que las frecuencias epiciclicas radiales que
corresponderian a una particula puntual en drbita circular se ven modifica-
das a frecuencias més bajas debido al tamafo del toro. Hemos realizado esta
investigacion utilizando una distribucién uniforme y de ley de potencias para
el momento angular dentro del disco. El modelo que presentamos es escala-
ble y puede ser utilizado para simular acrecién en agujeros negros estelares

Yy SUpermasivos.

En la introduccién se hace un resumen sobre los trabajos referentes al
tema realizados hasta la fecha, se discute la importancia del estudio de las
oscilaciones y algunos de los descubrimientos recientes que parecen apuntar a
la existencia de resonancias en los discos. También se discuten los principales
modelos referentes a la génesis de sistemas agujero negro — disco grueso.

En el Capitulo 2, se describen los procedimientos analiticos para estudiar la

viil



RESUMEN ’ ix

gravedad en campos gravitatorios extremos, se discuten los potenciales gra-
vitatorios bajo las métricas de Schwarzschild, Kerr y también los potenciales
pseudo—Newtonianos de Paczynski-Wiita [60], Kluzniak-Lee [33] y de Arte-
mova [10] et. al. Una vez que se han definido los potenciales, se presentan las
consideraciones hidrodindmicas para construir analiticamente discos gruesos
soportados por la presién hidrostatica. El método numérico SPH empleado
para las simulaciones y la implementacién del mismo mediante un cédigo
numérico es descrito en el Capitulo 3. En esta parte también se explica el
funcionamiento del cédigo. Finalmente en la Gltima parte de este capitulo se
describe el procedimiento que se siguié para analizar los datos obtenidos de

las simulaciones.

Los resultados se presentan divididos en tres secciones en el Capitulo 4.
La primera seccién estd dedicada al estudio de la inestabilidad radial. Las
simulaciones que corresponden al estudio de oscilaciones de un disco grueso
se analizan y presentan en el la segunda seccién. Finalmente los resultados
que corresponden al estudio de perturbaciones radiales periédicas impulsivas

se presentan en la tercera seccién.

Finalmente las conclusiones a las que nos han llevado los resultados de

este estudio, se enumeran en la ltima parte de este trabajo.




Objetivos

(General:

Estudiar numéricamente la estabilidad y las oscilaciones en discos de acre-
cién gruesos ante perturbaciones radiales impulsivas y periédicas utilizando
diferentes distribuciones de momento angular dentro de un disco de acrecién

grueso alrededor de un agujero negro.

Especificos:

e Estudiar la estabilidad del disco ante perturbaciones radiales impulsivas

usando diferentes distribuciones de momento angular.

e Estudiar el comportamiento de las frecuencias naturales de oscilacién

en discos gruesos.

e Estudiar la respuesta del disco ante perturbaciones radiales periddicas
usando diferentes distribuciones de momento angular y si es posible

inducir resonancias en las frecuencias epiciclicas del disco.



Capitulo 1

Antecedentes

Es bien sabido haciendo simples consideraciones energéticas, que uno de los
procesos mas eficientes para transformar energia potencial gravitatoria en
radiacién electromagnética es el de acrecién. A partir de observaciones a
diferentes longitudes de onda, asi como mediante consideraciones de eficien-
cia, la existencia de discos de acrecién alredor de objetos compactos estelares
(agujeros negros y estrellas de neutrones con masas M > My!) y también de
discos muy grandes rodeando a agujeros negros supermasivos (M ~10%M)
en galaxias fue invocada en 1964 en los trabajos de Salpeter [77], Zel'dovi-
ch [96] y Lynden-Bell [43] como‘ mecanismo en el que se genera la radiacién

en fuentes de rayos X, quasares y radio-galaxias.

Los primeros trabajos sobre acrecién abordaban el problema de la acre-
cion esférica, sin tomar en cuenta alguna direccién preferencial en el movi-
miento de las particulas que serian acretadas. Esto es conocido como acrecién
de Bondi [16]. Durante los afios setentas se desarrollé lo que puede llamar-

se la teorfa estdndar de acrecién, a través de discos, en los que el material

Mg = 1.989 x 10% g.
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acretado posee momento angular, lo que implica una direccién preferencial
de movimiento. Esto fue propuesto por primera vez para fuentes estelares
compactas como estrellas de neutrones por Shvartsman [83] y estudiado a
fondo, por Pringle & Rees en 1972 [63]. Shakura & Sunyaev [78] en 1973
publicaron un articulo en el que se abordaba con detalle el problema del
transporte de momento angular dentro de un disco que acreta alrededor de

un agujero negro estelar.

De nuevo Pringle et. al. [64] en 1973 abordaron el tema de la acrecién
alrededor de un agujero negro supermasivo considerando el momento angular
del disco, lo que implicaba tener una direccién preferencial para la acrecién y
por ende un objeto muy luminoso (L > 10% erg s™!) observado desde cierta

perspectiva.

En la teoria estiandar de discos de acrecidén, uno asume a priori que la
distribucién de momento angular es Kepleriana y que los procesos disipati-
vos pueden ser descritos por medio del término « introducido por Shakura &
Sunyaev en 1973 [78]. También se asume que los discos son geométricamente
delgados en la direccidén vertical, es decir si H representa el grosor del disco

y R su extension radial, H < R.

El modelo que se pretende estudiar en este trabajo, consiste en un agujero
negro rodeado de un disco grueso, es decir H > R. Laidea que un objeto com-
pacto pueda estar rodeado de un disco grueso no es nueva, data de las décadas
de los 60 y 70’s y fue propuesta por primera vez, cuando se estudiaban las
configuraciones estables de un fluido perfecto orbitando un objeto compacto.

Los primeros trabajos corresponden a Boyer [17] y Abramowicz [1]. En ellos
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se estudian configuraciones estables de estrellas alrededor de objetos compac-
tos. A finales de los setentas Fishbone y Moncrief [21] publican uno de los
primeros estudios realizados en discos de acrecién geométricamente gruesos
alrededor de objetos con campos gravitatorios fuertes utilizando relatividad
general con métricas para fuentes gravitatorias estacionarias (métrica de Sch-
warzchild) y con rotacién (métrica de Kerr). Estudios preliminares sobre la
estabilidad y configuracién de sistemas de este tipo fueron publicados a fina-
les de los setentas, siendo relevantes los trabajos de Fishbone & Moncrief [21],
Abramowicz, Jaroszynski & Sikora [2] y de Kozlowski, Jaroszyriski & Abra-
mowicz [36]. También aparecen trabajos donde se considera la acrecién
en discos geométricamente gruesos con potenciales newtonianos y donde se
da un tratamiento macroscopico de los procesos viscosos tomando en cuenta

distribuciones no Keplerianas de momento angular (Abramowicz, Calvani &

Nobili) [3].

También empiezan a ser considerados los potenciales gravitatorios pseudo-
Newtonianos como los descritos por Abramowicz et. al. [2], Kozlowski et.
al. [36] y de Paczynski-Wiita [60]. Este ltimo potencial reproduce muchas
de las caracteristicas de la solucién de la métrica de Schwarzschild.  Las
soluciones a los modelos propuestos en estos trabajos apuntaban a que los
discos dejaban de ser discos delgados debido a la combinacién de los efectos
del momento angular y de la presién hidrostatica sobre el disco. Se encontré
entonces la existencia de configuraciones barotrépicas en las que la materia

puede ser contenida dentro de superficies de presién constante.

Para objetos compactos estelares, un posible mecanismo para formar dis-

cos gruesos es a partir de procesos cataclismicos muy violentos, como las
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explosiones de supernovas y la coalescencia de dos objetos compactos. Estos
procesos producirdn discos muy masivos (M ~ 0.1My). Por otro lado, hay
procesos como la acrecién en un sistema binario de baja masa, en los que
el material acretado al calentarse, puede también formar un disco grueso de

menor masa (<K Mg).

La génesis de un sistema que contenga un agujero negro y un toro muy
masivo se explica de acuerdo a van Putten [90] mediante dos modelos prin-
cipales que suponen: (a) el colapso de una estrella supermasiva como en una
- explosién de hipernova o bien en un colapsar por ejemplo y (b) la coalescen-

cia de dos objetos compactos.

Para el primer caso, el colapso de estrellas supermasivas, muchos de los
modelos son los que se utilizan para explicar las explosiones de rayos gam-
ma (GRB?). El modelo de la hipernova fue propuesto por Paczynski [61],
[62] en 1997. Consiste en suponer un sistema binario de estrellas donde una
de las componentes es una estrella masiva y describe una orbita cerrada.
La presencia de una estrella compaifiera se requiere para mantener rotando
rapidamente a la estrella mas masiva. Por ejemplo un sistema de éstos lo
conformaria una estrella de helio de unas ~ 20My y un radio de ~ 1.3Rg>.
Dos de estas estrellas girardn como binarias con una separacién de ~ 5Rg
con un periodo de 5 horas. Entonces, luego del colapso gravitatorio de la
mas masiva, el nticleo de neutrones con elevada temperatura y un giro muy
rapido se enfria por medio de la emisién de neutrinos y se forma un agujero

negro estelar. El manto estelar que queda colapsa en un toro conformado

2Gamma— Ray Bursts.
SRo = 6.95 x 10'° cm.
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de material degenerado (un toro de neutrones) girando y acretando gradual-
mente alrededor del agujero negro. Este mecanismo de formacién del toro
alrededor del agujero negro es semejante al propuesto por Woosley para una

supernova Tipo Ib “fallida” que describiré con detalle mds adelante.

Finalmente en su modelo de hipernova, Paczynski propone que el toro
y la envolvente estelar quedan acoplados al agujero negro por medio de un
campo magnético intenso ~ 10! gauss. Con un niicleo colapsado girando
rapidamente y varias veces mas masivo que una estrella de neutrones el re-
servorio de energia de uno de estos sistemas es bastante grande, ~ 10 erg
con lo que es posible explicar un GRB. Dado que esta energia es mayor que

la que produce una supernova, Paczynski propuso el término hipernova.

El modelo del colapsar o supernova fallida fue propuesto como explicacién
para los GRB’s en 1993 por Woosley [94]. Los modelos de colapsares consis-
ten en que una estrella de secuencia principal muy masiva M ~ 25 — 35M,
colapsa de una forma diferente a la que lo hacen las supernovas. Esto se debe
a que la burbuja conteniendo la envolvente de la estrella progenitora no se
expande libremente debido a que este tipo de estrellas contienen un manto
mas denso. Este manto rodea al nicleo y esta constituido principalmente de
oxigeno y de silicio y obstruird la libre expansion de la envolvente (MacFay-
den & Woosley [46]). La formacién del disco ocurre cuando la envolvente de
la estrella colapsa en el agujero negro recién formado, en una escala de tiem-
po hidrodindmica (~ ms) llevindose parte de la energfa interna del sistema.
Entonces, las capas externas de la estrella y el manto de la misma que no
se expandieron, tendran una gran cantidad de momento angular y caeran li-

bremente dentro de la dltima érbita estable alrededor del agujero negro. Un
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disco de acrecién grueso en equilibrio centrifugo se formara para favorecer
la expulsién de masa en Jugares con alta latitud en la estrella (i.e. lugares

cercanos a los polos) colimando al material y de esta forma, explicando el

modelo para el GRB.

En simulaciones numéricas relativistas donde se modela el colapso de es-
trellas supermasivas rotantes, semejantes al modelo propuesto por Paczynski,
se muestra que es posible formar agujeros negros rodeados de discos de acre-
cién masivos con una masa de ~ 0.1My. Estos modelos computacionales
fueron realizados por Shapiro & Shibata [82] y Shibata & Shapiro [80] en
2002.

Los modelos de coalescencia de un sistema binario compuesto por dos
estrellas de neutrones o una estrella de neutrones y un agujero negro, propo-
nen que luego de la fusion de las componentes, se obtiene un sistema agujero
negro—toro. Esto ha sido predicho por los diferentes grupos que trabajan
en las simulaciones donde se modela la coalescencia de sistemas compactos.
Davies et. al. [20] en 1994 modelando la fusién de dos estrellas de neutrones
encontraron que al cabo de pocos periodos orbitales los restos del material de
las estrellas de neutrones, formaban un disco grueso alrededor del objeto que
se formd. La masa de este objeto depende del espin inicial de las estrellas.

En 1996 Ruffert et. al. [75] encuentran un resultado semejante.

Por otro lado haciendo simulaciones donde se fusiona una estrella de neu-
trones y un agujero negro, Kluzniak & Lee [35] encuentran que luego del
episodio inicial de transferencia de masa sobrevive un remanente de mate-

rial. Estos autores estudiaron también la fusién de una estrella de neutrones
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con un agujero negro utilizando diferentes cocientes de masa para las compo-
nentes (Mys/Mpg), encontrando que los discos gruesos se formaban a partir
de un cociente de masas mayor que uno. Ruffert & Janka [76] en otras simu-
laciones mas recientes encuentran que la fusion de dos estrellas de neutrones
produce un toro con un agujero negro en el centro. Este toro se forma a
partir de que el material de una de las componentes gana momento angu-
lar suficiente como para resistir el colapso gravitatorio que forma el agujero
negro. Haciendo un estudio relativista del problema, Shibata et. al. [79] con-
cluyen también que s{ es posible formar un disco cuya masa corresponde a un
porcentaje de la masa inicial del sistema. En cualquiera que sea el escenario,
el toro se formard a partir de las fuerzas de marea gravitatorias fuera de la
Gltima drbita circular estable (ISCO*) del agujero negro, o sea a R = 3r,

para la métrica de Schwarzschild.

Finalmente, los discos menos masivos (My/Mpgy < 1) se forman a través
de procesos de acrecién donde son tomados en cuenta los efectos de la visco-
sidad y radiacién [26], [38]. Estos discos se forman en las binarias de rayos X
de baja masa (LMXB?®) que son sistemas que contienen un objeto compacto
central y una estrella menos masiva que este iltimo cuyo material es acretado

por el objeto central, formando el disco de acrecidn.

Uno de los problemas que surgié entonces fue el de estudiar la estabilidad
de discos de acrecién gruesos mediante simulaciones en las que se modifi-
caban parametros del disco como la viscosidad, la autogravedad o bien la

distribucién de momento angular £(r). Este tltimo aspecto es estudiado en

4 Innermost Stable Circular Orbit.
$Low Mass X-ray Binaries.
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los trabajos de Papaloizou y Pringle [65] donde se analiza ]a estabilidad de un
disco con rotacién diferencial, isentrépico y con momento angular [ constante.
Ellos encuentran que existe estabilidad ante perturbaciones axisimétricas, pe-
ro que el disco se vuelve inestable ante perturbaciones no axisimétricas. En
otro trabajo Papaloizou y Pringle [66] analizan la estabilidad de un disco
donde existe un gradiente de momento angular que los conduce a conclu-
siones semejantes a las obtenidas previamente analizando perturbaciones no
axisimétricas.  Zurek y Benz [97] utilizando modelos de tres dimensiones,
llegan a conclusiones semejantes a las de Papaloizou & Pringle utilizando
simulaciones numéricas con el método SPH, semejante al que utilizaremos en

el desarrollo de nuestra investigacién.

Otro aspecto estudiado es el de la inestabilidad radial® en la que se tiene
un intercambio violento y rapido de masa (Abramowicz, Calvani & Nobi-
li [4]). Abramowicz et. al. encontraron que en un sistema de acrecién
alrededor de un agujero negro, existe una superficie equipotencial semejante
al lébuld de Roche, debida a los efectos de relatividad asociados a la existen-
cia de una tltima érbita estable. Este criterio establece que todos los discos
de acrecién con masas ligeramente mayores a la masa del agujero negro, que
llenan sus 16bulos de Roche son inestables, si el momento angular [ es cons-

tante.

Otras consideraciones que han sido tomadas en cuenta en cuanto a la
estabilidad radial de los discos, son las relacionadas a la dindmica del ob-
jeto central, es decir si el agujero negro rota o no. Calculos hechos por

Wilson [93] en 1984 considerando la rotacién de agujeros negros, llevan a la

6Llamada en inglés runaway radial instability.
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conclusion de que la inestabilidad radial no existe en sistemas de este tipo,
es decir que la rotacién del agujero negro tiene un efecto estabilizador en el
sistema.  Abramowicz et. al. [5] en 1998 de nuevo estudian el problema
concluyendo que en efecto la rotacién estabiliza el sistema. En este trabajo
también se toma en cuenta la autogravedad del toro, la cual tiene un efec-
to desestabilizante, produciendo acrecién. Otros estudios de este tipo con
auto—gravedad sin tomar en cuenta relatividad general, se pueden encontrar
en Khana & Chakrabarti [31], Masuda, Nishida & Eriguchi [49] y tomando
en cuenta la relatividad general en Nishida et. al. [58]. Recientemente se
ha asociado la posibilidad de que una inestabilidad radial pueda dar origen
a explosiones de rayos gamma [19] y simulaciones recientes han sido hechas
en este sentido también por Font & Daigne [23]. A raiz de estos estudios
surgid la necesidad de entender bajo un tratamiento relativista completo, la
dependencia de la estabilidad de los discos con la distribucién del momento
angular dentro del disco. Font & Daigne [24] usando la métrica de Schwarzs-
child, encuentran que si la distribucién de momento angular es constante,
los discos son inestables. En un articulo mas reciente los mismos autores
(Font & Daigne [25]), exploran la estabilidad de discos utilizando distribu-
ciones de momento angular no constante dentro del disco, utilizando una ley
de potencias. En este dltimo y extensivo estudio relativista concluyen que

la inestabilidad radial es anulada cuando el momento angular no es constante.

También se ha estudiado la estabilidad interna de los discos, donde se
investiga el comportamiento dinamico del disco de acuerdo a las propiedades
hidrodindmicas del material que lo conforma. Narayan et. al. [57] han pro-
puesto que cualquier objeto con alta temperatura y baja luminosidad, podria

contener un agujero negro rodeado de un disco de acrecién dominado por la
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adveccién y con una temperatura elevada. Algunos candidatos para estos
objetos son A0620-00, Sgr A* y NGC 4258. Para todos los casos el ajuste
de las observaciones con los espectros producidos a partir de modelos de dis-
cos enfriados por flujos advectivos es muy buena. Estos objetos enfriados
por flujos advectivos no pueden modelarse con discos geométricamente delga-
dos. Igumenshchev et. al. [37], estudiaron la acrecién de esta clase de flujos
mediante simulaciones numéricas en dos dimensiones utilizando cdlculos hi-
drodindmicos que dependen del tiempo. En sus simulaciones encuentran que
los discos son convectivamente inestables y que las inestabilidades producen
vortices que redistribuyen el momento angular. Algo interesante de este es-

tudio es que estos vortices introducen oscilaciones cuasi periddicas.

Las motivaciones principales que conllevan a realizar el presente estudio,
son principalmente las evidencias observacionales existentes sobre variacio-
nes cuasi-periédicas en la luminosidad de varias fuentes de rayos X en altas
y bajas frecuencias (QPO’s"), objetos que se sospecha contienen estrellas de
neutrones o agujeros negros rodeados de un disco de acrecién. La escala de
tiempo en que se dan las variaciones es de ~ms y es relevante puesto que
todos los fenémenos dindmicos de estos sistemas tienen escalas de tiempo

semejantes.

Muchos de estos objetos son sistemas binarios de masas comparables a
la masa solar (M < 2Mjg) que emiten rayos X, (LMXB). Estos sistemas
usualmente tienen Orbitas muy cerradas de tal forma que se pueda dar un
intercambio de material entre las componentes. Dadas sus érbitas cerradas,

las LMXB tienen periodos que van desde una decena de dias hasta alrededor

" Quasi~Periodic Oscillations
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Figura 1.1: Esquema ilustrativo de la estrella binaria de rayos X de baja masa GRO
1655—40. La radiacién enrayos X con la que se detectan estos objetos proviene del material
que cae hacia el objeto central formando un disco de acrecién. Tomado de Haynes, R. [30].

de 3/4 de hora. Muchos de estos sistemas se encuentran en cimulos globu-
lares donde la captura gravitatoria de estrellas de neutrones, por parte de

otras estrellas ocurre a menudo.

Se cree que estas variaciones de la luminosidad estdn asociadas a ines-
tabilidades u oscilaciones en el disco de acrecién que rodea estos objetos.
Entender estas variaciones, hace posible estudiar la fisica de campos gravi-

tatorios extremos y de objetos con altas densidades.

Las oscilaciones cuasi—periddicas en las fuentes de rayos X galdcticas [18]
y extragalacticas, principalmente en ntcleos activos de galaxias [48], ocurren
a diferentes frecuencias. Estas oscilaciones pueden ser de baja o alta fre-
cuencia y esta dependencia, podria reflejar algunas propiedades intrinsecas

del objeto central del disco de acrecién como la masa y su rotacién (spin).
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Figura 1.2: En esta figura se muestran oscilaciones dobles correspondientes al HFQPO
4U 1608-52. Noétese la relacién que guardan los méximos en frecuencias, localizadas a 600
y 900 Hz. Tomada de Méndez et. al. [51].

También se ha observado que algunas de estas oscilaciones se presentan en
parejas, localizadas a diferentes rangos de frecuencias. Un ejemplo de es-
to se muestra en la Figura 1.2. Este descubrimiento fue realizado por el

satélite Rossi X-ray Timing Explorer, RXTE en 1995 [91].

Una buena cantidad de autores proponen que una forma de determinar
pardmetros tales como la masa, la ecuacién de estado, el spin y el momento
angular del objeto central del disco es a través de la interpretacién de las
observaciones de estas oscilaciones cuasi—periddicas [6], [68], [7], [70]. Al-
gunos autores como Kluzniak & Abramowicz [32] y Titarchuck [87] sugieren

que dichas oscilaciones se orginan por resonancias de alguna clase en los dis-
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cos. Entender la relacién entre las oscilaciones y el objeto central puede ser
la clave para determinar estas propiedades. Se ha propuesto una gran can-
tidad de modelos para interpretar la rica fenomenologia observada con estas
oscilaciones, pero ain no parece haber un concenso favorable hacia alguno

de los mecanismos propuestos. Algunos de los modelos son descritos por van

der Klis en [91].

Es aqui donde se justifica que se deba de hacer una investigacién sis-
temdtica de las propiedades oscilatorias de los discos. Los modos de oscila-
cién en los discos son consecuencia de fuerzas restauradoras que responden
ante las perturbaciones, y como describiré mas adelante, las perturbaciones
ofrecen la posibilidad de clasificar las oscilaciones que son inducidas. En los
discos, las fuerzas restauradoras pueden ser fuerzas centrifugas, gradientes
de presién y una tercera fuerza consistirfa en fuerzas gravitatorias perpendi-
culares al plano vertical del disco. Cada una de estas fuerzas tiene asociada
un modo de oscilacidn, la primera se asocia con oscilaciones epiciclicas, la
segunda con oscilaciones debidas a la propagacién de ondas de sonido (mo-
dos p) y finalmente la tercera, oscilaciones arménicas transversales al plano

ecuatorial [38] que corrugarian al disco.

El estudio de las oscilaciones de los discos es llamado algunas veces sis-
mologia de discos. Abramowicz et. al. [8], han propuesto el modelo de
resonancia en el que se reproducen oscilaciones cuasi—periddicas como resul-
tado de resonancias orbitales. El mismo autor 7] ha demostrado que pueden
darse resonancias cerca de las posiciones radiales a las que las frecuencias

epiciclicas quedarian en un cociente de 3:2.
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Recientemente Schnittman [84] ha propuesto también un modelo en que
los espectros observados de los QPO’s pueden ser explicados invocando un
hot-spot para explicar la posicién y la amplitud de los picos del espectro de
las oscilaciones cuasi-periédicas. Este hot-spot se explica suponiendo que
existe emisién excesiva que proviene de particulas masivas moviéndose ge-
odésicamente dentro del disco. Este modelo esta caracterizado por la masa
del agujero negro, el espin, la inclinacién del disco, la forma y el tamatio del
hot-spot. En otra publicacién de Schnittman & Bertschinger [85], invocan
los efectos de dilucién del hot-spot en el disco, y también estudian los efec-
tos de la precesion del disco originada por el efecto relativista Lens-Thirring

alrededor del eje del agujero negro.

Como motivacién final, se tiene el reciente descubrimiento de las observa-
ciones cuasi—periddicas observadas en el objeto SAX J1808.4-3658 reportadas
por Wijnands et. al. [92]. Este objeto contiene una estrella de neutrones cuyo
periodo de rotacién es conocido por lo que la informacién que pueda extraer-
se de las oscilaciones cuasi—periédicas con este dltimo permitirian establecer

la masa de dicha estrella.

Otras observaciones relevantes son las que se han realizado en los obje-
tos GRO J1655-40, XTE J1550-564 y GRS 1915+105. Estos objetos son
especiales porque a diferencia del anterior, no muestran una sola frecuencia
maxima, sino que muestran picos dobles que guardan una relacién 3:2. Las
frecuencias de estos sistemas son 450, 300 Hz (Strohmayer [86], Remillard et.
al. [69]), 276, 184 Hz (Remillard et. al. [68]) y 168, 113 Hz (Remillard et.
al. [67), McClintock & Remillard [47]) para cada objeto respectivamente. En

la Figura 1.3 se muestran los histogramas de las detecciones para los objetos
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Figura 1.3: Histrogramas de frecuencias de dos osciladores cuasi-periédicos XTE J 1550~
564 y GRO J1655—40. Las ordenadas muestran el nimero de cuentas en el detector,
mientras que en las abcisas se han graficado las frecuencias. Cada fuente muestra una
distribucién con dos maximos que guardan una relacién 3:2 en frecuencias. Tomado de
Remillard et. al. [67).
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XTE J1550-564 y GRO J1655-40, obsérvense los picos maximos observados
en cada objeto. En particular los tres objetos aqui citados son candidatos a

contener un agujero negro como objeto central.

Estas observaciones son pruebas directas de la relacion 3:2 predicha tedrica—
mente y apoyan la idea expuesta por Kluzniak y Abramowicz [34] sobre los
efectos de las resonancias en el disco. En objetos mas masivos como los
nicleos de algunas AGN’s® y el mismo centro de la Via Lactea Sgr A* se
observan fenémenos semejantes pero a diferentes frecuencias (infrarrojo cer-
cano [27] y rayos X observados por los satélites Chandra y XMM-Newton),

con una relacién 3:2:1 [11].

Estas observaciones, junto con los modelos tedricos nos pueden conducir
al entendimiento de los discos de acrecién finalmente y este campo podria
ser el caballo de batalla que permitiria determinar las propiedades fisicas de

los objetos compactos centrales y de los campos gravitatorios extremos.

8 Active Galactic Nuclei.



Capitulo 2

Construccidon Analitica de

Discos Gruesos

2.1 El Potencial Gravitatorio en las Cercanias

de Objetos Compactos

2.1.1 Objetos Compactos y Relatividad General

En el universo existe una gran diversidad de objetos como estrellas, nubes
de gas y planetas. Cada uno de estos objetos tiene un cociente radio a masa
propios, es decir poseen una densidad que los caracteriza. Hay objetos
cuyas densidades son extremadamente bajas, como por ejemplo un cimulo

3. por otro lado

de galaxias que tiene una densidad promedio de 10™*%g cm™
existen objetos cuyas densidades son bastante elevadas, sobrepasando los
10’g cm™3. La gran mayoria de estos objetos de alta densidad tienen radios
que van desde unos cuantos miles de kilémetros, hasta decenas de kilémetros,

bastante més pequefios que el radio del Sol. Por otro lado, existen algunos

17
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Tabla 2.1: Propiedades de Algunos Objetos Compactos™®

Objeto Masa Radio Densidad  Potencial
(Mg) (Ro) (g em™) (GM/Ré)
Enana Blanca <1 ~1072 <107 ~ 1074
Estrella de Neutrones ~1-3 ~107% < 10% ~ 107!
Agujero Negro arbitraria 2GM/ ~ M/R* ~1

* Tomado de [81]

casos donde pueden llegar a tener un radio de minutos luz, semejante al radio
del sistema solar. Estos objetos son llamados dadas sus altas densidades,
objetos compactos. Los tres miembros principales de la familia de objetos
compactos son las estrellas enanas blancas, las estrellas de neutrones y los
agujeros negros. Algunas propiedades de los objetos compactos se listan en
la Tabla 2.1.

Debido al alto grado de compactacién de la materia en el interior de estos
objetos, los campos gravitatorios de los mismos son extremadamente eleva-
dos, por lo que deforman el espacio-tiempo en sus cercanias. Alrededor de
estos objetos se cree frecuentemente que existe un disco de acrecién, del que
es emitida la radiacién de altas energias que delata su existencia. Dado que
estos objetos tienen campos gravitatorios muy elevados, no es posible des-
cribir completamente el movimiento de una particula alrededor de ellos por
medio de las ecuaciones de la mecdnica Newtoniana. Para poder describir
el movimiento de una particula de prueba es necesario usar una descripcién
mas completa del campo gravitatorio, dada por la teoria general de la relati-
vidad, herramienta que, por lo que sabemos a la fecha, nos permite describir

correctamente el espacio-tiempo en condiciones de gravedad extrema.

La teoria general de la relatividad establece que las fuentes de mate-

rial describirdn la forma del espacio-tiempo que las rodea. Las ecuaciones
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de Einstein (2.1) nos permiten establecer una relacién entre un campo gra-
vitatorio intenso, como el que es producido por los objetos compactos, y la
geometria del espacio-tiempo circundante a estos. Estas ecuaciones también
se conocen como las ecuaciones de campo gravitatorio y son un conjunto de

ecuaciones diferenciales no lineales':

Ry — %gikR = %Eﬂh (2.1)
la parte izquierda de esta ecuacién nos describe la geometria del espacio-
tiempo y tiene dos términos: el término del tensor de Ricci, Rz que es el
que nos describe la curvatura del espacio-tiempo, y el término ;gixR, que
estd compuesto del escalar de curvatura R multiplicado por la métrica g;.
Esta dltima depende de las propiedades geométricas que tenga la distribucién
de materia (simetria por ejemplo). La parte derecha corresponde al tensor
momento—energia T, e introduce a las ecuaciones las propiedades intrinsecas
de la materia. G es la constante de gravitacién universal y c representa la

velocidad de la luz en el vacio.

Asumiremos en este trabajo que el objeto central en los discos de acrecién
es un agujero negro. Hasta la fecha es posible describir a un agujero negro
por medio de tres pardmetros que son i) la masa M, ii) el momento angular

asociado a la rotacién del agujero, £ y iii) la carga eléctrica Q.

Utilizando diferentes métricas, es posible describir a un agujero negro por

medio de estos tres parAmetros. La métrica determinard las propiedades de la

"En todos los desarrollos matematicos, a menos que se indique hemos utilizado la
convencién de signos (+ - - -) para la métrica. Por otro lado los indices latinos i,k,l...

toman los valores 0,1,2,3 para las coordenadas i, z, y, z respectivamente.
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geometria espacio-temporal. Un agujero negro con una masa M diferente de
cero, estético, es decir sin rotacién (£ = 0), y eléctricamente neutro (@ = 0),
estd descrito completamente por medio de la -métrica de Schwarzschild que
es la 1inica solucién para una configuracién de masa de este tipo encontrada
por Birkhoff en 1923. Es vilido suponer en una primera aproximacién que
un agujero negro sea estatico, sin embargo existen algunos argumentos muy
fuertes que nos hacen pensar que los agujeros negros a) parecen tener rota-
cién debido a que son producto de un colapso gravitatorio de algin objeto
en rotacién, (£ # 0), b) no necesariamente deben de tener simetria esférica y

c) no necesariamente deben de ser eléctricamente neutros (@ # 0).

La solucién de Schwarzschild fue publicada en 1916, y no fue sino hasta
1963 que se encontré una solucién a las ecuaciones de Einstein que permitié
describir las propiedades de una distribucién sin simetria esférica y con rota-
cién. Esta solucién fue encontrada por el matemdtico Roy Kerr y es llamada
la métrica de Kerr. La solucién estacionaria mas general a las ecuaciones de
Einstein, es la métrica de Kerr-Newmann que aunque no sea tinica, describe a
un agujero negro con masa, momenutm angular y carga eléctrica, (M, £, Q).
Los casos especiales de esta métrica son las métricas de Kerr, que describe a
un agujero rotante sin carga; la métrica de Reissner-Nordstrom (£ = 0) que
describe un agujero negro con masa y carga y la métrica de Schwarzschild

que ya he mencionado.

Es natural pensar que la gran mayoria de objetos astrofisicos son eléctri—
camente neutros, por lo que despreciaremos el papel de la carga eléctrica y
por consiguiente solamente discutiré en las siguientes subsecciones el movi-
miento de una particula alrededor de un agujero negro estacionario y rotante,

utilizando las métricas de Schwarzschild y de Kerr respectivamente.
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2.1.2 La Meétrica de Schwarzschild:

Agujeros Negros Estaticos

Cuando se impone la condicién de que la materia se distribuya de forma
isotrépica (esférica) localizada alrededor de un punto central, la solucién a
las ecuaciones de Einstein es la métrica de Schwarzschild. Esta solucién a
las ecuaciones de Einstein dada en la Ec. (2.2) fué encontrada por Karl
Schwarzschild en 1916, poco tiempo después de que Einstein publicara su
trabajo de la relatividad general. Utilizando coordenadas esféricas (r, 8 y ¢)
toma la forma:
dr?

1—ry/r

En esta ecuacién ds? representa al intervalo espacio-temporal entre dos suce-

ds? = (1 - %c?) dt? — 1*(sin® d¢? + d6?) — (2.2)

sos. La métrica de Schwarzschild depende exclusivamente de la masa central
que se introduce en las ecuaciones a través del término r,, denominado radio
del horizonte o “radio de Schwarzschild” y en este aspecto es andloga a una
distribucién Newtoniana de materia. Es un pardmetro importante pues es la
escala tipica de distancias de un agujero negro y estd definido (en cm) como:

= %ﬂ = 3% x 10°. (2.3)
En la Ec. (2.3) M la masa del agujero negro central y My representa la
masa del Sol. En esta métrica se asume que el campo gravitatorio tiene si-
metria esférica, y es vilida inclusive en el supuesto caso de que la materia
central tenga movimiento en la direccién de simetria por ejemplo, pulsaciones
radiales. La métrica de Schwarzschild determina completamente el campo

gravitatorio en el vacio producido por una distribucion de materia como la

descrita (teorema de Brikhoff).
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Para describir el movimiento de una particula, es necesario conocer la
posicién espacial como la funcién del tiempo propio de la particula. En esta
parte, una vez hemos impuesto la métrica de un agujero negro estitico, sin
rotacién, deduciremos las ecuaciones de movimiento con la que una particula

de prueba se moveria alrededor de uno de estos objetos.

Las particulas se moverdn a lo largo de geodésicas del espacio-tiempo, y
éstas geodésicas pueden ser derivadas a partir de varios métodos, por ejem-
plo, utilizando el Lagrangiano o bien utilizando las ecuaciones de Hamilton-
Jacobi. En la presente descripcién, utilizaré éste tiltimo método, siguiendo el
formalismo utilizado por Landau-Lifshitz [40] en su obra sobre teorfa cldsica

de campos.

Vamos a suponer que la accién S del sistema estd conformada de dos
cantidades conservativas, la energia Ey, el momento angular £ y también de
una contribucién de la accién de la particula a lo largo de la coordenada r,
llamada S,(r). Suponiendo que nuestra particula de prueba tiene una masa
m, es posible establecer la trayectoria de la misma a través de las ecuaciones

de Hamilton-Jacobi:
g Oz x*k

Sustituyendo la métrica descrita por la ecuacién (2.2) podemos establecer

m?e® =0, (2.4)

dichas ecuaciones:

-1(88\* ro\ (08\* 1 [8SY’
_Iz)____s)___.__2= j
(1 . ( ) (1 . (Br) o (3¢) mic? =0. (2.5)

Como ya he mencionado, suponemos que la accién es de la forma:

S = —Eot + £ + S5.(r). (2.6)
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Donde E;, y £ son las constantes de movimiento. Calculando las derivadas
d5/0t y 85/8¢ y sustituyéndolas en la ecuacion (2.5) se encuentra facilmente

una expresién para calcular la derivada dS,/dr, dada por la ecuacion (2.7):

dS, | Ej} 2 Fok 4 B T
dr-\lﬁ(l—?) —(”“”ﬁ)( -%) «  ea

Calculando las derivada 8S/9E, e igualdndola a una constante y utilizando

la relacion (2.8),

as asS;
*(ﬁ— —t+aEn, (2.8)
es posible establecer una relacién explicita ¢ = #(r):
E B ﬂ (1 Tg) ( EIJ )2 i 72 (1 - Zg) 1/2 -1/2
“ar ~ me T me? m2c?r? T
(2.9)

- A partir de esta tiltima expresién (2.9), se puede establecer el movimiento

radial de la particula, re-expresando esta ltima ecuacién de la forma:

r dr 1 2 2 1/2
e(r —ry) dat E, [Eﬂ - Vcﬂ("")] ) (2.10)

donde el potencial “efectivo” del sistema, queda definido de la siguiente ma-

Vigs(r) = me® [(1 - %_E) (1 + m—i—;)]m. (2.11)

En esta expresién, m es la masa de la particula prueba y r, es el radio

nera:

de Schwarzschild del objeto central. Es fécil ver que el potencial “efectivo”
depende exclusivamente de la masa del objeto central M y del valor del
momento angular £. En la Figura 2.1 se presenta la grafica de la ecuacién 2.11
mostrdndose la dependencia de Vess(r) con diferentes valores de momento
angular. Es de hacer notar la existencia de una érbita llamada marginalmente
estable, (£ = £,,,) localizada en la grafica a ry,, = 3r, y una 6rbita llamada

marginalmente ligada, localizada a 7 = 2ry (£ = £ny), Estas drbitas se
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Figura 2.1: EI potenci:al efectivo de Schwarzschild para una distribucién de momento
angular constante y diferentes valores del momento angular. Se han utilizado los valores
by = 2rge ¥ by = 0.9186¢,,, para el momento angular indicado. Las érbitas marginal-
mente estables y marginalmente ligadas se indican con las flechas en la parte superior.

localizan en la gréifica por medio de las flechas de la parte superior. La
primera es la dltima érbita interna circular estable (punto silla) de todas
las configuraciones posibles con diferentes valores de £, mientras que la otra
corresponde a la 1ltima 6rbita interna circular inestable ante perturbaciones
radiales. En el caso donde £,,, < £ < £;; existen diferentes érbitas ligadas
al objeto central. Finalmente calculando la derivada dS/0M = const, es
posible determinar la trayectoria de la particula por medio de una expresién
andloga a (2.9):

ag _ 5 (2.12)

I B (mie+ 5) (1-%)
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2.1.3 La Métrica de Kerr:

Agujeros Negros con Rotacién

Como ya mencioné antes, es posible describir el comportamiento de un-agu-
jero negro con rotacién por medio de la métrica de Kerr, descubierta por Roy
Kerr en 1963. Esta métrica depende de dos pardmetros, que son la masa del
agujero negro M y su momento angular J definido a través del pardmetro
a y relacionado con el momento angular por medio de J = Ma. Aqui he-
mos introducido por comodidad, las coordenadas geometrizadas, en las que
G =c¢=1, y donde es conveniente medir la masa y el momento angular del
objeto central en unidades de longitud, mediante el factor de conversién:

1.476 64 £0.00002 x 10° cm = 1 M. Lo anterior se debe a que de esta
manera es mas facil evaluar las ecuaciones resultantes con métricas diferen-
tes a las de Schwarzschild. Al igual que en el caso anterior de la métrica de

Schwarzchild, r, es el radio gravitacional definido en la Ec. (2.3).

La métrica de Kerr es:
ds? = (1 - '—:}) dt? — %’d’r2 — p?df? — (r2 +a® + '—”5,“—5 sin? -9) sin? 8dg>+

2rgra

p?

En esta ecuacién para la métrica se utilizan las coordenadas desarrolladas

i sin® fd¢dt. (2.13)

por Boyer & Lindquist en 1967, donde
A=rt—rnr+ad, (2.14)

p? =1%+a’cos’h. (2.15)

Se puede ver que haciendo el limite a — 0, la Ec. (2.13) se reduce a la

métrica de Schwarzchild (Ec. 2.2). Haciendo un andlisis semejante al que
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se mostrd para el caso de la métrica de Schwarzchild, es posible establecer
las ecuaciones que rigen el movimiento de una particula alrededor de un
agujero negro rotante. Asumiendo que la particula que se mueve alrededor

del agujero negro tiene masa m, las ecuaciones de Hamilton-Jacobi son:
gF———-m?=0. (2.16)

Una vez establecida las ecuaciones de Hamilton—Jacobi, es necesario conocer
las componentes contravariantes del tensor g'*, las cuales se calculan por

medio del siguiente operador:

k0 8 __ 1 (.2 o2 rora® - 2 B
gigw—z(f +a +.£_5_p s B)(%)—

2 2
1(8Y ___1_(_rry(2) pedd .,
p* \ o8 Asin®8 72 ) \o¢ PA d¢ ot
Suponiendo la existencia de cantidades conservativas asociadas a las variables
t y ¢ tales como la energia del sistema E; y £, la componente del momento

angular a lo largo del eje de simetria, es posible escribir nuevamente la accién

de la siguiente forma:
S = —Egt+ £p+ S.(r) + Ss(8). (2.18)

Siguiendo un procedimiento semejante al descrito en la seccién 2.1.2 es po-
sible mediante separacién de variables, deducir las ecuaciones de movimien-
to. Entonces calculando las derivadas 8S/8t y 85/8¢, a partir de (2.18),
sustituyendo el operador dade en (2.17), mediante un poco de édlgebra y

utilizando una constante de separacién K, es posible llegar a:
dSe\? . ¢\, a8 ag_
(7‘-‘?) + (an sinf — sinﬂ) +a*m?cos’ 8 = K, (2.19)

(-‘%‘g})2 - % [(a®+7*)Ey - ca'-t]1 +m?r? = -K. (2.20)
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Estas son las relaciones a partir de las cuales deduciremos las ecuaciones de
movimiento de la particula. Para ello, es necesario establecer el cuatro-
momento de la particula dado por:

p = m% = -—g"k:—i. (2.21)
Entonces utilizando (2.13), (2.18), (2.19) y (2.20), y calculando la expresién
del lado derecho de (2.21) establecemos las ecuaciones de movimiento respec-

to a ds. Por brevedad solamente mostraré las ecuaciones para r y # que son

las que nos interesan para establecer el potencial “efectivo” del sistema.

ar\® 1 2 A2
2 - "
m (E) = E [(gﬁ + 1Y) Ey - af] - ?(K +m?r?), (2.22)
dé 1 s o o . ¢ \?
(ds) a 94“{ —a’m”cos"f) — (an sind — — ) . (2.23)

Estas ecuaciones (2.22) y (2.23) representan las ecuaciones de movimiento es
decir, las geodésicas del movimiento. Para encontrar el potencial efectivo
nos valemos de la simetria radial de las ecuaciones. Imponiendo la condicién
que una particula se mueva en el plano ecuatorial (§ = %), a partir de (2.22)
y (2.23), estableciendo el movimiento para un valor fijo de 6, y encontrando

el valor de K en términos de Ey y de £, llegamos a la siguiente ecuacién:

m? (%) [ a? + %) Ep — a.f] - [ (aEg — £)* + m?*r?).  (2.24)
Definiremos el potencial efectivo D’;ﬁ(r) como aquella funcion valuada en

r para la cual el miembro derecho de la ecuacién (2.24) se hace cero, es decir:
[(@® + #)Vers(r) — af]* — A [(aVigs(r) - ) +m¥?] =0.  (2.25)

Despejando Vs¢(r) de esta tltima expresién, tenemos finalmente el potencial

efectivo para una particula que se mueve en el plano ecuatorial:

-B+v/B? - 4AC
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Figura 2.2: El pot.enci.a.l efectivo de Kerr para una distribucién de momento angular
constante y diferentes valores del pardmetro de rotacién del agujero negro a. En todas las
gréificas se ha utilizado el mismo valor del momento angular £ = 2.86rgc.

donde:
A= [(a®+1%) - a’A], (2.27)
B = 2at [a(a* +1%) + 4], (2.28)
€= (a* + &r'm?). (2.29)

El comportamiento de 6rbitas alrededor de agujeros negros en la métrica
de Kerr fue estudiado por primera vez por R. Ruffini y J.A. Wheeler en
1969 [74]. Una deduccién semejante es la expuesta por Misner, Thorne y
Wheeler en su célebre obra Gravitation [53]. Los radios de las 6rbitas estables
se obtienen a partir de calcular Vozy(r) = By, Vj(r) = 0, para Vj,(r) >

0. Dado que nos interesan la posicién de las drbitas limite para el caso
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marginalmente ligado y marginalmente estable, que acotan el movimiento de
una particula, mostramos a continuacién las funciones que describen estas
dos 6rbitas:

Toe — 39 me £ 40,/2r;T s — 307 = 0, (2.30)

cuya solucién analitica fue encontrada por Bardeen et. al. [13| en 1972 y

corresponde a las siguentes ecuaciones:

Zi=1+(1-a)/[(1+a)" +(1-0a)"], (2.31)

Zy = /302 + 22, (2.32)

Para un agujero negro de Scharzschild a, = 0 y ry,, = 3r,, mientras que para
un agujero negro de Kerr extremo a. = 1 y *m, = 7,/2. En estas ecuaciones
se tiene:

&
GMan a, (2.33)

donde a es el pardmetro de spin del agujero negro de Kerr. Finalmente para

a, =

la érbita ligada marginalmente, se tiene la expresién:
Tod =T (1:F %+\/1 :Fa.) . (2.34)

Para un agujero negro de Schwarzschild, rms = 2r,, mientras que para un
agujero negro de Kerr extremo (a. = 1), rms = 7,/2 (6rbita prégrada) y
Tmp = 2.91r, (6rbita retrégrada).

2.1.4 Potenciales Pseudo—Newtonianos:

Una Buena Aproximacion

Debido a las complicaciones matematicas que surgen con las ecuaciones de la

relatividad general, una forma alternativa de atacar el problema de describir
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el movimiento de una particula alrededor del campo gravitatorio de un aguje-
ro negro estdtico y neutro es por medio de potenciales pseudo-Newtonianos.
Estos potenciales reproducen correctamente muchas de las caracteristicas
obtenidas por medio de los potenciales efectivos a través de las métricas de

Schwarzschild y de Kerr.

Los potenciales efectivos obtenidos a través de las ecuaciones de la relati-
vidad general describen principalmente tres clases de érbitas para particulas
con masa (m > 0): a) de captura, b) érbitas no ligadasy c) érbitas ligadas.
La existencia de 6rbitas de captura en los potenciales relativistas es la dife-
rencia mas grande respecto de un potencial Newtoniano, puesto que en este
tiltimo no es posible la captura de una particula debido a la existencia de
una barrera centrifuga que da lugar a Orbitas no ligadas. Las diferencias
més notables de estos potenciales respecto del Newtoniano, ocurren en las
regiones muy cercanas al objeto central, y es por eso que se hace necesario
introducir la relatividad, para describir la dindmica en estas regiones. Todo
esto se ilustra en la Fig. 2.3 donde se muestran las gréaficas de un potencial
efectivo Newtoniano (®.5y = —SMax 4 L) y el potencial efectivo de Sch-

warzschild mostrado en la Ec. 2.11.

El primer potencial pseudo—Newtoniano fue introducido por Paczyniski y

Wiita [60] en 1980 y tiene la forma:

—GMpy
bpy = ——m—, 2.35
=g (235)
donde 7, es el radio de Schwarzschild, R es la distancia al centro R =
V72 + 22 del objeto en coordenadas cilindricas (r, z), donde r es la distancia

radial, z es la altura medida desde el origen y Mpy es la masa del agujero
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Figura 2.3: En la figura superior se muestran las caracterfsticas de un potencial efectivo
Newtoniano para un objeto con una masa M = 2.5Mg con £ = 1.90r,c. Se muestran las
érbitas no ligadas (1) y érbitas ligadas (2). Se muestran los llamados puntos de retorno
para (A) una érbita no ligada y (B), (C) para una érbita ligada. El punto (D) localiza
una érbita circular. En el pdnel inferior se muestra el potencial efectivo relativista para
un objeto con masa M = 2.5Mg y £ = 1.90ryc. En este caso se identifica la principal
diferencia de un potencial relativista, la existencia de érbitas de captura (3). Con (1) y
(2) se identifican las érbitas no ligadas y ligadas y sus respectivos puntos de retorno (A),
(B) ¥ (C). Las érbitas circulares inestables y estables se muestran con los puntos (E) y
(D) respectivamente.
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Figura 2.4: Diferentes |Iaot.encia.l&s gravitatorios efectivos (“Veff” esta en unidades arbi-
trarias). Nétese la diferencia entre el potencial Newtoniano, que no considera una érbita
de captura, mientras que el de Schwarzschild y de Paczynski-Wiita si lo hacen. Es tam-
bién interesante ver las ligeras diferencias entre un potencial pseudo—Newtoniano y uno
relativista. En los tres graficos se ha utlizado el mismo valor de £ = 1.90r,c.

negro. El potencial de Paczynski-Wiita da una aproximacién muy buena de
entre 10% y 20% dentro de la regién r > r,,, respecto a un potencial relativis-
ta. Este potencial describe correctamente las posiciones de la iltima 6rbita
circular estable r = 3r,, y de la drbita circular marginalmente ligada 7.,
es decir una érbita donde ante cualquier pertrubacién radial dirigida hacia
el centro, la particula caerd inexorablemente al objeto central. Otro punto
a favor de este potencial es que reproduce, en concordancia con el valor para
la métrica de Schwarzschild, el valor de la energia mecénica total por unidad

de masa para una particula en la tltima drbita estable. Este potencial ha
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Figura 2.5: El potenci.a.l efectivo de Paczyfiski-Wiita. Nétense las similitudes con el
potencial efectivo que corresponde a una métrica de Schwarzschild al igual que en la Fig.
2.1, con €y = 2rge ¥ €y = 0.91864,,5. Las flechas en la parte superior indican las érbitas
marginalmente estables y marginalmente ligadas.

sido usado extensamente por muchos autores desde entonces, para calcular

la estructura de discos de acrecién.

En la bisqueda de reproducir algunas de las caracteristicas de las érbitas
en la métrica de Schwarzschild, hay algunos otros potenciales como el intro-
ducido por KluZniak & Lee {33] recientemente (2002). Este tiltimo potencial
resulta ttil puesto que reproduce dos caracteristicas de una érbita relativista:
i) la existencia de una tltima érbita estable, a r,, = 37, y, ii) reproduce el
cociente de las frecuencias epiciclicas de las érbitas en completa concordancia

con el cociente dado por la métrica de Schwarzschild. Este potencial tiene la
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forma:
GMpgH

g

Brs = [1— exp(re/r)]. (2.36)

Los potenciales descritos hasta aqui reproducen muy bien las caracteristicas
de la métrica de Schwarzschild. En 1996 Artemova, Bjérson y Novikov [10]
presentaron una interesante revision de los potenciales pseudo—Newtonianos
conocidos hasta entonces, demostrando que potenciales simples reproducian
con una buena precision las caracteristicas relevantes de la relatividad gene-
ral. La aportacién mds significativa de ese articulo fue la propuesta de un
potencial pseudo-Newtoniano que describiera las caracteristicas de un agu-
jero negro rotante. La propuesta de Artemova et. al. tiene propiedades
andlogas a las del potencial de Paczynski-Wiita y se reduce a éste en el caso
de un agujero negro sin rotacién. La ecuacién para la fuerza por unidad de

masa (campo) dada por Artemova et. al. es:

GMpn

...
PK rz_ﬁ(r | rn}ﬁ?

(2.37)

donde ry representa el radio gravitatorio o radio del horizonte, el cual ya no
es simplemente el radio de Schwarzschild, puesto que en este caso el agujero
negro estd rotando. Nétese que en las siguientes ecuaciones, rg — 7, para
el caso en el que el pardmetro de rotacién a es nulo. Ambos radios estdn

definidos por las siguientes expresiones:

T
_Tme 4 2.38
=~k (2.38)

donde 7, representa el radio de la érbita marginalmente estable y

=2 (1+VI=a), (239)

s = 2 [3 + == BB+ 5 + 232)] , (2.40)
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y donde:
Zi=1+(1-a)"/[1+a)/*+(1-0)", (2.41)

Z, = \/3a® + Z}. (2.42)

De acuerdo a Artemova ef. al. esta propuesta da una buena aproximacién
a las soluciones relativistas de un agujero negro con cualquier valor de a
permitido. Las desviaciones entre las soluciones exactas y esta propuesta se

encuentran en el rango entre el 10% y 20%.

En este trabajo emplearemos el potencial de Paczynski-Wiita para nues-
tras simulaciones debido a que como ya se ha expuesto, reproduce con poco

error las propiedades de un potencial de Schwarzchild.

2.2 Consideraciones Hidrodinamicas

En este trabajo se ha considerado que el material que rodea al agujero negro
central es un fluido con movimiento azimutal, isentrépico y relativista que
se encuentra en equilibrio hidrostatico. La ecuacién de Euler establece la
conservacion del momento de cada elemento de gas de acuerdo a:

=

p(—;% +p(T- V)T = —VP + pF. (2.43)
En esta ecuacién, ¥ representa el vector de velocidad de una componente del
gas, mientras que p representa la densidad del mismo. EIl primer término
corresponde a la densidad de fuerza, es decir, a las fuerzas debidas a al-
guna aceleracién en las componentes de gas, el segundo término representa
la densidad de momento debido a la adveccién producida por gradientes de

velocidades en los elementos del fluido. Dado que estamos considerando un

fluido estacionario, todos los términos y derivadas que dependen del tiempo
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son iguales a cero, y dado que nuestro fluido estd en equlibrio hidrostético,
el término correspondiente a gradientes de velocidades es diferente de cero,
debido a que hemos considerado: v, = 0, v3 = r2 y v, = 0. Esto nos conduce
a:

VP = pF — p(r£¥%) (2.44)

que es la ecuacién de equilibrio hidrostatico, donde las fuerzas externas gra-

vitatorias y centrifugas, son equilibradas por la presién P del fluido.

La construccién de discos toroidales consiste basicamente en establecer
una configuracién de equilibrio entre las fuerzas gravitatorias y la presién

hidrostatica.

Hemos asumido que el gas esta descrito por una ecuacién de estado poli-

trdpica de la forma P = P(p):
P=Kp" (2.45)

donde ~ es el indice politrépico correspondiente al gas; en nuestro caso, las
simulaciones se han realizado usando un gas relativista, p > 10° kg m™* con
un valor de 4 = 4/3, y una constante politrépica K = 9.6 x 10® en unidades
mks. Esta constante politrépica depende de los elementos que consituyen al
gas, en nuestro caso un gas relativista degenerado constituido de electrones

relativistas, tipicos componentes de una estrella de neutrones.

En coordenadas cilindricas (r, ¢, z), la configuracién de un toro axisimétrico
constituido por un fluido sin auto—gravedad y con una ecuacién de estado po-

litrépica, viene dada a partir de la fuerza gravitatoria, obtenida a partir de
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la ecuacion (2.35) del potencial gravitatorio efectivo:
1
;VP = -V, (2.46)

donde @,y corresponde a la suma del potencial gravitatorio mas el término
centrifugo (ver Ec. 2.44), que en este caso escribimos en términos del mo-
mento angular asociado a la particula de prueba:

—GMBH ey £2

r"+324r§

Dess = (2.47)

El teorema de von Zeipel [24] y [25], establece que si tenemos una ecuacién de
estado politrépica P = P(p), el momento angular dependerd inicamente de
la distancia medida desde el eje de rotacién, es decir, £ = £(r). Integrando
sobre 7 la ecuacién (2.46) es posible establecer una relacién entre la presién,

la densidad y las fuerzas gravitatorios de la forma:

P
1 j {3 + Bepp(r,z) + 8 = 0. (2.48)

En esta dltima ecuacidn, la constante de integracién ®, puede ser inter-
pretada como el factor de llenado del potencial gravitacional efectivo y la
extensién radial del toro quedard determinada por este factor. La frontera
del toro, es decir la superficie del mismo, es la zona donde la presién y la
densidad se hacen cero y estd dada por la relacién entre r y z dada por la

ecuacién anterior, que en forma explicita toma la forma siguiente:

|

En la Figura 2.6 se ilustran diferentes perfiles de configuraciones toroidales

P i 2 1/2
GMzgy (F + «1:.) + r,] - rﬂ} (2.49)

en el plano ecuatorial para diferentes valores de ;.
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Figura 2.6: Seccién meridional para varias superficies donde la presién y la densidad se
hacen cero, para varios toros construidos de acuerdo al procedimiento descrito en el texto.
Cada curva corresponde a diferentes valores del factor de llenado ®¢ en unidades ¢ /2.

2.3 Distribuciones de Momento Angular

Como se ha ido mostrando a lo largo de las secciones donde describo el
movimiento de una particula alrededor de un agujero negro, los diferentes
potenciales efectivos, ya sean relativistas o pseudo-Newtonianos, tienen un
pardmetro libre muy importante del que depende que exista un pozo de
potencial o no y es, el momento angular por unidad de masa £.

Por lo tanto es natural pensar que vale la pena explorar el comportamien-

to de los potenciales gravitatorios con diferentes distribuciones de momento
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angular, y sus consecuencias para la estabilidad de los discos de acrecién. El
primer caso posible es el que hasta ahora hemos desarrollado y consiste en
suponer que el momento angular del objeto es independiente de la posicién
de la particula, y que también permanece constante a lo largo del tiempo. Sin
embargo, recientemente varios autores como Font et. al. [25], [24], Masuda
et. al. [49] y Daigne & Mochkovitch [19] han hecho estudios consideran-
do que el momento angular aumenta hacia afuera del disco mediante una

distribucién de ley de potencias como la que se muestra a continuacion:
e r? (2.50)

En las distribuciones que hemos utilizado, se utilizan como constantes de
proporcionalidad el valor del momento angular correspondiente a una é6rbita
Kepleriana y normalizada al valor del radio que corresponda a dicha drbita,

es decir:

£(r) = b (1)0 (2.51)

To
en esta 1ltima ecuacién, el valor del momento inicial es £y = ¢k, donde el
momento angular £x en el plano ecuatorial estd dado por:

aai'efj e _ GMBHTS e
or (r—7,)?

£ﬂ=£K(T0) = [T —
En una distribucién de momento angular como la descrita arriba, se pueden

(2.52)

r=ro r=ro
investigar tres casos de movimiento, de acuerdo al valor que se le asigne al
exponente o de la Ec. (2.51), siendo estos, super-Kepleriano a > 0.5, Ke-
pleriano e = 0.5 y sub-Kepleriano o < 0.5. Con estas distribuciones, autores
como Font et. al. [25] investigaron la estabilidad de discos bajo una distri-
bucién de momento angular como la descrita en la Ec. 2.51 y han concluido
que, cuando se asume una distribucién de esa forma, algunas inestabilidades

como la radial son suprimidas o reducidas. En la Figura 2.7 se muestran las
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distribuciones de momento angular correspondientes a las ecuaciones 2.51 y
2.52 y su dependencia radial. En nuestros modelos hemos utilizado el valor
del momento angular Kepleriano que corresponde a la posicién radial del dis-
co para el caso del momento angular constante (linea continua), mientras que
para el caso no constante, hemos seguido la distribucion de ley de potencias
mostrada en la figura (linea discontinua).

Con la finalidad de establecer la estabilidad de los toros y darle comple-
titud a este estudio, hemos analizado la estabilidad correspondiente a ambos

casos de distribuciones de momento angular, constante y no constante.

2.4

2.2~

L/(rgec)

2.0+

1.8

/g

Figura 2.7: Distribuciones de momento angular. En la linea sélida se muestra una
distribucién Kepleriana que corresponde a la Ec. 2.52, mientras que la linea discontinua
muestra la distribucién de ley de potencias dada por la Ec. 2.51. La flecha senala la
localizacién del valor del momento angular constante usado en los modelos a ro = 4.25r,.



Capitulo 3

Construccion Numérica de

Discos

Como se describié en el Capitulo 2, para construir un toro necesitamos una
fuente de gravedad (i.e. un objeto central con un campo gravitatorio eleva-
do), una ley de distribucién angular de materia y el material que conformar4
el toro que en nuestro caso es un gas. Aunque utilizamos una constante
politrépica de y = 4/3, ésta es vilida tanto para un gas relativista degenera-

do (como es nuestro caso) como para un gas ideal con un campo de radiacién.

Modelar numéricamente un gas es bastante complicado, dado que in-
clusive un volumen pequefio (~1 cm®) est4 compuesto por un niimero tan
enorme de particulas (~ 10%*) que es practicamente imposible describir las
propiedades de cada particula con una computadora. Para poder trabajar
de una manera cuantitativa y poder describir de forma general y formal las
propiedades térmicas de la materia se desarrollé a principios del siglo XIX la
termodindmica. Conforme el avance de la ciencia se fue dando, se hizo ne-

cesario poder resolver problemas a través de simulaciones numéricas y ya en

41
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el siglo XX, se desarrollaron métodos computacionales, modelos numéricos,
que permiten reproducir o imitar con una cantidad de datos finita las pro-
piedades de un fluido. Existen dos formas de describir matematicamente el
comportamiento cinematico de un fluido: Euleriana y Lagrangiana. Ambas

nos ofrecen marcos de referencia validos para la descripcién del fluido.

En el marco Euleriano las variables independientes son las coordenadas
espaciales z, y, z, y la coordenada temporal . Bésicamente este sistema
establece las ecuaciones conservativas de masa, momento y energia en un vo-
lumen que se mantiene constante en una regién del espacio. El fluido dentro
de este volumen consistird, para cualquier instante de tiempo, de particulas
diferentes de las que estaban en un tiempo previo o posterior al instante £.
Las particulas contenidas en este volumen cambian. La descripcién Euleria-
na consiste en aplicar las leyes de conservacién a este volumen estindar de
fluido y es andloga a la descripcién del campo electromagnético, puesto que
asigna una cantidad (velocidad, densidad, etc.) a cada posicién del espacio.
Cuando se aplica este método numéricamente se utilizan mallas donde estan

contenidas las propiedades del fluido.

Por otro lado en la aproximacién Lagrangiana, todo estd centrado en des-
cribir las propiedades de una masa determinada de fluido. Es andloga a la
mecénica cldsica debido a que trata de describir las propiedades de particulas
que representan el fluido. Esta forma de describir la cinematica del fluido
consiste en seguir la trayectoria y evolucién de las parcelas de gas a lo lar-
go del tiempo. Las propiedades del fluido estan definidas como funcién del
tiempo y pueden describir la historia dindmica de la parcela de fluido. Este

método al aplicarlo entonces, se transforma en un método de particulas.
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Nosotros hemos empleado en nuestras simulaciones un método numérico
que utiliza la descripcién Lagrangiana, donde el gas suele representarse co-
mo una coleccién de particulas (parcelas) con cierta viscosidad artificial ma-
croscdpica, que reproduce las propiedades de un gas real con un error muy ba-
jo en los cdlculos. Este método de representar al gas por medio de particulas
se llama en inglés Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH) y ha sido aplica-
do extensamente en diversos problemas astrofisicos como fisién estelar [45],
modelado de discos [97] y problemas cosmolégicos entre otros (ver las apli-

caciones citadas por Monaghan [55]).

En la siguiente seccién se describira con cierto detalle este método, resu-
miendo los aspectos mas relevantes del mismo, expuestos por Monaghan en
[65]. Luego en la Seccién 3.2 se describird brevemente el cédigo numérico
y su funcionamiento, para finalmente describir, en la Sec. 3.3 cémo se han

realizado las simulaciones.

3.1 El Método SPH

SPH es un método de particulas. Bésicamente la idea del método SPH es
interpolar la funcién que uno desea evaluar, como funcién de un conjunto
de valores permitidos que representan cantidades asociadas a las variables
de cada particula que conforma el sistema. Para interpolar por ejemplo,
la funcién A(r) que depende de la distancia y que representa un grupo de

particulas espaciadas entre si a cierta distancia, se utiliza la siguiente integral:

Alr) = f AW (r — o', R)dr, (3.1)
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donde esta es sobre todo el espacio de r, h es la separacién caracteristica de
las particulas y W es la funcién de distribucién de particulas llamada kernel’,

que tiene las siguientes propiedades:
/W(r — 7', R)dr' =1, (3.2)

.!;inill W(r—r',h) =68(r—1"). (3.3)

En lo que respecta al aspecto numérico, la interpolacién puede tratarse
como una suma sobre niimero total de particulas que rodean a la particula

de interés que toma la forma:

Ay
Ay(r) =S my—W(r —ry, ). (3.4)
b Pb
El indice b denota la etiqueta de cada particula, y por ejemplo, la particula
b tiene una masa my, una posicién 7y y velocidad 7 y una densidad ps. Por

lo tanto, el valor de cualquier cantidad A en el punto 7}, estd dado por Aj.

El error al aproximar la integral de interpolacién (Ec. 3.1) mediante la
suma mostrada en la Ec. 3.4, depende del grado de desorden de las particulas
y es del orden de ~ h%. Sin embargo se debe notar que no todas las particulas
contribuyen en la sumatoria, puesto que puede escogerse una funcién kernel

tal, que el valor |r — 14| tienda a cero para cierto valor de normalizacién h de

la funcién kernel W.

Un punto importante es que mediante el empleo de una funcién kernel

diferenciable, es posible interpolar cualquier otra funcién. Por ejemplo, las

-1 Kernel significa nicleo en inglés, y debe su nombre a que es la funcién més importante
de este método.
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derivadas de una cantidad interpolada, pueden obtenerse a partir de deriva-
das ordinarias de la funcién kernel como se muestra en el siguiente ejemplo:

VA(r) = z m,b::;

EIW (r — 4, h). (3.5)

Tanto las ecuaciones de movimiento de una particula como las ecuaciones
hidrodindmicas, expuestas en el Capitulo 1 pueden ser re—escritas mediante
una interpolacién a través de una funcién kernel adecuada. De esta forma,

es posible escribir la ecuacién de momento de la forma:
PaVPs = 3 my(Pa — By)VaWa; (3.6)
b

mientras que la ecuacién de continuidad toma las formas:

pa =Y myWas, (3.7)
b
o bien,
dpa _ 5
E = Z My U Was, (3—3)
b

donde W,y = W,—W, y ¥, = U,— 7. Cuando se trata de mover particulas,

es decir, evolucionarlas en el tiempo se utiliza para la posicién, el algoritmo:

F= 7o+ Todt, (3.9)

7 = 7 + Fldt, (3.10)

en estas ecuaciones, las variables sin subindices representan una cantidad en
un instante de tiempo ¢ + di, mientras que las variables con subindice 0,
representan cantidades en un instante ¢. La fuerza F es por unidad de masa

es decir, representa la aceleracién sobre una particula.
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Nuestras simulaciones no toman en cuenta la viscosidad intrinseca del
gas (gas inviscido), por lo que la forma mas general de las ecuaciones de

Navier—-Stokes para el movimiento toma la forma:

i 1 d
— = -ZVP-Vd =1 . )
i PN+ (dt)m (3.11)

Esta ecuacién que es andloga a la Ec. 2.38, es la ecuacién de movimiento
de las particulas en el cédigo SPH. El 1ltimo término con el subindice art
es el que describe la viscosidad artificial macroscépica que se incluye en las

simulaciones.

La implementacién del método SPH para los calculos en dos dimensio-
nes y con simetria azimutal requiere el escribir las expresiones mostradas
aqui en coordenadas cilindricas. Por completitud, damos a continuacién las

ecuaciones de conservacién de momento,

do, __10P _GMpur_
dt  pdr R(R—r,)?

dv
2 L
+rQ° + ( m )m, (3.12)

dU; _ _l@ B GMBHZ %

Gt - p0z  RE-r1,) ( it )= W
dat
z=0, (3.14)

donde nuevamente R = v/7? + 22 y hemos considerado que el momento an-

gular por particula no cambia en el tiempo; finalmente para la energia e, se

iﬁ-=— i V-u+ Tﬁ ; (3.15)
dt p <

en esta ultima ecuacién, T es la temperatura del sistema y s representa

tiene:

la entropia. El subindice const indica que no estamos considerando calenta-

miento ni enfriamiento del disco mediante agentes externos, es decir AQ = 0,
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tinicamente la interaccion de energia interna del mismo, es decir el intercam-

bio de € por un trabajo PdV (proceso adiabatico).

Para la viscosidad artificial se ha implementado la prescripcién de Balsa-
ra [12], con la finalidad de minimizar los esfuerzos de corte en la evolucién
del disco. Las formas explicitas para la disipacién de la aceleracién y de la

energia son, para la i—ésima particula:

dv
(E) = - ijﬂ,-,-v,-lfﬂj, (316)
iart JF
Y
ds 1 o
TE; - E Zm,-l'l,-j(v,- e ‘Uj) - V,—W,-,-. (3.17)
i,art JF

En estas ecuaciones W es el kernel de la interpolacién SPH y el término II

se define como:

5 . F;
Hij = (;'?" + P_i) = (—ﬂbP«‘j i ﬁbﬂ?j): (318)

J

(Ti=03)(Fim=fy)  (fitfD) (7 _ 2N, (8 _ 2 \
= R (FF P R Bei; (- 5) - (fi = 73) <0 (3.19)
0 si (0; — 5) - (fi — 73) 2 0;

y donde f; es una funcién para la particula ¢ definida por:

_ |V - 9l;
TV + |V x ) + /by

fi (3.20)

El factor ' ~ 10~ previene la existencia de divergencias numéricas, es
decir que el denominador de (3.19) y (3.20) se anule por efectos de redondeo.
h; representa la longitud de escala y ¢; representa la velocidad del sonido para
la i—ésima partifcula; ay = B = </2 son constantes del orden de la unidad,

donde + es el indice politrépico de la ecuacién de estado.
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La viscosidad artificial se utliza en el método SPH para modelar choques
debidos a ondas de presién que se generan al interactuar las particulas en-
tre si, y también para evitar la interpenetracién de las particulas. También
ayuda a reducir el ruido numérico espiireo. El modelo para la viscosidad
empleado en este trabajo es tal que las viscosidades de corte son suprimidas
cuando la compresién en el fluido es baja y la vorticidad alta |V-7] < |V x4,

pero sus efectos permanecen si la compresién domina el fluido |V-7| > |V x 4.

Como mencioné ya, el orden de magnitud del error de la funcién interpola-
da es del orden de h%. Cualquier célculo utilizando SPH se inicia especifican-
do la masa, la posicién, la velocidad y la energia térmica de cada particula.
La resolucién espacial de las simulaciones, asi como el niimero de vecinos
que contribuyen a las propiedades en un punto determinado de las simula-
ciones dependen tnicamente del valor escogido para h. La eficiencia y los
célculos dependeran notablemente si h es escogido de tal forma que dependa

de la densidad local, es decir de la cantidad de particulas que esten alrededor.

Para finalizar esta descripcién del método SPH resulta necesario describir
las funciones kernel pues son de suma importancia en el tratamiento de las
simulaciones numeéricas con este método. Un kernel muy utilizado es el que
corresponde a una distribucién Gaussiana en una o varias dimensiones. Sin
embargo, ha resultado altamente efectivo en cuanto eficiencia en los procesos
de cémputo, un kernel que utiliza funciones llamadas “funciones de ajuste”
(spline functions en inglés), desarrolladas por Isaac Schémberg en 1946 y
empezadas a utilizar en métodos numéricos durante los 60’s.

El kernel que utilizamos es una adaptacién del desarrollo realizado por Mo-
naghan & Lattanzio en 1985 [54], adaptado para la condicién de simetria

azimutal.
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1-3(r/R)*+3(r/h)® siO<E<T;
o
Wirh) =151 $@2-r/h)? sil<I<y (3.21)
0 cualquier otro caso.

En estas funciones, v representa el niimero de dimensiones y ¢ es una
constante de normalizacién que depende del nimero de dimensiones en el
que se esta trabajando, siendo ésta 2, 1% 6 1 para 1, 2y 3 dimensiones
respectivamente. De nuevo el kernel descrito en la Ec. 3.21 tiene ciertas
ventajas, su segundas derivadas son continuas por lo que no es sensible a
errores cuando se aproximan las integrales de interpolacién mediante sumas,
es igual a cero cuando r/h > 2 y el orden del error es ~ h%. Este error puede

calcularse mediante una expansion en series de Taylor de A(r') alrededor de

7 en la Ecuaciéon 3.1.

En nuestro caso, las simulaciones han sido realizadas en dos dimensiones
(v = 2), por lo que utilizamos una constante de normalizacién con un valor de
o= -;-1-'}, la variable r es la distancia medida desde el origen en coordendadas
cilindricas y h es el parametro de normalizacién. Este pardmetro se inicializa

de la forma h; = 0.5r,, luego se evoluciona mediante el algoritmo:

e hp-1+0.1r, si N, =0, (3.22)

0.5hn_1 (14 (/24/N,) si N, >0;
donde el numerador de la fraccién se debe a que siempre se ha de tener el
mismo niimero de particulas vecinas que en nuestro caso es 24. Una particula
vecina j es aquella que se encuentra a una distancia d de la i-ésima particula,
tal que d;; < 2h;. El denominador N, representa la cantidad de particulas

reales alrededor de una particula.
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3.2 EIl Cédigo Numérico

Una vez descrita la manera en que se simula un gas por medio del método
SPH, describiré el cédigo empleado para hacer las simulaciones. Este cédigo
estd escrito en el lenguaje FORTRAN 77 y consiste en dos programas prin-

cipales que evalian varias sub-rutinas durante cada ejecucion.

El primer programa se utiliza para generar las condiciones iniciales ade-
cuadas, mientras que en el segundo programa las condiciones iniciales son
evolucionadas en el tiempo. Las ejecuciones se han realizado en una com-
putadora con un procesador Ultra Sparc 60 SUN y en otra con arquitectura
Linux con un procesador dual Intel-Xeon. Dependiendo de la resolucién
deseada, las ejecuciones toman alrededor desde 10000 s hasta 27500, para si-
mulaciones con ~ 1500 y ~4000 particulas respectivamente. Todos nuestros

cdlculos emplean el sistema de unidades mks.

3.2.1 Condiciones Iniciales (C.I.)

El ciclo de computo comienza definiendo los kernels que se utilizardn para
hacer las simulaciones con SPH mostrados en la Ecuacién 3.21. A continua-
cién se definen las constantes y pardmetros tales como la masa del agujero
negro central, las constantes 4 y K de la ecuacién de estado y las constantes

fisicas G, Mg, y ¢ asi como el niimero de vecinos de las particulas entre otras.

A continuacidén se define el potencial gravitatorio que en nuestro caso es
un potencial pseudo-Newtoniano de Paczyniski-Wiita, con alguna distribu-
cién de momento angular, ya sea £ = cte, o bien £ = £(r) como se describié

en el capitulo anterior. Una vez definido el potencial y la forma del mo-



CAPITULO 3. CONSTRUCCION NUMERICA DE DISCOS 51

mento angular, se calcula la velocidad de rotacién {2 de las particulas y con
ésta 1iltima se determina el tamaifio inicial del intervalo de tiempo con el que
arrancaran las simulaciones, que es una diezmilésima del tiempo dindmico

del sistema definido a partir de t4in = 7r,/c.

Cuando ya se impusieron las condiciones de movimiento de las particulas
se genera una distribucién toroidal de particulas en el plano r—z. El tamano
del toro quedard determinado por el factor de llenado del potencial gravitato-
rio; es decir, el intervalo de energias permitido para el conjunto de particulas,
dado un potencial gravitatorio, que no es mas que la constante de integra-
cién ¥, que aparece en la Ecuacién 2.48 de la Seccién 2.2. Este paridmetro

determina la extensién del toro como puede apreciarse en la Figura 2.6.

Como es natural al trabajar con agujeros negros, existe una frontera in-
terna donde la materia pierde conexidn espacio-temporal con el resto del
universo en el que nos encontramos, esta frontera estd definida en el cédigo
y equivale al horizonte de eventos o radio de Schwarzchild, r, = 2GMpg /c*.
Cualquier particula que atraviese este radio, se considerard acretada, por lo
que desaparecera del cdlculo y no serd tomada en cuenta en las siguientes

iteraciones,

A continuacién, un generador de nimeros aleatorios utilizando una técnica
de Monte Carlo, permite crear una distribucién de N particulas con un per-
fil toroidal en el plano r, z. Estas particulas son las que representaran al
gas. Cada particula tiene posicién (7) y velocidad (v) definidas y a partir

de éstas se le hace evolucionar en el tiempo.




CAPITULO 3. CONSTRUCCION NUMERICA DE DISCOS 52

PADRES

NIETO 3

Figura 3.1: Ejemplo de un 4rbol binario, las interacciones se llevan a cabo por niveles,
empezando por el nivel inferior, las particulas mas proximas entre si, “nietos”, conformaran
una pareja que puede ser representada por un “hijo” que a su vez, al ser combinado con
otro “hijo” préximo serd representada por un “padre”. Entonces las cuatro particulas
iniciales pueden ser representadas por una sola.

Para simular que esta coleccién de particulas representa un gas, se les
hace interactuar entre si. La manera de realizar esto es determinando las
interacciones de la i—¢sima particula con sus vecinos mas préximos. La ma-
nera mas eficiente de realizar esta operacién es por medio de un drbol binario.
Aqui se utiliza una subrutina llamada vecinos prézimos que establece una
relacién a través de las variables “padres”, “hijos” y “nietos”, a manera de
hacer posible los calculos numéricos. La idea de este algoritmo se ejemplifica
en la Figura 3.1.

Supongamos que se tienen 4 particulas como las mostradas en la Figu-
ra 3.1 con la etiqueta “nietos”. Si deseamos calcular el centro de masa de
las cuatro particulas etiquetadas como “nietos”, empezamos calculando el
centro de masa de cada pareja de particulas, asf podremos representar a las
particulas “nieto 1" y “nieto 2" por medio de una sola particula, etiquetada
como “hijo 1”. La condicién que hemos impuesto para que los nietos pue-

dan interactuar entre si es que ambos estén a cierta distancia minima como
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Parfd de wn Disco Torvidal t=0 Perfil do un Daca Toroidol 1=4
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Figura 3.2: Relajacién de las condiciones iniciales. En cada figura se muestra el perfil
de un toro numérico utilizando el cédigo SPH; cada punto representa a una particula de
gas. Se muestran cuatro instantdneas mostrando cémo se relajan las condiciones iniciales,
desde un ¢ = 0, hasta { = 8 veces el tiempo dindmico. El locus de densidad mdxima se
encuentra a r = 4.25r,.

se describié al final de la Seccién 3.1. Una vez hemos representado a los
nietos por medio de las particulas etiquetadas “hijo 1” e “hijo 2", podemos
combinar ambos hijos, para representarlos por medio de una sola particula
“padre”, la cual tendrd las propiedades de las 4 particulas iniciales y en el
ejemplo del centro de masa, representara el centro de masa del sistema. De
manera andloga es posible calcular otras variables asociadas a la coleccién de

particulas.

Al interactuar las particulas entre si, sus propiedades fisicas como veloci-

dad, fuerza y energia interna (7, 7, €) van cambiando a lo largo del tiempo. A
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partir de estos pardmetros, se pueden determinar la energia interna y las fuer-
zas que actian sobre cada “parcela de gas” representado por una particula.
Todos estos cdlculos son realizados dentro de un gran ciclo en el tiempo, por
lo que es posible seguir la evolucién de la coleccién de particulas a diferentes

tiempos como se muestra en la Figura 3.2.

La idea que est4 detrds de esta evolucién temporal es la de relajar el sis-
tema de tal forma que se consiga una distribucién toroidal de particulas en el
estado mds cercano al equilibrio posible. Esto se consigue introduciendo en
las ecuaciones de las fuerzas sobre cada particula, un término de amortigua-
miento que es proporcional a las velocidades radial y vertical de la particula
es decir —, /[tagamp ¥ —Vy/tdamp Tespectivamente. El término de amortigua-
miento, f4,mp Se calcula a partir del inverso de la velocidad angular inicial
tdamp = 1/$ y altera la ley de rotacién de las particulas. Durante todo el
proceso, se mantienen constantes la entropia y la energia interna del gas, por

lo que la ecuacién de estado politrépica permanece inalterada.

La salida de este programa, es un conjunto de puntos que representan las
particulas que serdn utilizadas como condiciones iniciales (C.1.) en el siguiente
paso. Estas particulas tienen una configuracién toroidal en el estado mds

cercano al equilibrio y con un minimo de ruido numérico.

3.2.2 Perturbando las C. 1.

El segundo cédigo es semejante al anterior en cuanto a la estructura y proce-
dimientos numéricos. La diferencia entre los cédigos estriba en que: (a) la

distribucién de puntos ya estd dada y no es generada automdaticamente, (b)
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es introducida una perturbacién, (c) dado que se desea evolucionar las
particulas, se toman en cuenta los cambios de la energia interna del gas y
(d) la salida del programa permite estudiar los cambios en el tiempo de los
parametros de la distribucién. A pesar de estas diferencias, la idea general
de ambos cédigos es esencialmente la misma: evolucionar en el tiempo una

distribucién de particulas que representan al gas.

Dado que ambos cddigos son semejantes, describiré la forma en que se han
introducido las diferencias mencionadas, remitiendo al lector a los parrafos
anteriores donde se encuentra la descripcién del primer programa, que sigue

la mismas prescripciones en los cdlculos.

El ciclo de cdlculos de la segunda parte del cédigo se inicia de manera
andloga a la primera parte, definiendo las leyes de rotacién que regiran al
movimiento de las particulas. El ciclo donde se generaba la distribucién de
particulas ha sido sustituido por un ciclo donde se incluye la distribucién de

particulas ya relajada producida por la primer parte del cédigo.

Una vez que se tiene la distribucién de particulas, los cdlculos se ini-
cian con el método descrito en la primera parte, buscando los vecinos mas
préximos mediante el empleo de un drbol binario. Dado que hemos trabajado
con dos clases de perturbaciones, impulsivas y periddicas, esto produce dos
versiones del programa. Para la primera, que concierne a las perturbaciones
impulsivas, se ha agregado un ciclo donde se impone a ¢ = 0 una distribu-
cién de velocidades a las particulas. Por otro lado, para las perturbaciones
periddicas, la versién del programa correspondiente incluye un término de

fuerza perturbativa al ciclo donde se calculan las fuerzas ejercidas sobre ca-
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da particula. La forma funcional de estas perturbaciones serd descrita con
detalle en el capitulo siguiente. En ambas versiones del cédigo, se ha supri-
mido la fuerza de amortiguamiento ya mencionada en 3.2.1. debido a que las

condiciones iniciales han sido ya relajadas.

Otra de las cosas en que difiere este programa es en que toma en cuenta
el cambio en la energia interna del gas. En este caso ya no se tiene un fluido
isoentrépico (pero si adiabético) puesto que existen cambios en la entropia

del sistema, por lo que la ecuacién de estado utilizada es:
P = (y-1)piei (3.23)

donde al igual que antes, -y es el indice politrépico, ¢; y p; representan la

energfa interna y la densidad, para el i—ésimo punto dentro del disco.

Este programa arroja varios archivos de salida en los que esta conteni-
da informacién que permite observar la evolucién del disco en el tiempo.
Basicamente las salidas son archivos con los datos de las posiciones de las
particulas en el plano r—z en los se puede seguir una instantdnea de cada

paso de la evolucién del disco.

Por otro lado estdn los archivos donde se encuentra la informacién sobre
la evolucién temporal de los pardmetros importantes referentes al disco como
la masa, la tasa de acrecién sobre el agujero negro, la densidad, la velocidad
del sonido, la posicién del centro de masa y las energias cinética, interna y
potencial.

Los datos no estan espaciados igualmente en el tiempo, debido a que el pa-

so de tiempo es determinado atendiendo tres criterios: cinematico, dindmico
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y termodindmico. El primero se determina usando la longitud caracteristica
h; con la veloci_dad de la i—ésima particula dt; = h;/v;, para el segundo se
utiliza h; de nuevo y se calcula usando la fuerza total de la i-ésima particula
de la forma dt, = (h;/f:)? v finalmente el tercero se determina usando la ve-
locidad del sonido y h; de la forma: dt; = h;/ecs;. El paso de tiempo utilizado
al final serd el minimo de estos tres tiempos. Estos datos serdn analizados
posteriormente con la finalidad de buscar frecuencias asociadas a oscilaciones

inducidas por las perturbaciones.

" Durante la implementacién del programa, hemos verificado que este pro-
grama no introduzca ningiin ruido a la simulacién, para lo cual hemos reali-

zado algunas ejecuciones donde hemos suprimido las perturbaciones.

3.2.3 Analisis de los Datos

El andlisis de los datos se hizo utilizando las rutinas de IDL existentes. Da-
do que deseamos buscar frecuencias asociadas a las oscilaciones inducidas
del disco de acrecién, se hace necesario utilizar un método numérico para
detereminar tales frecuencias, siendo éste la transformada rapida de Fourier
(FFT). Para poder utilizar este método numérico, los datos deben de cumplir

dos condiciones:
(a) que estén igualmente espaciados en el tiempo y
(b) que el niimero de datos sea una potencia de 2, por ejemplo 2' = 16384.

Como el paso del tiempo del programa es el minimo de tres pasos posibles

y ademds se tiene un nimero arbitrario de particulas (dependiendo de la
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resolucién deseada), los datos de salida no cumplen las condiciones (a) y (b)
expuestas arriba. Entonces se hace necesario interpolarlos primero para lue-

go hacer el andlisis con la FFT.

La interpolacién se hizo con la rutina INTERPOL de IDL, esta ruti-
na permite convertir un arreglo de malla irregular en uno de malla regular.
Basicamente se hace un arreglo de N elementos, donde N debe de cumplir la
condicién (b) para la FFT. Este arreglo est4 escalado al mayor valor posible
de la variable independiente que en nuestro caso es el tiempo ¢. Entonces,
el arreglo z, ¢t de m elementos al cabo de la interpolacién queda como un

arreglo z', t' de 2" elementos.

Una vez se han interpolado los datos se calcula la FFT de los mismos.
La FFT es un algoritmo eficiente para calcular transformadas discretas de
Fourier y fue desarrollado en 1965 por Cooley y Tukey. La transformada
discreta de Fourier, F(u) de N elementos, para una funcién unidimensional

f(z) se define como:

N-1

Flu) = % Y f(z) exp (2imuz/N). (3.24)

Finalmente para calcular la frecuencia i—ésima, se empleé el algoritmo mos-

trado a continuacidn:
N;—1

fi=Naw

(3.25)



Capitulo 4

Estudio de Estabilidad Ante

Perturbaciones

En este capitulo se describirdn las consideraciones sobre las perturbaciones

introducidas a un sistema disco grueso + objeto compacto.

Bésicamente las perturbaciones pueden originarse debido a (a) el mo-
vimiento del sistema toro + objeto compacto en el medio interestelar, (b)
campos magnéticos [42] y ¢) emisién de ondas gravitacionales [95]. El primer
proceso es lo que se conoce como acrecién de Bondi, que en el caso relativista

corresponde a la solucién encontrada por J. Michel en 1972 [52].

Las perturbaciones pueden tener una forma general que no atienda nece-
sariamente una condicién de simetria. Sin embargo considerando el origen de
las perturbaciones, se puede pensar como primera aproximacién en pertur-
baciones puramente radiales y radiales-periédicas. En el caso de la acrecién
esférica estudiada por Michel, las perturbaciones son puramente radiales,

y pueden inducir situaciones que provocaran inestabilidades radiales. Estas

59
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inestabilidades de existir, pueden tener consecuencias catastréficas, inducien-

do el colapso completo del sistema y serdn descritas con detalle en la siguiente

seccion.

En lo que corresponde a las perturbaciones periédicas inducidas por los
campos magnéticos o bien por la emisién de ondas gravitacionales, dado que
la fuente central puede estar girando, se tiene una perturbacién que se repite
de acuerdo al periodo del objeto central. Estas perturbaciones pueden indu-
cir oscilaciones en el disco de acrecién, como lo han propuesto recientemente

Lee, Abramowicz y Kluzniak [42].

En la primera seccién de este capitulo se describird el estudio ante las
perturbaciones radiales impulsivas, mientras que en la seccién siguiente se
presenta el estudio ante perturbaciones radiales periddicas. El estudio de las
perturbaciones, se realiza utilizando las distribuciones de momento angular

constante y no constante mencionadas en la Sec. 2.3.

4.1 Perturbaciones Radiales Impulsivas

Para estudiar las inestabilidades se ha modelado un disco grueso de tal forma
que su potencial gravitacional efectivo esté por debajo de la energia potencial
minima necesaria para mantener a las particulas ligadas al agujero negro, en
una tiltima érbita circular estable (ver el panel superior de la Figura 4.1 mas
adelante). Este potencial se determina en funcién del término que llamamos
factor de llenado ®, en el Cap. 2., y que permite construir toros de diferente
tamano, es decir, distribuciones diferentes de material que llenan el Iébulo

de Roche del sistema disco + objeto compacto.
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Como es bien sabido, en sistemas binarios existe un punto, llamado el
punto interior de Lagrange L,, en la superficie equipotencial gravitacional
localizado a cierta distancia llamada radio o limite de Roche Ry, del objeto
central, donde existe un balance entre las fuerzas gravitacionales de las com-
ponentes y la fuerza centrifuga. En nuestro caso es vdlido hacer una analogia
a un sistema binario, considerando el sistema objeto central+disco y que el

disco llena un lébulo de Roche.

Entonces un toro delgado serd mas estable ante las perturbaciones que
un toro grueso, debido a que este dltimo acretara material sobre el agujero
negro mas facilmente, es decir habran particulas que ante una perturbacién
caerdn inexorablemente al agujero negro, modificando el campo gravitacio-
nal de tal forma que los puntos de Lagrange estén mas alejados del objeto
central. Esto permitird que sea acretada una mayor cantidad de material, lo
que finalmente conllevard al colapso del sistema y su destruccién completa

en una escala de tiempo dindmica.

Esto se ilustra de manera esquemdtica en la Figura 4.1, donde se muestran
dos potenciales gravitacionales con un objeto central de masa diferente. En
la parte superior el potencial gravitacional corresponde a un agujero negro
de 2.5M¢ y en la parte inferior uno de 2.65Mg. En el panel superior, el disco
estd ligado al potencial gravitacional, el factor de llenado es $; = W, y esta
por debajo de la barrera del potencial que corresponde a ®; = W,. Cuando
la materia es acretada, la masa del agujero negro aumenta y el potencial
se modifica hasta que ®, > W, entonces, el disco se expande y ocurre una

pérdida de masa a través del borde interno localizado en R;, cuando R; = Ry,.
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Figura 4.1: Un disco tipico que no rebalsa su 16bulo de Roche (panel superior) y uno
que si lo rebalsa (panel inferior). En ambos paneles se muestra un corte meridional de la
estructura del potencial gravitacional. El panel superior muestra el potencial correspon-
diente a un agujero negro de 2.5Mg, mientras que el panel inferior a un agujero negro
de 2.65Mg donde hemos exagerado la acrecién, a fin de hacer notar la modificacién en la
estructura del potencial gravitacional. Nétese como el radio del 16bulo de Roche Ry, se
iguala al radio interno del disco (R; = Ry,), cuando se modifica el potencial gravitacional,
permitiendo la acrecién de material hacia el agujero negro. En ambos paneles k = ¢* /2.
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La inestabilidad radial fue descubierta por Abramowicz, Calvani & No-
bili en 1983 [4] en el contexto de discos de acrecién orbitando alrededor de
agujeros negros. Inmediatamente luego del descubrimiento, se empezaron a
hacer estudios sobre los mecanismos que podian estabilizar este fenémeno. Al
poco tiempo en que se publicé este resultado, Wilson [93] en 1984 investigd
la existencia de este fenémeno en el contexto de un agujero negro de Kerr,
concluyendo que la rotacién del agujero negro suprimia la inestabilidad. Nis-
hida, Lanza, Eriguchi y Abramowicz [58] re-investigan el problema utilizando
las ecuaciones de campo de Einstein, pero considerando la autogravedad del
sistema. En esta publicacién, Nishida ef. al. concluyen nuevamente que
la inestabilidad aparece en periodos de tiempo cortos y por primera vez se
propone que este mecanismo podria explicar fuentes asociadas a estallidos de

rayos gamma a partir de la coalescencia de estrellas de neutrones.

Uno de los pardmetros que se habia asumido constante en el toro es el
valor del momento angular de las parcelas de gas que lo componen. Uno
de los trabajos pioneros en ese sentido, donde se reporta que si el momento
angular intrinseco del disco aumenta con el radio se obtiene un disco estable,
es el de Daigne & Mochkovitch [19]. Ellos proponen también que el colapso
de uno de estos sistemas puede explicar las energias observadas en explo-
siones de rayos gamma. Masuda & Eriguchi [50] utilizando SPH, tomando
en cuenta la autogravedad del disco y utilizando diferentes distribuciones de
momento angular demostraron que para discos muy masivos la inestabilidad

radial conducia los sistemas al colapso.

Tomando en cuenta nuevamente una distribucién de momento angular

con una métrica de Kerr, Abramowicz, Karas y Lanza [5] encontraron que si
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el agujero negro giraba rapidamente la inestabilidad radial desaparecia. Este
estudio fue realizado sin tomar en cuenta la autogravedad del sistema a dife-
rencia del realizado por Masuda & Nishida quienes toman en cuenta ambos
factores concluyendo que los discos autogravitantes y con una distribucién
de momento angular son inestables. Los resultados obtenidos por varios de
los autores citados aqui fueron tambien confirmados por Lu, Cheng, Yang &

Zhang [44].

Esta inestabilidad radial permite una posible explicacién para fendmenos
en los que intervienen intercambios de masa en escalas de tiempo pequenas
(pocos milisegundos para un agujero negro de masa estelar) lo que impli-
ca que esta inestabilidad debe ocurrir antes que cualquier otro proceso. La
energia puede ser extraida de este sistema via dos reservorios: la acrecién
del material en el agujero negro y ia energia rotacional del agujero negro que
puede ser extraida via el mecanismo Blandford—Znajek [14]. Las energfas
son del orden de 10%*-10% erg, dependiendo de la masa del disco y de las
propiedades (spin y masa) del agujero negro y es suficiente para explicar las
energias observadas en muchos GRBs. En este contexto son importantes las
aportaciones realizadas por Font & Dainge [24], quienes argumentan que el
motor central de un GRB es un disco grueso alrededor de un agujero negro
y que el proceso de colapso de un sistema tal estarfa asociado a la inesta-
bilidad radial. En este estudio ellos utilizan un cédigo numérico totalmente
relativista con la métrica de Schwarzschild y con momento angular constante
concluyendo que los discos son inestables. Finalmente, en un estudio mas
reciente [25], los mismos autores investigan esta inestabilidad utilizando la

métrica de Kerr confirmando los resultados previos.
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Un resumen de los criterios de inestabilidad dindmicos exsitentes en discos

de acrecién gruesos se enlista en la Tabla 4.1.

Tabla 4.1: Criterios Dindmicos de la Tnestabilidad Radial

Criterios de estabilidad del disco Estable Inestable
Distribucién de £ lexr? (v>0) € = consi
Rotacién del objeto central Si (a #0) No (a=0)
Gravedad del sistema sin Autogravedad con Autogravedad
Masa del objeto central Mpgg = const Mgy # const

Hay que hacer notar el hecho de que un disco grueso ha sido propuesto
para explicar la emisidn de radiacién por medio de chorros relativistas que se
forman en la parte polar del disco. En esta regién, las superficies isobaricas
formardn toberas que colimarén la radiacién [3]. El tamaiio de la tobera
queda definido dependiendo de la distribucién de momento angular. Esto
fue investigado por Zurek y Benz [97] haciendo simulaciones numéricas en
tres dimensiones. Las toberas mds abiertas corresponden a distribuciones
de momento angular no constante, mientras que las toberas mds cerradas

corresponden a discos con momento angular constante.

4.1.1 EIl Modelo

Esta parte del trabajo ha servido bédsicamente para calibrar los modelos

numéricos y verificar el cédigo numérico.

En nuestro modelo, a las particulas que conforman el toro numérico de las

condiciones iniciales, se les ha perturbado con una velocidad radial, a fin de
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inducir un movimiento de caida hacia el objeto central. La forma funcional
de esta velocidad corresponde como ya he dicho a la solucién encontrada por
J. Michel en 1972 [52], para la acrecion esférica de material alrededor de un

agujero negro y se describe mediante la siguiente ecuacion:

- g~
Up = —1n- ¢/ BT

U, = —1-¢\/ 72
donde 7 es un pardmetro de intensidad en la fuerza de perturbacién, r, es el

radio de Schwarzschild del objeto central y R = /72 + 22 es la distancia al

(4.1)

objeto central.

Para suprimir la inestabilidad radial e investigar el comportamiento dinid—
mico del disco, se ha ejecutado una versién del programa donde hemos su-
primido la actualizacién de la masa del agujero negro en cada distribucién
de momento angular.- El resumen de los modelos con perturbaciones radiales
se describe en la Tabla 4.2. En todos los modelos el objeto central tiene una

masa de Mgy = 2.5My; mientras que v y K toman los valores definidos en

la Sec. 2.2.

La primer columna indica el modelo en cuestién, luego se indica el cociente
entre la masa del disco y la masa del agujero negro (My/Mgg), seguido del
valor o distribucién de momento angular utilizado segiin sea el caso (£).
Luego se indican la posicién del punto de maxima densidad y presién que
hemos llamado centro del disco (R,), la densidad media del mismo < p >, el
periodo orbital de una particula de prueba en el centro del disco, el valor del
parametro de la perturbacién (n), el niimero de puntos de cada simulacién
N vy finalmente si se tomé en cuenta la actualizacién de la masa del agujero

negro.
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Tahbla 4.2: Modelos con Perturbaciones Radiales

Modelo Mg/Mpy €/rge  Re/ry <p> tdin n N Actualizacién

(kgm™) (ms) Mgy
(a) 0.14 1.9197 4.25 2.63x10'¢ 1462 0.1 4082 SI
(b) 0.14 1.9197 4.25 2.63x10'6 1.462 0.1 4082 NO
() 0.03 xr®! 510 4.33x10' 2021 0.1 3237 |
(d) 0.03 xr® 510 4.33x10' 2.021 0.1 3237 NO

4.1.2 Resultados

A partir de las simulaciones numéricas hemos encontrado resultados seme-
jantes a los que otros grupos de investigacién como Zanotti et. al [95] y Font
& Daigne [23], [24] han encontrado previamente. La inestabilidad radial
aparece cuando se tienen discos con distribucion de momento angular cons-
tante. Esta inestabilidad aparece en escalas de tiempo del orden del tiempo
dindmico (4n) es decir, al cabo de pocas érbitas alrededor del objeto central
y como ya he apuntado antes, tiene consecuencias catastréficas para el siste-
ma. Esto se puede observar en la Fig. 4.2, donde se muestra la variacién de
la masa del disco y de la densidad como funcién del tiempo. La inestabilidad
radial aparece alrededor de ~ 3t4,. A partir de este tiempo nétese como la
masa del disco va disminuyendo y a medida que disminuye, aumenta la masa
del agujero negro central modificando el potencial gravitacional hasta que el
disco es acretado en su totalidad al cabo de ~0.06 s, o sea unas 40 veces el

tiempo dindmico apuntado en la Tabla 4.2.

Por otro lado, en la Fig. 4.3 se muestran los resultados de las simulacio-

nes realizadas utilizando una distribucién de momento angular no constante,
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Figura 4.2: En los paneles de arriba se muestra la evolucién de la masa del disco en el
tiempo. La masa se ha graficado en unidades de Mg. En los paneles de abajo se muestra
el comportamiento de la densidad en el tiempo. Las graficas de la derecha corresponden
a simulaciones donde se ha suprimido la actualizacién de masa del agujero negro, [modelo
(b)]. Ambos paneles corresponden a simulaciones con momento angular constante. Nétese
cémo en el panel izquierdo [modelo (a)] al cabo de ~ 0.06 s. se presenta la inestabilidad

radial, es decir, el disco es acretado completamente por el objeto central.
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Figura 4.3: Las figuras de arriba corresponden a la evolucién de la masa del disco en
el tiempo. La masa se ha graficado en unidades de My. En la parte inferior, se muestra
la evolucién de la densidad en el tiempo. Ambos paneles corresponden a simulaciones
con una distribucién de momento angular no constante. Al igual que en la Fig. 4.2, en
las figuras del lado derecho [modelo (d)], se ha suprimido la actualizacién de la masa del
agujero negro. Las figuras del lado izquierdo corresponden al modelo (c). Nétese como en
ambos casos, se ha suprimido la inestabilidad radial.
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tomando en cuenta la actualizacion de la masa del agujero negro (paneles de
la izquierda) y suprimiendo la actualizacién de masa (paneles de la derecha).
La disminucién de la masa del disco que se aprecia en la figura se debe a la
acrecién, puesto que lo que hemos inhibido en el programa es la actualizacién
de la masa del agujero negro. En estas tiltimas simulaciones hemos utilizado
una distribucién de momento angular con la forma:
py 0.1

o) = & (T—n) , (4.2)
donde 4 = 1.92r,c y Ry = 2.2r,. En este caso concluimos que la inestabili-
dad radial ha sido suprimida tal y como puede apreciarse en las figura 4.3.
Natese como la masa (panel superior) y la densidad del disco (panel inferior)
permanecen constantes, para el caso en que ha sido suprimida la actualiza-
cién de masa en el agujero negro (paneles de la derecha) y en el caso donde

no ha sido suprimida (paneles de la izquierda).

4.2 Oscilaciones Naturales de un Disco

Para entender el comportamiento oscilatorio de un disco, hemos realizado si-
mulaciones donde hemos evolucionado las condiciones iniciales en el tiempo
incluyendo una perturbacién impulsiva muy pequena. Esto lo hemos hecho
para saber cdmo el espesor del disco modifica las frecuencias de oscilacién
radiales. En este sentido, para verificar el comportamiento oscilatorio, he-
mos realizado tres simulaciones por cada distribucién de momento angular

con discos de diferente tamafio, chico, mediano y grande.

Si consideramos una particula de prueba que esta girando en drbita circu-

lar alrededor de un objeto central axisimétrico, sufre una perturbacién radial
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infinitesimal que la saca de su estado en equilibrio, observaremos que la
particula oscilara radialmente alrededor de ésta érbita. Supondremos ahora
que se tiene un conjunto de particulas de prueba girando alrededor de un ob-
jeto central y que éstas se encuentran ligeramente fuera del radio de la érbita
circular, como es el caso de nuestra coleccién de particulas que conforman
un toro con radio interior chico. Entonces se observard que este conjunto de

particulas oscilara con una frecuencia muy cercana a la frecuencia epiciclica.

El movimiento de una particula en una érbita perturbada radialmente es
periddico a lo largo de la trayectoria circular, un ciclo completo se llama una
oscilacién epiciclica, y su frecuencia es la frecuencia epiciclica radial k. Esta
frecuencia es muy importante para entender las oscilaciones de un disco. La
distribucién radial en discos donde se toman en cuenta los efectos relativistas
¢s bastante diferente de la de los discos Newtonianos. Esta diferencia intro-
duce algunas propiedades oscilatorias en discos alrededor de agujeros negros.
La ecuacién que describe las oscilaciones radiales se obtiene a partir de la

ecuacién de movimiento radial:

d’f" . dée}f
dr? dr

(4.3)
Perturbando esta ecuacién se obtiene la conocida ecuacién para un oscila-
dor arménico. Para nuestro caso el potencial efectivo ®.44, es el potencial
pseudo-Newtoniano de Paczyniski-Wiita (Ec. 2.42), es decir @,z = Ppn, -
En esta ecuacién se puede ver que si la derivada de ®py,,, se hace cero, se
obtienen érbitas circulares, porque no habria aceleraciones radiales, es decir,
se tiene el equilibrio centrifugo de la particula. En este caso, la frecuencia a

la que la particula gira es:

_ 1 | GMgx
VPN = ox Vr(r —r,)?’ 4y
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Si introducimos una perturbacién Ar = r — ry, la ecuacién (4.3) toma la

forma, utilizando una expansion en series de Taylor a primer orden:

d’z&‘f dg‘peff
dr2 ( dr? )uz‘.\.\r, (4-5)

donde las derivadas respecto a r se hacen a un valor de momento angular

fijo £, y el subinidice 0, denota que se evalia en el radio de la érbita circular.

Esta ecuacién entonces, nos muestra que la particula de prueba oscila con
2

una frecuencia dada por (%ﬂ-)y % que es justamente la frecuencia epiciclica.

Para el caso que mostramos aqui toma la forma (para £ = cte):

K(r)pn = lJ GMan(r — 3r,) r—3r,

=y
27 r(r—rg)? P — rs

Por otro lado, cuando se tiene una distribucién de momento angular no
constante, como la mostrada en la Ec. 4.2, la funcién que representa las

frecuencias epiciclicas esta dada por:

1 [C2GMpn - o
5 e R - 4.7
donde
!2
¥ =5 (2= 2)(2 -3) (4.8)

Para nuestras simulaciones hemos empleado un exponente v = 0.1, mientras
que I y 7o son los que se anotaron a continuacién de la Ec. 4.2. en la seccién
anterior. En la Figura 4.4 se muestra la dependencia radial de las frecuencias
epiciclicas para los casos (a) momento angular constante que se representa
con la linea continua (Ec. 4.6), y (b) distribucién de momento angular no

constante (v = 0.1), representada por la linea discontinua (Ec. 4.7).

El desarrollo aquf presentado es valido cuando se aplica a particulas pun-
tuales. En nuestro caso hemos generalizado esto a cada particula que con-

forma el disco en el método numérico SPH. Cuando queremos representar al



CAPITULO 4. ESTABILIDAD ANTE PERTURBACIONES 73

S00[ - . - . . . ' :

400

hll]ll]litllll

I"I]Ill[FlTFI‘

300

Frequency (Hz)

1Iill|l||lll|

200

(WA RENT

—p
b
— -
/
/
v

100

L Irlf]illrlil1l'|||'ll]"ll’

'Y
m
@

Figura 4.4: En esta figura se muestran las curvas correspondientes a las frecuencias
epiciclicas radiales para una particula moviéndose alrededor de un objeto compacto de
2.5Mp. Se ha utilizado el potencial de Paczynski-Wiita. La linea sélida representa las
frecrrencias para una particula con una distribucién de momento angular constante, mien-
tras que la linea discontinua representa a una particula con una distribucién de momento
angular que varfa con r. Nétense las frecuencias que corresponden a:  (a) el caso de una
particula localizada en r = 4.25r, y (b) una particula localizada a r = 5.1r, (sefialadas
con las flechas) y compéarense con el panel superior de la Fig. 4.5 y 4.6 respectivamente.

conjunto de particulas es decir al disco, obtenemos lo que hemos llamado el
centro del disco que se ubica cerca del punto de maxima densidad y presion.

En las simulaciones que hemos realizado se encontré que la frecuencia de
las oscilaciones radiales disminuye a medida que el disco se hace mas grue-
so. Estos resultados son comparables a los obtenidos por Rezzolla, Yoshida,
Maccarone & Zanotti [71] y son reportados aqui por primera vez en la lite-

ratura de forma explicita para discos de diferentes grosores.
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Tabla 4.3: Modelos de Discos de Diferente Tamaio

Modelo Mg/Mgpy flofrge  Refry ®0/(c*/2) KHz N

chico 3.0x107% 1.9197 4.25 -0.1183 425 2337
medio 59x107% 1.9197 4.25 -0.1060 355 2886
grande 0.14 1.9197 4.25 -0.0841 290 4082
chico 1.6x 1078 oxr* 5.10 -0.0749 275 2317
medio 2.0x107* «xr* 510 -0.0678 240 1866
grande 0.3 xr” 5.10 -0.0595 200 4082

Un resumen de los resultados se presenta en la Tabla 4.3. En esta tabla
se enlistan las propiedades de cada disco. En la primer columna se compara
la masa de cada disco con la del agujero negro (My/Mpy), seguido de la
distribucién de momento angular utilizada o bien del valor cuando el mo-
mento es constante (£y/r,c), el centro o punto de maxima densidad y presién
del disco (R./r,), €l valor del factor de llenado [®y/(c?/2)], la frecuencia
méxima (en Hz) observada en el espectro de Fourier del centro de masa f,
y el nimero de particulas que se empleé en cada ejecucién (N). En las fi-
guras 4.5 y 4.6 se muestran los resultados de cada simulacién. En ambas
figuras en la columna izquierda se muestra el perfil de un disco grueso en
el plano r—z, mientras que en la columna derecha se muestra el espectro de

potencia (FFT) del movimiento del centro de masa en la coordenada radial r.

En ambas figuras, el panel superior muestra un disco con un radio interno
chico r; < ry, mientras que en los paneles medio e inferior, se muestran dos
discos, con radios internos r; ~ r, y r; > 7, respectivamente, localizados a la

misma distancia del objeto central.

En el caso de los discos con momento angular constante ({=cte, Fig. 4.5)

se puede observar que en el caso del disco chico, este oscila a una frecuencia
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Figura 4.5: En esta figura se muestra la forma en que varfa la frecuencia fundamental
de oscilacién radial para discos de diferentes tamafios, con centro en r = 4.25r,. En la
columna izquierda se muestra un corte meridional en el plano r—z donde se puede apreciar
el tamafio del disco. Al otro lado se tienen las gréficas del log(FFT) del movimiento
del centro de masa del disco, las simulaciones han sido realizadas con aproximadamente
el mismo nimero de particulas. Nétese cémo, conforme el disco se hace mas grueso, la
frecuencia de oscilacién disminuye. Los datos de cada modelo pueden consultarse en la
Tabla 4.3.
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Figura 4.6: En esta figura se muestra la forma en que varia la frecuencia epiciclica radial
de oscilacién para discos de diferentes tamafios con una distribucién de momento angular
no constante dentro del disco. El centro de los discos se localiza a r = 5.1r,. Véase pie de
Figura 4.5
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cerca de la frecuencia epiciclica que corresponde a una masa oscilando alre-
dedor de un ry = 4.25r,. Esto puede verificarse en la curva punteada de la
Figura 4.5. Al situarse en el radio mencionado, la frecuencia de oscilacién
sera ~ 425 Hz y esto puede verse en el espectro de frecuencias de la FFT
mostrado en el panel superior de la figura 4.4. Como puede apreciarse, el

pico de maxima potencia corresponde a una v ~ 425 Hz.

Para los discos mas gruesos (paneles medio e inferior), se encontré, co-
mo puede apreciarse en el espectro de potencias del centro de masa, que las
frecuencias a las que oscilan los centros de masa, se han desplazado hacia
frecuencias mas bajas de las que corresponden a una particula puntual orbi-
tando el objeto central. Para el toro medio, la frecuencia es de ~ 350 Hz,

mientras que el toro mayor oscila a unos 300 Hz (panel inferior).

Cosa similar ocurre con los discos que tienen una distribucién de momen-
to angular no constante (Ec. 4.2). Como puede verse al comparar las curvas
mostradas en la Fig. 4.4, si se tiene una distribucién de momento angular,
las frecuencias de oscilacién serdn menores a las que corresponde el caso con
momento angular constante. Esto puede verse al comparar las Figuras 4.5 y
4.6, ya que aunque el disco con momento no constante esta en una érbita mas
alejada, éste oscila a una frecuencia atin menor que la que le corresponde a
un disco con momento angular constante. Como puede apreciarse de las Fi-
guras 4.5 y 4.6, el disco chico oscila a la frecuencia epiciclica correspondiente
~ 280 Hz, y conforme los discos aumentan su radio interno, esta frecuencia

disminuye hasta ~ 200 Hz, para el caso del disco mas grueso.
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Podemos concluir entonces que a medida que el disco aumenta su grosor,
la frecuencia fundamental de las oscilaciones radiales de éste disminuyen sin

importar la distribucién de momento angular que se esté utilizando.

4.3 Perturbaciones Radiales Periddicas

Finalmente en el presente estudio hemos decidido investigar como se com-
porta el disco bajo perturbaciones periédicas. Las oscilaciones y la existencia
de ondas son fenémenos ubicuos en muchos sistemas fisicos. En los discos de
acrecion, al igual que en otros sistemas, es de esperar que existan diferentes
tipos de movimientos oscilatorios. Estos movimientos son en general, el re-

sultado de fuerzas restauradoras.

Como se mostré en la seccién anterior, un elemento de fluido que se des-
place hacia fuera en la direccién radial retornard a su radio original debido
a una fuerza restauradora debida a la rotacién. Las oscilaciones asociadas
a estas fuerzas restauradoras son las llamadas oscilaciones epiciclicas que
describimos en la seccién anterior. Como discutiré a continuacién, muchos
autores (Rezzolla, Yoshida & Zanotti [70], Rezzolla, Yoshida Maccarone &
Zanotti [71] y Montero, Rezzolla & Yoshida [56]) han asociado estas oscila-
ciones del disco a ondas de presién acisticas desplazdndose dentro del disco

(modos-p).

Otros modos representativos son los asociados a ondas inerciales gravi-
tacionales (modos—-g) propuestos por Nowak et. al. [59] y a ondas acisticas
inerciales llamadas ondas de corrugacién. Las ondas asociadas a los modos-

g se deben a oscilaciones verticales del disco y la fuerza restauradora es la
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componente vertical de la gravedad en el disco. Esta onda puede ser in-
terpretada como las ondas que se producen en la interfase entre dos fluidos
diferentes. En el caso de las ondas de corrugacién, estas son producto del
efecto de oscilaciones verticales y radiales del disco. Una revisién completa
de las oscilaciones que pueden darse en un disco de acrecion se encuentra en

el trabajo de Kato, Fukue & Mineshige [38].

El estudio de las inestabilidades y oscilaciones de un disco geométricamente
grueso es importante debido a que es una posible fuente de ondas gravita-
cionales intensas y por lo tanto detectables en un futuro cercano con los
nuevos instrumentos (Zurek & Gérski [98], van Putten [89], [90] y Zanotti,
Rezzolla & Font [95]). También es importante entender las oscilaciones de
discos porque estas podrian explicar las oscilaciones cuasi-periddicas de alta
frecuencia (HFQPG) observadas en las estrellas binarias de rayos—X de baja
masa (LMXB), sistemas en los que una de las componentes es posiblemente
un agujero negro, (Nowak et. al. [59], Kato [39], Abramowicz & Kluzniak [6],
Abramowicz et. al. (7], [8]).

En estos 1ltimos sistemas la luminosidad de los rayos X estd modulada
de forma cuasi-periddica, dando lugar a picos conspicuos en los espectros de
potencias. Estos espectros han mostrado que la modulacién estd relacionada
por nimeros enteros pequeiios 2:3:... Algunos de estos objetos son los mi-
crocudsares GRO J1655-40 (Strohmayer [86], Remillard et. al. [69]), XTE
J15550-564 (Remillard et. al. [68]) y GRS 1915+105 (Remillard et. al. [67],
McClintock & Remillard [47]). También un comportamiento semejante ha
sido observado en el centro de la galaxia, en la fuente de radio denominada

Sgr A* (Genzel et. al. [27] y Aschenbach [11]).
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Algunos posibles mecanismos que pueden inducir perturbaciones periddicas
en un sistema con una topologia toroidal pueden originarse ya sea a través
de alguna interaccién entre el objeto central y el disco o bien mediante algin

mecanismo intrinseco en el disco.

Para el primer caso, la interaccién entre el objeto central—disco, existen
muchas formas en que se pueden llevar a cabo las interacciones. El campo
magnético asociado al objeto central, las deformaciones sobre la superficie o
bien un campo de radiacién cambiante en el objeto central, son posibilidades
ideales para el caso de una estrella de neutrones, pero debido a que estamos

trabajando con agujeros negros no las tomaremos en cuenta.

Otras formas de interaccién objeto central-disco, pueden deberse a la
acrecién del agujero negro y las consecuencias que pueda tener sobre el dis-
co, puesto que el material puede ser acretado de forma cuasi-periédica, rom-
piendo la simetria axial en el agujero negro y teniendo como consecuencia, la
emisién de ondas gravitacionales de forma periddica. Esto producird varia-
ciones del cuadrupolo de masa del toro y por consiguiente, la emisién de una
gran cantidad de ondas gravitacionales. Este punto ha sido explorado por
Zanotti, Rezzolla & Font [95], quienes enfocaron su atencién en la respuesta
de uno de estos sistemas ante perturbaciones axisimétricas. Como resultado
de estas perturbaciones, los discos gruesos exhiben un comportamiento os-
cilatorio regular, que conlleva a una variacién cuasi-periddica de la tasa de
acrecion y del cunadrupolo de masa responsable de la intensa emisién gravi-

tacional.
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Una propuesta también plausible publicada por van Putten [89], consiste
en suponer que en un sistema agujero negro-toro, este ultimo pierde su si-
metria axial; van Putten supone que el toro ha sido magnetizado por el flujo
remanente del progenitor que, como se discutié en la introduccién, puede ser
una estrella de neutrones en coalescencia con el agujero negro, o bien una
estrella supermasiva colapsando en una explosién de hipernova. Entonces el
agujero negro rodeado por la magnetdsfera del toro se ajustara a su energia
minima para estar en equilibrio magnético con el toro; la cara interna del
toro estard bajo un flujo constante de radiacién gravitacional proveniente del
agujero negro, que a su vez sera radiada por diferentes mecanismos e incluird
la emisién de ondas gravitacionales. Dado que la radiacién gravitacional que
recibe el toro es periddica en el tiempo, ésta puede dar lugar a una pertur-

bacién periédica en el toro.

Pueden existir condiciones intrinsecas del toro como las propiedades ter-
modinidmicas del material, la vorticidad y la viscosidad (Igumenshchev et.
al. [37]), que pueden inducir inestabilidades las cuales dardn origen a las
oscilaciones del disco. En el caso de la viscosidad del fluido que conforma
el toro, en nuestras simulaciones no hemos incluido los procesos viscosos di-
rectamente, pero es posible pensar que estos procesos puedan inducir una
perturbacién con una componente radial periédica como la que pretendemos
simular. Un interesante resumen de los procesos que inducen comportamien-
tos oscilatorios en discos delgados ha sido expuesto en el trabajo de Kato [39].
Dentro de los procesos asociados a las propiedades termodindmicas del gas
hay algunos que toman lugar a través de los mecanismos £~ y n—. El meca-
nismo K~ es un proceso donde se da un intercambio entre el flujo de energia

radiada del disco en energia cinética que induce oscilaciones. Este inter-
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cambio se da debido a la opacidad del material que conforma el disco. Las
oscilaciones pueden atenuarse o aumentar debido a los gradientes de tempe-

ratura y densidad dentro del disco.

Por otro lado, los procesos viscosos generan dos efectos importantes en
los discos, uno estd relacionado al intercambio de energia térmica a través del
calentamiento debido a la viscosidad, mientras que el otro es un intercam-
bio de momento angular que tiene lugar debido al transporte de momento
angular realizado por la viscosidad. Podemos pensar que un proceso estd
asociado a procesos térmicos (1) y el otro asociado a procesos dindmicos (2).
Los procesos viscosos térmicos (1) son una generalizacion del mecanismo 7—.
Cuando el gas se encuentra comprimido durante la oscilacién, la densidad, la
temperatura y la presién se incrementarian. Esto usualmente producira un
incremento en la viscosidad, lo que conducird a un incremento en la genera-
cién de calor y de la presién de la fuerza restauradora de la oscilacién. En el
caso opuesto, durante la expansién, habrd un cambio igual de las cantidades

termodindmicas, pero con signo opuesto.

Para el proceso (2) vamos a suponer un elemento de fluido oscilando en
un sistema con simetria axial. Este elemento de fluido describird un mo-
vimiento azimutal periédico en el tiempo, puesto que su momento angular
intrinseco se conserva durante cada 6rbita. Por otro lado, si se toma en
cuenta la viscosidad, el elemento del fluido experimentard una fuerza en la
direccién azimutal. Si la viscosidad aumenta durante la fase en que el gas es
comprimido, esta fuerza aumentard, haciendo que las oscilaciones en el disco

se incrementen.



CAPITULO 4. ESTABILIDAD ANTE PERTURBACIONES 83

Otros procesos que pueden inducir inestabilidades y excitar oscilaciones
son modelos recientes que invocan discos truncados es decir sistemas for-
mados por un disco caliente rodeado de un disco frio. Esta idea ha sido
introducida por Giannios & Spruit [28] suponiendo que la parte exterior
fria del disco es excitada por un flujo ionizado que se extiende hacia afuera
del centro. En este sentido Giannios & Spruit afirman que los modos—p de
excitacion pueden ser facilmente excitados con una frecuencia cercana a la

frecuencia de oscilacién en el borde interno del disco frio.

Finalmente se tiene que las perturbaciones perédicas pueden tener origen
en la génesis del sistema agujero negro—toro. Como se expuso al final de la in-
troduccién en la discusién sobre los modelos que pueden dar lugar a sistemas
agujero negro-toro, uno de los modelos consiste en suponer la coalescencia
de un sistema binario conformado por una estrella de neutrones y un agujero
negro. En este sentido, Ruffert & Janka [76] investigando la fusién entre es-
trellas de neutrones y agujeros negros en el contexto de explosiones de rayos
gamma, han encontrado en sus modelos que los toros que se forman, estan
en un estado cuasi-estacionario, con campos de velocidades radiales en el
gas que conforma el disco. Este mecanismo puede también introducir una

perturbacién periddica al sistema.

4.3.1 EIl Modelo

En cualquiera de los casos que he expuesto aqui, es natural pensar que las
perturbaciones serdn mads fuertes en la parte interna del disco. Si el espin

del objeto central estd involucrado en producir la perturbacién, su amplitud
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variara y se repetird a intervalos regulares dados por el inverso del periodo

del espin, AT = 1/v,.

A partir de lo expuesto hasta aqui y tratando de tomar en cuenta las
dos caracteristicas importantes de una perturbacién como la que queremos
simular, (a) su intensidad dependiendo de la posicién en el disco, y (b) su
periodicidad, hemos propuesto una perturbacién que induce una aceleracion

en el disco dada por:

Ta—T

Gpert = —T)Gg * €XP ( 5 ) - sin(2my,t). (4.9)

donde a, representa la aceleracién debida a la gravedad, r, es el radio exterior
del toro y n < 1 es un pardmetro que modula la fuerza de la perturbacién.
El término exponencial decae en una escala ér ~ R, donde R es la extensién
radial del disco, reproduciendo el efecto deseado y descrito en (a). Esta ace-
leracién induce oscilaciones radiales en el disco, que pueden ser analizadas
buscando frecuencias importantes de oscilacién, mediante un analisis de Fou-

rier, como lo han hecho recientemente, Lee et. al. [42], para toros delgados.

4.3.2 Resultados

Tabla 4.4: Modelos con Perturbaciones Radiales Periédicas
Modelo Mg/Mpy fo/rec Refry ®0/(c*/2) n wvsHz N

(e) 0.14 19197 4.25 0.08  0.005 200 4082
(f) 0.14 19197 4.25 0.08  0.003 200 4082
(2) 0.14 19197 4.25 0.08 0001 200 4082
(h) 0.14 19197 4.25 0.08 0001 200 1615
(i) 0.03 xr’ 510 0.06 0001 150 1820

(j) 0.03 xr? 5.10 -0.06 0.001 150 4082
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Hemos realizado varias simulaciones tomando en cuenta diferentes distri-
buciones de momento angular y en cada caso, diferentes pardmetros 7. El
resumen de las simulaciones que hemos realizado se muestra en la Tabla 4.4.
En dicha tabla se muestran los parametros de las simulaciones que realizamos
utilizando una distribucién de momento angular constante y no constante.
Asimismo se anotan los valores correspondientes a la masa del disco, el va-
lor del momento angular en el centro del disco, el radio donde se localiza el
centro del disco, el factor de llenado, el valor del pardmetro 1 y el niimero

de particulas de cada simulacién.

En las Figuras 4.7 y 4:8 se muestran uno de los resultados donde se observa
claramente el comportamiento oscilatorio del disco, obtenidos para las simu-
laciones con momento angular constante. Estas simulaciones corresponden
al modelo (g) y son similares al modelo (h) cuyos parametros se enlistaron

en la Tabla 4.4.

En el caso de los modelos (e) y (f), ocurre que la perturbacién es tan fuer-
te que el disco se expande con consecuencias catastréficas, debido al bombeo
constante de energia inducido por la perturbacién. Se hizo un ensayo con un
pardmetro 77 mas bajo (> 0.001) y los resultados obtenidos no tienen ningiin
efecto apreciable sobre el disco. Los modelos (i) y (j) son modelos donde in-
vestigamos el comportamiento de un disco con una distribucién de momento

angular no constante.

Al observar las figuras 4.9 y 4.10 que corresponden al modelo (g), la pri-
mera caracteristica que se observa es un maximo pronunciado localizado a

200 Hz que corresponde a la perturbacién introducida en la simulacién. Los
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Figura 4.7: En el panel superior se muestra la evolucién de la posicién radial del centro
del disco como funcién del tiempo. Pueden verse claramente las oscilaciones del mismo
alrededor del centro del sistema localizado a r = 4.84r,. En el panel inferior, se muestra
la potencia del espectro de Fourier correspondiente. Nétense los maximos de frecuencia
localizados a vpert = 200 Hz, v, = 300 Hz y v, ~ 450 Hz. Los datos corresponden al
modelo (g).
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la tercera a 1.5 veces la frecuencia epiciclica.
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Figura 4.9: idem la figura 4.7, pero en estas simulaciones hemos utilizado una distribu-
cién de momento angular no constante como la descrita en la Sec. 4.1. Los resultados son
semejantes a los encontrados utilizando momento angular constante dentro del disco. En
este caso el centro del disco se localiza a r = 5.66r, y las frecuencias mdximas del espectro
$ON Vpert = 150 Hz, v, = 200 Hz ¥ vy, = 300 Hz. Los datos corresponden al modelo (j).
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Figura 4.10: Idem de la figura 4.8 para toros gruesos con distribucién de momento
angular no constante, los datos corresponden al modelo (j). Obsérvense los médximos a
Vper¢ = 150 Hz, v, = 200 Hz y v,., = 300 Hz correspondientes a la perturbacién inducida,
a la frecuencia fundamental y a la resonancia inducida.
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otros dos picos tienen frecuencias, localizados a vy =~ 300 Hz y v, = 450 Hz.
Ambos méximos guardan una relacién 3:2, hasta la resolucién que permiten

nuestras simulaciones.

En el caso donde tomamos en cuenta una distribucién de momento angu-
lar no constante, hemos obtenido resultados semejantes. Una perturbacién
periddica induce eficientemente modos de oscilacion en una relacién 3:2, co-

mo puede observarse en las Figs. 4.9 y 4.10.

Como ya ha sido expuesto en la seccién anterior, y comparando el presen-
te trabajo con el de Zanotti, Rezzolla y Font [95] y el de Rezzolla, Yoshida
y Zanotti [71], el pico observado a 14, =~ 300 Hz es la frecuencia epiciclica de
oscilacién desplazada hacia frecuencias menores y que corresponde al punto
de méxima densidad. En nuestro caso, cuando se tienen toros con extensién
finita, el punto de maxima densidad no corresponde al del centro de masa, co-
mo puede verse al comparar el panel superior de la figura 4.8 con la Fig. 4.4,

donde el punto medio (que corresponde al centro de masas) estd a r = 4.84r,.

Por otro lado, el segundo pico a més alta frecuencia estd asociado a mo-
dos acusticos relacionados con ondas de presién que se dispersan dentro del
disco, y es el segundo en la secuencia 2:3:4:... de dichos modos. En el contex-
to de perturbaciones axisimétricas Zanotti et. al. [95], utilizando la solucién
de Michel expuesta en la Sec. 4.1., han encontrado resultados similares en
los que proponen que estas perturbaciones axisimétricas inducen perturba-
ciones globales sobre el disco y las identifican también con modos actsticos
de oscilacién asociados a ondas de presién desplazandose dentro del disco
(modos—p). El modelo que pretende explicar las oscilaciones de los discos

gruesos mediante modos—p, se basa en lo bien que los modelos numéricos de-
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sarrollados por Rezzolla et. al. se ajustan a las observaciones de los sistemas

binarios de baja masa observados en rayos X (LMXB).

Rezzolla et. al. [70] a partir de resultados similares concluyen que los ob-
jetos que muestran oscilaciones cuasi-periédicas de alta frecuencia (HFQPO)
podrian ser candidatos a contener un agujero negro rodeado de un toro del-
gado orbitando la vecindad del mismo. Apuntan también que las oscilaciones
observadas pueden ser inducidas por un proceso asociado a viscosidad, turbu-
lencia, inestabilidades hidrodindmicas o magnetohidrodindmicas que modi-

fican el caricter de la 6rbita de una parcela de flujo cerca de un agujero negro.

Es de hacer notar que la propuesta de Rezzolla ef. al. radica en dos
puntos importantes, (1) las simulaciones son realizadas introduciendo una
perturbacién impulsiva global y (2) la soluciones analiticas curresponden a
discos integrados en z. Mientras tanto, en el presente trabajo hemos obtenido
resultados semejantes, pero utilizando simulaciones en r-z, introduciendo
perturbaciones periédicas y mds localizadas (el término exponencial de la

Ec. 4.9) dentro del disco.



Conclusiones

Utilizando simulaciones numéricas pseudo—Newtonianas en 2 dimensiones he-
mos modelado un disco grueso y su comportamiento ante (a) la inestabilidad
radial y (b) ante perturbaciones radiales periédicas impulsivas. No hemos
considerado la autogravedad del disco, los efectos del campo magnético ni
la viscosidad interna del gas que lo compone. Sin embargo nuestras simula-
ciones consideran discos con distribuciones intrinsecas de momento angular
constante y no constante. Algunos de los resultados obtenidos son semejantes
a los que han obtenido otros grupos de investigacién. En el presente estudio

hemos encontrado que:

1. La inestabilidad radial es suprimida cuando se tiene una distribucién
no constante de momento angular. Las configuraciones del disco més
estables son las que tienen una distribucién no constante de momento
angular dentro del mismo. Esta consideracién es cercana a la realidad,
puesto que las simulaciones numéricas que modelan la coalescencia de
estrellas de neutrones con estrellas de neutrones o bien con agujeros ne-
gros, muestran que la distribucién final del momento angular no es cons-
tante. En este sentido, nuestros resultados estdn en completo acuerdo
con los obtenidos previamente por los modelos pseudo-Newtonianos sin

autogravedad obtenidos por Daigne & Mochkovithc [19] y los modelos
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relativistas sin autogravedad estudiados por Abramowicz et. al. [3] y

los extensos estudios relativistas presentados en los diferentes trabajos

de Font & Daigne [23], [24], [25].

2. Se encontré que la extension del disco (i.e. su didmetro medio inte-
rior) modifica hacia frecuencias mds bajas la frecuencia epiciclica ra-
dial fundamental. Esto se ha demostrado numéricamente en el pre-
sente trabajo, construyendo discos gruesos de diferente extensién, con
distribuciones de momento angular constante y no constante (ley de
potencias). Previamente se habia mostrado de manera analitica que
las eigenfrecuencias para los modos fundamentales de un disco dismi-
nuyen a medida que la extensién radial del disco aumenta. Esto fué
presentado por Rezzolla et. al. [70] quienes investigaron teéricamente
las propiedades oscilatorias de discos gruesos relativistas utilizando la
métrica de Schwarzschild. Montero et. al. [56] mds recientemente, uti-
lizando la métrica de Kerr han obtenido resultados semejantes. En
nuestro caso hemos comparado la frecuencia radial de oscilacién de
una particula puntual que puede suponerse como un disco grueso con

extension nula, con particulas que presentan extensién finita.

3. Finalmente hemos encontrado que las perturbaciones radiales periédicas
inducen de manera eficiente los modos de oscilacién, en una relacién de
frecuencias 3:2. Comparando los resultados obtenidos con los modelos
numéricos de Zanotti, Rezzolla y Font [95] introduciendo perturbacio-
nes que corresponden a la solucién de Michel [52] y los de Rezzolla et.
al. [70] donde investigan las propiedades oscilatorias de discos gruesos,
se propone que el segundo méaximo localizado a mas alta frecuencia

estd relacionado con ondas de presién que se dispersan dentro del disco
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(modos—p). Este pico es el segundo en la secuencia 2:3:4:... de dichos

modos.

4. Los estudios de oscilaciones muestran que los discos pueden responder
a perturbaciones axisimétricas en una serie de modos cuyas frecuencias
siguen la secuencia 2:3:4:..., que se interpretan como modos acusticos

dentro del disco.

5. El estudio de los modos de oscilacién es importante puesto que estos
pueden ser el origen fisico de la fenomenologia observada en las va-
riaciones cuasi—-periédicas de luminosidad observadas en los sistemas

conformados por binarias de rayos-X.

6. El modelo que proponemos es un modelo que se enfoca en la respuesta
del disco cuando la perturbacién se localiza en la regién interna del
toro. Es importante notar que esta es una suposicién muy valida pues-
to que es razonable suponer que la pertrubacién es generada por el
objeto central. Aunque el trabajo es un estudio puramente dindmico,
los resultados obtenidos contribuyen hacia modelos mas reales de estos

sistemas.
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Apéndice

A continuacién se presenta uno de los articulos producidos por este trabajo,
que ya ha sido publicado en la revista Monthly Notices of the Royal Astro-
nomical Society Rubio—Herrera & Lee (2005a) [72] la versién preliminar esta

disponible en:
http://lanl.arxiv.org/abs/astro—ph /0411654

Asimismo los resultados preliminares de este trabajo se presentaron en la
conferencia GROWING BLACK HOLES celebrada en Garching, Alemania
en Junio de 2004, Rubio—Herrera & Lee (2005b) [73].

Finalmente, se encuentra en prepracién un articulo mas extenso que el
aqui incluido, donde se publicardn todos los resultados obtenidos de esta

investigacion.
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ABSTRACT

We present a numerical study of the response of a thick accretion disc to a localized, external
perturbation with the aim of exciting internal modes of oscillation. We find that the perturbations
efficiently excite global modes recently identified as acoustic p-modes, and closely related to
the epicyclic oscillations of test particles. The two strongest modes occur at eigenfrequencies
which are in a 3:2 ratio. We have assumed a constant specific angular momentum distribution
within the disc. Our models are in principle scale-free and can be used to simulate accretion
tori around stellar or super-massive black holes.
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1 INTRODUCTION

Accretion discs around compact objects (black holes and neutron
stars) are natural laboratories for the study of strong gravitational
fields and their effects (such as Lense-Thirring precession). From
the physics that lies behind these accretion processes and the accom-
panying radiation, it is in principle possible to determine important
parameters of the central object, such as mass and spin for the black
hole case (Abramowicz & Kluzniak 2001; Wagoner, Silbergleit &
Ortega-Rodriguez 2001), and to place constraints on the equation of
state of dense matter in the case of neutron stars (Kluzniak, Michel-
son & Wagoner 1990).

It has also been pointed out that these objects can be potential
sources of gravitational waves, arising from different processes,
such as non-axisymmetric instabilities (Zurek & G6rski 1989), non-
axisymmetric tori powered by the spin energy of the black hole (van
Putten 2001), magnetized thick accretion discs (Mineshige et al.
2002), and global oscillations which induce a time-varying mass
quadrupole (Zanotti, Rezzolla & Font 2003). The energy released
as aresult of accretion from such systems, if dynamically stable, has
also been proposed as a mechanism for the production of cosmolog-
ical gamma-ray bursts. In this case, super-Eddington accretion rates
in flows cooled by neutrino emission feed the central black hole
while powering a relativistic outflow, which produces the gamma-
ray burst. Such a disc possibly forms following core collapse in a
massive rotating star (Woosley 1993) or after the merger of two com-
pact objects in a tight binary (Narayan, Paczyfiski & Piran 1992).
One mechanism that could potentially produce the collapse of such
a disc on to the black hole is the runaway radial instability, This
was identified by Abramowicz, Calvani & Nobili (1983) and ap-
pears in discs with constant angular momentum distributions which
overflow their Roche lobes at high rates, and thus increase the mass
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of the black hole substantially. This alteration of the potential is
a runaway process, and can destroy the entire disc within a few
dynamical times. However, studies of tidal disruption and torus for-
mation from compact binary mergers (Ruffert & Janka 1999; Lee
2001) show that the distribution of angular momentum in the disc is
far from being constant, and this can in fact suppress the instability
(Daigne & Mochkovitch 1997).

In the context of low-mass X-ray. binaries, observations per-
formed with RXTE (van der Klis 2000) have shown that there are
millisecond oscillations in systems containing neutron stars or black
holes surrounded by an accretion disc. An important result, first
noted in GRO#J1655 — 40 by Abramowicz & Kluzniak (2001), is
that in at least four black hole sources (H1743 — 322, GRO J1655
—40, XTE J1550 —564 and GRS 915 + 105), two apparently sta-
ble peaks in the power spectrum appear at frequencies in the hHz
rangein a 3:2 ratio. A similar result was found by Abramowicz et al.
(2003a) for the neutron star source Sco X-1. This lends supportto the
resonance model originally proposed by Abramowicz & KluZniak
(2001), and further developed in terms of parametric resonance in
a thin disc by Abramowicz et al. (2003b) and Rebusco (2004). In
this interpretation, the frequencies reflect epicyclic motion of per-
turbed flow lines in the accretion disc, or combinations between
these and a fixed, perturbation frequency (KluzZniak et al. 2004; Lee,
Abramowicz & Kluzniak 2004), perhaps due to the stellar spin in
neutron star sources (Wijnands et al. 2003). Pressure coupling al-
lows resonances to occur and manifest themselves in the X-ray light
curve.

Recently, Zanotti et al. (2003) have shown that an extended torus
can respond to external perturbations in a global fashion, in a series
of modes the frequencies of which follow the sequence 2:3:4:. .. .
These are attributed to acoustic p-modes within the torus, excited .
by an impulsive perturbation. Follow-up analytical and numerical
work (Rezzolla, Yoshida & Zanotti 2003a; Montero, Rezzolla &
Yoshida 2004) has extended these results, by calculating the set
of corresponding eigenfrequencies (in height-integrated discs) and



L2  E. Rubio-Herrera and W. H. Lee

also by investigating the effects of different background metrics
(e.g. Schwarzschild versus Kerr for a rotating hole). In all cases
where a numerical experiment was carried out, the perturbation
was impulsive and global, affecting the entire torus. This idea has
now been advanced as an explanation for the kHz quasi-periodic
oscillations (QPOs) in low-mass X-ray binaries containing the black
hole candidates where the 3:2 frequency ratios have been reported,
as mentioned above (Rezzolla et al. 2003b)

In this Letter we show that it is possible to excite these modes in
a thick accretion disc for a perturbation that is local, only affecting
a small portion of the disc strongly. A frequency ratio of 3:2 for
the two strongest modes is apparent. The lower frequency itself is
related to the radial epicyclic value for test particles in circular mo-
ton, shifted to a lower frequency because of the finite extent of the
torus. The second frequency maintains a 3:2 relation with the first.

2 INITIAL CONDITIONS
AND NUMERICAL METHOD

2.1 Hydrostatic equilibrium for a thick torus

‘We construct tori that are in hydrostatic equilibrium, have low mass,
m < Myy, and a radial extension L ~ R, where R is the distance
separating the torus from the central mass, Mpy. They are thick in
the sense that their vertical extent, H, is comparable to L. We ne-
glect the self-gravity of the torus, and additionally assume azimuthal
symmetry. A polytropic equation of state, P = K p”, has been used
for the construction of initial conditions. Integrating the equations
of hydrodynamics, it is possible to write
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where ®. is the effective potential. Here @g can be interpreted as a
filling factor of the effective potential well. Through its variation, tori
of different sizes are constructed (Fig. 1 shows their cross-sections
over one half of the r—z plane). The gravitational potential of the
central mass is computed with the pseudo-Newtonian expression of
Paczyfiski & Wiita (1980):
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Figurel. Surfaces of zero density and pressure, in meridional cross-section,
for various tori constructed according to the procedure described in the text.
Each curve comresponds to different values of the filling factor ®¢ in units
of c2/2.

which describes the behaviour of a test particle in a strong gravita-
tonal field and, importantly for our purposes, reproduces the exis-

tence and positions of the marginally stable and marginally bound

orbitsin general relativity (r, = 2GMyyu/c? denotes the gravitational
radius throughout). With this potential, and using a constant distri-
bution of specific angular momentum, {(r) = constant, the effective
potential is

—~GMpy I(r'y
©= Ty +/ - dr. )

Finally, we note that, with this potential, the frequency of small radial
oscillations for a perturbed circular orbit (i.c. the radial epicyclic
frequency) is given by
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2.2 Numerical method

For our simulations, we have used smooth particle hydrodynamics
[SPH, see Monaghan (1992) for a review], in a two-dimensional
version using cylindrical coordinates. We refer the reader to Lee
& Ramirez-Ruiz (2002) for details of the implementation. There is
no physical viscosity present in the code, only the usual artificial
viscosity to model the presence of shocks.

Initial conditions are generated by distributing N fluid elements
over the torus volume after specifying values for M, I(r) and &,
and relaxing them for several dynamical times in order to obtain
a distribution close to equilibrium (see Fig. 2). This configuration
is then evolved in time with the desired perturbation to study its
dynamical behaviour.

Our initial coniigurations are thus non-accreting tori fully con-
tained within their Roche lobe. Specifically, the inner edge of the
disc and the inner Lagrange point, Ly, are located at rig = 2.60r,
and ry, = 2.25r, respectively. During the dynamical evolution de-
scribed below, no accretion takes place, so the potential produced
by the black hole is unaltered.

The analysis of the data is carried out by performing the Fourier
decomposition of the main hydrodynamic variables as functions of
time (e.g. the position of the centre of the disc, the maximum and
mean densities, and the various total energies).
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Figure2. Anexample of a thick torus in hydrodynamical equilibrium. This
snapshot shows the relaxed initial conditions. Each point represents a gas
cell. The locus of maximum density is at r = 4.25 ry.
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3 INTRODUCING A PERTURBATION

The perturbation acting on the disc can be considered as arising from
the central object, through its magnetic field, a deformation on its
surface or a changing radiation field (in the case of neutron stars), or
as the emission of gravitational waves from an accreting black hole.
Instabilities in the accretion disc itself are another possible source of
time variability, which can induce oscillations in the fluid. In either
case, these would presumably be more intense at small radii. If the
spin of the central object is involved in producing the perturbation,
its amplitude will vary and repeat at intervals given by the inverse
of the spin period, AT = 1/vy.

We have chosen, then, a perturbation that induces an acceleration
in the disc given by

Gpen = —Nay EXP (r" 5: r) sin(27twgr). &)

Here a, is the acceleration due to gravity, r, is the outer edge
of the torus and n « 1is a parameter that modulates the strength of
the perturbation. The exponential term decays on a scale §r ~ R,
the radial extent of the disc, thus reproducing the desired behaviour
for this perturbative force, which will be strong near the inner ra-
dius and weak in the outer regions. This acceleration induces radial
oscillations in the disc, which can be Fourier-analysed to extract the
main frequencies as was done by Lee et al. (2004) recently for a
slender torus.

4 RESULTS AND DISCUSSION

A Fourier transform of the total kinetic energy in the torus in a
typical calculation is shown in Fig. 3. The black hole mass in this
case was 2.5 M, and the perturbation frequency was fixed at v, =
200 Hz, which clearly shows up prominently in the spectrum as a
narrow peak.

Two additional broad features are clearly seen, centred at v,
= 300 Hz and v, =~ 450 Hz, and are, to the limit of our resolu-
tion, in a 3:2 ratio. The radial epicyclic frequency for a test par-
ticle at the locus of maximum density (4.25r,) is in this case x =
426 Hz (see equation 4). Trial runs with tori of different radial extent
(Rubio-Herrera, in preparation) and a comparison with the work of
Zanotti et al. (2003) and Rezzolla et al. (2003a) show clearly that the
lower of the two peaks is simply the epicyclic frequency at the locus
" of maximum density, shifted to lower values because of the finite
extent of the torus, i.e. the fundamental acoustic p-mode. The sec-
ond peak at higher frequency is the second in the sequence 2:3:4.. ..
of acoustic p-modes. :

We draw from these results the following conclusions.

(1) Global modes of oscillation in thick tord, as studied in the
relativistic regime (Zanotti et al. 2003), can be efficiently excited
by a localized perturbation, affecting only the inner edge of the
torus strongly. The characteristic frequencies apparentin the Fourier
decomposition of the total internal energy exhibit the sequence
23,

(2) The lower of the two frequencies in the series is the first
acoustic p-mode, closely tied to the radial epicyclic frequency for
test particles, and shifted to lower frequencies because of the finite
extent of the torus.

The nature of the excitation mechanism, as stated above, is left as
an open question. It could be some disturbance associated with the
pulsar spin frequency in the case of neutron star systems, or oscilla-
tions in the disc itself which excite these modes. In either case, the
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Figure 3. Fast Fourier transform spectra for the kinetic energy (top) and
total potential energy (bottom), for a torus orbiting a 2.5 Mg black hole.
From left to right, the first peak corresponds to the perturbation introduced
at 200 Hz, the second corresponds to the radial epicyclic frequency, shifted
10 lower frequencies owing to the size of the torus (the first acoustic p-mode),
and the third corresponds to 1.5 times the second.

modulation in the X-ray light curve will-presumably occur in the
innermost regions of the accretion flow. Since its inner boundary is
defined most likely by the effects of strong gravity, one would ex-

‘pect that the frequencies would scale inversely with the mass of the

central object, as is indeed the case (McClintock & Remillard 2004)
for X-ray binaries — and may in principle allow for a mass determi-
nation in the intermediate-mass black hole candidates (Abramowicz
et al. 2004).

Two potentially limiting simplifications in this study deserve jus-
tification. First, in the context of low-mass X-ray binaries, the ratio
of disc mass to black hole mass is very low, M 4/ Mg < 1. Hence
itis reasonable to suppose that the gravitational potential of the disc
is negligible when compared with that of the black hole, as we have
assumed. Secondly, we have not considered the effects of magnetic
fields. This is simply because we wish to carry out a study of global,
purely hydrodynamical modes, and does not imply that magneto-
hydrodynamic (MHD) effects are negligible or irrelevant. Recently,
Kato (2004) has obtained interesting results in the context of kHz
QPO:s through three-dimensional MHD calculations performed in a
pseudo-Newtonian potential.
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Finally, one may question the choice of a constant distribution
of specific angular momentum within the torus, assumed here for
simplicity and as a first step. However, we note that in viscous,
hydrodynamical flows, even if the injecton of matter at large dis-
tances occurs at nearly Keplerian values of the angular momentum,
the flow near the compact object may follow a flatter distribution
(Igumenshchev & Abramowicz 1999). The Papaloizou—Pringle
instability (Papaloizou & Pringle 1984) appears when non-
axisymmetric perturbations act on non-accreting discs with constant
angular momentum. When accretion is taken into account, this in-
stability is suppressed, as was shown by Blaes (1987). This leads to
fiat distributions of angular momentum near the central object and
a power-law distribution in the outer region of the torus. We thus
believe that it is reasonable to assume a constant angular momentum
for the discs as a first approximation.

How the oscillations of the fluid in the disc may translate into
variations in the X-ray light curve and be observed as kHz QPOs is
ultimately still unsolved, and requires more complex physical pro-
cesses than those included here. Assuming that oscillations at such
frequencies do in fact occur as a result of the presence of inhomo-
geneities in the accretion flow, the luminosity modulation with ac-
count of space-time curvature in the vicinity of a black hole has been
investigated by Schnittman & Bertschinger (2004) and Schnittman
(2004). Their results indicate that a range of variation would in fact
be reflected in the X-rays, which encourages the investigation of
simple modes of fluid oscillation. In future work we will discuss the
behaviour of discs with non-constant angular momentum subject to
various perturbations.
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