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Resumen 

En este trabajo se presenta, en detalle, un análisis global de las propiedades de observabilidad del motor de 
inducción en condición de operación sin sensores mecánicos. Dicho análisis se realiza utilizando los conceptos básico" 
de indistinguibilidad y detedabilidad de trayect~rias de estado de los sistemas dinámicos. Los res ult.ados del anáJisi s 
se present.a,n con base a un modelo dinámico de error llamado la dinámi':¡j,indistinguible del motor de indllcción. 
8n el desarrollo del modelo diná.mico de error se propone, además, U1la metodología genera,1 aplicable a. los sistpllli:lS 
dinámicos para obteller dicha dinámica indistinguible. ('Oll el fill de IIlostrar algulICls trayectorias illdist.;nguibl(·;s del 
lllotor se presenta un diagrama de fase de la dinámica illdistillguible dd 1I10tor. 

Un resultado importante obtenido mn e1nso de la dinámica indist.ingnihlc ('S la afirmación ( :TJ d sen1.ido (k (]1H' 

bajo las condiciones de operación sin sensores rrwcániros, el mot.or de indllrción es inobsnvablc' para toda mnflición 
inicial y tofla entrada, PS derir, qne no es posible pstimar u observar los estaflos no meflibles paré! tocio tit-' lDpo. 
lodas las ronfliciones del voltaje de ent.rada y todas las confliciones iniciales. La afirmación ant.erior rt-'prespnt.a llWl 

aport.ación importante al campo de control y diseño de observadores para el motor de inducción. debido qUf! establecp 
la. I~xist.encia de condiciones de operación del motor de .inducción para las cuales ningún observador, basado e lJ el 
modelo , funcionará adecuadamente. Por lo que, la dinámica indistinguible se utilizó como una helTRmienla p<lI '<1 h 
determinación de condiciones de inobservabilidad e indetectabilidad del motor de inducción. 

En la primera parte de este trabajo se afirma la inexistencia de observadores. para la condición sin s('nson~s 

mecánicos, que converjan a las trayectorias reales para toda condición inicial y entrada. Sin embargo, resnlta clara la 
Ilecesida.d de cOlltar con observadores que fUllciollell adecua.dalllellte ell ciertas cOlldiciones de operación del lIIoto)' , 
sobre t.odo en las más usuales. Por el motivo anterior, en este trauajo se presenta el disello de tres observadores 
tipo Kalman para el motor de inducción en operación sin sensore~ mecá.nicos, observadores cuya cOllver::>;t'lIci ¡1 !;C 

llluest.ra para trayectorias detedables y condiciones de operación que gellerall tales trayectoria.,. El di~t'iio de los 
tres ohservadores obedece a distintas formas de representación del modelo del lIlotor de illducciólJ . Para los t. res 
dis('ños se' presenta un análisis de convergencia. Dicho análisis sc~ relaciona. con los n~sult.ados sobrc~ obs('rvabilid:t.d (k 
l¡.¡, primera parte del trabajo. Con el fin de considerar la variación, en operación, dE' algullos dp los pRr:11l101.rns del 
mot.or se presenta un análisis de robustez qUf~ se basa en la l,eoría de pprLurbacioIlps regnlarps. Finalnwll1.e . ('O]) 1,1 
propósit.o de mostrar el desempeño de los observadores se present.an resultados de simulación ell diferent.es cOlldicii)lJ(' s 
de opera.ción del motor de inducción. Los resultados de simuhción muestran el desempeño de los observadores 
para algunas condiciones de operación mencionadas en la literatura como de bajo desempeño. Adicionalmente se 
incluyen resultados que muestran el desempeño de los observadores para a lguna.s condiciones de indetpdabilidclti , 
cabe menciona.r que dichos resultados son congruentes con lo anticipado en el a.ná.lisis de observabilidad. 
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Abstract 

A global analysis ol' the observability properties of the indnction motor when it is operated wihont mechanical 
sensors is presented. This analysis is carried out \.;sing thc basic concepts of indistinguibility and detectability oi" 
tra,jectories of the dynamica.1 systems sta.te. A error dynamic model ca lIed indistinguishable dynamic is used to present 
tht! ana.lysis results. As a. new result a new methodology a.pplicable to non linear dynamicaJ systems is obtaj;:ed to 
gel. the iJloistinguisha.lJle dYllarnic. \Vith the a.im to show the motor iJlOistingu isha.ble traj ectories a. phase portrp.it. i~ 
)Jresellteo. 

1\11 illl)Jortallt result obtaillco usiug tlle illoistillguishablc oynamics is thc St8tClllCIl t ill tlle SCllse thélt umkr OH' 
opcrat.ion cOTldit.ions wit.hollt mechanical sensors, t.hc indllct.Íoll l1Iotor is lUlObscrvahlp for a l! init.i al COlldil.ipJ1 Intd 

;111 inputs. in otlH'r words, it is llOt possible to estima te or 1.0 obscrvat.<' the non me:!sllrablc: stlltl'S for a l! t inw. " ll 
t he conditions of thf' inpllt voltage and all the initial c.onditions. The previolls stat.ement represents an importal! t. 
('()]Jt,r iblltion io t.lH' eonl.rol iheory and observers design fields for indlld.ioll mol.ors. due lo it. es\.ablishes t.hp f'xis\.pnce 
01' operation conditions o[ the induction motor for whose any observer , model based, wil! work appropriately. The 
indist inguishable dynamic was used as a tool for the determination of unobservability a nd indetect.abilit:v ('onditioJls 
of tbe inelud ion motor. 

'rhe nonexistence of observers, to avoid mechanical measurements, that converge to the real trajectorics for al] 
initial condi t ions and inputs, was stated in the first part of this work. Ho\\'e\'er. it is clcaT the necessity Lo llave ob
serven; that work appropriately under certain (the more usua l) operation conditiol1s af the motor. For \'he "his H'aSOll. 

in this work the design of three observers Kalman type is presellted to estima te t.he mecbanica.1 variables. oÍ)servers 
whose cOllvergence is shown for detecta ble trajectories anu operation t'oJJuitiollS that gelJE:'ra.te sud! 1 rajE:'ctories. TI!!' 
design of t}¡e UIl ce observers obeys uifferent farrns of representa.tioll 01' t hc pa.ttern al' L}¡e inuuctiOIl Hlotor. For \.lw 
t}¡rce ucsigns a convergente analysis is presenteu. This analysis is rdatcu witb t. }¡e rcsults on ohscrvability of t.IH' hrst 
)Jart of thc work . WitiJ the pur)Jose of considering the variation, ill operatioll. 01' S0111e of tbe parall}(:ters of t hc lllotor , 
a]} ánal;ysis of rohus\.lless is )JresulLeu tita\. is based in the theor:v 01' regula.r pcrturbations. Final!y. with tite )Jnrposc . 
01' showing the performance of the obscrvers simlllation rl'Aslllts is pr<'slmlpd nl1<kr diffcrenl ('onditions 01' op<~ral.ion 

ni' l.Iw ind1[(:t.ion motor. The simulation reSlllts show t,hc p<~rforman('.l~ 01' t 1"1(' obsl'rvl'Ts ror sorrj(' opl'J'atioll condil ion,.; 
nwnt.iOllPO in Lhe lit.eflüm e, like low pr.rformance. Addit,ionally rPSlIlt.s llIP inclllded i.hal show ¡,he pprformm!('p of 1 hp 
observen; for some indeteclabihty conditions, it is necessary 1.0 mention tnat Ihese results a re similar Lo tbos(> shown 
in the observabil ity analysis. 
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Capítlllo 1 

Introducción 

En e~te capítulo se pre~elltall los antecedentes del problema a resolver y Ull re~1.1111t'n del e-':iLado dd arte lllediallt.(· 
la revisión hibliográfit:a. Se forlllula el problema estableciendo las prillcipak~ n:~tri("("i()nc::; , SI: ddiIw el <lkallCl' (kl 
trabajo por medio de los ohjetivos generales, y sus prilldpales aportes. FinulillcJitc ~e prcs(,llt(l 1<1 orgulli:;:a('iúll dd 
trahajo. 

1.1. Antecedentes y motivación 

En los últimos años se ha vislumbrado la. posibilidad de utiliza.r el motor de inducción en tare(lS que estaball 
asignadas, de forma casi tota.l , a los motores de corriente directa. Esto se debe prillcip(l]¡nelltc a los recielltes a \'1:1.11 ces 
tecnológicas y de la teoría Je controL 

En el eampo de la ingeniería exist0.n ciivmsas ra7.ones para tratar de sllstituir a. los motor!'s ele- corri<mh: ciin ~cta 

0.I1 aplic/1.ciones indllstriales por los motores de indllcción, 0.ntre la.s qm' se pllC(Ü'n mencionar: los I11Ot.orc~ (k indllc
ción 80n más baratos qlle lo;:; de corriente directa (oi), son c3.,i libres de mantf'.llimipfl1.o, de mpnoref: din::;(,llsionps .v 
mecánicament.e más robllst.oS que los motores de cd para las mismas eondieiorw:; de <Lpli('ar~ión. 

De~de el punto de vista de la teoría de control se pueden mencionar algllllas de las estrategias de control qn(' 
han tenido avances importantes y que han permitido la aplicabilidad de los motores de inducción. a saber: control 
adaptable, control basado en pasividad, control por medio de redes neuronales, control difuso, etc. 

Con respecto a los avances en el campo tecnológico, se puede mencionar el gran desarrollo que han tenido los 
sistemas electrónicos de adquisición y procesamiento de señales. Dichos sistemas están por lo general, hasados en 
microcontroladores, microprocesadores y procesadores digitales de señales y son utilizados ~n la implantación de 
estrateg i a~ () leyes Je control. Cabe luellcionar que el costo Je estos s istemas ha. dislllilluido de fOl'llla. com¡iderable. 
hacieudo factible la implautación a uivel industrial dt-> las e~t.rategias de coutrol lU<Í~ exigt~ lItes y cuyo de~elllpó'JO 

JcpellJe de la velociJa.o de cálculo de dichos s ú;tellli:l.S. 

Por otro lado, ( ' 1'1 el ambir'nte ind1l8trial ( ~xist(,n IIplicacionC's dondr~ se utiliza al motor oc indlln:ión como actll
adoro Dichas aplica<:ion~s hac(~n uso de sensor<~s (P:UIl. r¡:)troalimpnta.r las s~ñal(~8 lW.('PSilria...; para rpaJizar la acción ,!P 
cOlltrol) de posición o velocidad, tales como: t.ac()g~neradorps y codificlldore8 ópticos. los ('1I:1.1e8 SP coloCiIl1 sobrp 1;1 

flecha del motor. Se puede afirmar que una de las razones para evitar el uso de sensores mecánicos es la económi
ca., pues estos resultan caros y de dificil mantenimiento. Es digno de mencionar que dichos sistemas con sensorps 
mecánicos presentan un desempeño muy aceptable, sin embargo, dichos sensores provocan fenómenos indeseahks en e l 
sistema controlador-motor (cargan al motor, disminuyen la con fiabilidad del sistema y reqlli erpu de ateuciólJ eSjw cic,J ). 

Debido a los problemas mencionados en el pá.rrafo anterior , en años recientes se han propuesto sist,emas controlador
motor sin sensores mecánicos (SS:\1) con las consiguientes ventajas en reducción dI-:' costo, él umento de confia bilidad y 
no introducción de efectos parásitos a la dinámica del sistema. El control sin sensores mecánicos persigue bás icamente 



2 

lo siguiente: conseguir un desempeño muy cercano al control con sensores mecánicos. en todo su rango de opemción 
:ti bajo cualquier condición inicial de carga. 

Exist(~ una gran (~antidad de' t.rabajo rcportado, tanto con sensores mccánicos ("omo sin sensores, qlll' tienc' <1ne vl'r 
con cont.roladores de mot.on~s de inducción. Éste se ha convertido, cntonCf~s, en nn onllpo de t.rablljo de investigación 
mll'y act.ivo, principalment.e por la conveniencia de contar con sis1f'mas de cont.rol eonhll.bles. económicos y dI" a lto 
desempei'io. además de que la naturaleza altamente no lineal de los motores de inducción, los convierte en un sist.ema. 
atractivo para los investigadores del área de teoría de control. 

En lo que respecta al desarrollo de sistemas de control del motor de inducción sin sensores mecánicos. por lo 
general es necesario realizar estimación u observación de las variables no m('dibles utilizando, pa.ra ello, medi<:ioGt'~ 
de las salidas y el modelo matemático del sistema .. Los métodos para realiza.r tal estimación ti observación son muy 
diversos y provocan la generación de los sistemas de control basados en observador. En los trabajos reportados para 
el control basado en observador del motor de inducción sin sensores mecánicos, se ha.ce referencia de manera recur
rente a la aparición de diversos problemas, que límita.n la aplicabilidad de este tipo de controladores. Se presellta.ll 
uifereutes soluciolles para tratar de resolver los problemas encontrados, :;i ll embargo, ha:;ta el momento, en nillg\íll 
1 ra.iJajo cOllocido se ha dado una solución satisfactoria a éstos, incluso no se 1m explicCJdo de forllla clara y cOlllpleto 
la,,,; razonc~s dd hajo desempcño de 111 mayoríll dc Í!stos. 

En los sistema,> de control basados en observador se pres~nta una r~lar.i(¡1I dI" df'ppndenó;¡ del ('ontrolador ni 
dpsf'mpeño cid observador, es decir, ~I buen desempeño del sis1.f'ma de cont.rol df'ppnde. NI gmll medida, del blH-'1l 
uesempeilo del observador . Es necesa.rio mencionar, en este punto, que son de vital imporLancia los cOllcepios de 
controlabilidad y observabilidad c.e los sistemas dinámicos aplicados al motor de inducción. sobre los que debe des
cansar el diseIlo del sistema de controlador basado en observador, pues se podrá mostrar qUe si un :;istema e:; no 
observable, no importa que técnica se utilice en el diseño del observador. no importa cuan sofisticado sea éste. nunca 
f uncionó.rá adecuadamente. 

A pesar de la gran cantidad de trabajos reportados sobre el diseño de observadores para el motor de inducción en 
opera.ción sin sensores mecá.nicos y del gran esfuerzo de investigación dedicado al cont.rol basa.do en observador , los 
1 eperte:; ~:obre lél s propiedaue:; de observabi lidaJ del motor son muy p0'~O:; , de hedw T:O cxi"te un análisis de oh,se;'
vabilidad del tipo global, ue ahí entoll(:e:; la necesidad de realizar dicho análisis, que <Iuelflás incluya los resultados de 
tipo local reportados y que pueda explicar, por UlI lado, por qué fuucionau los sistellJas cOlltrolauor-oh:;ervador pa.ra 
ciertos rallgos de velocidad uel lTIotor de inducción y por otro lado, qué pasa cualluo 6;tu8 no fUllciollall adecuadCJ.
mente. Otro a,>pedo importante a considerar es el discño de un ob~ervador paTa. d motor de' inducción en op('radón 
sin s(msores meeánÍl~os, donde dieho diseño se apoyc' y se ¡medll just.ifiellr d d(~Sl'ml)('ño con base' ()J1 los rcsnl1.ados dd 
Ilnálisis de observabilidad. 

1.2. Revisión bibliográfica 

En esta. sección se presenta un resumen del trabajo realizado, hasta la. fecha, en relación con el diseño de sistemas 
de control para el motor de illuucció1I ell opera.cÍón sill sellsores lIlecá.1Iicos y sobre li:ls propieda.Jc:; de ob:;ervabilid<ld 
uellllotor ue illducción, que no pretellue ser exhaustiva. En ella se cOllsideran los traui:l.jo:; IJlá!:; recieutes y :;u propósito 
pril"jpal es preseutar el e:;tado del ~lrte en el te1l1a, COll el fin de pOller en Sil cOlllext.o ().1 prohlcllw a resolver en ~ ,:;t.¡) 

te:;is. 

1.2.1. Revisión sobre análisis de observabilidad del motor de inducción 

Desde la apa.ricióll del primer reporte de control sin sensores mecánicos (A bbundanti and Brennen , 1975) Y de 
la gran cantidad de trabajos reportados donde se realiza. control del mot,or , el nrirner trabajo conocido que presenta 
ue l\la.llera. forlllal Ull a ll á.lisi:; ue ]él;'; propiedades de observabilidau <.lcl ulotor de illdllcciólI I"\l operClciólI SSI\1 (~:; 

(Calluda~ De Wit et al.. 2000). E\l este trabajo se reélli:ta un análisis local (1I 10de1o dcí:;ico de voltCl}') ulili:ta.ll du 1<1 
Jllél.trÍ:t de obscrvahilidau (verilicclIldo la condición ue rallgo) y se llego CJ la ('(J1]('111~iúll que el 1Il0t.or dl' iudu('ci,"1I 



:) 

¡Jienle observabilidad :;i el voltaje de excitación es constante. En (Wang et al., 2001) :;e presenta el allálisi~ Up un 
caso par'licular de ob:;ervahíliuad 110 lineal para el motor ue illUllCcióll, en donde :;e <J.:;Ullle voltaje ue c)«"it¡H:iúu 
sClloiuaJ. En cste trahajo :;e conduye que cuauuo la frecuencia ud voltaje de excitación es igual a cero .. d voJ\'ilje 
Sr' eonvi('rt(~ a nna ('ntrada singnlar qU0. provoea indistinguibilidad y mmo conseCUf'nc.ia pórdida de obs( 'n'llbilidl'ld. 
Como mmplemento a esta parte de la rf'visión, se puede menc.ionar a (Hanwfors, 2000) dO!1de se tratan loo: I"eflónwnos 
de inestabilidad (bajo df'sempeño) para control indirecto de campo. Se mnf'st.ra que el fenómeno dp inest.abilidad SP 

presenta tant.o tn baja velocidad del rotor como a velocidad nominal. En este último caso el fenómeno se presellta 
cuando el motor es frenado, o cuando se presentan cambios de tipo escalón en el par de carga. En relación 1'011 

los trabajos anteriormente comentados es claro que son análisis de caso:; particulares para diferentes condiciones dI' 
operación del motor. 

1.2.2. Revisión sobre operación SSM del motor de inducción 

Las diferent.es técnicas, para obt.ener información de la velocidad sin utili7.ar sensores mec.ánicos, pue(kn clasifi
carse, según (Rajashekara et al.. 1996) , de manera general como: 

1. IVfétouo:; de lazo a.bierto. utili:¿am!o el desli:¿allliellto. 

2. rvlétodos de lazo cerrado, utilizando estimadores y/o observadores de velocidad. 

Adicionalm('lltc, las técnicas antcrior0.s pllcd(~n suh-da.<;ificars(~ (~n las siguientes metodología.,> d(~ implan1.ilción: 

Método de cálculo de la frecuencia de deslizallliento 

El cálculo de la frecuencia de de:;lizamiento (la diferencia entre la frecuencia del estator y la frecueneiil eléctrica, 
correspondiente ala velociJad del rotor), en forma directa, del ret~aso de fase ent:e el voltaje y la corriente de estator 
se presenta en (Abbondanti and Brennen, 1975). En este trabajo se presenta una relación algebraica, obt.enida de 
las ecuaciones de estado del motor de inducción, entre el ángulo de fase y el deslizamiento. Con dicha relación y 
conociendo las variables eléctricas es posible calcular la velocidad del rotor. Dicha relación es definida en un Tango 
limitado de la. frecuencia de det;lizamiento y es aplicable cuando no se requiere una rápida respuesta JlnállJica d(,1 
sistema. En este trabajo se reportan problemas de bajo desempeño en baja velocidad del rotor, lo que implica linlita
ciolles de aplicabilidad y posibles problemas de observabilidad para esta. condición de opera.ciólI. 

Estimación de flujo y control vectorial de flujo 

En (Takpshita et al., 2002) se propone un esqucma d.c control que pstima la vdocidad dd rotor por medio d(' Illlrt 
r<'1ación algebraica, llamada la vdocidad. secundaria (k hwrza magnetomotri7.. Dicha relación algebraica. (':': función 
de la vplocidad del rotor y IR corriente de magneti7.ación. En este trabajo se proponp una soluc.ión al problplNl. de 
frecuencia de excitación c.ero, esto es, sp presenta Ilna forma de reali7.ar la estimación dI' velocidad, inypc1.i1.ndo ulla. 
corriente de estator de excitación "fluctuante". Se presentan resultados experimentales en estado estacionario pilra 
frecuencia de excitación cero y velocidad de rotor mayor que cero. Se mencionan dificultades de esl.irnu.cúin de ve
locidad para velocidades de rotor menores de 40 (rpm) y frecuencia de excitación igual a cero. 

En (Holtz and Quan, 2002) se presenta un estimador de fiujo por medio de un integrador puro. En est\:' Ira bajo ",c . 
consideran todos los fenómenos que pueden causar desviación y deriva en la medirión del vcltaje de est.at.or ~ill("ll¡s() 

revisando los módulos componentes del inversor) para el cálculo de la integral del voltaje, con la que se est. ill1a (,J fiujo 
de estator , de tal forma que se puede rea.liza.r la estima.ción a muy baja. velocidad del rotor y muy baja frecuencia de 
excitH.ciÓlI de estator. Se presellta. Ull estimador de resistellcia de esta.tor y se muestra.)) resultados eX¡JeriIlWlIl<:l.les 101> 
cuales son muy aceptables, e:;to es. se presentan resultados de estilIlación para velocidade:; ud rotor de 0.01 (;:';:) .Y 

frecltencias de excitación del orden de 0,16 (Hz). Sin embargo los a.utores mencionan que la operación, adtTUi-tdil. de 
sist(~mas de control SSM no es posible utilizando, únicamente, el modelo convencional del motor. ESL(~ COIlIé'lIt¡uio es 
importaJlte pues permite vislumbrar posibles problemas de observabilidad del modelo del I\.ff. 



Observadores para control directo de par y flujo 

Los esquelllas de cOlltrol de par directo y cOlltrol por call1po orieutado SOIl los dos esquemas lllá.'i utilizados l'1l 

cont.rol SS;\l, puesto que Sl1 ops('mpeño ($ considerablemellte mejor qlle los métodos (i<' (~st:imación en lazo abierto. 
En (V,Tolbank et al .. 2002a) se presenta lln est.lldio compariltivo ~ntre estils o.os m~too.ologías de control, donde qllf~da 

claro qll~ el des~mpeño a vploódao nóminal es casi pI mismo y para. ambos casos el desempeño en baja velocidad es 
reducido, mencionando que ninguno de los dos es la solución para velocidad cero. Para el caso de velocidad cero se 
mencionan los m étodos no basados en el modelo. Sin embargo dichos métodos, hasta ahora, solo t,:,tán justificados de 
l11<:1nt'ra experimental. 

En (Rasmussen et al., 2002) se presenta el diseño de un observador de fiujo basado en la teoría de Lyapullov. se 
presentan resultados experimentales y el análisis de convergencia. A pesar del buen desempei10 del sistema presentado 
en los resultados experimentales no se llega a la operación en velocidad cero y los autores mellcionan a.l respecto que 
existen limitaciones físicas que evitan su operación bajo estas condiciones. 
En (Pai et al., 2000) se propone el diseño de un observador !la lilleal psra e l flujo de estator , la velocidsd y el par de 
carga, cOllsideralldo constante al par de carga (TL = O). Para el Jiseño se hace una trans[orlllacióll de coordeuaJas, 
utili)\ando lo illversa de la llIatri)\ de observahiliJad y se prci:icllt<J.lI resultadoi:i experilllent<Jlcs c<J lllhialldo úlliutllll'llÜ' 
d par d(~ carga, c:o; lwc('sario m(mdonar qW) no ~c pruehan casos n'poruHlos o.e hajo desempeño. El hccho de 1l1.ilizar 
la matriz (k observabilidad como mat.riz (ir' transformación (k ('oorcknadas le confiere a (~st .c tnllmjo la nM.urilk7.a 
o.e lami. 

Sistemas adaptables basados en modelo de referencia (MRAS) 

Este tipo de método de estimación se conoce por su bajo descmpeño en las bajas frecm~ncias de excitación, tal 
como aparece en (Madadi and Chang, 2002) , donde, incluso. se menciona que si el sistema de control se lleva a l 
extremo de trabajar a frecuencia cero, entonces la amplitl.lcl de la salid;:: del control MRAS tiendt, a cero v por lo 
tanto se pierde el control de velocidad. 
En (Holtz , 2002) se mencionan dos formas de hacer estimación ;\,fRAS , así como una forma de mejorar el método 
utilizando elementos de retardo en lugar de integradores. Se menciona. que existen problemas de desempeno (deriva 
y exactitud) a. bajas frecuencias de excitación y <J,delllás que ex:ste U1 1 frecuellcia mínillla tle operación psrCl. t'ste 
lllétodo, bajo la cual el sistema se hace "inexacto" . 
Ell (Cso-Minh et al., 2001) se presenta un sistema de COlltrol MRAS, donde se utili)\a la potencia reactiva como f!lll
cióll de adaptación del sistema. En éste, la estahilidad del sistema es verificada por la teoría de ]¡iperesta hilidad. Se 
presentan resulta.dos experimentales, así mismo se mcndona quc e::;tf' sistema de <'Ontrol no funciona pam .f1'(XUenr-ias 
de excitación m1ly bajas o cero. Es claro de lo anterior qlW con csta t()CniGl , tambi(~n, se pr<'s(~ntan problemas (~n la 
estimación de velocidad y exis(,en condiciones de operación del .1\11 que provocan 1 ales problemas. 

Estimación y adaptación de parámetros en operación SSM 

El desempeño de los sistemas de control, en general , depende de la buena aproximación de los paránwtros del 
modelo a los d e la planta '(particularmente pa:ra el motor de inducción). De ahí entonces que sea necesario diseiíar 
sistemas adaptables que garanticen el buen desempeño del sis tema total cuando existan variaciones de los paránwlros. 
En (Bodson and Chiasson, 2002) se presenta un análisis comparativo del método adaptable ron métodos no lineales.Y 
mínimos cuadrados para. el disei10 de observadores. Para el observador a.daptable se considera a· la dinárnil'éllll<:'ciÍnica 
IJllly lellta y se preseJlt.a 1111 3.1goritlllo de iuelltihca.cióJI. S~: IIlueslr<J. ei illlpacto Je la. vori3cióII Je los ps.r¡í.Jlwt.ro::; ¡.,or 
IIledio de SilllUla.cióll y se mellciona que es necesario estinl i:Jr l <J. velociJad del rotor y 10i:i ¡Js.rálll et ros ud nlotor tl.1 
JllÍSlllü tiempo. 
En (Tajinm et al. , 2002) se desprecia la dillámica mecánica en el lllodelo del 1I10tor y se present« un a.lgoritlllo de 
()stimación , en línea, de velocidad y resistencia de rotor y estator. Sc pres('ntan resultados de simulación y s(~ m('uciona 
fInc d desempáio del sistema decrece con respecto a la disminución de la velocidad del rotur. 
En (Zheng; a nd Loparo. 1999) se propone un esquema adaptable pa.ra estimar velocida.d ~ finjo dpl rot.or, SI' cont- f1l :Vp 

nn observador considerando a la velocidad .Y resistenci a del roLor como parámetros desconocidos. I:;n es (.e t.rabajo se 
utili za un modelo singularmente perturbado y la ley de estimación de velocidad es un reglllador basado en integración. 
La bnena operación del observador se fundamenta en la condición de excitación persistent e. Al igna l que en los cnsos 
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anteriores se presentan problemas en la observaóón de velocidad. 

Técnicas de filtrado de Kalman 

Una de las mayores ventajas de utilizar filtros de Kalman f'S la tolen\Tlcia a PlTor(~S de modelado y a l ruido de 
medición. Como sn mayor desventaja se puede menf:Íonar la gran carga complltaciol11l1 nf'cesilria para realizar la 
estimación. En (Qiongxuan and Zhiyue, 2000) se presenta la aplicación de un filtro extendido de l{alman de orden 
reducido, donde la velocidad del rotor se considera constante. En este trabajo se definen dos modelos de error, los 
cuales cubren diferente rango de velocidad) son conmuta.dos para mejorar la fxacl1lud de la identificación a baja 
velocidad. Se mencionan problemas de bajo desemperio para bajas velocidades de mtor. Cabe menciona.r que en este 
trabajo se dan algunas "guía,>" práctic3s para la sintonización del observador, además se presentan resultados de 
simulación. En (Cuibus et al., 2000) se presenta la aplicación del filtro extendido de Ka lrnan pa.ra el motor de in
ducción. Se presentan resultados experimentales donde se compara el desempeño de éste con otra.<; metodologías de 
estimación de velocidad, sin embargo no se menciona nada sobre la naturaleza. del par de carga. aplicado. De (Elbnluk 
a.nd Kanka.lll, 1997) los algoritmos de filtrado de Kalrna.n y su extellsiólI ::;011 ob::;erva.dores robu::;to::; y eficiente::; pa.ra. 
sistemas lineales y !lO lineales respectivamente. Se utili;¡;a un Hlodelo en el tielllpo continuo para el filtro de K¡-!.ll1lall , 
lIlieutnl.s el filtro extendido de Kallllall requiere un modelo en tielIlpo discreto. 

Observadores de velocidad y flujo en control SSM 

Una de IRS ventajas de utilizar obsf'rvadores es la mf'joría en el despmppño dp los sist pma,'i dI' control. pues el 
uso (cuidadoso) de la retroalimentación puede Lolerar variaciones de cierta magnit ud de los parárrwt.ros de la plCl ntCl .. 
Existe una gran diversidad de trabajos reportados que utilizan observadores. En (Holtz, 2002) se comentan las 
características principales de: Observadores adaptables, observadores no lineales de onlen completo, observadores 110 

lineales de orden reducido, observadores por modos deslizantes. En (Feemster et al.., 2001) se presenta el diseño de 
un observador basado en la té~nica de "backstepping'·, donde se considera par de carga conocido. En este trabajo se 
presenta una lista de los defectos de los sistemas de control SSl\J, esto es 

• Falt a de 1m desarrollo matemátim riguroso o falta de pnwba de ('stabilidad para ()] sis1.<'ma dI' lazo ('PITado. 

• Se uesprecian .las no linealiuades del sistema electromeccí.!lico. 

• No se utiliza el modelo de orden completo del sistema, esto es, la diná.mica de la corriente de estator y/o la. 
dinámica mecánica son despreciadas. 

En (I(k et al., 2002) se presenta. un m0todo híbrido (est.imador-obs(~rvador), donde d ('stimlldor se bn..«a ('n las 
salif'ncias de la máquina para estimar la vf'locidad (incluyendo a 111 frecnenCÍa c1pl voltajp de excit,ación I'pro) , de (,al 
forma que se pretende evita r la zona de bajo desempeño, de frecuencia cero, conmut.audo entre observador y esti
mador. El observador, para velocidad de rotor, es del tipo adaptable. Se presentan resultados experimentales, dOllde 
se hace una excursión de la velocidad de positiva a negativa, pa.,>ando por cero. Sin embargo no permanece en cero 
y no puede decirse que este sistema funciona, aceptablemente, para velocidad cero. En (Pav lov and Zaremba, 2001) 
se presentan observadores de flujo y velocidad utilizando una forma especial del modelo del motor (se puede obtener 
el flujo con una. relación a lgebraica) . Se presentan resultados experimentales y las pruebas se realizan lejos de la. 
frecuencia de excitación cero. La aportación es que se evita el uso de integradores para el cálculo del flujo. 

Estimación basada en efectos parásitos en el motor 

Eu UII lIlotor de induccióll , las rallmas sobre In superficie del llúclco de hierro del e::;tator y el rotor producl:lI 
COIUj>OllcUtcS i:J,rlllóllicos (de ra.uura) Cll el flujo del l:utrchicrro. los cuales illduceIJ voltajes 2l rlnóllico::; CIl lo::; devalla
dos de cstator cuando el rotor gira. Por tanto, es posible dctmminar d dc:,,]jzi\mi< ~1l10 dI' los compon('nt.(~s a.rmónicos 
prespntes en los voltajps dI' fase del estator. Los armónicos del rotor en f'! (~Ilt.f(~hiprro modulan pI en l"z il fll i f~nt.o de 
fi lljo sobre e l esta.1.or , con lIna frecuencia proporcionnl a la velocidad dpl rotor. DI-' ps( a forma. la Vf~ locida.d plwdp s(~ r 
f'stimada ut.ilizando la ma.gnit.ud de los armónicos de volt.aje presentes en d <,stator o utilizando la frpclI(~ncia dp los 
armónicos, la cual también está rela.ciona.da a la. velocidad del rotor. La. forma. de generar los voltajes a.rmónicos es 
aplicar seña.les de alta frecuencia superpuestas con el voltaje de excitación. Algunos traba.jos reportados que utilizan 



(i 

e~to~ fellómenos SOIl (Asller, 2002), (Holh, 2000). Cabe mellcionar que eH lo~ tril!.>ajl)S rdert~ll(" i auos ~t' n'porta 111} 

buen ucsempello, siu ell1bargo estos métodos no utili:aul d moudo ud MI. 

Otro t.rabajo ('n relación con d mm de 1m; ('fcctos parásitos para la est.imación de l~ vdocidnd ('S (Wolbank el 
al., 2002b), dnnde se uwnciona qll~ p] dpA')prnpf'ño de los sist.f'rrHl.,) de control SSl\T se deLe7'iom en baja frecuencia (lP 
oppración o freclI encia cero. Para rpali?:ar la es(.irnación df' velocidad a freCllen(:ia (<1(' f'x ("it.a(~ión) cero sp ut.ilizan las 
saliencias de flujo causadas por la saturación de núcleo y las ranuras del rotor. En este l :·" bajo se reportan resultados 
de estimación para diferentes tarnai'ios de ranuras del núcleo del rotor. Es neceséHio lTIencionar qlle ést.e trabajo 
presenta un resultado para un J\,1l particular, es decir, se trata de un diseño especiai d p ] l\1l. 

En (Holt?:, 2002) se mencionan estos fenómenos (a baja frecuencia oe] voltaje d~ excitación) , además del cambio que 
se da. en éstos cuando el tamaño de las ranuras es variable dentro del mismo núcll~o Jel rotor. 

Redes neuronales como método de estimación en control SSM 

Según (Elbuluk ami Kallkalll, 1997) lasreues neuronales (NN) tieueu la ul.pacidad d I:.' il.prellui,.;aje para aproxilllar 
fUHciom:s 110 lilleales muy cOlllplicadas y por lo tanto SOll consideradas como Hll lllétodo llJlivnsi.l.l Jc aproxilllociúll J(, 
funciones. Así mismo ésta:> ticn~n c~pa.cidad de adaptación, lo c1\a] p('rmit.c fjW' SI ' plwdan n.plic;¡r cllnndo <'1 modelo 
(k la planta es parcialmcnt.(' conocido. Es posibk pensa.r en la ut.ili?:éu·ión d(' la. r<'des ll<!llronaks para lil ('st,inHt("ióll 
de velocidad y flujo en el motor. Una de las principales desven1.ajéll" de las NN es la griln cantidad dI> tiempo qllf' se 
t ienp que invert.ir en S1\ pnt,rena.mient.o. 

A pesar de las ventajas mencionadas anteriormente en (Cuibus et al., 2000) se presenta. un estudio comparativo 
entre NN, Filtro de Kalman y Observador tipo Luenberger. En este trabajo se reporta un mejor desempei10 del Filtro 
de Kalman y observador tipo Luenberger respecto al obtenido con NN. 

En (Campbell and Sumner, 2002) se presenta la aplicación de una red neurona l pa ra la e:>timación en línea Uf:' 
la resistencia del rotor. Esta estimación junto con un algoritmo basado en l\IRAS (pa ra la estimación de velocidad) 
forman el sistema SSM. La red propuesta es una red de tres ca.pas con retroalimentación y el algoritmo de cnLrc-
11(j.rnielltv utili:tado es ei de retrop,·opagacióll. Se presenta'l resu!taJos experilllellto.Jes. Sill elllbargo se reporta. U1 : 

er-ror considerable para bajas velocidades del rotor. 

Síntesis de la revisión bibliográfica 

E11 relación COII la revisión bibliográfica se puede lIlenciOllar quc existclJ proh](;1lI8S Je bajo dl'seJllpciio ponl 

los sistemas de control SSM dd MI para todas las metodologías de Jisóio rcvi~aJa.~ . El ba.jo Jeselllpeiio obscrv¡ltlo 
(':>tá ('n ra?:ón, principalmcnt(', de las r.ondiciones de operación del !\11. Los problemas ('ncont.rados de bajo d(!SCl1ITH'ño 
se intentan resolver por medio de las tp.cnicas de est.imación y obsprvél.c,ión incl1\so cambi11.Jldo 111 est.rllct.um físi(~a (kl 
mot.or (diseños especiales). Sin embargo, no se ha dado la import.a.ncia debida él las propiedades dI' obsprwl.bilidad opl 
modelo del Mi. Se puede mencionar que sólo se conoce un trabajo sobre análisis de las propieda.des de observabilidlld 
y éste es del tipo local. A continuación se presenta una lista de los principales problelll a~ reportados para los sist·ernns 
de control SSM del MI. 

1. Los esquemas de cOJl trol SSM del MI, preseJltan regioJle~ Je operacióll Je u¡.¡jo d":';\:'llIpeilO. por ejt>lfIplo. [;¡.¡j rl 

frecueJlcia. Je excitacióll y I¡¡¡.ja velocidad de rolor. En algllllOs tra.}¡ajo~ ~e lllCIH:ÚJIlC\ que ~c pre~elltoll plohklllas 
de observabiiiuaJ, tamhil!n, ell coudicioJlcs nOllliJlales Je opera.ción. 

2. No se conoce un análi sis del t ipo global de las propiedades de observa.bilidad del J\ 11. 

3. Falta un desarrollo matemático riguroso o falta de prueba de estabilidad pa ra el sist ema de lazo cerrado 
(controlador-observador) . 

4. Se desprecian léls no lineaEdades del sistema electromécanico del MI. 

!j. Se utili?:an mét.odos de estimación y observación qne no usan pi modf~lo del l\11. En a.lg llllos otros se pn~"I ' nt iln 

solllciones para. dispños pa.rt.i(:nlares del MI. 
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1.3. Formulación del problema 

El problema a resolver en este trabajo de tesis es: desarrollar un análisis de tipo global de la:; propiedades de 
observabilidad del MI en operación sií1 sensores mecánicos y diseñar un observador para el 1H que ut.ilice de aígulla 
forma el resultado del análisis de observabilidad. 

Para resolver el problema planteado se propone utilizar las mejores condiciones para la observabilid<ld , es el"'cir, 
se supone que e~ l~~odelo del motor de inducción describe de manera exacta al sistema, los parámetros d",l Illodelo 
son constantes y conocidos y que el par de carga (TIJ es constante y conocido. 

El modelo a utilizar es 2tjJ clásico del motor de inducción estándar (l\1eisel, 1966) 

w= -fw+a1j;T Ji-1f-
?jI = -a1j; - npwJI/; + M ai ( J.l ) 

~ = (3 [a l/; + npwJ ¡j; - (Al a + b) i + cu] 

Donde: la velocidad del rotor w , los flujos del rotor 1j; = [1j;a, 'ljJh]T, Y las corrientes de estator i = [in, 1/,( son lo!' 
estados: íos voltajes de estator u y el par de carga. TL son señales externas, aplicadas a l motor: 1(1. !nerci<J del rotor 
J > O. las illdndancias de estator y rotor (Ls, JJr) > O, la. imjuctancia mutua M > O. la~ resistencias ..Je estat.(lr y 
rotor (Rs ) ~ O, R,. > 0, la frición del rotor f ~ O Y el número de pares de polos np > U :;011 lo:; parcí)llt'troS: JI .Y TI SO!l, 

ulla lIlatriz anti-simétrica y la matriz idelltidad respectivamente, de la forma 

C 11." Al a = Rr b = LrR.~ (J = M" l.,. 
on a = JL r ' Lr' M" L.L .• -Af- Y c= /J' 

1.4. Objetivos 

Los objet.ivos que persigue est.e trabajo d(~ (esi::; son: 

• Realizar un análisis global de las propiedades de observabilidad y detectabilidad del motor de 
inducción, utilizando el modelo fundamental de voltaje. 

• Diseñar un observador de flujo y velocidad para el motor de inducción en operación SSM y 
relacionar el desempeño de éste con el análisis de observabilidad. 

1.5. Principales aportes 

Las aportaciones más importantes en relación con los problemas planteados son: 

Con el fin de realizar un análisis de tipo global de las propiedades de observabilidad del MI. se <1es<lrrolla 11IIa 
metodología general para sistemas no lineales y se aplica a l MI. Dicha metodología se presellta. en detalll ' y puede 
ser aplicada también a sistemas lineales. Ésta se fundamenta en el cOl1cepto de indist ing uibilidad p<lril sis temas no 
lilleales, presentado en (Hermann and Krener, 1977) y consiste en la búsqueda. y determinación, a partir del 1I10delo 
del sistema (el MI para este caso) , de un modelo dinámico de error representado por Ull conjunto de CCI lac ioncs 
álgebro-diferenciales, pa.ra. el que, el conjunto de soluciones, si existen, representa.n el conjunto de trayectoria::: indis
tillguibles para IC:ls cuales el siste111C:1, es inobservable. 

CO!l hase en el modelo dillámico de error Cllcolltrado (Ihl.lnado la Dimílllica llldistillgllihle dcl \JI). y Ilti li zalldv 
1,1 concepto (:}p <1ekel;ahilidad, s(' muestra (j11(' a lgl1mu; tra.Yl'ctorias indistingl1ihles dd l\ TI "O!l illd (:t('I·t:'¡\I,' ~ y ,'OIlIO 
n:sl1lt;ado de lo anterior se ('llllllÓan, de manem global, las propiedades de observabilidad del AfI. lo '1UI' ~Hkl1J;í:, 1I0S 

lwrmite hacer afirmaciones en el sentido dp la inexistencia de observadores q1H~ conv('rja.u para cmtlquipr v¡¡lor d(~ 



~Iltroda y cOlldiciones iuicia1es del MI. 

Parte del trélhajo desarrollado en esta tesis se presentó eH el artículo de revisto (Ibarra-Rojcls ct al., :200,1) y ('11 

<'l signi<,nt.c artÍClllo d(~ conv;rcso (Moreno et al. , 2002). 

No obst,ante lo mencionado en el párrafo ant,erior con res ped.o a la inexist.enc.ia de observadorf'fi (PlI d spnt.i
do indicado), siempre será necesario contar con observadores de velocidad y flujo par[' d 1\111 en operación SS!'.I , 
por 10 que se pr'csenta el diseño de tres observadores de velocidad 11 flujo considerando las liwiLaciones im¡mcslDS 
por las propiedades de observabilidad antes mencionadas. Así mismo se presenta una interesante rela ción entre las 
propiedades de convergencia de estos observadores con la dinámica indistinguible. Dicha relación, debido fI, b <'5-

tructura de los observadores propuestos, toma la forma de las condiciones de excitación persistente conocidas en el 
control adaptable para sistemas lineales. Esta relación muestra explícitamente para los observadores propuestos, que 
las condiciones de convergencia determinadas implican que las trayectorias correspondientes no pueden ser tray(:'do
rias indetect.ables. Dichas relaciones confirman los resultados sobre el a,nálisis de las propiedades de obsen'ahilidad 
eJlcontrados. 

1.6. Organización del trabajo 

En el Capítulo 2 se presentan los antecedentes teóricos básicos sobre indistinguibilidad y detl'dabilidfl,d que 
permiten el desarrollo del modelo dinámico de error, llamado dinámica indistinguible, Esta dinámica illdis tillglliblc; 
(DI) se desarrolla en detalle para el caso del motor de inducción (MI). Se muestra, de manera gráfica. qUt' dicba 1)1 
tiene una gran cal1Íidad de soluciones. Posteriormente, con el análisis de la DI se presentan <le mallera rl.\ nnal lD~ 

propiedades de obi'ervabilidad del MI. Adicionalmente se presenta,n casos particulares en las condiciones de opnac i<Ín 
del MI relacionados con la DI y que sirven para ilustrar la utilida.d de la DI. 

El! el Capítulo 3 se presenta el diseño de tres observadores para. el MI eH opera.cÍón sin sensores mccá uicos (S8:\1). 
Todos ellos tienen la estructura de UH observador tipo KahnaIl , los cuales SOl! diseñados petra tres distiut as repre
s(mtacioneH equivalentes del MI, obtenidas bajo diferentes mnsidcraciones. Se eligen observadores tipo Kalm:-HI. :Vi'! 

que todos los modelos del MI encontrados son afine,,, o casí afim's en los estados a estimar, con lo qllC' d probknu1 
de> obsprvru'ión se realiza para sistema." lineales variantes en el tiempo, Para este tipo de sistemfl,s (,1 obs(>fva dor tipo 
Kalrnan es más apropiado que uno t.ipo Luenberger. La idea básica para obtener el modelo del l\1l CjIlP se ul iliz;¡ 
para. el diseño del primer observador es suponer que la velocidad del rotor es una constante desconocida. Se rpaJiza 
entonces una transformación del modelo del MI que permite diseñar un observador adaptable, que estima. los flujos 
y el parámetro desconocido que representa la velocidad del rotor. Sin embargo, la transformación se rea liza sin tl'ner 
en cuenta la hipótesis de constancia de la velocidad y solo posteriormente se hace tal aproximación pl1ra realizflf el 
diseño del observador. El segundo observador presenta un metodología novedosa de diseño de observadores que s(' 
basa en un estimador lineal de condiciones iniciales (del tipo Kalman) y en un reconstructor de estados, ba.sado ell 
el p.stimador de condiciones iniciales, El tercer observador se diseña sobre un modelo aumentado del MI qUI? po"ee In 
propiedad de ser afin ell los estados 110 lI1edibles, es decir, lo:; flujos y la velocidad. Para cada. tillO de los tn 's UiSt'IIOS 
se ha.ce un a,nálisis de convergencia y se analiza la relación elltre l1ls propiedades de l'ollvergellcio. uel o!Jserv<ldor 
y la DI. COIllO ulla fOTilla de medir el desempeiio de los observauores diseiiados se preselltall resultados d" SiIlIU
laciólI para varias colldiciollcs de operacióll, en particular para los casos de hajo desempeiio rcport a.dos ell la 1 itcrfl tu]'". 

En pI Ca.pít.nlo 4 se pres(~ntan la~ conr.lusion(~s cid trabajo l'Cflliza(lo y se sugipren algunos !.c¡H;¡$ a.diciomd('s d e> 
inV('~t.igación reln,cionados con este trabajo. 

EII el Apéndice A se recopilan los resultados más importantes del Filtro de Kalman requeridos parl1 est.e trabajo. En 
el Apéndice B se presenta otro modelo de la DI que se relaciona con el observador OECJ. El ApéndiCe> e prescllta el 
desarrollo de la dinámica indistinguible para sistemas lineales . Dicho desarrollo se realiza con la misma metodología 
que pa ra el tvlI. En este apéndice, se relaciona la DI para sistemas lineales con los resultados conoc id()~ sobre 
observabilidad para sistemas lineales. 



Capítulo 2 

Análisis de observabilidad y 
detectabilidad del motor de inducción 

SSM 
. , 

operaClon 
en 

En este capítulo se presenta el resultado principal del trabajo: la Dinámica Indistinguible (DI) del MI en operdcióJI 
SSM. El desarrollo del mismo se realiza presentando inicialmente las definiciones de indistinguibilidad, detecLabilidaJ 
y su rela.ción con la observa.uiliJaJ Je los sisternas no lilleale¡; . Po::;terif>rlTlente ¡;e prt'sent<t. ulla. lIIetoJología p<tHl. 1(\ 
ob1.t'nción de un modelo Jináll1ico de error Jel que se obtiellt' la DI. Se lI1uestra. el diagrama de fase de la DI COJl 
d till de lIIostrar alguuas de las trayectorias indistinguibles Jd MI y la faciliJad con que ¿'Stas se presentan . Como 
un resultado del tra hajo autcrior se preSC!lta¡. las propieflades Je obsenabilidad, dctectabilidad del !'oH ell operación 
SSl\I. Finalmente, utilizando a la DI. se muestran algunos ca.<;os particnlares (algunos en simulación) de Opl'fH.<:Íón 
dd MI en op<,ración SSI\I, pr<'sentados en la literatura como ca.<;os de bajo desempeño. 

2.1. N odones de observabilidad y detectabilidad 

En el análisis y diseño de controladores para sistemas de múltiples entradas y múltiples salidas, en muchos de los 
casos se consideran accesibles (para medición) todos los estados, situación que en general no es realista. St' puede 
afirmar que las variables necesarias para realizar alguna acción de control en un sistema no lineal (lineal), no está.Jl 
disponibles (al menos no todas), por lo que en muchos casos será. necesario utiliza.r observadores para contar ron 
algulla e¡;timación de estas variables o estados no medible::; y de esta. forllla poder reahmr el cOlltrol de I1ICt.Jlera COll

\'euiente. Existell además otras ra:wncs por !as cuales e::; recomell(j<tble utilizo.r observadores, entre las que se )Jned('ll 
1I11'Il;;iollar. por ejemplo: económicas, pues el uso de ohservadores ¡;ust.ituye el uso de ¡;eusore::;; dCSClllPCIJO, el liSO de 
8!.'uSOrl'8 iufluye sobrc el cOIllportamicnto dinámico del sistema: cOIlfinhilidau, pues e¡;ta gua.rda relacióll invcr¡;11. COll 
C'I mím<~ro de sensores (mient.ras el sist.ema no sea r<,dundante con respect.o a los s<msorcs). 

En táminos g~nerl'l.l~s, s<~ puede dp.cir que un obsp.rvador es un sist:ema dinámico anxili~.r qllP. permite n~consl fnir 
variablps del sist.em ,~, lIt.i!izando prinópillment.e su información p.nt.rada-<;a.lida y SllS (~<:Ilaciones dinArnicas. Lil f'xis
tencia. de observadores está. fllertemente relacionada con la existencia y tipo de trayectoria.') indistillguibles. A grandes 
rasgos se puede decir que dos trayectorias (estados) de un sistema (no lineal) son indistinguibles entre sí si éstas SOIL 
diferentes aunque la. entrada y la salida del sistema sean igua.les. 

Sea el sistema no lineal descrito por 

E . { :i; = f (x, u) . 
. y=h(..c). 

x (O) = :co (:2J ) 

d01lde x E nr e R" es el vector de e¡;tados, u E U e RP es el vector de e1ltrada~, y E Y e Rm es el Yce

tor de ::;a.lidas, y Dx. U. y y S01l conjulltos ahiertos y cOllecta.dos. L¡Js fUllcione¡; f y h ¡;Oll suficiellk1lH.'llk SI.II1.ves 
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defillida~ en (:c.u) E Dx x V , respectivamellte. La solución de (2.1) que pasa a través de Xo eH t = 0, correspolldi
clld.o a la función de entrada u. (-) , es dellotada COIllO.1: (t., :1:0, 'lj ( . )). Eu \lIm fOIl lJil ,.;iJIlilm. la salida se expreS1J COlllU 
y (t. :/:0 , u. (-) = h (:1: (t, ;);0, '/J. ( . ))). 1 Considere que el sistema L es completo, esto es. l(l~ tra.vectori<J~ de esta.do :/: (t) 
son definida." para todo t 2 O, toda condi .. ión inicial Xo E D", Y cllalqni<'r <'Iltrilda {jo (.) E U. 

Con la definición ant.erior de sist.ema no lineal, es posible definir en HIl con1.<·'xt.o gelwrallas ,.;ignientes propiedades 
importantes (instrument.ales para el desarrollo de este trabajo) . 

2.1.1. Indistinguibilidad, observabilidad y detectabilidad 

El desa.rrollo sigL!il'lltc se helsa ell gran medida ell el COHcepto de ilJdist,illguibilidud presentado por (Herlllilllll 
alld Kreller. 1977). Este COllcepto es auxiliar 1.'11 la uefinicióll ud COllCl'pto dc dckci¡l.hi!iuau y ambos estáll lImy 

rdacionildos con la existcnr.ia de observadores para sist.ema;; no lineales. COll~jdcre la sigllielltl~ definición. 

Definición 2.1 (Indi.stinguibilidad, Detectabilidad y Observabilidad) Considere nna entr'ada '11 (-) para el sisf.ema 
(2.1) y una condición inicial Xo E Dx. Si x E D", otra condición inicial, es tal que y (t , IO, '/J. (.)) = y (t , x, '/J. ( .)). paro. 
todo l E [0 , 1') , para algún 'j' > O Y son diferentes paTa l 2 T entonces i: es un estado u (.)-inrlisting'/J.ible de :1.'0 en el 
intervalo [O, T) . El conjunto de todos los estados u O-indistinguibles de Xo ~ení denowdo por I(u,,·). 

El sistema (2.1) es observable si para cualquier Xo E D:r, Y algún 11 () E U se sfLli.~.rat:l: q1/,(;' I(u .. ,.) = {xo} . 
El sistema (2.1) es localmente observable si para cualquier Xo E D:,., :ti alyún 11 (.) E U existe nna. vecindad V:, e D" 
de IO tal que para Vx nI(n,T) = {xo} . 
El sistema (2.1) es detectable si para cualquier Xo E D:r , Y algún u (-) E U se satisface que 

lím IIx(t , x, u (.)) - x(t , xo , u (m = O , Vi E I(lIr ) 
t~oo 

El sistema (2.1) eS localmente detectable si para cualquier Xo E D .• , Y algún u (-) E U existe una vecindad n.y e [Jo: 

de Xo tal que 

Iím Il x( t. :1:, '/l C)) - :I:( t . :1:0. '/J (- ))11 = O. VI: E VI n It ?L.:c) 
I. ~()() 

Comentario 2 .1 Obser've que los estados indistinguibles X o y i dejinen el su. vez a lus tm:/jedurias indistinguibles 
:1'(1 , :/:0 , '/J. (-)) , :1:(t., :r., '/J. (-)) respedivamente, definidas en el intervalo t E [O , T) 

Comentario 2.2 Note que la dejinición de trayectorias indistinguibles para 1l1¿ intervalo de tiempo [O, T), permil.e la 
dejinición de detectabilidad, pues se puede observar que es posible recuperar la disling1libilidad después de un tiempo 
.finito T. 

De la definición anterior es posibl<~ darse cuenta que la propipdad de dd:('(·tahilidad (local) exclny<' la <:xist(~ncia 
(local) de trayectorias indistinguibles divergcnt,ps . DC' hecho si exil't,cn trayectoria::; indistingnibks diverg(:nlps, ('n
lonc('.') ningún obsp.rvador qlle se disp.ñe para el sistema podrá .. onvp.rger pant toda (.ra.vpcioria del sisl P.I1lrl. Con pI fin 
d(' formalizar la afirmación anterior considp.re la. siguienlp. 

Definición 2.2 (Observado?) Consider'C un sistema 

z (O) = Zo ('2.2) 

dónde z E Dz e R"y i; E Dx e R"son vectores de estados, :.p . X son fllnrionp8 snfiripnlpm,pnt p. S1/.(lJ,'P8 definidas pn. 

(z, u , y) E J) z x V x Y , con 1J 2 un subconjunto abierto y coneelado de R '- . z (1, zo· 11. C) , Y C) r-eprc;senta la solución 
de (2.2) pasando a tr'áves Zo en l = O y correspondiendo a u C) e y C) . 
El sistema (2.2) es llamado un Observador para el sistema (2.1) si e:risfe 20 E })z tal que pam todo Xo E DI" Y 
para todau (· ) E U se snf.isface que 

lím lIi(t ,zo. n(t) , y(t ,xo,u (i))) -x(t .:ru. 1l( ) 11 = O 
t ~'X-

1 Si )lO Ilay ('onfUSlf'¡ll. est as pucdt:n cscrjLin)c ~ ti iluplCTIIl'ut c <'01110 X (t ) .y Y (l.). 
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El sistema (2.2) es llamado un Observador local para el sistema (2.1) si para todo.r E D:r. c:áste \/, una vecindad 
abierta de :r., y existe zo E D z tal que pam todo :J:o E Vx , y para toda 11(.) E U se satisJace la ecuación (2.2). 

De la definición ant.erior se puede observar que la única restricción para que exista el observa.dor, es que tiene qut' 
existir convergencia. para toda trayectoria. esto es, para cualquier condición inicial y cualquier ent.rada a la planta. 

2.1.2. Relación entre la existencia de observadores y la detectabilidad 

El siguiente f(~sultado es válido para toda definicir'¡n razonRble df' obsprvador. d.1··bido ¡¡ que PSt.R dl' IWTlrlf' ¡JI' 1m; 
restricciones estructurales del sistema y no de la estructura del observador. 

Lema 2.1 Suponga. que el sistema (2.1) tiene un observador' global (local). Entonces clsisl.ema (2.1) es (localmente) 
detectable . 

Prueba. Por contradicción, suponga que el sistema (2.1) no f'S df'ted.able. EntOl1Cps I"xis!./' nna f'nt.ra.da u (.) .v 
dos estados Xl,X2 E Da: tales que y(t,x],u(-)) = y(t , X2,U(-)), para todo t::::: O, como no es detectable, entonces 
lími-co Ilx(t. Xl· u e)) - x(t, X2, u (-))11 f. O. 

Para un observador global n (2.2) de L, existe 20 E D z tal que 
límt._oo IIx(t , X;, u(-)) - 5:(t. 20. u(-), y(t, X;. uO))1I = O, i = 1.2. 

Observe que 5:(t, Zo. u(-), y(t, Xl. u(-))) = x(t, 20. 1l(-), y(t. X2, u(·))) para todo I ::::: O. 
Pero debido a que 

Iílllt_oo IIx(t.xl'U(·)) -X(t. X2,U(·))II = 
=IÚUt_"XJ IIx(t, Xl. u (.)) - i(t, zo , u( ') , y(.)) + i(t , 20. u(·), y(-)) - x(t. X2· u. (-)) 11 :s: 
:s: lílllt_?C. [ II:r(l, :J:l. ve)) - i(t, 20, 11.(-) , Y(·))II+II :.r(t, :C2 . vO) - :c(t , zo, 'u.(.) , y(-))II] = o 
con Jo que la consideración inicial sobre :1: ] y :1:2 sc contradicc. 

Para. la vI:rsión local, suponga que el sistC'ma (2.1) no I:S localmentl' dl'tI:ctable. pntol:cs exist t: 11l1;t u. (.) .v un est.ado .1"\ E 

lJx tfl.les qnf' para cllil.lqnip.r vecindad abierta UX1 de Xl, exist.e un x2 E UXI lal quP. y (t , XI, 11 (-)) = y (t. :¡:2·1J. O) . pa.ra. 
todo t ::::: 0, pero límt-+oo Ilx(t, Xl, U (-) )-x(t, X2 , u (-)) 11 f. O. Para un observador local n (2.2) de ¿; existen Ulla vecindad 
abierta Val de Xl y Zo E D z tales que para cualquier X2 E VXI ' líml-+oo IIx(t, Xi, u(-)) - i:(t , 20, 1l(-) . y(t , Xi, 11.(-»))11 = ü 
i = 1,2. Pero por los mismos argumentos que en el caso global esto nos lleva a una contradicción. _ 

2.2. Modelo de error y dinámica indistinguible (DI) 

El propó~ito de introducir U11 modelo de error para sistemas 110 linea.les, y l'11 particular parC:l el i\1l . es dc~arrollar 
una herramienta. que permita encontrar las trayectorias indistinguibles y poder deducir si I:st.as son ddl:ct.abl<'B o no. 
En un contexto general de sistemas, el desarrollo de un moddo dinámico de <:rror qnc r< ~ pf( ·sl ~ n1.l~ d comport.amil'nto 
indislinguiblf' se puedp formnlar dI' la signient.e manera: 

Considere un sistema. dinámico no lineal de la forma (2.1) con las variables de entmda y salida. (u, y) medibles. 
Asuma que la est1"Uctura del sistema es conocida (incluyendo los parámetros). Dctcnninc si para el sistema (2.1) 
exi.ste un modelo dinámico de error que represente el comportamiento indistinguible de Imyecl.orial:i, esto es 

l. D('.lc1fTl:ine un modelo dinámico de error que represente todas las trayect01ia8 i'Tl!lislinquible;;. 

2. Ddennine si estas trayectorias indistinguibles son convergentes o no. 

En el C<1S0 part.icnlar d.f'l MI se plH'.(h~ rea.liza.r lo sigllil'nte I~on rf'spf'c1.o a la clf'tl'rl1linal'Í<Ín clf'l modplo ([imí.mico 
dI' error. En d estudio bibliográfico se mprwiona qne los esquemHs de conl.rol SSJ\.l para 1'1 mot nr de inducción t.ienen 
problemas de bajo desempeño y aún llegan a inestabilizarse en el rango de baja. velocidad de rotor (Canudas De Wit 
et al., 2000) . (Bodson and Chiasson, 2002) , (Holtz, 1995). (Rajashekara et al. , 1996) , etc. Se menciona , en algunos 
trabajos. la presencia de problemas de observabilidad en estado estacionario y con cambios. ciel tipo esca.lón. en e) 

par de carga según (Harnerors, 2000). 
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Considerando lo anterior se asume la siguiente hipótesis: el motor de inducción tiene problemas de obser
vabilidad en diferentes condiciones de operación. 

Por lo tanto, la tarca más importante' éL w a!i7.ar en esta parte dd trabajo. será VC'rifica r la hipótesis ill1tl' rior 
bHsados en el modelo dinámir.o de error. En las sigllif'ntf's se('('ionf's se mostrará que las tpl'y(~dorias indistingniblf's 
PXÜit.f'n para el caso del Ml cuando est.á en operación SSM. Es import.ant.e mencionar qne el resnlt.aclo (Jllt~ se pre!Spnla 
en las siguientes secciones es de naturaleza global y además, es posible analizar, entre o:ros, los casos reportados en 
la literatura con problemas de observabilidad del MI. 

Considerando los resultados de la sección anterior donde se establecen relaciones claras entre lit existf.' IH:ia de ob
servadores y la detectabilidad, y a su vez entre la detectabilidad y el concepto de ~rayectoria :ndistinguiblt\ se puede 
construir un modelo dinámico de error y con éste verificar la existencia de trayectorias ind;stingllibles, ued('t'ta bIes 
o no, en el MI y definir, apoyados en esto, las propiedades de observabilidad del 1v11. 

2.2.1. C onstrucción del modelo dinámico de error para el MI 

A continuación se presenta el desarrollo del modelo dinámico de error. El procedimiento es general y se puede 
Clplicar a cualquier sistema no lineal y lineal. Aunque, en esta sección se presellta para determin a.r el modelo de 
error del MI se muestra en el Apéndice e que se puede aplicar a sistemas lineales y esta metodolog ía conducp a los 
resultados conocidos sobre observabilidacl para este tipo de sistemas. 

COllsidere el modelo clásico, equivalellte 24> , del IIlotor de illducciólI (Meisel , 19(6) (1.1) 

~ = - Iw + o:1.j;T]i - !f-
1.j; = - a1jJ - n p w]1.j; + M ai (23) 
~ = f3 [a1.j; + npw] ljJ - (Ma + b) i + cu] 

dónde ia velocidad del rotor w E JR , los flujos del rotor 1.j; = [1.j;a , 'ljJb( E JR2, Y las corrientes de esta,t.or i = [i" . i¡, f" E JR:2 
SOIl los estados; los voltajes de estator u y el par de carga TL son seila.les extel'llas, aplicadoS 01 IIl0tor : la illercia 
del rotor J > O, las inducta.ncias de estator y rotor (Ls , Lr) > O, la inductancli:i. mutua !IJ > (L loS re:; i:;lenciH:; de 
estator y rotor (Rs ) ~ O, R,. > O, la fricción del rotor J ~ O Y el número de pares de polos np > O SUIl los pa rámet.ros 
(perfectamente conocidos); ] y Il son una. matri:¡; allti-silllétrica y la. matriz idelltidad respectivalll(?ll(,C, de la fOrJlJa 

] = [~l ~]; H = [~ ~] 
m'e ' t. a.: q n,,,M a - R" b - LcH.," B - M e - h 

1 "n re s ue o: = JL,. ' - L,. ' - M . - L ,.L . -M2 Y - Al' 

Tomando en cuenta la Definición 2.1 y el modelo del MI (2.3) se puede pensar en el siguiente experimento: 

Considere dos motores de inducción exactamente iguales (mismo modelo y parHmetros) con la:; rnismas conrli
ciones de entrada, esto es voltaje de estator u y par de carga 1i., en donde ambos present.an la mism Cl co rriente i de 
salida y cada uno es inicializado con diferente condición inicial. 

¿Qué se podría esperar de las trayectorias de estaJo illtemas, e!Sto es, velocidad w y l'Iujo Vi '! 

l. Que las trayectorias de est.ados int.ernos sean diferent.f's , para t.orlo t > O. 

2. Que las trayectorias de ('starlos intC'rnos s(!an diferpntl!s ppro qlle r.onv(~r.ian (mtf(~ si cllando I - . x , 

El primer caso, implica que hay indistinguibilidad, debido a que con las mismas condiciones de entrad¡,¡ -sCllida Sl~ 
tienen estados internos diferentes. Esta condición de indistinguibilidad sería provocada por la función de voltaje de 
entrada u, de aquí el nombre de u-indistinguible (Definición 2.1). Adicionalmente , la condición dE' indi stillguibilidad 
provoca que el r..n sea inobservable. 



El segundo CaSO implica, también indistinguibilidad, pero cuando t ----> OG se recupera la distinguibilidad , t'S decir. 
huy ddcdabilidad. Esto implica (de acuerdo al Lema 2.1 y Defiuición 2.2) que es posihle cOllstruir Ull OhiCrVi¡.dor 
que converja para estas condiciones de operación. Por lo tanto el cuso que nos illtcresa es el primero, est.o es, C11'l.lIdo 

SI' prc~senta la indistinguibilidad y más que eso, no hay detcctabilidad. 

Ut.ilizando el experimento anterior, como motivación. es posible obt.ener nn modelo dinámico de error ntilizl'l.n dn 
el modelo (2.3) . considerando las mejores condiciones de operación para la observabilidad (que los parámetros del 
modelo conocidos, que i , u, 1I- son señales medidas y que w y '!f; son señales no medibles). El argumento de considernr 
las mejores condiciones de observabilidad es simple. pues si ell\U es inobservable para estas condiciones lo será ~aún 
m<Ís) también para las peores condiciones de observabilidad. El hecho de considerar a w yifi como señales no medihles 
establece la condición de operación SSM del MI. 

Considere los siguientes modelos con las condiciones iniciales (arbitrarias) indicadas. 

E, { 

~, { 

W¡ = -fw¡ +O'.'If!T]i¡- If , w¡(O) = l/IlO 

~ 1 = -a'!f;1-npwl]7/il +Mai l , 'I,/1 J (O) =¡j; 10 

~ = .3 [mh + npw¡]'!f;¡ - (Ha + b) i] + ro], i¡(O) = ilO 

W2 = - fW2 + n7/'f.JJi2 - Ti , "-'2(0) = 11 '20 
~2 = -a'!f;2 - npw2.lJ'!f;2 + AJai2 , '!f;2(0) = 1./120 
~ =(3 [a'!f;2 + npw2]'!f;2 - (111 a + b) i2 + cu] , i2(O) = i20 

Definiendo las variables de error, involucrando a las señales no medidas (caso SSM) 

se t iene que 

de donde 

por lo qnc 

Por otro lado 

f ~ W¡ - W2 =? ¿ = w¡ - W2 

~ ~ 7/'¡ - 7/'2 '* Ji. = 7/; ] - ·1/2 
e = i) - í2 =? e = ~ - ~ 

que es equivalente a 

Finalmente, se tiene 

e = i3 [a'!f;¡ + npw¡.lJ'!f;¡ - (Ma + b) í¡ + cu]- (3 [a.'!f;2 + npw2.Jhh - (Ma. + b) i2 + cv,] 

e = /3 [a~ + npw¡.lJ'!f;l - np(w¡ - t).lJ(¡J;] - ~) - (Ma + b)e] 

(2 .. 1 ) 

(2.fi) 

Ordenando las ecuaciones de ¿¡ con (2.4), (2.5) Y (2.6) se puede obtener el siguiente sistema que e l) ade lan l (-' serA ll a
mado el modelo de error 

(2. 7) 

=.{ _. (:U<) 



2.2.2. Dinámica indistinguible del MI: representación implícita 

Consii!eranrlo d moddo i!inámÍf:o rle error formado por los sistemas (2.7) Y (2.H) se Pllerle obtener un sist.eUlfl i!c' 
ecnaciones áJg(~bro-rliff'rf'nciales, la dinámica indist.inguible (DI) para. el MI. Para lo cual, considere qllf' se presentan 
las condiciones de indistinguibilidad, es decir, que existe una entrada '11.(.), un par de carga 'lL, iEualeo para 
ambos motores y un conjunto de condiciones iniciales tales que la salida de ambos motores es igual, esto es, i = i1 = ¿2 
para todo t ;::: O. 

Con esta consideración se puede mostrar (de las ecuaciones de error) que e = O => e = O. Sustituyendo e = (J en 
la primer ecuación de :::: se obtiene 

Sustituyendo e = (] en la segullda ecuaciólI de:::: se obtielle 

(2.10) 

üsando € = O Y € = O en la tercer ecuación de :::: se puede obtener la siguiente ecuación 

(2.] 1) 

donde el lado derecho de (210) es igual al lado derecho de (2.11) por lo que se puede decir que para la condición de 
indistinguibiJidad A = O. lo que implica que ~ = ete 

De a.cuerdo C011 los resultados anteriores el sistema forll1ado por ~ y :::: (lIlodelo de error) se puede escribir como 2 

DI: 

~ = - J w + Q1j;T]i _ 'J} 
1j; = -a1j; - nl'w]1p + Jl1 ai * = j3[a1jJ + npwJ¡f; - (Aja + b) i + Cv.] 
É=-ft+Q~T.JIi 
A = (J 

O = a~ + np(w - f.)]~ + npd'1f; 

(212) 

El sistcllla DAE (2.12) será llamado la Dinámica Indistinguible del MI. Éste se puedc interpretar COlllO la dilláll1ico 
7,ero dd sistema (2.7-2.R), que se puede ver como la conexión en cascada de la plant.a ¿; y un f'is1.cma dinámico (}p 

('rror ::::. Es importante mC'ncionar que el resultado anterior (2.12) es de naturaleza global, pues reprc!'<'ntH todas las 
trayectorias indistingnibles (detectables o no detectables) para el modelo del motor de indlleción (1.1 ). 

Con base en el resultado anterior se puede establecer la siguiente proposición 

Proposición 2.1 Consider'e el motor de inducción caracterizado por (1.1), bajo condiciones de indist-inguibilidad. El 
conjunto de soluciones, continuas, del sistema de ecuaciones algebro-diferenciales (2.12) está en c01Tes]Jonrlencia uno 
a. uno con el conjunto de trayectorias indistinguibles del motor de inducción, es decir, (w( ·), 1/{), iO , f.(-) ~(-), Td·) , '11.() ) . 
con (w(·), 7l{), 'i(-), r(·) ~(-)) continuas es una solución de (2.12) si y sólo si las trayectorias (w¡ (-) , lj:¡ (-). ,i(.). 1'd·) IJ( ·)) 

y (W2(-), 4]2( '), 'i(·), Td·) , '11.(-)) son trayectoria.s indistinguibles del motor de ind7J,cción (1.1) . 

2.2.3. Dinámica indistinguible del MI: representación explícita 

Las trayedorias illdistiJlguibles del MI corresponden a, UJl subcOlljunto de trayec.:torias del sistema (2,7-2.8) qUl' 

tielle 1IIla salida cero, esto e::;, e = O. Esto se puede describir por lino. falllÍlia de sistelIlas dinálllicos qUl~ ViVt~ll en 
sub-variedades de JR 10 dd espacio de estados de (2.7-2.8), de esta forma, las DAEs 3 se puedell interpretar COlllO 
cc.uaciollc::; diferenciales definida." sobre variedades, según (Rheinholdt. 198,1). El! la siguiente SCCCiÓll se prC:3Cllt cl ll 
todas las posihks <'cllacion(~s dif< ~nmciales (DE) definidas soh[(; vari('dadc~s y qll<' (kscrih('n a la dinfÍrnic;:¡ indif't.illgllihl,' 
d('1 l\/I. 

2Eliminando los subíndices. debido a que el sistema queda en función de las variables de error y las del molor ¿:l 
3Sistema,; d e ecuaciones álgebru-diferenciales 
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Dinámica Indistinguible en sub-variedad 

U:-;anoo 1Ul proc('oimicnt.o similar al ntilizado para (~ncontrar la oinámica cero de un sis1 (~ma, se' plied() mostrar 
qne la DI (:l .l:l) Sp pupde r<"present.ar por un sist.ema de eClla.ciones diferenciales dpfinido en una sllbvaripdad M 
del espacio de estados, es decir, considerando a la última ecuación de (2.12) como la ecuación de salida. se puede 
obtener con facilidad el vector de flUjOSljl y derivando esta misma ecuación se puede obtener el vector de corrientes 
i en función de las Vé: riables de error y la velocidad. La ecuación matricial que defi¡¡e al vector i genera. también la 
subvariedad de existencia rlp la DI. 

A continuación se presenta el sistema de ecuaciones diferenciales que definen a la DT de forma explícita. El de
sarrollo de la misma se presenta en la prueba de la Proposición 2.2 

(2.13) 

(2.14) 

con 

( T) ó. o:6.T6.p(v.:,f , 6.1'6.) 
p w t 6. 6. = ~~--~--~~~----~--~~ 

, , a (Mnp('.2 - 0-.6.1' 6.) (Alnp(2 + 0-.6.1' 6.) 

p (w , t. 6. 1'6.) ~ a2 (t - 2w) (Mnp t 2 - 0-.6.1'6.) + 
+ {o-.(é - 2w) 6.1' 6. + (w - E) (Mn pt 2 + 0-.6.1' 6.)} {a(a+ 1) - n;w (w - (:)} 

sobre la variedad 

M = {(w , ('.,6.) élR.
4

: el J M~~p 6.1'6. , c¡lO} . (2.15) 

Adicionalmente es posible mostrar que la.s trayectorias de la DT que no pertenecen a la subvariedad J-\1 tienden 

a los puntos de equilibrio de (2 .12). Si t = ±J Al:" 6.1' 6., entonces las soluciones de (2. 12) quedan definidas por el 

siguiellte punto de equilibrio (de (2 .12)) 

(± 
w± ± = - ± 

2 

En relación con el resultado anterior se establece la siguiente 

(:l.lti) 

(2.17) 
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Proposición 2.2 Asuma que TL es diferenciable. El conjunto de I.rayectorias indistinguibles (no f¡'iviales) dd m.o
tor de inducción (1 .1) está en correspondencia uno a uno con la unión del conjunto de soluciones del SiBlem(( de 
ecuaciones diferenciales 

con 

( 
T) ó aL~.rb.p (u.:.€ , b.Tb.) 

p w, f.o b. b. = ------:......c,-~--,-!.----,T=---,
a (Mnp t.

2 - ab.T ¿) (Mnp E2 + ab. ó) 

p (u.: , (:, b.T b.) ~ a2 (1' - 2u.:) (Mnp f. 2 - o:b.T b.) + 

+ {a (E - 2w) b.Tb. + (w - 1') (Mnl' t 2 + ab. Tb.)} {a (a + j) - n~uJ (u.: - f) } 

definidas sobre la variedad no conectada M 

(2.18) 

(21D) 

y el con)unto de puntos de CfJuilibrio E = (w, '1/;, i. E, b. . 1L, u) E R}1 de (2.12) localizados fucm de la va.,.iedad A1. 
dejinidos por b. =1- O Y los puntos (E+, w++ , (t+ . u.:+_ ), (t_, w_+)y( e, w_._ ) 

1 
1/, = -(a.lJ - np(7u - e)ll) ó 

n1'{ 
1 

i = - (a.H + I1pW.lJ) ,~, 
Ala 

b 
u = -- (aH + npw.lJ ) '1/; 

Mac 
TL = -Jfw + .Jn.q:T.lJi 

E± 
w± ± = 2 ± 

(2.20 ) 

Es decir, para cualquier 11. (continuamente diferenciable) cualquier solución (w(-). t(-J, b.(-J) E M del sistema de 
ecuaciones (2.18) corresponde a una solución (w(-J, 7J;(-).i (-)t(-) , b.(-) . 1L(·).u(-)) de (2.12). Además, toda sol'ución 
de (2.12) c07Tesponde a una solución de (2.18) o a uno de los puntos de equilib7io E . 

Prueba. De la última ecuación de (2.12) se puede obtener '1/;, (explicita mente) en términos de las variables de 
error. esto es 

('2 '21) 

Con lo qne lél s(~gllndii ('c!Hlción de (2.12) no es Iwc('saria. 

Ahora. (krivando la última ecnadón dI' ('2.12) .Y sustit.uyendo In.s eCllacion(~s dif< ~ n'l)(".i aks. n ~sl)<'divils, S( ~ obt i( 'IH: la 
("(,lladón dI' la corrien1 f' i (~n términos df' !;¡s variables df' error 

(222) 

dOllde .pI ~ a(a + 1) - n~u.:(w - e), 'P'J, ~ al1p (2u.: - () y 

R~ 0':"1' ( t.- 2u.:).n b.ÓI +~: (.lJÓÓT-Ó b.'J') .lJ) ) + Man.pd ('2.23) 



con 
det[R] = [ÑJo.np ( _ ~a ~T~] [j'vlanp( + ~~T ~] 

la matri7: R es regular en cualquipr parte excepto en los va.lores f = ±J M~" ~T~. 

'i7 

Con el propósito de definir completó.mcnte el conjunto de soluciones para (2.12) se presentan dos casos en razón del 
valor de 1::, a saber: 
Caso 1: lo -J. /'---<>-~-:'1:'-'~-. 

-r V Mn,. 

De (2.22) las corrientes del MI. se pueden expresar como 

con 
~¡ ~ «-2W)11p(!~~T ~~0 + a). 

1jJ2 ( -

~2 ~ ~, (a(a + f) - n~w(w - 10)) , 
q¡¡ ~ M ua~T~ a.npf' - -;:- , 

q¡2 ~ AJ an t -+ (H, ~'j' ~ 
p < 

(2.24) 

EII collsecuellcia, el onlell de la DI (2.12) se puede reducir utili~ando (2.24) ell luga r de la. tercera. ecuaciólI de (2.12). 
Con base en lo anterior se puede obtener un modelo equivalente de la. DI (2.12) sobre la varieda.d }A , esto es 

con 

( 
TA) ~ Q~T~p(W,E, ~T~) 

P W, f,~ u - , 
a (Mnpf2 - Q~T~) (Mnpf2 + Q~T~) 

P (W.f , ~T~) ~ a2 (lO - 2w) (Mnp f.2 _ Ci~T~) + 
+ {Q (E - 2w) ~T~ + (w - E) (Mnp f

2 + Q~T~)} {a (a + f) - n~w (w - t)} 

sobre la. va.riedad 

M = {(W,f,~) E JR41 10 =1- J MQn'P ~T~ , lo #- O} 

Diferencia.ndo una ve~ más la restriccióll algehraica o la ecuación (2.24) se puede obtellel' el siguiente vector d(' 
voltajes de estatol' 1}. para la condición de indistinguibilidad y sobre la variedad }v1 

con 

4>? = J, n~ [( - 2w + lo) + ( - f w + m¡,T Ji - Zf) + w ( - f lo + Q~ T JJ i) 1 + 
[ ( f) 2 ( )] 'V2( - j< +<> Ó

T
Ji) + a a + - npw w - 10 (\jJ~ 

Caso 2: E = ± /_<k_~T ~ V /1.111,. 

Considerando que ~ #- O (si ~ = O. entOIlces f. = O, implica la illexistellcia de tl'(l.ycctol'ias illdist. inguihles). ¡\~í Illis lllO 
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observe que la II1atri~ R es singular y no se puede invertir. Sin embargo, como ( \:'s C01l8tante (( = O) Y de lo cnarta 
ecuación de (2.12) ~e ohtiene 

(2.2<i ) 

Las eCUaciOllPS para i, (2.26) Y (2.22), se deben satisfacer de manpra simultánea. Por lo t.ant.OT!1. pn'>l1l1llt.iplicando 
(2 .22) por D.T se obtiene 

TO-¿ 
D.T Ri = _D.T [IP1ll + 1P2.ll] D. + D.T.llD.-j!-

como D.T.llD. = O, la ecuación anterior queda 

desarrollando (2.27) se puede obtener 

A hora.: prernultiplicando y postmultiplicando (2.23) por D. T e í, respectivamente. se obtiene 

usando (2.26) la ecuación (2.29) queda 

igualando (2.28) con (2.30) 

'2 2 ( )] A T A M a'n."f 2 la - n w w - t ti ti = ---L 
P Q 

sll~t. iluj'elldo el valor de (2 = '1<> D.T D. en la. ecuación anterior SI! 0btielJe 
1\ ¡¿1' 

') (J2+a.f 
w- - (W - . = O 

n 2 
p 

con la qne se' pueden caknlar los dos valores de w para un valor de f. , ('sto ('S 

C011 

t± 
w± ± = 2 ± -Q-D.T D. + a2 + aJ 

4Mnp n~ 

(± = ± I~D.TD. V Mnp 

(2.27) 

(2.2~) 

(2.2~j) 

(2.30) 

(231 ) 

(2.32) 

(2.3:3) 

se puede ver que las soluciones de (2.33). para D. y ( constantes, serán también const.a.nt.es. es decir, w es cons(,anie . 
Con base en lo anterior se puede observar, retomando (2.21), 

que ~': tamhién es COllstantc. Por otro lado, de la segunda eCn<:lCiÓll de (2.12) se pucde oh:-::crvar que 

O = -a'lj; - npw.ll'lj; + iIf ni 

{'OJl la tple se obti\:'Jle el va lor de í 
. 1 
t = - (all + n w.ll) .,j: Ma p . 

(2.34 ) 
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que resulta, también, constante. Siguiendo el mismo procedimiento, y con el resultado anterior, de la tercerCl ecuacióll 
de (2 .12) se observa que * = O, es decir 

usando (2.34) Y la ecuación anterior se obtiene el voltaje de estator ti. 

(2.3!í) 

finalmente de la primera ecuación de (2. 12) se obtiene 

(2.30) 

En relación con los resultados anteriores se puede afirmar para el Caso 2 lo siguiente. 

Si lo = ±J )\,1';.,. t:J.T t:J. , entonces las soluciones de (2.12) quedan definidas por el punto de equlibrio de (2.12), 

(2 .. 17) 

Conclusiones importantes sobre la DI 
Todas las t.raypdoria.<; indistinguiblC!s del mot.or SC! dpsr,riben (csC!nc:ialmC!nt.C!) por el sistc~ma (2 .1R), dc~finido sobre lél 
variedad M. Geométricament.e esta variedad se puede r,onsiderar mmo una sub-variedad del f'spacio dI' esl.;tdoo'; R I o 
del sistema de ecuaciones (2.7-2.8) con e = O, (2.:n) y (2.24) describen como M se embebe en R 10 Una trélyectoria 
de (2.7-2 .8) corresponde a dos trayectorias del motor de inducción. Cuando una trayectoria de (2 .7-2 ti) está en ,\.1 
por algún intervalo de tiempo, ent.onces las correspondientes trayectorias del motor son indistinguibles durante ese 
intervalo de tiempo. El sistema (2.18) describe, de manera exacta, sólo las trayectorias de 1: - :::: que t;on posibles 
sobre M. Es conveniente hacer notar que es necesario elegir condiciones iniciales sobre M para que las trayectorias 
de 1: - :::: estén definidas sobre M y aplicar funciones de entrada tales qÍIe las trayectorias permanezcan ('JI M. 

Allnque M es de dimensión cuat ro es interesante observar que dos de las variables (t:J.) dI' la diná.mica illdis linguiblf' 
(2.18) SOIl COllstall tes. lo allterior implica que cua.lquier trayectoria illdistillguible del Illoior ue illulln:iólI l 'S!.<Í C<:I 

rCl.clerillad1:.l. por el hecho de que los vedores de flujos 1h y 1/;2 difieren para todo el iuterv,llo de tit~lJlp() (donde se 
preseuti:1 la imlistinguihilidad) en UII valor constante. Por otro lado, esto peflllitc COlIsiUl'rar a la dimillli('u ilJdit;tiu
guihlc (2.1~) COIIlO un sistema de segulldo orden, paramctri:tado por Ull vector con~tallte t:J., de hecho por el cl.ladrCldo 
d(~ Sl1 norma, est.o es, 11.6.11 2 = t:J.Tt:J.. Est.o reslllta v(~nta.ioso debido a que se pueden apli ca.r la t"l'('[licéls ('xisWn1.<'s de 
HIllUisis (k sist.emas ck segllndo ordc'n y para. algllnH de elléls, léls trayectorias de la DI s(~ ¡)JJedcn visllalizar sobre' d 
plano (e. w). Ot.ra. observación import.ante es qlle lél DI (2.1R) es vá.lida para. (:ualqlli( ~ r c:onjllnt.o dt' paní.lTH'trns dfd 
mot.or de indllc~ción. 
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2.2.4. Diagrama de fase de la dinámica indistinguible 

La solución c<'rntda d<' las ('c:nacion<~s qnc ddln<'n a la. dinámica indist.inguible es muy dificil d<' obt,<'I1<'r (kbido fl 

que se t.rata de nn sistema de ecnaciones altamente no lineal. A pesar de lo a.nterior y debido a que (2.1R) se pllt~de 
expresar como un sistema de segundo orden es posible realizar un análisis gráfko donde se muestre la exist,ellcia. de 
trayectorias indistinguibles del l\n. 

Diagrama de fase de la DI 

Con el fin de ilustra.r la existencia de soluciones para la dinámica indistinguible (trayectorias indistinguibles), se 
procederá a. generar el diagrama de fase para (2.18) , asumiendo /j, como un parámetro constante, con lo que (2.18) 
se conv;erte en Ull sistema de segundo orden parametrizado en /j, = [kl , k2jT, donde los ki son constantes, 

Utilizando "simulink"4 y el modelo de la DI (2 .18), se realizaron varias pruebas de simulación de la DI, para 
diferentes condiciones iniciaJes del motor y considera,ndo un rango de velocidades del rotor que incluye a la wlocidad 
nominal [-360 (ra,djseg) ::; w ::; 360 (radjseg)] 

Las concliciolles )Jara la reali:taóóll de esta silllulacióll SUIl: 

El valor (k los parámetros ('s el siguient.(~: Lr = 0,07(; H, Ls = 0.H2 H, R1' = 0,93 n, Rs == U;13 n, /11 .= O.O!)!} H, 
flp = 2, .J = 0,029 Kg m'2 , f = 0,13 S -l , /j, = [0,1, O,Irr 1lJcb, TL = 4 Nm 

Los valores elegidos para l:I. y 1[., corresponden a condi('iol1f~s nominales de operación elel motor de indn('ción :;. 

Las condiciones iniciales para t, fueron: O < te < t, donde te queda definido en la variedad }vl. como te = . !.1" /j,T /j, V 11 "1' 
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Figura 2.1: Diagrama de fase de la, dinámica, indistinguible 

En la Fig,'2.1 se prespntan algunas de las trayedorias de pstado de la DI para d ilprenl,ps ('ondicio))ps inici¡t!,-,s 
(10, ""o), con lo cual se muestra la existencia de soluciones de la DI y la facilidad con la que (lichas trflvp.(torias 

4Matlab ",5,3 'fhe MathWorks, Ine-
5 Para un motor que corrf'~ponde con Jos parámetros utilizados 
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puedell gellerarse. Es posible, tambiéll , ver la. direcciólI que ~iguell dichas trayedoria~ dirigirélldose a los dos pUllto~ 
de equilibrio dd sistema DI. 

Comentario 2.3 Es necesario subrayar que las condiciones iniciales utilizadas est.án dentro de la variedad M. 

Otra de las formas de verificar la. existencia. de soluciones pa.ra un sistema de ecuaciones uiferellcia.les es calntl¡j.r 
sus punto~ de equilibrio. Adicionalmente al diagrama de fase se presentan los puntos de equilibrio para la DI (2.18) 
ohtenidos de forma numérica: 

W eq l = -41,119[-] , t eq l = 9.6944xlO-[- ] [
Hui ? /'wl ] 
seg seg 

[ 

_ 1 rad ? ra.d ] 
W eq2 = -1,010bXlO' [-], t~q2 = 9.6944xlO-[-] 

sl'9 sey 

Observaciones adicionales sobre el diagrama de fases Fig.2 .1 

• Existen soluciones para (2. 18) en todo d rango de vdociu<:ldes. 

• Existen soluciones para (2.18) para toda. E con tal que O < te < (: 

• De acuerdo con las dos observaciones anteriores, es muy probable que exista n trayectori<ts indistinguibles para 
cuaJquier condición inicial, esto implica que la probabilidad de que exista a lguna trayectoria. indistinguible para. 
el motor de inducción, es muy alta. 

• La considera.ción básica para utilizar el concepto de diagrama de fase es Ó igual a. consta.nte. por lo que varia.ndo 
Ó se puede obtener una familia de diagramas de fase, pero es posible que no se obtenga informa.ción adicional , 
pues serían superficies de nivel iguales. Por lo que, en este trabajo se considera suficient.e verificar (2 .18) para. 
condiciones nominales del motor de inducción (para el valor de Ó) . 

• La. existencia. de los puntos de equilibrio para (2.18) de hecho implica la existencia de a l menos una solución 
para la. dinámica incistinguible. 

Comentario 2.4 Otra apor-lación de utilidad para el tema de control SSM pod1v[a ser, obtene'/' todas las condú:iones 
del volta,ie de alimentación tales que se produzcan trayectorias indistinguibles no detectables, pam todas las condiciones 
de operación (reales) del motor de inducción. Pam esto se 1'equiere relacionar- la derivada de la ecuación (2.22) con 
la ter-cem ecuación de ¿¡. De esta ecuación se podría, teóricamente, obtener el vector de vol/.ajes que satisfacen a 
(2.18). Con el conocimiento de este vector se podría establprer una (,8tratcgla pa1'(J. pvitar estos vol!.ojes 11 de (,8tl1. 
forma evitaT la posibilidad de pérdida de observabilidad del motor. El procedimiento anterior se ha intentado sin 
éxito, pues no fue posible obtener el vector de voltajes de forma cerrada, debido a que en la manipulación algcbmica 
T'esulta un sistema de dos ecuaciones algebraicas de alto grado. 

2.3. Propiedades de observabilidad, detectabilidad y existencia de ob
servadores para el MI 

La ohser\':tbilidad y 111. dctedahilidad (t.anto gloh1l.l como loral) se' p1H~den cara,rt,<Tizar en 1l~rminos de In rlin;í.ll1ic:1 
indistinguible de un siste ~ma . Estp resultado gpneral se' e~')tablere 1I.quí, ('sp('rialmemt.(" para p] motor de indncción . 

L1I.s propif'd1l.df's de obsf'rv1I.bilid1l.d del motor d €-' indncción se est.a,bl€-'cf'n en la sigl\i(~ ntf' 

Proposición 2.3 El motor de inducción en operación sin sensor-es m ecánicos es: 

1. Obse1iJable, si y solo si, la. dinámica indistinguible (2.18) no tiene sol1tciones 

2 Localmente obsc'/iJablc si y solo si. la dinámica indistinguible (2.18) no tiene soluciones en una vecindad del 
punto (f,Ó) = O. 
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3. Detectable si y solo si, el punto (e,~) = O de la dinámica indistinguible (2.18) es globalmente at.mcti.vo, pam 
toda trayect01'Ía que esté definida para todo tiempo, esto es, t. E fO, 00). 

4. Localmente detectable si y solo si. el punto (e , ~) = O de la dinámica indistinguible (2.18) es localmen /.~ 

atractivo: para toda trayecto7'ia q1/e este definida para todo tiempo. esto es. t E [0,00) . 

Prueba. 1) De acuerdo con la Dpfinición 2.1 es claro que el sisl ema sprá observable si las (raypc.torias indist.in
guibles no existen, donde dichas trayectorias son las soluciones de la dinámica indistinguible (2.18). 3) De acuerdo 
con la Definición 2.1 es claro que el sistema será detectable si hay convergencia global para todas las trayectorias 
indistinguibles. Suficiencia de 2) : Si el sistema es localmente observable, entonces exis~e, para cualquier punto x .Y 

para toda entrada uC) una vecindad de x tal que cualquier trayectoria que inicia en la vecindad no es indistinguible 
(es distinguible). Esto implica, de acuerdo con la Proposición 2.1, qUt las ecuaciones (2.12) no tienen soluciones ell 
una vecindad de (t: , ~) = O. Necesidad de 2): Suponga que para cualquier vecindad de ((, ó) = O exisielJ soluciones de 
(2 .12), entonces por la Proposición 2.1, el sistema no es localmente observable. Suficiencia de 4): Suponga que el sis
tema es loca Imente detectable. Entonces las trayectorias que inician en una cierta vecindad de un punto x (a rbitrario) 
cOllvergen unas a otras, o aballdonall la variedad en tiempo finito . En base a la, Propo~ición 2.1 se tiene la siguient.e 
condusiÓIl. Net:esidad de 4): Suponga que existe un punto x y ulla entrada 'U.C) . ta.le~ que ell cua.lquier vecilldad d{JI 
punto (fe , ~) = O existen trayedorias de (2.12) tales que (I'(t) , ~(t)) -.'+ O ntalldu t ~ oo. Por la Propusicióll 2.1 !.'I 
sistema 110 e~ localmente detectable _ 

Con la Proposición 2.3 se pueden establecer las propiedades de obs(~rvahiJiclao od motor fk inOllcción por nwdin 
dd sigllicnt.(~ 

Teorema 2.1 El motor de inducción (J.1) en operación sin sensores mecánicos, para cualq7tier conjunto de parámet
ros es: 1) No observable. 2) No es localmente observable. 3) No es detectable. 4) No es localmente detectable. 

Prueba. Por la Proposición 2.3 y las siguientes observaciones: 

1. Debido a que (2.18) satisface las condiciones estándar para la existencia de soluciones, entonces la dinámica. 
indistinguible tiene soluciones, lo cual implica la existencia de trayectorias indistinguibles y por tanto el MI no 
es observable. 

2. La dinámica iudistinguiblc (2.18) tiene soluciones que pueden iuiciar CH cua lquier vn:iudad de ((.~) = O. 

3. Como ~ es constante a lo largo de cualquier trayectoria de (2.18) , el punto (t , ~) = O no es globalmente 
atractivo. 

1. Como ~ es cOllstantc a lo largo de cualquier trayectoria de (2.18) , el punto (c.~) = O 110 es luca lmente atractivo. 

-Como una consecuencia del Teorema 2.1 yel Lema 2.1 se obtiene el siguiente illlportante resultado 

Corolario 2.1 Pam el motor de inducción (1.1) en operación sin sensores mecánicos, no exi~te un observador global 
ni uno local en el sentido de la Definición 2.2. 

Comentario 2.5 Es necesario mencionar que pueden existir observadores con pTOpiedades mlÍs débiles que aquellos 
enunciados por la Uejinición 2.2. Sin embargo, los resultados aquí presentados eJ:cl-ullp n algunos m étodos de disc'ño 
de observadores, debido a que éstos requie1'en pTOpiedades de observabilidad más fu er·tes que las que son sa.f.isfechas 
por el motor de inducción. Así, por ejemplo. el MI en operación SSM, no satisface I!LS condiciones pam obse1"l}O.do1'(;s 
dc altas ganancias (Gauthier and Kupka, 2001). 

Comentario 2.6 Debido a la simplicidad de (2. 18) se puede mencionar el hecho de r¡'nc se puede gamntizaF, con 
facilidad, la existencia de trayectorias indisting'uibles. Para cualquie¡' condición inicial de velocidad del mtor w(O) y 
cualquier función del par de carga 1i.(t) existe una gran cantidad de sol'uciones pam (2. 18), por ejcmplo , aquellas 
obtenidas para cada elección de ~(O) y t(O). 

Comentario 2.7 Es necesario poner énfasis en que, si las condiciones (mejores condiciones para observabilidad) 
asumidas para el modelo del motor y el par de carga en la formulación del problema no se satisfacen, aún así. pi 

Teorema 2.1 y el Corolario 2.1 mantienen su validez. 
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2.4. Análisis de casos particulares de operación del MI usando la dinálni
ca indistinguible 

A pesar de que no se presenta la solución cerrada de la dinámica indistinguible. es posible anali zar algunos 
casos prádicos de operación del motor de inducción ut:liz~ndo el modelo de la dinámica indistinguible (2.18), con el 
propósito de dar una interpretación del comportamiento del MI en tales condiciones de operación SSM. A continuación 
se presenta el análisis teórico y de simulación para algunos casos referidos en la literatura corno de bajo desempeño 
o con problemas de estabilidad de los sistemas controlador-observador. 

2.4.1. Operación con flujo cero 

Cabe mencionar que este régimen de operación no es usual, aunque puede presentarse cuando el motor pierde el 
voltaje de excitación (estando ya en operación). Sólo se presenta como un ejemplo de aplicación e ilustración del liSO 

de la dinámica indistinguible. 

Para este caso. se considera que I::!. = O (y (' t O) entonces '1jJ = O de (2.2]) . i = O de (2 .22). Por lo tanto u = O Y 
la dinámica indistinguible (2 .1 8) se convierte en 

0.1 =- jw - th 
(: = - I r. 
Li = O 

De la primera ecuación del sistema anterior , es claro que cualquier velocidad w es indistinguible, dado que 1i- S{' 

puede eiegir arbitrariamente. Por otro lado si f > O, entonces € -+ O cuando t -+ oc .Y las velocidades convergen. esto 
es, se hacen detectables y la velocidad se puede reconstruir asintóticamente. Con f = O, € (t) = t (O) para todo t 2: O, 
esto es , las velocidades indistinguibles tienen una diferencia constante y por lo tan to, éstas no serán Jetectablps (ni 
global ni 10calmeI1te). 

En relación con lo anterior, para esta condición de opera.ción se puede presentar la pérdida. de detectabilidad y 
en cOllsecuencia llingúll observador funcionaría adecuadarnellte, para estlls cOlldiciolles, seglÍll el lelllll (2.1). Aunque, 
se debe llIencionar que la cOlldición f = O no es uua coudición realista. 

2.4.2. Operación a velocidad constante 

En una gran cantidad de aplicaciones es necesario mantener la velocidad del rotor constante. Por tanto, se con
sidera este caso a la luz de la dinámica indistinguible (2. 18). 

('o])t;idere el par de carga TL que se obtiene de (2.18) hacieudo 0.1 = O 

( 2 T) _ J MnpF. + nI::!. I::!. ( ( .' T)) TT_ - ') - fw+p W,t, 1::!. I::!. 
Alnp r.-

Con este TI. la velocidad w será constante y la dinámica indistinguible queda definida como 

0.1=0 

i = - [I :. oL> L> (I(u+.,fJ-lIj,~(w-(! ( '/' ( , ) J 
!l,Ita.np(- - cr.a.~ 1\ 

~ = O, 

donde se pueden presentar dos casos, en razón del valor de f : 

Si j = O los puntos de equilibrio del sistema son 
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Si ( 1= O entom:es los correspondientes pUIltos de equilibrio de la dinámica indistinguible representall Ulla t rayectoria 
illdistinguibk: dd lIlotOr. 

Si .f > 0, lo::; punt.os de' eqnilibrio son 

( = 

donde 

- O'/1T /1n~w ± J (a/1T/1n~w)2 - X 

2fManp 

\: = 4f M anp cx/1T /1 (a2 - n;w2
) 

Estas soluciones correspundeIl a t rayedorias illdistinguibles, si éstas SOIl rea.les y diferelltes de cero. 

La desventaja dd análisis allterior, estriha eH el hecho de no imponer restricciolles a la fUllCióll del voltaje de 
!'st.l'lt.or .Y al par de <'arga, ('sto es, para cllalquier ronjnnto de trayedorias inrlistingnihlC's, <'l voltaj(~ d(' ('ntrada que~ 
gCIH'f(' ta.l(~s trayectorias, puede ser Hna función de la forma 

"Uj =g¡(/1,lL,w,t.); U2 =9¡(/1,1l"W,t) 

Donde se pueden obtener señales de voltaje que no existen para ninguna condición práctica de operación del :-'Il . 

Como ejemplos de la. condición de operación del MI a velocidad consta.nte se presentan a cont inllación dos casos 
de s inllllacióll que muest rall el comportallliento de la velocidad w y el fiujo '1/.' ejl cOlldiciollt's de illdistillguibilido.d. 
Los casos presentados se realizaron ut ilizalldo el modelo de la DI para el MI en condiciollCS SSl\1. 

Simulación de trayectorias indistinguibles con condiciones iniciales arbitrarias 

En el prim~r ejemplo d~ simulación de la DI se presenta el comportamiento de las va.riabl~s de in teré~ , velocidad w y 
Mujo 'IjJ para condicioues iniciales a.rbitrarias de «.,' y t (d01lde € es la diferencia de velocidades) IIl a.lltellielldo a. /1 = ele. 

Las condiciolles para la realizaciólI de la simulación son las siguientes 
COll f' idere que los valores de lo:: p>td.lI1etros delulOtor ·SOll : Dr = 0,07G H, Ls = 0'.112 H. nr == 0,(13 ~2 , Rs = l,(d3 
n, M = 0,099 H, np = 2, J = 0,029 Kg m2 , f = 0,13 8- 1, /1 = [1, IV web 
Condiciones iniciales: ({o = 160 rad , Wo = HiO rud ) . 

seg seg 

P ara velocidad constante TL se define por la siguiente relación , que se obtiene de la primera ecuación de ('2. 18). 

(2.3R) 

y la dinámica indistinguible queda como 

W=O 
f. - - [f o. /j.Tt:.(atu+fJ-n:,wtw-<l)] t - + Ma.n,.E 2-aut:. 1 t:. 

A= o 

(2.39) 

Con la f'nIación (2.39) SI' construyó un modelo, f' n "simulink", junt.o con la." variabl(~s el!' f' iTOr .Y (:2.31-\) . ob(.pniplKlo 
los resultados que se muestran en Fig. 2.2, donde se pueden observar las indistinguibilidad, predicha, (te ID'; t.ré' .' ·cc
torias en la.., variables de interés w y 'IjJ . P ara este ca..,o se consideraron condiciones nominales de operación del mo lor 
(según los pa rámetros usados), es decir. el va lor de /1 queda dentro del rango de flujos de rotor en estado cst.acionario. 

En la gráfica superior izquierda de la Fig. 2.2 se muestra la indistinguibilidad de la velocidad d(~ 1 rotor ; " 5 decir 
una trayectoria de velocidad (WI (O) = O) inicia en cero y se queda en cero para todo t > O, mient.ras <lile (U:2(0) =1 (iO) 
p", ra todo t > O. En la parte inferior izquierda se muestra la indistinguibilidad del vector de flujos , pa.ra este caso , 
t' lI Ií 11 ea. discontillua se presellta uno de los dos vectores de Aujo de rotor. Es claro ellioIl Ce!;. que loS t royectori¡'¡i; 
idistinguibles existen y adelTl á::; éstas son illuetectables, pues la diferellcia entre las t rayector ii:lS se 1I1 i:l.ll tielll' COlista lite 

y diferelltl' ue cero para todo f. > O. 
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Figura 2.2: Trayectorias indistinguibles con condiciones iniciales arbitrarias y velocidad constant.e 
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Comentario 2.8 Con la Fi.q. 2.2 se muestra que las trayectorias indistinquibles se pueden obtener con relativa 
fa cilidad, incluso en condiciones nominales de operación del motor de inducción (caso mostrado). El resultado gr-áfico 
nos permite ilustrar que el motor de inducción presenta trayectorias indistinguibles e indetectables para el caso dp. 
velocidad constante. 

Trayectorias indistinguibles con condiciones iniciales "cercanas" 

Con la finalidad de mostrar un ca.<¡o de indistinguibilidad e indetect.abilidad local , se presenta la simulaciólI de 
la DI que muest.ra el comportamiento de la.'l variables de interés, velocidad w y flujo 'fÍJ para condiciones illiciales de 
velocidad cercanas entre w y € (donde € es la diferencia de velocidades) mant.eniendo a f:l. = cte. Las condiciones parR 
la realización de la simulación son las siguientes. 
El valor de los parámetros del MI son: Lr = 0,076 H, Ls = 0,142 H, Rr = 0,93 n, Rs = 1,633 n, Al = 0,099 H, 
np = 2, J = 0,029 Kg m 2

, f = 0,13 S-l , f:l. = [1, IV Web 

Condiciones iniciales: (o = _8(rad) , Wo = 2(rad) 
seg seg 

En Fig. 2.3 se muestran las trayectorias indistinguibles para velocidad y flujos de rot.or, donde se puede ver con 
claridad que pueden existir trayectorias que inicien arbitrariament.e cercanas, pero que finalmente serán no detecLa
bies (no hay convergencia entre trayectorias). Se muestra también el valor de TL (para este ca.so constante), tal que 
la velocidad se mantiene constante. Cabe hacer notar que para este caso TL es mayor que el valor para condiciones 
llominales de operación. 

Comentario 2.9 En esta subsección se han presentado dos casos de trayectorias indistinguiblcs dd motor de inrluc
C'ión. dO'l'/.Ile es claro que éstas existen, aún considemndo condiciones nominnlcs de opemción del motor de indw;cú5n. 
Además de su existencia se puede comentar- que fueron obtenidas con rdativa facilidad y esto, por supuesl.o, Ú¡¿7Jli
ca que existen una gran cantidad de tmyectorias indistinguibles que además pueden ser- indetectables y evdar qu e 
cualquier obseroador- funcione adecuadamente. Este resultado es un aryurnento más que mues/.m tal como se m en
cionó en la subsección del diagmma de fase que no existen obseroadores. ni locales ni globales, pam el mot.or· dr. 
inducción en opemción SSM. 
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Figura 2_3: Trayectorias indistinguibles para condiciones iniciales cercanas y velocidad constant.e 

2.4.3. Operación con velocidad y par de carga constantes 
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El interés en esta condición de operación proviene del hecho que gran cantidad de t.rabajos SSl'\'I reportados, por 
ejemplo, (Holtz , 1995; Wolbank et al., 2002b), hacen referencia a velocidad y par constantes. Adicionalment.e, para 
la mayoria de aplicaciones industriales se consideran par y velocidad constantes. 

Esta condición de operación resulta atractiva desde el punto de vista del análisis de sist.emas, pues como se puede 
obserVé'X del modelo del motor (1.1) , bajo las condiciones establecidas dicho modelo se convierte en un sistema lineal 
y por io tanto permite la aplicación de técnicas clásicas de diseño de ohservadores, tales como filtro de Kalman o 
estimadores por modelo de referencia (Cuibus et al., 2000). Por otro lado dichos esquemas, aplicados al mot.or de 
inducción, son caracterizados por: 

• Mostrar un buen desempeño en condiciones de estado estacionario, esto es, cuando la velocidad de rot.or w es 
constante (Damiano et al., 1998) 

• Bajo desempeño durante el comportamiento transitorio, es decir, cuando se presentan cambios, tipo escalón , 
en el par de carga (Harnefors, 2000) 

• Considerablemente mal desempeño, cuando el voltaje de excitación es de haja frecuencia (Madadi and Chang, 
2002). 

Considerando w y TL constantes en (2.18) se puede obtener lo siguiellte (en la variedad A1) 

( T) AhLp E
2 

, 
0= -Jw+p w,E,D. D. - J(Mn

p
E2 +0!.D.TD.)h 

De la última ecuación es claro que E es constante. Ahora re-escribiendo la ecuación del flujo de rotor 

1 
.¡f; = -(all + np(w - E).lJ)D. 

npE 

Es claro que ~', también es constante, revisando (2 .25) se puede observa.r que \{I 2. rfi¡. </>2 son constallt.es. Ahora 
rev isando (2.22) es claro que i también es constante. Como i es cOllstante. ent.onces el voltaje de estator es a .. '3Í mislllo 
constante 'j' definido por 
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u= (D [-(all + npw.Jf)'lj· + (Ma+b)i] (2.40) 

E!'tp. rc!'ultado es important-p. debido a que rcpresenta una explicación clara y de spntido global al bnen d('sempc)ño 
pre,;entado por los f'sqllemas clásicos de control SSM basados en observador, pnc~sto qllf' estos psqllcm3s clásicos 
consideran operación en estado estacionario con velocidad .Y par dI" carga ('onsl antes. Por lo tant.o. f'n n~lación con Pi 
resultado anterior se puede afirmar lo siguiente 

Considerando velocidad de rotor w y par de carga TL constantes, el motor de inducción ten
drá trayectorias indistinguibles, si el voltaje aplicado al estator es constante e igual a (2.40). 

La afirmación. anterior se puede relacionar con el caso de operación en estado estaóouario del .MT , es decir, 

En condiciones de estado estacionario con voltajes de alimentación senoidal fijos y balanceados, 
con velocidad y par de carga constantes, el motor de inducción es detectable y se puede estimar la 
velocidad correctamente. 

2.4.4. Operación con velocidad cero y par de carga constante 

El presente caso cabe dentro del caso de análisis de la subsección anterior, es decir w y TI- (;onst.alltes. Sin 
embargo, :;e tratará de forma independiente debido a la gran cantidad de referencias que exist en pélra esta condi
ción de operación del motor de inducción, por ejemplo, (Canudas De Wit et al. , 2000). (Holtz and Qllan. 2002) , 
(Harnefors, 2000), (Madadi and Challg, 2002), etc., 

COllsiderando nuevamente que TL es constante y que w = 0, clmodclo de la dinámica indistinguible (2. 18) (en 11;1. 

variedad M) queda ':OlllO 

o __ . T"M 2n!<"+OtMn"J f Ll.'I'Ll.<2- u ;'vJn"T/.Ll.'·Ll.<+Ot2aJ(Ll. T Ll.)2 

- (': (M,,-,.< - <>.Ll.1'Ll.)(.J(MlI,,< +aLl.'I'Ll.)) 
. _ (M",,ft 2+O'uLl. T Ll.) 
t - -E (Mnl'(2 - arLl.TLl.) 

A=o 

(2.41 ) 

de la pnmera eClla-CIon de (2.41) se puede mostrar que t es constante, por consiguiente i = O. con este resultado 
(2.41) se convierte en Ull sisterna de dos ecuaciones algebraicas que resolviendo de forllla. simultállea. t"tI ::;istellla. se 
puede obtener lo siguiente 

T a.o:.6.Tó nTLÓTÓ 
t

3 
- --..!::... t 2 + (: + = O 

f J Mnpf TlInrf J 
(2.42) 

La ecuación (2.42) muestra que existirán condiciones para las cuales ( sea constante y diferente de cero siempre y 
cuando TI_ =1- O Y los parámetros del modelo del MI sean diferentes de cero. Además, de la subsecóón anterior se pttede 
rnostrar que (2.41) tiene soluciones si el voltaje de excita.ción del estator es constante. Tomando en consideración 
(Canudas De 'Vit et al., 2000), donde se menciona que "lIlielltras lIlás baja. es la velocidad , el voltaje ll ecesa.rio pa.ra 
excitar el estator dellllotor, tiende a uu valor constante" . 

Con los resultados a!ltcriorc:; Se puede ohte!ler la siguiente coudu:;ión: hajo las cOlldi,.iones de w cero y p;~r de 
c;-¡rga TI- > () c.on~tant0. , la veioc.ida.cl del motor de inducción resulta ind,ct.c~ct.abk. SI' PllPelc' decir. ad.i('jn!1alnwn1.(" 
q1H~ siplTlpre f'xil4irán valores de TL , t.ales ql1e la vp.lncielad, d,pl rot.or del mot.or sea indc·'lpd.nblp (inobst'rVilblp) .Y !lO 
será posible diseI1ar 1m obsc~rvador qUf' funcione adf'cuadament.p. 

Bn ésta sección se ha mostrado otra utilidad de la dinámica indistinguible, al revisar algunos ca.sos de estudio a 
la luz de ésta. Esto nos ha permitido obtener algunos resultados, teóricos, que ilustran (o justifican) algullos ('asas 
de bajo desempeño reportados en la literatura. 
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2.5. Síntesis 

En el capítulo recién concluido se presentó una metodología general (aplicada al MI) para la obtención de nn 
modelo dinámico de error, dicho modelo permitió el desarrollo de la DI del MI. Se presentó de manera explicita il la 
DI , hecho que permitió realizar un análisis cualitativo de la misma por medio de un diagrama de fase. Con base en 
la DI se definieron las propiedades de observabilidad del MI en operación SSl\1. Finalmente, utilizando a la 01. Sl' 

da interpretación a algunos de los casos de operación dei Ml en operación SSM declara.dos en la literatura como ,k 
bajo desempeño y se justifica la operación aceptable de los sistemas controlador observador, para ell\ll en operacióli 
SSM, en condiciones de estado estacionario. 
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Capítulo 3 

Diseño de Observadores 

En ('st(, capít.ulo SG presenta el diseño de tres observadores para el l\H en op<,ranOll SSM. Todos ellos tienen 
If .. est.ruct.ura de un observador tipo Kalman, diseñados para tres distint.a.<; represent.aciones cC]uival(~nt,(,s (kl MI. 
oh1 f'ni(J;ls bajo dis1 in1 a.<; (:onsideracionf's. Sf' eligf'n observadorf's tipo KalImlD, ya CJl\t' 10dos los modt'los df'1 MI 
C'lIcont.rados son afines o aproximadamente afines en los est.ados a f'Stimar, lo que c.onvier1.e el problema df' obsl'rvaciólJ 
en uno lillea.\ pero variante en el tiempo. Para este tipo de sistemas el observador tipo Kalman es más apropiado que 
uno tipo Luenberger. 

La idea básica para obtener el modelo del MI que se utiliza para el diseño del primer observador es suponer que 
la velocidad del rotor es una constante desconocida. Se realiza entonces una transformación del modelo del MI qm·' 
permite diseñar un observador adaptable, que estime los flujos y el parámetro desconocido que representa la velocidad 
dl'l rotor. Sin embargo, la transformación se realiza sin tener en cuenta la hipótesis de constancia de la velocidad y 
solo posteriormente se hace tal aproximación para realizar el diseño de! observador. El segundo observador present.a 
un metodología novedosa de diseño de observadores que se basa en un estimador linea.! de condiciones iniciales (del 
tipo Kahnan) yen un reconstructor de estados, basado en el estimador de condiciolles illicio.les. El tercer obser\'ador 
se diseña sobre IUl modelo aumentado del MI '1ue posee la propiedad de ser afíll ell los estados llO llledihlcs, es 
decir , los tiujos y lo velocidad. Para cada uno de los tres diseños se presellta la relación cutre la:; propiedades de 
!:o!lv()rge!lc.ia dd ohservador y la DI, resultados de simulación para varias ('ondicion(!s (}p opcr;:¡ción y un amíJisis dI' 
robnstez, basado pníc.ticamente en re-snitados de simula.c.ión. 

3.1. Consideraciones generales para el diseño de los observadores 

En esta sección se presentan las consideraciones generales comunes al diseño de los observadores del presente 
capítulo. Considérese el modelo del MI (1.1), que se repite aqui para facilitar la lectura, 

~ = - fw + o'lj.,T]i - 'lf-
'Ij; = -a'lj; - npw]'Ij; + Maí (:U ) * = ¡3[a1/; + npw.lf'lj; - (Ma+ b)í + cu] , 

dónde la velocidad del rotor w, los flujos del rotor 'Ij; = ['Ij;a, 'lj;b(, Y las corrientes de esta.Lor i [íu. ib( son los 
estados; los voltajes de estator u y el par de carga TI. son señales externas aplicadas a l motor: la inercia del rotor 
J > 0 , las inductancia.') ·de estator y rotor (L .. , Lr) > 0, la inductancia mutua Al > O. las resistencias de estatol' y 
rotor (R.) ~ O, Rr > 0, la fricción del rotor f ~ O Y el número de pares de polos nI' > O son los parámeLros; .lf e n 
son una matriz anti-simétrica y la matriz identidad, respectivamente, de la forma 

.lf = [~l ~]; TI = [~ ~] . 

<:011 (J' = "¡<Al, (l :=" R". lJ = L,. R.~ . (J = M 2 Y (' = h . 
./1. r 1." M L,.L.<-M JII 

Po.n~. todo~ los disellOS de observadores que se describen ell este co.pítulo Sl~ ho.riÍll. ell ge ll erol , las sig1\i(~ 1I1,l's ::: n
posiciones. Cualldo se Illodifiquen estas hipótesis se han\. lo, a.claración explíci t.i:l lllell te. 
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Consideraciones 3.1 

• El modelo (3.1) describe al motor completamente. 

• L08 parámetros del motor son perfectamente conocidos. 

• Las variables medibles son comente y voltaje de estator. No se miden variables mecánicas. 

Es Jwcesario m ,altar quP de acuerdo con el resultado df'l análisis de ohs<,rvl'lhilidad c~n el Capítnlo 2, no existe un 
observador C3!1aZ d<, est.imar fiujo y velocidad para el motor de inducción :o;in scnsorc:o; mc~cánicos que l)llc~da operar 
corrf'ct.ami'nt,e para t.odas las condiciones de operación del sistf'ma. Esto f'S ocasiormdo por la. exist.euC'ia. de trayectorias 
indist ing1\ibli's divergent,f's para el Mi, qUf' hacf'n al MI inobservl'l blf' P. indf't,f'ct able, t.IUlt,O local como globaltnent,p'. 
~o obstaJlte lo anterior, el conjunto de trayectorias "malas" para el MI es pequeño comparado C01l el 'conjunto tot,al 
de trayectorias del sistema, y existe una gran cantidad de aplicaciones de los MI donde las condiciones de operación 
no generan trayectorias indistinguibles o donde éstas son detectables. El análisis de observabilidadjdetectabilidad 
del capítulo anterior permite esperar que sea posible construir observadores que funcionen de manera adecuada bajo 
condiciones de operación para las que el MI sea detectable, y que su desempeño se deteriore, llegando incluso a ser 
inaceptable, para trayectorias indetectables. 

Por lo tanto, los observadores que se preselltan en este capítulo sólo cOJlvergen para Ull sUbcOlljUllto de I¡¡s 
trayectorias detectables del MI. El tamaiío de tal coujunto depende de las propiedades del oLservador particular. 
:'\ótcse que es posible que alguno o todos los ohservadores diseiíados divcrjall para trayectorias que :;011 detectables u 
observables. El desempeiío de los observadores diseñados se lIIuestra de mallcra conjunta en la sccción de resultados 
dp simlllución, para dif('wntes condióones de' opcrac:ión, indu)'cndo las dc~ inohsc'rvahilidad. 

3.2. Diseño de un Observador para Velocidad Constante (OVC) 

En esta sección se presenta el diseiio de un observador tipo Kalman para una representación equivalente del 
MI, obtenida, media,nte una transformación de estados motivada por la que se realizaría para diseñar un observador 
adaptable si la velocidad del rotor w fuera un parámetro constante. 

3.2.1. Motivación y formulación del problema 

En gran cantidad de aplicaciones del MI la velocidad del rotor es constante o cambia de manera muy lenta. 
Además, en general para el MI, la velocidad cambia más lentamente que las variables eléctricas, lo que permite 
esperar que se cometa un pequeño error si se considera que la aceleración mecá.nica es cercana a cero. El diseño del 
presente observador se basa precisamente en esta idea, la cual se puede forma,lizar aplicando la tf>oría de perturba,
ciones singulares (Kha.lil, 1996). Si se considera que la velocidad del rotor es constante, entonces el modelo del 1\ 11 
se convierte ell un rnodelo lineal en las corrielltes de estator y los flujos del rotor, con HIl paráJlletro desconocido. 
Para mita clase de sistemas la teoría clásica de control adaptahle para sistema:; lilleales (Sastry and Bodsoll, 1989) 
JlJuestra que es posihle elH.;outrar Ulla represeJltación equivalente del l\H que sea afíll CII los estados y ell el par~lIIdro 
(o los panimetros) dc~sconoc:idos, para la ellal sc' puede dise'ñar un observa.dor adaptable, qlW usualmente c~s dd t.ipo 
Kalman. Para diseñar el ove SI' halla la. transformación de estados q1H~ p(~rl11it;c Ikva.r al sis1".('l11a lineal pa.ranH'triz:1-
do por la vf'locidad w a la forma c:anóniC'a observable. Sin f'mbargo. se complt'ta. tal tra.nsformación hacit>ndola 1111 

difeomorfisll1o de los f'A,>tados del modelo c:omplf't.o df>1 Mi, .Y se n'alizé\, la. trallsfonn;tción df'l modPlo sin consiof'r,.r 
para esto la velocidad C0l110 una constante. El sistema obtenido es equivalente al modelo original del Mi, pl'ro e" 
afill en los estados no medibles, excepto por un término que depende de la aceleración w. que proviene del hecho de 
que la. transformación es dependiente de la velocidad. El desprecio de este término perturbador , motivado por las 
cOTl8ideraciones mencionadas, permite diseñar un observador (aproximado) para el MI. Este, como es de esperarlie , 
funcionará adecuadamente siempre y cuando la a.celeración w sea. pequeña. 

Un aspecto importante del presente diseño de observador, que lo distingue de otros diseños basados en la idea 
de despreciar a la di1Jámica ll1ecánica, es que el efecto de la aceleraóólI no se desprecia ell el IIlOdelo origiJlal sillo 
<:'11 el II10delo tro,lIsfonna,do, pa,ra el cua,1 el efecto 110 linea.! de la. acelera,ciólI es IIl<:ÍS ·'pequeilo'· que ell el origillal , 
p<:'l'Il1itiellUo UIla. mayor precisiólI del observador. 
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A cOlltinuación se presellta la transformación del modelo del l\JI COlllO Ull paso ill iprtlledio al diseDo dd observador 
y COlllO un pUlltO illlporta uLe eH la fOrlllUlacióll Jd problema. Para simplificar la preselltacÍóll se collsiderará quc 
d torque de carga T L es llleJihle y que toJos los demás parámetrm; Jd llloJdu SOIl cOllocidos. Si)) clIlhargo d 
pro(:edimient.o aplicado se pll(xi(~ gener;¡)j¡mr ;¡I caso en que I'sl.o no sea cierto. 

3.2.2. Transformación del modelo del MI 

El modelo del MI se puede representa r por medio de dos subsistemas, uno que representa a la parte mecá.nica y 
otro que representa a la parte eléctrica. tal como se muestra a continuación 

-a 
npw 
.Ba 

-Bn"w 

y = [ !: ] . C = [ ~ 

. IT ~ TL 
w = - fw + ax .lJx- - J 
:i; = A(w)x + Bu 

!J = CJ: 

Ala O 
O 

-.3(Ma+b) 
O 

Ma 
O 

-(3(II.fa + b) 

o 1 
O O 

" x- = 
[ 

10 J 
1i> 

x= 

(3.2) 

[ 
T~ ] x-

:'\ótese que el subsistema eléctrico es lineal en las variables de estauo eléctricas, y que la m::ttriz A(w) en (3.:2) conti~ne 
como un parámetro a la velocidad de rotor w. Si este parámetro se considerara constante, para diseñar un observaJor 
adaptable que lo estime simultáneamente con el vector de estados x se requiere transformar al subsistema eléctrico 
de (3.2) a su forma canónica observable (Chi-Tsong, 1970). Esto se puede lograr utilizando la transformación de 
et;ta.dü:; Q (w) z = x , donJ\:: 

r " 
J nl'~ 

~1 ' q(w)-' ~ r 
,Ba ¡3npw 8 (a2+,,2w2) -(j ~(,,2+1l~,w2) (L 

nów 1 7l p J' 
O u O O 

Q(w) = ~(a2~"¡'W2 ) ,s(a2+n?,w2) 
-Bn pw (la 

(3.3) 
1 O - npw a 

O O O O O 1 

DaJo que J et[Q(w)] = - 1 la trallsforJnaciólI es regular JJara toda w siellll)!"c y cuallJo a -1. O. Si se defille !F(a2 +'n2w2) , . I 

la trallsfurlllacióll Jc esta'Jos pa;~ (3.2) J ada por 

[ ~ ] = T(w,:r.) = [ Q - J(W).f ] , 

(¡II<' como se pu('rle ver fácilm<'nte es 1111 difcol11orfisl11o global si (]. #- 0, se obti<m(' In. :-;ig lli('nt( ~ r<,pr< 'sNI1.ación <kl 
:-;isl,pma (3.'2) p.n la.., nUP.vas variablp.s 

[ ~ ] = A (y , 1L) [ ~ ] + Bou - ~ [ ~ ] JL + l-w¡/('~f ] z . 

y = Co [ ~ ] 

-(3ab 
- Q - B(Ma. + b) 

O 
O 

() 

O 
O 

O 
O 

-(3ab 
-(L - 3(Ma + b) 

() 

() 

3n.p b 
TI p 

o 
() 

O 

(3.4) 



y 

r 
~ ~b 1 
3b O 
1 O 

O 
O 

ó n/, 
N(w) = ') ,,') 

a- + nJ,w-

a 

o 
O 
O 
O 

o 
O 

a 
O 
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Comentario 3.1 Nótese que el modelo (3.4) es una r'epresentación equivalente a (3.2) del MI. Aunq'ue la lIW/,ivCLción 
de la transformación proviene de considerar la velocidad del rotor- w como constante, esto no se 8upnso pO'lYJ, T'ealizar 
el cambio de coordenadas. Adicionalmente, si se asume en (3.4) que w es consf:ante, entonces la parte elécl.rica del 
modelo (correspondiente a la variable z) se encuentra en la forma canónica de obseruabilidad. Es/.a representación 
del MI se descompone en un modelo afín en los estados con un támino per-turbador que depende de la ILcdemción 
w. Esta perturbación es más "pequeña" que la que se obtendría 8i se a8umiera desde un comienzo q'Uf la aCl'lemción 
es nula. 

3.2.3. Construcción del observador 

La idea básica para ('1 diseño del presc"nte observador es considerar qllC: la v('locidad varía j¡·nl.I1DWlJfc' (C'11 rdacicíu 
con las variables eléctricas) o es constante. Despreciando el término no lineal correspondient.e a. In. a('f~If'ra.c:ión W I'D 

(3.4) Y considerando el torqne de carga Ti medible, el modelo (3 .4) es afin en los est.rl.dos no medih.h~s .Y S(~ plledl' 
construir un observador tipo Kalman para estimar las variables de estado no medidas, de la forma 

c:t [ ~ J = A (y, u) [ ~ J + Bou - ~ [ ~ J TI, + K(t) (y(t) - y (t.)) 

Y=Co[~] , 

i = Q(w)i , 

dónde la matri7. de ganancia K(l) es la mal.ri7. de ganancia ópl ima para pI obsl'rvador (:t.'i) ddinidl1. como 

K(t) = P(t)CÓ R- 1 (1) • 

(3.5) 

(3.6) 

y R-l(t) es una matriz simétrica, positiva definida y acotada, que se asigna libremente. P(t) es la solución simétrica 
y positiva definida de la ecuación diferencial matricial de Riccati 

. T ' T -1 . 
P (l.) = .1 (!l. v.) P (t) + P (t) A (y , v,) - P (t) Co R (t)CoP (1) + Qk (t) . (.17) 

con P (O) = H, Y Qk (t) es una matriz simétrica, positiva definida y acotada, que se asigna libremente. 

Nótese que la est imación de las variables eléctricas en coordelladas originales requiere de la inversióll de 13. 
trallsfonnación reali¿ada en el parágrafo anterior (ver la tercera ecuación de (3.5)), que, COI llO es depelldil'lIf,e de la 
velocidad w, 11U medible, debe reali¿arse utili¿alldo el valor estillw,JU w. 

3.2.4. Análisis de convergencia del observador OVC 

Para establecer las propiedades de convergencia del observador propuesto (3.5-3.7) se rl'quipre analizar let psta

bilidad de la ecuación diferencial de los errores de estimación. Si estos se defillen COlTlO e= ~ .3 - .::. ('~. ~ ~ - w .Y 
e:r ~:i; - X su dinámica queda descrita por (ver (3.5) y (3.4)) 

[ !: ] = {A (y.u.) - K(l)Co} [ ::] [ 

e:r = Q(w + e..., ) (z + ez ) - Q (:r).:: . 

-o:yT]1J 

wN (~) 
(:'U\) 



i\útese que el térmillO dependiente de la aceleracióu w en (3.8) cOllstituye ulla perturbación externa a la ecuación Jel 
\'fror de estiUlacióll. Si esta perturbación JIO es nula, entonces 110 es, en gcncral, posiblc la cOllvcrgcllcia dd ohscrvaJor. 
El error dc estimación eH las coordellaJas originales (3.8 , segllllda ecuación) depellde, adeUlds, no lineallllclItc oc los 
('rrows de observación. 

Sin embargo, se puede demost.rar que el sistema error es ISS (estable entrada/estftdo) con res pedo ft In per
I nrbftción (entrada) .Y al estado e. de tal manera que cuando la pertltrbllción sea acot.ada.. el error de observl\ción 
será acotado, y cuando esta perturbación tienda a cero, lo hará el error de observación. 

Lema 3.1 Supóngase que los estados del motor de inducción (3.1) permanecen acotados. '!I que la trayectoria es 
tal que la pa1'e.ia (Co.A (y. u)) es uniforme y completamente observable (UCO). Entonces el sistema (3.5-3.7) es nn 
observador que es estable entrada/estado con respecto a la entrada de perturbación 

[ 
-QyTJJD ] 

g(w ,z) = wN(w) z 

y al error de estimación e. Por lo tanto, siempre que la perturbación º (w, z) sea acotada, el error de observación 
será acotado. 

Prueba. Si se propone como candidata a función de Lyapunov a V (t , e) = eTp-l(t)e, dónde e = [eo.: , e;-( es 
el vector de error total, y tomamos su derivada a lo largo de las trayectorias del sistema error (3.8) se obtiene 

(, (t. e) = efp-J (t) e + eTp-l (t) é + eT~p-l (t) e 
. dt 

y como 

~ (p-lp) = dP-
1 

P p-1P = O 
dt di + . 

entonces 

ir (t . e) = eT (A - KCO)T p-Ie + e'J'p- J (.4 - KCo) e - eTp- 1 pp-J e - wzTNTp- Ie - weTp- J Nz 

= eT(A - PCl;q-ICo)T p-Ie-l eTp-1 (A - pclR-ICo)e+ 

- eTp-1 (AP + PAT - PCJ'R-ICoP + Q,) p - Ie - w/NTp-J e -weTp-1 N z 

= eT [A1'1'-1 - cl n-1CO + P -1A - cl n- Ico - p-l A - A 1' 1'-1 + cl n-leo - p-Iqk1'- I ] (~+ 

- wzT N'J 'P-J e - we1' p-I N z 

_ T [CTR-1C p-1Q p-l] . 1'NTp-l . 1'p-l,\! - e .- o . o - k e - wz e - we 1V Z . 

Se requiere que V sea positiva definida y decresciente, lo que se satisface si la matriz A (y, u) es uniformemente a.cotaJ a. 
en el tiempo, y la pareja (Co, A) es u!1iforme y completamente observable (UeO) (ver (Kalman and Bucy, ]961) y 
Apéndice A). Cuando º (w , z) = O se sigue que 

V(L.e) = el' [-C{R-1CO - J,J-IQkP - I ] e < _~/eT('. 

para algún I > O, constant.e. Esto implica la estabilidad uniforme y asintótica del error de observación a cero. 
Por otro lado, si los estados del MI son a.cota.dos, y cuando límt~oo º (w (t) . z (t)) = O se sigue con faciliJao qw·' 

lílll l --ou e (1) = O. De i¡:;ua.1 Inallt~ra. , y tajo las lTIislflas condiciones, se puede Inostra.r que el "istellla. "n or es I~~ 
(estable ent.rada/estado) COl! respecto a la. entrada º (w , :::) y a.1 estado e. De tal IH(l·Jlera que cualldu la perturbaciúJI 
g (u.:. z) sea acotada, el error dc observaciólI será acotaJo. _ 

Comentario 3.2 Pam la deducción del estimador anterior' se supuso que el torque de car:qa 1'L es conocido, 10 
que constituye una hipótesis poco realista. Sin embargo esta suposición puede ser rela.iada de manem muy simple 
si se considera que el torque de carga es constante, y se incorpora al modelo del MI (3.4) , y posterio17nente en el 
observado'/'. como un esta.do adicional con derivada nula. O, en forrna más geneml, se puede incorpomr 'un exosist.erna 
(line.a.l) pllm modelar S1L comportamiento. De la misma manera se puede incorporar la estimación de 01,7'08 paráTllctms 
del 71wdelo. Sin embargo, a. diferencia del torque de car:qa, esto implica recalcular la Imnsfomw.ción de estndo8. 
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3.2.5. Síntesis de la sección 

En la s('cción nxién finalizada ~e presentó el disei10 de 1111 obs(~rvador (OVC) para el MI en condiciones de 
operación SS:\l, dicho diseño ntiliza la técnica de cont rol adpatable, de considerar a los parámetros como (~s t ,ados 

constantes, con el fin de convertir al modelo del MI a un modelo afín en los estados no medibles. Con el modelo afín 
en los estados no medibles se" utilizó el filtro de Kalman como método de estimación de parámetros. La búsqueda 
de los parámetros de sintonización del filtro se realizó con facilidad, cabe destacar la fa.cilidad de implantación (para 
simulación) del observador, lo cual se convierte en una ventaja. Una d~sventa.je important.e de este disei10 es el 
requerimiento de velocidad constante para la convergencia del observador. Aunque se debe mencionar que en muchas 
de las aplicaciones del MI se requiere de velocidad constante. Se presentó el análisis de convergencia del observador , 
dicho análisis muestra que, si la velocidad varía lentamente el desempei10 del observador no se reduce de manera 
considera ble. 



3.3. Diseño de un Observador basado en un Estinlador de Condiciones 
Iniciales (OECI) 

En esta sección se propone el diseño de un observador cuya idea básica es descomponer el problema de estimacióll 
de; estado actual en dos estapas. Bn la primera se estiman las condiciones iniciales, que por ser constantes se reduce 
a un problema de identificación de parámetros. En la segunda etapa se calculan los estados aduales a partir de las 
condiciones iniciales estimadas y el modelo del sistema. Además, en esta sección, se establece la relación entre la DJ 
y las propiedades de convergencia de dicho estimador. 

3.3.1. Motivación 

La idea principal que permite el diseiio del observador propuesto es el concepto de obsen·abilidad . Esta correspon
de básicamente a la posibilidad de reconstruir el estado inicial de un sistema dinámico por medio de señales medidas 
(entradas y salidas) y del conocimiento perfecto del modelo del s istema. Por tal motivo, si un sistema es obser\'able 
el siguiente procedimiento es, en principio, siempre posible: 

1. Dpterminar el pstado inicial a partir de las señalps de entrada-salida y del modelo del f\1J. nwdiant,p [;1 inwr~iól1 

del mapa elP observabilidad, .Y 

2. Con el estado inicial, el lIlodelo del sistema y las señales ue entrada-~aJiuo , uctcrlllillar el estado ad.llal. 

La idea anterior se ilustra gráficamente en Fig.(3.1) para el MI, dónde 1l e Y son el vol taj t, y la corriente de 
estator del '\rII, respectivamente, X o el estado inicial y X el estado estimado. 

u MOTOR 
DE 
INDUCCIóN 

ESTjMADOR 
DE COND. 
INICIALE S 

OBSERVADOR 

MODELO X 
D[L NI 

Figura 3.1: Estructura básica del observador OBeI 

Un aspecto út.il ,m pst,e esquema, es que la est.imación de los est.ados inicj;·¡[es. dado (pIe son const.ant.es, se 
conviert,e ell un problema de est,imación de parámetros, para el que se conocen técn ica" especiales en la lil.eraLura. 
Pa ra el Mi es po~ible encontrar una representación simple de la dinámica del sist,ema paralT1 e~riza.do no lineahnent,e 
por las condiciones iniciales. Mediante una sobreparamet,rización es posible ellcon t rar un a representaciólI afíll ell 
los pa rámetros desconocidos . La utilización de técnicas de estirnaciólJ paral1létrica uSlIa les permite ident ifiear las 
c:ondiciones iniciales del MT, si se satisfacen condiciones de Excitación Persist,ente. F'in a lment,c. es posi ble detennill a r 
los estados actuales de una manera simple, si se conocen los estados iniciales. 

3.3.2. Construcción del observador 

Para el diseño del observador se consideran las hipótesis hechas en la Sección 3.1. Adicionalmente. y para f,1<:ilit3r 
la prpsentac ión inicial de la idea básica. se asume que tanto el tarque de carga 'j i como la derivada de la corrient,e de 
esLator (di/dO son medibles. Al fin a l de la presente sección se describe cómo se pueden eliminar est<IS dos fPs t.ricl'iollCS 



y la necesidad de conocer perfectamente los parámetros del MI. 

Ya que la idea b<:Í~ica consiste en idelltificar primero las condiciones illiciales dd .\11 (~(O) y 1/:(0)), es lIecesurio 
obt.(:n( ~r una representación parat11ptrica del modelo dd MI. Post(~riorment.<' a partir ck {~sta S(' obtendrá lUm r('pre
sentación lineal en las ~onriiciones iniciales, con base en la que, y mediante elnso de nn filtro de Kf\lman, S(' estimarán 
las c.ondiciones iniciah~s. A part.ir de est.a.,> y del modelo del MI se calcnlarán los est.ados adnaJes del 1\11. 

Representación paramétrica del MI 

Convirtiendo la representación diferencial del MI (3.1) en una representación integral es fácil llegar a una repre
sentación equivalente de la dinámica del sistema, parametrizada por las condiciones inicia les.Y dependiente de señales 
determinadas por las variables medibles 

Lema 3.2 El modelo del MI (3.1) se puede representar en forma pammétrica como 

2 (t) = ZO + g¡( t) , 

úJ (t) = ¡o-f
two - 92 (t) 20 - 93 (t) , 

11 (1-) = / 2 (t) wo + /3 (t) 20 + í4 (t) wo.lh o + ~,5 (t) Zo . 

Con las siguientes funciones de variables conocidas y con z = 31jJ + í 

91 (l.) ~ íj t (-!Ji (T) + ev. (7)) d7 , 
./0 

9 2 (t) = [ 921 (t) 922 (t) f ~ ~ 1/ e-f(t-T)iT (7).JIdT 2 0 , 

93 (t) ~ ~ 1/ e- /(I - T) [i T (7).JI91 (7) + ~TL)T)] dT , 

1'1 (t) ~ d~~t) -- [aH - np g3 (t).JI] (91 (t) - i (t)) + .6 (Ma + b) i (l) - (3cu. (l) , 

/2 (t) ~ nre- ff.JI (91 (t) - i (t)) , 

/3 (l) ~ aH - np93 (t).JI - np.JI (91 (t) - i (t)) g2 (t) , 

14 (1:) ~ npe- ft 
• 

1:; (t) ~ npG2 (t) , 

donde wo y 20 = [ZOI Z02]:J ' son las condiciones iniciales y 

-921 (t) 
922 (t) 

-.1/22 (t) 
O 

Prueba. Definiendo z ~ (3'1/' + i Y realizando el cambio de variable en (3.1) se obtiene 

z = 6 (- bi + C1L) 

~ = _ f;,.,,; - 5::'i.T .JJz _ T L 

(3 J 

~: = (L Z + npúJ.JJz - (/,p.JJ iw - [a. +!1 (lIJa + b) ] i + ,'ir"/J 

(:UJ) 

(3.10) 

(3. 1l ) 

De (3.11) se puede observar s u estructura triangular: la. primera va ri able, z, sólo depende de vari<'lhks Ilwdihlps (y 
pará metros ) .. la. segunda variable, ~, depende de varia bIes medibles (y pará.metros) y de z, .Y l<'l t crccra (* ) dl' jwJ'ld.' ck 
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z, u.; y de variables medibles. Por lo que usando (3.11) es posible integrar explícitalllente las dos primeros ecui-Iciollcs 
de la siguiente forma 

¡t . 
z(t) = Zo + .8 Jo (~bi + cu) dT = Zo + gl (t) 

con 

i
·1 

91(t)~/3 (-bi+cu)dT . 
. o 

Usando (3.12) e integrando w de (3.11) se obtiene 

con 

Ahora Rllstitnyendo (3.12) y (;U3) en la tercera ecuac:ión de (3.11) s(' tiene 

* = a (zo + 9d + 7t1' (e-ffwo - Y2Z0 - 93).JJ (zo + 9d - nl']i (e-flu.;o - 92Z0 - Y3) + 
- [a + /3 (Ma + b)J i + .&u 

= azo + a91 + TlpC- ftu.;o]zo - np (92Z0) ]zo - n pY3]zO + npc - f tu.;O]Yl - npy~zO]9 ¡ - np93::;g¡ + 
-np]icf1u.;0 + n p]ig2zo + n p]ig3 - [a + /3 (Ma + b)] i + /3cu 

Ya. que el término -np (92Z0) ]zo de (3.14) se puede expresar como 

la ecu(l.cjón (3.14) se puede escribir COIllO 

di 
di - [aH - HpY;¡]] (91 - i) + ,8 (M a + b) i - /3cu = npe- JI] (91 - i) wo + [aH - 11p93] - I1p] (gl - i) 92] 20+ 

+ (lpc - fl""n] ::.o + ILpG2Z0 . 

Usando las definiciones (3.10) esta ecuación se puede escribir finaJnwnte como 

')'1 (1) = "12 (t) wo + 'Y~ (l) zo + 14 (1) ["'0320 + í '" (l) 20 , 

C¡11I ' ('ondIH'p dirpct.n.mpn1.p. a la reprpsen1.ación (3.9) . • 

(3.12) 

(3.13) 

(3.14) 
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El 1I1O del o (3.9) es una representación no lineal en los parámetros (condiciones inicia.les) dd l\H. l\ledia11te t~Cllic(ls 
de esti11lación paramétrica no lineal es posible determinar las cOlldiciorws iniciales a partir de este modelo. Si11 
embargo, e11 ge11eral tales ttTnicas no aseguran una convergcnci'l. global. En el siguicnte ap(lrtado se lIsará Ulla 
sobrepara.mctrización , con el fin de obtener una representación linea.l en 1m; parámetros. paut la ¡-mil SI' pll(~rlen 

aplicar métodos lineales rle est.imación rle parámetros, parA estE caso el filtro de KalmAll, que asegura conv(~rgenciA 
global cuando hay excitación persist.f'nte. 

Representación lineal en los parámetros del MI 

El modelo del MI (3.9) mostrado en el lema anterior es lIna descripción de la máqllina en thminos df' variables 
medibles y de parámetros desconocidos (las condiciones iniciales de flujo y velocidad), y puede escribirse de la 
siguiente manera 

';=0 

1'1 (t) = H(t , .;) 

[ ~~:? ] = F(l , .;) ~ f 2 (l)'; + ~(l) 
dónde t; corresponde a los parámetros desconocidos (las condiciones iniciales) 

y 

[

-JI 
l':¡ (t) = ~ O -g:¡ (t) ] . ~ (t) = [ -93 (t) ] , 

II 91 (t) 

(3.16) 

La priltlera igu(lldad ell (3.16) representa el hecho de que las condiciones iniciales SOll C011stalltcs. siempre .Y cualldo 
<,1 tiempo inicial ha sido fijarlo. La segunrla ecuación corresponde a la forma en qll<! la s<,ñal de salida d('p('n('k dI' las 
t;ondiciones iniciales. La tercera wpresenta el valor de los (~stados act.lla.ks corno fllnción d(' las condiciones iniciales. 
Ctili7.a.ndo la segnnda. eCllat:ión de (3.16) es posible estimar los parámet.ros ut.ili7.~_U1do mM,odos de id('nt.ificación de 
parámetros de sistemas paramet.ri7.ados no linealmente, ya. que H (l, 1;) es 1Ina [unción no lineal de las conrliciones 
iniciales t;. Con la tercera ecuación se puede entonces calcular el valor actual de los estados no medidos. 

Para convertir este problema no lineal en uno de estimación lineal, se puede realizar una sobreparall1drización. 
Si se define un nuevo conjunto de parámetros (, dados por la siguiente reparametrización 

(3 .17) 

:;e puede reescribir el sistema (3.16) corno 

(= O , 

1'1 (t) = r 1 (l) ( , (.'UR) 

[ ~ g? ] = [ r 2 (t) 0:1x5 ]( + ~ (t) , 

dÓllde 
f 1 (l) = [ )2 (t) )3 (t) 14 (t) 15 (t) 1 

La. estilllat:iólI de los parámetros <; a partir de (3.18) es UII problellla. de idelltificaciólI lineo.! (I.lllpli(l.lllt,n(,e cOllocido 
(Sastry a.ud Bodsoll. 1989, Capítulo 2) , (Ioaullou alld Suu, 19(6) , que utiliza. las dos prilller(lS c'cuaciollcs de (::U~). 
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ella ve:¿ <.:ollocido ( ~e puede calcular <.:oll facilidad ~ , y COll ello l~ cOlldiciolle:; illiciales originales, y deteouillar el 
valor de los e:;tados actuales, mediallte la tercera ecuacióll de (3 .18). Esto llO~ permite reali:tar efectivallleute la ide<J 
gelleral dcscrita cn el apartado 3.3.1 para el :MI, COlllO se detalla a continuacióll. 

Estimador de parámetros 

Ell relacióll con el procedimiellto propuesto anteriormellte, la primera. parte del problema, la estirnaóóll de la~ 
condicion('s iniciales (, se puede rcsolv('r con la ut.ilización dd filtro de Kalmiln como md,orlo d(' estimación. Cou 
d siSleTnil. ;3.1R) y di (Kalman and Buey, 19(1) es posiblc proponer la siguic'nte est.rllCtnra para el ('stimacior. qm' 
1 ambién es una de las estl'1lctnras propuestas en (Sastry and Bodson, 1989) 

((t) = - gP (t) rf (t) e-y (t) 

F(t)=Q(t)-gP(t)f{(t)rl(t)p(t), P(O»O , 

1'1 (t) = f l (t) ((t) 

e-y (t) = 1'1 (t) - ')'J (t) 

dónde Q(I:) = Q > O y 9 > O son parámetros de diseño. 

Estimación de los estados actuales 

(3 .19) 

Para la segunda parte del proceso de observación se requiere calcular los estados no medibles. Esto se logra de la 
tercera ecuación de (3.18), utilizando el valor estimado de los parámetros (condiciones iniciales), es decir 

[ 
W (t) ] 
z(t) = [ r 2 (t) 03 x5 ] ((t) + cp (t) . (:3.20) 

Con los resultados anteriores se puede decir que el observador queda formado por el estimador de condiciones 
iniciales (~.19), con pI que se estiman las condiciones iniciales de velocidad Wo y finjo (de manera indirecta) 'l/Jo, y 
el reconstructor de los estados actuales (3,20), que utiliza las condiciones iniciales estimadas por (3,19). Nótese que 
el cálculo de las condiciones iniciales es solo un paso intermedio para el cálculo de los estados actuales. Es posibk 
eliminar este paso intermedio si se toma en (3 .20) la derivada con respecto al tiempo y se elimina de las ecuaciones 
a ( * , Esto requiere obtener una pseudoinversa. del mapa de reparametrizaciólI (3.17). 

3.3.3. Análisis de convergencia del estimador de condiciones iniciales 

Para verificar el desempeño del observador basado en el est imador de condiciones iniciales (OECI) es neces/l,rio 
hacer un análisis de las propiedades de convergencia del estimador de condiciones iniciales (3, 19), que se llevará a 
cabo utilizando la teoría de Lyapunov sobre estabilidad de puntos de equilibrio (Khalil, 1996). Una forma de realizar 
el análisis de convergencia del observador , parecido al que aquí se presenta, se puede consultar en (Gollzalcz-Fonseca 
el: al., 2004) , donde se veríficaJl las condiciones para que la solución de la matriz de Riccati (P(t)) sea positiva definida. 
<:'11 téflllillus de las propiedades de observabilidad de los sisteJllas afilie:; ell lo::; c::;t'ado:; a, observar. 

De l a~ \.'cua.ciollC::; dd si::;tcmu ~ll fCpfC::;eutacióll paramétrica, (3.18) y del filt.ro de T{aluma (3 .1U) ::iC ohtieuc qHe 

la dinámica del error de estimación e (t) ª' ( (t) - ( (t) está da.da por 

e (L) = -gP (t) r{ (t) f 1 (1,) e (t) (3,21 ) 

La deri\'ada. con respecto al tiempo de la Gl.ndidata a flln<:Íón de Lyapnnov V (L) = e'J' (1) p - I (1) e (L) a lo largo df' 
las trayectorias de (3.21 ) es 

V (t) = _eT (t) [9fT (t) [1 (t) + p - I (t) Q (t) p - I (t)] e (1) (3.22) 

v (1) e::; lIegativo, t.Iefillida, y por lo ta,lIto el pUlltO de equ ilibrio de (3.21) es IIl1ifonlle y a.:; illtót.i('aJllellt.~ establl'~ , si 
Q (1) es positiva definida y acotada, y la pareja (fl (1), O) es uuiforllll' y cOlllplctallll'lItc ul'::ierVClhle (UeO), es decir. 
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~i (Kallllan and Bucy, 1961 , Teorema 3, p. 101) (ver Apélldice A) exi~ten COllstontes posit.ivas (Xl , /12 Y 8 toles ql.lt:: la 
Gralllllliana de observabilidad satü;fo.cc 

¡t+6 

/11 < t ri (T) r 1 (T) dT < /12 , V t 2: O . (3.23) 

Esto. condición corresponde a la de excitacióII persistente (Toallllou alld Sun 1996) ell la literaturo. de control aooV
tableo Bajo estas c.ondiciones el estado est.imado ((L) c.onverge exponencia.lmt'I11t~ rápido a S11 valor verdadero ((L). 
Finalmente, de (3.20) se sigue entonces que los estados estimados convergen exponencialmente rápido a los esta.dos 
reales. 

E~ [ ~ g? ] = [ ~ g? ] , 
si adicionalmente r2 (t) es acotada. Con esto se demuestra el siguiente Lema. 

Lema 3.3 Consider-e el observador OECI dado por (3.19-3.20) y supónga que Q (i) es positiva definida y acota.da. 
Si una tmyect01ia del MI ps tal que satisface que r 2 (t) sea acotada y qv.e la. TJaTcja (1' J (1) , O) sea ulli:fonT/.e :ti 
completamente obser'vable (UCO), entonces el error de observación converge a ce-ro nniform.e y asintóticarnenle. 

3.3.4. Relación entre las propiedades de convergencia del OECI y la Dinámica Indis
tinguible 

Como se aclaró al inicio de este capítulo, ningún observador puede converger para trayectorias no detectables. 
Para el OBCr las condiciones de convergencia dadas en el Lema anterior aseguran además que las t.rayect;orias del 
MI que satisfacen tales condiciones no pueden pertenecer a la dinámica indistinguible (DI) por un tiempo indefillido. 
y S011 por lo tanto detectables. 

Lema 3.4 Considere el observador OECI dado por (3.19-3.20). Si una trayectoria del MI satisface las condiciones 
suficientes para asegurar la convergencia del observador, es decir, se satisfacen las condiciones del Lema 3.3, entonce8 
tal trayectoria no pertenece a la dinámica indistinguible del MI para todo tiempo. 

Prueba. De la represelltacióll del sistelIla dada por (3.18) y dd concepto oc Jimí.lllica indistinguihle ddiniJo CIJ 

el Capítulo 2 se sigue que para dos trayectorias del MI que seun iuJistinguibks, oaJ~ por 

(1 = O 
/'1 (t) = r 1 (t) (1 

[ 
W1 (t) ] = [ r ~ (t) 
Z I (t) -

sp debe satisfacer para el f'Tror ( = (1 - (2 qne 

,y 

(=0 
O=fdt )( 

Sin embargo, la condición ueo (3.23) implica que la última igualdad solo puede ser satisfecha pa.ra. ( = O .• 

3.3.5. Realización del OECI 

Para implementar el OECI (3.19-3.20) se requiere generar la funciones (3.10) que lo constituyen. 

Comentario 3.3 Se puede observar que algunas señales como 91 (t), 92 (t), Y 93 (t) pueden C1'ccer demasia.do. lo 
que es inconveniente para la estimación. El análisis de tales efectos puede ser importante para la 1Je1'ificación de las 
pmpiedades del esquema de estimación. Es posible que estos problemas se puedan cnfrentar'usando algún rdguritmo 
de nonnalización (8astry and Rodson. 1989) en la identificación. 

Las ~l'j¡a les 9i se pueden realizar COlllO las salidas J c 1m; ~igui(;ntc~ filtros lincales: 



• Para 91 (t) 

• P ara92(i) 

• P a ra!J3 (t) 

VI = fJ (-/Ji + (:71.) , VIO = vI (O) 
91 = //1 

//2 = - f V2 - ~.Jfi , //20 = //2 (O) 
g[ = v 2 

. f a r'T.Jf - BT'] (0\ //3 = - 1/3 + lf L" !JI + ;:;- J ,1/30 = 1/3 ) 

.1h = 1/3 
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SI' pUf'de ohservar que si los filtros tif'nen condiciones iniciales dife)'{'ntl's c1(~ CI~ro. l!nt"orll'l'S las sl~iiaks )'{'ali Z;HhlS 

serán 9; (t) = gi (t) + l/i O. Para el presente trabajo se consideran dichas condiciOlll's iniciaks ignaks a c('['o. lo qU(' 
no implica un problema mayor debido a que el estimador utilizado, fi lt.ro de Kalm;¡,n. puede soport.ar (por medio dI' 
sint onización) algunos erron~s de modelado. 

3.3.6. Eliminación de restricciones para el observador OECI 

Al iuicio dd diseño dd OEe I se hicieron algullas hipótesis restrictivas , que si ll embargo jJuedclI S\.T diI uinauiI.s 
<':011 relativa facilidad. A contilluación sc discute brevemente COlllO se puedell elillliuar dicllils rcst.ri<.:('iollt'S. 

Eliminación de restricción 1: Los parámetros del motor son desconocidos. 

Se había sup'lesto que todos los paní.metros del MI son concocidos. Si ('st.o no ('S satisfecho , ('ntonr'('s SI' pW'lk 
incluir en el vector de parámetros ~ dI-' la ecuación (3.lfi) los parámd.ros d(!sl'onocid0s. El proc('dimi(!nto adicjonal (!s 
idpntice a l desarrollo realizado para el caso mostrado. Es necesario considerRr en est·e pllnto q1le si algllnos par!Í.metros 
no son identificables, entonCf~S el a lgoritmo t.endrá problemas. Sin embargo, formalment.f', t.odo Sl~ Plwde 11('8arroll ar 
en la misma forma. 

Eliminación de restricción 2: Par de carga no medible. 

La hipótesis de que el par de carga sea medible es difícilmente satisfecha en la práctica. Para suaviza.rla se puede 
asumir, por ejemplo, que el par de ca.rga es un parámetro constante pero desconocido. De ésta. forma el par de ca rga 
lL se puede incluir en el algoritmo de observación de la misma forma que cualquier otro parámetro, tal COJl10 Sé' 

discute en el párrafo anterior . Podría presentarse el caso de que el par de carga no sea constante pero que este sea 
generado por un exosistema (conocido). Para tal caso las ecuaciones del sistema se podrían ex tender para incluir al 
exosistema, lo cual se realizaría de manera similar al método utilizado . 

Eliminación de restricción 3: La derivada di/dt no es medible. 

Para simplificar la presentación se supuso que se disponía de la medición de di/dt , la. derivada tem poral d(-' I¡¡. 
corriente de estator, lo que resulta muy problemático en una aplicación práct ica . Para encontrar una represell taciún 
del l\H que no requiera de tal derivada.se puede hacer lo siguiente. 

Si la ecuación de s3liua uel l!!odelo (3. 18). dada por 

/1 (t) = 1\ (t) l' (O 

St) hace pasar por Ull fil tro LTI estable, CO IllO por ejelllplo 

G (s) = [ stP ] , p > O . 
~+p 

La. llueva. ecuacióll de sa.lida uel lllodelo se convierte en 

11 (/) = f\ (l.) l' (O 
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<loude 

'11 (1.) = C (.'» [-"1 (t)] , L (l.) = C (8) [I\ (t)] 

Aqui se ha utilizado la siguiente notación mezddoa: G (.'» [f (t)] f(~prefi('J1ta la salida dd filtro lineal G (.~) con la 
sl~ñal del t.iempo f (t) como entrada. Se ha usado el hecho de que, corno los parlimetros Y (E) son cOJlstantf'fi, no son 
::1re'ctados por el filtro y, por tanto, quedan fuera de el. 

La observación principal aquí es que, dado que 

'1¡(t) = G (s) bl (t)] = G (s) [~~;, - (aH - n71 y:)]) (YI - i) + 3 (Ara. + b) i - 3('1 / ] 

[di] = G(s) dt +C(s) [- (aH - n7193]) (gl - i) + (3(Ma+ b)i - ,Be11] 

= sG (s) [i] + G (s) [- (aH - n 7193]) (91 - i) + ,3 (Afa + b) i - !Jcu] , 

1::1 runción '11 (t) puede ser realizada sin el uso de la dprivada de' i. Nótpse que la ecnal'ión 11.(' salida d"l rnod"lo, 
il (1,) = tI (t) T (~), requiere fiolo de señalc~s medibles y parámc'tros ('Onocidos. El disl~ño dd OECI 1'(' r< ~aliza dI' la 
misma manera, utilizando esta nueva salida del modelo para constrnir la regresión. 

3.3.7. Síntesis de la sección 

El diseño, recién prc'Sentado, de observador para el MI ell colldiciolles de opera.cíólI SSM se rca li:t<Í utili:t(tudo el 
concepto básico de obscrvabilidad, esto es, considerando que el MI es ohservable se pucdell estilllar las cOlldiciullCS 
inicú¡)cs de' los c~<;tados del MI. con éstos y el modelo del MI se p1J(~den obtenPf los est.ados ad.llalc's. Se ut.ilizó con 
(!xitü el filtro de' Kalman como método de estimación dI' mndicioncs iniciales (constantl~<;). I'a.fil. est.e filtro no rll(~ 

nel'f'saria una búsqueda exhaustiva de los parámetros de sintonización del mismo. Corno caradl'rísticas i,nport.;l11tes 
dd observador se pueden mencionar su sencillez de implant ación .Y la eliminación de la n~st.ri<:ci<Ín de (,(lI1sid(~rar a 
la velocidad como constante (que se hace en muchos trabajos de la literatura) establecida en el diseño de la sección 
anterior. Se presenta el análü::is de com'ergencia y la rf'laciór! de éste con la DI. Finalmente se describe:1 al;;un~~ 
maneras de eliminar las restricciones no esenciales planteadas al inicio del diseño. 

3.4. Diseño de un Observador de estados basado en un Modelo Exten
dido (OME) 

En esta sección se propone el diseño de lln obsf'rvador, bilsado f'n lln modelo dpl :\111, qllP ])ospe 11n pspacio de I'st.a.dos 
de dimensión mayor a la del sistema original. Este modelo tiene la ventaja. de que es afín en los estados no lIIedibles, 
razón por la cual se puede utilizar el Filtro de Ka.Jman como método de estima.ción. éste converge globalnwnte, 
siempre que se satisfaga la condición de observabilídad completa y uniforme. Para. realizar esta inmersión se asume 
que el torque de carga es constante y desconocido, así que no se requiere la medición de tal variil.ble. Este diseño 

. 'está emparentado con el trabajo presentado en (Besancon and Alexandru., 2003). 

3.4.1. Motivación 

(J na de las dificultades enfrentadas en el disei'io de observadores para el MI en operación sin sensores rn(!('állico,; 
se debe a que el modelo matemático original no es afin en los estados no medibles . Una velltaja de este t.ipo de 
modelos para el diseño de observadores es que el filtro de Kalman constituye UlI observador global para ellos, cuando 
las condiciones de observabilidad uniforme son satisfechas. En esta sección se propone precisament.e un model<.> con 
tales características para el MI y se realiza el diseño del observador utilizando un filt.ro de Killnwn , que estima 
simultáneamente el par de carga TI, del MI, que se asume constante y desconocido. 
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3.4.2. Construcción del observador 

Para el diseño del observador SI' hacen las mismas hipótesis que en la Sección 3.1, e~:(~ept.o por d hecho de Cjll<' 

1'1 par de carJ!:i! TL se asume const.antp y desconocido. Por claridad, pi desarrollo del observador d!' psI i! sección se 
puede dividir en dos etapas: la obtención del modelo afín del MI y la propuesta del nitro de i.{ alman para este modelo. 

Desarrollo de un modelo afín para el MI 

Es a.fort.unado que, si se asume que el torque de carga es constante, es posible encontrar una representación dd 
:vII que es afín en los estados. Adicionalmente esta representa.ción se puede hallar de una forma muy simple. como 
se muestra en la prueba del siguiente Lema. 

Lema 3.5 Considere que el MI se r-epresenta por (3.1) y que el torque de carga 1i- es constante y desconocido. 
Entonces se puede hacer la siguiente representación afin en los estados del MI 

Z 

w 

!/JI + 
!/J2 
!/J3 

h/.l 

(3 .24) 

(~~.25) 

.t l ] ]" = [O J] 
O ' -] O • 

(:1. 2(i) 

y donde z = /J • .', + i, los estados adicionales !/J-.., 4>2, 4>3 tienen 108 sig1tientes relaciones con los esfado8 oriyirwlcs del 
MI: 01 = w.Jfz, 02 = 1f.Jfz y 03 = [zT. Z I Z2 , zn Zi son los elementos del vector- z. 

Prueba. Considere el modelo del MI (3.1) Y el siguiente cambio de variable z = ,}¡}, + .¡ con lo qne <.>1 modelo del 
;vlT queda 

z = 3 (-bi + C1l) 
. f el' ·T.Jf T. w = - w - 7Jl Z - J * = az + npw.Jfz - np.Jfiw - [a +!3 (AJa + b)] i + !3Cll . 

(~U7 ) 
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CUll l L cou:;tante y deswnociuo (3.27) se puede escribir WIIlO (incluyendo TL / J WInO una variable de est.auo) 

o 
-J 

o 
O 

O 
O 

8(-bi+cu) 
O 

- [a+ 8 (lIfa+b)]i+ 8cu 
O 

La ecuación anterior es afin en Jos estados no medidos, excepto por el último término. Se introduce la siguiente 
expresión como llueva variable de estado, esto es 

Calculando su derivada con respecto al tiempo se obtiene 

(P I = ¡¡;.JJz + w.JJi = - fw.JJ z - ~ (iT.JJz ).JJz - '1;.JJz + {3w.JJ (-bi + cu) (3 .29) 

Se observa que (3.29) uepende de forma no lineal de los estados no medidos uebido a los términos J} Jlz y (iTJ;.:) .Jl z, 
que se introduciráll C01110 lluevas variables de estado. Nóte:;e que 

i 1 
] O . 

Defínase como nuevas variables de estado a 

Sus derivadas con respec(.o al tiempo son 

(3.30) 

y 

(33 1 ) 

dónde I y U están definidos en (3.26). Nótese que <P2 y <P3 tienen derivadas afines en los esta.uos lo que pl:'nnit e 
e:;cribir la:; ecuacione;¡ (3 .28) , (3 .29), (3.30) Y (3.31) COJllO un :;010 Illouelo a.ulllentaJo uel MT por 18s ecu8ciolles u(luas 
por (3.24-3.25) .• 

Ellllodelo obtenido tiene un e:;pacio ue estauo:; ue diInc1I8iólllllUC}¡O lIIayor que el origilléJ.l: El 8isil.'llIa (:3.2t<) posel' 
(i ('st.a.dos, mientrl\s que d sistema aumentado (3.21) tien(' 13 esta.dos. Debido 1\. (~st.1\ rlirer('fl( ~ iil (le! ('sp¡¡cios (-!c- l'sl "do, 
los sistema.,. no son equivl\.h~ntes. Esto se refleja en el hecho de qlle el sist.f'ma aumentado (3 .24) t,ien(~ una clin ¡í l1licil Iwís 
ri(~a que (3.2H) , es decir , conj,iene un nlÍmero mayor dI' trayect.orias. Sin emb:ugo. (.odas las (r:typ('(.ori:is dI' p,.;(.ado 
del sistema. origina l (3.28) están conten idas en el sistema ex tendido (3.24). Estas correspondell él Ins tr".\"(·clorias 
re8tringidas a una subvariedad del espacio de estado de (3.24) definida por las eCUaciOnl:'8 1)1 = u..:.llz , á'j = 'J} Jz , .v 
cbf = [ zr, Z l Z2 · zi]· Este hecho permite asegurar que todo observador para (3.24) es también UII ob:;erl"<ldor 
para (3.28 )). 



Propuesta del observador 

El sist.ema formarlo por (3.24-3.2.')) es lln sistema LVT quc se: pucde' rcprcsent.<lr como 

i; = A (y , lL) X + b (y , u) 
y=C(y ,u)x 

(3.32) 

donde las llIatrices A, b, C dependen de la entrada y la salida del MI. Pan.! este sistellla se propone Ull filtro de 
Kahnan 1, con su respectiva ecuación de Riccati . 

i: = A (y ,u)i + b(y,u) + P(t) (t)CT (y , u) [y - C(y,u)i] 
P = A (11, u) P(tj + P(t)AT (?J. "/J,) - P(t.)CT (y , u,) C (y , "I1) P(t) + Q , P (O) > O . 

(3.33) 

donde :i; es el estado estimado, Q es una matriz de sintonización del filtro que debe elegirse' como silllétrica, positi
va definida y acotada, y P(t) es la matriz de covariamm del filtro que resulta de la solución de la ecuación tipo Riccati. 

Es necesario mencionar qllc llna condición ])Rra la convprgenc;ia dd filtro ('s la exist('11 ci R. (h' snlnción ck la ('("llfH'ión 
de Rica\.ti, qne a su vez rpquiere la ])ropipdad de observabilidad completa .Y uniforme dpl SiS(.Pl1lil. Gs(.o se revisa mil 
de(.al]¡~ en la signiente sección. 

3.4.3. Análisis de convergencia del observador OME 

Para la verificación de convergencia del ohservador se utili:ta c1lI1étodo de Lyapllnov de verificación de estahilidélu 
ele puntos ek eqllilibrio, por lo que dicho análisis se reali7,ará sobre: la e'cllación dimí.m ica ek (,rror. ('sto es, 

Con (3.32 .Y 3.33) se pnedp obtener la dinámica de la PClHl.C":ión dpl error de observa.c:i<Ín ("omo e = x - i:. ps1.o f'S 

e = [A(y,u) - P(t)CT (Y,1L)C(y , u)] e 

Para la verificacióli de cO:1Vergencia de (3.34) se propone la siguiente candidat,c a. [unción de Lyap:mov 

v = eT p - 1 (t)e . 

cuya. derivada, a, lo la,rgo de las trayectorias de (3.34) es 

(:3.34 ) 

(3.3.') ) 

Como la matriz e es constante, la ecuación (3.3fi) se puede escrihir de la ~iguiclltl' lIl a llerCl, dOllue Q es ulla I1lCltrú ' 
(propuesta) constant.n y posit.iva definida 

(3.36) 

De (3 .36) se puede decir lo siguient.e: si la matriz [CTC + p- 1 (t)QP- 1 (t)] es positiva definida, entonces la eCll3cicJlI 
de error (3.34) converge a cero de manera uniforme y asintótica, lo que a su vez impli"a convergencia de los t'stadm; 
f'st imados a los estados verdadero~. Esto se satisface ~i la pareja (G. A (y. u)) de (3.32) es ulliforme y cornplt'l.amen(-' 
observable (OCO) (Ver (Kalma.n and Buey, 1961 ) Y Apéndice A). 

Se tiene entonces el s iguiente Lema. 

Lema 3.6 Consider'e el observador' OME dado por (3.33). Si -una tmyector'ia del MI es tal q-ue 8al,isface q-uc la. paT'eja 
(C . .4 (y , u)) de (3.32) sea -uniforme y completamente obse-rvable (UCO J, entonces el error de observación cOll:tJcr:qc 

a cer-o uniforme y asintóticamente. 

1 Para un tratamiento más detallado sobre el t" ma ver el Apéndice A 
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3.4.4. Relación entre las propiedades de convergencia del OME y la Dinámica Indis
tinguible. 

19ual que en el caso del OECI, para el OME las condiciones de convergeucia dadas en el Lema anterior a:;egurau 
además que lal; trayectorias del MI que satisfacen tales condicioues 110 pueden pertelleccr a la diuálllica illdisiillgllihk 
(DI) por un t.j¡~mpo indefinido, y son por lo tanto dct(~da.bl('.". 

Lema 3.7 Considere el observadf>r OME dado por (3.33). Si una trayectoria del MI satisface las condiciun fs sufi
cientes para asegurar la convergencia del observador, es decir. se satisfn.cen las condiciones del Lema S.6. ent.onccs 
tal trayectoria no pertenece a la dinámica indistinguible del MI para todo tiempo. 

Prueba. Nót.esp. primero quc si dos trayedoriRs d(~1 111 son indistinguibles para d modelo (J .2R) lo serán titrnhi{~n 
para el modelo (~xt('ndido (3.24). De esta representación dd sist.ema y del concl'pt.o nI' dinámica indistingllibl< ~ ndillido 
f'n el Capítulo :2 se signe que para dos trayectorias del MI que sean innistinguibles, dadas por 

XI = A (y, u) Xl + b (y. u) X2 = A (y, u) X2 + b (y. u.) 
,y 

y = C(y, u)x¡ y = C(y,1l)X2 

se debe l:iatisfa.cer pena el error i = Xl - X2 que 

i = A (y ,u)x 
O=C(y,u)i 

Siu embargo, la condición DCO implica que la última igualdad solo puede l:ier satisfecha para .1: = O. • 

3.4.5. Síntesis de la sección 

En la sección recién finalizada se realizó el diseño de un observador basado en un modelo afín en los estados 
no medibles del MI (OME) , dicho modelo se obtuvo extendiendo el estado del modelo original del J\IL Aunque 18 
dimellsión del estado del observador es más del doble de esta.do origilla.J , dicha. extellsión se puede justificar jJor 1". 
Y()lltoja d e t'stiUlé'f el par de carga (collsiderado constante). Al igual (¡tle para les observadores a::teriorps, en est, .. 
seccióll se presellta Ull aná lisis de cOllvergencia del observador y se muestra la relación de dicho a lláJisis con b or. 
La siutoniLlaÓóll del filtro de KalInan usado en OME se reaJiLló de llIallera simple. 

3.5. Un análisis de robustez de los observadores 

Para el diseño de los observadores, recién presentados, se fijó a los ·parámetros como constantes, consideración 
que en genera l no es verdadera, sobre todo sabiendo que el MI t iene parámetros que cambian con las condiciones de 
operación, como es el caso de las resistencias de rotor y estator. Adicionalmente, se puede considerar al pa.r de ca rg". 
COlll0 otro pa.rállletro que puede va.riar y el cual no se conoce COII pre..:isión. BII raLlóll de lo é1 nterior , es posible que e l 
desell1peiio de los observadores se deteriore en el caso de la illlplantación a UlI sist.ellla real , ~'s decir , los ouservéldorcs 
tiellen parámetros constantes del :1\11, mientras los pa rámetros reales del :l\tH camhiall , lo cu¡¡ 1 puede prOVO('ll r Ulla 

disminución (~n el desempeño de JOS mismos. 

Con el fin (j,p revisar el ¡;osible deterioro en el desempeño de los observadores j1resent.a.rlos, a. (:onti!~lHl('ión SI' 

realiza un aná.lisis, "simIAe", basado en la teoría de perturba.c iones reg\lIHn~s . El signipnt.e análisis se aplica a los 
tres observadores, debido a. que estos tienen la misma estructura linea.l y vari ante ell el tiempo (lo mismo que sus 
ecuaciones de er ror). 

En el aná lisis de convergencia de los observadores se mostró que, bajo cierta...,; condiciones ele operación del .\ Jl 
(donde hay detert.abilidad) la ecua.ción dinámica de error es uniforme y a...<;i ll tót icanwnte est.a ble. Adiciona lrrlPnt.f', 
se puede decir que como son sistemas lineales la estabilidad uniforme y asintót ica es eql1iva len te a la estahi lid",J 
exponencial. 
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COIl el fin de hacer más clara la exposición se preselltan la~ ecuaCÍOlle8 de error, encolltradadas, paTa caua UIlO de 
los oshervadores, esto es: 

Para d observador ove se tienen la.,> sigllicntcs ccuacÍon(!s de error , donde' todos los h~rmjnos se pr('senUln ('11 1" 
sección 3.2.4. 

eOvc (t) = [A (y, u) - ;{(t)Col eovc(t) - g¡ (y, u, p)z 
ex = Q(w + ew ) (z + ez ) - Q (x) z 

(.3 .37) 

Para el obsf'rvador OECJ se t.iene la siguiente f'clIación dinámica df' error, donde todos los términos se prc;ent.an pn 
la sección 3.3.3. 

eOJ:;Cl (t) = -gP1 (t) r{ (t) r¡ (l) eOJ:;CJ (t) (33X) 

Para el observador OEM se t.iene la siguient.e e(~uac.ión dinámica de error, donde todos los tprminos se prpspntnn PI1 

la sf'cción 3.4.3. 

(3.39) 

La idea básica para el análisis de robust,ez es aplicar la tporía de perturbaciones regulares, para lo cllal SI-' considl'nl 
Iln sist.ema nominal (no 'forzado) en f'l que, el término de perturbación es igual a ('pro 

e = A (y, U , ]J, P) e (3 .40) 

y el sist.f'ma nominal con un término, adit.ivo. dI" pert.urbación, es\.o PS 

ép = A (y, U, p, P) e + g(y , U,Pl) (3.41 ) 

donde el término de perturbación se origina por la variac.:ón de parámet.ros (para nl!estro caso) , expresadH por 1)1 (~n 

(3.41). Bs necesario mf'nCÍonar que la variación de parámetros no cambia f'1 ordf'n del sistema por lo qne, s(~ pnt'dp 
considerar a la variación de los parámetros en el Mi como un término aditivo en (3.40), tal como se presenta. ell (3.4]). 

Por lo tanto, es necesario expresar a las e:::uaciones de eri'or de los observadores cerno (3.40) - (3.41) con el fin <le 
aplicar los resultados de la teoría de perturbaciones regulares. 

Con respecto a la primera ecuación de (3.37) se puede decir que el primer término del lado derecho corresponde 
a la parte nominal(no forzada) y el segundo, se puede considerar como un término de perturbación (entrada) del 
sistema. La segunda ecuación de (3.37) corresponde al error que se comete al realizar la transformación a coordenada s 
origina.les. Bn rela.ción con lo anterior, se puede justificar la presentación de (3.37) sólo COl! la parte nomina l de la 
prilllera ecuación, debido a que el término de perturbación se puede incluir ell el térmillo de perturbacióll geller¡¡do 
por el cambio en los parámetros. Por otro lado, la segunda ecuación de (3.37) se puede e1illlina.r si cOllsidcralllOs 
el allálisis de robuste:t para la velocidad (w). Es necesario IlleHciollar que la lIIatri:t K(t,) ell (3.37) .es fUIlCióll dI' la 
mat.riz de Hit:cat.i P(t). 

Por otro lado, las ecuaCÍonPA,> (3.38) y (3.39) t.ienen la. est.rndllfa dp (3.40) qUf' con la va.riación de los paní.mdros 
se pueden rf'presentar como (3.41). Se puede obsf'rvar qUf' (3.38) .Y (3.39) son fnnciorws de PI (L) Y P'J, (l) (mat.rices 
de Riccati) respectivamente. 

Bn relación con lo anterior , se puede considerar que las ecuaciones dinámicas de error de los tres obscl'I'adores 
tienen Ulla estructura como la definida por (3.40) - (3.41) con A (y , u, p, P) una mat.riz que depende d!> la sa lida y, 
la entrada u , los parámetros del MI p Y las matrices de Riccati P, donde e es el "cetor de error de observación, 

('on el propósito de establecer las propiedades de estabilidad de (3.41) se puede a.plica.r el COllceptu de I'sta bil
¡dad el!trada-estado (Kha.lil , 1996) .ya que g(y, u. PI) es una perturbación que (en general) 110 ~e Jcsvall en~ ell el orig(·.'n 

EH relacióll con lo anterior se puede utiliilar el siguiente Teorema 2 de (Khalil. 1 aDG ) 

2Tcorc'Jl a ::;.2. p.p.218 



Teorema 3.1 Sea D = {x E Rn 111 x 11< r}, Du = {u E Rm 111 u 11< Tu} Y J: [O.ex:) x D X D71 -> R ll sea. continna 
a tmzos en i y localmente Lipschitz en x y u. Sea V : [0,(0) x D -> Runa Junción contin:uamenf.e diferenc-iable tal 
que 

av ov 
at + o:¡; J(t , x, u) :s; 03(11 x 11), V 11 x 112: p(1I u ID > O, V(t, x.u) E [O, oc) x D x D" 

donde 0J, 02. 03 Y P ::;on fuuciolles clase K. Entonces el sistema i; = f(t , x, u) es localmente estable eutn:J.da-e::;tado 
COll l ' = 1.\'¡-1 o a2 o p, k1 = a;-l (al (r)), y k2 = p-l (mín{ k l , p(r u)}), AdicionahllclJtc. si D = nll

, Du = n'" y nJ cs 
lUla funcióll clase KOQ ' entollces :é = f(t , :E , u) es estable entrada-estado con 1 = fl:¡-l o 02 o P 

En IllS secciones corn'spondiente.'i de los observadores se prC'-sentó un análisis de conver!!:cncia dC' las ecuaciOJws 
df' error , dondf' se mllest.n1, por medio de una función de Lyapunov, que parll. los t.rps observadores las eC'lHl.ci011PS dI' 
error son uniforme .Y asintóticamente f'stables , lo cnal garant.iza el cumplim iEmt.o de IR.s condiciOJ1f's de la rllnción V 
en el Teorema 3.1. Las otras condiciones a cwnplir según el Teorema 3.1, son las de acotamiento de la función de 
entra.da (la perturbación para nuestro análisis) y el acotamiento del vector de error e. 

Con base en lo anterior y aplicando el Teorema 3.1. Si 11 g(y. u,PJ) 11< 1"q = T", 11 e 11 < r, es posible rnostraJ' que 
la ecuación dinámica de error (3.41) es localmente estable entrada-estado para toda perturbación y error acotados. 
con rg y r constantes. 

Comentario 3.4 Es necesario comentar que la matriz de Riccati ( para carla caso) de la cual dependen los t1'(~S 

observadores, también depende de los parámetros del MI. Por lo que, es necesario asum'ir que la variación de dicho:> 
parámetros no afecta la existencia ni la soluciólt de la misma para cada uno de los casos. 

Comentario 3.5 Para la justificación del acotamiento de la perturbación se considel'ó que: sólo la resistencia de 
mtor Rr y el par de carga TL cambian a otro valor constante (por lo que siguen siendo mnstantes) , que éstos cambian 
en 7J.n rangu limitado debido a restricciones física:;. Por lo tanto, se p·uede Mu/mú' que la magnitud dr:; la peTtw'bación 
:>er·á acotada '!I el resultado anterior se justifica. La l'estricción de localidad se da en relación a que tanto la magnitud 
del erTOT como la magnitud de la perturbación son acotadas en una vecindad del origen cOT-respondiente dentm de S1L 
dominio. 

Comentario 3.6 En razón del análisis anterior se puede afirmar que los tres observadoTes presentados en estf tra
bajo conver:qeran a cero (bajo las condiciones establecidas en los análisis de convel:qencia) si el tém:ino de pCTt'lLr'bación 
se hace cero o convergerán a una vecindad acotada de las trayectorias reales si los términos de perturbación y e·,..ror 
.son acotados. 

3.6. Resultados de simulación 

Con el fin de verificar el desempeño de los observadores diseñados en este capítulo , se presentan resultados dI' 
simulación .> en varias condiciones de operacióil, poniendo enfásis en las reportadas en la literatnru como de bajo 
desernpeiio para diferentes da ::;es de observ>tdores. 

Una de las condiciones de operación del MI más utilizadas en la práctica es la de condiciones nomin<1il's ue 
voltaje de excit3.ción y par de carga constante, por lo que será necesario revisar el desempeño de los observauorl's 
en la condición antes mencionada. Otra condición de operación del MI que se ha mencionado en la literatura corno 
de bajo desempeiio para. los observaUores es la. de excita,cióTl con voltaje Ilolllilla.l y par ue carga varia.llk , pues ell 
(Harllefors, 2000) ::;e mue::;tra bajo desempeño de los observadores tipo Kahnan cuando se presl~ntll.ll call1bios tipo 
esca.lóll e11 el par de carga. 

3Simulink de tdatlab V.6.5. MathWorks lne. 
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Dlla condicióll tle operación que resulta tle gran exigellcia para los osbervadores es la de baja frecuellcia tlel voltClje 
tle excitacióll. En (IJolt:¿ antl Quall, 2002) se realizan pruebas experimetales hasta ulla frecuellcia de l[lJ z] COIl hut'llo~ 
re~ultatlos: por lo que en el presente trabajo se verifíca la operación de los tres observadores a una frecuencia. ~lel 
voltaje' de c~xcjtadón, menor de l[Hz]. 

De aCllerdo con el análisis de observabilidad dell\H, se sabe qlle Ilna de las condiciones que provocan inobserva.bil
idad e indetectabilidad para el modelo del MI es la excitación del estator con voltaje y par de carga constantes. En 
(Canudas De Wit et al. , 2000) se presenta un resultado local que previene del bajo desempeño de observadores SS]\! 
para el MI bajo esta condición de operación. Utilizando el resultado del análisis de osbervabiEdad, de este tra.bajo, 
se propone aplicar al estator un voltaje de naturaleza constante para lo cual se espera un desempeño muy bajo o la 
divergencia de la trayectoria estimada de la real 

Con el fin de verificar el desempeño de los observadores diseñados en este capítulo, se realizarán simulaciones en 
las siguientes condiciones de operación, poniendo enfásis en las reportadas en la. literatura como de bajo desempeño 
en tliferelltes dases de observa.dores. 

3.6.1. Condiciones de operación 

• Condiciones nominales de operación, donde se aplican condiciones nominales, es decir, un voltaje sinusoidal fijo 
en amplitud y frecuencia: uT(t) = [220V3sin(1207r), 220V3sin(1207r-"i)] [V], con h = 5[Nm] y Tr. = ±5[Nm] 

• Condición de baja frecuencia del voltaje de excitación, donde se aplican un voltaje sinusoidal fijo en amplitud 
y baja frecuencia: uT(t) = [220vÍ3sin(1,27r), 220V3sin(1 ,27r - "i)] [V], con '1L = 5[Nrn] y '1L = ±;¡[Nm] . 

• Condiciones de frecuencia cero, donde se aplica un volt.aje constante en amplitud y frecllf'l1cia Cf'ro: uT(l) = 
[15 sin(O) , 15 sin(O - ~)1 [V], con TL = 5[Nm] y JL = ±5[Nm] . 

3.6.2. Parámetros utilizados para simulación 

Para la reali7:ación de! laR pruebas de simulación se uti!i7:aron los siguientes parám<'tros del MI, d<~ los ohservadorc,s 
y las cOlldiciones iniciales de ambos para los tres observaclores dis<,ña.dos. 

Parámet.ros oel MI 

I l-r [B] I [,s [B] I 111 [B] I Rr [n] I Rs [n] I np T¡, [Nm] 
(3...\'2) I 0,076 I 0,142 I 0,099 I 0,93 I 1,633 I 2 0,029 I 0,13 

Parámetros de los observa.dores 

Observador Q R 9 
ove 1000OH:;x:; 20lbx2 ] 

OECI R8X8 R2x :l 1,5 
(3 . ~3) 

OME lOOH13x13 ll2 x2 1 

Condic:iones inicales de los observa.dores y del MI 

Observador P(O) X1'(O) w(O) I rlld I 
::fe!) 

1/;(0) [Wb] i(O) [A] 

OVC 0,01ll5x5 [00000] O 
1 O 
1 O 

OECI 0·1ll8 x8 [00000000] .'i0 
1 O 
1 (} 

OME TI ¡3X13 [1111111111111] 50 
O O 
O O 
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3.6.3. Resultados de simulación para condiciones nominales 

Los resultados presentados muestran a la velocidad de rotor w como variable observada. Las otras señales 
mostradas corresponden (subíndices) con las señales estimadas por los observadores. 

Condiciones nominales con par de carga constante 

En las Figuras 3.2 y 3.3 se presentan los resultados de simulación para los tres observadores en las condiciones 
nominales y con par de carga constante. 

200 ~: 
\ ' ........ 

150 

"' g~-lI' :~ ..• . Qloec 

__ """" i 
-500L-----------JO.5------------L-----------~15 

tiempo (seg) 

Figura 3.2: Condiciones nominales, 'lL constante 

En relación con los resultados presentados en las Figuras 3.2 y 3.3 se puede decir que 10 tres observadores presentan 
un desempeño aceptable. Se puede decir que, el observador que presenta mejor desempeño, para esta condición de 
operación, es el OVC, pues converge de manera más rápida y suave. 

Condiciones nominales con par de carga variante 

En las Figuras 3.4 y 3.5 se presentan los resultados de simulación para los tres observadores en las condiciones 
nominales y con par de carga variante. La variación impuesta para 'lL consiste en una señal cuadrada de magnitud 
igual al par de carga nominal y frecuencia 1 [H z]. 

En relación con los resultados presentados en las Figuras 3.2 y 3.3 se puede decir que el observador OEM presenta 
el más bajo desempeño de los tres debido a la presencia de cambios en la velocidad de rotor ocacionados por 
los cambios en 'lL.Por otro lado, los observadores OECI y OVC presentan un desempeño aceptable, pues el error 
presentado por el OVC al momento de los cambios de velocidad es pequeño, mientras que el OECI presenta mejor 
convergencia que los otros. Por lo que , para esta condición de operación el que mejor desempeño muestra es el OEC!. 

3.6.4. Resultados de simulación para condiciones de baja frecuencia del voltaje de 
estator 

La operación del MI para velocidades cercanas a cero, que según (Canudas De Wit et al., 2000) corresponde 
a un voltaje de excitación constante, se puede considerar como una condición de bajo desempeño en los sistemas 
controlador observador para el MI en operación SSM. Los siguientes resultados muestran a la velocidad de rotor 
como variable observada. Para este caso de operación del MI se presentan las siguientes dos condiciones: 
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Figura 3.4: Condiciones nominales, '.1L variante 
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En las Figuras 3.6 y 3.7 se muestra la comparación del desempeño de los tres observadores para la condición de 
operación de baja frecuencia del voltaje de excitación y con par de carga constante. 

En relación con los resultados presentados en las Figuras 3.6 y 3.7 se observa que el OME presenta un desempeño 
inaceptable, debido que presenta variaciones considerables de la velocidad estimada y no converge a la velocidad real. 
Por otro, lado el OECI y el OVC presentan un desempeño aceptable pues ambos convergen a la velocidad real. Sin 
embargo, es necesario mencionar que el OVC presenta una convergencia más rápida que el OEC!. Por lo tanto, para 
esta condición de operación el OVC resulta ser el mejor de los tres. 

Condiciones de baja frecuencia con par de carga variante 

En las Figuras 3.8 y 3.9 se muestra la comparación del desempeño de los tres observadores para la condición de 
operación de baja frecuencia del voltaje de excitación y con par de carga variante . La variación impuesta para 'J L 
consiste en una señal cuadrada de magnitud igual al par de carga nominal y frecuencia 1 [Hz]. 

En relación con los resultados presentados en las Figuras 3.8 y 3.9 se puede mencionar el bajo desempeño del 
OME, pues presenta grandes variaciones de la velocidad estimada y no converge a la velocidad real. Por otro lado, 
el OECI y el OVC presentan buen desempeño, pues ambos convergen a la velocidad real en un lapso de tiempo 
aceptable. Para definir el mejor se puede mostrar, con un mayor acercamiento en la gráfica, que el OVC tiene una 
covergencia más rápida y por lo tanto se puede considerar al OVC para esta condición de operación como la mejor 
opción, 

3.6.5. Resultados de simulación para condiciones de frecuencia cero 

Como se vió en el Capítulo 2 cuando el torque de carga es constante, se tienen condiciones de inobservabilidad 
para el MI. El propósito de presentar los siguientes resultados de simulación es mostrar que, bajo éstas condiciones de 
operación, ningún observador converge a la velocidad real e incluso el error de estimación es creciente. Es necesario 
mencionar que la magnitud y naturaleza del voltaje de estator y las condiciones iniciales del MI deben ser tales que 
provoquen la inobservabilidad del MI. Para el presente caso se eligió una magnitud del voltaje de excitación que 
provoca la indetectabilidad de las trayectorias a observar. 
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Condiciones de inobservabilidad con par de carga constante 

En la Figura 3.10 se muestra la comparación del desempeño de los tres observadores para la condición de operación 
de frecuencia cero y par de carga constante, que corresponde a una condición de indetectabilidad. 

En relación con los resultados presentados en la Figura 3.10 es claro que el desempeño de los tres observadores tS 

inaceptable, pues se observa que las trayectorias estimadas por los tres divergen de la trayectoria real de velocidad. 
El resultado anterior verifica la afirmación que se hace en el Capítulo de análisis de observabilidad en el .::entido que, 
para las condiciones de operación de la prueba (de inobservabilidad) el MI es inobservable e indetectable y por lo 
tan~o ningún observador basado en el modelo converge. 

300 

200 . , .. 

.... ............ _\ 
100 ................. .\ 
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~ -100 ~~'~_ .• ,_. _----'_._ .. ,_'_. __ 

.......... -........... 

-200 

~, _300L-____ -L _______ ~ ______ ~ ___ ___L ______ ~ 

o 0.5 1.5 2 2.5 
~(seg) 

Figura 3.10: Condiciones de frecuencia cero con 'Ji constante (condición de indetectabilidad). 

Condiciones de frecuencia cero con par de carga variante 

En la Figura 3.11 se muestra la comparación del desempeño de los tres observadores para la condición de operación 
de frecuencia cero y con par de carga variante, el cual no corresponde a una condición de indetectabilidad, como se 
verá. La variación impuesta para 'Ji consiste en una señal cuadrada de magnitud igual al par de carga nominal y 
frecuencia 1 [Hz]. 

En relación con los resultados presentados en la Figura 3.11 se muestra un mejor desempeño de los tres obser
vadores en comparación con el resultado anterior, debido a que, para este caso las trayectorias estimadas no divergen 
de la real , aunque la estimación es mala para OVC y OME. Para este caso se muestra que la trayectoria estimada por 
el OECI converge a la trayectoria real , por lo que el OECI es la mejor alternativa para esta condición de operación. 

3.6.6. Resultados de simulación para una revisión de robustez 

Con el fin de verificar la robustez de los observadores (de una forma simple), a continuación se presentan algunos 
resultados de simulación que muestran el desempeño de los mismos cuando se presentan cambios en los parámetros 
(Re y 'Ji) del MI. 

Las condiciones de esta prueba son las mismas que para las pruebas de condiciones nominales del MI, para par 
de carga constante y variante, con excepción de lo siguiente Rrp = Rr(1,2)O y 'Jip = 'Ji(1,2)Nm, donde Rr y 'Ji 
son valores nominales . Para esta prueba se propone un 20 % de variación. 
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En relación con las Figuras 3.12 y 3.13 se puede mencionar que el desempeño de los observadore:. es aceptable 
(para condiciones nominales de operación del MI) debido a que se muestra convergencia asintótica de las trayectorias 
estimadas a la real, a pesar de la vari3ción de Rr y '1i. Hecho que corresponde con los resultados del análisis de 
robustez. Con base en los resultados anteriores, se puede afirmar que es factible la implantación de los observadores 
presentados y se espera obtener un buen desempeño en un sistema real. 

3.6.7. Síntesis de la sección 

En la sección recién terminada se mostró, por medio de resultados de simulación, el desempeño de los observadores 
diseñados en este Capítulo. inicialmente se presentan los parámetros y condiciones iniciales tanto del MI como de 
los observadores. Las condiciones de prueba se definen en relación con algunas condiciones de operación del MI para 
las que se sabe que el desempeño de observadores se deteriora. Finalmente se muestra los resultados de simulación. 

Con el fin de mostrar algunas características notables de los observadores, a continuación se muestra una tabla 
comparativa de las mismas, la cual se puede utilizar para justificar la aplicabilidad de alguno de los observadores. 

Obs. O Parámetros del Filtro de Kalman te[seg] Er<n 1 rad 1 v seg ECbfl :::1 ECfcl ::: J 
OME 13 Q = 10000ll13X13, R = 20ll2x2, 9 = 1 0,7 1,2 00 00 

OECI 8 Q = ll8x8, R = ll2X2, 9 = 15 0,5 O 0,3 00 

(3.45) 

OVC 5 Q = 100ll5x5, R = ll2x2 , 9 = 1 0,3 O 0,3 00 

Donde O indica la dimensión del estado del sistema, te es el tiempo de convergencia para la primera prueba 
mostrada, ECn, ECbf y ECfc son los errores de convergencia en estado estacionario para condiciones nominales, 
condiciones de baja frecuencia del voltaje de excitación y condiciones de frecuencia cero, respectivamente. Cabe 
mencionar que los datos de la tabla anterior se tomaron de los resultados de simulación de par de carga constante. 

Con respecto a los resultados de simulación se puede mencionar que: para las condiciones de operación nominal 
y par de carga constante los tres observadores presentan un desempeño aceptable y el mejor es el OVC. Para las 
condiciones de operación nominal y par de carga variante el OECI presenta el mejor desempeño seguido por el 
OVC y para este caso se observa que el OME presenta un desempeño inaceptable. En el caso de condiciones de 
inobservabilidad se muestra que ninguno de los tres observadores muestra convergencia, verificando el resultado del 
análisis de observabilidad que anticipa dicho comportamiento. 



Es digno de men<.:Íonar que lo. mayoría de observodores diseiiados utili:tcUldo el filtro de Kalmall collsideroll a 
la velocidad de rotor constante, tal como se hace para. el diseiio del OVe. Por lo que se puede esperar quc tl'llgolJ 
un comport;;.rnicllto parecido a.l OVC, esto es, que si la velocidad cambia con respecto al t,i\.'lllpO su desclllpeiio de 
d{~teriora, por lo que, el observador OECI present.a un mejor dl~sempeño en c:ondÍl:ion<~s <!C- opcril.c:ión ('Oll pllr d<~ carga 
variante y puede re:mlt.ar una alternativa aceptable. 

3.7. Síntesis 

EIl este capítulo se diseña.roll tres observo.dores utilizando el filtro de Kcdlllall CUIIIO método de l'stilllociÓn . Cado 
UIlO de los diseños presentados tiene características propias, debido a la idea que se explota para su construccióll. 
Para todos los observadores se presentó un análisis de convergencia que justifica. su <..ksclIlpeño ell la~ conuiciollcS 
en que el MI es observable. Se justifica el bajo desempeño de los observadores ell loS condición de illohservabiliJad 
111.ilizando la dinámica indistinguible, relac:ionando de este modo el rf'A<;uIt.ado principal dI' est.e trabajo. La nwisióll 
del desempeño de los observadores se realiza por medio de simulaciones en diff'n'ntes c:ondiciones de opl'rilc:ión. Se 
muestran resultados de simulación que justifican la robustez de los observadores a la variación dp la rf'sist.enC:Íé¡ de 
rot.or y el par de carga. 



Capítulo 4 

Conclusiones y Trabajo Futuro 

4.1. Conclusiones 

En éste trabajo, se presentó una metodología general, aplicada al motor de induccióll, que permite realizar el 
análisis de observabilidad de sistemas no lineales. Dicha metodología se basa fundamentalmente en el concepto de 
trayectorias indistinguibles (Hermann and Krener, 1977) y consiste en determinar un modelo dinámico que presenta 
las trayectorias indistinguibles, llamado la dinámica indistinguible dellTlotor de inducción. La dinámica indistinguible 
permite establecer, de manera global, las propiedades de observabilidad del motor de inducción en operación sin sen
sores mecánicos. Utilizando la dinámica indistinguible se verifica la existencia de trayectorias indistinguibles y en 
consecuencia se muestra que el motor de inducción en operación sin sensores mecánicos es inobservable tanto global 
como locallIlente. EII relación COII las propiedades de observabilida<.i se establece, además, que no es posible COllst ruir 
tIl l observador pa.ra el motor de inducción que funcione adecuadamellte para. todas la. cOlldiciolles de overil.ción , es 
decir. que ha.brá funciolles de voltaje de estator y condiciones iniciales tales que el motor de illduccióll , CH opcraciólI 
tiill sensores mecánicos: genere trayectorias iudistinguibles e indetcctables para las cuales nillgúlI ohscrvador cOllverg\'. 

El ,(~~mH.arlo de la::: propiedades de obscrv:-:.bilidarl dcl motor ele indu,:ción, ('TI o]w,aciór. sin scnson,s m;'cániccs, ( ~::: 

dt' gran importancia debido a quP es de naturaleza global y permite imponer rest,riceiom~s dp op~ración al disf'llo dI' 
obsprvadores. Por lo qUf', s~ pnedp considerar a la dinámiea indistinguiblf' eorno llna bllPna ht'rramienta para impOlwr 
restricciones y verificar el desempeño de observadores actualmente en operaóón. 

A pesar de que no se presenta una solución cerrada de la dinámica indistinguible, debido a que se trata de un 
sistema de ecuaciones álgebro-diferenciales altamente no lineal, se presentan varios casos de estudio entre los que se 
pueden destacar, por ejempo, el caso de operación en estado estacionario con par de carga constante y voltaje de 
excitación sinusoidal , donde resulta claro (en razón de la dinámica indistinguible) que no existen trayectorias indis
tinguibles y por lo tanto el motor de inducción es observable, lo que implica que se puede construir un observador 
que converja (para estas condiciones). Por lo tanto, con el resutado anterior, se puede justificar el buen desemperlo 
de sisteulas de control basado ell observador cuando el motor de induccióll trabaja en estado estaciollario. Otro 
ejemplo de análisis de operación del motor de induccióll, utili:tando la dimilllica indistinguible, (~s aquel dOlld(' se 
cOllsidera. par de carga constante y velocidad de rotor cero. Se muestra que el voltaj(' de excit Clc;ióu nccesa.rio pan!. 
llIanteller la velocidad eH cero es un voltaje constaute, hecho que provoca la existencia de t.ra.yectorias indist.illguihle:; y 
('n COr.:'CClwnCÍa qliC no exista un observador que funcione adecuadam(mtL para. est.a.:.; condiciones dp operación cId i\ []. 

Con respect.o al propósit.o de diseño de un observador, se just.ifica el mismo pFl.rl1 t.rayectorias del.pcl.ablps d(~ l 

.\11. Se diseñaron tres observadores utilizando el filtro de Kalrnan como mét.odo de estimación. Para los irC's casos 
se presenta un análisis de convergencia y resultados de simulación que ilustran su desempeño. Se muestra que los 
resultados de simulac ión coinciden con los resultados del análisis de observabilidad (realizado en la priruera. parte de 
este trabajo). Para, el primer observador (OVe) presentado se asumió a la velocidad d(·~ rot.or constante, e ll COllS('

cuencia se obtiene Ull modelo del motor de inducción afin en las varia.bles a observar, hecho qne inv ita a la utiJi z:wiólI 
del filtro de Kalman como método de estimación. Para este caso se puede observa.r Ull buen deSell1p(~ lclO ('Ilalldu la 
velocidad se mantiene constante, un desempei'io aceptable cuando la velocidad va ría lent.a lnent.c y un m"i d('Senlp(~ IIO 
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cualldo la velocidad cambia rapidamente. Para las colldiciones de illobservabilidad (voltaje de excitaciólI y ¡¡Clr Uf" 
carg¡¡. constantes) se puede ohservar que la trayectoria de la variable ohservada diverge de la vari¡¡ble real, !Jechu qlle 
fue anticipado del resultado del análisis de observabilidad. 

Ell rdación con el observador ba.'iado en un est.imador df' condir.iones inióales (OEel) se llluest,ra 1m I1wjor dp
sempeño para las mismas condiciones de op~ra('ión que el ant.f'rior. En el ca.'io de la condición de inob:"prvabilidil.cl se 
muestra. tamhién, la divergencia de t rayedo:,ias. Un resultado importante a destacar en relación con este observador 
es que fue posible est.ablecer una relación directa eutre las propiedades de convergencia del estimador de condiciolles 
iniciales y la dinámica indistinguible, donde resulta que esta relación es la condición de excitación persistente 
(EP) para sistemas lineales, es decir, si el regresor utilizado para la estimación de las condiciones iniciales es 
EP, entonces el observador converge, lo anterior se podría interpretar físicamente en relación con la llaturaleza del 
votaje de excitación , es decir , si el voltaje es constante entonces el regresor no es EP y el observador no converge. 
Cabe mencionar que para la construcción del OECI se utilizó el filtro de Kalman como método de estimación d(~ las 
condiciones iniciaJes. 

El tercer observador (OME) se muestra según los resultados de siUlulaóóll como la peor opciólI ue los tres pre
sentados. Aunque cahe IIlCnCiOlHir que éste tercer observador presenta menos re:;!.riccioIles que el prilllero, debido 
a qlH~ no s(~ considera w constante ni TL medible y se pueden incluir otros parámetros para ];¡. estimación. Una 
dcsv(mt.aja qllC pre:,,(~nta e~te diseño (en relación con los otros dos) es el orden del sist.ema anmcnt.ado (el orden 
de P e:" de 13 x 13). En condiciones de inobservabilidad el observador muestra divergencia de lil$ trayec.j,oria~ ef'
t imada y verdadera, hecho que coincide con los resultados de la.'i propiedades de observabilidad y con los otros di:-;('lio:-;. 

P ara. los tres observadores se presento un análisis de robustez, basado en la teoría de perturbac.iolle:; singulares. 
Dicho análisis muestró. que si la variación de los parámetros es acotada y la condición inicia l del observador es acotada. 
entonces los observadores convergerán al menos a una vecindad de la trayectoria real. 

4.2. Trabajo futuro 

Consi(krando los rPsuIt.ados obtenidos y los objetivos plant('ados al inicio de ('stc trabajo <k t('sis. se mnsickra.n 
los objetivos cubierto~ y resnelto el problema principal, no obst.ante surgen varias t.areas <"]IW complemPllt illl (-'sI.l-' 
trabajo, a saber: 

Un trabajo cuya solución aportaría en gran medida al problema de control del motor de inducción sin scusorcs 
mecánicos sería obtener todas la funciones de voltaje que provocan indistinguibilidad en las trayectoria.') del motor. 
1:; na de las alternativas de solución podría ser relacionar la ecuación de corriente de la DI con la ecuación de la deriva
da. de corriente del ·MI y tratar de obtener la función de votaje, la obtención de esta fun ción de voltaje permitiría 
evitar excitar al motor con dicha función con el fin de evitar que genere trayectorias indistinguibles e ind(~ tectables. 

Otro trabajo futuro que podría mejorar el diseño del observador basado en estimador de condiciolles inieia.lcs :;erío 
util itar a lglÍ l) otro método pa.ra estimar las condiciones iniciales. Dicho método deberá presellt¡¡.r \'o.rio~ carackrÍsiico.-; 
deseahle:;, a saber, teudrÍa que ser lllás eficiente (en rclaóóu COIl la dificultad de cálculo) que el filtro de K 1l.J1Ili1.11 , 

IIlás rápido de tal mauera que el tiempo de muestreo sea pequeiio (y se pucda iUlplautar fácilllleute) y sn eSlc, l>k 
Q(,f'd(' <'l punto ck vista dd cálculo nmnÍ'rico. El h<'cho QP PTlmntrar titl 11,/,todo significaría n 'dll('i r la dim('nsión dd 
l'sti!nador .Y pod(~r implnntarlo con mayor facilidad en llna aplicación [('a L 

Fina lment.e , como lIn complement.o adicional de este t.rabajo se podrían rea!i7.ar pllPbnS ('xp(·~ rilT1 f' IIt."l( ,s pnra 
verificar los resultados del análisis de observabilidad y el desempeño de los observadores presenlitdos. 
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Apén.dice A 

Filtro de Kalman-Bucy 

A.1. Filtro de Kalman 

Rudolph Emil Kalman nació el 19 de mayo de ] 930, en Budapest (Hungria), hijo de Ursnla y Otto l\:alman. La 
familia emigró a los Estados Unidos en el año de 1943. Kalman obtuvo S11 grado de bachiller y maRstria en ingeniería, 
eléctrica en el I\HT (Instituto Tecnológico de I\.Iassachusetts) en 1953 y 1954 respect.ivél.mente. En )954 halman es
tudia la condición de controlabilidad de los sistemas lineales tratando de rela.cionar una. condición algebra ica con la 
teoría de sistemas l. A fines de noviembre de 1958 se le ocurrió la idea de aplicar la noción de variables de estado al 
problema de filtrado de \Viener, idea que desarrollaría posteriormente y con lo cual nace el filtra de Kalman, cuyo 
desarrollo matemático probó ser mucho más simple que el filtro Je Wiener. 

Teóricamente el filtro de Kalmall (FK) es un estima,Gor pa.ra el lIa.aHldo pTOhlema lineal cuadrático. (!l eual es 
el problema de estimar el estado instantáneo de un sistema diná lllico lineal perturbado por ruido hlanco utili:t311-
do llIedieiones linealmente relacionada:; con el estado pero contaminadas con ruido blauco. El estiuléldor re:;uitaIJk 
('s estadísticamemte óptimo con respecto a cualquier función cuadrát.ica d(' pstima.ción <k ('ITor (Grcwal amI An
dre",s, 2002). 

Las aplicaciones del FK cubren mnchos campos, pero su liSO es casí exclusivo para. oos propósitos: estimación .Y 
análisis de desempeño de estimadores 

Estimador de estados de sistemas dinámicos 
El FK nos permite estimar el estado de sistemas dinámicos con ciertos tipos de comportamiento a leatorio lltilizando 
información estadística. 

Análisis de sistemas de estimación 
El FK usa un descripción completa. de la. distribución de probabilida,d de sus errores de esti rna,ción para. determinar 
las ganaueias óptimas d(:'\ filtro y ésta distribución de probabilidad se puede utilizar par1:1. valorar su deselllpeiío conJO 
una funcióll de los parállletros de diseiio de Ull sistellla de estilllacióll. 

Ulla de las prillleras aplicaciones del FK fue la estilllación de' trayectoricu; y prohklllas de coll\'rol eH d proyecto 
A polo ('n d año de 1!)()0. A nnqll(~ <'stC' mp.t,odo oc estim; ~ción se) ;.¡piwó ( ~ri lln principio él sist.Pmll.s 11IlC'n.l(~s, pronto se' 
c\psarrolló lil versión de fil1 ro ext.endido oe Ka.lman pnra sistemas no lineales El FK SI' Pll('(l<) ("onsid( ~ r;'l r el rmí.'i grand" 
logro en la teorÍél de es1 imac:ión oel siglo XX. El principal liSO del FK S(~ ha dado <>n lA navegación .Y s('¡'>;llilTliento dI' 
vehículos y en el diseI10 de sistemas de estimación predictiva. 

A.2. Ventajas del FK 

• El FK es illlplcIllenta.hle el! la forma de un algor itlllo p1:1ra una cOlllputadora digital. ('sta iIllplelllCllt acióll puede 

1 Ésta concli('i()n se neterrllin() conlO el rango de una tnatri z 
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ser lenta, pero es capa:t de lograr mayor exactitud que la que se obtiene por filtros aIla lógicos. 

• El FK no requiere que la dinámica determinística o el proceso aleatorio tengan propiedades estacionarias .Y 
muchas a.plicaciones de importancia. incluyen procesos estocásticos no estacionarios . 

• El FK es compatible con la formulación del espacio de estados de controladores óptimos para sistemas dinámicos 
y Kalman fue capaz de probar propiedades duales de estimación y control para estos sistemas . 

• El FK proporciona la. información necesaria para explorar matemáticamente métodos de decisión basados en 
la estadística para detectar y rechazar mediciones anómalas. 

A.3. Filtro de Kalman-Buey 

El PK se ntiliza, en general, para la estimación en sistemas dislTctos en el t.i<'mpo. El modelo ntilizaoo para el 
diseño de los observadores propuestos, en este trabajo, es un modelo en táminos de tj¡~mp() eonhnllO. Por ti'mto, d 
presente reSlln1f'11 mllest·ra los resulta.dos obtenidos por H. E. Kalman'y H.. S. Bncy (Kalmnn and l3uey. H)fll) en la 
ap!ieHóón de est.a met.odología para sistemas de t.iempo r.ontinllo. 

Se condideran las siguientes restricciones 
Al. HZ tipo de sistemas para los cuales se aplica el filtro de K alrnan-Bucy (KB) está definido por d siguiente m.odelo 

dxjdt = F(t)x + G(t)u(t) 

z(t) = y(t) + v(t) 

(A.]) 

(A.2) 

Donde xCi) es el vector de estado, y(t) es la salida y z(t) es la señal de salida observada, con v.(t) y 0(1) procesos 
a.leatorios independientes con media cero y matricf:''i de covarianza 

COV[U.(t),11(T)] = Q(t,)· 8(t - T) 

W7'['U(t), 'I/(T)] = R(t) ./j(t - T)¡}(JTa todo t, T 

cov[u(L), V(T)] = O 

(A.3) 

Donde Ó e3 la función delta de Dirac, Q(t) y R(t) son matrices continuamente diferenciables en t y no-negativas 
definidas. 

A 2 . El vectoT de serial de salida no se mide de m.anem exacta, lo que impl'ica que la matrú R( i) es posil,iva 
definida para todo t, 

A3· La medición de z(I,) se inicia en algún instante fijo de tiempo to, en el cual la covarianza del estado inicial 
('(}'I' [o/: ( to ) , x ( iD)] es conocida. 
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A.3.1. Problema de estimación óptima 

Con las ff'stri"ciones anteriores. el problema qne resn(~Jv(' el fi11 ro de) Kalman-13ncy fí(' pll(~d(~ formnlar (k In ~i~ll
ipllLe m~mera 

Dados valores conocidos de z(r) en el inter'valo de tiempo /'0 ~ T ~ t, encuentre un estimado de f(t.1 I t) de X(tl) 
de la forma 

donde .4 es una matriz de n x p cuyos elementos son continuamente diferenciables en ambos argument.os y (A.4J 
tiene la propiedad que el error cuadrático esperado al estimar cualquier función lineal es mini'rnizaclo 

[" [x·, x(td - i(tl I t)]2 = min V x' (/\.5) 

con :/;* el co-vecto? de x 

A.3.2. Solución al problema de estimación óptima 

A continuación se presenta la solución propuesta en (Ka.lman and Buey, 1961) para eJ probkma de estimación 
óptima3 

Forma canónica del filtro óptimo 

El estimado i(t1 I t) es generado por el siguiente sistema dinámico 

di(t I t)/dt = F(t)x(t I t) + K(t)i(t I t) 

i(t I t) = z(t) - H(t)i(t I t) 
(A.6) 

El estado inicial x(to I to) de (A.6) es cero. Con (A.6) el problema del filtro óptimo se reduce al cáclulo de ganancia. 
óptima. K(t). Este resultado es general y no depende de que el modelo sea· constant.e. 

Forma canónica del sistema dinámico de error óptimo 

Considere 

x(t I t) = x(t) - x(t I t) 
por lo que la ecuación dinámica de error se puede expresar C0l110 

di(t I t)/dt = F(t)i(t I t) + G(t)ll.(t) + K(t) [1 ,(t) + Jl (t):i;(t I t)] 

Ganancia óptima 

Introducielldo la siguieIlte abreviación: 
P(t) = (,()l'[:/:(t. I t). ;"(1 I t.)] 

Se puede mostrar que la matriz de ganancia óptima queda 

Ecuación de varianza 

Se pllede mostrar qlH' P(L) debe ser solllción de la. (,cllación diff:rencial matricial tipo Hi('( ~aLi 

(A.7) 

(Atl) . 

(A9) 

Ei:ita es la ecuación de variam~a; es un sistellla de n(n0+ 1) (Este es el nÚluero de eklllellto::; Jifcrentei:i ( '11 la lllat.ri¡¡, 
simétri(:a. P(t.)) ecuaciones rlifá<,nciales no IÜ1<'aks de primer orckn y (,::; dd tipo d( ~ Ric!'<lt.i . 

2 Un elemento del espacio vectorial dual 
3Para ulla n ,visi{,1I d e la prueua consulte (KalJllall alld Buey, H)ü1) 
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Existencia de soluciones de la ecuación de varianza 

La C'xistenda de soluciones para la ecuación de varianza se justifica lltiliz3ndo el siguient.e t.rorema 

Teorema A.l Bajo las consideraciones (Al), (A 2 ), (.4 3) la solución del problema de estimación óptima con 10 > 
-00 se da por las relaciones (A.6-A.9). La solución de (A.9) se determina de manera única para todo t ;;:o: io p01' la 
especificación del conocimiento de 

Po = cOv [x(to) . x(to)] ; (A.10) 

el conocimiento de P(t) implica la determinación de K(t). El estado inicial del filtro óptimo es cero. 

Existencia de soluciones de la ecuación de varianza en estado estacionario 

El siguiente teorema muestra dos condiciones suficientes que permiten concluir la existencia de soluciones para la 
ecuación de varia.nza 

Teorema A.2 Denotando las soluciones para (A.9) como 

P(t) = II(t ; Po , to) 

Entonces el limite 
lím II(t: 0, to) = F(t) 

to-+ -rx; 
(A. 1 1 ) 

existe para todo l y es una solución de (A . .9) si se cumple cuolquipm de las siguienles afi.nnocionF8 

(A 4) el modelo (.4.1) es uniforme y asintóticamente estable; o 
(AS) el modelo (A.1) es "completamente observable", esto es, para todo t existc algún lo < t tal que la mat1?Z 

M(to , t) = l. t 

cf>T(T, t)¡¡T(T)JJ(T)cf>(T,I;)(lT 
to 

(A12) 

es positiva definida. 

Estabilidad del filtro óptimo 

Se' debe notar que la optimalidad del filtro no garantiza la estabilidad del mismo. Con d fin d(~ v('rifica r la condición 
de est.abilidad eonsidere las siguient.es definiciones 

Definición A.l Se dice que (A.l) es uniforme y completamente observable (UCO) si existen constanles !Josüivlls 
al · 0:2 Y (7 talc8 q'/le 

al ::; "'1(t, t + a) ::; a2 

Se pue<le ahora estahlecer el teorema central <lel filtro KB 

Teorema A.3 Asuma que el modelo de s'istema es 

(A~) uniforme y completamente observable; 
(A G) unifo17nc:tl completamente controlable; 
(A7) a3 ::; [[Q(t)[[ ::; a4, as ::; llR(t)[[ ::; aG para todo t ; 
(A¡¡) llF(t)[[ ::; a7 . 

Entonces se cumple lo siguiente 

(í) El filtro óptimo es uniforme y asintóticamente estable; 

Vt ;;:o: O . 

(i'i) Toda solución P(t) de la ecuación dc varianza (A.9) inciando en una rnalríz simc/.rlr;a no-negat.iva ro COll l'rnr 

a P(i,) c7wndo t --> oo. 
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Comentario A.l La propiedad (ii) del teorema anterior es de gran importancia, debido a que éstc muestra quc In 
ecuación de varianza es un método computacionalmente estable, que se puede esperar, prácticamente, insensible a 
errOT'CS de redondeo. 

Comentario A.2 K alman y Bucy muestran que es posible obtener los resultados obtenidos por Wier.,eT con los 
resultados anteriores. 

Síntesis 
En d apc)noice rCClen finalizaoo Se' presentó 11n f('Sllmen oe los resultados obt,c'nidos por Kalman y Bllr::v 4. p;-¡I"él. 
los solución dd estimador óptimo, sc' presentan la.<; mnoiciones quc debe cumplir el sistema a estimar para qne d 
f'stimador converja a los cstados verdaderos, así mismo se present.an los principales teoremas de art.ículo. Por tanto, 
éste puede ser utilizado como referencia en relación con la utilización que se hace del filtro en el diseño de los 
observadores propuest.os en éste trabajo. 

1 A l I<:f"tor illt.eresado ell la.:; prlll :ba.s de los n::;ultados se 1" n:mit.l' al art,kulo (Kahllall alld l1uey, 19(j 1.\ 



66 

Apéndice B 

Dinámica Indistinguible II 

En el presente apéndice se obtiene otro modelo de la DI. Este desarrollo de la DI se reali:ta COlJ el fin de mostra,r 
la rclacióu eutre las propiedades de couvergellcia de observador (OECI) COlJ la DI. Es necesario lIIencioua.r que el 
preseutc resultado representa. el mismo comportamieuto del MI pa.ra. las condiciones de iudistiuguihilidad que b DI 
prc~(~ntada en el capítnlo dI' análisis de llls propiedades de observabilidlld, 

B.l. Dinámica Indistinguible con cambio de coordenadas 

Para el desarrollo de la nT se aplica la misma metodología, a la utilizada el! el capítulo de aná.lisis de las propiedades 
de observabilidad. 

Considere los siguientes modelos 

:;1 (t) = ZOI + 911 (t) 

W1 (t) = e - /twOl - 9 '21 (t) Z01 - 931 (t) (TI.l ) 

1'1 (t) = 1'21 (l) W01 + 1'31 (l) Z01 + 1'41 (l) W01.lJZ0 1 + 1'51 (l) Z01 

Z2 (t) = 202 + 912 (t) 

W2 (1) = e-/ t
w02 - 922 (t) z02 - 9:12 (t) (B.2) 

I'~ (t) = 1'22 (t) w02 + 1'32 (t) Z02 + 1'42 (t) wOZ.lJZ02 + 1':;2 (t) Z02 

dondc la fnllciOlWS I'ij y 9ij son funciones (kfinidas como: (con ,¡ C(l1Tcspondicndo a la funr,ión y j denota d 1lJo(]<'lo 
d(' mot.or (1 Ó 2)) 

1'1 (t) ~ di
1 

- [aIT - n1'93 1.lJ] (911 - i) + ,3 (Ma + b)i¡ - 3cll¡ 
dI. 

, b. di~ 
/ 1 (t.) = d; - [o. IT - 11.1'.(132]] (912 - i2 ) + (1 (AJa + b) i2 - !~('a2 

/2 (t) ~ 11 p e- ft
.JJ (91 - i) 

/3 (t) ~ [aIT - 111'93.JJ - n1'.lJ (91 - i) 92] 

'Y4 (t) ~ np(' - f t 

/ '5 (t) ~ n p G 2 
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Definiendo las variables de error 

Ó ~ z1(l) - z2 (1) 

~~W1(t)-W2(t.) 

e ~ i 1 (t) - i2(t) 

rea!i:¡;a.ndo los cálculos para Ó se obtielle 

ele la misma manera para t 

Ó = (Z01 - Z02) + (yu(t) -- 912(1,)) 

Ó = Óo + (911(t) - 912(1.)) 

€ = e-Jt (w01 - W02) - [921 zOI - 922Z02 ]- [931 - 932] 

t = e-Jtto - [921Z01 - 922 Z02]- [931 - 932] 

Ahora, considerando el lado derecho de las últimas ecuaciones de los sistemas origina.les ((B.l) y (1:32)) 

1'1 (t) - 'T~ (t) = b21 (t)wOl - ~(dt)W02] + b11 (t)ZOl - 'Tdt) Z02] + b·11 (t)WOl.llZ01 - ~ldt)W02JJ.lo:d -
- b51 (f.)ZOl - ,52(t)Z02] 

C011 w02 = W01 - to Y .l02 = ZOl - Ó. De la ecuació11 alltcrior se ohticuc 

'T1(L) - '),; (1) = b21(L)W01 - ~f22 (L)w02] + b31 (l)Z01 -,dL)z02] + ,41 (I)WOIJl ZU1 -
-'42(0 [W01.ll Z01 - tO.llZU1 - wOl.llÓ + tO.JlÓ]- h51(L)ZOl - ')'52(L)Z02] 

Por ot ro lado realizando operaciones ut.ilizando la definición dI' ,1 (l) .Y ,; (l) , se obtiplW 

~f1(t) -,;(t) = [~~;t) - di~it.)]_ [aH + np 931 (t).lJ]911(t) + [aH + np 932(t).Jl]912(t) + [an + Ilp 931(t).Jl]i¡(I)
- [aR + np 932 (l).Jl] i2(l) + (3(Ma + b)(i¡ (l) - i2(l)) + 3c(-u¡ (l) + u2(L)) 

asull¡icndo condiciones para indistinguibilidad, es decir 

i l (t) = i2(L) 
'1",1 = 1"/2 

u¡ (1) = U2(t) 
9il (t) = 9dO 
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(13.3) 

(13.4) 

(l:Uí) 

(1:3fi) 

(13.7) 

( 13.8) 

a pI icando las condiciones anteriores a las ecuaciones. donde 9i1 (t) son funciones de varia bIes medi bIes, i (t) es el vector 
de corrielltes de estator (salida. llledible) , T L es el par de ca.rga y u(l) es el vector de volt.<ljes de estator (entn:t.da 
llll;dibk) . ('Oll estas condiciolles las eCll<l,ciones (R.4 - R.7) qlleu <:l,n COlllO 
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t!.. = Z Ol - Z02 

E = e- !Lf.O - g2(t)t!.. 
0 = 1'2(t)to + 1'3 (l)t!.. + 1'4 (l)[to.Jf zo + wo.Jft!.. - to.Jft!..] + ".5(l)}{ 

donde K = Z Ol - Z02 

Con lo que la Dinámica Indistinguible en estas coordenadas se puede escribir de la siguiente manera 

z (t) = Zo + 91 (t) 

w (l) = e- I'wo - 92 (t) zo - g3 (t) 

~fl (t) = 1'2 (t) wo + 1'3 (t) Zo + 1'1 (t) wo.Jf zo + 1'~ (t) Zo 

i:. = -fe-Itf.o + [Jg2(t) - ~iT.JJlt!.. (B.9) 

¿ = O 
O = ~f2Cl)f:o + 1'3 (t)t!.. + 1'4 (t)[Eo.Jfzo + (,v·0 .J) t!.. - tu.Jft!..] + "!j(l) i1: 

Reordenando y escribiendo en forma de productos matriciales a (B.9) se tiene 

z (t) = Zo + g1 (t) (B.I0) 

w (t) = e- f1wo - 92 (t) Zo - 93 (t) 

i:. = - f e- ILf.O + [Jg2(t) - ~iT.Jflt!.. 

¿ = o 

1'1 (t) = [ 1'2 (l.) ,'3 (l) 1'4 (l) n 1'5 (l) ] 

Algunas observaciones sobre la DI 

• CuaJl(!o to = U Y t!.. = O la. última ecuaCIOTI del sistema. anterior sielllpre se cUlll ple, esto es el vector <..le 
la derecha, formado por las con<..liciones iniciales <..le los térlllillos de error será cOIlstallte (~ igua.l a. C(~ro, esto 
implica indistinguibilidad para una misllla trayectoria del MI, es decir , el :\H 110 sería ill<..listillgu ihlc de él.cucrdo 
con la <..ldiniciÓu de in<..listinguihilida<..l. 1 

• Otra condición que ha ría cumplir la última ecuación de (B.10) sería que la rn a.lriz r I (i) spa. cero paril a lg ún 
t ~ 0 , COll f 1 (t) = b2 (l) "Y1 (1) ,'4 (t) ~ 1'5 (t)]. Se pue<..le mostra.r qlle ~/3(t ) lI1111Ca ,;er<i cero, ;.'or lo que r ] (1) 
nUllca. es cero y la. cOll<..liciún no se cUlllple. 

• La última ecuación se puede interpretar como la combinación linea l de las colulTln as <..le la matriz r¡ (l.), donde 
los escala.res que multiplica.n a dichas columnas son los co rnponentes del vector de condiciones inicia les de los 
ténnillos de error (collsta.lIte) . 

J S" pn-:~"J)l,o <:11 el segulldo capít.ulo de <'st." t.rabajo . 



Apéndice e 

Dinámica indistinguible para sistemas 
lineales (DISL) 

('on el propósito de completar el trabajo de a.nálisis de observa.bilidad de los sistelllas dillál!lil'Os, y ell relacióJI 
con el prodedirniellto aplica.tlo al motor de inducción para deterrnillar la DI. Bn esta sección se presellta el desarrollo 
de la tlillámica indistinguible para un sistellla lineal vaTiaIlte en el tiempo. Como se verá má¡; aud¡'lIIte el de:;¡J.rrollo 
de la dinámica indistinguihle para sistemas lineales (DrSL) queda pleIlalllente ju:;tificado y a.corde COIl los re:mltadú:; 
conoc.idos sohre observahilidad de los sistema.., lineales. 

C.l. Desarrollo de la dinámica indistinguible para sistemas lineales 

Considere nuevamente la idea básica para el desarrollo de la DI del MI, es decir, que existen funciones de entrada. 
y condiciones inicia.Jes diferentes, tales que aplicá.ndolas a.l sistema lineal producen una. misma sa.Jida.. Usando la idea. 
allterior cOllsidere dos modelos lineales idénticos: 

:i:¡(t) = A(t):c¡(t) + B(t)u¡(t) 
y¡(t) = C(t):r.¡(t) 

X2(t) = A(t)X2(t) + B(t)u2(t) 
Y2(t ) = C(t)X2(t) 

(CI) 

(C'2) 

donde A(-) , BU Y C(-) son matrices de dimensiones n x n, n xp y q x n, respectivamente cuyas entradas son funciones 
continuas valuadas reales del tiempo t definidas sobre (-oc, (0), :r;(t). Con lo estados de dimensión 11. x 1, U; es el 
vector de entradas e y(t) el vector de salidas, todos de dimensiones adecuadas. 

COII:;iueranuo las cOlltliciolles para indistingubilitlad, es tlecÍr 

'111 (t) = 112(1.) 

y¡ (t) = Y2(1·) 
X¡ (Lo) =1- x2(Lo) 

se puetle deterlllilla.r el 1lI0delo de error, definiendo al error como e(I.) ~ ;1:1 (l.) - :1:2(1) COII lo que se puede ohtener 

e(L) = x¡(L) - X2(t.) 
= A(L)x¡ (L) + H(L)u¡ (L) - A(I)x2(L) - H(/·)l1dL ) 
= A(t) [x¡(t) - X2(t)] 
= A(t)e(t) 

Ahora, de acuerdo a. la condición de indistinguibilidad YI (t) = Y2(t), se puede obtener 

(('.:3 ) 



111 (t) - !dt) = O 
C(t)x¡ (t) - C(t)X2(t) = O 
C(L) [x¡(l) - x2(i)] = O 
C(l)e(l) = O 
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(C.4) 

con las últimas ecuaciones de (C.3) y (C.4) se obtienen las ecuaciones álgebro-diferenciales que definen a la dinámica 
indistinguible para sistemas lineales, esto es 

para ('(t.) =1 O 

é(t) = A(t)e(t) 
C(t)e(t) = O 

(C.5) 

Comentario C.I La dinámica indistinguible para sistemas lineales (DISL), de acuerdo a (G.S). cs un sistema de 
eC7wciones diferenciales lineales con una restricción algebraica. Las soluciones de DISL (C.S) ¡'cpresentan todas las 
trayectorias indistinguibles para un sistema lineal. La existencia de soluciones para DISL (G.5) implica la péTdida de 
observabilidad para el sistema lineal, ya que para una trayectoria de estado de la DISL existen dos trayectoria,~ en el 
sistem.a lineal, lo que evitaría determinar de manera única al vector de estados. 

Comentario C.2 Cabe ha.cer mención que, para el análisis anterior, la determinación de la DISL se defin e al I'rror 
e(t) considerando todo el estado x(t), hecho que por supuesto no elimina la posibilidad de ¡'ealizar- el anáhsis pam 
casos par·ticular-es donde el error e(l) sea de menor dimensión al vector de estados X(l). 

C.2. Relación de la DISL con los resultados sobre observabilidad para 
sistemas lineales 

COIl el propósito de justificar la validez de la DISL, se procede a relacionar la DISL COIl los resultados cOllocidos 
sobre obs('rvabilidad para sistemas lineales. 

Para ¡a eCllación diferencial de la DISL (C.fí) se puede representar la solución en 1 érminos de la ITld triz lÍe transición 
<1> (Chi-Tsong, 19R4). Se sabe de que 

e(t) = <1> (t, to) e(to) (c.n) 

con <1> (t, to) la matriz de transición de estados, que "gobi~rna" el movimiento del vector de estado e( t) en el intcrvi110 
de tiempo en el cual la entrada es identicamente cero y el vector e(to) se define como e(to) = XI (to) - ::r2(tO) =1 0, 
donde Xi(tO) son las condiciones iniciales de los estados. 

T:sando (('.6) la DiSL se puede escribir como 

é(t) = A (t)<1> (t, fa) e(to) 
C(t)<1> (t, to) e(to) = O 

(C.7) 

Comentario C.3 En relación con (e. 7) se puede mencionar qu P la dificultad para obtcne'r las ::;oluciones del sistema 
de ecuaciones difeTenciales radica en encontrar la matriz de transición. dificultad que en gene-ral se [mede consideTllr 
grande. Sin embargo, pam algunos casos de sistemas lineales e invariantes puede ser posible determinar·la. 

H('visando ahora. la segunda c~lla~ión de (C.7) , la f('stricción algebraica d(~ DISL, s( ~ pucd¡on ha,e('r ];IS ,.::igni(·lIt(·s 
nbsE'rvaciorws: 

• La restricción se cumplirá si e(to) = O, situación descartada. al inicio del anális is 

• La restricción se cumplirá si el núcleo de la matriz C(t)<1> (1, to) incluye al vector e(lú) . es dec ir si las COltllIllli1S 
de la matriz C(t)<f> (t , to) son linealmente dependientes y los escalares que defillen la dependencia son elementos 
de e(lo) 
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Ahora considere el siguieute teorema de (Chi-Tsong, 1984) , página 194 

Teorema C.I La ecuación dinámica (C.I) es observable en to si y sólo si existe 'un tiempo finito t 1 > to tal que las 
n columnas de la mab'iz C(t)<I> (t , to) son linealmente independientes en el intervalo [to, td 

Comentario C.4 Considerando el último teorema y el segundo comentario de la lista anterior se puede menciona7' 
que ambos coinciden, es decir, El teorema establece que si las columnas de la matriz G(l)<I> (l, to) son l'i71ealmente 
independientes, entonces el sistema (C.I) es observable y si es oüservable no e:¡;isten trayectorias indi.stinguible. en 
caso contrario existen las trayectorias ind'istinguibles (sohtciones de DISL (C.5)) y por' tanto el s'istema el sistema 
(C.I) es inobservable. 

Comentario e.5 Considerando los argumentos anteriores se puerie afirmar que la restricción algebraica de (C.S) 
define la observabilidad del sistema 

C.3. Determinación de la Grammiana de observabilidad de la DISL 

Corno un argumento adicional para la validación de la DISL, a conl.inuación se presenta la obtención de la mat.riz 
Grammiana de observabilidad para sistemas lineales. 

Premultiplicando la restricción algebraica C(t)<I> (t, to) e(to) = O por <I> (t, I·or G(t)*, se obti(,lle de (C.7) 

<I> (t , to)* C(t)*C(t)<I> (t , to) e(to) = O 

con (*) indicando la conjugada traspuesta, Ahora, integrando la ecuación anterior en el intervalu [to, tI] se obti('ne 

r ¡tI <I> (t , to)* C(t)*C(t)<I> (t, to ) d~l e(to) = O (C.8) 
I J 

donde la matriz Grammialla queda 

¡tI 
Veto, t1) ~ <I> (t, to)* C(t)*C(t)9 (i., to) dt 

t" 

Comentario C.6 Delr'esultado anterior es elaro, entonces, que la 7'es tricción algebraica de la DISL (C.5)) es la 
misma que la condición de observabilidad ya conocida para sistemas lineales, Nuevamente se verifica que ln cond'ición 
para la existencia de la DISL es que V(to, td, sea singular y ésto implica pé1'llida de observabilidari pam el sistema 
(G.I) 
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