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Resumen

En este trabajo se presenta, en detalle, un anahsis global de las propiedades de observabilidad del motor de
induccion en condicién de operacidn sin sensores mecanicos. Dicho andlisis se realiza utilizando los conceptos basicos
de indistinguibilidad y detectabilidad de trayectorias de estado de los sistemas dindmicos. Los resultados del andlisis
se presentan con base a un modelo dindmico de error llamado la dindmica indistinguible del motor de mduecion.
Fn el desarrollo del modelo dindmico de error se propone, ademds, una metodologia general aplicable a los sistenias
dindmicos para obtener dicha dindmica indistinguible. Con el fin de mostrar algunas trayectorias indisiinguibles el
motor sc presenta un diagramma de fase de la dindinica indistinguible del motor.

Un resnltado importante obtenido con el uso de la dindmica indistingnible es la afirmacién en el sentido de que
bajo las condiciones de operaciéon sin sensores mecanicos, ¢l inotor de induceion es inobservable para toda condicidn
inicial v toda entrada. es decir, que no es posible estimar u observar los estados no medibles para todo tiempo.
todas las condiciones del voltaje de entrada y todas las condiciones iniciales. La afinmacion anterior representa na
aporfacion importante al campo de control y disefio de observadores para el motor de induccion. debido que establece
la existencia de condiciones de operacion del motor de.induccién para las cuales ningiu observador, hasado en ol
modelo. funcionard adecuadamente. Por lo que, la dindmica indistinguible se utilizé como una herramienta pars la
determinacién de condiciones de inobservabilidad e indetectabilidad del motor de induccidn.

En la primera parte de este trabajo se afirma la inexistencia de observadores. para la condicidén sin sensores
Inecanicos, que converjan a las trayectorias reales para toda condicién inicial y entrada. Sin embargo. resulta clara la
necesidad de contar con observadores que funcionen adecuadamente en ciertas condiciones de operacion del motor,
sobre todo en las mds usuales. Por el motivo anterior, en este trabajo se presenta el diseno de tres obscrvadores
tipo Kalman para el motor de induccion en operacion sin sensores mecdiicos, observadores cuya convergencia sc
muestra para traycectorias detectables y condiciones de operacion que generan ales trayectorias. 18l diseno de los
tres observadores obedece a distintas formas de represcutacion del modclo del motor de induccion. Para los (res
disetios se presenta un andlisis de convergeneia. Dicho andlisis se relaciona con los resultados sobre observabilidad de
la primera parte del trabajo. Con el fin de considerar la variacién, en operacién, de algunos de los pardmetros del
molor se presenta un analisis de robustez que se basa en la teorfa de perturbaciones regulares. Finalmente. con et
proposito de mostrar el desempefio de los observadores se presentan resultados de simulacién en diferentes condiciones
de operacién del motor de induccién. Los resultados de simulacién muestran el desempefio de los observadores
para algunas condiciones de operacién mencionadas en la literatura como de bajo desempefio. Adicionahnente se
incluyen resultados que muestran el desempeno de los observadores para algunas condiciones de indetectabilidad,
cabe mencionar que dichos resultados son congrientes con lo anticipado en el andlisis de observabilidad.
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Abstract

A global analysis of the observability properties of the indnction motor when it s operated wihout mechanical
sensors 1s presented. This analysis is carried out using the basic concepts of indistinguibility and detectability of
trajectories of the dynamical systems state. A error dynamic model called indistinguishable dynamic is used Lo present
the snalysis results. As a new result a new methodology applicable to nonlinear dynamical systems is obtaied to
get the indistinguishable dynamic. With the aim to show the motor indistingnishable trajectories a phase portrait is
presented.

Au unportant result obtained using the indistinguishable dynamics is the statement o the sense that under the
operation conditions withont, mechanical sensors, the induetion motor is unobservable for all initial condition and
all inputs. in other words, it is not possible to cstimate or to observate the non measurable states Jor all timie. all
the conditions of the input voltage and all the initial conditions. The previons statement represents an important
contribntion to the control theory and observers design fields for induction motors. dne to it establishes the existence
ol operation conditions of the induction motor for whose any observer, model based, will work appropriately. L'he
indistinguishable dynamic was used as a tool for the determination of unobservability and indetectability conditions
of the induction motor.

‘I'he nonexistence of observers, to avoid mechanical measurements, that converge to the real trajectories [or all
initial conditions and inputs, was stated in the first part of this work. However. it is clear the necessily 1o have ob-
servers that work appropriately under certain (the more usual) operation conditions of the motor. For the this reason.
in this work the design of three observers Kalman type is presented o estimate the mechanical variables. obscrvers
whose convergence is shown for detectable trajectories and operation conditions that generate such trajectories. The
design of the thiee observers obeys different forms of representation of the pattern of the induction motor. lor the
three designs a convergence analysis is presented. This analysis is related with the results on observability of the first
part of the work. With the purpose of considering the variation, in operation. of some of the paramecters of the motor,
an dnalysis of robustuess is prescnied that is based in the theory of regular perturbations. Finally. with the purposce.
ol showing the performance of the obscrvers simulation results is presented nnder different conditions of operation
ol the indnction motor. The simulation results show the performance of the observers for some operation conditions
mmentioned in the literature, like low performance. Additionally results are included that show the performance ol the
observers {or some indetectability conditions, it is necessary to mention that these results are similar to those shown
in the observability analysis.
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Capitulo 1

Introduccion

En este capitulo se presentan los antecedentes del probleina a resolver y un resnnien del estado del arte mediante
la revision bibliografica. Sc formula ¢l problema establecicndo las principales restriceiones, se defing el alcance del
trabajo por medio de los ohjetivos gencrales, y sus principsles aportes. Finahnente se presenta la organizacion del
trabajo.

1.1. Antecedentes y motivacion

En los ultimos anos se ha vislumbrado la posibilidad de utilizar el motor de induccion en taress que estaban
asignadas, de forma casi total, a los motores de corriente directa. Esto se debe principalinente a los recientes avances
teenologicos y de la teorfa de control.

En ¢l campo de la ingenieria existen diversas razones para tratar de sustituir a los motores de corriente directa
cn aplicaciones industriales por los motores de induecién, entre las que se pueden mencionar: los motores de indne-
cidn son m4s baratos que Ica de corriente directa (cd), son casi iibres de mantenimiento, de menores dimensiones v
mecanicamenle mas robustos que los motores de «d para las mismas condiciones de aplicacién.

Desde el punto de vista de la teoria de control se pueden mencionar algunas de las estrategias de confrol qne
han tenido avances importantes y que han permitido la aplicabilidad de los motores de induccion. a saber: control
adaptable, control basado en pasividad, control por medio de redes neuronales, control difuso, etc.

Con respecto a los avances en el campo tecnoldgico, se puede mencionar el gran desarrollo gne han tenido Jos
sistemas electrénicos de adquisicién y procesamiento de senales. Dichos sistemas estdn por lo general, basados en
microconiroladores, microprocesadores y procesadores digitales de senales y son utilizados en la implantacidn de
estrategias o leyes de control. Cabe mencionar que el costo de estos sistemas ha disminuido de forma considerable.
laciendo factible la implantacion a nivel industrial de las estrategias de control mds exigentes y cuyo desempeno
depende de la velocidad de cédleulo de dichos sistemas.

Por otro lado, en ol ambicente industrial existen aplicaciones donde se ntiliza al motor de indnecién como actn-
ador. Dichas aplicaciones hacen uso de sensores (para retroalimentar las senales necesarias para realizar la aceion de
control) de posicién o velocidad, tales como: tacogeneradores y eodificadores épticos. los cnales se colocan sobre la
flecha del motor. Se puede afirmar que una de las razones para evitar el uso de sensores mecanicos es la econdnii-
ca, pues estos resultan caros y de dificil mantenimiento. Es digno de mencionar que dichos sistemas cou sensores
mecanicos presentan un desempeno muy aceptable, sin embargo, dichos sensores provocan fendmenos indescables en ¢l
sistema controlador-motor (cargan al motor, disminuyen la. confiabihidad de] sistema v reqnieren de atencion especial).

Debido a los problemas mencionados en el parrafo anterior, en anos recientes se han propuesto sistemas controladoy-
motor sin sensores mecdnicos (SSM) con las consignientes ventajas en reduccion de costo, aumento de confiabilidad y
no introdnccién de efectos pardsitos a la dinamica del sistema. El control sih sensores mecanicos persigue basicamento




lo signiente: consegquir un desemperio muy cercano al control con sensores mecdnicos. cn todo su rango de operacion
y bajo cualquier condicion wicial de carga.

Existe una gran cantidad de trabajo reportado, tanto con sensores mecanicos como sin sensores, gue tiene que ver
con controladores de motores de induccién. Este se ha convertido, entonces, en nn campo de irabajo de investigacién
muy aclivo, principalmente por la conveniencia de contar con sistemas de control confinbles. econdmicos y de allo
desempeno. ademés de que la naturaleza altamente no lineal de los motores de induccidn. los convierte en un sistema
atractivo para los investigadores del area de teoria de control.

En lo que respecta al desarrollo de sistemas de control del motor de induccion sin sensores mecénicos. por lo
general es necesario realizar estimacion u observacién de las variables no medibles utilizando, para ello, mediciones
de las salidas y el modelo matematico del sistema. Los métodos para realizar tal estimacion u observacion son muy
diversos y provocan la generacién de los sistemas de control basados en observador. En los trabajos reportados para
el control basado en observador del motor de induccién sin sensores mecanicos, se hace referencia de manera recur-
rente a la aparicion de diversos problemas, que liinitan la aplicabilidad de este tipo de controladores. Se presentan
diferentes soluciones para tratar de resolver los problemas encontrados, sin embargo, hasta el momento, en ningtin
trabajo conocido se ha dado una solucidn satisfactoria a ¢stos, cluso no se ha explicado de forma clara y completa
las razones del bajo desempertio de la mayoria de éstos.

En los sistemas de control basados en observador se presenta una relacion de dependencia del controlador al
desernpeno del observador, es decir, el buen desempenio del sistema de control depende. en gran niedida, del buen
desempeno del observador. Es necesario mencionar, en este punio, que son de vital importancia los conceplos de
controlabilidad y observabilidad de los sistemas dindmicos aplicados al motor de induccion. sobre los que debe des-
cansar el diseno del sistema de controlador basado en observador, pues se podrd mostrar gue si un sistema es 10
observable, no importa que técnica se utilice en el diseno del observador. no importa cuan sofisticado sea éste. nunca
[uncionara adecuadamente.

A pesar de la gran cantidad de trabajos reportados sobre el diseno de observadores para el motor de induccion en
operacién sin sensores mecdnicos y del gran esfuerzo de investigacién dedicado al control basado en observador, los
repertes vobre les propiedades de observabilidad del motor son muy pocos, de hecho no existe un andlisis de obser-
vabilidad del tipo global, de ahi entonces la necesidad de realizar dicho audlisis, que ademds incluya los resultados de
tipo local reportados y que pucda explicar, por un lado, por qué funcionan los sistemas controlador-obscrvador para
ciertos rangos de velocidad del motor de induccidén y por otro lado, qué pasa cuando ¢stos no funcionan adecuada-
mente. Otro aspecto importante a considerar es el diseno de un observador para ¢l motor de induceién en operacion
sin sensores mecdnicos. donde dicho disciio se apoye y se pueda justificar ol desempeno con base en los resnltados del
analisis de observabilidad.

1.2. Revisién bibliografica

Fn esta seccion se presenta un resumen del trabajo realizado, hasta la lecha, en relacién con el diseno de sistenias
de control para el motor de induccion en operacion sin sensores mecdnicos y sobre las propiedades de observabilidad
del motor de induccion, que no pretende ser exhaustiva. En ella se consideran los trabajos més recieutes v su proposito
principal es presentar ¢l estado del arte en el tema, con el fin de poner en su contexto al problema a resolver en esta
{esls.

1.2.1. Revision sobre andlisis de observabilidad del motor de induccién

Desde la apariciéon del primer reporte de control sin sensores mecédnicos (Abbondanti and Brennen. 1075) y de
la gran cantidad de trabajos reportados donde se realiza control del motor. el nrimer trabajo conocido gque presenta
de manera formal un andlisis de las propiedades de observabilidad del motor de indiccion en operacion SSMoes
(Canudas De Wit et al.. 2000). T este trabajo se realiza un andlisis local (modelo cldsico de voltaje) utilizando la
malriz de observabilidad (verificando la condicion de rango) y se llega a o conclusion gne ¢l motor de induceim




pierde observabilidad si el voltaje de ezcitacion es constante. En (Wang et al., 2001) se presenta el andlisis de un
caso particular de obscrvabilidad no lincal para ¢l motor de induceion, en donde se asume voltaje de excitacion
senoldal. B este trabajo se concluye que cuando la frecuenceia del voltaje de excitacion es igual a cero, el voitaje
se convierte a una entrada singnlar que provoca indistinguibilidad y como consceucncia pérdida de observabilidad.
Como complemento a esta parte de la revisién, se pnede mencionar a (Harnefors, 2000) donde se tratan los fenémenos
de inestabilidad (bajo desempeno) para control indirecto de campo. Se muestra que el fenédmeno de inestabilidad se
presenta tanto en baja velocidad del rotor como a velocidad nominal. En este Ullimo caso el [enémeno se presenta
cuando el motor es frenado, o cuando se presentan cambios de tipo escalén en el par de carga. kn relacion con
los trabajos anteriormente comentados es claro que son analisis de casos particulares para diferentes condiciones de
operacion del motor.

1.2.2. Revisién sobre operacién SSM del motor de induccién

Las diferentes técnicas, para obtener informacién de la velocidad sin ulilizar sensores mecénicos, pueden clasif-
carse, segin (Rajashekara et al.. 1996). de manera general como:

1. Métodos de lazo abierto. utilizando el deslizamiento.

2. Métodos de lazo cerrado, utilizando estimadores y/o observadores de velocidad.
Adicionalimente, las téenicas anteriores pueden sub-clasificarse en Ias signientes metodologias de implantacién:
Método de célculo de la frecuencia de deslizamiento

El calculo de la frecuencia de deslizamiento (la diferencia entre la {recuencia del estator y la frecuencia eléctrica.
correspondiente a la velocidad del rotor), en forma directa, del retraso de fase entre el voltaje y la corriente ¢le estator
se presenta en (Abbondanti and Breunen, 1975). En este trabajo se presenta una relacién algebraica. obtenida de
las ecuaciones de estado del motor de induccién, entre el dngulo de fase y el deslizamiento. Con dicha relacion y
conociendo las variables eléctricas es posible calcular la velocidad del rotor. Dicha relacion es definida en un rango
limitado de la frecuencia de deslizamiento y es apiicable cuando no se requiere una rapida respuesta dindnica del
sistenia. Fn este trabajo se reportan problemas de bajo desempeno en baja velocidad del rotor, lo que inplica limita-
ciones de aplicabilidad y posibles probleinas de observabilidad para esta condicién de operacion.

Estimaciéon de flujo y control vectorial de flujo

En (Takeshita et al., 2002) se propone nn esquema de control que estima la velocidad del rotor por medio de nua
relacién algebraiea, llamada la velocidad secundaria de fuerza magnetomotriz. Dicha relacion algebraica es [uncidn
de la velocidad del rotor y 1a corriente de magnetizacién. En este trabajo se propone una solucién al problema de
[recniencia de excilacién cero, esto es, se presenta una lorma de realizar la estimacién de velocidad, inyectando una
corriente de estalor de excitaciéon “fluctuante”. Se presentan resultados experimentales en estado estacionario para
frecuencia de excitaciou cero y velocidad de rotor mayor que cero. Se mencionan dificultades de eslimacion de ve-
locidad para velocidades de rotor menores de 40 (rpm) y [recuencia de excitacién igual a cero.

Iin (Holtz and Quan, 2002) se presenta un estimador de flujo por medio de un integrador puro. En este trabajo sc |
consideran todos los fendmenos que pueden causar desviacién y deriva en la medicién del veltaje de estator (inchiso
revisando los médulos componentes del inversor) para el cdlculo de la integral del voltaje, con la que se estima el finjo
de estator, de tal forma que se puede realizar la estimacién a muy baja velocidad del rotor y muy baja lrecuencia de
excitacion de estator. Se presenta un estimador de resistencia de estator y se imuestran resultados experimentales los
cuales son muy aceptables, esto es. se presentan resultados de estimacion para velocidades del rotor de 0.01 (’:’:,/) v
frecnencias de excitacién del orden de 0,16 (Hz). Sin embargo los autores mencionan que la operacion, adecuada. de
sistemas de control SSM no es posible utilizando, inicamente, el modelo convencional del motor. Ilste comentatio os
importante pues permite vislumbrar posibles problemas de observabilidad del modelo del MI.



Observadores para control directo de par y flujo

Los esquemas de control de par directo y control por campo orientado son los dos esquenias mds utilizados en
control SSM. puesto gue su desempeno es considerablemente mejor que los métodos de estimaciéon en lazo abierto.
En (Wolbank ef al.. 2002a) se presenta un estudio comparativo entre estas dos mefodologias de control, donde queda
claro que el desempeno a velocidad néminal es casi el mismo v para ambos casos el desempeno en baja velocidad es
reducido, mencionando que ninguno de los dos es la solucién para velocided cero. Para ¢i caso de velocidad cero se
mencionan los métodos no basados en el modelo. Sin embarge dichos métodos, hasta ahora. solo estan justificados de
manera experimental.

En (Rasmussen ¢t al., 2002) se presenta el diseno de un observador de flujo basado en la teorfa de Lyapunov. se

presentan resultacos experimentales y el andlisis de convergencia. A pesar del buen desempeno del sistema presentado
en los resultados experimentales no se llega a la operacion en velocidad cero y los autores niencionan al respecto que
existen limitaciones fisicas que evitan su operacién bajo estas condiciones.
En (Pai et al., 2000) se propone el disefio de un observador no lineal para el flujo de estator, la velocidad y el par de
carga, considerando constante al par de carga (TL = 0). Para el disefio se hace una transformacion de coordenadas,
utilizando la inversa de la matriz de observabilidad y se presentan resultados experimentales cambiando anicamente
¢] par de carga, ¢s necesario mencionar gue no se priehan casos reportados de hajo desempeno. 5l hecho de ntilizar
la matriz de observabilidad como matriz de transformacién de coordenadas le confiere a este trabajo la naturaleza
de local.

Sistemas adaptables basados en modelo de referencia (MRAS)

Este tipo de método de estimacion se conoce por su bajo descmpeno en las bajas frecuencias de excitacion, tal
como aparece en (Madadi and Chang. 2002), donde, incluso. se menciona que si el sistema de control se lleva al
extremo cle trabajar a frecuencia cero, entonces la amplitud de la salida del control MRAS tiende a cero v por lo
tanto se pierde el control de velocidad.

En (Holtz, 2002) se mencionan dos formas de hacer estimacién MRAS. asi como una forma de mejorar el método
utilizando elementos de retardo en lugar de integradores. Se menciona que existen problemas de desempeno (deriva
y exactitud) a bajas freccuencias de excitacidn y ademds que existe un frecuencia minima de operacion paru este
método, bajo la cual el sistema se hace “inexacto”.

En (Cao-Minh et al., 2001) sc presenta un sistema de control MRAS, donde se utiliza la potencia reactiva como fun-
cion de adaptacion del sistema. En éste, la estabilidad del sistema es verificada por la teorfa de hiperestabilidad. Se
presentan resultados experimentales, asi mismo se menciona que este sistema de control no funciona para frecuencias
de ezcitacion muy bajas o cero. Es claro de lo anterior que con esta téenica, también, se presentan problemas en la
estimacion de velocidad y existen condiciones de operacién del Ml que provocan tales problemas.

Estimacién y adaptacién de pardametros en operacién SSM

El desempeno de los sistemas de control, en general, depende de la buena aproximacién de los pardmelros del
modelo a los de la planta (particularmente para ¢l motor de induccién). De ahi entonces que sea necesario disenar
sistemas adaptables que garanticen el buen desempeno del sistema total cuando existan variaciones de los pardmetros.
IZn (Bodson and Chiasson, 2002) se presenta un analisis comparativo del método adaptable con métodos no lineales y
minimos cuadrados para el disefio de observadores. Para el observador adaptable se considera a la dindmica iecanica
muy lenta y se presenta un algoritino de identiticacion. Se nuestra el impocto de la variacion de los pardmetros por
medio de simulacién y se menciona que es necesario estimar la velocidad del rotor y los pardmetros del motor al
mismo tiempo.

En (Tajima et al., 2002) sc¢ desprecia la dindinica mecdnica en ¢l modelo del motor y se presenta un algoritio de
estimacién, en linea, de velocidad y resistencia de rotor y estator. Se presentan resultados de siimulacién y se mencionn
que ¢l desemperio del sistema decrece con respecto a la disminucion de la velocidad del rotor.

En (Zheng and Loparo. 1999) se propone un esquema. adaptable para estimar velocidad v flujo del rotor, se contruye
un observador considerando a la velocidad y resistencia del rotor como parametros desconocidos. kEn esfe lrabajo se
utiliza un modelo singularmente perturbado y la ley de estimacién de velocidad es un regulador basado en integracion.
L.a buena operacion del observador se fundamenta en la condicion de excitacion persistente. Al ignal que en los casos
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anteriores se presentan problemas en la observacion de velocidad.
Técnicas de filtrado de Kalman

Una de las mayores ventajas de utilizar filtros de Kalman es la tolerancia a errores de modelado vy al rnido de
medicién. Como su mayor desventaja se puede mencionar la gran carga compitacional necesaria para realizar la
estimacién. En (Qiongxuan and Zhiyue, 2000) se presenta la aplicacién de un filtro extendido de Kalman de orden
reducido, donde la velocidad del rotor se considera constante. En este trabajo se definen dos modelos de error, los
cuales cubren diferente rango de velocidad y son conniutados para mejorar la ezactitud de la identificacion a baja
velocidad. Se mencionan problemas de bajo desemperio para bajas wvelocidades de rotor. Cabe mencionar que en este
trabajo se dan algunas “guias” pricticas para la sintonizacién del observador, ademds se presentan resultados de
simulacién. En (Cuibus et al., 2000) se presenta la aplicacién del filtro extendido de Kalman para el motor de in-
duccidén. Se presentan resultados experimentales donde se compara el desempeno de éste con otras metodologias de
estimacion de velocidad, sin embargo no se menciona. nada sobre la naturaleza del par de carga aplicado. De (Elbuluk
and Kankain, 1997) los algoritinos de filtrado de Kaliman y su extension son observadores robustos y eficientes para
sistemas lineales v no lineales respectivainente. Se utiliza un mnodelo en el tiempo continuo para el filtro de Kalman,
micntras ¢l filtro extendido de Kalman requicre un modclo en tiempo discreto.

Observadores de velocidad y flujo en control SSM

Una de las ventajas de utilizar observadores es la mejoria en el desempeno de Jos sistemas de control. pues el
wso (cnidadoso) de la retroalimentacién puede tolerar variaciones de cierta magnitud de los pardmetros de la planta.
Existe una gran diversidad de trabajos reportados que utilizan observadores. kn (Holtz, 2002) se comentan las
caracteristicas principales de: Observadores adaptables, observadores no lineales de orden completo, observadores no
Jineales de orden reducido, observadores por modos deslizantes. kin (Feemster el al.,, 2001) se presenta el diseno de
un observador basado en la técnica de “backstepping”, donde se considera par de carga conocido. En este trabajo se
presenta una lista de los defectos de los sistemas de control SSM, esto es .

= [alta de un desarrollo matematico riguroso o falta de prueba de estabilidad para ol sistema de lazo cerrado.
u Se desprecian las no linealidades del sistemna electromecanico.

= No se utiliza el modelo de orden completo del sistema, esto es, la dindmica de la corriente de estator v/o la
dindmica mecénica son despreciadas.

En (Ide et al., 2002) sc presenta un método hibrido (estiimador-observador). donde al estimador se basa en las
saliencias de la maquina para estimar la velocidad (incluyendo a la frecuencia del vollaje de excitacién cero), de tal
[orma que se pretende evilar la zona de bajo desemperio, de [recuencia cero, comnutando entre observador y esti-
mador. El observador. para velocidad de rotor, es del tipo adaptable. Se presentan resultados experimentales, donde
se hace una excursion de la velocidad de positiva a negativa, pasando por cero. Sin embargo no permancce en cero
y no puede decirse que este sistema funciona, aceptablemente, para velocidad cero. kEn (Pavlov and Zaremba, 2001)
se presentan observadores de flujo y velocidad utilizando una forma especial del modelo del motor (se puede obtener
el flujo con una relacién algebraica). Se presentan resultados experimentales y las pruebas se realizan lejos de la
frecuencia de excitacién cero. La aportacién es que se evita el uso de integradores para el célculo del flujo.

Estimacién basada en efectos parasitos en el motor

En un motor de induccion, las ranuras sobre la superficie del micleo de hierro del estator ¥ ¢l rotor producen
componentes armoénicos (de ranura) en ¢l flujo del entrehierro. los cuales imducen voltajes armouicos en los devana-
dos de estator enando ¢l rotor gira. Por tanto, cs posible determinar el deslizamicento de los componentes arménicos
presentes en los voltajes de fase del estator. Los armonicos del rotor en el entrehierro modulan el enlazamiento de
finjo sobre el estator, con una {recnencia proporecional a la velocidad del rotor. De esta forma la velocidad puede ser
estimada ntilizando la magnitud de los arménicos de voltaje presentes en el estator o utilizando Ia frecnencia de los
armoénicos, la cual también estd relacionada a la velocidad del rotor. La forma de generar los voltajes arménicos es
aplicar senales de alta frecuencia superpuestas con el voltaje de excitacién. Algunos trabajos reportados gue ntilizan
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estos fendmenos son (Asher, 2002), (Holts, 2000). Cabe mencionar que en los trabajos veferenciados se reporta un
buen descempeno, sin embargo estos métodos no utilizan ¢l modelo del MIL

Otro trabajo en relacion con ¢l nso de los efectos pardsitos para la estimacion de la velocidad es (Wolbank el
al., 2002b), donde se menciona gue el desempeno de los sistemas de control SSNI se delertora en baja frecucncia de
operacion o frecuencia cero. Para realizar la estimacién de velocidad a [recnencia (e excitacién) cero se ulilizan las
saliencias de flujo causadas por la saturacién de nicleo y las ranuras del rotor. En este toshajo se reportan resnltados
de estimacién para diferentes tamanos de ranuras del nicleo del rotor. lss necesario mencicnar que éste trabajo
presenta un resultado para un NI particular, es decir, se trata de un disefio especiai de] N1

En (Holtz, 2002) se mencionan estos feuémenos (a baja frecuencia de! voltaje de exciracion), ademads del cambio que
se da en éstos cuando el tamaftio de las ranuras es variable dentro del mismo nicleo del rotor.

Redes neuronales como método de estimacién en control SSM

Segin {Elbuluk and Kankain, 1997) las redes neuronales (NN) tienen la capacidad de aprendizaje para aproximar
funciones no hinecales muy complicadas y por lo tanto son consideradas como un mdétodo universsl de aproximacion de
funciones. Asi mismo éstas ticnen capacidad de adaptacién, lo enal permite que se pnedan aplicar enando el modeio
de la planta es parcialmente conocido. Es posible pensar en la mtilizacién de la redes nenronales para la estimacidn
de velocidad v flujo en el motor. Una de las principales desventajas de las NN es la gran cantidad de tiempo que se
{iene gne invertir en su entrenamiento.

A pesar de las ventajas mencionadas anteriormente en (Cuibus et al., 2000) se presenta nn estudio comparativo
entre NN, kiltro de Kalman y Observador tipo Luenberger. En este trabajo se reporta un mejor desempeno del Iiltro
de Kalman y observador tipo Luenberger respecto al obtenido con NIN.

En (Campbell and Sumner, 2002) se presenta la aplicacién de una red neuronal para la estimacién en linea de
la resistencia del rotor. Esta estimacién junto con un algoritmo basado en MRAS (para la estimacién de velocidad)
forman el sistema SSM. La red propuesta es una red de tres capas con retroalimentacion y el algoritmo de entre-
namiento utilizado es el de retropropagacion. Se presentan resultados experimentales. Sin embargo se reporta. u
error considerable para bajas velocidades del rotor.

Sintesis de la revisién bibliografica

En relacion con la revisién hibliogrdfica se pucede mencionar que existen problemas de bajo desempeiio para
los sistcinas de control SSM del Ml pars todas las mctodologias de disciio revisadas. Tl bajo desciipeno observado
estd en razén, principalmente. de las condiciones de operacién del M1, Los problemas encontrados de bajo desemperio
se intentan resolver por medio de las téenicas de estimacién y observacién incluso cambiando la estructura fisica del
motor (disefios especiales). Sin embargo, no se ha dado la importancia debida a las propiedades de observabilidad del
modelo del ML Se puede mencionar que s8lo se conoce un trabajo sobre analisis de las propiedades de observabilidad
v éste es del tipo local. A continuacién se presenta una lista de los principales problemas reportados para los sistemas
de control SSM del MI.

1. Los esquemas de control SSM del M1, presentan regiones de operacion de bajo desemnpeno. por ejemplo. baja
frecuencia de excitacion y baja velocidad de rotor. En alginos trabajos se menciona gue se presentan problemas
de observabiiidad, también, ¢n condiciones nominales de operacion.

2. No se conoce un andlisis del tipo global de las propiedades de observabilidad del M.

3. Falta un desarrollo matemético riguroso o falta de prueba de estabilidad para el sistema de Jazo corrado
(controlador-observador).

4. Se desprecian las no linealidades del sistema eleciromécanico del MI.

n

Se utilizan métodos de estimacion y observacién que no usan el modelo del N1 En algnnos otros se prescntan
soluciones para disenos particularves del MI.



1.3. Formulacion del problema

El problema a resolver en este trabajo de tesis es: desarrollar un andlisis de tipo global de las propiedades de
observabilidad del MI en operacién sin sensores mecénicos y disenar un observador para el MI que ntilice de algnna
forma. el resultado del anélisis de observabilidad.

Para resolver el problema planteado se propone utilizar las mejores condiciones para la observabilidad, es decir,
se supone que e} odelo del motor de induccién describe de manera exacta al sistema, los pardametros del niodelo
son constanles v conocidos y que el par de carga (1},) es constante y conocido.

El modelo a utilizar es 2¢ clasico del motor de indviccién esténdar (Meisel, 1966)

w=—fw+ayp?Ji- L
= —ap — npwlyy + Mai (.0

% = Blap + npwly — (Ma +b)i+ cu]

Donde: la velocidad del rotor w , los flujos del rotor ¥ = [wa,q/.l,,]l', y las corrientes de estator i = [i,,.vf(,}l son los
estados: los voltajes de estator u y el par de carga T, son senales externas, aplicadas al motor: la nercia del rotor
J > 0. los inductancias de estator y rotor (Ls. L) > 0, la inductancia mutuna M > 0. las resistencias doe estator y
rotor (Rg) > 0, R, > 0, la fricién del rotor f > 0y el ndinero de pares de polos 1, > 0 sou los pardmetros: J v 1 son,
ulie matriz anti-simétrica y la matriz identidad respectivamente, de la forina

. _mpM R, _ L.R Y _ L.
Cona=Frm a=1n b="5 . 8= Gpyc=5

1.4. Objetivos

Los objetivos que persigue este trabajo de fesis son:

= Realizar un andlisis global de las propiedades de observabilidad y detectabilidad del motor de
induccién, utilizando el modelo fundamental de voltaje.

= Disenar un observador de flujo y velocidad para el motor de induccién en operacién SSM y
relacionar el desempeno de éste con el andlisis de observabilidad.

1.5. Principales aportes

Las aportaciones mds importantes en relacién con los problemas planteados sou:

Con el fin de realizar un anélisis de tipo global de las propiedades de observabilidad del Ml se desarrolla nna
melodologie general para sistemas no lineales y se aplica al MI. Dicha metodologia se presenta en detalle y pnede |
ser aplicada también a sistemas lineales. Esta se fundamenta en el conceplo de indistinguibilidad para sistemias no
lincales, presentado en (Hermann and Krener, 1977) y consiste en la bisqueda y determinacion, a partic del modelo
del sistema (el MI para este caso), de un modelo dindniico de error representado por un conjunto de ccnaciones
algebro-diferenciales, para el que, el conjunto de soluciones, si existen, representan el conjunto de Lrayectorias indis-
tinguibles para las cuales el sistema es inobservable.

Con basc en ¢l modclo dindnico de error encontrado (ainado la Dindinica Indistinguibie del N1). v ntilizando
el concepto de detectabilidad, se muestra que algunas trayectorias indistingnibles del M1 son indetectables v como
resiltado de lo anterior se enuncian. de manera global, las propiedades de observabilidad del M1 lo que adeniis nos
permite hacer afirmaciones en el sentido de la inezistencia de observadores que converjan para cualquier valor de




entrada y condiciones iniciales del MI.

Parte del trabajo desarrollado en esta tesis se presenté en el articulo de revista (Ibarra-Rojas et al. 20041) v en
¢l signiente artienlo de congreso (Moreno et al., 2002).

No obstante lo mencionado en el parrafo anterior con respecto a la inexistencia de observadores {en el sentj-
do indicado), siempre serd necesario contar con observadores de velocidad y flujo pare ol Ml en operacion SSAL,
por lo que se presenia el diseno de tres observadores de velocidad y flujo considerando las liniiaciones mpuestas
por las propiedades de observabilidad antes mencionadas. Asi mismo se presenta una interesante relacion entre las
propiedades de convergencia de estos observadores con la dindmica indistinguible. Dicha relacion. debido a la es-
tructura de los observadores propuestos, toma la forma de las condiciones de excitacién persistente conocidas en ¢l
control adaptable para sistemas lineales. Esta relacién muestra explicitamente para los observadores propuestos, que
las condiciones de convergencia determinadas implican que las trayectorias correspondientes no pueden ser trayecto-
rias indetectables. Dichas relaciones confirman los resultados sobre el andlisis de las propiedades de observabilidad
encontrados.

1.6. Organizacion del trabajo

Isn el Capitulo 2 se presentan los antecedentes tedricos bésicos sobre indistinguibilidad y detectabilidad que
permiten el desarrollo del modelo dindmico de error, llamado dindmica indistinguible. Esta dindmica indistinguible
(DI1) se desarrolla en detalle para el caso del motor de induccién (MI). Se muestra, de manera grafica. gue dicha DI
tiene una gran cantidad de soluciones. Posteriormente, con el andlisis de la DI se presentan de manera forinal las
propiedades de observabilidad del MI. Adicionalmente se presentan casos particulares en las condiciones de operacion
del MT relacionados con la DI y que sirven para. ilustrar la utilidad de la DI.

En ¢l Capitulo 3 sc presenta ol discio de tres observadores para ¢l MI en operacion sin sensores mecanicos (S5\).
Todos ellos ticnen la estructura de un obscrvador tipo Kaliman, los cuales son discnados para tres distintas repre-
sentaciones equivalentes del M1, obtenidas bajo diferentes consideraciones. Se cligen observadores tipo Kalman. va
que todos los modelos del MI encontrados son afines o casi afines en Tos estados a estimar, con lo que ¢l problema
de observacidn se realiza para sistemas lineales variantes en el tiempo. Para este tipo de sistermas el observador tipo
Kalman es mdas apropiado que uno tipo Luenberger. La idea basica para obtener el modelo del ML que se utiliza
para el diseno del primer observador es suponer que la velocidad del rotor es una constante desconocida. Se realiza
enitonces una transformacion del modelo del MI que permite disenar un observador adaptable, que estima los flujos
v el pardmetro desconocido que representa la velocidad del rotor. Sin embargo, la transformacion se realiza sin tener
en cuenta la hipétesis de constancia de la velocidad y solo posteriormente se hace tal aproximacién para realizar el
diserio del observador. El segundo observador presenta un metodologia novedosa de diseno de observadores que se
basa en un estimador lineal de condiciones iniciales (del tipo Kalman) y en un reconstructor de estados. basado en
el estimador de condiciones iniciales. El tercer observador se disena sobre un modelo aumentado del M1 que posee la
propiedad de ser afin en los estados no medibles, es decir, los flujos y la velocidad. Para cada uno de los tres disenos
se hace un andlisis de convergencia y se analiza la relacion entre las propiedades de convergencia del observador
v la DI, Como una forma de medir el desempeno de los observadores diseniados se presentan resultados de simuo-
lacion para varias condiciones de operacion, en particular para los casos de bajo desempeno reportados en la diteratura,

En el Capitulo 4 se presentan las conclusiones drl trabajo realizado y se sugieren algunos temnas adicionales de -
investigacion relacionados con este trabajo.

En el Apéndice A se recopilan los resultados més importantes del Filtro de Kalman requeridos para este trabajo. bn
el Apéndice B se presenta otro modelo de la DI que se relaciona con el observador OECI. El Apéndice (' presenta el
desarrollo de la dindmica indistinguible para sistemas lineales. Dicho desarrollo se realiza con la misma metodologia
que para el MI. En este apéndice, se relaciona la DI para sistemas lineales con los resultados conocides sobre
observabilidad para sistemas lineales.
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Capitulo 2

Analisis de observabilidad y
detectabilidad del motor de induccién en
operacion SSM

on este capitulo se presenta el resultado principal de) trabajo: 1a Dindmica Indistinguible (DI) del M1 en operavién
S5M. El desarcollo del mismo se realiza presentandlo inicialmente las definiciones de indistinguibilidad, detectabihdael
¥ su relacion con la ubservabilidad de los sistenias no linesles. Posteriormente se presenta. una metodologia para Ja
obtencién de wi modelo dindmico de error del que se obtiene la DI Se muestra el diagrama de [sse de la DI con
el i de mostrar algunas de Jas traycctorias indistinguibles del MJ y la facilidad con que éstas se presentan. Como
un resultado del traba jo auterior se presentan las propicdades de observabilidad. detectabilidad del MT en operycidn
SsAL Finalmente, utilizando a 1a D1. se muestran algnunos casas particulares (algunos en simdacidn) de operacion
del M) en operacidn SSN, presentados en Ja literatura como casos de bajo desemipeno.

2.1. Nociones de observabilidad y detectabilidad

En e] andlisis y disenio de controladores para sjstemas de miilliples entradas y mltiples salidas, en muchos de los
casos se consideran accesibles (para medicién) todos los estados, situacién que en general no es realista. Se puede
afirmar que las variables necesarias pava realizar alguna accién de control en un sistema no lineal (lineal), no estén
disponibles (al menos no todas), por lo que en muchos casos scra necesario ulbilizar observadores para conlar con
alguna estimacion de estas variables o estados no medibles y de esta forma poder realizar ¢ control de manera con-
venjente. Existen ademss otras razones por las cuales es recomendable utilizar observadores, entre las que se pneden
menvionar, por cjonplo: ccondmicas, pues ¢l uso de observadores sustituye el uso de sensvres; desempeno, ¢l nso de
sepsores influye sobre ¢l comportamicnto dindimico del sistena; confiabilidad, puces esta guarda relacion inversa cou
¢l mimero de sensores (mientras el sistema no sca redundante con regpecta a los sensores).

Eb términos generales. se puede decir que un observador es un sistema dindmico mxiliar que permite reconstruir
variables del sistemz, ntilizando principalmente s informacién entrada-salida y sns eenaciones dindmicas. La exis-
tentia de observadores esld Mmertemente relacionada con la existencia y tipo de trayectorias indistinguibles. A grandes
rasgos s¢ puede decir que dos trayectorias (estados) de un sistema (no iineal) son indistinguibles entre si si éstas son
diferentes aunque la entrada y Ja salida del sistema sean iguales.

Ses el sistema no hneal descrito por

oF = f(z,u) . x(0)=:xo 213
y=h{x) .

donde £ € Dy © R” es el vector de estados, v € {7 C R” es el vevctor de entradas, y € YV C R™ es ol vee-

tor de salidas, y Dy ULy Y son conjuntos abicrtos y concatados. Las funciones [y 7 son suficientemente siaves
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definidas en (z.u) € D, x U. respeclivainente. La solucion de (2.1) que pass 38 traves de 2y en # = 0. correspondi-
endo a fa funcion de entrada u (+), s denotada como & (£org, u (+)). Enina forma similar. la salida se expresa como
y(towo () = h{x(toz.w (). ' Cousidere que ¢l sistaina £ s completo, esto es. Jas trayestorius de estado a (1)
son definidas para todeo £ > 0, toda condicién inicial g € D, y enalquier entrada w{-) € U.

Con la definicién anterior de sistema no lineal, es posible definir en nn eonlexto general las siguientes propiedades
importantes (justrumentales para el desarrollo de este trabajo).

2.1.1. Indistinguibilidad, observabilidad y detectabilidad

El desarrollo siguicente se hasa ¢n gran medida en ¢l concepto de indistinguibilidad presentado por (Hermann
and Kreuer, 1977). Bste conceplo es auxiliar en la definicion ded concepto de detectabilidad v ainbos estan nimy
relactonados con la existencia de observadores para sisternas no lincales. Considere Ja sipuiente definicidn.

Definicién 2.1 (Indistinguibilidad. Deteclabilidad y Observabilidad) Considere una euntrada w(-) para el sislemo
(2.1) y una condicién imcial 7o € D,. SiT € D, otra condicion inicial. es lal que y (¢, ry,u (1)) =y (L Z.u (). vam
lodo L € |0, 1), para algiin }' > 0 y son diferentes paru | > T entonces ¥ es un eslado u (F)-indistinguble de 2 en ¢l
intervalo [0,7"). El congunto de todos los estados u (-)-indistinguibles de xy serd denolado por T, ..

El sistema (2.1) es observable si para cuolquicr zo € D, y algun u(-) € U sc satisface quc T, oy = {%0)-

Ll swstemna (2.1) es localmente observable si para cualquier o € D, y alyin v (1) € U cxisle unao vecindad U, C D,
de xo lal que para U, 0T, 5y = {zo}.

El sistema (2.1) es detectable si para cualquier xo € D,, y algin u (1) € U sc sabisfure que

Jim lz(t, Z,u (-)) — s(t.zo. u (N =0, VI €L, -

El sistema (2.1) es localimente detectable si para cualquier zo € Dy, y algin v ) € U cziste una vecndad U, ¢ D,
de o tal que

Il{m e Zul)) ==t v (NDI=0. VFe U, 1T, . -

=0

Cormaentario 2.1 Observe que los estados wmdistinguibles zo y T definen « si vez o lus brayectorius indistinguibles
w(t g, u (), w(hFou (") respectivamente, definidas en ¢l intervalo t € [0.T)

Comentario 2.2 Noic gue la definicion de trayectorias indistinguibles para u» infervalo de tiempo [0, T). permike lo

definicion de deleclabilidad, pues se puede observar que es posible recuperar lo distinguabilidad después de un ticmpo
finito T.

D¢ la definicidn anterior es posihle darse cuenta que la propiedad de detectabilidad (Jocal) exeluye la existencia
(local) de trayeetorias indistinguibles divergentes. De hecho si existen trayvectorias indistingnibles divergentoes. en-
fonces ningiin abservador que se disefie para el sistera podra converger para (oda travectoria del sistemas. Con o} fin
de [ormalizar Ia afirmacidn anterior considere la siguiente

Definicidn 2.2 (Observudor) Considere un sislema

0. fi=eluy) . 20 =2 (22)
| 2=x(z.v.y) .

dénde 2 ¢ D, CR"y 2 € D, C R"son vectores de estados, p. ¥ son Junciones suficientemente suaves definidos «n
(z.u,y) € D, xU x Y, con L, un subconjunto abierto y concclado de R'. z(t. 2g. u () y (-)) represento ly solurion
de (2.2) pusando a trdves zy en L = 0 y correspondiendo a u(-) ¢ y(-).

El sistema (2.2) ¢s llamado un Qbservador para el sislemna (2.1) si coiste 2y € D, lal que pura todo zo € D, y
pard Loda () € U se salisface que

llin-l, (1. 20,2 (1) . y(t 2o u (L)) — a(t 2y ul())] = 0O

'Si na hay confusion. estas pueden eseribirse simpleniente comn £ (L) v y{h)
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El sistema (2.2) ¢s lamado un Observador local para el sistema (2.1) si para todo v € D... criste V, wna vecindad
abierla de x, y cxisle 2y € D, lal que para todo xg € Vi, y para toda u(-) € U se salisfuce lo. ecuacion (2.2).

De la definicién anterior se puede observar que la tinica restriccién para que exista el observador, es que tiene que
existir convergencia para toda trayectoria. esto es, para cualquier condicion inicial v cnalgmer entrada a la planta.

2.1.2. Relacidn entre la existencia de observadores y la detectabilidad

El siguiente resul(ado es valido para (oda definicisn razonable de abservador. debido a qne ésta depende de Tas
restricciones estructurales del sistema y no de la estructura del observador.

Lema 2.1 Suponga que el sistema (2.1) tiene un observador global (local). Entonces vl sizstemna (2.1) es (localmenle)
delectable.

Prueba. Por contradiccidn, snponga que el sistema (2.1) no es detectable. Emonces existe una enirada v {-) v
dos estados &y, xy € D, tales que y(L.zy.u(-)) = y({.z2,u (")), para todo t 2> 0, como no es detectable, entonces
iy le(t ey v (4)) — 2(4, 22 ()] # 0

Para un observador global Q1 (2.2) de ¥, existe zg € D, tal que

By, |z(4, 2 e () = £(6 20, () vyt x5 u()))) =0 i = 1, 2.
Observe que Z(1, 20, u(-), y(t. 21. u("))) = £(L. 20, u(-), y(t, 2. u(:})) para todo f > 0.
Tero debido s que

g (e u () — ot 22, u () =
=lmy—a 2(f. 2y u (1)) — (¢, 20, u() y(+) + 2L 20w (), p()) — 2(toxa u (D] <
iy [ frr(hmnu () = 207 20, ul ), YO (b o2 u()) — it z0,uC) (D] =0
con Jo que o consideracion iniciat sobre iy y 41 se contradice.

Para la version local, snponga que el sistema (2.1) no es localmente detectable. entoces existe vma (- ) y nn estado oy €
D tales gue para cualquier vecindad abierta Uy, de 2y, existe in zp € Uz, lal que y (L. 2. u () = y (L. 3o u (). para
todo L > 0, pero)im;_, flx(t- 21, u (-))—z(L. 22, u ()|} # 0. Para un observador local £ (2.2) de X existen una vecindal
abierta V, de zy y zg € Dy tales que para cnalquier 2y € Vi, Jimy_n, |2{t, 70 2-)) — (2, 20, w(- ) y(t, 24, () = 0
1= 1,2. Pero por los mismos argumentos que en el caso global esto nos lleva 2 una contradiceidn. m

2.2. Modelo de error y dindmica indistinguible (DI)

El propdsito de introducir i inodelo de error para sistemas no lincales, v en particular para ¢) ML es desarrollay
una herramienta que permita encontrar las trayectorias indistingnibles y poder dedncir si éstas son detectables o no.
En un contexto general de sistemas, ¢l desarrollo de un modelo dindmica de error que represente ¢l eomportamiento
indistingnible se puede formular de )a signiente manera:

Considere un sistema dindmico no lincul de la forma (2.1) con las variables dc entradu y sohda (u. y) medibles.
Asuma que la estructure del sislema es conocida (incluyendo los pardmetros). Determing si para el sistema (2.1)
existe un modelo dindmico de error que represente el comportamiento mdistinguible de trayeclorias. eslo ¢s

1. Defermine un modelo dindmnico de crror que represente todas las trayectorias mndistingaibles.
2. Delcrmine s1 estas trayectorias indistinguibles son convergenies o no.

Iin el raso particular del MI se puede realizar lo sipniente con respecto a la determinacidn del modelo dinamico
de error. 21y ¢l estidio bibliografico se menciona que los esquemas de conlro] SSN para el motor de indneciou tieen
problemas de bajo desempeno y adn llegan a inestabilizarse en el rango de baja velocidad de rotor (Canudas De Wit
ct al.. 2000). (Bodson and Chiasson, 2002), (Holtz, 1995). (Rajashekara ¢! al.. 1996), ete. Se menciona, en algunos
trabajos. la presencia de problemas de observabilidad en estado estacionario y can cambios. ded Lipo escalon. en el
par de carga segtin (Harnelors, 2000).
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Considerando o anterior se aswne la siguiente hipdtesis: el motor de induccidn tiene problemas de obser-
vabilidad en diferentes condiciones de operacién.

Por lo tanto, )a tarca mas importante o realizar en esta parte del trabajo. serd verificar 1a hipdtesis anterior
basardos en el modelo dindmica de error. kn las sigentes secciones se mostrard que las travectorias indisiinsnibles
existen para el caso del M| cuando esta ¢n operacion SSM. Es importanke meacionar que el resultado gne se presenta.
en las siguientes secciones es de naturaleza global y ademss. es posible analizar, entre niros, los casos reportados en
la literatura con problemas de observabilidad del MI.

Considerando los resultados de la seccién anterior donde se establecen relaciones claras enlre )4 existendia de ob-
servadores y la detectabilidad. y a su vez entre la detectabilidad y el concepto de irayectoria indistingnible. se puede
construir un modelo dindmico de error y con éste verificar la existencia de trayectorias indistinguibles, dectectables
o no. en el Ml y definir, apoyados en esto, las propiedades de observabilidad del MI.

2.2.1. Construccion del modelo dindmico de error para el MI

A continuacién se presenta el desarrollo del modelo dindmico de error. El procedimiento ¢s gencral v se puede
aplicar a cualquier sisterna no lineal y lineal. Aunque, en esta seccion se presenta para determinar ¢l modelsy de
error del MJ se muestra en el Apéndice C que se puede aplicar a sistemas lineales y esta metodologin conduce u los
resultados conocidos sobre observabilidad para este tipo de sistemas.

Considere e} modelo cldsico, equivalente 2¢ , del motor de induccion (Meisel, 1966) (1.1)

O=-fw+ayp’li- L4
Y= - — npywly + Mai (2.3)

& = Blay + npwlp — (Ma+b) i + cu)

dénde ia velocidad del rotor w € R | los flujos del rotor 9 = [a. )" € B2, y las corrientes de estalor / = [i,. iy "e R?
son los estados; los voltajes de estator u y el par de carga Tp son senales externas, aplicadas al motor: la inercia
del rotor J > 0, las inductancias de estator y rotor (Lg, L,) > 0, la inductanvia mutua AS > 0. las resistencias de

estator y rotor (£4) > 0, Ity > 0, 1a friccion del rotor £ = 0 y ¢ ndwero de pares de polos n, > 0 son los pa dnsetros
(perfectanente conocidos); J v T son una matriz anti-simétrica y fa matriz identidad respectivaanente, de 1 forna

0 1 10
[ o]l ]

Lo

L _ npM — R, LK _ M, o
mientras ghe o = =t—, o b= ) ﬁfm)cf Vi

JL, ' L M

‘lomando en cuenta Ja Definicidon 2.1 y el modelo del MI[ (2.3) se puede pensar en el siguiente experimeyfe:

Cousidere dos motores de induccion exactamente iguales (mismo modeln y parameteos) con las mismas condi-
ciones de entrada, esto es voltaje de estator u y par de carga 7)., en donde ambos presentan la wisne corriente @ de
salida y cada uno es inicializado con diferente condicidn inicial.

i Qué se podria esperar de las trayvectoriss de estado internys, csto es, velocidad w y finjo ¥?
1. Que las trayectorias de estados inlernos sean diferentes, para toda L > 0.
2. Que las trayecctorias de estados internos sean diferentes pero qne converjan entre si enmudo £ -~

El primer caso, implica que hay indistinguibihdad. debido a que con las mismas condiciones de cutrada-salida se
tenen estados internos diferentes. Esta condicién de indistinguibilidad seria provocada por la fnicion de voltaje de
entrada u, de aqui el nombre de u-indistinguible (Definicién 2.1). Adicionalmente, la condicidn de indistingmbilidad
provoca que el MI sea inobservable,
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Ll scgundo caso hnplica, también indistinguibilidad, pero cuando ¢ — oc se recupera Ja distinguibilidad, es decir.
bay detectabilidad. Bsto implica (de acuerdo al Lema 2.1y Definicion 2.2) que s posible construic wy observador
que converja para estas condiciones de operacion. Por lo tanto ¢l caso que nos interesa cs ¢l primiero, esto es, enamdo
st presenta la indistinguibilidad y mas que eso, no hay detectabilidad.

Utilizando e} experimento anterior, como motivacién. es posible oblener un madelo dindmico de errot n(iizando
el modelo (2.3). considerando las mejores condiciones de operacién para la observabilidad (que los pardimetros del
modelo conocidos, que 2, u, [y, soun senales medidas y que w y ¥ son senales no medibles). El argumento de considerar
las micjores condiciones de observabilidad es simple. pues si el MI es inobservable para estas condiciones lo serd (aim
mas) también para las peores condiciones de observabilidad. El hecho de considerar a w y 3 como senales no medibles
estableee 1a condicidn de operacién SSN del M1

Considere los siguienles modelos con las condiciones iniciales (arbitrarias) indicadas.

“"Jl = ijl + Ul[’;j‘jil - l}‘“, Wy (0) = il
Thi g ¢ = —ay — npw Y + Maiy. ¥, (0) = ¥io
A - 3avn + npwi by — (Ma+b) ey +ru), i1(0) =10

Wy = —Jun + o] Bin — T wn(V) = g

g 1.5_2 = —ahy — Npw2liha + Mais. %2(0) = g
L2 = 3lahs + npwodthy — (Ma+ b)iz + cu). ia(0) = in

Definiendo las variables de crror, involucrando a las scfiales no medidas (caso SSN)

J . . .
E=W) —WwWr = ¢=w)—Wws

BEgy—n = A=ih—ds

=iy —ip = é=du_db
se Liene que
. . . AL P §')
e=—fw -I-anpll.llz]-—j— —fwz+uz-'<_{.1|;-_,—-j—

de domde

= f(—uwr +uw) +a [1/1‘11]7'} — (o — A3~ C)]
por i e

i=—fe+a[vTdy - (v - A)TI( - )] (2.4)
Por otra lado
A = *—a‘l[J) - npwl.l[‘gb] - /i[a.z'l = {-—(n,"-g = ftpu."g._“t"‘g + 1\'10,?:3]

Que s cyuivalente a

A=—an - npundiy + np(wy — )Jlyn — A) + Mar (2.5)

[Finalmente, se tiene
é=20 la't/u +npenJiy — (Ma+b)i + cu] — B{n.‘l,/)g + ripwadyrs — (Mo + b) 19 + (_'U,]
é = Blad + npun I — nplwy — €)2(1y — &) = (Ma + ble] (2.6

Ordenando las ecuaciones de Xy con (2.4), (2.3) y (2.6) se puede obiener el siguicnle sisteina que en adelante serd Ha-
wado ¢! modelo de error

d{l = —Jw + CY“:("{--Uﬂ - L:,L 'w‘l(()) =130
L0 Y = —apr — npun Iy + Maty. 0 (D) = o (2.7)
%l‘,l = ﬁ[az,bj +n,,u1j1,(.-, - (’\IU+ b)ll + (.‘H:! . 11(0) = ilo
¢ = —IE 4 a [wlll:lhl - (‘l!)l had A)IJ(11 - L’]] N E(O) = W)p — Wy
= A = —al — npwl;Uiz/)l +7'LP(LJ] - l)J(ul o A) + Mar . A(O) = l/)|(] - t;J"‘:n (,.)‘S)

v= oA +npw Iy —mplwy — Iy — A) + (Ma+D)e]. ¢(0) =7yn — t20




2.2.2. Dipnamica indistinguible del MI: representacién implicita

Considerando ¢l modelo dindmico de arror formado por los sistenas (2.7) v (2.8) s¢ piuede obtener un sistema de
ecnaciones dlgebro-diferenciales, Ja dindimica indistinguible (D1} para el M1, Para lo enal, considere que se prescntan
las condiciones de indistinguibilidad, es decir, que existe una entrada v(-). un par de carga 1. ipnales para
ambos motores y un copjunto de condiciones iniciales tales que la salida de ambos motores es igual. estoes, i = 1) = ip
para todo 1 > 0.

Con esta consideracion se puede mostrar (de las ecuaciones de error) que e =0 = é = 0. Sustiluyendo ¢ = 0 en
Ja primer ecuacion de = se obliene
i=—fc+ar’Ji (2.9)

Sustituyendo e = 0 e la segunda ecuacion de = se obtiene
A=—aA — n,(w — )IA - npdip (2.10)
Usando € =0y € = 0 en la tercer ecuacion de = se puede obtener la siguiente ecuacion
0= al +np(w; — )JA + nyedafy (2.11)

dunde el lado derecho de (2.10) es igual al lado derecho de (2.11) por Jo que se puede decir que para la condicién de
indistinguibilidad A = (). lo que implica que A = cte

De acuerdo con los resultados anteriores el sislems formado pov ¥y = (inodelo de error) se puede escribir como >

w=—fw+op!Jr— Lt

¥ = —ap — npwly + Mar

j—i = Biap + nywly — (Ma+b) i+ cul
é=—fe+arTli

A=0

0=alA+ n.p(u) —e)JA+ npc‘ﬂw

DI (2.12)

[ sistensa DAE (2.12) sers llamado la Dindmica Indistinguible del M1 Este se pucde interpretar como la dindinica
zero del sistema (2.7-2.8), gue se puede ver como la conexién en cascada de la planta ¥ y un sistemna dindmico de
creor =, Es importante mencionar gue ¢l resultado anterior (2.12) ¢s de natnraleza global, pnes representa todas ias
trayectorias indistingnibles (detectables o no detectables) para el modelo del motor de indueeién (L.1).

Con base en el resultado anterior se puede establecer la signiente proposicion

Proposicién 2.1 Considere ¢l motor de induccidn caracterizado por (1.1), bajo condiciones de mndislinguibibidad. El
congunlo de soluciones. continuas, del sistema de ecuaciones algebro-diferenciales (2.12) estd cn correspondencao. uno
o uno con el conjunto de trayectorias indistinguibles del motor de induccién, es decir, (w(-), ¥(-). i(-). €(:) A(), Tp(-).
con (w(-). (). i(-). «(-) A(-)) continuas es una solucién de (2.12) si y sdlo st las truyectorias (wi (-). (). i(-). 70.0+)
Y (wa(). (). (). TL(-). «(?)) son trayectorias indistinguibles del motor de induccion (1.1).

2.2.3. Dinamica indistinguible del MI: representacién explicita

Las trayectoriss indistingnibles del M1 corresponden » un subconjumto de trayectorias del sistema. (2.7-2.8) quu
ticue 1ma salida cero, esto es, e = 0. Esto se puede describiv por una familia de sistemas dindmicos que viven en
sub-varicdades de R'Y del espacio de estados de (2.7-2.8), de csta formna, las DAEs ® se pueden interpretar como
conaciones diferenciales definidas sobre varicdades, segian (Rhicinboldt. 1984). Eu a siguicnte scecion se presentan
fodag lax posibles cenaciones diferenciales (DE) definidas sobre variedades v que deseriben a In dindmica indistinguible

del NI,

2Eliminando los subMmdices. debido o que ¢l sistema queda en funcidn de las variables de error v las del motor T,
3Sistemas de couaciones dlgebro-diferenciales

ul-) ).
ui )




Dindmica Indistinguible en sub-variedad

Usando un pracedimiento similar al utilizado para encontrar la dindamica cero de an sistemna, s¢ prucde mostrar
que la DY {2.12) se puede representar por nn sistema. de ecnaciones dilerenciales definido en una subvariedad M
del espacio de estados, es decir, considerando a la ultima ecuacidn de (2.12) como la ecuacion de salida. sc puede
obtener con facilidad el vector de flujos ¥ y derivando esta misma. ecnacién se puede obtener ¢l vector de corrientes
i en funcién de las vzriables de error y la velocidad. La ecuacién matricial que define al veelor i genera también la
subveriedad de existencia de la DI.

A continuacién se presenta el sistema de ecuaciones diferenciales que definen a la DI dec forma explicita. El de-
sarrollo de la misma se presenta en la prueba de la Proposicién 2.2

1\]7!,,&2
J (M, + on?A)
aA"A(a(a+ f) - njw(w ~¢))

(= — P 3 214
¢ S+ Manye® — aaATA ¢ ( )

w=-fu+p(weA"A) - 1. (2.13)

con
()JATAy) (w.e,ATA}
a(Mnp? — aATA) (Mnp® + aATA) T
plwc ATA) £ 0% (e — 2w) (M-nl,t2 - aATA) +
+{ale—2w)ATA + (w =) (Mny 2 +aATA)} {a(a+ f) — nlw (w ~ ¢)}

M= (e, A)ER" ¢+ [——ATA, c#0) . (2.15)
Mn,

Adicionalmente es posible mostrar que las trayectorias de la DI que no pertenecen a la subvariedad M tienden
a los puntos de equilibrio de (2.12). Si « = £, /57— AT A, entonces las soluciones de (2.12) quedan dcfinidas por el
siguiente punto de equilibrio (de (2.12))

P (u;, ¢, ATA) &

sobre la variedad

¥ = nipf(a,]] — g = A
) 1 oy
1= e {al + npwl) ¢ (2.16)
b
u= = (all + npwl)

Ty = —Jfw+ Joy' Ji

por los pardinctros del M] v por los puntos (e4.wi ), (Crewg=) (emy weip) ¥ (€= w—_) con

o o
p =4 ATA
* Mn,
2
€4 a s a’+af :
pr=E ATA 4 £ 217
“EET \/u\/n,, n2 247

120 relacidn con el resnltado anterior se establece la siguiente
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Proposicidn 2.2 Asuma que T) es diferenciable. El conjunio de trayectorias indistinguibles (no irimales) del mo-
tor de induccion (1.1) esté en correspondencia uno a uno con la union del conjunto de soluciones del sistema de
ecuactones diferencuales

‘ Mn e
=_fw+;0(w €. AFA) TR, (:J_MTA_TL
€=- f+ a8 IA\//:r(?_'_-f)uu"AT(;J . ] (2]8)
A=y
con
plw.e.ATA) & aAT Ap (w. . ATA)

a(Mnyu? —aATA) (Mnye? + oATA)
pw.c ATA) 2 0% (e — w) (Mnye® —aATA) +
+{a(e—2w) ATA + (W —¢) (Mnp® +aA"A)} {ala+ f) = njw(w — )}

definidas sobre la variedad no conectada M

M= {(W.F.A) € RY ¢ # /AllonpA"'A., e # 0} (2.19)

y el conjunio de puntos de equilibrio £ = (w..i.¢, A1y, u) € R de (2.12) locabizados fucra di lo vuricdad M.
definidos por A 3£ 0 5 los puntos (€4, wayp, (€4 wy ). (- wop)yleow__)

Y= —(a] — n,(w - )I)A
n,,t
o
=S (all + npwl) ¢
b
=y (al +npwl) v (2.20)
Ty = —Jfw+ JoyThi
= TA
e =+ Mn,,A
et a?+of
wy == % ATA +
2 \/41\/ " n2

Es decir, para cualguier I’y (continuamente dz‘f#rcnciablc) cualquz‘er soluczo’n (w( )-e(-). A()) € M del sislemo ide
ecuaciones (2,18) corresponde a una solucion (w(-) (). i(-)e(-). AC). L) u(-)) de (2.12). Ademnds. toda solucion
de (2.12) corresponde a una solucion de (2.18) o a uno d( los puntos de equilibrio £ .

Prueba. De la iltima ecuacién de (2.12) se puede obtener ¢, (explicitamente) en términox de las variables de

error, esto es

¥ = —(ad = ny(w - DA (2.21)

)¢

Con lo gne 13 segunda cenacidn de (2.12) no es necesana,
Ahora, derivando laailtima cenacién de (2.12) y sastitnyendo las ceuaciones diferenciales. vespectivas, se obbione fa
ecuncién de la corriente 7 en términos de las variables de error

= (1l + pal)A + ?JEMTL. (2.22)

donde  py & ala + f) — mw(w — ), 2 2 & ung{2w — )y

Ra 2 (( _ynIAAT ¢ L (JANT - AATYD)) + Manyd. (2.23)
3( ,

Tp




con
u
det[ 1] = [Mange = 22 AT A] [ Mang. + “aTa
¢ ¢

la matriz 1 cs regular en cualquier parte excepto en Jos valores ¢ = =+ /hf;’, ATA

Con el propésito de definir completamente el conjunto de soluciones para (2.12) se presentan dos casos en razon del
valor de ¢, a saber:

Caso 1: ¢ # ﬁ"pA"A.

De (2.22) las corrientes del M] se pueden expresar como

2y

i=(l+ ¢d)A+ 70 3 A, (2.24)
con
b 2 (AT AG + a).
¢2 % T}/I—l(a(a"'f)_n:-)w(w 't)) (22.'))
v, = Monpe — ‘f‘,'iA/A‘
v, 2 Manye + %A"‘A

Fn consecuencis. e orden de la DI (2.12) se puede reducir utilizando (2.24) en lugsr de la tercers ecuscion de (2.12).
Con Lase en lo anterior se puede obtener un modelo equivalente de la DI (2.12) sobre la variedad M, esto es

an(Q
J (Mnpe? + aATA)
aA”TA (a(a+ J) - niw(w - o))
Manye? — oo ATA

w=—fu+p(w,ATA) - 1y,

E=—|f+

con
aATAp (w.e, ATA)
a(Mnye? — aATA)Y (Mnpe? + aATA)
plw.e, ATA) £ a® (e — 2w) (Mnye® — aATA) +
+{ale=2w)ATA + (W =€) (Mnpe® + AT A)} {ala + f) nﬁw (w= )}

M= {(u,c‘A)eR"l ¢ /M" ATA. L;éo}
p

Diferenciando una vez mds la restriceion algebraica o la couacion (2.24) se¢ pucde obtener ¢l siguiente vector de
voltajes de estator o para la condicion de indistinguibilidad y sobre la varicdad M

pw.e.ATA) 2

sobre la. variedad

n, VoTp — (Y (—fot aAT)i))
Jfe 93

v i (6 o) &+ A+%[(a]1)-:/)+ (Ma + bYil

<on

¢~] _ (Q‘ATA@ n ”) n,.\l';(-j’(-}—uA‘J;:—'.’g—]w—l—uw'Jifl}«\)) n -,,'__“f_l“ g“_-l}[;‘,!,.“,A“j,) 4
¢ £ V3 Y
n,aA” Afe- Qu)(c«,f:-_. = u'sg(—fe—s-aA ’fr))'
=+ T —LiL

br= g2 [(~2w+ &) + (—fw+ a7 Fi — T) + w(~Se +aATTi)| +
Vo (—fe+ad? 5
+ [a(a.+f) - nf,w(w - c)] ——(—t;?—i)
Caso 2: « =+, /52~ ATA
.
Cousiderando que A # 0 (si A = 0. enlonces « = 0, implica la inexistencii de traveetorias indistinguibles). Asi misma




1R
observe que la watriz R es singular v no se puede jnvertir. Sin embargo, como ¢ es constante (€ = 0) y de la enavta
ceuacion de {2.12) se obliene

ATl = i(, (2.26)
o

Las ecuaciones para 7, (2.26) y (2.22). se deben satisfacer de manera simultinca. Par lo taplom. premultiplicando
(2.22) por A7 se obtiene

AT i = —AT o) + ol A + A’J'JJATLT"‘”
como ATJA = 0, la ecuacidn anlerior queda
ATRi = —p ATA (2.27)
desarrollando (2.27) se puede obtener
ATRi = [a(a+ f) — njw(w - )] ATA (2.28)

Ahora. pramultiplicando y postmultiplicando (2.23) por AT e i, respectivamente. se obtiene

ATRi =222 (- L2ATA (A%‘)) + Manye (A7) (2.29)

[ ny,

usando (2.26) Ja ecuacién (2.29) queda

ATRi = —afATA+ Man,,ic2 (2.30)
o
igualando (2.28) con (2.30)
- Man,f , .
67 — nlw(w — e)) ATA = —£= (2:31)
sustituyendo el valor de ¢ = ;‘;”,—IATA en la. ecnacion anterior se obtiene
r
2
o — e Ry (2.32)
Ty
con la que se pueden calenlar los dos valores de w para un valor de ¢, osto s
= BN YN (2.33)
w =
*ET T 4Mny, n?
Coll
a ;
=z ATA
* Mn,

se puede ver que las soluciones de (2.33). para A y € constantes, serdn también constantes. es decir. w es consiante.
Con base en Jo anterior se puede observar, retomando (2.21),

1 .
= —(al — ny(w - A
npe
que yr tambidn os constante. Por otro lado, de la segunda cenacion de (2.12) se puede observar que
0= —uy — npwlr - Ma
con Ja gne se obtiene el valor de i

. ] . . -
i=- (¢ - nywl) v (2.34)
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que resulta, tamnbién. constante. Siginendo el mismo procedimiento, y con ef resultado anterior, de la Lercera ecuacian
de (2.12) se observa que g; = 0, es decir

0= 3lay + nywly — (Ma+b)i+cyj

usando (2.34) y la ecuacidn anterior se obtiene el voltaje de estator u

u= }\//bac (ol + mpwl) (2.39)
finalmente de la primera ecuacidn de (2.12) se obtiene
Ty =—Jfw+ Jop i (2.36)

En relacién con los resultados anteriores se puede afirmar para el Caso 2 lo siguiente.
Sie==x /52 ATA, entonces las soluciones de (2.12) quedan definidas por el punto de equlibno de (2.12),
»

'('/1 = L((L_‘ﬂ — n.p(w — I)H)A
Tlp(
¥ = ﬁ (e + npwl) (2.37)
b
U = /‘ll_ac (d+nPWj)¢

V= —Jfw+ JaypTJi
definido por los parametros del M1, por Jos puntos (¢4, wyy ) (€4, wq— ) (€= wos)yle~,w__), von

(o3

(L = ﬂ: A’FA

Ing

2o 2+a
=Sy F O gl #

Y dMny, n2

Conclusiones importantes sobre la DI

Todas las trayectorias indistingnibles del motor se describen (asencialmente) por ¢l sistema (2.18), definido sobre Ja
variedad M. Geoméiricamente esta variedad se puede considerar como una sub-variedad del espacio de estadas &'
del sistema de ceuaciones (2.7-2.8) con e = 0. (2.21) y (2.24) describen como M se embebe en R'C. Una travectoria
de (2.7-2.8) corresponde a dos trayectorias del motor de induccidn. Cuando una trayecloria de (2.7-2.3) estd en M
por algun intervalo de tiempo, entonces las correspondientes trayectorias del molor son indistinguibles durante ese
intervalo de tiempo. 19! sistema (2.18) describe, de manera exacta, sélo las trayectorias de ¥ — = que son posibles
sobre M. Es conveniente hacer notar que es necesario elegir condiciones iniciales sobre M para (e las Lrayeclovias
de ¥ — = estén definidas sobre M y aplicar Tunciones de cpirada tales que las travectorias permarnezcan on M.

Aungue M es de dimensidn cuatro es interesante observar que dos de las variables (A) de Ja dindmica indistinguible
(2.18) son constantes. 1o anterioy implica que cualquier trayectoris indistinguible del motor de induccion estd ca-
racterizada. por el hecho de que los vectores de fujos ¥y y ¥ difieren para todo el intervalo de tempo (donde se
presanta la indistinguibilidad) en un valor constante. Por otro lado, esto permite considerar o Ta dindnsica indistin-
guible (2.18) como un sistema de segundo orden, parametrizado por un vector constante A, de hecho por ¢l enadyado
de s norma, esto o, [[Al2 = AT A Bsto resulta ventajoso debido a que se pieden aplicar Ta téenicas existentes de
apahisis de sistemas de segnndo orden y para algnna de ellas, las traycctorias de la DI se pneden visnalizar sobre ol
plano (¢. w). Otra observacion importante es que Ja DI (2.18) es valida para cualquier corjinto de pardmefros del
molor de induecién.




2.2.4. Diagrama de fase de la dindamica indistinguible

La solncidn cerrada de las eenaciones que definen a la dinamica indistingntible e mny dificil de obtener debido a
que se trata de un sistema de ecnaciones altamente no lineal. A pesar de Jo anterior y debido a que (2.18) se pnede
expresar como un sistema de segundo orden es posible realizar un andlisis gréfico donde se muestire la existeucia de
trayectorias indistinguibles del MI.

Diagrama de fase de la DI

Con e} fin de ilustrar )a existencia de soluciones para la dindmica indistinguible (trayectorias indistinguibles), se
procederd a generar el diagrama de fase para (2.18). asiuniendo A como un pardmetro constante, con lo que {2.18)
se convierte en uu sistema de segundo orden parametrizado en A = [k1. k2]”", donde los k; son constantes.

Utilizando “simulink™ y el modelo de la DI (2.18), se realizaron varias pruebas de simulacién de la DI, para
diferentes condiciones iniciales del motor y considerando un rango de velocidades del rotor que inclhiye a 1a velocidad
nomninal |—360 (rad/seg) < w < 360 (rad/seg))

Las condjciones para la realizacion de ¢sta snmulacidns soin:

Ll valor de los parametros es ¢l signiente: Lr = 0076 H, Ls = Q142 H. Rr = 093 Q, Pe = 1.633 Q. A) = 0.099 H,
np=2J=0020 Kgm? [=013s"", A =01, 01)" web, T, =4 Nm

Los valores elegidos para A y 77, corresponden a condiviones nominales de operacidn del moltor de induceidn ©.
I (A

Las condiciones iniciales para ¢. [ueron: 0 < ¢, < ¢, donde ¢, queda definido en la variedad M como «, = V T ATA
By

Dagrama de Fase: Dndmica Indstinguible

40

200 ’ 4

~200 - «

w (rad/seg)
<

-300 R

-1000 ~500 0 500 1000

epsion padiseq!

[Yigura. 2.1: Diagrama de fase de la dindmica indistinguible

En ta Fig.2.1 se presentan algnnas de las Lrayecltorias de estado de la DI para dilerentes condiciones niciales
(0. wo). con Jo enal se muestra la existencia de soluciones de la D1 y la facilidad con la que dichas Lravertoring

NMallab V5.3 The MathWorks. Inc.
*Para un motor que corresponde con Jos pardmetros utilizadoy
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pueden generarse. Es posible, tamnbién, ver Ja direccién que siguen dichas trayectoriss dirigiréudose a los dos puntos
de cquilibrio del sistema DI

Comentario 2.3 Es nccesario subrayar que las condiciones iniciales wlilizadas esldn dentro de la variedod M.

Otra de las formas de verificar la existencia. de soluciones para un sistenma. de ecusciones diferencisles es calenlar
sus puntos de equilibrio. Adicionalmente al diagrama de fase se presentan los puntos de equilibrio paya la DI (2.18)
obtenidos de forma numdérica:

rad ad
lueq, = —41019]—2], e = 0.6944:1;102[£]}
€4 seq

ad - 7O
[wcqz = —1.0105110“|T_(—'q|. g = 9.6‘.)«1'i;rlO‘[-\-(;]}

Observaciones adicionales sobre el diagrama de [ases Fig,2.1
= [Existen soluciones para (2.18) en todo ¢l rango de velocidades.
= Existen soluciones para (2.18) para tods € con tal que 0 < ¢ < ¢

= De acuerdo con las dos observaciones anteriores, es rmiy probable que existan trayectorias indistinguibles para
cualquier condicién inicial, esto implica que Ja probabilidad de que exista alguna trayectoria indistinguible para
el motor de induccién, es muy alta.

» La consideracion bésica para utilizar el concepto de disgrama de [ase es A igual 8 constlante. por lo que variando
A se puede obtener una familia de diagramas de [ase, pero es posible que no se obtenga informacién adicional,
pues serian superficies de nivel iguales. Por Jo que, en este trabajo se considera suficiente verificar (2.18) para
condiciones nominales del motor de induccién (para el valor de A).

» La existencia de los puntos de equilibrio para (2.18) de hecho implica la existencia de al menos una solneicn
para la dindmica indistinguible.

Comentario 2.4 Otru aportacién de utilidad para el Ltema de control SSM podriu ser. oblener lodas los condiciones
del voltuye de ulimentacidn tales gue se produzcan trayectorias indistinguibles no delectables. para lodas las condicioncs
de operacién (reales) del moior de induccién. Para esto se requivre relacionur la derwada de la ecuacion (2.22) con
la tercera ecuacion de ¥y . De esta ecuacion se podria. tedricamente, oblener el veclor de vollujes que salisjacen a
(2.18). Con el conocimiento de este veclor se podria establecer una estralrgio pure ewitar estos wollojes y de esto
forma evitar la posibilidad de pérdida de observabilidad del molor. El procedimienlo anlerior sc ha inlentado sin
érilo, pues no fue posible oblener el vector de voltajes de forma ccrreda. debido a ¢ue en la manipulacion algcbrvica
resulla un sistema de dos ccuaciones algebraicas de alio grado.

2.3. Propiedades de observabilidad, detectabilidad y existencia de ob-
servadores para el MI

La observabilidad y la detectabilidad (tanto global como local) se pueden caricterizar en téeminos de Ja dindinica
indistingnible de nn sistema. Este resnltado general se establece aqui. especialmente, para ol motor de induecidn.

Las propiedades de observabilidad del motor de induccion se establecen en da sigiiente
Proposicién 2.3 El motor de induccién en operacidn sw sensores mecdnitos es:

1. Obsernable, s y solo si, lo dindgmica indistinguible (2.18) no lene soluciones

2. Locolinente obscrvable si y solv si. la dindmica indislinguible (2.18) no licne soluciones en una vecindad el
prunto (e. A) = 0.
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3. Delectable si y solo si, el punto (¢, A) = 0 de la dindmica indistinguible (2.18) es globulmenie olructivo. para
toda trayectoria que esté definida para todo tiempo, esto ¢s. I € ]0,00).

4. Localmente detectable st y solo si. el punto (e, A) = 0 de la dindmico indistinguible (2.18) es localmente
atrectwo. parae loda lrayecloria que este definida para todo lzetnpo. esto es. I & (.20).

Prueba. 1) De acnerdo con la Definicién 2.1 es claro que el sistema serd observable si las (rayectorias indistin-
guibles no existen, donde dichas Lrayeclorias son las soluciones de la dindmica indistinguible (2.18). 3) De acuerdo
con la Definicién 2.1 es claro que el sisiema sera detectable si hay convergencia global para todas las trayectorias
indistinguibles. Suficiencia de 2): Si el sistema es localmente observable, entances existe, para cualquier punto < y
para toda entrada u() una vecindad de 2 tal que cualquier trayectoria que inicia en la vecindad no es indistingnible
(es distinguible). Esto implica, de acuerdo con la Proposicién 2.1, quu las ecnaciones (2.12) no tienen soluciones en
una vecindad de (¢, A) = 0. Necesidad de 2): Suponga que para cualquier vecindad de (¢, A) = U existen soluciones de
(2.12), entonces por la Proposicién 2.1, €] sistemna no es localmente observable. Suficiencia de 4): Snponga que el sis-
tema es localmente detectable. Entonces Jas Lrayectorias que inician en una cicria vecindad de un punto z (arbilrario)
convergen unas a obrss, o abandonan la varjedad en tiempo finito. En base a Ja Proposicion 2.1 se tiene la siguiente
conchuwsion. Necesidad de 4): Suponga que existe un punto z y una entrada u(:) . tales que en cualquier vecindad del
punto (¢, A) = 0 existen trayectorias de (2.12) tales que (€(7), A1) - 0 cnando 1 — o0, Por ls Proposicion 2.1 ¢l
sistema no es locabneute detectable m

Con la Proposicidn 2.3 se puieden cstablecer las propiedades de observabilidad del motor de indueeidn por media
del signiente

Teorema 2.1 Bl motor de induccidn (1.1) en operacion sin sensores mecdnicos. paro, cuelquier conjunto de pardmel-
ros es: 1) No observable. 2) No es localmente observable. 3) No es delectable. 4) No es localmente delectable.

Prueba. Por la Proposicién 2.3 y las siguientes observaciones:

1. Debido a que (2.18) satisface las condiciones estandar para la existencia de soluciones. entonces la dindmica
indistinguible tiene soluciones. lo cual implica la existencia de trayectories indistinguibles y por tanto el M no
es observable.

2. La dindmica indistinguible (2.18) tiene soluciones que pueden iniciar en cualguier vecindad de (¢, A) = 0.

3. Como A es constante a Jo Jargo de cualquier trayectoria de (2.18). €] punto (e, A) = 0 no es globalmente
atractivo.

4. Como A cs constante a lo largo de cualquicr traycctoria de (2.13), ) punto («. A) = 0 no ¢s localmente atractivo.

]
Como una consecuencia del Teorema 2.3 y ¢l Leina 2.1 se obtiene el signiente buportante resnltado

Corolario 2.1 Pare ¢l motor de induccidn (1.1) en operacion sin sensores mecdnicos. no exisie un observador globul
ni uno local en el sentido de la Definicién 2.2.

Comentario 2.5 Es nccesamo mencionar gue pueden, existir observadores con. propiedades mas débiles gue agquellos
enunciados por la Definwcion 2.2. Sin embargo, los resullados aqui presentados excluyen algunos métodos de discrio
de observadores, debido a que éstos requieren propicdades de obscrvubilidad mds fucries gue las que son satisfechas
por cl motor de induccidn. Asi, por ejenmiplo. el M1 en operacidn SSM, no safisface las condiciones pura observadores '
dc altas ganancias (Goutluer and Kupka, 2001).

Comentario 2.6 Debido a la simphicided de (2.18) se puede mencionar cl hecho do que se puede gurantizar, con
facilided, la existencia de trayeclorias indistinguibles. Para cualquicr condicidn, inivinl de rvelocidad del rotor w(0) y
cualquier funcion del par de carga I (1) cziste una gran cantidad de soluciones para (2.18), por ejumplo, aquellas
obtenidas para cada eleccion de A(0) y ¢(0).

Comentario 2.7 FEs necesario poner énfasts en que, si las condiciones (mejorrs condaciones para obscroabilidad)
asurnidas puru ¢l modclo del motor y cl par de carga en la formulacién del prohema no se salisfacen. aiin asi. el
Teorema 2.1 y ¢l Corolario 2.1 mmantienen su veldez.
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2.4. Analisis de casos particulares de operacién del MI usando la dinami-
ca indistinguible

A pesar de que no se presenta la solucién cerrada de Ja dinamica indistinguible. es posible analizar algnios
casos praclicos de operacién del motor de induccién utilizando el modelo de la dindmica indistingiible (2.18), con el
proposito de dar una interpretacién del comportamiento del M1 en tales condiciones de operacién SSM. A continacion
se presenta el andlisis teorico y de simulacién para algunos casos referidos en la literatura como de bajo desempeno
o con problemas de estabilidad de los sistemas controlador-observador.

2.4.1. Operacion con flujo cero

Cabe mencionar que este régimen de operacion no es usual, aunque puede presentarse cuando el motor pierde e}
voltaje de excitacion (estando ya en operacién). Sdlo se presenta como un ejemplo de aplicacion e ilustracién del vso
de la dindmica indistinguible.

Para este caso. se considera que A = 0 (y € 5 0) entonces ¥ = 0 de (2.21). i = 0 de (2.22). Por lo tanto u =0 v
la dindinica indistinguible (2.18) se convierte en

w=—fw- 3T,

(= —f¢

A=0
De la primera ecuacion del sistema anterior, es claro que cualquier velocidad w es indistinguible. dado que 17, se¢
puede elegir arbitrariamente. Por otro lado si f > 0, entonces ¢ — 0 cuando ¢ — oc y las velocidades covvergen. estn
es, se hacen detectables y la velocidad se puede reconstruir asintéticamente. Con f = 0, ¢ (1) = ¢ (0) para todo £ > 0,
esto es, las velocidades indistinguibles ticnen una diferencia constante y por 1o tanto. éstas no seran detectables (ni
global ni localmente).

En relacién con lo anterior, para esta condicién de nperacion se puede presentar la pérdida. de detectabilidad y
@l eonsecuencia ninglin observador funcionaria adecuadamente, para estas condiciones, segin el lema (2.1). Aunque,
se debe mencionar que la condicion f =0 no es una condicidn realista.

2.4.2. Operacion a velocidad constante
En una gran cantidad de aplicaciones es necesario mantener la velocidad del rotor constante. Por tanto, se con-

sidera este caso a la luz de la dindmica. indistinguible (2.18).

Considere el par de carge Ty, que se obticne de (2.18) haciendo w =0

J (Mnpe? + aATA)

]\'I'n,pl,'-} (—-fw +p (w. ¢, AIA))

T, =

Con esle 77, la velocidad w serd constante y la. dindmica indistinguible queda definida como

w=190

(= _ f . Li_ﬁI"A(Illllw‘;/)—)l;{lfl_(_u—_ll\)_ ,
' Man,2—aaATA

A=0.

donde se pueden presentar dos casos, en razén del valor de f:

Si f = 0 los puntos de equilibrio del sistema son

(ﬁiwz—az}
e=0y(=-—"———", con wF 0
now
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S) « # 0 entonces los correspondientes puntos de equilibrio de la dindmica indistinguible representan una trayectorin
indistinguible del motor.

Si [ > 0, los puntos de equilibrio son

~a AT Anlw £ \/(mwA"'An,%w)2 - X
2f Mamn, )

donde .
\ = df Many,aA” A (a® — niw?)

Tistas soluciones corresponden a trayectorias mdistinguibles, si éstas son reales y diferentes de cero.

La desventaja del analisis anterior, estriba en cl hecho de no intponer vestricciones a la funcion del voltaje de
estator v al par de carga. esto es. para enalquicr conjunto de traycetorias indistingnibles, e} voltaje de entrada que
genere (ales travectorias, puede ser una himeién de la forma

=01 (A Ty owoe); ua = 01 (BT, w.e)

Donde sc pueden obtener sehales de voltaje que no existen para ninguna condicién prictica de operacion del M.

Como ejemplos de la. condicién de operacion del M1 a velocidad constante se presentan a continiiacion dos casos
de simmlacidn que nestran el comportamiento de la velocidad w y el flujo ¥ en condiciones de indistinguibibdad.
Los casoy presentados se realizaron utilizando ¢l modclo de la DI para ¢l MI en condiciones SSAL

1

Simulacién de trayectorias indistinguibles con condiciones iniciales arbitrarias

Iin el primer ejemplo de simulacién de la DI se presenta el comportamiento de las variables de interds. velocidad w y
flnjo ¥ para condiciones iniciales arbitrarias de w y € (donde ¢ es la diferencia de velocidades) mantemendo a. A = cle.

Las condiciones para la realizacion de la simulacion son las siguientes
Considere gue 1os valores de los pardmcetros del motor son: Ly = 0,076 H, Ls = 042 H. Iy = 093 Q0 By = 1,633
0. M =000 Hon,=2.7=002 Kgm® [f=013s"), 4 =1, 1]" web
Condicinnes iniciales: (g = 160%1, wo = ]60%’).

Para velocidad constante Ty, se define por la siguiente relacidn, que se obliene de la primera ecnacion de (2.18).

J (Mnpe® + aATA
T, = (Mrnye “ )(—fw+/) (w,e.ATA)) (2.3R)
Mmny2

v la dindmica indistinguible queda como

w=20

) A" Alala+f)— Q, (w— .
T [f+ M(an,.f’Q{JaunA‘j: U) € (2‘30)
A=0

Con la eenacion (2.39) se construyd un modelo, en “simmlink”, junto con las varinbles de error y (2.3%). abteniendo
los resultados que se muestran en Fig. 2 2, donde se pueden observar las indistingnibilidad. predicha. de las (raree-
torias en las variables de interés w y 3. Para este caso se consideraron condiciones nominales de opceracion del motor
(segun los parametros usados). es decir. el valor de A queda dentro del rango de flujos de rotor en estada estacionario.

I2n la grifica superior jzquierda de la Fig. 2.2 se muestra la indistinguibilidad de la velocidad del rorar, o5 decir
una trayectoria de velocidad (wy (0) = 0) inicia en cero y se queda en cero para todo ¢ > 0, mientras que {w3{0) = 160)
para todo ¢ > 0. En la parte inferior izquierda se muestra Ja indistinguibilidad del vector de ijos, pura este caso.
en linea discontinua se presenta. uno de los dos vectores de fHujo de rotor. Es claro entonces, gue Jas trayectorias
idistimgnibles existen y adeinds éstas son indetectables, pues la diferencia entre Jas trayectorias se mantiene constante
y dilerente de cero para todo £ > 0.
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Figura 2.2: Trayectorias indistinguibles con condiciones iniciales arbitrarias y velocidad constante

Comentario 2.8 Con la Fig. 2.2 se muesira que lus {rayeciorias indisiinquibles se pueden oblener con relabivn
facilidad, incluso en condiciones nominales de operacion del molor de induccion (caso mostrado). El resultado grdfico
nos permale dustrar que el motor de induccidn presenta irayectorias indistinguibles e indetectables para el cuso de
velocidad constante.

Trayectorias indistinguibles con condiciones iniciales “cercanas™

Con la finalidad de mostrar un caso de indistinguibilidad e indetectabilidad Jocal, se presenta la simulacidn de
la DI que muestra el comportamiento de las variables de interés, velocidad w y Aujo ¥ para condiciones iniciates de
velocidad cercanas entre w y ¢ (donde € es la diferencia de velocidades) manteniendo a A = cle. Las condiciones para
Ja realizacion de Ja simulacion son las siguientes.

B) valor de los pardimetros del Ml son: Lr = 0,076 H, Ls = 0,142 H, Rr = 0.93 ), Rs = 1,633 Q, M = 0,099 H,
n, =2, J=10,029 Kg m2, f=013s""' A= [l, 1]T Web

)

scg

Condiciones iniciales: ¢ = —8(%“—3), wp =2

I'n Fig. 2.3 se muestran las trayectorias indistinguibles para velocidad y fujos de rotor, donde se puede ver con
claridad que pueden existir trayectorias que inicien arbitrariamente cercanas, pero que finalmente serdn no detecta-
bles (no hay convergencia entre trayectorias). Se muestra también el valor de T, (para este caso constante), tal que
la velocidad se mantiene constante. Cabe hacer notar que para este caso Ty, es mayor que el valor para condiciones
nominales de operacion.

Comentario 2.9 En esta subseccron se han presentado dos casos de traycclorias indistinguibles del motor de indue-
cion. donde es claro gque éstas exisien. adn considerando condiciones nommales de operacion del motor de inducron.
Ademds de su ezistenciu se puede comentar que fueron oblemidus con relativa fucilidad y esto. por supuesto. imph-
co gue cnsten una gron cantided de lrayeclorins indistinguibles que ademds pucden scr indetecltobles y evilor que
cualguier observador funcione udecuadamenie. Este resuliado es un orquinento mds que mueslva Lal como se mii-
ciond en lu subseccion del diagrama de fase que no exisien observadores. ni locales ni globales. pure ol mnotor de
nulnecion en operacién SSM.
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Figura 2.3: Trayectorias indistinguibles para condiciones iniciales cercanas y velocidad constante

2.4.3. Operacion con velocidad y par de carga constantes

El interés en esta condicién de operacién proviene del hecho gque gran cantidad de trabajos SSM reportados, por
ejemplo, (Holtz, 1995: Wolbank et al., 2002b), hacen referencia a velocidad y par constantes. Adicionalmente, para
la mayoria de aplicaciones industriales se consideran par y velocidad constantes.

Esta condicién de operacién resulta atractiva desde el punto de vista del andlisis de sisteinas. pues como se pucde
observar del modelo del motor (1.1). bajo las condiciones establecidas dicho modelo se convierte en un sisteiga lineal
y por o tanto permite la aplicacién de Lécnicas clésicas de diseno de observadores, tales como fillro de Kulman o
estimadores por modelo de referencia (Cuibus ef al., 2000). Por otro lado dichos esquemas, aplicados al motor de
induccién, son caracterizados por:

= Mostrar un buen desempeno en condiciones de estado estacionario, eslo es. cuando la velocidad de rotor w es
constante (Damiano et al., 1998)

= Bajo desempeno durante el comportamiento transitorio, es decir, cuando se presentan cambios, tipo escalén,
en el par de carga (Harnefors, 2000)

= Considerablemente mal desempeno, cuando el voltaje de excitacion es de baja frecuencia (Madadi and Chang.
2002).

Considerando w y Ty, constantes en (2.18) se puede obtener lo siguiente {(en )Ja variedad A1)

j\ln.,,(2 T
(Mnye? +aATA) "

De 1a ultima ecuacién es claro que € es constante. Alora re-escribiendo la ecuacién del flujo de rotor

0=—-fw+p(u),e,A7A)—~ 7

]
= —(al +np(w — )NA
,¢
Es claro que ¢ también es constante, revisando (2.25) se pucde observar que Wa. éy. @y son constantes. Ahora
revisando (2.22) es claro que i vambién es constante. Como / es constante. entonces ol valizge de estator ¢s asi mismo
constante y definido por
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| .
u= (Z [—(al + npud)y + (Ma+ b)i] (2.40)
Este resnltado es importante debido a gque representa nna. explicacion clara y de sentide global al buen desempena
presentado por los esqiemas clasicas de control SSM basados en observadar, pnesto que estos esquemas clisicos
consideran operacidn en estado estacionario con velocidad y par de carga consiantes. Por lo tanto. en relacidn con el
resultado anlerior se puede afirmar lo siguiente

Considerando velocidad de rotor w y par de carga 7, constantes, el motor de induccién ten-
dra trayectorias indistinguibles, si el voltaje aplicado al estator es constante e igual a {2.40).

La afirmacidn anterior se puede relacionar con e) caso de operacion en estado estacionario del M. es decir,

En condiciones de estado estacionario con voltajes de alimentacidn senoidal fijos y balanceados,
con velocidad y par de carga constantes, el motor de induccién es detectable y se puede estimar la
velocidad correctamente.

2.4.4. Operacién con velocidad cero y par de carga constante

El presente caso cabe dentro del caso de andlisis de Ja subseccion anterior, es decir w v ) constantes. Sin
embargo, se tratard de forma independiente debido a la gran cantidad de referencias que exisien pava esta condi-
cién de operacién del motor de induccién, por ejemplo, (Canudas De Wit et al., 2000). (Holtz and Quan. 2002),
(Harnefors, 2000), (Madadi and Chang, 2002), etc.,

Considerando nucvamente que Ty, s coustante y que w = 0, ¢l modclo de la dindmica indistinguible (2.18) {en la
varicdad M) gueda como

[T M?ni+arin, JJAT AP ~aMn, T A Acrolalia” 3)7]
= —¢

0= : (Mn, Z=a8TANI (Mo, 4aDTA))

(= —¢ (Mul,ftz+uaA_TA) (2.41)
) (Mg, 2=aA7A)

A=0

de la primers ecuacion de (2.41) se puede mostrar que ¢ es constante. por consigniente ¢ = 0. con este resultado
(2.41) se convierte en un sisteins de dos ecuaciones algebraicas que resolviendo de [orma shinultdies. tal sistema. se
puede obtener lo siguiente

AT T
3 ﬁez uo A6 N aT AT A _0 (2.42)
JJ Mn,f MnyfJ

La ecuacidn (2.42) muestra que existirdn condiciones para las cuales ¢ sea constante v liferente de cero siempre y
cuando T, # 0y los parémetros del modelo del MJ sean diferentes de cero. Adema3s, de la subseccion anterior se pnede
mostrar que (2.41) tiene soluciones si el voltaje de excitacion del estator es constante. Tomando en considerarion
(Canudas Ne Wit et al., 2000), donde se mmencions que “mientras mas bajs es la velocidad, ¢l volts je necesario para
excitar ¢l estator del motor, tiende a un valor constante’.

€

Con los resultados anteriores se puede obtener la siguiente conclusion: bajo las condiviones de w cero vy par de
carga 1, > 0 constante. la velocidad del motor de indiecién resalta indetectable. Se puede deeir. adicionalmente.
qQue siempre existiran valores de T, tales que la velocidad del rotor del motor sea indetectable (inobservable) v no
serd. posible disedar un ohservador que ncione adecundamente.

En ésta seccidn se ha mostrado otra utilidad de la dinamica indistinguible. al revisar algunos ¢asos de estidio a
la luz de ésta. Llisto nos ha permitido obtener algunos resullados, tedricos. gue ilustran {o justifican) aignnoys casos
de bajo desempeno reportados en la hiteratura.




2.5. Sintesis

2 el capitulo recién concluido se present$ una melodologia general (aplicada a) MT) para la obtencion de un
maodelo dindmico de error, dicho modelo permitid el desarrollo de Ja DI del ML Se presenté de ianera explicita a la
D1, hecho que permitis realizar un anilisis cualitativo de 1 misma por medio de un diagrama. de fase. Con base en
la DI se definieron Jas propiedades de observabilidad dcl MI en operacién SSM. Finalmente. ntibzando a. la DI, se
da mterpretacién a algunos de los casos de operacién dei Ml en operacidn SSM declarados en la literatira como de
bajo desempetio y se justifica Ja operacién aceptable de Jos sistemas controlador observador, para el M1 en operacion
SSM, en condiciones de estado estacionario.
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Capitulo 3

Diseno de Observadores

IZn este capitudo se presenta el disefio de tres observadores para ¢l MI en operacién SSM. Todos ellos tienen
I estrnctira de nn observador tipo Kalman, disefiados para tres distintas representaciones oaquivalentes ded MIL
obtenidas bajo distinlas consideraciones. Se eligen observadores lipo Kalman. ya gue {odos los modelos del Ml
encontrados son alines o aproximadamente afines en los estados a estimar, lo que convierte el problema de abservacién
en uno lineal pero variante en el tiempo. Para este tipo de sistemas el abservador tipo Kalian es mas apropiado que
uno Lipo [ienberger.

La idea basica para obtener el modelo del MI que se utiliza para e} disefio del primer observador es suponer que
la velocidad del rotor es una constante desconocida. Se realiza entonces una transformacién del modelo del MU que
perile disenar un observador adaptable, que estime los Bujos y el pardmetro desconocido que representa la velocidaxl
del rotor. Sin embargo, la transformacién se realiza sin tener en cuenta la lipélesis de consltancia de la velocidad y
solo posteriormente se hace tal aproximacién psra realizar el disefio del observador. E) segundo observador presenta
un metodulogia novedosa de disefio de observadores que se basa en un estimador lineal de condiciones iniciales (del
tipo Kalinan) y en un reconstructor de estados, basado en el estimador de condiciones iciales. El tercer observador
s¢ disena sobre m modcelo awucotado del MI que posee Ja propicdad de ser afin en los estados no madibles, oy
decir, los flujos y la velocidad. Para cada uno de los tres discnos se presenta la relacion entree las propicdades de
convergenein. ded observador v la DI, resnltados de simulacién para varias condiciones de operacion y an andlisis de
robustez, basado practicamente en resultados de simulacién.

3.1. Consideraciones generales para el diseno de los observadores

En esia seccion se presentan las consideraciones generales comunes al disefio de los observadores del prescute
capitulo. Cousidérese ¢f modelo del M1 (1.1), que se repile aqui para facilitar 13 leclura,

w=—fw+oyThi- D

¥ = —ap — nywli + Mai (3.1)

2 = 3oy + npwd — (Ma+b)i+cu] |
ddnde la velocidad del rotor w, los Bujos del rotor ¥ = [zj)a‘z,bb]T, y las corrientes de estalor 7 = [1,.1p
estados: Jos voltajes de estator u y €} par de carga 77, son sepales externas aplicadas al motor: la inercia del rotor
J > 0. tss inductancjas de estator y rotor (L, L,) > 0, 12 inductancia mutna A/ > 0. las resistencias de estator vy
votor (R:) = 0, Ry > 0. la friccién del rotor f > 0 y el nimero dz pares de polos n, > 0 son lus pardimetros; J e |
son una malriz anti-siétrica y la. matriz identidad, respectivamente, de ls forms

NENAE

L
Al

-
1" son los

. - n, A _ R, — L R, . - M P
Lon o —'—_,,”_. a= 7 b= M 8= Tklo—M= Y (=

Para todus los disenos de observadores gue se describen en este capitulo se hardn, v general, las signicnies si-
posiciones. Cuando se inodifiquen estus hipblesis se hard la aclaracion explicitaniente,
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Consideraciones 3.1

= Elnodelo (8.1) describe al motor complelamente.
= Los purdmetros del molor son perfeclamente conocidos.
s Lus variables medibles son corrienie y voltaje de estator. No se miden varighles mecdnicas.

s necesario resaltar que de acnerdo con el resiltado del andlisis de ohservabilidad en el Capitulo 2, no existe un
observador canaz de estimar flujo y velocidad para ¢l motor de induecidn sin sensares meednicos gue pueda operar
correctainente para todas las condiciones de operacién del sistema. [sto es ocasionado por |a. existencia de trayeciorias
mdistingnibles divergentes para el M1, que hacen al MI inabservable e indetectable, tanto local como globalmente.
No obstante lo anterior, el conjunto de trayectorias “malas” para el Ml es pequeno comparado con el conjunto toral
de traycclarias del sistema, v existe una gran cantidad de aplicaciones de los M1 dande las condiciones de operacién
no generan lrayectorias indistinguibles o donde éstas son detectables. Il andlisis de observabilidad/detectabilidad
de) capitulo anterjor permite esperar que sea posible construir ohservadores que funcionen de manera adecuada bajo
condiciones de operacién para las que el MI sea detectable, y que su desempeno se deteriore, llegando incluso a ser
inaceplable, para trayectorias indetectables.

Por lo tanto. los observadores que se presentan en este capitulo solo convergen para un subeonjunto de las
traycclorias detectables del MI. El tammaio de tal conjunto depende de las propiedades del observador particular.
Notese que es posible que alguno o todos los observadores dischiados diverjan para. traycctorias que son detectables n
observables. Bl descinpetio de los observadores disenados se muestra de mancra conjunta en la sceecidu de resnitados
de simmlacidn, para diferentes condiciones de operacion, incluyendo las de inobservabilidad.

3.2. Diseno de un Observador para Velocidad Constante (OVC)

En esta seccién se presenta el diseno de un observador tipo Kalmsn para una representacién equivalente del
M, obtenida mediante una transformacién de estados motivada por la que se realizaria para disenar un observador
adaptable si 1o velocidad del rotor w fuera un parduietro constaite.

3.2.1. Motivacién y formulacién del problema

En gran cantidad de aplicaciones del MI la velocidad del rotor es constante o cambia de manera muy lenta.
Ademi3s, en general para el MI, la velocidad cambia mas lentamente que las variables eléctricas, lo que permile
esperar que se cometa un pequeno error si se considera que la aceleracidon mecanica es cercana a cero. E} diseno det
presente observador se basa precisamente en esta idea, la cual se puede formalizar aplicendo la teorfs de perturba-
ciones singulares (Khalil, 1996). Si se considers que la velocidad del rotor es constante, entonces el modelo del M)
se convierte en un modelo lineal en las cormentes de estator y los Hujos del rotor, con nn pardmetro desconocido.
Para csta clase de sistemas la teorfa cldsica de control adaptahle para sistemas lincales (Sastry aud Bodson, 1989)
nmuestra que s posible encontrar uva representacion cquivalente del M gue sca afin ¢n los estados y en ¢l pardmetro
(0 los pardmetros) desconocidos, para la enal se puede diseiiar un observador adaptahle, que nsnalmente es del tipo
Kalman. Para disciar ¢l OVC se halla la transformacidn de estados que permite Nevar al sistema lineal parametriza-
do por la velocidad w a la forma candnica observable. Sin embargo. se completa tal transformacién haciéndola nn
difcomorlismo de los estados del modelo compleio del Ml y se realiza la transformacion del modelo sin considernr
para esto la velocidad como una constante. El sistema oblenido es equivalente al modelo original del ML, pero e
afincen los estados no medibles, excepto por un término que depende de la aceleracién w. que proviene del hecho de
que la transformaciéon es dependiente de la velocidad. El desprecio de este término perturbador, motivado por las
consideraciones mencionadas. permite disenar un observador (aproximado) para el MI. Este, como es de esperarse.
luncionard adecuadamente siempre y cnando la aceleracién w sea pequena.

Un aspeclo importante del presente diseno de observador, que lo distingue de otros disenos basados en Ja. ilea
de despreciar . )a dindmica inecdnica, es que ¢l efecto de ls aceleracion no se desprecis en ¢l modelo original sing
en el modelo transformado, para el cual el efecto no lineal de la sceleracion es nds “pequeno” que en ¢l vriginasl,
pernitiendo nuna inayor precisién del obseyvador.
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A continuacion se presema la transformacion del inodelo del M1 como nn paso interniedio al diseiio del observador
y como un punte bnuportantce en la formulacién del problemua Para simplificar la presentacion se considerard gue
¢l torque de cargs Ty es medible vy que todos Jos demds pardnictros del wodely sou conocidos. S embargs ¢
procedimiento aplicado se pouede generalizar al caso en que esio no sea cierto.

3.2.2. Transformacion de]l modelo del MI

E) modelo del M1 se puede representar por medio de ros subsistemas, o que representa a la parte mecénica y
otro que representa a Ja parte eléctrica. tal comao se muestra a continuacidn

o T
& =—fw+aoz'Jz* - 71’
5 = A(w)x + Bu (3.2)
y=Cux
donde
[ —a —nyw Ma 0 B
N npw —a 0 Ma 4| Ya 2 ’:n1 . x!
AVD=1 60 Baw —3(Ma+b) 0 ST ’d’b:‘ T [ O I I
| —8npw Sa 0 —A(Ma +b)
0O 0
RE? o0 1 0 o oo
”“7:',,] C“[onr)]}'b" Je 0
0 3¢

Nétese que el subsisterna eléctrico es lineal en )as variables de estauo eléctricas, y que la matriz A(w) en (3-2) contizne
¢omo un parametro a la velocidad de rotor w. Si este pardmetro se considerara constante, para disepar un observador
adaptable que lo estime simult4neamente con el vector de estados T se requiere transformar sl subsistema eléctrico
de (3.2) a su forma canénica observable (Chi-Tsong. 1970). Esto se puede lograr utilizando la transfornmacién de
estades Q (w) z = z, donde

) n,,.
5(«5+urjw7) T3 T BT +niJT) 0 Ba Bn,,u u ",
n a 1

Q(w‘) = 5(0‘4-1'1;_'.-:2) 0 ,’i(n-+nl§_w') -3 Q(UJ)_| - 0 0 ) 0 R (33)

0 1 0 0 ’ —3npw 3a —nyu o

0 0 0 1 0 0 0 !
Dado que det[Q(w)] = — grrtr—r Jo transformacion es regular para toda w, siempre y cuando a # 0. Si se define

Aa +njw ) 8

Ja transformacion de ustados pars (3.2) dada por

Jeren=o ]

qie como se puede ver facilmente es un difeomorfismo global 83 o # 0, se obticne In siguiente representacion del
sistema. (3.2) en las nnevas variables

u 4 1711, —ay’ID '
[ij|:,4(y.'u)[t +Bou—jl0]1L+| L-J]\yr(w) ]:. (3.4)
y="Ca [ “ ] .
donde
0 —Bab 0 ¢ 000 =3n,b
B -/ 0 U —a=B(Ma+b) 0 0 I I R (RN
Al = [ Ay+ Biu A ] o= 0 0 ~Bab o ank 0o
0 0 I —a— 3(Ma+0b) 0 »n, 1 0
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y
2 8 0 1 npw 0 a 0
8 a 0 0 NA My 0 0 0 0
Bo £ fe (1) 2 By &mpfe | Nw)= 57 WA | a0 —ngw 0
0 1 o 0 0o 0 0 0
0 —-8b
_ 0 -1 |00 100 _ ] o 0 -npw 0
M=y 360 » Co= 0000 1 ]" b= O(a” + njw?) [ npw 0 a. 0
1 0

Comentario 3.1 Nitese que el modelo (3.4) es una representacion equivalente a (3.2) del M1 Aunqgue lo molicarion
de lo transformacion proviene de considerar la velocidad del rolor w como constanie. esto no se supuso pary realizor
el cumbio de coordenadas. Adicionalmente, si se asume en (3.4) que w es conslante. enlonces la parie eléctrca del
maodelo (correspondiente a lo variable 2) se encuentra en lo forma cundnica de observabilidud. Esta representacion,
del MI sc descompone en un modelo afin en los estados con un térmano perlurbador que depende de la accleracidn
w. Bsta perturbacion es mds “pequenia” que la que se oblendria si se nsumiera desde un comienzo que lo ucleracion
es nula.

3.2.3. Construccién del observador

La idea basica para o} discfio del presente observador es considerar que Ia velocidad varia Ientimente {en relacidn
con las variables eléctricas) o es constante. Despreciando el término no lineal correspondiente a la aceleraciétn w en
(3.4) v considerando el Lorque de carga Ty, medible, el madelo (3.4) es afin en los estados no medibles v se poede
cons{ruir un observador tipo Kalman para estimar Jas variables de estado no medidas, de la Torma

i [ : ] = Al [ : ] + Bou= 5 [ 0 ] Ty + K (1) (1) = 9(1) . (3.5)
o]
T =Qw)z,
dénde Ia matriz de ganancia JC(L) es la matriz de ganancia éplima para el observador (3.5) definida como
K(t) = P)CTR™M(1) , (3.6)

y R71(t) es una matriz simétrica, positiva definida y acotada, que se asigna libremente. P(L) es la solncisn shmétrica
v positiva definida de la ecuacién diferencial matricial de Riccati

P1)=A(y.w)P(t)+ P () AT (y.u) = P(1yCg R (TP (1) + Qx (1) - (3.7)

con P(0) =1, v Qy (L) es una matriz simétrica, positiva definida y acotada, que se asigna libremente,

Nétese que Ja estimacién de las variables eléctricas en coordenadas originales requiere de la inversion de la
transformacion realizada en el pardgrafo anterior (ver la tercera ecuacion de (3.5)). qne. como es dependiente de la
velocidad w, no medible, debe realizarse utilizando ¢l valor estimado &.

3.2.4. Andlisjs de convergencia del observador OVC

Para cstablecer las propiedades de convergencia del observador propuesto {3.5-3.7) se requicre analizar la esta-
4

bihdad de la ecuacion diferencial de los errores de estiniacion Si estos sc definen como e- £ 53—z e &2 o —wy
A ~ .. .
¢, = Z - r sn dindmica queda descrita por (ver (3.5) y (3.4))

P € —ay” »
{ o ] = {A(y. v) - Ko} [ . } - [ o (i;) ]z . (3.8)

e = Qw + eu) (2 +e2) Q)=




Notese que el término dependiente de la aceleracidn w en (3.8) constituye una perturbacion externa s la ecuscién del
erroy de estimacion. Si esta perturbacion 1o es mula, cutonces no es, en generad, posible la convergencia de) observadar.
Il error de estimacion en las coordenadas originales (3.8, scgunda ecuacion) depende, ademas, o lincalmente de Jos
errores de observacién.

Sin embargo, se puede demostrar que el sistema error es 1SS (estable entrada/esiado) con respecto a la per-
turbacién (eotrada) v al estado e. de 1al manera que cuando la pertirbacién sea acotada. el error de observacion
serd acolado, y cuando esla perturbacion tienda a cero, lo haré el error de observacion.

Lema 3.1 Supdngasc que los eslados del motor de induccion (3.1) permanccen acolados. y que la trayecloria es
tal que lo porcja (Co. A (y. v)) es uniforme y complelarnente observable (UCO). Enlonces el sistema (3.5-3.7) ¢s un
obscrvador que cs estuble enlrada/estado con respecto a lu entrade de perlurbacion

—-ayTID
9(“"“’:[ d?/g(w) ]2

y ol error de estimacion e. Por lo tunto, siempre que la perturbacion p (w,2) sea acolada, ¢l error de observaciin
serd acotado.
. . . T , RS
Prueba. Si se propone como candidata a funcidn de Lyapunov a V ({,€) = e’ P~'({)e. dénde e = [e,, , 71" es

el vector de error total. y tomamos su derivada « 1o largo de las trayeclorias del sistema error (3.8) se obtjene

Vite)=e Pl ()e 1 & P (L)é-i—e’—(EP" (t)e
(Ll

Yy como
d -y dP~! -1p
: (p p) _f_P+ P~'P={(.

CnLoILCEs

Vite)=e" (A~ KC'O)TP_'e 4+ P A-KC)e - PTIPP =2 NTP '« — i PO N2

" (A= PCTRCo)T Pl TP~ (A= PCTR™) o) et

— e’ P (AP + PAT - PC{RT'CoP + Qi) PTle—w2"N" P le —ae” PTIN:

=el [ATP - CTR ' Co+ PTVA=CIR™'Co — PTPA-ATP 4 YR Co = 17" Qi 7] et
—wz"N"P e — we” PNz

= [~CIRTCo- P QuP e — w2 NTP e — e PTIN .

It

Se requiere que V sea positiva definida y decresciente, lo que se satisface si la matriz A (y, 1) es uniformemente acotada
en el liempo, y Ja pareja (Cp, A) es uniforme y completamente observable (UCQ) (ver (Kalman and Buey, 1961) y
Apéndice A). Cuando p(w. z) = 0 se sigue que

Vike)=e' [-CIR'Co— P'QuP™" e < —vele

para algiin 4 > 0, constante. Esto implica la estabilidad uniforme y asintética del error de observacion a cevo.
IFor olro lado, si los estados del M1 son acolados, y cuando lim—q o (w (1) . 2 (1)) = 0 se sigue con lacilidad gque
iy s ¢ () = 0. De igual manera, y bajo las mismas condiciones. se puede mostrar que b sistima. erior es 158
{estable entrada/estado) con respecto a la entrada p (w, 2} y al estado e. De tal manera que coando la perturbacion
o (w. 7) sea acolada, ¢l crror de observacion scrd acotado. ®

Comentario 3.2 Pure la deduccidn del cstimudor anlerior se supuso que el lotque de carga 'L es conocido. In
yue constiluye una hipdlesis poco realisle. Sin embargo esla suposicion puede ser relajode de mancra muy sunple
si s¢ considera que el Lorque de carge es constante, y se incorpora al modelo del MI (3.4), y posteriormente cn el
ohserrador. como un estedo adicional con derivada nule. O. en forma mds general, se puede incorporar un cLoses(enu
(lineal) pare modelar su comportamicnto. De la mistna manera se puede incorporar la estisnacion de otros pordnmctios
del modelo. Sin embargo, a diferencia del Lorque de carga. esto implica recalcular lo fransformuocion de cslados.




34

3.2.5. Sintesis de la seccién

En la scacidn recién finalizada se presentd o diserio de nn observador (OVC) para ¢f MI en condiciones de
operacion SS\I, dicho diseno ntiliza la (éenica de control adpatable, de considerar a los pardmetros como estados
constantes. con el fin de converlir al modelo del M1 a3 un modelo afin en Jos estados no medibles. Con el modelo afin
en los estados no medibles se utilizé el filtro de 1{alman como método de estimacién de pardmetros. La busqueda
de los parametros de sintonizacién del filtro se realizé con facilidad, cabe destacar la [acilidad de iroplantacién (para
simulacién) del observador, 1o cual se convierte en una ventaja. Una desventaje importante de este diseno es el
requerimiento de velocidad constante para la convergencia del observador. Aunque se debe mencionar que en mnchas
de las aplicaciones del MI se requiere de velocidad constante. Se presentd el andlisis de convergencia del observador,
dicho andlisis muestra que, si la velocidad varia Jentamente el desempeno del observador no se reduce de manera
considerable.
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3.3. Diseno de un Observador basado en un Estimador de Condiciones
Iniciales (OECI)

k=n esta seccidn se propone el diseno de un observador cuya idea basica es descompaner el problema de estimacidn
dei estado actual en dos estapas. En la primera se estiman las condiciones iniciales, qite por ser constantes se rednce
a un problema de identificacion de pardmetros. En la segunda etapa se calenlan los estados actuales a partir de Jas
condiciones iniciales estimadas y €l modelo del sistema. Ademas, en esta seccidn, se establece la relacion entre Ja DI
y las propiedades de convergencia de dicho estimador.

3.3.1. Motivacién

La ides principal que permite el diseiio del observador propuesto es el conceplo de observabilidad Esta correspon-
de basicamente a la posibilidad de reconstruir el estado inicial de un sisiema dindmico por medio de schales medidas
(entradas v salidas) y del conocimiento perfecto del modelo del sistema. Por tal motivo, si un sistema es observiable
el siguiente procedimiento es, en principio, siempre posible:

1. Determinar el estado inicial a partir de las senales de entrada-salida y de) modelo del M. mediante ]a inversisn
del mapa de observabilidad, y

2. Cun ol estado icial, ol modelo del sistema y las seiiales de entrada-salida, determinar o) estado actial

La 1dea anterior se jlustra graficamente en 1%ig.(3.1) para el Ml dénde u e ¥ son el voltaje: y la corrienle de

estator del MI, respectivamente, Xg el estado inicial y X el estado estimado.

ORSCRVALOR

l—‘ ESTIMADOR I“ c

MOTOR -
ITJE ; | BE com, MooELD | X |
INDUCCIEN bl INICIALES ey DEL HI

Figura 3.1: Estructura basica de) observador QECS

Un aspecto 1itl e¢n este esquema, es que la estimacion de los estados iniciales. dado que son constanfes. se
convirrte en un problema de eslimacion de pardinetros, para el que se conocen téanicas especiales en la literatura.
Para ¢I Ml es pocible encontrar una representacién simple de la dindinica del sistema parame!rizado no incalmente
por las condiciones iniciales. Mediante una sobreparametrizacién es posible encontrar nna representocion afin en
los pardmetros desconocidos. La utilizacién de téenicas de estimacion paramélrica psnales permite identificar Jas
candiviones iniciales del M1, si se satisfacen condiciones de Excitacion Persistente. Finalmente. es posible determinar
los estados actnales de una manera simple, si se conocen Jos estados iniciales.

3.3.2. Construccidén del observador

Para el diseno del observador se consideran las hipdtesis hechas en Ja Seccion 3.). Adicionalmente. v para facilitar
la presentacion inicial de la idea basica. se asume que tanto el (orque de carga 17 como la derivada de la corriente de
estator (1 /dt) son medibles. A) final de la preseute seccion se deseribe como se pueden eliminar estas dos restiricciones




y la necesidad de conocer perfectamente los parametros del M.
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Ya que la idea bdsica consiste en identificar priinero las condiciones iniciales del ML (w(0) y 9:(0)), es necesario
obtener nna representacion paramétrica del modelo del ML Posteriormente a partir de ésta se obtendrd nna repre-
sentacién lineal en las condiciones iniciales, con base en la que, y mediante el nso de nn filtro de Kalman, se estimaran

las candiciones iniciales. A partir de estas y del modelo del M1 se calenlaran los estados actnales del ML

Representacién paramétrica del M1

Convirtiendo la representacién dilerencial del M1 (3.1) en una representacién integral os {acil Hegar a vina repre-
sentacién equivalente de ja dindmica del sistema, parametrizada por las condicinnes iniciales v dependiente de sefinles

determinadas por las variables medibles
Lema 8.2 El modelo del MI (3.1) se pucde representar en forma paramélrica como

2(0)=z0+ g1 (1) ,

w(ty=eTwo—ga(t) 20~ g3 (1) {1.9)
Y (b)) =72 (F)wo + v3 (£) 20 + 54 (N wolzo 4 2n (i) Zo
Con las siguientes funcionces de variables conocidas y con z = 3¢ + 1
!
g (4) 2 .‘i/ (=bi(r) + cu(r))dr |
0
1
2= [ 5200) 25 [N ()17 0.
0
! . 3T /
g (1) 2 %/O e fuem {z' () Jg1 (1) + ;LT‘)] dr
A di(t) . . .
)= Tl [al — npga () J] (g1 (1) =i (V)) + B8 (Ma+b)i (i) — Beu(t) . {3.10)
T2 {t) & npe™ I (g (1) -1 (1)),
73 (1) & ol =1y () I =y d (g1 () =i (1)) 92 (¢) .
M) 2 np(:_” .
vs (1) & npGa(l)
donde wy y zg = [ z0)  Zg2 ]T som las condiciones imiciales y
.2
\ 0 —yn(t) —g(t) a ol
Ga(t = X . Iy = Zy1202
() gn (L) gaa(t) 0 ’ U;g:)"
Prueba. Definiendo 2 £ 34 + i y realizando el cambio de variable en (3.1) se oblienc
2= 8(=bi + cu)
. o -T TI_ .
R S-F o TR 311
w fw 3 J 5 (311)
di , S
7= u + npwlz — mpliw — [0 b (Ma + b)Y+ 3eu
De (3.11) se puede observar su cstroctura triangular: la primera variable, 2, sélo depende de vaviables medibles (y

parainetros). la segunda variable, w, depende de variables medibles (y parsmetros) v de z, y Ia tereera (5

Y depende de




av

z, w y de variables inedibles. Por lo que usando (3.11) es posible integrar explicitamnente Jas dos primeras ceuaciones
de la siguiente forma
!
Z(L):Zo-l—@/ (—M+Cu)dT:Zn+gl(L) . (3_]2)
0
con

L
éﬁ/o (=bi + cu) dr

Usando (3.12) e integrando w de (3.11) se obtiene

t L e
w(t)=e 7wy~ E/ e /T T J2dr — / E—I('_”id?'
B Jo 0 J

1l

2 { T
e—ftwo__%/ E—]U'_T)?'T.H(lo-i-g] ('r))d'r—/ e—/(!—T)_TLdT
0

0
a [ . a " o] 3
=c-11w0_5/‘; eI T gy ZD”E/U Ry [?T‘Bgl () + ;71 dr .
g — g2 () 20— g3 (1) (3.13)

=€

con
o 4 ¢
g2(2) Y —/ eI T Ydr 2 .
B Jy
a [t - 37
n0) 2§ [0 750, (1) 27k dr

Ahora sustituyendo {3.12) y (4.13) en la tercera ecuacién de (3:11) se tiene

% =a(z+g)+ 7 (6-‘“(4)0 - gaz0 — ga)ll(za +q1)— n,,l]z( Ywo — 220 —gg) +

—la+ B(Ma+b)|i+ Bcu

- 3.14
= azg + ugy + ‘HpC'“wo-}]Zo — 1y (9220) Jz0 — npgadzo + "pr'f'f'wn.]lgl — npgazedyy — npyzig)+ { )
—npJie 'wo + nypligazg + npJigs — |a + B(Ma + b)]i + Bcu
Ya que el término —np (g220) Jzy de (3.14) se puede expresar como
Yo = z0) 1 201
= (9220)Jz0 = - { [ y2r 92 ] 0 209
= (yolzm + (pg,,oa) _ 21 l
_ 921201202 + 922202
= .2 _
- (gaa zpy + g222m Zoz) _I
0 —gn -go “ ;
= [ g2 T ] mmzer | = Ga(t)Zo .
gn g 0 2
i
Jo ceuacion (3.14) se pucede escribir como
di . . -/t . .
m — ol = npgsd] (g — i) + 8(Ma+ b)i — Beu = npe™ I (g1 —~ ) wo + [all = npgud = npJ (y = 1) @2] 20+
+ e wndza + 105G Zo
Usando las definiciones (3.10) esta ecuacidén se puede escribir finalmente comno
YN() =y (we+m (1) zo + 34 () wadzo + vs (1) Za {3.19)

qne conduce directamenie a la representacién (3.9) a
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El modelo (3.9) es una representacion uo lineal en los pardinetros (condiciones iniciales) del M. Nediante téonicas
de estimacion paramétrica no linea) s posible determinar las condiciones iniciales a partic de este wodelo. Sin
cmbargo, it general tales téenicas no aseguran una convergencin global. Tin ¢l siguicente apartsdo s¢ vsard una
sobreparametrizacién, con ¢l fin de obtener una representracién lineal en los pardpetras. para la cual se pneden
aplicar métodos lineales de estimacién de pardmetros, para este caso el filtro de Kalman, qune asegura convergencia
global enando hay excitacién persistente.

Representacion lineal en los parametros del MI

El modelo del ML (3.9) mostrado en el lema anterior es una descripeién de la maquina en (érminos de variables
medibles y de pardmetros desconocidos (las condiciones iniciales de flujo y velocidad). ¥ puede escribirse de Ja
siguicnte mancra

£=0
1 () = H(1.€) (3.16)

w(t) | _ . A
(28] -reosroerew

déude € corresponde a los pardmetros desconocidos (las condiciones iniciales)

i

wo
=[] Heo=120 w0 wo wO)| A
Zy

\ eIt _ga(2) —g93 (1)
12("):[ 0 g ] '“"U):[ ma(r) )

La prinwera igusldad en (3.16) representa cl hiecho de gue las condiciones iniciales son constantes. sicipre y enando
¢l tiempo inicial ha sido fijado. La sogunda ecuacién corresponde a la forma en que la senal de salida depende de Jas
condiciones iniciales. La tercera representa ¢l valor de los ostados actuales como hincidn de las condiciones iniciales.
Utilizando la segunda ecnacion de (3.16) es posible estimar los pardmetros utilizando métados de identificacion de
pardmetros de sistemas paramelrizados no linealmente, ya que H(L,£) s una funcion no lineal de las condiciones
iniciales {. Con la lercera ecuacion se puede entonces calcular el valor actual de los estados no medidos.

Para convertir este problema no lineal en uno de estimacién lineal, se pucde realizar una sobreparametrizacion.
Si se define un nuevo conjunto de pardmetros ¢, dados por la siguiente reparametrizacion

wo
29 3 8 o 1
= = N — . J]
¢ wolzo TE):K—R (17)
Zy
se pucde reescribir el sistema (3.16) como
(=0,
nO) =T )¢, (3.18)

[“:8)) ] =[F2() Osus JCHe(0) .

donde
Ty () ={ 720 ) wu() @) ]

La estimacién de los pardmetros ¢ a partir de (3.78) es un problema de identificacion hneal apliamente conocido
{Sastry and Bodson. 1989, Capitulo 2), {(Toannou and Sun. (996), que utiliza las dos pritneras cenaciones de (3.18).
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Una vez conocido ¢ se puede caleular con facilidad €, y con ello las condiciones iniciales originales, y deternminar e
volor de los estados actuales, wediante la tercera ccuacion de (3.18). Bsto nos permite realizar efectivamente 1a ides
general deserita en ¢l apartado 3.3.1 para ¢l MI, como se detalla o continnacion.

Estimador de pardmetros

Ly relacion con el procedimiento propucsto anteriormaite, Ja primera parte del problema, la estimacion de las
condiciones iniciales (. se puede resolver con a ntilizacion det filtro de Kalman coma método de estimacién. Con
el sjstema [3.18) v d¢ (Kalman and Bucy. 1961) ex posible proponer la siguicnte estructura para el estimador. que
Lunbién es nba de las estructuras propuesias en (Sastry and Bodson. 1989)

C(t)=~gP )T (ey (1)

PH)=Q () - gP(OTT (T ()P (L) . P(0)>0.

H ) =T @)W (3.19)
ey () =51 (1) —n (1)

dénde Q1) = Q@ > 0y g > 0 son parémelros de diseno.

Estimacién de los estados actuales

Para ls. segunda parte del proceso de observacién se requiere calcular los estados no medibles. Eisto se logra de Ja
tercera ecuacién de (3.18), utilizando el valor estimado de los pardmetros (condiciones iniciales). es decir
w(t : g«
[ ((L)) ] = [ Talt) Oaus [E()+(0) - (3.20)

Con los resultados anteriores se puede decir que el observador queda formado por el estimador de condiciones
iniciales (2.19), con €] que se estiman las condiciones iniciales de velncidad wa y Anjo (de manera indirecta) v, ¥
el reconstructor de los estados actuales (3.20), que utiliza las condiciones iniciales estimeadas por {3.19). Nétese que
el cdlculo de las condiciones iniciales es solo un paso intermedio para el cdlculo de los estados actnales. Es posible
climinar este paso intermedio si se toma en (3.20) la derivada con respecto a) tiempo v se elimina de las ecuaciones
a (7. Fsto requiere obtener una pseudoinversa del inapa. de reparametrizacion (3.17).

3.3.3. Analisis de convergencia del estimador de condiciones iniciales

Para verificar ¢ desempeno del observador basado en el estimador de condiciones inicisles (OECI) es necesario
hacer un andlisis de las propiedades de convergencia del estimador de condiciones inicialex (3.19), que se )levard a
cabo utilizando la teoria de Lyapunov sobre estabilidad de puntos de equilibrio (Khalil. 1996). Una forna de realizar
e] analisis de convergencia del observador, parecido al que aqui se presenta. se puede consultar en (Conzalez-Fonsuca
et al., 2001), donde se verifican las condicianes para. que la sohicién de la matriz de Riceati (P(t)) sea positiva defnida
en térnios de las propiedsdes de observabilidad de 1os sistenas afines en los estados a observar.

De lox cenaciones del sistena on representacion paramétrica (3.18) v del filtro de Kalman (3.19) s¢ obticne gue

la dindunica del error de estimacién e (1) 2 ¢ (1) — ¢ (1) estd dada por

ety = —gP )T ()T (e (t) . (3.2))

La derivada con respecto al tiempo de la candidata a fancién de Lyapunov V (1) = ¢ (1) P~ (L) e (1) a lo largo de
las traycclorias de (3.21) es

V()= =" (0l (0L )+ P OQW P (0] ety (3.22)

v () es negativa definids. y por Jo Lanto el punto de equilibrio de (3.21) es uniforme y astntdticamente estable, si
Q (1) ex positiva dedinidiv y acotada, y la parcia () (£).0) es uniforme y completamente obsorvahle (UCQO). ox decir.
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si (Kahoan and Bucey, 1961, Teorema 3, p. 101) (ver Apéndice A) existen constanles positivas ay, az y 6 tales gue Ja
Granmiana de observabilidod satislace

144
o </ M ()T (7)dr <as . V1>0. (3.23)
L

Esta condicién corresponde a la de excitacidn persistente (loannou aud Sun 1996) en la literatura de control adap-
table. Bajo estas condiciones el estado estimado ¢ (¢) converge exponencialmente rapido a s valor verdadero ¢ (¢).
I'inalmente, de (3.20) se sigue entonces que los estados estimados convergen exponencialimente rapido a los estados

reales.
o fe@® ][ w®
rlﬂ&[f(l)]_‘[z({) ’
si adicionalmente ['s (1) es acotada. Con esto se demuestra el siguiente Lema.

Lema 3.3 Considere el observador OECI dado por (5.19-3.20) y supdonya que Q (1) es positwon definidu y acotadu.
Si una trayectoria del MI es lal que satisface que T2 (1) sea acolada y que la purcja (1) (1) .0) sea uniformne y
completamente observable (UCO), entonces el error de observacion converge a cero nmiforine y osmloticamente.

3.3.4. Relacion entre las propiedades de convergencia del OECI y la Dinamica Indis-
tinguible

Como se aclard al inicio de este capitulo, ningin observador puede converger para trayectorias no detectables.

Para el OECI las condiciones de convergencia dadas en el Lema anterior aseguran ademas que las (ravectorias del

MI que satisfacen tales condiciones no pueden perlenecer a la dinamica indistinguible {D1) por un tiempo indefinido.
y sop por lo tanto detectables.

Lema 3.4 Considere el observador OECI dado por (3.19-3.20). Si unu lruyectoria del MI satisfuce lus condiciones
suficientes para asegurar la convergencin del observador. es decir. se satisfacen las condiciones del Lema 3.3, entonces
tal trayectoria no perlenece a lo dindmica indistinguible del MI para todo liempo.

Prueba. De la representacion del sistaina dada por (3.18) y del coneepto de dindinica indistinguible definido en
¢] Capitulo 2 se sigue que para dos traycctorias del M1 que sean indistinguibles. dadas por

G=0 (=0
71 () =T1{t) ¢ i (8) =T (8¢

[j:((:)) J =[Ta(t) Osx5 |Q4¢(d) [ z;((l)) ] =[Ta(t) Osxs |Ga+e(t)

1

se debe salislacer para e) error { = {; — {3 que

i=0
0="T;(NC

Sin embargo, la condicion UCO (3.23) implica que la dltima ignaldad solo puede scr satistecha pasa (=0 =

3.3.5. Realizacién del OECI

Para implementar el OECI (3.)9-3.20) se requiere generar la [unciones (3.10) gne lo constitiyen.

Comentario 3.3 Se puede observar que algunas senales como gy (f). g2 (£). y g3 (1) pueden crecer demasiado. lo
que es inconvenienle para la estimacidn. El andlisis de tales cfectos puede ser imporlanle pura la verificocion de lus
propicdades del esquema de estamacidn. Fs posible que cstos problemas se pucdon enfreilar usando algin alguritmo
de normnahzacidn (Sastry and Bodson. 1989} en la wdenlificacion.

Las seinsles g; se pueden realizar como las salidas de los siguientes liltros hneales:
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s Puara ¢ (¢)
vy = ﬂ(rlﬂ + (ﬂL) . Vo= (0)

§| = 1

w Pari gs (1)
in = —fvy— $Ji . vy = 12(0)
93 =

» DPara gz (1)
. Tre 3T
R VI % [:.T.Uyl -+ ;ﬁ‘ Cag =13 (U)
g3 v
Se puecde observar que si los filtros tienen condiciones iniciales diferentes de covo, entonces las senales veabzadas
serdan gi (L) = gi (t) + v50. Para ¢l presents trabajo se consideran dichas condiciones jniciales jgnales a cera. Jo gne

no implica 1n problema mayor debido a que el estimador wtilizado. fittro de Kalinan. puede soporiar {(por media de
sinfonizacién) algnnos errores de modelado.

3.3.6. Eliminacién de restricciones para el observador OECI

Al iicio det disetio del OECT se hicieron alguuas hipotesis restrictivas, que sin ambargo pueden ser clinginadas
con relativa facilidad. A continuacion se discute brevemente como se pueden climingr dichias restricciones.
Eliminacién de restriccion 1: Los parametros del motor son desconocidos.

Sc habia supuesto que todos los parametros del MI son concocidos. Si esto no es satisfecho, entonees se pnede
meliir en el vector de pardmetros £ de la covacion (3.16) los pardmetros desconocidos. Tl procedimiento adicionsl ex
idéntice al desarrollo realizado para el caso mostrado. Es necesario considerar en este punto que st algunos pardmetros
no son identificables, entonces el algoritmo tendrd problemas. Sin embargo, formalmente, (oda se puede desarrollar
en la misma forma.

Eliminacién de restriccion 2: Par de carga no medible.

La hipotesis de que el par de carga sea medible es dilicilmente satislecha en la practica. Para suavizarta se puede
asumir, por ejemplo, que el par de carga es un pardmetro constante pero desconocido. De ésta forma el par de carga
1y se puede incluir en el algoritio de observacién de la misma forma que cualquier otro pardmelro. Lal como se
discute en el parrafo anterior. Podria presentarse el caso de que el par de carga no sea constante pera que este sea
generado por un exosistema (conocidn). Para ta) caso Ias ecuaciones del sistema se podrian extender para inchiiy al
exosistermna, Jo cual se realizaria de manera similar al método utilizado.

Eliminacién de restriccidn 3: La derivada di/dt no es medible.

Para simplificar la presentacién se supuso que se disponia de la medicion de di/fdl, la derivada temporal de {a
corriente de estator, lo que resulta muy problemético en una aplicacion practica. Para encontrar una representacion
de) MI que no requiera de tal derivada.se puede hacer Jo siguiente.

Si la ecuacion de salida del inodelo (3.18). dada por

()= (1Y (€) .
se hace pasar por un filtro LTT estable. como por ejemplo
.
G s) = [ } p>0.
La nuevy ccuacidn de ssalida del modelo s¢ convierte en

PN =Ty (Y () .




donde

(1) =G (s)m (O] . Dy ()= G (1) -

Aqui se ha utilizado la signiente notacién mezclada: &' (s) [f (£)] representa la salida ded filtro lincal G is) cou L
senal del tiempo f (£) como entrada. Se ha usado el hecho de que, como Jos parametros T (€) son canstantes, no son
afectados por el filiro y. por Lanto, quedan hiera de el.

La observacion principal aqui es que, dado que
- 7] . .
H{A) =G [n ()] =G (s) [:—};— — (@l = npgad) (gy —2) + 3 (Ma + b)i — 3e=r

=G (s) [%] + G (s) |- (al = npgal) (g1 — 3) + B(Ma+b)i — 3cu)
= $G (s) 1] + G (s) [- (el — npgad) (g) — &) + B (Ma + b}i— Be] .

I teidn 4y (¢) puede ser realizada sin el nso de la derivada de i Nétese que la ecnacidn de salida del miadelo,
(L) =Ty (1) Y (), requiere solo de sefiales medibles y pardmetros conocidos. El diseiio del OECI se realiza de Ja
isma manera, ntilizando esta nneva salida del modelo para construir la regresion.

3.3.7. Sintesis de la seccidn

E) diseno, recién presentado, de observador para ¢l M1 ¢n coudiciones de operacion SSM se readizé ubilizmdo ¢
concepto bdsico de obscervabilidad, esto cs, considerando que ¢} MI s observable se pucden estiviar Tus condiciones
iniciales de los estados del M1 con éstos y el modelo del MI se pueden obtener los estados actuales. Se ntiliza con
éxito o) Gltro de Kalman como método de estimacién de condiciones iniciales (constantes). Dars. este filkro no e
necesaria una biisqueda exhaustiva de los parametros de sintonizacién del mismo. Como caracteristicas ioportantes
del observador se: pneden mencionar su sencillez e implantacidén y la eliminacién de la restriccion de considerar
la velocidad como constante (que se hace en muchos trabajos de la literatura) establecida en el disenio de 1 seceién
anterior. Se presenta el anélisis de convergencia y 13 relacién de éste con la D). Finalmente se desceribey alzunns
maneras de eliminar las resiricciones no esenciales planteadas al micio del diseno.

3.4. Diseno de un Observador de estados basado en un Modelo Exten-
dido (OME)

tn esta seccidn se propone el disefio de un observador, basado en nn modelo del ML que posee un espacio de cstados

de dimensiédn mayor a la del sistema original. Este modelo liene Ja ventaja de que es alin en los estados no miedibles,

razon por la cual se puede utilizar el Filtro de Kalman como mélodo de estimacion. ésle converge globalmaente,

siempre que se satisfaga la condicién de observabihidad completa y uniforme. Para realizar e¢sta inmersion se asume

que el torque de carga es constante y desconocido, asi que no se requiere la medicion de tal variable. Sste diseno
-estd emparentado con el trabajo presentado en (Besancon and Alexandru.. 2003).

3.4.1. Motivacién

Una de las dificnltades enfrentadas en el disefio de observadores para el Mi en oporacidn sin sensores meeinicos
se debe 2 que el modelo matemalico original no es alin en los estados no medibles. Una ventaja de este 1ipo de
modelos para el diseno de obscrvadores ¢s que el filtro de Kalman constituye un observador global para cllos, cianda
las condiciones de observabilidad uniforme son satisfechas En esta seccidn se propone precissimente un modelo con
tales caracteristicas para el Ml y se realiza el disepo del observador ulilizando un filtro de Kaliman, que estima
simulldneamente el par de carga T), del M, que se asume constante y desconocido.
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3.4.2. Construccion del observador

Para ol disefio de) observador se hacen las mismas hipdtesis que en la Seccidn 3.1, excepto por el hecho de que
el par de carga 77, se asnme constante y desconocido. Por claridad, el desarrollo del observador de ésia seccidn se
puede dividir en dos etapas: la obtencién del modelo afin del Ml y la propuesta del filtro de Kalman para este modelo.

Desarrollo de un modelo afin para el MY

s afortunado que, si se ssume que el torque de carga es constante, es posible encontrar una representacion del
MI que es afin en Jos estados. Adicionalmente esta representacion se puede hallar de una [orma muy shnple. como
se muestra en la prueba del siguiente Lera.

Lema 3.5 Considere que el MI se representa por (3.1) y que el torgue de carga Ty, es constante y desconocido.
Entonces se puede hacer la siguiente representacion afin en los estados del MJ

( z 1T 0 0 0 0 0 0 0 P
o -2, -f 0 0 0 0 -1 w
,‘f": al —n,Ji ~(a+8Ma)l a1 0 0 0 i
7/’@_‘ = 0 83 (~bi + cv) 0 -1 -1 -9Y 0 & |+
rfij 0 0 0 00 0 Bl(-bi4 cu) @2
L B (—bT + c U) 0 0 o 0 0 0 @3
(CAVE}) 0 0 0 0 0 0 0 e
TR L L _
[ 8(=bi+ cu) ]
0
3 (=bi + cu)
+ 0 (3.24)
0
0
L O -
S
14
0001 0O0O0CO0OO0GO0TDO0T 0O "y or
y_[OOOO]OOOOOOOO] o (3.25)
D
3
L T./J |
con
27—) 0 2111 0 . .
T=1| i 4 U= w  u ‘"rz[.,ﬂ :_"2 ’()‘]‘_Uz[f') (')] (3.26)
0 2, 0 2us 2o
y donde = = 34 + 4. los estadvs adicionales ¢;. ¢a, ¢a licnen las siguientes relociones con los estados oripnales del

MI: ¢y = wlz, by = 7—},]]1 y 3 = [z} 2123, 23|, 2; son los elementos del vector z.

Prueba. Considere ol modelo del M (3.1) y el siguiente cambio de variable » = 3y -1 con lo que ¢} modelo del
AT queda

2=3(-bi+ cu)
b=—fuw~-2iTJ - L (327)
%—; =0z + nywdz — npliw — [u+ 3 (Ma + b)|7 + Ben .




4)

Con T, constante y desconocido (3.27) se puede escribir como (incluyendo T./J como una variable de estado)

z ' 0 0 0 0 z 8 (~bi + cu) 0
w _ -—z’J] - 0 -1 W N 0 N 0
i - al  —nydi 00 i —[a+ 8 (Ma+b))i+ deu npwlz
TL)J o U 00 700 0 0 ()
y=[0 01 0] ¥
1] J

La ecuacién anterior es afin en los estados no medidos, excepto por el ltimo término. Se introduce la sigwente
expresidon como nueva variable de estado, esto es

A
¢ = wlz .
Calculando su derjvada con respecto al tiempo se obtiene

=l +wli=—fwlz- % (i"J:)Jz - I—JE,]]z + Buwl (—bi + cu) . (3.29)

Se observa que (3.29) depende de forina no lineal de los estados no medidos debido a los términos -A.IF v (172:) ]z,

que se introducirdn como nuevas variables de estado. Notese gne

(732) =7 ~z'2 dénder = | O T on
7 z).u.z = sizg | o donde T =1 T g
z3
Deffnase como nuevas variables de estado a
2
z
T 1
fbaé—li.ﬂ*, (Vjé 2122
J 2
25
Sus derivadas con respecto 2l tiempo son
. T T, _ T,
$r = TLJZ + 7’1];‘ = B (=bi + cu) TL . (3.30)
. 73 220 0 220 0
@3 = :iil EApS) = b)) k4 =8 I 21 (—bl + (“ll.) l5 31)
3 0 2z 0 2z 2

= B(=bT +dd) 2,

donde T y U esldn definidos en (3.26). Nétese que ¢ y @3 tienen derivadas afines en los estados lo gie permite
escribir tus ecnaciones (3.28), (3.29), (3.30) ¥ (3.31) como un solo modelo aurentado del M1 por las cenaciones dadas
por (3.24-3.25). =

Ll modelo obtenido tiene un espacio de estados de dimension mucho mayor gue ¢l original: Bl sistema (3.2%) posce
G estados. mientras que ¢l sistema anmentado (3.24) tiene 13 estados. Debido a esta dilerencia de espacios de estado.
los sistemas no son equivalentes. Esto se refleja en el hecho de que el sisteina anmentado (3.24) Liene nna dinimica s
riea gue (3.28), es decir. contiene nn mimero mayor de trayectorias. Sin embargo. todas las (rayectorins de estado
de) sistema original (3.28) estén contenidas en el sistema extendido (3.24). Estas corresponden a las truyectorias
|extr|ng1dnb 2 una bubvarledzul del espacio de estado de (3.24) definida por las ecuaciones @y = wlz, 03 = /, Sy
of = [ 2, nizo. ] Isste hecho permite asegurar que todo observador para (3.24) ¢s tanbién un obscrvador

para (3.28)).




Propuesta del observador
El sistema formado por (3.24-3.25) es nn sistema LVT gue se puede cepresentar como

T=A(y,u)x+b(yv)

y=Clyuz (3-32)

donde lvs matrices A, b. C dependen de 1a entrada y la salida del ML Para este sistema se propone un filtro de
Kalman ', con su respecliva ceuacién de Riceati.

2= A(y,u)E+biy.u) + P) () CT (.u) [y - C (v.u)d]

P = A, v) P(i) + POAT (3.5) = POCT (5,u) C (y.w) P() +Q . P(0)> 0. (3:39)

donde i es ¢l estado cstimado. Q es una matriz de sintonizacién del filtro que debe ckegirse comno sinétrics, positi-

va. defisida y acotada, y P(£) es la matriz de covarianza del filtro que resulta de Ja solucion de la cenacion tipo Riceat).

Es necesario mencionar que una condicidn para la convergenaia del filtro s Ja existencia de sohweion de Ja cenacian
de Ricalli, que a su vez requiere la propiedad de observabilidad completa y nniforme del sistena. Bsto se revisa con
detalle en la signiente seceidn.

3.4.3. Analisis de convergencia del observador OME

Para la verificacion de convergencia del observador se utiliza ¢l método de Lyapnuoy de venficaeidn de estabilidad
de pnntos de equilibrio, por lo que dicha analisis s¢ realizard sobre la cenaeidn dindmica de error. esto es,

Con (3.32 vy 3.33) se pnede oblener la dinimica de 1a ecuacidén del error de observacién comno » = 2 — . esta es

é = [A(y.u) = P(1)CT (v.w)C(y.u)] e (3.34)

Para Ja verificacion de convergencia de (5.34) se propore la siguiente candidata a fnncidn de Lyaphmov

V=2"P (e

cuya derivada. a lo largo de Jas trayectorias de (3.34) es

V= —eTICT (4, w)C(u. vy + P"HHQP (1)) . (3.35)

Como la matriz C es constante, la ccuacion (3.35) sc puede eseribir de la siguiente manera, donde @ os nisa mabriz”
(propucsta) constante y positiva definida

V=-eICTC+ PT0)QPT (1)]e (3.36)

De (3.36) se puede decir Io sigwiente: si la matriz [CTC + P~ (1)Q P77 (1)) es positive definida. entonces Ja ecnacion
de error (3.34) converge a cero de manera uniforme y asintética, lo que a sn vez implica convergencia de los estados -
estimados a los estados verdaderos. I%slo se satisface si la pareja (C. A (y. u)} de (3.32) es uniforme y completamenie
abservable (UCQ) (Ver (Kalman and Bucy, 1961) y Apéndice A).

Se tienc entonces el siguiente Lema.
Lema 3.6 Considere ¢l observador OME dado por (3.33). Si una lraycctoria del MT es Lal que salasface que ln parego.

(C. A4 (y.u)) de (3.32) sea uniforime y completamente observable (UCO), enlonces el ervor de observacion conneryr
a cero uniforme y asinlolicamentle.

'"Para un tratamivnto mas detallado sobre el tema ver el Apéndice A
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3.4.4. Relacién entre las propiedades de convergencia del OME y la Dinamica Indis-
tinguible.

[gual que en el caso del OECI, para ¢l OME las condiciones de convergenoa dadas en el Lema anterior aseguran
adends que las iraycctorias del M1 que satisfacen tales condiciones no pucden pertenceer a Ja dinamica mdistinguible
(DI) por un tiempo indefinido, y son por lo tanto detectables.

Lema 3.7 Considere el observador OME dado por (3.33). St una trayeciorie del M1 satisface las condrernrs sufi-
cientes pura ascqurar la convergencia del observador. es decir. se satisfrcen lus condiciones del Lema. 3.6, enlomies
tal lrayectoria no pertenece a la dindmice indistinguible del M1 para todo tiesnpo.

Prueba. Naétese primero que si dos trayectorias del M son indistinguiblos para o} modelo (3.28) lo serdn también
para cl modelo extendido (3.24). De esta representacion del sistema y del concepto de dindmica indistinguible definido
en el Capitulo 2 se sigue que para dos trayectorias del MI que sean indistingwbles, dadas por

&y = Ay, u)z +b(y.v) Tz =Ay.u)ra + b(y. )
y=Cly vz y=Cyu)z2

se debe satisfacer pava ¢l error Z = z) ~ 2 que

Sin embargo, la condicién UCO implica que la ultima igualdad solo pucde ser satisfeclia para = 0. =

3.4.5. Sintesis de la seccidén

En la seccidn recién finalizada se realizé el diseno de un observador basado en un modelo afin en los cstados
no medibles del M1 (OME), dicho modelo se obtuvo extendiendo el estado del modelo original del N1, Aunque I»
ditnension del estado del observador es 1nds del doble de estado original, dichs. extension se puede justificar por la
ventaja de estimer el par de carga {considerado constante). Al igual gue para les observadores atleriores, en esta
scecion se presenta un audlisis de convergencia del observador y se mnuestra la redacion de dicho andlisis con Ja DI
La sintunizacion del filtro de Kalinan usado cu OME sc realizé de niancra simple.

3.5. Un analisis de robustez de los observadores

Para ¢l diseno de los observadores, recién presentados, se fijé a los paramelros como constantes, consideraciéon
que en gencral no es verdadera, sobre todo sabiendo que el Ml tiene pardmctros qiie cambian con Jas coudiciones de
operacién, como es el caso de as resistencias de rotor y estator. Adicionalmente, se puede considerar 8l par de carga
como otro pardntetro que puede variar y ¢l cual no se conoce con precision. En razdn de 1o anterior. es posible que ¢
desemnpeno de Jos observadores se deteriore en el caso de a implantacion a un sistema real; es decir, los observadores
ticuen pardictros coustautes del MI, mientras los parametros reales del M1 cambian, lo cual puede provocar una
disminneién en el desempeno de jos mismos.

Con el fin de revisar ¢l posible deterioro en el desempeno de los observadores presentados, o contitmacidn se
realiza un andlisis, “simple”, basado en Ja teorin de perturbaciones regulares. 13l siguiente andlisis se aplica a Jos
Lres observadores, debido a que estos tienen la misma estructura lineal y variante en el tiempo (lo mismo que sus
ecusciones de error).

En el andlisis de convergencia de los observadores se mostrd que, bajo ciertax condicinnes de operacion del N
{donde hay detectabilidad) la ecnacién dindmica de crror es uniforme y asinidlicamente estable. Adicionalmente,
se puede deciv que como son sistemas lineales la cstabilidad uniforme y asintética es equivalente a la estabilidid
exponencial,
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Con ¢l fin de hacer 1ds clara la exposicion se presentan las ecnaciones de error, encontradadas, para cada uno de
los oshervadores, ¢sto cs:

Para ¢l observador OVC se ticnen las signieates eenaciones de error. donde todos los términas se presendan en ia
seccion 3.2.4.

éOVC (t) = l‘q (y\ u) - "\'(t)c()} c()VC([') )| (y u\p)z (3:*7’
Cr = Q(w+ eu) (2 + fa) - Q (I) z
Para el observador OECT se tiene Ja siguiente ecuacién dindmica de error, donde todos los Lérminos se presentan en
la seceion 3.3.3.

éopcr () = =gl )T (T () evres () (3.3%)

Para el observador OEM se tiene la signiente ecuacién dindmica de error, donde todos los términos se presentsn en
la seccion 3.4.3.

ome = [Aly.u) - Po)CT (y. w)C(y-u)] eonrk (3.39)

La idea basica para el andlisis de robustez es aplicar la teoria de perturbaciones regulares, para Jo cual se congidera
un sistema nominal (no (orzado) en el que, el término de perturbacion es igual a cera

é=A(y.u,p. P)e (3 40)

v el sistema nominal con un Lérmino, aditivo. de perturbacion, es(o es

&= Alyu,p, Pe+ gly.n.p) (3.41)

donde ¢l términe de pertirbacidn se origina por la variacién de parametros (para nuestro easo), expresadis por e
(3.41). Ex necesario mencionar que la variacidn de pardmetros no cambia el orden del sistema por lo que. s puede
considerar a la variacion de los pardmetros eu €l M1 como un término aditivo en (3.40), Lal como se presenta en (3.4)).

Por lo tanto, es necesario expresar a las ecuaciones de ervor de los observadores como (3.40) - (3.41) con el fin ae
aplicar los resultados de )a teoria de perturbaciones regulares.

Con respecto a la primera ecuacién de (3.37) se puede decir que el primer término del Jado derecho corresponde
a la parte nominal(no forzada) y el segundo, se puede considerar como un término de perturbacién (entrada) del
sistema. La segunda ecuacion de (3.37) corresponde al error que se comete al realizar la transformacion a coordenadas
originsles. Bn relacién con 1o anterior, se puede justificar la presentecion de (3.37) sélo con la parte nominsl Je ls
priniera ecuacion, debido a que el término de perturbacién se puede incluir en el térinino de perturbacion gencrado
por ¢l cambhio en los partdinctros. Por otro lado, la scgunda ceuacion de (3.37) s¢ pucde climinar si consideraimos
¢l andlisis de robustez para la velocidad (w). Bs uccesario niencionar que la matriz K () cu (3.37) ¢ funcion de la
matriz de Riceati P(1).

Por ofro lado, las ecnaciones (3.38) y (3.39) lienen la estroctnra de (3.40) que con la variacion de Jas paridine{ros
se pneden representar como (3.41). Se pnede observar que (3.38) v (3.39) son funciones de 2 (£) y Fa (1) (matrices
de Riccati) respectivamente.

En relacién con lo anterior, se puede considerar que Jas ecuaciones dindmijcas de error de los tres obscrvadores
lienen una estructura como la definida por (3.40) - (3.4)) con A (y.u.p. P) wna matriz que depende de la salida y.

la entrada u, los pardmetros del MI p y las matrices de Riccati . donde e es el vector de ervor de observacion,

Cou ¢l propésito de establecer las propiedades de estabilidad de (3.41) se puede aplicar el concepto de estsbil-
idad entrads-estado (Khalil, 1996).ya que g(y, u. p)) es una perturbacion gue (en general) no se desvanece en el origen

Bu relacion con lo anterior se puede utilizar ¢l siguicnte Teorema ® de (Khalil. 1996)

2Teorema 5.2, p.p.218
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Teorema 3.1 Sea D = {x € R" ||z ||[<7}, Dy={u€ R™|||ul<ry} yf:[0.0¢) x Dx D, - R" ses condinun
a frazos ¢n by localmentc Lipschitz en £ y u. Sea V : |0,0¢) x D — I una funcion conlinuamente diferenciable tal
que

ar(lzl) SV(Ez) < a(l =)

oV 9V

St o fa ) Sasliz ), Vi el l) >0, Vit u) € (0.55) x D x D,
donde ay. a». a3 ¥ p son funcioues clase K. Entonces el sistemns = f{{.z.u) ¢s localinente estable entrada-cstado
cony =ay' oazcep by =a3 (), y ke = p~ (min{k, p(ry)})- Adicionalnente. si D= . D, = B™ y ny cs
wra funcién case Koy, entonces & = f(¢, £, 1) cs cstable entrada-cstado con - n, ' o op

En lus seeciones correspondientes de los observadores se presenté nn andlisis de convergencia de las cecnaciones
de error, donde se muestra, por medio de una funcién de Lyapunov, que para los {res observadores las ecnaciones de
evror son uniforme y asintdticamente estables, lo cual garantiza el enmplimiento de las condicinnes de 1a Juncidy V
en ¢l lTeorema 3.1. Las olras condiciones a cumpliy segin el Tenrema 3.1, son las de acolamientn de la [uncidn de
entrada (Ja perturbacion para nuestro andlisis) y ¢l acotamiento de) vector de error e.

Con base en lo anterior y aplicando el Teorema 3.1. Si {| g(y-u#,p1) I< 7y = 7w. ¢ ||< 7. es posible mostrar que
la ecuacion dindmica de error (3.4]) es localmente estable entrada-estado para toda perturbacidn y error acotados,
con r, y 1 constantes,

Comentario 3.4 Fs nccesario comeniar que la matriz de Riccati ( pare cade caso) de la cuael dependen los tres
ohservadores, lambién depende de los pardmetros del MI. Por lo que, es necesario asumr que la variacion de dichos
parimelros no afecta la exisiencia ni la solucidr de la misma para coda uno de los casos.

Comentario 3.5 Puora lo justificacién del acotamiento de la perturbacion se considers que: sélo lu vesisiencia e
rolor R, y el par de carga Ty, cambian o olro velor constante (por lo que siguen siendo constantes), que éslos cambian
en un rango limilado debido a restricciones fisicas. Por lo tenio, sc puede asumir gue la mugnilud de la perlurbarcidn
serd ucoluda y el resulludo anlerior se juslifica. La resiriccion de localidad se da en relacion a que lanto la magnitud
del error como la magnitud de la perturbacién son acoladas en une vecinded del origen correspondicnic dentro de su
dominio.

Comentario 3.6 En razdn del andlisis anlerior se puede afirmar que los lres observadores presenlados en esle lra-
bujo convergeran a cero (bajo las condiciones eslablecidas en los andlisis de convergencin) si el témino de perlurhiacidn
sc hace cero 0 converyerdn a una vecinded acoladae de las lrayectorias reales silos Lerminos de perlurbacion y error
son acotados.

3.6. Resultados de simulacién

Con el fin de verificar el desempefio de los observadores disenados en este capitnlo, se presentan resnltados de
shnulacién ? en varias condiciones de operacidii, poniendo enfésis en las reportadas en la literatura como de hajo
desernpeno para diferentes clases de observadores.

Una de las condiciores de operacién del M1 mas utilizadas en la practica es 1o de condiciones noiminales de
vollaje de excitacidn y par de carga constante, por Jo que serd necesario revisar el desempeno de los observadores
en la condicién antes mencionada. Otra condicién de operacién del MI que se ha mencionado en la literatura comwo
de bajo desempeno para. Jos observadores es la. de excitacion con voltaje nominal y par de carga vanante. pues e
(Marnefors, 2000) se muestra bajo desempeno de los observadores tipo Kalman coando se presentan cambios tipo
escalon en ¢l par de carga.

3Simulink de Matlab V.6.5. MathWorks Inc.
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Una condicidn de operacion que results de gran exigencia para los osbervadores es la de baja frecuencia del voltaje
de excitacion. En (Holtz and Quan, 2002) sc realizan prucbas experimetales hasta una frecuencia de 2 2| con Imenos
resudtados, por lo que ¢n ¢l presente trabajo se verifica la operaciéu de los tres obscervadores a una frecuencis. el
vollaje de excitacién, menor de 1[Hz

De acuerdn con el analisis de observabilidad del M1, se sabe que nna de las condiciones que provoacan inobservabil-
idad e indelectabilidad para el modelo del M1 es la excitacion del estator con voliaje vy par de carga conslantes. En
(Canudas De Wit ¢t al., 2000) se presenta un resultado Jocal que previene del bajo desemperio de observadores SSA|
para el M] bajo esta condicién de operacion. Utihizando el resultado del andlisis de osbervabilidad, de este trahajo,
se propone aplicar a} estator un voltaje de naturaleza constante para lo cual se espera un desempeno muy bajo o la
divergencia de la trayectoria estimada de la real.

Con ¢t fin de verificar el desempeno de Jos observadores disenados en este capitulo, se realizardn simulaciones en
las siguientes condiciones de operacion, poniendo enfdsis en las reportadas en 13 literatura como de bajo desempeno
en diferentes clases de observadores.

3.6.1. Condiciones de operacidén

= Condiciones nominales de operacién, donde se aplican condiciones nominales, es decir, un voltajc sinusoidal fijo
en amplitud y frecuencia: u” (1) = [220v/3sin(1207), 220V/3sin(1207—%)| [V], con T, = 5{Nm]|y T}, = £5(Nm)

= Condicién de baja frecuencia del voltaje de excitacion, donde se aplican un voltaje sinusnidal fijo en amplitud
y baja frecuencia: v (t) = [220V/3sin(1.27). 220v/3sin(1.27 — I [V] con 1y, = 5[Nm) y 1), = £5[\'m].

= Condiciones de [recuencia cero, donde se uplica un vollaje constante en amplitind y freciencia cero: u‘r(L) =
(155in(0), 15sin(0 — 3)) {V]. con = 5[Nm]y 17, = £5[Nm].
3.6.2. Pardmetros utilizados para simulacién

Para la realizacion de Ins prniebas de simulacién se ntilizaron Jos siguientes parametros del MI, de los observadores
v las condiciones iniciales de ambos para los tres observacores disenados.
Parametros det M1

| Zr (H | Ls [H | M [H | Rr(Q [ Rs (9 [np [ J [Kan®] [ [s7'] | 70 [Nem] ]

= (3.42)
[ 0076 [ 0042 T 0099 [ 093 [ 16338 [ 2] 0029 [ 013 [ & ]
Pardametros de los observadores
Observador | Q R g
ovec 10000055 | 200sxn | 1
—bxS 23 3.43
OECI Igxs | Taxs 15 ( )
OME 100H)3x]3 HQ)-Q 1
Condiciones inicales de los obsarvadores y del M1
Observador | P(0) X7(0) =(0) [ | w(0) (we] | i(0) 14]
1 0
ove 0.01E5%s [boVoY| 0 | 0
1 0 (3.11)
OECI 0.11g4g IOOOOOO()O} 50 1 0
0 0
OME Tysxias | [1111011311114] 50 0 0
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3.6.3. Resultados de simulacién para condiciones nominales

Los resultados presentados muestran a Ja velocidad de rotor w como variable observada. Las otras sefiales
mostradas corresponden (subindices) con las sefiales estimadas por los observadores.

Condiciocnes nominales con par de carga constante

En las Figuras 3.2 y 3.3 se presentan los resultados de simulacién para los tres observadores en las condiciones
nominales y con par de carga constante.

Velocldader (radreeg)

Homgo (e

Figura 3.2: Condiciones nominales, /7, constante

I4n relacién con los resultados presentados en las IMiguras 3.2 y 3.3 se puede decir que lo tres observadores presentan
un desempeno aceptable. Se puede decir que, el observador que presenta iejor desempeno, para esta condicién de
operacidn, es el OVC, pues converge de wavera mas ripida y suave.

Condiciones nominales con par de carga variante

En las Figuras 3.4 y 3.5 se presentan los resultadcs de simutacién para los tres observadores en las condiciones
nominales y con par de carga variante. La variacién impuesta para 1’ consiste en una sefial cuadrada de magnitud
igual al par de carga nominal y frecuencia 1 [Hz).

En relacién con los resultados presentados en las Figuras 3.2 y 3.3 se puede decir que el observador OEM presenta
el mas bajo desempeiio de los tres debido a la presencia de cambios en la velocidad de rotor ocacionados por
los cambios en 1’ .Por otro lado, Jos observadores OECI y OVC presentan un desempefo aceptable, pues el error
presentado por el OVC al momento de los camb:os de velocidad es pequeno, raientras que ei OEC] preseata mejor
convergencia que los otros. Por lo que, para esta condicién de operacién el que mejor desempeiio muestra es el OECL

3.6.4. Resultados de simulacién para condiciones de baja frecuencia del voltaje de
estator

La operacién del MI para velocidades cercanas a cero, que segin (Canudas De Wit et al., 2000) corresponde
a un voltaje de excitacién constante, se puede considerar como una condicién de bajo desempeno en los sistemas
controlador observador para el MI en operacién SSM. Los siguientes resultados muestran a la velocidad de rotor
como variable observada. Para este caso de operacién del M1 se presentan las siguientes dos condiciones:
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Figura 3.3: Error para condiciones nominales con 'y constante
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Figura 3.5: Krror para condiciones nominales con {7, variante

Condiciones de baja frecuencia con par de carga constante

En las Figuras 3.6 y 3.7 se muestra la comparacién del desempefio de los tres ohservadores para la condicién de
operacién de vaja frecuencia del voltaje de excitacién y con par de carga constante.

LEn relacién con los resultados presentados en las Figuras 3.6 y 3.7 se observa que el OME presenta un desempeno
inaceptable, debido que presenta variaciones considerables de Ja velocidad estimada y no converge a la velocidad real.
Por otro, lado el OECI y el OVC presentan un desempefio aceptable pues ambos convergen a Ja velocidad real. Sin
embargo, es necesario mencionar que el OVC presenta una convergencia mas rapida que el OECI. Por lo tanto, para
esta condicién de operacién el OVC resulta ser el mejor de los tres.

Condiciones de baja frecuencia con par de carga variante

En Jas Figuras 3.8 y 3.9 se muestra la comparacién del desempefio de ios tres observadores para la condicién de
operacién de baja frecuencia del voltaje de excitacién y con par dé carga variante. La variacidn impuesta para 17,
consiste en una sefial cuadrada de magnitud jgual al par de carga nominal y frecuencia 1 [Hz|.

En relacién con los resultados preseutados en las Figuras 3.8 y 3.9 se puede mencionar el bajo desempeiio del
OME, pues presenta grandes variaciones de la velocidad estimada y no converge a la velocidad real. Por otro lado,
el OECI y el OVC presentan buen desempenio, pues ambos convergen a la velocidad real en un lapso de tiempo
aceptable. Para definir el mejor se puede mostrar, con un mayor acercamiento en la grifica, que el OVC tiene una
covergencia mas rapida y por lo tanto se puede considerar al OVC para esta condicién de operacion como la mejor
opcion.

3.6.5. Resultados de simulacién para condiciones de frecuencia cero

Como se vi6 en el Capilulo 2 cuando el torque de carga es constante, se tienen condiciones de inobservabilidad
para el M. £l propésito de presentar los siguientes resultados de simulacién es mostrar que, bajo éstas condiciones de
operacién, ningdn observador converge a la velocidad real e incluso el error de estimacién es creciente. Es necesario
mencionar que la magnitud y paturaleza del voltaje de estator y las condiciones iniciales del MI deben ser tales que
provoquen la inobservabilidad del MI. Para el presente caso se eligié una magnitud del voltaje de excitacién que
provoca la indetectabilidad de )as trayectorias a observar.
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Figura 3.6: Condiciones de baja frecuencia, 1}, constante.
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Condiciones de inobservabilidad con par de carga constante

En la Figura 3.10 se muestra la comparacion del desempefio de los tres observadores para la condicién de operacién
de frecuencia cero y par de carga constante, que corresponde a una condicién de indetectabilidad.

En relacién con los resultados presentados en la KFigura 3.10 es claro que ¢l desemperio de los tres observadores es
inaceptable, pues se observa que las trayectorias estimadas por los tres divergen de la trayectoria real de velocidad.
El resultado anterior verifica la afirmacién que se hace en el Capfitulo de anélisis de observabilidad en e aentido que,
para las condiciones de operacidn de la prueba (de inobservabilidad) el MI es inobservable e indetectable y por lo
tanto ninglin observador basado en el modelo converge.
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Figura 3.10: Condiciones de frecuencia cero con 1}, constante (condicidn de indetectabilidad).

Condiciones de frecuencia cero con par de carga variante

En la Figura 3.11 se muestra la comparacién del desempefio de los tres observadores para la condicién de operacién
de frecuencia cero y con par de carga variante, el cual no corresponde a una condicién de indetectabilidad, como se
verd. La variacién impuesta para ' consiste en una sefial cuadrada de magnitud igual al par de carga nominal y
frecuencia 1 {Hz].

En relacidn con los resultados presentados en la Figura 3.11 se muestra un mejor desempeiio de los tres obser-
vadores en comparacion con el resultado anterior, debido a que, para este caso las trayectorias estimadas no divergen
de la real, aunque la estimacién es mala para OVC y OME. Para este caso se muestra que la trayectoria estimada por
el OECI converge a la trayectoria real, por lo que el OECI es la mejor alternativa para esta condicién de operacién.

3.6.6. Resultados de simulacién para una revisiéon de robustez

Con el fin de verificar }a robustez de los observadores (de una forma simple), a continuacién se presentan algunos
resultados de simulacién que muestran el desempeiio de los mismos cuando se presentan cambios en los parémetros

(Re v I7) del MI.

Las condiciones de esta prueba son las misrnas que para las pruebas de condiciones nominales del Ml, para par
de carga constante y variante, con excepcién de lo siguiente R, = R (1,2)0 y 1y, = 11 (1,2)Nm, donde H. y 17
son valores nominales. Para esta prueba se propone un 20 % de variacién.
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Figura 3.13: Revisién de robustez, condiciones nominales con 1} variante

In relacién con las Figuras 3.12 y 3.13 se puede mencionar que &l desempeiio de los observadores es aceptable
(para condiciones nominales de operacién del MI) debido a que se muestra convergencia asintética de las trayectorias
estimadas a la real, a pesar de la variacién de R, y {. Hecho que corresponde con los resultados del andlisis de
robustez. Con base en los resultados anteriores, se puede afirmar que es factible la implantacién de los observadores
presentados y se espera obtener un buen desempeiio en un sistema real.

3.6.7. Sintesis de la seccidn

lin Ja seccion recién terminada se mostrd, por medio de resultados de simulacidn, el desempeno de los observadores
diseniados en este Capftulo. Inicialmente se presentan los pardmetros y condiciones iniciales tanto del Ml como de
los observadores. Las condiciones de prueba se definen en relacién con algunas condiciones de operacién del Ml para
las que se sabe que el desempefio de observadores se deteriora. Finalmente se muestra los resultados de simulacidn.

Con el fin de mostrar algunas caracter(sticas notables de los observadores, a continuacién se muestra upa tabla
comparativa de las mismas, la cual se puede utilizar para justificar la aplicabilidad de alguno de los observadores.

Obs. Q | Parimetros del Filtro de Kalman t|seg] | ECn :2‘; EChf [%] ECfc %;’7

OME | 13 | Q = 1000003413, B = 20laxs, g=1] 0,7 1,2 oo oo (3.45)
OEC] |8 | Q=lg.g A =1ssy, g=15 05 0 0,3 )

OVC |5 | @=100I5x5 B =134, g=1 0,3 0 0,3 0o

Donde O indica la dimensién del estado del sistema, . es el tiempo de couvergencia para la primera prueba
mostrada, ECn, EChf y ECfc son los errores de convergencia en estado estacionario para condiciones nominales,
condiciones de baja frecuencia del voltaje de excitacién y condiciones de frecuencia cero, respectivamente. Cabe
mencionar que los datos de la tabla anterior se tomaron de Jos resultados de simulacién de par de carga constante.

Con respecto a los resultados de simulacién se puede mencionar que: para las condiciones de operacién nominal
y par de carga constante los tres observadores presentan un desempefio aceptable y el mejor es el OVC. Para las
condiciones de operacién nominal y par de carga variante el OECI presenta el mejor desempetio seguido por el
OVC y para este caso se observa que el OME presenta un desempefio inaceptable. En e} caso de condiciones de
inobservabilidad se muestra que ninguno de los tres observadores muestra convergencia, verificando e resultado del
andlisis de observabilidad que anticipa dicho comportamiento.
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Es digno de mencionsr que la mayorfs de observadores disenados utilizando ¢t filtro de Kahnan consideran a
la velocidad de rotor constante. tal como se hace para ¢ diseno del OVC. Tor lo que se puede esperar que tengan
un comportamicato parccido al OVC, esto ¢s, que si la velocidad cammbia con respecto al ticinpo su desemipeno de
deteriora. por lo gue, el observador OECI presenta un mejor desamnpenio en condiciones de aperacion con par de carpa
variante y puede resnultar nna alternativa aceptable.

3.7. Sintesis

Fn este capitulo se disensron ires observadores utilizando el fltro de Kalman como método de esthmacian. Cada
uno de los diseios presentados tiene caracteristicas propias, debido a la tdea gue se explota para su construccion.
Para todos los obscervadores se presentd un audlisis de convergencra que justifica su desempeno cun las vondicionus
cu que ¢l M1 es observahle. Se justifica ¢) bajo desempeiio de los obscervadores en las condicidn de inobservabilidad
utilizando la dinAmica indistinguible. relacionando de este modo el resnltado prineipal de este trabajo. La revisién
del desempeno de los observadores se realiza por medio de simulaciones en diferentes condiciones de operacién. Se
muestran resnitados de simnlacion que justifican la robustez de los observadores a la variacidn de la resistencia de
rotor y el par de carga.
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Canitulo 4

A

Conclusiones y Trabajo Futuro

4.1. Conclusiones

En éste trabajo. se presenté una metodologia general, aplicada al motor de induccidn, que permite realizar el
analisis de observabilidad de sistemas no lineales. Dicha metodologia se basa fundamentalmente en el conceplo de
trayectorias indistinguibles (Hermann and Krener, 1977) y consiste en determinar un modelo dindmico que presenta
las trayectorias indistinguibles, llamado la dindmica indistinguible del motor de induccién. La dinamica indistinguible
permite establecer, de manera global, las propiedades de observabilidad del motor de indnecién en operacidn sin sen-
sores mecdnicos. Utilizando la dindmica indistinguible se verifica la existencia de trayectorias indistinguibles v en
consecuencia se muestra que el motor de induccién en operacién sin sensores mecénicos es inobservable tanto global
como localimente. En relacion con las proviedades de observabilidad se establece, ademds, que no es posible construir
un oliservador para el motor de induccidn que funcione adecnadamente para todas la condiciones de operacidn, es
decir. que habra funciones de voltaje de estator y condiciones iniciales tales que ¢l inotor de induccidn, en operacion
sin sensores meednicos, genere trayectorias indistinguibles ¢ indetectables para las cnales ningin observador converge.

El resultado de las propiedades de observabilidad del motor de induceidn, en operacién sin sensores moecanices, os
de gran importancia debido a que es de naturaleza global y permite imponer restricciones de operacién al diseno de
observadores. Por lo que, se puede cousiderar a la dindmica indistingnible como nna buena herramienta para imponer
restricciones y verificar el desempeno de observadores actualmente en operacion.

A pesar de que no se presenta una solucién cerrada de la dindmica indistinguible, debido a que se trata de un
sistema de ecuaciones dlgebro-diferenciales altamente no lineal, se presentan varios casos de estudio entre los gue se
pueden destacar, por ejempo, el caso de operacién en estado estacionario con par de carga counstante v voltaje de
excitacién sinusoidal, donde resulta claro (en razén de la dindmica indistinguible) que no existen trayectlorias indis-
tinguibles y por lo tanto el motor de induccién es observable, lo que implica que se puede construir un observador
que converja (para estas condiciones). Por lo tanto, con el resutado anterior, se puede justificar el buen desempeno
de sistemas de control basado en observador cuando el motor de induccion trabaja en estado estacionario. Otro
ejemplo de anilisis de operacién del motor de induccion, utilizando la dindinica indistinguible. es aquel donde se
counsidera par de carga constante y velocidad de rotor cero. Se muestra que el voltajo de excitacidn necesario para
mantencr la velocidad cen cero ¢s un voltaje constante, hechio que provoca la existencia de trayectorias indistinguibles v
cnconsecuencia qiie no exista un observador que funcione adecnadaments, para estas condiciones de operacion del M1

Con respecto al propésito de diseno de un observador, se justifica el mismo para trayectorias detectables del
ML Se disefiaron tres observadores utilizando el filiro de Kalman como método de estimacién. Para los tres casos
se presenta un analisis de convergencia y resultados de simulacién que ilustran su desempeno. Se muestra que los
resultados de simulacién coinciden con los resultados del andlisis de observabilidad (realizado en la priruera parte de
este trabajo). Para el primer observador (OVC) presentado se asumio a la velocidad de rotor constante, en conse-
cuencia se obtiene un modelo del motor de induccién afin en las variables a observar, hecho que invita a la utihizacidn
del fittro de Kalman como método de estimacién. Para este caso se puede observar un buen desempenio cnando la
velocidad se mantiene constante, un desempeno aceptable cuando la velocidad varia lentamente y un mai deseimpeno
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cuando la velocidad cambia rapidamente. Para las condiciones de inobservabilidad (voltaje de excitacion y par de
carga constantes) se pucede observar que la traycctoria de la variable observada diverge de la variable real, hecho gue
fue anticipado del resultado del andlisis de observabilidad.

En relacién con el observador basado en nn estimador de condiciones iniciales (OECL) se mmestra 1in mejor de-
sempeno para las mismas condiciones de operaciéon que el anterior. En el caso de la condicion de inobservabilidad se
mueslra. también, la divergencia de trayectorias. Un resultado importante a destacar en relacidn con este observador
es que fue posible establecer una relacién directa entre las propiedades de convergencia del estimador de condiciones
iniciales y la dinamica indistinguible, donde resulta que esta relacién es la condicién de excitacion persistente
(EP) para sistemas lineales, es decir, si el regresor utilizado para la estimacion de las condiciones iniciales es
EP, entonces el observador converge, lo anterior se podria interpretar fisicamente en relacién con la naturaleza del
votaje de excitacién, es decir, si el voltaje es constante entonces el regresor no es EP y el observador no converge.
Cabe mencionar que para la construccion del OECT se utilizé el filtro de Kalman como método de estimacion de las
condiciones iniciales.

El tercer observador (OME) se wuestra segian los resultados de simulaciéon como la peor opcidn de los tres pre-
sentados. Aunque cabe mencionar que Sste tercer observador presenta menos restricciones gne ¢l primero, debido
a que no se considera w constante ni 7, medible y se pueden incliir otros pardmetros para la estimacion. Una
desventaja @ue presenta este disefio (en relacién con los otros dos) es ¢l orden del sistema anmentado (el orden
de P es de 13 x 13). En condiciones de inobservabilidad el observador muestra divergencia de las travectorias es-
timada y verdadera, hecho qite coincide con los resultados de las propiedades de observabilidad y con los otros dischos.

PPara los tres observadores se presento un anélisis e robustez, basado en la teoria de perturbaciones singnlares.
Dicho analisis muestra que si la variacion de los pardmetros es acotada y la condicidn inicial del observador es acotada.
entonces los observadores convergeran al menos a una vecindad de la trayectoria real.

4.2. Trabajo futuro

Considerando los resultados obtenidos y los objetivos planteados al inicio de este trabajo de tesis. se consideran
los objetivos cubiertos y resnelto el problema principal, no obstante surgen varias tareas que complementan este
trabajo, a saber:

Un trabajo cuya solucién aportaria en gran medida al problema de control del motor de induccion sin sensores
mecanicos serfa obtener todas la funciones de voltaje que provocan indistinguibilidad en las trayectorias del motor.
Una de las alternativas de solucién podria ser relacionar la ecuacién de corriente de la DI con la eccuacién de la deriva-
da de corriente del MI y tratar de obtener la funcién de votaje, la obtencién de esta funcion de voltaje permitiria
evitar excitar al motor con dicha funcién con el fin de evitar que genere trayectorias indistinguibles e indetectables.

Otro trabajo futuro que podria mejorar el disenio del observador basado en estimador de condiciones iniciales seria
utilizar algiin otro método para estimar las condiciones iniciales. Dicho método deberd presentar varias caracteristicas
descables, a saber, tendria que ser mds cficiente (en relaciéon con la dificultad de célenlo) que ¢l filtro de Ko,
mas rdpido de tal maucra que el tiempo de muestreo sca pequeno (y se pueda implantar fdcilinente) y ser estable
desde el punto de vista del cdlendo numérico. El hecho de encontrar tal método significaria redueir la dimension del
estimador v poder implantarlo con mayor facilidad ¢n noa aplicacién real.

Finalmente, como un complemento adicional de este trabajo se podrian realizar puebas expernmentales para
verificar los resultados del andlisis de observabilidad y el desempefio de los observadores presentados.
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Apéndice A

Filtro de Kalman-Bucy

A.1. Filtro de Kalman

Rudolph Emil Kalman nacié el 19 de mayo de 1930, en Budapest (Hungria), hijo de Ursula y Otto alman. La
familia emigré a los listados Unidos en el afio de 1943. Kalman obtuvo su grado de bachiller v maestria en ingenjeria
eléctrica en el MI'T (Instituto ‘Lecnoldgico de Massachusetts) en 1933 y 1954 respectivamente. Zn 1934 Kalman es-
tudia la condicidn de controlabilidad de los sistemas lineales tratando de relacionar una condicion algebraica con la
teoria de sistemas !. A fines de noviembre de 1958 se le ocurrié la idea de aplicar la nocién de variables de estado al
problema de filtrado de Wiener, idea que desarrollaria posteriormente y con lo cual nace el filtro de Kalman, cuyo
desarrollo mateméatico probd ser mucho més simple que el filtro de Wiener.

Tedricamente ¢l filtro de Kalman (FK) es un estimador para el llamnado problema lineal cuadrdtico. el cual es
¢l problema de estimar ¢l estado instantdneo de un sistema dindmico lincal perturbado por ruido blanco utilizan-
do mediciones lincalmente relacionadas con ¢l estado pero contaniinadas cou ruido blanco. Il estunador resuitante
es estadisticamente dptimo con respecto a cualquier funcién cnadrdtica de estimacion de error (Grewal and An-
drews, 2002).

Las aplicaciones del FK cubren muchos campos, pero su uso es casi exclusivo para dos propdsitos: estimacion y
andlisis de desemperio de estimadores

Estimador de estados de sistemas dindmicos
El FK nos permite estimar el estado de sistemas dindmicos con ciertos tipos de comnportamiento aleatorio utilizando
informacién estadistica.

Andlisis de sistemas de estimacion
FEl FK usa un descripcién completa de la distribucion de probabilidad de sus errores de estimacién para determinar
las ganancias éptimas del filtro y ésta distribucidn de probabilidad se puede utilizar para valorar sn desempeio como
una funcién de los pardinetros de diseno de un sistema de estimacion.

Una de las primeras aplicaciones del FK fue la estiimacion de trayectorias y problemas de control en ¢l proyvecto
Apolo en el ano de 1960. Aunque este método de estimieién se aphed on un prineipio a sistemas hineales, pronto se
desarrollé la version de filtro extendido de Kalman para sistemas no lineales 1 FK se pnede considerar el mas grande
logro en la teoria de estimacién del siglo XX. El principal uso del FK se ha dado en la navegacidn ¥ seguimiento de
vehiculos y en el disefho de sistemas de estimacién predictiva.

A.2. Ventajas del FK

= ElFK ¢s implementable en la forma de un algoritimo para una computadora digital. esta implamentacion puede

Tsta condicién se determing como el rango de una maltriz
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ser lenta, pero es capaz de lograr mayor exactitud que la que se obtiene por filtros analogicos.

= El FK no requiere que la dindmica deterministica o el proceso aleatorio tengan propiedades estacionarias y
muchas aplicaciones de importancia incluyen procesos estocdsticos no estacionarios.

= El FK es compatible con la formulacion del espacio de estados de controladores 6ptimos para sistemas dindmicos
v Kalman fue capaz de probar propiedades duales de estimacién y control para estos sistemas.

= El FK proporciona la informacién necesaria para explorar matematicamente métodos de decision basados en
la estadistica para detectar y rechazar mediciones anémalas.

A.3. Filtro de Kalman-Bucy

[l 'K se utiliza, en general, para la estimacién en sistemas discretos en el ticmpo. I8 modelo utilizado para el
diseno de los observadores propuestos, en este trabajo, es un modelo en términos de tiempo contimo. Por tanto, ¢l
presenie resumen muesira los resnltados obtenidos por R. E. Kalman y R. S. Buey (Kalman and Bucy, 1961} en la
aplicacién de esta metodologia para sistemas de tiempo continuo.

Se condideran las siguientes restricciones
Aq. El tipo de sistemas para los cuales se aplica el filiro de Kalman-Bucy (KB) estd definido por el siguiente modelo

dr/dt = F(t)z + G(t)u(t) (A1)
2(t) = y(t) + (1) (A.2)

Donde z(t) es el vector de estado, y(t) es la salida y z(t) es la seiial de salida observada, con u{t) v ¢(1) procesos
aleatorios independientes con media cero y matrices de covarianza

coufu(t), u(r)] = Q) - 6(t — 1)
covfo(t),v(T)] = R(t) - 8(t — 7)para todo 1, T (A.3)
covlu(t),v(r)] =0

Donde & es la funcién delta de Dirac, Q({) y R(t) son matrices continnamente diferenciables en { y no-negativas
definidas.

Aa. El vecior de senal de salida no se mide de manera exacta. lo que wmplica que la matriz R(t) es positiva
definida para todo t.

Az. La medicidn de z(1) se inicia en algin instante fijo de tiempo to, en el cual la covariunza del estado inicial
cov|n{ty), x(tg)] es conocida.
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A.3.1. Problema de estimacién éptima
Con las restricciones anteriores. el problema que resuelve el filtro de Kalman-Bucy se puede formnlar de la sign-

lente manera

Dados valores conocidos de z(7) en el intervalo de tiempo ty < 7 < t, encuentre un estimado de 2(11 | t) de 2(ty)
de lu forma

Z(ty | 1) '—/ Ay, T)z(T)dT (A1)

donde A es una matriz de n x p cuyos eclementos son continuamente diferenciables en ambos argumentos y (4.4)
tiene la propiedad que el error cuadrdtico esperado al estimar cualguier funcion lineal es minimizado

Elz*,z(t) — 2ty | )]} = min ¥ {A.D)

con x* el co-vector de x

A.3.2. Solucién al problema de estimacién éptima

A continuacién se presenta la solucién propuesta en (Kalman and Bucy. 1961) para ¢l problema de estimacién
dptima’
Forma canédnica del filtro éptimo

El estimado £(t; | t) es generado por el siguiente sistema dindmico
di(t | t)/dt = F(O)Z{L [ 1)+ K@)zt | 1) (A.6)
() =z(t) - H®)Z(t] 1)

Ei estado inicial Z(tg | o) de (A.6) es cero. Con (A.6) el problema del filtro 6ptimo se reduce al caclulo de ganancia
6ptima K (t). Este resultado es general y no depende de que el modelo sea. constante.
Forma candnica del sistema dindmico de error éptimo

Considere
Z(t |ty =x(t) —z(t|1)
por lo que la ccuacidn dindmica de error se pucede expresar como

dE(t | 1)/dt = FR)E(t | 1) + Cu(t) + K@) [v(t) + H#)E(t | 1)] (A.T)

Ganancia éptima

Introduciendo la siguiente abreviacion:
Py = covjz(t | #).7(t | 1)]
Se puede mostrar que la matriz de ganancia éptima queda

K@) =POH"QR™'() (A8)

Ecuacion de varianza

Se puede mostrar que () debe ser solncion de la ecuacion diferencial matricial Lipo Riceal

dP/dt = F()P + P (t) = PH'()RT'(WOH)P + GO)QUNGT (1) (A.9)
Esta ¢s la ccuacion de varianza; ¢s un sisteina de "(—"f—l—) (Tste s ¢l ndmero de elementos dilerentes en Ja matriz

simétrica P'(1)) cenaciones diferenciales no lineales de primer orden y es dal tipo de Riceati,

2Un elemento del espacio vectorial dual
3Pyra una revision de la prucba consulte (Kalman and Bucy, 1961)



Existencia de soluciones de la ecuacién de varianza

La existencia de soluciones para la ecuacion de varianza se justifica ntilizando el signiente teorema

Teorema A.1 Bajo las consideraciones (A,), (Az), (As) la solucidn del problema de estimacion Splima con 1y >
—oc se da por las relaciones (A.6-A.9). La solucion de (A.9) se determina de manera unica para todo t > to por la
especificacion del conocimiento de

Py = couviz(ln). z(lo)]: (A 10)

el conocimiento de P(t) implica la determinacidn de K(t). El estado inicial del fillro dptimo es cero.

Existencia de soluciones de la ecuacién de varianza en estado estacionario

El siguiente teorema muestra dos condiciones suficientes que permiten concluir la existencia de soluciones para la
ecuacién de varianza

Teorema A.2 Denotando las soluciones para (A.9) como

P(t) =TI(¢t;, P, to)

Entonces el limite

lim TI(t: 0, to) = P(t) (A1)

to——oc

existe para todo t y es una solucion de (A.9) si se cumple cualquiera de las siquienles afirmaciones

(A4) el modelo (A.1) es uniforme y asintdticamente estable; o
(AS5) el modelo (A.1) es “completamente observuble”, zsto es, para todo t existe algin ty <t tal que lu matriz

t
Mty t) = / ®T (7, 1) BT ()11 (1) B (7. )T (A12)

Jin

es positiva definida.

Estabilidad del filtro éptimo

Se debe notar que la optimalidad del filtro no garantiza la estabilidad del mismo. Con el fin de verificar la condicion
de estabilidad considere las signientes definiciones

Definicién A.1 Se dice que (A.1) es uniforme y completamenie observable (UCO) si existen constanles positivas
a|. ay y o tales que

o <Mt,t+o)<az., Vi>0.

Sc¢ puede ahora cstablecer el teorema central del filtro KIB

Teorema A.3 Asuina que el modelo de sistema es

As) uniforme y completamente observable;

Ags) uniforine y completamente controlable;

A7) a3 < Q)| < ag, as < |R(H)| < ag para todo t;
Ag) IFOI < .

Entonces se cumple lo siguiente
(i) El fillro optimo es uniforme y asintéticamente estable;

(i) Toda solucidn P(t) de la ecuacion de varianza (A.9) inciando en una malriz simelrica no-negative I'n convarye
a (1) cuando t — oo.
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Comentario A.1 La propicdad (i) del teorema anterior es de gran importancia, debido a que éste muestre que lo
ecuacion de varianza es un mdétodo computacionalmente estable, que se puede esperar, prdcticamente, insensible a
errores de redondeo.

Comentario A.2 Kalmaen y Bucy muestran que es posible obtener los resullados obtenidos por Wiener con los
resultados anteriores.

Sintesis

En el apéndice recién finalizado se presenté nn resumen de los resultados obtenidos por Kalman y Buev * para
los solucién del estimador éptimo, se presentan las condiciones gue debe enumplir ol sistema a estimar para que ¢l
estimador converja a los estados verdaderos, as{ mismo se presentan los principales {eoremas de articulo. Por tanto,
éste puede ser utilizado como referencia en relacién con la ulilizacién que se hace del filtro en el diseno de los
observadores propuestos en éste trabajo.

TAT lector interesado en las prucbas de los resultados se e remite al articulo (Kahnan and Buey, 1961)
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Apéndice B
Dinamica Indistinguible II

En el presente apéndice se obtiene otro modelo de la DI. Este desarrollo de la DI se realiza con el fin de mostrar
la relacion entre las propiedades de convergencia de obscrvador (OECI) con la DI Es necesario mencionar qgue ¢
presente reswltado representa ¢l misino comportamicento del MI para las condiciones de indistinguibilidad que la DI
presentada en el capitulo de andlisis de las propiedades de observabilidad.

B.1. Dinamica Indistinguible con cambio de coordenadas

Para el desarrollo de 1a DT se aplica la. misma metodologia a la utilizada en el capitulo de anélisis de las propiedades
de observabilidad.

Cousidere los siguicntes modclos

21 () = zo1 + 911 (O
w (1) = e twoy — o1 (8) 201 — g1 (£) (B.1)
Y1 (L) = v21 (L) wor + 7y31 (L) zo1 + yar (L) worlzo1 4 ¥s1 (L) Zon

22 (t) = z02 + g12 (£)
(1) = e Ttwna — g (t) 202 — g3o (2) (B.2)
(t) = va2 () woa + ¥32 (t) 202 + a2 (t) worlzoo + vs2 (1) Zoo

g
Ll ]

¥

donde la funciones ;5 v g;; son funciones definidas como: (con 4 correspondiendo a la funecidn y j denota ol modelo
de motor (1 6 2))

di . _ )
71 (t) £ % — lal = npgs1J) (11 — 2) + 3 (Ma + b)Y i, — ey
. s dia , .
T (8 = a [al = npgaad] (412 — i2) + 3 (Ma + D) i — Beusn
Ao (1) 2 npe 1 (g1 — i)
73 (1) 2 [al — npgsd — nd (g1 — 1) go]
(1) £ n-p(’_'“
5 (t) £ np(;”l



won
)£ 3 / —bi 4+ cu}dr
éé/ ~IU=T T Y dr 2
nNasf —ru-m T 81, 1
t _,3/ Jor1 (1) + a7

Definiendo las variables de ervor

realizando los cdlculos para A se obtiene

A= (z01 — 202) + (911 (1) — 912(1))
A= Do+ (g11(1) — g12(1)

de ]la misma manera para ¢

e = e (wor —wo2) — [921201 — 922202 — (931 — 932
e = 6_'“60 — [g21201 - 92230'2] - [93] - 932]

Ahora, considerando el lado derecho de las iltimas ecuaciones de los sistemas originales ((3.1) v {B.2))

() = Y1) = [v21()wor — Y2 ()wor) + [va1 (201 — 32(t)202) + |11 (DwnrJ2gr — 7a2()woadzon] —
— [v51(8) Zoy — v52(1) Zo2]

COMI wor = wol — €0 Y 202 = 201 — A. De la ccuacion anterior sc obticne

1) = A1) = [y (Qwor — v2a(Dwoa] + (11 (D zor — 132(0)202] + Y1 (Dwor Jzim -

3 41
—742(t) [wordzo1 — eodzo1 — worJ A + €0JA] — {751 (L) Zo1 — ¥52(L) Zoa)]

Por otro lade realizando operaciones ntilizando la definicién de v, (L) ¥ ~1(4), se obtiene

() — (1) = [F38E — 220 (6] 4 g5 (D911 (1) + [al + npgsa(6)T]gi2(t) + [al + n,g31 (NI (1) -
(a4 1y gan (L)) 3(0) + B(Ma + BY(i1 (1) — da(1)) + Be(—uy (1) + ua(L))

asunmiendo condiciones para indistinguibilidad, es decir
i (1) = d2(1)
Loy =1

u(t) = ua(t)
gin(t) = gi2()
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(B.3)

(B.4)

(B.5)

(B.6)

(B.7)

(B.8)

aplicando las condiciones anteriores a las ecuaciones. donde g;) (1) son funciones de variables medibles, (1) es el vector
de corrientes de estator (salida medible), Tp es el par de carga y u(l) es el vector de voltajes de estator (entrada

medible). Con estas condiciones las ecuaciones (B.4 - B.7) quedan como



6GX

A=z - 20
¢ = eﬁfl(:'() — gg(t)A
0= 12(t)eo + 13(H) A + va(t)[eod 20 + wol A — €] A] + 45 (1)K

donde K = Zjy: — Zga

Con lo que la Dindmica Indistinguible en estas coordenadas se nuede escribir de la siguiente manera

2 (1) = z0 + g1 (1)
w(t) =ewo— ga (1) 20 — g3 (1)
7 () = 72 () wo + 73 (t) 20 + 74 (t) wod 20 + 75 (£) Zo
¢ = —fel o+ [fou(t) - SiTIA | (B.9)

Il

0
= ‘/2([)60 + ’yg(t)A + Wq(t)[CU.ﬂlo +wolA — &U.]]A] + (0K

A
0

Reordenando y esceribiendo en forima de productos matriciales a (B.9) se tiene

2 (t) = 20+ g1 (t) (B.10)
w () = ¢ hwo — g2 (t) 20 — g3 (1)
¢=~fe Tleg +[fgalt) — %iT.]]]A
A=0
C
) 20
)= m) ) O] ()] wolzo
L ZO
- .
0=[ 20 %0 WOl %50 ] g
- ' 4 ? codlzo + wolA — pJA
| K
Algunas observaciones sobre la DI
» Cuando ¢¢ = 0 v A = 0 la dltima ecuacién del sistema anterior siempre se cumple, esto es el vector de

la derecha, formado por las condiciones iniciales de los términos de error sera constante e igual a cero, esto
nnplica idistinguibilidad para una misma traycctoria del MI, es decir, ¢l MI no scria indistinguible de acuerdo
con la definicidn de indistinguibilidad. !

» Otra condicién que harfa cumplir la 1ltima. ecnacién de (B.10) serfa que la matriz T'y(/) sea cero para algiin
t20, conT () = |v2(t) vt) v 5 ()], Se puede mostrar que 73(f) nunca serd cero, por lo gue Iy (1)
nunca es cero y la condicidn no se cumnple.

= La ltima ecuacién se puede interpretar como la combinacién lineal de las columnas de la matriz ') (¢), donde
los escalares que multiplican a dichss columnas son los componentes del vector de condiciones iniciales de los
términos de error (constante).

'Se presenta en el segundo capitulo de éste trabajo.
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Apéndice C

Dinamica indistinguible para sistemas
lineales (DISL)

Con el propésito de completar el trabajo de andlisis de observabilidad de los sistemass dindmicos, y en relacion
con el prodedimiento aplicado al motor de induccién para determinar la DI. En esta seccion se presenta el desarrollo
de la dindmica indistinguible para un sistema lincal variante en cl tiempo. Como se verd mds adelante el desarrollo
de la dindimica indistinguible para sistemas lincales (DISL) queda plenamente justificado y acorde con los resultados
conocidos sobre observabilidad de los sistemas lincales.

C.1. Desarrollo de la dinamica indistinguible para sistemas lineales

Considere nuevamente la idea bésica para el desarrollo de la DI del MI, es decir. que existen funciones de entrada.
y condiciones iniciales diferentes, tales que aplicdndolas al sistema lineal producen una misma salida. Usando la idca
anterior considere dos modelos lineales idénticos:

#1(t) = Aty (t) + B (1) (.1
yi(t) = C(t)xr (1)
22(t) = A({1)za(t) + B(t)ua(1)
v2(t) = C(t)z2(t)

donde A(-), B(-) y C(-) son matrices de dimensiones n xn, n x py g xn, respectivamente cuyas entradas son funciones

continuas valuadas reales del tiempo ¢ definidas sobre (—oc, o), #;(t). Con lo estados de dimensién n x 1, u; es ¢l
vector de entradas e y(t) el vector de salidas, todos de dimensiones adecuadas.

(C2)

Considerando las condiciones para indistingubilidad, es decir

) = uaf
yi(t) = ya(t)
T (Lo) # x2(lo)

. .. Jay N
se pucde determinar ¢l modclo de error, definiendo al error como e(t) £ 2y (8) — ra(7) con lo que se puede oblenes

wy (t 1a(1)
t

é(1) = #,(1) - w2(1)

= A(L)xl(t) + B([’)ul(t) - A(’-)'TQ(L) - jj(/’)l’Q(Z') ((vg)
= A(t) [z1(t) — z2(1)] N
= A(t)e(t)

Ahora, de acuerdo a la condicion de indistinguibilidad y) (¢) = y2(¢), se puede obtener
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(C.4)

con las 1iltimas ecuaciones de (C.3) y (C.4) se obtienen las ecuaciones dlgebro-diferenciales que definen a la dindmica
indistinguible para sistemas lineales, esto es

é(t) = A(t)e(t) (C.5)

para e(1) # 0

Comentario C.1 La dindmica indistinguible para sisiemas lineales (DISL), de acuerdo a (C.5), ¢s un sistema de
ecuaciones diferenciales lineales con una restriccion algebraica. Las soluciones de DISL (C.5) representan todas las
trayectorias indistinguibles para un sistema lineal. La existencia de soluciones para DISL (C.5) implica la pérdida de
observabilidad para el sistema lineal, ya que para una trayectoria de estado de la DISL exisien dos trayectorias en cl
sistemna lineal, lo que evilaria delerminar de manera tinica al vector de estados.

Comentario C.2 Cualbe hacer mencién que, para el andlisis anterior, la determinacion de la DISL se define al error
e(t) considerando todo el estado x(t), hecho que por supuesto no elimina la posibilidad de realizar cl andlisis para
casos particulares donde el error e(t) sea de menor dimension al vector de estados x(t).

C.2. Relacion de la DISL con los resultados sobre observabilidad para
sistemas lineales

Con ¢l propésito de justificar la validez de la DISL, se procede a relacionar la DISL con los resultados conocidos
sobre obscrvabilidad para sistemas lineales.

Para ia ecuacion diferencial de la DISL (C.5) se puede representar la solneién en 1érminos de la matriz de transicion
¢ (Chi-T'song, 1984). Se sabe de que

e(t) = @ (¢, to)e(to) (C.6)

con @ (t. ty) la matriz de transicién de estados, que “gobierna” el movimiento del vector de estado e(¢) en el intervalo
de tiempo en el cual la entrada es identicamente cero y el veclor e(lp) se define como e(tg) = z(to) — x2(t0) # 0,
donde z;(tg) son las condiciones iniciales de los estados.

Usando (C.6) la DiSI. se puede escribir como

c(t) = AQ)Y® (1, 1o) elto)
Ct)® (¢, to)(f(to)oz ()0 (C.7)

Comentario C.3 En relacidn con (C.7) se puede mencionar que la dificullad para obtener las soluciones del sistema
de ecuaciones diferenciales radica en encontrar la matriz de transicidn. dificultad que en general se puede considerar
grande. Sin embargo, pare algunos casos de sistemas lineales ¢ invariantes puede ser posible determinarle.

Revisando ahora la segunda eenacion de (C.7), la restriecién algebraica de DISL, se pueden hacer las siguientes
nbservaciones:

» La restriccién se cumplird si e(to) = 0, situacion descartada al inicio del anélisis

= La restriccién se cumplird si el nicleo de la matriz C(¢4)® (1. &) incluye al vector e(t,). es decir si las colummnas
de la matriz C(¢)® (¢, o) son linealmente dependientes y los escalares que definen la dependencia son elementos
de e(lg)



Ahora considere el siguiente teorema de (Chi-Tsong, 1984), pigina 194

Teorema C.1 La ecuacion dindmica (C.1) es observable en to si y solo si existe un tiempo finito ty > o tal que las
n columnas de la matriz C(1)® (¢, o) son linealmente independientes en el imlervalo [to, ]

Comentario C.4 Considerando el wllimo teorema y ¢l seqgundo comenlario de la lista anterior se puede mencionar
que ambos coinciden, es decir, El icorema establece que st las columnas de la matriz C(1)® (L, to) son lincalmente
independientes, enlonces el sistema (C.1) es observable y si ¢s ovscrnable no existen trayectorias indistinguible. en
caso contrario exislen las trayeclorias indistinguibles (soluciones de DISL (C.5)) y por tanto ¢l sistema ¢l sistema
(C.1) es inobservable.

Comentario C.5 Considerando los arqgumentos anteriores sc puede afirmar que la restriccion algebraica de (C.5)
define la observabilidad del sistema

C.3. Determinacién de la Grammiana de observabilidad de la DISL

Como un argumento adicional para la validacién de la DISL. a continuacién se presenta la obtencion de la matriz
Grammiana de observabilidad para sistemas lineales.

Premultiplicando la restriccién algebraica C(1)® (¢, to)e(to) = 0 por & (1, 19)" C(#)*, sc obtiene de (C.7)

D(t, to)" CH)* CH)P (L, to)e(lo) =0

con (*) indicando la conjugada traspuesta. Ahora, integrando la ecuacién anterior en el intervalo |tn, t1] se obtiene

[[“<I>(t. to)" C)*Ct)® (1. f.o)dJ e(ty) =0 (C.8)

! il

donde la matriz Grammiana queda

i
Vit ty 2 [ a0, o) C)ycwy (i, to)dt

to

Comentario C.6 Del resullado anterior es claro, entonces, que lo restriccion algebraica de la DISL (C.5)) es la
misma que la condicion de observabilidad ya conocida para sistemas lineales. Nucvamente se verifica que la condicion.
para la cxistenciu de la DISL es que V(lg, 1)), sea singular y ésto implica pérdida de observabilidad para el sistema

(C.1)
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