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Proélogo

Este trabajo de tesis tiene el propdsito de generar conocimiento escrito para las futuras
generaciones de la Maestria en Ingenieria Mecénica interesados en el analisis, modelacién

y simulacién de trayectorias curvas.

Gran parte de las operaciones de manufactura que se realizan en la industria son ejecutadas
por herramientas que se desplazan por rutas de trabajo rectilineas. Sin embargo, algunas de
dichas operaciones son complejas y se requiere del disefio y la planificacién de trayectorias
no rectilineas. Asi, operaciones de ensamble en la industria automotriz u operaciones
espaciales y médicas requieren del analisis, modelaciéon y simulacién de trayectorias

curvas.

En la literatura tradicional las trayectorias son analizadas en términos de sus expresiones
paramétricas; es decir, basta con conocer el lugar geométrico de la trayectoria y asociar una

curva. Posteriormente, se determinan sus ecuaciones paramétricas y sc construye el modelo.

Sin embargo, el analisis formal de trayectoria debe ser realizado de manera rigurosa y

sistematica, puesto que en realidad la teoria de curvas es relativamente compleja.

En trabajos recientes se han sistematizado los modelos de trayectorias tipo rectilineas. De
dicha sistematizacion se generé una metodologia paso a paso la cual puede utilizarse para
analizar, modelar y programar trayectorias compuestas por “n” lugares geométricos

rectilineos y “m” perfiles de trayectoria trapezoidales.

En este trabajo de tesis se sistematizan los modelos de una trayectoria de lugar geometrico
tipo parabélico. Dichos modelos son acoplados con el movimiento de un robot cartesiano
tipo PPP. Se discuten y analizan los conceptos fundamentales de la teoria de curvas en

términos de las ecuaciones de Frenet.

A lo largo de todo el trabajo los problemas son planteados y solucionados usando los pasos




generales del Método Cientifico, pues, a dicho método, se le considera el mas apropiado
para resolver problemas en las ciencias y la tecnologia y, puestoe que la Ingenieria es ciencia

y a la vez tecnologia, es necesario usar el Método Cientifico.

Cabe sefialar que los modelos de trayectoria seran programados y simulados en la
plataforma de calculo formal Mathematica. Se trata de mostrar como la sistematizacion de

un modelo de trayectoria debe ser la misma en los procedimientos de la programacién.

Finalmente, se agradece a todas aquellas personas que con sus valiosos criterios
contribuyeron a la mejora del trabajo de tesis. Asimismo, la tesis forma parte de la linea de
investigacién “Simulaciéon de sistemas de manufactura”, desarrollado en la Seccién
Mecanica de la DEPFI, UNAM e integra el archivo cientifico — tecnoldgico del laboratorio

de Mecatronica localizado en dicha seccion.
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Resumen

En esta tesis se analiza, modela, programa y simula una trayectoria continua del tipo
parabdlico. Son construidos los modelos cinematicos de un robot cartesiano tipo PPP el
cual se mueve en el espacio. Los modelos de la trayectoria y del robot son acoplados vy,
posteriormente programados en el lenguaje de: calculo formal Mathematica V4. Fue
utilizado un polinomio de grado 5 para eliminar las discontinuidades de los perfiles teéricos
trapezoidales relacionales con la trayectoria. Se presenta un estudio sistematico para
determinar las ecuaciones de Frenet. El método utilizado para construir los modelos fue el
Método Cientifico. Finalmente, los resultados obtenidos podréan ser utilizados para modelar

trayectorias mas complicadas.

Palabras clave: Trayectorias curvas, ecuaciones de Frenet, cinematica, robotica.
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Introduccion

En este trabajo de tesis se tratara de cumplir con los siguientes objetivos:

* Analizar, modelar, programar y simular una trayectoria continua parabdiica.
* Construir los modelos cinematicos de un robot cartesiano tipo PPP.
= Realizar un estudio sistematico de las ecuaciones de Frenet.

= Aplicar el Método Cientifico para formular y solucionar los problemas de trayectoria y

del robot.

= Acoplar los modelos de la trayectoria y del robot y, posteriormente, programarlos y

simular los movimientos en el paquete de calculo formal Mathematica V4.
I.1 El motivo de la investigacion
Lo que motiva a la investigacion de este trabajo de tesis se resume de la manera siguiente:

“ El problema de la trayectoria es muy importante en la planificacion y desarrollo de sistemas
productivos [ 1], puesto que en todo aquello que tenga un movimiento especifico se requiere
del disefio de trayectorias. Maquinas, dispositivos mecanicos, lineas de produccidn,
almacenes, etc., son los elementos de trabajo que componen un sistema de manufactura. Para
que dicho sistema opere de forma correcta, es necesario de una buena y funcional planeacién

de las trayectorias de operacion.

Por otro lado, muchos de los estudios orientados al estudio de las trayectorias no presentan un
analisis sistematico el cual permite desarrollar con todo rigor los modelos de trayectorias
continuas no rectilineas. Quizas es porque dichos estudios son presentados en forma sintética o

porque las aplicaciones no requieren del rigor tedrico.




Cualesquiera que sea la causa, es necesario construir metodologias paso a paso que muestren
los procedimientos analiticos y sintéticos realizados para modelar trayectorias. Todo esto con
el fin de solucionar problemas relacionados con trayectorias de una manera contundente y

precisa.

Recientemente se ha propuesto un método paso a paso para analizar y modelar trayectorias
continuas rectilineas [2]. Las aplicaciones de tal metodologia han sido sistematicas. Por
ejemplo en [3 ,4], se modeld una trayectoria continua compuesta por 42 segmentos rectilineos
asociados con los lugares geométricos y 42 segmentos rectilineos relacionados con el perfil de
trayectoria. Dicha trayectoria estd asociada con una operaciéon de soldadura para un
componente electronico. En [5] se analizaron trayectorias rectilineas para un problema de
interseccion de trayectorias. Sin embargo, tal metodologia no puede utilizarse para analizar
trayectorias no rectilineas. Por tanto, el objetivo de este trabajo es estudiar una trayectoria
parabdlica; es decir, no rectilinea y, con dicho estudio, completar la metodologia desarrollada
por [2], con el propésito que pueda generalizarse para su aplicacion er el analisis, modelacion,

programacion y simulacion de trayectorias no rectilineas. ™

1.2 El Método Cientifico

Para plantear y solucionar problemas, generalmente en las ciencias, se utiliza el Método

Cientifico. De acuerdo con [6] dicho método se define de la manera siguiente:

*“ Es la aplicacién general y sistematica de la Logica. ™

Es un hecho, pues, que tal definicion del Método Cientifico permite su uso generalizado no
solo en las ciencias exactas sino también en otras disciplinas que se consideran no exactas
como las derivadas del pensamiento social y artistico. De hecho, la tecnologia al basar en la
ciencia sus avances, usa la logica en los problemas que se plantean y solucionan en el

desarrollo tecnolégico



La ingenieria Mecénica vista en este contexto es, por tanto, una ciencia aplicada. Asi serd
posible aplicar el Método Cientifico para plantear y solucionar problemas no solo en la

Ingenieria Mecénica sino también en sus campos afines.

Los pasos generales del Método Cientifico se resumen de la manera siguiente:

1) Definir, en forma sintética, el problema por solucionar.

2) Definir las restricciones del problema.

3) Formular una hipétesis o un conjunto de hipétesis.

4) Definir las premisas o axiomas de referencia.

5) Llegar a la solucion del problema partiendo de las premisas.

6) Probar que la solucion del problema satisface las premisas, los axiomas y las

restricciones con la cual dicha solucion se considerara valida.

Es importante sefalar que, puesto que el Método Cientifico es la aplicacion general y
sistematica de la Logica, sus pasos deben estar escritos en términos de proposiciones.
Asimismo, para llegar a la solucion del problema se pueden utilizar una sistematizacion logica
inductiva o deductiva y, al mismo tiempo, las operaciones de analisis y sintesis deben ser

efectuadas con precision.

En este trabajo de tesis se utilizaran los pasos del Método Cientifico descritos anteriormente

para plantear y solucionar los problemas de la trayectoria y del robot cartesiano.

I.3 Algunas consideraciones importantes relacionadas con las trayectorias

De acuerdo con [7], una trayectoria es el lugar geométrico que describe un punto en el espacio.

Por otro lado, en [2] define la trayectoria en términos de los elementos que la componen:

“Una trayectoria esta compuesta por:




1) Un sistema de lugares geométricos.

2) Un sistema de perfiles tedricos de la trayectoria. ”

Los lugares geoméiricos son, en general descritos por curvas ya que una recta es, por

definicion, una curva en la cual la curvatura y la torsién son nulas.

Los perfiles tedricos de trayectoria son graficas construidas en el sistema R” x R; es decir, se
generan por medio de funciones que tienen dominio en el tiempo (R") e imagen en los

numeros reales.

De acuerdo con [2], el acoplamiento entre lugares geométricos y las funciones de los perfiles

de trayectoria constituyen en forma general una “trayectoria de operacion”.
En [8] se clasifican las trayectorias en:

1) Continuas.

2) Punto a punto.

Una trayectoria es continua si el desplazamiento de una particula es continuo a lo largo del
lugar geométrico. Las trayectorias punto a punto se caracterizan por definir un punto inicial y
uno final por los cuales pasard una particula o herramienta. En este tipo de trayectorias no se

analiza las formas en que son alcanzados los puntos.

El disefio y planificacion de sistemas productivos exige que las trayectorias de operacion sean
analizadas con cuidado y con detalle. Asi, se requiere, en principio disefiar las rutas de trabajo
de las herramientas [9]. Una vez definidas las rutas segiin se describe en [2], se procede a

construir las ecuaciones de posicion de las herramientas en el espacio — tiempo.

Cabe sefialar que, en general, el perfil (grafico) tedrico de velocidades es conocido o se

construye. De dicha grafica, se procede en forma analitica, a generar su funcién de



velocidades asociada y, posteriormente, a partir de la funcién de velocidades, se generan las
funciones de desplazamiento y aceleracion, asi como sus respectivas graficas (perfiles)

asociadas.

Al relacionar las ecuaciones de movimiento con las funciones de los perfiles de trayectoria se

generan, finalmente los modelos cinematicos, es decir;

1) Modelo de desplazamiento.
2) Modelo de velocidad.

3) Modelo de aceleracion.

Es importante sefialar que, en general, los perfiles de trayectoria teéricos presentan, en ciertos
puntos de las graficas, discontinuidades las cuales se deben evitar o eliminar. De acuerdo con
[8], se pueden utilizar polinomios de grado 5 y 8, con sus respectivas primeras y segundas

derivadas, para eliminar las discontinuidades.

Los polinomios se construyen a partir de los datos cinematicos descritos en los perfiles
teéricos de la trayectoria. Una vez generados dichos polinomios, estas sustituyen las funciones
de desplazamiento, velocidad y aceleracién. Por tanto, el modelo de trayectoria debe

considerar el uso de polinomios para eliminar discontinuidades [2,3,4].

Es importante sefialar que, el polinomio de grado 8 es, generalmente, inestable y su uso debe
ser cuidadoso. En este trabajo de tesis se utilizaran polinomios de grado 5 para eliminar las

discontinuidades.

Por otro lado, en las trayectorias tipo rectilineas, la orientacién del movimiento de la
herramienta es siempre constante a lo largo del lugar geométrico. Esto no ocurre en las
trayectorias no rectilineas. Ademas, la incorporacion o, mas bien dicho, las relaciones entre las
funciones reales de los perfiles de trayectoria y las ecuaciones de movimiento, para el caso de

trayectorias rectilineas son de alguna manera directas.




En cambio, en las trayectorias no rectilineas, dichas relaciones no son directas. Se tiene que
encontrar una relacion en funcion de la longitud de curva la cual puede relacionarse con las
funciones del movimiento de la herramienta. En un segmento rectilineo, la curvatura y la
torsion (propiedades intrinsecas de toda curva que dependen de la longitud de arco) son cero.

Para el caso de lugares geométricos no rectilineos dichos parametros no son nulos [10].

Toda curva en el espacio queda determinada al conocer su curvatura y su torsién (doble
curvatura). Para el caso de curvas planas, la torsién es nula y la curvatura no es nula; es decir,

depende de ciertas relaciones geométricas [10]

Las ecuaciones de Frenet [10], son utilizadas para caracterizar y modelar curvas tanto en el
espacio como en el plano. Dichas ecuaciones relacionan la tangencia, curvatura y torsién en

funcién de la longitud de arco visto como parametro natural.

Con las ecuaciones de Frenet es posible determinar toda clase de curvas. En general, las
curvas espaciales son dificiles de modelar con las Ecuaciones de Frenet, en cambio las curvas

planas no presentan gran complejidad.

En este trabajo de tesis se discuten los conceptos y relaciones que permiten comprender las
ecuaciones de Frenet. Esto con el propésito de que, en investigaciones futuras, se tenga una
referencia tedrica general, para deducir toda clase de curvas y poder aplicar la teoria de curvas

con todo rigor para el analisis de trayectoria.

La curva que sera analizada en este trabajo de tesis, es una parabola y el algoritmo
desarrollado, producto del modelo teérico de la trayectoria, permitira generar una parabola en

el espacio — tiempo conociendo tres puntos de dicha curva.

Es importante sefialar que, en esta tesis, no se presenta una deduccion sistematica de la
pardbola a partir de las Ecuaciones de Frenet, pues el objetivo principal es caracterizar el

modelo de la trayectoria sobre la base de una metodologia de aplicacion.



1.5 Investigaciones en trayectoria

Diversas investigaciones han sido orientadas al estudio y la planificacién de trayectorias. Por
ejemplo, en [12] se estudia una trayectoria para el pulimento de piezas metalicas usado un
robot e informacion basada en sistemas CAM (Computer Aided Manufacturing). Aqui, no se
presenta un procedimiento explicito del andlisis de trayectoria. Otros estudios se han
orientado al estudio y planificacién de trayectorias para la evasion de obstaculos. En un
trabajo presentado en [13], se propone un método para la planeacién Optima de trayectoria
para robots manipuladores que evaden obstaculos méviles. Utiliza funciones B-spline y un
polinomio ciibico para la planeacion de trayectorias. En el trabajo propuesto en [14] se estudia
un modelo dinamico basado en la generacion de trayectoria de un manipulador mévil. Aqui,
se utilizan algoritmos genéticos para el modelado y un polinomio de grado 5 para suavizar los
perfiles de trayectoria relacionadas con las juntas articulares del robot. En el trabajo
presentado en [15] se utiliza un método para determinar las caracteristicas no lineales
dindmicas de un robot manipulador usando franjas de trayectoria. Aqui, se modela una

trayectoria punto a punto y un perfil de trayectoria senoidal.

L.6 La tesis y resumen del capitulado

En este trabajo de tesis se analizard una trayectoria curva plana del tipo parabélica con el
objetivo de construir su modelo, el cual pueda ser simulado en una computadora. En forma
paralela, se construiran los modelos cinematicos de un robot cartesiano tipo PPP. Los modelos
del robot y de la trayectoria se acoplan y son programados y simulados en la plataforma de

calculo formal Mathematica V4 [11].

Con los resultados del modelo de la trayectoria curva, se completaron los pasos de la

metodologia desarrollada en [2] con el propdsito de generalizarla.

Cada modelo analizado es obtenido usando el Método Cientifico[6]. Se pretende mostrar que

la utilizacién de dicho método simplifica y clarifica el planteamiento y solucién de problemas




en el campo de la Ingenieria Mecanica.

Este trabajo de tesis estd compuesto de 4 capitulos y un apéndice los cuales se resumen a
continuacion:

En el capitulo 1 se define, con el Método Cientifico, el problema general de esta tesis, sus
restricciones, asi como una hipdtesis y un sistema de premisas basicas. Se discuten algunas

consideraciones relacionadas con el alcance de la investigacion.

En el capitulo 2 se construyen, de manera sistematica, los modelos cinematicos del robot
cartesiano. Son formulados los problemas directos e inversos cinematicos. Se analizan dos

configuraciones del robot: la no deformada y la deformada.

En el capitulo 3 se discuten las relaciones geométricas y conceptos de la teoria general de
curvas. Se definen los términos curva, longitud de curva, tangencia, curvatura, y torsion,

ademas, se discuten las ecuaciones de Frenet.

En el capitulo 4 se caracteriza la trayectoria parabolica. Se construyen sus modelos, en forma
sistematica y se proporcionan los pasos generales para analizar otros tipos de trayectorias

curvas no rectilineas planas.

Finalmente, se dan las conclusiones de esta tesis, asi como un apéndice en el cual, se presenta
el codigo de programacion de la trayectoria descrito en el lenguaje de programacion
Mathematica V4.



Capitulo 1

Definicion del problema, restricciones, hipoétesis y premisas

basicas

Introduccion. En este capitulo se define el problema por solucionar en este trabajo de tesis
y sus restricciones, asi como una hipdtesis y un sistema de premisas basicas. El objeto es
usar el método [6] para plantear el problema en forma conceptual y, posteriormente,

sistematizar dicho problema usando un proceso 16gico-inductivo.
1.1 Definicion del problema
“Se requiere modelar, programar y simular el comportamiento cinematico de un robot”.
Las restricciones del problema son:
1) El robot consta de tres eslabones rigidos articulados conectados por juntas del tipo
prismatico y su movimiento es en el espacio y es del tipo cartesiano.
2) El desplazamiento del robot es en el espacio (X, Y, Z)
3) El lugar geométrico de la trayectoria es parabolico.
4) Los perfiles de trayectoria son trapezoidales.
5) Las funciones de anlisis son de la clase C* *[10].

1.2 Hipotesis y premisas basicas

En esta secciéon se propone una hipdtesis la cual conducird a solucionar el problema

definido en la seccién anterior, asi como un conjunto de premisas basicas; esto es:

* Las funciones de la clase C* se definen como el conjunto de todas las funciones al menos tres veces
continuamente diferenciables.



e Hipdtesis:

“Es posible modelar el comportamiento cinematico de un robot a partir de la
geometria”

e Reglas de inferencia
1) La solucidn del problema depende de todas las reglas de inferencia de la geometria
1.3 Algunas consideraciones sobre el problema de esta tesis

En esta seccidon se discuten algunas consideraciones de interés relacionadas con el
problema, sus restricciones, asi como la hipétesis y el sistema de premisas basicas. De
acuerdo con la definicién del problema dada en la seccién 1.1 de este capitulo, el
comportamiento mecénico del robot es puramente cinematico y por tanto, las fuerzas que

producen el movimiento no son consideradas para el analisis.

Por otro lado, es claro que el concepto de cinematica implica la geometria; es decir, la
cinematica es la geometria del movimiento, de ello se sigue que el problema formulado en
esta tesis se solucionara mediante la aplicacion de las reglas de inferencia de la logica y la
geometria, de alli la razén de la hipdtesis. Ademas, el modelo de la trayectoria se analiza
usando la geometria diferencial, en particular las leyes de Frenet [10]. En este sentido las

funciones de analisis son del tipo continuas.
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Capitulo 2

Modelacion cinematica de un robot cartesiano tipo PPP

Introduccion. En este capitulo se construyen los modelos cinematicos relacionados con un
robot cartesiano tipo PPP de 3GDL. Son formulados los problemas directos e inversos de
posicion, velocidad y aceleracion relacionados con dicho robot. Se usard la operacion

binaria ®:R*x R* - R* [16] para modelar las traslaciones de los eslabones que componen

el robot cartesiano.
2.1 Definicion del problema, restricciones, hipotesis y premisas basicas

En esta seccién se define el problema por solucionar en este capitulo, sus restricciones, una

hipétesis y un conjunto de premisas basicas; esto es:
Problema:
“Modelar el comportamiento cinemdtico de un robot cartesiano”
Restricciones:
1) El robot esta compuesto por tres eslabones conectados por juntas prismaticas del
tipo P.
2) El movimiento del robot es en el espacio euclidiano de puntos.

3) No se incluye el analisis de la trayectoria.

4) Las funciones son continuas y al menos 3 veces diferenciables[10].
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Hipdtesis:

“El modelo cinematica del robot se construye usando la geometria

2.2 Algunas consideraciones importantes

En esta seccién se discuten algunas consideraciones importantes relacionadas con el

problema definido anteriormente y con el proceso de sistematizacion.

El estudio es centrado solo en el comportamiento cinematico que implica el analisis del
desplazamiento, velocidad, aceleracion y trayectoria. Sin embargo, el modelo de trayectoria
seré analizado en el capitulo 4 de esta tesis. Por otro lado, el hecho de prescindir del estudio
de trayectoria, permitira modelar el comportamiento cinematico del robot en dos

configuraciones [17,18]:

1) Lano deformada.
2) La deformada.

Notese que el término “deformada” no esta asociado con los cambios de geometria de los
eslabones sino mas bien con los desplazamientos, puesto que una rotaciéon y/o un

desplazamiento se consideran deformaciones rigidas [7].

Por otro lado, el proceso de sistematizaciéon que se utilizard en este capitulo, es el légico
inductivo; es decir, primero se construirin los modelos de posicionamiento Yy,
posteriormente, los modelos de velocidad y, finalmente los modelos de aceleracion.

2.3 Caracterizacién de robot cartesiano

En esta seccion se presenta la arquitectura del robot cartesiano motivo de estudio en este

trabajo de tesis. Dicho robot estid compuesto por tres eslabones rigidos llamados E,, E; y E3

conectados por pares prismaticos (P). El movimiento del robot esta restringido al espacio
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- euclidiano de puntos en tres dimensiones €. La figura 2.1 muestra la arquitectura del robot

cartesiano.

Figura 2.1 Arquitectura del robot cartesiano

El eslabon E; es activado por el actuador M,, en tanto los eslabones E; y E; se mueven por

medio de los actuadores M, y M; como se muestra en la figura 2.1. El punto pot € E,

[T )

llamado “punto terminal” esta obligado, en este caso, a describir una trayectoria “t”” en “g”.

Por otro lado, al fijar en el tiempo al robot, es posible representarlo de la manera siguiente:
RC:TUE|UE1UE3

Donde “T” es el eslabon tierra. Las juntas prismaticas se representan por medio de las

intersecciones siguientes:
1) Fi=TnNE,

2) P=E NE;
3) P;=E;nE;
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2.4 Analisis de la configuracién no deformada

En esta seccion se construiran las ecuaciones de posicion asociadas con el robot cartesiano
motivo de estudio mostrado en la figura 2.1. La posicién que guarda el robot en dicha

figura es llamada “no deformada” o “configuracién de referencia” [17,18,19,20].

Para poder analizar la configuracion no deformada del robot, es necesaric asociar vectores
de posicién sobre los eslabones que lo componen y vectores que permiten localizar desde

el origen “0” los puntos “1, 2, 3” y pot € E,. Dichos vectores se muestran en la figura 2.2

Figura 2.2 Vectores de posicion en la configuracién no deformada

Los vectores de posicién mostrados en la figura anterior se pueden representar de la manera

siguiente:

1) T =pot-(0)

2) T,,=(1)-(0)
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3) T, =@-0)
4 T,,=03)-Q)

5) Ty = (po) ~(3)

Por tanto, las coordenadas del punto pot € E, se determinan desde el origen “o” de la

manera siguiente:
EPOI.O =I[,®L,,® L,, eLpol,! (2 1)

Considere ahora que sobre los eslabones que componen el robot RC se definen sistemas

locales como se muestra en la figura 2.2.

% X =
\\ gl"
\‘\ Z -
N Figura 2.2 Bases locales
x &

De acuerdo con la figura anterior, los vectores de posicion Ly 1, L3 2, Lotz e R’ se escriben

en términos de los sistemas locales de la manera siguiente:
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1) Lz.l = 12.1 'ei' (22)
2) Ly,=L, ec,”

3) I_"po!.l = lput.?u .E

Aqui, 1,,, 1,, 7,5 € R son las longitudes de los vectores. Por tanto, la expresion (2.1) se

puede escribir en términos de las bases locales; esto es:

Lo =L ®Ly, °c,'® 1,,0¢,"® L, '?i* (2.3)

] " " 3 = L] - .
Por otro lado, las bases locales e, e", " €R’ son traslaciones rigidas de la base inercial

e; €R’ localizada en ori gen “0” segin se muestra en la figura 2.2. Por tanto,

1) e'=@e, (24)
2) e,"=¢,
3) &=¢

La expresion (2.3) se escribe en términos de la base inercial fija de la manera siguiente:

-

Lo =Lio® 1,,0¢,0 1,,0¢,® 1,;%¢, (2.5)

e Formulacion del problema cinematico directo en la configuracién no deformada

“Dados, I, eR%,1,,,1,,,1,,, €R, encuentre, I, R tal que la expresion (2.5) sea satisfecha”.

e Formulacion del problema cinematico inverso en la configuracion no deformada

* Considere el signo negativo para el tercer termino del vector que define el elemento final [, €R" ya que

/ ° g; esta en la direccion negativa de la base local

pot,3
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“Dados, I,eR" y L,,eR"encuentre, 1,,,1;,,1 , €R tal que la expresién (2.5) sea

satisfecha”.

2.5 Analisis en la configuracion deformada

En esta seccién se construiran las ecuaciones de posicién asociadas con el punto pot € R*

una vez realizado el movimiento del multicuerpo a través de traslaciones rigidas sucesivas
realizadas por lo actuadores M;, M, y Ms. La configuracién asi obtenida, es llamada
deformada [17,18,19,20]. La figura siguiente muestra el robot RC en la configuracion
deformada:

Figura 2.3. Configuracion deformada del robot cartesiano

Para modelar la posicion del robot en la configuracion deformada se procedera, al igual que
en la seccién anterior, definiendo vectores de posicién sobre dicha configuracién. Tales

vectores se muestran en la figura 2.4. De acuerdo con la figura 2.4, las nuevas coordenadas
del punto pot € R* medidas desde el punto “0” se encuentran por medio de la siguiente

expresion:

.E'pm,o :EII.OGB I_"'Z.le L'MG? Llpm,z (26)
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Nétese que I'',, =I,,. Por otro lado, al igual que en la seccién anterior, se definen sistemas

locales sobre los eslabones que componen el robot cartesiano motivo de estudio. Dichos

sistemas son 1lamados “deformados™ y se muestran en la figura 2.5.

Z Figura 2.4 Vectores de posicion en la configuracion deformada

Figura 2.5. Bases locales en la configuraciéon deformada
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De acuerdo con la figura 2.5, los vectores L', L’32 , Lpo3 € R’ se pueden escribir en

términos de los sistemas locales deformados; esto es:

1) LY, =le a,’ (2.7)
2) L,=1;e a"

3) L', =

Por tanto, la expresion 2.6 se escribe en términos de los sistemas locales deformados de la

manera siguiente
Lo =I'0® I'ye a,'@l',0 2,"® I';ea," (2.8)

Por otro lado, las bases locales deformadas son traslaciones rigidas de las bases no

deformadas y éstas, a su vez, son traslaciones rigidas de la base inercial fija. Por tanto,

(2.9)

La expresion 2.8 se escribe entonces en términos de la base inercial fija segun las

expresiones (2.9), de la manera siguiente:

E‘W.U =£'I,D® 1I2.1' c_aeallu. iel‘w,a' c_z ! (2°10)
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e Formulacién del problema cinematico directo de posicion en la configuracion

deformada

“Dados, I',eR", I',,1',,I',,;€R, encuentre, I, eR* tal que la expresién (2.10) sea

satisfecha”.

e Formulacion del problema cinemético inverso de posicion en la configuracion

deformada

“Dados, I'',eR* y I'',,, €R"encuentre, I',,,I',,,I',, ;€R tal que la expresién (2.10) sea

satisfecha”.
2.6 El modelo de velocidad

En esta seccion se construyen los modelos de velocidad asociados con el robot cartesiano

motivo de estudio. Fara ello, se usaran funciones del tipo 1:J>R y I':J-> R’ donde

J€[0,+) es un intervalo de tiempo.

Las coordenadas del punto por'e R’ medidas desde el origen “o” y en el tiempo z € J se
encuentran al expresar la ecuacién (2.6) en términos del tiempo 7€ J de la manera
siguiente:

Lo(t) =L (1)8LY, ()BL, (1)OL', (1) (2.11)

Por tanto, la velocidad del punto pot'e R* se encuentra el derivar con respecto al tiempo

t € J,laexpresion (2.11). Esto es:

Lo (£) =L (1) ®L1, (1) OLY, (1) ®L1, (1) 2.12)
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Por otro lado, las expresiones (2.7) se escriben en términos del tiempo 7 € J de la manera

siguiente:

D L' ()=, )ea) (2.13)
2) L' ,0)=(r,0)ea"()
3) L' (0= ()02, ()

Las derivadas con respecto al tiempo teJ de las expresiones (2.13) son las siguientes:

1) r_'llo(:)= 0 (2.14)
2) L0 00a ) =120) sa 001, (00,10

) L, 0=(500a70) =1, 0) sa 001, ()00, )

8 L s 0= s 00 0,"0) =2, () 00,0 5 ()02,"()

Por tanto, la expresion (2.12) se escribe en términos de las ecuaciones (2.14) de la manera

siguiente:

r‘po:.D (t)= 1'2.1.(1)0&_'(1)@3} ( ) (1)91"3 2 (t)'a “( )61'3 2 (I)Oa "( )el'pot 3 (t)- A I)

I'pa.r,B (Z). 22'_" t)

(2.15)
Cabe senalar que,
1) a,(t)=e,'(t)=e,(t)=0 (2.16)

0

2) 2,"t)=¢,"(t)=¢,()

3) 3,"(1)=¢,"(1)=¢,())=0
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Las relaciones (2.16) reducen la expresion (2.15), esto es:

[ o () =15, (R @1, (0, ()BT (o 2,0 2.17)

Por otro lado,

1) a,(t)=e,'(t)=e,(t) = e,(to) = ¢, (2.18)
2) a,"(t)=¢,"(t)=¢,(t)=¢,(t0)=¢,

3) a,"(t)=¢,"(t)=¢,(t)=¢,(to)=¢,

Por consiguiente la expresion (2.17) se escribe de la manera siguiente:

o(t)=1,,(the, @15, (t) e, @1, 5(t)e, (2.19)

e Formulacién del problema cinematico directo de velocidad en la configuracion

deformada

“Dados, 1'2.: (t),l'l;(r) ,I'm; (t)e R, encuentre: | (t)e R* tal que la expresioén (2.19)

sea satisfecha”.

¢ Formulacion del problema cinematico inverso de velocidad en la configuracién

deformada

- - -

“Dado, F'w:_o (t) e R* encuentre Fai (t), Vs (t),I' ., (z)e R, tal que la expresion (2.19) sea

% pot,3

satisfecha”.
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2.7 El modelo de aceleraciéon

En esta seccion se construyen las ecuaciones de! modelo de aceleracion relacionado con le
robot cartesiano motivo de estudio. La aceleracién del punto por'e R® medida desde el

origen “o0” se encuentra al derivar con respecto al tiempo t €], la expresion (2.12), esto es:

o ()= Lo, ()@ L, ()@ L' (0) (2.20)

Por otro lado las derivadas de los vectores localizados en el lado derecho de la expresién

(2.19) son las siguientes:

D) Ly 0= 0ea O =1, (ka0 2, (ke OO1,,()ea)  @21)
) L= 00 O =15 (ra (021, (e 001 ()4 )
3 Loy (=0 @0, O =10 (02,21, (o @, OO 2 (o 2,™(0)

Por tanto, la expresion (2.20) se escribe en términos de la expresiones (2.21), de la manera

siguiente:

[ s ()=, (2 ()® 205 (o (1, ()o 0, R1, , (e ()@

2, (e @ OB, ()0 a (B s (P2, ()@ 21 s (o, (B s (o, 0)

Cabe sefialar que,

(2.22)

) at

)=e,'(1)=e,(1)=0 (223)

2) a,'(1)=¢,"(1)=¢,(t)=0
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070070 =e)=0

Sin embargo, de acuerdo con las expresiones (2.16) y (2.23), la ecuacién (2.22) adquiere la

forma reducida siguiente:

..

[ o 0)=15, (e, (@1, (g, @1 . (o2, () (2.24)

Por otro lado, al usar las expresiones (2.18) la ecuacion de aceleracion (2.22) es:

[ o ()=, (e, O1,, (o, 1 ., (t)oe, 2.25)

e Formulacion del problema cinematico directo de aceleracion en la configuracion

deformada

“Dados, l',l(t) . 32“( ) A _— ( )€ R, encuentre, F'mlo (t)e R* tal que la expresion (2.25)

sea satisfecha”.

e Formulacion del problema cinematico inverse de aceleracién en la configuracion

deformada

“Dado, I"Po:;] (t)e R*encuentre 1',,(t) ,1';,(¢) ,/',,5 () € R, tal que la expresién (2.25)

sea satisfecha”.
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Capitulo 3

Teoria de curvas

Introduccion

En este capitulo se estudian los conceptos fundamentales de la teoria de curvas con el
propésito de modelar, en el capitulo 4, trayectorias rectilineas y parabdlicas; es decir,
algunas de las curvas coénicas elementales. Se introduciran los conceptos de tangencia,
curvatura y torsién con el objetivo de usar las ecuaciones de Frenet para caracterizar las

curvas candnicas mencionadas anteriormente [10].
3.1 Definicion del problema, restricciones, hipotesis y sistema de axiomas

En esta seccion se define el problema para solucionar en este capitulo, asi como sus
restricciones fundamentales, una hipdtesis y un sistema de axiomas basicos. El problema es
el siguiente:

“ Se requiere analizar y modelar curvas™
La restriccion fundamental es la siguiente:

Las funciones de anilisis deben ser cuando menos tres veces continuamente diferenciales
en el tiempo (R;). El problema y sus restricciones definido anteriormente, se pueden
sintetizar de la manera siguiente:

“Dada C:1-» R’

encuéntrese:

1) Mr=Mg(C)
2) Mp=M¢p(C)
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tal que

R, =R,
sea satisfecha”.
Aqui,

C: es una curva genérica.

I: es un intervalo en R.

E : Es el espacio euclidiano de puntos tridimensional.
Mg : es el modelo de la trayectoria rectilinea.

M, : es el modelo de la trayectoria parabélica.
- .y A . . . .y r .
Y por ultimo la expresién R, = R, significa que “una representacién paramétrica regular

R, =R(), tel, es equivalente a ofra representacion paramétrica regular

RA, =R (8), 6 € 1, si existe un cambio admisible de parametro ¢ = #(0) tal que:

(1) t=,) =1,
(ii) R((6)) =R"()

Por otro lado, la hipédtesis que sera utilizada para concluir la solucién del problema descrito

anteriormente es la siguiente:

“Toda curva en el espacio queda caracterizada por la curvatura y la torsion. Dicha

caracterizacion depende de las ecuaciones de Frenet".

Finalmente las premisas o axiomas basicos con las cuales se sistematizaran las trayectorias

coénicas son[10]:
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1) ts)=K(@)-ns) ;  sel
2) Pis_)=—K(s)-1@+t(s)-P(_s); sel

3) @=—T(S)-iﬁ); sel

Aqui, k(s) y t(s) son la curvatura y la torsién que son funciones de la longitud y t(s), n(s),

b(s) € R son vectores.
3.2 Algunas consideraciones sobre el problema de caracterizacién de curvas

En esta seccion se discuten algunos aspectos importantes relacionados con el procedimiento
de la sistematizacion con el cual sera solucionado el problema definido en la seccion
anterior. Se usara un procedimiento légico inductivo para caracterizar, sistematicamente,
las ecuaciones de Frenet [10] partiendo de los conceptos elementales de tangencia,

curvatura y torsion.

Cabe sefialar que, no seran demostrados los teoremas durante los procedimientos de
sistematizacién, salvo que se requieran en algunos casos. En realidad, el objetivo de este
trabajo de tesis es el de relacionar, sistematicamente, cada uno de los conceptos asociados

con la teoria de curvas.
3.3 Curvas, cambio de parametros y longitud de arco
En esta seccion se definen los conceptos de curva, cambio de parametro y longitud de arco

con los cuales en la seccion 3.5 se procederd a analizar les conceptos de tangencia y

curvatura [10].

27




3.3.1 Curvas

ea el espacio tridimensional de puntos euclidiano un espacio vectorial. La
Sea “E” el espacio trid 1 de punt lidiano y R® p torial. L

funcion:

¥ : ExE > R’ G.1)
definida por

¥(a,b)=R,,, ,V(a,b)eexe y R,, ek’

es una funcién afin. Considere ahora un intervalo abierto Ic R , la funcion,

C:I-R’ (3.2)
definida por:
C()=Rpa(t) , Vtel ¥y Ry, ()R’

es llamada “curva simple” [10]. Nétese que, dada la base canénica eeR’ en R?, el vector

Rpa(t)e R’ se puede escribir de la manera siguiente:
Rpa()=x(2)-¢ + y(t)-e, +2(1) e, (3.3)

Por tanto, las funciones x:I1—-R, y:1>R, z:I>R son tres funciones escalares y

representan las ecuaciones paramétricas de la curva C:1-R’.
Por otro lado, una curva C:1—R*® es regular o analitica si [10]:

1) C:I1->R’estalque CeC' en I
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2) %(C(t)) #0 vtel

Es decir, la curva C:1—»R' es al menos una vez continuamente diferenciable en I vy,

ademas, la derivada de C(t)e R’ con respecto al parametro te1 sea diferente de cero.

3.3.2 Cambio de parametro
Sean JcR y IcR dos intervalos de R. La funcidn,

r:1-1 (3.4)

definida por
r(6) =t veel y tel

es llamada “funcién numérica” [10]. Dicha funcién es denominada “cambio de admisible

de parametrc” si:

1) r:1->lesdelaclase C'enJ. (3.5

2) die(r(e))”; voel

El siguiente resultado es importante en este trabajo de tesis [10]:

Teorema 1.1. Si I':J—1 es un cambio admisible de parametro en J, entonces las

proposiciones siguientes son verdaderas:

1) I':J—1 es uno a uno.

2) I':1->] es un cambio admisible de parametro en L

Observe que si I':J—1 es uno a uno, entonces existe I'':1—J misma que se define de la

manera siguiente:
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r't=0r®) =t
Luego, las siguientes relaciones se satisfacen:

1) TeI'=1,; en 1

2) T"or'=1, en ]
Donde Iy es la funcién identidad. En efecto,

1) Tl (t)=To(I'(t))=I(O) =t =L ()=t con tel

2) T'eI(0)=I""o(I(6))=T'(t) =0 =1,(6)=6 con BeJ
Considere el siguiente ejemplo [22]:

“Verificar si la funcién I':J—1 definida por I'(8)=(b—a)6+a en 0<6<1 con a <b es un

cambio admisible de pardmetro que transforma el intervalo 0<6<1 en el intervalo

a<t<b”.

Para solucionar el problema definido anteriormente , primero se debe verificar si la funcién

I':J—1 satisface los requerimientos (3.5).

En efecto,

1) %(F(G)):b—a y T:J->1 esclase C'.

2) Puesto que a<b, entonces b—a#0.
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Por otro lado, la funcién y:1—1J se caracteriza por:

re)-a _t-a

{_—_
= “b-a

Nétese que si t = a, entonces I'(6)=0 y si t =b entonces I'(6)=1. Por tanto, si 0<6<1,

entonces a<t<b por lo que queda verificado el ejemplo. Por otro lado, una curva regular

es una clase de equivalencia de las representaciones paramétricas regulares [10]. Por tanto:

“Lacurva C:1-R’ es independiente del parametro”.

Considere ahora que dada la curva C:1-R’ se requiere reparametrizarla en el intervalo J.

Para ello sea I':J—1 un cambio admisible de parametro, entonces la funci6n:

a=J—>R®

reparametriza la curva C:1-R® si:

a=IeC

La idea de reparametrizacion se muestra en la figura 3.1.

31



a:J >R’

Figura 3.1. Reparametrizacion de una curva”

3.3.3 Longitad de curva

Sea C : I - %’ una curva y supéngase que C; : Ic — R’ es un arco de C, donde I¢ es un

intervalo cerrado tal que a <t <b. Dicho arco se define por [10]:
Ci)=C, ; Vtelc y L e %’

Considere ahora que el intervalo IC se subdivide de la manera siguiente:
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a=t, <1<t <..<t,=b
Por tanto, en cada t; € I¢ se tiene que:

[, =0, I, =T(t), . T, =I(ta)

lo cual denota una sucesién de puntos en “E”.
Supongase ahora que dichos puntos se conectan en forma sucesiva por medio de rectas
formando un arco poligonal al cual se llamara P. La longitud del segmento definido entre
I'(t;) y I'(t2) se define por:

S2-1 = [(t2) — I'(ty)|
O, en términos generales se tiene que:

Si-ny = [T'(t:) — T'(ti-1)|

Por lo tanto, la longitud de arco poligonal P se define por:

S(®)= X |r(t)-T(t.,)|

Sea P’ un nuevo arco poligonal con la propiedad

S(P)=S(P")
Es decir, P’ es un arco poligonal més préximo a C,; que P. Por tanto, la longitud del arco C,
dada por S(C;) es la mayor de las longitudes de todos los arcos poligonales aproximados a

P, es decir,
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SCH<S®) y S(P)<S(P)

Por otro lado, sea T el conjunto de todas las longitudes de arcos poligonales S(P). El arco

C; : Ic > R’ se dice que es rectificable si T esta acotado superiormente [10].

Obsérvese ademas que, siendo S(P) < S(P), entonces S(P) es también una cota superior del
conjunto T. Por otro lado, todo conjunto acotado superiormente tiene una cota superior
minima llamada superior o también el supremo, pues segun [21], el supremo es la menor de

las cotas superiores. Por tanto,
S(Cy) = Sup(T)

Es decir, la longitud de arco C; : Ic — R’ es el supremo del conjunto T de las longitudes de

arco poligonales.
Cabe sefialar que la longitud de arco es independiente del parametro que se utilice, puesto
que un cambio de parametro implica que la funciéon I' : J — I sea uno a uno. Asi, si la curva

C : 1 R’ es independiente del parametro, también su longitud de arco lo sera.

Por otro lado, sea C(t) = I', una curva regular en I’ y considérese la funcién:

dr,
S(t) = ?T- dt 2 to,tel 3.7

La derivada de la expresion (3.7) con respecto a t € I es la siguiente:



d[s)] _ d ‘(L.))Ii
dt dt

0, equivalentemente:

d[S(] _|dLy|
dt | dt |

Y, de acuerdo con el teorema fundamental del calculo:
d
—|[S(t)| #0
5 [s(t)]

se deduce que la funcion S : I - R es un cambio admisible de parametro. Por tanto, la
longitud de arco S(t) se puede introducir como un parametro a lo largo de la curva C(t) =

[,. Cabe sefialar que una representacion de la longitud de arco como parametro no es

unica [10], pues,

1) S(t)= f‘d(rt)‘dt
2 - IH‘“ @

Dichas referencias dependen del punto inicial I'(t,) que se elija (y, por tanto, S=0) y de la

orientacion.
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Seah:J - R’ talque:h=So0CconS:J—>1yC:1—> R’. Sediriqueh:J — R’ esuna
representacion en funcién de la longitud de arco [10] o también una representacién natural

s8i:

dl"m
ds

Notese que la expresion (3.7) es una representacion natural de la longitud de arco, pues,

dley|_ |d1"(,) = cs) at
ds

Siempre que I'5) = C((s)).

{ ©

(s) |
dr

r (s)

dz

| (s)

El siguiente resultado, es fundamental en este trabajo de tesis [10]:

Teorema. Si I', = C(s) es una representacién natural de la curva C : [ - R*, entonces son

verdaderas las proposiciones siguientes:

1) [S(t;) — S(t)| es la longitud del segmento de arco C, de C comprendido entre

C(S(t2) y C(S(tr).
2) Sil'=C'(S’) es otra representacioén natural de la curva C :1— R?, entonces:

S(t)=x£S8'(t) +k, siendo k una constante.

3) SiI = C'(S’) es otra representacion natural de la curva C : [ — R de la

misma orientacion que I';y = C(S), entonces:
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ds(l) =

dt

dr

s

dt

Por otro lado, si la orientacién es diferente, entonces:

ﬂ?lfi

dt dt

3.4 Tangencia y curvatura

En esta seccion se definiran los conceptos de vector tangente y curvatura relacionados con

una curva [10]. Para este propdsito, se usara una representacion natural de la curva [, =

C(s) = L(s).

Sea I' =T (s) una representacion natural de la curva C : I — I'. La derivada de I'(s) con

respecto a s € I se denota por:

d _ .
a;L(S) =L(s)

Obsérvese que i(s) =1, pues, I'(s) es una representacion natural. Ademas, siendo I'(s)

otra representacion natural de C, entonces:

dL(s) _dI(s) , ds _, dL(s)
s’ ds’ T ds

ds ds ds

. d
Aqui, se ha usado el hecho de que: S =+ S +k; siendo k una constante y d—s- =1,
s
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dr(s")

Por tanto, i tiene ya sea el mismo sentido o sentido opuesto que con lo cual
S

dr(s)
ds

se puede concluir que _f:(s) e R es el vector tangente unitario de la curva I'(s) ens € L.

Luego,

L(s) = t(s) =t

Por otro lado, sea 1, una recta que pasa por el punto “x” de una curva C tal que I, tiene la

misma orientacién que el vector I'(s) =t. Dicha recta es llamada recta tangente. De hecho,

tal recta se representa por:
X = % Tk{l.) : -w<k<ow
siendo x_, =x (t,) un punto inicial.

Considere ahora un plano A que corta a C en el punto x. Supéngase ahora que a es

perpendiculara[” en x_, entonces:

(x-%)e T, =0

(13 »”

dicho plano es llamado “normal” a C en el punto X, [10]. Considere ahora que “y™ es

funcién de I = ['(t). Entonces,
y=x +kt

es el plano normal a C en cualesquier punto x de C.
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Supéngase ahora que I'(s) = I es una curva regular que satisface ['((s) e C. Por tanto, es

claro que i(s) =t e C'. Luego,

4O _Fe)=is) =t

Es importante sefialar que el vector te R’ es independiente de ia orientacién de C. El

vector:

t=1(s)

es llamado el vector “curvatura” de C en el plano (x, y) [10]. Tal vector se representa de la

manera siguiente:

t(s) =k(s) =k

Por otro lado, siendo t =t (s) con |t| = 1, entonces es claro que el vector k es ortogonal a t,

pues' [ 10]:

“ Si u es una funcién vectorial unitaria, entonces el vector resultante de I=U es

ortogonal a u, siendo “t” cualesquier parametro. ”

Notese que siendo k e t = 0, entonces k es paralelo al plano normal A. Asimismo, la

longitud del vector k =k (s) se define
Cu=kl =k (s)|

siendo Cy la curvatura de la curva C en el punto [(s).
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Observe que:

o1
i

1
k(s)

es llamada el radio de la curvatura en S [10].

La figura siguiente muestra el vector tangente t = t(s) = I'(s) y al vector curvatura k = k(s)

= i(s) ambos asociados con el punto I'(s) de la curva C.

=

L(s)
Figura 3.2 Vectores tangente y curvatura

Considere ahora que un vector unitario U, en la direccion k; esto es:

|1

$=

=

Noétese que si k = 0, entonces el vector unitario U, no esta definido, por ello sea n = n(s)

un vector unitario tal que n(s) sea paralelo a k(s) con n(s) de sentido arbitrario.
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Considere ahora que C no tiene puntos de inflexion; es decir, que k(s) # 0 para todo “s”.

Luego,

Dicho vector sera considerado como el vector unitario en la direccién k. A tal vector se le

llama *‘vector unitario normal a C” en el punto'(s) [10].

Notese que si k = 0, entonces n(s) esta indeterminado. Supdngase que k # 0, luego

1(5) = k(s) = (s) o ()
pues,
Ikl = [k| =k
aqui, k(s) es también llamado la curvatura de C en el punto I'(s) [10]. Cabe sefialar que:

1) Sin tiene la misma direccién de k, entonces k = [k|.
2) Si n tiene direccién opuesta que k, entonces k = — [k|.
3) Si C tiene puntos de inflexion, entonces:

k=0 y k=0
Obsérvese, finalmente que:

k(s) =k(s) en(s) =1

pues,
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n(s) e n(s) =1

k(s) ® n(s) = n(s) * n(s) = k(s)

3.5 Triedro movil y torsion (doble curvatura)

En esta seccion se definira el concepto de torsion el cual es también denominado “la doble
curvatura”. Para ello, es necesario caracterizar el llamado triedro mévil [10]. Considere
ahora una recta Inp que pasa por el punto I'(s) de la curva C y Inp ® n(s) = 0; es decir, dicha
recta es paralela al vector unitario normal. Tal recta es llamada “normal principal de C en

I'(s) [10]. La ecuacién relacionada con Inp es:

—o0 <k< oo

I<
Il
=
a2
o
1=

Por otro lado, el plano paralelo a la tangente unitaria t y a la normal unitaria n es

denominado “plano osculador” [10]. Dicho plano se muestra en la figura siguiente:

Figura 3.3 Plano osculador
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Obsérvese que la expresién que gobiemna el plano osculador es:

ot

Sea I” = I'(s) una curva C de la clase C* y supéngase que “n” es continua en toda C o a lo

largo de ella. El vector:
b(s) =1(s) x n(s)

es llamado “vector unitario binormal” a C en el punto I'(s) [10]. Notese que el vector b(s)
es unitario, pues t(s) y n(s) son unitarios. Ademas, la terna (t(s), n(s), b(s)) forman una base
ortonormal dextrégica. Tal base se llama “triedro mévil”. Por otro lado, la recta lgy descrita

por la expresién:
y=L+kb 2 —oo<k <0

es llamada “recta binormal” a C en el punto I'(s)[10]. Por tanto, el plano paralelo a los

vectores t(s) y b(s) es llamado plano rectificante en I'(s). Dicho plano se muestra en la

figura siguiente:
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Plano rectificante

Plano normal

1=

Recta

B Ok Y
/ z A S~
an
S SrE

Normal Plano osculador

Principal

fangente

Figura 3.4 Triédro movil

La caracterizacién descrita en la figura anterior es:

e Rectas

1) Recta tangente
2) Recta normal principal

3) Recta binormal

e Planos

1) Plano normal
2) Plano rectificante

3) Plano osculador



Considérese ahora que “c” es una curva regular de la clase C’ y a lo largo de dicha curva

n(s) € C'. Entonces:
b(s) = % (t(s) x n(s)) = £(s) on(s) +1(s) o0 (s)

O, equivalentemente:
b(s) =1(s) x n(s)
pues,
t(s) xn(s) =0
ya que:

1(s) =n(s) » k(s)
y, luego,

[k(s) ® n(s)] x [n(s)] = k(s)[ .n(s) x n(s)] =k(s) ¢ 0 =0

Es posible representar al vector n(s)como una combinacién lineal de los vectores i(s) v

b(s); esto es:

n(s) = (s)  4(5) + 7(s) ® bis)
Luego,

b(s) = 1(s) x [n(s) ® 1(5) + 7(s) * b(s)]

O, equivalentemente:

b(s) = 1() [t(s) x b(s)]
pues,

Ys)x (n(s) e 1(s)) =0
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Ademas,
n(s) = t(s) x b(s)

Por ello,

b(s) =—1(s) » n(s)

La funcién 1 : ] — I es llamada la torsion de la curva C en el punto I'(s). Dicha funcién es

también conocida como la doble curvatura[10]. La torsién puede escribirse de la manera

siguiente:

t(s) =—b(s) *n(s)

pues,

n(s) @ b(s) =—1(s) » n(s) ® n(s)
n(s) en(s)=1.

Cabe mencionar, finalmente, que el signo de la funcién t(s) es independiente del sentido

del vector n(s) y de la orientacién de la curva C.

3.6 Ecuaciones de Frenet

El siguiente sistema de ecuaciones son llamadas formulas de Frenet [10]:
1) t(s) =k(t)en(s)

2) n(s) =—k(s)* () +7(s) * b(s)

3) b(s)=—1(s) en(s)
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Notese que al considerar la expresion:

n(s) = b(s) x t(s)

entonces:

n(s) = b(s) # £(s) + b(s) # 1(s)

Ademas, al utilizar las expresiones primera y tercera de las ecuaciones de Frenet (ya

caracterizadas en secciones anteriores), se obtiene:

n(s) = —k(s) # t(s) + 7(s) # b(s)

Toda curva C se determina mediante la curvatura y la torsion, consideradas como funciones
de parametro natural [10]. De hecho se demuestra en [10] que si dos curvas C y C’ son tales

que:

1) k(s)=k'(s) y
2) 1(s)=1(s)

entonces C = C excepto e su posicién en el espacio*. Para finalizar este capitulo

considérese el siguiente resultado [10]:

“ Toda curva queda definida inequivocamente por su curvatura y su torsién expresadas en

términos del parametro natural. ”

A
* expresion que satisface nuestra restriccion inicial R, =R,
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Capitulo 4

Analisis de trayectoria de una curva parabdlica

Introduccién. En este capitulo se presenta la sistematizacion de una trayectoria de tipo
parabdlica definida en el espacio — tiempo. Es utilizado el Método Cientifico para formular y
solucionar el problema [6]. El analisis de la trayectoria se realiza en dos partes: 1) generacién
de las ecuaciones de movimiento y 2) analisis de los perfiles de trayectoria [2]. Ambas partes
se relacionan para generar el modelo completo. Se utilizaran polinomios de grado 5 para
eliminar discontinuidades presentadas en los perfiles de trayectoria [8]. Finalmente, el modelo
del robot sera acoplado con el modelo final de la trayectoria y se formularan los problemas

INVersos.
4.1 Definicién del problema, restricciones, hipdtesis y sistemas de axiomas
Considere el siguiente problema:

“Conocidos tres puntos en el espacio, el perfil tedrico de velocidades y el modelo del robot

cartesiano, determine:

1) El modelo de la trayectoria.

2) Los modelos acoplados del robot y la trayectoria.
tal que las siguientes restricciones sean satisfechas:
1) La curva que pasa por los tres puntos es una parabola.
2) La orientacion del plano que contiene a los puntos es arbitrario.

3) Los puntos sobre los cuales pasa la herramienta del robot son los mismos que

describen el lugar geométrico parabdlico.
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4) La trayectoria que describira el robot estd compuesta por un segmento rectilineo y

un parabdlico.

Por otro lado, la hipdtesis que sera utilizada para solucionar el problema definido

anteriormente es la siguiente:

“ Todo lugar geométrico descrito por una curva en el espacio — tiempo sobre el cual se mueve
un punto o una herramienta se puede modelar en términos cinematicos. La modelacion de la

trayectoria depende de la leyes de Frenet.

Las premisas basicas son:

Las leyes de Frenet.
Ademas, las premisas secundarias que forman todo el cuerpo de axiomas son:

1) Teoria del medio continuo.
2) Espacios vectoriales.

3) Geometria analitica plana.

Cabe mencionar que, las premisas bésicas solo serdn usadas como marcos referenciales y no
se usaran de forma explicita. Para el caso de las leyes de Frenet se supone que la curva
parabdlica puede ser deducida de tales leyes [10]. Sin embargo, en este capitulo, dicha
parabola se construird conociendo tres puntos de un plano y se caracterizaran usando la

geometria analitica plana.
4.2 Las ecuaciones de movimiento
En esta seccion se modela la trayectoria parabdlica en el espacio- — tiempo. Son construidas las

ecuaciones de movimiento relacionadas con la herramienta del robot cartesiano la cual se

desplaza por un lugar geométrico compuesto por un segmento rectilineo y un segmento
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parabélico. El método general para modelar la trayectoria es el caracterizado en el trabajo

propuesto en [2].
4.2.1 Las ecuaciones de posicion

Considere que la herramienta “H” mostrada en la figura 4.1 se mueve en el espacio — tiempo y
sobre la trayectoria “1”. Dicha trayectoria esta compuesta por dos segmentos; uno rectilineo y

otro parabdlico como se muestra en la figura 4.1.

Y

Figura 4.1 Lugar geométrico de la trayectoria descrita en el espacio — tiempo

Observe en la figura anterior que “t” estd compuesta de “t”, y “1,”, siendo T; un lugar
gu q p y
geomeétrico rectilineo y T, un lugar geométrico parabdlico. La trayectoria “t” se escribe de la

manera siguiente:
T=T1VT2 (4'1)
Los puntos “b”, “c” y “d” mostrados en la figura 4.1 estan definidos en un plano y sus

coordenadas son conocidas y referidas al punto “o0” localizado en el origen de coordenadas. El

movimiento de la herramienta H va del punto “a” al punto “d”, pasando por “b” y “c”.
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Considere ahora que se desea determinar las coordenadas del punto “c” medidas desde “0”
relacionando los puntos “a” y “b”. Para ello, se construyen vectores de posicién como se

muestra en la figura 4.2.

a L) b
Figura 4.2 Vectores de posicion

De acuerdo con la figura anterior, las coordenadas del punto “c” medidas desde “o” se

determinan por medio de la expresion siguiente [2]:

Lo = L) ® L, (0) “2)

O, equivalentemente:

Lo(1) = L,(t,) ® T,,(t) ® [, () (43)
pues,
Lo() = T,,(t,) © L, (1)
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La expresion (4.3) representa la ecuacién de posicion de la herramienta H que se desplaza por

“ 33

la trayectoria “t
4.2.2 Ecuaciones de velocidad y aceleracion

Para determinar la velocidad cel punto “c”, es necesario derivar, con respecto al tiempo t € J,

donde J € [0, +) es un intervalo de tiempo, la expresion (4.2); esto es [2]:

LM = 5,0 & L) (4.4)

Aqui, I‘ [o(,) =0

Por otro lado, la aceleracion del punto “c” se determina al derivar con respecto al tiempo t € J

la expresion (4.4) de la manera siguiente:

ﬁﬁ.

o) = b.(t) @I, (4.5)

Las éxpresiones (4.3), (4.4) y (4.5) son las ecuaciones de movimiento de la herramienta que se

desplaza por el espacio — tiempo.
4.2.3 Las ecuaciones de movimiento en T,

En esta seccion se analizaran las ecuaciones de movimiento, en términos de la direccion del
movimiento, relacionadas con el lugar geométrico 1, y en la seccion 4.2.4 se analizara el

segmento parabdlico 1.
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Considere ahora que sobre el punto “a” mostrado en la figura 4.3 se define un sistema local

k; € R y que ademas, se desea determinar la posicion del punto “b”

Y

Figura 4.3 Sistema local

De acuerdo con la figura anterior, el vector I, (1) € R’ se escribe en términos de la base local

de la manera siguiente:

[l (1) =loa(t) © k, (4.6)

Aqui, ly,4(t) € R es la longitud en funcién del tiempo del vector &(t) eRy k e R esla

k"

direccién del movimiento. Por tanto, las coordenadas del punto “b” medidas desde “o0” se

determinan de la manera siguiente:

Lo() =T,,(t,) @ lha(t) @ k, (4.7)

Ademas, las derivadas primera y segunda de la expresion (4.7) con respecto al tiempo t € J

son:
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) Lo =1, ok “8)

2) T.(0) = 1,() o k,

Las expresiones (4.7) y (4.8) representan las ecuaciones de movimiento de H que se desplaza

sobre T, descritas en términos de la direccion del movimiento [2].

4.2.4 Las ecuaciones de movimiento en 1,

En esta seccién se construyen las ecuaciones de movimiento relacionadas con el lugar

geométrico T, para lo cual se formula, sistematicamente, el siguiente problema:

*“ Dadas las coordenadas de los puntos b, ¢, d € 1, siendo 1, < PL, determine las ecuaciones de

una curva parabdlica asociada con 1, tal que:
(x—h)* —4p(y —k) =0 (4.9)
sea satisfecha. ”

Aqui, (h, k) son las coordenadas del vértice, “4p” es la longitud del lado recto y PL es un
plano en el espacio — tiempo. Es importante sefialar que, las coordenadas de los puntos b, ¢, d
€ T, estdan medidas con respecto al punto “0” y que T, esta contenido en el plano PL como se

muestra en la figura 4.4.
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Figura 4.4 Caracterizacion de los puntos de PL

Observe en la figura anterior que, el plano PL tiene una orientacién con respecto al sistema

global e; € M; j =1, 2, 3 localizado en el origen de coordenadas. Por consiguiente, resulta

necesario caracterizar un sistema local sobre un punto de 1, € PL. Dicho sistema debe ser
ortonormalizado con el objetivo que se pueda relacionar con el sistema global. Considere

ahora que sobre el plano PL se definen los vectores (ver figura 4.5):

) L, =(®)-(c) (4.10)
e =(@)—()

2)

|

Observe en la figura anterior que el vector Iy , € R®* ha sido generado por la expresion:

(4.11)

Z'_]
Z
Il
o
X
o

I
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siendo x : ®* x R’ — R’ el producto vectorial. Dicho vector es perpendicular al plano PL, .

pues,

1)<1"~

=
-
)
——
I
o

2)(

2’_'1
=
}:'1
=}
——
Il
o

Aqui, <o, o> : R* x R® > R es el producto interno en R°.

Figura 4.5 Definicién de vectores en PL

El objetivo ahora, es determinar el sistema local ortonormal k; € R* sobre algin punto de 1,

< PL. Para ello, se tomara en cuenta el vector I, € R’ y el vector T, € R’ siguiendo los

pasos siguientes:

1) Ortonormalizar I, . € R’ y generar l_(lr eR’.

2) Ortonormalizar I, € R* y generar l_{}-, e R’.
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3) Usar el producto vectorial para determinar el componente faltante de k; € R,

El sistema local se determina seguin los pasos descritos anteriormente; esto es:

! l—‘b.r.:
1) k, = I W (4.12)
b,c
2y g = 2
B
3) kll‘ = &lr & {le

OE:ER3 — R* es la norma euclidiana en R°. El sistema l(j € R’ ha sido construido

Aqui,

sobre el punto ¢ € T, segin se muestra en la figura 4.6.

e

Figura 4.6 Localizacion de la base local.
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Considere ahora que se desea representar los vectores I, , I, I, € R’ mostrados en la

c,0?

figura 4.2 en el sistema local k; e R’. Sea p : R* — R’ una transformacién lineal que

caracteriza una rotacion y M su matriz asociada tal que:

' ’ r

M=[k ,k, k] (4.13)

O, equivalentemente:

X x

o o

Y 3y

-

P2
P,
P 2

Mar

z z

siendo:

1) k; =(Pix P1y, P12) (4.14)

2) k, =(Pax, P2y, P22)

!

3) = (P3x’ P3y: P3Z)

LIPT‘

La matriz M es tal que:

MoM!'=1

O, equivalentemente:

MoM' =1
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pues, M = M"

Es decir, dicha matriz es ortogonal. Considere ahora que E, E, f}_ei}?’ son las

’
representaciones de los vectores I, , T, , I, € R’ enlabase k; € R’; esto es:

c,0

1) E =M"[L,] (4.15)
2) E=M'[L[,]

3) E=M"[L,]

Note que:
) L, =MI[E] (4.16)
2) I, =MI[E]
3) T =MI[E]

Es importante hacer notar que los vectores F, F,, F € R’ estan definidos en PL y que, la

coordenada en el eje “z” es la misma para ambos vectores*. Este hecho reduce el problema de

la trayectoria “1,”” a un problema plano; esto es, a PL. Considere ahora la figura 4.2.

k"
A

PL

(ou, 0z, 013)

(o™, 02", o)

b '

* Esta afirmacién se verifica del hecho de que la matriz de transformacién fue creada pensando en que los
vectores de posicién de los tres puntos F1, F2 y F3 se encuentran en un mismo plano.

39




Figura 4.7 Puntos de la parabola en el plano PL
Note en la figura anterior que:

1) F =(ou, az, a3) = (o, 0z, 013) (4.17)
2) E =(v, 02", 03)=(ou", 02", 3)
3) E=(u", 0", a3")=(n", 02", 03)

pues:

o=o3 =a3"
La siguiente proposicion es fundamental en este trabajo de tesis:

“Si se conocen tres puntos en el plano entonces la ecuacion de la parabola queda

determinada.”
Asi, con la expresion:
(x — h)? —4p(y-k)=0

y conocidos F , F, y E,, entonces:

1) (o1 —h)? —4p(aa —k) =0 (4.18)
2) (0" —h)* —4p(o," —k) =0
3) (" —h)>—4p(o” —k)=0

Noétese que el sistema (4.18) es cuadrado; es decir, es de tres ecuaciones algebraicas y tres
incdgnitas (h, p, k). Por otro lado, una vez determinadas (h , k) y “p” del sistema (4.18), el

vértice de la parabola se define por:

V=(hk, o3) (4.19)
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4.2.4.1 Parametrizacion de la curva parabélica

Considere ahora que la expresion (4.9) se puede representar de la manera siguiente:

(x —h)?
4p

+k (4.20)

Es decir, y = f(x). Sea,

x=t 4.21)

Por lo tanto, y = f{(t); es decir,

y(t) = L P (4.22)
Ademas,
(1) = o(t)

Por tanto, el vector:
[y (1) = (x(V), y(V), z(1)) (4.23)
siendo, z(t) =t; z(t) = as(t) localiza cada punto de T2 ent € L.
Aqui, t es un pardmetro e I = [a, b] es un intervalo cerrado. En otras palabras, la funcion:
o(t) = Ty (1)
es una curva [10].
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La expresion (4.22) se puede escribir en términos de la base k; € R?; esto es:

L =T () =) s k, ® y()o k, ® z(1) s k; ) (424)
4.2.4.2 Curva condicionada

El objetivo ahora es condicionar a la curva (4.23) para que inicie en el punto b € 1,. Esto se

logra solucionando el siguiente modelo:

T (D =0u(®) (4.25)

Aqui, I'y(t),, € R es la coordenada “x” del punto b € T1,. Es decir, dada I'y(t),, € R

encuéntrese g = t* tal que la expresion (4.25) sea satisfecha. Aqui t* € R es el parametro
obtenido al solucionar la ecuacién (4.25). Considérese determinada p € Ry t* =t - g,

entonces:

1) x(t*)=t* (4.26)

2 yo= L

Las expresiones (4.26) son las ecuaciones (4.21) y (4.22) condicionadas en t* € R; es decir,

tales expresiones junto con:
Z(t*) = aa(t*) (4.27)
determinan el punto inicial de 1; es decir, en b € 1,.

Por tanto, la expresion (4.23) se escribe de la manera siguiente:
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L (%) = (x(t%), y(t*), z(t*)) (4.28)
O, equivalentemente:

L (t) = (x(t*) o k, ®+ y(t*) o k, ® z(t*) ok, )
(4.29)

4.2.4.3 Ecuaciones de posicion en 1,

Considere ahora que se desea localizar ¢ € T, desde el origen “0”. Esto puede hacerse segin la

expresion (4.2) la cual a continuacion se reescribira:

[La() = T, () ® T, ()

Considere ahora que dicha expresion se puede escribir en términos del parametro t* € R; esto

€s:

Lo (t%) = L,(t*) ® T, (1) (4.30)

Y siempre que t* = 0, entonces:

Lo (%) =T, (%) (4.31)
Por tanto,
Foo(t®) = (1) (4.32)
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O, equivalentemente:
L.t =(x(t) e k, ® y(t*)s k, © z(t*) e k, ) (433)
Notese que siendo t* > 0, entonces el vector I (t*) € R localiza en cada 0 < t* < T

cualquier punto de T, desde el origen de coordenadas “o0”. Estas ideas se muestran en la figura

siguiente:

N E
t Leolt)

Figura 4.8 Vector de posicién
Por tanto, la expresion (4.33) es el modelo de 1.
4.2.4.4 Modelos de posiciéon parat=1 U T,

De acuerdo con la expresion (4.3), el modelo de la trayectoria “t” es [2]:

(4.34)

Lo®) =Lt) ® L, &Lt

T T2



O, equivalentemente:

L0 =) ®luek, | © (435)
E T :
() 0k, © y(t) ok, @ 2(1%) o k)
T2
También:
Lo =L,) ®Lek | © (436)

T

(- p) ok, © y(t- p)ok, ® zt- p)o ki)

HLY

pues,
tY=t— o

4.2.4.5 La longitud de arco

En esta seccion se reparametrizara la funcion (4.33), en términos de la longitud de arco. De

acuerdo con la seccién 3.2.3 del capitulo anterior, la longitud de arco es una funcién del

parametro natural; es decir [10]:

S:J->1
definida por:
a|dly (1)
St)= | | adt 4.37
o= [ = (437)
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Luego,

(IF . . . .
”——i@ =l1_‘,£(r) =(x(t-p)+y(t—p)+z(t- p))
Por tanto:
1) x(t- p)=(t-—0) =1 (4.38)
. o _h)2 H PRI
2) y(t... SO)=['G+}1*)—'+k:| =[t_0._h]
p 2p

3) z(t- ) =[os O =0

Es decir,

[t—o—h]

+a
2p 3

i(t)’ =1+

Lue go,

2
S@t) = J’[1+t_a_h+a3]dt=t+ LI ;_—h +tos

O, equivalentemente

Note que:
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Obsérvese que siendo:

h A=l
4p
3] B=iaalf %
2p 2p
Entonces:
A +Bt-S=0
Luego,
o —B++/B?—4AS
’ 2A
—-B-+/B>-4AS
= 2A

Considere que t; =t, entonces:

~B+~B* —44S

24

peok

’

el 2

®

2
(=B+B —aas _a_hJ
24 ;
+kek, ©
4p
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o,-B+/B - 4AS) . - (4.39)

ek
2A ?

4.2.4.5 Otra parametrizacion de la longitud de arco

De acuerdo con [2] y [10] la curva, en este caso, parabdlica, es independiente de las

parametrizaciones. Considere ahora la grafica mostrada en la figura 4.9

p©) 1

6, [~

o

T D ..

Figura 4.9 Gréfica asociada con la funcion de cambio de parametro
La funcién p : R — R definida por:
p(®) = £(6) (4.40)
con: I UTly=[ o, 04 ]U[ o, oz ] es una funcién numérica con las siguientes condiciones:

1) p(oo)=0
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2) p(ou)=6;
3) p(oz)=0

La funcién asociada con la grafica mostrada en la figura 4.9 se caracteriza por:

p0) = oo+ £1(0) ; Oelbobel,

Asi,

1) p(ao) =0= g, + 1 (o)
2) p(o)=6;= oo+ g1 (1)

Dicho sistema de ecuaciones gobierna la funcioén:

p(6) = ﬂ 2 enl)
1~ Y
pues,
#.=0
6,
1=
o, -0,
También,

1) p(on) =61 = g+ g1 (o)
2) ploz)=0= g, + 91 (02)

determina la funcién:

(4.41)
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Ptk ) S FE (4.42)
A =0y O, —=0y

pues,
o1 0,(a,)
a, —a,
_ 6,
£1=-
a, —q
Por tanto,
1~ Yy o, —o, o,—-0,
Supdngase ahora que:
1) 0=t s 0, =v;
2) T =] ; =1 €ON Oy = Sg, O] = S1, 02 = S
Luego la funcién (3.43) se puede escribir de 1a manera siguiente [2]:
V(t)= vl(t) E + |:vl(sl) _ Vl(t) :|i - (444)
S, —S§y ! S; =8, S,—8, [i

5

Aqui, V : R U {0} - R es la funcién de velocidad real. Las funciones de aceleracién y de

desplazamiento relacionadas con la expresién anterior son:

Da@=—0—i +_ | (4.45)
S, —Sg ! S, =8, !
R L
i 't
» D= [Vl(sz)t _ Vi’ ] ;
2(s, —sp) 1 S;=8;  2(s,—s)) | 1
! S1 ! S2
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]
1S

a(t)

Las graficas asociadas con las expresiones (4.45 )se muestran en la figura 4.10:

So

-

S2

s

5

—==d

D(t)

Figura 4.10 Gréficas de aceleracién y desplazamiento
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Se observa en la figura 4.10 que, existen discontinuidades en las graficas de aceleracién y

desplazamiento. Para poder eliminar tales discontinuidades se propone el siguiente polinomio:

T (1) = ot + 0oy (t) + oa(t)® + aa(t)’ + owa(t)* + as(t)’ (4.46)

Tal funcién cumple con los requerimientos del cambio admisible de pardmetro. Considere

ahora el siguiente sistema:

Aa=b (4.47)

siendo:

(1 2 3 4 5 0

[e—
w
1]

[}
w

1) A=

o
S O =
(o
(o)}
(72}
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La funcién «t : R — R servira para dos propo6sitos [2]:

1) Para eliminar las discontinuidades de los perfiles.

2) Para realizar un cambio admisible de parametro, pues:

i) () =0y + a(t) + 0a(t)® + 0u(t)® + as(t)’ (4.48)

i) 7 (t) = 20 + 60us(t) + 120(t)? + 200:5(t)’
es decir,
1) Pe?

Obsérvese que siendo, det A # 0, entonces:

a=A"

=

(4.49)

Supéngase que:

% = Po
o =P
az =B
oy = Pa

os = PBs

Por tanto,

1) 7 () =PBo+ Bi() + B2(t) + Ba(®)’ + Pa(t)* + Bs(t) (4.50)
2) ()= Br + Balt) + Bs(t) + Ba(t)® + Bs(®)®

3) 7 () = 2B2 + 6B3(t) + 12Ba(t)® + 20Bs(t)’
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Las gréficas relacionadas con las expresiones (4.50) se muestran en la figura siguiente:

100
D(t)
80
60)
40
20 '
A 0.2 0.4 0.6 0.8 1

78 V()
150
125
100
75
50
25

a(t)-

400

200 /

0.2 0.4 0.6 0.8 1
-200 '

-400

Figura 4.11 Perfiles de posicion, velocidad y aceleracion sin discontinuidades

Se observa en la figura 4.11 que las discontinuidades han sido eliminadas en los perfiles. Por

otro lado, las relaciones:
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) S =80= [ | 4.51)

2) 5;=5; ©= [|nt)at

denotan la longitud de arco; es decir,
S'=S8] + 8, =7 () = Bo + Br(t) + Ba(t)’ + Bs(t)’ + Ba(t)* + Bs(1)’ (4.52)
denota la longitud de arco en términos del parametro S".

Supéngase ahora que t =S, luego la expresion (4.33) se escribe de la manera siguiente:

-__2
(S soh)+k

}-g'eaa(S‘—so)-g)
4p

L) =([S" -ple k, @{

(4.53)
Aqui, t" =(S" - p).
La expresion 4.53 esta relacionada solamente con la trayectoria parabélica 1,.
4.2.4.7 Acoplamiento de las trayectorias 1, U 1,

De acuerdo con la expresion (4.35), la expresion de posicion relacionada con la trayectoria t =

T U T €s:

Lo =L,t) ®kek i © x)ek ®yt)ek, ®zt)ek,)

T
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Considere ahora la funcién:
lba(t) = m; (t) + 75 (t) (4.54)
Siendo:

) RU{0} >R

2) m: R U{0} >R
definidas por:

1) 7 (t) = F, + Fy(t) + Fa(t)> + F3(t)® + Fa(t)* + Fs(t)’

2) 7, (t)=Eo + Ey(t) + Ex(t)* + Ex(t)’ + E4(t)* + Es(t)’

Dichas expresiones son polinomios de grado 5 relacionadas con el perfil de desplazamientos

asociados al lugar geométrico rectilineo T;.

Cabe hacer notar que, el perfil de desplazamientos de 1, es similar a 1. La figura siguiente
(4.12) muestra los perfiles tedricos relacionados con t:

Grafica de velocidad teédrica

vel Velocidad

60
50
40
30
20
10

tiempo
5 10 15 20 25 30
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Grafica de aceleracion tedrica

acel Aceleracion

10¢

tiempo
5 10 15 20 25 30

- 5}
- 10t

Grafica de posicion tedrica

pas Posicidn
800
600

400
200

tiempo
5 10 15 20 25 30

Figura 4.12 Perfiles tedricos asociados con T

Los perfiles suavizados se muestran en la figura siguiente figura (figura 4.13):
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Grafica de posicion suavizada
bos Posicion en Jl

800
600
400
200

iempo

5
5 30 15 20 25 30

Grafica de velocidad suavizada

vel vel en J1
60

50
40
30
20

: \

5 10 15 20 25 30

Grafica de aceleracion suavizada

acel acel en J1

15}

10}

. /—\
tiempo

L&l 0 15 2h\2i/o

- 10¢

-15¢

Figura 4.13 Perfiles suavizados

tiempo
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En la siguiente figura (figura 4.14) se muestra una comparacion entre los perfiles de posicién

velocidad y aceleracion teéricos y los suavizados:

Grafica de posicion
pos Posicion en J1

800
600 €5

<‘§ p > 243
400 6‘( I
200 OJ}, @,

tiempo

5 210 15 20 25 30

Grafica de velocidad

vel vel en J1

60
50
40
30
20
10

tiempo
5 10 15 20 25 30

Grafica de aceleracion

ac acel en Jl1
15¢

10}
5
; : tiempo
0
-3 v
e T

-15¢

Figura 4.14 Perfiles te6ricos vs perfiles suavizados
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Por tanto la expresion (4.35) se escribe en términos de las expresiones (4.54) de la manera

siguiente:
1 Xy =X, i
[0 =T,,(t) ®n' (e -—ly,-y,[i @(S*-plek &
b liv:d db,a : = -
Zb_za :
] T
((S‘_p)_h)z ' * '
——+k|ek, Doz (S —p)ek,)
4p — —
Aqui,

1) n(t") =1l ()

2) dba= (% =X, + (¥, —Y.)} +(2, - 2,)’

Supdngase ahora que:

1) x(t)=[t-gp]
2) y(t’)={w+k]
4p

3) z(t) =03 (t-p)
Luego,

IL(t) = T ——|vo-v, || ® (x() ok ® y(©) o k, ® () o k)

b,a

T

I, () = '(t)s @ (X(1) * k' @ y(t) k, ® Z(t) o k")

YI:I_YI

b.a

T
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dichas expresiones son la velocidad y la aceleracion de un punto que se desplaza por el lugar

geométrico T.

En la figura siguiente (figura 4.15) se muestra un robot cartesiano que sigue una trayectoria
parabolica generada a partir de tres puntos y cuyos perfiles de velocidad se suavizaron con la

metodologia descrita anteriormente.
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Fig 4.15. Robot cartesiano con trayectoria
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Conclusiones

En este trabajo de tesis fueron cumplidos los objetivos siguientes:

= Se analiz6, model6, programé y se simuld una trayectoria continua parabolica.

= Fueron construidos los modelos cinematicos de un robot cartesiano tipo PPP.

* Se realiz6 un estudio sistematico de las ecuaciones de Frenet.

* Fue Aplicado el Método Cientifico para formular y solucionar los problemas de
trayectoria y del robot.

* Fueron acoplados los modelos de la trayectoria y del robot y, posteriormente, se
programaron y simularon los movimientos en el paquete de calculo formal
Mathematica V4.

Asi mismo, en este trabajo de tesis fue desarrollado un modelo de trayectoria curva; esto
es, una trayectoria compuesta por lugares geométricos rectilineos y un segmento
parabélico. La trayectoria fue integrada cen el modelo de un robot cartesiano de tres
grados de libertad

Futuros trabajos por desarrollar relacionados con el tema tratado en esta tesis son:
* Anélisis y modelacion de trayectorias no rectilineas.
e Cinematica y dindmica de la maquinaria.

e Modelos de informacién de componentes complejos.

e Modelacion de trayectorias en un sistema completo de manufactura.
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Apéndice

Programacion

Introduccion. En este apéndice se presenta el cédigo de programacién usado en el software
de calculo formal Matematica V4 para generar una trayectoria parabdlica a partir de tres
puntos arbitrarios en el espacio de trabajo de un robot cartesiano tipo PPP .Son acoplados
también los modelos de trayectoria y del robot, asi mismo son simulados los movimientos
del robot . Para la generacion de la trayectoria fueron usados perfiles de suavizacién de 5°

Grado como se describe a continuacion.
A.1 Datos de la trayectoria

En esta parte se dan de alta los datos con los que seran construidos el robot y la trayectoria

parabélica. Los datos mencionados son:

e Home del robot = (ox, oy, 0z)

e Punto final de la recta de acercamiento a la curva Pr1=(rx1, ryl, yzl)

e Puntos por los que pasara parabola: pl=(x1,yl,z1), p2 = (x2,y2, z2), p3 = (x3, y3,
z3)

e Se generan a partir de P1, P2 y P3 los vectores con los que se construira el plano

donde se encuentra la parabola.
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(*Puntos en el espacio*)
ox = 90; oy = 90; oz =-180;

Po = {ox, oy, o0z}

x1 =150; y1 = 380; z1 =-125;
x2 = 500; y2 = 250; z2 = 40;
x3 =750; y3 =400; z3 =0;

Pl = {x1, yl, z1}

P2 = {x2, y2, 72}

P3 = {x3, y3, z3}

A.2 Datos del perfil de trayectoria

En esta parte se dan de alta los datos con los que seran construidos los modelos
cinematicos es decir, el tiempo, la velocidad de operacion, la velocidad maxima, etc.
Ademas se generan a partir de P1, P2 y P3 los vectores con los que se construira el plano
donde se encuentra la parabola.

t00;

t10t0 10;
t20t1 30

A.2.1 Vectores generadores del plano donde se construira la parabola

Aqui se generan dos vectores a partir de los tres puntos dados en la primera seccion . Se
establece que un vector queda bien determinado si se construye a partir de dos puntos dados
del espacio de puntos euclidiano. Asi mismo se crea una funcién para determinar la norma

de un vector como sigue.
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A.3 Funciones

Aqui se construyen la siguientes funciones:

e Funcién para crear una recta punto pendiente
e Funciones para resolver el sistema de ecuaciones para los polinomios de 5° grado.

e Funcién para crear una recta en el espacio
Clear([t]
Vela[Vfin_, Vini_, tfin_, tini_] := Vini + ((Vfin - Vini)/(tfin - tini))(tfin - tini)

vel[Vfin_, Vini_, tfin_, tini_, t_] := Vini + ((Vfin - Vini)/(tfin - tini))(
t - tini)

Ecuaciones[ti_, tf ,di_,df , vi , vf ,ai ,af ]:= {1*alfa0 + alfal*ti + alfa2*ti"2 + alfa3*

ti"3 + alfad*ti"4 + alfaS*ti"5 == di,1*alfa0 + alfal*tf + alfa2*tf"2 + alfa3*tf"3 + alfad*tf"4 +
alfaS*tf*5 = df, 0*alfa0 + 1*alfal + 2*alfa2*ti + 3*alfa3*ti"2 + 4*alfad*ti*3 + S*alfas*

ti*4 == vi, 0*alfa0 + 1*alfal + 2*alfa2*tf + 3*alfa3*tf"2 + 4*alfa4*

tf"3 + S*alfaS*tf*4 = vf, 0*alfa0 + O*alfal + 2*alfa2 + 6*alfa3*ti + 12*alfad*ti"2 +

20*alfa5*ti"3 = ai, 0*alfa0 + 0*alfal + 2*alfa2 + 6*alfa3*tf + 12*alfad* tf"2 + 20*alfa5*tf"3 =
af}
recta[p_, Polj_, Unit_] :=p + Polj*Unit
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A.4 Ecuaciones cinematicas

En esta seccion se construyen los perfiles trapezoidales de velocidad a partir de los datos
anteriormente dados de alta, asi como las ecuaciones de posicion y aceleracion y sus

respectivas graficas.

A.4.1 Ecuaciones de velocidad

Funcion en primer tramo;

Vella = Vela[Vmax, 0, t1/2, t0];

vell = vel[Vmax, 0, t1/2, t0, t];

Funcion en segundo tramo;

Vel2a = Vela[0, Vmax, t1, t1/2];

vel2 = vel[0, Vmax, t1, t1/2, t];

Funcion en tercer tramo;

Vel3a = Vela[Vmax2, 0, t1 + ((12 - t1)/2), t1];
vel3 = vel[Vmax2, 0, t1 + ((t2 - t1)/2), t1, t];
Funcion en cuarto tramo;

Vel4a = Vela[0, Vmax2, t2, t1 + ((12 - t1)/2)];
veld = vel[0, Vmax2, t2, t1 + ((t2 - t1)/2), t];

Grafjvell = Plot[vell, {t, t0, t1/2}, PlotStyle -> {{Thickness[0.01], RGBColor[0, 0.500008,

0.500008]} }, AxesLabel -> \{"tiempo", "vel"}, PlotLabel -> "Velocidad", TextStyle -> {FontSlant -

> "Oblique", FontSize -> 12}];

Grafjvelll = Plot[vel2, {t, t1/2, t1}, PlotStyle -> {{Thickness[0.01], RGBColor[0, 0.500008,

0.500008]} }, AxesLabel -> {"tiempo", "vel"}, PlotLabel -> "Velocidad en segundo tramo”,

TextStyle > {FontSlant -> "Oblique", FontSize -> 12}]; '

Grafjvell11 =Plot[vel3, {t, t1, t1 + ((t2 - t1)/2)}, PlotStyle -> {{Thickness[0.01], RGBColor[0,

0.500008, 0.500008]1} }, AxesLabel -> {"tiempo", "vel"}, PlotLabel -> "Velocidad en tercer tramo",
TextStyle -> {FontSlant -> "Oblique", FontSize -> 12}];
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Grafjvell111 = Plot[vel4, {t, t1 + ((t2 - t1)/2), t2}, PlotStyle -> {{Thickness[0.01], RGBColor[0, \
0.500008, 0.500008]} }, AxesLabel -> {"tiempo", "vel"}, PlotLabel > "Velocidad en cuerto tramo",

TextStyle -> {FontSlant -> "Oblique", FontSize -> 12}];

StyleBox["Grafica de Velocidad tedrica:", "Section", FontColor -> RGBColor[0.968765, 0.460945,

0.121096]] // DisplayForm
Show[Grafjvell, Grafjvelll, Grafjvell11, Grafjvell111]

A.4.2 Ecuaciones de Aceleracion

Funcion aceleracion asociada a J1;

acel1=D[vell t];
Funcion aceleracion asociada a J2;
acel2=D][vel2,t];
Funcion aceleracion asociada a J3;
acel3=D[vel3,t];
Funcioén aceleracion asociada a J2;
aceld4=D[vel4 t];

Grafjacel1=Plot[acell,{t,t0,t1/2}, PlotStyle->{ {Thickness[0.01],RGBColor[0, 0.500008,

0.500008]} } ,AxesLabel->{"tiempo","acel"},,PlotLabel->"Aceleracion ", TextStyle -> {FontSlant\-

>"Oblique" ,FontSize->12}];

Grafjacell 1=Plot[acel2, {t,t1/2,t1} PlotStyle->{ {Thickness[0.01], RGBColor[0, 0.500008,
0.500008]} }, AxesLabel->{"tiempo","acel"} PlotLabel->"Aceleracion en segundo tramo",
TextStyle->{FontSlant->"Oblique",FontSize->12}];

Grafjacell11=Plot[acel3, {t,t1,t1+((t2-t1)/2)}, PlotStyle->{ {Thickness[0.01],RGBColor[0,
0.500008, 0.500008]} }, AxesLabel -> {"tiempo"," acel"}PlotLabel->"Aceleracion en tercer
tramo", TextStyle ->{FontSlant ->"Oblique",FontSize ->12}];

Grafjacell111=Plot[acel4, {t,t1+((t2-t1)/2),t2} ,PlotStyle->{ {Thickness[0.01],RGBColor([0,
0.500008, 0.500008]} }, AxesLabel —>{"tiempo","acel"} ,PlotLabel -> "Aceleracion en cuarto
tramo", TextStyle-> {FontSlant-> "Oblique",FontSize ->12}];

88




StyleBox["Grafica de Aceleracion tedrica:","Section", FontColor->RGBColor[0.968765, 0.460945,
0.121096]]//DisplayForm
Show|[Grafjacell Grafjacel11,Grafjacell11,Grafjacel1111]

A.4.3 Ecuaciones de Posicion
Funcién posicion asociadaa J1;

posl=Integrate[vell, {t,t0,t}];
posla=Integrate[vell,{t,t0,t1/2}];

Funcién posicién asociadaa J2;
pos2=posla+Integrate[vel2, {t,t1/2,t}]
pos2a=posla+tIntegrate[vel2,{t,t1/2,t1}]
Funcién posicion asociada a J3;
pos3=pos2a+Integrate[vel3, {t,t1,t}];
pos3a=pos2a+Integrate[vel3, {t,t1,t1+(t2-t1)/2}];
Funcion posicién asociada a J2;
posd4=pos3a+integrate[veld, {t,t1+(t2-t1)/2,t}];
pos4a=pos3a-+tintegrate[veld, {t,t1+(t2-t1)/2,t2}];

Grafjpos1=Plot[pos1,{t,t0,t1/2} PlotStyle->{ { Thickness[0.01],RGBColor[0, 0.500008, .500008]} },
AxesLabel->{"tiempo","pos"} ,PlotLabel->" Posicion", TextStyle ->{FontSlant ->" Oblique",
FontSize ->12}];

Grafjpos11=Plot[pos2,{t,t1/2,t1} ,PlotStyle->{ { Thickness[0.01], RGBColor[0, 0.500008,
0.500008]} }, AxesLabel->{"tiempo","pos"},PlotLabel\[Rule]"Posicion en segundo tramo",
TextStyle->{FontSlant ->"Oblique",FontSize ->12}];

Grafjpos111=Plot[pos3,{t,t1,t1-+((t2-t1)/2)} ,PlotStyle->{ { Thickness[0.01],RGBColor[0, 0.500008,
0.500008]} }, AxesLabel -> {"tiempo","pos"}, PlotLabel -> "Posicion en tercer tramo", TextStyle ->
{FontSlant\[Rule]"Oblique",FontSize\[Rule]12}];

Grafjpos1111=Plot[pos4, {t,t1+((t2-t1)/2),t2} PlotStyle->{ { Thickness[0.01],RGBColor{0, 0.500008,
0.500008]} }, AxesLabel -> {"tiempo","pos"}, PlotLabel ->"Posicién en cuarto tramo",

TextStyle ->{FontSlant ->"Oblique" ,FontSize->12}];
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StyleBox["Gréafica de Posicion tedrica:","Section", FontColor->RGBColor[0.968765, 0.460945,
0.121096]]//DisplayForm
Show([Grafjpos1,Grafjpos1 1,Grafjpos111,Grafjposi111]

A.5 Polinomios de suavizacion

En esta seccidn y con las ecuaciones construidas en el paso anterior se generan los

polinomios de 5° grado

Polinomio de suavizacion en J1;

Clear[alfa0,alfal,alfa2,alfa3,alfa4,alfas];
Sol1=Solve[
Ecuaciones[t0,t1,0,dist1,0,0,0,0], {alfa0,alfal,alfa2,alfa3,alfa4,
alfa5}]//Flatten;
{a0j1,alj1,a2j1,a3j1,a4j1,aS5;j1}={alfa0,alfal alfa2,alfa3,alfa4,alfa5}/.Soll;

Polj1=a0j1+alj1*(t)+a2j1*(t)"2+a3j1*(t)"3+adj 1 *(t)"4+aS; 1 *()"5
Poli1p=D[Polj1,t]
Polj 1pp=D[Polj1p,t]

Grafj1=Plot[Polj1,{t,t0,t1},
PlotStyle->{ {Thickness[0.01],RGBColor[0, 0.500008, 0.500008]} },
AxesLabel\[Rule] {"tiempo","pos"} ,PlotLabel\[Rule]"Posicion en J1",
TextStyle\[Rule] {FontSlant\[Rule]"Oblique" ,FontSize\[Rule]12} ];
Grafjl1=Plot[Polj1p, {t,t0,t1},
PlotStyle->{{Thickness[0.01],RGBColor[0, 0.500008, 0.500008]} },
AxesLabel\[Rule] {"tiempo","vel"},PlotLabel\[Rule]"vel en J1",
TextStyle\[Rule]{FontSlant\[Rule]"Oblique" ,FontSize\[Rule]12}];
Grafj111=Plot[Polj1pp,{t,t0,t1},
PlotStyle->{ {Thickness[0.01],RGBColor[0, 0.500008, 0.500008]} },
AxesLabel\[Rule] {"tiempo","acel"},PlotLabel\[Rule]"acel en J1",
TextStyle\[Rule] {FontSlant\[Rule]"Oblique" ,FontSize\[Rule]12} ];
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Polinomio de suavizacion en J2;

Clear[alfa0,alfal,alfa2,alfa3,alfa4,alfa5];

Sol2=Solve[
Ecuaciones[t1,t2,300,300+dist2,0,0,0,0], {alfa0,alfal,alfa2,alfa3,
alfa4,alfa5}]//Flatten;
{a0j2,a1j2,a2j2,a3j2,a4;2,
aS5j2}={alfa0,alfal,alfa2,alfa3,alfa4,alfa5}/.Sol2;

Polj2=a0j2+alj2*(t)+a2j2*(t)"2+a3j2*(t) 3+adj2*(t)"4+aS5;2*()"5
Polj2p=D[Polj2,t]
Polj2pp=D[Polj2p,t]

Grafj2=Plot[Polj2, {t,t1,t2},
PlotStyle->{ {Thickness[0.01],RGBColor{0, 0.500008, 0.500008]} },
AxesLabel\[Rule] {"tiempo","pos"} ,PlotLabel\[Rule]"Posicion en J2",
TextStyle\[Rule]{FontSlant\[Rule]"Oblique" ,FontSize\[Rule]12} ];
Grafj21=Piot[Polj2p, {t,t1,12},
PlotStyle->{ {Thickness[0.01],RGBColor{0, 0.500008, 0.500008]} },
AxesLabel\[Rule] {"tiempo","vel"} ,PlotLabel\[Rule]"vel en J2",
TextStyle\[Rule] {FontSlant\[Rule]"Oblique" ,FontSize\[Rule]12}];
Grafj211=Plot[Pol;j2pp, {t,t1,t2},
PlotStyle->{ {Thickness[0.01],RGBColor[0, 0.500008, 0.500008]} },
AxesLabel\[Rule] {"tiempo","acel"} ,PlotLabel\[Rule]"acel en J2",
TextStyle\[Rule] {FontSlant\[Rule]"Oblique",FontSize\[Rule]12} J;

StyleBox["Gréfica de Posicion suavizada :","Section",
FontColor->RGBColor[0.968765, 0.460945, 0.121096]]//DisplayForm
Show[Grafj1,Grafj2,Grafjpos1,Grafjpos11,Grafjpos111,Grafjpos1111]
StyleBox["Gréfica de Velocidad suavizada:","Section",
FontColor->RGBColor[0.968765, 0.460945, 0.121096]]//DisplayForm
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Show([Grafj11,Grafj21,Grafjvell,Grafjvell 1,Grafjvell11,Grafjvell111]
StyleBox["Grafica de Aceleracion suavizada:","Section",
FontColor->RGBColor[0.968765, 0.460945, 0.121096]]//DisplayForm

A.6 Cambio de parametro

Usando el polinomio de 5° grado para el caso de la posicion, se determina un cambio de

parametro a partir del concepto de longitud de arco de la teoria de Frenet como sigue

I |
Parl[] I_P,upﬂt

) tl
Parll (] Jlp (it

Par2(] |[FGI32p(it
t]
t2

Par22 (] szﬂt
t1

A.7 Determinacion de la ecuaciones parametricas de la curva a partir de los puntos

dados

A.7.1 Creacion de una base ortonormal en un punto de la parabola

Con el vector C1 generado en 2.1 formaremos el primer vector el de la base nueva

solamente normalizandolo.

cl
x1p ]
Norma ¢l

Con el producto cruz de C1 y C2 encontramos un vector perpendicular al plano donde se

generara la curva, este vector al ser normalizado nos genera nuestro €3 de la nueva base
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L merchr vector |

hipO

Norma hilp

zlp[ hig ]
Norma

Con el producto cruz de el y e3 de la nueva base tenemos un vector perpendicular a ambos
_que por ser generado a partir de do unitarios también es unitario, este mismo vector sera €2

en nuestra nueva base

Lseguhdo vector |

vip [l z1p(xip;

A.7.2 Determinacion de las ecnaciones paramétricas de la parabola a partir de la base

nueva

Ahora bien, es necesario expresar dos vectores de posicion de los puntos de la parabola
medidos en la base candnica como vectores medidos en nuestra nueva base para asi poder
llevar nuestro problema a un caso conocido, es decir, para el caso de la nueva base, los tres
puntos comparten la misma coordenada en Z, ya que la parabola se encuentra en un plano.
En efecto, al tratarse de una parabola que se encuentra en un plano, si se consigue llevar el
problema al caso plano (misma coordenada en Z) el problema se reduce a el dominio de la

geometria analitica (casos conocidos).

En efecto, es necesario entonces escribir las coordenadas de los puntos de la parabola en

términos de la nueva base, para ello se usa el concepto de cambio de base. Asi mismo, para
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este efecto se debe construir una transformacién lineal que me permita este cambio, esta

transformacion lineas se construye como sigue.

(*Matriz de rotacion*)
R = {{x1p[[1]], y1p[[1]], z1p[[11]}, {x1Ip[[2]], y1p[[2]], z1p[[2]]},{x1p[[3]], y1p[[3]], z1p[[3]1}}

Asi mismo , aplicando la transformacién lineal a cada punto de la pardbola obtendremos esos

mismos puntos medidos en la nueva base.

pl = Inverse[R].P1 /N
p2 = Inverse[R].P2 /N
p3 =Inverse[R].P3 /N

Obsérvese que las tres coordenadas de los puntos pl, p2 y p3 comparten la misma
coordenada en Z, ya que viven el el mismo plano. Esto ultimo es una ventaja para el
desarrollo de la curva por que limita nuestro problema al caso plano. Por ello solo tomando
las coordenadas de el y e2 tenemos que es posible determinar las coordenadas del vértice y
del lado recto (p) de una parabola a partir de tres puntos dados del plano, y se calculan

como sigue.

vertice de la parabola medidos en la mueva base |

T e LU

i
A
=2
I 3
o
i
al
-
> b
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A.7.3 Generacién de la ecuaciéon paramétrica

A partir del calculo de los valores de h, k y p es posible construir ya la ecuacién de una
parabola en cualquiera de sus representaciones (casos geométricos), para nuestro ejemplo

se ha seleccionado una parabola cuyo eje es paralelo al vector e2. de la forma
(x~ HY - 4p(y-1)=0

: bl LLTLALL,
Sol2 (] Solve D ¥

Ahora bien, si de la ecuacion anterior, se desea buscar el valor de “y” despejandola de la
ecuacién podemos obtener una parametrizacién dejando a la “y” en funcién de “x” y
asignandole a “x” el valor de un parametro. En el bucle anterior se dejo a la variable y en

funcién de la x y a continuacién se realizaran dos pasos importantes:

1) Seleasignaax el parametro t

2) Se crea una ecuacién vectorial haciendo que los valores de la ecuacién
parametrica que describe la parabola se conviertan en coordenadas del vector
de posicion, esto se logra generando una combinacién lineal de la base {el, €2,

e3} usando a cada parametro como el valor de las constantes de la combinaciéon

lineal

Clear
%[ tr
yOy f

z0pl

Ecall x xip y ylp z zlp er_Ln.
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Esta ultima expresion, aunque ya es una descripcion exacta de la trayectoria motivo de
estudio, aun tiene un inconveniente. No es posible asegurar que el punto que describe la
curva iniciara en el lugar exacto en el que se desea que empiece, por ejemplo en P1. Esto
se debe a que el parametro seleccionado anteriormente fue elegido arbitrariamente, por esta
razén el punto donde inicie la curva en el tiempo cero no se puede controlar. Por ello se

requiere hacer un cambio de parametro.

En efecto, se debe calcular el valor de “t” para el cual se cumpla la condicién de inicio de la
curva motivo de estudio, es decir, se construye una ecuacién donde se iguale el valor del
parametro con el valor de la coordenada del punto donde se requiere iniciar. De este modo

el valor que debe tomar “t” se usa como sigue.

1) El valor de desfasamiento de “t” con respecto al punto deseado se debe restar al

parametro conservando su signo.

Clear
Sol3 !
pollt

La ultima expresion encontré el valor que debe restarse al parametro para que su valor en el
tiempo t, sea el deseado, a continuacion se ejecuta la resta como se indico anteriormente y
se construye una combinacién lineal con la nueva parametrizacion como se muestra a

continuacion.

x0 B I expresion que resulto del cambio de parametro

Ecalll ¥x x1p y ylp z zlp "ILUan:
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Esta ultima ecuacién, es la ecuacién paramétrica de la trayectoria buscada para el caso de la

parabola.
A.8 Construccion de las ecuaciones paramétricas de la trayectoria

En este punto se generan las ecuaciones del tramo recto y de la parabola que seguira el

robot usando una de las funciones creadas en A.3.

O Funciones del tramo rectilineo

Jl recta j1, Unitl l_

OFuncion de la trayectoria curva

Clear £ | | |
Rpot3 [ Ecal

A.9 Simuiacion

Aqui se usa un ciclo para generar las soluciones que serviran para graficar el robot caso de

estudio

Fori=0,1<tl,i+=.5,

t=1;

puntol = Point[P1];
punto2 = Point[P2];
punto3 = Point[P3];

Verticel = Point[Vertice];
Pot = Point[J1];

Grafica = Table[ {J1[[1]], J1[[2]], J1[[3]11}, {t, O, t1, 1}];
Rec = Line[Grafica];
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Recta = Graphics3D[Rec];

puntopl = Graphics3D[ {PointSize[0.01], puntol } ];
puntop2 = Graphics3DJ[ {PointSize[0.01], punto2}];
puntop3 = Graphics3D[ {PointSize[0.01], punto3}];

Verticell = Graphics3D[ {PointSize[C.01], RGBColor([1, 0, 0], Verticel}];
Tray = Graphics3D[ {PointSize[0.003], RGBColor{1, 0, 0], Pot}];

cubol = Cuboid[ {-50, -10, 80}, {40, 60, 150}];

cubo2 = Cuboid[ {1310, -10, 80}, {1400, 60, 150}];

cubo3 = Cuboid[ {-50, 680, 80}, {40, 750, 150}];

cubo4 = Cuboid[ {1310, 680, 80}, {1400, 750, 150} ];

cubo5 = Cuboid[ {J1[[1]] - 25, 10, 100}, {J1[[1]] + 25, 40, 130}];
cubo6 = Cuboid[ {J1[[1]] - 25, 700, 100}, {J1[[1]] + 25, 730, 130}]:
cubo?7 = Cuboid[ {J1[[1]] + 25, J1[[2]] + 15, 100}, {J1[[1]] - 25,
JI[[2]] - 15, 130} ];

cubo8 = Cuboid[ {-50, 0, -200}, {40, 50, 80}];

cubo9 = Cuboid[{1310, 0, -200}, {1400, 50, 80}];

cubo10 = Cuboid[ {-50, 690, -200}, {40, 740, 80}];

cuboll = Cuboid[ {1310, 690, -200}, {1400, 7400, 80}];

LineaFjel = Line[{{40, 25, 115}, {1310, 25, 115}}];
LineaFEje2 = Line[{ {40, 715, 115}, {1310, 715, 115}}];

LineaEje3 = Line[{ {J1[[1]], 40, 115}, {J1[[1]], 700, 115}}];
LineaEje4 = Line[ { {J1[[1]], J1[[2]], 100}, {J1[[1]], J1[[2]], JI[[31]} }];

basel = Graphics3D[ {RGBColor([1, 0, 0], cubo1}];
base2 = Graphics3D[ {RGBColor{1, 0, 0], cubo2}];
base3 = Graphics3D[{RGBColor[1, 0, 0], cubo3}];
base4 = Graphics3D[{RGBColor{1, 0, 0], cubo4}];
base5 = Graphics3D[ {RGBColor[0, 0.5, 1], cubo5}];
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base6 = Graphics3D[{RGBColor[0, 0.5, 1], cubo6}];

OrganoTer = Graphics3D[ {RGBColor[0, 0.5, 0], cubo7}];

Columnal = Graphics3D[{RGBColor[0.996109, 0.500008, 0], cubo8}];
Columna2 = Graphics3D[ {RGBColor[0.996109, 0.500008, 0], cubo9}];
Columna3 = Graphics3D[ {RGBColor[0.996109, 0.500008, 0], cubo10}];
Columna4 = Graphics3D[ {RGBColor[0.996109, 0.500008, 0], cubol1}];

¢jel = Graphics3D[{AbsoluteThickness[6], RGBColor[0, 0, 0], LineaEjel}];
eje2 = Graphics3D[ { AbsoluteThickness[6],
RGBColor[0, 0, 0], LineaEje2}]; eje3 =\
Graphics3D[ { AbsoluteThickness[6], RGBColor[0, 0, 0], LineaEje3}];
Trazador = Graphics3D[ {AbsoluteThickness[6],
RGBColor[0, 0, 0], LineaEje4}];

Show[Tray, puntop1, puntop2, puntop3,
Verticell, Recta, ejel, eje2, eje3, Trazador,
basel, base2, base3, base4, base$5, base6, OrganoTer,
Columnal, Columna2, Columna3, Columna4,
PlotRange -> {{-255, 1450}, {-20, 760}, {-200, 160} }, Boxed -> True,
Axes -> True,
Lighting -> False, ViewPoint -> {1.658, -2.651, 1.294},
AspectRatio -> Automatic]]

Segundo segmento;

For[i=tl,1<t2,i+=.5,

t=1;

puntol = Point[P1];
punto2 = Point[P2];
punto3 = Point[P3];
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Verticel = Point[Vertice];
Pot = Point[Rpot3];

Grafica = Table[ {Rpot3[[1]], Rpot3[[2]], Rpot3[{3]]}, {t, t1, t2, 1}];
Para = Line[Grafica];

Parabola = Graphics3D[Para];

puntopl = Graphics3D[ {PointSize[0.01], puntol }];
puntop2 = Graphics3D[ {PointSize[0.01], punto2}];
puntop3 = Graphics3D[ {PointSize[0.01], punto3}];

Verticel 1 = Graphics3D[ {PointSize[0.01], RGBColor[1, 0, 0], Verticel }];
Tray = Graphics3D[ {PointSize[0.003], RGBColor[1, 0, 0], Pot}];

cubol = Cuboid[{-50, -10, 80}, {40, 60, 150} ];

cubo2 = Cuboid[ {1310, -10, 80}, {1400, 60, 150} ];

cubo3 = Cuboid[{-50, 680, 80}, {40, 750, 150}];

cubo4 = Cuboid[ {1310, 680, 80}, {1400, 750, 150}];

cubo5 = Cuboid[{Rpot3[[1]] - 25, 10, 100}, {Rpot3[[i]] + 25, 40, 130}];

cubo6 = Cuboid[{Rpot3[[1]] - 25, 700, 100}, {Rpot3[[1]] + 25, 730, 130}];

cubo7 = Cuboid[ {Rpot3[[1]] + 25, Rpot3[[2]] + 15, 100}, {Rpot3[[1]] -
25, Rpot3[[2]] - 15, 130} ];

cubo8 = Cuboid[{-50, 0, -200}, {40, 50, 80}];

cubo9 = Cuboid[ {1310, 0, -200}, {1400, 50, 80}];

cubo10 = Cuboid[ {-50, 690, -200}, {40, 740, 80} ];

cubol1 = Cuboid[ {1310, 690, -200}, {1400, 7400, 80}];

LineaEjel = Line[ { {40, 25, 115}, {1310, 25, 115}}];
LineaEje2 = Line[ { {40, 715, 115}, {1310, 715, 115} }];
LineaEje3 = Line[ { {Rpot3[[1]], 40, 115}, {Rpot3[[1]], 700, 115} }];
LineaEje4 = Line[ { {Rpot3[[1]], Rpot3[[2]],
100}, {Rpot3[[1]], Rpot3[[2]], Rpot3[[3]1}}];

100



basel = Graphics3D[ {RGBColor[1, 0, 0], cubol}];

base2 = Graphics3D[ {RGBColor{1, 0, 0], cubo2}];

base3 = Graphics3D[ {RGBColor[1, 0, 0], cubo3}];

base4 = Graphics3D[ {RGBColor{1, 0, 0], cubo4}];

bage5 = Graphics3D[ {RGBColor{0, 0.5, 1], cubo5}];
base6 = Graphics3D[ {RGBColor[0, 0.5, 1], cubo6}];
OrganoTer = Graphics3D[ {RGBColor[0, 0.5, 0], cubo7}];

Columnal = Graphics3D[{RGBColor[0.996109, 0.500008, 0], cubo8}];
Columna2 = Graphics3D[{RGBColor[0.996109, 0.500008, 0], cubo9}];
Columna3 = Graphics3D[ {RGBColor[0.996109, 0.500008, 0], cubo10}];
Columna4 = Graphics3D[ {RGBColor[0.996109, 0.500008, 0], cubol1}];

ejel = Graphics3D[ { AbsoluteThickness[6], RGBColor[0, 0, 0], LineaEjel}];
eje2 = Graphics3D[ { AbsoluteThickness[6], RGBColor[0, 0,
0], LineaEje2}]; eje3 =
Graphics3D[ { AbsoluteThickness[6], RGBColor[0, 0, 0], LineaEje3}];
Trazador = Graphics3D[ { AbsoluteThickness[
6], RGBColor|0, 0, 0], LineaEje4} |;

Show[Tray, puntopl, puntop2, puntop3,
Verticell, Recta, Parabola, ejel, eje2, eje3, Trazador,
basel, base2, base3, base4, base5, base6, OrganoTer,
Columnal, Columna2, Columna3, Columna4,
PlotRange -> {{-255, 1450}, {-20, 760}, {-200, 160} }, Boxed -> True,
Axes -> True,
Lighting -> False, ViewPoint -> {1.658, -2.651, 1.294},

AspectRatio -> Automatic]]
Una vez que es calculada cada una de las soluciones anteriores por el ciclo For el software

desplegara una grafica por cada solucién a manera de fotografia y se podra correr como una

pelicula mostrando la salida grafica del robot en movimiento.
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