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Objetivos

Objetivo General.

1. Plantear un modelo de programacion matematica para optimizar formulaciones de PVC
y resolverlo.

Objetivos especificos

1.

2.

Presentar los conceptos basicos de la teoria de la optimizacion, Ingenieria de
Calidad, disefios experimentales y analisis de regresion.

Obtener ecuaciones para predecir las propiedades mecanicas de formulaciones de
PVC fusionado.

. Plantear el modelo para optimizar formulaciones de PVC mediante el problema de

las mezclas.
Resolver el sistema para un caso practico y analizar resultados.
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Introduccion.

Actualmente la industria de los polimeros se ha desarrollado de forma eficaz y rapida,
como lo demuestra el crecimiento en el nimero de articulos de plastico empleados en el
hogar, las industrias alimenticia, automotriz, la quimica y médica. Dentro de este desarrollo
se encuentra la industria del PVC

Siguiendo la premisa de que el material debe cumplir con las propiedades establecidas y al
mismo tiempo ser el mas barato, el objetivo del presente trabajo consiste en la optimizacion
de una formulacion de PVC, empleando el disefio de experimentos, el analisis de regresion
y la programacion matematica como herramientas para lograr las caracteristicas deseadas
del producto final, donde la integracion de aditivos adecuados permitan la obtencion de un
material versatil que cumpla con los requisitos de procesamiento, presentacion y aumenten
su resistencia y estadia en medios externos.

En el capitulo 1, se dard a conocer el estado del arte en la optimizacion de formulaciones
para obtener un producto con las cualidades deseadas.

En el capitulo 2, se hablara de los conceptos basicos sobre optimizacion: caracterizacion de
funciones, condiciones de optimalidad, metodologia para plantear y resolver un problema
de optimizacion y algunas caracteristicas de los métodos o algoritmos de busqueda.

El capitulo 3, estara dedicado a los aspectos relacionados al PVC: aplicaciones,
formulaciones, tipos de aditivos y propiedades de los productos obtenidos, asi como los
métodos de prueba que se emplean para determinar dichas propiedades.

En el capitulo 4, se hablara de algunos topicos de Ingenieria de Calidad, ademas se
presentaran las generalidades acerca de dos herramientas empleadas en el trabajo: Disefios

Experimentales y Anlisis de Regresion.

En el capitulo 5, se resolvera un caso practico para optimizar una formulacion de PVC
iniciando desde la obtencion de las ecuaciones.
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Problematica

Hoy en dia las empresas que fabrican productos de plastico deben cumplir, ante todo, con
las demandas del cliente. Dichas necesidades se traducen en productos de bajo costo y al
mismo tiempo, con propiedades mecanicas que aseguren que el producto sea durable.

Sin embargo, hoy en dia, ain es muy comun encontrar que la formulaciéon se obtenga
mediante el uso exclusivo de la experiencia y la intuicion, lo que, no siempre, nos llevara a
la obtencion del resultado 6ptimo.

Hipoétesis

El empleo de las herramientas de optimizacion y estadisticas para la obtencion de
formulaciones de bajo costo y con las propiedades finales adecuadas, nos asegura una
mejor comprension del sistema que se analiza, ademas, el tiempo para obtener y/o dar una
respuesta es menor, se disminuye la cantidad de desperdicio y se elimina gran parte de la
incertidumbre asociada al funcionamiento del sistema.

Justificacion

Proporcionar un trabajo que presente los conceptos minimos de Teoria de Optimizacion,
Disefio de Experimentos e Ingenieria de Calidad y su aplicacion para resolver un problema
practico de optimizacion de una formulacion de PVC.
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se aproximé al sol.

Tal vez sea mejor desistir y no desenredar los hilos,
pero una renuncia asi se opone a la Naturaleza humana.
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Capitulo 1

Estado del Arte

“did you ever dream you were flying?”
Belief. Isaac Asimov

La Investigacion de Operaciones tuvo su origen en la Segunda Guerra Mundial con la
planeacion y evaluacion de las operaciones militares en los distintos escenarios: los
suministros enviados al Afrikakorps o a las islas Britanicas, la operacion Barbarroja,
los desembarcos aliados en las islas del Pacifico, el desembarco de Normandia; todos
representaban un problema que debia resolverse, donde la solucion obtenida debia ser
analizada para evaluar el beneficio, tomando en cuenta, ademas, los escenarios
posibles, siempre con limitantes de materiales, hombres, armas y tiempo...con el
problema adicional de que el resultado final fuera adverso para el bando propio.

Hoy en dia, la Investigacion de Operaciones puede aplicarse afortunadamente para
fines mas pacificos y muy diversos: evaluar proyectos, optimizar los recursos de una
nacion, optimizar los vuelos de una aerolinea alrededor del mundo, las operaciones de
una flota de buques petroleros; ademas, siempre hace uso de herramientas y aplica
una metodologia de analisis.

Pero no son los unicos tipos de problemas que resuelve, existen otras aplicaciones muy
interesantes y muy importantes, una de las cuales se vera de forma introductoria a
continuacion.



1.1. Ingenieria de Materiales

Las propiedades de un material en particular dependen no unicamente de la naturaleza
quimica debida a los atomos, sino también al arreglo y a la distribucion de éstos en su
estructura. Debido a la gran variedad de materiales y sus posibles combinaciones se tiene
una enorme cantidad de investigacion por realizarse.

En la ciencia de materiales tradicionalmente los ingenieros han aplicado su experiencia en
la mejora de los disefios de nuevos productos: para un aplicacion particular, se identifican
una serie de requerimientos y a partir de ahi se elabora un disefio estructural inicial. A
continuacion, se realizaban modificaciones para lograr una mejora en propiedades como el
peso del material o el costo final " Algunas veces estos requerimientos son dificiles de
satisfacer y requieren muchas pruebas.

1.2. E1 PVC

El uso de mateniales compuestos ha ganado popularidad ya que combinan las propiedades
mas atractivas de ciertos constituyentes y minimizan efectos indeseables de otros, como
ejemplo tenemos a las formulaciones de PVC.

Actualmente la industria de los polimeros se ha desarrollado de forma eficaz y rapida,
como lo demuestra el crecimiento en el nimero de articulos de plastico empleados en el
hogar, la industria alimenticia, automotriz, la quimica y la médica®*®. Dentro de este
desarrollo se encuentra la industria del PVC, donde la integracion de aditivos adecuados
permiten la obtencion de un material versatii que cumpla con los requisitos de
procesamiento, presentacion y aumenten su resistencia y estadia en medios externos. Entre
las propiedades que se pueden tomar como referencia tenemos:

e Resistencia a la tension

e Dureza

e FElongacion

1.3. Optimizacion de Formulaciones

En las Gltimas décadas, la optimizacion matematica ha surgido como una herramienta
poderosa para el disefio de materiales. Ha convertido a ésta ciencia en una actividad
sistematica y organizada.

Para realizar esto de forma organizada y sistematica se aplica con frecuencia la
Metodologia de Superficie de Respuesta, la cual consiste en técnicas estadisticas y
matematicas muy utiles para desarrollar, mejorar y optimizar procesos, la idea es establecer

“_ .7

una relacion entre una respuesta “y” con respecto a una serie de variables “x” mediante un
modelo empirico y = f(x,,x,,...,x,)+&, el cual puede ser un polinomio de ler o 20

orden. Finalmente para encontrar los valores de “x” que proporcionan la respuesta optima,



el modelo puede formularse como un problema de Optimizacion y resolverse mediante
alguna técnica numérica ©

Los métodos analiticos se emplean cuando la dependencia de una funcién objetivo con
respecto a una variable independiente se puede expresar de forma matematica; se pueden
desarrollar modelos o ecuaciones que ayudaran a determinar un valor 6ptimo de la misma.
Para encontrar el optimo de esta funcion, se emplea el calculo diferencial. Sin embargo,
este tipo de analisis se limita a aquellos casos en los que la funcion objetivo y sus
derivadas son continuos, dentro del intervalo en el que se hace la blsqueda.
Geométricamente se puede interpretar como encontrar un punto en una dimension n-
espacial donde la funcion tiene un punto extremo (Figura 1.1.) B

f(x) a

Maiximo

Alinimo

l

v

Figura 1.1.
Maximo y minimo de una funcién

En ocasiones, los métodos que se emplean en la soluciéon de modelos de una sola variable
no son facilmente aplicables a problemas que involucran 2 o mds variables, ya que las
ecuaciones se vuelven muy complejas y por lo tanto poco practicas para usarse, por lo que
se recurre a los métodos numéricos, los cuales, se basan en iteraciones que nos dirigen
hacia la solucion”®.

Para la optimizacion de modelos de formulaciones resueltos mediante alguna técnica
numérica y con la finalidad de obtener un material con ciertas propiedades, tenemos por
ejemplo:

La optimizacion del namero de capas para obtener un compuesto con rigidez adecuada
donde la funcion objetivo se resuelve mediante un algoritmo de programacion entera ‘",

También se puede mencionar el desarrollo de materiales sometidos a friccion usados en los
automoviles, donde se optimiza el coeficiente de friccion de la formula con base en la
proporcion optima de las mejores materias primas, empleando la basqueda de Seccion de
. 9)

Oro™.



Tenemos también la optimizacion multi-paramétrica aplicada a compuestos de capas

multiples donde las variables son el costo, la masa, la dureza y el plegamiento de las capas
(10)

Se puede mencionar en el area médica la optimizacion del material empleado en protesis
para la cadera, que consiste en fibras poliméricas reforzadas y donde se plantearon dos
funciones objetivo: 1.funcion relativa al potencial de falla mecéanica del implante y 2.
funcion relativa al potencial de pérdida de hueso debida a la implantacion de la protesis.
Las variables a optimizar fueron los angulos de orientacion de las fibras y la fraccion de
volumen ocupado por la fibra. La técnica empleada fue el algoritmo ABAQUS de elemento
finito y el programa de computo DOT!V |

Otra aplicacion consiste en la optimizacion de la fraccion de volumen ocupado por los
diferentes componentes que constituyen a los matenales resistentes al calor. La funcion
objetivo minimiza el esfuerzo térmico en materiales compuestos Ni-Al,Os, y se resuelve
aplicando el método de penalizacion y el método de seccion dorada?® .

Mediante la Metodologia de Superficie de Respuesta, se puede optimizar la composicion
molar del gel empleado en la sintesis de la silicalita de titanio. Los factores investigados
fueron las relaciones molares TBAOH/SiO, (tetrabutil-amonio /silica), H,O/SiO, (agua
/silica) y H,0,/Si0; (peroxido de hidrogeno /silica)™ .

Mediante el disefio de experimentos se puede optimizar la formulacion de un material
adhesivo. Las variables investigadas fueron la fraccion peso de los distintos componentes y
las respuestas obtenidas fueron la fuerza de pegado, el pegado regular y la velocidad de
sedimentacion'® .

Finalmente podemos mencionar la optimizacion de los componentes que constituyen el
mortero de cemento y que contiene particulas metalicas. A partir de los resultados
obtenidos en un disefio experimental correspondientes al esfuerzo a la compresion se
obtiene una ecuacion mediante el analisis de regresion, donde las variables a optimizar son
la cantidad de arena, piedra caliza y carga "> .



Capitulo 2

Optimizacion

“Is 1t feasible?”
The thousand plan, Ralph Baker

. Qué significa optimizacion y qué son los problemas de optimizaciéon?

En un problema de optimizacion(PQ) se trata de minimizar o maximizar una
caracteristica para tomar una decisiéon, por ejemplo: minimizar un tiempo muerto,
aprovechando un cierto numero de grados de libertad dentro de un conjunto de
restricciones. Los PO abarcan todas las ramas de la industria: diseiio del producto,
diseiio del proceso, logistica e incluso la planeacion estratégica.

Mientras que la palabra optimizacion, en el lenguaje cotidiano, significa mejora,
dentro del Ambito matemaitico dicha palabra se refiere a encontrar la mejor solucion
global 6 al menos la mejor solucion local dentro de una vecindad.

Exceptuando algunos casos muy simples, los problemas de optimizacién no pueden
resolverse mediante simulacion; a pesar de que se han desarrollado algunas técnicas
especificas para dichos PO y de la existencia de software especializado, no existe la
garantia de que se encuentre una solucion optima"®.



2.1. Fundamentos matematicos

;Qué conocimientos son necesarios para plantear y resolver un problema real de
optimizacioén? A continuacion se definiran conceptos matematicos basicos que nos serviran
para entender las ideas que intervienen en la teoria de la optimizacion.

2.1.1. Continuidad de una funcion®”

Para realizar un analisis analitico o numérico de optimizacion, es mas aconsejable
desarrollar y trabajar con una funcion continua de una o mas variables que con una que
contenga discontinuidades; asi mismo, también es aconsejable que dicha funcion sea
derivable.

La propiedad de continuidad se define como sigue. Una funcion de una sola variable x es
continua en un punto X si:

a). f(x,)existe

b). im _, f(x)existe

c). im_,, f(x) = f(x,)

Si f{x) es continua en cualquier punto en la region R, entonces se dice que f(x) es continua a
lo largo de R. En la figura 2.1.b., la funcion tiene un pico que satisface las propiedades de

% (x)
ox

continuidad aunque no asi f'(x)= , por lo que se dice que la funcion es continua,

pero no diferenciable. Una discontinuidad en una funcion puede o no causar problemas
durante la busqueda del 6ptimo. En la figura 2.1.a., aunque la funcién no es continua, el
maximo se encuentra “alejado” del hoyo por lo que dicho punto maximo puede ser hallado
(aunque se puede dar la situacion de que no sea asi).

2.1.2. Maximos y Minimos.
2.1.2.a. Miximos y Minimos Locales®”.

Decimos que el valor f{x*) es un valor maximo local de la funcion f'si f(x) < f(x*) para
toda x lo suficientemente proxima a x*. Si esta desigualdad se cumple para toda x que
pertenezca a la vez al dominio de /'y a algun intervalo abierto que contenga a x*, entonces
Jx*) es un maximo local de f.

De manera analoga, decimos que el valor f{x*) es un minimo local de f'si f(x) > f(x*) para
toda x con la suficiente proximidad a x*. Entonces, si f es derivable en x y esta definida en

un intervalo abierto que contiene a x* y si f{x*) es un valor maximo local o un valor
minimo local de f, entonces f'(x*)=0.




v
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Figura 2.1.
A). Funcion discontinua derivable
B). Funcién continua no derivable

2.1.2.b. Maximos y Minimos Globales™".

En varios de los problemas de optimizacion, nuestro interés no estara en los maximos y
minimos locales como tales, sino en los valores maximos y minimos globales o absolutos

alcanzados por una funcion continua dada. Si f es una funcion con dominio D, decimos que
J(x*) es el valor maximo absoluto de f en D a condicion de que sea f(x*)> f(x) para toda

x en del dominio de D.

f(x) ‘r MAXIMO
GLOBAL
MINIMO
GLOBAL
_ X
\ Ll
MINIMO MAXIMO
LOCAL LOCAL
Figura 2.2.

Maximo y minimo de una funcion



2.1.3. Concepto de Gradiente™>'>"

El vector gradiente es un vector cuya componente i es la derivada parcial de f{x) con
respecto a x;, es decir:

of

axl
Vf(x)=|: 21)

El vector gradiente Vf(x) tiene una interpretacion importante que comprende la derivada
maxima de f. El vector gradiente apunta en la direccion donde la funcion f aumenta con
mayor rapidez y su magnitud es la razon del aumento de f (con respecto a la distancia), en
esa direccion. -

2.1.4. Convexidad 2%V

Sea f:S—R una funcion definida sobre un conjunto SCE” . Se dice que f es una funcién
convexa, si dados x,y € S se tiene que:

FAx+Q-Ap) < H ) +1-1)f ) (22)

para cualquier Ae [0,1]

J0
HeH1-2f)
P -

\ 4

X (Ax+(I-)y ¥

(a).



(2 ) I R

J6)

HoHI-Af )

Jx)

x ( AH(I-A)y

(b).

y

Figura 2.3.
a). Funcion convexa b).Funcién concava

v

SeR" es un conjunto convexo si el segmento de recta que une dos puntos en S, cae dentro
de S. La funcion f es una funcion convexa si su dominio €s un conjunto convexo y si por
cada par (x,y) en este dominio la grafica de f cae debajo de la recta que conecta a (x, f (x))
con (y, f (y)). Se dice que es concava si —f es una funcioén convexa. La figura 2.3. muestra
una representacion de funcion a). convexa y b). no-convexa.

2.1.5. La Hessiana'”

La ecuacion 2.2 no es practica para determinar si una funcion en concava o convexa. En su
. 2 . .
lugar, se emplea la segunda derivada o V* f{x), la cual es llamada la matriz Hessiana de f{x)

y se denota como H(x).

H(x)=V?/(x) =

9’ f(x)
o, 0x,

axZ axl ax222

(G

/) |
o, 0x,

)

axZ O’xn

(2.3)



Para cualquier funcion, la matriz H debe evaluarse para determinar la naturaleza de f{x). La
H puede clasificarse dentro de alguna de alguna de las siguientes definiciones:

1. H es positiva definida si y solo st x" Hx > 0 para toda x£0
2. H es negativa definida si y solo si x" Hx < 0 para toda x0
3. H no esta definida si x” Hx < 0 para alguna valor de x y >0 para otro

Las definiciones 1 y 2 se pueden ampliar a que la H debe ser positiva semidefinida, esto es,
x" Hx > 0, o negativa semidefinida, x’ Hx < 0, para toda x. Para que f{x) sea convexa,
entonces H debe ser positiva semidefinida y para que f(x) sea estrictamente convexa
entonces H debe ser positiva definida®. En la tabla 2.1 se resumen el status de la matriz
Hessiana y la convexidad o no-convexidad de la funcion.

'Determinantésj' de los menores

H(Y)  Eiggenvalores

; de H(x) principales de H(A) -~

Estrict. Positiva definida >0 A0, A>0....

convexa

Convexa . Positiva - >0 C A0, A20

SRS semidefinida = ARG
Negativa

Céncava semidefinida <0 A0, A>0, A2 <0, ...

‘Esmict. concava’ Negativadefinida <0 A<D, A0, A<,

Tabla 2.1.

Relacion entre f{x) y H(x)
2.2. Optimizacion

El ingeniero utiliza los métodos experimentales y logico-matematicos para analizar e
interpretar el comportamiento del mundo, pero el nivel que la problematica exige es el estar
en condiciones de lograr decisiones convenientes en relacion a la inversion de recursos
escasos cuya finalidad es promover el funcionamiento rentable de instalaciones de utilidad
economica sin desatender a las urgencias sociales

Cuando un ingeniero o persona toma decisiones, se avoca a resolver un problema
seleccionando un elemento entre un conjunto de alternativas y lo hace mediante un método
cuantitativo, obteniendo una figura de mérito”. La optimizacion es una herramienta
empleada en el arte de las decisiones y en el analisis de sistemas®.

Algug)as areas en la industria donde se presenta el problema de optimizacion son (figura
24)":

1. Administracion
2. Disefio de procesos
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3. Diseiio de equipo
4. Operaciones

 Administracion ™

Diseiio

Operaciones

Localizacion

Equipos

] Figura 2.4.
Areas susceptibles de optimizacién

2.2.1. Modelado y tipos de problemas de optimizacion

La construccién del modelo se realiza en varias etapas”®'%'%'").

" Planteamiento del
problema

iplementacion Matemidtico

Deducir una
solucion

_reestructuracion

Figura 2.5.
Etapas del proceso de modelado
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a). Planteamiento del problema.

Implica un estudio detallado del sistema, la recoleccion de datos y la identificacion del
problema especifico que es necesario analizar, junto con las restricciones o limitaciones del
sistema y la(s) funcion(es) objetivo.

b). Modelado matematico

Es la abstracciéon o idealizacion del problema mediante una expresion matematica. Es
necesario asegurarse de que el modelo represente de manera satisfactoria al sistema bajo
analisis y que ademas sea matematicamente tratable. Debe tenerse en cuenta que a partir de
este momento las soluciones obtenidas seran soluciones del modelo y no necesariamente
soluciones del sistema real, a menos que el modelo represente de forma idonea el sistema
real. Si hay n decisiones cuantificables que deben tomarse, a cada una de ellas se le llama
variable de decision (x;, x2, X3,..., X3) y sus valores son los que deben obtenerse. Cualquier
limitacion sobre los valores que pueden tomar las variables de decision, también se expresa
de forma matematica (ecuaciones y/o desigualdades) y se les llama restricciones. Las
constantes (coeficientes y valores del lado derecho de las ecuaciones) se conocen como
parametros del modelo y se pueden realizar experimentos para calcularlos. Los disefios
experimentales son usados para este proposito.

c¢). Deducir una solucion

Es necesario elegir o disefiar una técnica apropiada que aproveche cualquier estructura. Es
posible buscar una o0 mas soluciones Optimas, o tal vez sea solamente posible determinar
una solucion heuristica o aproximada junto con alguna evaluacion de su calidad.

d). Prueba, analisis y (posible) reestructuracion del modelo

Se examina la solucion del modelo y su sensibilidad a varios parametros del sistema, y se
estudian sus predicciones con respecto a diversos escenarios del tipo “qué sucede si...”.
También es posible usar este analisis para evaluar la confiabilidad del modelo mediante la
comparacion de los resultados predichos y los resultados esperados. En esta etapa, también
es posible incluso simplificar el modelo.

e). Implementacion

En esta etapa el modelo se pone en marcha para auxiliar interactivamente en el proceso de
toma de decisiones. Sin embargo, el modelo nunca debe reemplazar a la persona que toma
las decisiones. A menudo, antes de emprender politicas relacionadas con la toma de
decisiones es necesario aplicar a la solucion un factor de seguridad con base en el criterio y
la experiencia.

Basicamente, los problemas de optimizacion constan de tres partes:
1. Al menos una funcién objetivo a optimizar.

2. Restricciones de igualdad (ecuaciones)
3. Restricciones entre intervalos (inecuaciones o desigualdades)
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Las funciones o relaciones matematicas que intervienen en muchos problemas son de tipo
no lineal, es decir, su comportamiento se presenta en forma de:

a. Relaciones no proporcionales
b. Relaciones no aditivas
c. Eficiencias o ineficiencias de escala

Aunque los fendmenos no lineales son muy comunes, su empleo tiene mas inconvenientes
que los modelos lineales, ya que pueden ser mas complejos. De hecho, algunos fenomenos
se representan con buena aproximacion mediante modelos lineales y por eso son mas
usados.

2.2.2. Direccion factible. ?¥

Un concepto importante en teoria de optimizacion que sirve para comprender el
funcionamiento de varios algoritmos de solucion es el de direccion factible, el cual se
definira a continuacion.

Sea S un conjunto no vacio en E, y sea xe S. El cono de direcciones factibles en x se define
como:
D= {d :d #0yx+ Ad € S para toda 4 € (0,0) para algiin § > 0} 24)

donde cada vector de D diferente de cero es una direccion factible.

Dada una funcion f, el cono de direcciones que mejoran el valor de f se denotara como F,
donde:

F :{d:f(x+/1d)<f(x)para toda A € (0,9) paraalgl'm5>0} (2.5.)

Cada direccion de F' se conoce como una direccion de mejora o direccion de descenso de f
en x. Un cambio de x a lo largo del vector de D dirige a un punto factible, mientras que un
movimiento similar sobre el vector de F proporciona soluciones que mejoran el valor de la
funcion objetivo.

Si Vf(x)'d <0, entonces d es una direccion de mejora, esto es, iniciando en x, un

desplazamiento a lo largo de d reducira el valor de f. Cabe sefalar que si Vf(x)'d <0,

entonces d¢ D, esto es, una condicion necesaria para un Optimo local consiste en que cada
direccidon de mejora no sea una direccion factible.

2.2.3. Optimizacion No restringida

Basicamente se requiere encontrar el maximo o el minimo de una funcién; o dicho de otra
forma, un punto estacionariot’*'*%.
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Sea el problema:
Min f(x)

xeS

(2.6)

siendo f- S—R una funcion definida diferenciable sobre un conjunto convexo S, donde S es
de hecho todo el espacio E” o cuando menos un subconjunto abierto de £”. Se dice que
x*cS es un minimo local de f sobre S, si existe B(x* ¢), tal que f(x)= f(x*)para
cualquier x € B(x*,g). Si de hecho f(x*)> f(x) para toda x*€S, entonces se dice que x*
es un minimo global de f sobre S.

Las condiciones de optimalidad para el problema no restringido seran:

a. Condicion necesaria de optimalidad de primer orden: Si f es diferenciable y
x*eS§ es un minimo local de £, se tiene que Vf(x*)=0.

b. Condicién necesaria de optimalidad de segundo orden: Si f es doblemente
diferenciable y x*cS es un minimo local de f, entonces Vfx*)=0 y la hessiana
H(x*) es positiva semidefinida.

c. Condicion suficiente de optimalidad de segundo orden: Sea f doblemente
diferenciable en x*. Si Vf{x*)=0 y la hessiana H(x*) es positiva definida, entonces
x* es estrictamente un minimo local

2.2.4. Optimizacion Restringida.

Se trata de encontrar un punto que satisface las restricciones, puede ser un maximo o un

minimo que no necesariamente sera el de la funcion"” . El problema de optimizacion se

puede representar de forma matematica como sigue®*?" :

Min  f(x)

Sa.:
(2.7)

donde las funciones f, h;, i =1,2....1'y g, i =1,2....m son continuas y en general se supone
que tienen segundas derivadas parciales continuas. Cuando f{x), todas las A;(x) y todas las
gi(x) son lineales, tenemos un problema de programacion lineal, en caso contrario, el
problema se denomina problema no lineal. Las restricciones h,(x)=0 y g,(x)<0,
(g,(x)>0) se denominan restricciones funcionales, un punto que cumple todas las
restricciones funcionales se denomina punto factible®" .
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2.2.5. Restriccion activa®?

Una restriccion de desigualdad g,(x) <0se dice que es activa en un punto factible x*, si
8,(x*)=0, yesinactivaenx* si g, (x*)<0.
Por convencion, cualquier restriccion de igualdad A (x*) =0 es activa en cualquier punto

factible. Las restricciones activas en un punto factible x*, restringen el dominio de
factibilidad en las proximidades de x*, mientras que las restricciones inactivas no ejercen
ninguna influencia en las proximidades de x*. Por lo tanto, al analizar las propiedades de un
punto minimo (maximo) local, es evidente que se puede centrar la atencion en las
restricciones activas.

2.2.6. Condiciones necesarias de optimalidad de
primer orden (Karush-Kuhn-Tucker) ¢*'??

Sea el problema de programacion no lineal:

Min f(x)

Sa.:
(2.8)

Sea x* una solucion factible, defina:
I = {i g, (x) = O}( conjunto de restricciones activas) (2.9.)

A partir del problema se puede construir el Lagrangiano definido como:
1
L(x,4) = fix) - Z Ah(x) - Z vg.(x) (2.10)
=1 icl

Suponga que f, g; y A; son diferenciables en x*. Finalmente suponga que Vg,(x*) para cada
iel'y Vhi(x*) para cada i =1..../ son linealmente independientes (se dice que x* es un punto
regular). Si x* es una solucion local del problema de programacion no lineal, entonces
existen escalares v; paraie/ y A; i=1.... .. [ tales que:

VHx*) - iAth,(x*) - ivngi(x*) =0 (211a)

0,8(x%=0 (2.11b))
v, 20 (2.11.c)
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2.2.7. Condiciones necesarias de optimalidad de segundo orden. 2021.22)

Sea el problema:

Min f(x)
Sa.:

Sea x* una solucion factible, y sea nuevamente:
1=1i:g,(x)=0}

Suponga que las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) se cumplen en x*, es decir,
existen los escalares v2> 0 paraie/y A i=1..... / tales que:

Vix*) - ﬁAth,,(x*) - iv,vg,.(x*) =0 (2.11a)

0,8,(x%)=0 (2.11.b)
v, 20 (2.11.c)

Suponga que f, g y A son doblemente diferenciables en x* Sea H(L(x*)) la matriz
Hessiana de L(x) en x* y sea:

D=1 #0:Vh(x*)d=0,i=1._1Vg (x*)'d =0paratodai e }(2.12)

entonces x* es un minimo local para el problema de programacion no lineal, si se cumplen
las condiciones de KKT y la condicion adicional:

d'H{LE)Hd =0  (2.13)

paratodadeD .

2.2.8. Condiciones suficientes de optimalidad de segundo orden. ?**'??

Suponga que x* es una solucion factible que cumple con las condiciones de KKT, con
multiplicadores de Lagrange v y A asociados, respectivamente con las restricciones de
desigualdad y las restricciones de igualdad. Sea 7 = {i - g,(x) = 0} y defina:

I"=fel v >0} (2.14)
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I°=fiel v(x*=0} (215)

Donde I' e I° se conocen como las restricciones que son fuertemente activas y las
restricciones débilmente activas. Sea la funcion lagrangiana definida como:

Lixd) = fi)- Y A9~ T o8 (210)

il

y sea su Hessiana:

ViL(x) =V’ fix*) - i AV h(x*) ~ i o,Vig.(x*) (216)

donde V*f(x*), V2 gi(x*) para icl y V* hi(x*) para i=1....I son las Hessianas de f, g, para ic/
y h; para i=1... ] respectivamente y evaluadas en x*. Defina el cono:

o [drovneya=oi=t.1,
Vg.(x*)'d =0paratodaie /" Vg, (x*)'d <Oparaie [’

Entonces, si d'H(L(x*))d>0 para toda deC, tenemos que x* es un minimo local estricto.
p q

2.2.9. Geometria de las condiciones de KKT.?”

Cualquier vector de la forma Zvng,.(x*), donde v;>0 paraiel y I = {i g.(x*)= O}
=

se encuentra dentro del cono formado por los gradientes de las restricciones activas. Las

condiciones de KKT pueden interpretarse como sigue: el -V f{x*), se encuentra dentro del

cono formado por los gradientes de las restricciones activas en el punto x*.

Figura 2.6.
Interpretacion geométrica de las condiciones de KKT

17



En la figura 2.6. se muestran dos puntos factibles en x; y x2. Observe que el -V f(x;), se
encuentra dentro del cono formado por los gradientes activas en Xx; y, en consecuencia, X;
es un punto que cumple con las condiciones de KKT. En cambio -V f{x2), se encuentra
fuera del cono formado por los gradientes de las restricciones activas en x; y por lo tanto,
no cumple con las condiciones de KKT. Algunos ejemplos de regiones factibles
delimitadas por restricciones se muestran en la figura 2.7.

Maximo sin restricciones

Contornos de la
funcion objetivo

Region factible

»
»

X

a). Maximo de una funcién céncava, maximo
absoluto fuera de la region convexa

Maximeo factible= maximo sin restricciones

7 Contornos de Ia
funcion objetivo

Region factible <

B
| o

b1

b). Méaximo de funcion céncava, maximo absoluto
dentro de la regién convexa
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Maximo global
Contornos de la

funcién objetivo

»
»
la)
~
;

Maximo local

Region factible

¢). Region no convexa

Figura 2.7.
Ejemplos de regiones delimitadas por restricciones

2.3. El problema de las mezclas®

Algunos problemas de programacién matematica tienen una estructura que ha sido
estudiada y que se puede modificar de acuerdo a un problema especifico (Figura 2.8.); en el
problema de las mezclas el objetivo consiste en encontrar las cantidades Optimas de
componentes y que al mismo tiempo, satisfagan una serie propiedades expresadas en forma

de restricciones.

Control

" Patrones de

Problélﬁa dé

ort _transporte

rogramacion
matematica;

Figura 2.8.
Problemas tipo de programacién matemitica

Portafolios
_de inversion

Asignacion
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El problema de la mezcla se puede plantear de la siguiente manera: suponga que se desea
preparar un alimento para animales mezclando dos tipos de ingredientes, por ejemplo maiz
(1) y alfalfa (2). La mezcla debe hacerse de manera que el alimento satisfaga ciertos
criterios de nutrientes, por ejemplo proteinas (1) y vitaminas (2). Suponga que el costo del
maiz es c¢; y el de la alfalfa 2 es c;. Entonces, el costo de la mezcla estara dado por la suma
de los costos, multiplicada por la cantidad empleada del ingrediente:

X, +¢,x,

Se requiere una cierta cantidad que estara dada por la suma de ambos ingredientes:

Suponga que la cantidad de proteinas presente por unidad de ingrediente se denomina como
aij , para el maiz sera ay;, y para la alfalfa es ays; la cantidad de proteinas presente en la
mezcla sera:

aH'YI +alZ’r2

De la misma forma para las vitaminas:

a21x1 +al'lx2
Las cantidades requeridas de cada nutriente se encontraran dentro de un intervalo que
denominaremos p_. para el nivel maximo de proteinas y como p_, para el minimo

requerido, de la misma forma para las vitaminas tendremos v_, y Vv,

n

. Finalmente, la
cantidad de cada ingrediente esta limitada a x,__, unidades disponibles.
El problema de encontrar la mezcla optima de ingredientes se plantea de la siguiente forma:

Min ax, +c,x,
sa.
x,+x,=b

Poin SN, tapX, <P
Viin S X + Ay Xy SV,
0<x <x

1max

0 < x: S x’Zmzir

La resolucion de este problema nos dara la mejor mezcla al minimo costo (en este caso). De
esta forma, el planteamiento general para n ingredientes y m requerimientos de las
propiedades r,,7,,....r, que debe cumplir la mezcla se puede plantear como:
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Min ¢ x tc,x, +.. . +cC,X

n n
sa.
X +x, +..+x, =b

Fiin < Q)X +A1X, +..+0,X, S,

Fomin < Ay Xy + Xy + ..+ 85,X, <1

r

mmin

<a,x tapx,+..+a,x, <r

mmidx

0<x <x,.

2mdx

0<x,<x

0<x, <x,.

Tenemos igualmente una funcion de costo para mas de un componente, seguida por la
restriccion que debe cumplir para cierta cantidad, a continuacion, tenemos las restricciones
de las m propiedades que la mezcla debe satisfacer y finalmente, la disponibilidad de los #
componentes empleados en la mezcla.

2.4. Algoritmos de solucion®”

El uso correcto de un algoritmo de solucion requiere una buena comprension tedrica, tanto

. . ‘- 18
del problema que se quiere resolver, como del algoritmo que se utilice para resolverlo’ )
Considere el problema:

Min f(x)

xes

donde f es la funcion objetivo y S la region factible. Un procedimiento de solucion, o
algoritmo se puede definir como un procedimiento iterativo que genera una secuencia de
puntos, de acuerdo a un conjunto de instrucciones y con un criterio de terminacion.

2.4.1. El mapa algoritmico®”

Dado un vector xy, y aplicando las instrucciones del algoritmo, obtenemos un nuevo punto
Xk+1. Este proceso se puede describir como mapa algoritmico al que denotaremos como A.
Este mapa es generalmente un conjunto de puntos y asigna a cada punto en el dominio X,
un subconjunto de x.

Por esto, dado un punto inicial x;, el mapa algoritmico genera la secuencia x;, x;, ..... donde
Xi+1 €A(x;) para cada k. La transformacion de x; en x4+, a lo largo del mapa constituye una
iteracion del algoritmo .
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2.4.2. El conjunto de soluciones y convergencia de los algoritmos. @0

Una propiedad deseable que deben cumplir los algoritmos de solucion, consiste en
converger hacia una solucion optima. Sin embargo, como resultado del tamafio del
problema, de la no convexidad y otros factores, debemos detener el proceso iterativo en un
punto dentro de un conjunto conocido como el conjunto de soluciones Q.

Algunos tipos de conjuntos de soluciones pueden ser:

1. Q:{x: x esun optimo local del problema}
2. Q:{x: x€S, f(x)<b}, donde b es un valor aceptable

2.4.3. Generalidad, confiabilidad y precision®”

Los algoritmos de solucion se disefian para resolver varios tipos de problemas de
programacion no lineal: optimizacion no restringida, optimizacion bajo restricciones de
desigualdad, de igualdad, etc. Para cada clase de problemas, los distintos algoritmos usan
ciertos supuestos acerca de la estructura del problema.

La generalidad, por lo tanto, se refiere a la variedad de problemas que se pueden resolver
con un algoritmo y sus respectivas limitaciones.

2.4.4. Confiabilidad®®

Se refiere a la capacidad del procedimiento para resolver la mayoria de los problemas para
los que se ha disefiado, con una exactitud razonable.

2.4.5. Precision. @

La convergencia de un algoritmo ocurre en un sentido limitado. Muchas veces, nos
interesara la calidad de los puntos generados por el algoritmo después de un razonable
numero de iteraciones, ya que los algoritmos que generan soluciones factibles con valores
objetivo deseables seran los preferidos.

2.4.6. Sensibilidad a parametros y datos. ¥

Para algunos algoritmos de solucion, el usuario establece los valores iniciales de ciertos
parametros, como puede ser el tamafio de paso. Algunos procedimientos son muy sensibles
a este tipo de parametros, asi como a los datos del problema y pueden generar resultados
diferentes o tal vez detenerse prematuramente. En particular, para un conjunto de
parametros, el algoritmo debe resolver el problema para una amplia gama de problemas y

debe ser invariante en la escala, esto es, no debe ser sensible a cualquier incremento de
variables o restricciones.
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2.4.7. Esfuerzo computacional. ¢

El esfuerzo de preparacion para introducir los datos debe ser tomado en cuenta para
cualquier algoritmo, lo mismo que el tiempo que emplea la computadora, nimero de
iteraciones, el nimero de funciones a evaluar. Cabe sefialar que cualquiera de estos
Criterios, por si mismo no es enteramente satisfactorio.

2.4.8. Convergencia. ®”

La convergencia teorica de los algoritmos hacia un punto dentro del conjunto de soluciones
es una propiedad muy importante. Dos algoritmos pueden ser comparados en base al orden
o rapidez de convergencia. Sea la secuencia {ry} de numeros reales que converge a r y
suponga que r#r para cualquier k. El orden de convergencia de la secuencia es el supremo
de los nimeros p, no negativos que satisfacen:

Si p=1y radio de convergencia f es menor a 1, se dice que la secuencia tiene una
convergencia lineal. Sip>1 6 si p=1 y =0 se dice que la serie converge superlineal.
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Capitulo 3

Generalidades sobre PVC.

~(CH,=CH-Cl)-

Los historiadores frecuentemente clasifican las etapas de la historia del hombre de
acuerdo a los materiales que emplearon para fabricar sus implementos y otras
necesidades basicas.

Los ejemplos mas conocidos son la Edad de Piedra, la Edad del Hierro y la Edad del
Bronce. En las etapas posteriores dicho sistema ya no es aplicable, ya que se han
empleado una gran variedad de materiales para tal fin: madera, acero, porcelana,
vidrio.

Sin embargo, en el siglo pasado dos nuevos materiales se introdujeron, que no sélo
han substituido a los materiales tradicionales en usos cotidianos, sino que han hecho
posible la aparicion de nuevos productos que han ampliado el espectro de actividades
del hombre.

Sin los hules y los plasticos es dificil concebir la forma en que un motor de automovil,
una television o un teléfono se hubieran desarrollado.

Los compuestos de PVC son considerados entre los mas versaitiles por la cantidad de

productos que se pueden obtener: desde materiales para construccién hasta juguetes y
paﬁales(23).
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3.1. Antecedentes histéricos

La preparacion del monémero de cloruro de vinilo lo report6 por primera vez Regnault en
1835, al realizar una preparacion de dicloruro de etileno con una solucion alcoholica de
hidroxido de potasio®?:

CICH, ~CICH, + KOH — CH, = CHCI + KCl + H O

monoémero

En 1872 Bauman logra la polimerizacion del monomero, al exponer a la luz del sol un tubo
de vidrio sellado con cloruro de vinilo, descubriendo la formacion de un precipitado en
forma de polvo blanco que no era afectado por una amplia gama de solventes. En 1912,
Klatte patento la manufactura del monomero de cloruro de polivinilo por la reaccion entre
acetileno y acido clorhidrico, en presencia de cloruro mercirico como catalizador.

En 1920, Waldo Semon obtuvo la formacion de masas tipo caucho que permanecian
homogéneas a temperatura ambiente al calentar el PVC y fosfatos de tritolilo a 150°C,
iniciando de esta forma la comercializacion del PVC Para el aiio 1929 Kyorioes, patenta el
uso del DOP como plastificante del PVC En 1930 B.F. Goodrich y General Electric
desarrollaron el PVC plastificado como aislante eléctrico para cables y alambres.

La comercializacion del PVC en México, comienza en 1947 y su produccion en 1953.

3.2. Generalidades del PVC.

El PVC es el producto de la polimerizacion (proceso donde las moléculas se unen para dar
origen a moléculas mas grandes) del monémero de cloruro de vinilo, que se lleva a cabo
mediante una reaccion via radicales libres promovidas por un iniciador (generalmente
peroxidos).

El PVC rigido o sin plastificar es un polimero de bajo costo, con buena resistencia al
impacto, rigidez y resistencia a los productos quimicos. A diferencia de otros polimeros, no
es inflamable, aunque no es muy duro y es Gtil Gnicamente dentro de cierto intervalo de
temperatura.

Es un polvo blanco, inodoro e insipido, fisiologicamente inofensivo y dificilmente
inflamable. La estructura de la particula a veces es similar a la de una bola de algodon y su
diametro varia dependiendo del proceso de polimerizacion empleado para su fabricacion.
Es soluble en solventes como la ciclohexanona y el tetrahidrofurano ¢24%2%).

En la industria existen una gran variedad de resinas de PVC, para identificarlas se recurre a

su valor K (Fikentscher) que es una forma de presentar su viscosidad inherente o también
se puede tomar como una medida del peso molecular de la resina (Tabla 3.1.)®
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Peso - Peso molecular:

- molecular (Mw) “"-;promedioﬂ(il{
40,000 . 20,000
54000 26,000
70,000 36,000 5
100,000 e 48,8500
140,000 ' 55,000
200,000 64,000
260,000 73,000
340,000 82,000 .
480,000 91,500

Tabla 3.1.

Valor K (medida del peso molecular de 1a resina)

Es un material muy versatil: se emplea para fabricar productos rigidos como son las
tuberias, productos semiflexibles como perfiles de persianas y muy flexibles como
sandalias y peliculas. g

La resina de PVC obtenida de cualquier proceso de polimerizacién (sin importar sus
caracteristicas de peso molecular y composicion) no es funcional, por lo que se le debe
afiadir una serie de aditivos que proporcionen las caracteristicas necesarias para “ser
procesado® (Flgura 3.1).

3.2.1. PVCrrigido

Es aquel en cuya formulacion se encuentran aditivos como modificadores de impacto,
estabilizadores, colorantes, entre otros. No contiene liquidos plastificantes que modifiquen
la flexibilidad del material, por lo que se obtiene un producto rigido que sufre ligeras o
ninguna deformacion ante cargas o impactos externos.

Puede extruirse en forma de tubo, ducto (Figura 3.1.) o lamina corrugada para usarse en
lugar de los metales para fabricar tuberias o laminas para techos. También se emplea en la
fabricacion de discos, tarjetas y diferentes tipos de mobiliarios®?*%),

3.2.2. PVC flexible

En este tipo de formulacion, se incluyen aditivos que hacen a la resina procesable ademas
de liquidos plastificantes que imparten al producto terminado flexibilidad y que dependeran
de la proporcion usada.

La adicion del primer 1.2% de plastificante lo hace mas fuerte y rigido, pero cantidades
mayores lo convierten gradualmente en un plastico blando y flexible.

Por su resistencia al fuego se emplea en la fabricacion de aislante de cables, por su
resistencia al agua se usa para calzado e impermeables, también para fabricar guantes
estériles, tubos de dialisis, mascarillas, catéteres, botellas y peliculas para empacar y
proteger alimentos®232%),

27



b). Tubo flexible (material flexible)

¢). Bolsa de uso clinico (material flexible)

Figura 3.1.
Productos fabricados con PVC
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| RESINA DE PVC |

PLASTIFICANTES “

ADITIVOS

v

ADITIVOS

v v

COMPUESTO RiGIDO I COMPULESTO FLEXIBLE

Figura 3.2.
Clasificacion por formulacién

3.3. Formulaciones

La gama de formulaciones de PVC es muy amplia y es dificil hacer generalizaciones sobre
las propiedades de los productos. Para cada producto final, los requerimientos deben ser
seleccionados y debera obtenerse una formulacién que dara un compuesto de propiedades
adecuadas y de bajo costo® .

La resina de PVC no es funcional por si sola, ya que se deben afadir aditivos que
proporcionen las caracteristicas necesarias para ser procesado (Figura 3.2.). Algunas
formulaciones consisten en suspensiones de resina de PVC en plastificantes liquidos y son
conocidas como plastisoles®. Cuando dicho sistema se calienta a temperaturas de 148-177
°C se presenta la fusion del material”.

3.3.1. Aditivos

Los aditivos se agregan a la resina antes y durante su transformacion y se clasifican en

aditivos de proceso y aditivos funcionales®*®.

' Al proceso también se le conoce como curado
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3.3.1.a. Aditives de proceso

Facilitan el procesamiento de los polimeros, evitando su adhesion a las partes metélicas de
las maquinas, asi como la degradacion del polimero. Tenemos los siguientes

s o(27,28,29,30,31,32).
tlpos( );

¢ Estabilizadores térmicos: evitan el rompimiento de las moléculas por efecto del
calor.

e Lubricantes: mejoran la procesabilidad, reducen la friccion entre particulas, asi
como la viscosidad.

e Antioxidantes: inhiben la degradacion del PVC provocado por altas temperaturas de
procesamiento, luz ultravioleta y temperatura ambiental.

e Modificadores de flujo: favorecen el flujo del polimero sin modificar sus
propiedades como producto final.

e Modificadores de viscosidad: facilitan el control de la viscosidad permitiendo
excelentes acabados en el producto final.

e Agentes deslizantes: proporcionan lubricacion en la superficie de peliculas de PVC,
permitiendo su deslizamiento en equipos tales como las extrusoras.

3.3.1.b. Aditivos funcionales
Sirven para modificar las propiedades de los plasticos y para protegerlos de los factores
externos como la luz, fuego y microorganismos. Se pueden clasificar de la siguiente

forma®72829-3031.32).

e Plastificantes: en su mayoria son ésteres liquidos de elevada temperatura de
ebulliciéon, que disuelven o impregnan la resina para proporcionar como resultado
un matenial flexible y homogéneo llamado PVC plastificado.

o Absorbedores de luz: evitan la degradacién del PVC, causada por la radiacion
ultravioleta.

e Modificadores de impacto: proporcionan caracteristicas elasticas con capacidad de
absorber choques sin fracturarse.

e Agentes de acoplamiento: ayudan a las cargas a incorporarse a nivel molecular,
mejoran la dispersion de las particulas aglomeradas aumentando propiedades
mecanicas.

o (Cargas: matenales organicos o inorganicos, empleados para mejorar las propiedades
fisicas y quimicas del PVC

e Agentes de entrecruzamiento: compuestos quimicos que enlazan las moléculas del
polimero formando una malla que ofrece mayor estabilidad, aumentando sus
propiedades mecanicas y mejorando su resistencia al medio ambiente.

o Agentes antiestaticos: disipan la electrostatica del polimero, ya que el PVC tiende a
mantener las cargas estaticas acumuladas en su superficie.
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~Proporcioén

' (para 100 partes -
: T SN de resina)
Resina PVC Geon 121 70
Resina PVC.Geon 212 30
Di 2 ethyl hexyl ftalato 45
‘=~ Butil-bencil-fialato 15
Estabilizador Cd/Zn 3
3.2.a
o Material Proporcion
B ool (para 100 partes
T ' de resina)
Resina PVC Geon 103 100
*. Modificador de impacto 0- 10
Auxiliar de procesamiento 0-3
' - Estabilizador Sn 1-2.5
Estearato de Calcio 1-2
=+ Polietileno 0-0.5
Cera 04-12
Oxido de titanio 0.5-3
Carbonato Calcio 0-5
3.20b
Tabla 3.2.

Intervalos para formulaciones de PVC?"
a). Muiiecas, b). Tuberia rigida

Enlatabla3.2. ay b tenemos dos ejemplos de formulaciones de PVC, primero tenemos una
formulacion para fabricar mufiecas: se emplean dos tipos de resina con diferente peso
molecular, como plastificante tenemos dos ftalatos y finalmente se emplea un estabilizador
a base de cadmio y zinc. Este material se considera como una formulacion de PVC flexible.

A continuacion, tenemos una formula para fabricar tuberia rigida: se emplea una sola
resina, contiene un modificador de impacto para absorber golpes severos, auxiliar de
procesamiento y cera para facilitar su manejo dentro de los equipos, estabilizador a base de
estafio, oxido de titanio para darle color blanco y carbonato de calcio como carga. Esta
formulacion no contiene plastificante y cae dentro de las formulas de PVC rigido.

3.4. Métodos de ensayo.
Para asegurar el éxito de juguetes, partes industriales, automotrices, etc, €s necesario que

los disefiadores encuentren el balance adecuado entre las caracteristicas del material y el
tipo de servicio que se necesita, siempre con el adecuado margen de seguridad.
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Los disefiadores y personal de desarrollo basan la seleccion de plasticos para nuevos
productos en los resultados de pruebas standard ®***. Los fabricantes usan los resultados
de las pruebas como guia para establecer los parametros del proceso. Finalmente, en
Control de Calidad se verifica si el producto cumple con los requerimientos del cliente.

La evaluacion de las propiedades fisicas y quimicas de los productos obtenidos es muy
comun para evaluar su desempefio y muy importante por sus implicaciones econoémicas.

Algunas razones por las que es necesario realizar dichas pruebas son®**:

Seleccionar el tipo y grado de un polimero(plastico) o un material aceptable
Establecer las condiciones de operacion 6ptimas de produccion

Proporcionar un esquema acerca del comportamiento del producto

Verificar la uniformidad del material cuando se fabrica

Verificar los cambios que se presentan por modificaciones a la maquinaria o las
herramientas de produccion

NBEBDN -

Las pruebas que se realizan son de varios tipos y se realizan de acuerdo a lineamientos
establecidos por la ASTM (American Standard for Testing and Materials)®*>4%

En México, los lineamientos que deben cumplir productos fabricados con este material, se

pueden encontrar en las Normas Oficiales Mexicanas (Tabla 3.3.)%6*™3%

i Norma aplcabl

Guantes de cirgjano 9 300 g? G(gﬁ(_)%(;z

Gumesdbaricos CREEOD 00 il

o S
Tabla 3.3.

Requerimientos de calidad
minimos de productos de PVC

3.4.1. Propiedades mecinicas

Las propiedades mecanicas de un material describen y /o miden las respuesta de un material
al aplicarsele una fuerza o carga®. Son muy importantes al momento de seleccionar un
material. Existen varias pruebas para determinar las propiedades mecanicas, pero las que
proporcionan informacion util para la mayoria de las aplicaciones son: pruebas de tension,
de impacto y de dureza (Figura 3.3.).
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PRSI = Forhna: - Rigidez: Maleabilidad: - D;irabilidad:
Tension Elongacién Moédulo de Resistenciaal | | Dureza
Estuerzo ala Reduccion elasticidad impacto Lo -Fatiga

DR g :

Figura 3.3.

Propiedades mecanicas y tipo de servicio
3.4.1.a. Pruebas de Tensién (ASTM D 638-99)”.

Se realiza para determinar las propiedades de plasticos reforzados y no reforzados. Se
aplica a especimenes en forma de probeta y en condiciones controladas de humedad,
temperatura y velocidad del equipo. La prueba de esfuerzo a la tension, consiste en aplicar
una fuerza a velocidad constante sobre un espécimen de dimensiones conocidas (por lo
tanto el area es conocida) y sujetado por los extremos, de tal manera que se estire.

Especimen

Fuerza

Figura 3.4.
Diagrama de la prueba de esfuerzo a la tension

Con este ensayo se determina el esfuerzo a la ruptura o fuerza necesaria para romper el
espécimen. El esfuerzo se calcula con la siguiente formula:

fuerza

area

Esfuerzo a la tension =
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« . 2 . -
Las unidades del esfuerzo son Pa (Newton/ m®) o psia (Ib/plg’). Asi mismo, de esta prueba
también se obtiene el % estiramiento o porcentaje de elongacion, el cual se calcula con la
siguiente férmula:

. longitud ..
% e|ongac1(')n = {;}’?gg/lz(j”l\} * lOO
M final

3.5. Procesamiento de PVC

Una guia 0til para tener un mejor idea de las formas en que el PVC se procesa es la
siguiente:

1. Fusion de PVC plastificado
2. Fusion de PVC sin plastificar
3. Procesamiento de pastas

4. Suspension

5. Copolimeros

3.5.1. Fusion de PVC plastificado.
Requiere las siguientes etapas:

Premezclado de ingredientes

Fluidizado

Conversion para un procesado posterior: pellets, pelicula.
Calentamiento para procesado final y conversion en algun articulo

Pl e

Algunos productos que se pueden obtener son: mangueras, cables, tuberias y perfiles.
3.5.2. Fusion de PVC sin plastificar.
Las condiciones de operacion son mas delicadas, ya que se trabaja con temperaturas altas,

que pueden provocar una rapida degradacion del material. Los procesos que se emplean son
la extrusion y la inyeccion.

Figura 3.5.
Botellade PVC
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3.5.3. Pastas

Se obtienen cuando el vacio entre las particulas del polimero se llena con algun
plastificante quedando en suspension éste altimo en suspension, como ejemplos tenemos
los plastisoles y los organosoles. Las técnicas que se emplean para su procesamiento son la
inmersion y el rociado. Posteriormente el material se calienta a temperaturas que oscilan
entre 150-250 °C para solidificarlo. Guantes e impermeables son ejemplos de productos
elaborados con estas técnicas.

3.5.4. Suspension

El PVC puede obtenerse en forma de suspensiones colidales acuosas. Para procesarlo se
agregan productos que modifican ciertas propiedades del polimero y aditivos que
porporcionan cualidades requeridas al producto final.

3.5.5. Copolimeros

Los copolimeros pueden procesarse a temperaturas menores y las formulaciones consisten
en polimero de PVC, carga, color y algun agente lubricante. La principal aplicacion (previo
a la aparicion del disco compacto) es la elaboracion de los discos conocidos como vinilos o
LP.s.

Procesado

Materias

yrimas Pelicula de
/ PVC
.. ,a,» \

Figura 3.6.
Diagrama de flujo de fabricacion de pelicula de PVC
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Capitulo 4

Ingenieria de Calidad,
disefios experimentales y
analisis de regresion

“Si intentamos ver el universo como una simple
suma de acontecimientos no relacionados entre si,
como un briliante e insustancial lienzo

de no causalidades, estamos perdidos™

El hombre estocdstico, Robert Silverberg

Las diferencias entre Ciencia e Ingenieria son muy grandes.

El objetivo de un cientifico es describir los principios que gobiernan los fenémenos
naturales de la manera mas clara posible. En otras palabras, el objetivo del cientifico
es encontrar el mejor camino para entender los fenémenos de la naturaleza, sin tomar
en cuenta el costo; y esto suele ser muy caro.

En el mundo de la Ingenieria existen muchas formas de disefiar y elaborar un
producto que pueda realizar una determinada funcion.

De todas las posibilidades se selecciona la mejor opcion, considerando su nivel de

calidad y el costo requerido para obtener un producto altamente competitivo en el
mercado.
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4.1. Ingenieria de Calidad**?

La calidad de un producto se mide en funcion de sus caracteristicas. Se relaciona con la
pérdida provocada a la sociedad durante su tiempo de vida y lo mas comun es emplear la
pérdida de funcionalidad o de sus propiedades y tiene un evaluador Gnico: el cliente, el cual
juzga el producto final.

El nacimiento de un producto se da cuando el disefiador toma informacion del cliente,
define lo que quiere y lo que necesita, posteriormente estos deseos los traslada a
especificaciones: dibujos, dimensiones, tolerancias, materiales, procesos; entonces el
fabricante emplea esta informacion, asi como los equipos para elaborar el producto,
finalmente, el producto se envia al cliente. Es necesario cubrir una serie de etapas bien
definidas y donde entran especialistas en cada una de ellas (Figura 4.1.).

E
i

Diseiio del
proceso

Planeacion Disefio

Servicio Produccion

Figura 4.1.
Las etapas del nacimiento de un producto

La competitividad del fabricante dependera de su capacidad para disefiar y desarrollar
nuevos materiales que desempefien las funciones deseadas y al mismo tiempo, mantener un
costo de produccion bajo con respecto a sus competidores. El propdsito de la Ingenieria de
Calidad es enfocar la investigacion en el desarrollo de tecnologias robustas y métodos para
incrementar la competitividad de los productos, reduciendo sus costos y mejorando su
calidad.

Dentro de los métodos tenemos el Control Estadistico del Proceso y el Disefio de
Experimentos, éste ltimo sera el que se describira a continuacion.
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4.2. Diseiios experimentales

Los experimentos se llevan a cabo en casi todos los campos, con la finalidad de identificar
aspectos relevantes acerca de un sistema. En Ingenieria, la experimentacion juega un papel
preponderante en el desarrollo de productos, procesos y mejora de los mismos. El objetivo
consiste, en muchos casos, en desarrollar un proceso robusto, esto es, un proceso que sea
afectado minimamente por agentes externos (Figura 4.2.).

 Mejora i N
ren (i‘imi:;?(fs : Reducir la variabilidad
i con respecto a un

reauerimiento . 5

Los diseiios
experinentales

b Reducirel
f tiempo de diseiio §

£ Bajar costos

Figura 4.2.
Objetivos de construir un disefio experimental

En Ingenieria del Disefio, la atencion se enfoca en:

o

Evaluacion y comparacion de disefios alternativos

2. Evaluacion de materias primas

3. Seleccionar parametros de disefio, de tal forma que el producto trabajara
adecuadamente bajo una variedad amplia de condiciones (disefio robusto)

4. Identificar parametros clave que afectan el desempefio de un producto

Las ventajas que se obtienen al final se traducen en productos mas faciles de fabricar,
mejores propiedades, bajo costo y un tiempo de disefio mas corto®"*?,
En general, el Ingeniero trabaja con un producto, proceso o sistema que tiene una respuesta

(13 »”

'y que depende de una serie de variables x;,x,,........ x.9. Esta relacion se representa como:

y=f(x,%, .. x )+e (4.1)
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Donde f es una funcion desconocida y € representa las fuentes de variabilidad externas y es
una medida del error®. Es comun usar polinomios de 1° 6 2° orden:

e y=p, +px +pB,x, polinomio de primer orden, se usa en superficies pequefias
con curvaturas minimas

o y=p,+pBx +pB,x,+ f,xx,: polinomio con interaccion entre variables, incluye
una curvatura pequena

o y=p8,+Bx +B.x,+ B,x} + Bxs+ f,xx,. polinomio de 2° orden, se usa
cuando la curvatura es significativa

Para calcular los parametros £, del modelo polinomial es necesario obtener una serie de
datos mediante Disefios Experimentales y a continuacion se aplica el Método de Minimos

Cuadrados para obtener el modelo matematico empirico que ajuste a dichos datos'.

Existen varios tipos de Disefios Experimentales, sin embargo, es importante establecer una
serie de propiedades que se deben cumplir:

1. El modelo matematico que se obtenga debe ajustar de manera adecuada los datos

2. Debe obtenerse informacion suficiente para determinar la magnitud de la falla en el
ajuste del modelo

3. Si se quiere incrementar el orden del modelo, esto debe realizarse de forma

secuencial

Deber obtenerse una medida del error experimental

El modelo debe ser robusto (insensible a la presencia de datos atipicos)

El modelo de ser robusto con respecto a factores externos

Costo bajo

Que los experimentos se puedan realizarse en bloques

Permitir la verificacién del supuesto de varianza homogénea

(y(x))

-

O XN s

10. Dar una distribucion adecuada de Var
g

No todas las propiedades seran importantes para todos los disefios experimentales, aunque

. . 6
si deben tomarse en cuenta varias de ellas'®.

4.2.1. Disenos Factoriales

Se usan particularmente en situaciones donde existen variables que tienen cierto grado de
influencia en la calidad de un producto o en alguna de sus propiedades. Esta influencia se
conoce como respuesta.

Basicamente consiste en identificar un conjunto de variables y a cada una se les asignan

niveles, posteriormente, se realizan los experimentos con todas las combinaciones posibles
entre variables y niveles.
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Base para
diseiios mas
complejos

“Pocas corridas
por factor

~  Diseiio
. factoriales

Base para :
experimentos
_en bloque

©" Base para diseiios
factoriales
fraccionales .~

Figura 4.3.
Caracteristicas de los disefios factoriales “*

El disefio factorial mas importante es aquel en el que tenemos & variables, cada variable con
2 niveles, los cuales pueden se cualitativos o cuantitativos, a tales disefios se les conoce
como disefios 2%, y el mas simple es el disefio con dos variables o 2%, Otro disefio es el 2°,
donde hay tres factores: x,, x> y x3, cada uno con dos niveles, graficamente el disefio lo
podemos visualizar como un cubo en el que cada arista representa una combinacion o
experimento (Figura 4.4.) ¢ 4%

+)

Y @ ((+++)

(_-+) (+-+)

(', o ') (+' N -)

Figura 4.4,
Diseiio Experimental 2°
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Empleando el simbolo + para el nivel superior y el simbolo — para el nivel inferior,
podemos enlistar las corridas experimentales en una matriz (Tabla 4.1.).

“Corrida | Xy | X5 | X5
1 - - -
2 T B -
3 - + -
4 + + -
5 - - +
6 + - +
7 - n +
8 + + +

Tabla 4.1.
Matriz para diseio 2’

Son 8 experimentos con 7 grados de libertad para 3 variables principales x;, x> y x3;
finalmente existen 4 interacciones x;x;, X;X3 , X1X3 y X1x2x3. Los modelos que se pueden
obtener son 64349

o y=p+px +B,x,+ Bix,
En caso de que se tenga interaccion entre las variables el modelo sera:

o y=Ly+ X+ Byxy + Bixy + Box, + Psxs + Pexs + Brx;
donde: x, =x,x,, X; =xX;, X, = X,X;, X, = ,X,X;.
Ambos son modelos de regresion lineal multiple con 3 variables independientes; se les
llama lineales, ya que ambas ecuaciones son funciones lineales de los parametros f. En
general cualquier modelo de regresion que es lineal en los parametros S es un modelo de
regresion lineal, sin importar la superficie de respuesta que genere .
El modelo general se puede escribir como:

y=LB+Bx+6x,+. ... +pB.x,+e (42)

En este caso, el modelo describe un hiperplano en el espacio generado por las & variables.

Los parametros S representan la magnitud del cambio en la respuesta y por unidad de
cambio de la variable x.
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4.3. Andlisis de Regresion

Como se dijo anteriormente, el método de Minimos Cuadrados se emplea para estimar los
coeficientes ;. ¢4

Suponga que se tienen n>k observaciones disponibles y,,¥,, ¥, ......y, . Con cada respuesta
tendremos una observacion por cada variable. Sea x;; la observacion i-ésima o nivel de la
variable x; (Tabla 4.2.). Suponga que el error £ en el modelo tiene esperanza E(e) =0y

Var(¢)=o" y que el error & es una variable aleatoria no correlacionada.

]
Xy X2 | asees Xg
P X [ X2 | - | Xk
Yo | Xo1 | Xo2 | -.-.. Xok
k| Xnt | X2 | oo | Xk

Tabla 4.2.
Datos para Regresion Lineal Miiltiple

La ecuacion 4.2. podemos escribirla en términos de cada observacion de la tabla 4.2.
Yi :ﬂ0+ﬂ1x,‘| +ﬂ2x,~2+ ......... +ﬂkx’.k +8,.

k
=B, + Zﬂjxij +&, i=12,...n
=

El Método de Minimos Cuadrados selecciona los parametros f; de la ecuacion (4.3.) de tal
forma que la suma de los cuadrados de los errores ¢; es minima. La funcién de Minimos
Cuadrados es:

L=3" =3 0= - T A%, (44)

La funcién L se debe minimizar con respecto a By BBy B, . Los estimadores de
Minimos Cuadrados &,,5,,8,,......b, deben satisfacer:
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simplificando las ecuaciones tenemos:

nb0+blzn:x”+bzzn:xi2+ _______ +bk2xik :Zy,
b Zx +b Zx +b Zx”xn+ ....... +b Zx” X, —Z X, 45)

i=t
n n n
bOZx,.k +b12xikx,, +bZZ:x,.kx,.2 o +b Zx Zx”y,
i=] i=1 i=]

A estas ecuaciones se las conoce como Ecuaciones Normales de Minimos Cuadrados y su
solucion nos proporcionara los estimadores de Minimos Cuadrados de los coeficientes de
regresion b,,5,,b,,......b, . Posteriormente el modelo y los parametros deben ser sometidos

a pruebas estadisticas para determinar si el modelo es adecuado'®: Analisis de varianza,
falta de correlacion y pruebas de hipétesis para determinar si los parametros 8,,58,,b,,......5,

son significativos (Apéndice 1 ).
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Capitulo 5

Construccion del modelo de programacion
matematica y resolucion de caso practico

“No se pueden tomar decisiones dobles”
La odisea de los diez mil, Michael Curtis Ford

Las empresas hoy en dia se enfrentan 2 una disyuntiva: deben satisfacer las
necesidades de sus clientes o de lo contrario corren el riesgo de perderlos. Uno de los
problemas que encontramos con frecuencia en las empresas y, especificamente, en las
areas de Control de Calidad, Desarrollo y Diseno copsiste en determinar la
formulacién de un producto que cumpla con los requerimientos del cliente (que puede
ser un proceso interno o un comprador externo) y al misino tiempo gue sea de costo
minimo.

Desafortunadamente este problema se resuelve ain de forma empirica, sin seguir una
metodologia y sin realizar un analisis con las herramientas adecuadas.

Las razones son muchas y pueden ser desde desconocimiento de las herramientas,
hasta falta de tiempo o costos elevados.

A continuacidn resolveremos un caso practico; el objetivo sera construir un modelo

matematico a partir de un punto que con frecuencia se da en la vida real: carencia de
un modelo o ecuacion para predecir el comportamiento de un sistema.
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5.1. El inicio

Como se dijo con anterioridad, las formulaciones de PVC incorporan varios aditivos, ya sea
para modificar las propiedades de la resina o para facilitar su procesamiento. De la misma
forma, las condiciones a las que se procesa y los factores ambientales afectaran de alguna
forma el resultado final. También se debe recordar que existen dos tipos de propiedades:
fisicas y quimicas.

Para optimizar una formulacién primero se debe definir qué propiedades se desean mejorar
y en base a esto, realizar un analisis de Jos factores que afectaran a dichas propiedades.

Es muy frecuente el hecho de no contar con ecuaciones para predecir las propiedades de
algin material, cuando esto se presenta se puede recurrir, como ya se dijo anteriormente, al
disefio de experimentos y al analisis de regresion para obtener una(s) ecuacién(es) que
podamos aplicar para tal fin.

Finalmente, ya con las ecuaciones que se han obtenido se plantea el modelo de
programacion matematica.

Esta metodologia, sin embargo, es dificil aplicarla, en la realidad nos encontraremos con
situaciones tales como retrasos en la realizacion de las pruebas (que provocaran sesgos),
materias primas que apenas cumplen con la calidad requerida o datos perdidos.

Nuevamente, antes de decidir qué hacer, siempre serd necesario recurrir a la literatura ya
que existen técnicas estadisticas que permiten salvar estos obstaculos, minimizando los
efectos que incrementan la incertidumbre sobre los resultados que obtengamos al final.

5.2. Problematica

Se desea construir un modelo de programacion matematica que permita optimizar
formulaciones de PVC La funciéon objetivo a minimizar sera la suma de las cantidades
multiplicadas por el costo de cada material. Las restricciones del modelo estaran en funcién
de las propiedades mecanicas de la formulacion después de haber sido fusionada. Ya que es
un modelo general, se requiere que incluya varias aplicaciones.

Se decide trabajar con las propiedades mecanicas de los productos finales, ya que son las
que con mayor frecuencia se emplean para determinar la calidad de un producto y para
determinar el tipo de servicio que debera proporcionar: Esfuerzo a la Tensién y % de
Elongacion.

46



Proceso
s Tiempo mezclado
s Temperanura jusion

Propiedades
mecanicas:

s % elongacion

s Esiuerzo a la tensién

v

Medio ambiente Materias Primas
« Humedad o Resina.
¢ Temperatura » Plasiificanie
o Carea
Figura 5.1,

Diagrama Causa-Efecto

No se cuenta con ecuaciones que predigan propiedades mecanicas, por lo que fue necesario
construir un disefio experimental, correr las pruebas para diferentes combinaciones de
materias primas y posteriormente, ajustar una ecuacion para cada propiedad.

Mediante un analisis de causa-efecto™ se identificaron las variables que afectan las
propiedades mecanicas (Figura 5.1.). Como variables a considerar tenemos solamente
materias primas; los factores como la humedad, la temperatura, etc, seran fijas. La lista de
materias primas que se incorporan a los productos es muy amplia, dependiendo del
producto de que se trate, sin embargo, se sabe que el plastificante y la carga son productos
determinanes en el comportamiento de las propiedades mecanicas.

Se decide ocupar en ambos casos Jos mas comunes: para los plastificantes el Di-Octil-
Ftalato (DOP por sus siglas en inglés) y para la carga el carbonato de calcio (CaCOs).

También se llega a trabajar mezclando dos tipos de resina con la finalidad de obtener un
producto con una calidad intermedia; en este caso se trabajé empleando dos resinas: Resina
1 (k =77) y Resina 2 (k= 66). La primera es una resina con un peso molecular promedio
mayor a la segunda. La mezcla nos ayudara a reducir abn mas los costos con el beneficio de
obtener un producto final las propiedades mecanicas adecuadas.

Como estabilizador se empled un compuesto de Sb; cabe seiialar que si bien su presencia
evita la degradacion del compuesto no influye en las propiedades estudiadas. (Tabla $.1.)
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5.3. Diseno experimental

Mediante el programa Desing Expert V6 se construyo la matriz del disefio experimental y
se corrieron las pruebas de forma aleatoria para evitar sesgos (Tabla 5.1.).

Variables  {Unidades [Nombre | Niveles
- ) ] alto | bajo

Resina PVC k=77 |
(Resina PVC k=66 )&
lo necesario para | paiess: 100 70
100 partes) S I
Plastificante |
(DOP) e X% e 50
Carga(CaCOs) | phr | Xs | 20 | 0
Constantes 1 Respuestas Unidades
Estabilizagor Antimonio Esfuerzo MPa

a la ruptura
Tiempo de fusién '3 minutos Elongacion %

? a la ruptura
Temp. de fusidon 1180 °C

Tabla 5.1

Variables y condiciones de operacién para
corridas experimentales

Los intervalos cubtertos por cada una de las variables, incluyen la mayor parte de las
aplicaciones comerciales de productos de PVC.

Para el disefio se selecciond el factorial 25, que da la menor cantidad de experimentos; en
total tenemos 2°= 8 experimentos, se realizaron 3 réplicas de esta serie (Apéndice 1);
adictonalmente se corrieron 3 experimentos como puntos centrales para, de esta forma,
tener una medida del “error”!. En total se realizaron 8x 3=24 + 3 puntos centrales = 27
experimentos. Postertormente, se realizaron las pruebas mecanicas a las muestras obtenidas
de acuerdo a la norma ASTM 638 D, para finalmente realizar el analisis de regresion y
obtener asi los modelos respectivos.

! En este caso, fue necesario realizar el minimo de prucbas dada la dificultad para la realizacién de las
mismas, algo lambién muy comin en las industrias.
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5.3.1. Esfuerzo a la ruptura.

Se realizaron las pruebas de esfuerzo a la ruptura de acuerdo a [a norma ASTM 638 D, los
datos obtenidos se muestran a continuacion (Tabla 5.2. Apéndice 4).

Exp. X4 X2 ) & Esfuerzo Exp. X Xz X5 Esfuerzo
MPa MPa
1 100 50 20 19.43 15 100 90 0 N.D
2 100 50 20 18.233 - 16 100 80 20 12.325
3 70 50 20 17.508 17 70 50 0 23.358
4 70 20 0 N.D. 18 70 50 0 21.108
5 70 50 20 18.117 19 70 90 0 11.383
6 100 Q0 0 N.D. 20 85 70 10 14.941
7 70 90 20 10.383 21 100 50 0 22.55
8 100 90 0 N.D 22 100 50 0 22.316
9 100 90 20 12 23 100 50 20 19.08
10 70 50 20 17.917 24 70 90 20 10.091
11 70 80 20 10.258 25 70 80 0 N.D
12 70 50 0 20.325 26 100 50 0 22.358
13 100 90 20 11.567 27 85 70 10 18.533
14 85 70 10 15.358
Tabla 5.2.

Resultados experimentates del esfuerzo a la ruptura

Todas las muestras fueron ilevadas al punto de ruptura, las marcadas con los nimeros 4, 6,
8 15 y 25 no rompieron. Ya que el disefio expertmental no esta completo (y la
imposibilidad de realizar nuevas pruebas), se decide determinar el modelo con las 22 datos
aplicando el anilisis de regresion lineal multivariable®****“? Y os calculos se realizaron
empleando el paquete estadistico IMP-4“® y los resultados obtenidos son los siguientes:

Resumen
z 0.9662
R? Adj 0.9606]
Media 16.6886
Observaciones 22

a. Tabla Resumen
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Suma de |Cuadrado F
Fuente | G.L. | Cuadrados Medio ratio
Modelo 3 405.984 135.328 171.747
Error 18 14.183 0.788 Prob. >F
Total 21 420.167 <0.0001
b. Tabla ANOVA
Suma de Cuadrado F Prob.>F
Fuente | G.L. | Cuadrados Medio ratio
Lack of fit | 4 6.544 1.63606 2.8985 0.0556
Error puro| 14 7.638 0.54563
[Total 17 14.183
c. Lack of fit
Tabla 5.3.

Resultados para el modelo de Regresion

Observamos que el valor de R? es elevado, lo que indica que el 96.62% de la variabilidad
esta predicha por las variables que se encuentran en ¢l modelo. El valor de R? ajustado,
indica que si agregamos una nueva variable, la capacidad del modelo para predecir dicha
variabilidad disminuye. En la tabla ANOVA, observamos que la probabtlidad de que el
valor F calculado sea menor al valor tabulado es menor a 0.0001, esto quiere dectr que el
modelo es significativo. El resultado de la prueba de falta de correlacion (Lack of fit),
indica la presencia de curvatura en la region estudiada.

La grafica de probabilidad normal muestra que no todos los valores caen sobre la linea
recta, esto indica un sesgo en los datos, el valor 13 presenta un comportamiento atipico
porque se aleja significativamente de dicha recta (Grafica 5.1.). Al analizar este valor, se
observa que corresponde al grupo de muestras 9, 13y 16.
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En la gréfica 5.2. se observa que los residuos se distribuyen de forma aleatoria alrededgr de
la linea, esto es sefal de que no existe un sesgo, aunque es mas notorio el comportamiento
atipico de la corrida 13.

En la grafica 5.3. se observan los residuos studentizados contra el valor predicho por el
modelo. Observamos que para el valor 20.91 tenemos la mayor variacién con respecto a los
resultados experimentales; que corresponden a las muestras 9,13 y 16.

residua) sludentizado
(]
a
=

1 . - ! ' . ! !
12333 17955 10018 11382 20914 161583 12872 222

asfuerzo cacuade

Grafica 5.3.
Residuo studentizado vs. valor calculado

El modelo se muestra en la siguiente tabla:

Parametro Estimador Error std. Estadtlstlco Prob > t
. | [

Intercep. | 27630 | 1.394174 19.82 | < 0.0001

X | 0.04588  0.013686 3.35 | <0.0035

X2 -0.1985 | 0.011233 -17.68 | <0.0001

X3 ! -0.1477 ©  0.022466 | -6.58 | < 0.0001

Tabla 5.4,
Parantetros de la ecuacién
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Todos los parametros de la ecuacidn son significativos, la mayor influencia corresponde al
plastificante, al incrementarlo en la formulacién el producto final es més facil de romper; a
continuacion tenemos la carga, incrementar esta materia prima en la formulacién provoca
de igual forma un disminucidn en la fuerza necesaria para romperlo; la resina tiene el efecto
de aumentar la resistencia del material, aunque su efecto es minimo comparado con las
otras dos variables.

En la grafica 5.5. se tiene la comparacion entre los valores calculados y los valores reales;
en ella observamos que a excepcion de la serie 9, 13 y 14, la variacidn es pequefia.
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=
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e !
; S man |
i 1
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esfuerzo Pascales

Grifica S.S.
Esfuerzo calculado vs esfuerzo real

5.3.2. Elongacion

La elongacion se calculdo como se indica en la norma ASTM-638 D. Los resultados
obtenidos son (Tabla 5.5. Apéndice 4):

Exp. X X2 X % Exp. X, X2 Xi %
Elong. Elong.
1 100 50 20 638.8 15 100 90 0 N.D.
2 100 50 20 686 16 100 90 20 902.4
3 70 50 20 566.8 17 70 SO 0 741.6
4 70 90 0 N.D. 18 70 S50 0 673.2
5 700 50 20 611.6 19 70 90 0 034
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100 90 0 N.D 20 85 70 10 809.6

70 90 20 804 21 100 50 0 788.8
100 90 0 N.D. 22 100 50 0 765.2
100 90 20 956 23 100 50 20 659.2

70 50 20 583.6 24 70 90 20 930.4
11 70 90 20 800.8 25 70 90 0 N.D.
12 70 50 0 668.8 26 100 50 0 786.4
i3 100 90 20 870 27 86 70 10 812
14 85 70 10 830

—
O Oowo~NO

Tabla S.5.
Resultados experimentales del % de elongacién

En la tabla tenemos indicadas las muestras que no fue posible romper durante la prueba. Se
procedié de la misma manera que en e} caso del esfuerzo a la ruptura para obtener el
modelo matematico. Los resultados obtenidos son los stguientes.

R* 0.93844
R? Adj 0.8281
Media 774.054
Observaciones 22

a. Tabla resumen

G.L Suma de Cuadrado F
Fuente cuadrados medio Ratio
Modelo 3 305307.138 101769.046  91.4758006
Error 18  20025.4364  1112.52425 4.34E-11
Total 21 325332.575

b. Tabla ANOVA

Fuente G.L. Suma de Cuadrado F
Cuadrados Medio ratio
Lack Of Fit 4 2042.289 510.5724 0.39748
Error Puro 14 17983.1467 1284 .510 Prob. >F
Total 18 20025.438 0.80717
¢. Lack of fit
Tabla 5.6.

Resultados para el modelo de regresion
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El modelo explica el 93.84% de la variabilidad del fendmeno, asi mismo, el modelo es
significativo. El resultado de la prueba de falta de correlacion indica que el modelo predice
adecuadamente los valores experimentales.

La grafica de probabilidad normal de los residuales (Grafica 5.5) muestra que la mayoria de
los puntos caen sobre la linea recta, esto nos hace suponer un comportamiento normal. Los
que mas se alejan son los correspondientes a la muestra 20 y a la muestra 8.

Igualmente, la grafica de residuos por comda (Grafica 5.6.) nos muestra que estos se
distribuyen de forma aleatoria en la experimentacion.

Grifica 5.5.
Grifica de probabilidad normal
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Residuales
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Grafica 5.6.
Residuales por corrida

El modelo para predecir la elongacidn se presenta en la tabla siguiente:

Térmmino  Estimador Errorstd. Estadistico Prob >t

Intercep. 171.133 52.3869 31.26673 0.004284

) & 2.87237 0.51424 5.00223 0.000092

X 6.83711 0.42208 16.1984  3.54E-12

Xs -5.0108 0.84417 -5.9358  0.000012
Tabla 5.7.

Pardmetros de [a ecuacion

La mayor influencia se debe al plastificante, que incrementa ésta propiedad, el material se
torna flexible y puede estirarse varias veces su tamafio antes de romperse; a continuacion
tenemos la carga, su efecto es negativo, es decir, el material se vuelve quebradizo al
Incrementar su presencia en la formulacién y finalmente la resina, siendo su efecto positivo.

En la grafica de valores predichos vs. valores reales tenemos que la variacién es pequefia a
excepcion de la serie de muestras numeradas como S, 8 y 20 (Grafica 5.7.).
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5.4. Aplicacion

El analisis estadistico de la ecuacién del esfuerzo a la ruptura indica la presencia de
curvatura en la region estudiada, sin embargo, la prueba de falta de correlacion sefiala que
no es muy grande, por lo que se decide emplear la ecuacion lmeal cabe sefialar que un
posterior analisis mediante un disefio experimental del tipo 3+ debera proporcionar una
ecuacion que ajuste de forma mas adecuada los datos.

La ecuacion de % de elongacion ajusta mejor los datos y por lo tanto, al menos para el
intervalo que abarca el disefio no hay evidencia de curvatura.

Ya que se han determinado las ecuaciones para predecir las propiedades mecanicas, ahora
se procedera a construir un modelo de programacion matematica para optimizar
formulaciones.

5.4.1. Planteamiento

Suponga que se desea obtener una formula dptima en costo para {a elaboracion de guantes.
Las mezclas se preparan en un contenedor de hierro donde los ingredientes se agregan
siguiendo un orden determinado, el mezclado se realiza a velocidad constante hasta que han
desaparecido los grumos. La capacidad del contenedor es de 200 kg, cuando el lote esta
listo, se traslada a otro recipiente para ser enviado posteriormente a la planta (Figura 5.2.);
no se elabora mas de un Jote por dia. La formulacién incluye resina tipo 1 (valor k=77) y
resina tipo 2 (valor k= 66), como plastificante se emplea DOP y como carga se usa CaCO;
para abaratar el costo. Las especificaciones para la elaboracion de las mezclas asi como las
propiedades del producto terminado se resumen en la tabla 5.8

Mezcla de Esf. ala

resinas 100 kg Ruptura (MPa)>® 9-20
Resina 1 80-90kg | Elongacién %% > 300
Plastificante Frac.

DOP 65-75k8 | peso resina 1 <045
Carga

CaCO; 0-725kg | Frac. peso carga <0.05
Resina 2 0-20kg

a. Requerimientos de la mezcla
y del producto final
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Material Precio (3)
Resina 1 2.75
Resina 2 2.4
Plastificante .25
Carga 0.65
b. Precios

Tabla 5.8. Datos del problema

Y

MATERIAS PRIMAS

B
!

MEZCLA

HORNO

v

FABRICACION

5.4.2. Modelado matematico

Figura 5.2,
Diagrama de proceso

El peso de la formulacion matematicamente lo podemos expresar como fa suma de todos
los componentes, incluyendo la resina tipo 2 (x4):

peso(kg) =x, +x, + X, + X,

Donde x)=resina 1, x,= plastificante, x3= carga y x4= resina 2

Los costos estaran dados por:

Costo($) = 2.75x, +1.25x, + 0.65x, + 2.4x,

Esta sera nuestra funcion objetivo y hay que minimizarla.

El esfuerzo a la ruptura esta acotado y se puede expresar de la siguiente forma:

9MPa < 28.4287+0.0394x, —0.2097x, — 0.1255x, <20
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El % de elongacion del material debe ser mayor a 300% y se expresa mediante la siguiente
desigualdad:
300<171.133+2 57x, +6.83x, - 5.010x,

Las proporciones a emplear de cada una de las materias primas también las podemos
expresar como desigualdades:

all <0.45

X, Xy X X,

X
—2——<0.05
X, +X,+ XX,

La mezcla de resinas debe ser igual a 100 kg:
x, +x, =100
La disponibilidad de las materias primas se puede escribir como:

80<x,<90
65<x. <75
0<x, £7.25
0<x ,<20

El problema se puede plantear de la siguiente forma:

Min 2.75x,+1.25x, +0.65x;, +2.4x,

sujeta a:

9<284287+0.0394x, —0.2097x, —0.1255x, <20
300<17t.133+2.57x, +6.837x, —-5.010x,

5 <0.45,
X, +X, X X, X+ X, +X, +X,
80<x, £%0,65<x,<75
0<x,<7250<x,<20

X3

<0.0S

Tenemos un problema no lineal, la primera ecuacion es nuestra funcion objetivo, la suma
de las cantidades que constituyen la mezcla multiplicadas por el costo, a continuacion esta
fa restriccidon del esfuerzo a la ruptura, después tenemos la restriccion de la elongacion,
postertormente viene la restriccion de la proporcion de peso de la resina 1 presente en la
mezcla, asi como la restriccion de la carga igualmente en forma de proporcion; finatmente
vienen las cotas o restricciones de la disponibilidad de cada matenal.
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Como observamos, el modelo corresponde a un problema de programacidn no lineal que se
puede resolver mediante un método numérico; Excel cuenta con un complemento conocido
como Solver o podemos usar un programa como el GAMS.

5.4.3. Obtener una solucion

Su usara e] complemento Solver de Excel, ya que es el de mayor disponibilidad para la
mayoria. En la figura 5.3. se muestra la hoja de calculo con las formulas cargadas en las
celdas, dividida en la seccion correspondiente a las propiedades mecéanicas, el esfuerzo a la
ruptura y el % de elongacion, después esta la parte correspondiente a la mezcla de materias
primas, la tabla con las proporciones de cada componente igualmente con sus limites
superior en inferior y finalmente la restriccidn de) total de mezcla de resina de PVC.
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14 _Resina 1 &0| 1.0000 90 02500| 04500
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Figura 5.3.
Hoja de célculo en Excel

El programa Solver se encuentra en el meni Herramientas, al inicializarlo, aparecera un
cuadro de dialogo como el siguiente:
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Paramelros de Solver

Colda abjetivac rE__.] Resol )
Vakr de ta cekdo cbfetivor: a1
CIMidmo T Mpmo  Ysloresder 0O _ T
A E;q_ﬁn_ur___ e

e Py {__Qpdones...

Cagepar... |
[combior.. | | Restablecer todo |
[(omny | [ Ads T

Figura 5.4,

Cuadro de didlogo del complemento Solver

La captura de los datos para configurar el programa se presenta en el apéndice 2.

4.5. Prueba, anilisis y reestructuracion del modelo

En la vida real sera poco frecuente obtener un resultado inmediato, mucho menos lo ser, el
hecho de que la solucidn sea factible o dicho de otra forma, aplicable. Es aqui donde
entramos en una fase critica del proceso: el analisis de la informacion obtenida.

Modelo de optimizacién de formulaciones de PVC
Propledades mecénicas
Minimo Esfuerzo Maximo
9 15.881 20
Minimo | Elongacién | Maximo
300 822.794
Mezcla de materias primas
Min Peso (kg) Max Min fracc. peso Max
Resina 1 80 80.0000 90 0.4500 0.4500
Plastificante 8S 70.5276 75 0.3967
Carga 0 7.2500 7.25 0.0408 0.0500
Resina 2 0 20.0000 20
Peso de resina
Costo total($) : | 360.8720' 100.0000 100.0
Peso total (kg.): | 177.7776|
Figura 5.5.
Resuitados
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En la Figura 5.5. tenemos la formula 6ptima para nuestro problema, el peso total de la
mezcla es de 177.77 kg y el costo total es $360.78. El valor del esfuerzo a la ruptura del
material deber4 ser 15.88 MPa y una elongacion del 822.79 %. La fraccion peso de resina

es de 0.45 y de la carga sera 0.0408.

Seria necesario realizar pruebas con estas cantidades de materiales y verificar el producto
para corroborar que cumpla con otros aspectos como pueden ser factibilidad para el manejo
0 su comportamiento en la linea de produccion.
Ahora se analizaran los reportes que proporciona Excel. El Informe de Respuestas (Figura

5.6.) proporciona:

1. De la celda objetivo (donde esta la formula de la funcién objetivo): el valor inicial y

el valor final.

2, Celdas cambiantes; en este caso, los valores finales de las celdas.
3. Restricciones: los valores finales de cada restriccion, una columna identificada
como férmula, otra columna con la diferencia entre el valor obtenido y el valor de la

cota, en el reporte estan identificados como divergencia (también se le llama
holgura), finaimente, tenemos una colurmna identificada como estado, donde

aparecera la leyenda “obligatorio” en caso de que la restriccion se encuentre activa.

Microsoft Excel 11.0 Informe da respuestas
Hola de ciicuto: {formulasPVCasis xis)PVC
Informe creado: 2210/2004 ¢§:34:38 am,

Celda objetvo (Minimo)

Cclda Nombre Valor original Valor final
SCS19 Costo wtal(S; = 7 0500 360.8720
Celdas cambiantes

Celda Nombre Valor oniginal Valor (inal

SCS14 Resina1Peso(kg) _ 10000 800

SCS15 Piastficante Peso (kgl JLoogo 7053

SCS16 Carga Peso (kg) __ 10000 _1.25

SC$17 Resina 2 Peso (kg} e 1.0000 20.00

Restricclones
Celda Nombre Valor de 1a celda formula Estago Divergencta
SGS14 Resina 1 fracc. peso_ 0450 $GS14<=5HS814  Oblpataro )
SCS7_ Estuerzo_ 15881 SCS7<=SOS7  Opeonsl 412
5CS7 Estuerzo = 15881 SCST>=5BS7 Opconal 888
$GS18 Carga frace. peso 0041 _ $GS16<=5H516 Opconal 001
$CS9 _Eleagacion 822.7¢ _SCS89>=8BS9 Opcwnal 52279
SGS19 Peso de resina ) 100.0 _S§GS19=8HS19 Opcional _ 0
SCS14_Resmna 1Peso (kg) _ 80.0_ SCS14<=S0814  Opcional 100
SC315_Plastiicante Peso (k) 7053 SCS15<=5DS15  Oegcional 447
5316 Carga Peso (kg) ] 125 8CS816<=$0S16  Obfgatero 0
SC317_Resma2fPesq (kg) —— 200 SCS17<=5D317 Obiigatero 0
SCS14 Resina 1 Peso (kg) — 800 $C5142=SBS14  Obigatoro 0.0
5Cs15_Piesifcanie Peso (kg) . T053  SCSt5>=$8515  Opconal 553
SCS16 CarqaPeso(kg) 125 5CS16>=SBS16  Opewnal 72§
SC$17_Resina 2 Peso (kg) 200 SC517>=8BS17 Opewonal 200
Figura 5.6.
Informe de respuestas
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En la tabla de las restricciones, las que estan activas son la fraccion peso de resina 1, la
carga en su limite superior (es decir se consume toda la carga disponible para la
formulacién) lo mismo que la resina 2 y la resina 1 (ambas se encuentran en los limites
superiores).

La restriccion de la elongacion tiene una holgura de 522.79 unidades; la restriccion del
esfuerzo a la ruptura tiene una holgura de 4.12 MPa con respecto a la cota superior y de
6.88 MPa con respecto a la inferior.

La restriccion del plastificante presenta también una holgura de 4.47 kg con respecto a la
cota superior y de 5.53 kg con respecto a la inferior. La fraccion de carga tiene una holgura
de 0.01 unidades.

A continuacion, aparece el reporte conocido como Informe de Sensibilidad (Figura 5.7.),
este reporte nos indica la celda, el valor actual de Ja restriccidén y una columna identificada
como multiplicador de Lagrange, que indica el carobio instantaneo sobre el valor de nuestro
resultado actual de la funcidn objetivo, cuando modificamos las cotas o valores de las
restricciones en una unidad, es un namero y el signo nos indicara si dicho efecto disminuira
0 aumentara su valor.

Microsoft Excel 11.0 informe de sensibilidad
Hoja de caleulo: [formulasPVCtesis.xis]PVC
informe creado: 22/10/2004 11:34:36 a.m.

Restricciones

Valor Multlplicador
Celda Nombre Igual de Lagrange
SGS14 Resina 1 frace. peso 0645 = 49383
SCS7 _Esfuerzo B 15.88 0.00
SCS7 Esfuerzo caea s o ABB8 0.00
5GS16 Cargafracc.peso 004 000
SCS9 Efongscion L 822.79 0.00
3$G3$19 Peso de resina 100.00 1.15

Figora S.7.
Informe de sensibilidad

El efecto mis grande se deberd a la restriccién de la fraccién peso de la resina 1,
modificarla tendrd un efecto negativo en la funcidn objetivo o en otras palabras, disminuira
su valor ain mas. A continuacién tenemos el peso total de resina cuyo multiplicador es muy
pequefio, sto embargo, cabe sefialar que Jas formulaciones se basan en 100 partes de resina.
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Formulacién con restriccién de fracc. Peso
de resina modificada

Modelo de optimizacién de formulaciones de PVC
Propiedades mecénicas
M (nimo Esfuerzo Maximo
9 17.950 20
Minlmo | Elongsclén | Maximo
300 821 329
Mezcla de materias primas
Min Peso (kg) Max Min frece. peso MArx
Reelns 1 80 80.0000 30 0.4848 0.5000
Plastificante 65 65 0000 75 0 3939
carga 0 0.0000 725 0.0000 0.0500
Resing 2 0 20.0000 20
Peso de r¢sing
Costo total($) : | 3492500 100.0000]  100.0
Peso total (kg.): | 1eaoooo|
Figura §.8.

De hecho si se incrementa el valor de la fraccion peso a 0.5 y se resuelve de nuevo el
problema, se obtiene una mezcla con precio de $349.25 y peso total de 165 kg, menores
ambos que en nuestro resultado original. En cambio, si se restringe aiin mas la fraccidn de

resina un valor de 0.4, el problema no tiene solucion.

En la figura 5.9. se presenta el resultado eliminando las restricciones que convierten al
problema en no lineal y que servira de comparativo con los resultados anteriores.

Se tiene que las todas las caotidades de materia prima se encuentran en la cota inferior, el
costo es de $349.25 y el peso total es de 165 kg. El valor del esfuerzo a la ruptura es de

17.95 MPa y la elongacion sera de 821.32%.
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Modeto de optimizacién de formulaciones de PVC

Propledades mecanicas

Minimo Esfuerzo MaxImo
9 17.850 20
Minimo | Elongacién | Miximo

300 821.329

Mezcla de materlas primas

win Peso (kg} ix MEn frace. peso MAx
Reslna 1 80 80.0000 S0 0.4848 0.4500
Plastificante 65 65.0000 75 0.3339
Carga 0 0.0000 7.25 0.0000 0.0500
Resina 2 0 20.0000 20
Peso do resine
Costo total$) : I :uo.zsoo| 100.0000 100.0
Peso totat (kg.): I 168 ooool

Figura 5.9. Resultado con modelo lineal

Como se dijo en el capitulo primero, en esta obra ya no abarcaremos la implementacion y
hasta aqui hemos cubierto al menos una parte importante dentro de la metodologia que la
Investigacidn de Operaciones emplea para resolver problemas de optimizacion. Sin
embargo, el modelo es flexible, por lo que es factible incorporar nuevas variables y
restricciones, por ejemplo: pigmentos, asi como la presencia de estabilizadores. También
podemos incluir variables de proceso como la temperatura de mezclado, tiempo de
mezclado, asi como Ja temperatura de fusion del material. Un fenémeno que seria
importante incluir como restriccion es la migracion del plastificante en el material ya
fusionado.

Queda en manos del amable lector realizar nuevas pruebas. ..
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Conclusiones

“;como era todo?”
Felipito

Se aplico la metodologia de la Investigacion de Operaciones para resolver un problema de
optimizacion de formulaciones.

Es necesario tener una base tedrica de conceptos de optimizacion y estadistica para plantear
de forma adecuada un problema de optimizacion.

Se aplicaron los conceptos al analisis de un problema en el area de PVC.

Ya que no se contaban con ecuaciones para predecir las propiedades de elongacion y
esfuerzo a la ruptura, fue necesario iniciar el analisis identificando las variables de afectan
estas propiedades.

Se decidio trabajar con materias primas y se construy6 un disefio experimental para obtener
una serie de muestras, posteriormente se determind el esfuerzo a la ruptura y el % de
elongacion de acuerdo a la norma ASTM 638 D.

Se obtuvieron 22 lecturas de un total de 27 muestras, se decide realizar una regresion lineal
para obtener las ecuaciones.

El analisis de la ecuacion del esfuerzo a la ruptura evidencia la presencia de curvatura en la
region estudiada, sin embargo, el analisis estadistico indica que es factible emplear la
ecuacion de tipo lineal. Para el caso del % de elongacion se obtuvo un modelo lineal que
ajusta de forma adecuada los valores experimentales.

Para un estudio posterior del esfuerzo a la ruptura, se recomienda emplear un disefio de
superficie de respuesta para ajustar un modelo cuadratico, y que se adecue a la curvatura de

la region estudiada.

El plastificante es el ingrediente que afecta en mayor grado ambas propiedades mecanicas,
a continuacion esta la carga y finalmente la mezcla de resinas.

Se construyé un modelo de programacion no lineal usando como ejemplo los guantes de
PVC y se resolvié mediante el complemento Solver de Excel.
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Se obtuvo una formulacion con costo de $360.87, la restriccion con mayor influencia en la
funcién objetivo es la fraccion peso de resina 1 en la mezcla total.

Excel proporciona una plataforma muy Gtil para plantear y resolver problemas de
programacion matematica. Existen otros paquetes como GAMS, LINGO O LINDO que
igualmente son muy utiles para resolver problemas de programacion matematica.

El empleo del disefio de experimentos y la programacion matematica para resolver el
problema de optimizar una féormula, minimiza los desperdicios y acorta el tiempo necesario
para obtener una respuesta. Las areas de Control de Calidad, Investigacion y Desarrollo e
Ingenieria de Procesos de las empresas pueden obtener beneficios muy grandes al aplicar
estas herramientas.

“Que éste sea pues el final de mi narracion...
Quiza alguien complete lo que yo haya dejado a medias”
La odisea de los diez mil, Michael Curtis Ford
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Apéndice 1

1. Puntos centrales de los diseiios experimentales

Un motivo de preocupacion potencial en el uso de disefios factoriales de dos niveles es la
suposicion de linealidad en los efectos de los factores (aunque el sistema 2" funcionara
bastante bien, incluso cuando la suposicion de linealidad se cumpla de manera
aproximada).

El método empleado para proteger contra la presencia de curvaturas es agregar puntos
centrales al disefio 2%, para lo cual se hacen “n” replicas en los puntos x;= 0. Un motivo
importante para agregar corridas de réplica en el centro del disefio es que los puntos

. - - I k
centrales no influyen en las estimaciones usuales de los efectos en un disefio 2"

2. El anailisis de la varianza

El analisis de varianza del modelo de regresion lineal se fundamenta en los siguientes
supuestos:

1. Los datos deben estar descritos de manera adecuada en el modelo
2. Los errores deben ser independientes y deben estar normalmente distribuidos con

media cero y varianza constante.

Para comprobar estos supuestos, se deben realizar pruebas que se basan en los residuos:

IS _
€ =Yy =V TV T Yy

En otras palabras, los residuos del i-ésimo valor observado se determinan restando el
promedio del tratamiento a cada observacion.

3. Suposicion de normalidad

Uno de los métodos consiste en construir una grafica de probabilidad normal de los
residuos. Una grafica de este tipo es una representacion de la distribucion acumulada de los
residuos sobre papel de probabilidad normal. Deben disponerse los residuos en orden
ascendente y graficar el k-ésimo de estos residuos ordenados contra su punto de

(£~ 1)
N

distribucion de los errores es normal, esta grafica parecera una linea recta; al visualizar

probabilidad acumulada P, = sobre el papel de probabilidad normal. Si la
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dicha linea, hay que poner mas énfasis en los valores centrales de la grafica que en los
extremos.

Cabe sefialar que en ocasiones se puede llegar a observa un residuo mucho mayor a otros y
que se denomina inusitado. La presencia de uno o mas de este tipo de residuos puede
distorsionar el analisis de varianza. Para detectar esto, una técnica consiste en trabajar con
los residuos estandarizados en lugar de lo residuos comunes:

¢

Jo (1-14,)

=

DESIGN-EXPERT Prot Normal Plot of Residuals
elongacion 1

" o

95 3
90 3 o
80

;
50 F

30 4 n
20 4 4
"
I

"l
I T T T
Er 13 -1 08 403 183 2909

Normal % Probabllity
%

Studentized Residuals
Figura 1.
Residuales studentizados

En la grafica observamos por ejemplo, que la mayoria de los residuos estan sobre la linea
recta, confirmando de ésta forma el comportamiento normal de los mismos.

4. Grafica de residuos vs. Valor ajustado

Si el modelo es correcto y las suposiciones se satisfacen, los residuos no deben tener ningiin
patron, ni relacionados con ninguna variable. En la grafica no debe observarse ningun
patron de comportamiento. Un defecto que se puede detectar es el de una varianza que nos
es constante: ya sea que se incremente o disminuya.
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DESIGN-EXPERT Plot Residuals vs. Run

elongacion —
300
o |
|
1.50 e |
CE o
3 0
? g 9@ o [
& ° o
0.00 L —
t o
3 ° °
7] o g °
-1.50 -
o
-3.00 |

Run Number

Figura 2.
Residuales vs studentizados

En la regresion lineal multiple, es necesario realizar pruebas de hipotesis para determinar la
utilidad del modelo obtenido. Estas técnicas requieren que los errores &; en el modelo, se
comporten normalmente y sean independientes con media cero y varianza o*. Como
resultado de estos supuestos, las observaciones “y;” tienen un comportamiento normal y son

k
independientes con media f,+ Y B,x, y varianza Ve
J=1

5. Prueba de significancia de la regresion

Se emplea para determinar si existe una relacion lineal entre la respuesta “y” y el conjunto
de variables regresoras x,,X,,....,X, .

Las pruebas de hipdtesis son:

H, B=p=.=4=0
H :B,#0 para]

El rechazo de la hipotesis Hy significa que al menos una variable regresora x;,x,,....,X,

contribuye de forma significativa al modelo. El procedimiento implica un analisis de la
varianza, dividendo la suma de cuadrados (SSt por sus siglas en inglés) en dos partes: la
suma de cuadrados por el modelo (o de la regresion) y la suma de cuadrados por los
residuos (o errores):
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. . . . - 8§
Abhora, si la hipétesis nula H,: 8, =g, =...= f, =0 es cierta, entonces R

SS, = 88, +

SS,

se distribuye
c

como unay?, donde el numero de grados de libertad para x* es igual al numero de

; ) SS
variables regresoras en el modelo. De la misma forma, :
(o2

E

se distribuye como una

funcibny?,, y que SSg y SSk son independientes. El proceso para
H,:B =p=..= 0, =0 escalcular:
55,
F, - k _ MS,
SSE I‘JSE

(n—-k-1)

y rechazar la hipdtesis nula en caso de que Fy exceda Fqy.n.1. Alternativamente, podemos
aplicar el valor P como una aproximacion para la prueba de hipotesis; si se hace de esta
forma, entonces se rechaza Hj si el valor P para el estadistico /o es menor a a.

Los resultados se concentran en una tabla como la siguiente:

Fuente  Sumade =~ G.L. = Cuadrado.. Fo

~-cuadrados . Medio
_(8S) _MS)

Regresion = SSg K MS  MS,
e o MS,

Error S SSg n-k-1 MSe

Total =SSt n-1 L

La suma de cuadrados de la regresién es:
_. [Z J}
SS,=B8X'y-~=2 2

n

Y la suma del cuadrado de los errores es:

SS,=y'y-FX'y
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Los calculos se pueden realizar hoy en dia mediante paquetes de computo, Excel cuenta
con una opcion en el meni herramientas, asi mismo el paquete JMP-4 cuenta con esta
opcion.

6. Coeficiente de determinaciéon multiple R’

Este valor mide la reduccion en la variabilidad de las respuestas y empleando las variables
regresoras X,,X,,...,x, en el modelo. Se calcula de la siguiente forma:

SS, . SS

P

ss, Ss,

R =

7. Coeficiente de determinacion miltiple ajustado R’ adj

Un valor de R? alto no implica necesariamente que el modelo de regresmn sea adecuado,
adicionar una variable regresora al modelo incrementara el valor de R? independientemente
de que dicha var1able sea estadisticamente significativa o no; por esto, es posible tener
modelos con R? grande y aiin asn proporcionar predicciones pobres. El estadistico R? adj.
puede emplearse en lugar de R’y se define como:

SS,

P n-p n-1 -

R . =1-—— =l—( (1-R

A i el (L
n—1

En general, el valor de R2 adj. no aumentara si se incorporan nuevas variables al modelo; al
contrario, el valor de R* adj. disminuira si se INCOrporan términos innecesarios.

8. Prueba de los coeficientes individuales

Estas pruebas son importantes para determinar el valor de variable dentro del modelo. Por
ejemplo, el modelo puede ser mas efectivo al incluir alguna variable o borrando otras.

Incorporar una variable dentro del modelo provoca que la suma de cuadrados de la
regresion se incremente y que la suma del cuadrado de los errores disminuya; por lo tanto,
debemos decidir si el incremento en la suma de cuadrados de la regresion es suficiente para
garantizar el empleo de una variable adicional. Las pruebas de hipotesis que se realizan
para cada coeficiente son:

H, B, =0
H B #0
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Si H,:B,=0 no se rechaza, entonces indica que la variable x; puede eliminarse del

modelo. Entonces la prueba estadistica para esta hipdtesis es:

Donde Cj; es la diagonal de (X'X)"' correspondiente a Y ;- La hipotesis nula H,: 8, =0

se rechaza si |r0| >1, . Esta es una prueba parcial, ya que los coeficientes dependen unos

—n-k-1
3

de otros dentro del r_nodelo.

9. Falta de correlacion

Al incorporar puntos centrales a los disefios factoriales 2, es posible estimar el error puro
experimental; con esto se puede dividir la suma del cuadrado de los errores (SSg) en dos
componentes:

88y = S88pp + 8 10r

Donde SSpe es la suma de los cuadrados de los errores purds y SSior es la suma de
cuadrados de la falta de correlacion (Lack Of Fit por sus siglas en inglés).

Suponga que tenemos #; observaciones en el nivel 1 de las variables regresoras x; i=l,
2,....m. Sea y;; la observacion j-ésima de la respuesta en x;, i=1,2,...m y j=1,2,...m.

m
Existen n=)_n, observaciones, podemos escribir el residual ij como:

i=1
yy'_y:(y:j_.;")"'(.}i_y:j

Donde y, es el promedio de las #; observaciones en x:. Elevando al cuadrado ambos lados
de la ecuacion, y sumando sobre i y j tenemos:

m A 2 m_ n _ 2 m _ A
ZZ(y,,-—y,-J =ZZ[y,-,-—y,-J +Zn,(y,-—y.-]
=l j=1 i=1 j=1 i=l

El lado izquierdo de la ecuacién es la suma de cuadrados de los residuales. Los dos

componentes del lado derecho de la ecuacion miden el error puro y la falta de correlacion.
Observamos que la suma de los cuadrados del error puro:
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Se obtiene calculando la suma de cuadrados corregida a partir de observaciones repetidas
_en cada nivel x para después, ponderar sobre los m niveles de las variables x. Si el supuesto
" de varianza constante se satisface, entonces la ecuacion corresponde a un modelo que mide
el error puro, ya que solamente se emplea la variacion de las y en cada nivel de x; para
calcular SSpe. Ya que hay n-1 grados de libertad para el error puro en cada nivel x;, el total
de grados de libertad asociados con la suma de cuadrados del error puro sera:

:‘:(ni ~)=n-m
=]

La suma de cuadrados de la falta de correlacion:

2

SSLOF = Zni [J_)i_yij
i=1

Es la suma de cuadrados de las desviaciones entre la media de las respuesta y, (en cada
nivel x;) y el correspondiente valor predicho. Si los valores predichos y, son cercanos a las
respuestas promedio y,, entonces existe evidencia de que la funcion es lineal. Si las jzi se

desvian significativamente de y,, entonces es evidencia de que la funcion no es lineal.

La prueba para verificar la falta de correlacion es:

SSLOF
_ (m N p) S0
F SSer Mspr

(n—m)

Si la funcion de regresion es lineal, entonces /¢ sigue una distribucion F, en

m-p,n— m’

consecuencia, la prueba de la falta de correlacion es necesario calcular Fy y concluir si la
funcion de regresion es no lineal si F, > F (o dicho de otra forma, se rechaza la

a.m-pn-m

hipotesis de que el modelo ajusta de forma adecuada los datos).
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Apéndice 2

Solver forma parte de un grupo de comandos denominados herramientas de analisis. Con
Solver, puede buscarse el valor optimo para una formula de una celda, denominada celda
objetivo, en una hoja de calculo. Funciona en un grupo de celdas que estén relacionadas,
directa o indirectamente, con la formula de la celda objetivo.

Solver ajusta los valores en las celdas cambiantes que se especifiquen, denominadas celdas
ajustables, para generar el resultado especificado en la formula de la celda objetivo. Pueden
aplicarse restricciones para restringir los valores que puede utilizar Solver en el modelo y
las restricciones pueden hacer referencia a otras celdas a las que afecte la formula de la
celda objetivo.

El programa Solver se encuentra en el menu Herramientas, al inicializarlo, aparecera un
cuadro de dialogo como el siguiente:

Parametros de Solver @

Celdadjetva: A
Yalor de la ceida objetivo:
CMidmo G Momo  Oysbresde: 0

Cambiands las celdas

| Rttty SO |

Sujetas alas siguertes restnccones: —

Figura 1.
Cuadro de dialogo del complemento Solver

En él, iremos introduciendo las celdas que nos solicita: iniciamos introduciendo la celda
donde se encuentra cargada la formula de la funcién objetivo, posteriormente
seleccionamos la opcién “minimo” y finalmente seleccionamos el grupo de celdas que
cambiaran a lo largo de las iteraciones:
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n Mezcla de materias primas

7]

Figura 2.

2

Para ingresar las restricciones, ingresamos a la opcion “Agregar” y nos aparecera otro

cuadro de dialogo:

- “lex
i

2

3 Modelo de optimizacién de fo

4

5 Propledades mechnicas l T 5 |

] Mindmo Maximo

7 9 28133 Fod -
. - - TR
9 300 175532 ‘ _
A ) '

" Mezcla de materias primas

2

B, Min__ Pecofg)  Miax | | Min fracc. peso Max

14 Reeina 1 80 10000] e | - 02500] o0

15 Plastificants 65 1.0000/ 754 02500,

15 Corga 0 1.0000] 7.% 0.2500]

17 'Resina2
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Ingresamos las referencias de las celdas que contienen las restricciones y presionamos
“Agregar”, introducimos una nueva restriccion, cuando las hemos ingresado todas,
presionamos “Aceptar” y regresaremos al menu original, presionamos el boton “Opciones”
y aparecera el menu siguiente:

2
1 ‘Modelo de optimizacion de fo

[ Propledades mecanica
6 Minimo | E Waxi

7 9 26.133 2

LN Minimo _
9. 300 175532 ,,

18; E ? o

[ Mezcla de matqd - ©2 Coriran Grederes comugedy )

. : v P

13 Min Peso {kg} Max Min fracc. peso Max :

14 Resine 1 80 1.0000| 90 02500 04500 i ——

15 ‘Plastificante 85 1.0000| 75 0 2500 n

16 Carga 0 1.0000 725 02500 0.0500

17 Resina2 0 1.0000)| 20

18 | Peso de resina

1! Costo totaki§) - | 70500) | | 20000 1000 5

S : "'_'u.:"'.'-' *n-dﬁ‘
i Peso NNMI 4;’3] - Sftn o ki 0 e ek

Figura 4.

Escogeremos la opcion “Asumir no negativos” para restringir las opciones a los nimeros
M < » 4 . 1
reales; presionamos “Aceptar” y regresaremos al menu original .

En este momento, el programa Solver ha quedado configurado para resolver nuestro
problema (Figura 5) presionamos “Resolver”.

! Para una descripcién de las opciones de este cuadro de didlogo, se recomienda consultar Eppen. Et al.
“Investigacién de Operaciones en la ciencia administrativa”. Prentice Hall
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14 {Resina 1 80 1.0000 90, ) 0.2500]  0.4500]
15 Plastificante 65 1.0000) 15 02500

15{Carga ol 1.0000 125 0.2500] 00500
17 iRestna 2 0 1.0000) 20

18 Peso de resina

Costo m,i umoi l 2.0000 100.0
Peso total (kg.): I 4.00(.‘0'
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Figura S.
Complemento de Solver configurado
para resolver el problema

a1

o D

S 2

-
1.

3 _Modelo de optimizacion de formulaciones de PVC

[

5 Pr mecinicas
6 - Minimo | Esfuerzo | Maximo
7. 9 2613 2

LN Winiemo on | Maximo

9 300 175532

0

" Mezcia de materias primas

17
B Min__ Peso Méx Min_| faccpeso | Max
14 Resina 1 80 1.0000 %0 . 02500 90.4500]
15 Plastificante 65 1.0000| 75 02500

16 Carga 0 1.0000 725 0.2500] 00500
17 .Resing 2 0 1.0000 2

487 | Peso de resine |

19. Conto total($) : T0500 I . zmoo| 1000}
]

Pesotﬂ!jm.):J 4.0000
"\ infame de rspuestas /| Forme da nstdad 1/ Ilorme g s 3 \PVC (ko { ¢

Y-S

s

Figura 6.
Resultados




El programa desplegara un cuadro de dialogo donde indicara si ha encontrado o no una
solucion al problema; en este caso, si existe una solucion para nuestro problema, en la
opcion de reportes seleccionaremos los informes de sensibilidad y respuestas. Ambos nos
proporcionaran un analisis de las restricciones asi como los multiplicadores de Lagrange.
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Apéndice 3

Las pruebas de esfuerzo a la tension y elongacion se llevaron a cabo el Laboratorio
Pruebas Mecanicas del Centro de Disefio y Manufactura de la Facultad de Ingenieria.

Los resultados se reproducen a continuacion:

de

Universidad Nacional Autonoma de México
Facuitad de Ingenieria
Departamento de Ingenieria Mecanica
Instrom Corporation
Series IX Automated ials Testing System 1.04
SampleType: ASTM
Sample rato(ptsisec): 10 Temperature: 24
Crogahead speed(romiming 500 Hamridity % [
Dimensions (mm)
width 6
thickness 2
spec gauge 25
grip distance 85
Displacement Load Stress Strain Displacemont Load Stress Strain Young's  Energy 10
at penk ot pesk ot penk ot penk at break ot break at break ot break moduius  break point
[mwestra mm L] Hpa mmimm mm N W Pa rmw:n_ W Pa J
T 157.70  233.2000 T9.44 6,500 T57.700  233.2000 19.44 6.308 12690 25.40)
2 169.40  220.4000 18.70 6776 171500  218.8000 1824 6.860 11.900 25.86}
3 164.80 2290000 1900 6.592 164.800 2290000 19.09 6592 11600 2579
4 25130 1356000 11.30 10.050 232500  129.0000 1075 9.202 2306 18.24]
5 20350 1366000 1139 9.356 733500 1386000 11.39 9.340 2439 18.98)
6 25140  143.0000 1192 10.060 245100 1407000 11.73 9.805 2463 20.771
7 251.50  153.7000 1281 10.060 245200 1507000 1256 9812 2565 21,
8 25150 1506000 1255 10.060 245700 1482000 1235 9.826 2616 21.82]
9 251.50  156.8000 1307 10.060 245300  154.1000 1284 9.813 2665 22.3
10 14040 2111000 17.60 5616 141700 210.1000 1751 5.668 11.780 20.
1 15250  217.6000 18.14 6.100 152000 217 4000 1812 6.116 10.810 22.19
12 147.10 2154000 1795 5884 143400 2150000 17.92 5936 11.440 2212
13 239.00  144.0000 12,00 9.560 235000 1440000 12.00 9560 2850 20.72)]
14 24250  138.8000 157 9700 242500 1388000 187 ema 261 1984l
15 22560  147.8000 1233 9.02 225600  147.9000 1233 9.024 2813 19.90|
16 167.20 2439000 2033 6688 167.200 2438000 2033 6.688 9.781 27 521
17 18540  280.3000 2336 7416 185400 2803000 2336 7.416 11.470 35.15
18 168.30  253.3000 2111 6732 168.300 2533000 2 8.732 10620 28.92)
19 207.10 184 4000 1537 8284 207500 1843000 15.36 8.300 4764 24.17]
20 20240  179.3000 1495 8.006 202400 1793000 14.85 8.096 4.698 22.7é
21 203.00  198.4000 1654 8120 203000 1984000 16.54 8.120 5.390 25.4
2 197.20 2706000 2256 7888 197200 2706000 2256 7.888 9.993 35.32)
23 19130  267.8000 232 7.652 191300  267.8000 232 7.652 10.310 3466,
24 19660 2683000 2236 7.864 196600 2683000 22.36 7.864 10.160 35.37]
25 22640 1246000 1039 2056 26000 1246000 1039 8.040 2623 17.09
26 19940  123.4000 1029 7.876 200200 1231000 10.26 8.008 2.681 14.98]
27 23260  121,1000 10.09 9.304 232600 121.1000 10.09 9.304 2498 17.02]
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En Internet pueden consultarse las siguientes paginas:

Investigacion de Operaciones:

e www ORchampions.org
e www.optimization-onlinc_org

Paquetes de programacion matematica y estadistica:

e http:// www.solver.com/
e http:/www.gams.com
e http://www.imp.com/

Ciencia de materiales:

e http//www.mpyu . de/

Normas Oficiales Mexicanas:

e hitp://www.cconomia-noms.gob.my/
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