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Resumen 

El presente trabajo tiene por objeto , el estudio de las trayectorias clásicas 
de partículas cargada.~ en interacción con haces Bessel. Los haces 13essel son 
haces de luz adifraccionales que transportan energía, momentum lineal y por
tan momentum angu lar independiente a su estado de polarización. Hacemos 
liSO del formalismo lagrangiano, para obtener las ecuaciones que gobiernan 
el movimiento de una partícula (puntual) cargada relativista en un campo 
electromagnético (EM), despreciando la em isión de radiació n. Al campo EM 
dado por un haz Bessel , se le añade un campo magnético ex terno uniforme 
y constante, que es paralelo a la dirección de propagación del haz. 

La descripción del campo óptico la realizamos con la ayuda de potenciales 
auxi liares, conocidos como potenciales de polarización o de Hertz. Con ello, 
logramos identificar un potencial de Hertz para polarización transversal 
eléctrica (TE) y otro para polarización transversal magnética (TM). Con la 
combinación adecuada de modos TE y T\I , obtenemos polarización circular. 

Resolvemos numéricamente las ecuac iones de movimiento con la ayuda de una 
computadora y un programa, cuyo método de integración es de predicción
corrección. Los resultados que obtenemos en ausencia de campo magnético 
externo son, en general, regiones anulares de confinamiento y no confinamien
to . Es decir, regiones en donde la partícula puede o no quedar confinada ra
dialmente. Estas regiones dependen fuertemente de las condiciones iniciales 
(CI) . Se hace énfasis en los efectos que sobre la partícula efectua el tipo de 
polarización que tiene el campo EM. 

En presencia del campo magnético externo, todas las trayectorias analizada.':> 
involucran a las partículas atrapadas radial mente. Resaltamos los resultados 
que se obtienen cuando la frecuencia del haz es igual a la frecuencia carac
terística de un ciclotrón (condición de resonancia). Las trayectoria.~ que toma 
la partícu la para esta situación son espirales (a tiempos cortos ) .. -\ tiempos 
la rgos, se form a un an illo compacto en el plano XY. A diferencia de lo Cjll f! 

ocu rre en presencia de una onda plana , existe un valor máximo para 
la energía que puede adquirir la partícula en condiciones inicialm ente reso
nantes . De cualquier forma este valor má.ximo puede ser varios ordenes dr 
magnitud a l que se obtiene en condiciones no resonantes. 
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Capítulo 1 

Introducción 

Hablar del fenómeno de la luz implica viajar en el tiempo, recorrer la 
historia de la humanidad encontrando las diferentes interpretaciones de este 
fenómeno, entre la~ que destacan la interpretación ondulatoria y la corpus
cular. Mencionemos sólo a lgunas ideas relacionadas r,on la luz de pensadores 
(filósofos, científicos, .. . ), como el caso de Epicuro (34 1-270 a.C.) quien decía 
que de los objetos brotan partículas que hieren los ojos; Aristóteles (384-322 
a.C.) , quien propuso una teoría ondulatoria (simi lar a la del eter); Huygens 
(1629-1695), elaborando la idea de qu~ la III? es una onda primaria segu ida 
de onditas esféricas, exp licó fenómenos como el de polarización y la doble re
fracción; Newton (1642-1727) consideró que los corpüs¿ulos de lu?' excitan al 
eter en vibraciones características (rojo-largo, violeta-corto), observó la dis
persión y el fenómeno de los colores . Estos hechos historicos ilustran la base de 
grandes debates en la búsqueda de una interpretación que explique todos los 
fenómenos conocidos relacionados con la luz. Fue James Clerk \Iaxwell (1831-
1879) quien plasmó las ideas de Faraday (1791-1867) en cuatro ecuaciones 
que describen los aparatos electromagnéticos y ópticos en gran escala. Esta 
teoría identifica a la luz como una onda transversal (onda electromagnética 
(E\[)). Posteriormente, Hertz (1857-1894) \'eri ficó rxperimental mente esas 
ideas. Tamhién, encont.ramos las ideas de Pl ill\tk y dr EinsTeill acerca dr 
la lllz: los famosos cuantos de lU ;l que el químicc, Cilh(~rt. Lewis (1926) su
girió llamar fotones. Así , las diversas propiedad(!s (¡ 1If' posee la luz han llevado 
a aceptar su naturaleza dual onda- partícula. 

Con el avance tecno lógico la gama de aplicaciolles a~ociada a estos es
t.udios es muy variada. En la actualidad es ('0 1111'111 hablar de láseres, sin 
('mbargo, hay t.oda IIna di\'ersidacl de haces dI' IIIZ a los cuales se les adju-
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dica esa etiqueta. Po r ende, toda una variedad de modelos pa ra describir 
la., propiedades de cada haz. Por ejemplo, mencionemos los que se describen 
con una geolllp.tria cartesiana (haces Herlllite-Caussia llos), cilíndrica circular, 
para bólica, elíptica (haces: Bessel , Weber , Mathieu, rp.spectivalllente), etc . 

En este trabajo , se estudian haces Bessel , que transportan energía, mo
mentulll lineal y Illomentum angu lar ajeno a su estado de polar ización. 
Además estos haces tienen la muy interesante propiedad de ser invariantes 
a lo largo de la dirección de propagación . Esto es, su frente de onda (dado 
por una o más funcion es de Bessel de primera clase, no singular , de orden m, 
Jm ) no depende de la va riab le de propagación . En el capítulo 2 exponemos 
de manera breve los fundamentos teóricos acerca de la descripción de un haz 
en general, a"í como de un campo óptico invariante en propagación. Cabe 
señalar que ésta descripción es desarrollada en forma más amplia en la t.esis 
doctoral "Light beams with angular momentum and applications in optical 
tweezers" (Karen \ 'olke Sepúl veda, Tesis Doctoral , INAOE, :vléxico 2(03 ), 
que además, incluye la demostración experimental de la t ransferenc ia de 1110-

mentum angular orbital a micro-particulas dieléctricas usando haces Bessel 
[1]. 

Al final del cap ítulo 2 hacemos la descripción de los haces Bessel , con 
la ayuda de potenciales a uxiliares llamados potenciales de polarización o 
de Hertz (1889), obten iendo modos transversales eléctricos (TE) y modos 
transversales magnéticos (TM ). Concl uimos el capítulo con una discusión 
muy breve de mecanismos para generar experimentalmente los haces Bessel. 

En el capítulo 3 hacemos uso del formalismo lagrangiano, para la 
descripción de una partícula (puntual) cargada en interacción con el campo 
EM de un modo Bessel despreciando la emisión de radiación. Obtenemos las 
ecuaciones de movimient.o para los modos TE y TM . Posteriormente, con 
la combinación adecuada de modos TE y TM, obtenemos modos Bessel con 
polarización ci rcular y las ecuaciones de movimiento de una part ícu la car
gada inmersa en e ll os. Además , se identifican variables dinámicas naturales 
del sistema acoplado , como el momentum lineal a lo largo de la dirección de 
propagación, P" y pi 1Il0lllentum angular a lo largo de la dirección de propa
gación , L z , ambas callt. idades se conservan. De interpretar a la energía ;.¡ 

través del halll il tolliall<J. ,'s t.a resul taría no ser una const.ante de movimiell t.o. 
Las ecuacionf's de movimiento se resuelven numéricamente, con la ayu

da de una cOlllput.;tdora v un programa cuyo método de integración es de 
predicción-correcc ión: Sf' obtienen regiones anulares en donde la partícula 
puede o no quedar con filiada dependiendo fuertement.e de la" cond iciones 
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iniciales (CI). La anchura de dichas regiones, también depende del haz uti
lizado, identificado con el orden de la función de Bessel, Jm . 

Para polari;-,ación circular derecha, de acuerdo con los cálculos realizados, 
la región central es de confinamiento , y para los modos TE y polarización 
circular izquierda la región central es de no confinamiento só lo en el caso con 
m = 1. Para TV[ la región central es de confinamiento sólo en el caso con 
m = 1,2 Y 3. 

Otro resultado de relevancia es que en presencia de un campo magnético 
externo uniforme, B zE , las regiones en que en su ausencia no hay confi
namient.o de partículas, se convierten en regiones de confinamiento, tanto 
para los modos TE, TM y circularmente polarizados. Efectos resonantes son 
brevemente estudiados. 

Es importante señalar el tipo de láser que tendría que utilizarse para 
verificar los resultados obtenidos. La mayor contribución a la fuerza en la 
interacción de una partícula cargada con el campo EY! de un haz la propor
ciona la fuerza eléctrica, Fe = eE, donde e representa la carga de la partícula 
y E el campo eléctrico. Este último se evalúa en términos de la intensidad del 
láser. Entonces , en las ecuaciones de movimiento tenemos este factor acom
pañado por otras cantidades como la masa de la partícula (mo) y la velocidad 
de la luz (c). Se identifica la cantidad adimensional, A.L = eEo/(moc2k.L ), 
donde k .L es el nlÍmero de onda perpendicular a la dirección de propagación. 
Considerando los valores de esas constantes para un electrón y la velocidad 
de la luz, se tiene que, si la cantidad adimensional es del orden de 1, entonces 
se requieren in tensidades del orden de: I las ~ 10ISWatts/cm2. Por lo tanto, 
el tiempo de exposición deberá ser muy chico (t ~ 1O- 15s). A la fecha, los 
láseres reportados en la literatura llegan a alcanzar intensidades del orden de 
(10 1S - 102~)Watts/cm2 [2]. 

En el último capítulo expresamos las conclusiones de éste trabajo y algu
nas de las perspectivas que se tienen en mente para ampliar la descripción 
de este tipo de sistemas. Por ejemplo, los resultados nos muestran que no 
es suficiente tener dos cantidades conservadas para sistematizar el compor
tamiento de la partícula cargada en interacción con el campo E~[ dado por 
un modo B¡,ss('l. Sin embargo, con ellas ya es posible tener una idea cualita
t.iva (clásica) ele lo que el campo óptico asociado a un modo Bessel provoca 
en la partícula cargada. 

El u'ahajo a futuro, es mucho y muy interesante, por ejemplo, para ¡'e
giones en el t~spac io de condiciones iniciales que presentan un comportamiento 
estable , se ha sugerido (Dr. Shahen Hacyan) emplear técnica,> de mcnínica 
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clásica (principio variacional) que permitan obtener soluciones analíticas 
aproximadas. Agradezco al Dr. Hacyan por enriquecer este trabajo con las 
discusiones que nos proporcionó. 

La clase de sistemas aquí estudiados se encuentran de manera factible en 
física de plasmas y una de las perspectivas, la más ambiciosa, es permitir la 
verificación experimental de nuestros resultados. 



Capítulo 2 

Marco teórico 

2.1. Descripción en términos de haces 

El estudio riguroso de cualquier sistema físico electromagnético (EM) está ba
sado en las ecuaciones de Maxwell. La existencia de soluciones de onda viaje
ras muestran el transporte de momentum lineal , momentum angu lar y energía 
a través del espacio y esto es fundamental para la teoría. 
En un medio no conductor libre de fuentes, las ecuaciones de \[axwell son: 

v·o O (2.1) 

VxE UH3 
(2 .2) 

e ot 
V·13 O (2.3) 

VxR loÓ 
(2.4) 

e (Jt 

donde E(i, t), Ó(f, t), 13 (i, t) Y R (f, t) representan al campo vectorial e léctri
co, al desplazamiento eléctrico, a la inducción magnét ica y a l campo vectorial 
magnét.ico respectivamente. Si el medio es homogéneo , isotrópico y lineal, 
tenetllOS Ó = f.E Y R = (1/ J.L)13 , con é la permitividad eléct ri ca y J.L la per
meabilidad magnética. De las ecuaciones de \[a.,xwell se obtiene la ec uilción 
de onda y usando las relaciones para Ó y A, tenemos 

(2.5) 
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donde v = e/ JIii., es la velocidad de la luz en el medio. Durante el de
sarrollo de est.a tesis supondremos v = c. La dependencia temporal de los 
campos puedf' suponerse armónica y caracterizada por la rrecll encia w, es 
decir, E(r, t) = ¿(f) exp( -iwt) y B(r, t) = B(r) exp( -iwt). Debido a la li
nealidad de la ecuación de onda; cualquier otra dependencia tempora l puede 
ser desarrollada en términos oe runciones armónicas. Con esta condición en 
la ecuación de onda se obtiene la ecuación de Helmholtz vectorial: 

(2.6) 

es decir, la parte espacial de la ecuación de onda para campos armónicos. 
Aquí k = w/e, es el número de onda y e la velocidad de fase . 

La solución más simple a la ecuación (2.5) para el caso sin acotar es la 

onda plana E(f, t) = Eoexp[i(k.f - wt)], con Eo un vector constante (en 
general complejo) que define la amplitud y polarización de la onda y el argu

mento de la exponencial define su fase. Para ondas planas, k está asociado 
con la dirección de propagación y su módulo queda determinado por la lon
gitud de onda en el vacío (A) y el índice de refracción del medio en donde 
se propaga (n), k = 21m/'" en nuestro caso n = 1. Cualquier solución de 
la ecuación de Helmholtz puede ser representada como una superposición de 
ondas planas con diferentes fases y amplitudes. 

Con el avance tecnológico asociado a la invención del láser, la atención de 
la comunidad óptica se centró en soluciones tipo haz, esto es, altamente 
dirigidos y con extensión transversal finita. Como punto de partida para la 
descripción de un haz se supone una función escalar de la forma 

U(r, t) = u(x, y, z)ei(k,z-wt) (2.7) 

para representar una de las componentes del campo EM que se considera 
aproximadamente perpendicular a la dirección de propagación (eje z). La 
dependencia de u en las variables x y y especifican el perfil transversal del 
haz, mientras que la dependencia en z considera cambios en la amplitud 
transversal y la fase, debido a la difracción y efectos de propagación. Esta 
última dependenc ia suele considerarse "lenta". Sustituyendo U (r , t) en la 
ecuación de Helmholtz , se obtiene 

a2u 82u (J2U . 8u 2 2 
~+!l2+-(J2+2lk-(J +(k -kz)u=O. 
uX uy z z 

(2.8) 
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Como se tiene en mente haces altamente dirigidos propagándose a lo largo 
de z tenemos que kz ~ k; así, el último término de la ecuación anterior es 
despreciado , y la condición sobre la forma el! que varía u(x, y, z) a lo largo 
de z la podemos expresar de la siguiente manera 

Este esquema es conocido como la aproximación paraxial y, por lo tanto, la 
ecuación de onda paraxial es 

(2 .9) 

La solución de esta ecuación es separable en varios sistemas de coordenadas 
ortogonales, en particular cartesianas y cilíndricas circulares. Nos interesa la 
simetría cilíndrica para la cual tenemos: 

(2.10) 

con p = ~ y tp = arctan(yjx) las coordenadas radial y azimutal, 
respecti vamente. 

Ahora bien, físicamente , los modos de propagación deben tener una exten
sión transversal finita para acarrear una cant.idad finita de energía, es decir, 
el perfil transversal del haz deberá caer suave y rápidamente conforme au
menta la distancia transversal p al eje de propagación. Se propone entonces, 
una función de la forma exp[i(kp2jq(z))], con q(z) una función compleja. 
El precio que se debe pagar por una extensión finita es el de incorporar en 
la descripción efectos de difracción. Para preservar la estabilidad del modo 
durante la propagación , esos efectos se imponen en el escalamiento de las 
variables transversales por un factor dependiente de la distancia de propa
gación, z, más que en su estructura (la solución completa nos dará un haz 
gaussiano) . 

En el vacío, si la dimensión transversal del haz aumenta con la distan
cia de propagación entonces su ampli tud dehe decrecer de tal forma que el 
flujo de energía acarreado por el haz a travé. de cualquier plano tranversal 
permanezca constante. 
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Figura 2.1: Haz Gaussiano. 

Si el radio de curvatura R (del frente de onda) es infinito, esto significa que 
los frentes de onda son aproximadamente planos para la cintura del haz (esto 
es en z = O) Y ahí el campo se comporta como una onda plana. Para grandes 
valores de Izl tenemos R rv z, lo cual corresponde a ondas esféricas divergien
do a partir de la cintura del haz (z > O) o a ondas esféricas convergiendo 
hacia el centro de la cintura del haz (z < O). Estas caract.erísticas se ilustran 
en la Fig. 2.l. 

En la Fig. 2.1 también se observa que los frentes no son equidistantes, 
debido a un término conocido como fase de Gouy, es decir , un cambio de 
fase acumulativo en la dirección axial añadido a los frentes de onda a través 
de la propagación. La fase adicional es ±71" /2 por cada lado de la cintura del 
haz, un cambio total de 71", adquirido principalmete en la región central del 
haz. Así, los frentes de onda de un haz gaussiano que pasan a través de su 
cintura, cambian su fase en un factor !A en comparación con la onda plana 
(su velocidad de fase es ligeramente mayor que la de la onda plana). 

La propiedad más distintiva de los haces LG es debida al índice azimutal, 
m i= O, [3, 4J: la distribución de amplitud complej a rota confo rme el haz se 
propaga debido a que la fase azimutal no es constante; m. se refiere al número 
de ciclos de fase 271" alrededor del modo (circunferencial ). SI' dice entonces que 
ha\' tina singularidad, en este caso, una dislocación dI' I orll i 110 o vórtice 
óptico. A m. se le llama también helicidad o carga topCllógira pjJ. 

Experimentalmente, los modos paraxiales gaussianos (c1~, orden cero) sur
gen como los modos transversales del resonador del lásrr. Los de alto or
den pueden también ser excitados usando placas retardadoras de espiral. 
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Quizá los métodos de generación de haces con perfiles transversales prede
terminados más comunes hoy en día, son los que utilizan hologramas gene
rados por computadora [6]. Al final del capítulo en la sección de generación 
experimental se comenta más sobre esta técnica. 

2.1.1. Campos ópticos invariantes en propagación 

Las soluciones ampliamente conocidas de la ecuación de Helmholtz, por 
ejemplo, ondas planas, esféricas y cilíndricas, forman un conjunto completo 
para desarrollar cualquier campo óptico en términos de cualquiera de ellas. 

Durnin [7, 8] y su equipo de trabajo (1987), estudiaron las soluciones 
sin acot.ar (tridimensionales) a la ecuación de onda en coordenadas cilínd ri
cas circulares (desde el punto de vista de modos de propagación), llamados 
haces Bessel. La principal característica de esos modos (en el espacio li
bre) es que idealmente, pueden propagarse una distancia infinita sin sufrir 
alteraciones en su sección transversal. También se les llama haces adifrac
cionales. Teóricamente podrían acarrear una energía infinita (debido a su 
extensión infinita) en el mismo sentido que una onda plana. Sin embargo, en 
la práctica presentan efectos de difracción debido a las aperturas finitas que 
los generan. 

En esta sección nos enfocaremos a la descripción de un campo escalar ' 
"adifraccional". Expresemos un campo escalar arbitrario U(f) en términos 

de su transformada de Fourier tridimensional Ü(k), de la siguiente manera 

(2.11) 

donde la integración es en todo el espacio de frecuencias (kx , kv, kz ). Si la 
dependencia del campo se supone armónica de una sola com onente de la 
frecuencia, la magnitud del vector de onda Ikl = ki + k~ + k~ es necesaria

mente restringida al único valor k = w/c, esto fue señalado por McCutchen 
[9]. El problema se reduce a 1lna integración sobre la superficie esférica ha

ciendo Ü(k) = A.( CPk, 6lk)ó( lkl -w/c), Yk es el ángulo azimutal, 6lk es el ángu lo 
polar. La esfera de :VlcCutchen se define como una esfera unitaria en el espacio 
de frecuencias (ver fCig. 2.2). Así tenemos que 

(2.12) 
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Figura 2.2: Esfera de McCutchen y el cono del vector de onda de un campo óptico 
invariante en propagación en el espacio de frecuencias. 

donde dnk es el ángulo sólido, O es la superficie de esfera unitaria, con las 
relaciones kx == k sen (}k cos 'lik' ky == k sen (}k sen 'lik y kz == k cos (}k' Ahora 
a U(f) se le pedirá que cumpla la condición de que 

I(x, y, z ~ O) == I(x, y, z == O), (2.13) 

donde I(.T , y, z) == IU(i, t)12 denota la intensidad promediada en el tiempo del 
campo escalar. Esta condición matemática nos dice que el perfil transversal 
de intensidad es independiente de la variable de propagación, es decir, el perfil 
de intensidad para el plano z == O es el mismo para cualquier plano transversal 
z > O. Para ello basta con exigir un valor (constante) para (}k == (}o, esto es 
equivalente a constreñir la componente axial del vector de onda a un solo 
valor: ·~( 'Pk ' (}k) == (1/k2)6(cos (}Ccos (}O)A('lik)' Esto conduce a 

(2 .14) 

Cal! k , == 1.; sen (}o y A('lik) una función , en general , compleja. Esta última 
expresión (2. 14) es la más general para un campo escalar invariante en propa
gac ióll e ll términos de su espectro de Fourier. Si la función de modulación 
azimu ta l A('Pk) en el espacio de frecuencias es conoc ida, el campo puede ser 
determinado. 
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Figura 2.3: Haz Dessel de orden cero y su frente de onda. 
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Físicamente la relación (2 .14) , se interpreta como una superposición de 
ondas planas cuyo vector de onda permanece en la superficie del cono. A lo 
largo de la dirección axial , todas estas ondas planas están en fase, puesto 
que el cambio de fase axial es introducido a través de la propagación so
bre una distacia, 6z, y es el mismo para todas las componentes, es decir, 
k.(,0.z) . Las componentes transversales del vector de onda, a pesar de tener 
la misma magnitud, k1-, difieren en su ángulo azimutal alrededor de la sec
ción transversal del cono. Esto significa que en la dirección transversal, las 
ondas planas deben interactuar para generar patrones de interferencia que 
no cambian en la propagación. U na sola onda plana puede ser considerada 
el caso trivial de un campo óptico invariante en propagación con amplitud 
transversal constante. 

El caso particular A( 'P¡() = constante en la ecuación (2.14) corresponde al 
haz Bessel de orden cero: U(r) = Aoeit,zJo(k1-p), P = ~, su amplitud 
normalizada se muestra en la Fig. 2-3, observando que es un conjunto de 
anillos brillantes y oscuros intercalados, resaltando que la región central es 
brillante. En el contexto óptico, Durnin [7] generó haces Bessel de orden 
cero de la siguiente forma: lIt.ili¡;ando una pantalla con una rendija anular 
y colocando enfrente una lentr cf'nt.rada exactamente en el plano focal, se 
generan ondas planas con un e.ie de propagación que forma un ángulo fijo 
ea respecto al eje de simetría del problema. La superposición de estas es 
precisamente aquella que co rresponde a la ecuación (2.14) para ondas Bessel 
de orden cero. Nótese que la regió n cón ica de interferencia se extiende a una 
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Figura 2.4: Generación del haz Bessel de orden cero. Por medio de una rendija circular. 

distancia Zmax = Rltan (Jo = fR ia, donde R es el radio de apertura de la 
lente , f su distancia focal y a el radio de la rendij a. Un haz ideal corresponde a 
una apertura infinita, R --t 00, Y se propaga una distancia infinita, Zmax --t 

oo. En la Fig. 2.4 se esquematiza este dispositivo experimental. 
Para un campo invariante en propagación también podemos escribir U(r) = 

F(x[ , X2)Z(Z), donde F(x[, X2) representa la dependencia transversal y Z(z) 
la longitudinal; Xl y X2 son variables transversales generalizadas. Sustituyen
do U(f) en la ecuación de Helmholtz se obtiene 

[vi + ki]F(x[,x2) = O 

rfz 2 
dz2 + k,Z = O 

(2.15) 

(2.16) 

donde kz es el número de onda y ki = e - k;. El régimen paraxial puede 
ser definido por la condición k1-1 kz « 1. La única solución de la ecuación 
(2.16) que satisface la invariancia en propagación a lo largo de Z > O es 
Z(z) = exp[ikzz], la cual genera una solución de la forma 

U(f) = F(x, y)e 'k
,Z (2. 17) 

El problema se reduce a determinar todas las posibles soluciones a la ecuación 
de Helmholtz bidimensional para las coordenada~ t ransversales. Esta ecuación 
es separable en , por ejemplo, coordenadas rectangulares, polares, e líptica~ y 
parabólicas. Las soluciones para los dos primeros casos son ondas planas y 
haces Bessel, respectivamente, para simetría elíptica son los llamados haces 
Mathieu [10, 11, 12] Y para la parabólica, haces Weber [13, 14] . Se les llama 
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de esa manera a los haces debido a que la estructura de los frentes de onda 
involucra a las funcion es especiales de Bessel , N!athieu y 'vVeber, respectiva
mente. 

La relación entre la ecuación (2 .17) y (2.14) está dada por: 

(2 .18) 

2.2. Haces Bessel 

En esta sección nos encargaremos de la descripción del campo óptico aso
ciado a los modos Bessel. Es decir, describiremos al campo EN! correspon
diente. Para ello emplearemos campos escalares auxiliares que determinan los 
campos vectoriales EN! fundamentales. En la literatura estos campos auxi
liares se conocen como potenciales de polarización o de Hertz (1889) y Righi 
(1901) [15]. Como el nombre lo sugiere, esos potenciales estan relacionados 
con la polarización eléctrica y magnética de los campos. 

Un campo EM con simetría cilíndrica es descrito en términos de poten
ciales de Hertz IT¡ y IT2 [16]. A partir de ellos los potenciales EN! están dados 
por: 

<j) = _ aIT¡ 
az 

A = {~aIT2 _ aIT2 aIT¡} 
p acp' ap' cOt 

(2.19) 

(2 .20) 

Estos satisfacen la norma de Lorentz. El campo eléctrico CE) co rrespondiente 
es: 

(2.21) 

(2 .22) 

(2.23) 
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y el campo magnético (.13) es: 

1 éJ211 l 82 111 
B = ---+--

P pC 8tfJep 8z8p 

1 8211l 1 82 112 B. = ---- + ---
"{J c 8t8p p 8z8ep 

1 82112 82 112 

Bz =-¿¡ 8t2 + 8z2 ' 

Ambos potenciales 11 j , (j = 1,2) , satisfacen la ecuación: 

(2.24) 

(2.25) 

(2 .26) 

(2.27) 

Cualquier solución de esta ecuación que es regular en el origen puede ser 
escrita como una combinación lineal de las funciones 

(2.28) 

donde Jm es la función de Bessel de orden m de primera clase no singular, 
Cj es constante, y ki = (wjC)2 - k;, w = ktc. 

Los modos TE (TM), transversales eléctricos (transversales magnéticos), 
son aquellos en donde las componentes del campo eléctrico (magnético) son 
perpendiculares a la dirección principal de propagación. Así, si el eje z se 
identifica con la dirección principal de propagación , entonces para TE (TM) 
no hay componente de E (.13) a lo largo de z, E, = O (B z = O). 

Los TE (TM) los obtenemos haciendo 11 l = O (112 = O). Y usando la 
ecuación (2.28) en (2.21 - 2.26) tenemos que los E y .13 para los modos TE 
están dados por 

- [.k, I _ k, m _ 
B = Eo t-

k 
Jm (pk 1.)p - -k -k Jrn (pk ,J '-?+ 

t t P 1. 

+ ~: Jm (pk1.)z 1 ei ( - k,ct+k, z+ mp) (2.30) 
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donde Eo = C2k1-k¡ y jJ, rp, z son vectores unitarios en la direccion radial , 
azimutal y de propagación, respectivamente, J:n = dJrrlr.)/d:J:. 

Para los modos TM, tenemos que E y B son 

(2.31) 

E = Eo[i
k
k

Z J:"(pkJ,JjJ - kkz m
k 

Jm (pk1-)rp+ 
¡ t P 1-

+ ~~ Jm (pk1-)z]ei (-k,ct+k,z+m<p) (2.32) 

Observamos que los haces Bessel tienen vórtices ópticos. Como men
cionamos previamente estos son defectos topológicos o dislocaciones del frente 
de onda. En general, se consideran dos tipos de dislocaciones, las ele borde y 
las de tornillo. Las que nos interesan son las de tornillo o vórtices. Los cam
pos cercanos a un vórtice matemáticamente se comportan como pmexp[imcp]. 
Se caracterizan por tener como frente de onda una espiral giranelo alrededor 
de la línea del defecto (escalera de caracol). En los haces Bessel este defec
to se encuentra a lo largo del eje axial, el orden del haz, m , corresponde al 
número de espirales que giran alrededor del defecto topológico (vf'r Fig. 2.5). 

2.2.1. Generación experimental de haces Bessel 

Un método experimental para generar haces Bessel es por medio de lentes 
cónicos (sólo para el caso de orden cero) llamados axicones [17, 18]. Un 
axicón iluminado con un haz (gaussiano) bien colimado genera un haz Bessel 
de orden cero (Fig. 2.6), con un ángulo del cono de aproximadamente 00 ~ 
(n - l )"y, donde n es el Índice refractivo y 'Y el ángulo interno del iLx icón , 
respectivamente. La distancia de propagación máxima en est.e C(ISO rst::\. dada 
por ZonaJ: = JJc/tan(Oo), con W c el radio del haz colimado. Este rs ,.\ método 
más f'firif)nt.e f'n términos de la potencia del haz. 

Ahora bien , se demuestra que cuando un axicón es iluminado ('(111 un LG 
de ordf'n azimutal m y p = O (p es el orden radial), esto geO('ra un haz 
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,. ·'.i ") / 

111 = 1 
31\ 

Figura 2.5: Vórtices para un haz Bessel de orden uno y para un haz de orden tres, con 
su respectivo frente de onda. l\'ótese que la región central es oscura. 
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11' 
, - -1" ~ _\l . . 

.J. ... 

Figura 2.6: Generación de un haz Bessel de orden cero con un axicón. Nótese que el 
patrón de interferencia es el mismo que en la Fig. 2.4. 
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l3essel de la misma helicidad [19]. Esto es porque el axicón, dada su forma 
cón ica, a fecta so lo la fase radi al y longitudinal del haz incidente , pero no 
t iene infiu(!lIcia en la azimutal. 

Para generar haces Bessel tamb ién se han usado elementos desarrolla
dos con técnicas fotolitográficas [20] . En este caso se usa un elemento óptico 
plano, ésta componente óptica es denominada "trochoson"; es un dispositivo 
que sólo modula la fase. Su argumento de transmitancia tiene dos suman
dos que dependen linealmente de la variable rad ial p y del ángulo polar rp, 
c;(p, rp) = e:¡;p[-iap + imrp], donde m = 0, 1,2, ... Y a es el parámetro rela
cionado con el valor k1- del haz Bessel que deseamos generar. El propósito 
de emplear· f'lite elemento óptico de fase es producir haces de luz que virtual
mente son una superposición de un número pequeño de haces Bessel. Esto se 
demuestra desarrollando la función C;( p, rp) = exp[ -iap + imrp] como serie de 
fun ciones de Bessel de orden m . Así en realizaciones específicas se obtiene el 
80 por ciento de la energía en estos cuasi-modos con ampli tud .Jm(ap) (haces 
de luz cuasi-Bessel) . 

Quizá, la técnica más usada hoy en día es la de hologramas generados por 
computadora [6], aquí la fase es el patrón más importante pa ra generarlo. En 
una computadora (con un programa adecuado), se modela la interferencia de 
el haz de interés con una onda de referencia (onda plana, po r ejemplo). El 
patrón de interferencia correspondiente se utiliza para construi r físicamente 
éste patrón (en un negativo fotográfico , por ejemplo). Las franjas oscuras 
y brillantes harán el papel de un dispositivo modulador de amplitud . La 
técnica adecuada para generar un dispositivo modulador de fase corresponde 
a depositar de manera controlada un material con las características ópti
cas apropiadas sobre un sustrato que puede ser directamente el negativo 
fotográfico. Al dispositivo resultante se le conoce como placa holográfica. 
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ícula un haz 

1. Introducción 

James Clerk Maxwell (1831-1879) las ideas de Faraday en forma 
cuatro ecuaciones que abarcan los fundamentales de 

wdos los aparatos electromagnéticos y 
la conclusión de que la luz es de naturaleza 
( produjo en el laboratorio ondas 
mamas radio-ondas). con las ecuaciones de i\laxwell 

el ámbito de las aplicaciones. Un 
lar la comunicación entre una nave y la Tierra la clave es entender el 

del campo EM a ser utilizado. Los electrones que se mueven 
en los circuitos eléctricos de la nave forman un campo EM, y las 
variacíones en su movimiento causan una en el campo que via-

a la velocidad de la luz. Posteriormente, electrones de otros circuitos en la 
Tierra detectan estos cambios en el campo y se mueven en consonancia con 
ellos. 

sin embargo, fundamental entl':nder tambi~1l 1':1 comportamiento de la 
Illateria en de campos eléctricos la respuesta a 
campos eléctricos lleva a clasificar a lo~ maLf:ríales COIllO electretos, dieléctri
cos y conductores. Sin embargo, esta clasificación ¡",mita burda para ciertos 
sistema.s. Por ejemplo, un líquido conductor el mercurio requiere para 
su no sólo conocer su respuesta eléctrica sino también las ecua-

19 



20 CAPÍTULO 3. PARTÍCULA CARGADA. EN UN HA BE8SEL 

dones de movimiento de un Auirlo (magnetohidrodíná.mica). Cabe señalar 
que la distinción f,ntrr un líquido conrlnctor y un sr da por medio 
cic: la densidad de partícllla, ci\lgadas otras IOn [lor 
centímetro cúhico, para un líqllido cond IICt.or y una densidad dc al redecior de 

por centímetro cúhico o mrnores que esa Un 
es escencialmentr un ga.'; rle partículas electrones y 

con una densídad de carga macroscópica nula. Al aplicar campos (',p,"u''''''<; 

los electrones y los iones se aceleran en direcciones contraria') y tienden a sepa
rarse. tuerzas electrostática') restauradoras son activadas por esta 
y se generan oscilaciones del plasma. En un están presentpli 
átomos neutros, cuyos efectos suelRll ser así como la pérdida de 

momentum por la radiación del campo. Similarmente suelen 
darse efectos cuá.nticos solo para muy altas densidades y muy 
bajas Los presentan una serie de renónemos únicos 
en la naturaleza que los hacen interesantes. Por en la 
ionósfera terrestre o en electrónicos tenues creados en 
los efectos de amortiguamiento de los electrones allco,u\.),uu 
tromagnética de una frecuencia dada suelen ser muy 
onda en el medío, satisface la rf'lación de 

frecuencia de plasma W p = que del)eride 
por unidad de volumen N Z y Sil masa individual 
riores a la frecuencia de plasma, el número de onda 
Ondas incidentes de estas r .. arartf'rísticas son por el 
campos EN! decrecen con la distancia a la 
es la razón por la cual las ondas de radio son 
ionósfera (la ionización de la,; capas 
por radiación ultravioleta) [21]. de campos EM den
tro de un plasma es un efecto bi(~n concido en procesos termonucleares y se 
trata de explotar en intentos para confinar calientes. 

Estos ejemplos muestran que es muy caracterizar el movimien-
to de partículas de campos EN! de distinta índole y 
que el estudio del en haces 13essel 
pudiera encontrar alguna rn sistemas altamente ioniz.ados. En las 
próximas secciones realizarcll\os 111f'risarnente tal estudio. A continuación se 
deducen la') ecuaciones de l1\O\"ÍllIi"IIt.O que gobiernan a una partícula carga
da en interacción con los camp\Js r:\·1 de un haz Bessel bajo el SUpUf'litO de 
que la emisión de radiacióll de la (puntual) es despreciable. Pos-
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teriormente estableceremos las cantidades conservadas en el caso en que la 
radiación incidente esté polarinda y ca\clllarf'lllns nllméricam(~nte las solu
ciones de las ecuaciones de movimiento con diversas condiciones a la frontera. 
Se dará énfasis a la búsqueda de condiciolles que lleven a movimientos con
finados aún en ausencia de campos magnéticos adicionales. 

Cuando se añade un campo magnético uniforme, constante, se espera 
la modificación de las condiciones a la front.era para obtener trayectorias 
confinadas. Además en este caso existen dos unidades naturales de tiempo. 
U na asociada a la frecuencia del haz monocromát.ico incidente y la otra a la 
frecuencia de ciclotrón. Estudiaremos la clase de dectos esperados en el caso 
particular en que estas frecuencias coincidRII. 

3.2. Ecuaciones de movimiento 

Podemos identificar varios sistemas de rderencia para describir 
a la partícula, uno de ellos es el de laboratorio, otro el sistema propio de 
la partícula y finalmente alguno en qUR la luz sea descrita por campos con 
una apariencia más sencilla que en estos. Tendremos por lo tanto, un tiempo 
propio (7), un tiempo del Laboratorio (t) y un tiempo (tI) del último sistema 
que mencionamos y que puede ser aquel en que k l = O. 

Para derivar las ecuaciones de movimiento utilizaremos la poderosa he
rramienta que provee el formalismo lagrangiano. Esto lo haremos primero en 
términos del tiempo propio y luego haremos una reparametrización de las 
t.rayectorias en términos del tiempo del lahol'atolio 

Ellagrangiano que describe la interacción de una partícula cargada con 
campos EM está dado por: 

(3.1) 

donde mo es la masa de la partícula, e la vrlncidacl (1<' la luz, e es la carga de la 
partícula, .ia 

es la cuadrivelocidad de la parlitllla y .1° es el cuadripotencial 
y para nuestro caso esas cantidades están dadil."; por 

x" ---+ (xo,p, ¡P,i) 
xC> ---+ (xo,p,<p,z) 

. -/\ -O, -z) (3.2) 

(3.3) 
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d d o dL A ,f, : Q 'd fi ·d on e :lO = ct y .1:0 = c;¡:;, 0='" y x esta e nt o como 

";(.1 rl.7:0 

.1: =-¡;. (3.4 ) 

Las ecuaciones de movimiento son las de Euler-Lagrange: 

~ (~) - ~-O 
dT 8x" eh"-

(3.0) 

Entonces el lagrangiano para una partícula cargada relativista en cam
[los electromagnét.icos externos, en coordenadas cilíndricas circulares tiene la 
siguiente forma 

L = -mocJ[x~ - c¡} + (p:p)2 + /)]-

- ~ [xoAo - pAp - pH-I;.? + ~ B,6) - ];A,] (3.6) 

Nótese que hemos incorporado la presencia de un campo magnético ex
terno uniforme B,6 en la dirección axiaL 

Dado que, 

dAI' -08AI' 
-=x --
dT 8xo 

_ 1 

~l = J[x~ _ (p2 + (p~)2 + ];2)] 

donde ;y es el factor cinemático, obtenemos que 

d ( -) -2 e [- - 1 dT mocM - mocp<p i = e xoEp + (Üs x B)p 

~ (moc/~;Y) = ~ [veoE" + p(üs x 13)1"] 
dT r: 

donde Üs = (p, pJ:,l). 
Inmediat.amente se identifica la <'CItación asociada a la evolución 

energía de la partícula (3.8) y la fuerza de Lorentz (3.9 - 3.11). 

(37) 

(3.8) 

(3.9) 

(3.10) 

(3.11 ) 

de la 
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3.2.1. Cantidades conservadas 

.\ rontinll;-¡ción ioentificaremos I;-¡s cantidaocs ronSPl"VaOilS PIl cst.e sist.cma 
(t.icll\[)() "T"). Para ello, pondremos las ccuaciones pn t,prmiuos rlc los poten
cialps dp Hertz; usando las ecuaciones (2.19 - 2.20), (3.6) Y (3.5), las siguipntes 
rplacionps 

Dn m Dn 
_ J = _ _ _ J = imn 
Dep kt c Dt J 

(3.12) 

y la oppendcncia armónica en el tiempo de los potenciales OP Hertz, Dn j j Dt = 

-iktcllj, con J = 1,2, las ecuacionps OP Elllpr-Lagrange se rppscriben en la 
siguicnte forma: 

(3.13) 

(3.14) 

(3.15) 

d [(~ dt kz) ki e 1 - ;y z-c-- -i---
2

Il 1 
dT dT kt kt moc 

= o. (3.16) 

Recuproc que ki = (wjC)2 - k;, LV = ktc. 

Para obtpner las ecuaciones (3.15) y (3.Hi) lltiliZilll1(lS Lambipn las ecua
ciorH~s (3.12) y (3.13). Estas últimas ecuaciones (3.[5 - :\.16) nos definen di
rectamcnte cantidades conservadas puesto que tpnPlllOS la derivada total con 
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res[)ecto al tiem[)o igual a cero. Su interpretación física es directa: 1" ecuación 
(315) está rplitcionana con el momentum angular a lo largo del e.ie z y lit 
(3. 16) COII ('1 1I111111P.IILIIIII Iinral it lo largo de ese mismo f'.lr . E:-;fllícitalllellte 
en la rCllitción (T 15) tenemos: 

• el nlOlllentllm angular que la 1117. le da a la partícula, 

• el rnOlllelltUnl angular efectivo de la partícula, 

• el eI!'1 call1[)O magnético uniforme, 

\![ientra~ que en la ecuación (3.16) tenemos: 

• el momentum lineal efectivo ne la partícula a lo largo de la dirección 
del eje z, 

mo (i - c(dt/dT)(kz/ktl) , 

• el momentum lineal que la luz le da a la partícula, 

Ahora reflarametrizamos las ecuaciones al tiempo del laboratorio, para 
esto se tiene que 

. dt rip dt. 
p = - - = - p 

rh rit dT 
dt d<p dt. 

:p- -- --:p . - dT dt - dT 
dt dz rit 

z = - - = - z 
dT dt dT 

(:1.1 i) 

donde ~. es pi factor cinemático. Las ecuaciones de movin1lento qlle obtenemos 
SO[l: 
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(3.18) 

(3.19) 

d [1' ( 2 m) e (8IT2 m) - - p cp - r, - + --2 -P - . - + ik,-fl l + 
dt r, k,. mor 8p kt 

(3.20) 

= o. (3.21) 

Etiquetemos a las constantps de movimiento. De las ecuaciones (3.20) y 
(3.21) tenemos que integrando can re~[lecto al tiempo y despejando mop2cp 
y moz encontramos: 

2 . L, me ep (8fl2 . m k, ) 1 e 2 
mop 'P = - + mo - + - - - ~--. IT l - --p E zE 

l' k, ,'e up p k, 21'c 
(3.22) 

. P, rl;; , . e ki 
moz = - + mo - + ~ -- ITl 

I k, IC kt 
(3.23) 

donde L, y P, son constantes (e l momentum angular y lineal, respectiva
mente) y -f es el factor cinemática. 

A.demás dfll/dt = -ikte IT 1 + ¡:i(8IT l / 8p) + p:.p(im/ p)IT 1 + ZikzIT 1, Y susti
tuyendo las ecuaciones (3.22 - 3.2:3) en (3 .18 - 3.19) en términos de los po
tenciales de Hertz resulta 

:y = ~¡:i [lk l ~IT..!. - k,~ITl] + 
moc ap fJ 

e L, m e. r (8IT.) m k, ) +--[-- + - -,- - - - -- - i- -fl 1 -
moc2 ~Imop k,p -.moc up p kt 
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(3.24) 

.. ~, . e [ 2 (. aO 1 m ) ] p = ~-p + --o e lk z -.- - kt-rl:¿ + 
~,-¡mOc' op p 

2 1 [Lz me P, (a112 .mkz ) le] +- -- + - + -- -- - l--Ol - ---pE E + 
P -¡mop ktfl -¡moc op p kt 27m oc z , 

e Lz me' e (002 . m kz ) +- -. [-- + - + -- -- - l--Ol -
)moC< -¡ mop ktp -¡moc op p kt 

1 e [(D2 n.) 1002 (m)2 )] :---pBz E ] -c - .- - + - - - - O,¿ - EzE + 
2 'ymoc ()pl p op P 

(3.2j) 

Al idr.ntifirar las const.antr.s dr. movimiento Lz y Pz además de identificar 
variab les dinámicas ni\tural r.s hemos reducido el número de ecuaciones de 
movimiento a sólo dos ecuaciolles diferenciales acopladas. Recordemos que al 
tratarse de un problr.[lIa con campos dependientes del tiempo la variable que 
pudiesemos considerar análoga a la energía a través del hamiltoniano H no 
es constante de movimiento. 

3.3. Solución numérica de las ecuaCIOnes 

3.3.1. Polarización TE 

Hacir.ndo li SO dr. I(\~ ecuaciunes ele movimiento (3.8 - 3.11), reparametri
zando las ell t.r;rlllill('~ d(~1 ti"llIl)O dr laborato rio, y dado que E y 13 para los 
modos TE, l.irnPll la rlll'llla i2 .29) y (2 .30), obtenemos: 
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l e. E ·2 -wt + --PI.{! ,F: + PI.{! + 
-ymnC 

cEo .[. m + - - eP p- .Jm(klP) ros(k,z + mI.{! - wt)-
~/moC" kl.p 

-pcp.J'r,,(kl.p)sf!lI(k,z + mtp - wtl], 

.. el. 2 . . eEo 1 
'-P = - -- -pE,e:; - -P'Y + ---x 

¡moc p p ¡moc P 

[(c- ~:2) .J~.(kLP)Sf!n(kzz+mtp-wt)-

kl. . ] -p.Jm(kl.pl cos(k,z + mI.{! - wt) + 
kt 

cEo .. m 
+--2tp[P-.Jm (!,l.p) cos(kzz + mI.{! - wt)-

¡moc kl.p 

-fXi;.J'r,,(kl.p)sf!n(k, z + mtp - wt)], 

. eEo k, [ m (( ) i = --- - P-.Jm kl.p) cos kzz + mtp - wt + 
¡moc kt kl.p 

+pcpJ'r,,(kl.p)sen(kz z + m:p - wtl]+ 

eEo [ m +--22 P-
k 

.Jm(kl. p) cos(kzz + mI.{! - wt)-
¡moc l.P 

-pcpJ'r,,(kl.p)sen(kzz + mtp - wtl]. 

27 

(:126) 

(3.27) 

(3.28) 

Analizaremos primeramente la situación en que no hay campo magnético 
externo, BzE = O, resaltando así los efectos que, sobre la partícula, ejerce el 
campo EM de un haz Bessel con polarización TE. Consideremos un sistema 
de referencia inercial arhitrario y rf!alicemos un cambio a un sistema que se 
mueve a lo largo de la dirección del e.if' z r.on una velocidad v = kzl kt respec
to al sistf!ma original. En r.1 nll(~vo SiSI.r.lIla inercial kz = O. Al principio de 
este capítulo mencionamos un tif'lllpo qllP llamamos t' medido en esta clase 
de sistemas "privilegiados". En lo que rr.sLa (le esta sección las ecuaciones de 
movimiento estarán paralllp.Lri"adils por ("Sl<~ tiempo que denotaremos sim
plemente por t. La elección del sisr.enla inercial en que kz = O lleva a IIna 
simplificación considerable tanto de la forma que toman las ecuaciones de 
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movimiento como de la expresión para las cantidades conservadas. Por ejem
plo. para In = O el potencial de Hrrtz TE va no rlepende ni df' :p ni de z y 
P.11 COII ;;p.cllf'ncia 

(3.29) 

es 1" úllica componente de AJJ disLinta de CNO. 

Las ecuaciones de movimiento para :p y para z, en estas circunstancias, 
Sf' pueden escribir como 

con 

L z e 
1 = - --A 

pe'" 

(3.30) 

(3.3l) 

(3.32) 

(3.33) 

Hacienrlo la sustitución de z, prp y " las ecuaciones restantes sólo dependen 
de P. p y t, Y de algunas constantes. Explícitamente para el caso m = O 
tenf'lllOS 

.. eo [lkl.L. (k ) (k ) p = -( )2 -- - Jo -l. P cos .,rt-
wy p kt mo 

ea kl. 2 1 -k; k;Jo(kl.p)J¡(kl.p) cos (ktct) + 

ea [ 1 L • . -- + - - pJ¡(kl.p)sen( -k,ct)-
(al )2 pema 

- k
ea 

pjf(kl.p)sen( -ktet) cos(k,ct)1 + 
t et 

ea [1 (L.) 2 1 2 L, +-( )2 - - '3 - -2 - J¡(k.1p) cos(ktct)+ 
al eo ma p ktp mo 

ea 1 2 2 1 +k2 -J¡ (kl.p) cos (k¡ ct) , 
t P 

(3.34) 
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donde Co = cEo/moc, y 

(33;í) 

Este conjunto de ecuaciones acopladas se resuelven numéricamente uti
lizando el programa DE desarrollado en la Universidad de Florioa. El mélooo 
de integración es de predicción-corrección. Los resultados evidentemente de
[lenden del valor de las condiciones iniciales (CI) y las const.antes físicas. 
En los ejemplos a ser reportaoos hemos elegido los valores: k I = 1 (lo 
cual establece l/k1. como unidad de longitud), c = 1 (lo cual establece a 
l/(k1.c) como unidad de tiem[lo). Ohservamos que eo/ck1. = eEo/mok1.c2 es 
un parámetro adimensional. Los láseres más intensos obtenibles a la fecha 
[21 involucran intensidades I la < del orden de 10 18 Watts/cm 2 y hasta 1021 

Watts/cm2
, denotaremos las [lrimeras intensidades como Il~~) ,...., 10 18 Watts 

sobre cm2
. Estos láseres son pulsados con una duración de cientos de fem

tosegundos. El parámetro adimensional se escribe entonces como 

(3.36) 

para un electrón. En circunstancias límite se ha obtenido eo/w oel orden de 
3. En nuestros ejemplos tomaremos a (';o/ck1. = 0.2, lo cual en principio hace 
factible la posibilidad de realizar experimentos asociados a este sistema. Cabe 
destacar que probablemente tal onda Ei'v( estaría fuera del límite paraxial. 

Elegimos como condiciones iniciales fijas .0(0) = O, i(O) = 0.1, Y cp(O) = 
z(O) = O en los resultados a ser reportados, mientras que exploraremos di
versas p(O), 1;.'>(0). En general, encontramos que existen valores de CI para los 
que la partícula realiza un movimient.o en una región radial finita, mientras 
que para otros valores la partícula a [Jartir de un cierto tiempo se aleja del 
eje de simetría. Esto se ilustra en la t-ig. 3.!. 

Vemos que un ligero cambio (~¡¡ la condición inicial p(O) (manteniendo 
el mismo valor para las otras el) 111'\';1 a una trayectoria cualitativamentr. 
distinta. Así si O < k1.p(O) :; CL -;--;-.j .• 'nlonces la trayectoria está dr.ntro de un 
anillo y se dice que la partícula SP l'IIClIl'lltra confinada y, si 0.775:; k1 p(0) :; 
3.277, entonces la trayectoria ES Illla 11111':[ clIasirrecta a tiem[lo:; largos y sr. 
dice que la partícula no se enCUelll.rd cunrinada o simplEmente, la partícula SE 

escapa. Recuerde que k1. = 1, EntonCES. para los intervalos de confinamiento y 
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Figura 3.1: ProyecciólI (CII el plano XY) de la trayectoria de 1" partícula (polari¿¡.\ciólI 
TE) con: m = O, <p(0) = O, i(O) = 0.1, k.L = 1, k, = O, eo = 0.2, dt = lOj(k.Lc). Si 
prO) = 0.774, entonces la trayectoria es un anillo (partícula confinada) y si prO) = 0.775, 
la trayectoria es una línea cuasirrecta a tiempos largos (partícula no confinada). 

no confinamiento (registrados en las Tablas) los expresamos sólo en términos 
de p(O) y no con k.Lp(O) (argumento de las l's). 

Es importante resaltar que aunque los datos numéricos dependan dpl 
sistema de refe[(~ncia, la posibilidad de permanecer atrapada ó no atrapada 
es independiente del sistema inercial de descripción. Si el valor de p(O) en el 
sistema en que k z = O se encuentra dentro del intervalo, por ejemplo (O, 0.774[ 
(región central) la partícula se encuentra confinada en una región limitada 
por dos círculos concéntricos, pero si p(O) se encuentra en el intervalo [8.3, 
9.4149[la partícula no se encuentra atrapada (se escapa), es decir, se aleja 
cada vez más del centro de simetría del haz como se observa en las gráficas 

Estas regiones anulares (intervalos) de confinamiento y no confinamiento, 
no varían mucho si cambiamos ligeramente el valor de ¡P(O). Para ¡P(O) = O 
los resultados que obtenemos los resumimos en la Tabla (3.1). Mientras quc 
para ¡P =0.001 pn la Tabla (3.2). Comparando las Tablas (3.1 - 3.2), ve
mos que el primer intervalo de confinamiento disminuyó ligeramente (región 
central, (O, O.7671l. Además, observamos que la distancia entre el inicio dd 
segundo intervalo de confinamiento (3.30) y el tercero (6.29) es parecida a la 
distancia de separación entre el inicio del tercero (6.29) y el cuarto (9.;"í l). \' 
así sucesivamente. Notamos que poSta separación es semejant.e a la que tiencn 
los ceros de la fllnción de Bessel lo(k.Lp) (ver Tabla 3.3). 

Ahora ilustremos las trayectorias asociadas a la velocidad angular (p:p). 
:p(O) = 0.001 (Fig. 3.2) para valores cercanos a la front(~ra entre la primera rp-
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Atrapada No Atrapada 
O < p(O) :S 07 f4 O.7Tl :S p(O) :S 3 .277 

3.278 :S prO) :S 4.944 4.946 :S p(O) :S 6 .337 

6.338 :S prO) :S 8.297 8.3 :S prO) :S 9.4149 

9.41 5 < prO) < 11.532 lU>3:3 < prO) < 12.50:> 

12.506 :S prO) :S 14.726 14.727 :S prO ) :S 15.60:> 

15.606 :S prO) < 17.90 

Tahla 3.1: ¡¡¿ = O y <p(O) = O en lérrllinos de prO). Polarización TE:. 

Atrapada No Atrapada 
O < prO) :S 0.767 0.768 :S prO) :S 3.29 

3.30 :S prO) :S 4.99 5.0 :S prO) :S 6.28 

6.29 < prO) < 8.21 8 .22 < prO) :S 9.50 

9.51 :S p(O) :S 11.60 11.61 :S p(O) :S 12.37 

12.38 :S prO) :S 14.61 14.62 :S prO) :S 15.78 

15.79 :S prO) :S 17.98 

Tabla 3.2: m = O y <p(O) = 0.001 en términus de prO). Polarización TE. 

No.de cero Jo(x) J¡(x) h(x) J3 (x) 
1 2.4048 3.8317 5.1356 6.3802 

2 5.5201 7.0156 8.-1172 9.7610 

3 8.6537 10.1735 11.6198 13.0152 

4 11.7915 13:\237 1-1.7960 16.2235 

J 1:19309 16.4706 I 1, .9598 19.4094 

Tabla 3.3: Ceros de IrtS [ullciu,,,''; dl' Br,,<'1: Jo, J" J~ y h 
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F'i¡>;ura 3.2: Trayectoria en el plano XY (TE) con: rn = O, ",(O) = 0.001, di = lO/(k.Lc). 
Para ¡J(O) = 0.767 (izq.) y ¡J(O) = 0.768 (der.). 

gión (rf~gión central de confinamiento) y la segunda región (región de no con
finamiento). Observamos que la región de confinamiento (la donita) está bien 
definida por dos círculos concéntricos, y si se varía un tanto el valor de prO) 
se obtiene una trayectoria no confinada, como en el caso anterior. 

Para m = O la ecuación (3.34) no involucra más que a la misma p, p y 
al tiempo. Un análisis numérico de la contribución a la fuerza radial de los 
términos dependientes de la velocidad p, muestra que, para el rango de condi
ciones explorado, esta es muy pequeña comparada con los demás términos. 
Lo cual nos lleva a buscar un pseudopotencial (dependiente del tiempo) efec
tivo (~'~ff), que nos permita visualizar de una manera más fácil lo que ocurre 
en este problema. La idea es tener una función cuyo gTadiente con respecto 
a p nos determine la fuerza en la cual la partícula cargada se moverá. Basta 
entonces integrar los términos independientes de la velocidad respecto a p en 
la ecuación (3.34). Este potencial dependerá de los valores de las cantidades 
conservadits Lz y Pz que a su vez quedan determinadas por prO) y <p(O). La 
expresión de este pseudo potencial es: 

eoLzki 
"~ff(P) = -( J2 kJI(kip)cos(ktct) a, mo t 

e6 k i 2 2. L; 
+ -(( -)k)2 JI (kiP)cos (ktct) + . (( ) )2 '2 (3.37) a, "t P 2 rq IOo P 

[11 la I·il',. :1~\ se ilustran las gráficas de este potencial COlllO función de p y 
su f'\,()lu(i(JlI r'n el tiempo, en ellas se tomó <p(O) = u. 

OI'St'l'\"'!l1ns que para prO) cercana al cero, la partícula verá barreras del 
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P UJ - 0.11'l 

p (O) - t:J.6~' 

['igura 3.3: P,eudo-pot.cllcial, Ve!! (,'vo!llCióll t0ntporal ). (011 (,1 "alor de p(O) = 0.774 Y 
,,(O) = l5.GOG, de arriba a abajo. r":;p r-c!,i,·aHl('n l.e. 
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Atrapada m = 2 No Atrapada 1 
O < prO) < 1.22 1.23 < prO) < 2.89 1 

2.90 :::; prO) :::; 3.96 3.97 :::; prO) :::; 0.01 I 

6.02 < prO) < 7.98 7.99 :::; prO) S 9.21 1 
9.22 S prO) :::; 1l.34 J 

Tabla 3.4: m = 2, en términos de p(O). Polarizació" TE. 

pot,P-lIcial (llIontéliia~) muy altas y alineadas a lo largo del tiempo (una especie 
de (:arril«~s), y conforme laeI se aleja del centro (p(O) = 15.6(6), las montallas 
ya no están alineadas (no hay carriles). También, notamos que él medida que 
avanza el tir.mpo, esas montañas varian su altura y la partícllla tir.nr. la 
posibilidad dr. sobrepa~ar una de esas montañas (es cuando se r.scapa). Así, 
hay rr.giones r.n rl onde la partícula se encuentra r.n lllr.dio de dos montallas y 
para un tiempo posterior (con la misma coordenada eS[lacial) , sr. encuentra 
con una montaña y dos valles a un lado de ésta, Iél. pregunta es ¿Cuál de 
los dos cami nos (valles) eligirá la partícula para continuar su trayr.ctoria? 
(,Llegará un momento en que la energía efectiva de la partícula sohrepase una 
de esa, bam~ras (que varían en el tiempo) y se escape? y ¿Para un tiempo 
posterior qur.dará otra vez confinada? Hasta el momento no hf~mos podido 
encontrar una forma sistemática de dar una respur.sta a estas prp-guntas. 

En los casos con m i O las ecuaciones no son tall simples como para 
m = O. Sin r.l1lbargo, la solución numérica se obtiene en forma análoga. Cabe 
mencionar que los resultados para el caso con m = 1, están despues de los 
resultados con m ::: 4. Algunos resultados para los casos m = 2, m ::: 3 y 
m = 4 sP- reportan a continuación, se tomó <p(0) ::: O. Observamos en la Tabla 
(3.4) qup-la región central (de confinamiento), (O, 1.221. aumentó con respecto 
él. Iél. qlW se tiene en el caso de m ::: O, (O, 0.7741. También onservamos, que 
a medida que nos alejamos del centro del haz , la anchura de la región de 
confinamient.o aumenta, comparada con la anchura dr. la rr.giólI cf'ntral. 

Las I.rayr.ctorias que toma la partícula se ilustran (~n la [·' i~ .:U La rr.gión 
illllllar f'1I donde la partícula se encuentra restringida a !TInV"l·S'·. ;\lll1Hcnl.a si 
nos alf'.iamos del centro del haz . Así, para la primera región dI, (lInfillamir.llt.o 
la regióll anular esta definida por dos círculos cuyos radios ~C>ll (JI = 1.2 \" 
Vl = 1.6 aproximadamente. Y para el valor de prO) = 7.98. Ifl~ rarlios que 
definf'n la rr.p;ión anular son Pl "" 6.5 Y P2 "" 8.0. 
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Figura 3.4: Trayectoria (XY) (TE) con: m = 2, c¡?(0) = O, p(O) = l.22 (confinamiento), 
y p(O) = 1.23 (no confinamiento). Y p(O) = 7.98. 

Atrapada m = 3 No Atrapada 
O < p(O) :::; 2.94 2.95 :::; p(O) :::; 4.31 

4.32 :::; p(O) :::; 5.03 5.04 :::; p(O) :::; 7.28 
7.29 :::; p(O) :::; 9.34 9.36 :::; p(O) :::; 10.56 

10.57 :::; p(O) :::; 12.75 

Tabla 3.5: m = 3 en térmillos de p(O). Polarización TE. 

Al aumentar el orden del haz a m = 3 las trayectorias son semejantes a las 
encontradas para el caso m = O Y m = 2 (ver Tabla 3.5). En este caso, si p(O) 
está lejos del centro del haz, la regón anular de confinamiento aumenta, por 
ejemplo [10.57, 12.75], pero, aún no alcanza la anchura de la región central, 
(0,2.94]. 

En la Fig. 3.5 se obsp-rva que la región anular de confinamiento au
mentó como se esperaba, y mientras nos alejamos del centro, las regiones 
de confinamiento, también aumentan 

Algo semejante ocurre para m = -l (Tabla 3.6 y Fig. 3.6). Parece que la 
región central, (0,4.37], es un 1ll¡1xinl<) para las regiones de confinamiento con 
m = 4. Conforme aump-nt.a el orden !TI del haz, aumenta la región central. 

Los ceros de la función de 8p-ssel r.orrp-spondiente para m > O, parecen 
también ser relevantes. La rp-gión de 110 confinamiento se hace más delgada, 
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l' (O) • ~.'H ,,(()) .2.95 

l' (01 • 11. 7 ~ 

e· 
10· . I ' . 

'! 

Figura 3.5: Trayectoria (XY) (TE) con: In = 3,,7(0) = O, prO) = 2.94 (confinamiento) 
y prO) = 2.95 (no confinamiento), y prO) = l2.75. 

Atrapada m = 4 No Atrapada 
O < p(O) ::; 4.37 4.:38 < p(O) ::; 8.51 

8.52 ::; p(O) < 10.66 

Tabla 3.6: m = 4 en I.énoillo> d(' !'"{li. PolarizaciólI TE. 
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" (O) ~ 4.)7 p (O) ~ ' . 38 

p (O) ~ 10.66 

-5 

:-2- l 2, 1 2 3 
: 41 

-61 
O 

-l2 
- l4 
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Pigura 3.6: TrayecLOria (XY) (TE) con: m 0= 4, <p(0) 0= O, prO) 0= 4.37 (confinamiento) 
y prO) 0= 4.38 (no confinamiento) y prO) 0= 10.66. 

para valores más alejados del centro del haz, tanto para m = 3 como para 
m=4. 

¿Qué pasa con el caso m = 1? Bien, este es un caso especial debido a que 
hay un cambio cualitativo en los resultados obtenidos comparándolos con los 
casos anteriores: en los casos m = O, 2, 3 Y 4 la vecindad de p(O) alrededor 
de cero es una región de confin amiento y para el caso en el que m = 1 es una 
región de no confinamiento. Esto se muestra en la Tabla (3.7) (cp(O) = O). 

Las trayectorias (ver Pig. 3.7) no son cuali tat ivamente distintas a las 
obtenidas en los casos anteriores. Una vez más, la región de confinamiento 
anular es mayor cuando nos alejamos del centro del haz. 

¿Por qué se inicia con un illtervalo de no co nfina miento? ¿QIIP pasa para 
esos valores pequeños dr p') Para cOtll[lfend er lo que sucede en este interva lo, 
lo que analizaremos sefií la [orIlla qu e ti(~nen las funciones de [3esse l en el 
límite en que p « 1. Sust.ituyendo kz = O Y m = 1 en las ecuaciones de 
movimiento (3.26 - 3.28) tenemos: 
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Atrapada m = 1 No Atrapada 
O < p(O ) < 

1.60 S p(O) S 2.66 '2.67 S p(O) S 
-1.70 ~ p(O) < 0.54 6.55 ~ p(O ) S 
7.83 S p(O) ~ 9.86 9.88 ~ p(O) ~ 
10.92 ~ p(O) S 13.09 

Tabla 3.7: 111. = 1 en t.<'rm i 11 os de p(O) . Polarización TE . 

p (O) 

- 2.5 2 . 
-S 

-7 .5 
-10 

-12.5 
-15 

1. 59 p (O) = 1. 60 

. nJ2.FE? . S 

p (O) = 10.92 

-s 
, - 10 

S 

l.:j9 

4.69 
7.8:2 
10.91 

Figura 3.7: Trayectoria (X \ .) (T Li ("11 11 : (fl = 1, <¡?(O) = O, p(O) = 1.59 (no confinamiento) 
y p(O) = 1.60 (confinamiento) y p(()) '" )1 1.92. 
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+ 

cos(¡p - k¡ct) -

Nos interesa el caso en cl que P 1, Y sabemos que 

__ (:i:.)m + ... = 1 
2 mi 2 

de tal suerte que sólo Jo es diferente de cero ClJ 

tra atención en Jo(kl.p) Y h(kl.p) ya que usando 

+ 

m 

+ 

ción de transformamos adecuadamente los términos (l/kl.p)Jl 
y J( en combinaciones lineales de y 

--t 1 
x 
-
2 8 

Entonces 

p] -cos(c-k¡:2 .. ', + 

1 . 1 ( p¿ 
-¡- 8 

39 

(3.42) 
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(3.43) 

.. e Eo 1 [( p" ) k 1- . P ] 2 . . :p '" -- - e 1 + - ,:;en((¡) - kl.ct) - - p- cos(:p - k,ct) - -P(¡)-
~(moc p 8 kt 2 p 

- -- -pf3,F: + - - (¡) p- 1 + - cos(:p - k,ct)-eEo 1 . cEo . [ . 1 ( P") 
¡moc p ¡ moc2 2 8 

_P(¡) (1 - ~2 ) sen((¡) - kt ct )] (3.44) 

.. eEo . [ . 1 ( p2) ( 
Z '" --2Z p- 1 + - cos (¡) - k,r:t)-

¡moc 2 8 

1 ( p2) -PCP2 1 - 8 sen((¡) - ktct)]. (3.45) 

Observamos que ip es singular para p = 0, debido al término de 1/ p 
Inicialmente p no se anula, debido al término: -leEo/(2¡mo)][cos((¡) - ktct)], 
pero ¡; es singular, esto ocasiona un cambio en :p, :p y estos ocasionarán a su 
vez cambios en p, p y p. Entonces podemos resumir que pequeiíos cambios en 
:p y p producen fuertes cambios en ip y p. Para comprender mejor el análisis 
observemos las gráficas de p(t), (¡)(t), cp(t), p(t), ip(t) y p(t) (ver Fig. 3.8, en 
la siguiente página, allí el eje horizontal es el tiempo). 

La gráfica de p se inicia con un valor negativo, por lo tanto la partícula es 
atraída hacia el centro del haz, esto aumenta la aceleración centrífuga hasta 
que la partícula experimenta una fuerza radial positiva y es empujada lejos 
del centro (ver p contra t). Vemos en la gráfica de ip que esta decrece hasta 
alcan¿ar un mínimo (negativo). Esto sucede en el mismo tiempo en que p = O. 
El valor de j; aumenta hasta un valor máximo, que es si lllU I táneo a cuando 
p lo a lcanza. Para un tiempo posterior , cuando j; VUE'lvf' a ser cero, el valor 
dI' .,.' ~ . (J , alcanzan un valor mínimo (ambos, negativos) Para Liempos largos 
velll""; qu r la partícula se aleja con aceleración casi CO IlSl.i\llll' , ('11 la dirección 
rarlial \' azimutal, debido a que los valores de ip y p oscilall alrededor del cero , 
Ill , is Cf'ITél del cero conforme avanza el tiempo. AdeIn<Í~. el valor de :jJ = 0, 
iIl1plica r¡U(~ el momentum angular que lleva la partíclIla t.élmlJiéli es constante 
y la l e lucidad radial tiende a un valor positivo. 
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2 dots ) CP_ 2 dots 

(tol (t) ) 

P (t) cp (t) 

3.8: Evolución temporal de: la acclera";')1l radial, "zimm,t1, 
0sas direcciones, y la posición azimutal radial. í'll). ;'(1), pUl . .p(O. 
tivamente, para m = 1, con el tales que se tien<' no (:onf",ami('llto 
es el tiempo. 

41 

\'eloridades en 
;: p( t), respec

El eje horizontal 
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Entonces, pequerios cambios en lP y P (la aceleración de la partícu la) 
ocasiona cambios en :;; y p y consecuentemente en p y ep, quP a su vez in
ducen IIU(~valllente camuios en <p y p, provocando un call1uill drásLicu el! el 
Illovinliel!lo de la partícula, esto es, que hasta un cierto tiempo la partícula 
da vueltas alrededor del centro del haz, pero en algún instante tiene la 
f'llergía suficiente para alejarse del cen tro y finalmente la partícula se escapa. 

¿Cómo se ve la aceleración angular y radial así como la velocidad angular 
y radial como función del tiempo para CI tales que se tiene confinamiento? 
Pues veamos la Pig. 3.9. El con finamiento radial implica que p(t) alcanza 
un valor máximo y después regresa a un valor mínimo y así a lo largo del 
tiempo, es decir, la partícula es empujada un poco más lejos del centro del 
haz (no lo suficiente para que se escape), después es atraída hasta cierto 
punto . defiuiendo una región anular en donde la partícula queda confinada. 
'y' los valores de p, 9, P y :p también oscilan entre ciertos valores, algo que 
no sucede en la región de no confinamiento. 

Hay trayectorias un tanto "exóticas" en las que la partícula queda con
finada hasta cierto tiempo y después escapa. En la Fig. 3.10 se ilustra un 
ejemplo. No se han podido caracterizar las Cl que las generan. En este ejem
plo las Cl son: p =0.001 , eo = 0.2, m = O y sin campo magnético externo, y 
k1- ~ (1/100)k., es la trayectoria vista a diferentes tiempos; a tiempos cortos 
la partícula está confinada y a tiempos más largos la partícula se escapa. 

3.3.2. Polarización TM 

Haciendo uso de las ecuaciones de movimiento (3.8 - 3.11) Reparametri
zandolas para el tiempo del laboratorio, y dado que E y B para los modos 
T\I, tienen la forma (231) y (2.32) obtenemos: 

(' 2 eEo [k. I 
--¡y.p[J,F: + P<? + --zP P

k
- Jm (k 1- p)sen(k,;; + m; - -,-./) -

',mo r ')'moc ' 1 

k, m 
+P<jJ-k -k Jm(klP ) cos(k,z + m<p - JJt)-

1 l. P 
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p (O) 2.66 

2 
1 

-2 - 1 
-1 
-2 

P _2 dots (t). 

0.03. 0.02 
0.01 

-0.01 O 
-O 02 
-0.03 

P _dot (t) 

P (t) 

~.:~O 27l/ \ 
2.6 
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Figura 3.9: Evoluci<lll '('II(Jloral de: la aceleración radial y azimutal, las velocidades en 
esas dirccciones, y la pn,iciún azimutal y radial p, <i5(t), p(t), <j¡(t), '1'(1) y p(t), respecti· 
vamente, para m. ce 1 Co)] el tales que se tiene una región de confinamiento. Observcmos 
que el valor de p(O ¡ -= 2.GG, "S el limite superior del intervalo correspondiente a esa región 
de confillami~nto ( IT, r:l ('ie horiwntal es el tiempo. 
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F'igura 3.10: Trayccturi il (.\T) (Te) con: m = O, prO) = 0.001 , eo = 0.2 , kJ. = 0.0 1, 
k, = 1 Y B,g = O. A la izquierda con un tiempo di = 50/ckl. y a la derecha con 
dt = 101O/ck J. . 

.. (' 1) 2 . . eEo 1 [ . kz 1 
<p = - -- -B,E - -P'jJ + --- z - c- X 

~imnl: p P ('moc P kt 

m ( ) eEo . [ . kz '( ) -k Jm kJ.p) cos(kzz + m<p - wt + - - 2'jJ P-
k 

Jm kJ.p x 
J.p ('moc t 

. m 
sen(kzz + m<p - :.v·t) + p;p-Jm(kJ.p) cos(k,z + m'jJ - wt)

kJ.p 

(3.46) 

l. 
-~ 1"'(!. l P) cos(kzz + m;p - wt) ), (3 .-11) 

l.:, 

.. cEo [ kl. 
z = - - c: - Jm(kJ.p) cos(kzz + m'jJ - wt)

(,mor k,. 
m 

-¡jJ:n(kl.p)~cl1(kzz + m'jJ - wt) - fJ<i;-Jm(kJ.p) x 
k J. p 

( ('En [k" ( ( cos k, z + m . . -...:1 : - --2 i ¡j-Jm kLP)sen k,z + mp - wt)+ 
. -.mol: kt 

1: . 1/ I 

+/1'; ~ 1--~ Jn..(kl.P) cos(kzz + m'jJ - wt)
l., ". (I 

/.. 
-.~ - .I",(k1 P) cos(kzz + m'jJ - wt) J. 

1:, 
(3.48) 
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Consideremos, una vez más, el caso en que el campo 
cero y d sistema de referencia inercial en que kz (J. La eleccióu de sis
tema illercial lleva a una simplificación cOllsiderable en la forma que tomau 
los caHlpos y las ecuaciones de movimiento. Por para m 0, ex
plícitamente tenemos que: 

~ kl. 
E = Eo k! Jo(pkl.) cos(wt)z 

13 = (pkl.)sen(wt)I,Ó 

y las ecuaciones de movimiento están dadas de la 

.. e P
B !.p=---- zE 

¡m-oc p 

+ 

manera: 

+ 

1) 

Nótese que en este caso la única componente del campo eléctrico está en 
la dirección z y sólo hay componente en r.p del campo Además en 
la vecindad del cero Ji "-' Q. Esto, es esencial para los resultados 
encontrados. 

Elegimos wmo condiciones iniciales (J, 

y:( O) == z(O) = O en los resultados a ser mientras que 
di\·ersas píO) En general, encontramos que existen valores de el para l"s que 

la partícula realiza un movimiento en una radial finita, mientras qll\-' 

para otros valores la partícula a de un cierto tiempo se aleJa del ".1'> dí-' 
simetría. 
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;¡¿. 
o , . , 
~ .~,'f:": . , 

figura 3.11: Proyección (XY) dc lit trayectoria de la partícula (polariza\;ión TM) con: 
T1I = O, i(O) = 0.1, k 1. = 1, k, = O, Co = 0.2, p(O) = O. \. Si ",(O) = O (izquierda) la 
triLyectoria está sólo en el eje X Si .p(0) = 1 (derecha) la trayectoria es esa línea recta, 
entonces llilhlil./TIos de una región de no confinamiento. dt = lOO/r.k1.. 

El primer resultado que encontramos para m == O es que: para todo valor 
inicial de p, p(O) , ({J == O es solución del problema para las Cl arriba men
cionadas. Esta propiedad no se altera al pasar a un sistema en que k, es 
diferente de de cero Asímismo si eligiésemos las condiciones iniciales :p i= O 
manteniendo ¡; == O el movimiento rectílineo es solucion exacta a la ecuación 
de movimiento. 

Para valores de m i= O, el campo eléctrico del haz se mantiene en la 
dirección z y el campo magnético tiene componentes radiales y azimutales. 
En estos casos, :p constante no es solución exacta al problema. Nuevamente, 
dependiendo de las Cl es posible obtener atrapamiento transversal. Contrario 
a lo que ocurre con los modos TE con m == 1 que inician con una región de 
no confinamiento , para T\[ cuando m = 1 la región central de Cl es de 
confinamiento. Esta propiedad se mantiene para m == 2,3 no así para m ~ 4. 
La razón de ello es que el tercer término de la ecuación (3.47) para p 'V O 
es dominante para In < el Y lIIuy pequeño para m 2: .1. Las ecuaciones 
de movimiento para el caso m = 4 así como algunas de las trayectorias 
admisibles se encuentran en el Apéndice A.2. 

En la Fig. 3.12 ilus tramos el caso con m = 1 Y m = 2. Nótese que las 
trayectorias son cualitativamente distintas a las encontraclas para los modos 
TE correspondientes. Notése la escala de movimiento en las direcciones x y 
y. 

En la Fig 3.l3 se ejf'r1IplihcCln los casos m == 3 Y m == 4. En el ca>5O m == 4, 
se pone :p(0) == 1.0 (al¡ajo clereclIa), haciendo énfasis en que: si :,:;>(0) == O, 
entonces rp == O es solución aproximada de nuestro problema con las mismas 
CL Es relevante destacar que para el caso m == O Y m = 4 con p (O) = O 
se tiene región central de [10 confinamiento, y para el caso en que p(O) = 1, 
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~ 10) =0 . 1; %_c10 1:= 0.1; )[.1= 0; bz:O; ( TM) 

ra " 2 

Trayect.or i d. en XY 

Un t.iempo post.er ior 

0 . 00 31 

O 001 

O 
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Figura 3. 12: Trayectoria (XY) (TM) con: i(O) = 0.1, kl. = 1, k, = O, eo = 0.2, p(O) = 
0.1 Y ",(O) = O. A la izquierda m = 1 Y a la derecha m = 2. Los tiempos de graficación (de 
arriba a abajo), dt = 250/ckl., dt = 2500/ckl. y dt = JOOOO/ck.L. 

para m = O esa región inicial s igue siendo de !lO confinamiento y para m = 4, 
la región ya es de confinamiento. 

El papel de los ceros de las fun ciones de Besse l para los modos TE y 
TM también resultan diferentes . En los ejemplos anlizados se encontró que 
pa ra m > O los ceros de la fun ción Jm se encuentran en las regiones de 
confinamiento. En la Fig. 3.14 mostramos la proyección de la trayectoria de 
la partícula en XY, para el caso m = 1 (izquierda) y m = 2 (derecha). En 
ésta figura k.Lp(O) es el valor de los primeros cinco ceros de las funciones J¡ 
(para m = 1) Y J2 (para m = 2). En el Apéndice A.2 mostrarnos el caso para 
algunos ceros de la [unción J3 y el orden del haz m = 3. 

3.3.3. Polarización circular (L) Y (R) 

Los haces Bessel circul armente polarizados tienf'1l asociados campos 
eléctricos que se obtienen medi ante la superposición adecuada de los modos 
TE y TM. De acuerdo a la literatu ra usua l, si eSCúgell10s [1 l(m, k.L , kl ) = -it 
n2 (m, k.L, k. ) se obtiene polarización ci rcula r derecha (R) y con la elec~ 
ción de n¡(m, k.L, k. ) = i~f12(m, kl., kl ) se ob tiene polarización circular 
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I~ (O) ~ 0.1; %_dot.: O , l ; k% = O; bl: = O; (TH) 

10. = ] ; f:l (1 ) 1 = ti ro = • ; <ll (n, = 11 

'" (O) :::: O <,¡) (q) ::;: lO 

Figura 3.13: Trayectoria (XY) (Ti\-!) ron: i(O) = 0.1, k"- = l, k, = O, Co = 0.2 , p(O) = 0.1 
Y \0(0) = O (arriba). A la izqllierda m = 3 Y a la derecha m = 4. Abajo, TI< == 3 y ,,(O) = O 
(izqllierda), fIL = el Y <,)(0) = 1 (derech¡.¡) . Lo,; tiempos ele graficación: di = lOO/á,. Y 
di = 100000!(:k.;.. 

izquierda( L) Entonces los campos eléctricos, E~~ 1 

-(L,) -(L) - . 
Em-l = Em_l(r,t;k.L,k z ) tienen la forma 

(3.54) 

E~~l E¿L )ei(k,z -ik¡CL)I_ Jm_1(k.Lp)ei(m-l)"'(x + iy) 

+ <~ Jm(k .Lp)eim<'?i] (355) 

Nótese que los campos R y L no forman un conjunto ortogonal. Adelllás, en 
la aprox imación paraxial, el campo eléctrico es prácticamente perp(~nclicular 
al eje z y gira en el plano XY tal y como lo hacen las ondas plana~ circu
larmente polarizadas. Los haces Bessel circularmente polarizados son los que 
se genenlll IIlás fácilmente en laboratorio lo que incrementa su !f·le\·allcia. 
Notamo,; "dpmás que, por cOlistrucción no es posible elegir un sisLPIIl<l en 
que c lilnillCllIO~ k" tal y como lo habíamos hecho con los modos Tf:: y T\l. 

las relaciones 

(~I.J6) 
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bz = o J :E_dot = o 1; kz:: O; (TM) 

al = 1 Dl" 2 

p(0)=383 p(Ol""S.136 

p (O) " 7.016: 

P (O) = 10.11 

p (O) " 13.32 

p (O) = 16.41 

¡J (O) = 8.'2 
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O 
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Figura 3.14: Trayectoria (XY) (TM) ro,,: ~(O! -e (J l. k,- = 1, kz = O, ea = 0.2, p(O) 
0.1 y b, = O. A la izquierda m = 1 Y il. 1" d,'r(', ¡", '" = 2. Primero se muestra el valor 
de p(O) = 3.83 (izquierda) y p(O) = 5.t:~G (rh", ), ,, ). ,·.,tos valores son el primer cero de 
./1 y '/2, respectivamente. Abajo, se mueSLraJl :"S ,i :~II I,·"t.rs cuatro ceros de JI (izquierda) 
y h (derecha). El tiempo de cada gráfica es di = .',()!ck L , y hasta abajo a la derecha 
dt = lOO/ck.L. 
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(3.57) 
:/' 

perlllitell concluir que la contriulIció" uel campo E\r a la constalHl' ele 
movimientu L, ele un haz circularlllenLe polarizado es 

mientras que para P, es 

(3.59) 

el signo ele arriba corresponde a (n) y el de abajo a (L). 
En la siguiente sección rscribirnos la~ ecuaciolles de movimiento, mante

niendo esa convrllción ele signos para (n) y (L). 

Ecuaciones de movimiento (L) Y (n) y su solución numérica 

Para obt.ener las ecuaciones con !.>olari zación circular derecha e izquierda 
ponemos ni (rn , I.: L , k, ) = :¡:l?- 112(m. kL , k, ) en las ecuaciones (3.22 - 3.25). 
Recordando que n2 = CJm(k¡p)r::r.p['i(k ,z + mcp - ktct)], obteniendo la parte 
real de las ecuaciolles, y además si nlplificando la ecuación de p haciendo uso 
de la ecuación de onda (2.27), obtenemos las ecuaciones 

(3.60) 

. P, mnk, (: p.Eo k 1 ( ) 
moz = - - -- ± --./",(kLP) cos m'jJ + kzz - wt . 

-1 k, -ie /';,k, 
(3.61) 

F:II este caso 01 r;\I'I'lr cillenláti('() (·\oluciona de acuerdo a la iguald ad 

rEo 
-';. = - --2i)./"d:. ' (kLfi) cos(mep + k,z - wt):¡: 

Tll.or 

('[:;0 
+--~ ./" ,:r.1 (k ¡J!)sen(m;p + k,z - wt) X 

TIIO(' 
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[ 
Lz me eEo -- + -,- =F --Jm±¡ (k1P) cos(m(j7 + kzz - JJt)-

mo~iP ~;,f! ImOckt 

(' ] eEo [Pz k,c . eEo kl. 
- -. --P8,1" ± - - -- + - I - - -- Jn¡(kl.p) x 
2~!moc moc2 mo~( 1.:/ ,'moc kzk¡ 

cos(m<p + kzz - :.<it)] (~~ Jm(kJ.p)sen(m<p + kz 2 - Wt)) (TC2) 

y la ecuación radial es 

.. ~/ . eEo 
P = - -p - --Jrn±1 (kJ.p) cos(m<p + kzz - wt)+ 

" Imo 

1 [L mc 
+¡; mo~p + k¡p 

Recuerde que ?z y L z son constantes. Cabe señalar que en ausencia del 
campo óptico la ecuación (3.62) estaría relacionada con la evolución de la 
energía de la partícula. 

Ahora corno se hizo en TE, el caso con m = 1 se localiza después de los 
result.ados con m = O, 2, 3 Y 4. 

El primer caso analizado es m = O. usando el hecho de que J _1 (x) = 

-J¡(:r), las ecuaciones para el estado con polarización circular izquierda (L) 
explícitamente están riadas por: 

. L, eEo e 
mop..; = - - -k-J¡(kJ.p) cos(k,z - JJt) - -, - pB,F, (JGcI) 

~iP le "t 2~(e 

. Pz mokze eEo kJ. 
moz = - + -- - - - Jo(kJ.p) cos(kzz - :.v·t) [3.C.») 

, kt le kzkt 
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En este caso el factor cinemático evo luciona de acuerdo a la igualdad 

I' t ;o 
~¡' = -, - '2 pJ I (k I (») cus(kzz - wi.)

mol: 

cEo 
- --'2 JI (1. J (»)sen(kzz - wt) x 

.,nol: 

[~ - eEok JI (kl.p) cos(kzz - wt) - _e-PBZE]-
,mop ,moc ,( 2,moc 

eEo [f'z ckz cEo kl. - - - - - + -,_.- - ----Jo(kl.p) X 
moc2 ,mo k( , 'moe kzkt 

cos(kzz - :.Jt) 1 (~: Jo(kl.p)sen(kzz - :.Jt) ) 

Y la ecuación radial es 

.. "t, p.Eo ( ) (k ) p=--p+ --JlkJ.(iCOS zz-wt+ 
, , 'mo 

[ ]

2 
1 Lz eEo e 

+- -- - --k-JI (kl.(») cos(kzz - wt) - -2 --pBlE + 
p ,mop ~/moC ( ,moc 

e [ L z eEo () +-- -- - - - JI (kl.p) COS kzz -:.Jt -
,moc ,mop ,"::mock( 

e 1 [ k1. ] - -2 - - pBlE Eo - Jo(k J. (») cus(ml¡? + kz z - wt) + BlE -
,moc kt 

(3 .66) 

(3,67) 

aqllí notamos la importancia que til'ILPII los ceros de las funciones (de Bessel) 
Jo(kl.p) y JI (k l. p) , siendo re levdlll" ./,, (I. ' . (»), ya que, cuando (kl.p) ~ O en
tOllces Jrn(kl.p) ~ O si m :::: 1 .\ ./,¡(k , (!) ~ 1. Por ende la facilidad que 
tenemos en determinar interva los hil'lI definidos con respecto al argumen
to de las J's, (k .lp) , en donde la particu la está o no confinad a, Traducir la 
información a una yariable dinálflica 110 es trivial. 
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Atrapada No Atrapada 
0.01 < prO) < l.63 1.64 < prO) < 3.00 
5.:rJ 2: prO) 2: 3.01 5.34 < prO) S 6.16 
6. 17 S prO) S 8.47 9.14 > prO) > 8.48 
11.71 2: prO) 2: 9 15 11.72 S prO) S 12.33 
12.34 S prO) S l4.82 15.34 > prO) > 14.83 
18.02 2: prO) 2: l5.35 

Tabla 3.8: m = O Y P, = -0.56568896046 en térm inos ele p(O). Polarización cir~ular 
izquierda. 

Atrapada No Atrapada 
7.071 x 10 6 S Lz S 0.132014 0.133021 < Lz < 0.143850 

-0.260901 < Lz < 0.142738 -0.261382 < Lz < -0.211112 
-0.209426 S Lz S 0.326658 0.292991 S Lz S 0.327242 
-0.386359 S Lz S 0.291381 -0.386655 S Lz S -0.331970 
-0.329920 S Lz S 0.433460 0.399821 S Lz S 0.433919 
-OA 79141 S Lz S 0.398042 

Tabla 3.9: In o y Po = -056568896046 en términos de Lz. Polarización circular 
izquierda. 

Para las CI elegimos prO) = ¡prO) = O, Y 'P(O) = z(O) = O Y variaremos prO) 
y i(O). Cabe seiíalar que los valores de las condiciones iniciales determinan los 
valores de las cantidades conservadas p. y L •. Esta relación no es biyectiva 
puesto que diferentes valores de, por ejemplo prO) manteniendo todo lo demás 
fijo pueden conducir a un mismo valor de, por ejemplo L •. 

Los resultados que obtenemos son (como esperabamos): regiones de eOIl

nnamiento y no confiuctmiento. En la Tabla (3 .8) mostramos el caso Pz = 

-0 .56568896046. 

Nótese que al as ig llCtr un valor a p. y variar prO) manteniendo iguales las 
CI Illencionadas anteric,rruente, se rá necesario variar i (O). Cabe señalar qm~ 
este intercalalllient.ú de l"I>g iones de CI que conducen a atrapamiento y 110 

atrapamientn se \'e riricaroll has ta valores de prO) ~ 100. 

Al traducir los valo res de las C I a la constante de movimiento L z en este 
ejemplo particular . resulta que (ver la Tabla 3.9): por ejemplo en el segun-
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do religIón de la tabla en términos de Lz, la correspondencia de L,(p(O)) es 
tal que L,(3.01) = 0.14'2738 \' L,(0.:33) = -0.2609013, L,(5.34) = -0.2613818 y 
L,(6.16) = -0.2111'2:2, C'IILOIICl'S L,(91~l) = 0.292991.:1, LA14.82) = 0.4334598:l, 
\' así registrarnos los rpsu l tados () blen idos. 

f\ot.amos que UII valor dado de L, v de P, no es suficiente para determinar 
si la partícula se verá confinada o no. Hay traslape de valores de L z que 
pertenecen a regiones de confinamiento y no confinamiento. 

Sin embargo, poclemos identificar que los ceros de la función Jo (VIO, 5.52, 
8.65, 11.79, 14.93, ... ), se encuentran ell las regiones de no confinamiento y 
cerca de las fronteras entre la región de confinamiento y no confinamiento; 
y para ese valor es donde L, alcanza un máximo o un mínimo, según el 
signo de [,. Y los ceros de JI (383,7.02,10.17,13.32,16.47, ... ), están en 
la región de confinamiento. Ejelnplificando lo anterior, veamos la Fig. 3.15 
que muest.ra la variación de L, eOIl respecto a p, para Pz = -0.28284448023 
Y Pz = O. Obsérvese que, las regiones de no confinamiento se localizan cerca 
de los valles y de las crestas (ceros de Jo), por lo tanto, para un valor dado 
de Lz, tendremos una región de cOllfinamiento o no confinamiento, según el 
valor de kl.p(O), kl. = 1. 

Los rt'~')ultados obtenidos para otros valores de Pz, los encontramos en el 
Apéndice 8.L Lo relevallte de f'stl' análisis lo resumirnos en las siguientes 
lineas. 

La primera regióll de valores de p( O) (que llamamos región central) en que 
se obtiene confinamiento, aumenta conforme Pz es menos negativo. Parece 
existir un valor de Pz , que no Ilemos podido caracterizar plenamente, tal que 
se máximiza dicha región. Esta observación se basa en que cuando aumenta
mos Pz a valores positivos, ésta región ya 110 aumenta, como se muestra en 
las tablas correspondientes (Apéndice Bl). 

Otro resultado importalltp es quP la región ele valores de p(D) que conduce 
a llO confinamiento es IlI<ÍS delgrtda mnforme nos alejarnos ele] centro del haz. 

ElI la Fig. 3.16 ilUSI.!,ullos UII" <ir' las posibles trayectorias que se obtienen 
para una región ele conlin,\II11t'lItu .\ no confinamiellt.o. Aquí la región anular 
definida por dos cllculns COIICélll.licos (oonita) es mayor comparado con el 
caso oe polarización en·:) 
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Lz vs P 

pz - 0.28284448023 pz 0.0 

o o 

Figura 3.15: E,'olución de L, a lo largo de p con polarización circular izquierda, (L), para 
m = O, P, = -0.28284448023 (izquierda) y P, = O (derecha). Observamos que las regiones 
de no confinamiento se encuentran cerca de los valles y de las crestas. El eje horiwntal es 
p. 

p (O) = l.72 ; Lz = 0.1'0801 p (O) = 1.73; Lz = 0.141737 

- 40 - 30 - 20 · l a 

Figura. 3.16: TldY('cr " r i ~ 1.\ V) (L) con: P, = -0.28284448023 Y In = O. p(O) 1.72 
(confinamiento) y p (O) = 1.,:3 (no confinamiento). 
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Atrapada No Atrapada 
0.01 

- < prO) < 108 l.09 < prO) < :1.15 

0. 11 > prO) > 3.16 ;)12 < prO) < 6.12 

G.13 < prO) < 8.46 929 > prO) 2: 8e17 

1160 > prO) > 9.30 11.61 < prO) < 12.29 

12 .30 < prO) < 14.83 15.84 > prO) > 148e1 

Tabla 3.10: m = 2 Y Pz = -0.,)6568896046 en términos de ¡¡(O). Polarización circular 
iZ(lllii ~ rdtL . 

Un resultado relevante que encontramos es que: si Pz < 0.;)2 la región 
central (p(O) E (O, 0.09)) es de confinamiento, y si Po > 0.53 entonces la 
región central (p(O) E (0, 2.92)) es de no confinamiellto. Ejemplos gráficos de 
estos resultados se ilustran en el Apéndice B.1. 

En la r'ig. 3.17 damos un par de ejmplos con Pz = 0.56;)68896046 (la re
gión central es de no confinamiento). Si prO) S 2.92 no se tiene confinamiento 
y si 2.93 S prO) S 5.84 se tiene confinamiento. 

Para los casos de orden m = 2, 3, 4, ... los resultados encontrados son 
análogos (cualitativamnete) a los que tenemos en el caso m = O. Una vez 
más. el caso m = 1 se localiza después de estos resultados. 

Por ejemplo, si m = 2 Y P, = -0.56568896046. Aquí la región central 
(p(O) E (O, 1.08]) es de confinamiento y es menor que en el caso m = O 
(¡J;U;I /', = -0.;)6568896046, único valor analizado en In := 2). Los valores de 
los intervalos están en la Tabla (3.10). Y los correspondientes para Lz los 
tenelllOS en la Tabla (3.11). 

Otra vrz, los ceros de las funciones Jo, JI son importantes (parece que son 
los I/W: nos ayudarán a sistematizar los resultados), los de Jo se encuentran 
ell la.-; regiones de no confinamiento, los de JI están en las de regiones de 
conrill;lIllirllto. En este caso los ceros de J3 están en las regiones de confi-
1I;\Illi"111(l Finalmente, los ceros de J2 (5.13. 8.41,1162 Y 1~.8 ) deRnell las 
rIOIII"I;I~ rlp confinamiento y no confillamiento alejadas de la región central. 
Esos I (('el 1(1" (~stán relacionados con que los I-ésimos ceros de las fllllciolles de 
Eh'ssl·1 de urden n, jn,l se entrelazan (ver Tabla 3.3) 

jn,l < jn+l,l < Jn,2 < Jn+1.2 < jn,3 < (3.68) 
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p (O) 2 . 92; Lz = 0.152094 p (O) = 2.93; Lz = 0.151128 

5 7 . 51 01 2 .5 

p (O) = 5.84; Lz = -0 . 251896 P (O) = 5 . 85; Lz = -0.251023 

-2 0 -15 -10 

F igura 3 . 17: Trayectoria (XY) (L ) con: P, = 0.56568896046 y m = O, p(O) = 2.92 
(arriba izq .) y p(O) = 2.93 (arriba der. ). Abajo, p(O) = 5.84 (izquierda) y p(O) = 585 
(derecha) 
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Atrapada No Atrapada 
-1 ~19687:J ::;: L : ::;: -1-129885 -1.')43470 ::;: L ~ ::;: -1.497926 
-1.5-1:2100 < L.: < -1 1854:31 -1.222347 ::;: L ::;: -1 . 184535 
-1.75;jQ.40 < Lz < -1.224008 -1 .756069 < LI: < -1.689701 

-l. 68760 1 ::;: Lz ::;: -l.049 J 32 -1.095077 ::;: L:: ::;: -1.048496 

- 1.863567 ::;: Lz ::;: -1.097050 - 1.863916 ::;: LI: ::;: -1.797222 

Tabla 3.11: m = 2 Y P, = -0.56568896046 en términos de L, Polilrización circular 
i ~. qui crd a. 

p (O) 11.60 p (O) 11.61 

60 
50 
40 
30 
20 
1 

20253035 40 4 550 

Pigura 3.18: Trayectoria (XY) (L) con : m = 2, P, = -0.56568896046 Y p(O) = 1 L60 
(confinamiento) y p(O) = 11.61 (no confinamiento). 

Algunos ejemplos gráficos para esta situación los encontramos en la Fig 
3.18 Y en la Fig. 3.19. 

También , para el caso In = 2 encontramos que: si P, < 03\ la región 
con prO ) E (O, 0.97) es de confinamiento y si Pz > 0.32 la región con prO) E 

(O , 3.38) es de no confinamiento . Ésta región de no confinamiento, es mayor 
que la del caso análogo con m ~ O ((O, 292)) En la Pig. 3:20 se illlstra un 
,' jPIl1IJlo [Jara el caso m = 3 Y }Y, = -0 .56568896046. 

;.Qué pasa para el caso m = 1'7 Bien , la respuesta ya nu I.'S lan sorpres ivo. , 
debido al análisis encontrado en el caso de los modos TI-: :\sí pues, las 
pcuaciones pxplícitamente para m = 1 son: 



3.3. SOLUCrÓN NUMÉRICA DE LAS ECUACIONES 59 

Figura 3.19: Trayectoria (XY) (L) con: P, = -0.28284448023 Y m = 2, p(O) = 8.417. 

¡:"igunt\ .20: Trayect.oria (XY) (L) COIl: P, = -0.56568896046. nL =:J." p(Ol = 0.1. 
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. L, mor: 
mo[J'P = - + -

7P k¡p 
(3.69) 

. P< mock, eBo k J. ( 
moz = - + - - - --J¡(kJ.p)cos(tp + k ,z - :...'t) 3.70) 

7 k¡ 7(; k,kt 

En este caso el factor cillemático evoluciona de acuerdo a la igualdad 

cos( tp + k, z - :J t)] ( ~~ J¡ (kJ.P)Sen(rp + k,z - wt)) (3.71 ) 

la ecuación (3.71), en ausellcia del campo EM dado por el haz, estaría aso
ciada con la energía de la partícula. 

y la ecuación radial es 

.. .y . e Ea T ( ) (k ) P = - - p - - - JO kJ.p COS rp + ,z - wt + 
7 7Tno 

1 [L, e +- --+-
p 7m oP ktp 

eEo (; ]2 
- - 1-. Jo(kl.p) cos(rp + k,z - wt) - --pB, ¡=; + 
¡ moc":1, 2'Y17loc 

cEo k, r (k,,) 2] +-2"1 . 1.:- ( Jo (kl. p) 1 + -k + 
I rno( fl.{ z 
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Atrapada No Atrapada 
1.73 > prO) ~ 0.01 

U4 < prO) < 3.6,:) 4.56 > prO) ~ 3.GG 
7.03 ~ p(O) ~ 4.57 7.04 < prO) S 7.73 
7.74 S p(O) S 10.08 10.69 ~ p(O) ~ 10.09 
13.34 ~ prO) ;::- 10.70 13.35 < prO) < 13 .89 
13.90 S p(O) S 16.40 

Tahla 3.12: m = 1 Y P= = -0.28284448023 en términos de p(Q) . Polari7.a.ción circular 
izquierda. 

[ (
k )2] r ('k +·h(kl.p) 1 - k

t 
) cos(cp + kzz - wt) [~ + ~-

• ¡mo kt 

(3.72) 

Otra vez, nótese la importancia que tienen los ceros de las funciones 
Jo(kl.p) Y JI (kl.p). El comportamiento para m = 1 es análogo para el caso 
TE, iniciando con una región de no confinamiento. Los resultados para m = 1 
Y Pl = -0.28284448023 se encuentran en la Tabla (3.12). Observarnos que los 
ceros de Jo (2.40, 5.52, 8.65, 11.79, 14 .93, ... ), se encuentran el! la región de 
confinamiento, y los ceros pares (el segundo, cuarto, .. . ) de ./1 (7.02, 13.32, .. . ) 
están en las regiones de confinamiento cerca de las fronteras y (el primero, 
tercero, ... ) los impares (3.83, 10.17, 16.47, ... ) están en las regiones de no 
confinamiento también cerca de las fronteras. 

La Tabla (3.13) tiene los valores para la variable dinámica L •. 
La región de confinamiento crece conforme p(O) está más lejos del centro 

elel haz, tanto para kl.p, como para L., y la de no confinamiento se adelgaza 
con respecto a kl.p, mientras que con respecto a Lz no decrece de manera 
llIonótona. Sin embargo, la anchura de los intervalos es de alJfoxilllaelamente 
0.0:\ v O.OG, ésta di ferencia se intercala en las regiones de no con fi namiento. 

CUilndo disminuye el valor de p., es decir, se hace más Ill'galill), la rI~gión 

(PIILral (110 confinamiento) aumenta (p(O) E (O, 1.821), .\ lú~ r<'~ulLaclos se 
s i"LClllatil.an también con los ceros de JI, como lo esperalJi:llllos. ('~l() es, que 
lo" ceros de ./1 se encuentran en las regiones de no confinalllielll.o, destacando 
que S\I localización es cerca de las fronteras. 
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Atrapada No Atrapada 
-0 .85:3570 :::; Lz :::; -0.795268 

~ü.8~2G61 < Lz < -0.584849 -0.6l4279 < Lz < -0.584183 
-1 .092407 < Lz < -0.615637 -1.092407 :::; Lz:::; -1.032520 
-l.010656 Lz < -0.438220 -0. -173452 < Lz:::; -0.437722 
-l.205844 < Lz < -0.475126 -l. 205919 <; Lz < -1.149578 
-1147455 :::; Lz:::; -0. 338733 

Tabla :\.13: 711. 

i¡.quit'relil.. 
1 Y P, = -0.2828'1'148023 en tárnillos de L,. Polarización circular 

EII este caso, también existe ese valor de P, (aún no caracterizado) para 
el cual se máximiza la primera región ele confinamiento, p(O) E (1.74,3.65). 
Tambiéll encontramos que para valores de Pz > O la región de no confi
namiellto (p(O) E (0,4.12]) aumentó con respecto a kl.p, 

Los resultados de estas afirma.ciones están ilustrados en el Apéndice 8.2. 

En la Fig. 3.21 Y en la Fig. 3.22 se tiene a la partícula confinada en 
una región anular (determinada por dos círculos concéntricos). Las trayecto
rias tomadas por la partícula en estos ejemplos hacen atractivas a las gráfi
cas. Estas trayectorias son UIl tanto simpáticas, debido a que no se había 
obtenido algo semejante. Sin embargo, claramente se distingue la región anu
lar ("donita") en donde la partícula se encuentra confinada. 

En la Fig. 3.23 mostramos otras gráficas que complementan la informa
ción física, por ejemplo, p vs p, IIOS da illformación de la variación de la fuerza 
radial (Fp = mop ); con 0 vs p, obtenemos información del momentum angu
lar , L z = mop2:jJ; la velocidad en dirección radial (p) y azimutal con p0. Así, 
podemos obtener una idea del por qué la partícula se queda o no confinada. 

Como en el caso en que t.<~lIeIIIOS ulla región de confinamiento, la Fp es 
repulsi\'a y atractiva (oscilalldo Clltrf' dos valores), la velocidad radial tam
biéu oscila entre valores posi ti vos .Y negati vos. lIIanten iendo a la partícula 
ell ulla región anu lar. Y cuanclo lpllelUOS ulla región de no confinamiento Fp 

es atractiva y cambia a repulsiva (oscilando entre valores positivos y nega
tivos), cuyo valor tiende a cero par-a tiem[.los largos, y la velocidad radial en 
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p (O) = 0.01; Lz = -0.795268 

-50 -40 -30 -20 

-30 

-40 

-50 
-60 

p (O) =1.73; Lz=-0.853570 p (O) = 1.74.; Lz = -0.852661 

-5 

-l a 

-15 

figu ra 3.21: Trayectoria (XY) (L) con : m = 1, P, = -O.28284~48023 y si p(O) ::; 1.73 
I fl.O confinamiento), p(O) = 1.74 (collfinamiellto). 
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l' (O) 1. 71; Lz = -1. 019726 p (O) 1.73; Lz -1.017885 

5 10 15 20 

-5 

-1 0 

-15 

- 20 

p (O) 3.61; Lz = -0.786770 

4 

Figura 3.22: Trayenoria (xY) (L1 ellll : TIL = 1, P, = 0.0 y dO) = 1.71 (superior izq.), 
¡>(O) = 1./3 (super ior (\0[.) y e(O) = :UiJ (al,aj(») . 
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este caso cambia de negativa a positiva (tendiendo a UII valor positivo), la 
consecuencia es que la partícula se aleja del centro de simetría 

La evolución de esas cantidades con respecto el z se ilustran en la fig. 
3.24. Los valores que toman esas cantidades (ji. p, :.p, :::, ;l Y ~!) para m =,0, 
también oscilan entre dos valores (a lo largo de zl. llenando el espacio (debido 
al tiempo de graficación y a que la región es de confinamiento) y por lo tallto 
se verán rectángulos negros. 

Con las gráficas de la Fig. 3.24, complementamos la información para una 
región de confinamiento y para una región ele [JO coul1namiento, a lo largo de 
la dirección z. U na vez más, observamos que en la región de no confinamiento 
la aceleración radial (Fp ), el momentum angular (771017\0), '1 tienden a cero y 
la velocidad radial (p), la velocidad a lo largo de la ti i rección de propagación 
(i) y el factor cinemático (¡) tienden a Ull valor positivo. Las gráficas en 
donde se llena el espacio, es debido a que los valores correspondientes a esas 
cantidades se repiten una y otra vez, pues la partícu la se encuentra girando 
en una región anular. 

¿Qué sucede en z a lo largo del tiempo? Debido a que ahora z es una 
variable, es válido cuestionarse por la evolución temporal Esto se ilustra en 
la fig. 3.25, además se muestra la evolución de z contra tiempo. En la rig. 
3.26 se tiene la evolución de z y i a lo largo de p. 

Como se esperaba, a lo largo de z, la trayectoria de la partícula está osci
lando, debido a los términos, Jm(k1-p) Y cos(m.p + kzz - wt) en la ecuación 
(3.61). Sin embargo, notamos que la oscilación es muy pequeña para el caso 
m = 1 (no confinamiento). 

Lo que deseábamos era: obtener intervalos definidos por L z que nos de
terminarían regiones de confinamiento y no confinamiento, sin que hubiese 
traslape de valores, como con k1-p. Sin embargo, déldo un valor de Pz y usando 
ambos intervalos (k1-p y Lz) identificamos si la partícula se quedará confinada 
o no. 

Resultados para polarización circular derecha 

Los resultados para polarización circular dert',·lla son análogos a los que 
se encuentran con polarización circular izquienb cual Ido se torna el signo 
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p (O) = 0.01; pz = -0.28284448023 

m = O; m = 1 m = 2 

Proyecciorenel planoXY. 

-SG-4G-3G-2G- O ~ -20 . 

Jg - 0 = .: 0.0 01 

-6 0 

P _ 2 dots vs P 

P _dot vs P 
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11/ :- (J . (11. = L Y la = 2, dr. izquir rdn a d { ' n~d ld. n ', ;" r o' 
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1 d:" ndlllllllé\$ \.()n0~pondcn a 
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Figura 3.24: Evolución de: p, p, o.p,.i, "1 y í a lo lar)!;" d, ' , i L). Trayectoria (XY) (hasta 
arriba), con: m = O (columna izquierda) y m = I (""1, ,,,,,,;, derecha), p(O) = 0.1 Y P, = 
-0.28284448023. El eje horizontal es z. 
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l' ( O) ,, 0 .1 
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Figura 3.25: Evolll CiólI telllporal de z (arr iba))' i (abajo), (Ll , para In = O (izq.) \ 
m = I (de r.), prO) = 0 . 1 .v P, = -0.28284448023 . El cje horizontal es el tiempo. 

p (O ) ~ 0.1 
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Figura .3.26: Evo lliCif)n ele z (aJTiba)y i (abajo), a lo laq;u dr /1. ([. ) . para m. = O ( izq.1 
y 1ft = I (<I(' r. ), p(O I :: 0 .1 y P, = -0.28284448023 . El eje ilnri/'>lflal f'.' p. 
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p (O) =1.57; Lz=0.125833 p (O) = 0.1; Lz = -1.429836 

m = O m = 2 

5 
-0.&0.4-0. 

-O 
-O: 41 
-0.6: 

figura 3.27: Trayectoria (XY) para polarización circular derecha, (R). Con P, = -
0.56568896046, rn = O (izquierda) y (i(0) = l.57 Y m = 2 (derecha) con (i(0) = 0.1, 
confinamiento en ambos casos. 

correspondiente en las ecuaciones (360 - 3.63) Y los valores de m positivos 
se reemplazan por negativos. 

Cuando se toman los valores positivos de m y el signo correspondiente a 
una polarización derecha en (3.60 - 3.63), los resultados son muy distintos. 
Por ejemplo, para m = 1 y Pz ~ -0.56 y polarizacion circular izquierda, 
la región central es de no confinamiento. No así para polarización circular 
derecha en que p(O) E (O, 3.04], es una región de confinallliento Esto se 
debe a que ahora las funciones de Bessel que aparecen en las ecuaciones de 
movimiento son J2 y JI que son cero en el origen. Recordemos que en el caso 
de polarizacion circular izquierda las funciones de Bessel rell'vantes eran Jo 
y JI. 

La Fig. 3.27 muestra ejemplos para psta situación con 11/ = O. m = 2 Y 
1'11 la Pip, 3.28 con m = 1, ambas para 1,1 \alor Lit' 1': =-0.5(J-:)(i88%O--lG. 

En la Fig. 3.29 ilustramos la evolución temporal ele las canUdadé's que nos 
clan información física, para polarización circular izquierda y clf'rE'ch,1. Una 



70 CAPÍTULO 3 PARTÍCULA CARGADA EN UN HAZ BESSEL 

p (O) =0.01; Lz=-0.714857 

p (O) =3.04; Lz=-0.501424 p (O) = 3.05; Lz = -0.500765 

50 
40 
30 
20 

O 

-12-{)lOe 8 O- 6 0-4 O- 2 O 

Figura J28: Trayectoria (XY) (R) con : m = 1, P, = -0.56568¡;9(j11 1(;. filO) = 0.1 Y 
1'111) '"' :\1)-1 (ronfinamiento), y p(O) = 3.05 (no confinamiento). 
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confinalllieuto 

confinamiento ¡<:quierda) 
para pi caso en que hay 

la velocidad radial oscila elltre un valor 
U 110 caso la consecuencia es que la partícula 

del centro de simetría y en el la está confinada. 

En lasección 3.4.2 mostramos las "''''V'''';I('''' clásicas que torna la partícu
externo uniforme y constante (E zE =1 la en de un campo 

Movimiento en de 

3.4.1. Polarización yTM 

Además del campo EM dado por el haz dr. agregamos un cam-
po magnético externo =1 O. La variable adimensional natu
ral para comparar los campos asociados al haz al campo es 
/¡z = eB;¡E!.mn¿'kJ. Si la es un electrón y medimos 

BzE en • BfQ, esta cantidad adimensional escribe como b, = 5.85 
B~~) /kJ.. 

Resultados para UVl"'l1:.o.,,, TE 

Exploremos primero valores en el intervalo bz < 4.2 Y luz con 
polarización TE. Si bz = 0.705. Es importante 
resaltar que cuando bz = 2 . O, la de 
la partícula no es modificada en cambio cuando bz 4 10-7 

la partícula modifica su y en el XV se observan espirales 
(Fig. 3.30). Además, existe un umbral de b¿ para el cual son ya visibles en 
las gráficas los efectos del campo, aún sobre las que sin campo 
magnético y mismas condiciones iniciales f:sli\rian esto se ilustra 
en la Fig. 3.31. 

En la Fig. 3.31 se tienen las mismas el qUf' las en I.a ECig. 3.1. 
Observamos que para bz 0.00024, la es esencialmente la misma 
en ambas figuras. Sin cuando aUnJC'111 el va.\or de 
bz , la partícula gira en cuyas ditllf'usiolles radiales son centenares 
de veces el tamaño de las para iJ, 0.00024. También cambia la 
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F'igllra 3.30: Trayectoria (XY) (TE), para In = 0, b, = 4· 10-7 (dú.), si b, ~ 2.10- 7 

(izq.) entonces los result.ados son esencialmente los mismos que se obtienen con b, = 0, en 
"ste caso para el ele no confinallliento. 

frecuencia global ell que se recorren ángulos del orden de 27r. Mientras que 
el primer efecto se revierte para valores mayorcs de b" esto no ocurre con el 
segundo efecto. Al comparar con dicha figura (Fig. 3.1) vemos que el valor 
a partir del cual se observa en las gráficas la presencia del campo externo es 
BzE = 0.0013, lo cual implica que bz = 0.00026. 

En el Apéndice A. J encontramos ejemplos, para el caso m = 1. 

Resultados para polarización TM 

Una vez más, la presencia de BzE =1 O nos proporciona regiones de confi
namiento radial para la partícula. Los ejemplos que a continuación presenta
mos, para los casos m = O, 1 Y 2, fueron obtenidos en el sistema privilegiado. 
Ahí, el campo externo es tal que la variable adimensional, bz = 0.01, lo cual 
implica que B;E/kl.. '" 0.0017. Los resultados obtenidos son similares a los 
que tenemos para TE. Para esas intensidades del campo las trayectorias que 
sigue la partícula son espirales muy amplias. Posteriormente, nos vamos al 
sistema del laboratorio. para poner la rrecuencia del haz Bessel igual a la 
frecuencia característ.ica del ciclotrón, J.)". 

En la Fig. 3.32 el (·üso 111 = O con /':, = O \ U, = 0.01. En la izquierda 
:p(0) = O en la derecha :prO) = l. .\rrill;l. ell ausencia de campo, en el 
centro con campo y aiJdjO, cun la llli~ma illtcllsidad del campo, pero a un 
tiempo posterior. Comuva lo habíamos 111C'lIcionado, las trayectorias son 
espirales como las oblpn idas [Jara el caso correspondiente para los modos 
TE. Obsérvese que la re)!;IÓlI en ausencia de C<1lllpO es de no confinamiento. 
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bz 0.00024 bz 0.00026 

bz 0.02 bz 0.1 

Figura 3.31: Trayectoria (XY) (Te) con: 1ft = O, p(O) = 0.774 Y bz i o, b, =0.00026 
(slI llI'rior deL) . Para 11, = 0.1 (il1fl'rinr deL) 1" región radial de confinamiento es semejante 
a la de b, ~ O.0002~, l'S d"c.ir, del ordclI dc k - l. Reco rdemos que p(O) = 0.774 define la 
frol1tera de collfitla ltli('lI r,n \' no cOl1n(la'lIiclIJ.(I para a,E: = O. 
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Figura 3.32: Tray~cto ria (.YY) (TM) con: m = O, i(O) = 0.1, kJ. = 1, k , = O, Co = 
0.2 , p(O) = 0.1. Arriba. ~n ausencia del campo (dt = 100/ckJ.) , <¡?(O) = O (izquierda) y 
<¡?(O) = 1 (dercch>l) . Abajo , con b, = 0.01 (<¡? = O ya no es solución) y (dt = 100/ck.d. 
Luego, la misma illlc 'hid"d del campo, a un tiempo posterior dt = 2000fckJ. . 
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¡J(O¡::O.l; z_c!.ot=O.l; Ju:=O; (TM) 

b:r. = o 

In = 1 

bz = 0.01 

Un t.iempopo.terior (bz = 0.01) 
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Figura 3.33: Trayectoria (.\T) (TM) con: i(O) = 0.1, k_ = 1. k, = D, Ca = D2, 11(0) = 
0.1. m = 1 (izquierda) y m = 2 (derecha). Arriba, en aus~lI('ia e1el campo (di = 100/cÁ'_), 
abajo, con b, = 0.01 Y di = 100/ck.L' Luego, b, = 0.01, " Iltl r.icrnpo posterior di = 
2000/ck .L 

En la Fig. 3.33 sc muestra para una región de conrinallliento (en ausencia 
del campo externo) el caso m = 1 (izquierda) \' 111. = '2 (derecha). Poste
riormcnte, se pone call1po magnético, bz = OOL ilusl rando las trayectorias 
tOluadas por la partícula para cada caso j' a c1if('rPIII('s t.iclIIpos. Aquí lalll
hién se obtiene esa región anular en donde la l>aní(I¡J;¡ C',;tá confinadil. ['ara 
(,1 ('(\:;0 m = '2 es claro y para m = 1, velllOS (jI 10. ('1 1';\(110 inl('rlIO de Id d"llilel 
f'S lrlll,\' pequel'lo. 
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bz o bz 0.002 

Figura 3.34: Trayectori a (XY) (L) con: TrI = O, p(O) =1.63 b, = O a la izquierda y b, = 
0002 a la derecha. 

3.4.2. Resultados para polarización circular (L) y (R) 

Algunos de los resultados obtenidos son semejantes (cualitativamente) a 
los encontrados para los modos TE. Una vez más, enfatizando el resultado 
de tener regiones de confinamiento que antes no lo eran como en el caso de 
la región central, p(O) E (0.01, 1.73), para m = 1 Y polari zac ión circular 
izquierda. En la Fig. 3.34 Y Fig. 3.35 ilustramos algunas trayectorias admisi
hles para la partíc ul a. Vemos que si Uz es pequeño, se obtielle algo parecido 
a lo que tenemos con los modos TE, es decir, espirales (muy amplias) dentro 
de la región anular. Sin embargo, cuando el campo b, es mayor (ver Fig. 3.35) 
entonces, se obtiene algo muy bonito (exótico) aparentemente las trayectorias 
son espirales. En el Apéndice C tenemos ejemplos, para polari¿ación circular 
derecha. 

3.4.3. Efectos resonantes 

Cuando se estudia el problema de u na partícula cargada en prese nci a 
(\P UIl campo magnético externo, unifol'lne y co nstante además de una on
da pl a na circularmente polarizada que se prnpaga en la mislIIa direcc ión del 
C',c ni po [22]' se encuentran resu l lados rtI uy i Il teresan tes si la frecuencia de 
ciclot.rón Wc = eBzE/mc coincide CO Il la frecuellcia el e la omla plalía. Es-
1( ,5 efec tos resonantes se resumell ell qUf' la o'sincronizacióll" a lt.era la masa 
(ofertiva de la partícula de ta l suerte qur etl este esquema i(leal la partícula 
podría incrementar sin nigún límite su ellergía. El propósito de es ta sección 
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llz 0.02 Lz -0.128146 hz 0.2 Lz -0.121246 

Figura 3.35: Trayectoria (XY) (L) co,,: In = 1, 1), = 0.02 (izquierda) y bz = 0.2 
(derecha), y prO) = 0.1. Las el SOn tales que sin carnro S" LC'IJ(lría no confinamiento. 

es estudiar si existen efectos análogos para modos de Bessel. Trabajaremos 
tanto los modos TE, T\[ Y circular para ver la in[luPlIcia del momento orbital 
y de espín en el caso resonante. 

Debido a que los resultados obtenidos los compararemos con los reporta
dos por Bourdier y Gond [231 presentamos a conti nuación algunos de estos 
últimos. En ese trabajo se considera a una partí('ula inicialmente en reposo. 
El parámetro adimensional no = cBo/me'v.:o ahí empleado es el equivalente a 
b, mientras que la cantidad adi mensional rEol rTlcf:oJO ~ 3 X 10-3 es equiva
lente a nuestro parámetro eo/r:kl.. En el caso ell que 110 se da la condición de 
resonancia, los autores obtienen qur léI. pctrtícula ('fectúa un movimiento en 
espiral en la dirección perpendicular al campo Irwgnético con un radio que 
aumenta hasta Ul! valor máximo \. luego disrnillu\e hasta alcanzar el origen 
reilliciandose entonces el crecimiellto ('11 espiral r'<U;l ('1 ca;oo resonante, esta 
('~piral no tiene UII radio máxilllo. Los resultadu,; P;\Iil pI caso no resonante y 
resonante, los eJernplillcalllos el! la Fig. 3.36. EII lo que se refiere a la trayec
toria en la dirección elel campo lrIagll('~tico. en rrsOI¡;tncia z crece mucho más 
rápido que en el Cél.SO fuera de resollanciél.. [,o mlSitlO ucurre con el factor ¡. En 
la Fig. 3.37, se ilustra la evolución L"lllporal de ~ \' 'y para el caso resonante 
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(00 = 1) Y no resonante (00 = l.01). 

Para evitar confusiolles la condición de resonancia se aplicará directa
mente en el sistema de laboratorio (k, i= O). Tomamos k, = 1 Y escogemos 
condiciones iniciales tales quc la partícula 110 pueda ser confinada transver
sallllente en ausencia del campo lllagnp.Lico para modos T.'vI y m = O, Y sí sea 
confinada transversalmente para m = 1,2. Si se aplica un campo magnético 
tal que b, =l.4142 para este valor de k, se satisfacerá la condición de reso
nancia. Si por otra part.e se aplica un campo magnético tal que bz =1.4142 

pero el haz tiene la frecuencia asociada a k, i= 1 estaríamos trabajando un 
caso no resonante. Los resu I tados ele la solución numérica asociada a estas 
tres circunstancias se ilustran en la figuras 3.38 y 3.39. 

En la Fig. 3.38 se muestra la proyección de la trayectoria de la partícula 
en el plano XY para el caso 110 resonante y el caso resonante con m = O, 1 
Y 2 y modos TM, respectivamente. En el primer renglón se ilustra el caso no 
resonante (b z = 1.4142 Y k, = 10), en el segundo y tercer renglón, el caso 
resonante (bz = 1.4142 Y k, = 1), tanto a tiempos cortos como a tiempos 
largos. Nótese que hay un cambio drástico en el movimiento de la partícula. 
En el caso no resonante la trayectoria que sigue la partícula es semejante a 
las trayectorias antes reportadas, esto es, esta confinada a una región anular. 
Para el caso resonante las trayectorias son espirales que se alejan del valor 
de p inicial. Sin embargo a diferencia del caso de ondas planas circularmente 
polarizadas, a tiempos largos p no crece indefinidamente sino que se inicia 
un movimiento de precesión alrededor del origen. Estas trayectorias espirales 
difieren según el haz utilizado. Al incrementar m aumenta el número de ciclos 
alrededor de p inicial antes de que sea evidente el movimiento de precesión. 
Por otra parte, la velocidad angular respecto al origen disminuye conforme 
m aumenta. En todos los casos se forIlla una anillo en el plano XY. 

En la Fig. 3.39 mostrarnos la evolución temporal de x, z y 'Y para el ca <¡o 
no resonante y resonante y lIlodos T\l Nótese el cambio tan drástico en las 
escalas asociadas al caso lIU reSOI1(\(II,~ \. ;d caso resonante. En este ejemplo, en 
el caso resonante la partícu la l"(',orTI' IllIil distancia más de cien veces mayor 
en la dirección de propagaciólI qw' l;t ,1 i~ t.ancia asociada al caso no resonante. 
Evidentemente la partícula aclqu iel.-· I¡ Lis energía en resonancia que en el caso 
fuera de resonancia. En ambos l'<ISPS ('[ factor 'Y oscila pero la amplitud de 
oscilación involucra la cuarta cifra ~igllificativa en el caso no resonante y la 
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F'igura 3.36: Traq'('Iuria d" la partieula cargada en (XY) para una onda plana circular
ment.e polaril.iUla, illiti"lllll'!l' ('1\ resonancia y el\ reposo (arriba izquierda) y no resonante 
(arriba derecha). Ai>aj(l. :a 1',-ohICiólI t(,fIlporal de X _ A la il.quierda el caso resonante y a 
j(l c!C'J'(:cha el no rC':--(J]\;UI!('. l.,l."'; rra.\"('c!.<lri'l:' 00 ~\Y son C'spira.lcs. 
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figura 3.37: Evolución temporal de Z y /, para el caso resonante (00 = 1) Y el no 
resonaJlte (00 = L.O 1 y 0 0 = 1.02). Con las rni" rna5 condiciones que en 3.36. 

o . , . 

p (U) • 1 . 1 : ' _del .. o : (ni) 

• > • • :o l ... 2 

bz .. 1...&U2 kz. U <liD ReSO"'''Rle) 

lJz.I.41-12 kz .. 1 (RESONANTE) 

U" tl(:JrpO posterior: ( RESONaNTE) 

figura 3.38: Trayect.oria (.\T) (T;\OI) . Inicíalmenr.e resonante, con: i(O) = O (partícula 
inic ialnrcJl l<' (>n [(·poso). k _ = 1.1)(0) = n . 1 /'/1, = O (izquierda), TrI = 1 (centro) y m = 2 
(derecha) . Arriba . con b, = I . ~ 1·12, k , = lO (no resonante) y dt = 20/ck1.' Abajo, con b, = 
L.41 '12, k, = 1 \' di = I ()O i f'k . ( ínicialrrr rnte resonante). Abajo (resonante). un tienrpo 
posterior dt = 10UO/ ck ; (m = O), di = 3UOOfckJ.. (TrI = 1) Y dt = 15000/ckJ.. (m = 2). 
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Resultados 
$,' obtirnen para otros \·alon'" df' los 
r[~sllltaJos obtenidos ella mio los '·ualítati\'aI1l8nte ;¡ 

los resonantes, 
Debemos mencionar 4ue el! analizados el 

llcral de la de la el! ue UII carllpo 
y haces Bessel TE o lIuces l3e.:38el circularmellte polarizados es muy serne-

a lo ya mencionado anteriores para modos TM, En la 
3.40 se ilustra el caso m nótese el cambio de escala en cada una de 
las el tiempo para el raso !lO resonante es mellar para que se vea 
claro la oscilación de los valorl's Ell la Pig, :3.41 lTluestra el caso 
para circular i¡,quiHda la izquierda) y circular 
derecha (en la COll In = 0, 1, k¡ = 10 no y 

1 (caso resonante. sólo cuando b, Hasta arriba, mostramos 
el caso en ausencia e1el caltlpo exl.erllo (ú, = O), 
región de confinamiento. que, la tiene influencia en el 
movimiento de la partícula, el radio de la trayectoria inicial es ligeramente 

que para (L), b, L4142 Y kz 10 no reso-
con la nusma intensidad del campo externo y k" = 1 

tiene resonancia con la frecuellcia característica del dt 
Un tiempo posterior de dt _ Y dt (hasta abajo). En la 

3.42 se muestra la evolución telllporal de "y, asociadas a la 
3.4 L Otros ejemplos se muestran en el Apéndice D. 

Finalmente consideramos el caso en que w = W c pero la partícula no 
está inicialmente en reposo. En los estudiados la se com
porta a tiempos cortos ele Ulla forma muy similar a los anteriores ejemplos. 
No así a tiempos en los que se presenta un movimiento con oscilaciones 
más bruscas en las tres direcciones J:. y y z que conlleva un aumento muy 

en el factor '(, 

Vemos entonces que se obtí"110!l ['(':,>¡litados interesantes aún cuando no 
resonancia inicial, Notamos '111" una gran riqueza en la dinámica 

del sólo ~(~ f¡j;il"11 ,! de las el, pues una gran 
diversidad de resultados que [t(l," 11;\11 Esto es, variando CL 

En el dalllll~ una breve discusióll de lo que se tiene 
en mente para el a ruturo como, Ull resumen de los resultados 
encontrados hasta este 1r101!li'lItll 
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e. = o; .., (O) ,, 0 . 1; 1_40 t. . O; bz = 1 . '14 2; (TM.) 
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Figura 3.39: Evolución temporal de X, Z y"/ (Ti\I). [nidalmente resonanr.c. con: m = O. 
b, = 1.4142, i(O) = O (partícula inicialmente e n reposo) . Izquierda, con k, = LO (no 
resonante) y derecha k, '" l (resanan te) , di = 100 / ~k .L . 
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•• a: \' (O) .1.0; bI < &.1.210; (11.) 

I ltO R •• o ........ t. .. ) le" " '.0009218' ( ~ .. , <J " .. "t. .. ) 

O:' · •.............. 
',,' : " . ' 

x y. ti....,p<> 

't ". t.i..:.po 

'~ 
- . . t j 

IJ"--"·"I._ 

; ' •. 
. '. 1 2 ~ 

)iL:::: lO 

!, ,. '" 6' lOO 

'lCi 2. 

1. 
). 
). 

1. 

4 lOO 

Figura 3.40: [,,)luciÓ[1 [I ' /l II'" r ,': ,:.' .\. Z. ~. y 'y (R) con: TrI = O, p(O) = 1 Y {¡ 
4.124. A la izC[uiNda k, = 1,[ · '·<lS" [", n'sollame) y a la derecha k, = 4.00092189 (GLS" 

resonante). Traycnoria <'11 ,,1 !';"[") ,\'r' (hasta arriba, di = 20/ckl.)' Y luego, Ull tic!lIl''' 
posterior de di = lOO/ckL . E" las d,·!,,;',s. ,,1 tiempo de graficación es di = 20/ckJ.., El "j(' 
horizontal es el tiempo. 
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!-'iglll,! T-1 1: Tra,"ectoriaen XY par-it (L) l' (/1) COII: m = O Y (I(O) = 1. A la iz<¡u it'rda (r,) 
l' " la d,'r0c1'il (R) , primero en ausellcia del "ampo (b, = O), Luego, el C:;b" !lO r ('~{>lIa lll<' ( 
1" 1 ,1112 \' 1.:, = 10), Posteriormente, ell rcslHlallcill ( bz = 1,,1142 Y 1.:, = 11. U ~¡"!llpll 

de ¡\rdlicdci,',n 1" dt = 20/ck J., di = 200/cJ.:~ y di = 2000/ckJ. , rcsp(>ctil'IIHII"iI'!' 
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111 '" o ¡ p (O) " 1. o 
( t. ) ( R 1 

b r. : l. U'2 ; Itr. :: 1 ; Lr. ': 0.769]; p-,:. = -0.5989 

Rt $ON ¡\ NC IA ( r' r: " c: uenciade ciclot.z::-on) 
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0. "~.bc:l O. ~ .: 
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<J&D:ID.& v. Z 

I.' igura 3..:12: Evolució" tcmporal de X, Z , ! y? ( L ) Y (R) ('011 11/. = (l. {/(O) = 1 Y /J, = 
1.11·1 \' k: = I A la i~.q llicrd a pula ri zación ci rcular i.qu if'rd a ya 1" dCI"cllil p" lilri7.a(' i(1/ 1 
('iICl " ar d"rccha. T rayectoria " " el pliU lO XY (hasta arr ibit) . Y h;\.' l it a hA jo" (,(I/It.ra 2. [1 
. :(';I~!j( 1 dI ' :-:.r:ltl(";u'i¡'1I1 (,::.; di :::: 20/d,- El eje 1l(l rizQlltal (,:-; ('1 I j( 'I!I ;)( ) 



Capítulo 4 

Conclusiones y perspectivas 

El uso de campos auxiliares (potenciales de polarización o de Hertz, 0 1,2) 

para expresar a los potellcia les electromagnéticos (<I> Y A) de los modos 
Bessel, nos permite identificar las polarizaciolles TE y PI''! que están aso
ciadas directamente a un potencial de Hertz. Sus combillacio nes apropiadas 
permiten obtener modos Bessel con pola rización circul a r. 

Una formulación lagrangiana rela tivista de la interacción ent re una 
partícula cargada y el campo electromagnético Bessel , nos llevó directamente 
a las ecuaciones de movimiento y a la ident ificación de las cantidades con
servadas. En el caso de interacción con modos TE y TM se eligió un sistema 
de referencia privilegiado que viaja en la dirección z, y para el cual kz = O 
(límite antiparaxial). En este sistema las ecuaciones se simplifican ya que 
el campo electromagnético es illdependiente de la coordenada z . Cuando 
se analiza el caso de polarización circular no podemos uti lizar este sistema 
inercia l preferencial. Sin embargo, las propiedades de las funciones de Bessel 
llevan a expresiones sencillas de las ecuaciolles de movimiento en términos 
de modos m ± 1. El factor uno es manifestación del es pín uno del fotón. 

La importancia de identificar cantidades conservadas es múltiple. Por un 
lado disminuye el número de ecuaciones a resolver , por otro se trad ucen las 
cond iciones iniciales en variables din ámicas conocidas. 

A continuación resumimos los res ul tados qlle helll os encont rado para el 
movimiento de partícul as cargadas (> n haces T E, T\,[ .Y circul armente po lari 
zados: 

• Se analizan algu nos casos co n lit = O, 1, 2, 3 y .J. 

• Existen regiones en el espac io de las cOlldiciones iniciales p(O) , ;0(0) de 
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estructura anular que conducen a movimientos confinados y no confi
nados en el plano XV. 

• Estas regiones están relacionadas eOIl el argumellto illicial de la fUIl
ción de Bessel }m(kl.P} y los ceros de la función correspondiellte. Sin 
embargo, llO fue posible encolltrar ulla expresión matelnática cerrada 
que estab lezca esta relación y que llecesariarnente involucraría a otras 
condiciones iniciales como 0(0} y.o(O}. 

• En general , los casos m = 0,2 , 3,4, son cualitati vamente semejantes. 

• Para polarizaciones TE y circular ii\qu ierda, existe una región central 
que es de confinamiento para m = 0, 2,3.'¡ Y de no confi namiento para 
m = 1. Si aumenta el orden del haz, es decir , aumentando m, la región 
central aumenta. 

• Conforme nos alejamos del centro del haz (se allalizó hasta kl.p(O) ~ 
20) las regiones de no confinamiento se hacen más delgadas. Y las 
regiones de confinamiento se hacen más anchas . 

• Existen regiones en donde pequúlos cambios en las Cl (condiciones 
iniciales) nos dan resultados cualititl.i\·amente distintos . 

• En presencia de un campo magnético externo Ulliforme y constante, 
se tiene confinamiento radial de la partícu la si la intensidad de campo 
excede un umbraL 

• Las trayectorias que sigue la partícula en presencia de éste campo ex
terno son una especie de espirales (donita en XY), y una trayectoria 
global helicoidal. 

• Cuando la frecuencia del haz es igual a la frecuencia característica 
del ciclotrón (condición de rpso nal\t"i ¡¡ ). las trayectorias que toma la 
la partícula (inicialmente en rppc)s(,) ';0 11 espira les a tiempos cortos , 
similares a las encontradas para una un da E\,l plana. Para tiempos lar
gos se manifiesta la contribución del ";1ll1pO ópt ico y magnético externo 
al movimiento de la partícu la , al gP II t' rill"sP un movimiento de precesión 
alrededor del origen. No suced(~ así i'rtril el caso de onda plana. 



89 

• Observando UII comportamiento temporal muy distinto para el caso 
11 0 resonante y para el C;'ISO rr.sonante a lo la rgo de la direcciólI de 
propagación , z. 

• Aunque para el caso resollante la energía q ue adquiere la partícula 
aumenta de malle ra considerable, se obtienen va lores máximos de esta. 
De hecho , la energía oscila . Este comportam iento puede deberse a que 
el campo eléctrico del haz Bessel disminuye conforme a umenta p, a 
diferencia del lími te idealizado de un a onda plana en que la amp li t ud 
máx ima de E no depende de la posición. 

En el caso particul a r de los rIIodos Bessel circularlllente polarizados, el 
a ná li sis fu e directamente realizado en términos, tanto de las C l , como de los 
valores co rrespondielltes a las cant idades conservad as. Se encont ró que: 

• A P, fijo , se encoll t.raron regiones de con finamiell to y 110 confinamiell to 
dependiendo del m lor de p(O). 

• La anchura de estas regioll es depende de P" de tal suerte qu e la re
gión centra l de confinamiento es máxima para un valor de P, aún no 
caracterizado . Si el valor de P, es cada vez mell os lIegat ivo, elltonces 
las regiones de co nfinamiento 5011 mayores. 

• Para polarizació n circul ar izquierda y m = O o m = 2, ex iste un umbral 
de P" a partir del cual, la región central de confinamiento, se convierte 
en un a región de no con fi namiento. En m = 1, la región centra l es de 
no confinamiento y a umenta a medida que P, aumenta. 

• Para polarizació n circular derecha y m = 0, 1,2,3 se ha comprobado 
que la región centra l es de confinamiento si Pz < 0.37. 

• Existe simet ría ell las ecuaciones a l reemplazar polarización circul a r 
derecha por izq uie rd a con el reemplazo simultá neo de m por -m. 

• Cualldo la región es de confinamiento, la fuerza rad ial y la veloc idad 
rad ia l oscilan elltre dos valores. provoca ndo que la partícu la se quedr. 
con~ li ada en ulJa n ~g ión a lll1lar. 

• Cualldo la regiólI es de no confinamiento, la partícu la es atra ída (fuerza 
radi a l lIegativa) hacia el cell t ro del haz, posteriorlllellte es em puj ada 
(fu er"a rad ia l post i\·a) lejos del cell t ro del haz y la part ícula se escapa, 
ya que la velocidad rad ial t iende a un valor positivo . 
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• Para ca racterizar una región de confinamiento y no confinamiento , no 
es suficiente conocer los valores de las variab les dillálllicas Lz y P;. Esto 
se debe a que L z no es un a fUllción biyecti\'a de {l(0) y, para un valor de 
p(O) en regiones de no confinamiento y otro valor de p(O) en regio lles 
de confinamiento se puede obtener un mismo valor de Lz· 

• En presencia de campo magnético externo uniforme, las situaciones no 
son tan simples. Sin embargo, algu nas de las trayectorias son espira les 
como en el caso para polarización TE. La trayectoria global sigue siendo 
helicoidal , es decir se forma un a donita en el plano XV. 

• Cuando la partícula está iniciallI1e nt.e en reposo y en resonancia, los 
resultados son aún más interesantes. Debido a que, por ejemplo , la 
velocidad en la dirección de prolJagación es mucho mayor en el caso 
resonante que en el caso no resonante. En algunos casos del orden de 
unas diez veces mayor , en otros del orden de cien veces mayor. Y las 
demás cantidades reportas (Z. '. ~: ~() también muestran un compor
tamiento similar. 

• Para polarización circular derecha esa misma componente de la veloci
dad (i) es mayor que para polarización ci rcular izquierda, cuando hay 
resonancia. 

• Las trayectorias SOl! espirales dentro de la donita que se forma en el 
plano XV. Cualitativamente, para polarización circular derecha la con
tribución de BzE Y del campo DI al movimiento de la partícula es 
mayor que para el caso con polarización circular izquierda. 

• Cuando la in~nsidad del campo call1bia, entonces también cambian las 
trayectorias que puede tomar la partícula inicialmete en reposo y en 
resonancia. Como se ilustró para polarización (R). 

Si la partícula no está inicialmC'IHp C II reposo, pero si en resonancia, 
los resultados a tiempos co rtos. ~Oll sC lllejantes (cualitativamente) . En 
cambio para tiempos largos \ p dld 1' 1 caso particu la r con m = O y (R) 
las trayectorias sí son muy di sll:.¡¡t~ [s elecir, siguen siendo espirales, 
pero cuando i =1- O las espi rale~ "i",uen creciendo. Lo que no sucede si 
i = O. 

Si la partícula no está iniciallllc!il¡' ell reposo, tenemos que: 
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• Con pola rización c: ircular derecha, e l caso resonante, es un tanto dis
t into: a pesa r de tt'II Pr las trayecto ri as espirales. En el caso m = l , eO Il 
e l t iempo dc grafic:atiólJ a ún 11 0 se tieuen esas doni tas que se ti cll c para 
e l caso m = O Y Uz ~ ~ . 

• Para el caso (R) y 171 = O con bz "-' 1. 5. Las trayectorias son lIlu y distintas 
para cuando bz '" .J . Teniendo espi ra les que pa ra t iempos largos va ri an 
su tamat1o. 

• Cuando tenemos polarización circula r izq ui erda y i :f. O, las t rayector ias 
son aná logas a las obtén idas para el caso inicialmente en reposo. \0 
siguen la lIliSlll a tra\'éctü ria, pero de manera g lobal, en ambos casos se 
dibuj an las donitas en el plano XY. 

En este trabajo hemos Illus trado que un haz Bessel en interacción con una 
partícula ca rgada. puede dar origen a trayectorias acotadas en la d irrcc iólI 
radial. Este fenómeno es alnp liamente conocido y explotado para campos 
magnéticos exte rnos. El presente estudio muestra también la riqueza del sis
tema de ecuaciones dinámico correspondiente. Para regiones en el espacio de 
condiciones inicia les que presentan un comportamiento estable. se ha suge
rido emplear técnicas de mecánica clásica que permitan obtener soluciones 
analíticas aprox imadas. Además, resul ta relevante ana lizar la posibi lidad de 
tener efectos caóticos. Ello req uiere de una mejor caracterización de las re
giones pa ra las cuales condiciones iniciales ce rcanas conducen a evoluciones 
muy diferentes. Entre otras cosas se requiere mejorar la precisión de nuestros 
cálculos. 

El estudio rea li zado en este t rabajo, creemos que es de import.ancia funda
menta l, debido a que , en la act ualidad se quiere tener control y ma ni pul ación 
óptica de la materia para diwrsos fin es . Como por ejemplo , el confinamiento 
de part ículas, el usa r pul sos ultracortos para lograr intensidades ta n gra ndes 
como las aquí mencionadas \. poder transmit ir bastante eneregia a la ma te
ria en la dirección de propagación (au nque la idea es muy ambiciosa. no r,; 
imposible. y usa r estos PI !I::" " como un acelerador de partículas) 

Por ell o. la pusilJilidad t i", ampl iar este estudio para pe rm it ir ~u Q' rifi
cación ex perimental en fí::i ea de plasmas es sin duda, la perspecl il'a IlI ás 
ambiciosa que te nelllos en lIlt'nte. 
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Apéndice A 

Modos TE Y TM 

A.l. Polarización TE, bz i- O 

En la siguiente página se muestra la proyección de la trayectoria en el 
plaIlo X}' , para el caso m = 1, bz = 0.2. Nótese que las Cl que elegimos 
son tales que s i bz = O se tendría no confinamiento mientras que las distin
tas trayectoria.s aquí il ustradas están confinadas. En las dos primeras gráficas 
(arriba) p(O) = l "y las mismas Cl". Obsérvese que, las trayectorias dentro de 
la dona SO Il esp irales, en la gráfica de la derecha el tiempo es dt = 500/(k1.c). 
En medio las gráficas tienen p(O) = 0.774, se observa que si bz = 0.0001 
(derecha) la espiral es muy amplia con dt = 10/(k1.c) y con bz = 0.2 (izqu ier
da) las trayectorias espirales son de menor tamaño, aquí dt = 100/(k1.c). En 
la última sólo sabernos que m = 1 y bz = 0.2 y p(O) = 1. 

A.2. Polarización TM 

Por e.i em plll. p,tra m = 4, las ecuaciones de movimiento en el sistPl lla 
privilegiC\do (l. _ = U) ex plícitamente son: 

93 
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bz = 0.2 p (O) 1. O 

p ( O) 0.774 

bz = 0.2 bz = 0.0001 

500 

5 - 2 O 00-15 00-1 00 O - 5 00 

-10 

-1500 

bz = 0.2 

Fi g Ul'n .\ . 1: T ,at'\' \' [or;:l, ( .\' Y") (TE) ro ,,: m = l. b, -10 . 
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j' t o ~ • 6 18 l' (01 • !l. 16 ¡, : O ) • l6. 22 

Figura A.2: TrayecLOria (X Y) (TM) con: i(O) = O.l, kl = l, k: = O, Co = 0.2, p(O) = 0.1 
Y <p(0) = O (arriba). A la izquierda 1'(0) = 6.38 (primer cero de h) , 1'(0) = 9.76 (segundo 
cero de h) y a la derecha 1'(0) = l622 (cuarto cero de J3 ). El tiempo de grafic:ación es 
dt = 5000/ck l . 

.. e p :2 . . cEo 1 2 [ ) ( )] ( ) rp = - ---B,,-.; - - p;; + ---- h(kl.p + J5 kl.p cos 4rp -:..Jt -
,moc P f! ¡ 'moc P kl.p 

cEo kl. 
- --2:,Jz-k J4 (kl.p)cos(4r.p -wt), 

-mtOC t 
(A.2 ) 

. 4 ( ( 1 eEo '2 kl. ( ( ) ( -Prp-k J4 kl. p) cos :j ,;, - :..Jt) - --2Z -J4 kl.p) cos 4rp - wt. A.3) 
l.P , moc kt 

En la Fig. A.2 se ilustra para el caso con m = 3, aquí kl.p(O) tiene el 
valor del primer y segulIllo cero de J3 izquierda y centro, respectivamente. 
A la derecha tenemos e l \'alor del cuarto cero de J3 . Nótese que la partícula 
está confinada. 
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Apéndice B 

Polarización (L) Y bz O 

B.l. m=O 

En la siguiente tabla se muestran las regiones de confinamiento y no con
finamiento para el caso m = O y Pz = -1.13137792092 (Tabla B.1). También 
en este caso podemos verificar que los ceros de la [unción Jo (2.40, 5.52, 8.65, 
11. 79, 14.93, ... ), se encuentran en las regiones de no confinamiento, y para 
ese valor es donde Lz alcanza Ull máximo o un míllirno , segú n el signo de Lz. 
y los ceros de JI (3.83,7.02 , 10.17, 13.32 , 16.47, ... ), están en la región de 
confinamiento. 

Para la variable dinámica Lz (ver Tabla B.2):' La correspondencia es, 
por ejemplo en el segundo renglón de la tabla en términos de L" Lz (p(O)) , 
Lz(5.21) = -0.2532023 Y Lz(3.10) = 0.1319257, Lz(5 .22) = -0.253977 Y Lz 

Atrapada No Atrapada 
0.01 < p(O) < 1.32 1.33 < p(O) < 3.09 
5.21 > p(O) > 3.10 5.22 < p(O) < 6.22 
6.23 < p(O) < 8.44 9.22 > p(O) > 8.45 

11 .66 > p(O) > 9.23 11 .67 < p(O ) < 12.39 
-

12.41 < p(O) < 14.80 1.')-12 > ¡i(0) > 14.81 
17.98 > p(O) > 15.43 ! 

Tabla B.1: m = O Y P, = - 1.1313,792092 en r.énnillos de p(O). Polarización circlIlar 
izq\lierda. 

<)7 
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Atrapada No Atrapada ! 
7.071 x 10 6 < Lz < 0098251 0.099388 < Lz < 0. 133197 

-0 253202 < Lz < 0.131926 -0.253977 < Lz '5. -0.200640 , 

-0.19881 3 < Lz < < Lz < 0.325393 
; 

0.324713 0.279247 I 
-0.384308 < Lz < 0. 277392 -0.384795 < Lz < -0 .319153 I 
-0316898 < Lz < 0.432441 0.384451 < Lz < 0.432957 

-0.477782 < Lz < 0382349 

Tabla B.2: m = O y P, = - Ll3137792092 p.n t.érruillos de L,. PolarizaciólI circular 
izquierda. 

Atrapada No Atrapada 
0.01 < prO) < 1.72 1.73 < prO) < 2.94 

539 > prO) > 2.95 5.40 < prO) < 6.13 

6.14 < p(O) < 847 9.09 > prO) 2: 8.48 

11.75 > prO) > 9. 10 11.76 < prO) < 12.30 

12.31 < prO) < 14.81 15.30 > prO) 2: 14.82 

18.05 > prO) > 15.31 

Tabla B.3: m = O Y P, = -0.28284448023 en términos de p(O). Polarización circular 
izquierda. 

(6.22) = -0 .2006399,' " 
Ahora los resul tados para Pl = -0.28284448023 (ver Tabla B.3 y la Tabla 

B4). 

Aquí observamos que, la primera región (p(O) E (O, 1.72]) es más pequeña 
que en el caso co n Pz = -0 .56568896046 (p(O) E (O, 1.63]) , tanto para kl.p(OJ, 
como plj,ra L" 

Otra cosa que rp.salta en las tablas, es que en las regiones de no confi
namiento , mientras más lejos nos encontremos del centro del haz (por p.jelll
plo , prO) = 12.30), Inás drlgada es ésta región y, las regiones de co nfill dlllipllto 
se ensanchan, ('o n I't'SIH'C'lo a kl.p(O). Porque con respect.o a Lz pos itim y ne
gativo no podemos ('st,i-\iJ l¡·{'pr lo lllismo, ya que el crecimiento no es lllonútullu . 

La región ce lltrrt l 1(>(0) E (O. 1.63]) aumenta conforme Pl es mell()S nt~ga

tivo , y existe un vi-\Ior dt' I'l' que no se ha caracterizado completalll entE'. el 
cual máximiza dich a rt~g ióll. debido a que si aumentamos el va lor de Po' ':'sta 

I 
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Atrapada No Atrapada 
7.071 x 10 -6 < Lz < 0.140801 1 0.141737 ~ Lz ~ 0.150143 I 

-0.263404 ~ Lz ~ O 14!J140 : -0 .263731 ~ L: ~ -0.216028 I 
-0.214414 < Lz < 0.326658 0.300578 < Lz < 0.327242 
-0.387310 ~ Lz ~ 0.299123 -0 .387452 ~ Lz ~ -0.337310 
-0.335965 < Lz < 0.-132~b7 0.406524 < Lz < 0.433460 
-0.4796598 ~ Lz ~ 0.404910 

Tabla 8.4: m = O Y P, = -0 . 282844~8023 en términos de L ,. Polarización circular 
izquierda. 

Atrapada I No Atrapada 
7.071 x 10 - 6 < Lz < 0.13697 -1 I 0.137943 < Lz ~ 0.154882 

::; Lz ~ 0.153971 I 
-~'---------------

Tabla 8.5: m = O Y P, = 0 .0 en térm illUS de L, . Polarización circular izquierda. 

región no aumenta (ver Tabla B.5) , P, = O. Cabe señalar que las velocidades 
en la dirección de z, Z, son relativistas. 

Aumentamos el valor de P" por f'Jf'lIlp lo a Pz = 0.56568896046 (ver Tabla 
8.6). En ésta situación , la región central (k.Lp(O) E (0, 2.92]) es de no con
finamiento, y conforme aumentamos el valor de Pz aumenta ésta región con 
respecto a k.lp(O). Por ejemplo, P, = 0.6 , aqu í k.Lp(O) E (0,4.12] Y -0.064387 
::; Lz ~ 7.071 X 10-6 

Entonces, encontramos que: si P, < 0.52 la región central es de confi
namiento, y si Pz > 0.53 entonces la región central es de no confinamiento. 

Un ejemplo para el caso en que P, = 0.52 se ilustra en la Fig. 8.1. 

Atrapada I No Atrapada -._--- -
1) llllO706 < Lz ~ 0.152094 

-- - -_.-
-0.251896 ~ Lz::; 0.151128 

---- -

Tabla 8.6: m = O Y P, = 0.565688!J6046 I ' n !{'lI l1i IlOS de Lz. Polarización circular izquier
da. 
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Lz = 0.000572 Lz = 0.000706 

700 
600 
500 
400 
300 
200 

50 1 001502002503 00 3 50 

Figura B.1: Trayectoria ( .\T) (L) COIl: P, = 0.52 y rn = O, p(O) = 0.09 (confinamielltu) 
y p(O) = 0.10 (no confiJldllli ento) . 

Atrapada No Atrapada 
1.82 > prO) > 0.01 

1.83 < prO) < 3.63 4.65 > prO) > 3.64 

6.97 > prO) > 4.66 6.98 < prO) < 7.78 

7.79 < prO) < 10.08 10.76 > prO) > 10.09 

13.31 > prO) > 10.77 13.32 < prO) < 13.94 

13.95 < p(O) < 16.41 

Tabla B.7: m = 1 Y P, = -0.56568896046 en términos de p(O). Polarización circular 
izquierda. 

B.2. m = 1 

A continuació lI SI' presentan los resultados para el caso con m = 1. Por 
ejemplo , con P, = -0;JG·jG88!)6046 (ver Tabla B.7). Observamos que la región 
central (p(O ) E (O , 1821) f'S de no confinamiento y es más grande que en el 
caso con P, = -0 .21) '] 8-1-113023 (p(O) E (O, 1.73]), Y un a vez más. ten<:' lIlos 
t raslape con lo;; \'a l ', n' ~ d.· e (ver Tabla B.8). 

Algo análogo SlJt'pd, ' ( ' 11 el caso de pz = -1.1 313 .. . Y cOlllprobaremos 
que entre más llf~ ¡?;ari\ '" ~,'a Pz la región (p(O) E (O, 1.82)) aumenta (co n 
expectativas a UII lil ll it l'). la Tab la (B.9) muestra los resultados para el valor 
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Atrapada No Atrapada 
I -0.792911 <:::: Lz <:::: -0.716271 ¡ 

I -0./9l869 <:::: L:: < -O;) lll-i5 -0.533949 <:::: Lz <:::: -0.51023-i 
-1.0 l0685 
-0.951554 
-1.l25972 
-1.063275 

Tab la 8.8: 111 

izquiprda. 

1.97 
6.88 
7.88 
13.25 
14.03 

<:::: Lz <:::: -05353/2 -1.011179 <:::: Lz <:::: -0.953440 
< Lz < -0.360156 -0.399699 < Lz <:::: -0.359528 

<:::: Lz <:::: -0.401.503 -1.126280 <:::: Lz <:::: -1.065498 

<:::: Lz <:::: -0.25964l 

1 Y P, = -0.56568896046 en términos de Lz. Polarización circular 

Atrapada No Atrapada 
1.96 > p(O) > 0.01 

<:::: p(O) <:::: 3')0 4.79 :::: p(O) :::: 3.56 

:::: p(O) > 4.80 6.89 <:::: p(O) <:::: 7.87 

<:::: p(O) <:::: 10.06 10.87 :::: p(O) :::: 10.07 

:::: p(O) :::: 10.88 13.26 <:::: p(O) <:::: 14.02 
< p(O) < 1640 

Tabla 8.9: 111 = 1 Y P, = -1.l3137792092 en términos de p(O). Polarización circular 
izquierda. 

de Pz = -1.13137792092 . Y en términos de la variable dinámica Lz (ver Tabla 
8 .10) . 

En las tablas anteriores encontrarnos que conforme nos alejamos del centro 
del ha?' las regiones de no coufinamiento son más delgadas con respecto k.Lp(O) 
v la~ regiones de confinamiento aumentan. 

Observarnos también qul:' (Tablas: B.9 - B.10), si Pz es menos negativo, la 
primera región de conflnami C' nlo (p(O) E (1.97,3.55)) aumenta con respecto 
a k.Lp(O) v con l"f'spect.u a 1,< Alcan za un ancho máximo para cierto valor de 
P, (aúll 110 caracterizado) . 

COlllprobando lo anterior, r¡aril {', =.0 (ve r Tablas: B.11 - 8.12). Para 
éste caso, las velorid ad(~s (Z) ~Oll rf' lativistas (i rv 0.6), pero si Pz es más 
grande digamos P, = 0.6, las \'elocidades ya no son tan cercanas a la de la 
luz (r:). bueno , ¿ = 0.09,', rf'cord a ndo que e = 1. 
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Atrapada No Atrapada 
-0.84115 ( < Lz < -0756982 I 

-0 .839878 < Lz"5: -0564720 -0.582453 "5: L::"5: -056347 I i 
-1.043586 < Lz < -0.584082 -1.044476 "5: Lz < -0.983088 I 
-0983088 "5: Lz"5: -0.403269 -0.454757 "5: Lz"5: -0.402460 i 
-1.163030 "5: Lz "5: -0.456836 -l.l63681 "5: Lz"5: -1.093170 I 
-1.090728 < Lz < -0.301292 1 

Tabla B.lO: m = 1 Y P, = -l.131 37792092 en términos de L ,. Polarización circular 
izquierda. 

Atrapada No Atrapada 
1.72 ~ p(O ) ~ 0.01 

1.73 < p(O) < 3.6 l 

Tabla B.11: m = 1 Y P, = 0.0 en términos de p(O). Polarización circular izquierda. 

Atrapada No Atrapada 
-1.000708 < Lz < -1.01881:2 

-
-1.017885 "5: Lz"5: -0 786170 

Ta bla 8.1 2: TI! = 1 ,. P, = U. O en términos de L,. Polarización circular izqui erda . 
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Adem ás, se ha ellcoll t rado que para el valor de P, = 0.6 la región de 11 0 

confin amiento (la Cfll t ral ) t i (~ lI e un ancho tal que el va lor de k.L p(O) E (O, 
4. 12], Y L, E [-0.72621 7. -() .48505 1 l. \ [os trando así, qu l:' la reg iólI cellt ra l qlle 
C's de no coUfin alllil' lI to aU III C' lI ta conforme aUlllell ta el valor oe P,. 
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Apéndice e 

Polarización circular y bz i- O 

P rimero vea mos el caso m = 3 Y prO) = 2.20, co n /'" = 0.02, eu la 
siguiente págilla. Pol ari zac ión izqu ierd a (arriba). La situaciólI eu a use ncia del 
catnpo exte rn o (BzE = O) es una región de confillamiento CO ll fOrlna de doni ta 
muv delgada, ell presencia del campo externo (uni forme) las trayectorias son 
distintas. 

Estos resultados SOll a ná logos en el caso de polarizac ión circul ar derecha 
(R) . Como se muest ra en la Fig. C.2, a la izquierda (L) va la derecha (R). 

En la Fig. C.3 se tienen las mismas CI que la de la Fig. C.2 (derecha) , 
mostramos la trayectoria de la partícula a tiempos cortos, dt = 5/(k1 c) 
(izquierda), y observemos el cambio de dirección (y de concav idad) en la 
t rayectoria que sigue la partícula. Para un tiempo posterior , dt = 200/ (k 1 c), 
se t ienen una vez más las espirales, corno en el caso de polarización izquierda, 
T E y T\I . 

105 
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bz = o bz = 0.1 

Figura C.I: Tra~·"ctOria (XY) (L) con: m = 3, p(O) =2.20, B,E = O (izq.) y con b, = 
0.02 (der.) _ 

-40 -20 

( L) 

I 
80 
60' 
40: 
20: 

( R) 

20 40 60 

F igu ra C_2 : Tr;J':,",r ":·la (XY) con: m = O, bz = 0.01 ,. p(O) = 1.6·1. A la Izquierda ("ún 
polarización (L ¡ : " !~ d ... recha con polarización (R) . Ambas con fU = 35/ (k_cl_ 
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( R) 

- si 
! 
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107 

Figura C.3: Trayectoria (XY ), polarización ci rcular derecha con: m = O, b. = 0.01 
Y p(O) = 1.64. A la izquierda con un tiempo de dt = 5j(k1-c) y a la derecha con dt = 
200j(k1-c). 
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Apéndice D 

Figuras para el caso Resonante 

D.lo Modos TE 

EII la Fig. 0.1 ilust ra lllos los ejemplos para el caso resonante y ('1 caso Ha 

resollante con m = 1 Y "In = 2 (la partícula inicialmente en reposo ). Una vez 
más , se observa que el campo contribuye al movimiento de la partícu la según 
el orden del haz. En este caso favorece al orden m = 1 (ver e l penúltimo 
renglón) , las trayectorias que sigue la partícula son espirales y aumenta el 
número de e llas cuando a umenta la intensidad del campo ext.em o (ú ltimo 
renglón). 

La evolución temporal de a lgunas cant idades como por ejemplo, p, x, z, 
ji y p se ilustran en la Fig. 0.2 para el caso no reso nante (i7,quierda) y el 
caso resonante (derecha). La partícula está inicialmente en reposo y en reso
nancia. Para el caso reso nante se muestran dos gráficas para cada cantidad 
reportada. Las de la izquierda es a un tiempo dt = 50/ckl. y las de la derecha 
es a dt = 500/ckl.. En particular, para el caso inicia lmente resonante y (10 

reso nante, la gráfica de z contra tiempo, nos muestra cua li tat iva mente el re
su ltado obten ido por Bourdif'r y sus co labo radores [23, 24) . \Tótese 4ue aquí! 
alcanza UII (lláximo. Ta nlbién, se observa un cambio drástico en la ('volución 
tempora l de .r;, la ace leraciólI y la velocidad rad ial (P y p. rf'spccti\·aIlIPllt f' ). 

Ca lw sc¡-¡nlar qUf:' c llalldo la frecuencia del haz es ce["( ·a ll a a la dd ciclotrólI, 
CJ :::: -"e, los resultados sun lIluy semejantes (cualitati,·a rn('lIte ). EslO lo ilus
tramos P II la Fil';. 0.3, dejamos fijo kz y variamos la intf'nsidad dpl campo 
[Ilagll (,t ico externo. 

109 
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,) (O) :: 1; (TE ) 

m • , 

bz :: O; kz:: la 

bz:: 1 . 4.14.2; k:z::: la; NO R •• onancia 

bl. : 412..a; kz::l0 NOR •• onanei. 

bz :: 14.14.2; kz,.. 1 ; RESONANCIA 

~
. 03 

0.02 

0.96 . .. 01 

bz:: 4. .124.; kz" 4..00092189; RESONANCIA 

Figura 0.1: Trayectoria ( .\"\' I ( IT I ,.", .. TrI = 1 (izquierda) y m = 2 (derecha). Hasta 
arriba con b, = O Y k, = LO F. I C<lo() H" resonante con k, = 10, b, = 1.4142 (segundo 
renglón) y b, =4.124 (tercer "''''g,lón l. ~:n los últimos dos renglones, el caso resonante , con 
b, = 1.4142 Y k, = 1 (penúltim() rt'TI~I (·,,, ) y b, = 4.124 Y k, = 4.0009. Con un tiempo de 
graficación dt = 20jck J.. 
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Figura 0 .2: Evolución temporal (TE) para" x, Z, p y ti con: p(O) = 1, m = \ Y /Jo 7 

U 1~ 2 . .-\ la izqui f-'rda pi caso no resonante (kz = 10 Y dt = 25/ckJJ y a la derecha el ( a'" 
I"t' , OIL ILfL/P (1.: , = \ ). Para .. \ ca.,o resonante, hay dos tiempos de grafi t:ación , dI = '2-:, .' í.
(i/'luit'rda) y lit = 500 j c k .. (derecha). 
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ID z 1 ; kz . 1 ; " (O) • l. O; ( TE I 

b z • 0.1 bz :a 1 . 38 
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Figura 0,3: Evolución temporal (a tiempos cortos ) de x , : v "f (TE) con: b; = 0.7 
(izquierda) , bz = 1.38 (centro ) y b; = 1.4142 (derecha). Trayp.('( llr ia en el plano Xl" (hasta 
a rriba). Izquierda y centro caso no resonante y en la derecha (,ir:'t ' ,'esnnante. El tiempo de 
grafi cación es dt = 10/ckJ... Respecti vanlcntEo' , el t iempo es el eje hori zontal. 
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D.2. Modos (L) Y (R) 
Resultados para (L) 

En al Fig . 0.4 se muestra el caso con polarización circular izquierda, 
m = O, p(O) = 1, U, = 4.124. En la parte superior, se tiene la proyección de 
la partícula en el plano XY para el caso no resonante (i"quierda) y para pi 
caso sí resonante (derecha). Posteriormente , se ilustra la evolución temporal 
de x y z. Luego, como una curiosidad muestro 'Y contra z, ~( contra z y Z 
contra z. El tiempo de graficación es dt = 20/ck i . El eje del tiempo y de z 
será el eje horizontal, respectivamente . Obsérvese que las CI son las II"lismas 
que en la Fig. 3.40. 

Resultados para (R) 

En la Fig. 0.5 mostramos el caso con resonancia y no resonanCia, para 
polarizac ión circu lar derecha. Con m = O, k, = 4.00092189, p(O) = 1, U, = 
2.062 (caso no resonante), b, = 4.104 (w ~ (.v'c, también no resonante) y bz = 
4.124 (w = wc , caso resonante). También ilustrarnos la evolución temporal de 
x, z, 'Y, Z y p. Nótese, el cambio de escala en los ejes para el caso no resonante 
y el caso cerca de la resonancia. 

Como un ejemplo más, en la Fig. 0.6 se muestra la proyección de la 
trayectoria de la partícula para el caso resonante con m = 0, p(O) = 1 Y 
distintos valores del campo externo. Nótese que z = O, entonces Pz tendrá un 
valor para cada caso. Los valores del campo externo son bz = 1.4142 (k z = 1) 
en la izquierda y b, = 4.124 (k z = 4.00092189) en la derecha. Los tiempos son 
(de arriba a abajo) dt = 20/ck1-, dt = 200/ck i (izquierda) y dt = 100/ck i 

(derecha), y finalmente, dt = 2000/cki . Vemos distintas trayectorias para 
la partícula (inicialmente en reposo y en resonancia) según la intensidad del 
campo. 

resultados con P, fijo 

Ahora se ilustran ejemplos cuando se deja fijo el IIl0lllentuIII lineal a lo 
largo del eje z, Pz = -0.28284448023, y para ello es necesario var iar i. La 
consecuencia es que la partícula no está inicialmente en reposo, esto es para 
ambas po larizaciones (L y R) . Los resultados obtenidos son análogos. Sin 
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Figura 0.4: Evolución temporal de f. , z, Evolución a lo largo de z para -r , "1 y z (L) con: 
'" = O, 1'(0) = 1 Y U, = 4.12,1. A la izq uierda k, = 10 (caso !lO n ,~{J naJltc) y a la derecha 
le , = 4.00092189 (caso resonante). Trayecwria en el plano Xl" ( ha~ta arriba). El tiempo 
el" gra!icación es dt = 20jck 1- . El eje horizontal es t iempo y z, respenivalrle!lte. 
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Figura 0.5: Evolución temporal de.L , z y -y (R) COl!: U, = 2.062 (izquierda) , U, = 4.104 
(centro ) y U, = 4.l24 (derecha). Trayectoria en ,,1 plano Xl ' (ha:;ta arriba). Izquierda 
y celltro caso no resonante y en la derecha caso res,mante. El tiempo de graHcación es 
dt = LO/ckl.' Respectivamente, el tiempo es el eje hor izontal. 
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1. 

o . 

-o. 

RESONANCIA con l e.. ~RE CUENCIA del CICLO TRON 

tu " O; P (O) " l. a; ( R ) 

b~ " 1. 4142; k%" 1 

P:.: .. - 0.5989; L:z .. 0 . 1693 

b:z " ' .12'; kz" ' .00092189 

pz:: - 0.9609; Lz " 2.0833 

Un tiempo posterior 

Un tialllPO posterior 

Figura 0.6: Trayectoria en el plano XY (R) inicialmente en r('sonancia con: m = O, 
p(O) = l. A la izquierda b, = 1.4142 Y kz = 1. A la derecha b, = ·l.l24 Y k, = 4.00092189. 
Los ti"mpos de graficación son (de arriba a abajo) dI = 20 / ¡-/,- . . d i = 200/ ck J. (izquierda) 
y flt = 100/ ck J. (derecha), y finalmente, dt = 2000/ ck ~ . 
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embargo, reco rd emos que las velocidades son relativistas, por lo tanto , si 
queremos la cO lldicióll de resonancia con la pa rtícul a inicialmente en reposo, 
será necesari o n~ali zar las t ransformac iones de Lorentz correspondientes_ Por 
ejemplo, para elllúmero de onda y por ende la frecuencia, para la velocidad en 
la dirección de propagación, y obtener las cant idades correctas en el sistema 
de referencia que vea a la partícula en reposo_ Así como para los campos EM 
exte['l\OS [l5], en éste caso, sólo hay campo magnético_ Y como es paralelo a 
la dirección de propagación, no hay variación en el valor de la intensidad de 
B, E- Sin embargo, por curiosidad mostramos los resultados. 

En la Fig. D. 7 se ilustra un ejemplo con m = O, p(O) = 1, bz = l. 4142 
(k, = l ) y polari zacióll circul ar derecha. Nótese que, a tiempos grandes no es 
lo mismo tener resona ncia en reposo, que resonancia con una velocidad inicial 
distin ta de cero (i =Fe O). Arriba, la veloc idad inicial a lo largo de la direcc ión 
de propagación es i = 0.3392, dt = 2000/ck L (izquierd a) y dt = 6000 /ck L 

(derecha) . Abajo, la ve locidad inicial es i = O, dt = 200/ckL (izquierda) y 
dt = 2000/ck L (derecha). Obsérvese que, las trayectorias son distintas para 
tiempos grandes. En el caso inicialmente en reposo , se forma una don ita. En 
cambio , cuando i (O ) =Fe O, aún no se form a una donita. Nótese también que, 
las espirales en un principio tienen un tama ño, luego crecen y crecen. Ta l vez , 
la trayectoria globa l siga siendo helicoidal y las espirales seguirán creciendo . 

Mostramos a continuación, el caso con polarización circular izquierd a. 
Para una región de confinamiento (m = O) Y no confinamiento (m = 1). 
Sólo hemos a nalizado el caso con P, = -0.28284448023. El valor del campo 
externo es tal que b, = 4.124, lo cual implica que k, '" 4.0009 (número 
de onda en la dirección z). En la Fig. 0 .8 mostramos la proyección de la 
t rayectoria de la pa rt ícula en el pla no X Y , primero sin campo y k, = 1 
(i rv 0.34), luego ponemos campo externo con el mismo valor de k" luego 
con el valor de kz adecuado para obtener la frecuencia característica de un 
ciclotrón. Observando que a t iempos co rtos (10/ckl. ), las t rayectorias son una 
especie ele espi rales, poste riormente a t iempos mucho más largos, 6000 / ck L 

(izquierd a) y lOOO/ ck .L (derecha) , la t rayectoria es una parte del círculo en 
el plano X Y ((l lInO SI' esperaba) . :\ q ll í. también cambia la frecuencia global 
en que se recorren á ll gulos de b r. Además en ésta situación , la velocid ad de 
la partícul a 1'11 la dirpcció lI de propagación, i ", 0.79, es rela tivista. 

Postcrionll !' ll te , COll las mismas cond iciones y los mismos valores a na li
zamos la situar ión para polarización circul ar derecha . En donde el compor-



l18 APÉNDICE D. FIGURA.S PARA. EL CASO RESONANTE 

RESONJ..seIA (R) 

I"Q .: o ; p ( O) = l. O ; b_ z ::: 1.4142; kz = 1; Lz :: 0.1693 

z _ dot = O 3392; pz:: -0.2828 4448023 

z _dot:: O; i'z = -0.59889149 

1. 

o. 

-o . 

Figura 0.7: Trayectoria (XY) (R) con: m = O. prO) = 1 y Ú, = U 142 Y k, = l. 
Arriba, : (0) = 0.3392 , dt = 2000/ckJ. (izquierda) y dt = 2000/ckJ.. (dert'cha). Abajo 
:(0) = O (inicialmente en reposo y resonante) , dt = 200/ck ).. (izquierda) y dt = 2000fck ).. 
(derecha). 
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p ( O) ; 1. O ; pz ; - o" 2828<448023; ( L ) 

m = O m = 1 

' ~ I - 8 

-
101 - 12 

~~~~. 25 
-o 0 1 
- O 02 

Frecuencia del ciclotron 

Un tiempo posterior (Resonancia) 

Figura 0.8: Trayectoria (XY) (L) con: TTL = O (izquierda ) \" '" = 1 (derecha), p(O) = 1 Y 
P, = -0.28284448023. Arriba, bz = O y k z = 1, luego (abajo ) u, = ~.124 Y k, = 1, Y los dos 
ú.Itimos renglones con kz = 4.0092189, lo cual implica es!.ar (>TI r('sonancia con la frecuencia 
del ciclotrón. Primero a un tiempo (dt = 10 /ck eJ, (hasta abajo) el tiempo posterior es 
lit = 6000 /ckJ. (izq.) y dt = 1000/ckJ. (der.) . 
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tam iento cambia un tanto, ya que la región analizada para m = 1 es una 
región de confinamiento. En la Fig. 0.9. Observamos que, cuando el sistema 
está en resonancia con la frecuencia del ciclotrón hay un cambio cuali tat ivo 
en las trayectorias, tanto en el ca~o If! = O como en el caso m = 1. La dife
rencia entre polarización circular izqu ierda y circul ar derecha con m = 1 es 
que, para la primera situación (L) la trayectoria será una donita (t iempos 
largos) formada a lo largo de ella por t rayectorias espirales y para la segunda 
s ituac ión (R) la don ita formada son espirales como las que hemos obtenido 
en ca')os a nteri ores (modos TE). 

En la Fig. 0.10 mostramos la proyección en el plano XY de la t rayec
toria de la partíc ula para polarización circular (izquierda y derecha). Hasta 
arr iba si n campo externo, con A:, = 1 (cuando k, = 10 las trayecto rias son 
seIllejantes) . Posteriormente, se aüade el campo y obtenemos el valor de la 
frpcllencia del ciclotrón. Primero, COl! k, = 10 (caso no resonante). Después 
a un ti elllpo posterior, en principio se forrlla una don ita. En los últimos dos 
renglones , el sistema inicialmente está en resonancia con la frecuencia del 
ciclo tró n. Se mantuvo la intensidad del campo externo , b, = 1.4142 Y kz = 1. 
El tiempo posterior es dt = 2000/ck 1. (también es el caso resonante). Obser
vamos que en po larización (R) el campo externo contribuye al movimiento 
de la partícula , de tal manera que la trayectoria que sigue la partícula es 
una esp ira l. En el caso con polarización (L ) la trayectoria de la partícula no 
es una espiral como el caso anterior. Sin embargo, t iene una trayectoria glo
bal en forma helicoidal (para tiempos largos ). En cambio, para polarización 
(R) se tiene una trayectoria un tanto silllpática, las espirales durante un 
t iempo tienen un tamaño, y para un t iempo posterior, esas espirales crecen 
de tamaño. Véase, que no es evidente conclu ir que a mayores tiempos se 
formará una donita. 

En la F ig. 0.11 , tenemos las grá fi cas que nos dan información física 
a lo largo del t iempo, para polarización circular izquierda y derecha (caso 
resonante). y!ostrando la proyecc ión de la trayectoria en el plano XY para 
el caso en que ni = O, kz = l . f', = -0.28284448023. Primero , el efecto 
de cada polarizac ión sobre la partícula (lJ, = O). Posteriormente, con bz = 
1.4 142. La partícula se encuent ra inicialmenre P Il reposo y en resonancia. El 
tiempo de graficación de las dos prilllPras f'S di =. 20/ck1. y el de las demás 
es ctt = 100 /ck1.' 

En la Fig. D.l1 , para el caso ['(~sonante. o ¡'sé rvt~se que para (L) el tamaño 
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p (O) = 1 . 0; p& = -O.2IlUU8011 I R) 

b~ = o; k :t : 1 

bz '" 4 . 12 4 ; Jc z. 1 

Q O. 

O ' 

. . .OOE.01 
-O . O 

bz : 4 . 124; k . z . 4 . 0009218,. Precuencia::teciclotron 

.~ 
J~3 

Tiempo posterio r ( R •• On6och, 

Figura D.9: Trayectoria ( X V) (R) con: m = O (izquierda) y m = 1 (derecha) , p(O) 
1.0 y p. = -0.28284448023 Arriba, b. = O Y k. = 1, luego (abajO) bz = 4.124 Y k, = l. 
Y los tres últimu,; rengk"If" ('(In k, = 4.0092189, lo cual implica estar en resonan cia CO I! 

la frecuencia del cidotnil! . Prilllero a un tiempo (dt = lO/ckl.), luego con dt = 100/ck~ y 
(hasta abajo) el tiempo j.lustt'rior es dt = 1000/ckl.' 
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m = O; " (O) :: 1.0; pz = - 0.28284.4.48023 

bz :: o ; k _ z = 1; Lz = O. O 6 

(L) ( R ) 

O. 
71 
o 

O .5 
O. 4 
O .3 
O .2 
O. I 

0.2).40~fii.8 I - 0.2 0.20.40. 60.8 I 

~
.Ol 

O .. . . 99 1. ... 04 

- O. 

Un tiempo posterior 

ID 0.8 
0 .6 
0.4 
0.2 

0.20. 4 0.60.8 

bz = 1.'1'2; k _ z = 1; 

~
: 

O si 
.61 

O. 

0.4 0 . 6 0.8 

Resonancia ( Precuencime ciclotron) ; Lz = 0.77 

Un tiempo posterior ( Resonancia ) 

Figur;l 1 ).1 O: Trayectoria (XV) ( L Y R) con: '" = 0, 1'(0) = l.0 y P, ~ -¡ I:2t<!~ 1·11$023 . 
.-'1 1" i" luie rd" (L ) y a la derecha(R). Arriba, k, = 1 Y b, = 0, Il"'~(\ ¡"i,aj(J ) ''0" 1, . '" 
l.111:! \. 1;, = 10. Con estos valores a 1I" ti,,,npo posterior , dt -= '20n /ck _ L",'e." ,,,h,,j',) 

I ! 1 ~ \. k: = l, esto es ell r('sotlancia al t iet upo dt = 20:'(0" _ ': Ill<l:,' :I ;d lillo i 1,1 
, .,, !, : ,,, , {(., ,,, r .. " dI -= lOnO / (·k .;. . 
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Figura O. ll: Evulucil;1l de: p, ji , p, :: } " <,1" la:'<;o del t ielllpo. Partícul a iniciaJrnellte en 
rcpo~() y ell resunancia. En la izquic.' rd a (r, ) y o.':! ¡" d.' redta (R) . Trayectoria (X Y) (ha,-;ta 
ar riu,,). COH: In = O, 1'(0) = 1.0, k , = 1 \ 1'. :12~2S 111 ~023. El ejc' hor izontal es el 

t iClupo. 
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de las espira les varia un poco. En cambio , para (R) la va ri ac ión del lamaño del 
radio ell la trayectoria de la partícul a es mayor CO III O lo muest ra claramente 
la espiral di bujada ell (d plallo XI' (super ior den:c li a). También velllOS UII 

cambio cua li lati va l'lI P, p. i y 1. 

Los resu ltados obte llidos a tiempos co rtos (dt ~ 20/ck JJ, pa ra 
po larización circula r derecha, TE y TM (para T :VI só lo ell el caso m = O) 
cuando hay resonancia, son parecidos cuando la partícu la está inicalmente 
en reposo .Y ell resonancia. Sin embargo, hemos mostrado el ejemplo para 
t iempos más grand es y la5 trayectorias no son semejalltes. Notando que i(O) 
es muy grande . .Y no podemos conclui r que para cua l(juier velocidad sucede 
a lgo a nálogo. 

'. 
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""1 ') 
1-
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