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Resumen

El presente trabajo tiene por objeto, el estudio de las trayectorias clasicas
de particulas cargadas en interaccion con haces Bessel. Los haces Bessel son
haces de luz adifraccionales que transportan energia, momentumn lineal y por-
tan momentum angular independiente a su estado de polarizacién. Hacemos
nso del formalismo lagrangiano, para obtener las ecuaciones que gobiernan
el movimiento de una particula (puntual) cargada relativista en un campo
electromagnético (EM), despreciando la emisién de radiacién. Al campo EM
dado por un haz Bessel, se le anade un campo magnético externo uniforme
v constante, que es paralelo a la direccidn de propagacién del haz.

La descripcién del campo 6ptico la realizamos con la ayuda de potenciales
auxiliares, conocidos como potenciales de polarizacién o de Hertz. Con ello,
logramos identificar un potencial de Hertz para polarizacién transversal
eléctrica (TE) y otro para polarizacién transversal magnética (TM). Con la
combinacién adecuada de modos TE y TM, obtenemos polarizacion circular.

Resolvemos numéricamente las ecuaciones de movimiento con la ayuda de una
computadora y un programa, cuyo método de integracién es de prediccion-
correccion. Los resultados que obtenemos en ausencia de campo magnélico
externo son, en general, regiones anulares de confinamiento y no confinamien-
to. Es decir, regiones en donde la particula puede o no quedar confinada ra-
dialmente. Estas regiones dependen fuertemente de las condiciones iniciales
(CI). Se hace énfasis en los efectos que sobre la particula efectua el tipo de
polarizacién que tiene el campo EM.

En presencia del campo magnético externo. todas las trayectorias analizadas
involucran a las particulas atrapadas radialmente. Resaltamos los resultados
que se obtienen cuando la frecuencia del haz es igual a la frecuencia carac-
teristica de un ciclotrén (condicion de resonancia). Las trayectorias que toma
la particula para esta situacidn son espirales (a tiempos cortos). A tienipos
largos, se forma un anillo compacto en el plano XY. A diferencia de lo que
ocurre en  presencia de una onda plana. existe un valor mdximo para
la energia que puede adquirir la particula en condiciones iniciaimente reso-
nantes. De cualquier forma este valor maximo puede ser varios ordenes de
magnitud al que se obtiene en condiciones no resonantes.
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Capitulo 1

Introduccion

Hablar del fenémeno de la luz implica viajar en el tiempo, recorrer la
historia de la humanidad encontrando las diferentes interpretaciones de este
fendémeno, entre las que destacan la interpretacion ondulatoria v la corpus-
cular. Mencionemos sélo algunas ideas relacionadas con la luz de pensadores
(filosofos, cientificos....], como el caso de Epicuro (341-270 a.C.) quien decia
que de los objetos brotan particulas que hieren los ojos; Aristoteles (384-322
a.C.), quien propuso una teoria ondulatoria (similar a la del eter); Huygens
(1629-1695), elaborando la idea de que la luz es una onda primaria seguida
de onditas esféricas, explicé fenémenos como el de polarizacién y la doble re-
fraccion; Newton (1642-1727) considerd que los corpiisculos de luz excitan al
eter en vibraciones caracteristicas (rojo-largo, violeta-corto), observo la dis-
persidn y el fendmeno de los colores. Estos hechos historicos ilustran la base de
grandes debates en la bisqueda de una interpretacién que explique todos los
fendmenos conocidos relacionados con la luz. Pue James Clerk Maxwell (1831-
1879) quien plasmé las ideas de Faraday (1791-1867) en cuatro ecuaciones
que describen los aparatos electromagnéticos v opticos en gran escala. Esta
teoria identifica a la luz como una onda transversal {onda electromagnética
(EN)). Posteriormente. Hertz (1857-1894) verifict experimentalmente esas
ideas. También. encontramos las ideas de Planck v de Einstein acerca de
la tuz: los famosos cuantos de luz que el quimico Gilbert Lewis (1920) su-
girid llamar fotones. Asi, las diversas propiedades que posee la luz han llevado
a aceptar su naturaleza dual onda- particula.

Con el avance tecnoldgico la gama de aplicaciones asociada a estos es-
tudios es muy variada. En la actualidad es comiin hablar de liseres, sin
embargo, hav roda una diversidacd de haces de luz a los cuales se les adju-
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dica esa etiqueta. Por ende, toda una variedad de modelos para describir
las propiedades de cacda haz. Por ejemiplo, mencionemos los que se describen
con una geometria cartesiana (haces Hermite-Gaussianos), cilindrica circular,
parabolica, eliptica (haces: Bessel, Weber, Mathieu, respectivamente), etc.
En este trabajo, se estudian haces Bessel, que transportan energia, mo-
mentum lineal y momentum angular ajeno a su estado de polarizacidn.
Ademds estos haces tienen la muy interesante propicdad de ser invariantes
a lo largo de la direccion de propagacion. Esto es, su frente de onda (dado
por una o mas funciones de Bessel de primera clase, no singular, de orden m,
Jm) no depende de la variable de propagacién. En el capitulo 2 exponemos
de manera breve los lindamentos tedricos acerca de la descripcién de un haz
en general, asi como de un campo éptico invariante en propagacion. Cabe
senalar que ésta descripcion es desarrollada en forma mas amplia en la tesis
doctoral “Light beams with angular momentum and applications in optical
tweezers” (Karen Volke Sepulveda, Tesis Doctoral, INAOE, México 2003),
que ademas, incluyve la demostracién experimental de |a transferencia de mo-
mentum angular orbital a micro-particulas dieléctricas usando haces Bessel
[1].
Al final del capitulo 2 hacemos la descripcion de los haces Bessel, con
la ayuda de potenciales auxiliares llamados potenciales de polarizaciéon o
de Hertz (1889), obteniendo modos transversales eléctricos (TE) v modos
transversales magnéticos {TM). Concluimos el capitulo con una discusion
muy breve de mecanismos para generar experimentalmente los haces Bessel.
Enel capitulo 3 hacemos uso del formalismo lagrangiano, para la
descripcion de una particula {puntual) cargada en interaccién con el campo
EM de un modo Bessel despreciando la emisién de radiacién. Obtenemos las
ecuaciones de movimiento para los modos TE y TM. Posteriormente, con
la combinacién adecuada de modos TE y TM, obtenemos modos Bessel con
polarizacién circular y las ecuaciones de movimiento de una particula car-
gada inmersa en ellos. Ademds, se identifican variables dindmicas naturales
del sistema acoplado, como el momentum lineal a lo largo de la direccion de
propagacién, ;. v el momentum angular a lo largo de la direccién de propa-
gacién, L,, ambas cantidades se conservan. De interpretar a la energia a
través del hamiltoniany. rsta resultaria no ser una constante de movimieuto.
Las ecuaciones e movimiento se resuelven numéricamente, con la avu-
da de una computadora v un programa cuyo método de integracién es de
prediccién-correccion: Se obtienen regiones anulares en donde la particula
puede o no quedar conlinada dependiendo fuertemente de las condiciones



iniciales (Cl). La anchura de dichas regiones, también depende del haz uti-
lizado, identificado con el orden de la funcién de Bessel, Jm,.

Para polarizacion circular derecha, de acuerdo con los calculos realizacos,
la regién central es de confinamiento, v para los modos TE y polarizacién
circular izquierda la regidn central es de no confinamiento sélo en el caso con
m = 1. Para TM la regién central es de confinamiento sélo en el caso con
m=12y 3.

Otro resultado de relevancia es que en presencia de un campo magnético
externo uniforme, B,g, las regiones en que en su ausencia no hay confi-
namiento de particulas, se convierten en regiones de confinamiento, tanto
para tos modos TE, TM y circularmente polarizados. Efectos resonantes son
brevemente estudiados.

Es importante senalar el tipo de ldser que tendria que utilizarse para
verificar los resultados obtenidos. La mayor contribucién a la fuerza en la
interaccion de una particula cargada con el campo EM de un haz la propor-
ciona la fuerza eléctrica, F, = eF, donde e representa la carga de la particula
y E el campo eléctrico. Este ultimo se evalia en términos de la intensidad del
laser. Entonces, en las ecuaciones de movimiento tenemos este factor acom-
pafnado por otras cantidades como la masa de la particula (mg) y la velocidad
de 1a luz (¢). Se identifica la cantidad adimensional, A, = eEy/(moc?kL),
donde £, es el niimero de onda perpendicular a la direccién de propagacidn.
Considerando los valores de esas constantes para un electrén y la velocidad
de la luz, se tiene que, st la cantidad adimensional es del orden de 1, entonces
se requieren intensidades del orden de: Ij,s ~ 10¥W atts/cm?. Por lo tanto,
el tiempo de exposicién deberd ser muy chico (¢t ~ 107!%s). A la fecha, los
laseres reportados en la literatura llegan a alcanzar intensidades del orden de
(10'® — 102" )W atts/cm? [2).

En el 1iltimo capitulo expresamos las conclusiones de éste trabajo v algu-
nas de las perspectivas que se tienen en mente para ampliar la descripcion
de este tipo de sistemas. Por ejemplo, los resultados nos muestran que no
es suficiente tener dos cantidades conservadas para sistematizar el compor-
tamiento de la particula cargada en interaccién con el campo EM dado por
un modo Bessel. Sin embargo, con ellas ya es posible tener una idea cualita-
tiva (clasica) de lo que el campo dptico asociado a un modo Bessel provoca
en la particula cargada.

El trahajo a futuro, es mucho y muy interesante, por ejemplo, para re-
giones en el espacio de condiciones iniciales que presentan un comportaniento
estable, se ha sugerido (Dr. Shahen Hacyan) emplear técnicas de mecanica
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clasica (principio variacional) que permitan obtener soluciones analiticas
aproximadas. Agradezco al Dr. Hacyan por enriquecer este trabajo con las
discusiones que nos proporciono.

La clase de sistemas aqui estudiados se encuentran de manera factible en
fisica de plasmas y una de las perspectivas, la mas ambiciosa, es permitir la
verificacién experimental de nuestros resultados.



Capitulo 2

Marco tedrico

2.1. Descripcion en términos de haces

El estudio riguroso de cualquier sistema fisico electromagnético (EM) estd ba-
sado en las ecuaciones de Maxwell. La existencia de soluciones de onda viaje-
ras muestran el transporte de momentum lineal, momentum angular y energia
a través del espacio y esto es fundamental para la teorfa.

En un medio no conductor libre de fuentes, las ecuaciones de Maxwell son:

V-D =0 (2.1)
. 19B

_ _toB 2.2

VxE c Ot (22)

V-B =0 (23)
- 10D

v 2l 2.4

< H c Ot (24)

donde E(F, t), D(f, t), B(F, t)y H(F, t) representan al campo vectorial eléctri-
co. al desplazamiento eléctrico, a la induccién magnética y al campo vectorial
magnético respectivamente. Si el medio es homogéneo, isotrépico y lineal,
tenenos D = B yH= (l/u)ﬁ, con ¢ la permitividad eléctrica vy la per-
meabilidad magnética. De las ecuaciones de Maxwell se obtiene la eciacion

de onda y usando las relaciones para D v H. tenemos

104 (E - i}
[V?_ﬁﬁ] (g) -4 (2.5)

o)
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donde v = (:/\/p.—e, es la velocidad de la luz en el medio. Durante el de-
sarrollo cle esta tesis supondremos v = c¢. La dependencia temporal de los
campos puede suponerse arménica v caracterizada por la frecuencia w, es
decir, E(F,t) = E(F)exp(—iwt) v B(F,t) = B(F) exp(—iwt). Debido a la li-
nealidad de la ecuacidn de onda; cualquier otra dependencia temporal puede
ser desarrollada en términos de [unciones armdnicas. Con esta condicién en
la ecuacién de onda se obtiene la ecuacién de Helmholtz vectorial:

(V2 4 42 (E) =, (2.6)

B

es decir, la parte espacial de la ccuacién de onda para campos armonicos.
Aqui £ =w/c, es el nimero de onda v ¢ la velocidad de fase.

La solucién mads simple a la ecuacion (2.3) para el caso sin acotar es la
onda plana E(T,t) = Eyexp|i(k-F — wt)], con Ey un vector constante (en
general complejo) que define la amplitud y polarizacién de la onda vy el argu-
mento de la exponencial define su fase. Para ondas planas, K esté asociado
con la direccién de propagacién v su médulo queda determinado por la lon-
gitud de onda en el vacio (1) y el indice de refraccién del medio en donde
se propaga (n), k = 2an/A, en nuestro caso n = 1. Cualquier solucién de
la ecuacién de Helmholtz puede ser representada como una superposicién de
ondas planas con diferentes fases y amplitudes.

Con el avance tecnolégico asociado a la invencién del ldser, la atencion de
la. comunidad éptica se centrd en soluciones tipo haz, esto es, altamente
dirigidos y con extension transversal finita. Como punto de partida para la
descripcion de un haz se supone una funcién escalar de la forma

U(F,1) = ulz, y, ekt (2.7)

para representar una de las componentes del campo EM que se considera
aproximadamente perpendicular a la direccién de propagacion (eje z). La
dependencia de u en las variables 7 y y especifican el perfil transversal del
haz, mientras que la dependencia en z considera cambios en la amplitud
transversal v la fase, debido a la difraccién y efectos de propagacion. Esta
ultima dependencia suele considerarse “lenta”. Sustituyendo U(F, ¢} en la
ecuacién de Helmholtz, se obtiene

0y FPu 82u

Ou
0 Vo T o +71Aa— +(k* - kHu=0. (2.8)
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Como se tiene en mente haces altamente dirigidos propagandose a lo largo
de z tenemos que k, = k: asi, el dltimo término de la ecuacién anterior es
despreciado, y la condicién sobre la forma en que varia u(x,y, z) a lo largo
de z la podemos expresar de la siguiente manera

9u

0%u Jn Ju
‘022!<<|@1..' Ygyt iz

Este esquema es conocido como la aproximacién paraxial y, por lo tanto, la
ecuacién de onda paraxial es i

‘()'zu 8211, . Ou

=it ke = (. (2.9)

dz? Oy z
La solucién de esta ecuacion es separable en varios sistemas de coordenadas
ortogonales, en particular cartesianas y cilindricas circulares. Nos interesa la
simetria cilindrica para la cual tenemos:

10 ou 1 0%u ou
Sl 4 Yk — = 2.1
> (pap)+p2(,_)p?+ ””az 0 (2.10)

con p = V22 +y? y o = arctan(y/z) las coordenadas radial y azimutal,
respectivamente.

Ahora bien, fisicamente, los modos de propagacién deben tener una exten-
sién transversal finita para acarrear una cantidad finita de energfa, es decir,
el perfil transversal del haz deberd caer suave v rapidamente conforme au-
menta la distancia transversal p al eje de propagacién. Se propone entonces,
una funcién de la forma expli{kp?/q(z))], con ¢(z) una funcién compleja.
El precio que se debe pagar por una extension finita es el de incorporar en
la descripcién efectos de difraccién. Para preservar la estabilidad del modo
durante la propagacidn, esos efectos se imponen en el escalamiento de las
variables transversales por un factor dependiente de la distancia de propa-
gacion, z, mas que en su estructura (la solucién completa nos dard un haz
gaussiano).

En el vacio, si la dimension transversal el haz aumenta con la distan-
cia de propagacion entonces su amplitud debe decrecer de tal forma que el
flujo de energia acarreado por el haz a través de cualquier plano tranversal
permanezca constante.
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Figura 2.1: Haz Gaussiano.

Si el radio de curvatura R (del frente de onda) es inlinito, esto significa que
los frentes de onda son aproximadamente planos para la cintura del haz (esto
es en z = 0) y ahi el campo se comporta como una onda plana. Para grandes
valores de |z| tenemos R ~ z, lo cual corresponde a ondas esféricas divergien-
do a partir de la cintura del haz (z > 0) o a ondas esféricas convergiendo
hacia el centro de la cintura del haz (z < 0). Estas caractevisticas se ilustran
en la Fig. 2.1

En la Fig. 2.1 también se observa que los frentes no son equidistantes,
debido a un término conocido como fase de Gouy, es decir, un cambio de
fase acumulativo en la direccién axial afiadido a los frentes de onda a través
de la propagacién. La fase adicional es £m/2 por cada lado de la cintura del
haz, un cambio total de m, adquirido principalmete en la regién central del
haz. Asi, los frentes de onda de un haz gaussiano que pasan a través de su
cintura, cambian su fase en un factor %)\ en comparacién con la onda plana
(su velocidad de fase es ligeramente mayor que la de la onda plana).

La propiedad més distintiva de los haces LG es debida al indice azimutal,
m # 0, [3, 4]: la distribucién de amplitud compleja rota conforme el haz se
propaga debido a que la fase azimutal no es constante; m. se refiere al nimero
de ciclos de fase 27 alrededor del modo (circunferencial). Se dice entonces que
hay una singularidad, en este caso, una dislocacién de 1arnillo o vértice
éptico. A m se le llama también helicidad o carga topoldgica 3]

Experimentalmente, los modos paraxiales gaussianos (de orden cero) sur-
gen como los modos transversales del resonador del laser. Los de alto or-
den pueden también ser excitados usando placas retardacoras de espiral.
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Quizd los métodos de generacién de haces con perfiles transversales prede-
terminados mas comunes hoy en dia. son los que utilizan hologramas gene-
rados por computadora [6]. Al {inal del capitulo en la seccién de generacion
experimental se comenta mds sobre esta técnica.

2.1.1. Campos 6pticos invariantes en propagacion

Las soluciones ampliamente conocidas de la ecuacién de Helmholtz, por
ejemplo, ondas planas, esféricas y cilindricas, forman un conjunto completo
para desarrollar cualquier campo dptico en términos de cualquiera de ellas.

Durnin [7, 8] v su equipo de trabajo (1987), estudiaron las soluciones
sin acotar (tridimensionales) a la ecuacién de onda en coordenadas cilindri-
cas circulares (desde el punto de vista de modos de propagacién), llamados
haces Bessel. La principal caracteristica de esos modos (en el espacio li-
bre) es que idealmente, pueden propagarse una distancia infinita sin sufrir
alteraciones en su seccién transversal. También se les llama haces adifrac-
cionales. Teéricamente podrian acarrear una energia infinita (debido a su
extensién infinita) en el mismo sentido que una onda plana. Sin embargo, en
la practica presentan efectos de difraccion debido a las aperturas finitas que
los generan.

En esta seccién nos enfocaremos a la descripcién de un campo escalar
“adifraccional”. Expresemos un campo escalar arbitrario U(F) en términos
de su transformada de Fourier tridimensional U(k), de la siguiente manera

U(F):///O(E)ei(k,1+kyy+k;z)dvk (2.11)

donde la integracién es en todo el espacio de frecuencias (k;, &y, k;). Si la
dependencia del campo se supone armdénica de una sola componente de la
frecuencia, la magnitud del vector de onda |k] = |/k2 + k§ + k2 es necesaria-
mente restringida al dnico valor k = w/c, esto fue sefialado por McCutchen
[9]. El problema se reduce a una integracion sobre la superficie esférica ha-
ciendo U(k) = Ai(@l;, 0:)0(1kl —w/c). o es el dngulo azimutal, O es el angulo
polar. La esfera de McCutchen se define como una esfera unitaria en el espacio
de frecuencias (ver Fig. 2.2). Asi tenemos que

| U(I-") — //QA(Lpl;’ei)eik[(rcos;Q+ysen’;§)sen9§+zcos gi]deQﬁ (212)
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Figura 2.2: Bsfera de McCutchen y el cono del vector de onda de un campo Sptico
invarianwe en propagacién en el espacio de frecuencias.

donde d€); es el dngulo sélido, 2 es la superficie de esfera unitaria, con las
relaciones k; = k sen 0 cos ¢, k, = k sen O sen g y k, = k cos O. Ahora
a U(T) se le pedird que cumpla la condicién de que

I(z,y,2>0) =I(z,y,2 = 0), (2.13)

donde [{z,y,2) = [U(F,t)|? denota la intensidad promediada en el tiempo del
campo escalar. Esta condicién matemdtica nos dice que el perfil transversal
de intensidad es independiente de la variable de propagacidn, es decir, el perfil
de intensidad para el plano z = 0 es el mismo para cualquier plano transversal
z > 0. Para ello basta con exigir un valor (constante) para #; = f, esto es
equivalente a constrenir la componente axial del vector de onda a un solo

valor: A(pp, 0) = (1/k%)8(cos Oz —cos fy) A(y;). Esto conduce a
U(I—:) — eikzz/A(‘pg)eiki(zcos r,:7|;+'ysempl;)dsolz (2]4)

con b =k sen 8 y A(pg) una funcién, en general, compleja. Esta iltima
expresion (2.14) es la. mas general para un campo escalar invariante en propa-
gacion en términos de su espectro de Fourier. Si la funcién de modulacién
azimuial A{pg) en el espacio de frecuencias es conocida, el campo puede ser
determinado.
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Figura 2.3: Haz Besscl de orden cero y su frente de onda.

Fisicamente la relacién (2.14). se interpreta como una superposicién de
ondas planas cuyo vector de onda permanece en la superficie del cono. A lo
largo de la direccién axial, todas estas ondas planas estdn en fase, puesto
que el cambio de fase axial es introducido a través de la propagacién so-
bre una distacia, Az, y es el mismo para todas las componentes, es decir,
k,(Az). Las componentes transversales del vector de onda, a pesar de tener
la misma magnitud, &, , difieren en su dngulo azimutal alrededor de la sec-
cion transversal del cono. Esto significa que en la direccién transversal, las
ondas planas deben interactuar para generar patrones de interferencia que
no cambian en la propagacion. Una sola onda plana puede ser considerada
el caso trivial de un campo éptico invariante en propagacién con amplitud
transversal constante.

El caso particular A(yp) = constante en la ecuacién (2.14) corresponde al
haz Bessel de orden cero: U(F) = 4ge®*:2Jy(kip), p = V22 + 42, su amplitud
normalizada se muestra en la Fig. 2.3, observando que es un conjunto de
anillos brillantes y oscuros intercalados, resaltando que la regién central es
brillante. En el contexto dptico, Durnin [7] generé haces Bessel de orden
cero de la siguiente forma: utilizando nuna pantalla con una rendija anular
v colocando enfrente una lente centrada exactamente en el plano focal, se
generan ondas planas con un eje de propagacidén que forma un dngulo fijo
By respecto al eje de simetria del problema. La superposicién de estas es
precisamente aquella que corresponde a la ecuacién (2.14) para ondas Bessel
de orden cero. Nétese que la regidn conica de interferencia se extiende a una
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Figura 2.4: Generacién del haz Bessel de orden cero. Por medio de una rendija circular.

distancia zme, = R/tan 6y = fR/a, donde R es el radio de apertura de la
lente, f su distancia focal y a el radio de la rendija. Un haz ideal corresponde a
una apertura infinita, R — 00, y se propaga una distancia infinita, z,,, —
co. En la Fig. 2.4 se esquematiza este dispositivo experimental.

Para un campo invariante en propagacién también podemos escribir U(F) =
F(z\,22)Z(2), donde F(z,, 1) representa la dependencia transversal y Z(z)
la longitudinal; z; y z son variables transversales generalizadas. Sustituyen-
do U(r) en la ecuacion de Helmholtz se ohtiene

(V2 + k2 ]F(z,22) = 0 (2.15)
d;—gwy:o (2.16)

donde k, es el numero de onda y k2 = k% — k2. El régimen paraxial puede
ser definido por la condicién &, /k, < 1. La tnica solucién de la ecuacion
(2.16) que satisface la invariancia en propagacién a lo largo de z > 0 es
Z(z) = explik,2], la cual genera una solucién de la forma

U(F) = F(z,y)e** (2.17)

El problema se reduce a determinar todas las posibles soluciones a la ecuacion
de Helmholtz bidimensional para las coordenadas transversales. Esta ecuacion
es separable en, por ejemplo, coordenadas rectangulares, polares, elipticas v
parabdlicas. Las soluciones para los dos primeros casos son ondas planas v
haces Bessel, respectivamente, para simetria eliptica son los llamados haces
Mathieu (10, 11, 12] y para la parabdlica, haces Weber [13, 14]. Se les llama
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de esa manera a los haces debido a que la estructura de los frentes de onda
involitera a las funciones especiales de Bessel, Mathieu v Weber, respectiva-
mente.

La relacién entre la ecuacién (2.17) y (2.14) estd dada por:

—1y™ ki
Jm(kJ_p) M — %emm/? / Prth eikl[co's";‘z+sen¢’;]dgﬂﬁ (2.18)
m —7

2.2. Haces Bessel

En esta seccién nos encargaremos de la descripcién del campo éptico aso-
ciado a los modos Bessel. Es decir, describiremos al campo EM correspon-
diente. Para ello emplearemos campos escalares auxiliares que determinan los
campos vectoriales EM fundamentales. En la literatura estos campos auxi-
liares se conocen como potenciales de polarizacién o de Hertz (1889) y Righi
(1901) [15]. Como el nombre lo sugiere, esos potenciales estan relacionados
con la polarizacién eléctrica v magnética de los campos.

Un campo EM con simetria cilindrica es descrito en términos de poten-
ciales de Hertz IT; y [T, [16]. A partir de ellos los potenciales EM estan dados
por:

oll,
=___ 2.19
= (2.19)
- 18[—[2 8HQ 8H1
A={-——= = _ 2.20
{paw’ 89’05%} (220

Estos satisfacen la norma de Lorentz. El campo eléctrico (E) correspondiente
es:

2 2
; 2 O 107k (2.21)
020p  pc Otdp
1 8%, 18%00,
E.=— - = 2.22
T pdz0¢ + c Otdp ( )
a2 2
g, - Lo oML (2.23)

2 ot 922
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v el campo magnético (B) es:

2 I217.
R L (2.24)
pcdtdy  020p
1921, 1601, .
B, = ———_— - ——— 2.28
? cOtdp  pOzdy (225)
16°0, 8%,
B, = —— . 2.26
‘ 2o | ar (226)
Ambos potenciales I1;, (7 = 1,2), satisfacen la ecuacién:
10°M; 10 ( ol 1 0%, 0%y
L[]+ S =0. 2.27
2 o2 * pOp (p dp p? 0p? 022 (227)

Cualquier solucién de esta ecuacién que es regular en el origen puede ser
escrita como una combinacién lineal de las funciones

n] — Cij(kLp)ei(—uL+k;z+m-;) (228)

donde J,, es la funcién de Bessel de orden m de primera clase no singular,
Cj es constante, y k2 = (w/c)’ — k2, w = k.

Los modos TE (TM), transversales eléctricos {transversales magnéticos),
son aquellos en donde las componentes del campo eléctrico (magnético) son
perpendiculares a la direccién principal de propagacién. Asi, si el eje z se
identifica con la direccion principal de propagacién. entonces para TE (TM)
no hay componente de E (B) a lo largo de z, £, =0 (B, = 0).

Los TE (TM) los obtenemos haciendo [1, = 0 (T, = 0). Y usando la
ecuacién (2.28) en (2.21 - 2.26) tenemos que los E v B para los modos TE
estdn dados por

s m n oy - W —kyet+k, z 4
E=-£ |:[)k']m(pkj.)p +l']m(pkL)‘P:| et ke tm) (2.29)
L.
-~ k k. m
B =Egli2J (pk)p—  “——Julok )3+
o[szJm(p Db = o Imlek )
ky

+k_tJm(pk_L)i} el(—k[nt+k;:+mp) (230)
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donde By = Cok ki y p,,2 son vectores unitarios en la direccion radial,
azimutal v de propagacién, respectivamente, J!, = dJ,,(x)/dz.

Para los modos TM, tenemos que E y B son

B = £ {%Jm(pmﬁ + iJ,’n(pkm@] gllmfrcthszamz) (2.31)
- k., . k,m .
E=E [ZEJm(pkL)p - IC_ka_‘LJm(ka_)@'*‘
k )
5 (k)2 el et (2.32)
L

Observamos que los haces Bessel tienen vértices opticos. Como men-
cionamos previamente estos son defectos topolégicos o dislocaciones del frente
de onda. En general, se consideran dos tipos de dislocaciones, las e borde v
las de tornillo. Las que nos interesan son las de tornillo o vértices. Los cam-
pos cercanos a un vértice matematicamente se comportan como p™explime).
Se caracterizan por tener como frente de onda una espiral girando alrededor
de la linea del defecto (escalera de caracol). En los haces Bessel este defec-
to se encuentra a lo largo del eje axial, el orden del haz, m, corresponde al
numero de espirales que giran alrededor del defecto topoldgico (ver Fig. 2.3).

2.2.1. Generacién experimental de haces Bessel

Un método experimental para generar haces Bessel es por medio de lentes
cdnicos (s6lo para el caso de orden cero) llamados azicones [L7, 18]. Un
axicén iluminado con un haz (gaussiano) bien colimado genera un haz Bessel
de orden cero (Fig. 2.6), con un angulo del cono de aproximadamente f; =
(n — 1)v, donde n es el indice refractivo y «y el dngulo interno del axicén,
respectivamente. La distancia de propagacién mdxima en este caso cstd dada
POT Zinar = wo/tan(fy), con w, el radio del haz colimado. Este s ¢l método
mas eficiente en términos de la potencia del haz.

Ahora bien, se demuestra que cuando un axicén es tluminado con un LG
de orden azimutal m y p = 0 (p es el orden radial), esto genera un haz
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—_
nm — o

Figura 2.5: Vértices para un haz Bessel de orden uno y para un haz de orden tres, con
su respectivo frente de onda. Nétese que la regidn central es oscura.
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o

Figura 2.6: Generacién de un haz Bessel de orden cero con un axicén. Nétese que el
patron de interferencia es el mismo que en la Fig. 2.4
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Bessel de la misma helicidad [19]. Esto es porque el axicén, dada su forma
conica, afecta solo la fase radial v longitudinal del haz incidente, pero no
tiene influencia en la azimutal.

Para generar haces Bessel también se han usado elementos desarrolla-
dos con técnicas fotolitograficas [20]. En este caso se usa un elemento dptico
plano, ésta componente Gptica es denominada “trochoson”; es un dispositivo
que solo modula la fase. Su argumento de transmitancia tiene dos suman-
dos que dependen linealmente de la variable radial p y del angulo polar ¢,
s(p, ) = exp[—iap + imy|, donde m = 0,1,2, ... y « es el pardmetro rela-
cionado con el valor &k, del haz Bessel que deseamos generar. El propédsito
de emplear este elemento dptico de fase es producir haces de luz que virtual-
mente son una superposiciéon de un nimero pequeno de haces Bessel. Esto se
demuestra desarrollando la funcién s(p, ) = exp[—iap + imyp] como serie de
funciones de Bessel de orden m. Asi en realizaciones especificas se obtiene el
80 por ciento de la energia en estos cuasi-modos con amplitud J,(ap) (haces
de luz cuasi-Bessel).

Quiz4, la técnica mds usada hoy en dia es la de hologramas generados por
compuladora [6], aqu{ la fase es el patrén mas importante para generarlo. En
una computadora (con un programa adecuado), se modela la interferencia de
el haz de interés con una onda de referencia (onda plana, por ejemiplo}. El
patrén de interferencia correspondiente se utiliza para construir fisicamente
éste patrén (en un negativo fotografico, por ejemplo). Las franjas oscuras
v brillantes hardn el papel de un dispositivo modulador de amplitud. La
técnica adecuada para generar un dispositivo modulador de fase corresponde
a depositar de manera controlada un material con las caracteristicas opti-
cas apropiadas sobre un sustrato que puede ser directamente el negativo
fotografico. Al dispositivo resultante se le conoce como placa holografica.



Capitulo 3

Particula cargada en un haz
Bessel

3.1. Introduccion

James Clerk Maxwell (1831-1879) expresé las ideas de Faraday en forma
matematica; cuatro ecuaciones que abarcan los principios fundamentales de
todos los aparatos electromagnéticos y dpticos en gran escala, también llegé a
la conclusién de que la luz es de naturaleza electromagnética. Heinrich Hertz
(1857-1894) produjo en el laboratorio ondas electromagnéticas {que hoy lla-
mamos radio-ondas). Asi, con las ecuaciones de Maxwell surgié gran inierés
en el ambito de las aplicaciones. Un ejemplo contempordneo: para implemen-
tar la comunicacién entre una nave espacial y la Tierra la clave es entender el
comportamiento del campo EM a ser utilizado. Los electrones que se mueven
en los circuitos eléctricos de la nave espacial forman un campo EM, y las
variaciones en su movimiento causan una perturbacidn en el campo que via-
ja a la velocidad de la luz. Posteriormente, electrones de otros circuitos en la
Tierra detectan estos cambios en el campo y se mueven en consonancia con
elios.

Es, sin embargo, fundamental entender tamhién el comportamiento de la
materia en presencia de campos eléctricos v magnéticos, Asi, la respuesta a
campos eléctricos lleva a clasificar a los materiales coma electretos, dieléctri-
¢0s ¥ conductores. Sin embargo, esta clasificacion resuita burda para ciertos
sisternas. Por ejemplo, un liguido conductor como el mercurio requiere para
s descripcidn no sélo conocer su respuesia elécirica sino Lambién las ecua-

(9
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ciones de movimiento de un RBuido (magnetohidrodindmica). Cabe senalar
que la distincion entre un liquicdo conductor y un plasma se da por medio
de la densidad de particulas cargadas {entre otras propiedades): 10% por
centimetro ciibico, para un liquido conductor y una densidad de alrededor de
10'® por centimetro cibico o menores que esa cantidad, para un plasma. Un
plasma es escencialmente un gas de particulas cargadas, electrones y iones,
con una densidad de carga macroscopica nula. Al aplicar campos eléctricos,
los electrones y los iones se aceleran en direcciones contrarias vy tienden a sepa-
rarse. Fuerzas electrostaticas restauradoras son activadas por esta separacion
v se generan oscilaciones del plasma. En un plasma, siempre estdn presentes
atomos neutros, cuyos efecios suelen ser despreciados, asi come la pérdida de
energia ¥ momentum por la radiacién del campo. Similarmente suelen despre-
ciarse efectos cudnticos {importantes sclo para muy altas densidades y nuy
bajas temperaturasj. Los plasmas presentan una serie de fendnemos nicos
en la naturaleza que los hacen especialmente interesantes. Por ejemplo, en la
iondsfera terrestre o en plasmas clectrdnicos tenues creados en laboratorio,
los efectos de amortiguamiento de los electrones al responder a una onda elec-
tromagnética de una [recuencia dada suelen ser muy pequenocs. El nimero de
onda en el medio, satislace la relacién de dispersion ck = Jw? ~ w? con la

L

frecuencia de plasma w, = 47N Ze*/m que depende del nimero de electrones
por unidad de volumen N Z v su masa individual m. Para frecuencias w infe-
riores a la frecuencia de plasma, el nimero de onda es puramente imaginatio.
Ondas incidentes de estas caractetisticas son reflejadas por el plasma y los
campos EM decrecen exponencialmente con la distancia a la superficie. Esta
es la razén por la cual las ondas de radio son reflejadas en varias capas de la
iondsfera (la ionizacién de las capas superiores de la iondsfera es producida
por radiacién ultravioleta) [21]. Asimismo, la expulsién de campos EM den-
tro de un plasma es un efecto bien concido en procesos termonucleares y se
trata de explotar en intentos para confinar plasmas calientes.

Estos ejemplos muestran que es muy importante caracterizar el movimien-
to de particulas cargadas en prescncia de campos EM de distinta indole v
que el estudio del comportaniiento de particulas cargadas en haces Bessel
pudiera encontrar alguna aplicacién en sistemas altamente ionizados. En las
proximas secciones realizaremos nrecisamente tal estudio. A continuacion se
deducen las ecuaciones de moeviniento que gobiernan a una particula carga-
da en interaccidn con los campos EM de un haz Bessel bajo el supuesto de
que la emisién de radiacidn de !a particula (puntual) es despreciable. Pos-
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teriormente estableceremos las cantidades conservadas en el caso en que la
radiacién incidente esté polarizada y calenlaremos nnméricamente las solu-
ciones de las ecuaciones de movimiento con diversas condiciones a la frontera.
Se dard énfasis a la bisqueda de condiciones que lieven a movimientos con-
finados aln en ausencia de campos magnéticos adicionales.

Cuando se anade un campo magnético uniforme, constante, se espera
la modificacién de las condiciones a la frontera para obtener trayectorias
confinadas. Ademds en este caso existen dos unidades naturales de tiempo.
Una asociada a la frecuencia del haz monocromatico incidente y la otra a la
frecuencia de ciclotrén. Estudiaremos la clase de efectos esperados en el caso
particular en que estas frecuencias coinciden.

3.2. Ecuaciones de movimiento

Podemos identificar varios sistemas de referencia para describir
a la particula, uno de ellos es el de laboratorio, otro el sistema propio de
la particula y finalmente alguno en que la luz sea descrita por campos con
una apariencia mas sencilla que en estos. Tendremos por lo tanto, un tiempo
propio (7), un tiempo del Laboratorio (¢) v un tiempo (¢') del dltimo sistema
que mencionamos y que puede ser aquel en que k, = 0.

Para derivar las ecuaciones de movimiento utilizaremos la poderosa he-
rramienta que provee el formalismo lagrangiano. Esto lo haremos primero en
términos del tiempo propio y luego haremos una reparametrizacién de las
trayectorias en términos del tiempo del laboratorio

El lagrangiano que describe la interaccion de una particula cargada con
campos EM estd dado por:

L=—-myeVz" 7, — £ a0 (3.1)
C

donde myq es la masa de la particula, ¢ la velocidad de 1a luz, e es la carga de la
~a p 1

particula, Z es la cuadrivelocidad de la particula v A" es el cuadripotencial

y para nuestro caso esas cantidades estan dadas por

51::0 — (%Oy;): 923 ‘2) JT"O — (l' */TJ\ —L;7, _2) (32
¥ — (I01 Py P, Z) A% — (‘\ E -’l/)-, 'AL/J) AZ)
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donde zg = ¢t v 7 = cj—:, Ag=dy 7" esté definido como

ca dr® (3.4)
T odr ‘
Las ecuaciones de movimiento son las de Euler-Lagrange:
d (oL aL
- ——a - T . = 0 3-
dr ([ﬁ ) oxe (3.5)

Entonces el lagrangiano para una particula cargada relativista en cam-
pos electromagnéticos externos, en coordenadas cilindricas circulares tiene la
siguiente forma

b= e o+ P

oo — pA, — p2(A, + ‘2-’315) _iA, (3.6)

Nétese que hemos incorporado la presencia de un campo magnético ex-
terno uniforme B,g en la direccién axial.

Dado que,
St Ji e B
donde 7 es el factor cinematico, obtenemos que
2 (~mockr) = - [a. ] (38)
(% (mack) = mocps™s = = [2oE, + (8 x B),| (39)
- (moco*éy) = (; [pioE, + plis x B),] (3.10)
dd—T (maci3) = {" [70E: + (G5 x B),] (3.11)

donde 1, = (4, pi?, 2).
[nmediatamente se identifica la ecuacion asociada a la evolucién de la
energia de la particula (3.8} y la fuerza de Lorentz (3.9 - 3.11).
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3.2.1. Cantidades conservadas

A continuacién identificaremos las cantidades conservadas en este ststema
(tiempo “77). Para ello, pondremos las ecuaciones en términos de los poten-
ciales de Hertz; usando las ecuaciones (2.19 - 2.20), (3.6) y (3.2), las siguientes
relaciones

(9l_lj m 8“_7

- = ———= =mll;

()Q kLC ot

on, _ _k. on,

—1 = =k, I, 12
0z ke Ot th: 1l (8.12)

v la dependencia arménica en el tiempo de los potenciales de Hertz, 8I1;/0t =
—tkielly, con j = 1,2, las ecuaciones de Euler-Lagrange se reescriben en la

siguiente forma:
d dt e
— |ye— —tk,—=I, | =
dr (’Yrd’l' ' moc? l)

_ijQ {c;i—ikzklnl +mktgl_lg + ilclp@% - k?énl} , (3.13)
L () =208+ —aPPBui-
_mjcz[c%(k‘%m - ikz?ar;l) + ppl T;—;H'z—i-
8;22 %38_?)+2(—kz%m+zktaa—r:)|, (3.14)
%[ﬁ (pQJJ—C%%) + Eé;? (—p% +z'kz%ntnl) +
+%mjc2p2825] =0, (3.15)
%{& (E—c%%) —i%— mjﬁﬂl} =0, (3.16)

Recuerde que &2 = (w/c)? — k2, w=ke.

Para obtener las ecuaciones (3.15) y (3.16) utilizamos Ltambién las ecua-
ciones (3.12) y (3.13). Estas dltimas ecuaciones (3.15 - 3.16) nos definen di-
rectamente cantidades conservadas puesto que tenemos la derivada total con
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respecto al tiempo igual a cero. Su interpretacion fisica es directa: la ecuacién
(3.15) esta relacionada con el momentum angular a lo largo del eje z v la
(3.16) can el momentum lineal a lo largo de ese mismo eje. Explicitamente
en la ecuacion (3.13) tenemos:

= el momentum angular que la luz le da a la particula,
(e/3¢") (—p(3M15)/(Dp) + k., (m/k,)IL,)
= el momentum angular efectivo de la particula,
Fmo(pte — cldt/dr)(m/k.)),
= el del caunpo magnético uniforme,
(cp®/25¢*) B.e.

Mientras que en la ecuacion (3.16) tenemos:

= el momentum lineal efectivo de la particula a lo largo de la direccién
del eje z,

mg (% - c(dt/d)(k./k))

= el momentum lineal que la luz le da a la particula,
(kS k) e/5c),.

Ahora reparametrizamos las ecuaciones al tiempo del laboratorio, para
esto se tiene que

. dt dp  di . - dtdy dt . - dtdz dt
= — — = — D= —— = — Zi= —— = 2
P d ~a’ YT ara  ar” drdi  dr
41 1
= == v = = (3]7)
= 1= 52+ ()2 + 22

donde ~ es el factor cinemdtico. Las ecuaciones de movimiento que obtencmas
s0n:

d e
Sl ik ) =
dt (7 ik. moc? l)
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¢ ) ,oof Y.
2 [Ck:ktnl + kaSFIz + 1k p 5/7_2 = /C,,')Zﬂl} , (3.18)
d (v, Yo e e [k
— | = = = .AB Sl B 4
dt <0p> (.'p\p * mO(-»ZPY moc? | k, 3} X

[c (klﬂﬂg - ikzanl-) ~ PPk + 4 ( "M, + ik, ” (3.19)
12 Op

an
dp
%[1 (Pztb—(:z) — - ( /)—— +zk )

¢ k, Mgt
L oe
277'1 Zp BzF] :0, [320)
d v /. k, k2 e
el A ez g 11,1 = 0. 21
dt L (z Ckl) zkl moc? l} 0 (3:21)

Etiquetemos a las constantes de movimiento. De las ecuaciones (3.20) y
(3.21) tenemos que integrando con respecto al tiempo y despejando mgp?e
¥y MpZ encontramos:

L, k, 1
meptp = = +m, mc + — e d—“? - irﬁ—ﬂl — —inBZg (3.22)
¥ %k, e\ 9p p ki 27
. P N
mez = — +mg— +1—-—I1; (3.23)
o /:I, ye kl

donde L, y P, son constantes (el momentum angular y lineal, respectiva-
mente) v v es el factor cinematico.

Ademis dl1, /dt = ikl + p(AT1,/Dp) + pp(im/p)[1, + 22k, 11, y susti-
tuyendo las ecuaciones (3.22 - 3.23) en (3.18 - 3.19) en términos de los po-
tenciales de Hertz resulta

. e all m
y=" QP[zk- = —k,_—ﬂ-z}+
moC dp i

e . L, me e <6ﬂ‘_, mk )
.+ - - —

moc? vmep | kip ~mioc \ Op ok
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1 e
I (-ik,@ - k]’ﬁnj +

2~vmye’ T op
e P, ko e k? y
+ o S R (KL 3.24
mOC'Z |i“‘(mo k{_ 2’)’Tnoc /CL l}( - l) ( )
“ : . oll
p=-1p+ - ! 2 [(:2 <ik2—l—/ﬁzﬂz) +
T ymec dp 14
11 L, me e oll,  mk, 1 e :
+- - — e —— | = i =22 | - = B.g| +
0 Lmop kp  ymae < dp ok, l) ‘>~,/m0cp &
e L, me e (81‘[2 mk, )
ymoc? ymgp  kyp ymec \ Op Pk
1 oe 9, 10l :
___() 'szE| - a ._ +_—2 - Tﬁ H'Z_BZE +
2 ymge apt  p Op 4
P, ok, k2 ol i}
4 —6—2 -+ LI L | —c | ik— — lczﬂﬂg (3.23)
ymge? | ymg vmgr k dp 0

Alidentificar las constantes de movimiento L, y P, ademds de identificar
variables dindmicas naturales hemos reducido el numero de ecuaciones de
movimiento a sélo dos ecuaciones diferenciales acopladas. Recordemos que al
tratarse de un problema con campos dependientes del tiempo la variable que
pudiesemos considerar analoga a la energia a través del hamiltoniano A no
es constante de movimiento.

3.3. Soluciéon numérica de las ecuaciones

3.3.1. Polarizacién TE

Haciendo uso de las ecuaciones de movimiento (3.8 - 3.11), reparametri-
zandolas en rérminos del tiempo de laboratorio, v dado que E v B para los
modos TFE, tienen la forma 12.29) v (2.30), obtenemos:

B ek k, . m ki .
p=— K— r) P Jia(kip) + pfsoJm(kLP) cos{ks z + myp
L t

e ICL N .
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@ R R
—wt) + 0B, + pot+
Ymoc
Ey ™m
1 —p|p—— Tk p) cos(k,z + mp — wt)—
h/mocgp[pkw m{kLp) cos( p — wi)

—ppJ (kyp)sen(k,z + my — wt)]‘

k
/TL/ij(kLp) cos(k,z + myp ~ wt)] +
t
E .
¢ 029'9[/) ik Ik p)cos(k,z + me — wt)—

kip
—pp S (kip)sen(k.z + myp — wi)],

eky k, .m
5= [_ p—
Ymoc ky kip

+p@Jy, (kp)sen{k,z + mp — wt)] +

€E0 r. m
Tk k, — wt)—
ymoczz[pkLpJ (k1p)cos{k,z + myp — wt)

—ppd, (kip)sen(k,z + myp — wt)].

Jmlkpp) cos(k,z + myp — wt)+

27

(3.26)

(3.27)

(3.28)

Analizaremos primeramente la situacién en que no hay campo magnético
externo, B, = 0, resaltando asi los efectos que, sobre la particula, ejerce el
campo EM de un haz Bessel con polarizacion TE. Consideremos un sistema
de referencia inercial arbitrario v realicemos un cambio a un sistema que se
mueve a lo largo de la diceccion del eje z con una velocidad v = k, /&, respec-
to al sistema original. fn el nuevo sistema inercial &k, = 0. Al principio de
este capitulo mencionamos un tiempo ¢ue llamamos ¢’ medido en esta clase
de sistemas “privilegiados”. En lo que resta (e esta seccion las ecuaciones de
movimiento estardn parametrizadas por este tiempo que denolaremos sim-
plemente por t. La eleccion del sistema inercial en que k, = 0 lleva a una
simplificacién considerable tanto de la forma que toman las ecuaciones de
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movimiento como de la expresién para las cantidades conservadas. Por ejen-
plo. para m = 0 el potencial de Hertz TE va no depende ni de o nide z y
eN counsecnencia

Elq N
A, = lTlJl(kJ'p) cos(k,ct) (3.29)
es la unica componente de A* distinta de cero.
Las ecuaciones de movimiento para ¢ y para z, en estas circunstancias,

se pueden escribir como

(p9)? = LS (1 - pj) (3.30)

s Fal U
P, = ymyz (3.31)
pP2¢? Lo 4
2 z ;2 5)2
con
L, e v, @
L= =24, Ly = ymop(pg) + —pA, (3.33)

Haciendo la sustitucién de z, p@ y v, las ecuaciones restantes sélo dependen
de p.p v t, y de algunas constantes. Explicitamente para el caso m = 0

tenemos
[ 1kJ_ Lz

——=—Jo(k os(k,et)—
@7 5 T s Jolksp) costbet)
€pn ,CJ_

———=Jolkyp)Ji(kLp) cos:’(klct)] +
k, k,

€o

1L,
(aT)?[+ E;n-Ole(kLp)sen(—klct)~

€o
k[Ct

pJ (kL p)sen(—k,ct) cos(k,,ct); -

eo 11 (sz? 12 L,
" won) T w1 (kip) cos(keet)+
(a“/)Q[eo mo/ Pkt mg 1(k1p)cos(ket)

1
+e—g—J12(kLp) cosQ(chct)], (3.34)
ki p



3.3. SOLUCION NUMERICA DE LAS ECUACIONES 29

donde ey = cEg/mgc, y
(am) = | - mac? ) P “ (335)
“ = mict+ P22\ 2 ' A

Este conjunto de ecuaciones acopladas se resuelven numéricamente uti-
lizando el programa DE desarrollado en la Universidad de Florida. El método
de integracion es de prediccidn-correccion. Los resultados evidentemente de-
penden del valor de las condiciones iniciales (CI) y las constantes fisicas.
En los ejemplos a ser reportados hemos elegido los valores: &, = 1 (lo
cual establece 1/k, como unidad de longitud), ¢ = 1 (lo cual establece a
1/(kic) como unidad de tiempo). Ohservamos que ep/cky = eEn/mok c? es
un parametro adimensional. Los laseres mds intensos obtenibles a la fecha
[2] involucran intensidades [, del orden de 10'® Watts/cm? v hasta 10%
Watts/cm?, denotaremos las primeras intensidades como 1,(;?) ~ 10'® Watts
sobre ¢mm?. Estos laseres son pulsados con una duracién de cientos de fem-
tosegundos. El parametro adimensional se escribe entonces como

€0

0 J1adi /2 (3.36)
1

para un electrén. En circunstancias limile se ha obtenido ey/w del orden de
3. En nuestros ejemplos tomaremos a ey/ck; = 0.2, lo cual en principio hace
factible la posibilidad de realizar experimentos asociados a este sistema. Cabe
destacar que probablemente tal onda EM estaria fuera del limite paraxial.

Elegimos como condiciones iniciales fijas p(0) = 0, 2(0) = 0.1, y ¢(0) =
z(0) = 0 en los resultados a ser reportados, mientras que exploraremos di- -
versas p(0), ¢(0). En general, encontramos que existen valores de CI para los
que la particula realiza un movimiento en una regién radial finita, mientras
que para otros valores la particula a partir de un cierto tiempo se aleja del
eje de simetria. Esto se ilustra en Ia [ig. 3.1.

Vemos que un ligero cambio en la condicién inicial p(0) (manteniendo
el mismo valor para las otras CI) lleva a una trayectoria cualitativamente
distinta. Asi si 0 < k;p(0) < 0.774. cwionces la trayectoria estd dentro de un
anillo y se dice que la particula se encuentra confinada v, si 0.775 < ky p(0) <
3.277, entonces la trayectoria es nna linei cuasirrecta a tiempos largos v se
dice que la particula no se encuentra conlinada o simplemente, la particula se
escapa. Recuerde que &k, = 1, entonces, para los intervalos de confinamiento y
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Figura 3.1: Proyeccion (en ¢l plano XY) de la trayectoria de la particula (polarizacion
TE) conim = 0, 9(0) =0, 2(0) = 0.1, k1 = 1, k, =0, g =02, dt = 10/(krc). Si
p(0) = 0.774, entonces la trayectoria es un anillo (particula confinada) y si p(0) = 0.773,
la trayectoria es una linea cuasirrecta a tiempos largos (particula no confinada).

no confinamiento (registrados en las Tablas) los expresamos sélo en términos
de p(0) y no con k£ p(0) (argumento de las J's).

Es importante resaltar que aunque los datos numéricos dependan del
sistema de referencia, la posibilidad de permanecer atrapada ¢ no atrapada
es independiente del sistema inercial de descripcién. Si el valor de p(0) en el
sistema en que £, = 0 se encuentra dentro del intervalo, por ejemplo (0, 0.774]
(regién central) la particula se encuentra confinada en una regién limitada
por dos circulos concéntricos, pero si p(0) se encuentra en el intervalo [8.3,
9.4149] la particula no se encuentra atrapada (se escapa), es decir, se aleja
cada vez mds del centro de simetria del haz como se observa en las graficas.

Estas regiones anulares (intervalos) de confinamiento y no confinamiento,
no varian mucho si cambiamos ligeramente el valor de ¢(0). Para ¢(0) = 0
los resultados que obtenemos los resumimos en la Tabla (3.1). Mientras que
para ¢ =0.001 en la Tabla (3.2). Comparando las Tablas (3.1 - 3.2), ve-
mos que el primer intervalo de confinamiento disminuyé ligeramente (region
central, (0, 0.767]). Adem4s, observamos que la distancia entre el inicio del
segundo intervalo de confinamiento (3.30) y el tercero (6.29) es parecida a la
distancia de separacién entre el inicio del tercero (6.29) v el cuarto (9.51). v
asi sucesivamente. Notamos que ésta separacion es scmejante a la que tienen
los ceros de la funcién de Bessel Jo(kp) (ver Tabla 3.3).

Ahora ilustremos las trayectorias asociadas a la velocidad angular (pi).
»(0) = 0.001 (Fig. 3.2) para valores cercanos a la {rontera entre la primera re-
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. Atrapada No Atrapada

| 0 <p(0)< 0774 | 0.775 < p(0) < 3.277
3278 < pw) < 4.944 | 4.946 < p(0) < 6.337
6.338 p(0) < 8297 | 83 < p(0) < 9.4149

| 9.415 p(U) < 1153211533 <p(0) < 12.50
12506 < p(0) < 14.726 | 14.727 < p(0) < 15.605
15606 < p(0) < 17.90 -

Tabla 3.1: ne =0 y ¢(0) = 0 en 1érminos de p(0). Polarizacion TE.

Atrapada J ~ No Atrapada |

0 < ,0(0) 0.767 [ 0.768  <p0) < 3.29 |
330 <p(0)< 499 | 5.0 < p(0) < 6.28 |
6.29 p(0) < 821 | 822  <p0)< 9.50 |
931 p(0) < 11.60 | 11.61 < p(0) < 12.37 |
12.38 (0) < 14611462 < p(0) < 15.78 |
1579 <p(0)< 1798 '

Tabla 3.2: m =0y ¢(0) = 0.001 en términos de p(0). Polarizacién TE.

No.de cero | Jy(z) Ji(z) _| Jo(T) J3(z)
1 2.4048 | 3.8317 | 5.1336 | 6.3802
2 5.5201 | 7.0156 | 84172 | 9.7610 |
3 86537 | 10.1735 | 11.6198 | 13.0152 |
1 11.7915 | 13.3237 | 14.7960 | 16.2235 |
3 | 14.9309 | 16.4706 | 17.9598 | 19.4094
Tabla 3.3: Ceros e las funciones de Bessel: Jg, Ji, Ja v J3.
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S35@O@SMOT >0 00 38T

Figura 3.2: Trayectoria en el plano XY (TE) con: m = 0, »(0) = 0.001, dt = 10/(kyc).
Para p(0) = 0.767 (izq.) y p(0) = 0.768 (der.).

gion (region central de confinamiento) y la segunda regién (regién de no con-
finamiento). Observamos que la region de confinamiento {la donita) estd bien
definida por dos circulos concéntricos, y si se varia un tanto el valor de p(0)
se obtiene una trayectoria no confinada, como en el caso anterior.

Para m = 0 la ecuacién (3.34) no involucra mds que a la misma p, p y
al tiempo. Un andlisis numérico de la contribucién a la fuerza radial de los
términos dependientes de la velocidad p, muestra que, para el rango de condi-
ciones explorado, esta es muy pequeiia comparada con los demds términos.
Lo cnal nos leva a buscar un pseudopotencial (dependiente del tiempo) efec-
tivo {V.5s). que nos permita visualizar de una manera mas fécil lo que ocurre
en este problema. La idea es lener una funcién cuyo gradiente con respecto
a p nos determine la fuerza en la cual la particula cargada se moverd. Basta
entonces integrar los términos independientes de la velocidad respecto a p en
la ecuacién (3.34). Este potencial dependera de los valores de las cantidades
conservadas L, v P, que a su vez quedan determinadas por p{0) y ¢(0). La
expresion de este pseudopotencial es:

v _ eoszi
P//(p) = _WJl(klp)cos(ktCt)
2 2
eokl 2 2 Lz 1
. Ji(kip)cos®(k,ct) + (337
((a,y)k[)'zp l( lp) ( ¢ ) 2((”7)7”.(])2/)2 ( )

Eu la IMig. 3.3 se ilustran las graficas de este potencial como funcién de py
su evolucidn en el tiempo, en ellas se tomé {0) = 0.

Observemos que para p(0) cercana al cero, la particnla vera barreras del
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P9 - .1

Figura 3.3: Pscudo-porencial, Vey; (evolucidn temporal). con el valor de p(0) = 0.774 y
2{0) = 13.606, dc¢ arriba a abajo. respectivaniente.
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—Atrapé_da m=2] No At,_r_af)ada
0 <p0)< 122 ] 123 <p0) < 2.89
290 < ,,( )< 3.96 | 397 < p0)<  6.01
602 <p(0)< 798| 799  <p0)<  9.21
(922 _<9>_< 11.34 ]

Tabla 3.4: m =2, en términos de p(0). Polarizacién TE.

potencial (montanas) muy altas y alineadas a lo largo del tiemipo (una especie
de carriles), y conforme la CI se aleja del centro (p(0) = 15.606), las montanas
va no estdn alineadas (no hay carriles). También, notamos que a medida que
avanza el tiempo, esas montahas varian su altura y la particula tiene la
posibilidad de sobrepasar una de esas montanas (es cuando se escapa). Asi,
hay regiones en donde la particula se encuentra en medio de dos montanas v
para un tiempo posterior (con la misma coordenada espacial), se encuentra
con una montana y dos valles a un lado de ésta, la pregunta es ;Cudl de
los dos caminos (valles) eligird la particula para continuar su trayectoria?
cLlegard un momento en que la energia efectiva de la particula sobrepase una
de esas barreras (que varian en el tiempo) y se escape? v jPara un tiempo
posterior quedard otra vez confinada? Hasta el momento no hemos podido
encontrar una forma sistemdtica de dar una respuesta a estas preguntas.

En los casos con m # 0 las ecuaciones no son tan simples como para
m = 0. Sin embargo, la solucién numérica se obtiene en forma andloga. Cabe
mencionar que los resultados para el caso con m = 1, estdn despues de los
resultados con m = 4. Algunos resultados para los casos m = 2, m = 3 y
m = 4 se reportan a continuacidn, se tomo ¢(0) = 0. Observamos en la Tabla
(3.4) que la regidn central (de confinamiento), (0, 1.22], aumentd con respecto
a la que se tiene en el caso de m = 0, (0, 0.774]. También observamos, que
a medida que nos alejamos del centro del haz, la anchura de la regién de
confinamiento aumenta, comparada con la anchura de la region central.

LLas trayectorias que toma la particula se ilustran en fa [ig. 3.4, La regién
anular en donde la particula se encuentra restringida a moverse. aumenta si
nos alejamos del centro del haz. Asi, para la primera vegion de confinamiento
fa region anular esta definida por dos circulos cuyos radios son pp = 1.2 v
p» = 1.6 aproximadamente. Y para el valor de p(0) = 7.98. los radios que
definen fa region anular son py ~ 6.5y po ~ 8.0.
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Figura 3.4: Trayectoria (XY) (TE) con: m = 2, ¢(0) = 0, p(0} = 1.22 (confinamiento),
y p(0) = 1.23 (no confinamiento). Y p(0) = 7.98.

Atrapada m =3 No Atrapada
0 <p(0) < 294 2.95 <p(0) < 4.31
432 <p(0) < 5.03 5.04 <p(0) < 7.28
729 <p(0) < 9.34 1936 <p(0) < 10.56
1057 < p(0) < 1275 !

Tabla 3.5: m = 3 en términos de p(0). Polarizacién TE.

Al aumentar el orden del haz a m = 3 las trayectorias son semejantes a las
encontradas para el caso m = 0y m = 2 (ver Tabla 3.5). En este caso, st p(0)
estd lejos del centro del haz, la regén anular de confinamiento aumenta, por
ejemplo [10.57, 12.75], pero, aln no alcanza la anchura de la regién central,
(0, 2.94].

En la Fig. 3.5 se observa que la regiéon anular de confinamiento au-
menté como se esperaba, y mientras nos alejamos del centro, las regiones
de confinamiento, también aumentan.

Algo semejante ocurre para m = 4 {Tabla 3.6 y Fig. 3.6). Parece que la
regién central, (0, 4.37], es un maximo para las regiones de confinamiento con
m = 4. Conforme aumenta el orden 1 del haz, aumenta la regién central.

Los ceros de la funcién de Bessel correspondiente para m > 0, parecen
también ser relevantes. La regién de no confinamiento se hace mas delgada,
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1 (0) = 2.94

@) w2093

Figura 3.3: Trayectoria (XY) (TE) con: m = 3, 5(0) = 0, p(0) = 2.94 (confinamiento)
y p(0) = 2.95 (no confinamiento), y p(0) = 12.75.

=4 | B No Atrapada

438  <p(0) < 8.51

Atrapada m
0 <pl0)< 437
1852 < p(0) < 10.66 |

 E—

Tabla 3.6: m = 4 en térwinos de 0. Polarizacion TE.
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(o) = 4.37 p (0) = 4.38

Figura 3.6: Trayectoria (XY) (TE) con: m = 4, 9{0) = 0, p(0) = 4.37 (confinamiento)
y p(0) = 4.38 (no confinamiento) y p(0) = 10.66.

para valores mas alejados del centro del haz, tanto para m = 3 como para
m=4.

.Qué pasa con el caso m = 17 Bien, este es un caso especial debido a que
hay un cambio cualitativo en los resultados obtenidos comparandolos con los
casos anteriores: en los casos m = 0, 2, 3 y 4 la vecindad de p(0) alrededor
de cero es una region de confinamiento y para el caso en el que m = 1 es una
regién de no confinamiento. Esto se muestra en la Tabla (3.7) (¢(0) = 0).

Las trayectorias (ver Fig. 3.7) no son cualitativamente distintas a las
obtenidas en los casos anteriores. Una vez mds, la region de confinamiento
anular es mayor cuando nos alejamos del centro del haz.

i Por qué se inicia con un intervalo de no confinamiento? ;Qué pasa para
esos valores pequerios de p? Para comprender lo que sucede en este intervalo,
lo que analizaremos serd la [orma que ticnen las funciones de Bessel en el
limite en que p <« 1. Sustituvendo &, = 0 y m = 1 en las ecuaciones de
movimiento (3.26 - 3.28) tenemos:



38 CAPITULO 3. PARTICULA CARGADA EN UN HAZ BESSEL

- - Atrapada [m = 1 [ No Atrapad—a
I ] 10 <p(0) < 139
W60 <elys 2BR] 1367 sA0 46y
470 <p(0) < 634 | 6.55 < p(0) < 7.82 |
783 <p0)< 98 (988  <p(0)<  10.91]
1092 < p(0) < 13.09 i B
Tabla 3.7: 1w = 1 en términos de p(0). Polarizacién TE.
p (0) = 1.59 D (0) = 1.60
. %17 /.82 .F57 .5
-7.5
-10
-127.5
~i5

p (0) = 10.92

Figura 3.7: Trayectoria (XY} (TEi con:m = 1,9(0) = 0, p(0) = .59 (no confinamiento)
y p(0) = 1.60 (confinamiento) v p(0 = 11192,
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ek, 1 1 ,
el N R E{kup) | coste — kuel) + '+
ymae | kpp
eky . 1 - oY eoal: L o)
’W‘/‘;TRI)YBZE =+ m002 [ L—/JJ (A 1.0) (V()S(Y - }\AL(I/—
—pp ! (kyp)sen(p — k,,cz)} (3.38)
.. el ks N
P = _;;;?E;[ ey (ko p)sen(yp — kiel) — ™ p.Jy (kip)cos(p — kict)—
. 2 .. eEa |
“PBZE] - ;P’P =+ o P{ﬂklpJ 1(k1p) coslyp = kyet)—
+ppJi(kp)sen(y — ket (3.39)
- ek o
i= i |p—Ji(kip) cos(p — kuet) — ppJi (kL p)sen(y — keet)| (3.40)
Y lcl

Nos interesa el caso en el que p € 1, y sabemos que:

1 LA 1 fzy\™ .
Jnlz) — (*) +.= (—) + ... 3.41
m() ['(m+ 1) \2 m! \2 (3.41)
de tal suerte que sdlo Jy es diferente de cero eu el origeu. Fijemos nues-
tra atencién en Jo(kyp} v Jo(kpp) ya que usando propiedades de la fun-
cién de Bessel, transformamos adecuadamente los términos (1/k) p)Jy (kip)
¥ Ji(kLp) en combinaciones lineales de Jy(k; p) v Jo(k g}

2

Jolz) —> 1 Ji(z) —= § Jo(a) —» % (3.42)

Entonces

~

eEy 1 P ki p .
= | 14 = |+ pp——| cosly — &) + p@+
’ymoc{(‘Q( 8) M’ktzrl\ o) + p

EEQ i1 ,02
GB,g + ——pi U+ = cos(; — ket)—
w,mocp’p 2E ﬂfmﬂclptp ( 3 ) cos( !
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e I—p—2 sen('o—krl)] (3.43)
—p\,oiz 3 § ct .

. efy 1 ? k, 2
P s {c (l + %) sen(yp — kyct) — **pp cos(sp — k,rt)} Vad

TMoc p ky
___@EO_lsz( (’EOQ [ ( )Cos(-"~—/.,ct)
YMoC P RAUIE
—pd ( %—) - kLrt)] (3.44)
5~ %:rii?z[p% (1 v %) cos(p — kyet) —
—pgb% (1 - %2) sen(yp — lc,ct)]. (3.43)

Observamos que ¢ es singular para p = 0, debido al téunino de 1/p.
Inicialmente j no se anula, debido al término: —[eEy/(2vmy)||cos(y — ket)],
pero ;5 es singular, esto ocasiona un cambio en ¢, © y estos ocasionardn a su
vez cambios en p, py p. Entonces podemos resumir que pequeios cambios en
@ v p producen fuertes cambios en ¢ y . Para comprender mejor el andlisis
observemos las graficas de p(t), (i), ¢(t), p(t), @(t) v p(t) (ver Fig. 3.8, en
la siguiente pagina, alli el eje horizontal es el tiempo).

La grafica de p se inicia con un valor negativo, por lo tanto la particula es
atraida hacia el centro del haz, esto aumenta la aceleracién centrifuga hasta
que la particula experimenta una fuerza radial positiva v es empujada lejos
del centro (ver p contra t). Vemos en la grafica de ¢ que esta decrece hasta
alcanzar un minimo (negativo). Esto sucede en el mismo tiempo en que p = 0.
El valor de p aumenta hasta un valor maximo, que es simultdneo a cuando
p o alcanza. Para un tiempo posterior, cuando  vuelve a ser cero, el valor
de v . alcanzan un valor minimo (ambos, negativos). Para liempos largos

vernos que la particula se aleja con aceleracién casi constante, eu la direccién
vadial v azimutal, debido a que los valores de ¢ y p oscilan alvededor del cero,
mas cerca del cero conforme avanza el tiempo. Ademis. ¢l valor de o = 0,
imiplica que el momentum angular que lleva la particula también es constante
v la velocidad radial tiende a un valor positivo.
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p_2dots (t) @ 2dots (t)
0.3 &
0.2 3
0.z =

EP
)
L,

p_dot (t) @ _dot (t)
0 08 -5 @ zn\qf’aoe 1
n.tjs f - 10 §
0.04 4 -15 l
0.0z .’( -z0
[To~an o e 1 -zs H
-40
p(t) (L)
, P —u.s\'IZ 4 & 8 10
0.8 2 4 & 8/10
O- 4.,—/ - I

Figura 3.8: Evolucién temporal de: la aceleraciin mrlml azinnital, las velocidades en
esas direcciones, y la posicién azimutal ¥ vadial. (). 2(e), p{i1. (), w(t) v p(L], respec-
tivamente, para m = 1, cou CI tales gque se ticie no eonfinainicnta (TE). El eje horizontal
cs el tiernpo,
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Entonces, pequeiios cambios en ¢ y j (la aceleracion de la particula)
ocasiona cambios en v p v consecuentemente en p v 2, qUe a su ver in-
ducen nuevamente cambios ¢n @ y j, provocando un cambio drdstico en el
movintento de la particula, esto es, que hasta un cierto tiempo la particula
da vueltas alrededor del centro del haz, pero en algin instante tiene la
energia sufictente para alejarse del centro y finalmente la particula sc escapa.

. Como se ve la aceleracion angular y radial asi como la velocidad angular
v radial como funcién del tiempo para CI tales que se tiene confinamiento?
Pues veamos la Fig. 3.9. El confinamiento radial implica que p(t) alcanza
un valor maxiino y después regresa a un valor minimo v asi a lo largo del
tiempo, es decir, la particula es empujada un poco mas lejos del centro del
haz (no lo suficiente para que se escape), después es atraida hasta cierto
punto, definiendo una regién anular en donde la particula queda confinada.
Y los valores de g, ¢, p v © también oscilan entre ciertos valores, algo que
no sucede en la regién de no confinamiento.

Hay travectorias un tanto “exdticas” en las que la particula queda con-
finada hasta cierto tiempo vy después escapa. En la Fig. 3.10 se ilustra un
ejemplo. No se han podido caracterizar las CI que las generan. En este ejem-
plo las Cl son: p =0.001, ey = 0.2, m = 0 y sin campo magnético externo, y
ki ~ (1/100)k,, es la trayectoria vista a diferentes tiempos; a Liempos cortos
la particula estd confinada y a tiempos mas largos la particula se escapa.

3.3.2. Polarizacién TM

Haciendo uso de las ecuaciones de movimieato (3.8 - 3.11). Reparametri-
zandolas para el tiempo del laboratorio, y dado que E v B para los modos
TM, tienen la forma (2.31) y (2.32) obtenemos:

. eky |, k.|,
= {z - c—] Jo(kip)sen(k,z + mp — wit)+
Ymgc ky
s . . CEO X _k.
— By + p’ 4 —plp—J. (kyp)sen(k,z + mys — of)—
‘.-morpy FTAET ‘,'moczp[pkl m(Eap)sen( v '

k
+po— _Tp.]m[A;Lp) cos(k,z + mp — wt)—
1
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P (0) = 2.66

P _2dots(t). p_2dots (t).
893 0.02
0.01 0.01
-0.0} 0 -0.01 0
8:83 -0.02
p _dot (t) ¢ _dot (t)
. ‘ 0.04
- 0.03
’ 0.02
453 Lo
-0 5 00
po(e) @ (t)

el -

2. 3
2.8 2
2.7 1
2.6

50 100150200

Figura 3.9: Evolucion ~cuporal de: la aceleracién radial y azimutal, las velocidades en
esas dirccciones, v la posicidn azimutal y radial g, g(t), p(t), @(t), ©(£) y p(t), respecti-
vamente, para m = L con Cl tales que se tiene una regién de confinamiento. Observemos
que el valor de p(U} = 2.60. cs el limite supertor del intervalo correspondiente a esa region
de confinamiento i TE. Tl eje horizontal es el tiempo.
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Figura 3.10: Trayccroria (XY) (TE) con: m = 0, 4(0) = 0.001, g = 0.2, k;, = 0.01,
k. = 1y B.g = 0. A la izquicrda con un tiempo dt = 30/cky y a la derecha con
dt = 1010/ ck .

—z';_:i-./m(kLp) cos(k,z +m;9—wt)], (3.46)

¢ /} 2 . CE() 1. kz
: : W + - [z - c—] X
T p p Ymoc p k,

m eEy . k.,
X oslk. 2 + _ ER0 rate g
klme(kJ'p) cos(k,z 4+ mp — wt) + p 067('0[/)/5[ J(kip)x

m

sen(k,z + myp — wt) + pzpk ’
1

Jm(kyp)cos(k,z +mep — wt)—

b
= Ik p) cos(k,z + myp — wi)], (347
Ey 1k,
;= £ {(: k‘Jm(kJ_p) cos(k,z + mp — wt)—
¢

Ymal

T . m
—pJ o (kip)sen(k,z + myp — wt) — PO me(kJ_p)x
L

Jr(kip)sen(k,z + mp — wi)+

cos(k,z +my — ot — cEy [&

~ moC?_Z pch
ST
+r1y A-- . Iﬂ‘/,,,,(lc_Lp) cos(k,z +myp — wt)—

po

A.
L alkup) coslk,z +mip — wt)]. (3.48)

it
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Consideremos, una vez mas, el caso en que el campo magnético 3, es
cero v ¢l sistema de referencia inercial en que &, = 0. La eleccidu de este sis-
Lema inercial Heva a una simplificacién considerable en la forma que tomaun
los campos ¥ las ecuaciones de movimiento, Por ejemplo, para m = 0, ex-
plicitamente tenemos que:

. k .

E = Eof.fo(pm cos(wt)z (3.49)
L

B= —EoJi(pk ) )sen{wt)p (3.50)

y las ecuaciones de movimiento estan dadas de la siguiente manera:

22 S y
pe= S0 s (kup)sen{wt) + —— ppBeg + pit—
Ympt Ymac
EEO N ’k:J_ ’ R
g~ ﬁ~EJo(k.m} cos{wt), (3.51)
. [ ﬂ 2 L. BEO . _16_;_ , N
¥ = ~B.g— —pp — — Jo{ky p) cos(wt}, (3.52)
i YMot p £ pp('a Y1y c? vz ki o(kup) cos(wt) ¢
efF & )
= [c—iJg(kJ_p) cos{wt) + ‘éJl(klp)sen(wt)]f
el ke
eEy Lk ) .
_ A/{mﬂc? EJD(/C_LQ) Cob(wt). ‘\J x)-}}

Noétese que en este ¢aso la dnica componente del campo eléctrico esta en
la direccidn z y sélo hay compaonente en  del campo magnético. Ademads en
la vecindad del cero J, ~ 0. Esto, es esencial para comprender los resultados
encontrados.

Flegimos como condiciones iniciales fijas p(0) = 0, 2(0) = 0.1, >(0) = ¢ v
210) = 2{0) = 0 en los resultados a ser teportadoes, mientras que explorarinos
diversas p((}). bin general, encontramos que existen valores de CI para los yuce
{a particala realiza un movimiento en una regién rvadial finita, mientras gue
para olros valoves la particula a partir de un cierto tiempo se aleja det aje de
sunetria.
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Figura 3.11: Proyeccién (XY) dc la Lrayectoria de la pacticula (polarizacién TM) con:
mo=0,20) =01, k, =1, k =0 ¢ =02 p(0) = 0.1. Si p(0) = 0 (izquierda) la
trayectoria estd solo eu ol eje X. 5 p(0) = 1 (derecha) la trayectoria es esa linea cecta,
entonces hablamos de una region de no confinamiento. dt = 100/ck .

El primer resultado que encontramos para m = 0 es que: para todo valor
inicial de p, p(0), v = 0 es solucidn del problema para las CI arriba men-
cionadas. Esta propiedad no se altera al pasar a un sistema en que k, es
diferente de de cero. Asimiismo si eligiésemos las condiciones iniciales @ # 0
manteniendo = 0 el movimiento rectilineo es solucion exacta a la ecuacion
de movimiento.

Para valores de m # 0, el campo eléctrico del haz se mantiene en la
direccién z y el campo magnético tiene componentes radiales y azimutales.
En estos casos, ¢ constante no es solucién exacta al problema. Nuevamente,
dependiendo de las CI es posible obtener atrapamiento transversal. Contrario
a lo que ocurre con los modos TE con m = 1 que tnician con una regién de
no confinamiento, para TM cuando m = 1 la regién central de CI es de
confinamiento. Esta propiedad se mantiene para m = 2,3 no asi para m > 4.
La razon de ello es que el tercer término de la ecuacion (3.47) para p ~ 0
es dominante para m < 4 y uwy pequefio para m > 1. Las ecuaciones
de movimiento para el caso m = 4 asi como algunas de las trayectorias
admisibles se encuentran en el Apéndice A.2.

En la Fig. 3.12 ilustramos el caso con m = 1 y m = 2. Nétese que las
trayectorias son cualitativamente distintas a las encontracdas para los modos
TE correspondientes. Notése la escala de movimiento en las direcciones x y
y.

En la Fig. 3.13 se cjemiplifican los casos m = 3y m = 4. En el caso m = 4,
se pone »(0) = 1.0 (abajo derecha), haciendo énfasis en que: si p(0) = 0,
entonces ¢ = () es solucidn aproximada de nuestro problemna con las mismas
CL Es relevante destacar que para el caso m = 0y m = 4 con p(0) = 0
se tiene region central de uo confinamiento, y para el caso en que p(0) =1,
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B (0) =0.1; r dot=0.1; Xz =0, bzr=0: (TH}
™=l 2

Trayectoriaen XY

R
qh ' ’."l.. u‘ t‘l“
S

.’.

I"

05 0.1

Figura 3.12: Trayectoria (XY) (TM) con: £(0) = 0.1, k; = 1, &k, =0, ¢p = 0.2, p(0) =
0.1y ¢(0) =0. A la izquierda m = 1 y a la derecha m = 2. Los tiempos de graficacion (de
arriba a abajo), dt = 250/ck, , dt = 2500/ck, y dt = 10000/ck .

para m = ( esa regién inicial sigue siendo de no confinamiento y para m = 4,
la regién ya es de confinamiento.

El papel de los ceros de las funciones de Bessel para los modos TE v
TM también resultan diferentes. En los ejemplos anlizados se encontré que
para m > 0 los ceros de la funcién J,, se encuentran en las regiones de
confinamiento. En la Fig. 3.14 mostramos la proyeccién de la trayectoria de
la particula en XY, para el caso m = 1 (izquierda) y m = 2 (derecha). En
ésta figura k; p(0) es el valor de los primeros cinco ceros de las funciones J;
(param = 1)y Jo (param = 2). En el Apéndice A.2 mostramos el caso para
algunos ceros de la funcién J3 y el orden del haz m = 3.

3.3.3. Polarizacién circular (L) y (R)

Los haces Bessel circularmente polarizados tienen asociados campos
eléctricos que se obtienen mediante la superposicion adecuada de los modos
TE y TM. De acuerdo a la literatura usual, si escogemos [1,(m, k1, &.) = —i,’fﬁ
(y(m, k1, k,) se obtiene polarizacién circular derecha (R) v con la elec-
cion de My(m, k., k) = if—fﬂg(m,kl,k,) se obtiene polarizacién circular
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N0y 0.1, zdot = 0,1 Xz =Q: bz 0 (TH)

Yioew =0 m=4; =

m

0. TOFE WY VI AT REI T 1

Ly

SIS T E VU SR

@) =0 @y =

Figura 3.13: Trayectoria (XY) (TM) con: (0} = 0.1, k. = 1, k, = 0,¢5 = 0.2, p(0)) = 0.1
y ©(0) = 0 (arviba). A la izquicrda i = 3 v a la derecha rn = 4. Abajo, e =3y p(0) =0
(izquierda), m = 4 v ©(0) = [ (derccha). Los tiempos de graficacién: dt = 100/ck, y
dt = 100000/ ck ;.

izquierda(L). Entonces los campos eléctricos, Efﬂl = Egﬂl(ﬁt:lcbkz) y
E(,,Ifll = Es,lfll(F,L;/cl,kl) tienen la forma
Es_’ﬁ)_l — E(()It’.)e;(k:z—lc,cl)l _ Jm+l(kLp)ei(m+l)p(§( _ 15’)
k .
— i Tk Lp)e ™) (3:54)
z
Esrl:ll _ EéL)ei(lc,z—ichcl)[ _ ']m_l(kj_p)ei(m—l)w(f( +1y)
k on -
+ zk—lJm(klp)e’"‘“z] (3.53)
z

Noétese que los cainpos Ry L no forman un conjunto ortogonal. Ademads, en
la aproximacion paraxial, el campo eléctrico es practicamente perpendicular
al eje z v gira en el plano XY tal y como lo hacen las ondas planas ciccu-
larmente polarizadas. Los haces Bessel circularmente polarizados son los que
se generan ds [acilmente en laboratorio lo que incrementa su relevancia.
Notamos ademds que, por coustruccion no es posible elegir un sistema en
que clitninemos A, tal v como lo habiamos hiecho con los modos TE v T\
Las relaciones

S(z) = %(Jm—l(l-)_'-/m+1(l)) (3.56)
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bz =0

5 xdots0.1; kz=0; (TH)
@ =1 m s 2
¢ (0} =13.83 P (0) = 5.136

3.85875 3.92535 7% 57B51755.2B535275

p (0) = 7.016 P (0) = 8.42

6.86.6.% T4 %63~

P (0) = 10.17

p (0) = 16.47 p (0) = 17.96

N.2002

TEISEA 15 -

Figura 3.14: Trayectoria (XY) (TM) con: 20} = 0.0 k. =1, k, =0, ¢ = 0.2, p(0) =
0.1y b, = 0. A la izquierda m = 1 y a la derectin 7 = 2. Primero se muestra el valor
de p(0) = 3.83 (izquierda) y p(0) = 35.136 (dereena.. estos valores son el primer cero de
Jy y Ja, respectivamente. Abajo, se muestran ios ~izuivntes cuatro ceros de J; (izquierda)

y Jo (derecha). El tiempo de cada grafica es dt /ck,, y hasta abajo a la derecha
dt = 100/ck, .
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mJm(x) I .
R = ;(»/m-)(ff)+»]m+l(1)) (3.57)
permiten concluir que la contribucion del campo EM a la constante de
movimieuto L, de un haz circularmente polarizado es

& anv(zm) )kzm (rn) @Eof) .
R(S(-p 5=+l )) = +( e ) s (k1p) cos(mp + K.z — wit),
(3.58)
mientras que para P, es
Fo K
P, = 4:0—-0 —— (k) p) cos(mp + k,z — wt). (3.59)
e kk,

el signo de arriba corresponde a (R) v el de abajo a (L).
En la siguiente seccion escribimos las ecuaciones de movimiento, mante-
niendo esa convencion de signos para (&) v (L).

Ecuaciones de movimiento (L) y (1) y su solucién numérica

Para obtener las ecuaciones con polarizacion circular derecha e izquierda
ponemos [1,{m.k , k,) = q:i:—‘fl'l-z(nLkL,kz) en las ecuaciones (3.22 - 3.23).
Recordando que [, = CJ,,(kyp)expli(k,z + me — k,ct)], obteniendo la parte
real de las ecuaciones, v ademas simplificando la ecuacion de § haciendo uso
de la ecuacién de onda (2.27), obtenemos las ecuaciones

. L. mgme  cE
Mopy = 5t = TN (k) cos(mep + kuz — wt)—
v kip “tchy

~ % pB.e (3.60)
25¢

P, k.. eEq k,
Moz = —° ~ .’l“;\_ LA i’EOA A Julkyp) cos(my + k,z — wt). (3.61)
o B e hhy

En este caso el lactor cinemdtico evoluciona de acuerdo a la igualdad

) cky
T EE= Oép-/:,LtI (ki p)eos(mp +k,z — wt)F
e
2
T ’_ n."lm:_l(l‘:l./))SP"(Tn:wg+klz _wt)x

ll)_o('z
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L, me eFy
— + — F - a1 (k1 p) cos(me + k,z — wt)—
Mo | kup + Bo— mz1(k1p) cos(me + k. )

_27;7.0(_‘/)8”{] * ;OE:Q [,.,[;Z’ + A_;:( = jTE:C li;” Ju(kLp)x
cos(myp + k,z — wt)] (%J,,l(klp)sen(mga +k,z — wt)) (3.62)
y la ecuacion radial es
h= —3/7 - ji(; Jotr (kLp) cos(myp + k,z — wil)+
2
+% mii,p + km,; ‘ %Jmtl(klp) cos(myp + ko2 = wt) = 7= w— /)le»,'] .

e L, mc ek
[ +— F

————Jma (K Ykz - wt)—
ngrp  kyp o ymeck, +1(kLp) cos(mep wt)

yrgc?

k
_szp,] {chk—LJm(kLp) cos{myp + k,z — wt) + cB.g| +
¢

- 2vmye

k, P, k.c eby k.

— + k - t — =+ _Jm k
2ymge ky, - cos(mep row )[mm * ki ymgc k. ki (kip)x

kz k2
cos(mep + k,z — wt)] [.Jm_l (1 F lcl?) + Jms1(kLp) (l + A_lz) (3.63)

z

Recuerde que P, y L, son constantes. Cabe senalar que en ausencia del
campo Optico la ecuacién (3.62) estaria relacionada con la evolucién de la
energia de la particula. '

Ahora como se hizo en TE, el caso con m = 1 se localiza después de los
resultados con m =0, 2, 3y 4.

El primer caso analizado es m = 0. usando el hecho de que J_,(x) =
—Ji(x), las ecuaciones para el estado con polarizacion circular izquierda (L)
explicitamente estdn dadas por:

. E
mopy = — =0 (k1p)cos(k,z — wl) — - —pB r (3.64)
~p ek, 27
P, ke ey ky e
me: = — + MokeC €% -Jo(kLp)cos(k,z — wt) [3.65)
Y ke ve kok,
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En este caso el factor cinematico evoluciona de acuerdo a la igualdad

. (/l‘o .
Y= ,z-p./| (kyp)cos(k,z —wl)—
moc
E
o 0.2-.11 (A p)sen(k,z — wt)x
moc
L, E
[— — 52 Ji(kyp) cos(k,z —wt) — pB.g| -
ymop  ymock, 2ymygc
eFyr P, ck, eby ki
- C e — Jo(k
mOC?['YmO " ky ymoc k. ky 0( LR
k)
cos(k,z — wt)] L Jolkop)sen(k,z — wt) (3.66)
y la ecuacién radial es
j - £
p=—Lo+ TN (ki) cos(h,z — wi)t
v o
1] L eF ?
+- | —= - & Ji(k 1 p)cos(k,z — wt) — pB.g| +
p Lymep  ymock, 2ymge
€ Lz (‘?E()
- —~— N (k k,z —wt)—
7moc[7moﬂ mock, tk.p)cos(bex ~t)
e ki
- pB,E] Eo—Jolkyp)cos(my + k,z — wt) + B.g| —
2’)1777,00 kl
eEO kt Pz Ckz
— - Q 7 - t —_
7mockz,ll(/up) cos(k,z —w )[Wn0 o
CEO k
- BLEAY kyz — wt 367
s Tk k) cos(kz = i) (3.67)

aqui notamos la importancia que tienen los ceros de las funciones (de Bessel)
JolkLp) y Ji(kLp), siendo relevante Jilk _p). va que, cuando (ki p) =~ 0 en-
touces Ja(kip) = 0si m > 1 v Jyth.p) = 1. Por ende la facilidad que
tenemos en determinar intervalos hien definidos con respecto al argumen-
to de las J's, (kLp), en donde la particula estd o no confinada. Traducir la
informacién a una variable dinawmica nou ¢s trivial.
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Atrapada ' No Atrapada
(001 <p(0) < 163 1.64 < p(0) < 3.00
533 > p(U) > 301 | 5.34 <p0) £ 6.16
6.17 < p(0) < 847 9.14 >p(0)> 848
1171 > p(0) > 9.15 11.72 < p(0) < 12.33
1234 < p(0) < 1482 [ 1534 > p(0) > 14.83
18.02 > p(0) > 15.35 -

Tabla 3.8: m = 0 v P. = -0.56568896046 en 1érminos de p(0). Polarizacién circular
tzquierdla.

Atrapada No Atrapada I
T7.071 x100® < Lz < 0.132014 | | 0.133021 <ILz< 0.143850 |
" -0.260901 <Lz< 0.142738 | | -0.261382 <Lz< 0211112 |
-0.209426 < Lz< 0.326658 | | 0.292991 <Lz< 0.327242 |
-0.386339 <Lz<  0.291381 | | -0.386655 <lzg -0.331970 ]
-0.329920 < Lz< 0433460 | | 0.399821 <Lz< 0.433919 |
~0.479141 <Lz<  0.398042 - ]
Tabla 3.9: m = 0y P. = -0.56568896046 en términos de L,. Polarizacién circular

izquierda.

Para las Cl elegimos p(0) = ¢(0) = 0,y ¢{0} = z(0) = 0 y variaremos p(0)
y z(0). Cabe senalar que los valores de las condiciones iniciales determinan los
valores de las cantidades conservadas P, y L,. Esta relacién no es biyectiva
puesto que diferentes valores de, por ejemplo p(0) manteniendo todo lo demas
fijo pueden conducir a un misino valor de, por ejemplo L,.

Los resultados que obtenemos son (como esperabamos): regiones de con-
finamiento ¥ no confiuamiento. En la Tabla (3.8) mostramos el caso P, =
-0.56568896046.

Notese que al asignar un valor a P, y variar p(0) manteniendo iguales las
CI weuncionadas anterinrruente, serd necesario variar z(0). Cabe sefialar que
este intercalamiento 1le regiones de Cl que conducen a atrapamiento v no
atrapamiento se verificaron hasta valores de p(0) ~ 100.

Al traducir los valores de las CI a la constante de movimiento L, en este
ejemplo particular, resulta que (ver la Tabla 3.9): por ejemplo en el segun-
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do renglén de la tabla en términos de L., la correspondencia de L,{p(0)) es
tal que £,(3.01) = 0.142738 v L. (5.33) = -0.2600013, L,(5.34) = -0.2613818 y
L.(6.16) =-0.211122, entonces L,(9.14) = 0.2929914, L,(14.82) = 043345983,
v asi registramos los resultados obtenidos.

Notamos que un valor dado de L, v de P, no es suficiente para determinar
si la particula se vera confinada o no. Hay traslape de valores de L, que
pertenecen a regiones de confinamiento y no confinamiento.

Sin embargo, podemos identificar que los ceros de la funcién Jy (2.40, 5.52,
8.65, 11.79, 14.93,...), se encuentran en las regiones de no confinamiento y
cerca de las fronteras entre la region de confinamiento y no confinamiento;
v para ese valor es donde L, alcanza un maximo o un minimo, segin el
signo de L,. Y los ceros de J; (3.83, 7.02, 10.17, 13.32, 16.47,...), estdn en
la regién de confinamiento. Ejemplificando lo anterior, veamos la Fig. 3.15
que muestra la variaciéon de L, con respecto a p, para P, = -0.28284448023
v 7, = 0. Obsérvese que, las regiones de no confinamiento se localizan cerca
de los valles y de las crestas {ceros de Jp), por lo tanto, para un valor dado
de L,, tendremnos una region de confinamiento o no confinamiento, segin el
valor de k) p(0), k; = 1.

Los resultados obtenidos para otros valores de P, los encontramos en el
Apéndice B.1. Lo relevante de este andlisis lo resumimos en las siguientes
lineas.

La primera regién de valores de p(0) (que lamamos region central) en que
se obtiene confinamiento, aumenta conforme F, es menos negativo. Parece
existir un valor de 7, que no hemos podido caracterizar plenamente, tal que
se maximiza dicha region. Esta observacion se basa en que cuando aumenta-
mos P, a valores positivos, ésta region va no aumenta, como se muestra en
las tablas correspondientes (Apéndice B.1).

Otro resultado importaute es que la region de valores de p(0) que conduce
a no confinamniento es mnas delgada conforme nos alejamos del centro del haz.

Enla Fig. 3.16 ilustramos una de las posibles trayectorias que se obtienen
para una region de confinamieuto v no confinamiento. Aqui la regién anular
definida por dos circulos concéutricos (donita) es mayor comparado con el
caso de polarizacion {T1).
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Lz vs O
Pz = -0.28284448023 Pz = 0.0
0.75
0 e 0.4
0.25 0.2 A |
) T 0 5/ 10 [15) 20
0,25 SRV v
-0.75 -0.4

Figura 3.15: Evolucién de L. alo largo de p con polarizacién circular izquierda, (L), para
m = 0, P, = -0.28284448023 (izquierda) y P, = 0 (derecha). Observamos que las regiones
de no confinamiento se encuentran cerca de los valles y de las crestas. El eje horizontal es
p.

0 (0) = 1.72; tz = 0.140801 P (0) = 1.73; Lz = 0.141737

Figura 3.16: Tuyeetoria (NY) (L) con: P, = -0.28284448023 v m = 0, p(0) = 1.72
(confinainiento) v p(tY = 1.73 (no confinamiento).
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S— T

“Atrapada ; " No Atrapada |
001 <p0)< 108 | 1.09  <p(0)< 35 |
5101 >p(0)> 316 | 5.12 < p(0) < 6.12
6.13 <p0)< 846 | 929 > p(0) > 8.AT
1160 >p(0)> 930  |11.61 <p0)< 1229
1230 < p(0) < 14.83 | | 15.84 > p(0) > 14.84 |

Tabla 3.10: m = 2 y P, = -0.56568896046 en términos de p(0). Polarizacién circular

izquicrda,

Un resultado relevante que encontramos es que: si £, < 0.52 la region
central (p(0) € (0, 0.09)} es de confinamiento, y si P, > 0.53 entonces la
region central {p(0) € (0, 2.92)) es de no confinamiento. Ejemnplos graficos de
estos resultados se ilustran en el Apéndice B.1.

En la Pig. 3.17 damos un par de ejmplos con P, = 0.56568896046 (la re-
gion central es de no confinamiento). Si p(0) < 2.92 no se tiene confinamiento
v si 2.93 < p(0) < 5.84 se tiene confinamiento.

Para los casos de orden m = 2, 3, 4,... los resultados encontrados son
analogos (cualitativamnete) a los que tenemos en el caso m = 0. Una vez
mas. el caso m = 1 se localiza después de estos resultados.

Por ejeplo, sim = 2y P, = -0.56568896046. Aqui la region central
{(p(0) € (0 1.08]) es de confinamiento y es menor que en el caso m = 0
(para °, = -0.56568896046, nico valor analizado e m = 2}. Los valores de
los mter\alos estdn en la Tabla (3.10). Y los correspondientes para L, los
tenewos en la Tabla (3.11).

Otra vez, los ceros de las funciones Jy, J; son importautes (parece que son
los que nos ayudardn a sistematizar los resultados), los de Jy se encuentran
en las regiones de no confinamiento, los de J, estdn en las de regiones de
confinamiento. En este caso los ceros de J; estdn en las regiones de confi-
vamicnio. Finalmente, los ceros de Jy (5.13, 8.41,11.62 v 14.8) definen las
lronteras de confinamiento y no confinamiento alejadas de la regidn central.
Esos hechos estdn relacionados con que los I-ésimos ceros de las funciones de
Bessel de orden n, j., se entrelazan (ver Tabla 3.3)

jn,l < jn+l,1 < ].n,2 < jn+1.2 < ].n.f! <o (368)
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p (0) = 2.92; Lz = 0.152094 p (0) =2.93; Lz=0.151128

125!

p (0) = 5.84; Lz = -0.251896 p (0) = 5.85; Lz = -0.251023

220

Figura 3.17: Trayectoria (XY) (L) con: P, = 0.56568896046 y m = 0, pn(

0)
(arriba izq.) v p(0) = 2.93 (arriba der.). Abajo, p(0) = 5.84 (izquierda) y p(0)
(derecha).

I~

2.9
5.8

3
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—

| Atrapada } | B No Atrapada
-LA968T3 < Lx< 1429885 | | -1.343470 <L:z< -1.497926
L wmu < Lz< -1183431 | | -1.222347 L: € -1.184535 |
: < Lz<  -1.224008 | | -1.756069 '_< Lz < -1.689701 |
<Lz< -L049132 [ [-1.095077 < Lz<  -1.048496
-L863567 < L:< 1007050 | | 1863916  <L:<  -1.707922]

Tabla 3.11: m =2y P, = -0.56568896046 en términos de L,. Polarizacién circular
izquicrda.

p (0) = 11.60 p (0) = 11.61

20253035404550

Figura 3.18: Trayectoria (XY) (L) con: m = 2, P, = -0.56568896046 v p(0) = 11.60
(confinamiento) y p(0) = 11.61 (no confinamiento).

Algunos ejemplos graficos para esta situacién los encontramos en la Fig
3.18 y en la Fig. 3.19.

También, para el caso m = 2 encontramos que: si P, < 0.31 la region
con p(0) € (0, 0.97) es de confinamiento y si £, > 0.32 la regién con p(0) €
(0, 3.38) es de no confinamiento. Esta region de no confinamiento, es wayor
yue la del vaso andlogo con m = 0 ((0, 2.92)). En la Fig. 3.20 sc ilustra un
eietuplo para el caso m =3 v P, = -0.56368896046.

. Qué pasa para el caso m = 17 Bien, la respuesta va no vy Lan sorpresiva,
debido al andlisis encontrado en el caso de los modos Tl. Asi pues, las
ecuaciones explicitamente para m = 1 son:
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-0.28284448023 y m = 2, p(0) = 8.417.

Figura 3.19: Trayectoria (XY) (L) con: P,

3 v p(0) = 0.1.

56568896046,

= -0.

z

0: Trayectoria (XY) (L) con: P

2

igura 3
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) L. mye Fy ' co .
mapp = =2 4 S0 Nk p) cos(p + koz = wt) = S —pBas (3.69)
P kip ~ck, ~C

P.[ m0(7k¢ (‘Eﬂ k
+ —_—

mgz = 7 — Ny (kip)cos(w + k,z — wt) (3.70)

k, Ve kyk,

En este caso el factor cinematico evoluciona de acuerdo a la igualdad
. rky
Y= — o plo(kyp)cos(e + k,z — wi)+
o2

£
= (-l,z-.ln(A:Lﬂ)sen(ga + k,z — wi)x
moc

[Lz ¢ ek
Ymop  kwp  ymocky

Jo(kLp)cos(p + k,z — wt)

e ek 1 P, ck, eEy k;
- Bz — = — —Jy [k,
27m0cp E] mgc? ['ymo ke  ymock,k, (ko)
k
cos(p + k,z ~ wt)] (k- Ji(k p)sen(p + k.2 — wt)) (3.71)

la ecuacion (3.71), en ausencia del cainpo EM dado por el haz, estaria aso-
ciada con la energia de la particula.

Y la ecuacién radial es

¥ eky

p=——p— —Jolkrp)cos(p + k,z — wt)+
v My
1| L c eE :
+- ‘ — + 0 Jolkp)cos(p + k.2 —wt) — pB.g| +
plymop  kip  ymock, 2y1mgc

L, g E,
¢ [ - ) £=d Jolk p)cos(p + k,z — wt)—

Ymge %np kip ) -“_/777_()(,'}{;
—»—6——sz5 Fy . Tk oplcos(p + k,z —wt) + B.g| +
2ymgce . k,
cEy k k\°
S : e
+—— = [ Solk 1+ | — +
2vmac k,( (k1) (k)
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[ Atrapada | No Atrapada |
|1 1.73 > p(0) > 0.01 |
L7d  <p(0) <  3.65 | | 4.56 > p(0) > 3.66
L 703 >p(0) > 457 7.04 <pl0)< 773
774 < p(0) < 10.08 | | 10.69 > p(0) > 10.09
1334 > p(0)> 1070 | 11335  <p(0)<  13.89
1390 <p(0) < 1640 | ]

Tabla 3.12: m = 1 v P. = -0.28284448023 en términos de p(0). Polarizacion circular

izquicrda.

k, 2 P, ck,
I (k N ) . e
+Jo(k L p) [1 (kz) ] )cos(<,o+ k,z “}t)[ﬁ/mo + k
eky k.
- K,z - wt 3.72
p—— kzktJl(kLp) cos(p + kyz —w )] ( )

Otra vez, ndtese la importancia que tienen los ceros de las funciones
JolkLp) y Ji(kLp). El comportamiento para m = 1 es andlogo para el caso
TE, iniciando con una regién de no confinamiento. Los resultados param = 1
v P, =-0.28284448023 se encuentran en la Tabla (3.12). Observamos que los
ceros de Jy (2.40, 5.52, 8.65, 11.79, 14.93,...}, se encuentran eu la region de
coufinamiento, y los ceros pares (el segundo, cuarto,...) de .J; (7.02, 13.32,...)
estdn en las regiones de confinamiento cerca de las fronteras y (el primero,
tercero,...) los impares (3.83, 10.17, 16.47,...) estan en las regiones de no
confinamiento también cerca de las fronteras.

La Tabla (3.13) tiene los valores para la variable dindmica L,.

La regién de confinamiento crece conforme p(0) estd maés lejos del centro
del haz, tanto para kp, como para L,, y la de no confinamiento se adelgaza
con respecto a k p, mientras que con respecto a L, no decrece de manera
mondtona. Sin embargo, la anchura de los intervalos es de aproximadamente
0.03 v 0.06, ésta diferencia se intercala en las regiones de no confinamiento.

Cuando disminuye el valor de P,, es decir, se hace mids negativo, la region
ceutral (no confinamiento) aumenta (p(0) € (0, 1.82]), v los resuliados se
sistewatizan también con los ceros de Jy, como lo esperabamos. esto es, que
los ceros de .J\ se encuentran en las regiones de no confinamiento, destacando
que su localizacidn es cerca de las fronteras.
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Atrapada [T “No Atrapada H
) o T 0833370  <Lz<  -0.795268
0852661 < Lz< 0584849 | | 0614279 < Lz<  -0.584183
|-L092407 < Lz< 0615637 | | -1.092407 _ < Lz<  -1.032520
1010636 < Lz < -0.438220 | | -0473452 < Lz < -0.437722

1200844 < Lz <

0475126 | | -1.205919 <Lz <

-1.149578

[-1L147455 <Lz < 0338733 | |

Tabla 3.13: = 1 y P, = -0.28284448023 cn términos de L,. Polarizacién circular
izquicrda.

En este caso, también existe ese valor de P, (adn no caracterizado) para
el cual se mdximiza la primera region de confinamiento, p(0) € (1.74, 3.65).
También encoutramos que para valores de P, > 0 la regién de no confi-
namiento (p(0) € (0, 1.12]) aumenté con respecto a &, .

Los resultados de estas afirmaciones estan ilustrados en el Apéndice B.2.

En la Fig. 3.21 y en la Fig. 3.22 se tiene a la particula confinada en
una region anular (determinada por dos circulos concéntricos). Las trayecto-
rias tomadas por la particula en estos ejemplos hacen atractivas a las grafi-
cas. Estas trayectorias son uu tauto siinpaticas, debido a que no se habia
obtenido algo semejante. Sin embargo, claramente se distingue la regién anu-
lar (“donita”) en donde la particula se encuentra confinada.

En la Fig. 3.23 mostramos otras grificas que complementan la informa-
cion fisica, por ejemplo, j vs p, nos da informacion de la variacién de la fuerza
radial (F, = mgp ); con ¢ vs p, obteneinos informacién del momentum angu-
lar, L, = mop?; la velocidad en direccién radial (p) y azimutal con py. Asi,
podemos obtener una idea del por qué la particula se queda o no confinada.

Cowo en el caso en que tenemos una region de confinamiento, la [, es
repulsiva v atractiva (osctlando entre dos valores), la velocidad radial tam-
bién oscila entre valores positivos v uegativos. manteniendo a la particula
en una region anular. Y cuando tenemos uua regién de no confinamiento F,
es atractiva v cambia a repulsiva (oscilando entre valores positivos y nega-
tivos), cuyo valor tiende a cero para tiempos largos, y la velocidad radial en
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p (0) = 0.01; Lz = -0.795268

50 -40 -30 -20 -10

P (0) = 1.73; Lz = -0.853570 p (0) = 1.74; Lz = -0.852661

5 10 15 20 25

-10

-15

Figura 3.21: Trayectoria (XY) (L) con: me = 1, P. = -0.28284448023 y si p(0) < 1.73
tno confinamiento), p(0) = 1.74 (confinamiento).
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p(0) =1.71; Lz = -1.019726 p (0) =1.73; Lz = -1.017885

Figura 3.22: Travectoria (X¥) (L3 conz me= 1, P. = 0.0y p(0) = 1.71 (superior izq.),
p(0) = 1.73 (superior der.) v p(()) = 4.61 (abajo).
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este caso cambia de negativa a positiva {tendiendo a uu valor positivo), la
consecuencia es ue la particula se aleja del centro de sinetria.

La evolucion de esas cantidades con respecto a z se ilustran en la Fig.
4.24. Los valores que toman esas cantidades (5. p, ©, 3, ¥ v 7) para m = 0,
también oscilan entre dos valores (a lo largo dc 2). llenando el espacio (debido
al tiempo de graficacién v a que la regidn es de confinamiento) y por lo tanto
se veran rectangulos negros.

Con las gréficas de la Fig. 3.24, complemneutarrios la informacion para una
region de confinamiento y para una region de no confinamiento, a lo largo de
la direccidn z. Una vez mas, observamaos que en {a region de no confinaniiento
la aceleracién radial (F,), el momentum angular (mgp®), ¥ tienden a cero y
la velocidad radial (), la velocidad a lo largo de la direcciéon de propagacion
{(z) y el factor cinemético () tienden a uu valor positivo. Las gréaficas en
donde se llena el espacio, es debido a que los valores correspondientes a esas
cantidades se repiten una y otra vez, pues la particula se encuentra girando
en una regién anular.

.Qué sucede en 2z a lo largo del tiempo? Debido a que ahora z es una
variable, es valido cuestionarse por la evolucién temporal. Esto se ilustra en
la Fig. 3.25, ademds se muestra la evolucion de z contra tiempo. En la Fig.
3.26 se tiene la evolucién de z y 2 a lo largo de p.

Como se esperaba, a lo largo de z, la trayectoria de la particula esta osci-
lando, debido a los términos, J.(kip) y cos(mys + k,z — wt) en la ecuacién
{3.61). Sin embargo, notamos que la oscilaciéon es muy pequena para el caso
m =1 (no confinamiento).

Lo que desedbamos era: obtener intervalos definidos por L, que nos de-
terminarian regiones de confinamiento y no confinamiento, sin que hubiese
traslape de valores, como con &, p. Sin embargo, dado un valor de P, y usando
ambos intervalos (k, py L,) identificamos si la particula se quedara confinada
0 no.

Resultados para polarizacién circular derecha

Los resultados para polarizacién circular derecha son andlogos a los que
se encuentran con polarizacién circular izquierda cuando se toma el signo
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P (0) =0.01; Pz=-0.28284448023

0.2
031
070
-0.09 20406080
0.02
0.0 il

t ..)\4\.'
-0.0 e
~0.02

0.006008 0.012

Figira 3.23: Evolucian de 3, p. ¢ con respecro a4+ 1o columnas corresponden a
e = 0o = Ly = 2, deizquierda a derecha, ress o Aqid 7. -0.282844:48023
v ool = 08, Ei oje horizontal os .
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Figura 3.24: Evolucién de: g, p, ¢, 2, % y 7r alo largo = o i L). Trayectoria (XY) (hasta
arriba), con: m = 0 (columna izquierda) y m = | (volaina derecha), p(0) = 0.1y P, =

-0.28284448023. El eje horizontal es z.
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P 0y =0.1
m 0 m 1
Zvst
3
3
). ST DS
- 0
Z_dotvst
3 0.52¢
- 0.47
3 o3
.'/ 0.4251|
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Figura 3.23: Evolucién tetuporal de z (arriba)y # (abajo), (L), pata m = 0 (izq.) v
m =1 (der.), p(0) = 0.1 v P. = -0.28284448023. El cje horizontal es el tiempo.

ISRV

Figura 3.26: Evolucion de z (arriba)y # (abajo), a lo lacgu de p. (L). param =0 {izq.)
vino=1 (der), p(U3 = 01 v P. = .0.28284448023. B! eje horizantal ¢s p.
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@ {0) =1.57; Lz=0.125833 P (0)=0.1; Lz=-1.429836

Figura 3.27: Trayectoria (XY) para polarizacién circular derecha, (R). Con P, = -
0.56568896046, m = 0 (izquierda) y p(0) = 137 y . = 2 (derecha) con p(0) = 0.1,
confinamiento en ambos casos.

correspondiente en las ecuaciones (3.60 - 3.63) y los valores de m positivos
se reemplazan por negativos.

Cuando se toman los valores positivos de m y el signo correspondiente a
una polarizacién derecha en (3.60 - 3.63), los resultados son inuy distintos.
Por ejemplo, para m = 1 y P, ~ -0.56 y polarizacion circular izquierda,
la regién central es de no confinamiento. No asi para polarizacién circular
derecha en que p(0) € (0, 3.04], es una regién de confinamiento. Esto se
debe a que ahora las funciones de Bessel que aparecen en las ecuaciones de
movimiento son Jo y J| que son cero en el origen. Recordemos que en el caso
de polarizacion circular izquierda las funciones de Bessel relevantes eran Jy

v Ji

La Fig. 3.27 muestra ejemplos para ésta situacion con m =0. m =2y
en la Fig. 3.28 con o = 1, ambas para ol valor de P, =-0.56568596046.

En la Fig. 3.29 ilustramos la evolucion ternporal de las cantidades que nos
dan informacion fisica, para polarizacién ciccular izquierda v derecha. Una
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P (0) =0.01; Lz=-0.714857

p (0) =3.04; Lz=-0.501424 p (0) =3.05; Lz=-0.500765

50
40
30
20

0

-12410680-60-40-20

Figura 3.28: Traycctoria (XY) (R) com: m = 1, P. = -0.36368396116. p(0) = 0.1 y
) = 304 (confinamiento), y p(0) = 3.05 (no confinamiento).
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vez mds, en ¢l caso en que no hay confinamiento (polarizacién izquierda)
la velocidad radial tiende a un valor positivo v para el caso en que hay
confinamiento {polarizacién derecha) la velocidad radial oscila entre un valor
uegativo y uno positivo. En el primer caso la consecuencia ¢s que la particula
se aleja del centro de simetria y en el segundo la particula estd confinada.

En laseccion 3.4.2 mostramos las trayectorias clisicas que toma la particu-
la en presencia de un campe magnético externo uniforme y constante (B,g #
0).

3.4. Movimiento en presencia de B,g

3.4.1. Polarizaciéon TE y TM

Ademads del campo EM dado por el haz de luz, agregamos un cam-
po magnético externo uniforme, B,g % 0. La variable adimensional natu-
ral para comparar los campos asociados al haz y al campo magnético es
b, = eBipfmoc*k, = A, B.p/Ey. Sila particula es un electrén y medimos
B,g en teslas, BEQ, esta cantidad adimensional se escribe como b, = 5.85
BLE k..

Resultados para polarizacién TE

Exploremos primero valores en el intervalo 21077 < b, < 4.2 v luz con
polarizacidén TE. Si b, = 4.124, entonces Big/kl ~ 0.705. Es importante
resaltar que cuando &, = 2- 1077 en el caso con m = 0, la trayectoria de
la particula no es modificada visiblemente, en camnbio cuando 4, = 4 - 1077
la particula modifica su trayectoria, y en el plano XY se observan espirales
(Fig. 3.30). Ademds, existe un umbral de b, para el coal son ya visibles en
las graficas los efectos del campo, aln sobre [as travectorias que sin campo
magnético y mismas condiciones iniciales estarian confinadas, esto se ustra
en la Fig. 3.31.

En la Fig. 3.31 se tienen las mismas C1 que lus reportadas en la Fig. 3.1
Observamos que para b, = 0.00024, la travectoria es esencialmente la misma
en ambas figuras. Sin embargo, cuando aumcentainos ligeramente el valor de
b, la particula gira en espirales cuyas dunensioues radiales son centenares
de veces el tamafio de las espirales para b, = 0.00024. También cambia la
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©0.2828; = x L

CR)

Figura 3.29: Evalucién wempora) (1) v (R) con: m = 1, P. = -0.28284448023. pi0) =

LOdt = 20/ck . Columna izquierda polarizacion circular izguierda (no confinamiento
y colurmna derechia polatizacion circular derchia (confinamiento). El cje horizontal os v

vempao.
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L 10) » 0.778
bz s 0.0000007 b1+ 0.000000¢

4

Figura 3.30: Trayectoria (XY) (TE), para m = 0, b, = 4- 1077 (der.), si b, < 2- 1077
(izq.) entonces los resultados son csencialmente 1os misuos que se obtienen con b, = 0, en
este caso para Cl de no confinamiento.

[recuencia global en que se recorren dngulos del orden de 27. Mientras que
el primer efecto se revierte para valores mayores de b,, esto no ocurre con el
segundo efecto. Al comparar con dicha figura (Fig. 3.1) vemos que el valor
a partir del cual se observa en las gréficas la presencia del campo externo es
B,g = 0.0013, lo cual implica que b, = 0.00026.

En el Apéndice A1 eucontrainos ejemplos, para el caso m = 1.

Resultados para polarizacién TM

Una vez mds, la presencia de B,g # 0 nos proporciona regiones de confi-
namiento radial para la particula. Los ejemplos que a continuacién presenta-
mos, para los casos m = 0, 1 y 2, fueron obtenidos en el sistema privilegiado.
Ahi, el campo externo es tal que la variable adimensional, b, = 0.01, lo cual
implica que BY;/k, ~ 0.0017. Los resultados obtenidos son similares a los
que tenemos para TE. Para esas intensidades del campo las trayectorias que
sigue la particula son espirales muy amplias. Posteriormente, nos vamos al
sistema del laboratorio. para poner la [recuencia del haz Bessel igual a la
frecuencia caracteristica del ciclotrén, w,.

En la Fig. 3.32 el caso m = 0 con k. = 0 v b, = 0.01. En la izquierda
2(0) = 0 en la derecha »(0) = 1. Arriba. en ausencia de campo, en el
centro con camnpo y abajo, con la misma intensidad del campo, pero a un
tiempo posterior. Como va lo habiamos meuncionado, las trayectorias sou
espirales como las obtenidas para el caso correspondiente para los modos
TE. Obsérvese que la regiéu en ausencia de campo es de no coufinamiento.
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bz = 0.00024

Figura 3.31: Travectoria (XY) (TE) con: m = 0, p{0) = 0.77d y b, # 0, b, =0.00026
(superior der.). Para b, = 0.1 {inferior der.) la regién radial de confinamiento es semejante
a la de b, < 0.00024, s decir, del orden de k7' Recordemos que p(0) = 0.774 define Ja

froutera de confinamicnto v no confinamicnto para B.g = 0.
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R0 ; p(0) c0.1; rdot=0.1; Ktz 0; (TH)

Ww(0) =0 wilhy = 1.0

bz + 0

Figura 3.32: Tvavectocia (XY) (TM) con: m =0, 2(0) = 0.1, k, = 1, k; = 0, ¢ =
0.2, p(0) = 0.1. Arriba. en ausencia del campo (dt = 100/ck ), ©(0) = 0 (izquierda) y
©{0) = 1 (derecha). Abajo, con b, = 0.01 (¢ = 0 ya no es solucién) y (dt = 100/ck,).
Luego, la misma intensidad del campo, a un tiempo posterior dt = 2000/ck .
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P (0) =0.1; z dot=0.1: Xe=0; (TH)
br = 0
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Figura 3.33: Trayectoria (XY) (TM) con: 2(0) = 0.1, k_ = 1, k. =0, ¢ = 0.2, p(0) =
0.1. m =1 (izquierda) y . = 2 (derecha). Arriba, en ausencia el canpo (dt = 100/ck_),
abajo, con b. = 0.01 v dt = 100/ck,. Luego, b, = 0.01, a un ticnpo posterior dt =
2000/ck .

En la Fig. 3.33 se inuestra para una regién de conlinamniento (en ausencia
del campo externo) el caso m = 1 (izquierda) v m = 2 (derecha). Poste-
riormente, se pone campo magnético, b, = 0.01, ilusirando las travectorias
tomadas por la particula para cada caso y a diferenres tiempos. Aqui tam-
hién se obtiene esa regién anular en donde la particula ostd confinada. Para
el caso rn = 2 es claro v para m = 1, vewos que ¢l radio interno de la donita
£S5 11UV pequeno.
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Figura 3.34: Trayectoria (XY) (L) con: m = 0, p(0) =1.63 b, =0 a la izquierda y b, =
0.002 a la derecha.

3.4.2. Resultados para polarizaciéon circular (L) y (R)

Algunos de los resultados obtenidos son semejantes (cualitativamente) a
los encontrados para los modos TE. Una vez mds, enfatizando el resultado
de tener regiones de confinamiento que antes no lo eran como en el caso de
la region central, p(0) € (0.01, 1.73), para m = 1 y polarizacién circular
izquierda. En la Fig. 3.34 y Fig. 3.35 ilustramnos algunas trayectorias admnisi-
hles para la particula. Vemos que si 0. es pequeno, se obtiene algo parecido
a lo que tenemos con los modos TE, es decir, espirales (muy amplias) dentro
de la regién anular. Sin embargo, cuando el campo b, es mayor (ver Fig. 3.33)
entonces, se obtiene algo muy bonito (exético) aparentemente las trayectorias
son espirales. En el Apéndice C tenemos ejemplos, para polarizacién circular
derecha.

3.4.3. Efectos resonantes

Cuando se estudia el problema de una particula cargada en presencia
de un campo magnético externo, uniforme y constante ademas de una on-
da plana circularmente polarizada que se propaga en la misina direccion del
canpo [22], se encuentran resultados ruuy interesantes si la (recuencia de
ciclotrén w, = eB,g/mc coincide con la frecuencia de la onda plana. Es-
tos efectos resonantes se resumen en que la "sincronizaciéon” altera la masa
efectiva de la particula de tal suerte que en este esqueina ideal la particula
podria incrementar sin nigun limite su energia. El propésito de esta seccién
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bz = 0.62; Lz = -0.728146 bz = 0.2;: Lz = -0.727246

Figura 3.35: Trayectoria (XY) (L) con: m = 1, b. = 0.02 {izquierda} y b, = 0.2
(derecha), y p(0) = 0.1. Las CI son tales que sin campo se tendria no confinamiento.

es estudiar si existen efectos andlogos para mnodos de Bessel. Trabajaremos
tanto los modos TE, TV v circular para ver la inlluencia del momento orbital
v de espin en el caso resonante.

Debido a que los resultados obtenidos los compararemnos con los reporta-
dos por Bourdier y Gond 23] presentamos a continuacién algunos de estos
tltimos . En ese trabajo se considera a una particula inicialmente en reposo.
El pardmetro adimensional Qp = eBy/mewq ahi empleado es el equivalente a
b, mientras que la cantidad adimensional eEy/m,cwy ~ 3 %1073 es equiva-
leute a nuestro pardmetro ¢g/cky. En el caso en que no se da la condicidn de
resonarncia, los autores obtienen que la particula efectia un movimiento en
espiral en la direccién perpendicular al campo inagnético con un radio que
aumenta hasta un valor maximo v luego disminuve hasta alcanzar el origen
reiniciandose entonces el crecimiento en espival. Para ¢l caso resonante, esta
espiral no tiene un radio maximo. Los resultados para el caso no resonante y
tesonante, los ejemplificamos en la Fig. 3.36. En lo ue se refiere a la trayec-
toria en la direccion del campo magnético. en resonancia z crece mucho rmas
rapido que en el caso fuera de resonancia. Lo mismo ucurre con el factor v. En
la Fig. 3.37, se ilustra la evolueion teruporal de o y v para el caso resonante
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(Q = 1) ¥ no resonante (2 = 1.01).

Para evitar coufusiounes la condicion de resonancia se aplicard directa-
mente en el sistema de laboratorio (k, # 0). Tomamos k, = 1 y escogemos
condiciones iniciales tales que la particula no pueda ser confinada transver-
salinente en ausencia del campo maguético para modos TM y m =0, y si sea
confinada transversalmente para m = 1,2. Si se aplica un campo magnético
tal que b, =1.4142 para este valor de &, se satisfacerd la condicién de reso-
nancia. Si por otra parte se aplica un canpo magnético tal que b, =1.4142
pero el haz tiene la frecuencia asociada a k, # 1 estariamos trabajando un
caso no resonante. Los resultados de la solucién numérica asociada a estas
tres circunstancias se ilustran en la figuras 3.38 y 3.39.

En la Fig. 3.38 se muestra la proveccion de la trayectoria de la particula
en el plano XY para el caso no resonante y el caso resonante con m = 0, 1
v 2 y modos TM, respectivamente. En el primer renglén se ilustra el caso no
resonante (b, = 1.4142 y k, = 10), eu el segundo y tercer renglén, el caso
resonante (b, = 1.4142 y k, = 1), tanto a tiempos corlos como a tiempos
largos. Nétese que hay un cambio drastico en el movimiento de la particula.
En el caso no resonante la trayectoria que sigue la particula es semejante a
las trayectorias antes reportadas, esto es, esta confinada a una regién anular.
Para el caso resonante las travectorias son espirales que se alejan del valor
de p inicial. Sin embargo a diferencia del caso de ondas planas circularmente
polarizadas, a tiempos largos p no crece indefinidamente sino que se inicia
un movimiento de precesion alrededor del origen. Estas trayectorias espirales
difieren segiin el haz utilizado. Al incrementar m aumenta el nimero de ciclos
alrededor de p inicial antes de que sea evidente el movimiento de precesién.
Por otra parte, la velocidad angular respecto al origen disminuye conforme
m aumenta. En todos los casos se forma una anillo en el plano XY

En la Fig. 3.39 mostramos la evolucion temporal de z, z y v para el caso
1o resonante y resonante v modos I'\M Nétese el cambio tan drastico en las
escalas asociadas al caso no resonante v al caso resonante. En este ejemplo, en

el caso resonante la particula recorre nna distancia mas de cien veces mavor
en la direccién de propagacion que la distancia asociada al caso no resonante.
Evidentemente la particula adquieic miis energia en resonancia que en el caso

fuera de resonancia. En ambos casos ¢l factor 7 oscila pero la amplitud de
oscilacion involucra la cuarta cifra significativa en el caso no resonante y la
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Onda plama
RESOMANCIR HO RESONANCIA

wie T wea
i

Figura 3.36: Travecioria de la particula cargada en (X ¥) para una onda plana circular-
mente polarizada, inicialiete en resonancia y en reposo (arriba izquierda) y no resonante

(arriba derecha). Abajo. 'a evolucién remporal de X. A la izquierda el caso resonante v
la derecha el no resonante. Las travectorias eu XY son espirales.
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Qrds plase

e

Figura 3.37: Gvolucian temporal de Z v =, para ¢l caso resonante (R = 1) y el no
resonante (g = L.OLy Qp = 1.02). Con las mismas condiciones que en 3.36.

D(U) = 8.1: zdot a0 : (TH)
nao PRY =2

bz « 14142 : Kz . 10 (N0 Resonante)

¥ I EEREINTS 0. 1 WATRIOT

bz = 1.4142 H kz « 1 { RESGNANRTE )

10a0m, 1001

cewoo

>

Figura 3.38: Trayccroria (V1) (TM). [nicialimente tesonante, con: 2(0) = 0 (particula

inicialmence en ceposo). A = 1. pl0) = 0.1 1 = 0 (izquierda), m = 1 (centro) y m = 2
(derecha). Avriba. con b, = 14112, k. = 10 (no cesonante) y dt = 20/ck, . Abajo, conb, =
F4142, k. = | v dl = 100/jck (inicialimente resonante). Abajo (resonantc), un tiempo

posterior dt = 1000/ck; (m = 0}, dt = 3000/ck,. (me = 1) y dt = 15000/ck . (m = 2).
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sepunda cifra en el caso resonaute para este ejemplo. Resultados semejantes
se obtienen para otros valores de los pardmetros involucrados. Astinismo, los
resiltados obtenidos cuando = 2w, son muy parecides cualhitativamente a
Ios resonanties,

Debemos mencionar yue en los casos analizados el comportamiento ge-
ueral de la trayvectoria de la particula en presencia de un canipo magnético
B, y haces Bessel TE o haces Bessel civcularinente polarizados es muy seme-
jante a lo ya mencionado en parralos anteriores pora modos TM. En la Fig.
3.40 se ilustra el caso m = { LR), nétese el cambio de escala en cada una de
las praficas, el tiempo para el caso no resonante es mMeNor para que se vea
claro la oscilacidn de los valores gralicados. En la Fig. 3.41 se inuestra el caso
para polarizacidn cireular isquierda (en {a izquierda) v polarizacién circulac
derecha (en la derechaj. Con m =0, p(0) == 1, &, = 10 {caso no resonante} y
k. = 1 (caso resonante. sélo cuando b, = 1.4142). Hasta arriba, mostramos
el caso er ausencia del campo externo {6, = 0), y vemios que se trata de uila
regién de confinamiento. Obsérvese que, la polarizacion tiene influencia en el
movimiento de la particula, el radio de ia trayectoria inicial es ligeramente
mayor para (R) que para (L). Abajo, b, = 1.4142 y k, = 10 (caso no reso-
nante). Posteriormente, con la nusma intensidad del campo externo y k, = 1
se tiene resonancia con la frecuencia caracteristica del ciclotron, dt = 20/ck, .
Un tiempao posterior de dt = 200/ck_ v dt = 2000/ck, (hasta abajo). En la
Fig. 3.42 se muestra la evolucton temporal de z, v v %, asociadas a la Fig.
3.41. Otros ejemplos se muestran en el Apéndice D

Finaimente consideramos el caso en que w = w, pero la particula no
estd inicialmente en repose. En los ejempios estudiados la particula se com-
porta a tiempos cortos de una forma muy similar a los anteriores ejemplos.
No asi a tiempos largos en los que se presenta un movimiento con oscilaciones
mas bruscas en las tres direccicnes 2. ¥ v z que conlleva un aumento muy
significativo en el factor .

Vemos entonces que se ghticnen resultados interesantes ain cuando no
hay resonancia inicial. Notamos que hay una gran riqueza en la dindmica
del problema. Aqui, sdlo =¢ fjaron elgunas de las Cl, pues hav una gran
diversidad de resultados que no se lan explorado. Esto es, variando Cl.

En el siguiente capitulo danios una breve discusion de lo que se Liene
en mente para el trabajo a future As{ como, un resumen de los resuitados
encontrados hasta este momeuto
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m=0; p{0) =0.1; z.doc:0; br=1.4142; (TH]

HNO RESONANCIA RESONANCIA

X vs ciempo

100 100 300 400 500

Figura 3.39: Evolucién temporal de X, Z v 4 (TM). Inicialmente resonante. con: m = 0.
b, = 1.4142, 2(0) = 0 (particula inicialmente en reposo). lzquierda, con k; = 10 (no
resonante) y derecha k. = 1 (resonante), dt = 100/ck, .
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Be0:p(0) v 1.0 : brod.lle o (AY

®z 0 10 | MO Mesonanta) kz : €.0009218%( Resonanta}

On ¢ iampo powterior

T va tiempo

83 =3 100

qamsa vs Chempo

o

Gamma_dor v T

Figura 3.40: Evolucidn tenporal de N Z, 0~ v ¥ {R) conim =0, p(0) = 1 v b, =
4.124. A la izquierda k; = [0 caso no resonate) v a la derecha &, = 4.00092189 (caso
resonante). Trayectoria cn of plano XY (hasta arriba, df = 20/¢k ). Y luego, un ticupo
posterior de dt = 100/ck . Eu las deinas, el tienpo de graficacién es dt = 20/ck. . El ejc
horizontal es el ticnipo.
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S0y « 1.0
[ (W]

br:0; kz = A Lx=0.0622; Pr = -0.5989

Q.
0
0.4
0.2

bx = 1.4142; kx = 10 ; Lx x 0.7158; PRz = -0.993S

0,007

bz = 1.4142; Xz =}

i Lz oz 0.7693, Px = -0.5989
RZSONANCIA ( Precusncieda ciclotron)

Fignra 3.41: Travectoriaen XY paca (L) v () con:m =0y p(0) = 1. A\ Luizquicrda (£)
vala derecha (). primero en ausencia del campo (. = 0). Lucgo, ¢l caso no cesonanie (
b= 1IL1R2 v b, = 10). Posteriormente, en resonancia ( b, = L4142 y &, = 1), Fl diempo
de graficaciin os dt = 20/ck, dt =200/ck. v dt = 2000/cky, vespectivainenie,
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®m=0; p(0)=1.0
(e (R}
br = 1.4142; Xz = 1; Lz = 0.7693; Px : -0.5989

RESONANCIA { Frecuenciade ciclotron)

X va tlampo

7 vs tiempo

gamma vs Z

I"igara 3.42: Evolucion temporal de X, Z, vy ¥ (L) y () con i = 0.p(0) = 1 v h. =
L2V v ky = 10 A laigquicrda polacizacin circular izquierda v a la dercchia polarizacion
circular devecha. Trayvectoria en el plano XY (hasta arciba). Y hasta abajo, v conwra Z.Cl
seipocde weaficacion es df = 20/ck . Rl eje horizontal os ¢l teripo



Capitulo 4

Conclusiones y perspectivas

El uso de campos auxiliares (potenciales de polarizacion o de Herty, [T, )
para expresar a los potenciales electromaguéticos (& v A) de los modos
Bessel, nos permite identificar las polarizaciones TE y TM ue estan aso-
ciadas directamente a un potencial de Hertz. Sus combinaciones apropiadas
permiten obtener modos Bessel con polarizacién circular.

Una formulacién lagrangiana relativista dela interaccién entre una
particula cargada y el campo electromagnético Bessel, nos llevé directamente
a las ecuaciones de movimiento v a la identificacion de las cantidades con-
servadas. En el caso de interaccion con modos TE v 'TM se eligié un sistema
de referencia privilegiado que viaja en la direccién z, v para el cual k, =0
(limite antiparazial). En este sistema las ecuaciones se simplifican va que
el campo electromagnético es independiente de la coordenada z . Cuando
se analiza el caso de polarizacidn circular no podemos utilizar este sistema
inercial preferencial. Sin embargo, las propiedades de las funciones de Bessel
llevan a expresiones sencillas de las ecuaciones de movimiento en términos
de modos m + 1. El factor uno es manifestacion del espin uno del fotén.

La importancia de identificar cantidades conservadas es multiple. Por un
lado disminuye el nimero de ecuaciones a resolver, por otro se traducen las
condiciones iniciales en variables dinamicas conocidas.

A continuacién resumimos los resultados que heinos encontrado para el
movimiento de particulas cargadas en haces TE. TM y circularmente polari-
zados:

= Se analizan algunos casos con m =0, 1,2, 3 v 4.
= Existen regiones en el espacio de las condicioues iniciales p(0), 12(0) de

b
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estructura anular que conducen a movimientos confinados y no confi-
nados en el plano XY.

Estas regiones estdn relacionadas con el argumnento iuicial de la fun-
cién de Bessel Ju(kip) v los ceros de la funcidn correspondiente. Sin
embargo, no fue posible encontrar nna expresion matematica cerrada
que establezca esta relacién v que neccesariamente involucraria a otras
condiciones iniciales como ¢(0) v p(0).

En general, los casos m = 0,2, 3, 4, son cualitalivamente semejantes.

Para polarizaciones TE v circular izquierda, existe uua region central
que es de confinamiento para m = 0.2,3.4 y de no confinamiento para
m = 1. Si aumenta el orden del haz, es decir, aumentando m, la regién
central aumenta.

Conforme nos alejamos del centro del haz (se analizd hasta &y p(0) ~
20) las regiones de no confinamiento se hacen mds delgadas. Y las
regiones de confinamiento se hacen mas anchas.

Existen regiones en donde pequenos cambios en las CI {condiciones
iniciales) nos dan resultados cualitativamente distintos.

En presencia de un campo magnético externo uniforme y constante,
se tiene confinamiento radial de la particula si la intensidad de campo
excede un umbral.

Las trayectorias que sigue la particula en presencia de éste campo ex-
terno son una especie de espirales (donita en X)), y una trayectoria
global helicoidal.

Cuando la frecuencia del haz es izual a la frecuencia caracteristica
del ciclotrén {condicién de resonaucial. las travectorias que toma la
la particula (inicialmente en repusa] <on espirales a tiempos cortos,
similares a las encontradas para una unda EM plana. Para tiempos lar-
gos se manifiesta la contribuciou del campo dptico y magnético externo
al movimiento de la particula, al generarse un movimiento de precesion
alrededor del origen. No sucede asi para ¢l caso de onda plana.
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= Observando un comportamiento temporal muy distinto para el caso
no resonante v para el caso resonante a lo largo de la direccién de
propagacion, z.

= Aunque para el caso resonante la energia que adquiere la particula
aumenta de manera considerable, se obtienen valores maximos de esta.
De hecho, la energla oscila. Este comportamiento puede deberse a que
el campo eléctrico del haz Bessel disminuye conforme aumenta p, a
diferencia del limite idealizado de una onda plana en que la amplitud
mdxima de E no depende de la posicidn.

En el caso particular de los modos Bessel circularinente polarizados, cf
andlisis fue directamente realizado en términos, tanto de las CI, como de los
valores correspondientes a las cantidades conservadas. Se encontré que:

= A P, fijo, se encontraron regiones de confinamiento v no confinamiento
dependiendo del valor de p(0).

= La anchura de estas regiones depeunde de P,, de tal suerte que la re-
gion central de confinamiento es mdxima para un valor de P, ain no
caracterizado. Si el valor de P, es cada vez menos negativo, entounces
las regiones de coufinamiento son mayores.

« Para polarizacién circular izquierda v m = 0 o m = 2, cxiste un umbral
de P,, a partir del cual, la regién central de confinamiento, se convierte
en una regién de no confinamiento. En m = 1, la region central es de
no confinarmiento y aumenta a medida que P, aumenta.

= Para polarizacién circular derecha v m = 0,1,2,3 se ha comprobado
que la regién ceutral es de confinamiento si P, < 0.37.

= Existe simetria eu las ecuaciones al reemplazar polarizacién circular
derecha por izquicrda con el reemplazo simultaneo de m por —m.

» Cuando la region es de confinamiento, la fuerza radial y la velocidad
radial oscilan entre dos valores. provocando que la particula se quede
confivada en una regidn anular.

= Cuando la regién es de no confinamiento, la particula es atraida (fuerza
radial negativa) hacia el centro del haz, posteriorinente es empujada
(fuerza radial postiva) lejos del centro del haz y la particula se escapa,
ya que la velocidad radial tiende a un valor positivo.




90

CA PfTULO 4. CONCLUSIONES Y PERSPECTIVAS

Para caracterizar una regién de confinamiento y no confinamiento, no
es suficiente conocer los valores d« las variables dindmicas L, v P.. Esto
se debe a que L, uo es una fuucién bivectiva de p(0) v, para un valor de
p(0) en regiones de no confinamiento y otro valor de p(0) en regiones
de confinamiento se puede obtener un misino valor de L,.

En presencia de campo maguético externo uniforme, las situaciones no
son tan simples. Sin embargo, algunas de las trayectorias son espirales
como en el caso para polarizacién TE. La trayectoria global sigue siendo
helicoidal, es decir se forma una donita en el plano XY.

Cuando la particula estd inicialuiente en reposo y en resonancia, 10s
resultados son aun mds interesantes. Debido a que, por ejemplo, la
velocidad en la direccidn de propagacidon es mucho mayor en el caso
resonante que en el caso no resonante. En algunos casos del orden de
unas diez veces mayvor, en otros del orden de cien veces mayor. Y las
demds cantidades reportas (Z. ~ v ) también muestran un compor-
tamiento similar.

Para polarizacion circular derecha esa misma componente de la veloci-
dad (z) es mayor que para polarizacion circular izquierda, cuando hay
resonancia.

Las trayectorias son espirales dentro de la donita que se forma en el
plano XY Cualitativamente, para polarizacion circular derecha la con-
tribucion de B,g y del campo EN al movimiento de la particula es
mayor que para el caso con polarizacidn circular izquierda.

Cuando la inggnsidad del campo caiubia, entonces también cambian las
trayectorias que puede tomar la particula inicialmete en reposo v en
resonancia. Como se ilustré para polarizacién (R).

Si la particula no estd inicialmenie en reposo, pero si en resonancia,
los resultados a tiempos cortus. <o semejantes (cualitativamente). En
cambio para tiempos largos v per: el caso particular con m =0 v (R)
las trayectorias si son muy disti: s, ks decir, siguen siendo espirales,
pero cuando z # 0 las espirales siuuen creciendo. Lo que no sucede si
z=0.

Si la particula no esta inicialine

Y e reposo, tenemos que:
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= Con polarizaciou circuiar derecha, el caso resonante, es un tanto dis-
tinto. a pesay de tener las trayectorias espirales. En el caso m = 1. con
el tietnpo de graficacion ain no se tienen esas douitas que se Licne para
elcasom=0v b, ~1

« Paraelcaso (R) v ni = 0conb, ~1.3. Las travectorias son muy distintas
para cuando b, ~ 4. Teniendo espirales que para tiempos largos varian
Su tamano.

« Cuando tenemos polarizacién circular izquierda v 2 # 0, las trayectorias
son andlogas a las obtenidas para el caso inicialmente en reposo. No
siguen la misma travectoria, pero de manera global, en ambos casos sc
dibujan las donitas en el plano XY

En este trabajo hemos inostrado que un haz Bessel en interaccion con una
particula cargada. puede dar origen a trayectorias acotadas en la diteccion
radial. Este fendmeno es ampliamente conocido v explotado para campos
magnéticos externos. El presente estudio muestra también la riqueza del sis-
tema de ecuaciones dindmico correspondiente. Para regiones en el espacio de
condiciones iniciales que presentan un comportamiento estable. se ha suge-
rido emplear técnicas de mecanica cldsica que permitan obtener soluciones
analiticas aproximadas. Ademas, resulta relevante analizar la posibilidad de
tener efectos cadticos. Ello requiere de una mejor caracterizacion de las re-
giones para las cuales condiciones iniciales cercanas conducen a evoluciones
muy diferentes. Entre otras cosas se requiere mejorar la precisién de nuestros
célculos.

El estudio realizado en este trabajo, creemos que es de importancia funda-
mental, debido a que, en la actualidad se quiere tener control y manipulacién
éptica de ta materia para diversos fines. Como por ejemplo, el confinamiento
de particulas, el usar pulsos ultracortos para lograr intensidades tan grandes
como las aqui mencionadas v poder transmitir bastante eneregia a la mate-
ria en la direccién de propazacién (aunque la idea es muy ambiciosa. no es
irnposible. v usav estos pulsis como un acelerador de particulas).

Por ello. la posibilidad (= ampliar este estudio para permitir su verifi-
cacion experimental en fisicw de plasmas es sin duda, la perspectiva mas
arnbiciosa ue tenemos ¢n nente.
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Apéndice A
Modos TE y TM

A.l. Polarizacién TE, b, # 0

En la siguiente pagina se muestra la proyeccion de la trayectoria en el
plano XY para el caso m = 1, b, = 0.2. Nétese que las CI que elegimos
son tales que si b, = 0 se tendria no confinamiento mientras que las distin-
tas trayectorias aqui ilustradas estdn confinadas. En las dos primeras grificas
(arriba) p(0) = | “v las mismas CI”. Obsérvese que, las trayectorias dentro de
la dona son espirales, en la grafica de la derecha el tiempo es dt = 500/(k ¢).
En medio las graficas tienen p(0) = 0.774, se observa que si b, = 0.0001
(derecha) la espiral es muy amplia con dt = 10/(kyc) y con b, = 0.2 (izquier-
da) las travectorias espirales son de menor tamano, aqui dt = 100/(k¢). En
la tltima solo sabemos quem =1y b, = 0.2 y p(0) = L.

A.2. Polarizacion TM

Por ¢jemplo. para m = 4, las ecuaciones de movimiento en el sistema

privilegiado (4 = 1) explicitamente son:
cly 1
o= g Uslko) = Js(kop)lsen(dp — wt)+
ange 2
f . f:EQ - kj_ ,
e L 5 — —=Ju(k1p) cos(dyp — wt). Al
i TN L '}fmaclzpz ky Jalk.p) cos(4 ) l
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bz = 0.2 p (0) = 1.0

P o(0) = 0.774
bz = 0.2 bz = 0.0001

500

-2000-1500-1000-500

Figura \.1: Travecrona (XY) (TE) com:m =1, b: # 0.
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m e dbxe 0y s dors 0.1 kzasO; [(TH)
o - & 18 I - BT o 10} » 16.22

0.001%
0.001

oo o

CRIAGIE]

Figura A.2: Trayectoria (XY) (TM) con: 2(0) = 0.1, k, = 1, k. =0, g = 0.2, p(0) =

y (0) = 0 (arriba). A la izquicrda p(0) = 6.38 (primer cero de Jy), p(0) = 9.76 {qegundn
cero de J3) y a la derecha p(0) = 16.22 (cuarto cero de J3). El tiempo de graficacion es
dt = 5000,1’ckb

e Yo @Bpl 2 o
= Tmnc;)g:ﬁ 7 + mo——. = [Ja(kip) + J5(kLp)]| cos(dp — wt)

L8 B g et ), (A.2)

~n r;‘r’ k 4\KLp [p e

N

[c J4 kip)eos(dp — wt) — pQ{J_«, kip) — Js(kyp)lsen(dp — wt)—

eEy |

—pt.biJ‘;(kJ_p)cns[-l- .dt)] - c2

i k.L;(kJ_p)co';(d:p wt). (A.3)

En la Fig. A.2 se ilustra para el caso con m = 3, aqui k;p(0) tiene el
valor del primer y segundo cero de Jy izquierda y centro, respectivamente.
A la derecha tenemos el valor del cuarto cero de J3. Ndtese que la particula
estd confinada.
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Apéndice B

Polarizacién (L) y b, =0

B.1. m=0

En la siguiente tabla se muestran las regiones de conlinamiento y no con-
finamiento para el caso m =0y P, = -1.13137792092 (Tabla B.1). También
en este caso podemos verificar que los ceros de la [uncion Jy (2.40, 5.52, 8.65,
11.79, 14.93,...), se encuentran en las regiones de no confinamiento, y para
ese valor es donde L, alcanza un maximo o un minimo, segin el signo de L..
Y los ceros de J; (3.83, 7.02, 10.17, 13.32, 16.47....), estan en la regién de
confinamiento.

Para la variable dindmica L, (ver Tabla B.2): La correspondencia es,
por ejemplo en el segundo renglén de la tabla en términos de L, L.(p(0)),
L.(5.21) = -0.2532023 y L,(3.10) = 0.1319257, L,(5.22) = -0.253977 y L.

Atrapada No Atrapada
001 <p(0)< 1.32 1.33 < p(0) < 3.09
5.21  >p(0)>  3.10 3.22 < p(0) < 6.22
6.23 <p(0)< 844 9.22 > p(0) > 8.45
11.66 >p(0)> 923 [ [11.67 < p(0) < 12.39
( 15.42 0
(

1241 <p(0)< 1480 > p(0) > 14.81
1708 > p(0)> 1543 |

Tabla B.1: m = 0y P. = -1.13137792092 en términos de p(0). Polarizacién circular
izquierda.
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Atrapada No Atrapada !
7.071 x10°° < Lz < 0.098251 0.099388 <Lz« 0.133197
-0.253202 < Lz<  0.131926 | |-0.233977 <L:z< -0.200640
-0.198813 <Lz:< 03247131 | 0.279247 <L:< 0.325393
-0.384308 < Lz<  0.277392 | |-0.384795 <lz< -0.319153 |
-0.316898 < Lz<  0.432441 0.384451 <Lz< 0.432957
-0.477782 < Lz<  0.382349

Tabla B.2: m = 0 v P. = -1.13137792092 en términos de L.. Polarizacién circular
izquierda.

Atrapada No Atrapada
001 <p0)< 172 1.73 < p(0) < 2.94
5.39  >p(0)> 295 5.40 < p(0) < 6.13
6.14 < p(0)< 847 9.09 > pl(0) > 8.48
1.7 > p(0)> 910 11.76 < p(0) < 12.30
1231 <p(0)< 1481 | 1530 > p(0) > 14.82
18.05 > p(0) > 1531

Tabla B.3: m = 0 v P. = -0.28284448023 en términos de p(0). Polarizacion circular
izquierda.

(6.22) = -0.2006399.- - -
Ahora los resultados para P. = -0.28284448023 (ver Tabla B.3 v la Tabla
B.4).

Aqui observamos que, la primera region (p(0) € (0, 1.72]) es més pequena
que en el caso con P, = -0.56568896046 (p(0) € (0, 1.63]), tanto para k, p(0).
como para L.

Otra cosa que resalta en las tablas, es que en las regiones de no confi-
namiento, mientras mas lejos nos encontremos del centro del haz (por ejem-
plo, p(0) = 12.30), mids delgada es ésta regién v, las regiones de conlinatnicnto
se ensanchan, con respecto a by p(0). Porque con respecto a L, positivo v ne-
gativo no podemos establecer lo misino, ya que el crecimiento no es mouotono

La region central (p(0) € (0, 1.63]) aumenta conforme P, es inenos nega-
tivo, y existe un valor de /2., que no se ha caracterizado completamente. el
cual méximiza dicha region. debido a que si aumentamos el valor de /2. ¢sta
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Atrapada [ No Atrapada |
7071 x107® < Lz<  0.140801 | | 0.141737 < Lz =< 0.150143 |
-0.263404 <Lz< 0149140 | [-0.263731 < [L:< -0.216028 |
-0.214414 <Lz< 0326658 | | 0.300578 <L:z< 0.327242 |
-0.387310 < Lz< 0299123 | | -0.387452 <ILz< -0.337310
-0.335965 < Lz < 0432957 | | 0.406524 <Lz< 0.433460
04796598 < Lz < 0404910

Tabla B4: m = 0y P. = -0.28284448023 en términos de L.. Polarizacién circular
izuierda.

Atrapada 1] No Atrapada

<Lz< 0.153971 ! |

7071 x10% < Lz< 0136974 | 0137943 <Lz < 0154882

Tabla B.5: m =0y P. = 0.0 en términos de L.. Polarizacion circular izquierda.

region no aumenta (ver Tabla B.5). /. = 0. Cabe senalar que las velocidades
en la direccién de z, z, son relativistas.

Aumentamos el valor de ., por ejemploa P, = 0.56568896046 (ver Tabla
B.6). En ésta situacion, la region central (k, p(0) € (0, 2.92]) es de no con-
finamiento, y conforme aumentamos el valor de P, aumenta ésta region con
respecto a k; p(0). Por ejemplo, P, = 0.6, aqui k; p(0) € (0, 4.12] y -0.064387
< Lz < 7.07T1 x1078,

Entonces, encontramos que: si . < (.52 la region central es de confi-
namiento, y si P, > 0.53 entonces la region central es de no confinamiento.

Un ejemplo para el caso en que . = (.52 se ilustra en la Fig. B.1.

Atrapada i _ No Atrapada |
- 0 000706 <Lz< 0.152094 |
0.251896 < Lz< 0.151128 :

Tabla B.6: m = 0y P, = 0.36368896046 11 1¢rminos de L.. Polarizacién circular izquier-
da.
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Lz = 0.000572 Lz = 0.000706

700
600
500
400
300
200
ll’.'ifJi

50 100 150 200 250 300 350

Figura B.1: Trayectoria (XV) (L) con: P. = 0.52 y m =0, p(0) = 0.09 (confinamiento)
y p(0) = 0.10 (no confinamiento)

Atrapada No Atrapada
1.82 > p(0) > 0.01

1.83 <pl0)< 363 4.65 > p(0) > 3.64
6.97 > pl0) > 466 6.98 < p(0) < 7.78
779 <p(0)< 1008] [10.76 > p(0) > 10.09
1331 >p(0)> 1077 | | 13.32 < p(0) < 13.94

1395 <pl0)< 1641

Tabla B.7: m = 1y P. = -0.56568896046 en términos de p(0). Polarizacién circular
izquierda.

|

B:2. wm=]
A continuacion se presentan los resultados para el caso con m = 1. Por
ejemplo, con P, = -0 76368806046 (ver Tabla B.7). Observamos que la region

central (p(0) € (0, 1.82]) vs de no confinamiento y es mas grande que en el
caso con P, = -0.28281118023 (p(0) € (0, 1.73]), ¥ una vez mds, tenemos
traslape con los valorves die L. (ver Tabla B.8).

Algo analogo sucede en el caso de Pz = -1.1313... vy comprobaremos
que entre mas negative sea P. la region (p(0) € (0, 1.82)) aumenta (con
expectativas a un linnite). [a Tabla (B.9) muestra los resultados para el valor
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| Atrapada No Atrapada

' 0.792911 <lLz< -0.716271
C0T91869 < Lz < 0511145 | | -0.533949 <lz< -0.510234 |
1010685 < Lz<  -0.333372 | | -1.011179 <Il:< -0.953440
(0951554 < Lz < -0.360156 | | -0.399699 <Lz< -0.359528
125972 < Lz < -0.401503 | | -1.126280 <Lz< -1.065498
-1.063275 < Lz<  -0.239641

Tabla B.8: m = 1y P. = -0.536568896046 en términos de L.. Polarizacién circular
zquierda.

Atrapada No Atrapada

1.96 > p(0) > 0.01
1.97 <p(0)< 355 179 > p(0) > 3.56
6.88 > p(0)> 480 6.89 < p(0) < 7.87
788 < p(0)< 10.06 | |10.87 > p(0) > 10.07
13.25 > p(0) > 1088 | [13.26 <p(0) < 14.02
1403 <p(0) < 1640

Tabla B.9: m = 1y P. = -1.13137792092 en términos de p(0). Polarizacién circular

iequierda.

de P, =-1.13137792092. Y en términos de la variable dindmica L, (ver Tabla
B.10).

En las tablas anteriores encontramos que conforme nos alejamos del centro
del haz las regiones de no confinamiento son mas delgadas con respecto k; p(0)
v las regiones de confinamiento aumentan.

Observamos también que (Tablas: B.9 - B.10), si P. es menos negativo, la
primera region de confinamiento (p(0) € (1.97, 3.55)) aumenta con respecto
a kyp(0) v con respecto a L. Alcanza un ancho maximo para cierto valor de
P, (ain no caracterizado)

Comprobando lo auterior, para I’. = 0 (ver Tablas: B.11 - B.12). Para
éste caso. las velocidades (2] son relativistas (2 ~ 0.6), pero si P, es mds
grande digamos P, = 0.6. las velocidades ya no son tan cercanas a la de la
luz (¢). bueno, z = 0.09¢, recordando que e = 1.
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Atrapada No Atrapada

-0.841157 <lz< -0.756982
-0.830878 < Lz< 0564720 | [-0.582453 < Lz<  -0.563477
-1.043586 < Lz < -0.584082 -1.044476 <Llz< -0.983088
0983088 < Lz< -0403269 | |-0.454757 < L=<  -0.402460
1163030 < Lz <  -0.456836 | |-1.163681 < L=<  -1.093170 |
1090728 < Lz<  -0.301292

Tabla B.10: m = 1 y P. = -1.13137792092 en términos de L.. Polarizacién circular

izquierda.

Atrapada

No Atrapada

1.72 > p(0) >

0.01

1.73

<pl0) < 361

Tabla B.11: m =1 v P. = 0.0 en términos de p(0). Polarizacion circular izquierda.

Atrapada

No Atrapada

-1.000708

<lL:<

1018812

-1.017885

<

Lz < -0.786770

Tabla B.12: m =1 v P. = 0.0 en términos de L.. Polarizacidn circular izquierda.
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Ademas, se ha encontrado que para el valor de P, = 0.6 la region de no
confinamiento (la central) tiene un ancho tal que el valor de ki p(0) € (0,
412,y L. € -0.726217. -0.485051]. Mostrando asi. que la region central que
es de no confinamiento ammnenta conforme aumenta el valor de P,.
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Apéndice C
Polarizacién circular y b, # 0

Primero veamos el caso m = 3 y p(0) = 2.20, con b, = 0.02, en la
siguiente pagina. Polarizacion izquierda (arriba). La situacion en ausencia del
campo externo (B, = 0) es una region de confinamiento con forma de donita
muy delgada, en presencia del campo externo (uniforme) las travectorias son
distintas.

Estos resultados son analogos en el caso de polarizacion circular derecha
(R). Como se muestra en la Fig. C.2, a la izquierda (L) v a la derecha (R).

En la Fig. C.3 se tienen las mismas CI que la de la Fig. C.2 (derecha),
mostramos la travectoria de la particula a tiempos cortos, dt = 3/(kyc)
(izquierda), y observemos el cambio de direccién (y de concavidad) en la
travectoria que sigue la particula. Para un tiempo posterior, dt = 200/(kc),
se tienen una vez mas las espirales, como en el caso de polarizacion izquierda,
TE y TM.

105
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Figura C.1: Trayectoria (XV) (L) con: m = 3, p(0) =2.20, B.iz = 0 (izq.) ¥ con b. =
0.02 (der.).

(L) (R)

-40 -20 20 40 &0

Figura C.2: Traveena (XY) con: m= 0, by = 0.01 ¥ p(0) = 1.61. A la wquierda con
polarizacion (L) v « la derecha con polarizacién (R). Ambas con dt = 35/(k_c).
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(R)

Figura C.3: Trayectoria (XY}, polarizacion circular derecha con: m = 0, b, = 0.01
y p(0) = 1.64. A la izquierda con un tierpo de dt = 3/(k.c) y a la derecha con dt =
200/(k . c).
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Apéndice D

Figuras para el caso Resonante

D.1. Modos TE

En la Fig. D.1 ilustramos los ejemplos para el caso resonante v el caso no
resonante con m = 1 v m = 2 (la particula inicialmente en reposo). Una vez
mas, se observa que el campo contribuye al movimiento de la particula segin
el orden del haz. En este caso favorece al orden m = 1 (ver el peniltimo
renglon), las trayectorias que sigue la particula son espirales v aumenta el
numero de ellas cuando aumenta la intensidad del campo externo (1ltimo
renglon).

La evolucién temporal de algunas cantidades como por ejemplo, p, z, 2,
py pseilustran en la Fig. D.2 para el caso no resonante (izquierda) y el
caso resonante (derecha). La particula estd inicialmente en reposo v en reso-
nancia. Para el caso resonante se muestran dos graficas para cada cantidad
reportada. Las de la izquierda es a un tiempo dt = 50/ck v las de la derecha
es a dt = 300/ck,. En particular, para el caso inicialmente resonante y no
resonante, la grafica de z contra tiempe, nos muestra cualitativamente el re-
sultado obtenido por Bourdier v sus colaboradores [23, 24]. Notese que aqui
alcanza un méximo. También, se observa un cambio drdstico en la evolucion
tempaoral de e, la aceleracion v la velocidad radial (j v p. respectivamente|.

Cabe senalar que cuando la frecuencia del haz es cercana a la del ciclotron,
2 = 2 los resultados son muy semejantes (cualitativamente). Fsio lo ilus-
tramos en la Fig. D3, dejamos fijo k. v variainos la intensidad del campo
IMAgneLico externo.

109
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")y =1; (TE)

bz + 1.4142; kz = 10 ; MO Resonancia

br = 1.4142; kxs1l; RESONANCIA

bz + 4.124; k= = 4.00092185; RESONANCIA

Figura D.1: Trayectoria (XY 1 (TE v m o= 1 (izquierda) ¥y m = 2 (derecha). Hasta
arriba con b, = 0y k. = 10 El ruso no resonante con k. = 10, b, = 1.4142 (segundo
renglén) y b, =4.124 (tercer renglon . b los dltimos dos renglones, el caso resonante, con
b, = 14142y k, = 1 (pemiltimo renglon) v b, = 4.124 y &, = 4.0009. Con un tiempo de
graficacién dt = 20/ck, -
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mael: p(8) « L0 BroldMr; (TE)
ke« 10 { M0 Resonancia) ki - 1L (RESOMNANCIA)
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p_2dot va tiempo

B ot vs tiesgo
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Figura D.2: Evolucion temporal (TE) para v, z, z, gy pcon: p(0) = 1, m =1 v b:

LAM2, A la izquierda el ca
resongnte (k. = 1} Para o vaso resonante, hay dos tiempos de graficacion, dt = 25

wyuierda) v dt = 300/ck  (derecha)

s0 no resonante (k. = 10 y df = 25/ck ) y a la derecha el vas
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m el krel; (D) = 3.0 (TE)
bz = 0.7 bz« 1.38 bz s L4142
| MO Resonancia) [ RESONANCIA |

T v tismpo

T 135 3 I

gamma vs tlespo

0.999 0. 391 =
S

: 0.934

0.99 B M;]

Figura D.3: Evolucién temporal (a tiempos cortos) de z, = v v (TE) con: b. = 0.7
(izquierda), b, = 1.38 (centro) v b, = 1.4142 (derecha). Trayectoria en el plano XV (hasta
arriba). Izquierda y centro caso no resonante v en la derecha caso resonante. El tiempo de
graficacion es dt = 10/ck . Respectivamente, el tiempo es el vje horizontal.
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D.2. Modos (L) y (R)

Resultados para (L)

En al Fig. D.4 se muestra el caso con polarizacién circular izquierda,
m =0, p(0) =1, b, = 4.124. En la parte superior, se tiene la proyeccién de
la particula en el plano XY para el caso no resonante (izquierda) v para el
caso si resonante (derecha). Posteriorinente, se ilustra la evolucion temporal
de x v z. Luego, como una curiosidad muestro v contra z, ¥ contra z v 2
contra z. El tiempo de graficacion es dt = 20/ck . El eje del tiempo v de 2
serd el eje horizontal, respectivamente. Obsérvese que las CI son las mismas
que en la Fig. 3.40.

Resultados para (R)

En la Fig. D.5 mostramos el caso con resonancia y no resonancia, para
polarizacion circular derecha. Con m = 0, k, = 4.00092189, p(0) = 1, b, =
2.062 (caso no resonante), b, = 4.104 (w = w., también no resonante) y b, =
4.124 (w = w,, caso resonante). También ilustramos la evolucion temporal de
T, 2,7, £ v p. Notese, el cambio de escala en los ejes para el caso no resonante
v el caso cerca de la resonancia.

Como un ejemplo més, en la Fig. D.6 se muestra la proyeccion de la
trayectoria de la particula para el caso resonante con m = 0, p(0) = 1 v
distintos valores del campo externo. Notese que z = 0, entonces P, tendrd un
valor para cada caso. Los valores del campo externo son b, = 1.4142 (k, = 1)
en laizquierda y b, = 4.124 (k, = 4.00092189) en la derecha. Los tiempos son
(de arriba a abajo) dt = 20/ck,, dt = 200/ck, (izquierda) y dt = 100/ck,
(derecha), v finalmente, dt = 2000/ck,. Vemos distintas trayectorias para
la particula (inicialmente en reposo y en resonancia) segun la intensidad del
campo.

resultados con P, fijo

Ahora se ilustran ejemplos cuando se deja fijo el momentum lineal a lo
largo del eje z, P, = -0.28284448023, v para ello es necesario variar . La

consecuencia es que la particula no esta inicialmente en reposo, esto es para
ambas polarizaciones (L y R). Los resultados obtenidos son andlogos. Sin



114 APENDICE D. FIGURAS PARA EL CASO RESONANTE

= a0 p(o) s1.0; bes .M 0 (L)
ka « 10 | NO Rescnance) kz + &.00092189| Resonantae |

wa tiempo

T v tiempo

gamma va I

0501005020250

gamaa dot wa T

T dor ve T

Figura D.4: Evolucién temporal de £, z. Evolucion a lo largo de z para =, 5 v 2 (L) con:
mo=10.p(0) =1yb. = 4124, A la izquierda k. = 10 (caso no resonante) v a la derecha
k. = 4.00092189 (caso resonante). Travectoria en el plano XY (hasta arriba). El tiempo
de graficacidn es dt = 20/ck_. El eje horizontal es tiempo y z. respectivamente.
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m =0 ; k2+4.0009218%9; p{0) = 1.0 7 (R
bz = 2.062 be s« 4.104

br » £.124
[ MO Resonancia) [ RESONANCIA |

Z v vismpo

cooo
L
oo
soco

a
0.00

Qe aa
(=3 =3
o0 oo
D e
.:|§

Figura D.5: Evolucién temporal de £, z v v (R) con: b. = 2.062 (izquierda), b, = 1.104
(centro) ¥ b. = 4.124 (derecha). Trayectoria en el plano XY (hasta arriba). [zquierda
¥ centro caso no resonante y en la derecha caso resonante. El tiempo de graficacién es
dt = 10/ck ;. Respectivamente, el tiempo es el eje horizontal,
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RESONANCIA conla PRECUENCIA del CICLOTRON
m=0; p(0) «1.0 ; (m)
bz= 1.4142; kx=1 bz = 4.124 ; kz = 4.0005218%
Pz = -0.5589 ; Lz = 0.7693 Pz = -0.9609 ; Lz = 2.0833

Un tiempo posterior

Un tismpo posterior

Figura D.6: Trayectoria en el plano XY (R) inicialmente en resonancia con: m = 0,
p(0) = 1. Alaizquierda b, = 14142 y k. = 1. A la derecha b. = 1124 y k. = 4.00092189.
Los tiempos de graficacion son (de arriba a abajo) dt = 20/0k _dt = 200/¢ck | (izquierda)
vt = 100/ek, (derecha), y finalmente, dt = 2000/ck .
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embargo, recordemos que las velocidades son relativistas, por lo tanto, si
queremos la condicion de resonancia con la particula inicialmente en reposo,
serd necesario realizar las transformaciones de Lorentz correspondientes. Por
ejemplo, para el nimero de onda y por ende la frecuencia, para la velocidad en
la direccion de propagacion, y obtener las cantidades correctas en el sistema
de referencia que vea a la particula en reposo. Asi como para los campos EM
externos [13], en éste caso, solo hay campo magnético. Y como es paralelo a
la direccion de propagacion, no hay variacion en el valor de la intensidad de
B.p. Sin embargo, por curiosidad mostramos los resultados.

En la Fig. D.7 se ilustra un ejemplo con m = 0, p(0) = 1, b, = 1.4142
(k. = 1) y polarizacidn circular derecha. Nétese que, a tiempos grandes no es
lo mismo tener resonancia en reposo, que resonancia con una velocidad inicial
distinta de cero (2 # 0). Arriba, la velocidad inicial a lo largo de la direccién
de propagacion es ¢ = 0.3392, dt = 2000/ck, (izquierda) y dt = 6000/ck,
(derecha). Abajo, la velocidad inicial es z = 0, dt = 200/ck, (izquierda) v
dt = 2000/ck, (derecha). Obsérvese que, las trayectorias son distintas para
tiempos grandes. En el caso inicialmente en reposo, se forma una donita. En
cambio, cuando z(0) # 0, atin no se forma una donita. Nétese también que,
las espirales en un principio tienen un tamano, luego crecen y crecen. Tal vez,
la trayectoria global siga siendo helicoidal v las espirales seguiran creciendo.

Mostramos a continuacion, el caso con polarizacién circular izquierda.
Para una region de confinamiento (m = 0) y no confinamiento (m = 1).
Sélo hemos analizado el caso con P. = -0.28284448023. El valor del campo
externo es tal que b, = 4.124, lo cual implica que k, ~ 4.0009 (nimero
de onda en la direccién z). En la Fig. D.8 mostramos la proyeccién de la
trayectoria de la particula en el plano XY, primero sin campo y k. = 1
(z ~ 0.34), luego ponemos campo externo con el mismo valor de k., luego
con el valor de k. adecuado para obtener la frecuencia caracteristica de un
ciclotron. Observando que a tiempos cortos (10/ck, ), las trayectorias son una
especie de espirales, posteriormente a tiempos mucho mds largos, 6000/ck
(izquierda) v 1000/ck, (derecha), la trayectoria es una parte del circulo en
el plano XY (como se esperaba). Aqui. también cambia la frecuencia global
en que se recorren angulos de 2r. Ademas en ésta situacion, la velocidad de
la particula en la direccion e propagacion, 2 ~ 0.79, es relativista.

Posteriormente. con las mismas condiciones v los mismos valores anali-
zamos la situacion para polarizacion circular derecha. En donde el compor-
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RESONANCIA {R}
m=0;pi(0) =1.0; b zrs1.4142; kz =1 ; Lz = 0.7693
s dot = 0.3392 ; Pz =

-0.28284448023

z dot=0 ., Pz= -0.59889149

Figura D.7: Trayectoria (X¥) (R) con: m

=0.p(0) =1yb: = 14142 v k., = 1.
Arriba, 2(0) = 0.3392, dt = 2000/ck, (izquierda: v dt 2000/ck; (derecha). Abajo
:(0) = 0 (inicialmente en reposo y resonante), dt = 200/ck (izquierda) v df = 2000/ck
{derechi).
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o {0) =1.0; Pz = -0.28284448023; (L)

m=0 m =1
bz=0; kz=1

o

.01
.02

o

bz = 4.124; k_z = 4.00092189; Frecuenciadal ciclotron

0.90.920.940.960.98

Figura D.8: Trayectoria (XY) (L) con: m = 0 (izquicrda) v i = 1 (derecha), p(0) = 1y
P. = -0.28284448023. Arriba, b. = 0y k. = 1, luego (abajoi b. = 1.12d v k. = 1, y los dos
iltimos renglones con k. = 4.0092189, lo cual implica estar en resonancia con la frecuencia
del ciclotrén, Primero a un tiempo (dt = 10/ck_). (hasta abajo) el tiempo posterior es
dt = 6000/ck | (izq.) y dt = 1000/ck (der.)
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tamiento cambia un tanto, ya que la region analizada para m = 1 es una
region de confinamiento. En la Fig. D.9. Observamos que, cuando el sistema
estid en resonancia con la frecuencia del ciclotron hay un cambio cualitativo
en las trayvectorias, tanto en el caso m = 0 como en el caso m = 1. La dife-
rencia entre polarizacion circular izquierda v circular derecha con m =1 es
que, para la primera situacion (L) la travectoria serd una donita (tiempos
largos) formada a lo largo de ella por trayectorias espirales y para la segunda
situacion (R) la donita formada son espirales como las que hemos obtenido
en casos anteriores (modos TE).

En la Fig. D.10 mostramos la proveccion en el plano XY de la trayec-
toria de la particula para polarizacion circular (izquierda y derecha). Hasta
arriba sin campo externo, con k. = | (cuando k, = 10 las trayectorias son
setmejantes). Posteriormente, se anade el campo y obtenemos el valor de la
frecuencia del ciclotron. Primero, con . = 10 (caso no resonante). Después
a un tiempo posterior, en principio se forma una donita. En los altimos dos
renglones, el sistema inicialinente estd en resonancia con la frecuencia del
ciclotron. Se mantuvo la intensidad del campo externo, b, = 1.4142 y k., = 1.
El tiempo posterior es dt = 2000/ck | (también es el caso resonante). Obser-
vamos que en polarizaciéon (R) el campo externo contribuye al movimiento
de la particula, de tal manera que la travectoria que sigue la particula es
una espiral. En el caso con polarizacion (L) la trayectoria de la particula no
es una espiral como el caso anterior. Sin embargo, tiene una trayectoria glo-
bal en forma helicoidal (para tiempos largos). En cambio, para polarizacién
(R) se tiene una trayectoria un tanto simpitica, las espirales durante un
tiempo tienen un tamano, v para un tiempo posterior, esas espirales crecen
de tamano. Véase, que no es evidente concluir que a mayores tiempos se
formard una donita.

En la Fig. D.11 , tenemos las grificas que nos dan informacién fisica
a lo largo del tiempo, para polarizacion circular izquierda y derecha (caso
resonante). Mostrando la proveccion de la travectoria en el plano XY para
el caso en que m = 0, k. = 1. P. = -0.28284448023. Primero, el efecto
de cada polarizacion sobre la particula (h. = 0). Posteriormente, con b, =
1.4142. La particula se encuentra inicialmente en reposo y en resonancia. El
tiempo de graficacion de las dos primeras os df = 20/ck; y el de las demads
es dt = 100/ck .

En la Fig. D.11, para el caso resonante, obsérvese que para (L) el tamano



D.2. MODOS (L) Y (R) 121

PO} v 1,05 Pra -0,26206448023 W)
=0 - =l

bx s+ 4.124; &k z + 4.0009218% Frecusnciaieciclotron

Figura D.9: Travectoria (XY) (R) con: m = 0 (izquierda) y m = 1 (derecha), p(0) =
1.0 y P. = -0.28281448023 Arriba, b, =0y k. = 1, luego (abajo) b. = 4.124 v k. = 1.
y los tres altimos renglones con k. = 4.0092189, lo cual implica estar en resonancia con
la frecuencia del ciclotron. Prirero a un tiempo (dt = 10/ck ), luego con dt = 100/ ck_ »
(hast.a Bbuj-l.)) el LU0 pUSTErior es dt = ],DOO)!CL-_
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m=0;p(0) =1.0; Pz=: -0.28284448021
bz =0; k z=1; Lz =0.06

(L) (R)

bz = 1.4142; %k _z = 1;

ia( P imleciclotron) ; Lz = 0.77

Un tiempo posterior ( Rescnancia)

Figura 1D10: Trayeetoria (XY) (L v ) con: =0, p{0) = LOy P, = <2825 113023,
A la taquierda (L) v a la derecha(R). Arriba, k. = 1 v b. = 0, luego fabiajo) con b =
L2 v ko = 10, Con estos valores a un tiempo posterior, dt = 200/ ek _ Luvea (aligol
fs 1012 v ke = |, esto es en resonancia al tiempo dt = 207ck « thasta abap

B peestitjor es ilt = 3““0;‘!"‘_
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e 0y (0) = 1.0; Puos -D.20184448023

fL) 1my

gamma dor vs tiempo | Mescaancis |

Figura D11 Evolucion des p, j, o, 5 v % a o Jasgo del tiempo. Particula inicialmente en
reposo voen resonancia. En la zquierda (L1 v o L derechia (). Travectoria (XY) (hasta
arribal, cont mo =0, pi)) = 1.0, k. = [+ A 2328 1448023, El eje horizontal es el
tierpo.
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de las espirales varia un poco. En cambio, para (1?) la variacion del tamano del
radio en la travectoria de la particula es mavor como lo muestra claramente
la espiral dibujada en el plano XY (superior derecha). También vemos un
cambio cualitativo en g, p, 2 v 7.

Los resultados obtenidos a tiempos cortos (dt ~ 20/ck ), para
polarizacién circular derecha, TE y TM (para TM sdlo en el caso m = 0)
cuando hay resonancia, son parecidos cuando la particula esta inicalmente
en reposo y en resonancia. Sin embargo, hemos mostrado el ejemplo para
tiempos mas grandes v las trayectorias no son semejantes. Notando que z(0)
es muy grande, v no podemos concluir que para cualquier velocidad sucede
algo analogo.
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