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Abstract

A new technique based on series truncation is developed to study the steady
viscous flow past a circular cylinder and a sphere for low Reynolds numbers
(Re). The equations of motion are written in terms of a new coordinate
z(r), where r is the distance from the object, such that the domain of in-
tegration of the Navier-Stokes equations is finite. Solutions for the velocity
and pressure fields are assumed as power series in z, whose coefficients are
functions of R, and the angular coordinate. After the substitution of the
proposed solutions into the governing equations, they result into three recur-
rence relations between the coefficients of the power series. The boundary
conditions result into two coupled non linear ordinary differential equations
of infinite order and degree. In practice, the series solutions are truncated at
some order N such that the problem to be solved is finite. These equations
were studied for the case of the flow in 2 and 3D using Fourier series and
Legendre polynomials, respectively. The ordinary differential equations are
then transformed into a complete system of non linear algebraic equations.
This problem was studied using power series in R.. Results for a wide range
of values of N were computed, and some of the convergence properties were
analyzed. The approximate solutions found were compared with different
results found in the literature.



Resumen

El problema del flujo alrededor de un cilindro y de una esfera a nimeros de
Reynods (R.) chicos, se estudia a partir de un método de truncamiento de
series. Las ecuaciones de movimiento se reescriben en términos de una nueva
variable z(r), donde r es la distancia al objeto, que tiene la propiedad de es-
tar definida en un intervalo finito. Las soluciones a los campos de velocidad
y presién se proponen como series de potencias en z. cuyos coeficientes son
funciones de R, y de la variable angular. Asi, la ecuaciones de Navier-Stokes
se traducen a tres relaciones de recurrencia entre los coeficientes de las series
de potencias de z. Las condiciones de frontera, junto con las relaciones de
recurrencia, resultan en dos ecuaciones diferenciales ordinarias, no lineales,
de grado y orden infinito. En la préactica, las series de potencias se deben
truncar a un orden N finito, de manera que se debe resolver un sistema de dos
ecuaciones diferenciales ordinarias, cuyo orden y grado dependen de N. Estas
ecuaciones se estudiaron para el caso del flujo en 2 y 3D, utilizando series de
Fourier y polinomios de Legendre, respectivamente. Las ecuaciones diferen-
ciales quedan reducidas a ecuaciones algebraicas, no lineales, que se estudian
proponiendo soluciones en series de potencias de R,. Se presentan resultados
para un amplio intervalo de valores de N y se discuten las propiedades de
convergencia. Las soluciones aproximadas encontradas se comparan con los
resultados encontrados en la literatura.



Capitulo 1

El problema y sus antecedentes

El problema que se estudia consiste en un cuerpo fijo, cuya longitud carac-
teristica es a, con simetria circular (en 2 y 3D) colocado en el origen de un
sistema de coordenadas. El cuerpo se encuentra inmerso en un fluido que
se mueve con velocidad uniforme {7, como se muestra en la figura 1.1. El
fluido es Newtoniano, con densidad p y viscosidad cortante p. El estudio
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Figura 1.1: Esquema del flujo alrededor de un cuerpo con simetria circular.

fenomenolégico del problema, muestra que el flujo tiene varios regimenes de-
pendiendo del valor de a, p, py U. A partir de estas cantidades se define
el nimero de Reynolds, que resulta ser el inico pardmetro adimensional en
este problema y se define como R, = -[‘;—“-, donde v es la viscosidad cinemadtica
(11/p), es decir, estd definido como el cociente entre dos distancias; la longi-
tud caracteristica (a) del objeto y la longitud de penetracién viscosa (v/U).
Por lo tanto, este pardmetro compara los efectos inerciales con los viscosos.
Para valores pequefios de R, se observa un primer régimen que corresponde a
un flujo estacionario sin regiones de recirculacién (ver figura 1.2). Al aumen-
tar el valor de R, por encima de cierto valor critico (= 2.5 para el cilindro y

3



Figura 1.2: El flujo alrededor de una esfera (izq.) y de un cilindro (der.), a
R, =4.07 y R, = 0.77, respectivamente. Fotos de Sadatoshi Taneda [1].

Figura 1.3: Regién de recirculacién para el flujo alrededor de un cilindro;
para R, = 6.55 (izq.) y R. = 13 (der.). Fotos de Sadatoshi Taneda [1].

~ 10 para la esfera, aproximadamente), aparece una regién de recirculacién
detras del objeto; el flujo sigue siendo estacionario (ver figura 1.3). Si se sigue
aumentando R,, se llega a un régimen no estacionario, en donde la regién de
recirculaciéon empieza a oscilar de forma periddica.

Mateméticamente, el problema a resolver consiste de un sistema de ecua-
ciones diferenciales parciales parabdlico, no lineales, conocidas como ecua-
ciones de Navier-Stokes. Estas ecuaciones se siguen de los principios de
conservacién de masa y de momento® y tienen la siguiente forma

ou

= = 1 2~
— +(E-V —_—NT \vj 1:3
: (u )u P 4+ vV*u, ( )

'En el caso mas general una ecuacién adicional se deriva de la conservacion de la
energia, sin embargo, en el caso que aqui se trata, la energia permanece constante.

4



Z4v-(oi) = 0, (1.2)

donde @, P y p son funciones de la posicién y del tiempo [2,3]. Para
completar el sistema de ecuaciones es necesaria una ecuacién de estado y
condiciones a la frontera. Puesto que este estudio se centra en el caso de
R, chicos, el flujo es estacionario, por lo que que los campos de velocidad
y presion son independientes del tiempo. La densidad se supone constante
en todo el fluido; flujo incompresible (debido a que se suponen velocidades
mucho menores que la velocidad del sonido [3]). Como condiciones a la
frontera se utiliza que el campo de velocidades debe permanecer uniforme en
el infinito y que la velocidad sobre la superficie del cuerpo debe ser cero®.
En conclusién, las ecuaciones que describen el flujo incompresible alrededor
de un cuerpo en el caso estacionario, escritas en forma adimensional, estan
dadas por

R(@-V)@d = -VP+ V3, (1.3)
Vid = 0; (1.4)
=0 si | =1, (1.5)
i=U y (1.6)

P-PB—0 si |f]— o, (1.7)

donde U es un vector unitario en la direccién del flujo y Py es la presién
constante en el infinito. Debido a la simetria circular del problema, los cam-
pos de velocidad y presién dependen de la distancia al cuerpo y del dngulo
entre el vector de posicién y U. En el caso bidimensional, si se escoge la
direccién del flujo a lo largo del eje = los campos dependen de las coorde-
nadas cilindricas (r,#), mientras que en el caso tridimensional, los campos
dependen de las coordenadas esféricas (r,#): cuando la direccién del flujo se
escoge a lo largo del eje z.

En casos en los que el problema tiene alguna simetria, es conveniente trabajar
con las ecuaciones en el lenguaje de la funcién de corriente. Entonces, dado
el sistema de coordenadas generalizadas (gq;, ¢2, g3). tales que los campos son
independientes de la tercera coordenada, cuando se toma el rotacional de la

?Esta condicién estd basada en que no se ha observado que el fluido, en condiciones
normales, se deslice en la superficie sélida. ademads de la validez de los resultados obtenidos
a partir de su uso [3].



ecuacion (1.3) v se utiliza la identidad
V(%ﬁ-ﬁ) —@x(Vx@)+(3-V)d
se obtiene la ecuacion
R.V x (i x @) = V*0, (1.8)
donde @ = V x # es la vorticidad. la cual, sélo tiene una componente diferente

de cero. La funcién de corriente, ¥(r,#), se puede definir a partir de un
potencial vectorial para el campo de velocidades, es decir,

B = 1-(:9) k (cilindricas), (1.9)
- v(r.0) | -
= ' i 9 |
g P (esféricas), (1.10)

de manera que el campo de velocidades se calcula a partir de
i=VxB, (1.11)

Es fécil demostrar que este campo de velocidades es solenoidal en 2 y 3D,
i. e., la divergencia del campo de velocidades es cero. Cuando se sustituye
(1.11) en la ecuacién (1.8), se obtiene una ecuacién diferencial parcial eliptica,
no lineal, de cuarto orden para la funcién de corriente.

El primero en estudiar el problema fue Stokes en 1851 [2-5], que propuso
como primera aproximacion despreciar el término no lineal en la ecuacién
(1.3), basado en que cuando el flujo es lento y el fluido lo suficientemente
viscoso (R, — 0), las fuerzas inerciales son despreciables comparadas con las
fuerzas viscosas, de manera que el problema a resolver es lineal. En el caso del
flujo en 2D, Stokes encontré que el problema no se puede resolver; paradoja
de Stokes [4-6]. En el caso del flujo en 3D, encontré6 la solucién al problema y
determiné su famosa expresién para el arrastre sobre la esfera, conocida como
la ley de Stokes [2,3,7]. Desde el punto de vista de Stokes, la no existencia
de la solucién al problema en 2D, era un indicador de que el flujo no es
estacionario [4]; actualmente es sabido que esto es incorrecto. Més tarde, en
1889, Whitehead propuso un método perturbativo para encontrar la siguiente
aproximacién a la solucién de Stokes en 3D [4,8]. El problema a resolver
al orden maés bajo coincide con resolver las ecuaciones en la aproximacion
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de Stokes. Whitehead encontré que no era posible hallar una solucién al
problema, a orden R., que satisficiera las ecuaciones de movimiento y las
condiciones a la frontera [4]. El hecho de que no se pueda encontrar una
segunda aproximacién al problema se conoce como la paradoja de Whitehead.
No fue hasta 1910 que Oseen [4, 5, 9] mostré que las paradojas son consecuen-
cia de la naturaleza singular del flujo a R, bajos. debido a que la solucién no
representa una aproximacion uniforme en todo el dominio. Para entender la
fuente del problema, Oseen estimé, a partir de la solucién de Stokes, la mag-
nitud de los términos despreciados y encontrd que éstos son comparables con
los términos retenidos en las ecuaciones a distancias grandes, i. e., distancias
tales que O(R.r) es de orden uno, de manera que la solucién de Stokes no es
una aproximacién uniforme al flujo lejos del cuerpo.

La alternativa propuesta por Oseen fue que, dado que la solucién de Stokes es
incorrecta lejos del objeto, en donde la velocidad es practicamente uniforme,
el término no lineal en la ecuacién (1.3), puede ser aproximado por el término
R, (U . V) ii. Claramente, el problema en esta aproximacién es lineal y se
puede resolver en 2 y 3D. Las soluciones al problema se conocen de forma
aproximada y fueron calculadas originalmente por Oseen en 1910, para el
caso en 3D, y por Lamb en 1911, en el caso de 2D [4,5]. En este caso, la
aproximacion en la vecindad del objeto es pobre, puesto que en esa region el
flujo no es uniforme; sobre todo a R, altos.

Aunque con la aproximacion de Oseen es posible obtener soluciones uniforme-
mente vélidas en todo el dominio, la aproximacién sigue estando restringida
a nimeros de Reynolds mucho menores que la unidad. Goldstein (1929)
[10,11] y Tomotika & Aoi (1950) [12] estudiaron el problema de Oseen
para K, arbitrario, aunque las soluciones son de valor limitado puesto que,
a nimeros de Reynolds de orden uno, la aproximacién de Oseen deja de ser
cualitativamente valida, sobre todo en la vecindad del objeto [4].

A mediados de los afios 1950’s, se desarroll6 el método de acoplamiento de ex-
pansiones asintéticas (AEA) [13.14]. En 1957 Kaplun [15], Lagerstrom [14]
y Proudman & Pearson [8], de manera independiente, aplicaron el método
a este problema. Los AEA consisten en proponer como solucién dos tipos
de expansiones asintdticas, una vélida cerca del objeto v la otra lejos, y fi-
nalmente se acoplan en la regién en donde la solucién perturbativa no es
uniforme. En las siguientes secciones se muestra con mas detalle el método
de los AEA. Los resultados obtenidos muestran que las soluciones dependen
de series logaritmicas en R,, por lo que, para calcular correcciones para R,



de orden uno, es necesario calcular un nimero infinito de términos [4, 8].
Durante la década de los 1960's. se hicieron estudios del problema utilizando
el método de truncamiento de series. Estos procedimientos consisten en
proponer como solucién desarrollos en serie de una de las variables indepen-
dientes. Al truncar dichos desarrollos, las ecuaciones de Navier-Stokes se
reducen a sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales, que se
pueden resolver de forma iterativa. La diferencia entre la metodologia uti-
lizada radica en la representacidn en la que se trabajan las ecuaciones de
movimiento. Van Dyke [16] v Underwoood [17] trabajaron con la ecuacién
diferencial, para la funcién de corriente, que se reduce a sistemas de ecua-
ciones diferenciales ordinarias. que resuelven numéricamente. Nieuwstadt &
Keller [18] y Dennis & Walker [19] utilizaron el método de truncamiento de
series para la vorticidad y la funcién de corriente, el sistema de ecuaciones
diferenciales resultante se estudia numéricamente. R. Soto y R. Peralta-
Fabi [20] utilizan series de potencias, en una nueva variable que depende de
la distancia al objeto. para los campos de velocidad y presion. Al sustituir
en las ecuaciones de Navier-Stokes con condiciones a la frontera, el problema
se reduce a dos ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales, cuyo orden y
grado dependen del orden al que las series se truncan. Estas ecuaciones se
resuelven usando métodos analiticos aproximados y métodos numéricos.

El uso del método de truncamiento de series se ha combinado de maneras
diferentes con cédlculos numéricos, como en los casos anteriores en donde el
conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias que hay que resolver en cada
caso se resuelve numéricamente,

1 El flujo alrededor de un cilindro

En este caso, el problema tiene invariancia bajo traslaciones en la direccién
del eje z, de manera que los campos de velocidad y presién son funciones de
las coordenadas cilindricas (r.6). A partir de las expresiones (1.8), (1.9) y
(1.11) se obtiene que la ecuacién para la funcién de corriente estd dada por

R. (ovd v 6)

T (E‘ﬁ@r or df

con el operador V en coordenadas cilindricas. Las condiciones de frontera
son

Vi = Vi, (1.12)

U(r8) = 0y (1.13)
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o
or
U(r,0) ~ rsinf si r— oc. (1.15)

= (8 r=1, (1.14)

La primera aproximacién propuesta para resolver el problema fue suponer
que en el limite cuando R. — 0, el término no lineal en la ecuacion (1.12) se
puede despreciar, de manera que el problema se reduce a resolver la ecuacién
bi-arménica para la funcién de corriente. La solucién al nuevo problema que
satisface las condiciones (1.13) y (1.14) estd dada por [3.4,8]

¥(r.0) = A(;lr — 7+ 2rlnT)siné. (1.16)

Es claro que, debido al término logaritmico en r, no hay forma de ajustar la
constante A para que se satisfaga la condicién (1.15). Por lo tanto no hay
solucién de las ecuaciones de Stokes®.

Si a partir de la solucién anterior se estima el cociente entre el término no
lineal, correspondiente a las fuerzas inerciales en el fluido. y el término lineal
de las fuerzas viscosas. se encuentra que

R||(a - V)i
—___* "o~ ARrhnr (1.17)
(%
lejos del cilindro. Por lo tanto, para distancias tales que
CR.rinr = 0O(1), (1.18)

las fuerzas inerciales y las viscosas son comparables, de manera que la ex-
presién (1.16) no es consistente con la suposicién de que el término no lineal
sea despreciable en todo el dominio [4,8]. Por lo tanto, esta expresién no es
una aproximacion uniformemente vélida al flujo en todo el dominio. Es im-
portante notar que esto es consecuencia de que el dominio de integracién de
las ecuaciones de movimiento es infinito; lejos estd la region donde la solucién
de las ecuaciones de Stokes no es uniforme.

El hecho de que el problema anterior no se pueda resolver, tiene como con-
secuencia que el problema no lineal no pueda ser resuelto usando teoria de
perturbaciones regulares [4]. En otras palabras. si se propone que la funcién
de corriente tenga la forma

Y(F) = vo(F) + ¥ (R + YR+ ..., (1.19)

3\las adelante, en el capitulo 4, se discute con mas detalle la solucién en esta apro-
ximacién.




v se sustituye en la ecuacion (1.12), después de coleccionar términos en po-
tencias de F,, se encuentra que el problema al orden més bajo coincide con
resolver las ecuaciones de Stokes. con las condiciones de frontera (1.13-1.15).
Por lo tanto, es un problema singular desde el punto de vista de la teoria de
perturbaciones.

Una alternativa es buscar una mauera diferente de aproximar el término des-
preciado; sustituirlo por uno lineal diferente de cero. En 1910 Oseen propuso
que, dado que la solucién de las ecuaciones de Stokes es incorrecta para dis-
tancias lejanas al cilindro, en donde la velocidad del flujo es précticamente
uniforme, el término no lineal en (1.3) se aproxima por el término (U - V) .
Entonces, la ecuacién diferencial para la funcién de corriente en este caso es

d A R R
R, (0056'5; - smﬂﬁ) Vi = Vi, (1.20)

con las condiciones de frontera (1.13-1.15). La solucién de la ecuacién anterior
es de la forma [8]

1 , = 1 1 rsin(nf) _
(r,0) = (r " QBUT) sind = 5 sp-dnlzRer) " + O(B; 2), (L.21)
donde
1| 1
Boz ; —'}"—ln iRh (1.22]
y
¢n(T) = 4K1(7‘)Iﬂ(?‘) + 2Ifo(T)(I“+1(T) =+ In_;[(.'f')}, (123)

las In(r) y Ky (r) son las funciones modificadas de Bessel y ~ es la constante de
Euler. La expresién anterior es una solucién aproximada a la ecuacién (1.20),
que fue encontrada originalmente por Lamb en 1911 [5. 8]. La solucién exacta
de las ecuaciones linealizadas de Oseen fue calculada més tarde por Faxén en
1927 [8] y por Tomotika y Aoi en 1950 [12]. Sin embargo, esta aproximacién
estd restringida a niimeros de Reynolds mucho menores que la unidad, puesto
que cuando la velocidad del flujo no es pequena la aproximacién propuesta
por Oseen empeora cerca del cilindro; en donde nunca es valida. Por lo tanto,
con la solucién exacta de las ecuaciones de movimiento en la aproximacién de
Oseen, no se pueden obtener mejores resultados para el flujo que los obtenidos
al utilizar la expresién aproximada (1.21).

Con el fin de calcular las caracteristicas del flujo, es conveniente tener una
expresién mds simple de la funcién de corriente. A partir de la solucion
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aproximada de Lamb, se encuentra que

Y(r,0) =~ [é (rlnr-%r+ %) + 2R, (é—r’lnr— %r"
0

1 1 1 1\ 1 ;

~— (E-B_g. - 1) + (E — g) ';2') COSB] sin#é, (1.24)
es una buena aproximacion cerca del cilindro [21].
Para mejorar esta aproximacién, una primera posibilidad es utilizar un de-
sarrollo estilo (1.19), para la funcién de corriente. El problema al orden mads
bajo de aproximacién es el de Stokes y su solucién perturbativa tiene las
dificultades ya mencionadas, de manera que se sustituye por la ecuacién de
Oseen y, a partir de su solucién, se calcula el siguiente orden. Si el pro-
blema tiene solucién, ésta representa una correccién vilida para niimeros de
Reynolds mayores. Sin embargo, debido a la complejidad de la solucién de
la ecuacion de Oseen, no hay mucho trabajo en esta direccién, por lo que no
se conoce una segunda aproximacién [4].
De la teoria de perturbaciones singulares se sabe que una condicién necesaria,
aunque no suficiente, para obtener un comportamiento singular, es que el
parametro perturbativo sea el cociente de dos longitudes caracteristicas cuyo
valor tiende a cero. En este caso. en el problema se tiene al radio del cilindro
(a) y U/v, por lo que, cuando R, — 0, la longitud de penetracién viscosa
es mucho mas grande que a [4]. De manera que el problema es singular y la
alternativa es usar métodos de AEA [8,14, 15, 22].
La idea central de este método es que la solucién al problema se compone de
dos desarrollos, cerca y lejos del cilindro, que se acoplan en la regién donde
la solucién perturbativa del problema no es uniforme. De manera que, cerca
del cilindro (r = O(1)), se propone un desarrollo de la forma

‘!.b("‘, 9; Rs) = fu(&)%(ﬁ 9) + fI(Rt)wl(T! 9) taey (]“25)

donde fp41/fn — 0si R. — 0. Este desarrollo se debe considerar como
proveniente de la solucién de la ecuacién (1.12), con las condiciones de fron-
tera (1.13-1.15), en el limite R, — 0 para valores fijos de r. Evidentemente,
como la expresién (1.25) es la funcién de corriente cerca del cilindro. ésta
debe satisfacer la ecuacién (1.12) y las condiciones (1.13) y (1.14). Hay que
notar que el desarrollo propuesto anteriormente es del estilo del desarrollo
(1.19), de manera que la expresién (1.25) es una solucién uniforme cuando

r=0(1).
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Puesto que el desarrollo (1.25) no satisface la condicion de frontera al infinito,
pues es la regién en donde no es uniforme, la condicién (1.15) se sustituye
por la condicién de que (1.25) debe acoplarse con una desarrollo vélido para
T grandes.

El que la solucién propuesta para (r, 8; R,) deje de ser vélida, debido a que
los términos inerciales son comparables con los términos viscosos, sugiere
efectuar una transformacioén en (1.12), de manera que la ecuacion resultante
sea independiente del niimero de Reynolds. Esto se puede lograr haciendo
un reescalamiento del sistema de coordenadas y de la funcién de corriente
como se muestra a continuacién. Sean

p=Rer y ¥=R.Y, (1.26)

este nuevo conjunto de variables se conoce como variables de Oseen. La
transformacién anterior no es inica, sin embargo. es la mds sencilla y se
puede utilizar sin pérdida de generalidad. Asi, la ecuacién para la funcién de
corriente toma la forma '

L(wo v
p\000p Opdb
donde V, es el operador gradiente en las coordenadas (p,f). En este caso,
se propone como solucién un desarrollo de la forma

U(p,6: Re) = Wo(p. 6) + F1(Re)¥1(p.0) + ..., (1.28)

donde F,.,/F, — 0 cuando R, — 0, con p fija. En este caso, la expresién an-
terior debe satisfacer la condicién de flujo uniforme y acoplarse, para valores
pequerios de p, con el desarrollo (1.25)* expresado en estas variables.
Cuando (1.25) se sustituye en la ecuacién de Navier-Stokes (1.12), se en-
cuentra que el problema a resolver, para el término ¢(r,#), corresponde a
resolver las ecuaciones de Stokes, cuya solucién estd dada por la expresion
(1.16); por lo que al desarrollo (1.25) se le conoce como expansién de Stokes.
Anidlogamente, el primer término en el desarrollo de Oseen (1.28) es el co-
rrespondiente a un flujo uniforme. Entonces, se obtiene que los desarrollos
de Stokes y Oseen, antes del acoplamiento, son

W6 R) ~ folR.) (rlnr—%r+%)sin9, (1.29)
Y(p,0:R;) =~ psin. (1.30)

Para mayores detalles de la validez de estos desarrollos véase [4,8,14,15].

) ViU = V¥, (1.27)
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Cuando la expresién (1.29) se escribe en términos de las variables de Oseen
y desarrollando para p pequeiias, se obtiene

f”J(QRf} In %psinﬂ. (1.31)

¥(r,0; R.) =~

Para que la expresion anterior y (1.30) satisfagan (1.26) se requiere que

-1

fo(Re) = (- +) . (1.32)
e

En realidad es suficiente considerar el caso k = 0, sin embargo, mas adelante

se explota la libertad para escoger esta constante. Del resultado anterior se

puede inferir que las f,(R,) son potencias inversas de (k — In R,).

Al haber sustituido el desarrollo de Oseen (1.28) en (1.27), se encuentra que

la ecuacién diferencial que debe satisfacer ¥;(p, @) es la ecuacién linealizada

de Oseen. La solucién, para valores pequefios de p, esta dada aproximada-

mente [4] por

Uy (p,0) =~ -C (ln% +1- *}«) psind + O(p* Inp), (1.33)

donde 7 es la constante de Euler y C' es una constante. Esta expresion
proviene de una solucién encontrada por Oseen [21] para el campo de ve-
locidades, que tiene la ventaja de escribirse de forma simple. En cambio, si
se resuelve el problema en términos de la funcién de corriente, la solucién
queda expresada en términos de series infinitas [8]. Entonces, la expansién
de Oseen para regiones cercanas al cilindro es

U(p,0; R,) ~ (1 — CF(R,) (ln % +1-— '}«)) psiné. (1.34)

Si se considera el siguiente término en la expansion, para p pequenas, del
desarrollo de Stokes (1.29) en funcién de las variables de Oseen, se tiene que

1 1 .
wpbiR) ~ = (1+fo (mp—k—3))psing, (139
por lo tanto, para acoplar (1.34) con (1.35) segiin la regla ¥ = R. 1, se obtiene
que CFi(R.) = fo(R.). Este resultado también sugiere que las funciones

F.(R.) son potencias inversas de (k — In R,).
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Cuando se sigue el procedimiento de acoplamiento se encuentra que los coe-
ficientes de (1.23) y (1.28) son de la forma

MRy = (ki)™

Fa(Re) = (mé-m—)_n.

de manera que los términos v,. satisfacen la ecuacion
V"wn = U;

i.e., la ecuacion linealizada de Stokes, debido a que el término no lineal, de
orden K., es mucho menor que el término lineal. Si se continta el proce-
dimiento de acoplamiento, o usando el principio de minima singularidad [4],
se encuentra que la solucién para el término 1, es un miltiplo de (1.29), de
manera que el desarrollo de Stokes tiene la forma general

(r,6; Re) ~ (fu(Re) > ﬂnfu(Re)") (rinr—3r+5-)siné,  (1.36)

! 2r

donde

Si se escoge la k tal que

k=Ind4—~y+ l,
2

se encuentra que las expresiones (1.34) y (1.35) se acoplan perfectamente.
Por lo tanto, en el siguiente paso en el desarrollo de Stokes se encuentra que
az = 0. Kaplun [4,15] llevé el desarrollo un paso més adelante y encontré
que a3 =~ 0.82.

Puesto que los coeficientes f, y F, son potencias inversas de (k — InR,),
las correcciones debidas a los términos no lineales. en la regién de Stokes,
son incluidas a través de las condiciones de frontera que hay que imponer
a cada paso. De manera que, en lo que a las ecuaciones de movimiento
concierne, el flujo estd regido por las ecuaciones de Stokes. Por lo tanto, para
considerar correcciones debidas a términos no lineales en las ecuaciones, hay
que calcular un nimero infinito de términos en (1.36). En 1975 Skiner [22]
hizo una extensién de los desarrollos de Stokes y Oseen y calculé una primera
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correccion al flujo, en donde se toman en cuenta los términos no lineales, sin
embargo, las correcciones muestran ser méds pequefias que el error cometido
al truncar la series logaritmicas en (1.36).

En 1995 Kropinsky, Ward & Keller [23], propusieron un método pseudo-
numeérico para poder obtener resultados que tuvieran toda la informacién
contenida en la suma infinita en la expresién (1.36). Aunque a partir de
estas nuevas propuestas se obtienen resultados satisfactorios. respecto a los
obtenidos integrando numéricamente las ecuaciones de movimiento, las con-
tribuciones de los términos no lineales no son consideradas en la regién
de Stokes, de manera que dichos resultados tienen validez restringida para
nimeros de Reynolds de orden uno. Miés tarde, en 1996, Keller y Ward [24]
extendieron el método para calcular correcciones debidas a los términos
no lineales, y cuyos resultados parecen comparar bien con experimentos y
célculos numéricos, para R, < 1.8.

Respecto a los métodos de truncamiento de series, Van Dyke en 1964 [16]
y Underwood en 1969 [17,25], trabajaron con la ecuacién (1.12) y desarro-
llaron la funcién de corriente en series de Fourier en el dngulo polar, de ma-
nera que el problema se reduce a un conjunto de ecuaciones diferenciales ordi-
narias no lineales. Estas ecuaciones fueron resueltas numéricamente usando
un método de disparo [25]. En 1973, Nieuwstadt & Keller [24], propusieron
series de Fourier para la funcién de corriente y la vorticidad, en el dngulo
polar, y utilizaron las ecuaciones de Navier-Stokes en el lenguaje de la vor-
ticidad y la funcién de corriente. Asi, el problema se reduce a un sistema de
ecuaciones diferenciales ordinarias, que resuelven numéricamente. Los dos
métodos anteriores fueron utilizados y corroborados con otros cdlculos para
R, < 10, en el caso de Underwood, y R. < 40, para Nieuwstadt & Keller.
Evidentemente, en vista de la naturaleza analitica-numérica del método uti-
lizado, sélo obtuvieron resultados para algunos valores de R. dentro de estos
intervalos.

Las combinaciones entre métodos analiticos y numéricos se han explotado
desde diferentes puntos de vista. En algunos casos. se busca un compor-
tamiento asintético para encontrar expresiones cerradas para las caracteristi-
cas del flujo, en algin intervalo finito de R.. En otros. simplemente se
busca reducir la complejidad del problema numérico, por ejemplo, Dennis
& Chang [26] utilizan el desarrollo en series de Fourier, para la funcién de
corriente, de manera que una de las ecuaciones diferenciales parciales se trans-
forma en un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias. que resuelven
numéricamente. La ecuacion de momento se resuelve numéricamente para
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la vorticidad usando diferencias finitas. Por tanto. el problema de resolver
dos ecuaciones diferenciales parciales, se reduce a un conjunto de ecuaciones
diferenciales ordinarias y una ecuacién diferencial parcial.

Por otro lado, con el rdpido desarrollo de computadoras y programas, el
problema ha sido estudiado para un gran intervalo de valores del mimero
de Reynolds. Los métodos numéricos que han sido utilizados para este pro-
blema, desde la década de los 1930's, para R, fijo. se han mejorado y en
los tltimos anos se han propuesto diferentes alternativas para mejorar los
resultados. Estos métodos se pueden dividir en dos grandes grupos: en el
primero, se considera el problema estacionario [27-30]; el segundo, consiste
en buscar soluciones estacionarias a partir de resolver numéricamente las
ecuaciones de Navier-Stokes dependientes del tiempo [31-33]. Sin embargo,
se encuentra que es mas eficiente, en el caso de estudiar el problema esta-
cionario, utilizar las ecuaciones de movimiento independientes del tiempo.
Bésicamente, la razén radica en que el tiempo requerido para que la solucién
del problema dependiente del tiempo llegue al estado estacionario puede ser
muy grande [34].

Dentro de los dos grupos anteriores, las diferencias surgen en el método para
discretizar las ecuaciones diferenciales y en las condiciones de frontera que
se utilizan. Por un lado, el dominio de la coordenada radial es infinito, de
manera que en este sentido se han propuesto diferentes alternativas. Como
primera aproximacioén, se puede utilizar la condicién de flujo uniforme a una
distancia finita suficientemente lejana del cilindro [31] y, en algunos casos,
extrapolar para r — oo [28]. Otra alternativa es buscar formas asintéticas
para las soluciones de las ecuaciones, dependiendo de la representacién en
que se estudian, para distancias suficientemente lejanas [18,33,35]. Estas
expresiones son basadas, por ejemplo, en soluciones a las ecuaciones de Oseen,
que tienen como condicién de frontera al flujo uniforme en r — oo [26]. En los
diferentes resultados se encuentra que al usar formas asintéticas para el flujo
lejano, se producen mejores resultados, comparados con aquellos provenientes
de haber impuesto la condicién de flujo uniforme a una distancia finita, sobre
todo para nimeros de Reynolds grandes [18], aunque, hay reportes en los
cuales, a partir de una transformacién tal que el dominio de integracion es
finito, los resultados para el arrastre no difieren mucho. al usar una condicion
asint6tica para el flujo lejos y la condicién de flujo uniforme [30].

Para el caso de la condicién de frontera sobre la superficie del cilindro, el
problema surge al describir la superficie del cuerpo. lo cual, depende del
tipo de variables y de coordenadas en que se estudia el problema. Una vez
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maés se abre una gama de alternativas, entre las cuales estdn el usar técnicas
de diferencias finitas y transformaciones conformes [36-38], que tienen como
desventaja que hay que invertir el Jacobiano de la transformacién, que puede
ser lento cuando se tienen mallas muy finas. En otros estudios, la influencia
del cilindro se introduce a través de un término adicional en la ecuacién de
conservacién de momento [32, 39, 40].

En los tltimos afos se han mejorado la técnicas de dindmica molecular para
flujos viscosos. La idea es resolver numéricamente una forma discreta de
las ecuaciones de Boltzmann [41,42]. Los resultados, que en su mayoria
estdn enfocados a niimeros de Reynolds relativamente grandes, parecen ser
consistentes, aunque no en todos los casos, con las demas teorias y resultados
experimentales.

2 El flujo alrededor de una esfera

Para el caso en 3D, el problema tiene simetria axial de manera que los campos
de velocidad y presién dependen de las coordenadas esféricas (r.,6); cuando el
flujo se escoge en direccién del eje z. En este caso la ecuacion para la funcién
de corriente estd dada por

R, o o ov 9 gy 200 2. 4.
—— | === +2 —_———— = X 137
72 5in 0 (33&» orop T2k, raa)D“’ L I L
donde
D? = 2 N sinf @ (1 9
T or? r 00 \sinfof )’
con las siguientes condiciones de frontera
b(r.) = 0y (1.38)
% = 0 # Fel (1.39)
Y(r,8) ~ %rzsinzﬂ si r— oc. (1.40)

o=

De manera similar al caso del cilindro, la primera aproximacién realizada
fue suponer que R, = 0, de modo que el problema se reduce a resolver una
ecuacién bi-arménica para la funcién de corriente. A diferencia del problema
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en dos dimensiones. en este caso el problema se puede resolver y se encuentra
que la solucién es [2, 3]

1
v(rf) = 3 (2?2 —3r+ %) sin® 4. (1.41)

Si a partir de la expresién anterior se estima el tamafio de los términos
despreciados en la ecuaciéon de momento, respecto al término viscoso, se

encuentra que
R || (- V)i ||
|| 2 ||

para distancias grandes del objeto. Por lo tanto, para aquellos valores de r
tales que

= R.r, (1.42)

Rer = 0(1),

los términos inerciales son comparables con los términos viscosos, de manera
que la expresién (1.41) no es una solucién uniforme en todo el dominio.
El que en este caso las ecuaciones de Stokes se puedan resolver se debe a
que la solucién a las ecuaciones de movimiento decae suficientemente rapido,
de manera que en la regién de no uniformidad el campo de velocidades es
practicamente uniforme y la condicién en r — oo se satisface.

Mas tarde, Whitehead propuso una expansion del tipo (1.19), de manera que
el orden més bajo de aproximacién corresponde a resolver las ecuaciones de
Stokes, y encontré que en el problema a primer orden en R, el campo de
velocidades no satisface la condicién en infinito. Por lo tanto, la naturaleza
singular del problema se refleja hasta el término de orden R,, a diferencia del
caso bidimensional que sucede en el término de orden cero. Del andlisis del
tamaftio relativo del término despreciado en la ecuacién de momento, ya se
habia encontrado que la regién de no uniformidad se localiza a distancias del
orden de R;!, aunque la solucién de Stokes parece comportarse adecuada-
mente a esas distancias. Lo que estd en serias dificultades es la distribucién
de los gradientes de velocidad, que no decae lo suficientemente répido lejos de
la esfera, por lo que el siguiente orden en teoria de perturbaciones regulares
no se puede resolver.

Evidentemente, la alternativa fue la aproximacién de Oseen. En el caso
tridimensional la ecuacién de Oseen toma la siguiente forma

9 sinfd\ o, 4
Re (cost?g — T@) D ‘!L' =D ’(b, (1.-13)
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con las condiciones de frontera (1.38-1.40). Una primera aproximacién a la
solucién fue encontrada por Oseen en 1910 [3,4, 8], la cual es de la forma

1 1
¥(r.0) = ; (2# + ;) sin?f — gRie(l +cosf) (1 — em#fer(1=em0)) - (1 44)
y representa una aproximacion uniforme al flujo en todo el dominio, cuando
R, es mucho menor que uno, que satisface exactamente la condicién de fron-
tera en el infinito y la condicién sobre la superficie de la esfera: hasta una
funcién de orden R, [3,4]. Puesto que la aproximacién de Oseen esté res-
tringida a mimeros de Reynolds bajos, ya que deja de ser vélida para R,
grande, la expresién anterior es suficiente dentro de los limites de validez de
la aproximacién de Oseen. Este problema fue estudiado para valores arbi-
trarios de R, por Goldstein en 1929 [10] y por Tomotika y Aoi en 1950 [12],
sin embargo, por las razones ya mencionadas en el caso de 2D, los resultados
solo son vélidos a R, < 1.

Proudman & Pearson en 1956 [8], estudiaron el problema usando el método de
los AEA. Para exponer el método con claridad, se sigue el desarrollo expuesto
por Van Dyke (1975) [4]. De manera similar al caso del cilindro, se tienen
dos desarrollos, validos cerca y lejos de la esfera y que deben acoplarse en la
regién en donde la solucién de Stokes no es uniforme. El primer término en la
expansion cerca de la esfera es la solucién de Stokes. puesto que para R, — 0
es una buena aproximacion al flujo y satisface la condicion a la frontera
sobre la esfera. Evidentemente. el primer término en la expansién de Oseen
(externa) corresponde a un flujo uniforme. En el trabajo de Proudman &
Pearson [8] se muestran formalmente los resultados anteriores. Si se escribe
la solucién de Stokes en variables de Oseen (p = R.r) y se desarrolla para
R, chico, con r fija, se obtiene que

1 5.5, BL g
N o 1D ) 1.45
Y1  oaf Sin 6 jErn ] (1.45)
de manera que la expansion de Oseen debe tener la forma
1 5 .5 1
= T x2 . et 1-46
¥(p,0) Tl 0+ RE\I’_[_p 9) + (1.46)

Cuando se sustituye la expresion anterior en la ecuacién (1.37). se obtiene
que ¥, satisface la ecuacién linealizada de Oseen, es decir,

9 sinf 9
_ e 5= 1.47
(Dp cosf)ap + : 86) D, ¥, =0, (1.47)
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donde
_ i " sinf 9 1 4
P70 p* 00 \sinhob )’
cuya solucién es de la forma [+. 3]
Uy(p,0) = =2C(1 + cosb) (1 - e‘%"“_‘ma)) ; (1.48)

C es una constante de integracién que debe ajustarse de manera que la
expansion de Oseen se acople con la expansién de Stokes en la regién en
donde p = O(1). Si se reescriben las expansiones de Stokes y de Oseen en
variables de Stokes (r,8), v se desarrollan para R, chico se obtiene

U(r.0) =~ %rzsmzﬂ—%rsinzﬁ, (1.49)
U(r,0) = %rgsilfﬂ—(?rsinzﬂ, (1.50)

de manera que, para que las dos expresiones anteriores se acoplen a este
orden, se tiene que C = %. A partir de las expansiones cerca y lejos del objeto,
calculadas hasta el momento, es posible recuperar la expresién (1.44) [4].
Para el cdlculo de la segunda aproximacién a la expansién de Stokes, se
desarrolla la expresién (1.46), escrita en variables de Stokes, a primer orden
en R, de manera que en la regién en donde p = O(1) la expansién de Oseen
es

U(r,0) ~ %(r2 - :—ér) sin® § — %TQ&(I — cosf)sin® 6, (1.51)

por lo tanto, en la regién en donde p = O(1), la expansién de Stokes debe
tener la forma

Y(r6) = 5%~ 2r+ D)sin?0+ Reta(r,0) +++. (152

Al sustituir la expresién anterior en la ecuacién (1.37), se encuentra que la
ecuacion que satisface ws es
Dy = % (E —i-l-l.) sin” # cos 6. (1.53)
4\r2 3
La solucién de la ecuacién anterior, que satisface la condicién de frontera
sobre la superficie de la esfera, estd dada por [4, 8]

t_{')g(?", 9} = €4 (27‘2 —3r+ %) Sill2 )

1 1
— (2r2 —dr41——F —) sin’ 6 cos 6, (1.54)
32 r o re
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donde C) es una constante de integracién que se debe ajustar al hacer el
acoplamiento con la expansién de Oseen. Cuando se escriben las expansiones
(1.46) y (1.52), en variables de Oseen. y se desarrollan para R, pequefios, se
encuentra que la condicién de acoplamiento exige que €', = % De manera

que la expansién de Stokes, considerando sélo dos términos en el desarrollo,
es

¥(r,0) = if?‘—l)zsinzﬂ[(lq-g}%e) (2+1)

T
3 1 1
=i ) = —_
SRE (_ + = - r2) cosé‘] ' (1.55)

A partir de la expresién anterior, se encuentra que aparece una regién de
recirculacién atrds del objeto para R. = 8, a diferencia de las predicciones
experimentales de R, = 10.

Proudman & Pearson [8] llevaron el cdlculo mds adelante y encontraron que
la expansién de Stokes contiene términos en R? vy en R?In R,, de manera que
la expansién de Oseen también contiene términos logaritmicos en R,, que
empiezan en R*In R,. Calcularon el término en R?In R, en la expansién de
Stokes, y encontraron que la condicién para que haya una regién de recircu-
lacién resulta en una ecuacién trascendental que no tiene soluciones reales.
Mi4s tarde, Chester & Breach en 1969 [43] realizaron el cdlculo para el término
en R2InR,, con el que obtienen una expresién para el arrastre, vdlida para
R, < 0.5. Debido a que las soluciones quedan expresadas en términos de
series logaritmicas, para calcular correcciones de orden uno en R,.. es nece-
sario calcular un nimero infinito de términos. Es importante resaltar que,
aunque en los casos de 2 y 3D se obtienen series logaritmicas en el nimero
de Reynolds, que restringe los resultados a R. < 1, la aproximacién en el
caso tridimensional es mucho mejor que en el caso bidimensional, puesto que
el segundo término en la expansién de Stokes ya contiene informacién de
los términos no lineales en la ecuacién de momento. En cambio. en el caso
bidimensional, la contribucién de la no linealidad del problema. cerca del
cilindro, se introduce a través de las condiciones de frontera en la regién de
acoplamiento [8].

Recientemente, S. -J. Liao en 2002 [44] encontré expresiones analiticas para
el coeficiente de arrastre a partir del método de anélisis homotépico (Homo-
topic Analysis Method), que propuso y desarrolld en 1997 [45]. Este método
consiste en construir una familia de ecuaciones diferenciales parciales, embe-
bidas en un pardmetro g € [0, 1] y que dependen de un pardmetro auxiliar /i,
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diferente de cero, de la siguiente manera
(1 = @)L]¥(r, . q) — Yo(r, p)] = gh AV (r, 11, ), (1.56)

donde pu = cosf, £ es un operador lineal auxiliar arbitrario y A es el ope-
rador no lineal (operador de Navier-Stokes)

R.[0T 8 9V @ 2u 9v 20V
P=DW—— |t e — == | D? :
A 12 l@r@p 0p3r+(l—y2)5r r o ]'DII' (1.57)

D2—[d2+“;2 )86—;]. (1.58)

La funcién ¢p(r, i), que satisface las condiciones (1.38-1.40), es una apro-
ximacion inicial a las ecuaciones de Navier-Stokes. El caso AY = 0 corres-
ponde a la ecuacién para la funcién de corriente (1.37) con el cambio de
variable u = cosf. Las condiciones de frontera correspondientes a (1.56) son

U(1L, p,q) = Wrma) (1.59)

37‘
lim (r, p,q) = 5r%(1 - ). (1.60)

r=1

De la ecuacién diferencial y las COHdlClOl’les de frontera se puede ver que
cuandog=0yg=1

W(r, 1, 0) = wolr, p), (1.61)
\I‘(T‘, My 1) = w(r'! :u‘]u (162)

donde (r, 1) es la solucién exacta a las ecuaciones de Navier-Stokes dadas
por (1.37-1.40). De manera que conforme el pardmetro g aumenta entre cero
y uno, la funcién ¥(r, p, ¢) se deforma de la aptoximacién inicial a la solucién
exacta del problema®. Hay que notar que en esta formulacién existe una gran
libertad para escoger vUip(r, ), €l operador L y el pardmetro h. Al suponer
que todas las derivadas de W(r, u, g) existen en ¢ = 0, se encuentra que la
serie de Taylor, al rededor de g = (), se puede escribir como

[mi

U(r, 1,0) = Yol u)+z ) o, (1.63)

5De hecho este método también se conoce como método de deformacion de la
topologia [44].
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donde
_ o)

(m]
0 (T 1) B

q=0

Si se utiliza la libertad para escoger vy(r, ), el operador lineal £ y el
parametro /i de tal manera que la serie (1.63) converja en ¢ = 1. se obtiene
que la serie de Taylor de la solucién es

Y(r,pm) = to(r, p) + ) Ym(r, n)g™, (1.64)
m=1
donde ”
wm(r’ “) = wﬁ T.E:;! I“") -

Esta serie es una relacién directa entre la primera aproximacién al problema y
la solucidn exacta, a través de las funciones desconocidas ¥, (r, ). A partir
de la ecuacién diferencial (1.56) y la serie (1.63) se construye una familia
de ecuaciones diferenciales parciales, para las funciones desconocidas, que
resultan ser lineales y, una vez que se han escogido el operador lineal L y el
pardmetro i de forma adecuada, se pueden resolver de forma iterativa. Es
importante sefialar que, segtn el autor, una de las propiedades fundamentales
de este método, ademds de pasar de un problema no lineal a un mimero
infinito de subproblemas lineales, es que si se encuentran £ y h tales que la
serie (1.64) converja y el problema sea soluble a cada orden. entonces (1.64)
converge a la solucién del problema [44, 45].

Se presentan resultados para el coeficiente de arrastre, calculando términos
de hasta décimo orden®, que parecen ser vélidas para niimeros de Reynolds
mayores que uno. Al parecer, esto se debe a que este método no requiere
la suposicién de que R, sea pequefio, como en el caso perturbativo. Sin
embargo, este trabajo se enfoca en el estudio del arrastre y no contiene un
andlisis de las demads caracteristicas del flujo, como el estudio de las lineas
de corriente y sus propiedades.

En cuanto a los métodos semi-analiticos y numeéricos. se encuentra la misma
historia que en el caso del flujo en 2D. En 1971 Dennis & Walker [19] re-
alizaron el cdleulo para R, en un rango de 0.1 a 40. EIl método utilizado
consiste en proponer como soluciones a las ecuaciones de Navier-Stokes, en

SEn este caso el orden se entiende como el mimero de términos considerados en la suma
en la expresion (1.64).



la formulacién vorticidad-funcién de corriente. series truncadas en polinomios
de Legendre. de manera que las ecuaciones diferenciales parciales se trans-
forman en ecuaciones diferenciales ordinarias, para funciones que dependen
de la distancia a la esfera y del nimero de Reynolds. Finalmente, resuelven
numéricamente el problema resultante para diferentes 6rdenes en el trun-
camiento de las series. Los primeros resultados de la integracién numérica
de las ecuaciones de Navier-Stokes se realizaron en la década de los 1960’s,
por Hamielec & Johnson [46] v Hamielec, Storey & Whitehead [47] en 1962.
Principalmente se han realizado célculos usando elemento finito [48-50], dife-
rencias finitas [51,52] y métodos espectrales [53, 54]. relativo a la forma de
discretizar las ecuaciones de movimiento. Respecto a las condiciones de fron-
tera, se utilizan diferentes tipos de condiciéon al infinito, ya sea suponiendo
un flujo uniforme o ajustar un flujo asintético a una distancia finita suficien-
temente grande. Por ejemplo, en el trabajo de Cliffe y Lever en 1986 [50] se
comparan tres procedimientos, utilizando elemento finito y diferentes condi-
ciones de frontera, y discuten las ventajas y desventajas en cada caso. En
los tiltimos afios, se han realizado célculos para un amplio intervalo de valo-
res de R, como en el caso de Johnson & Patel, que encontraron soluciones
numéricas para R, hasta 300 [55].
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Capitulo 2
El Método

El método utilizado para resolver las ecuaciones de Navier-Stokes con condi-
ciones de frontera, dadas por las expresiones (1.3-1.7), estd basado en el
trabajo de R. Soto y R. Peralta-Fabi [20]. Como primer paso, se hace un
cambio de variable (z), en la coordenada radial (r), tal que z estd definida
entre cero y uno; ast el nuevo conjunto de ecuaciones diferenciales parciales
queda definido en un dominio finito.

La transformacién propuesta por Soto y Peralta-Fabi [20] es

"L‘(Ir) =1- N (21)
que tiene la propiedad de mapear el intervalo [1,00) al intervalo [0, 1]. El

nuevo sistema de ecuaciones con condiciones a la frontera v en forma adi-
mensional, se puede escribir simbdlicamente, como

R(@-Vo)i = -V,P+ V2, (2.2)
Ve - = 0, (2.3)
#(0,0) = 0, (2.4)
7(1.6) = U, (2.5)
P*(1,8) — 0, (2.6)

donde el subindice indica derivadas respecto a las variables (z. ). U es un
vector unitario en la direccién del flujo uniforme, P* = P — By v Py es la
presion lejos del cuerpo.

Las soluciones de estas ecuaciones se proponen como series de potencias en
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ur(z,0; R;) = i an,(0; Re) z™. (2.7)
UG(I:Q;Re) = ibn(QQRe)-Tns (28)
P(z.0;R.) = {2 cn(6; Re) 2™, (2.9)

Sustituyendo estas expresiones para los campos de velocidad y presién en las
ecuaciones (2.2) y (2.3) y coleccionando términos con la misma potencia en
z, se obtienen tres relaciones de recurrencia para los coeficientes a,, b, v ¢n,
las cuales, sélo tienen dos coeficientes independientes (co y b;), de manera
que todos los restantes se expresan en funcién de éstos. En el caso de las
condiciones a la frontera, haciendo ag = 0 y by = 0 la condicién sobre la
superficie del cuerpo queda satisfecha y, para z = 1 (r — 00), se obtiene

> an(8;R.) = cosb, (2.10)
n=1
> b.(6;R;) = —sinb, (2.11)
n=1 .
> a8 Re) = 0, (2.12)
n=0

en vista que todos los coeficientes se escriben en funcién de los dos coefi-
cientes independientes, las expresiones(2.10-2.11) resultan en dos ecuaciones
diferenciales ordinarias acopladas que determinan c¢y(6; Re) v b,(6; R.). En
la condicién a la frontera sobre la presién se tiene, a lo mas una constante
libre, asi que debe satisfacerse de forma natural; dadas las dos funciones in-
dependientes. Una vez que los coeficientes ¢y y by se calculan a partir las
ecuaciones (2.10) y (2.11), las expresiones (2.7-2.9) son soluciones a las ecua-
ciones de Navier-Stokes con condiciones de frontera. Sin embargo, debido a
la naturaleza infinita del problema. en la préactica el problema no se puede
resolver, por lo que las series (2.7-2.9) se deben truncar.



1 El método en 2D

Una vez que las ecuaciones de Navier-Stokes son escritas en coordenadas
cilindricas, se hace el cambio de variable (2.1), de manera que las ecuaciones
(2.2-2.6) toman la forma

ou, dur o] OP ,0%u,
R, l(l m)ura——kueEH——UGJ ——(1—x)$+(1 ) 57
d%u, 5 Ou,
~ —(1-— —2(1 — (2.
+(1 - z) 507 (1—12) o (1 —-2)u, (2.13)
8u9 (")u(; oP 38 Ug
R, [(1 x)uT%—kueW—kuruo] 0 (1 ) 2
Oy 5 Oug Our
o) (1222 - ~(1- 2.14
+(1 )802 (1-2) o +2(1 —x) 50 (1 —z)up, (2.14)
aur (‘)u(;
— —_— »=0, (2.1
(1-2) o + 50 +u, =0, (2.15)
20.0) = 0 (2.16)
ur(l,0) = cosb, (2.17)
up(l,0) = —sinb, (2.18)
P*(1,6) — 0 (2.19)

Sustituyendo las expresiones (2.7-2.9) en las ecuaciones (2.13-2.15) y coleccio-
nando términos en potencias de z, las ecuaciones diferenciales se transforman
en tres relaciones de recurrencia', dadas por

1
an = 5 ( (n - 2)an_1 - b:1—1> s (220)
1 n—3
bn = e bm b, —m—2 —1)ap—m-2+ n—m—
+enog = bhoo £ biog = 2455 +2a5_3 + (3n — 5)(n — 1)bn
—(3n? = 130+ 13)by2 + (n — 2)(n — 4)bn_s] , (2.21)
1 n—2
Cn = _[Re Z (bmbn—m—l + Maman—m-1 — bmaln_m_1 - maman—m>
n m=1
+(n—=1)cpq +al_;—al_5—2b, 1 +2b,_o+n(n+ 1)an

—n(n — 3)an + (30 = T+ 3)an—1 — (n = 1)(n — 3ana|, (2:22)

1Para mas detalles algebraicos ver el apéndice A.
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donde las primas representan derivadas con respecto a 8. Si se calculan los
coeficientes para los primeros valores de n, se encuentra que

a) = O)
1
az = —§b17
]‘ 7
bg = 5 (CO -+ bl) )
1 = 20,2,
]' 7
asz = —5 (02 - bg) )
1

by = g(c’l—b’l’+8b2+bl),
1
g = 5(01—26’1+2a3+2a2),

los coeficientes anteriores se ordenaron de manera que, una vez que se conoce
un renglén, el siguiente queda determinado. Claramente, para valores mas
grandes de n, los coeficientes dependeran de coeficientes anteriores. De las
expresiones anteriores se puede ver que los Unicos coeficientes independientes
son ¢y y by; de aqui en adelante (6, Re) y n(8: R.). respectivamente. El
significado fisico de estas dos cantidades se discute en la siguiente seccién.
Como ejemplo, a continuacién se escriben los coeficientes para los primeros
valores de m, como funcién de los independientes,

() = ),

a(8) = 0,

bi(0) = n(8),

al) = -7,

wl®) = -3,

ba(0) = %[SOI‘FTI],
coff) = —%[SO"H]],
w) = Moo



by(8) = %[4# — 20" + 377] ,

cs(0) = %[2&772 = 3¢p" + 7" 277'] :

ay(0) = —% [&9” - 2" + 777’} ,

by(9) = %[Ren’n — 20" +19¢" — 120" + 1277] :
cy(8) = %[Re (6¢'n + 21 — 4n"? + 12772)

_+_(’9(4) _ 11(p” + 677”/ _ 677/J ,

Cuando se sustituyen los coeficientes a,, b, y ¢,, escritos en funcién de »(f)
y 1(8), las condiciones (2.10) y (2.11) resultan en dos ecuaciones diferenciales
ordinarias no lineales acopladas, de orden y grado infinito que no es posible
resolver, de manera que las expresiones (2.7-2.9) se truncan a un orden N y
las condiciones de frontera toman la forma

N
N

= cosf, (2.23)

R

= —siné, (2.24)

N
> an(6: R.)
n=1
N
Z b (0; R,)
n=1

Asi, el problema a resolver resulta en un sistema de ecuaciones diferenciales

ordinarias, cuyo grado y orden son finitos y dependen del valor de N. A partir

de las soluciones a estas ecuaciones, para una NV fija. se obtienen expresiones
para el campo de velocidad que satisface las ecuaciones (2.13-2.15) a un orden

N — 2, debido a que las ecuaciones de Navier-Stokes son de segundo orden?,

y las condiciones a la frontera a orden N.

A manera de ejemplo, a continuacién se escriben las condiciones (2.23-2.24)

para los primeros valores de N. Si N =3

0" + 517’ = —6cos¥,
2n" — 74 — 12n = 6sind.

2Esto significa que, para tener un problema soluble, no es posible truncar las series a
N <2,
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Para N = 4 se obtiene

2_77[” _ 1099[[ _ 277)[ — 24 coS 0’
2¢" + 200" — 24" — 60n — Ren'n = —24sin 6,

que resulta el primer orden que contiene términos no lineales y al niimero de
Reynolds, y para N = 5 se obtiene

2¢ + 28" — 87y
—1687" — R, {n"n + n'Q] = 120cos¥,

3nW — 324" — 1787 + 342¢’
3601 + R, [2¢"n + 20n'7]

—120sin 8.

De la forma de estas ecuaciones, se puede ver que el orden de las derivadas
y el grado de la no linealidad crece conforme N crece. Es facil notar que el
orden de las ecuaciones diferenciales, para una N fija. es N — 1; mientras que
la dependencia entre el grado de no linealidad de las ecuaciones y N no es
tan evidente, en el apéndice A se discute més a fondo esta dependencia.

Un aspecto importante que hay que notar de los conjuntos de ecuaciones
diferenciales anteriores. es que la primera ecuacién es par, es decir, es in-
variante bajo la transformaciéon § — —@, mientras que la segunda es impar.
Por lo tanto, se encuentra que los coeficientes a, son funciones pares del
angulo y los b, son funciones impares de éste. Haciendo un anélisis similar,
con el campo de presidn, se encuentra que las ¢, son funciones pares de 6.
Este hecho se explota més adelante, cuando se construyen las soluciones a
los sistemas de ecuaciones diferenciales para distintos valores de V.

Para poder resolver estas ecuaciones diferenciales, es necesario imponer condi-
ciones de frontera. Como se buscan soluciones tales que el campo de veloci-
dades sélo tenga componente radial en el eje horizontal, se tiene la condicién

adicional
A

> b (8)z™ =0, (2.25)

n=1
en # = 0y 6 = wm. Entonces, para que la componente uy del campo de
velocidades se anule en el eje horizontal, los coeficientes b,(6) deben ser cero
en § =0y § = x. De las relaciones de recurrencia (2.20-2.22) y la condicién
anterior, se encuentra que las condiciones a la frontera, para las ecuaciones

30



(2.23) y (2.24), estéan dadas por

PP N(0) = () =0, (2.26)
n®0) =e@(r) =0, (2.27)

paran=0,1,....

1.1 Las lineas de corriente y el arrastre

La relacién entre la funcién de corriente y el campo de velocidades. en coor-
denadas cilindricas, es

W - 1O¥
T r 06’
0
Ug = —8—/‘f, (228)

a partir de los desarrollos (2.7), (2.8) y las expresiones anteriores se encuentra

3

que la funcién de corriente estd dada por [20]

N l_n 9
W@ 0 R) =S / an(t; Re)dt, (2.29)
i l—xJo

La fuerza por unidad de longitud que el fluido hace sobre el cilindro es
F= [ 7 ads,
S

donde T es el tensor de esfuerzos y n un vector unitario a la superficie del
cuerpo (S); que apunta hacia afuera de ésta. Debido a la simetria del pro-
blema y a que el cilindro no estd rotando, la fuerza sobre el cilindro va en
direccién del flujo [2], entonces su magnitud estd dada por

F= /S(rr,. cos @ — 15, sin 0)dS, (2.30)

donde las componentes del tensor de esfuerzos, escritas en forma adimensional
y en coordenadas cilindricas. son

ou,
Trr = _P+2 or )
_ (10u, Oug wg
Tor = (r 00 * ou, r ) '
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Al sustituir los desarrollos (2.7) y (2.9) en las expresiones anteriores y al
calcular en z = 0 (r = 1), se obtienen que las componentes del tensor de

H

esfuerzos sobre el cuerpo son

rr = _’\P(Q;Re)a (2.31)
7or = n(0; Re), (2.32)

por lo que el coeficiente de arrastre, definido como Cp = Rie, se calcula a
partir de

1

Co=-% |

27

(;(Q;RQ)COSQ + n(0; R,) sin 0) db. (2.33)
Entonces, de los resultados anteriores se encuentra. por un lado, el contenido
fisico de las funciones desconocidas 7(8; R,) y @(8: R.). puesto que son los es-
fuerzos cortantes y normales sobre la superficie del cilindro, respectivamente.
Ademds, se ha encontrado que el problema queda determinado a partir de
conocer el tensor de esfuerzos sobre la superficie del cuerpo.

2 El método en 3D

De forma andloga al caso de 2D, las ecuaciones de Navier-Stokes se escriben
en coordenadas esféricas y se hace el cambio de variable (2.1), de manera que
el sistema de ecuaciones diferenciales parciales, en las variables (z,0), estd
dado por

Ou, Ou, o) oP _ , 0%u,
R, ((1 - .’Z)UT%‘ + UQW - U(;) = (]. - $) <_6_x + (1 $) 572

&u, Ou, Aug
— —2— = , (2.34
+ 502 +C0t989 2u, 50 2cot9u9) (2.34)
aU() 8U9 _ c')P 28211,9
R, ((1 - x)uTE + us + urua> =25 +(1—1) ((1 x) a2
0%uy Oug ou, Ug
T L o%r T (2.
MR TR T sin29> (2:35)
Ou, Ou
— J . = 2.36
(1—12x) o + 50 +2u, +cotBuy =0, (2.36)

32



donde las primeras dos ecuaciones corresponden a las componentes de la
ecuacion de conservacién de momento, y la tercera corresponde a la ecuacién
de continuidad. Las condiciones a la frontera estan dadas por

(0,6) = 0 (2.37)
ur(1,8) = cosb, (2.38)
up(1,0) = —sind, (2.39)
P*(1,6) — 0. (2.40)

Al sustituir las expresiones (2.7-2.9) en la ecuaciones (2.34-2.36), y una vez
que se han coleccionado términos con iguales potencias en z, se obtiene el
siguiente conjunto de relaciones de recurrencia

1
an = ;[(n—3)an_1 +cot0bn_1] ,
bn = n N — 1 Z R b ( n—-m-2 " ( - 1>an_m_2 +man——m—l)

3(n — 2)(" - 1)bn 1= 3(n—2)(n—3)bp_a+ (n —3)(n —4)br_3
+(n = 1Da,_; —2(n = 2)a,_, + (n - 3)a In—3+c:1—2:' ;

1 n—1
Ch = ; [Z Re (bm(bn—m—l - aln—m—l) + mam(an—m—l - an—m)>

+a,_,+cotba,_, —a, o —cotfa, 5+ n(n+1)a,+1 —n(3n —5ay,
+(Bn —4)(n = 3)ap-1 — (n—4)(n — Jap_o+ (n — 1)cn_],

donde las primas se refieren a derivadas respecto de 6. De forma andloga
al caso del cilindro, estas relaciones de recurrencia tienen dos coeficientes
independientes, a partir de los cuales se calculan todos lo demés. Como es
de esperarse. estas relaciones resultan mds complicadas que en el caso de 2D,
ya que ademds de ser no lineales, los coeficientes no son constantes. Con el
fin de simplificar la forma de estas relaciones se hizo el cambio de variable

i = cos @ y se define un nuevo conjunto de coeficientes, dado por 3, = \/?"—5,
—p

de manera que las relaciones de recurrencia anteriores toman la forma

an, =

[m S+ 4 (=] 2.4

3|

P = n—l [233 (/‘L _1)671 m2+ﬂ3n m— 2—(m—1)an_m_2
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+Map_m-1) +3(n—2)(n—1)Bh_1 — 3(n — 2)(n — 3)Fn_2
+(n—3)(n—4)Br—3— (n— 1a,_; +2(n — 2)a,

(n=3)ap_5 — o) -

n-—1

-2

1
_T; m=1

+% [(1 — ug)a;_lJ — % [(1 - ,ug)a;_QJ +n(n+ 1)ans
—n(3n —3)a, + (3n — 4)(n — 3)an_; — (n — 4)(n — 3)an_o

(n— Dep-1],

(2.42)

Z Re ( (1 - :u2>3m(ﬁﬂ—m—l + a;—m—l) + mam(an—n—l - an—m))

(2.43)

en este caso las primas representan derivadas con respecto a p. Los coefi-
cientes independientes ¢g y 51 se redefinen como ¢(u; Re) y n(u; Re), respec-
tivamente. Asi, los primeros coeficientes, en funcién de las dos funciones
independientes son de la forma

co() = wlw),
ai(p) = 0,
Arlw) = n(w),
aw = (0=
1d )
ax(p) = 5@[(1—u)77},
/82(lu’) = _%(10/7
cop) = —%%[(bu?)s&’],
1d PAVING
az(p) = _6@[(1_’”@}’
Bs(p) = —é (2dd—2 [(l—ug)n]+3<p’>,
) = 3 (Ra=we- 3o fa - [a -
—% a —u%’}) ,



) = =3 (52 { - [0+ o [0 -7,
Bl = g5 (3R = i+ [0 - )

)
—%% [( —ur")dd—?2 [& —uQ)n}J +
s [0 (1= ok [0 -] ).

en las expresiones anteriores se omitié la dependencia en R, vy en u para
simplificar la escritura. Las condiciones en z = 1 (r — oc) sobre el campo
de velocidad, resultan en dos ecuaciones diferenciales ordinarias, no lineales,
de orden y grado infinito. En la préctica, para tener un problema finito, las
sumas en (2.10) y (2.11) se deben truncar. Por lo tanto, estas ecuaciones se
aproximan por

N
Y a, = p, (2.44)
n;l
S = -1, (2.45)
n=1

que representan un sistema de dos ecuaciones diferenciales ordinarias, no
lineales, de orden y grado finito. A manera de ejemplo a continuacién se
escriben los sistemas de ecuaciones correspondientes a los primeros valores
de N.

Para N = 3 se tiene el sistema

2 [01= ) Bt = ¢ ()] = B (2.46)
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dd—;ﬂ (1= ()] = 3(n(w) — ¢ (1) =3, (2.47)

que son lineales y se pueden resolver analiticamente. Para N = 4 se obtiene

2 du?
2

=7 Fell = ) () = 577 (1= ()] + o)
1 d? 3

ST (=) ()] = 5¢'(w) = =1, (248)

de donde se puede ver que este es el primer problema no lineal a resolver. NMaés
adelante, se discuten las soluciones para los dos casos anteriores, puesto que,
en el caso N = 4 es posible encontrar una solucién analitica a las ecuaciones
no lineales. Si N =5 se obtiene el sistema

d 1 d?

o[-0 (3R = o + 4z [0 i)

2
+30n() — a2 (1= 12)¢' ()] - 10@'(#))] = 60y,

2

- [(1 - u2)—dﬂ—2 (- #2)77(#)]] - 616%2 (1= ()] |

2
+60n () + 14;72 (1= )¢ ()] — 1209/ (1) = —60.

De los sistemas de ecuaciones anteriores, se ve que en el caso tridimensional,
las ecuaciones a N fija son mds dificiles de resolver. va que los coeficientes de
las ecuaciones diferenciales no son constantes. Esto tiene como consecuencia
que el nimero de términos en las ecuaciones diferenciales ordinarias crezca
rapidamente conforme N crece.
En resumen, una vez que se resuelven las ecuaciones (2.44) y (2.45) para una
N fija, se obtienen expresiones para los campos de velocidad y presién que
satisfacen las ecuaciones (2.34-2.36) hasta un orden N — 2, y las condiciones
de frontera (2.44) y (2.45) hasta orden N3. La razén por la que la ecuacién

3La condicién de frontera sobre el campo de presién no se satisface para ningin valor
de N.
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diferencial se resuelva hasta orden N — 2, en vez de N, se debe a que las
ecuaciones diferenciales parciales son de segundo orden, de manera que para
tener un problema soluble es necesario escoger N > 2, aunque, como se ver
més adelante la primera aproximacién fisicamente relevante es a partir de

N =3.
2.1 Las lineas de corriente y el arrastre

Para el caso de 3D, la relacién entre la funcién de corriente y el campo de
velocidades, en coordenadas esféricas, es

_ L
Ur = r2siné 09’
vy = ——

o T T rsingor’

una vez que los desarrollos (2.7) y (2.9) se han sustituido en las expresiones
anteriores se encuentra que la funcién de corriente estd dada por

N m "
w(l”, My Re) == Z (1__—1_—)2 ./_1 an(t§ Re)dta (2'49)

Para calcular el coeficiente de arrastre se utiliza la expresién (2.30), que
tomando en cuenta el cambio de variable u = cosf. tiene la forma

1
F=-2 / <~/1— 2y ~,>d. 2.50
™ WP T — (i Tre | dp (2.50)

Las componentes del tensor de esfuerzos, en coordenadas esféricas y escritas
en forma adimensional, son

ou,
Trp = —P+2 o
_ (L0 Ouo U
e = r 00 or r )’

por lo que, a partir de las soluciones aproximadas para los campos de ve-
locidad y presién, las componentes de los esfuerzos sobre la superficie de la
esfera estdn dados por

Trr = _(19(/1')’
Tg = /1 —p2n(p),

37



sustituyendo las expresiones anteriores en (2.50) se obtiene que el coeficiente
de arrastre (Cp = RL), en términos de las funciones ¢ y 7. es
€

27 1

Cp=—-——
b R, J-1

(= () + ) ) dis (2.51)
De manera similar al caso bidimensional, las funciones independientes estdn
relacionadas con las componentes del tensor de esfuerzos sobre la superficie
de la esfera. Por lo tanto, las propiedades del flujo quedan determinadas una
vez que se conocen estas cantidades.
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Capitulo 3

El flujo alrededor de un cilindro

En este capitulo se resuelven las ecuaciones (2.23) y (2.24) usando dos métodos
aproximados: uno analitico y uno numérico. En el primer caso, se buscan
soluciones en series truncadas de Fourier, cuyos coeficientes son funciones
del ndmero de Reynolds, de manera que el problema se transforma de un
sistema de ecuaciones diferenciales a un sistema de ecuaciones algebraicas.
Como el problema sigue siendo no lineal, hay que utilizar métodos numéricos
y/o analiticos aproximados para resolverlo. En este trabajo se presentan dos
tipos de solucién. Los coeficientes de las series de Fourier, para ¢(0; R.) y
1(8; Re), se proponen como series de potencias en R,, de manera que el pro-
blema algebraico no lineal se transforma en uno lineal que se puede resolver
de forma iterativa. Con el fin de estudiar la validez de las series de potencias
de R., el problema algebraico no lineal se resuelve numéricamente.

Para el caso numérico, se discuten resultados de la integracién de las ecua-
ciones (2.23) y (2.24) usando un método de disparo, es decir, el problema
con condiciones de frontera se transforma a uno con condiciones iniciales. La
integracién numeérica se realizé usando el prograina Mathematica 4.0 en un
procesador Pentium III a 800MHz.

Finalmente se comparan los resultados de los dos métodos utilizados y se
compara con los resultados obtenidos en la literatura existente, para aquellos
valores del niimero de Reynolds en los que el método analitico (aproximado)
y la solucién numeérica son consistentes.
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1 Las ecuaciones de Stokes: R. =0

En el caso en el que R, = 0, que corresponde a resolver las ecuaciones de
Stokes, las ecuaciones (2.23) y (2.24) son lineales y tienen la forma

F(N-1)

d2k d'Zk—l

> Ck(N) )+ > Dp(N ——n(f) = cosd, (3.1)
= dgzk‘f’ Z d92k 1
%N N d2k—l %N 1) d?k
k_ICk(N)WSO - Z Dk 92k77(9) = —siné. (32)

El andlisis realizado para los primeros valores de N muestran que las solu-
ciones son de la forma!

n(#) = Asind, (

3.3)
p(0) = Bcosd, (3

3
A4)
donde A y B son constantes que dependen de N. De las expresiones (3.3)

y (3.4) y las relaciones de recurrencia (2.20-2.22), se encuentra que los coefi-
cientes a,, b, y ¢, tienen la siguiente forma

a,(8) = aycos, (3.5)
b () = (,sind, (3.6)
cn(8) = zncosé. (3.7)

Sustituyendo las expresiones anteriores en las relaciones de recurrencia (2.20-
2.22) y después de haber coleccionado términos en sinf y cos#, se obtiene
un nuevo conjunto de relaciones entre los coeficientes o, (, v €p, que tienen
dos coeficientes independientes, (;(= A) y eo(= B), puesto que son los coe-
ficientes asociados a las dos funciones independientes. Las nuevas relaciones
de recurrencia resultan en un conjunto de tres ecuaciones en diferencias li-
neales, acopladas, y cuyos coeficientes son funciones del indice n, dadas por

an = (1= Dans— G ), (3.8)
(o = ﬁ (2an_2 — 2053 — Zq_0 + (3n = 5)(n — 1)(py

1En estas soluciones ya estin consideradas las soluciones al sistema de ecuaciones ho-
mogéneo, que son cero por las condiciones de frontera.
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—(137% = 130+ 12)¢y 2+ (n* = 60 + 7)Coms) | (3.9)

1 .
o= - ( (1= 1)encs — 21 + 2n-z + 1+ )ans; —n(3n - 2)an
(3n® = Tn + 2)an_; — (n? —4n + Q)Qn;g) : (3.10)

que se pueden resolver analiticamente y tienen como solucién

o = o =C¢=0
Ayeg=B,
& = 2(12 = —A,

G = (A~ B),

o~
S
[l

11,
w = ——(S(n+n+4)(A-B)+4B),
a 8n(2(n +n+4)(A )+ )
1, |
_ - >3,
o= o <2(n +n+4)(A B)+4B) sin>3
En = %(A B)sin > 2.

Sustituvendo las expresiones anteriores en las condiciones (2.10-2.12), se ob-
tienen las tres ecuaciones siguientes

%A ; <1n+n+4)(A—B)+4B> _ 1 @
3A B +§j8in< (n +n+4)(4—B)+4B> - -1, (312)

= 0. (3.13)

l\DI»—-

Claramente, la unica forma de satisfacer la condicién (3.13) es que A = B,
de otra manera la serie 320, c,(f) diverge por ser la suma infinita de una
constante. Asi, las ecuaciones (3.11) y (3.12) toman la forma

A | 1

- — = —= 3.14

2+§2n T (3.14)
= 1 1

I+Z§_ = -7 (3.15)

3
II

o
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Las ecuaciones anteriores no se pueden resolver, debido a que la serie involu-
crada es divergente. En el caso en el que la series son truncadas a alguna
N, las ecuaciones anteriores son incompatibles o, en otras palabras, tienen
soluciones diferentes. Por lo tanto, cuando R, = 0, no se puede encontrar
una solucién que satisfaga las condiciones de frontera.

2 Soluciones aproximadas a N fija

Hasta el momento, las ecuaciones (2.13-2.15) se han reducido a un sistema
de dos ecuaciones diferenciales ordinarias, para dos funciones independientes.
Sin embargo, debido a la complejidad de estas ecuaciones, no se han podido
resolver analiticamente, ni siquiera en el caso de N = 4. Para resolverlas, se
buscaron soluciones aproximadas usando series de Fourier. De esta manera
el problema se reduce a resolver ecuaciones algebraicas no lineales. Con el
fin de estudiar la validez de las soluciones obtenidas, las ecuaciones (2.23) y
(2.24) se resolvieron numéricamente para algunos valores de N.

2.1 Series de Fourier

Las soluciones a las ecuaciones para n(0; R.) v ¢(6: R,) se proponen como se-
ries truncadas de Fourier, cuyos coeficientes dependen del nimero de Reynolds,
es decir,

=

1
n(0; R,) = Cu(R.) sin(19), (3.16)
o(0; R,) = Jenl(Re)cos(lﬁ), (3.17)

]

=

I
o

de manera que, para N fija, el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias
se transforma en un sistema de ecuaciones algebraicas no lineales. Para ello,
los desarrollos anteriores se sustituyen en el sistema de ecuaciones diferen-
ciales. Usando las propiedades de ortogonalidad de las funciones trigonomé-
tricas, cada ecuacién diferencial se transforma en A ecuaciones algebraicas.
Asi, para N y M fijas, el problema se reduce a resolver un sistema completo
de 2A{ ecuaciones algebraicas no lineales.

Es importante resaltar, que aunque el problema es algebraico, sigue siendo
dificil de resolver. Por un lado, las ecuaciones algebraicas son no lineales,



y aun en el caso de considerar sélo los primeros términos en las series de
Fourier, las ecuaciones resultantes pueden ser muy complicadas. Por otro
lado, encontrar las ecuaciones diferenciales a partir de iterar las relaciones
de recurrencia (2.20-2.22), para valores relativamente grandes de N. es dificil
debido al creciente tamano de las expresiones, aun cuando se utiliza una
computadora (ver apéndice A).

Para aumentar la eficiencia de los cédlculos, se propone que todos los coefi-
cientes de los desarrollos (2.7-2.9) tienen la forma

an(0; R) = Zanl ) cos(19), (3.18)
M

bo(6; R) = Z(nl(Re)sin(lé?), (3.19)
=1
M

cn(0;Re) = > em(Re)cos(l6), (3.20)
1=0

en donde se utiliza el hecho de que los coeficientes a, y ¢, son funciones pares
de 0, mientras que las b, son funciones impares de §. Sustituyendo estas
expresiones en las relaciones de recurrencia (2.20-2.22), se obtiene un nuevo
conjunto de relaciones de recurrencia para los coeficientes de los desarrollos
anteriores?, dadas por

1
o = | (0= Dnore = IGund]. (3:21)
1 R n-3 MM
Gt = Z Z Cmp kCn—m- 2,k _( - 1)Qn—m—2,lc
n(n— m=1 pk=1
man—m—l,k)(5p,k+z + 0pik — Opp1) } + P (Crau
—Cn31) + 2(Qnog) — Qnogy) + (3n = 5)(n — 1)1y
—(3n% = 130+ 13)Caray + (0 — 2)(n — 4)Caos s — [70-24] ,(3.22)
1 n-2 M
En = Re > Y < CrklCamme1k + Kn—mo1,k) (Op k4t
m=1 pk
+5p,k—z — Op1—k) + MOk (Qn—m—-1,k — On—mi)(Op ki

+0p k—1 + 5p,z—k)} +(n—1)ep_1y — 12(an—1,1 — Qnp_21)

2Para mas detalles del algebra ver apéndice A.
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—2U(Cao1y = Cn2a) +(n+ Dangy — n(3n — 2)an
+(3n* = Tn+3)ap—1 — (n—1)(n - 3)%—2,1} , (3.23)

donde 4, es la delta de Kronecker. Como los coeficientes ey y (y; son los co-
rrespondientes a las dos funciones independientes, éstos resultan ser las 2M{
funciones de R, necesarias para que, a partir de las relaciones de recurrencia
anteriores, se puedan calcular todos los demas coeficientes. La ventaja de
usar las expresiones (3.21-3.23) es que se pueden calcular directamente los
desarrollos en serie de Fourier para todos los coeficientes a,, b, y ¢,. Ahora,
si se usan los desarrollos (3.18) v (3.19), las ecuaciones (2.23) y (2.24) toman
la forma

A
dSam = bu, (3.24)
n=1
N
ZCnl = _611- (325)
n=1

A partir de iterar las relaciones (3.21-3.23), los coeficientes de Fourier se
pueden escribir como

Onl = anz(Cu,---,C1M,€oz,---,€1M),

G = CulCiry---yCiar oty - -+, €101),

por lo que, después de ser sustituidos en las ecuaciones (3.24) y (3.25) se ob-
tiene un sistema de 21/ ecuaciones algebraicas no lineales, para 2M funciones
desconocidas de R,.

Por tanto, una vez que las soluciones para la parte angular se han propuesto
como desarrollos en serie de Fourier, el problema se reduce a resolver un
sistema de ecuaciones algebraicas no lineales. Como es de esperarse, estos
sistemas de ecuaciones aumentan en complejidad, puesto que el numero de
incégnitas aumenta, asi como el grado de no linealidad, cuando se aumentan
My N.

Para los primeros valores de N v M, es posible encontrar algunos resultados
analiticos, sin embargo, en general, los sistemas de ecuaciones resultantes no
se pueden resolver analiticamente, de manera que hay que recurrir a solu-
ciones numéricas y/o métodos para obtener soluciones aproximadas.
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Soluciones en potencias de R,

Como primer método para buscar soluciones aproximadas de las ecuaciones
(3.24) y (3.25), se propone que los coeficientes de la series de Fourier, para
las funciones independientes n(#) y ¢(6), tienen la forma

caulRe) = D voyRl, (3.26)
Jj=0

Cll(Re) = ZwujRg, (327)
j=0

entonces, a partir de las relaciones de recurrencia (3.21-3.23) se calculan
los coeficientes oy, Cu v a1, en funcién de g y (. v se sustituyen en
las ecuaciones (3.24) y (3.25); para N y M fijas. Después de coleccionar
términos con la misma potencia en R, a cada orden, se obtiene un sistema de
ecuaciones algebraicas lineales con 2/ incégnitas. Los resultados obtenidos,

para los primeros valores de .V y M, muestran que

wuj =05 = 0. (3.28)
sil—7>1yl>0,

de manera que las soluciones a las ecuaciones (2.23) y (2.24) tienen la forma

M M

n0;Re) = > S wuesin(lf)RE, (3:29)
=1 k=l-1
Al AT

@(0;Re) = > Y eoucos(l6)RE, (3.30)

=1 k=l—1
con M’ — oo.

Evidentemente, el 4lgebra involucrada al realizar los cdlculos necesarios para
encontrar los coeficientes a,. b, y ¢,, a partir de los coeficientes indepen-
dientes €g; y (yy, crece conforme N y M crecen. Esto sugiere plantear el
problema desde un punto de vista que permita hacer los cédlculos de forma
iterativa usando la computadora. Si los coeficientes de Fourier se escriben de
la siguiente forma

M
anl(Re) = Z/‘Lnlk‘Rle\‘? (331)
k=0
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Al

Cn[(Re) = anlkR§7 (332)
k=0
A

en(Re) = > vurRE (3.33)
k=0

donde l=1,..., M.

y se sustituyen en las relaciones de recurrencia (3.21-3.23), al coleccionar
términos en potencias de R, se obtiene el siguiente conjunto de relaciones
entre los coeficientes de las series de potencias

1
Hnij = n [(n — 2) P15 — lwn—l,z]} ; (3.34)
1 1 n—-3 [A-1j-1
= —— |5 mkt13-p—1 D
Wnlj 7’L(7’L— 1) 9 mzzl kgl pgowm,lH-l,] p—14 n—-mkp

I j-1 M-1j-1
Z Z wm,l——k,,j—p~1 Iﬂn—m,kp - Z Z Wmk—1j—p—1 Iﬂn—m,kp

k=1p=0 k=l p=0
~1Yn—2yi + 2l (fn—21j — tn—zij) + (3n — 3)(n — 1) wn_1y;

(3n2 —13n -1+ 13) wn—2,4j

+((n=2)(n—4) - 1% wn_&U} , (3.35)

111™ 2 [AI-1j-1 '
Tnlj = E E Z Z Z(wm,lH-l,j—p—l A-n—m,kp
m

=1 \ k=1 p=0
A -1

+m Em k+l,5—p—1 An-—m,kp) + Z Z(Wm,k—l,j—p—l An—m,kp
k=1 p=0

[ g1
FIN b k15— p-1Dnmip) — D O (Wrmiokjmp—1 Anomkp
k=1 p=0

—-m ”m,k—l,j—p—lAn—m,kp)) + (7’L - 1)7n—1,1j - QZ(wn—l,lj - wn—2,lj)
+n(n + 1) ting1, — n(3n — 2) pipyy + (3n* — Tn — 2+ 3)n-1;

~((n=1)(n = 3) = *Ytn-2yy] (3.36)
donde
Pop = kwgokp — (m —1) tg_okp + M tig—1,kp,
Aqkp = Wg—1kp + k Hq—1,kps
Agkp = Hg-1,kp — Hgkp-
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Los coeficientes independientes de las series (3.31-3.33) son ~g; y wyj, por
ser los coeficientes asociados a los desarrollos para las funciones 7(6; R,) y
©(0; Re). Es fécil demostrar por iteracién directa de las relaciones anteriores
que, dadas las condiciones (3.28), todos los coeficientes tales que [ —j > 1 se
anulan para todo valor de n. La ventaja de este nuevo conjunto de relaciones
de recurrencia, es que los coeficientes involucrados son constantes.

Por otro lado, si se sustituyen las expresiones (3.31-3.33) en las ecuaciones
(3.24) vy (3.25), después de coleccionar términos con la misma potencia de
R,, se obtienen las ecuaciones

N

> batj = o0, (3.37)
n=1

N -~

Y wuy = —d;0u, (3.38)
n=1

paral = 1,...,M
yji = 0,....,M

cuando los coeficientes fin;, Wnij ¥ Tni; Se escriben en funcidn de voi; y wuy,
las expresiones anteriores representan, para j fija, un sistema de 2M ecua-
ciones algebraicas lineales con 20 incégnitas. Esto corresponde a resolver el
problema a orden j en el nimero de Reynolds. De manera que, para calcular
correcciones de hasta orden M’ en R, hay que resolver M’ + 1 sistemas de
ecuaciones de esta indole.

Con el fin de estudiar la validez de las soluciones aproximadas a las ecuaciones
algebraicas no lineales (3.24) y (3.25), también se resolvieron numéricamente
para los primeros valores de N y M. Para ello, se utilizé el método de
Newton, es decir, el sistema de ecuaciones se linealiza alrededor de un punto
cercano a una solucion del sistema original. Este método resulta impréctico
en el caso que M aumenta, puesto que el niimero de variables aumenta, por
lo que el niimero de condiciones iniciales necesarias para el método crece.

3 Las propiedades del flujo

Dado el conjunto de coeficientes i, wnij ¥ Ynij, que satisfacen las ecuaciones
(3.37) y (3.38), para valores fijos de N, M y M’. los campos de velocidad y
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presién estan dados por

N M M

ur(z,0: Re) = > > > paycos(lf) RI 2™, (3.39)
n=1l=1j=I-1
N M M

ug(z,0; Re) = ZZ Z wnljsin(w)Rﬁl’", (3.40)

n=1l=1 j=l-1
A’

N M
PYz,0;R.) = >3 3 ~ujcos(6) Rl z", (3.41)

TI.ZO l:O ]=l—l

estas expresiones son soluciones aproximadas de las ecuaciones (2.13-2.15),
que satisfacen las condiciones a la frontera a un orden M’ en R.. Aqui, es
importante resaltar que las expresiones anteriores no se pueden escribir en la
forma visualizada por Whitehead, es decir, los coeficientes que multiplican a
cada potencia de R, no representan campos de velocidades que satisfagan a
ningun orden el sistema de ecuaciones (2.13-2.15). En otras palabras, estos
campos de velocidad y presién no representan una solucién perturbativa en
el R., que se sabe que es singular.

De las expresiones (2.29) y (2.33), para la funcién de corriente y el coeficiente
de arrastre, junto con las expresiones para n(f; R,), ¢(6; Re) v an(0; Re), se
obtiene que

N AN

YRy = 35 Y Moy (1—%)nR’esin(19), (3.42)

n=11=1 j=I-1

_ A ,
Cp(Re) = — R Z (7’01]' + wllj) Rl. (3.43)

5=0

El coeficiente de arrastre queda determinado si se conoce el primer término
de las series de Fourier de n(f: R.) y de ¢(6; Re). Por lo tanto, para fines
de esta cantidad, parece ser suficiente considerar en los cdlculos M = 2
para obtener resultados razonables. Sin embargo, debido a la naturaleza no
lineal del problema, el resultado obtenido al truncar en A = 2, para cierto
coeficiente, es diferente que al truncar en M = k. Por lo tanto, es importante
tener en cuenta la convergencia de los coeficientes como funcién del orden al
que se trunca.
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Capitulo 4

Los resultados en 2D

En este capitulo se describen los resultados analiticos y numeéricos, que se
obtienen usando los métodos descritos en el capitulo anterior. La idea funda-
mental es, por un lado, estudiar para que valores de R, los desarrollos para
los campos de velocidad y presidn son vilidos y estudiar su convergencia.
Para estudiar las propiedades de convergencia del método, se estudiaron las
ecuaciones de movimiento en la aproximacion de Oseen usando este lenguaje
(ver apéndice B) y se comparan con el caso no lineal.

Una vez que se ha estudiado la validez de las solucioues aproximadas a (2.23)
y (2.24), en funcién del nimero de Reynolds. se comparan con los resultados
obtenidos con anterioridad usando otras aproximaciones [8, 15, 44] resultados
numéricos [17,24] y experimentales (56,57). En la referencia ‘58] se puede
ver una version resumida del método y de los resultados que se presentan
para este caso.

1 Truncando las series de Fourier y las de
potencias de R,

Para resolver las ecuaciones (3.37) y (3.38), se desarrolld una rutina en Math-
ematica 4.0 para realizar el dlgebra. De manera que, para resolver estas
ecuaciones a orden k en R,, para N v M fijas. se iteran las relaciones de
recurrencia (3.34-3.36), y se calculan los coeficientes pip;r ¥ woi en funcién
de los independientes; vox ¥ wyx- Se encuentra el sistema de ecuaciones, a
partir de (3.37) y (3.38), y se resuelve analiticainente. Después, se sustituyen
los resultados obtenidos para el orden k y se realiza el mismo procedimiento
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para el orden k + 1 en R,.. Es importante notar de las relaciones de recu-
rrencia, que los coeficientes con indices nlj s6lo dependen de coeficientes con
indices anteriores (o iguales). lo cual, permite resolver el problema de forma
iterativa. En otras palabras, para resolver el problema a orden k en R,, sélo
hay que conocer las soluciones a los k — 1 6rdenes anteriores.

Para N y M fijos. los sistemas de ecuaciones a resolver son de la forma

Fi(wriks “o1k: - e Wik, Yoik) = 01, (4.1)
Gi(wiik, Yo1ks -+ - - Wik, Yoik) = —Ou, (4.2)
donde i = 1,.... M, §; es la delta de Kronecker y F; y G; son funciones
lineales de sus argumentos con coeficientes constantes. Cada valor de k co-

rresponde a un sistema completo de 2M ecuaciones. Resultados prelimi-
nares, para los primeros valores de k, muestran que

wy; = 0, (4.3)
Yo = 0, (4.4)
si [ y j son los dos pares (6 impares) y si [ —j > 1. Como las soluciones
asintéticas para los campos de velocidad y presién se escriben como el pro-

ducto de tres series truncadas. las ecuaciones algebraicas se estudiaron para
distintos valores de N, M y AJ'’.

1.1 Las series de potencias en R,

Los coeficientes de Fourier para las funciones n(é: R.) y ¢(0; R.), toman la
forma

M

ca(Re) = Y Ao RL (4.5)
j=l-1
M )
Cu(Re] = z wujRis (4-5)
j=l—1
donde ! = 1,..., M. El que los coeficientes 7o ¥ wyix sean cero cuando [k son

pares (6 impares), significa que los coeficientes de Fourier son polinomios en
potencias pares de R, cuando [/ es impar, y polinomios en potencias impares,
si [ es par. Entonces, se obtiene que las funciones ¢ y n estan dadas por

Ar MY

e@;R.) = Y. > ~o;RIcos(l), (4.7)

=1 j=1-1
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Al A

N0:R) = 3 Y wiyRisin(if). (48)

=1 j=l-1

Si en las expresiones anteriores sélo se consideran términos de orden M, tal
que M’ < M, los coeficientes de Fourier para [ = M’ + 2 tienen la forma

eoar+2(Re) = O(RM™Y),
Garsa(Re) = O(RM™),

por lo tanto, a orden M’ en el niimero de Reynolds, los coeficientes zqg; v (y; son
cero para | > M'+ 1, de manera que se puede hacer M = M’+1 sin pérdida
de generalidad. A primera vista. esta forma de escoger M y A’ parece ser la
mds adecuada, ya que al truncar la serie en potencias de R, de esta manera, la
serie de Fourier se trunca automdticamente. Sin embargo, hay que notar que,
como los términos en serie de Fourier son polinomios cuya primera potencia
distinta de cero es [—1 y la tltima A/, los 1ltimos coeficientes de Fourier sélo
tienen unos cuantos términos con las potencias mas altas en R, en particular
el dltimo, sélo tiene el término correspondiente a la potencia M’ en R,. En

-C11(Re) &1,10(Re)
- xlO'lf
1.15 3
1.1 ¥
1.0 1
0.5 TS

Figura 4.1: Gréficas de los coeficientes (4.6) paral =1y [ =10, con N =10
y M = 10.

las figuras 4.1 y 4.2 se muestra el primer coeficiente (3, y el ltimo coeficiente
Ciar de la expresién (4.6), con NV v M fijas y para dos valores de M'; uno
mayor que M y el otro tal que M’ = A —1. Las diferencias entre una M’ y la
otra son notables a partir de cierto valor de R,. que depende del valor de V.
Para los primeros valores de N v con R, pequeiio. no hay mucha diferencia
entre las curvas para diferentes valores de M’, tomando en cuenta que. en el
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ejemplo de la figura 4.1, la diferencia entre estos dos valores es de 21. Cuando
se aumenta el valor de N, se encuentra que las diferencias entre una M’ y la
otra son notables para valores de R, cada vez mds pequeiios, como se ve en
la grafica de la derecha en figura 4.2. Por lo tanto, es conveniente truncar tal
que M’ >> M para evitar rdpidas divergencias en los tiltimos coeficientes de
Fourier, sobre todo para valores grandes de V.

-t (Re)
1.2

£1.10(Re)
x10-16

1.1

1

0.9

0.8
0.7

Figura 4.2: Gréficas de los coeficientes (4.6) paral=1y [ = 10,con N = 30
y M =10.

Los valores de R, en los que las diferencias entre las curvas son notables,
por ejemplo en la figura 4.1, son de orden uno, mientras que en la figura
4.2 son menores que uno. A primera vista. este resultado es poco alentador,
puesto que parece que al aumentar el valor de N el radio de convergencia
de los coeficientes de Fourier (4.5) y (4.6) disminuye. Sin embargo, hay que
notar que el hecho de que las diferencias entre las dos curvas, por ejemplo
en la gréfica de la derecha en la figura 4.1. sean aparentes hasta R, ~ 1.5 no
significa que las expresiones (4.7) y (4.8) sean soluciones vélidas hasta tales
valores de R,. Esto se debe a que al truncar las expresiones para los campos
de velocidad y presion a cierto valor de NV en la variable z, el término no lineal
se estd aproximando por otro, que también es no lineal, pero es en principio
mas sencillo. De manera que la validez de los resultados esta restringida a
aquellos valores de R, en los cuales los términos no lineales, despreciados
en las ecuaciones diferenciales originales (las ecuaciones de Navier-Stokes),
realmente lo sean. Lo tinico que refleja este resultado, es que la convergencia
de las series de potencias en R, es cada vez maés lenta, conforme aumenta el
valor de N.

[
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Otras soluciones

Con el fin de comparar las soluciones en series de potencias de R,, para
valores fijos de NV, se estudiaron los sistemas de ecuaciones (3.24) y (3.25),
para los primeros valores de N y M, en los que se pueden obtener resultados

analiticos. Cuando N = 4 y M = 2, se obtiene el siguiente sistema de
ecuaciones

10s0 — 29¢1; = 24,
4209 — (12 0,

9Beo1 — (11(160 — R.(12) = 48,
280C12 — 22002 + R, = 0.

La tnica solucién real del sistema anterior es

Il

1
fon = 75(24+2%wn) (4.9)
fog. = ECW* (4.10)
_ g _69-TR  f(R)V
¢ 3-7 ( Ref(Re)1/3+ R, , (4.11)
3 996 33327-7Y3  493f(R,)*3
o= 55('& TRIRP T R ) (h12)

donde

f(Re) = —52 R, + /2299563 + 2704R2.

Calculando la serie de Taylor, a orden K en R,, de las expresiones (4.9-4.12),
se encuentra, evidentemente, el mismo resultado que al haber resuelto los
sistemas de ecuaciones lineales (3.37) y (3.38), para N =4, M =2y M' =K.
Si se aumenta el valor de NV (o de A/) un par de pasos mads, el problema sigue
siendo soluble analiticamente v se obtienen resultados similares que en el
caso N =4 y M = 2. Estos resultados comprueban que la rutina que realiza
los célculos, para obtener los coeficientes de Fourier ay;, Gu v £, funciona
correctamente.

Si se comparan las soluciones analiticas con sus respectivas series de Taylor,
se encuentra que para estos casos las series (4.5) y (4.6) representan buenas
aproximaciones a las soluciones analiticas para un amplio rango de valores de
R,. Sin embargo, conforme se aumenta el valor de N. el intervalo de valores
de R. en el que las expresiones (4.5) y (4.6) son vélidas decrece.
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Puesto que los casos que se pueden resolver analiticamente son pocos y
para valores de N pequenios, las ecuaciones (3.24) y (3.25) se resolvieron
numéricamente para valores més grandes de N'. Los resultados muestran
un comportamiento similar que en el caso de valores de N anteriores. Los
resultados numéricos ajustan satisfactoriamente con las expresiones (4.5) y
(4.6), cuando el R, es pequenio. Debido a la complejidad del problema, con-
forme N aumenta, la solucién numeérica es cada vez mas dificil de calcular y
el error cometido crece, sobre todo a R, relativamente grandes. Dentro de
este andlisis, no es posible dar una estimacion concreta de cudnto es grande
o relativamente grande, puesto que esto depende del valor de N y de la pre-
cisién del método numérico. Sin embargo. los resultados obtenidos hasta el
momento, muestran que para R, < 1, las series en potencias representan
excelentes aproximaciones a los coeficientes (4.5) y (4.6).

1.2 Las series de Fourier

Tomando en cuenta que se debe escoger AI’ >> M, se obtuvieron resultados
para N =4,...,30y M = 2,...,21, con M’ hasta de 30. El programa
que realiza los cdlculos funciona, en principio. para cualesquiera valores de
N, M y M'. Sin embargo, cuando éstos toman valores grandes, los cdlculos
involucrados requieren cantidades muy grandes de memoria RAM y en algiin
momento ésta resulta insuficiente, ademéds de que €l tiempo involucrado en
cada cdlculo crece rdpidamente.

En la siguiente serie de gréficas, se muestran los primeros coeficientes de
las series de Fourier de n y ¢, para valores diferentes de M; con N y M’
fijas. Puesto que el problema a resolver es no lineal, resulta que los primeros
coeficientes cambian cuando se cambia el valor de M, es decir, el orden al
que se truncan las series de Fourier. Esto sugiere que el valor de M se
debe escoger tal que las diferencias entre las soluciones para los coeficientes
€11 ¥ €01, para valores consecutivos de M, sean pequenas, al menos dentro
de un intervalo finito del nimero de Revnolds. En las dos gréficas de la
figura 4.3, se puede ver que las diferencias entre los diferentes valores de M
son apreciables para R, ~ 2, cuando M > 10. Por lo tanto, en este caso
particular, los coeficientes £o; y (1; han alcanzado précticamente su valor
asintético, en el intervalo R, < 2. Un aspecto interesante de resaltar es
que los resultados para los coeficientes de Fourier, para cualquier valor de

1Los valores méaximos que se utilizaron fueron N =8 y M = 6.
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Figura 4.3: Gréficas de los coeficientes (4.5) y (4.6) para [ = 1. En este caso
N=15y M’ = 30.

[. muestran que los coeficientes (;; convergen maés rdpido que los =y, como
se puede ver en la figura 4.3. En la grifica de la izquierda, todas las curvas
estdn practicamente colapsadas en una sola, en cambio, en la de la derecha,
se observan claras diferencias en el mismo intervalo de valores de R,. Esto
se puede deber a que en el problema truncado a orden N, el campo de
velocidades satisface las condiciones de frontera exactamente, en cambio, la
presién no satisface las condicién al infinito, como se discute en la seccién
3.1.

Cuando se analizan los siguientes términos en serie de Fourier, se encuen-
tra que, a partir de cierto valor de M. todos los coeficientes £o; y (i, con
[ =1,...,M, han alcanzado précticamente su valor asintético, dentro de un
intervalo finito de R,. Por ejemplo, para [ = 3 y [ = 5 los coeficientes de
Fourier se muestran en la figura 4.4. Aqui, se puede ver que a partir de cierto
valor de M, las diferencias entre los coeficientes son pequenas. En términos
puramente cualitativos, es evidente de las figuras que las diferencias entre las
curvas aparecen a valores cada vez menores de R., conforme se aumenta el
valor de I. En la siguientes dos figuras, 4.5 y 4.6, se muestran los mismos
resultados para el caso de N = 30; con el mismo valor de M'. Por un lado,
es claro que el intervalo de valores de R, en el que las soluciones. para los
distintos valores de M, han obtenido practicamente su valor asintético de-
crece. En este caso, por ejemplo. para los primeros coeficientes las diferencias
entre las soluciones aparece cuando R, > 1, a diferencia del caso con N = 15
donde se encontré R, > 2.5. Sin embargo, si se sigue aumentando el valor
de N, el intervalo de valores de R, para el cual los coeficientes (4.5) y (4.6)
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eos(Re)
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0.8 %10
0.8
0.4

0.2

-0.2
-0.4
-0.8

Figura 4.4: Graficas de los coeficientes (4.5) paral =3 y [ = 5. En este caso
N=15y M’ = 30.

Co1(Re) eo1(Re)
0 |
-0.8 iy
-1 <05 f;
-1.2 "."'
-1.4 1 = . /il

-1.6
-1.8

Figura 4.5: Gréficas de los coeficientes (4.5) y (4.6) para [ = 1. En este caso
N =30y M= 30.

han obtenido, aproximadamente, el valor asintético es tal que R, < 1. Esto
se puede ver del hecho que, si en las series en potencias en R, que tienen
por ejemplo M’ potencias en R, y M términos en serie de Fourier, sélo se
consideran correcciones hasta orden K — 1 en R,. con K < M, el resultado
es exactamente igual al caso de haber truncado las series de Fourier a una
M = K. Por lo tanto, si los coeficientes de Fourier, obtenidos al truncar a
un cierto valor M, se denotan como

At
CUUR) = Y wauRl, (4.13)
j=l-1
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Figura 4.6: Gréficas de los coeficientes (4.5) y (4.6) para [ = 5. En este caso
N=30y M = 30.

A

e (R) = 3 R, (4.14)
j=i-1

se encuentra que, para dos valores consecutivos de A/, las diferencias entre
los coeficientes son de la forma

U _ N - o(pMy (4.15)
£M1) _ ._L}” = O(RM). (4.16)

Por lo tanto, para R, < 1, las diferencias entre valores consecutivos de M se
hacen pequenas conforme aumenta el valor de A/. Andlogamente, para R,
de orden uno, las diferencias aumentan réapidamente.

Lo que se ha encontrado, finalmente, es que las correcciones a los primeros
coeficientes de Fourier, debidas al aumento en el valor de ./, ocurren a partir
de los términos de orden M en el niimero de Reynolds, y en adelante. Por lo
que, para R, < 1, las correcciones, o los cambios, en los primeros coeficientes
en serie de Fourier son pequenos a \/ grandes. Sin embargo, cuando el R, se
incrementa por encima de la unidad. los cambios en los primeros coeficientes
en serie de Fourier pueden ser muy grandes, de manera que la convergencia
es dudosa. En las grificas anteriores. se ve que el comportamiento en la
vecindad de R, ~ 1 es, en general. un répido crecimiento (o decrecimiento),
sobre todo cuando N es grande, como se puede apreciar en la figuras 4.5 y
4.6. Ademas, se puede ver que en esa misma vecindad. el comportamiento de
los coeficientes (4.13) y (4.14) puede cambiar de forma dréstica; por ejemplo
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en la grifica de la derecha de la figura 4.6. en donde las curvas cambian de
concavidad para diferentes valores de M.

En conclusién, por un lado se encontré que las series de potencias se deben
truncar tal que M’ >> Al y. por otro lado, que M se debe escoger de
manera que para R, < 1 las diferencias (4.15) y (4.16) sean lo mds pequenas
que sea posible, lo cual, se logra para M relativamente pequena. Aunque los
cambios en los coeficientes {3; v =g se pueden hacer tan pequefios como se
desee para R, < 1, esta claro que para R, > 1 pasa lo contrario, por lo tanto,
las expresiones (4.13) y (4.14) no son validas para nimeros de Rey:.olds de
orden uno.

Cuando N < 10, los valores de Al y M’ médximos que se calcularon fueron
de 21 y de 40, respectivamente. Estos valores se pueden seguir aumen-
tando. aunque el tiempo requerido en cada paso del proceso se incrementa
rapidamente. Para 10 < N < 30, los célculos se realizaron para valores
menores de M’, con M de hasta 21. En estos casos, el obtener un resultado
para potencias en H, mas altas, puede requerir del orden de entre dias hasta
semanas?.

1.3 Los siguientes coeficientes

Ya que se ha establecido el criterio con el que las series de Fourier y las
series de potencias en R, son truncadas, se estudia el comportamiento de
los coeficientes a,, b, y cn. calculados a partir de las funciones 7(f; R,) y
©(0; R,) y las relaciones de recurrencia. Entonces, para un valor fijo de N,
M y M3, los coeficientes de las series de potencias estdn dados por

M M
an(0;Re) = Y pw;RIcos(lf), (4.17)
I=17=0
MM
5= 5 GujREsin(i6), (4.18)
I=1 j=0
M M ‘
n(0;Re) = D> Rl cos(lf). (4.19)

=1 j=0

ba(6; Re)

2Todos los calculos se realizaron usando un procesador Pentium III a 800 MHz, con
una memoria RAM de 384 Mb.
3En adelante M =21 y M’ = 30.
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Las siguientes dos grificas, en la figura 4.7, muestran los coeficientes ante-
riores para los primeros valores de n. Por un lado, es evidente que el primer

- (e)
& (8) 0.8 s
_____ ” ~
0.2 s Z s
_______ \\ 0.5 -=-n=1 \\
— T e wees 023
.. Nieeomme—h ¢ 0.4 — n=5 \\
==+ Q=2 2 N T “_} \
0.2} |- ne4 \ 0.2 = \
I \ P
0.4} [— n.g L _L.ﬂ_'%_—rz_”“‘fﬁaﬂn_ &
-~ _ i) m
p)

Figura 4.7: Gréficas de a,(6; R.) y b,(f; R.) para distintos valores de n,
truncando a N = 30 y con R, = 0.5.

coeficiente distinto de cero en cada desarrollo es el dominante; cuando R, <
1. De manera que los siguientes términos aparecen como correcciones al
término dominante. Estas correcciones parecen ser cada vez mds asimétricas
respecto a § = 3. Por otro lado. los coeficientes parecen ser funciones cuyo
valor méaximo decrece conforme aumenta el valor de n. Para estudiar el
comportamiento de los coeficientes (4.17-4.19), para valores de n cercanos a
N, de una manera mds cualitativa, se calcula la raiz cuadrada del promedio
del cuadrado de estos coeficientes en el intervalo [0, 7], es decir,

1
< F2>= (3 / ' F,,(a)?de) | (4.20)
7 Jo

donde F, puede ser cualquiera de los coeficientes (4.17-4.19). En la figura
4.8 se graficé la expresién anterior, tomando el caso en el que F,, = b,, como
funcién de R, y para distintos valores de n. En la grafica del lado derecho,
las curvas parecen tomar valores cada vez mds pequenos, cuando R, < 1.
En cambio, en la grafica del lado derecho, parece suceder lo contrario, pues
como se puede ver, para un R, fijo menor que uno, el coeficiente mayvor es el
correspondiente a la n més grande. Esto significa que no se puede asegurar
que F,41/F, — 0 cuando n ~ N. Si se aumenta el valor de N, es decir, el
orden al que se truncan las series de potencias en z, el comportamiento es
bastante similar; como se puede observar en la figura 4.9. Si N = 30, los
primeros coeficientes parecen tomar valores cada vez mas pequenos conforme
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Figura 4.8: Gréficas de la expresion (4.20) tomando N = 20; para distintos
valores de n.

aumenta el valor de n, sin embargo, los iltimos coeficientes presentan el
comportamiento contrario. En conclusiéon. como las soluciones propuestas

<bn? (@) > <b2(8)>
0.08 -=+ns11 |' 0.035 ==-n=21 ]
0.05 -—- n=14 » 0.03} |- n=24 f
0.04 — n=17 # 0.025 — n=27 1

n=20 S 0.02 -
0.03 - <

0.015 | gttt
0.02 Py N
0.01 0.005 [ - -zl
Re

Figura 4.9: Gréficas de la expresion (4.20) tomando N = 30; para distintos
valores de n.

para el campo de velocidad y presién se truncan a una N, se encuentra que
cuando n es cercana a N, no se satisface que Fp4/F, — 0. Sin embargo,
hay que notar que el valor de n, para el cual los coeficientes no satisfacen que
Fo41/F, — 0, aumenta conforme aumenta el valor de N. De manera que
esto parece ser consecuencia de truncar las series, puesto que al hacer crecer
N, y en particular en el limite cuando N — oc, los desarrollos en serie en
potencias de r parecen converger.
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2 El comportamiento como funcién de N

En esta secci6n se estudia con més detalle el comportamiento de las soluciones
como funcién de NV, manteniendo fijo el valor de M/ y M’. En este caso los
coeficientes de Fourier se denotan como

M

(R = Y wuyRl, (4.21)
j=l-1

() & -

e (Re) = ) ~jRl. (4.22)

j=i-1

En la figura 4.10 se muestran las expresiones anteriores para diferentes valo-
res de N, Para R, < 1 se puede apreciar que las diferencias entre valores

eff (Re) =61 (Re)

Re

0.2 0.4 0.6 0.8 1| 1.2

Figura 4.10: Gréficas de Cff’(}?e) y 5‘(,‘?}(&), para distintos valores de V.

consecutivos de N van disminuyendo conforme \" — oc. Evidentemente, en
la vecindad de R, ~ 1 es en donde se observan las diferencias més grandes
y/o cambios drésticos en el comportamiento. Otro de los aspectos impor-
tantes que hay que notar, es que las diferencias entre diferentes valores de
N empiezan a hacerse pequernias a partir de N grandes, de manera que la
convergencia parece ser lenta. Para coeficientes de Fourier con valores mas
grandes de [ se observa el mismo comportamiento, es decir, las diferencias
entre valores consecutivos de N se incrementa en la vecindad de R, ~ 1,
como se puede apreciar en la figura 4.11, Ademads. los coeficientes de Fourier
presentan un crecimiento (o decrecimiento), en la vecindad de R, ~ 1, que
aumenta cuando N aumenta. De manera que. para R, de orden no, los
coeficientes de Fourier divergen rdpidamente.
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Figura 4.11: Gréficas de C{?J(Re) y
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(Re), para distintos valores de N.

Para estudiar el comportamiento de los esfuerzos sobre la superficie del cilin-
dro, como funcién de N, las funciones 7 y ¢ se escriben de la siguiente forma

e™M(8; R) =

"M (6;R) =

M
> Cu(Re) cos(16),
i=1

M

Z coi(Re

=1

) sin(l6),

(4.23)

(4.24)

que representan una sucesion de funciones, que se suponen aproximaciones a
la solucién para el caso N — oo. En las figuras 4.12 y 4.13 se muestran las
expresiones (4.23) y (4.24) con M = 21 y M’ = 30, para diferentes valores
de N y de R.. De estas gréficas se puede ver, de manera cualitativa, que

1.
1.

(=20 = B = I =]
s s =

-n(6)

4

0 (8)
2

—— N:4
el | [ U
---= N:25
— N-30

Figura 4.12: Graéficas de n(8) y -(6) para distintos valores de N, con R, = 0.1.

cuando el R, es pequefno, las diferencias entre las soluciones para valores
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consecutivos de N disminuyen conforme N aumenta. Por lo que, aunque
de manera cualitativa, muestra que las soluciones tienen un comportamiento
asintético como funcién de N. Por otro lado, para una N fija, la asimetria

-n(e) G
2 e
== N=4 o
==+ N=15 -
1 i s <
N=25 ~ _ =
— N30 sz
L ]
'_—'_/ n
"1
1 s
a8 //
2

Figura 4.13: Graficas de 1(f) y ¢ () para distintos valores de NV, con R, = 0.5.

alrededor de § = % se incrementa cuando se aumenta el valor de R, es
decir, la asimetria entre aguas arriba y aguas abajo se incrementa conforme
se aumenta el niimero de Revnolds.

Cuando se incrementa R,.. ademds de los cambios en la asimetria del flujo,
las diferencias entre las soluciones para valores consecutivos de N aumenta,
como se puede notar en las figuras 4,14 y 4.15. Para valores de R, por encima
de la unidad, el comportamiento de n y ¢ cambia drasticamente para valores
grandes de N, lo cual no es un buen indicador en un método asintético.
Puesto que se espera que para N grandes, las expresiones (4.23) y (4.24),
para valores consecutivos de NN, caigan dentro de una regioén que contenga
a la solucién para N — . De manera que, para nimeros de Reynolds
de orden uno, la convergencia de las soluciones propuestas no es clara. En
conclusion, los resultados vistos de forma cualitativa, muestran que cuando
el niimero de Reynolds es menor que uno,. las expresiones (4.23) y (4.24)
parecen ser dos sucesiones convergentes. Aunque hasta este punto ain no es
posible saber si convergen a la solucién del problema.

Hasta el momento, los resultados del andlisis de las series como funcién de
N, M y M', muestran que la convergencia de las soluciones sélo se puede
asegurar cuando el nimero de Reynolds es menor que uno. Las limitantes
en el tamafio del nimero de Reynolds aparecen de dos formas. La primera,
que en este caso es la mds dificil de estimar, se debe al hecho de truncar las
series a un orden NN en la variable z. puesto que a cada orden se conside-
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Figura 4.14: Gréficas de n() y (), para distintos valores de N, con R, = 1.
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Figura 4.15: Gréficas de n(6) y () para distintos valores de N, con R, = 1.1.

ran distintas aproximaciones a las ecunaciones de Navier-Stokes. El segundo
proviene de haber usado series en potencias de R,, para resolver los sistemas
de ecuaciones algebraicas no lineales. Del andlisis hecho a los coeficientes de
Fourier, se encontré que las series de potencias en R, resultan funciones que
crecen (decrecen) rdpidamente, cuando R, es de orden uno. Por lo tanto,
estos desarrollos no representan una buena aproximacion de la solucién a los
sistemas de ecuaciones algebraicas, cuando R, > 1. Esto significa que, para
una N fija. la solucién puede mejorarse cambiando las series de potencias
en R., por algilin otro tipo de funciones. Mads adelante, cuando se estudia
el problema usando la aproximacién de Oseen, se discute la posibilidad de
utilizar cocientes de polinomios en R,.

64



2.1 Los resultados numéricos

Las ecuaciones diferenciales ordinarias, no lineales, se resolvieron numérica-
mente para diferentes valores de N y R,. El método numérico utilizado
consiste en cambiar el problema, de condiciones de frontera, a uno de condi-
ciones iniciales; los detalles del método se describen en el apéndice C. Se
encontraron resultados para ¢(6) y n(f) con valores de hasta N = 8 y dife-
rentes valores de R,. En todos los casos se pudieron obtener resultados para
R. < 1, para valores més grandes, s6lo se encontraron resultados para los
primeros valores de N. La razén principal, es que las ecuaciones diferen-
ciales a resolver, a una N fija y visto como problema de condiciones iniciales,
parecen tener sensibilidad en las condiciones iniciales para N y R, grandes®.
Esto se debe a que cuando N crece, el grado de los términos no lineales en
las ecuaciones diferenciales ordinarias también crece y estos términos estdn
modulados por el niimero de Reynolds. Cuando se incrementa el valor de NV,
el algoritmo que utiliza Mathematica para resolver el problema falla.

Al comparar los resultados se encuentra que las diferencias entre las solu-
ciones numéricas y analiticas, son pequefas para R, < 1. Para los primeros
valores de N, se pudieron comparar las soluciones para R, de orden uno, los
resultados obtenidos muestran que las expresiones (4.23) y (4.24) represen-
tan buenas aproximaciones a las soluciones de las ecuaciones (3.24) y (3.25).
Para valores més grandes de NN, se compararon resultados para R, < 1, en
donde se encontraron basicamente los mismos resultados que con N chico.
Una de las posibilidades para estudiar las propiedades de convergencia de
las series de potencias en z, como funcién del orden al que se truncan, es
resolver las ecuaciones diferenciales (2.23) y (2.24), para diferentes valores
de N a R, fijo. Sin embargo, el cdlculo de estas ecuaciones, dada una N
fija, puede ser muy largo y las ecuaciones muy complicadas. Puesto que a
cada paso la ecuacién cambia en orden y grado. no es sencillo plantear un
método numérico iterativo que las resuelva, aproximadamente, con la misma
precisién. El método que se utilizé en este trabajo, funciona para N < 9,
para N mas grande es dificil encontrar el conjunto de condiciones iniciales
que correspondan a las de frontera (para mas detalles ver apéndice C). En
vista de que el problema numeérico puede ser muy complejo para N grande,
parece ser conveniente reducir el problema de ecuaciones diferenciales a uno
mds simple, como en este caso usando series de Fourier. Aunque los célculos
numeéricos fueron limitados. las soluciones obtenidas para los primeros casos

4Para mayores detalles ver el apéndice C.
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mostraron que las series de Fourier parecen ser una alternativa adecuada para
la representacion de las soluciones del problema.

Es de resaltar que el que sea posible hacer cdlculos para valores de N hasta
de 30, se debe a que las relaciones de recurrencia, para los coeficientes de
las series de potencias en Re. involucran mimeros puros. De manera que el
mimero de términos en las ecuaciones algebraicas lineales no crece tan rapido,
como en el caso de las ecuaciones diferenciales para (8: R,) v 7(6; Re) 0 en
las ecuaciones algebraicas no lineales para los coeficientes de Fourier q;( Re)

y CU(RE)°

3 Las propiedades del flujo

En esta seccién se analizan las caracteristicas del flujo, como los campos de
velocidad y presion, arrastre v lineas de corriente y cuales son sus propiedades
de convergencia.

3.1 Los campos de velocidad y presion

Una vez que se han estudiado las propiedades de convergencia de las solu-
ciones en serie para las funciones 7 y ¢, se calculan los campos de velocidad
y presion, que tienen la forma

N

ulM(z,0; R} = ) an(6; Re)z™, (4.25)
n=1
Af

u§(2.0;Re) = Y ba(6;Re)a”, (4.26)
n=1
h’

P2 0:R) = el R)z", (4.27)

donde los coeficientes en las expresiones anteriores estdn dados por las se-
ries (4.17-4.19). En la seccién 1.3 se encontré que los coeficientes para los
primeros valores de n son los dominantes. De manera que, cuando z es
pequena, las expresiones (4.25-4.27) pueden ser aproximadas por las mismas
series truncadas a una N’ < N. Es de recalcar que esto no es equivalente a
resolver el problema truncado a un orden N’, si no que una vez obtenida la
solucién al problema a orden NN, los campos pueden ser aproximados por los
primeros términos, s6lo en la regién cercana al cilindro.
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Para estudiar el comportamiento de los campos, las series se truncan de
manera que, dado que se tienen las funciones (4.23) y (4.24) para N y M
fijas, se desprecian los términos a partir de cierta N’ < N. Por lo que las
expresiones (4.25-4.27) se aproximan, cerca del cilindro, por

ul(z,0;R,) = iaﬂw:fce)r", (4.28)
n=1
N’

ug (z,0:Re) = 3 bal6: R)z",, (4.29)
n=1
N

PNz 0:R) = Y c,(6; Re)z™ (4.30)
n=0

En la figura 4.16, se muestran las graficas de la velocidad sobre el eje, detras
del cilindro, truncada a diferentes valores de NN’, para dos valores de N y
con R, fijo. Por un lado, se ve que a partir de N’ ~ 8, las diferencias entre

%

N Wt B

o o o o0 g oo
o o o o o o
. . . . - .

Figura 4.16: Gréficas de (4.28), con R, = 1 y en 6 = 0, truncada a diferentes
valores de N'; N = 20 (izquierda), N = 30 (derecha).

los diferentes valores de N' aparecen a valores de z cada vez més grandes.
Evidentemente, las diferencias mds grandes se encuentran en la vecindad de
z = 1, de manera que, cerca del cilindro, parece ser suficiente tomar N’ = 10.
Por otro lado, si se compara la grifica de la izquierda con la de la derecha,
se ve que, conforme se aumenta el valor de |V, las diferencias entre diferentes
valores de N’ decrecen, de manera que son notables a valores de z cada vez
mas grandes. Esto significa que, entre més grande es IV, menor es el nimero
de términos en serie de potencias de x que hay que considerar, para fines del
cédlculo de los campos de velocidad y presion. cerca del cilindro.
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La presion

Al truncar las expresiones para los campos de velocidad y presion, la condicion
de frontera sobre la velocidad es forzada a satisfacerse para toda N. La
condicién de frontera sobre la presion, antes de truncar, exige que la suma
infinita de los coeficientes ¢, se anule. En los cdlculos hasta ahora descritos,
se encuentra que esta condicién no se satisface para ningin valor de N. La
incognita fundamental es si existen () y 7(f) que sean consistentes con la
condicién de frontera sobre el campo de presién. en el limite cuando N — oo.
Si el campo de presién se anula en el infinito (z = 1), significa que la ex-
presion (4.27) es divisible entre 1 — r. En otras palabras la presion se puede
escribir de la forma

A.'
P*(z,0;Re) = (1= 12) ) _ &a(6; Re)a™, (4.31)
n=>0

si N — oc. La relacion entre los coeficientes ¢, y los &, es

Cn = Cp — Cp—1.
Al escribir las relaciones de recurrencia (2.20-2.22) en funcién de los coefi-
cientes ¢y, se encuentra que las ecuaciones diferenciales ordinarias que deben
satisfacer ¢(f) y n(f), no cambian. Esto se debe a que las funciones inde-
pendientes en las relaciones de recurrencia resultantes son las mismas. Por
lo tanto, parece existir una solucién para los esfuerzos sobre la superficie,
consistente con la condicién de frontera sobre la presion.
Cuando las series en potencias de x se truncan a una N finita, las expresiones
(4.27) y (4.31), aunque ya no son iguales, difieren en una funcién de orden
O(z™*!). Entonces, si s6lo se consideran términos hasta ", estos desarrollos
son iguales, a ese orden, y no se satisface la condicién de frontera en z =1
(r — o0). Al truncar a N los desarrollos de los campos, su validez queda
restringida a £ < 1, asfl que no resulta necesario construir un campo de
presiones que satisfaga la condicién de frontera. El hecho importante es que
al parecer, el que no se pueda satisfacer la condicién sobre la presion es una
consecuencia de truncar los desarrollos en series de potencias de z.

3.2 Las lineas de corriente y el arrastre

Una vez que se tienen las expresiones para los esfuerzos sobre la superficie
del cilindro y se han calculado las expresiones aproximadas para el campo de
velocidad y presién, se calcula la funcién de corriente y el arrastre.
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La funcién de corriente, cerca del cilindro, se puede aproximar por la ex-
presién

Sﬁ’g”’)r (1- %) (4.32)

N M[ M _
8 R) = 33 Lz i

n=11=1 |j=i-1

en la cual, de manera similar que en el caso de los campos de velocidad y
presién, se han despreciado los iltimos N — N’ términos. Una de las ventajas
de que los resultados se puedan obtener considerando sélo los primeros N’
términos, es que es més facil manipular las expregiones. En las figuras 4.17

-4

Figura 4.17: Gréficas de las lineas de corriente para N = 20 (izquierda),
N =30 (derecha) y R, = 0.5.

y 4.18 se muestran algunas lineas de corriente para diferentes velores de R,,
con dos valores de V. Cuando el nimero de Reynolds est4 fijo, se puede ver
que, si se aumenta el valor de N, la asimetria entre aguas arriba y aguas
abajo aumenta. Claramente, las diferencias entre valores consecutivos de N
disminuye cuando N crece y el R, es pequenio. Por ejemplo, en la figura 4.17,
las diferencias entre los dos valores de N son poco apreciables. Cuando el R,
crece se encuentra, por-un lado, que la asimetria entre aguas arriba y aguas
abajo aumenta. Lo cual es cualitativamente consistente con las observaciones
experimentales. Por otro lado, para R. ~ 1 y en adelante, las diferencias
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entre las lineas de corriente para diferentes valores de N aumentan. En la
figura 4.18 se muestran las lineas de corriente para un ntimero de Reynolds
mayor, en este caso las diferencias entre las dos graficas es notable, tomando
en cuenta que se utilizaron los mismos valores para las lineas de corriente
en ambas graficas. Es importante notar que las diferencias entre distintos

Figura 4.18: Graficas de la lineas de corriente para N = 20 (izquierda),
N =30 (derecha) y R, = 1.

valores de N se incrementan lejos del cilindro, esto se debe a que en la funcion
de corriente sélo se consideraron los primeros N’ < N términos. De manera
que es de esperarse que las soluciones difieran cada vez mas, lejos del cuerpo.
Esta aproximacion es vdlida para z < 1, sin embargo, se debe tener en cuenta
que, en términos de distancia, 2 pequena significa estar a unos cuantos radios
del cilindro.

Cuando las series de potencias para los campos de velocidad y presién sc¢
truncan, el problema original se aproxima por otro, en principio mas sencillo,
que es valido a cierta distancia al cilindro y para cierto intervalo de valores
de R.. Esto se debe a que a cada paso, la no linealidad de las ecuaciones
de Navier-Stokes se aproxima de manera diferente y su contribucién esté
regulada por el niimero de Reynolds. Para aquellos valores de N y R, a partir
de los cuales las soluciones no cambian apreciablemente, se puede decir que ya
se han considerado las contribuciones de los términos no lineales, relevantes
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a las propiedades del flujo.
En el caso del arrastre, en el capitulo 3 se encontré que el coeficiente de
arrastre, como funcién del nimero de Reynolds, estd dado por

M’
T .
CEJN}(Re) == E :(’ij + qu) R]. (4.33)
€ =0

donde, como en los casos anteriores, el superindice representa el orden al que
se truncan las series de potencias de z. En este caso, es importante recordar
que el arrastre s6lo depende de los esfuerzos sobre la superficie del cilindro,
es decir, sélo dependen de 7™ y ™ 1o cual es un resultado importante,
puesto que estas funciones son las que parecen converger mds rdpido.

En la figura 4.19 se graficé la expresién anterior para diferentes valores de N.
Claramente, se ve que las diferencias entre las curvas se hacen més pequenas
conforme se aumenta el valor de N. En esta gréfica se puede notar que
los primeros valores de N representan malas aproximaciones al coeficiente

Figura 4.19: Gréfica del coeficiente de arrastre como funcién de R., para
diferentes valores de N.

de arrastre, atin para nimeros de Reynolds muy pequends, lo cual es otro
reflejo de que las series convergen lento. Otro aspecto interesante de la figura
4.19 es que conforme se aumenta el valor de N, las curvas se van pegando
cada vez més al eje de las ordenadas. De manera que las diferencias mas
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grandes se observan en la vecindad de R, = 0. Esto se debe a que, en el
caso de 2D, cuando el niimero de Reynolds es estrictamente igual a cero, las
ecuaciones a resolver son las de Stokes que, como se mostré en el capitulo 3,
no tienen solucién. Por lo tanto, uno de los defectos de atacar este problema
con este método es que, a cada paso en la aproximacion, las ecuaciones de
Navier-Stokes se aproximan por otras que cambian conforme cambia NV, estos
cambios aparecen tanto en los términos lineales como en los no lineales. La
consecuencia simplemente es que las series de potencias en x convergen lento,
puesto que hay que considerar valores de N mas grades.

Hasta el momento, las soluciones obtenidas utilizando este método se han
comparado entre si, con el fin de estudiar las propiedades de convergencia
v explorar la posibilidad de encontrar un comportamiento asintético para
N — oc. Los resultados muestran que las soluciones para las funciones n'"
y ™) parecen ser una sucesién convergente, para R, < 1, puesto que para
N > 10 las soluciones con diferentes valores de N caen dentro de una region
finita que, al parecer, las contiene a todas. Con respecto al comportamiento
asintdtico, simplemente se ha descrito, cualitativamente, que los cambios en
los esfuerzos sobre el cilindro para valores consecutivos de N disminuyen, si N
es grande; que es un buen indicador de convergencia. Sin embargo, al estudiar
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Figura 4.20: Gréficas de los dos primeros coeficientes de (4.33), como funcién
de N7} &= —(Yo1; + wry;)-

los coeficientes de las series en potencias de R,, asociadas a los coeficientes
de las expresiones (4.23) y (4.24), como funcién de N, se encuentra que no
hay un comportamiento asintético claro, salvo en el primer coeficiente. Este
resultado se puede ver més claramente en la figura 4.20, en donde se grafican
los coeficientes de la serie (4.33) como funcién del orden al que se truncan las
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series en potencias de z. Aqui, se puede apreciar en la grafica de la izquierda,
que el comportamiento parece ser asintético, puesto que se puede aproximar
una curva y extrapolar para N — co. En cambio, en la gréfica de la derecha,
los coeficientes parecen crecer cuando N — co. Para potencias mayores de R,
se observa un comportamiento similar al de la grafica de la derecha de la figura
4.20. En principio, este resultado es poco alentador pues los coeficientes de las
series de potencias de R,, de orden j > 0, parecen ser funciones crecientes
(decrecientes) de N. Esto no significa necesariamente que las sucesién de
soluciones para los diferentes valores de N no converjan, sino que las series
de potencias en el niimero de Reynolds no son una representacién adecuada
para R, de orden uno. Puesto que, al estudiar directamente la sucesién de
funciones 7'M (8; R,) y ¢"™)(6; R.), como funcién de N, el comportamiento
parece ser convergente dentro de un intervalo finito del niimero de Reynolds.
Por lo tanto, es muy posible que si se utiliza otra representacién, en vez de
las series de potencias en R,, se encuentre un comportamiento mads regular
en los coeficientes de Fourier, como funcién de N.

4 Estos resultados contra los demas

En esta parte, se discute como comparan los resultados expuestos anterior-
mente con los cdlculos desarrollados a lo largo de los afios usando diferen-
tes métodos. En algunos casos, los resultados sélo se comparan de manera
cualitativa, puesto que no se tienen los datos precisos. Sin embargo, en la
mayoria de los casos, los resultados se comparan utilizando como referencia
los trabajos experimentales [56, 57], la aproximacién de Oseen [4.5,21], y los
acoplamientos asintéticos [8, 15].

4.1 Navier-Stokes vs Oseen

Para comparar con los resultados que se obtienen a partir de la aproximacién
de Oseen, se resolvieron las ecuaciones en esta aproximacién utilizando el
presente método, ver apéndice B, de manera que se pueden comparar a cada
orden en N.

Cuando se comparan las funciones (™) (6; R.) y ¢V (8; R.), para valores fijos
de N, con las correspondientes a la aproximacién de Oseen, dadas por las
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expresiones

M

@ Re) = D CR(Re)cos(18), (4.34)
=1
4

nM(6; Re) = Azsa(m)sm(w), (4.35)
I=1 i

se encuentra que las diferencias entre los resultados son pequefias, cuando
R, < 1, como se puede ver en la figura (4.21). Cuando el nimero de Reynolds
aumenta, las diferencias aumentan, sin embargo, se sabe que la aproximacién
de Oseen deja de ser vélida en esos casos [2,4]. En vista de que ain no se
tiene un método iterativo eficiente para calcular los resultados, en el caso de
usar las ecuaciones en la aproximacién de Oseen, para valores grandes de N
y M, sélo se considera el caso con M = 3 en ambos casos. Es importante

-n(e) -n(e)
e 1.8 |
1.5 — -5

1.25 _—
1

0;75 W=16
0.5 0.8 ;
0.25 0.25 | J

Figura 4.21: Gréficas de n'™)(8) y n{")(6) para diferentes valores de N, con
R. = 0.2 (izquierda) y R, = 0.5 (derecha).

notar, que aunque hay claras diferencias entre usar las ecuaciones de Navier-
Stokes y las obtenidas usando la aproximacién de Oseen, cuando R, = 0, las
ecuaciones coinciden, de manera que la convergencia en ambos casos es muy
lenta. Por lo tanto, no es posible hasta este momento, encontrar los valores
asintéticos en ninguno de los dos casos y en consecuencia, s6lo es posible
concluir que cuando R, << 1 las ecuaciones contienen, aproximadamente, la
misma informacidn.

Por otro lado, los coeficientes (f; y £§;, para valores fijos de M, se pueden
calcular analiticamente, ya que el problema es lineal. El estudio de estos
coeficientes, para los primeros valores de N y M, muestran que las soluciones
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son cocientes de polinomios en R,, cuyo grado depende del valor de N y M.
Cuando se calculan sus correspondientes series de Taylor en R,, se encuentra
que tienen las mismas propiedades que las series (4.21) y (4.22), es decir, son
de la forma

eq(Re) = Z wg,jRi, (4.36)
j=t=1

Cft(Re) = Z Wfthiv (4.37)
j=l-1

para los que se satisface que
Yo = why =0,

si l y j son los dos pares (o impares). Por tanto, la forma de estos coeficientes
sugiere buscar soluciones a las ecuaciones algebraicas no lineales (3.24) y
(3.25) usando cocientes de polinomios en R,. Como primera posibilidad
se pueden construir los correspondientes aproximantes de Pade [59,60], a
parir de las expresiones (4.21) y (4.22). En este sentido, se espera que una
vez que se han estudiado con més detalle la forma de los coeficientes (7, v
€8, como funcién de N y M, éstos sugieran los érdenes adecuados para los
aproximantes de Padeé.

4.2 Otros calculos

Después de haber estudiado las propiedades de convergencia de las soluciones
encontradas a partir del presente método, la funcién de corriente se compara
con los resultados obtenidos por Lamb [4,5], a partir de la aproximacién
de Oseen, y por Kaplun [15] y Proudman & Pearson (8], que utilizaron el
método de acoplamientos asintéticos. En la figura 4.22 se muestran las lineas
de corriente obtenidas a partir de (4.32), para valores fijos de R,, junto con
los resultados obtenidos por Lamb [21] y por Kaplun [4]. Como se puede
apreciar, las diferencias entre los tres resultados crecen lejos del cilindro, lo
cual, era de esperarse tomando en cuenta que las series de potencias en z
solo son validas para z < 1. Por otro lado, se ve que las diferencias también
aumentan cuando R, crece. Una de las caracteristicas importantes que hay
que notar es que, al parecer, las diferencias entre (4.32) y Kaplun son maés
pequenas que en el caso de comparar con la expresién encontrada por Lamb.

75



Figura 4.22: Gréficas de las lineas de corriente: (a) N=30, (b) Lamb (1911)
y (c) Kaplun (1957), para R, = 0.2 (izquierda) y R. = 0.4 (derecha).

Este resultado muestra que la convergencia de las soluciones en serie pro-
puestas va en la direccién adecuada, puesto que los resultados obtenidos a
parir de los acoplamientos asintéticos representan una mejor aproximacion
al flujo, que la obtenida a partir de la aproximacién de Oseen [4, 8].

Al analizar las diferencias entre los resultados para la funcién de corriente,
en un rango mas variado de valores de R, menores que uno, los resultados
muestran que si R, << 1 osi R, ~ 1 se observan las diferencias mas grandes.
Para visualizar con més claridad este hecho, en la figura 4.23 se muestra el
coeficiente de arrastre (4.33), el resultado obtenido por Lamb [4,5] y el re-
sultado de Kaplun [4, 8,15]. Aqui se ve con més claridad, que las diferencias
mas grandes estdn fuera del intervalo 0.2 < R, < 0.7. Sin embargo, tomando
en cuenta los resultados mostrados en la grifica de la figura 4.19, en donde
se ve que conforme aumenta el valor de N, las curvas para el arrastre se van
pegando cada vez mas al eje de las ordenadas, de manera que a N grandes las
diferencias para R, < 0.2 decrecen. En otras palabras, los cambios en el coe-
ficiente de arrastre, como funcién de N, parecen ir en la direccién adecuada.
Puesto que, cuando R, << 1, los resultados obtenidos a partir de (4.33),
para N grandes, deben de ser consistentes con la aproximacién de Oseen y
los acoplamientos asintéticos. Para R, ~ 1, se sabe que los resultados de
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Lamb, Kaplun y Proudman & Pearson no son vilidos [4,8,24]. El que el
coeficiente de arrastre compare mejor con las otros métodos que las lineas de
corriente, se debe a que el arrastre depende tinicamente de 7™ (8) y ©'(8)
que, ademés de ser los términos dominantes en los campos de velocidad y
presion, son los coeficientes que convergen més rapido. En la figura 4.24 se
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Figura 4.23: Comparacién del coeficiente de arrastre, como funcién de
R., obtenido usando el presente método, la aproximacién de Oseen y los
acoplamientos asintdticos.

muestran los resultados mostrados en la figura 4.23, junto con los resulta-
dos experimentales de Tritton [57] y de Huner & Hussey [56]. Claramente,
cuando R, << 1, los resultados de Lamb y Kaplun ajustan mejor con los re-
sultados experimentales, aunque, el comportamiento de (4.33) como funcién
de NV, muestra que este resultado se puede mejorar tomando valores de N maés
grandes. Cuando R, no es tan pequefio, pero menor que uno, la expresion
(4.33) es la que parece ajustar mejor con los datos experimentales, sobre todo
en la vecindad de R, = 1. Kropinski et al [23], mediante un método hibrido
numérico-analitico, encuentran una expresién para el coeficiente de arrastre,
que representa una correccién a los resultados de Kaplun y Proudman &
Pearson, que queda por debajo de los datos experimentales de Tritton, que
es cualitativamente similar que en este caso. Hay que notar, que los datos
experimentales de Huner & Hussey también se encuentran por debajo de los
datos de Tritton, de manera que esas discrepancias se pueden deber a que los
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cilindros no son infinitos [23] y a la precision de los experimentos. Un poco
mas tarde. Keller & Ward [24], extendieron el procedimiento de Kropinski
et al, sin embargo. como no se tiene los datos precisos de los resultados. sélo
es posible decir que. cualitativamente, los resultados comparan satisfacto-
riamente. Evidentemente, cuando R, > 1, el coeficiente de arrastre (4.33)
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Figura 4.24: Comparacién del coeficiente de arrastre, como funciéon de R.,
obtenido a partir de los diferentes métodos y resultados experimentales.

con N = 30 diverge rapidamente. Cuando se analiza el comportamiento de
(4.33) como funcién de N y para R, > 1, se encuentra que, a partir de cierto
valor de N, el coeficiente de arrastre crece (o decrece) rapidamente. Esto se
debe, principalmente, a que las series truncadas de potencias en R,, para los
coeficientes de de Fourier (4.22) y (4.21), no son vélidas para R, > 1.

A partir de un método pseudo-analitico de truncamiento de series, Under-
wood [17] obtiene resultados para el arrastre que son consistentes con los
obtenidos aqui, al menos de manera cualitativa. Una de las ventajas del
método propuesto por Underwood, es que en la vecindad de R, = 0 la con-
vergencia de las soluciones propuestas es més rapida, como funcién del orden
al que se truncan las series. En este sentido, en 1969 Van Dyke [16] estudio
una alternativa ligeramente diferente que Underwood, en la cual, se encuentra
un comportamiento similar que en el presente caso, es decir, la convergencia
para R, << 1 es muy lenta. Por tanto, se cree que esta situacién depende
de la variable independiente en la que se hace el desarrollo en serie y del tipo
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de desarrollo [17]. De manera que, aunque se cambie la representacién en
potencias de R, en las expresiones (4.22) y (4.21), es necesario hacer calculos
para valores relativamente grandes de N para obtener resultados fisicamente
plausibles y para realizar los anélisis de los valores asintéticos. La ventaja de
encontrar una representacion diferente para los coeficientes de Fourier, que
converja mas rapido, estd en obtener resultados vélidos en un intervalo mas
amplio del R,.

5 Conclusiones

Las soluciones propuestas para los campos de velocidad y presién, estdn
compuestas de tres aproximaciones. Primero, se trunca a un orden N en
el desarrollo en serie de potencias en z, de manera que se satisfacen las
ecuaciones de Navier-Stokes a un orden V=2 (por ser ecuaciones diferenciales
de segundo orden). La segunda, proviene de truncar los desarrollos en series
(4.17-4.19); las ecuaciones diferenciales para p(f; R.) y 1(6; R.) se satisfacen
hasta M términos en serie de Fourier. La iltima, y probablemente las més
inapropiada, es usar series truncadas en potencias en R., de manera que los
sistemas de ecuaciones algebraicas, no lineales, se satisfacen hasta un orden
M en R,.

Cuando N y M estén fijas. las series en potencias de R, representan buenas
aproximaciones a la solucién de los sistemas de ecuaciones algebraicas (3.24)
y (3.25) para 0 < R, < 1. Para valores mds grandes de R,, esta repre-
sentacién muestra no ser la més conveniente, puesto que los coeficientes de
Fourier crecen (decrecen) rapidamente en la vecindad de R, ~ 1; sobre todo a
N grandes. Este comportamiento se debe a que las series de potencias, para
el término en serie de Fourier de orden [, tienen [ — 1 raicesen R, = 0. Enel
caso de R, < 1, los coeficientes de las series de potencias son pequenos, para [
grandes, y no contribuyen apreciablemente al comportamiento de los campos
a™(r,8; R,) y P*™(r,6: R,). Cuando el R, se incrementa por encima de la
unidad, estos términos empiezan a ser los dominantes. De los pocos casos que
se pueden resolver analiticamente y numéricamente, se encontrd que aunque
las series en potencias (4.5) y (4.6) se aproximan bien a las soluciones de las
ecuaciones (3.24) y (3.25), considerando sélo unos cuantos términos en los
desarrollos, estas series parecen tener un radio de convergencia finito, pues al
aumentar el orden al que se truncan (aumentar el valor de M), los resultados
no mejoran apreciablemente.
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En el presente estudio, no se realizaron los cdlculos para encontrar los radios
de convergencia, pues el andlisis cualitativo muestra que estas series no se
comportan adecuadamente si R, > 1, lo cual, sugiere un cambio en la re-
presentacién para los coeficientes de Fourier; en vez de las potencias en R..
De las soluciones de las ecuaciones de Navier-Stokes en la aproximacién de
Oseen, utilizando el método aqui propuesto®, los coeficientes de Fourier de las
funciones ¢V (8; R,) y n™)(8; R.) dan una idea del tipo de funciones que se
podria utilizar como representacién alternativa para los coeficientes (y;(Re)
v €a(Re). En vista de que las series de Taylor de los coeficientes de Fourier
en este caso, tienen las mismas propiedades que los desarrollos (4.5) y (4.6).
Los coeficientes de las series de potencias, en funcién de N, no presentan un
comportamiento simple, como se puede apreciar en la figura 4.20. Para el
término de orden j > 0 en serie de potencias de R, , los coeficientes wy;; y
Yoi; parecen crecer cuando N aumenta. Este comportamiento puede estar
relacionado con la no existencia de los desarrollos en serie de potencias en
R, de las soluciones para N — o0, puesto que los coeficientes wy; ¥ 7oi5
son las derivadas de orden j y con respecto a R,, de las soluciones exactas
a los sistemas de ecuaciones algebraicas para M fijo; son los coeficientes de
sus respectivas series de Taylor al rededor de R, = 0. Los coeficientes de
las series de potencias en R, para j = 0, son los {inicos que presentan un
comportamiento asintético. El significado es, simplemente, que todos los
coeficientes de Fourier existen y son regulares en R, = 0, aunque, llevan a
soluciones que no son uniformemente vélidas lejos del cuerpo y en el limite
cuando N — co. Este resultado es bien conocido, puesto que se sabe que
las series de potencias en R, llevan a un problema singular en teoria de
perturbaciones [3, 4, 8].

El resultado importante, es que el problema truncado a orden N en las series
en potencias de z, y a orden M en las series de Fourier, parece ser soluble y,
en vista que los desarrollos en serie de potencias existen para toda M’, las
soluciones a las ecuaciones algebraicas, no lineales, son funciones regulares
en la vecindad de R, = 0. Este hecho permite hacer un anédlisis de la conver-
gencia de las series de Fourier, puesto que los coeficientes (y; y £q decrecen
conforme aumenta [, o en otras palabras, son series convergentes. Por lo
tanto, se encontré que las series de Fourier resultan ser una representacion
adecuada para encontrar soluciones aproximadas a las ecuaciones diferen-
ciales (2.23) y (2.24). Es importante recalcar que todos estos andlisis tienen

5Ver apéndice B para mayores detalles.
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validez para R, < 1, pues es donde las series de potencias se comportan
adecuadamente. Los célculos de la integracién numérica de las ecuaciones
diferenciales (obtenidas al truncar a orden N) refuerzan este resultado, es
decir, las series de Fourier convergen, relativamente rdpido, a la solucién de
las ecuaciones (2.23) y (2.24). Entonces, el ejercicio de las potencias en R,
mostré que los sistemas de ecuaciones algebraicas, no lineales, parecen tener
al menos una solucién dentro de un intervalo finito de R,. Por lo tanto, las
ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales, obtenidas al truncar a orden
N, resultan ser un problema regular en teoria de perturbaciones. Es im-
portante notar que alguna otra representacién de la dependencia en el R,,
diferente a una serie de potencias, no habria permitido un andlisis suficiente-
mente profundo de la convergencia de los otros dos desarrollos, debido a que
el problema algebraico no lineal puede ser muy complicado.

Una vez que se fijan los valores del orden al que se truncan las series de
Fourier (M) y las series de potencias (M'), se estudié el comportamiento
como funcién de N. Como primer resultado, cuando N estd fija, los coe-
ficientes a,, b, y cn, asociados con los campos de velocidad y presién, de-
crecen conforme el indice aumenta. El término dominante corresponde a los
primeros valores de n, para los cuales estos coeficientes son diferentes de cero,
como se puede apreciar en la figura 4.7. Esto quiere decir que las relaciones de
recurrencia (2.20-2.22) son tales que al ser iteradas los coeficientes decrecen,
lo cual, es un buen indicador de la convergencia de las series de potencias
en . Cuando el indice n es cercano al orden al que se truncan las series
() los coeficientes parecen crecer, respecto a los anteriores inmediatos, sin
embargo, este hecho parece ser una consecuencia de que las series sean trun-
cadas. Es probable que, si se pudieran encontrar los valores asintéticos de
los coeficientes de Fourier para N — oo, o se tengan expresiones para los
esfuerzos sobre la superficie calculados con algiin otro método, esta situacién
cambie, es decir, los cocientes entre coeficientes con indices sucesivos tiendan
a cero, conforme el indice tiende a infinito.

El estudio de las funciones (4.23) y (4.24), como funcién del orden al que se
truncan las series en z, muestra que a partir de cierto valor de N, las dife-
rencias entre valores consecutivos de N son pequeiias, para 0 < R, < 1. En
otras palabras, todas las curvas quedan contenidas en una misma regién que
se espera que contenga a la solucién para N — co. Este resultado muestra
que, aunque los coeficientes de la series de potencias en R, crecen (o de-
crecen) como funcién de N, las funciones ¢(6: R,) y n(f; R.) presentan un
comportamiento asintético y parecen converger, aunque lentamente, como
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se puede apreciar en las figuras 4.12 y 4.13. Esto es otro reflejo de que la
aproximacién més inconveniente estd en usar la representacion en potencias
de R, para los coeficientes de Fourier. Relativo a la lenta convergencia de las
series de potencias en z. se debe notar que el cambio de representacién en
la dependencia en R, puede ampliar el intervalo de valores que el niimero de
Reynolds puede tomar; sin embargo, el valor de N se debe escoger relativa-
mente grande. Esto se puede ver de una manera mas clara en los resultados
para el coeficiente de arrastre (figuras 4.19 y 4.23). en donde se ve que para
N chicas, las aproximaciones para R, ~ 0, son poco satisfactorias. La razén
radica en que el problema a R, = 0 no se puede resolver.

Al comparar los resultados obtenidos mediante el presente método con los
obtenidos con otras metodologias, se encuentra que las soluciones halladas
parecen converger a la solucién del problema. Por un lado, los resultados
para las lineas de corriente comparadas con los resultados al usar la aproxi-
macién de Oseen [5] y los resultados de Kaplun [15], reflejan que la expresién
(4.32) compara mejor con los AEA, que con los resultados provenientes de
la aproximacién de Oseen, lo cual, es consistente con el hecho de que se ha
sugerido que los AEA representan una mejor aproximacién. Las diferencias
entre los distintos cdlculos se incrementan lejos del cilindro, debido a que
ninguno de ellos es vélido lejos del cuerpo. Uno de los aspectos interesantes,
es las diferencias en la asimetria del flujo en cada aproximacién, que estdn
estrechamente relacionadas con cémo se consideran los términos no lineales
en las ecuaciones aproximadas a resolver. En el presente método, la no li-
nealidad del problema se incluye a través de las ecuaciones diferenciales y las
condiciones de frontera. En cambio, los otros cdlculos las incluyen, de mane-
ra aproximada, ya sea en la ecuacién diferencial (aproximacién de Oseen)
0 a través de las condiciones de frontera (AEA). En el caso del coeficiente
de arrastre, figura 4.23, por un lado se ve que los resultados aqui obtenidos
mejoran para R, ~ 0 conforme se aumenta el orden al que se truncan las
series en potencias de . Para 0.2 < R, < 1, la expresién (4.33) parece dar
mejores resultados que los demés cdlculos, comparados con los datos expe-
rimentales de Tritton [57] y Hunner & Hussey [56]. Esto puede deberse a
que, en este caso, la contribucién de los términos no lineales se considera de
manera sucesiva que mejora al aumentar el valor de N, a diferencia de los
casos usando la aproximacién de Oseen y los AEA.
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Capitulo 5

El flujo alrededor de una esfera

De manera similar al caso del flujo alrededor del cilindro, en este capitulo
se presenta el método propuesto para resolver las ecuaciones (2.44) y (2.45)
para una N fija. En la primera parte, se describen los casos N =3y N =4,
junto con el caso R, = 0 (solucién de Stokes). Para valores mayores de N se
buscan soluciones aproximadas usando como base de funciones los polinomios
de Legendre. Esta eleccién estd basada en la simetria del problema y en que
estos polinomios son relativamente simples de manipular. De las propiedades
de ortogonalidad de estas funciones, el sistema de ecuaciones diferenciales or-
dinarias, no lineales, se transforma en un sistema de ecuaciones algebraicas,
que se resuelve aproximadamente proponiendo como soluciones series de po-
tencias en H,..

1 Los primeros 6érdenes

Con el fin de ilustrar el método propuesto, se resuelven detalladamente los
casos V = 3y N = 4, ya que se pueden resolver analiticamente. En el primer
caso el sistema de ecuaciones a resolver resulta lineal, en cambio, para N = 4,
las ecuaciones resultantes son no lineales.
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1.1 El caso N=3 y la solucién de Stokes

El sistema de ecuaciones para N = 3 estd dado por (2.46) y (2.47), que
pueden ser reescritas de la siguiente manera

J _ }J. + A
() =3 (n(u) o1 ) (5.1)
iz (1= w)n(w)] - 3(n(p) - ¢'(1) =3, (5.2)

donde A; es una constante, que proviene de haber integrado una vez la
ecuacién (2.46). Como los coeficientes b,! deben ser finitos en y = =1,

entonces A; = —1. Al sustituir ¢'(u) en (5.2) se obtiene la ecuacién
d?
2 |1 = #n(w)] + 6n() = =S, (53

que es una ecuacién inhomogénea dé Gegenbauer [61]. La solucién de esta
ecuacién es de la forma?

3
n(p) = Ap-5, (5.4)
por lo que, a partir de (5.1), se encuentra que
3 3 &
e(pn) = §AP — 34+ B, (5.5)

donde A y B son constantes de integracién. Para determinar los valores de
estas constantes se utiliza la condicién de frontera (2.6), que es de la forma

3
> calp) =
n=0

que, después de haber escrito los coeficientes ¢, en funcién de n(u) y ¢(u),
toma la forma

1
§A2#2(1 — #*)R.+ A (Re,u(l —p?) =3+ %)

+§R,(1 — )+ B =0.

'Debido al cambio bn(u) = /1 — u2Ba(u) los coeficientes B, no deben crecer més
rdpido que (1 — p2)~%.

?La solucién a la ecuacién homogénea es Cfg)(,u) = pu, donde los C Ci®(y) son los
polinomios ultraesféricos [61].
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Claramente, aunque A y B sean cero, la condicién anterior no se satisface
exactamente. En otras palabras, la condicién sobre el campo de presiones se
satisface salvo una funcién de orden O(R.). En este punto, es importante
resaltar que cuando R, es diferente de cero, la condicién (2.6) no se satisface
debido a que la series en potencias de z son truncadas a un orden finito.
En el caso en que R, = 0, es ficil demostrar por iteracién directa de las
relaciones de recurrencia (2.41-2.43), que las expresiones (5.4) y (5.5), con A
y B iguales a cero, son tales que los coeficientes a,, y 3, son cero paran >3y
los ¢, se anulan a partir de n = 3 en adelante. De manera que las expresiones
(5.4) y (5.5) son la solucién, que satisface todas las condiciones de frontera,
a las ecuaciones en la aproximacién de Stokes; de hecho, dichas expresiones
son la solucién encontrada por Stokes escrita en la variables (z, u). Puesto
que el caso N = 3 reproduce la solucién de Stokes, este orden representa la
primera. aproximacién fisicamente plausible.

Cuando N = 4, las ecuaciones diferenciales a resolver estdn dadas por

5 0= (<3 [0 - o) + 30 2000 )| = (59

~ g Rl = 2 () = 3 [(1 = )] + ()

F [0 -] - S =1, 6D

donde se puede ver que la segunda ecuacién es no lineal, de manera que este
caso representa la primera aproximacién no lineal al problema. Sin embargo,
se puede probar por sustitucién directa, que la solucién de Stokes, dada por
la expresiones (5.4) y (5.5), es una solucién a las ecuaciones anteriores. Es
una curiosidad que esta solucién anula el término no lineal en la ecuacién
(5.7), de manera que el campo de velocidades a este orden es también el de
Stokes.
Tomado en cuenta que el hecho de truncar las series propuestas para el campo
de velocidad y presién, restringe la validez de los resultados a valores tales
que z sea pequefia (cerca de la esfera), conforme el valor de N aumenta,
el rango de valores que z puede tomar también aumenta, de manera que la
solucién es aproximadamente vdlida cada vez més lejos del objeto. Por lo
tanto, el que la solucién para N = 4 sea el flujo de Stokes, simplemente
refleja que tiene validez a distancias relativamente lejanas a la esfera.
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2 Para los siguientes 6rdenes

Para valores mayores de N, no ha sido posible encontrar resultados analiticos
para las ecuaciones diferenciales ordinarias, ya que estas ecuaciones crecen
tanto en tamaifio como en complejidad conforme se aumenta el valor de N.
Por lo que para resolverlas, se buscaron soluciones en series en polinomios de
Legendre. La razén principal de utilizar estos polinomios esta basada en la
simetria esférica del problema.

Puesto que las expresiones (5.4) y (5.5) son la solucién al problema para
R, =0y N — 20, se tiene que, para cualquier orden finito N, la solucién al
problema se puede escribir como

(s Re) = ps() + @(1; Re), (5.8)
(s Re) = ns(p) + 71 Re), (5.9)
donde
ou) = —5p (5.10)
ns(p) = _g: (5.11)

corresponden a la solucién de Stokes. El que la solucién a N fija se pueda
escribir de esta manera, puede tener como consecuencia que las soluciones,
para los campos de velocidad y presién, converjan mas rapidamente que en el
caso bidimensional. El resultado anterior es en realidad poco sorprendente,
puesto que las expresiones anteriores son la solucién exacta al problema con
condiciones de frontera para R, = 0.

Para buscar soluciones aproximadas a las ecuaciones diferenciales que deben
satisfacer las correcciones a la solucién de Stokes (pn(u; Re) v nn(p; Re), se
buscan soluciones usando desarrollos en serie de polinomios de Legendre. De
manera que se proponen soluciones de la forma

M
P(u Re) = D Eox(Re)Pi(p), (5.12)
k=1
M -
i Re) = Y Cuk(Re)Peln), (5-13)
k=0
con M — o0,
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por razones de simplicidad, es més conveniente usar las expresiones

M
e(u;Re) = 3 eor(Re)Pi(p), (5.14)
k=1
M
N Re) = Y Cuk(Re) Pe(p), (5.15)
k=0
con M — o0,

de manera que las funciones @,(u; R.) y ns(u; Re) quedan escritas en términos
de los Pi(p).

Cuando los desarrollos anteriores se sustituyen en las ecuaciones diferenciales
(2.44) y (2.45), se obtienen relaciones algebraicas entre los coeficientes &gy
y Gk, con k = 1...M, que se encuentran a partir de las propiedades de
ortogonalidad de los polinomios de Legendre. Debido a que en la préactica
los desarrollos (5.14) y (5.15) deben truncarse, de otra manera se obtendria
un sistema de ecuaciones algebraicas infinito, los coeficientes a,, 5, ¥ cn se
deben conocer al mismo grado de aproximacién que en (5.14) y (5.15). De
las relaciones de recurrencia (2.41-2.43) y las funciones independientes (5.14)
y (5.15) se calculan los coeficientes a,, b, ¥ ¢, ¥y sus series correspondientes
en polinomios de Legendre [61], utilizando las férmulas

] 1
anj(Re) = 2—3-;-£ ﬁl%(ﬂ;Re)Pj(F‘)d“a (5.16)
GalRe) = 2L [ fals RYP (s (517)
si n>1,
y 1
&nj(Re) = 23;_1[1%(#; R.)P;(p)dp, (5.18)
si n >0,

de manera que los desarrollos de los campos de velocidad y presién, quedan
dados por

M

an(iRe) = 3 ank(Re)Piln), (5.19)
k=0
M

Ba(pi Re) = Y Gx(Re) Pi(n), (5.20)
k=0
M

en(piRe) = 3 en(Re) Pe(p)- (5.21)
k=0
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En este caso, asi como en el problema bidimensional, se podria proceder al
revés, es decir, en vez de calcular las integrales (5.16-5.18), las expresiones
anteriores se pueden sustituir en las relaciones de recurrencia (2.41-2.43) y, a
partir de las propiedades de ortogonalidad de los Pi(u), se puede encontrar
un nuevo conjunto de relaciones de recurrencia entre los coeficientes ani, Cnk
v Zqk- Sin embargo. en el caso tridimensional, estas relaciones de recurrencia
no se han calculado. Hasta el momento, el cdlculo se ha realizado a partir de
(5.16-5.18) con el fin de estudiar propiedades de convergencia de este tipo de
soluciones.

Si se sustituyen las expresiones (5.19-5.21) en las condiciones (2.44) y (2.45),
y después de multiplicar por P(u) e integrarlas entre u = -1y u =1, se
obtienen la expresiones

N
> ane(Re) = Ou, (5.22)
n=1
N
> Cak(Re) = —box, (5.23)
n=1

donde k = 0,...,M y &;; es la delta de Kronecker. Claramente, los coefi-
cientes de los desarrollos (5.19-5.21) son funciones de los coeficientes inde-
pendientes (1« ¥ €0k, de manera que las expresiones anteriores representan un
sistema completo de 2M ecuaciones algebraicas no lineales. En este caso, las
ecuaciones también se resolvieron proponiendo soluciones en potencias del
niumero de Reynolds, es decir,

M'

Gr(Re) = Zwlkj R‘i, (5.24)
i=0
Ml ) .

eok(Re) = D you; B2, (5.25)
=0

donde los coeficientes wyy; y Yokj Son constantes. Asi, el sistema de ecua-
ciones algebraicas, no lineales, se transforma en un conjunto de M’ sistemas
de ecuaciones algebraicas lineales. En otras palabras, a cada orden en R,, se
debe resolver un sistema completo de ecuaciones algebraicas lineales con 2M
incégnitas, de tal manera que el orden k+1 sélo depende de los k 6rdenes an-
teriores. Evidentemente, el orden cero en el niimero de Reynolds corresponde
a la solucién de Stokes, por lo que
3
Yoo = ~3
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Wigo = -§.
2
Yo = 0y
wiko = 0 si £>0.

Resultados preliminares para los primeros valores de N y M, muestran que
los coeficientes de las series de potencias en R, satisfacen que

ki = 0y (5.26)
wuj = 08 k—j>1, (5.27)

o, en otras palabras, los desarrollos en potencias de R, se pueden escribir
como

Mf

CGi(Re) = > wuj R, (5.28)
i=k
M _

ex(Re) = D 7oks RE, (5.29)
Pl

donde k= Liuess il

que, como se mostré en la seccién 1.1 del capitulo 4 para el caso bidimen-
sional, tiene como consecuencia que los coeficientes son funciones que crecen
(decrecen) rdpidamente. Los coeficientes (1x ¥ cox tienen k y k — 1 raices
muiltiples en R. = 0, respectivamente. Ahora bien, para valores grandes de
k y cercanos a M, los coeficientes tienen la mayoria de sus raices en R, =0,
por lo tanto, son funciones que crecen muy répido, ain para valores pequenos
del R..

Para realizar los cédlculos, se desarrollé una rutina en el programa Mathe-
matica 4.0. Bésicamente. lo que se hace es que a partir de proponer a las
soluciones como

M

e Re) = 3 eonPiln), (5.30)
k=1
M

1uwRe) = Y CuPilw), (5.31)
k=0

donde el superindice N se incluye para denotar el orden al que se truncan
las series en potencias de z. Se iteran las relaciones de recurrencia (2.41-
2.43) y se obtienen los coeficientes an, Bn ¥ c. hasta un cierto valor N.
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Puesto que el niimero de términos en estos coeficientes crece rapidamente
conforme N crece, no ha sido posible utilizar valores de N demasiado grandes,
comparado con los valores méximos calculados en el caso del cilindro. A
partir de las expresiones (5.16-5.18) se obtienen los desarrollos (5.19-5.21), en
funcién de los coeficientes independientes g, y ik, ¥ después se encuentran
los sistemas de ecuaciones algebraicas no lineales, utilizando las expresiones
(5.22) y (5.23), que se puede denotar de la siguiente manera

Fi(eor,- .-+ €0k C10,-- -1 Gok) = Oy (5.32)
Gk(EDly <oy EOks C].Gl vy Cﬂk) = _EDR:) (5'33}
donde k = 1,..., M y, en el caso general, las funciones F, y Gy son funciones

no lineales de sus argumentos, cuyo grado depende de N.

El siguiente paso consiste en construir los sistemas de ecuaciones algebraicas
lineales, a partir de la sustitucién de las expresiones (5.24) y (5.25) en el
sistema de ecuaciones (5.32) y (5.33) y coleccionando términos con iguales
potencias de R.. Hasta el momento, no se ha considerado dentro de la
rutina el que los coeficientes tienen la forma (5.28) y (5.29), puesto que es
un poco tedioso hacer el conteo del niimero de ecuaciones y de variables para
cada orden en R, de forma iterativa. Evidentemente, si no se consideran los
primeros términos en las expansiones en potencias de R., que se sabe son
cero, el mimero de ecuaciones decrece. Sin embargo, sélo los sistemas de
ecuaciones correspondientes a los primeros 6rdenes en R,, que de hecho son
los més sencillos de calcular, contienen un numero relevantemente menor de
incégnitas.

Por otro lado, de los primeros resultados se encuentra que los coeficientes de
las series (5.24) y (5.25) satisfacen que wyx; = 0 si k es par (impar) y j es
impar (par) y que 7yox; = 0 si k y j son los dos pares (o los dos impares).
En otras palabras, dependiendo de la paridad de k, los coeficientes (3x(R.) ¥y
eok(R.) sélo contienen potencias pares o impares en R,. La rutina realizada si
incluye este dltimo hecho, lo cual, reduce en la mitad el nimero de incégnitas
en los sistemas de ecuaciones algebraicas lineales.
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2.1 Las propiedades del flujo

Las expresiones para las soluciones aproximadas de las ecuaciones diferen-
ciales ordinarias, no lineales, son de la forma

M M )
eMwR) = 3 3 ous B Piln), (5.34)
k=1j=k-1
M M )
1M R) = 3wy R Pe(p), (5.35)
k=0 j=k
con las condiciones
Wikj = Yok-145 = 0, (5.36)
Wijk = Y04k+1 = 0, (5.37)

si k es par y j es impar y también se anulan siempre que k —j > 1. A partir
de haber calculado los coeficientes de las series en polinomios de Legendre
para los coeficientes a,, B, ¥ ca, en funcién de los coeficientes independi-
entes (1x(Re) ¥ €ok(Re), se encuentra que los desarrollos para los campos de
velocidad y presi6n son de la forma

=
-~

Mf
Wz, ;;R) = ( 3 v Ri) Pi(p) 2", (5.38)

j=k—1

]
Il
-

M=
z 1Mz

=1

M=

uM(z,u; R.) =

3
ﬂ_

M= It

M,
('Z Wnij Ri) Pi(u) 2", (5.39)
j=k

N M’
PM(z,uR) = 3 2. Tl Ri) Py(p) =", (5.40)
n=0 i=k—=1
con las condiciones
Unk+1,j = Wnkj = Tnk+lj = 01 (541)
Unjhk+l = Wnjk = Tnjhk+l = 0, (5*42)

si k es par y j es impar y se anulan cuando k — j > 1; para toda n.
De la expresién (2.49) y sustituyendo los coeficientes a, por sus expansiones
en serie de Legendre y potencias de R,, se obtiene que la funcién de corriente
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es de la forma

N " M j
V™ (z,u:R.) = Z pur ( >, ;T;Rl) (Pest1(p) = Pi-1()) ,
n=2 j=k-1
A (5.43)

en el caso en el que R, = 0, la expresion anterior se reduce a la expresion
(1.41). Para el coeficiente de arrastre, de la expresiones (2.51), (5.34) y (5.35)
se obtiene

M
e = E" — Z Qg — gwm + vo15) B3, (5.44)
donde el primer término c0rreSponde ala ley de Stokes. Hay que notar que los
tinicos coeficientes que contribuyen a (5.44) involucran sélo los tres primeros
polinomios de Legendre, para k = 0, 1, 2, de manera que, aunque al cambiar
los valores de N' y M los valores de los coeficientes en Cp(R,) cambian, lo
anterior indica que M se debe escoger tal que M > 2.

3 Los primeros valores de N

Se describen los resultados para los desarrollos de los campos @V (z, u; R.)
y P*W™)(z, u: R.). Los valores méximos utilizados para N, M y M’ fueron
de 9, 10 y 20 respectivamente. Debido a que el nimero de términos, en los
coeficientes a,, 8, ¥y cn, crece rapidamente conforme N, M y M’ aumentan,
la rutina que realiza los cdlculos satura rapidamente la memoria RAM de
la computadora. Una primera alternativa es usar computadoras con més
memoria RAM, aunque, debido a que el nimero de términos aumenta de
forma no lineal, no es posible aumentar mucho los valores de N, M y M'.
Una siguiente alternativa, es que a partir de las expresiones (5.19-5.21) y las
propiedades de ortogonalidad de los polinomios de Legendre, se encuentren
relaciones de recurrencia para los coeficientes ank, Cnk ¥ Enk, que seria mas
eficiente desde el punto de vista computacional.

3.1 Las series en potencias de R,

El andlisis de las series de potencias, en este caso, es muy parecido al caso
bidimensional, puesto que la forma general de los desarrollos para los coefi-
cientes ggr v (1 es similar; estdn compuestos de potencias pares o impares,
dependiendo de la paridad de k en los Pi(u), y tienen k y k — 1 raices en
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R. = 0, respectivamente. Por lo tanto, los desarrollos (5.28) y (5.29), trun-
cados a orden M’ < M, son equivalentes a la solucién, a orden M’ en R,, al
problema en el limite cuando M — co. Esta forma de truncar es equivalente
a haber escogido M y M’ tales que M’ = M — 1. De manera similar al
caso bidimensional, esta no es la forma més adecuada de truncar las series
de Legendre y las de potencias de R., puesto que los iltimos coeficientes
de Legendre crecen muy répido, aiin para valores chicos de R.. Por lo que
parece ser mds conveniente escoger M < M'.

El estudio de las series en potencias muestra que el problema truncado a
N y M fijas parece ser soluble en un intervalo finito de valores de R,. Es
importante aclarar que no se ha demostrado formalmente que los sistemas
de ecuaciones algebraicas (5.22) y (5.23) siempre tengan solucién, para cua-
lesquiera valores de NV y M. Sin embargo, hasta los casos analizados, estas
ecuaciones parecen poderse resolver a cada paso, cuando se usan como solu-
ciones potencias en R,. Asi como en el caso bidimensional. estas series en
potencias son la serie de Taylor de una solucién del sistema de ecuaciones
algebraicas no lineales. Hasta el momento, no se ha estudiado con suficiente
detalle el problema algebraico no lineal, sino que se supuso, en base a los re-
sultados encontrados en el caso del cilindro, que el hecho de que los sistemas
de ecuaciones algebraicas lineales tengan solucién a cada paso, significa que
las ecuaciones (5.22) y (5.23) tienen, al menos, una solucién.

En vista de que los resultados obtenidos para las series de potencias (5.28)
y (5.29) tiene las mismas desventajas encontradas en el problema bidimen-
sional, no resulta muy util hacer cdlculos para valores de M’ muy grandes,
puesto que la convergencia de las soluciones es muy lenta v sélo se puede
asegurar en un intervalo finito y pequefio del mimero de Reynolds. La utili-
dad de realizar este ejercicio, para tres dimensiones, es que permite estudiar
propiedades de las soluciones de los sistemas de ecuaciones (5.22) y (5.23).
De manera que se puedan construir soluciones usando alguna representacién
alternativa que, para nimeros de Reynolds pequefios, sea consistente con
los resultados obtenidos usando series de potencias en R,. Ademds de que
permite hacer un andlisis de las propiedades de convergencia de las series en
polinomios de Legendre.
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Cuando cambia N

Para valores fijos® de M y M’, los resultados muestran que, a nivel de las
series de potencias en R,, la convergencia parece ser lenta y restringida a
un intervalo pequefio del R,. Cuando se analizan los coeficientes yor; y wig;
como funcién de N, no se observa un comportamiento asintético claro, como
se puede ver en las figuras 5.1 y 5.2. De las primeras dos gréficas se ve que

Cio (Re)
- €01 (Re ) e
-1.5 __t{?‘_“__f_-___.——————"
-1.52 et 4 ’_' -1.425

~ - a
-1.5% e Ry 1.45

- 1.56 o
-1.58 Haq
=16 e =8
-1.82 -—=N=3

-1.475

L)
\ " -1.525

Figura 5.1: Gréficas de los coeficientes {19 ¥ €01, como funcién de R,, para
diferentes valores de N.

las diferencias entre las curvas, que corresponden a diferentes valores de N,
crecen rdapidamente, conforme R, aumenta. Los valores de los coeficientes
de las series de potencias (5.28) y (5.29), para los diferentes valores de N,
muestran un comportamiento creciente (decreciente), como se puede apreciar
en las graficas de la figura 5.2. Evidentemente, el orden cero es el mismo
para cualquier valor de NV, puesto que representa a la solucién de Stokes. El
comportamiento de los coeficientes de las series de potencias en R., como
funcién de N, no parecen dar mucha informacién para el caso N — co. Sin
embargo, cuando N y M estén fijas, el estudio de algunos casos sencillos de
los sistemas de ecuaciones algebraicas, no lineales, muestra que las series de
potencias (5.28) y (5.29) coinciden con el desarrollo en serie de potencias de
una solucién del sistema de ecuaciones (5.22) y (5.23). Por lo tanto, parece
que existe al menos una solucién al problema algebraico. Mas adelante, al
comparar con célculos realizados a lo largo de los afios, se encuentra que esta
solucién es fisicamente plausible.

*Los valores calculados se hicieron de manera que M’ = 2M.
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Figura 5.2: Gréficas de los coeficientes wior ¥ You, como funcién de N, para
l =2 (izq.) y I =4 (der.).

4 Las series en polinomios de Legendre

Una vez que se han estudiado las soluciones en potencias de R., se estudian
las propiedades de convergencia de las soluciones como funcién del nimero
(M) de términos considerados en las series en polinomios de Legendre. Para
valores de N y M’ fijos, se realizé el cdlculo para valores diferentes de M.
Cabe mencionar que una de las ventajas de utilizar la representacion en series
de potencias, que es la mds sencilla, es que permiten hacer un andlisis de las
propiedades de convergencia de las series en polinomios de Legendre.

Los resultados encontrados muestran que las diferencias entre las soluciones,
truncadas a diferentes valores de M, son pequefias cuando M > 5, como se
puede apreciar en la figura 5.3, donde se muestran dos de los coeficientes b,
truncados a diferentes valores de M. Claramente, las diferencias apreciables
aparecen entre M = 3 y las otras dos curvas, que précticamente estan co-
lapsadas en una sola. Las diferencias entre M = 5 y M = 10 se mantienen
pequenas para un intervalo bastante amplio del nimero de Reynolds. Es im-
portante senialar que para los valores de R,, en donde los desarrollos en series
de potencias del niimero de Reynolds se suponen vélidos, las diferencias entre
los distintos valores del orden al que se truncan las series en polinomios de
Legendre, son pequefias a partir de M = 3 y en adelante. Por lo tanto, los
resultados muestran que las series en polinomios de Legendre convergen mas
rapido que los polinomios en potencias de R., asi que resultan una base ade-
cuada para encontrar soluciones aproximadas a las ecuaciones diferenciales
ordinarias no lineales, obtenidas al truncar a una NV finita.
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b, ™ (8)

Figura 5.3: Gréficas de los coeficientes b;(8) (= n'V)()) y by(6), para dife-
rentes valores de M; con N=9, M' =20y R. = 2.

5 Las soluciones como funcién de N

Ya que se tiene un criterio para truncar tanto las series en potencias en R,
como las series en polinomios de Legendre, se estudia el comportamiento de
las soluciones como funcién del orden (V) al que se truncan las series en
potencias de z. En la seccién anterior se encontré que a partir de M =5 las
series (5.19-5.21) han obtenido practicamente su valor asintético, de manera
que parece ser suficiente hacer los cdlculos con M = 5. Para el caso de las
series de potencias, que resultan series que convergen muy lentamente y cuyo
radio de convergencia parece ser pequefio, se escogié M’ = 20, lo cual, no
requiere demasiado tiempo de cémputo.

En la figura 5.4 se muestran las expresiones (5.34) y (5.35) para diferentes va-
lores de N y para R, = 1. Para valores menores de R,, las diferencias entre las
curvas decrecen y se hacen cada vez més simétricas, conforme R, — 0. Una
de las caracteristicas interesantes que se observan en estas gréficas, es que
conforme se aumenta el valor de N, las curvas tienden a ser més asimétricas,
aunque, los cambios van disminuyendo a N grandes. Por lo que se obtienen
dos resultados importantes: que las series parecen ser convergentes, al menos
en un intervalo finito de R,, en donde las series en potencias del nimero de
Reynolds se comportan bien, y que conforme aumenta N, la asimetria entre
aguas arriba y aguas abajo aumenta. De manera que conforme se mejora la
aproximacién para el término no lineal en la ecuacién de momento, el flujo
tiende a ser més asimétrico. Hay que notar que, hasta este momento, los
resultados muestran de forma cualitativa que las series (5.38-5.40) convergen
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0.5 *
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Figura 5.4: Gréficas de las funciones independientes ¢\¥)(6) y n'™)(6), para
diferentes valores de N; con R, = 1.

lentamente, pero no se puede saber atin si convergen a la solucién. Para ello,
los resultados se comparan més adelante con aquellos obtenidos usando otras
metodologias.

Cuando el niimero de Reynolds toma valores mayores a uno, las diferencias
entre distintos valores de N aumentan, asi que la convergencia de las solu-
ciones no se puede asegurar. En la figura 5.5 se muestra el caso con R, = 2,
donde se puede apreciar que, conforme aumenta el valor de N, las diferen-
cias entre valores consecutivos de N se incrementan. Debido a que las series

o™ (@) _"‘__' . -n'™ ()
PN
3 ————N=7 » = # » \\
- - -
2 W8 | Voo 1.5 £ \
- = Wx3 /2= NS
_—J f"' )
1 1 4 ‘\\\
73 W
L \!
o =] 0.5 \
0.5 1 £ "1 as 3
-
-1 B = =]

Figura 5.5: Gréficas las funciones independientes ™) (8) y n'™(6), para
diferentes valores de N; con R, = 2.

en potencias parecen no ser convergentes para R, mayores que la unidad, el

resultado observado al aumentar el niimero de Reynolds no es muy sorpren-
dente, ya que se sabe que las potencias no son una representacién conveniente
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para numeros de Reynolds de orden uno.

5.1 El arrastre y las lineas de corriente

En la figura 5.6 se muestra el coeficiente de arrastre como funcién de R,;
para diferentes valores de N. Como en este caso si hay solucién para R, = 0,
todas las curvas son préacticamente iguales cuando R, es pequeno. Cuando el
R, se aumenta por encima de la unidad, las diferencias empiezan a hacerse
més grandes. Claramente, se observa que para N grandes, el coeficiente de

™ (Re)
70 |

60

50 -

40

30 +

20

10

Figura 5.6: El coeficiente de arrastre como funcién de R,, para diferentes
valores de N.

arrastre diverge rdpidamente para R, > 2 y del comportamiento observado
en el caso del cilindro (seccién 4.2), se puede prever que la convergencia s6lo
se puede asegurar para R, < 1. Si se analiza el comportamiento asintético de
los coeficientes de cada potencia en R,, en la expresién (5.44), como funcién
de N se encuentran resultados muy similares a los mostrados en la figura
5.2. La razdn por la que las diferencias en el arrastre aparecen a valores mds
grandes de R., que en el caso de cualquier otra caracteristica del flujo (como
las lineas de corriente, la presién, etc.), se debe a que s6lo depende de los
primeros coeficientes de las series en polinomios de Legendre para ¢ (y; R,)
y "™ (u; R.), que son los que convergen mas rapido.
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En el caso de las lineas de corriente, Jas figuras 5.7 y 5.8, muestran los
resultados para dos valores de N. En la primera figura, cuando R, = I,

Figura 5.7: Lineas de corriente para R, = 1 con dos valores diferentes de N:
N = 6 izquierda y N = 9 derecha.

las diferencias entre las dos graficas es muy pequeia, sobre todo cerca del
objeto. Como la solucién para R, = 0 es simétrica, respecto aguas arriba
y aguas abajo, conforme el R, tiende a cero las lineas de corriente se hacen
més simétricas. Es importante sefialar, que en este caso la asimetria para
R, < 1 es muy pequefia y précticamente imperceptible a simple vista, a
diferencia del cilindro en el que la contribucién simétrica no representa una
buena aproximacién a las propiedades del flujo, puesto que no hay solucién
a R, = 0. Cuando el nimero de Reynolds es aumentado por encima de la
unidad, las curvas se hacen més asimétricas conforme se aumenta el valor de
N. Aunque este resultado ya se habia encontrado del anélisis de la seccién
anterior, hay que notar que las diferencias entre las dos graficas de la figura
(5.8) son mds pronunciadas lejos de la esfera. En cambio,, cerca del objeto
las diferencias son, a simple vista, casi imperceptibles.

A pesar de que los resultados obtenidos en este caso, son similares al caso
bidimensional, es importante sefialar las diferencias més notorias. Por un
lado, cuando el R, es pequeio, las lineas de corriente son practicamente
simétricas, a diferencia del cilindro, para el cual, la asimetria es més pronun-
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Figura 5.8: Lineas de corriente para R, = 2 con dos valores diferentes de N:
N = 6 izquierda y N = 9 derecha.

ciada. Por el otro lado, en 3D las diferencias cerca de la esfera son pequeiias,
aun para R, relativamente mayor que uno, y se hacen més pronunciadas
conforme la distencia al cuerpo aumenta. En el caso del cilindro las dife-
rencias son apreciables en todo el dominio. La razén tiene dos fuentes, una
es evidentemente que la solucién a R, = 0 existe y, ademds, representa una
buena aproximacion a la solucién cerca de la esfera. La otra, es que en este
ceso, cuando R, es menor que uno, la contribucién de los términos no linea-
les en las ecuaciones diferenciales ordinarias, a cada orden en N, contienen
a.pro:p'madamente la misma informacién en la vecindad del cuerpo.

6 Como se ve contra otros calculos

Analogamente al caso del cilindro, una forma de estimar hasta que niimeros
de Reynolds los desarrollos (5.38-5.40) son vélidos y si, para valores grandes
de N, convergen o no a la solucién del problema, es a través de comparar
con resultados obtenidos a lo largo de los afos.

En las figuras 5.9 y 5.10 se muestra el coeficiente de arrastre (5.44), como
funcién de R,, junto con los resultados obtenidos a partir de la aproximacién
de Oseen (3,4], el método de acoplamientos asintéticos {8, 43], el resultado
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Figura 5.9: Comparacién de los resultados para el coeficiente de arrastre:
a) N = 9, b) Oseen, c¢) Proudman & Pearson, d) Chester & Breach y e)
Goldstein.

usando el método homotdpico [44] y un ajuste que proviene de resultados
experimentales [50,62]. En estas figuras, se puede ver que, pricticamente
en todo el intervalo, los resultados para N = 9 estdn por debajo de todos
los demds. Evidentemente, todas las curvas son muy parecidas en la vecin-
dad R, = 0, pues el término dominante en esa regién corresponde a la ley
de Stokes. Para R, < 0.5, que es donde los AEA se suponen vilidos, las
diferencias son pequefias (ver figura 5.9); para R, mayores las diferencias
aumentan. En la grifica de la izquierda, de la figura 5.10, al comparar con
los resultados de Clift et. al. [50,62], se observa que van por debajo de los
resultados de Proudman & Pearson (8], para R. > 1, de manera que las
diferencias con la expresién (5.44) disminuyen. Al comparar los resultados
de Liao [44] de sexto y décimo orden de aproximacién*, en la grifica de la
derecha de la figura 5.10, se ve que las diferencias son minimas, relativo a
la comparacién con los demés resultados. Es importante notar que en el
método propuesto por Liao [44, 45, se encuentra el mismo comportamiento
observado en la figura 5.6. Las curvas para el orden mayor tienen la misma
tendendencia, es decir, incrementan su valor de manera que se van acercando
al resultado de Clift et. al. En la figura 5.11 se muestran los resultados para
N = 9 y los resultados de Dennis & Walker [19], que usaron un método de
truncamiento de series. En este caso, los resultados también caen por debajo
de los reportados por estos autores.

“Para maés detalles del significado del orden de aproximacién en el método de Liao ver
la seccién 2 y/o la referencia [44].

101



Co (Re) Co (Re)
::: ] L qa) - \ (a)
= ! (b) oo — (@
60 - i il 50 \"‘ —
“© } =~ o T
20 - o 20
R,

R
0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4

Figura 5.10: Comparacién de los resultados para el coeficiente de arrastre:
a) N =9, b) Clift et. al., ¢c) Proudman & Pearson, d) Liao (sexto orden) y
e) Liao (décimo orden).

Estos resultados muestran que, aunque el caso tridimensional si hay
solucién cuando R, = 0, la convergencia de las soluciones encontradas, como
funcién de N, es lenta. Aunque es importante tener en cuenta que, en la
actualidad, es posible realizar cdlculos largos y complicados utilizando a las
computadoras con los algoritmos adecuados. En la gréfica 5.6, de la seccién
anterior, se puede notar que la tendencia de las curvas, al aumentar el valor
de N, va acercdndose lentamente a los resultados reportados en la literatura.
Cabe resaltar que se esperaba que el caso de la esfera convergiera més rapido
que el caso del cilindro, sin embargo, todo indica que las series en potencias
de z deben truncarse a N més grandes, de manera que el problema aproxi-
mado tenga la informacién suficiente, sobretodo para R, > 0.5. Entonces,
por un lado se tiene una convergencia muy lenta para las series de potencias
en R, y, por el otro lado se observa que la convergencia como funcién del
orden al que se truncan las series de potencias de z, también es lenta. De
los anélisis de las secciones anteriores, se encontré que las series de potencias
en R, representan buenas aproximaciones para 0 < R. < 1. De manera que
para mejorar los resultados del coeficiente de arrastre es conveniente hacer
cédlculos para valores de N més grandes o, al cambiar la representacién en
potencias de R,, encontrar los comportamientos asintéticos para N — 0.
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7 Conclusiones

Aunque en este caso muchas de las conclusiones simplemente se pueden copiar
del caso del cilindro, es importante hacer claras las diferencias. Las solu-
ciones propuestas para los campos @™ (z, 8; R.) y P*™)(z,8; R,), contienen
tres aproximaciones. Primero se truncan (a un orden N) las series en poten-
cias de z, de manera que las ecuaciones de Navier-Stokes se transforman en
un conjunto de tres relaciones de recurrencia y las condiciones de frontera, en
dos ecuaciones diferenciales ordinarias, no lineales, para dos funciones de 8 y
R.. Estas funciones resultan ser las componentes del tensor de esfuerzos, cal-
culadas sobre la superficie de la esfera. Las soluciones de las ecuaciones dife-
renciales se buscan proponiendo series truncadas (a orden M) en polinomios
de Legendre, asi que el problema se reduce a un sistema completo de 2M
ecuaciones algebraicas no lineales. En vista de la complejidad de estas ecua-
ciones, se resuelven usando una representacion en series en potencias de R,,
que, del estudio del problema bidimensional, se sabe que no es la eleccién mas
apropiada, pero permite hacer un estudio de la convergencia de los primeros
dos desarrollos. De esta manera, el problema algebraico no lineal se reduce
a resolver, a cada orden en R,, un sistema de ecuaciones algebraicas lineales.
Una de las principales diferencias con el flujo en 2D, es que la solucién cuando
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Re = 0 existe; solucién de Stokes. Por lo que los problemas de convergencia
de las series en potencias de z, para R, < 1, se reducen. Hay que recal-
car que aunque la convergencia de estas series es més rdpida en esa region,
con respecto a los resultados obtenidos para el cilindro (ver figuras 4.19 y
5.6), sigue siendo lenta, puesto que, para los valores de N hasta ahora con-
siderados, atn se observan diferencias al comparar con los resultados de los
AEA [8,43].

Cuando N y M estan fijas, las series de potencias en R, para los coeficientes
en polinomios de Legendre parecen ser convergentes en 0 < R, < 1; todo
indica que los radios de convergencia son finitos y pequenos. Pues al aumen-
tar el nimero de términos en los desarrollos (5.28) y (5.29), los resultados
no mejoran apreciablemente, para R, > 1. Aunque las series de potencias
estdn restringidas a un intervalo pequeno del R,, el hecho de que se puedan
calcular para valores arbitrarios de M’, muestra que la ecuaciones algebraicas
(5.22) y (5.23) tienen al menos una solucién. En otras palabras, existe una
solucién para los coeficientes de Fourier eqi(Re) y Cu(R.) tal que sus respec-
tivas series de Taylor estdn dadas por los desarrollos (5.28) y (5.29). Por lo
tanto, todo indica que el problema a N y M fijas, es soluble y regular en
el numero de Reynolds. Evidentemente, estos sistemas de ecuaciones tienen
varias soluciones, dependiendo del grado de no linealidad que tengan dadas
N y M. Los resultados encontrados muestran que las series de potencias en
R,, son los desarrollos de una solucién fisicamente plausible.

El siguiente paso, es el estudio de las soluciones para diferentes valores de
M, que se escoge tal que M < M’. En este caso, se encuentra que las series
en polinomios de Legendre convergen maés répido que las series de potencias
en R.. Al aumentar M en las series (5.30) y (5.31), por un lado, se ob-
tienen aproximaciones a un orden mayor, pues se consideran mas términos
en los desarrollos en serie. Por otro lado, debido a la naturaleza no lineal del
problema, los primeros 6rdenes cambian al cambiar el valor de M. Los coefi-
cientes (de orden [), de estos desarrollos, se hacen més pequefnios conforme [
se acerca a M, asi que parecen ser series convergentes. Las diferencias entre
los coeficientes (de orden I < M), para valores consecutivos de M, resultan
ser pequefias para M > 4. Hay que notar que, a N fija, el intervalo de valo-
res del R, en el que estas diferencias son pequenas, puede ser relativamente
grande dependiendo del valor de N. Por lo tanto, las series en polinomios de
Legendre resultan ser una representacién adecuada para las soluciones de las
ecuaciones (2.44) y (2.45). Este resultado tiene varias ventajas, entre ellas,
dado que las ecuaciones diferenciales pueden ser muy grandes y muy com-

104



plicadas, puede ser mas sencillo trabajar con ecuaciones para los coeficientes
de los desarrollos en serie de Legendre, que con las ecuaciones diferenciales
directamente. Ademds, si M es pequefio, los sistemas de ecuaciones que hay
que resolver son més simples.

Cuando se incrementa el valor de N, con M fija, el valor absoluto de los
coeficientes de las series de potencias en R, presentan un comportamiento
creciente, como se muestra en la figura 5.2. En el fondo, este resultado es bien
conocido, puesto que en el limite cuando N — oo, el problema aproximado
tiende al original que se sabe es singular en el mimero de Reynolds. El
hecho de que no sea féacil encontrar el comportamiento asintético, parece
ser una consecuencia del uso de series de potencias en R.. Puesto que el
comportamiento observado en los coeficientes wyx; ¥ Yokj, como funcién de
N, puede estar reflejando que las derivadas de la solucién de las ecuaciones
algebraicas, no lineales, crecen sin limite cuando N — oo. Sin embargo,
el comportamiento de las funciones ™ (8; R.) y 7'™(6; R.), como funcién
de NV, muestra que estas series parecen ser convergentes cuando el R, es
pequeno. De hecho, conforme se aumenta el valor al que se truncan las series
de potencias en z, las diferencias entre las curvas, parael orden N yel N+1,
decrecen conforme N aumenta, como se puede ver en las gréficas de la figura
5.4.

Es de resaltar que, aunque se cambie la representacién para las soluciones a
las ecuaciones algebraicas no lineales, la convergencia de la soluciones como
funcién de N sigue siendo lenta. Cuando las series en potencias de z se trun-
can, las ecuaciones de Navier-Stokes con condiciones de frontera se aproximan
por las ecuaciones diferenciales (2.44) y (2.45). Por lo que tienen validez para
cierto intervalo del R,, que depende del valor de N. En primera instancia,
se podria decir que los términos despreciados en las ecuaciones de Navier-
Stokes a N fija, que son de orden z¥*! suponiendo que se conocen V) (9; R,)
y n™¥)(8; R,) exactas, son pequenos en todo el dominio; si N es grande. El
problema de la lenta convergencia en las series de potencias de z, para los
campos de velocidad y presién, surge debido a que sus coeficientes cambian
con NV, lo cual, tiene varias fuentes. Por un lado, la transformacién propuesta
para la coordenada radial. Cuando las series de potencias de z se escriben en
términos de la distancia a la esfera (r), cada nuevo término calculado incluye
correcciones a todas la potencias de r~", desde cero hasta n = N. Por otro
lado, estd el forzar las condiciones de frontera a satisfacerse para toda N,
pues esto obliga a que las dos funciones independientes cambien. Al final,
la consecuencia es que N se debe escoger grande o, a partir de una mejor
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propuesta para encontrar soluciones para las ecuaciones algebraicas (5.22) y
(5.23), encontrar los valores asintéticos de los coeficientes de los desarrollos
en polinomios de Legendre para N — oc.

Por la complejidad de los desarrollos (5.38-5.40) no ha sido posible demostrar
su convergencia. Cualitativamente, los resultados muestran que estos desa-
rrollos convergen en un intervalo pequefio del R,. Al comparar con los
célculos realizados a lo largo de los anos, parece ser que convergen a la
solucién. Las soluciones aproximadas, obtenidas con el presente método,
parecen diferir de los otros calculos, atin para R, < 1. En esta regidn, los
resultados de los AEA se dice son vilidos [43] y consistentes con experi-
mentos [62] y otros célculos numéricos [50]. Sin embargo, los cambios en
los desarrollos (5.38-5.40) parecen ir en la direccién adecuada. Por ejem-
plo, en el caso del coeficiente de arrastre, conforme aumenta IV, la expresién
(5.44) parece acercarse a los resultados usando AEA [4, 8,43], truncamiento
de series [19] y un ajuste experimental [62]. Es interesante la similitud en-
tre la expresién aproximada del coeficiente de arrastre (5.44) y el resultado
obtenido por Liao [44], como se muestra en la gréfica de la derecha en la
figura 5.9. Por una lado, las diferencias son méds pequenas que al comparar
con los otros resultados y, por el otro lado, la forma en que se presenta la
convergencia de los diferentes érdenes de aproximacién, en ambos métodos.
En su trabajo, Liao [44] reporta que sus resultados son consistentes con los
AEA y resultados experimentales, aunque, sus gréficas estdn reportadas en
escala logaritmica y para un intervalo mayor del R.. Por lo que, a esa escala,
las diferencias con los célculos previos (8, 43, 62] no son apreciables.
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Capitulo 6

Conclusiones generales y
perspectivas

1 Aspectos generales del método

El problema que se estudia, en 2 y 3D, se sabe que es un problema singular
en teoria de perturbaciones, cuando el nimero de Reynolds es pequefio, y que
la singularidad estd localizada a una distancia infinita del cuerpo. Asi que se
propone el cambio de variable (2.1), de tal manera que la nueva coordenada
radial toma valores entre 0 y 1. Una de sus cualidades es que el conjunto
de ecuaciones diferenciales parciales (2.2-2.6), queda definido en un dominio
finito. Por otra parte, el hecho de que la nueva variable (z) esté definida
en un intervalo finito, permite hacer desarrollos en series de potencias de z,
para los campos de velocidad y presién, validos en una regién suficientemente
amplia del dominio. Al truncarse a cierta N, la validez se restringe a z < 1.
Es importante tener en cuenta que, en términos de la distancia al cuerpo (r),
z pequeiia significa que se estd a unos cuantos radios del objeto, lo cual, es
una de las razones de la lenta convergencia de los desarrollos (2.7-2.9).

Al proponer a las soluciones como desarrollos en potencias de z, las ecua-
ciones de Navier-Stokes se reducen a un conjunto de tres relaciones de recu-
rrencia entre sus coeficientes, de los cuales sélo dos son independientes. Las
condiciones de frontera resultan en dos ecuaciones diferenciales ordinarias,
no lineales, de orden y grado infinitos, para los coeficientes independientes
©0(6; Re) y n(8; R,); éstos son las componentes normales y tangenciales del
tensor de esfuerzos, respectivamente, calculadas sobre la superficie (S5) del
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cuerpo!. Por lo tanto, si se conocen @(6; R.) y n(f; R.), todas las carac-
teristicas del flujo se pueden calcular en funcién de estas dos cantidades y
sus derivadas. Entonces, si por algin método se calculan ¢(8; Re) y n(6; Re),
que satisfacen las condiciones (2.10-2.12), el presente método proporciona un
procedimiento iterativo para calcular, con un buen grado de aproximacion,
los campos de velocidad y presién, la funcién de corriente, el coeficiente de
arrastre, etc. La convergencia lenta de las series en potencias en z se debe a
que las condiciones de frontera (2.10) y (2.11) son forzadas a satisfacerse para
toda N, de manera que los esfuerzos sobre la superficie del objeto cambian.
Uno de los resultados importantes del anélisis de convergencia, como funcién
de N, es que los primeros coeficientes de los desarrollos (2.7-2.9) son los domi-
nantes, asi que, si los esfuerzos sobre la superficie S son conocidos, sélo es
necesario calcular unos cuantos términos en los desarrollos para conseguir
resultados, para todas las cantidades, con un buen grado de aproximacion.
Para tener un problema finito y soluble, los desarrollos para los campos (2.7-
2.9) se truncan. Entonces, para cada valor de N, se deben resolver dos
ecuaciones diferenciales ordinarias, no lineales, cuyo orden y grado depen-
den de N. Al aumentar N, los resultados se acercan uniformemente a los
célculos realizados en trabajos anteriores; tedricos [8,15,17,19,43,44] y ex-
perimentales [56,57,62]. Por lo que el problema truncado a N resulta ser
una aproximacién uniforme a las ecuaciones de Navier-Stokes. Hasta este
punto, no parece ser necesario hacer ninguna hipétesis sobre el tamafo del
R., sin embargo, como el término no lineal en la ecuacién de conservacidn
de momento estd modulado por el R, hay una relacién intrinseca entre su
tamano y el orden al que se truncan la series de potencias de z. Desgraciada-
mente, hasta este momento, no se tiene un mecanismo para cuantificar dicha
relacién, pues aunque en principio se sabe que se desprecian términos de or-
den zV+! al forzar las condiciones de frontera a satisfacerse para toda N, las
funciones ™) (8; R,) y n'™W)(6; R,) cambian, asi como todos los demés coe-
ficientes de los desarrollos (2.7-2.9). Estos cambios disminuyen, lentamente,
conforme N — oo y para 0 < R, < 12

Entonces, para obtener buenas aproximaciones a las caracteristicas del flujo,
es necesario resolver para valores grandes de N, aun cuando el R, es pequeno.
Cuando N es relativamente grande (mayor que 10) en cualquier caso, 2 o 3D,

1En 3D, los esfuerzos tangenciales tienen un factor adicional de sin 8.
2En 2D el R, debe ser estrictamente mayor que cero, ya que el problema a R, = 0 y
N — 00 no se puede resolver.
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las ecuaciones diferenciales resultantes son largas y muy complicadas. Asi que
resulta conveniente buscar soluciones como desarrollos en series truncadas de
funciones ortogonales, es decir,

q

W(N)(Q;Re) = iEOI(Re)-Fl(e): (61)
=0
M

1™M;Re) = > Cu(Re)FilH), (6.2)
=0

donde F,(#) son un conjunto de funciones ortonormales. A partir de las
propiedades de ortogonalidad, el problema de dos ecuaciones diferenciales
ordinarias se reduce a un sistema completo de ecuaciones algebraicas no li-
neales. La principal ventaja de este procedimiento, es que las relaciones de
recurrencia entre los coeficientes de (2.7-2.9), que involucran funciones de la
variable angular y del R,, se pueden reescribir en términos de otras relaciones
recurrentes entre funciones del R, nada més. Estas tltimas se pueden iterar
para valores mas grandes de N. El tamafio del sistema de ecuaciones alge-
braicas depende del nimero M de términos considerados en los desarrollos
en la base ortogonal y, tomando en cuenta que son ecuaciones no lineales,
el estudio de sus soluciones resulta complicado en el caso general. La alter-
nativa mds simple, es buscar soluciones proponiendo series de potencias del
R..

El primer resultado que salta a la vista, es que la representacién en potencias
de R, no es adecuada para R, > 1. Al estudiar el comportamiento de los
coeficientes de los desarrollos (6.1) y (6.2), a R. fijo, se observa que crecen
conforme N crece. Por lo tanto, esta representacién no presenta informacién
clara acerca del comportamiento asintético de estas funciones, cuando N —
o0. El resultado importante es que las series de potencias en R, muestran que,
hasta los casos analizados, los sistemas de ecuaciones algebraicas no lineales,
tienen al menos una solucién fisicamente plausible y que el problema truncado
es regular, pues las series en potencias de R, se pueden encontrar a orden
arbitrario. Ademds, cuando el R, < 1, estos desarrollos resultan buenas
aproximaciones a las soluciones de los sistemas de ecuaciones algebraicas no
lineales. Entonces, la convergencia lenta en los dobles desarrollos en serie,
para las coordenadas radial y angular, de los campos de velocidad y presién,
tienen dos fuentes. El truncar las series de potencias en z, va que para los
primeros valores de N y a R, < 1, los resultados obtenidos quedan lejos
de los reportados por otros autores, cuyos resultados son validos para esos
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valores del R.. Para R, > 1y a N grande, el problema estd en las series
de potencias del R., ya que parecen tener un radio de convergencia finito y
pequeno. Aunque los radios de convergencia no se han calculado, se encuentra
que al aumentar el nimero de términos en las series de potencias del R., los
resultados no mejoran apreciablemente, para R, de orden uno.

Los resultados més importantes encontrados en este estudio se pueden re-
sumir en que se tienen expresiones para los campos de velocidad y presién,
que parecen converger, lentamente, a los resultados reportados a lo largo de
los anos. En primera instancia, una de las desventajas del presente método, es
que la presién no satisface la condicién de frontera en el infinito para ninguin
valor de N. Sin embargo, esta situacién es una consecuencia de truncar las
series en potencias de z, pues aunque el campo de velocidad es uniforme en
z =1 (r — o00) su validez estd restringida a z <« 1. El forzar las condiciones
(2.10) y (2.11) a satisfacerse para toda N, es un truco que permite encontrar
formas aproximadas de los esfuerzos calculados sobre la-superficie del cuerpo.
Al comparar los resultados aqui obtenidos con otras metodologias, se en-
cuentra que, al cambiar el valor de N, las funciones o™ (8; R.) y n™)(6; R,)
parecen ser convergentes al valor del tensor de esfuerzos, en la superficie del
objeto, que es solucién al problema para N — oo. La condicién para el
campo de presién se satisface para las soluciones del problema en el limite
N — oo.

Es importante recalcar que los resultados encontrados dentro del anilisis
" de convergencia de los primeros dos desarrollos, fue posible gracias al uso
de la representacién en serie de potencias del R.. Esto se debe a que fue
relativamente féacil, desde el punto de vista algebraico, realizar un método
iterativo y encontrar resultados para una amplio rango de valores de N y M.

2 Las diferencias entre 2D y 3D.

Matemadticamente, las diferencias entre el flujo en 2 y 3D, se traducen en
una simetria diferente en las ecuaciones de movimiento (2.2-2.6). En el caso
de la esfera, el problema es mds complicado, pues los coeficientes de las
ecuaciones (2.34-2.36) son funciones de 6 y de z. En el caso del cilindro,
son funciones solo de z. Este hecho se ve reflejado en las relaciones de
recurrencia para los coeficientes de los desarrollos (2.7-2.9) y, por lo tanto,
en las ecuaciones diferenciales que deben satisfacer ™) (8; R,) y n™)(8; R.)
a cada orden N. En el caso bidimensional, se deben resolver ecuaciones
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diferenciales, no lineales, con coeficientes constantes. En cambio, en tres
dimensiones, los coeficientes de las ecuaciones diferenciales (2.44) y (2.45) son
funciones de la variable de integracién (u = cosd). La consecuencia es que
en el caso de la esfera, el nimero de términos en cada ecuacién crece mucho
mas rapido que en el caso del cilindro, como se muestra en el apéndice A. Por
ello, en la practica, el problema truncado a orden N es mucho més dificil de
encontrar en 3D, cuando N es grande. En este trabajo, el valor maximo de V
utilizado para el cilindro, es tres veces mayor que la N méxima considerada
en el caso de la esfera.

En 2D el problema de resolver relaciones de recurrencia entre los coeficientes
que son funciones de la variable angular y del R, (las expresiones (2.20-2.22)),
se redujo a relaciones de recurrencia entre nimeros, nada méas. Claramente,
es posible hacer lo mismo para el caso en 3D con las expresiones (2.41-
2.43), sin embargo, este caso es més complicado y ain no se han realizado
los célculos correspondientes. La razén por la que se estudié con mayor
detalle el caso bidimensional, es que las ecuaciones resultantes al truncar
a orden N son més simples, y se pueden analizar las propiedades de las
series en potencias de z. De este estudio, se encontré que los desarrollos en
‘potencias de R, no son una representacién adecuada para R, > 1, por lo
que, en el caso tridimensional, no parece ser un camino recomendable para
mejorar la aproximacién. Los pocos cdlculos realizados en esa direccién, son
simplemente para identificar propiedades generales de los desarrollos (2.7-
2.9), en ambos casos 2 y 3D.

Otra de las claras diferencias encontradas es el caso R, = 0, que simplemente
refleja el hecho, bien conocido, que las ecuaciones de Stokes en 2D no se
pueden resolver. Lo cual, en este caso, tiene como consecuencia que los
primeros valores de N, representan pobres aproximaciones para R, < 1.
Como en 3D la solucién para R, = 0 sf se puede encontrar, el caso de la
esfera converge més rapido cuando el R. es muy pequeno, aunque, todo
indica que la convergencia, en funcién del orden al que se truncan las series
de potencias, sigue siendo lenta. El problema en 2D es que en el limite cuando
R. — 0y N — o0, el campo de velocidades es uniforme en el infinito pero la
presion, en esa regién, crece con N y se hace infinita cuando N — co. Este
problema se sabe que es una consecuencia de las series de potencias en R,.
Si se utiliza una representacién alternativa, que reproduzca las propiedades
de las soluciones a los sistemas de ecuaciones algebraicas (3.24) y (3.25), al
tomar el limite R, — 0y N — 00, es posible obtener una solucién consistente
con las ecuaciones de movimiento y las condiciones a la frontera.
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3 Perspectivas

Uno de los aspectos evidentes del método propuesto es que, dado que las
series en potencias de = convergen lentamente, los célculos necesarios para
obtener resultados pueden ser muy largos y tediosos, pues hay que tomar
valores de N grandes. En principio, para calcular el problema a un orden
N, sélo es necesario iterar las relaciones de recurrencia (2.20-2.22) para 2D
0 (2.41-2.43) en 3D, encontrar los coeficientes de los desarrollos (2.7-2.9) y
resolver las ecuaciones diferenciales resultantes. Debido a la no linealidad de
las ecuaciones de movimiento, el nimero de términos en cada ecuacién crece
rapidamente. Los célculos, evidentemente, se tienen que realizar usando una
computadora y programas capaces de hacer célculos en forma simbélica, en
este caso Nathematica 4. Entonces, por un lado, las ecuaciones resultantes
pueden ser muy largas y complicadas y es dificil estudiarlas analiticamente.
Por el otro lado, puesto que el cdlculo y el retener en la memoria de la
computadora los resultados de cada iteracion de las relaciones de recurrencia,
la memoria RAM de la computadora se satura rdpidamente. Por lo tanto, a
partir de cierto valor de N no es posible plantear el problema; en el caso del
cilindro el problema se puede calcular hasta N = 20 y para la esfera hasta
N =10, aproximadamente. Asi que resulta més conveniente desarrollar los
coeficientes de (2.7-2.9) en series de funciones ortogonales, que se denotan de
la siguiente manera:

M
an(G;Re) = Zanl(Re)j:l(e)y (63)
=0
M
bn(G;Re) = WD(G)ZCnl(Re)j:l(e)a . (64)
=0
M
cn(0;Re) = Y em(Re)Fi(0), (6.5)
=0

donde D es la dimensién, W, = 1, W5 = sinf y F;(d) es un conjunto de
funciones ortonormales. De los desarrollos anteriores y propiedades de or-
togonalidad, se pueden encontrar nuevas relaciones de recurrencia para los
coeficientes &y, (i ¥y €n. De manera que se calculan directamente las ecua-
ciones algebraicas, no lineales, sin pasar por las ecuaciones diferenciales or-
dinarias. En el flujo alrededor de un cilindro, se obtuvieron las relaciones
de recurrencia para los coeficientes de (6.3-6.5), y se encontré que tienen la
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ventaja de poderse iterar para valores més grandes de N. Entonces, para
poder obtener resultados a N grandes, en el caso del flujo alrededor de una
esfera, parece ser conveniente realizar un célculo anslogo.

Ya que se tiene una forma iterativa de construir el problema algebraico, se
requiere un procedimiento iterativo para resolverlo. En este trabajo se uti-
lizaron desarrollos en potencias de R, para los coeficientes de los desarrollos
(6.3-6.5). La principal ventaja, que se estudié ampliamente en 2D, es que
se pueden encontrar relaciones de recurrencia entre nimeros puros, asi que
se pueden hacer cdlculos para N relativamente grandes. Sin embargo, las
series de potencias en R, convergen lentamente, sobretodo a N grandes y
para R, > 1, y no resulta una representacién adecuada. El hecho impor-
tante, que es usar una nueva representacion, es que ésta permita construir
relaciones de recurrencia entre coeficientes numéricos, pues tienen la ven-
taja de poderse iterar para valores mas grandes de N. Por ejemplo, con las
relaciones (3.34-3.36), en el caso en 2D, se pueden encontrar resultados para
3 <N <30

Un primera alternativa, es proponer soluciones como cocientes de polinomios
en el R, para los coeficientes de los desarrollos (6.1) y (6.2). Para un valor
fijo de N y M, se tiene un sistema de ecuaciones algebraicas no lineales, que
se denotan simbdlicamente de la siguiente manera

5(6011C117'--)60M’C1M) = Al: (66)
dondel=1,...,2M y A, constantes. La idea es proponer a las soluciones la
siguiente forma:

pl(Re)

e = : (6.7)
o QI(Re)
~I(Re)

= 6.8

Cll ’.—[(Re) ) ( )

con

[(Re = p

= - 6.9
Ui | = 250 )# 6

(Re il ql] }
6.10
{ (Re g @ ( )
Los limites en las sumas de las expresiones anteriores, dependen de [, N y
M. Al sustituir los coeficientes (6.7) y (6.8) en las ecuaciones algebraicas,

)
)
)
)
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se debe encontrar una manera consistente de obtener sistemas completos de
ecuaciones algebraicas entre los coeficientes en (6.9) y (6.10). En el caso que
se tenian soluciones en series de potencias de R., el conjunto de ecuaciones
proviene de satisfacer las ecuaciones (6.6) a cada orden en R}. De donde
se conocen propiedades generales de los desarrollos, en serie de potencias,
de los coeficientes eqi(Re) v Cu(Re) alrededor de R, = 0. Esto puede dar
informacién adicional sobre los coeficientes de los desarrollos (6.9) y (6.10).
Esta informacién se puede obtener a partir de estudiar las propiedades de los
aproximantes de Padé [59,60], que se construyen a partir de las series de po-
tencias en R,. Para construir las ecuaciones algebraicas para los coeficientes
de los desarrollos (6.9) y (6.10), la idea es quitar los denominadores de las
ecuaciones algebraicas (6.6) y coleccionar potencias en el R.. El nimero de
ecuaciones depende de los limites (m, m’) en las sumas en las expresiones
(6.9) y (6.10) y del grado de las ecuaciones algebraicas. Por lo tanto, de
las propiedades de los aproximantes de Padé y escogiendo adecuadamente m
y m/, es posible encontrar sistemas de .ecuaciones completos para los coefi-
cientes de los desarrollos (6.9) y (6.10).

Este procedimiento est4 basado en los resultados obtenidos al estudiar el flujo
alrededor del cilindro en la aproximacién de Oseen, utilizando el presente
método (ver apéndice B). En este caso, las soluciones son de la forma (6.9) y
(6.10), y se encuentra que, a N y M fijas, ¢(R,) = G(Re) y m’ es constante.
Ademas, los coeficientes a [ fija, tienen [ — 1 raices en Re = 0 y sus series de
Taylor tienen las mismas propiedades de paridad que las encontradas en el
caso no lineal, lo cual, se puede utilizar como punto de partida para hacer
estudios preliminares del caso no lineal. Uno de los inconvenientes es que,
dado que estas expresiones son aproximaciones, no parece facil determinar
a qué grado reproducen las propiedades algebraicas de las soluciones del
problema a N y M fijas.

Otra posibilidad es introducir un pardmetro en la base ortogonal, que ayude
a aumentar la velocidad de convergencia de las series en potencias en R., es
decir, proponer como solucién de las ecuaciones diferenciales ordinarias, para
N fija, desarrollos en funciones ortonormales de la siguiente forma:

oM (6; R) = fjem(Re)fl(h(Re),e), (6.11)
=0

B R) = 3 Cu(Re)F(AER),6). (6.12)
=0
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Como las funciones F;(h, §) son ortogonales, deben satisfacer la condicién
amaz
L7 Fih,0)5(h, 0)d0 = 63, (6.13)

Los limites de integracién dependen del conjunto de funciones que se uti-
lizan, su condicién de ortogonalidad y del pardmetro A(R,). Claramente, el
punto principal es construir las funciones F;(h, ), a partir de las funciones
trigonométricas y los polinomios de Legendre, para 2 y 3D respectivamente.
A partir de las expresiones (6.11) y (6.12), de las ecuaciones diferenciales
ordinarias y de la condicién (6.13), se construye un sistema de ecuaciones
algebraicas para los coeficientes €q; y (1, que en este caso dependen del E,
y de h(R,). La idea principal de este procedimiento, es estudiar la libertad
adicional de escoger el pardmetro h(R.) y, después, estudiar las ecuaciones
resultantes para un valor fijo de h; utilizando series en potencias del R,.
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Apéndice A

Detalles algebraicos

1 La transformacidén de coordenadas

En esta seccién se presentan los detalles para realizar la transformacién en
la coordenada radial dada por

z=1- ) (Al)
r
que, como s6lo afecta la distancia al objeto, tiene las mismas propiedades en
2 y 3D. La primera derivada parcial respecto a r sigue la siguiente regla de
transformacién .
0 N,

5 =1-2) 5, (A.2)

mientras que las derivadas parciales respecto a las demds variables per-
manecen inalteradas.

1.1 Coordenadas cilindricas

Los operadores diferenciales, necesarios para escribir las ecuaciones de Navier-
Stokes en coordenadas cilindricas (r, 8, z), son

_of . 10f ;
VIi= 5t e
2p _ 10 (0f\ 10f
Vif o= ror (Tar +7‘2392’
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donde f = f(r,8). Cuando se hace el cambio de variable (A.1) y se utiliza la
regla de transformacién (A.2) los operadores diferenciales en las coordenadas
(z,6,z) son

~ of . 101,
Vef = (1-afg i+ 500

~ 5 of\ & f
Vif = (1-2)° [% ((1—95)%)4'—392]7

donde f = f(z,6). A partir de las expresiones anteriores, junto con las
ecuaciones diferenciales (2.2) y (2.3), se obtiene el sistema de ecuaciones
dado por (2.13-2.15).

1.2 Coordenadas esféricas

En el caso de usar las coordenadas esféricas (r, 8, @), los operadores diferen-
ciales, aplicados a una funcién de la forma f = f(r,8), estan dados por

- of . 10f ;

= o Trae”
2, _ 10 (50f 1 8 (. ,0f
Vit = 5575 ) Y eemee 0% )

entonces, al hacer el cambio de variable (A.1), los operadores diferenciales
en las nuevas coordenadas (z, 8, ¢) toman la forma
10f 4

af
‘7 — — 2_A_|___
of = (1-2) ar raee’

O’ f 1 8 (. 0f :
(1- :1:)2 [(1 — :7:)2—8? + 090 (sm Eo—)} .

De manera similar al caso del cilindro, al sustituir las expresiones anterio-
res en (2.2) y (2.3), se obtienen las ecuaciones de movimiento para el caso
tridimensional, dadas por (2.34-2.36).

Vef

1.3 Las relaciones de recurrencia para a,, b, y ¢,

Cuando los desarrollos

UT(IIJ, 9, Re) = Z an(e; Re) Ina (A3)
n=0
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8

ug(z,0; Re) = bn(0; Re) ™, (A.4)

0

3
1l

™8

P*(z,0,R,) = cn(0; Re) . (A.5)

1l
=}

n

se sustituyen, por ejemplo, en la ecuacién (2.15) que corresponde a la ecuacién
de continuidad, y se coleccionan potencias de z, se obtiene

e e]

5 ((n+ Danss — (n— Dag + ) 2" =0, (A.6)
n=1
por lo tanto
(n+1)ans; — (n— La, + ), =0. (A7)

Reacomodando términos en la expresién anterior, se encuentra el coeficiente
an+1 en funcién de los coeficientes anteriores a, y b,, que mediante una
transformacién en el indice corresponde a la relacién de recurrencia (2.20).
Para el caso de las dos componentes de la ecuacién de momento, el andlisis
es andlogo que en el caso anterior. Sin embargo, debido a que las ecuaciones
son no lineales, se tienen términos como productos de series infinitas. Por
ejemplo, al sustituir los desarrollos para los campos en la ecuacién (2.14) se
obtienen términos de la forma

>3 agby ™ (A.8)
n=1m=1

Este tipo de términos se pueden escribir como producto de una suma infinita
por una finita, simplemente reordenando la suma de manera que el polinomio
quede ordenado en potencias de z, de la menor a la mayor. Para ello, se hace
el cambio n = n’ — m con lo que se obtiene

o 7'

Z At —rbmZ™ (A.9)
1

n’'=2m=
Una vez que se han reescrito los términos no lineales, como en el caso anterior,
la componente angular de la ecuacién de momento queda como

n—

i ( 1 b (b;_m —(m=1Dap-m+ man_p+1)
n m=1

=1 =
by + b+ (n+1)(n+2)bpz + B+ 1)(n + 1)bnuy
—(3n% —n — )b, + n(n — 2)b,_y — 2(a,, — a! )) z" =0, (A.10)

n n—1
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2D 3D
N |ec. (2.23) | ec. (2.24) | ec. (2.44) | ec. (2.45)
£ 3 5 (2) 11 (1) | 10 (2)
5 6(2) 7(2) 24 (2) | 19 (2)
6 | 9(2) 12 (2) | 45(2) | 29(2)
7 16 (2) 19 (3) 83 (2) 72 (3)
8 | 25(3) | 20(3) | 145(3) | 130 (3)
9 | 39(3) | 42(3) | 250(3) | 213 (3)
10| 56(3) | 66(4) | 394(3) | 372(4)

Tabla A.1l: Numero de términos en las ecuaciones diferenciales ordinarias,
como funcién de N. El ntumero entre paréntesis es el grado de la ecuacion.

entonces, para que la ecuacién anterior se satisfaga, cada coeficiente debe ser
cero. De manera andloga al caso de la ecuacién de continuidad, reareglando
términos y haciendo una traslacién en el indice, se obtiene la relacién de
recurrencia (2.21). Para la componente radial de la ecuacién de momento,
ec. (2.14), las cosas se desarrollan de forma similar. Los ejemplos anteriores,
corresponden al caso del flujo alrededor del cilindro. En el caso de la esfera,
el procedimiento es analogo.

2 Los calculos

La principal diferencia entre el problema en 2D y en 3D, resalta al iterar las
relaciones de recurrencia en cada caso. Cuando se comparan las ecuaciones
diferenciales ordinarias, para diferentes valores de N (ver tabla A.1), se en-
cuentra que, conforme aumenta N, el nimero de términos en cada ecuacién
aumenta rapidamente. Al comparar, a N fija, €l caso en 2D con el de 3D,
también se ve que en 3D el niimero de términos crece mucho més rapido. Esto
se debe a que, en 3D, los coeficientes de las ecuaciones diferenciales (2.44)
y (2.45) no son constantes y, conforme se aumenta N, cambian; crecen en
tamano y se hacen més complicados. A causa de la velocidad a la que crece el
numero de términos, en las ecuaciones diferenciales que hay que resolver, las
restricciones computacionales se hacen notar répidamente; en cualquiera de
los dos casos. Es por esto que es necesario encontrar alternativas para evitar
construir las ecuaciones diferenciales directamente, como lo son estudiar las

120



propiedades de los desarrollos de las soluciones en alguna base de funciones
ortonormales.

Los valores entre paréntesis en la tabla A.l, muestran el grado de cada
ecuacién diferencial. En el caso en que N = 3, las ecuaciones diferenciales
son lineales. Para N =5y N = 6, por ejemplo, se tiene que las dos ecua-
ciones diferenciales contienen términos cuadrdticos. Para N =8y N =9,
las ecuaciones son de tercer grado, etc. En el caso del cilindro, en donde se

pueden encontrar las ecuaciones para valores mds grandes de N, se observa
el mismo patrén.
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Apéndice B
La aproximacién de Oseen

El método de truncamiento de series se aplica a las ecuaciones de movimiento
en la aproximacién de Oseen, para el problema en 2D. Como las ecuaciones
diferenciales parciales en este caso son lineales, muchos de los célculos se
pueden hacer analiticamente y asi estudiar algunas propiedades de las solu-
ciones. Desgraciadamente, aunque el problema es lineal, resulta que es su-
ficientemente complicado y no ha sido posible hacer célculos para valores
grandes del orden al que se truncan las series de potencias en z. Sin em-
bargo, el conjunto de ecuaciones algebraicas que se deben resolver, para los
coeficientes de Fourier, presentan soluciones en cocientes de polinomios del
R, lo cual puede utilizarse como punto de partida para proponer una nueva
representacion para los coeficientes de los desarrollos (3.16) y (3.17), para el
caso no lineal.

1 Las ecuaciones linealizadas de Oseen
Cuando se utilizan las ecuaciones de Oseen, en vez de las ecuaciones de

Navier-Stokes, las ecuaciones de movimiento, en términos de las variables
(z,8), son

oP
R. ((1 —z) 0056% - sinO% + sin6u9> =—(l-—2)—

ox 06 ox
0%u 0%u Ju
— )3 T )T (1 — )T
+(1-2x) 52 +(1—1zx) 507 (1—2x) o
8U¢9
01— (1~ ), 1
2(1 —x) 50 (1 - z)u,, (B.1)
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Ouyg . Oug . 0P
R, ((l —x) cosGa—x - smﬁﬁ - smGuT) =25
O“ug - azuﬁ Oug
_ )3 o U _a209Ye
-2 gm TA-0%m ~1-97%
Ouy
+2(1 - z) 50 (1 —x)ug, (B.2)
(l—x)au’ Lo —0 (B3

Cuando se sustituyen los desarrollos (2.7-2.9), para los campos de veloci-
dad y presién, en las ecuaciones anteriores y después de haber coleccionado
términos con la misma potencia de z, se obtienen las siguientes relaciones de
recurrencia

1 , . - '
@ = — ((n —2)a,_1 — bn_l) , (B.4)
1
by = ——— - —(n- — R.(Y
n =) (Re ((n = 1)bacy — (n = 2)bn_z) cos§ — Re(b,_,
—Qn_2)sing — 2a;_, +2a,_5—by_o+b,_5+(3n—5)(n — 1)b,—1
~(3n% = 130 + 18)bn_y + (0 — 2)(n — 4)ba—z + ¢y , (B.5)

1
o= (Re((n — 1)an-1 — na,) cosf + Re(a;,_; — by—1)siné

+an_, —ar_o+n(n+ 1ans —n(3n — 2)an + (3n? — 7n + 3)an_;
—(n = 1)(n = 8)an_y — 2,_; + 2V, 5+ (n —1)ea-1). (B.6)

donde las primas representan derivadas con respecto a 6. Las condiciones
a la frontera, en el lenguaje de los coeficientes a,, b, y ¢, estdn dadas
por las expresiones (2.23) y (2.24). De manera anéloga al caso no lineal,
estas relaciones de recurrencia tienen dos coeficientes independientes, co(8) y
b1(0)!. Por lo tanto, en este caso; las condiciones de frontera resultan en dos
ecuaciones diferenciales ordinarias, lineales, cuyos coeficientes son funciones
de 8 y de R..

Por ejemplo si se toma el caso N = 3, las ecuaciones (2.23) y (2.24) toman
la forma

Resin071,(0) — (5+ Recosf)m,(6) — ¢, (6) =6 cosb, (B.7)

!De igual forma que se hizo en el caso no lineal, estos coeficientes se renombran como
©o(0) ¥ 10(0) respectivamente.
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(124 7R cos § + R2 cos® §)n,(8) — Resin67(6)
—2n,(0) + (7 + Recos )yl (6) = —6sinb. (B.8)

Al comparar las ecuaciones anteriores con las obtenidas en el caso no lineal, es
claro que en el caso de Oseen, los sistemas de ecuaciones diferenciales (2.23)
y (2.24) contienen al nimero de Reynolds para toda N > 1, a diferencia del
caso no lineal, donde la dependencia en R, sucede a partir de N = 4; que
es el primer problema no lineal. Sin embargo, cuando R, = 0 los sistemas

de ecuaciones en los dos casos coinciden. Si N = 4 se obtiene el sistema de
ecuaciones

208(8) + R, sin87"(8) + 2R. (5 + R, cos 6) sin 671,(6)

— (27 + 9R. cos§ + R? cos? 6)m,(8) + Resin 6¢/(6)
—(10 + R cos 0)¢,(8) = 24 cos¥, (B.9)

(60 + 49R, cos 6 + 13R2 cos® § + R3 cos® 6 + R?sin? 9) N0(9)

—Re (11 + 2R, cosf) sin 07 (8) + ¢, (0) + 13R, cos 8 ¢ (9)

+R2 cos? Gy’ (6) — 20m”(8) ~ 3R, cos 875 ()
—R.sinf¢(0) — 20¥(8) = —24sinf.  (B.10)
Andlogamente al caso no lineal, cuando se incrementa N, el orden de las
ecuaciones diferenciales se incrementa como N — 1. Aunque el problema
es lineal para toda N, las ecuaciones diferenciales aumentan en tamano y
complejidad, por lo que son dificiles de encontrar. El nimero de términos
en cada ecuacidén crece més rapido que en el caso no lineal, debido a que

en este caso los coeficientes de las ecuaciones diferenciales ordinarias no son
constantes.

Las ecuaciones diferenciales ordinarias se resuelven usando series de Fourier,
de manera que se proponen soluciones de las forma

an(f; Re) = Z an(Re) cos(18), (B.11)
“ba(8; R) = chz(Re) sin(16), (B.12)
cn(f; Re) = anz ) cos(l9), (B.13)

que, después de haberse sustituido en las relaciones de recurrencia (B.4-B.6),
se obtiene un nuevo conjunto de relaciones entre los coeficientes o, Cni Y €nt
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que se escriben a continuacién:

1
Qnt = ; ((n - 2)an—1,l - lCn-u) ) (B-14)
1 1
Cu = Yy — (aRe ((n = 1)(Cnrge1 + Gum1-1) — (n+1 = 3)Cn-2,1

—(n-1- 3)Cn—2,1+1 +Qp_gi-1— an—2,l+1) + QZ(an—z,l - an-—3,l)
+1(Crm2g — Cnmsy) + (3n = 5)(n = 1)Cnory — (3n% — 1304 13)Cnay

(n —2)(n — 4)Cn-31 — len_2y), (B.15)
1/1
Enl = ; (ERe ((TL -1 - 2)an_1,1+1 + (TL +1— 2)an_1,1_1

—n(Qn 41 + Ani-1) + Cam1p41 = Cpo1,-1)

~1(an 14 = Gn-2g) + n(n + Dans1p — 7(3n — 2)an

+(3n? = Tn + 3)an_1; — (n = 1)(n = 3)an_2y

=2l(Cno10 = Gr2t) + (n = 1)en_1y). (B.16)

Para determinar el nimero de coeficientes independientes, asociados con las
relaciones de recurrencia anteriores, hay que tomar en cuenta que las rela-
ciones de recurrencia (B.4-B.6) tienen dos coeficientes independientes que son
funciones del angulo y de R., a saber ¢,(8; Re) y 15(0; Re), y sus desarrollos
en serie de Fourier son de la forma

©0o(f; Re) = 2501 ) cos(16), (B.17)
=0
770(0; R,) = ZCIZ Sm 10 (B18)

por lo que, para las nuevas relaciones de recurrencia, los coeficientes inde-
pendientes son eq; y (y;, para | ='1,.... Las condiciones a la frontera, dadas
por las ecuaciones (2.23) y (2.24), en términos de los coeficientes de Fourier
resultan en las siguientes expresiones

N
Yok = Ou, (B.19)

N
Sl = —bu (B.20)
n=1

Cuando los coeficientes anx y (nx se escriben en funcién de los coeficientes
independientes, las expresiones anteriores resultan, para N fija, en un sistema
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infinito de ecuaciones algebraicas lineales, para los coeficientes desconocidos
€ok ¥ Cik - En la préctica, las series de Fourier se deben truncar para tener
sistemas de ecuaciones finitos.

Aqui, es importante notar que, en las relaciones de recurrencia (B.14-B.16),
los coeficientes no sélo dependen de coeficientes anteriores, sino también de
coeficientes posteriores. En otras palabras, los coeficientes con subindices
(nk) pueden depender de coeficientes con (n — 7,k — 1)y (n — 4,k + 1), con
J £ n. Por lo que, si las series de Fourier se truncan a cierta M, es necesario
suponer que los coeficientes o ¥ (ik, para k > M, son cero. De otra manera,
no es posible encontrar un sistema de ecuaciones completo, es decir, que el
numero de ecuaciones equipare al nimero de incégnitas.

Para ejemplificar el hecho anterior, en el caso de N = 3, las primeras ecua-
ciones algebraicas son

—R.Cio+2(eo1 — 5¢11) = 12, (B.21)
—10C12 — R (C11 +Ci3) + 402 = 0, (B.22)
RZ (2G11 + Gi3) + 4 (14¢u — Tear)
+R. (18(12 — dege) = —24, (B.23)
8012 + RZ (2C12 + C1a) — 56e02
+2R, (6 11+ 10¢13 — €01 — 3e03) = 0, (B.24)

que resultan al truncar en M = 2 las expresiones (B.11) y (B.12). Claramente
las ecuaciones anteriores tienen m4s incégnitas que ecuaciones, de manera que
para resolverlas hay que hacer suposiciones adicionales sobre los coeficientes
con k > 2. Si se calculan m4s condiciones, a partir de (B.19) y (B.20), para
valores de k mayores, el nimero de ecuaciones se incrementa, asi como el
numero de incégnitas. Por lo tanto, la inica manera de resolverlo, es suponer
que, si las series (B.11) y (B.12) se truncan a un orden M, los coeficientes
de Fourier para & > M son cero. Es de resaltar que en el caso no lineal,
esto no es necesario, pues las relaciones de recurrencia para los coeficientes
de Fourier sélo dependen de coeficientes anteriores.

1.1 Algunos resultados generales

Cuando las series de Fourier para los coeficientes a,, b, y ¢, son truncadas
a orden M, se obtiene un sistema de 2M ecuaciones algebraicas para los
coeficientes egr v (1x; con k& = 1,...,M. En vista que en este caso las
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ecuaciones algebraicas son lineales, se pueden resolver analiticamente. Sin
embargo, debido al creciente tamafio de las ecuaciones con N, en la préctica,
s6lo se han podido obtener resultados hasta M =4y N = 102

Los resultados para los primeros valores de /N, muestran que los coeficientes
son funciones de la forma

fOk(Re)
. = B.25
€0k g(Re) ) ( )
flk( e)
= B.26
Clk g(Re) ) ( )
donde
M .
fin(Re) = RETV> &R, (B.27)
§=0
M '
g(R) = Y NRY, (B.28)
3=0
conti=0,1yk=1,...,M. Los limites superiores en las sumas anteriores,

My M’ son funciones de N, M y el indice k. Aunque estas dependencias
no se han podido encontrar de forma general, resulta que los coeficientes de
las series de Fourier (B.17) y (B.18) de orden k, tienen k— 1 raices en R, = 0.
Cuando se calculan los desarrollos en serie de Taylor de los coeficientes (B.25)
y (B.26) se encuentra que tienen las mismas propiedades que los desarrollos
(4.5) y (4.6) para el caso no lineal. En otras palabras, estdn compuestos de
potencias pares o impares, dependiendo del valor de k, y tienen k — 1 raices
en R, = 0.

Como se menciond con anterioridad, las expresiones en este caso crecen maés
rapido que en el caso no lineal. Lo cual se debe a que los coeficientes en
las ecuaciones diferenciales ordinarias no son constantes, de manera que al
cambiar el orden al que se truncan (V) las series en potencias de z, el nimero
de términos en cada ecuacién crece rdpidamente conforme N crece. Por
ejemplo, para N = 4, la ecuacién més larga, para el caso no lineal, contiene
6 términos. En cambio, al usar las ecuaciones linealizadas de Oseen, la
ecuacién més larga contiene 15 términos. Por lo que los resultados expuestos
arriba se han basado en los pocos célculos que se han podido realizar.

2En este caso, los célculos también se realizaron usando Mathematica 4.0.
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Apéndice C

Soluciones numeéricas

1 El método de disparo

En esta seccién se describe el método numérico utilizado para resolver las
ecuaciones (2.23) y (2.24)!. Con el fin de describir el método con detalle, se
toma como ejemplo el caso N = 4 y finalmente se discute el caso general.
Entonces, se busca resolver el siguiente sistema de ecuaciones

S L 27 , _
1 —ﬁj ((9) + 1—2'77 (9) - -2‘21-77 (9) = COS 9, (Cl)
" 7 5, 15
~5#(6)+ 5,0(0) = 20(6) + Tn(6)
+%n(9)n'(9) = —siné, (C.2)

donde ¢(8) = ¢'(6), con las condiciones de frontera

{n(0),n(m),n"(0)} = 0, (C.3)
{6(0), ¢(m)} = 0. (C.4)
La idea fundamental del método utilizado, es transformar el problema de

condiciones de frontera, a un problema con condiciones iniciales [20]. El

conjunto de valores iniciales necesarios para resolver las ecuaciones (C.1) y
(C.2) es de la forma

{n(0),7"(0),4(0)} = 0O,

1Este método fue propuesto originalmente por R. Soto y R. Peralta [20].
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donde z y y son constantes. Si las ecuaciones diferenciales se resuelven para
valores arbitrarios de z y de y, se tiene, en el caso més general, que

77(7T) = Fi(z,y),
¢(r) = Fiz,y),

por tanto, para recuperar las condiciones de frontera (C.3) y (C.4), es nece-
sario resolver el siguiente sistema de ecuaciones

Fl(aa b) = Oa (C5)
Faa,b) = 0. - (c8)
La ecuaciones anteriores se resuelven, para a y b, usando el método del gra-

diente iterativo, en el cual el término de la (n+1)-ésima iteracién estd dado
por

'Fn+l = 'Fn - [gradﬁ(Fn)]_lﬁ(Fn)a (C7)
donde
- T,
Tn = )
()
. Fl(xna yn)
H(Fn) = )
F2(xn) yn)
y
8F bR
- ox Ay
gradH(m,) = . (C.8)
O0F, B8R
oz oy

Entonces, a parir de integrar las ecuaciones (C.1) y (C.2), para un conjunto
de condiciones iniciales r;, se calculan H gradH y, a partir de (C.7), s

obtiene un nuevo conjunto de condiciones iniciales r;1,. La convergencia del
método depende de la condicidn inicial, de la precisidn en el célculo de gradH
y de la no linealidad de las ecuaciones. Para escoger las condiciones iniciales,
se utilizan las expresiones (4.7-4.8), ya que éstas representan soluciones apro-
ximadas a las ecuaciones (2.23) y (2.24). Una vez que se han encontrado las

130



condiciones iniciales correspondientes, que reproducen aproximadamente las
condiciones de frontera, para un R, fijo, se procede a integrar las ecuaciones
(2.23) y (2.24). Para el caso de N arbitraria, la diferencia es que el nimero
de condiciones iniciales por determinar aumenta con /N, asi como el grado de
las ecuaciones diferenciales.

1.1 Los resultados

La integracidn en todos los casos, se realizé usando Mathematica 4.0. Clara-
mente, el inconveniente es que es una caja negra y no es posible saber que
hace exactamente. Sin embargo, los resultados obtenidos permiten comparar
los resultados obtenidos con el método analitico; para R, pequenos. La razén
principal de utilizar Mathematica, es por la simplicidad para manejar las ex-
presiones, puesto que cuando N crece, el dlgebra involucrada y el tamano de
las expresiones crece, de manera que el simple manejo y la escritura de las
ecuaciones diferenciales es dificil.

Se obtuvieron resultados para N hasta de 9, con diferentes valores de R..
En los primeros casos, las ecuaciones se pueden integrar para valores rela-
tivamente grandes de R.. Por ejemplo, para N = 4, el problema se puede
resolver hasta R, = 30. Las diferencias entre las soluciones numéricas y los
desarrollos (4.7) y (4.8) son pequefias para 0.1 < R, ~ 152. Conforme el
valor de N aumenta, el intervalo de valores del R, disminuye rédpidamente.
En la figura C.1, se muestran las diferencias entre la expresién (4.8) y los
resultados numéricos; para diferentes valores de N y del R.. Por un lado, se
ve que las diferencias son pequerfias, sobre todo cuando el R, es chico. Por lo
que se puede decir que las expresiones (4.7) y (4.8) representan buenas apro-
ximaciones a las soluciones de las ecuaciones (2.23) y (2.24). Cuando R, o
N crecen, las diferencias entre los célculos analiticos y numéricos aumentan.
El método numérico utilizado, requiere una condicién inicial, en principio ar-
bitraria, para encontrar las condiciones iniciales que reproducen el problema
que hay que resolver. Debido a la no linealidad de las ecuaciones diferen-
ciales, sobre todo a N ‘grande, el problema parece tener sensibilidad en las
condiciones iniciales. En los casos que se han podido analizar, 4 < N <9
y 0 < R, < 3, el problema se puede resolver para condiciones arbitrarias.
pero el método del gradiente iterativo parece no converger desde el punto

2Para R, = 15 la diferencia maxima, entre = 0 y § = m, es un orden de magnitud
menor que el valor maximo de (4.7) o (4.8).
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Figura C.1: Diferencias entre la expresién (4.8) y los resultados numéricos:
N =5 (izquierda) y N = 6 (derecha).

de vista numérico. Puesto que, al cambiar la adivinanza inicial, el resultado
en el extremo del intervalo, # = =, varia rapido; por tanto, las condiciones
de frontera no se recuperan con un buen grado de aproximacién; sobre todo
a R. > 1. Ademds, cabe mencionar que las ecuaciones diferenciales a re-
solver pueden tener bifurcaciones al cambiar el nimero de Reynolds, lo cual,
también puede influir en la convergencia del método del gradiente iterativo.
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