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Prefacio

En esta tesis se estudia el problema del ajuste de elipses. El ajuste de elipses
es una herramienta indispensable en dreas como el diseno asistido por com-
putadora, reconocimiento de patrones y visién por computadora.

En el primer Capitulo comenzamos hablando sobre las cénicas y su
importancia en el desarrollo de la ciencia. Posteriormente, se estudian las
diversas representaciones de la elipse y se demuestra la invarianza bajo trans-
formaciones euclideanas de algunos elementos que determinan una cénica.

En el segundo Capitulo planteamos el problema del ajuste de elipses
y mencionamos algunas distancias a usar para la solucién de este. También
se revisan seis técnicas para el ajuste de elipses: cinco para el ajuste por
distancia algebraica y una para el ajuste por distancia geométrica.

En el tercer Capitulo se llevan a cabo diversos experimentos ajustando
elipses con cada uno de los métodos del segundo capitulo. Se observa el com-
portamiento de estos cuando los puntos que se van a ajustar son transforma-
dos o perturbados con ruido gaussiano, entre otros experimentos. También se
comparan algunas caracteristicas geométricas de las elipses que se obtienen
al minimizar la distancia algebraica con las que se obtienen al minimizar la
distancia geométrica de los puntos a la curva.

En el Apéndice A se trata el tema de los minimos cuadrados y se in-
cluyen algunos ejemplos de ajuste de polinomios con este método.

En el Apéndice B se abordan los minimos cuadrados no lineales y se
revisan brevemente los métodos de Gauss-Newton y Levenberg-Marquardt.



Contenido

Para llevar a cabo los experimentos se desarrollé un sistema interactivo
para el ajuste de elipses en MATLAB (versién 5.3.0.10183 (R11)) [22]. Un
ejemplo de como usar este sistema se describe en el Apéndice C.



Capitulo 1

Representaciones de la elipse

1.1 Introduccién

En este capitulo se revisan algunas propiedades geométricas de las cénicas,
dedicandole particular atencién a aquellas que tengan que ver con la elipse,
ya que este objeto matematico es el motivo de la presente investigacion.

El estudio de las cénicas tiene su origen en el libro Cdnicas de Apolonio
de Perga (262-192 a.C. aprox.). En su libro, Apolonio estudia de manera
rigurosa las curvas que se obtienen al cortar un cono por diversos plauos.
Previo al trabajo de Apolonio, existian algunos resultados elementales sobre
determinadas intersecciones de planos perpendiculares a las generatrices de
un cono, obteniéndose elipses, pardbolas e hipérbolas segin el angulo superior
del cono fuese agudo, recto u obtuso, respectivamente.

Si bien faltaban algunos siglos para que se desarrollara la geometria
analitica, Apolonio hace un tratamiento de las cdnicas que se aproxima mu-
cho al que se deriva de ésta. Los resultados obtenidos por él, fueron los dinicos
que existieron hasta que Fermat y Descartes, en una de las primeras aplica-
ciones de la geometria analitica, retomaron el problema llegando a estudiarlas
casi por completo, salvo porque no manejaban coordenadas negativas.

Las cdnicas, se obtienen al intersectar una superficie cdnica con un plano.
Se le llama superficie cénica de revolucion a la superficie generada por una
linea recta que gira alrededor de un eje, manteniendo un punto fijo sobre dicho
eje; mientras que se denomina seccidn cdnica® a la curva que se obtiene al
cortar esa superficie cdnica con un plano. Las diferentes posiciones de dicho

'Un estudio completo de las secciones cénicas se puede encontrar en [5, 21, 25, 26, 30].



1.1. Introduccion

plano determinan distintas curvas, a saber: circunferencia, elipse, hipérbola
o pardbola.

La importancia fundamental de las cénicas radica en su constante apari-
¢ién en situaciones reales:

e En el disefio asistido por computadora (CAD) permiten la represen-
tacion de piezas mécanicas asi como la elaboracién de planos arqui-
tectonicos o de ingenieria civil.

e Se pueden utilizar para aproximar curvas complicadas con mayor pre-
cisién, por ejemplo usando un spline cénico.

e La Primera Ley de Kepler sobre el movimiento de los planetas, dice
que estos siguen érbitas elipticas en uno de cuyos focos se encuentra el

Sol.

e Es muy posible que Newton no hubiese podido descubrir su famosa
Ley de la Gravitacién Universal de no haber conocido ampliamente la
geometria de las elipses.

e La érbita que sigue un objeto dentro de un campo gravitacional cons-
tante es una parabola. Asi, la linea que describe cualquier mévil que es
lanzado con una cierta velocidad inicial, que no sea vertical, se puede
modelar por una parabola.

e La propiedad focal de las cénicas es de gran utilidad en éptica y en
otras aplicaciones de la fisica. Esta propiedad dice lo siguiente: “St un
rayo de luz pasa por un foco, al reflejarse en la conica lo hace siguiendo
una recta que pasa por el otro foco”.

Las cénicas han sido ampliamente estudiadas y se han utilizado en una
gran diversidad de aplicaciones; actualmente, se siguen usando de forma
extensiva en la matematica aplicada [3, 24, 20].

Las cénicas, desde el punto de vista de una curva, pueden representarse
en méas de una forma; de igual manera, las elipses cuentan con diversas
representaciones. Veamos algunas de ellas.



1.2. Curvas paramétricas e implicitas

1.2 Curvas paramétricas e implicitas

Una curva se puede representar tanto en forma paramétrica como en forma
implicita. Una curva parametrizada en R? se puede ver como una coleccién
de puntos de la forma

C(a) = {e(ait) | tmin <t <t} (1.1)

donde a es un vector de parametros que determinan a la curva; c(a;t) es una

funcién vectorial (a:1)
cela;t
c(ajt) = ( eo(at) ) (1.2)

Y tmin, tmez SoON los extremos del intervalo de valores admisibles para t.

Por otra parte, una curva implicita es la coleccién de puntos de la forma
C(a) = {x € R?* | F(a;x) = 0} (1.3)

donde F(a;x) es una funcién escalar en x definida por el vector de parame-
tros a. En particular, las secciones cénicas, se representan naturalmente por
un polinomio cuadratico en z y ¥.

1.3 Diversas representaciones de la elipse

Las representaciones implicitas méas conocidas de la elipse son las siguientes:

1172 2

C(a,b):{(;r,y)} 9#2—2:1 a,beR—{O}} (1.4)

o bien,

Cla, b, h, k) =
r— h)2 AV
{(,I,y) ( a2h) L b?k)

donde A y k son la abcisa y la ordenada del centro respectivamente, mientras
que a y b son las longitudes de los semiejes. Presentan el inconveniente de
que los parametros a, b, h y k aparecen en forma no lineal. Estas representa-
ciones resultan bastante familiares para el lector con nociones elementales de -
geometria analitica.

=1 a,beR-{0}, h,keR} (1.5)



1.8. Dwersas representaciones de la elipse

Otra representacién muy conocida es la que se obtiene parametrizando
por un angulo #. Dada una elipse con centro en (h, k) y semiejes a y b sus
ecuaciones paramétricas son:

c(a,b,h k;0) =

h+acosf
{(/ﬁ+bsen9>‘ 8¢ (0,27]), a,beR - {0} h,keR} (1.6)

Una representacién de las cénicas, es la que resulta de considerar una
recta fija L y un punto fijo f fuera de la recta; se quiere estudiar el lugar
geométrico C, de los puntos P del plano tales que su distancia al punto fijo f,
llamado foco, y a la recta fija L, llamada directriz, tiene una razén constante
e (necesariamente positiva), la cual es la ezcentricidad de la cénica. Es decir,

Ce={P|d(P,f)=ed(P, L)} (1.7)

De esta manera, se puede caracterizar a la elipse en términos de la excen-
tricidad, tal como lo enuncia el siguiente criterio.

Criterio de la excentricidad. Una cdnica es elipse si su ex-
centricidad es menor que 1.

La forma polar de las cénicas se obtiene al poner el polo en uno de los
focos, la directriz a una distancia p del foco y (r,8) las coordenadas polares
de P, con lo cual:

 1-—ecosf

C(e,p)z{(r,())} r=—P ¢ peR" ()e[om]} (1.8)

6



1.3. Diversas representaciones de la elipse

Las coordenadas polares facilitan ciertos calculos cuando se utilizan en el
contexto adecuado.

1.3.1 Familia de elipses

La familia de cénicas
C(A,B,C,D,E. F)=

{(z,9) |Az® + Bay + Cy* + Dz + Ey + F =0} (1.9)

es de las mas usadas en la practica debido a que los parametros A, B,C, D, E
y F aparecen en forma lineal. El criterio usual para saber cuando la cénica
es una elipse es el siguiente:

Criterio del discriminante. En la ecuacion general de sequndo
grado Az® + Bxy + Cy® + Dz + Ey + F =0, si el discriminante
B? — 4AC es negativo ésta representa una elipse.

St Ay C son positivos es posible visualizar geométricamente cudndo la cénica
(1.9) representa una elipse. Sise suponen Ay C positivos y se hace K = A+C
entonces K — A = C > 0, substituyendo en el discriminante resulta

B? —4A(K — A)
entonces, de la desigualdad
B? —4A(K — A) <0
haciendo un poco de algebra se llega a

B? (A-K/2)?
B <1 (1.10)

que corresponde a una elipse con centro en (K/2,0), semieje mayor K y
semieje menor K/2, mas todo el interior. Observe la figura (1.1).



1.4. Representacion matricial de las conicas

(K72.K)

Region que
define a las

elipses

Region que /
define a las

parabolas

Figura 1.1: Regién en (1.10)

Si Ay C son negativos y se sigue el procedimiento anterior se llega a la
misma desigualdad. Entonces se tiene una elipse cuando (A, B) es un punto
del interior de (1.10), y si (A, B) est4 en la frontera se obtiene una pardbola.

Una representacién més es la matricial, la cual serd tratada en la siguiente
seccién.

1.4 Representacion matricial de las cénicas

La ecuacién general de segundo grado
Az’ + Bay + Cy* +Dr+ Ey+ F =0
se puede escribir de la forma

x'Qx+x'b+F =0

(4 %) (2

8
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1.4. Representacion matricial de las conicas

con esto la conica queda representada de la siguiente manera

("(Q~b>F)={X€R2|xTQx+be+F=0} (1.11)

Considere una transformacién euclidecana de la forma x’ = Mx + t,
donde A es una rotacién y t una traslacion. Con esto M satisface que
MYM = MMT = I,,,. entonces esta matriz curaple con ser ortogonal? y
por consiguiente M ™! = AT,

Aplicando esta transformacidn a la conica se obtiene

x/T <+ XlTb’ L F =0 (112)

Para relacionar los parametros transformados con los originales, se ex-
pande en términos de los puntos originales x

(Mx+ )T Q' (Mx +t) + (Mx+t)"b' + F' =0

Reuniendo los términos en x y comparando con la ecuacién (1.12), se tiene
que

Q=M'QM

b= MT(2Q't +b')

F=tTQ't+tTp + F
Resolviendo estas ecuaciones se obtienen expresiones para los parametros
transformados en términos de los originales:

Q =MTQM™! (1.13)
b= M~Tb-2Q't (1.14)
Fr=tTQt—t"M T + F (1.15)

Obsérvese que bajo esta representacién el discriminante se puede escribir
como un multiplo del determinante de la matriz Q

—4det(Q) = B* — 4AC (1.16)
Las cantidades
traza(Q) = A+C y  traza(Q*) = A+ B*/2+C?

serdn estudiadas méas adelante y se vera que, al igual que el discriminante,
estds también son invariantes bajo transformaciones euclideanas.

2Una matriz cuadrada A es ortogonal si AAT =1

9



1.5. Algunas cantidades invariantes

1.5 Algunas cantidades invariantes

En la seccién anterior se vio que
A BJ2 ' -T -1
= y =M M
donde la matriz Q' contiene a los coeficientes A’, B', C" que resultan de la
rotacion, pero ademas

Q=MTQM ' =MQMT (1.17)

Como M es ortogonal el det(M) = +1, de donde
det(Q") = det(MQMT) = det?*(M)det(Q) = det(Q)

con lo que la invarianza del discriminante queda probada.

De la siguiente igualdad
Q — M =MQMT ~A\MMT = M(Q — \))MT
es claro que
det(Q — AI) = det(Q — AI)

y por lo tanto Q y Q' tienen los mismos eigenvalores. Como la suma de
los eigenvalores de una matriz es igual a la traza de la misma se sigue que
traza(Q) = A + C es invariante.

De igual forma para Q* y Q2 se tiene que

Q)= AL = (MQMTYMQMT) - AT
= MQ*MT - \MMT

= M(Q*- )MT

I

y entonces si se usan los mismos argumentos de antes Q> y Q? tienen los
mismos eigenvalores y por lo tanto traza(Q'?) = traza(Q?), i.e. 4%+ B?/2+
C? es invariante.

10



1.5. Algunas cantidades 1mvariantes

A diferencia de lo que se vio para A+ C, B> —4AC y A* + B%/2 + C?
algunas cantidades no son invariantes bajo transformaciones euclideanas.

Considere la elipse
227 4 xy + 22 + 3 +3y—1=0 (1.18)

Si se aplica una rotacién de § = 7/6 y una traslacion por (3, -3) de las
igualdades (1.13), (1.14) y (1.15) se obtienen los parametros transformados

w3 (0 (DT
:<2—f3/4 1/4 )

1/4 2+/3/4
=3 (9 ) ()50 e ) ()
- (i)

P - (3 —3) ( 2_1>/4:§/4 2+1<;1§/4) (‘33)

s (B ) ()

= 61/2+45V3
Con los coeficientes de (1.18) se evalua la cantidad
A+ B+ C+ D+ B+ FP =22+ 124+ 224+ 32+ 37 + (1) =28
por otra parte, con los coeficientes transformados esta cantidad vale

A? + B? +C? 4 D? + E? + F? = (2~ V3/4)? + (1/2)* + (2 + V3/4)°
+(3v/3 —12)% + (3V3 + 12)2
+(61/2 + 45V/3)
= 12110.35
entonces, || (A, B,C, D, E, F)T ||? no es invariante.

Otra cantidad que también es no invariante es . En la ecuacién (1.18) se
tiene que F' = —1 mientras que bajo las transformaciones F’ = 61/2 +45/3.

11



1.5. Algunas cantidades invariantes

Como se ha visto hasta ahora son muy pocas las cantidades que si son
invariantes. De hecho, casi ninguna funcién de los pardmetros de la ecuacién
general de segundo grado sera invariante bajo transformaciones euclideanas,
sin embargo, las que si lo son, jugardn un papel importante en el ajuste de
elipses.

12



Capitulo 2

Ajuste de elipses

2.1 Introduccion

En este capitulo se estudia el ajuste de elipses por diferentes técnicas. Se
revisan algunos de los métodos existentes para ajustar conicas, que bajo
clertas condiciones, resultan apropiados para ajustar elipses.

2.2 Planteamiento del problema

Cinco puntos en el plano determinan una cdnica. Asi pues, si se tienen
al menos cinco puntos en el plano se puede determinar de manera tunica
una elipse, una hipérbola o una pardbola. Sin embargo, en muchas de las
aplicaciones la cantidad de puntos con los que se debe trabajar resulta ser
considerablemente mayor a cinco. Entonces. al contar con més de cinco
puntos el problema es determinar una elipse que minimice la distancia de los
puntos a la curva. La métrica natural de R? es la distancia euclideana, sin
embargo, como se verd mas adelante, existen otras formas de definir distancia
en el plano cartesiano.

Este trabajo se aboca al problema de ajustar una elipse a un conjunto
de puntos. Este problema se puede plantear de la siguiente manera: dado
un conjunto de puntos en el plano X = {x;,Xz2,...,Xn}, con al menos cinco
elementos, se quiere determinar la elipse que mejor se ajusta a ellos. Usual-
mente, se elige una representacién de la elipse que depende de un vector de
pardmetros a y entonces el problema os determinar tales pardmetros usando
algin criterio de ajuste.

13



2.2. Planteamiento del problema

Veamos algunos ejemplos que ilustren hacia donde vamos. En la fig.

Figura 2.1: Elipse ajustando un conjunto de puntos

(2.1) se observa una elipse obtenida al ajustarla a un conjunto de puntos en
el plano. Determinar los pardmetros de una representacion de la elipse es el
problema que se abordard en este capitulo.

En las siguientes graficas (Figura 2.2) se observan seis elipses que ajustan
a un mismo conjunto de puntos; cada una de estas corresponde a la solucién
que se encuentra de aplicar un criterio de ajuste para una representacion.

Para el ajuste por distancia algebraica se recurre a la ecuacién general
de segundo grado para representar a la elipse, mientras que en el ajuste por
distancia geométrica se usa la forma paramétrica. Entonces, como se veri
mas adelante, la solucién no depende sélo de los puntos, sino también del
criterio de ajuste y la representacién de la elipse que se esté usando.

14



2.2. Planteamiento del problema

Los puntos que se usaron en este ejemplo son los siguientes:

Ajuste 1

X ¥
22.672811 | -7.134503
-7.695853 | -6.023392
3.225806 | 4.093567
6.221198 | -3.216374
-2.027650 | 6.783626
-5.207373 | -1.403509
4.976959 | -0.116959
0.414747 | -2.222222
6.313364 | 2.807018
-3.133641 | 6.198830

Tabla 2.1: Puntos

e . .

15



2.2. Planteamiento del problema

Ajuste 3 Ajuste 4

- v 5 r T T
0T T | i -5
™ 1 | H

Figura 2.2: Elipses que se obtienen al ajustar un mismo conjunto de puntos
usando distintos criterios y representaciones.

16



2.8. Criterios de ajuste

2.3 Criterios de ajuste

Es necesario contar con una forma de medir que tan cerca estd un punto
de una curva, en la practica. es usual evitar la distancia geométrica, pues
resulta ser costosa cn términos computacionales. Asi, lo que se hace es usar
una representacién ({a) de uni curva en términos de un vector de pardmetros
a, de tal forma que

C(a) = {x € R*|Q(x:a) = 0}

donde la representaciéon Q(x;a) dice que un punto x ¢ C(a) si Q(x;a) # 0;
con lo cual, la distancia del punto x a la curva C(a) se puede definir en
términos de la representacién que se esté utilizando como

D(x,C(a)) = v(Q(x; a)).

donde ¢ es un funcién positiva, por ejemplo ¢(t) = 2, ¢(t) = |t|. En-
tonces, se define la distancia de la curva C(a) al conjunto de puntos X =
{x1,X2,...,%n}, como

D(X.C(a)) = ZD(xi; Cla))

con lo cual, elegir la mejor curva que ajusta los datos equivale a elegir el
vector 6ptimo a* que minimiza

min D(X, C(a)) = D(X, C(a"))

acSa
donde S, es la regién de valores admisibles de los pardmetros.

Por ejemplo: Si

2

Q(x;a)=[a% zy v* = y 1]

T Ow

algunos espacios de parametros cominmente usados para (2.1) son:

a) Sa={ac R a0}
b) Sa={ackales=1 es=(0,0,0.0.0,1)# 0}

17



2.4. Algunas métricas

c) Sa={acRf al(e; +e3) =1}

d) Sa={acR? [al*=1}

e) Sa= {a c R aT'Sga =1,

1 0 0
SB _ Sb 03)(3 , Sb — O 1/2 0 }
03x3 Osxs 0 0 1

f) S, = {ae R a”Spa = 1,

0 0 2

033 O3zxs

o
o

2.4 Algunas métricas

Algunas métricas cominmente usadas son las siguientes:

e La distancia algebraica. Las curvas implicitas introducen una distancia
métrica natural desde cualquier punto sobre el plano a la curva. La
distancia algebraica del punto x a la curva definida por Q(x;a) =0 es
simplemente el valor de Q(x;a) en x

Dax,C(a)) = Q(x;a)[? (2.2)

La principal ventaja de esta distancia métrica es que simplifica enorme-
mente los célculos-en muchos algoritmos y por esta razén es amplia-
mente usada.

o La distancia geométrica. Es la distancia entre el punto y su punto més
cercano sobre la curva

Dg(x,C(a)) = min || p—x|| (2.3)
peC(a)

Esta métrica, es frecuentemente citada por los autores como la medida
optima a minimizar desde un punto de vista de minimos cuadrados,
pero por lo general es computacionalmente costosa.

18



2.5. Técnicas de ajuste

o La distancia gradiente. También conocida como distancia de Sampson
[28], se define para curvas implicitas Q(x;a) = 0 como

|Q(x: a)|
Dy(x,C(a)) = —~—— (2.4)
| VQ(x;a) |
Se deriva como una aproximacién de primer orden para la distancia
geométrica y a pesar de que generalmente es mucho mas simple de
calcular, es moderadamente costosa para usarse directamente en pro-
blemas de aproximacién [10]. No serd utilizada en este trabajo.

2.5 Técnicas de ajuste

En esta seccién, se van a ver algunas técnicas para el ajuste de elipses uti-
lizando las métricas que se mencionaron en la seccién anterior. Las métricas
que se usaran en este trabajo son la distancia algebraica y la distancia
geométrica.

2.5.1 Ajuste por distancia algebraica
Sean a = [A,B.C,D,E, F| y x = (z,y), entonces

Q(a;x) = Az + Bay + Cy* + Dz + Ey + F (2.5)
es una familia de cénicas parametrizada por a. De hecho la expresién en

(2.5) es la misma que (1.9) que ya se estudié en la seccién (1.3).

Si X; = (z;,9;) es un punto en el plano, el valor de Q(a;x;) serd la
distancia algebraica del punto x; a la cénica determinada por el vector de
parametros a. En gran parte de la literatura sobre ajuste de cénicas se utiliza
(2.5); esta representacién serd muy util ya que los pardmetros a ajustar se
encuentran en forma lineal.

Si X = {x1,X2,...,Xn} €s un conjunto de puntos en el plano, entonces
la distancia algebraica de X a la conica Q(x; a) estd dada por

n

Da(X,C() = 3 Qlxi;a)* =] Dya |

=1
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2.5. Técnicas de ajuste

donde

oy Yy o oy L
2

L2y T2 Y2 1

o (2.6)

T2 TaYn Y2 Tn Yn 1

Asi se obtiene el problema de determinar a* tal que

min D4(X, C(a)) = Da(x,C(a"))

a€Sa
la eleccion de D4(x,C(a)) como una suma de cuadrados usualmente garan-
tiza una solucién unica a*. Se verd que los resultados que se obtengan van
a diferir por la representacién de la cénica, es decir, por la eleccién del espa-
cio de pardmetros S, que a veces en la literatura se le llama normalizacién.
Puesto que Q(x; a) y kQ(x; a) representan la misma cénica la normalizacién
introduce de manera natural un escalamiento de los pardmetros.

e La mayorfa de los autores mencionan la normalizacién || a ||?= 1. Al
parecer el primero en proponerla fue Paton [24]. Esta restriccién tiene
la ventaja de que todas las cénicas pueden ser escaladas para satisfa-
cerla, sin embargo, como se ha visto no es invariante ni siquiera para
transformaciones euclideanas.

o Gnanadesikan [15] usa A% + B? + C? + D? + E? = 1, la cual excluye
Unicamente el caso degenerado 1 = 0, pero de nuevo es no invariante
para transformaciones euclideanas. No sera tratada en este trabajo.

e [a normalizaciéon F = 1 no permite ajustar elipses que pasen a través
del origen y no es invariante bajo transformaciones rigidas; sin em-
bargo, en [27] reportan —basados en resultados experimentales— que las
variaciones bajo rotaciones son menores. Las primeras referencias sobre
esta normalizacién de las que se tiene conocimiento son [1, 3, 6].

e La restriccién A+ C = 1 excluye Unicamente a la familia de hipérbolas
equildteras z? — y? = k. En [27] reportan que esta normalizacién pro-
duce elipses méas excéntricas que la normalizacién F' = 1. En cuanto
a sus propiedades geométricas resulta ser invariante bajo transforma-
ciones de similitud (ya se probd para transformaciones euclideanas en
la seccion (1.5)).

e Bookstein [4] propone A%+ $B?+ C? = 1, invariante bajo transforma-
ciones de similitud de los ejes y permite representar a todas las cénicas
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2.5. Técnicas de ajuste

pero excluye a las rectas, para las cuales A = B = C = 0. Enla
seccion (1.5) se probd que esta cantidad es invariante bajo transforma-
ciones euclideanas.

e Fitzggibon [9] propone la restriccion 4AC — B? = 1, que incorpora
la especificidad de elipse y resulta ser invariante bajo transformaciones
euclideanas (seccién (1.5)). Una de las ventajas de usar esta restriccién
es su alta eficiencia computacional.

e Forsyth et al. [11] proponen la restriccién cibica det(G) = 1,donde

A B/2 D)2
G=| B2 C EJ2
D/2 E/2 F

aunque ellos afirman que la minimizacién sujeta a esta restriccién re-
sulta en un ajuste proyectivamente invariante, en [19] demuestran que
el ajuste es de hecho uUnicamente afin invariante. No serd considerada
en este trabajo.

e La aproximacién del cuadrado de la distancia de Taubin [29], también
puede ser vista como la restriccién cuadratica || Na ||?= 1 donde N es
la matriz Jacobiana [VF(a;x1) | VF(a;x2)| ... | VF(a;xn)]. No sera
tratada en este trabajo.

Cabe hacer la siguiente aclaracién. Como ya se habia mencionado la
forma cuadratica Q(a;x) representa una familia de cénicas parametrizada
por a. Lo que se hace al imponer restricciones a dicho vector es limitar la
familia de cénicas a una subfamilia mds pequefia. Entonces, depende de ia
restriccién que se use es la subfamilia de la que se obtienen las cénicas. En
algunos casos se obtendran elipses pero puede ser también que se generen
otro tipo de cénicas.

Asi pues, la mayoria de los métodos algebraicos que se trabajan en esta
tesis incluyen como un caso particular el de la elipse y es para ese caso es-
pecifico que se estudia su comportamiento. El método que propone Fitzgib-
bon [9] resulta ser el dnico que presenta la especificidad de elipse. De aqui,
se deriva una diferencia importante entre este dltimo y los demas métodos
algebraicos. Mads adelante, cuando se comparen los métodos, se discutira de
que manera influye esta caracteristica en el ajuste de elipses.
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2.5. Técnicas de ajuste

Normalizacién con || a|*=1

Esta normalizacién, también conocida como lineal [24], simplemente evita
que los coeficientes de la ecuacién general de segundo grado sean todos cero;
en consecuencia, la solucién que se obtenga puede corresponder tanto a una
elipse como a una hipérbola o una parabola.

Considere el problema de

n
min Z Q(a;x;)* = min || Dxa ||
i=1

sujeto a || a ||[2= 1. Este problema de minimizacién con restricciones se

puede pasar a otro sin restricciones usando los multiplicadores de Lagrange.
Sea E' la funcién

E=|Dxal|?-A(|a|?-1)=a"Di{Dya— AaTa—1) (2.7)

calculando el gradiente con respecto de a de la funcién F se llega al problema
de eigenvectores

V.E=0 <= 2D%Dxa—2)a=0 (2.8)
es decir,
D¥Dya= \a (2.9)
entonces A debe ser un eigenvalor de DDy

Ahora, observemos que si D/TYDXa = Aa se cumple que
| Dxa|*=a"DiDxa = Al al*= X

es decir, el valor minimo se alcanza cuando a es el eigenvector de D% Dy
correspondiente al méas pequeno eigenvalor.

Normalizacién con F' =1

Otra normalizacién comtnmente usada es F' = 1. Rosin [27] estudia esta
normalizacién y la compara con la normalizacién A + C = 1. Puesto que
presenta singularidades para las cdénicas que pasan por el origen v no es
invariante bajo transformaciones euclideanas, esta normalizacién podria no
ser tan apropiada para el ajuste de elipses. En [27], Rosin sefiala que el
problema de la singularidad puede ser evitado si se hace una traslacién de
tal forma que los datos queden centrados en el origen; también menciona
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2.5. Técnicas de ajuste

que se obtienen elipses con menor excentricidad por considerar la restriccién
F'=1 que por considerar la restriccion A + C = 1.

Si F'=1, el vector de parametros a es de la forma
a=(AB,C D E 1T
y con esto el problema de minimizar
n
min Z Q(a; x;)? = min || Dxa ||?
i=1

se puede resolver de la siguiente manera. Sea

4 2
2 2
Ty 11 Yi T1 W B
| Dya|? = T3 Toyr Y3 T2 Yo 1 C
Th Tln Y2 Tn Yo 1 E
1
2
1
2 nm Y T g\ .
T2 Toy 2z
= 2 2.2 y.2 : y.2 c |+
2 2 b
n nUn Yo Tn UYn E

si se nombran a = (A, B,C,D,E)T, 1=(1,...,1)T y Dy a la matriz

1 iy yf Ty N
ff% Toys Y5 Lo o
T2 TnYn Yp Tn Un
entonces

min || Dxa ||*= min || Dxa +1]*

Se puede encontrar el a que minimiza || Dxa + 1 ||? resolviendo por factori-
zacion QR.
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2.5. Técnicas de ajuste

Normalizacién con A +C =1

Esta normalizacién no es especifica para elipses ya que la hipérbola 3z2 —
24? = 0 satisface la restricciéu A + C = 1. De hecho, para que se obtenga
una elipse de la ecuacién general de segundo grado A y C deben tener el
misnio signo, lo cual claramente no estd contemplado en esta normalizacidén
[9]. Esta restriccién ha sido estudiada por Rosin [27] y Gander [14]. Debido
al ligero sesgo que presenta respecto a la elipse y a que es invariante bajo
transformaciones rigidas es una de las mas utilizadas. En la seccién (1.5) se
mostré que la cantidad A + C' es invariante bajo rotaciones.

Haciendo A =1 — C el vector a queda de la forma
a=(l1-C B,C,D E FT

Para minimizar .
minZQ(a; x;)? = min || Dxa ||?
i=1 :

se procede de manera analoga al planteamiento anterior, con lo cual

Ty yi—zi 1 oy 1 (B; zy |
| Dyalpo ||| " YT o L)
xa||‘= . . : )
B ‘ : E :‘
Toln Yo —Th Tn Yo 1 I3 )

llamando & = (B,C, D, E, F)T, b= (z2,..., 2Ty Dy a la matriz

n

2 2
Ty Yyr—zp T %1
. 2 2
. Tay2 Y3 — Ty T2 Y2 1
Dx = . . A
2 2
Inyﬂ y‘ll - a’n ITL yﬂ 1
entonces
min || Dxa ||*= min || Dxa +b ||?

Se puede encontrar el & que minimiza || Dxa + b ||? resolviendo por factori-
zacion QR.
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2.5. Técnicas de ajuste

Normalizacién con A* + 1B*+ C* =1

Esta normalizacién fue propuesta por Bookstein [4]. También ha sido estu-
diada por Gander [14]. Veamos una manera novedosa de resolver el problema

n

min Z Q(a; x;)? = min || Dya ||?

=1
sujeto a A*+ 3 B*+(* = 1 usando la descomposicion de matrices por bloques.

Sea Dy como en (2.6) y Sp la matriz por bloques

g 0 1 0 O
Sg = b a3 donde Sp=| 0 1/2 0
O3x3 O3x3 0 0 1

entonces el problema de ajustar la cénica Q(a; x) sujeto a A2+ B?/2+C? =1
se plantea de la siguiente forma

min  a’D%Dya
sa. alSpa=1

al descomponer al vector a en sus coeficientes cuadraticos y lineales

v

a:<“) con u=(4,B.CT y v=(DE FT

y separar a la matriz D = D% Dy en las submatrices
D= < ]Z)u ]§12 )
Df; Dy
el problema puede ser reescrito como
rhlivn u’Dju +2u"Dyyv + v Dagyv (2.10)
sa. u'Su=1 (2.11)
ahora, la funcién a minimizar por multiplicadores de Lagrange es la siguiente
E(u,v,A\) = u'Dju+2u"D v + vIDgv — A(uTS,u —1)

calculando las derivadas parciales de £ con respecto a u'y v se tiene que

oF - -

a_u = 2D11u + 2D12V - QASbU (212)
E - ~

%; = QD’{QU + 2Doyv (213)

25



2.5. Técnicas de ajuste

de donde

(]5“—/\Sb)u+]~31-2v = 0 (214)
v = —D3'Dhu (2.15)

substituyendo el valor de v en (2.14) se obtiene que

(f)“ — /\%b)u —}512}’:‘)2_21}5?211 = 0
(Dy;; — D;,DE DU = AS,u
Wu AS,u

i

entonces A es un eigenvalor generalizado. Como S, es invertible se llega al
problema de eigenvectores
S, 'Wu = Au (2.16)

Si se toma u; asociado al eigenvalor mds pequerio de (2.16), y se substituye
pup en (2.11) se obtiene que

pul Sypuy = 1 (2.17)
2 1

= —— 2.18

p TS (2.18)

AV U?Sbul

ahora bien, nombrando @ = pu; la solucién queda

4 ( ~DDha )

Normalizacién con 4AC — B? = 1

Esta normalizacién fue propuesta recientemente por Fitzgibbon [9]. Su prin-
cipal caracteristica es que incorpora la especificidad de elipse.

Hay que recordar que el discriminante indica que conica esté representada
por los coeficientes de la ecuacién general de segundo grado y en el caso de
la elipse éste debe ser negativo. La restriccién B% — 4AC < 0 resulta. dificil
de manejar en general. sin embargo, como se tiene la libertad de escalar los
parametros arbitrariamente, basta con pedir 4AC ~ B? = 1.

Halif [17] estudia este método y propone una formulacién alternativa
basada en la descomposicién de matrices por bloques que contribuye a que el
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2.5. Técnicas de ajuste

algoritimo sea numéricamente estable. El procedimiento que sigue este autor
es muy similar al que se usé para la normalizacién A% + B%/2 4+ C? = 1.

Considere el problema
n
niin Z Q(a:x,)> = min || Dxa ||?
i=1

Sea Sg la matriz

S, o 0 0 2
Sp = ( 0 / O?Xg > donde S;=1| 0 -1 0
3x3 U3 9 0 0

separando a la matriz D = D§DX por bloques
= Dy Dy )
D= [ 2Zu “
( D}; Dx
y al vector al = (u? v?) donde u = (A, B,C)T y u= (D, E, F)", entonces
el problema
min  a’DiDya
sa. a'Spa=1

puede ser reescrito como

min u'Djju + 207Dy + vIDyyv (2.20)
| sa. u'S;u=1 (2.21)
Usando los multiplicadores de Lagrange se llega al sistema de ecuaciones
Wu = AS;u (2.22)
v = —-D;D%u (2.23)

donde W = Dy, — D ;D5 D7,. Como la matriz S; es invertible la ecuacién
(2.22) conduce al problema de cigenvalores

S;'Wu = Au (2.24)

Si se toma u; asociado al eigenvalor positivo més pequenio de (2.24) y se
substituye pu; en (2.21) se tiene que

pulSpuu, = 1 (2.25)
1
s 2.26
{ TS (2.26)
1
R - (2.27)
Vui'Spu,
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2.5. Técnicas de ajuste

y con esto, nombrando 0t = puy la solucién queda

Algunas observaciones sobre el ajuste por distancia algebraica

Una de las ventajas de usar el ajuste por distancia algebraica es que se pueden
obtener soluciones satisfactorias a un bajo costo computacional, puesto que
los métodos son directos. Ademas, la normalizacién del vector de pardme-
tros aporta ciertas caracteristicas a la solucién, tales como la invarianza bajo
transformaciones euclideanas o la especifidad de elipse.

Pero en general, no se puede garantizar que los resultados siempre sean
satisfactorios. Existen al menos dos razones principales para sostener esto:

i) La funcién a minimizar es generalmente no invariante bajo transforma-
ciones euclideanas. Por ejemplo, la funcién con normalizaciéon F' = 1
no es invariante bajo traslaciones.

ii) Un punto puede contribuir a la estimacién de los parametros de manera
diferente dependiendo de su posicién en la cénica. Es decir, los métodos
basados en las distancias algebraicas tienden a ajustar mejor la cénica
a los puntos en las secciones de baja curvatura que en las secciones de
alta curvatura. Este problema es usualmente llamado sesgo por alta
curvaturae y fue observado por Ballard [2].

Para ilustrar el problema del sesgo por alta curvatura considere la cénica
Qlz,y) = Az + Cy* + F =0

con AC > 0; entonces la cdnica corresponde a una elipse. Sea po = (Zo, ¥o)
un punto fuera de la elipse y sea d la distancia del punto pg al centro de
la elipse. Se toma un punto p = (z,y) tal que esté sobre la elipse y que
pertenezca al segmento que va del centro a pog; a la distancia de p al centro
se le llamara c¢. Por la colinealidad de po y p se tiene que zp/yo = z/y de
donde zy = (2/y)yo entonces

Q(zo,90) = A2+ Cyl+F
= Alz/y)’y5 +Cyo+ F
= (w/y)*(Az® + Cy*) + F
= (Y/v)(~F)+F
= —F(lw/y)*-1)
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Y
o (%5, %)

,—F“’f— ’f—’*

7 d -

e / XY
// L o'l X
olv f

\\\_ﬁh_— 0

ya que (z,y) estd sobre la elipse. Por semejanza de tridngulos yo/y = d/c,

entonces

Q(zo,50) = —F((yo/y)? = 1) = —F((d/c)* - 1)

es decir que

Q(zo, y0)

A
c

Si se mueve el punto pg a lo largo de la elipse de manera que su distancia a
ésta siemnpre sea la misma, el cociente d/c no tendra el mismo valor en todas
la secciones de la elipse. Esto se debe a que el valor de ¢ es mayor en una
seccién de alta curvatura que en una de baja curvatura. En consecuencia,
el valor de la distancia de un punto a la elipse usando como métrica la
distancia algebraica no es el mismo para un punto que esta en una seccién de
alta curvatura que para un punto que esté en una seccién de baja curvatura,
aunque se encuentren a la misma distancia de la elipse con la métrica natural

de R2.
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2.5. Técnicas de ajuste

2.5.2 Ajuste por distancia geométrica

=n esta seccidén se verd una forma de minimizar la distancia geométrica de
lus puntos a la elipse, para lo cual serd necesario utilizar la representacion
paramdctrica de la elipse.

Sea X = {x1,X2,...,Xn} un conjunto de puntos en R?, £ una repre-
sentacion de la elipse y Dg(X, €) la distancia geométrica de los puntos a la
elipse, entonces se guiere encontrar la elipse tal que:

min Dg(X, €)

Lcelipse

Para abordar este problema se necesita de una representacién que garantice
que la solucién corresponda a una elipse. En la seccién anterior se vio que una
forma de garantizar la especificidad de elipse usando como representacién la
ecuacién general de segundo grado

Q(x;a) = Az* 4+ Bry + Cy* + Dz + Ey + F
es restringiendo el espacio de parametros de manera que se cumpla
4AC - B*=1

Otra posibilidad, es representar a la elipse por medio de sus ecuaciones pa-
ramétricas como sugiere Gander [13]

T = 2z +acosf

y = zz+bsenf

que en forma vectorial podemos escribir como

X =7+ a cosf
- b sen 6
donde 0 < 6 < 27x. Como los ejes puedan ser cualesquiera, se usaré la
representacion

x =+ Qlan(0) )

donde Q(«a) es la matriz de rotacién y y(#) es una matriz diagonal; ambas se

describen a continuacién
Coscx — sen &
SN @ COS @

cos 0
1o = ( 0 sene)
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2.5. Técnicas de ajuste

Entonces en términos de la representacién que se eligio la elipse queda
caracterizada de la siguiente manera:

la,a,b.z) - {xw) =z + Q(a)Y(6) ( Cb‘ ) ‘ 0<h< 27}

con lo que la distancia de un punto a la cénica se puede definir como:

De(xi: &l a,b,z)) = min Ip—x: I
pe
= min | p(d) - x; |?
Gk

Entonces dado el conjunto de puntos X se define la distancia de los puntos
a la elipse como:

Dc(X, &) = ZDG(th(a, a,b,2))

=1
min | p(6) —xy || +... + min | p(6) - xa [®

con lo que nuestro problema se puede escribir como

min Dg(X,€) = min De(X, (e, a,b,2))

Eeelipse (a.a,b,2)

e |2
Qrglglz (Z min || p(6) — i || )

1l
g
=
N
e
=y
=
|
ko

Si se define una funcién g; de la siguiente manera

g =% —2z— Q(a)v(6) ( Z )

entonces
(&rrr}ll?z De(X,&(a,a,b,2)) = |...,nll£xlabz)z | gi(b:, 2, a,b,2) ||

bna,0,b,2) ||

|
=3
5
ae
,Sb

donde g es un vector de 2n x 1
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Entonces se calculan las derivadas parciales de D¢ con respecto a 8;,
a,byz,donde j=1,...,nyk=1,2

0D¢ . 0

= Z)O‘T—&
99, — 08,
agi - NAD. a
dfij = '5ijQ(Q) i (91) ( b )
donde
1 L=
s={o 7]
Y
; _( —senf; O
v(8) = ( 0 cos f; )
(9’DG i T@gi
76 92¢. T 281
da ; & Ba
agi _ o a
08— Q) [y )
donde

Qlc) = ( —sena —cosa )

cosx — sen «

6DG _ n‘ T&gi
da ;2& da

B Q) ( ; )

aDG _ = Tagi
o ;2& ab

aDG n Tagi
= 2°'i - k=1.2
6zk =1 = azk
6gi 61!:
= — — 2
2o () k-2
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Entonces el gradiente de la funcién D¢ se puede expresar de la siguiente
nanera:

op. — ( 9a 0Dz 9D; OD; 8Dg ODg IDg )T
T\ oe T 98, da Ba Ob 0 Om
T ¢ n v T
; T dg; = T()gi
2 ( ZE:gi 55:‘ N }::bi 5;: )
= 3 2
_ 2i ( Oz Ogi" )T
= 801 ol R | 622 ol
agiT
L 801
= 2 : gi
=1 ogi"
aZQ
= ZZJiTgi = ZJgg
i=1

donde las J; son matrices de 2 x (n+5) con un sélo elemento distinto de Oay
en la i-ésima de las primeras n colurunas

- Qa6 5 )

— Q(a)7(6:) ( [1) ) ‘ — Qe)f) ( ) ) ‘ ( _01 ) ‘ ( —01 ))

y Jg es la matriz Jacobiana:

—Qn(G) - 0 —QnE) -Qm@e) -en® @) )

02x1

Jg = : - : : : : : :
0 o mQUE) QB @) —QW0) G ()
donde se han usado las abreviaciones @ para Q(a) y v para y(6;).
Dado que @ es ortogonal, la matriz U = —diag(Q(a)....,Q(a)) de 2n x
2n es ortogonal también, entonces
HE) 0 Q) m@) @) —QTEhH -7
Uldg=| © - : L z :
0 A @@ @) W@ -QTEhH -@T(¢))
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2.5. Técnicas de ajuste

donde Q es la matriz
S A
o-ao-( 3

Si se permutan las ecuaciones en la matriz anterior se obtiene la siguiente
estructura para la matriz Jacobiana

7 _ T o *(Z;S’ A
J=PU Jg)~< - B>

donde P es una matriz de permutacién, S = diag(sin 8;) y C = diag(cos ;)
son dos matrices diagonalesden x ny Ay Bsonden x 5y estdn definidas
por

A(i,1:5) = | —bsen 6; cosb 0 cosa  sina |
B(i,1:5) = [ acos¥; 0 sen §; —sen a cos o |

Entonces dado que

min Dg(X,£(0,a,a,b,2)) =  min || g(b,...,0na,a,b.2)|°
(v,a,b,2) 81,....0n,0,2,0,2)
si se cuenta con una aproximacién inicial x¢o = (89,...,6°,a% a% 6% 2°%) se
tiene que
min De(X, £(6, o, a,b,2)) ~|| g(6?,...,6°,a°%a% 6", 2°) + J°h ||
(a,a,b,2)
donde
61 6
6, 6
h= (0% - (0%
a a®
b B0
21 Z?
Z9 28

Esto da lugar al problema lineal
mhin | g°+ J°h |?
donde las ecuaciones normales
J—OT J°h = — J—oT go
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2.5. Técnicas de ajuste

se resuelven por factorizacién QR para encontrar x; = xg + h y asi suce-
sivamente hasta que la norma del residual || & [[?< € donde € > 0 es una
tolerancia.

Se pueden obtencr aproximaciones iniciales para w, a.b.z ajustando una
elipse por alguno de los métodos que minimizan la distancia algebraica. Por
ejemplo, se puede usar el método para el ajuste por distancia algebraica
sujeto a la restriccién 4AC — B? = 1 tomando ventaja del hecho de que con
fste siempre se obtienen elipses. Una vez calculados los coeficientes de la
cenacion general de segundo grado, se aplican las férmulas que aparecen a
continuacion para calcular los valores de ¢, a, b, z.

Entonces, dada la ecuacidn general de segundo grado

Az + Boy +Cy* + Dz + Ey+ F =0 (2.28)
se puede eliminar el término zy rotando los ejes con un angulo « tal que
1 B
@ = 5 tan_l (ﬁ) (229)
con lo que la ecuacién (2.28) se convierte en:
A2 +Cy*+Dx+ Ey+ F =0 (2.30)
donde
A" = Acos*(a) + C sen ?(«) + Beos(a) sen (a)

C' = Asen?*(a) + Ccos*(a) - Bcos(a) sen (a)
D" = Dcos(a) + E sen (@)

E'" = —Dsen (a)+ Ecos(a)

F' = F

si se completan cuadrados en (2.30) se obtiene el centro de la cénica trans-
formada

. D’
Zy, = -

! QA
~l j— D’
P o

aplicando de nuevo una rotacién para volver a los ejes originales se obtiene
el centro de cénica (2.28)



2.5. Técnicas de ajuste

Para calcular la longitud de los semiejes considere las siguientes ecuaciones

2 2
k= F=AZ-C',

- 2.33
(1 \ _-l/ | ( )
[l k|
b 2.34
/|o (234
Las aproximaciones iniciales para los angulos 4y, . . ., 8, se pueden obtener

usando la siguiente férmuta

T Y .
(9-:c' —]Il_] :1,.-.,n
b 'llg(a—r b) 7

donde ¢ es el elemento unitario de los complejos, arg es el argumento de un
nimero complejo y ' v y; resultan de la transformacién

(7)o (po2)
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Capitulo 3

Resultados experimentales

3.1 Introduccién

En este capitulo se examinan de forma experimental los métodos de ajuste
de elipses que se revicaron en el capitulo anterior. Se comparan las soluciones
que se obtienen de cada método bajo los siguientes experimentos: traslacion
o rotacion de los puntos, adicién de ruido a los puntos, ajuste con puntos que
pasan por wna hipérbola y ajuste con puntos que pasan por una elipse con alta
excentricidad. Con el objeto de facilitar la realizacién de los experimentos se
desarrollé un sistema’ en MATLAB [22] con el que se pueden ajustar elipses
usando cada uno de los métodos que se han revisado. El lector puede repetir
cada uno los experimentos haciendo uso del sistema y cargando los puntos
que se encuentra en el archivo que se indica.

De aqui en adelante, para facilitar la identificacién de los métodos se haré
la siguiente convencién:

e Paton: ajuste por distancia algebraica con restriccion || a [?= 1.
o Rosiu: ajuste por distancia algebraica con restriccion £ = 1.
e Gander: ajuste por distancia algebraica con restriccion A+ C = 1.

o DBookstein: ajuste por distancia algebraica con restriceion
A2+ B2+ %=

e Fitzgibbon: ajuste por distancia algebraica con restriccion
JAC — B? =1

Wer Apéndice C



3.2. Comparacion de los métodos

o (Geométrico: ajuste por distancia geométrica cnando la elipse se en-
cuentra definida en forma paramétrica.

3.2 Comparacién de los métodos

En los experimentos que se llevardn a cabo, se mediran algunas caracteristicas
geomeétricas en las elipses que se obtengan de aplicar cada uno de los métodos;
las caracteristicas geométricas que se van a medir son: las longitudes de los
semiejes y la excentricidad de la elipse.

e Invarianza. Se compararan las soluciones que se obtiene al aplicar una
transformacion rigida a los puntos de prueba para cada uno de los
métodos. El objetivo es observar si las longitudes de los semiejes de la
elipse cambian.

e Especificidad. Se examinaran las soluciones ¢ue se obtienen con puntos
de prueba que 1o estan sobre una elipse.

o Excentricidad. Se ajustardn puntos de prueba que siguen la forma de
una clipse con alta excentricidad para observar si se presentan diferen-
cias en las longitudes de los ¢jes.

e Ruido. Se adicionara ruido gaussiano para observar la estabilidad del
método asi como las variaciones que se presenten en las caracteristicas
geométricas de la elipse.

Las cantidades que se presentan en las tablas de resultados fueron truncadas
hasta la cuarta cifra decimal.

3.2.1 Invarianza

En la seccién (1.5) se probé que las cantidades A + C, B? —4AC y A? +
B?/2 + C? son invariantes bajo rotaciones, pero que F v || a ||? no presentan
este propiedad. Fitzgibbon [10] demuestra la invarianza del discriminante

3 Al A A A B AR Ty A2 1 B2/9 (2 y
pars. transforinaciones afines y la invarianza de A* 4+ B#/2 -+ ('* para trans-
formaciones de similitud.

En los experimentos de esta seceion se ajustard una elipse a unos puntos
de prueba para compatar las caracteristicas geométricas de la solncion que se
obtiene con las de la elipse que se ajusta a los puntos de prueba trasladados.
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3.2, Comparacidn de los métodos

Considere el experimento de ajustar una elipse los puntos de la tabla (3.1)
para compararla con la elipse que se ajusta al trasladar el origen a la coor-
denada (—6,6). Estos puntos de prueba fueron tomados de un experimento
reportado por Gander [13] y se encuentran en el archivo ptsinvi.txt.

A la elipse que se ajusta a los puntos de prueba se le llamard de “referen-
cia”, mientras que a la que se obtiene de trasladar los puntos se le llamara
“trasladada”.

]

n’ x|y
L|L1]|7
212|6
3|58
4 |77
519|5
6 6|7
7132
8 (8|4

Tabla 3.1: Coleccidon de puntos de prueba
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8.2. Comparacion de los mélodos

Elipse Centro Semieje | Semieje | Excentricidad
mayor | menor

Referencia | (4.5384,4.8348) | 4.0217 | 2.8634 0.7022
| Trasladada | (-1.4615,10.8348) | 4.0217 | 2.8634 0.7022

Figura 3.1: Resultados usando el método Gander
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$8.2. Comparacion de los métodos

4AC-B? = 1

Elipse Centro Semieje | Semieje | Excentricidad
mayor | menor

Referencia | (4.6360,4.7984) | 3.9099 | 2.9559 0.6546

Trasladada | (-1.3639,10.7984) | 3.9099 | 2.9559 0.6546

Figura 3.2: Resultados usando el método Fitzgibbon
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3.2. Comparacion de los métodos

A%+B%24+C%2 = 1

Elipse Centro Semieje | Semieje | Excentricidad
mayor | menor

Referencia | (4.1092,4.8723) | 4.6306 | 2.6141

Q| o
<ol oo

Trasladada | (-1.8907,10.8723) | 4.6306 | 2.6141

Figura 3.3: Resultados usando el método Bookstein
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32.2. Comparacion de los métodos

llall? = 1

T T T T T T
14+ [

Elipse Centro Semieje | Semieje | Excentricidad

mayor | menor
Referencia | (5.4378,4.2705) | 5.0971 | 2.8003

Trasladada | (-3.1364.10.7075) | 6.6158

0.8356
2.3878 0.9326

Figura 3.4: Resultados usando el método Paton
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3.2. Comparacion de los métodos

141 T T T N T T T T T

Elipse Centro Semieje | Semieje | Excentricidad
mayor | wmenor

Referencia | (5.4593,4.2604) | 5.1425 | 2.7886 0.8402

Trasladada | (-3.1480,10.7061) | 6.6343 | 2.3865 0.9331

Figura 3.5: Resultados usando el método Rosin
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3.2. Comparacion de los métodos

Como se puede ver en las grificas y tablas anteriores los métodos Gander,
Filzgibbon v Boosktein encuentran la misma elipse después de trasladar los
puntos. Por otra parte, en los mitodos Paton v Roswn la elipse para los
puntos trasladados no presenta la misma longitud en los senicjes.

En el siguiente ejemplo considere los puntos de prueba de la tabla (3.2),
los cuales se obtuvieron de forma experimental y se encuentran en el archivo
ptsinv2.txt. La transformacion que se aplica a los puntos de prueba de
este ejemplo consiste en trasladar el origen al punto (7,7) y rotar los ejes en
un angulo de /4.

X v
1 |-2.073733 | -3.801170
2 | 2.903226 | -1.929825
3 | -1.474654 | 1.461988
4| 0.046083 | 3.391813
5
6
7

1.6G58986 | 1.578947
1.520737 | -3.508772
2.764977 | -3.157895
8 | -1.612903 | -3.508772

Tabla 3.2: Coleccion de puntos de prueba

En las graficas y tablas que aparecen a continuacién de nueva cuenta se
observa que con los métodos Paton y Rosin se obtienen elipses con carac-
teristicas geométricas distintas cuando los puntos son transformados. Por
otra parte, con el método Fitzgibbon las elipses no cambian, tal como se
esperaba. No se incluyen las graficas correspondientes a los métodos Gander
y Bookstein pero como era de esperarse, las elipses no cambian.
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3.2, Comparacion de los métodos

llall® = 1

{ 1 T T T

2

4 6 8 10 12

Elipse Centro Seruieje | Semieje | Excentricidad
mayor | menor

Referencia | (0.1668,-0.9079) | 3.9124 | 2.7884 0.7015
Trasladada | (6.5474,6.6192) | 3.6680 | 3.2267 | 0.4755

Figura 3.6: Resultados usando el método Paton
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3.2. Comparacion de los métodos

o7

[l ] 1 1 i
4 6 8 10 12

-4

Elipse Centro Semieje | Semieje | Excentricidad
mayor | menor

Referencia | (0.1562,-0.8896) | 3.9021 | 2.8072 0.6946

Trasladada | (6.5463,6.6291) | 3.6942 | 3.2195 0.4904

Figura 3.7: Resultados usando el método Rosin
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8.2. Comparacién de los métodos

4AC-B%=1

I T T !

ok -

) ]

10 12

Elipse Centro Semieje | Semieje | Excentricidad
mayor menor

Referencia | (0.2067,-1.0029) | 3.8609 | 2.6575 0.7254

Trasladada | (6.4369.6.1445) | 3.8609 | 2.6575 0.7254

Figura 3.8: Resultados usando el método Fitzgibbon
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3.2. Comparacion de los métodos

En conclusion, la normalizacién del vector de parametros a por una
cantidad invariante bajo transformaciones euclideanas, es una de las carac-
teristicas mas importantes para el ajuste de elipses por distancia algebraica
va que aporta la capacidad de trasladar o rotar los puntos sin que la solucidn
se vea afectada por la posicion de los mismos en el plano.

3.2.2 Especificidad

Como se menciona en la seccién (2.5) algunos métodos algebraicos no garan-
tizan que la solucién corresponda a una elipse. Por ejemplo, con los métodos
Paton, Rosin, Gander y Bookstein se pueden obtener hipérbolas o parabolas
segun sea la forma que siguen los puntos que se quieren ajustar.

Por otra parte, el método Fitzgibbon, el cual incorpora la especificidad de
elipse, deja marginadas a todas las demas cénicas debido a que normaliza
la cantidad 4AC — B?. Con el método Geométrico también se obtienen
unicamente elipses, sin embargo este método no es directo y en algunos casos
no converge.

En el siguiente experimento considere los puntos de prueba descritos en
la tabla (3.3) los cuales siguen la forma de una hipérbola; estos puntos se
obtuvieron de forima experimental y se encuentran en el archivo ptsespl. txt.

n°® X v n® X y

1 [0.299539 | 3.508772 11 | 6.889401 | 9.619883
2 | 0.852535 | 3.654971 12 | 6.889401 | 8.187135
3 | 1.612903 | 3.976608 13 | 7.119816 | 7.865497
4 | 2.096774 | 3.830409 14 | 7.534562 | 7.660819
5 | 2.880184 | 3.596491 15 | 7.857143 | 7.660819
6 | 3.502304 | 3.333333 16 | 8.204931 | 7.456140
7 3.294931 [ 2.514620 17 | 8.732719 | 7.251462
8 | 3.087558 | 2.017544 18 | 9.009217 | 7.251462
9 | 2.857143 | 1.345029 19 [ 9.516129 | 7.280702
10 | 2.857143 | 0.409357 20 | 7.235023 | 8.947368

Tabla 3.3: Puntos de prueba

Las graficas de los ajustes por los seis métodos se muestran en la siguiente
pagina.
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3.2. Comparacidén de los métodos

Jlail® = 1 Fz1 A+C=1
J’l / /
]:Q—l-( } 'L
e J'\"—l-n/
+ No elipse +No efipse + Noelipse
AZ48%124C2=1 4AC-B= 1 Dist. Geom. (Gauss-Newton)
+No elipse

Figura 3.9: Cénicas que se obtienen para los puntos de la tabla (3.3)



3.2. Comparacion de los métodos

Los métodos Paton, Rosin, Gander y Bookstein encuentran una hipér-
bola que describe satisfactoriamente la forma que siguen los puntos. Estos
métodos resultan apropiados en este caso ya que pueden ajustar cualquier
tipo de conica. Por otra parte, los métodos Fitzgibbon y Geométrico tratan
de ajustar una elipse aunque el resultado no es satisfactorio.

Un segundo experimento se hard con puntos de prueba que siguen la forma
de una elipse alargada. Estos puntos se obtuvieron de forma experimental y
se encuentran en el archivo ptsesp2.txt.

]

n X y

1 | 1.382488 | 0.789474
2 | 9.147465 | 8.888889
3 |5.691244 | 4.122807
4 |7.211982 | 6.052632
o | 3.225806 | 1.959064
6 | 4.400922 | 3.011696
7 | 6.612903 | 5.263158
B [ 8.317972 | 7.719298
9 | 7.649770 | 6.608187
10 | 2.235023 | 1.228070

Tabla 3.4: Puntos de prueba
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8.2. Comparacion de los métodos

4AC-B? = 1

Elipse Centro Semieje | Semieje | Excentricidad
mayor | menor

(5.0847,5.2459) | 5.8343 | 1.1245 0.9812

Figura 3.10: Resultados usando el método Fiizgibbon
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3.2. Comparacion de los métodos

F=1
:

(b) Rosin
Aos@%24C = 1
Ll
o
.
d
&
U] 4 . A
=+ 3 «
2
1

(c) Cander (d) Bookstein

Figura 3.11: Hipérbolas con los puntos de la tabla (3.4)



3.2. Comparacion de los métodos

Después de hacer el ajuste de los puntos por cada método se obtuvieron
los siguiente resultados: el método Fitzgibbon se ajusta razonablemente a los
puntos siguiendo la forma eliptica de estos; por otra parte, los métodos Paton,
Rosin, Gander y Bookstein encuentran hipérbolas. En el caso del método
Geométrico después de 1000 iteraciones del método de Gauss—Newton no se
llegé a una solucion razonable.

2.2.3 Excentricidad

En muchos objetos de la naturaleza se encuentran formas similares a una
elipse y en ocasiones, segiu sea nuestro angulo de visién, se pueden observar
elipses con alta excentricidad. Por ejemplo, en la imagen que aparece abajo
se muestra un vaso cuyo borde corresponde a una elipse. Si se plantea el
problema de identificar la elipse que aparece en ¢l borde del vaso se¢ debe
tomar en cuenta que esta es considerablemente excéntrica.

Figura 3.12: Elipse excéntrica en el borde de un vaso

En esta seccién se va a experimentar con puntos de prueba que siguen la
forma de una elipse alargada. Considere los puntos que se muestran en la
tabla (3.5) los cuales fueron generados de forma experimental y se encuentran
en el archivo ptsexcenl.txt.
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3.2. Comparacidn de los métodos

n* X v

11 1.797235 | 0.614035
2 | 3.317972 | 2.134503
3 | 4.631336 | 3.421053
4 | 6.313364 | 5.000000
5 | 7.557604 | 6.257310
6 | 8.870968 | 7.573099
7 19.400922 | 8.040936
8 | 5.299539 | 3.976608
9 | 5.230415 | 4.795322
10 | 6.589862 | 6.111111

Tabla 3.5: Puntos de prueba
A continuacién se presentan las graficas de los ajustes por los métodos

Paton, Gander, Bookstein, Fitzgibbon y Geométrico para estos puntos. Se
omite el método Rosin ya que este encuentra una hipérbola.
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3.2. Comparacién de los métodos

llall® = 1

Elipse Centro Semieje | Semieje | Excentricidad
mayor | menor
(7.4833,6.5863) | 14.2293 | 0.2976 0.9998

Figura 3.13: Resultados usando el método Paton
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3.2. Comparacion de los métodos

Elipse Centro Semieje | Semieje | Excentricidad
mayor | menor
(5.3999,4.5379) | 14.3211 | 0.2957 0.9998

Figura 3.14: Resultados usando el método Gander
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3.2. Comparacién de los métodos

Elipse Centro Semieje | Semigje | Excentricidad
mayor | menor
(5.3983,4.5364) | 14.3449 | 0.2957 0.9998

Figura 3.15: Resultados usando el método Bookstein
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3.2. Comparacion de los métodos

4AC-R? = 1

1 T ] T T { }

L } ) 1 1 1 )

0 2 4 6 8 10 12

Elipse Centro Semieje | Semieje | Excentricidad
mayor | menor
(5.6283,4.7503) | 8.5385 | 0.3053 0.9994

Figura 3.16: Resultados usando el método Fitzgibbon
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8.2. Comparacién de los métodos

Geomélrico (Gauss-Newton)
[ 1 1 1 1 {

10k

Elipse Centro Semieje | Semieje | Excentricidad
mayor | menor

(4.0581,3.2398) | 16.3806 | 0.2995 0.9998

Figura 3.17: Resuvltados usando el método Geométrico

Como se pudo observar, la excentricidad de las elipses ajustadas por cada
uno de los métodos no varia demasiado. Por otra parte, se encontré que la
longitud del semieje mayor para la elipse del método Fitzgibbon fue conside-
rablemente menor a las longitudes encontradas para las demsés elipses.
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3.2. Comparacion de los métodos

Considere los puntos de prueba de la tabla (3.6} los cuales se eligicron
experimentalmente de manera que se encuentren cerca de uno de los vértices,
con la finalidad de analizar el comportamiento de los métodos en secciones
de alta curvatura; estos sc encuentran en el archivo ptsexcen2. txt.

n° X v

1 | 1.405530 | 1.461988
2 | 1.382488 | 1.725146
3 | 1.428571 | 2.017544
4 | 1.451613 | 2.222222
o | 1.566820 | 1.374269
6 | 1.751152 | 1.432749
7 |1.935484 | 1.578947
8 [2.073733 | 1.666667
9 | 2.304147 | 1.842105
10 ] 1.589862 | 2.485380

Tabla 3.6: Puntos de prueba
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38.2. Comparacién de los métodos

llall® = 1

35 -

25F-

0.5 1 1.5 2 25 3 35 4

Elipse Centro Semieje | Semieje | Excentricidad
mayor | menor
(2.4559,2.9362) | 1.8014 | 0.5503 0.9939

Figura 3.18: Resultados usando el método Paton
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3.2. Comparacién de los métodos

3
Elipse Centro Semieje | Semieje | Excentricidad
mayor | menor
(2.1194,2.4405) | 1.1817 | 0.4836 0.9124

Figura 3.19: Resultados usando el método Rosin
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3.2. Comparacidn de los métodos

8.5

55

45

35

25

1.5

A+C =1

Elipse Centro

Semieje
mayor

Semieje
menor

Excentricidad

(3.2024,3.9929)

3.1124

0.6803

0.9758

Figura 3.20: Resultados usando el método Gander
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3.2.

Comparacion de los métodos

A%4B224C% = 1

L T [} T

T

T T

0
Elipse Centro Semieje | Semieje | Excentricidad
mayor | menor
(4.0790,5.2575) | 4.6582 | 0.8104 0.9847

Figura 3.21: Resultados usando el método Bookstein
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3.2. Comparacion de los métodos

4AC-B? =1

! r
35fF -
3_. e =
BBF- e s fge e T .
2k 4
Py U S _

! - . . ; X

1 15 2 25 3 35

Elipse Centro Semieje | Semieje | Excentricidad

mayor | Immenor
(2.2083,2.5571) | 1.3387 | 0.4992 0.9279

Figura 3.22: Resultados usando el método Fitzgibbon
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3.2. Comparacion de los métodos

Geomélrico (Gauss-Newlon)

[ L AL B

18 1

16 .

14-

12F 5

10 ‘
o 1
] |
a I | | | I_

-2 0 “ 18 18

Elipse Centro Semieje | Semieje | Excentricidad

mayor | menor
(7.1552,10.0965) | 10.3968 | 1.1734 0.9936

Figura 3.23: Resultados usando el método Geométrico

En este experimento se observa que con el método Geométrico se encuen-
tra una elipse més alargada que las que se obtuvieron por los otros métodos
y que los puntos se encuentran més cercanos a ésta; este comportamiento se
debe a que este método minimiza la distancia geométrica. Es decir, se puede
observar que minimizar la distancia algebraica de los puntos a la clipse en
las secciones de alta curvatura puede no ser satisfactorio.
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3.2. Comparacion de los métodos

3.2.4 Ruido

Por Qltimo se analizara el comportamiento de los métodos respecto a la
presencia de ruido o perturbacién de los datos. Para este experimento se
tomaron 32 puntos sobre Ja elipse de referencia

292% — 42zy + 29y* — 800 = 0

y fueron perturbados agregando ruido gaussiano en cada una de sus coor-
denadas. Los puntos que pertenecen a la elipse se encuentran en el archivo
ptsruidola.txt mientras que los puntos perturbados estin en el archivo
ptsruidolb.txt. A continuacién se comparan la elipse de “referencia” (linea

continua) con la “obtenida” al perturbar los puntos (linea discontinua) para

cada uno de los métodos.

[s]

n° X v n X y

1 | -6.893903 | -7.224117 17 | 7.071068 | 7.071068
2 | -6.113516 | -7.559075 18 | 6.368196 | 7.492039
3 | -5.089403 | -7.592676 19 | 5.411443 | 7.614326
4 | -3.862391 | -7.323582 20 | 4.238954 | 7.433054
O | -2.481398 | -6.762519 21 | 2.897471 | 6.955450
6 |-1.001479 | -5.931856 22| 1.440475 | 6.200554
7 | 0.518366 | -4.864709 231 -0.073948 | 5.198461
8 | 2.017544 | -3.603621 24 | -1.585424 | 3.989122
9 | 3.436290 | -2.198868 25 | -3.033693 | 2.620749
10 | 4.718042 | -0.706453 26 | -4.361018 | 1.147896
11| 5.811700 | 0.814126 27 | -5.514484 | -0.370721
12 | 6.673664 | 2.302248 28 | -6.448104 | -1.874558
13| 7.269571 | 3.698587 29 | -7.124659 | -3.303663
14 | 7.575662 | 4.947475 30 | -7.517177 | -4.601060
15 | 7.579736 | 5.999123 31 | -7.610008 | -5.715028
16 | 7.281629 | 6.811604 32 | -7.399452 | -6.601156

Tabla 3.7: Puntos en ptsruidola.m
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3.2. Comparacién de los métodos .

llali? = 1

=2F

-10

Elipse Centro Semieje | Semieje | Excentricidad
mayor | menor

Referencia (0,0) 10 4 0.9165

Obtenida | (0.1729,0.0263) | 10.0645 | 4.1033 0.9131

Figura 3.24: Resultados usando el método Paton
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8.2. Comparacion de los métodos

Elipse Centro Semieje | Semieje | Excentricidad
mayor | menor
Referencia (0,0) 10 4 0.9165
Obtenida | (0.1724,0.0265) | 10.0634 | 4.1046 0.9130

Figura 3.25: Resultados usando el método Rosin

70



3.2. Comparacién de los métodos

A+C =1

8} : e

6 =

4_

2_

0_

=2F:

4+

Py R L

B , (
-10 -8 -b -4 -2 0 2 4 6 8 10
Elipse Centro Semieje | Semieje | Excentricidad

mayor menor
Referencia (0,0) 10 4 0.9165
Obtenida | (0.1897,0.0377) | 10.1506 | 3.9206 0.9224

Figura 3.26: Resultados usando el método Gander
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3.2. Comparacién de los métodos

A%4B%24C% = 1

-2

4

-8

_8-.-‘.

-10

Elipse Centro Semieje | Semieje | Excentricidad

mayor | menor

Referencia (0,0) 10 4 0.9165
Obtenida | (0.1934,0.0404) | 10.2401 | 3.8878 0.9251

Figura 3.27: Resultados usando el método Bookstein
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3.2. Comparacion de los métodos

4AC-B% = 1

gl T ; ] T T T T .'ﬂé‘--- e o
6_

4_

2_

0_

-2t

_4_

-6 :

e St : - L A
10 -8 6 -4 -2 0 2 4 6 8 10
Elipse Centro Semieje | Semieje | Excentricidad

mayor | menor

Referencia (0,0) 10 4 0.9165
Obtenida | (0.1793,0.0305) | 9.8956 | 4.0243 0.9136

Figura 3.28: Resultados usando el método Fitzgibbon
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8.2. Comparacidn de los métodos

Geométrico (Gauss-Newton)

Elipse

Centro

Semieje
mayor

Semieje
menor

Excentricidad

Referencia

(0,0)

10

4

0.9165

Obtenida

(0.0647,0.0206)

10.2606

3.8276

0.9278

Figura 3.29: Resultados usando el método Geométrico
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3.2. Comparacion de los métodos

En este ejemplo se observa que los elementos que describen las carac-
teristicas geométricas de la elipse no presentaron grandes desviaciones cuando
se ugregd ruido a los puntos. En éste y otros experimentos similares, se
observé que la presencia de ruido no afecta demasiado las caracteristicas
geométricas de la elipse siempre y cuando los puntos se encuentren distribui-
dos a lo largo de toda ésta. Cuando los puntos solamente abarcan una regién,

las diferencias pueden ser mas drasticas. Veamos un ejemplo.

Considere los puntos de prueba que se muestran en la tabla (3.8). Estos
puntos estan distribuidos en la seccién de alta curvatura de la elipse

742? — 1402y + 74y — 576 =0

cuya excentricidad es e = 0.986. Con la finalidad de observar como afecta
el ruido cuando los puntos se encuentran en una regién de alta curvatura los
puntos de prueba fueron perturbados agregando ruido gaussiano a cada una
de sus coordenadas. Los puntos de prueba y los perturbados se encuentran en
Jos archivos ptsruido2a.txt y ptsruido2b.txt respectivamente. Abajo se
muestran los puntos originales y en las siguientes paginas se ven las gréficas
de los ajustes para cada uno de los métodos; las elipses graficadas con linea
continua se identificardn con el nombre de “referencia” y las elipse graficadas
con linea discontinua se identificaran con el nombre de “obtenida”.

=]

n X y

1 | 8.485281 | 8.485281
2 | 8.035180 | 8.597102
3 | 7.264741 | 8.366182
4 | 6.204680 | 7.801730
5 | 4.897258 | 6.026247
G | 3.394507 | 5.774637
7 | 1.756605 | 4.39281
8 [ 5.224889 | 2.726102
9 | 6.478402 | 4.292694
10 | 7.473641 | 5.688149
11 | 8.170029 | 6.856836
12 | 8.542468 | 7.752162
13 | 8.573446 | 8.338434

Tabla 3.8: Puntos de prueba
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38.2. Comparacidn de los métodos

(lail® = 1

Elipse Centro Semieje | Semieje | Excentricidad
mayor | menor
Referencia (0,0) 12 2 0.9860
Obtenida | (6.9894,5.9691) | 5.7896 | 2.2046 0.9247

Figura 3.30: Resultados usando el método Paton
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3.2. Comparacién de los métodos

Elipse Centro Semieje | Semieje | Excentricidad
mayor | menor
Referencia (0,0) 12 2 0.9860
Obtenida | (7.0793,5.9415) | 6.1575 | 2.2002 0.9340

Figura 3.31: Resultados usando el método Rosin
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3.2. Comparacion de los métodos

A+C =1

Elipse Centro Semigje | Semieje | Excentricidad
mayor | menor
Referencia (0,0) 12 2 0.9860
Obtenida | (5.3695,5.1159) | 4.4284 | 1.9419 0.8987

Figura 3.32: Resultados usando el método Gander
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3.2. Comparacion de los métodos

AZ4B224C% = 1

Elipse Centro Semieje | Semieje | Excentricidad
mayor | menor
Referencia (0,0) 12 2 0.9860
Obtenida (4.9651,4.6795) 5.1711 | 1.9055 0.9296

Figura 3.33: Resultados usando el método Bookstein

ESTA TESIS NO SAT®
DE LA BIBLIOTECA
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3.2. Comparacion de los métodos

4AC-B? = 1

-0 8 6 4 -2 0 2 4 6 8 10
Elipse Centro Semieje | Semieje | Excentricidad
mayor | menor
Referencia (0,0) 12 2 0.9860
Obtenida | (5.6963,5.4673) | 3.7825 | 2.0482 0.8407

Figura 3.34: Resultados usando el método Fitzgibbon
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3.2. Comparacion de los métodos

Geométnico (Gauss-Newlon)

T T T T T T T T T o3 N
8t ‘ Ty o
6 - -
4 - e
2_ -
oF ..
2k £er .
4 _
] _
8} d
-10 10
Elipse Centro Semieje | Semieje | Excentricidad
mayor | menor
Referencia (0,0) 12 2 0.9860
Obtenida | (1.8934,1.2954) | 9.9914 | 2.0700 0.9783

Figuwra 3.35: Resultados usando el método Geométrico

Para los métodos Paton y Rosin se observa que las elipses cambiaron por
completo, mientras que con Gander, Bookstein y Fitzgibbon se obtuvieron
elipses menos alargadas. Para el método Geométrico la elipse obtenida es
aceptable. Nuevamente se observé que los métodos basados en la distancia
algebraica no resultan apropiados para el ajuste de elipses cuando los puntos
pertenecen a las secciones de alta curvatura. En estos casos se obtienen
mejores resultados aplicando un método basado en la distaucia geormétrica.
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Conclusiones

En esta tesis se estudié el problema del ajuste de elipses. Se comenzd
mostrando las diferentes formas en que se puede representar esta curva. De
las representaciones, la ecuacién general de segundo grado fue el modelo que
se adopto para llevar a cabo el ajuste por distancia algebraica y se pudo sacar
ventaja de la forma en que se tienen los parametros a estimar. Por otra parte,
para el ajuste por distancia geométrica la representacién que usamos fue la
paramétrica ya que de esa manera es mas sencillo minimizar esta distancia
usando minimos cuadrados no lineales.

El estudiar las cantidades que resultan invariantes bajo transformaciones
euclideanas y las que no, sirvié para entender el comportamiento de la
solucién que se obtiene en el ajuste por distancia algebraica. De esta manera,
es mas sencillo ver porque normalizar con una cantidad que es invariante con-
tribuye a que el ajuste también sea invariante. Por ejemplo, en el caso de
la restriccién que propone Fitzgibbon [9] el ajuste no sélo resulta invariante
bajo transformaciones euclideanas, si no que también es especifico de elipses
y esto es una consecuencia directa del hecho de que se esta forzando a que el
discriminante resulte positivo.

En los experimentos del tercer capitulo se pudo comprobar como los
métodos que no son invariantes encuentran elipses distintas cuando los pun-
tos son transformados. También se pudo ver como el método propuesto por
Fitzgibbon siempre encuentra una elipse a pesar de que los puntos no sigan
una forma eliptica.

Otro comportamiento que se pudo observar con estos experimentos fue el
sesgo por alta curvartura que presentan los métodos de ajuste por distancia
algebraica. Se vio que con la distancia algebraica los puntos contribuyen de
manera diferente a la estimacién de los pardmetros segiin sea su posicién
en la cénica. Por esta razén, la distancia algebraica deja de ser una buena
aproximacién de la distancia geométrica en las secciones de alta curvatura.

Con ayuda del sistema que se desarrollé en MATLAB como parte de este
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3.2. Comparacion de los métodos

trabajo, el lector puede llevar a cabo sus propios experimentos o bien repetir
los que se han incluido para confirmar los resultados que se obtuvieron en
este trabajo.

En la actualidad el problema del ajuste de elipses continda siendo tema
de investigacidén en diversas areas y constantemente se publican articulos en
revistas especializadas sobre éste. Aunque ya existen una gran cantidad de
aplicaciones, surgen otras nuevas en areas como la ortopedia o la medicina.

Este trabajo puede servir de introduccién y referencia a aquellas personas
que estén interesadas en el ajuste de elipses para aplicaciones como la grafi-
cacién por computadora o el reconocimiento de patrones, o bien, para el
ajuste de datos en otras éreas.

Cualquier comentario o duda acerca de este trabajo serd muy bien recibi-
do. Mi direccién de correo electrénico es: asd2ben@ciencias.unam.mx.
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Apéndice A

Minimos cuadrados

A.1 Introduccion

El método de minimos cuadrados resuelve el problema de ajustar sobre un
conjunto de puntos (zy, 1), (Z2,¥2), - -, (Tn, Yn) en el plano, una forma fun-
cional especifica y = f(z). La historia de los m{nimos cuadrados se remonta
a principios del siglo X1X cuando el gran matemaético alemén Car! Friederich
Gauss (1777-1855) buscaha determinar la érbita del recién descubierto aste-
roide Cerss! (por equivocacién, en un principio fue llamado planeta) a partir
de las observaciones obtenidas por el astrénomo italiano Piazzi de Palermo
en un periodo de 41 dias.

Gauss resolvié tedrica y numéricamente el problema de la determinacién
de las orbitas y desarrollé los fundamentos generales para la utilizacién de
datos provenientes de muchas observaciones. Por medio de las ecuaciones
obtenidas por él se pudo calcular con precisién la érbita de Ceres. Desde
entonces la metodologia utilizada por Gauss se conoce con el nombre de
método de minimos cuadrados.

La aplicacién mas clasica de este método es el ajuste polinomial (o re-
gresién polinomial), que consiste en suponer que los datos guardan una
relacién del tipo

y.=plz) p(z)€P"

'El asteroide Ceres fue descubierto por el astrénomo Piazzi de Palermo (1746-1826)
en 1801 y bautizado por Johanu Bode (1747-1826), director del observatorio de Berlin,
quien lo identificé originalmente como un planeta. La confusién pudo deberse a que la
regla. de Titus-Bode predecia la existencia de una planeta a casi la misma distancia a la
que se encuentra Ceres del Sol.




A.2. Ajuste lineal por minimos cuadrados

y el objetivo es encontrar los coeficientes de p(z) que determinen la mejor
aproximacién. Aqui veremos que existen al menos dos maneras posibles de
calcular esos parametros, una apoyandonos del calculo y la otra del algebra
lineal, ademés abordaremos el problema de los minimos cuadrados lineales en
general v mencionaremos algunas de las técnicas méas utilizadas para resolver
este problema. Comenzamos exponiendo las ideas basicas del ajuste lineal
de datos.

A.2 Ajuste lineal por minimos cuadrados

Supongamos que se tiene el siguiente conjunto de puntos

$1|$2‘...‘I‘n
vy |- | m

los cuales vistos sobre el plano aparecen asi:

Figura A.1: Nube de puntos

Se busca ajustar una recta a estos puntos. Pensando de manera un poco
ingenua, podriamos decir que existen muchas rectas dando el aspecto de
ajustar bien a los datos pero jcuél de todas ellas es la mejor? No seria fécil
decidirlo a simple vista. Es aqui donde surge la necesidad de contar con
algtn criterio que nos permita. escoger a la mejor recta, la recta “ideal”.

Si pudiéramos hallar a y b tales que

yi— (az; +b) =0 (A.2)
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A.2. Ajuste lineal por minimos cuadrados

para toda 7 no dudariamos en que se ha encontrado la mejor recta. Por
supuesto esto solo es posible si los puntos (z;,y;) estdn alineados. Al valor
absoluto de (A.2) le llamaremos residual (7;).

59

— AESIDUAL

Figura A.2: Residuales

El problema de los minimos cuadrados consiste en minimizar la suma de
los cuadrados de los residuales. En el caso del ajuste lineal deseamos hallar
el minimo de la funcién

27 Z —az; — b)? (A.3)

i=1

donde r; representa el i-ésimo residual. Ocupando la herramienta que el
célculo diferencial nos proporciona podemos hallar los pardmetros a y b que
minimizan f. Para ello derivamos (A.3) respecto de a y b, igualamos a cero
y resolvemos el sistema de ecuaciones que resulta tal como se muestra a
continuacion.

a n

%Z(’y axr; —b *22 —a.’Ei—b)l'i:O

=1

zn:xiti—a.i:x?—bi:.u.;:o (A4)
i=1 im1 i=1
zn:('g az; — b)? =~QZ ,—ar; —b) =0

=]

SIS
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A.2. Ajuste lineal por minimos cuadrados

zn:yi—azn:xi—nbzo (A.5)
=1 i=1

de (A.5) encontramos que

b=179—ak (A.6)
con lo que substituyendo (A.6) en {A.4) hallamos que

n
E Y — NTY
i=1

a = (A7)

n

E :cf — ng?

=1

Asi quedan determinados los pardmetros a y b a partir del conjunto de
puntos satisfaciendo la condicién de que la suma de los cuadrados de los
residuales es minima. Podemos afirmar lo anterior puesto que Z = (a,b) es
un punto critico de la funcién f que cumple con

pV2f(Z)pt >0 peR* (A.8)

es decir, la forma cuadrética en (A.8) es positiva definida por lo que satisface
la condicién de minimo para extremos locales?. Verifiquémos este hecho

2La notacién V2 f(z) representa la matriz simétrica de las segundas derivadas parciales
de f en z a la cual se le da el nombre de Hessiano de f en z o matriz Hessiana de f en z.
Sea f: A CR"* - R definimos el Hessiano de la funcién f en x como

. o2 f
2000, —
v f(I)U - aIian

Sea T € A un punto critico de f entonces:

Si la forma cuadritica V2 f(Z)z’ es positiva definida, f tiene un minimo
local en z.

Si la forma cuadrética V2 f(Z)z’ es negativa definida, f tiene un maximo
local en z.
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A.2. Ajuste lineal por minimos cuadrados

realizando los célculos correspondientes.

=1 i=1 ( D )
ZIi 2n &
i=1

pVf(@pt = (p p2)

= (PlZI?JFPQZIi ) PlZIi+nP2) (p1>
i=0 i=0 =0 P2

= pl Z z} + 2pipe Z z; + npj
=0 i=0

n

Y (mz+p)* >0

=0

la forma cuadrética en (A.8) es positiva definida.

De esta manera queda comprobado que Z = (a,b) es el minimo de la
funcién f.

Ejemplo A.1 Ajuste lineal por minimos cuadrados

Ahora aplicaremos los resultados obtenidos hasta el momento para llevar a
cabo un ajuste lineal por minimos cuadrados. Obtendremos los parametros
oy bde larecta a ajustar a partir de las férmulas (A.6) y (A.7) que aparecen
en las paginas anteriores. Supongamos que se cuenta con los siguientes datos:

343842 |58
y|56[49]53][51] | 6.2

Realizando los célculos encontramos que:

Q1 >

2]49 51
1]61]58

5.3
6.3
a=06049  b=28573

por lo que la recta de minimos cuadrados es:

y = 2.8573 + 0.6049z
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A.8. Las ecuaciones normales

Figura A.3: Ajuste Lineal

Como se puede ver en este ejemplo una vez desarrollada la teorfa resulta
muy sencillo poner en practica el ajuste lineal. A continuacién veremos otra
manera de minimizar los residuales, andloga a la que acabamos de ver, pero
desde el enfoque del dlgebra lineal.

A.3 Las ecuaciones normales

Supongainos nuevamente que se cuenta con un conjunto de puntos

2 2] | 2m
ni vl | ym

y buscamos ajustar un polinomio de grado n — 1 por minimos cuadrados a
tal conjunto. Para cada una de las parejas (z;,y;) planteamos la ecuacién
Yi = an12 "+ an 02?2 + ...+ a17; + ap. De las m parejas de puntos
obtenemos un sistema de m ecuaciones y n incégnitas tal como el que aparece
a continuacién:

(A.9)

- 2
Qn T ! + 00z} + . FaTta = Y
- 2
Qpo1Th Ly On_oZy “ 4 ... +a@1Za+a = 1o
| | (A.10)
n 1T a9 2+ T G0 = Ym
donde a,_1, ..., ap son las incégnitas. Si el niunero de ecuaciones es mayor

al de incégnitas se dice que el sistema estd sobredeterminado. En general un
sistema sobredeterminado no tiene solucidn.
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A.8. Las ecuaciones normales

Llamemos A a la matriz de coeficientes y b al vector columna de res-
puestas®. El sistema en (A.10) es equivalente a la ecuacion matricial

n—1 n—2 Ap_1
z) ) T s Yt
n—1 n-2 n—
Ty ) Ty _ | e
' a
n—1 n—2 1
o T, Tm 1 a0 Um

mientras que al vector columna de residuales lo llamaremos r, en la notacién
matricial tenemos

r=b—-Ax (A.12)

dado que, en general, el sistema (A.11) no tiene solucién, debemos plantear
el problema de manera diferente, esto es, buscamos

min || b — Ax || (A.13)
de (A.13) conviene expresar

| b— Ax |3 (b— Ax){(b — Ax)

i

= b'b-2x'A'b + x'AtAx
con célculo diferencial podemos hallar el minimo resolviendo
8 t t Al t Al
— (b'b — 2x*'A'b + x*A'Ax) =0
ox
—2A'b +2A'Ax =0
A'Ax=A'b (A.14)

al sistema de ecuaciones en (A.14) se le conoce con el nombre de ecuaciones
normales.

La matriz B = A'*A es simétrica y positiva definida. El método més
comiin de resolver un sistema de ecuaciones de este tipo es usar la facto-
rizacién Cholesky para B = R'R donde R es triangular superior. De esta
manera (A.14) se convierte en:

R'Rx = A'b

3En la ecnacion az; + b = y; a y; se le conoce como respuesta.
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A.8. Las ecuaciones normales

se resuelve
R'w = A'b para w

y por dltimo

Rx=w para x

Ejemplo A.2 Ajustando un polinomio de quinto grado por minimos cuadra-
dos usando la factorizacion de Cholesky

Con ayuda de MATLAB hicimos una pequefia implementacién. El cédigo es
el siguiente:

x=[-4.4009,...,3.9862]
y=[-4.2690,...,0.9942]

A=[x."5 x.”74 x.”3 x.”2 x ones(length(x),1)]
B=A’=*A

R=chol (B)

w=inv(R’)* (A’ *y)
parametros=inv(R) *w;

la variable parametros contiene los coeficientes del polinomio de quinto
grado. En la tabla se muestran los puntos que se usaron para este ejem-
plo.

-4.4009 | -4.2690 | -3.8018 | 0.2339
-1.4055 | 1.6374 | -0.6221 | -2.8070
0.8986 | 3.5673 | 1.4747 0

2.7189 | -4.9123 | 3.9862 | 0.9942
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A.3. Las ecuaciones normales

En la grafica se ven el polinomio y los puntos

Figura A.4: Polinomio de quinto grado

Las ecuaciones normales siempre tienen solucion y resuelven exactamente
el problema de los minimos cuadrados. Sin embargo, la principal desventaja
al utilizarlas es que condicién de la matriz A*A es a menudo grande, siendo
del orden del cuadrado de la condicién de A. Por este motivo las ecuaciones
normales no se recomiendan como una buena aproximacién al problema de
minimos cuadrados. Los métodos més confiables estan basados en factori-
zacién de matrices usando matrices ortogonales. Estos son més caros, pero

producen soluciones més exactas.
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A.4. La factorizacion QR

A.4 La factorizaciéon QR

La factorizacién QR permite obtener una solucién al problema de minimos
cuadrados que serd en la mayoria de los casos més exacta que la propor-
cionada por las ecuaciones normales. Al calcular la factorizaciéon QR re-
ducida de A obtenemos A = QR, donde Q es una matriz ortogonal? y R es
un matriz tringular superior. Entonces (A.11) se convierte en

QRx=b
multiplicando en ambos lados por Qf obtenemos

Rx =Q'
se resuelve el sistema triangular superior

Rx =y donde y=Q'
La ventaja de usar la descomposicién QR es que preserva la norma de la
solucién por el hecho de que Q es ortogonal, es decir:
min || b — Ax [} = min | b - QRx |3

= min | QQ‘b — QRx |}

= min || Q(Q'b — Rx) |}
min | Q 3] Qb — Rx [}
min || Qb — Rx ||3

Ejemplo A.3 Ajustando un polinomio de sexto grado por minimos cuadra-
dos mediante factorizacion QR

El ejemplo que se muestra a continuacién lo implementamos en un pequeflo
script de MATLAB; el cédigo es el siguiente:

x=[0.6936;...;1.6871]

y=[-4.4483;...;1.1672]

A=[x.76 x.75 x.74 x.73 x.”2 x ones(length(x),1)]
[q,r]1=qr(A,0)

parametros=inv(r)*(q’*y)

4Una matriz Q de n x n se dice ortogonal si Q'Q =1, ie || Q|3=1
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A.4. La factorizacion QR

la variable parametros contiene los coeficientes del polinimio de sexto grado.
Como se puede observar resulta relativamente sencillo implementar el ajuste
polinomial; no es dificil ver de que manera hay que modificar la matriz a

para ajustar polinomios de otros ordenes.

Los puntos para este ejemplo son:

X v | X v
0.6936 | -4.4483 | -15.7089 | -5.3149
-18.0208 | -1.5542 | 12.8609 | -4.3188
-9.4079 | 0.9624 | 2.9191 | 5.5885

9.3372 | 0.2037 | 13.1647 | 8.8715
3.3268 | -2.5286 | 5.1208 | 12.6913
0.5089 |-10.2788 | 1.6871 | 1.1672

El polinomio se ve de la siguiente forma

Figura A.5: Polinomio de sexto grado
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Apéndice B

Minimos cuadrados no lineales

B.1 Introduccién

Un problema muy comiin es el de ajustar una funcién matemadtica a algunos
datos experimentales variando los pardmetros de la funcién. Sobre bases
tedricas o empiricas se selecciona un modelo F(x,z) donde z es el vector
de las variables independientes y x el vector de los n pardmetros que seran
ajustados hasta lograr que los datos sean explicados correctamente. Estas
son las variables del problema.

Supongamos que se hacen m repeticiones de un experimento y que para
cada z; se obtiene una correspondiente y;. La mejor F(x,z) que ajuste a los
datos sera aquella en la que la diferencia entre los datos observados y los
datos predecidos sea minima.

ri(x) = F(x,2z;) — ¥ i=1,...,m
Como lo hicimos en el apéndice A, al valor absoluto de esta diferencia le
llamaremos residual.

El problema de los minimos cuadrados no lineales consiste en encontrar
el minimo global de la suma de los cuadrados de m funciones no lineales; es
decir,

2
win R(x) ;T (x) =l r(x) I 3

donde 7(x) : R* — R™ = [r)(x),...,7m(x)]" es el vector de residuales y cada
ri{x),1=1,...,m, es una func1on no lineal de R™ en R.
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B.2. Solucion numérica del problema

Esto nos conduce al sistema de ecuaciones no lineales

F(x,z1) = un
F(x,z2) = u (B.1)
F(X)Zm) : Ym

en el que generalmente m es mayor que n. Este sistema sobredeterminado
no tiene una solucién exacta pero es posible hallar una solucién aproximada
resolviendo el problema de los minimos cuadrados no lineales.

B.2 Solucién numérica del problema

El punto de partida para los algoritmos especializados en minimos cuadrados
no lineales es el método de Newton.

(TeJk + Si)pie = —Jific (B.2)

Xk41 = Xk 1 Pk (B.3)

El principal problema de aplicar el método de Newton es el calculo del
término Sy que involucra la evaluacién de mn(n + 1)/2 segundas derivadas.
De aqui se desprenden dos clases de algoritmos: aquellos que ignoran el
término Sy que son llamados algoritmos de residual pequerio y aquellos que
lo aproximan de alguna manera los cuales son llamados algoritmos de residual
grande. Los métodos de Gauss-Newton y Levenberg-Marquardt correspon-
den a aquellos que ignoran el término Sy, comenzaremos explicando estos
métodos.

B.2.1 El método de Gauss-Newton

Ignorando el término Sy en la ecuacién (B.2) esta se convierte en

Jidepi = —Jifi (B.4)
que junto con

Xp41 = Xk + Pk (B.5)

definen el método de Gauss-Newton. Debido al mal condicionamiento de las
ecuaciones normales en (B.4) se recurre a la factorizacién QR para resolver
dicho sistema.
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B.2. Solucién numérica del problema

B.2.2 El método de Levenberg-Marquardt

El algoritmo de Levenberg-Marquardt es un algoritmo iterativo de opti-
mizacién en el que el método de iteracién presenta una ligera modificacién
sobre el método tradicional de Newton.

Este método evita las dificultades que el método de Gauss-Newton ex-
perimenta cuando a lo largo del proceso iterativo, en algiin punto, la matriz
Jacobiana no tiene rango completo ademés de ser un algoritmo efectivo para
problemas de residual pequeno. La ecuacién (B.2) se modifica para conver-
tirse en

(JiJe + md)pe = —Jifx (B.6)

donde g > 0 es un escalar e I es la matriz unitaria de orden n
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Apéndice C

Sistema interactivo de ajuste
de elipses

C.1 Introduccién

El Sistema Interactivo de Ajuste de Elipses (SIAE) permite llevar a cabo
el ajuste de elipses a un conjunto de puntos usando los métodos descritos
en este trabajo. Estd compuesto por un conjunto de m-files los cuales se
ejecutan desde el archivo principal.m. Para comenzar a trabajar con el
SIAE los archivos se deben alojar en una carpeta; por ejemplo, en la carpeta
C:\MATLABR11\work\siae. Después, desde el shell de MATLAB tecleamos
las siguientes instrucciones:

>> cd C:\MATLABR11\work\siae
>> principal

entonces, aparecera una pantalla de presentacién y enseguida se mostrara el
menu principal, ver figura (C.1).
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C.2. Descripcion del sistema

Elije alquna de las sigquientes opciones:

1)
2)
3)
)
5)
6)
7)
8)

2)

Generar los puntos para trabajar
Transformar los puntos

Uer los puntos generados

Guardar los puntos actuales

Guardar la grdfica actual

Rjustar una elipse a los puntos actuales
fjustar una elipse de forma interactiva
Activar/Desactivar etiquetas [0]

Limpiar la pantalla

16) Salir

Elijo 1la opcidn...

Figura C.1: Menu principal

C.2 Descripcion del sistema

A continuacién, se describen cada una de las opciones que aparecen en el

meni principal.

1) Generar los puntos para trabajar. Despliega un submeni en el
cual se especifican las distintas formas en las que se pueden generar los
puntos. Este submenu serd descrito en su totalidad més adelante.

2) Trasformar los puntos. Despliega un subment con las distintas for-
mas en que se pueden transformar los puntos. Serd descrito més ade-

lante.

Ver los puntos actuales. Alelegir esta opcidn se graficaran los pun-
tos actuales. Los puntos deben ser generados primero.

Guardar los puntos actuales. Guarda los puntos actuales en un
archivo con la extension .txt dentro de la carpeta puntos. El formato
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C.2. Descripcion del sistema

de escritura es el siguiente: en primer lugar se indica el nimero de
puntos y posteriormente en dos columnas, una para las abcisas y otra
para las ordenadas, se escriben las parejas de puntos. Ejemplo:

n
x.1 y_1
X_n y_n

5) Guardar la grafica actual. Guarda la figura actual en una imagen
con formato .ps, .eps o .png.

6) Ajustar una elipse a los puntos actuales. Despliega un subme-
nd donde se muestran los métodos disponibles para ajustar una elipse.

7) Ajustar una elipse en forma interactiva. Esta opcién despliega
una ventana en la cual se pueden ir agregando puntos y se obtiene una
elipse por cada nuevo punto agregado a partir de cinco. Mas adelante
se verd un ejemplo de como usar esta opcidn.

8) Activar/Desactivar etiquetas. Al elegir esta opcién los puntos
serdn etiquetados con un nimero lo que permitira distinguir entre ellos.

9) Limpiar la pantalla. Borra todas las graficas que estén sobre la
figura actual.

10) Salir. Termina el programa.
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C.2. Descripcion del sistema

Generar los puntos para trabajar

Al elegir la opcién Generar los puntos para trabajar aparecerd el si-
guiente submenu:

Elije alguna de las siguientes opciones:

1) Leer los puntos de un archivo existente

2) Generar los puntos con ayuda del mouse

3) Generar puntos sobre una elipse

4) Generar puntos sobre una elipse con aleatoriedad

5) Upluer al mend anterior

Elijo la epcidn...

En él se muestran las opciones con que se cuenta para generar los puntos.

1)

Leer los puntos de un archivo existente. Despliega una lista de
archivos y carga al sistema los puntos contenidos en el archivo que se
le indique en linea.

Generar los puntos con ayuda del mouse. Esta opcién permite
obtener los puntos con ayuda del mouse y de forma libre sobre la ven-
tana que aparece; para finalizar éste proceso se presiona el botén dere-
cho del mouse.

Generar los puntos sobre una elipse. Se genera una elipse
usando la representacién paramétrica. El usuario debe indicar las coor-
denadas del centro, la longitudes de los semiejes asi como la inclinacién
de los mismos dada en radianes.

Generar los puntos sobre una elipse con aleatoriedad.
Presenta las mismas caracteristicas que la opcién anterior, pero adi-
ciona ruido gaussiano en cada una de las coordenadas suavizdndolo
por un factor entre 0 y 1.
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C.2. Descripcion del sistema

Transformar los puntos

Contando cou los puntos de trabajo en memoria, estos se pueden transformar
mediante una traslacién, una rotacién o perturbandolos con ruido gaussiano
segun se indique en el siguiente submenu.

Elije alguna de las siquientes opciones:
1) Trasladar los puntos
2) Rotar los puntos

3) Agregar ruido gaussiano a leos puntos

4) Uolver al mend anterior

Elijo 1a opecidn...

1) Trasladar los puntos. Traslada los puntos segin la cantidad de des-
plazamiento que se indique para cada coordenada.

2) Rotar los puntos. Rota los puntos segiin el &ngulo en radianes que
indique el usuario.

3) Agregar ruido gaussiano a los purtos. Agrega ruido gaussiano ¢

cada una de las coordenadas de los puntos de trabajo suavizandolo con
un factor entre 0 y 1.
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C.2. Descripcién del sistema

Ajustar una elipse a los puntos actuales

Su puede ajustar una elipse a los puntos actuales aplicando cualquiera de los
ti¢fodos que se estudian en este trabajo. En el siguiente subment se elige el
niétodo deseado para llevar a cabo el ajuste.

Elije alguna de las siguientes opciones:

1) Distancia algebraica con restriccidn |]a||"2=1 (Paton)

2) pistancia algebraica con restriccidn F=1 (Rosin)

3) Distancia algebraica con restriccidn A+C=1 (Eander)

4) Distancia algebraica con restriccidn A®2+B"2/2+C"2=1 (Bookstein)
5) Distancia algebraica con restriccién 4AC-B"2=1 (Fitzgibbon)

6) Distancia geométrica en forma paramétrica (Geométrico)

7) Uolver al meni anterior

Elijo la opcidn...
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C.3. FEjemplos

C.3 Ejemplos

C.3.1 Comparando los métodos Paton y Fitzgibbon

A continuacion se muestra un ejemplo de como trabajar con el sistema. En el
menu principal se elige la opcién Activar/Desactivar etiquetas y poste-
riormente la opcién Generar los puntos para trabajar. En el siguiente

Elije alguna de las siquientes opciones:

1) Generar los puntos para trabajar

2) Transformar los puntos

3) Ver las puntos generadas

4) Guardar los puntos actuales

5) Guardar la grafica actual

6) Ajustar una elipse a los puntos actuales
7) Ajustar una elipse de forma interactiva
8) Activar/Desactivar etiquetas [1]

9) Limpiar la pantalla

18) Salir

Elijo la epcidn... 1

menu se elige la opcién Generar los puntos con ayuda del mouse y se
toman diez puntos sobre la pantalla que aparece.

Elije alguna de las siguientes opciocnes:

1) Leer los puntos de un archivo existente

2) Generar los puntos con ayuda del mouse

3) Generar puntos sobre una elipse

4) Generar puntos sobre una elipse con aleatoriedad

5) Volver al menid anterior

Elijo la opcién... 2
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C.8. Ejemplos

10

Los nimeros que aparecen junto con los puntos son las etiquetas. A
continuacién, en el mend principal se elige la opcién Ajustar una elipse
a los puntos actuales y en el siguiente submend se elige la opcién co-
rrespondiente al métode Paton y posteriormente la opcién correspodiente al
método Fitzgibbon; de esta forma ambos se graficaran en la misma pantalla.

108



C.8. Ejemplos

Las caracteristicas geométricas de las elipses obtenidas por cada uno de
estos métodos son las signientes:

% Resultados de aplicar el método Paton
- Centro = (-1.611739,0.383718)

- Longitud del semieje a = 7.432296

- Longitud del semieje b = 7.823132

- Excentricidad = 8.327221

- Rotacién de la elipse alpha = 8.810617

Presiona ENTER para continuar...

Figura C.2: Resultados con el método Paton

= Resultados de aplicar el método Fitzgibbon
- Centro = (-2.148775,-0.056968)

- tongitud del semieje a = 6.592395

- Longitud del semieje b = 6.891742

- Excentricidad = 8.382257

- Rotacidén de la elipse alpha = 1.185816

Presiona ENTER para continuar...

Figura C.3: Resultados con el método Fitzgibbon
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C.3.2 Ajuste en forma interactiva

Otra forma de ajustar elipses experimentando con los distintos métodos, es
niediante la opcidén Ajustar una elipse en forma interactiva.

Elije alguna de las siquientes opciones:

1) Generar los puntos para trabajar

2) Transformar los puntos

3) Ver los puntos generados

4) Buardar los puntos actuales

5) Guardar la gréFica actual

8) Ajustar una elipse a los puntes actuales
7) Ajustar una elipse de forma interactiva
8) Aactivar/pesactivar etiquetas [0]

9) Limpiar 1a pantalla

168) Salir

Elijo 1la opcidn... 7

Al seleccionar ésta opcién aparece la siguiente pantalla con algunas ins-
trucciones para el usuario:

Lea detenidamente las siguientes:
INSTRUCCIOHES DE USD
ww# Capacidades disponibles mw=

1) Puedes elegir tantos puntos como quieras apretando el botdn
izquierdo del mouse.

2) Puedes terminar en cualgquier momento presionando el botdn
derecho del mouse.

3) Puedes alternar entre los métodos presionando la barra de
espaciado.

4) Al terminar puedes trabajar normalmente con los puntes:
guardarlos, transfermarlos, etc.

=== Restricciones importantes ===

1) Se te piden al menos 5 puntos para empezar a trabajar.
2) En principio estds restringido a [-10,10]x[-18,18].

Presiona ENTER para continuar...
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Después de haber sehalado con el mouse 5 puntos sobre la pantalla se
presenta una elipse que los ajusta. Se pulsa la barra espaciadora hasta que
el titulo de la ventana indique que el método de ajuste que se esta usando es

el Geométrico. Después de senalar algunos puntos mas, se observa la elipse
de la figura (C.4).

l- - AIM

| — Geométnco ||.

x  Centro H
Puntos

Figura C.4: Elipse que se obtiene con el método Geométrico

Una vez finalizado el proceso se muestran las caracteristicas geométricas
de la elipse asi como el nimero de iteraciones necesario para obtener la
solucién:

= Resultados de aplicar el método Geométrico

E1l método convergif por criterio de residual peguefio

- Centro = (-1.034221,-0.213526)

- Longitud del semieje a = 7._687448
- Longitud del semieje b = %.833318
- Excentricidad = 8.821912

- Rotacién de la elipse alpha = -1.196391

N® de iteraciones = 6

111



C.4. Descripcion de los m-files empleados

C.4 Descripcion de los m-files empleados

A continuacién se describen los m-files de los mddulos principales del sis-
tema.

Médulo: Generar los puntos para trabajar
Este médulo cuenta con cuatro opciones:

e Leer los puntos de un archivo existente
Descripcion: Lee de un archivo los puntos de trabajo.
Usa: leerPuntos.m

Entrada: Lista en pantalla los archivos .txt contenidos en el subdi-
rectorio puntos y entonces solicita al usuario el nombre del archivo que
contiene los puntos de prueba.

Salida: Al finalizar se obtiene en memoria los puntos de prueba.

e Generar los puntos con ayuda del mouse
Descripcién: Captura en pantalla los puntos de trabajo.
Usa: obtenerPuntosMouse.m
Entrada: El drea de trabajo [Zmin, Tmazs Ymin, Ymaz)-

Salida: Al finalizar se obtiene en memoria los puntos de prueba.

e Generar puntos sobre una elipse

Descripcion: Solicita al usuario las caracteristicas geométricas de la
elipse y genera los puntos de trabajo a partir de la representacién
paramétrica.

Usa: puntosElipse.m

Entrada: Las caracteristicas geométricas de la elipse a representar:
centro, longitud de los semiejes y rotacién de la elipse en radianes.

Salida: Al finalzar se obtiene en memoria los puntos de prueba.
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C.4. Descripcion de los m-files empleados

e Generar puntos sobre una elipse con aleatoriedad

Descripcién: Solicita al usuario las caracteristicas geométricas de la
elipse y un factor en el intervalo [0. 1] para suavizar el ruido; genera los
puntos de trabajo a partir de la representacion paramétrica.

Usa: puntosElipsePerturbada.m

Entrada: Nimero de puntos, centro, longitud de los semiejes, intervalo
para el dngulo, factor para el ruido, rotacién de la elipse en radianes.

Salida: Al finalizar se obtiene en memoria los puntos de prueba.

Moédulo: Transformar los puntos

e Trasladar los puntos

Descripcién: Traslada los puntos de trabajo segiin el desplazamiento
que se indique para cada coordenada.

Usa: canalizarOpcMTP.m
Entrada: Solicita al usuario ¢l desplazamiento para cada coordenada.

Salida: Al finalizar se obtiene en memoria los puntos de trabajo tras-
ladados.

e Rotar los puntos

Descripcién: Rota los puntos de trabajo segtn el dngulo en radianes
que se indique.

Usa: canalizarOpcMTP.m
Entrada: Solicita al usuario el 4ngulo de rotacién en radianes.

Salida: Al finalizar se obtiene en memoria los puntos de trabajo rota-
dos.

e Agregar ruido gaussiano a los puntos

Descripcién: Afade ruido gaussiano en cada una de las coordenadas
de los puntos de trabajo.

Usa: canalizarOpcMTP.m
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C.4. Descripcion de los m-files empleados

Entrada: Solicita al usuario que indique el factor de suavizamiento
(entre Q0 y 1).

Salida: Al finalizar se obtiene en memoria los puntos de trabajo per-
turbados.

Médulo: Ajustar una elipse a los puntos actuales

e Distancia algebraica con restricciém | a||?=1 (Paton)

Descripciéon: Ajusta una elipse a los puntos de trabajo con el método
Paton.

Usa: paton.m

Entrada: Utiliza la variable global X que contiene a los puntos de
trabajo.

Salida: Los coeficientes de la ecuacién general de segundo grado de la
elipse ajustada.
e Distancia algebraica con restriccién F'=1 (Rosin)

Descripcién: Ajusta una elipse a los puntos de trabajo con el método
Rosin.:

Usa: rosin.m

Entrada: Utiliza la variable global X que contiene a los puntos de
trabajo.

Salida: Los coeficientes de la ecuacién general de segundo grado de la
elipse ajustada.

e Distancia algebraica con restriccién A+ C =1 (Gander)

Descripcién: Ajusta una elipse a los puntos de trabajo con el método
Gander.

Usa: gander.m
Entrada: Utiliza la variable global X que contiene a los puntos de

trabajo.
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C.4. Descripcion de los m-files empleados

Salida: Los coeficientes de la ecuacién general de segundo grado de la
elipse ajustada.

Distancia algebraica con restriccién A2+ B*+(C?=1
(Bookstein)

Descripcién: Ajusta una elipse a los puntos de trabajo con el método
Bookstein.

Usa: bookstein.m

Entrada: Utiliza la variable global X que contiene a los puntos de
trabajo.

Salida: los coeficientes de la ecuacién general de segundo grado de la
elipse ajustada.
Distancia algebraica con restriccién 4AC — B?=1

(Fitzgibbon)

Descripcién: Ajusta una elipse a los puntos de trabajo con el método
Fitzgibbon.

Usa: fitzgibbon.m

Entrada: Utiliza la variable global X que contiene a los puntos de
trabajo.

Salida: Los coeficientes de la ecuaciéon general de segundo grado de la
elipse ajustada.
Distancia geométrica en forma paramétrica (Geométrico)

Descripcién: Ajusta una elipse a los puntos de trabajo con el método
Geométrico; el usuario debe indicar con cual de los métodos algebraicos
se va a calcular la aproximacién inicial.

Usa: geometrico.m

Entrada: Utiliza la variable global X que contiene a los puntos de
trabajo.

Salida: El centro, la longitud de los semiejes y la rotacién de la elipse
ajustada.
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C.5. Distribucion del cddigo

C.5 Distribucion del cédigo

El SIAE fue programado en MATLAB 5.3 (versién 5.3.0.10183 (R11)) y ha
sido probado exitosamente en las versiones 6.5 v 7.0 de MATLAB,

Los m-files que conforman el sistema .junto con los archivos de texto
plano que contienen los puntos de prueba que se utilizaron en los experimen-
tos del Capitulo 3, vienen dentro del CD que se incluye junto con la tesis,
o bien, el lector puede solicitarlos directamente al autor en la direccién de
correo electrdonico: asd2ben@ciencias.unam.mx.
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