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Capitulo T Introduccidn

1. INTRODUCCION

En este capitulo, se da una introduccidn a los métodos de estimacion espectral, se describe el
problema que se desea resolver, se plantea la hipétesis que se desea verificar y los objetivos que se
pretenden alcanzar. Ademds, se mencionan las contribuciones obtenidas del desarrollo de este
trabajo y, finalmente, se describe su contenido y su justificacion.

1.1. Planteamiento del problema

Se requiere calcular la distribucion de energia o espectro de una sefial no estacionaria utilizando la
distribucién tiempo frecuencia de Born Jordan.

El problema fisico es el siguiente. Se necesita estimar el grado de obstruccién en una arteria o vena
del cuerpo humano. La obstruccién se podria deber a la acumulacién de colesterol en la pared de la
arteria o vena. Esta obstruccion causa turbulencias en el flujo sanguineo. Esta turbulencia se puede
medir de forma indirecta a través de un método no invasivo, el cual se describe a continuacién. Se
hace incidir una onda ultrasénica sobre la arteria o vena. Esta onda ultrasénica se refleja debido al
movimiento aleatorio de los diferentes glébulos que componen el tejido sanguineo. Posteriormente, se
detecta la onda reflejada, la cual es una sefial no estacionaria ultrasénica de tipo Déppler. Se calcula
el espectro de esta sefial. Por dltimo, basdndose en este espectro de la sefial, se calcula la frecuencia
media pseudo instantdnea y el ancho de banda espectral RMS. La forma de las grdficas de la
frecuencia media pseudo instantdnea y el ancho del banda con respecto al tiempo, constituyen un
indicador del grado de obstruccién de una arteria o vena. Cierto tipo de modelos de grdficas se
asocian con patologias especificas debidas a la obstruccién de arterias o venast2Ielto],

1.2. Estimacion espectral

En este apartado se da una introduccién a los siguientes métodos de estimacién espectral:
transformada de Fourier, transformada corta de Fourier, distribuciones tiempo frecuencia de

Wigner Ville y de Born Jordan. Todos pertenecen a la clase de Cohen de distribuciones tiempo
frecuencia.

El espectro o el cuadrado de la magnitud de la transformada de Fourier, es el método cldsico que se
utiliza para representar la distribucién de energia de una sefial estacionaria en el dominio de la
frecuencia.

El espectro de una sefial x(¢) se define como:

S(f)=|x(r)’ (EQLY)
donde X(f) es la transformada de Fourier de la sefial x(¢), la cual se define como:
X(f)=Flx(0)]= [x(e)e”"at (EQ12)

—
Esta representacion en el dominio de la frecuencia se define sobre un intervalo infinito de tiempo,
donde ! representa el tiempo y f la frecuencia (note los limites de la integracién con respecto al
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tiempo). Consecuentemente, para una sefial no estacionaria, la variacién de su espectro con respecto
al tiempo se oculta.

Una representacién alternativa consiste en la utilizacién de la transformada corta de Fourier, la cual
se evalda aplicando una funcién ventana adecuada a la sefial original x(t) y calculando la

transformada de Fourier. Esta se define como:
X, f)= IW(r ~t)x(r)e " dr (EQ.1.3)

donde W(r) es una funcién ventana que satisface las condiciones W(7)=0 para \7:‘ >T/2 y

W(O) =1. Utilizando esta técnica, se puede obtener una aproximacién del espectro de la sefial en el
punto medio del soporte de la funcién ventana a través de la siguiente expresion:

Sy(t.1)=1X5 (. 1) (EQ.14)

En este desarrollo se asume que la sefial x(t) es estacionaria durante el soporte de la funcién
ventana.

Nétese que las resoluciones temporal y frecuencial de la transformada corta de Fourier son
inversamente proporcionales. Ambas resoluciones dependen de la longitud de ventana. Si se
incrementa la longitud de ventana entonces se incrementa la resolucién frecuencial pero se disminuye
la capacidad de ubicar los diferentes componentes frecuenciales en el tiempo; ademds se debilita el
supuesto de la sefial estacionaria. Contrariamente, si se disminuye la longitud de la ventana entonces
se incrementa la capacidad de ubicar los diferentes componentes frecuenciales en el tiempo pero se
disminuye la resolucién frecuencial.

Otro método alternativo consiste en utilizar la distribucién tiempo frecuencia de Wigner Ville, la
cual es (til para representar la distribucién de energia de la sefial en el dominio del tiempo y la
frecuencia simultdneamente. La distribucién de Wigner Ville se define como:

wvD(t, f)= ‘]‘x[l + %]x'(t - %]e'j"”dr (EQ.1.5)

—0

donde @ representa a la frecuencia angular.

La distribucion de Wigner Ville no tiene la restriccién de la resolucién temporal y frecuencial
inherente a la transformada corta de Fourier ya que no utiliza una ventana W(t) para determinar la
ubicacién temporal. Ademds la distribucién de Wigner Ville puede analizar sefiales no estacionarias.

Si bien la distribucién de Wigner Ville estima el espectro de una sefial correctamente en ausencia de
ruido, su desempefio empeora a medida que éste aparece. La distribucidn de Wigner Ville pertenece a
la clase de Cohen de distribuciones tiempo frecuencia. Otras distribuciones que pertenecen a esta
Clase son las distribuciones de Choi Williams'y de Bessel?, En trabajos previos®?} se han estudiado
dichas distribuciones. Este trabajo amplia el anterior, realizando un estudio de la distribucién tiempo
frecuencia de Born Jordan, la cual también pertenece a esta Clase.
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1.3. Hipétesis

La distribucién tiempo frecuencia de Born Jordan estima mejor el espectro de una sefial Déppler
ultrasdnica en presencia de ruido, mejor que la distribucién tiempo frecuencia de Wigner Ville.

14 Objetivos

El objetivo general de este trabajo es desarrollar e implantar algoritmos secuenciales para técnicas
de estimacidn espectral, en particular, para aquellas técnicas de estimacion espectral basadas en
distribuciones de tiempo frecuencia, concretamente, de Born Jordan.

Los objetivos especificos de este trabajo son:

o Disefio de algoritmos secuenciales para el cdlculo de la distribucidn tiempo frecuencia de
Born Jordan, en los cuales se efectien un menor nimero de operaciones que las que se
efectuarian al calcular esta distribucién a través de su definicién.

e Implantacién de los algoritmos secuenciales mencionados en el inciso anterior en una
herramienta de cdlculo computacional de alto desempefio (MATLAB).

e  Evaluacién prdctica de los efectos que resultan de la variacién del pardmetro propio de la
distribucidn, de la longitud de ventana de muestreo de la sefial y de la relacién sefial a
ruido, sobre la estimacion de la frecuencia media pseudo instantdnea y ancho de banda
espectral RMS, utilizando un modelo de sefial Déppler ultrasénica. Lo anterior permitird
encontrar los pardmetros optimos los cuales minimizan el error en las estimaciones
espectrales.

e Evaluacién prdactica del truncado en la funcidn de autocorrelacién indexada al tiempo
generalizada en el cdlculo de la distribucién tiempo frecuencia de Born Jordan. Lo anterior
permite disminuir el nimero de operaciones implicadas en el cdlculo de la estimacién
espectral, aunque incrementa el error dichas estimaciones.

1.5. Contribuciones

Se propone un algoritmo eficiente que calcula la distribucion tiempo frecuencia de Born Jordan, la
cual puede ser utilizada para implementar un sistema de flujometria Déppler en tiempo real.

Se proponen valores del pardmetro Alfa de la distribucién tiempo frecuencia de Born Jordan, que
minimizan el error en diversas estimaciones espectrales propias de sefiales Déppler Ultrasdnicas.

Se propone un ftruncamiento en el cdlculo de la funcién de autocorrelacién de la distribucién tiempo
frecuencia de Born Jordan, el cual estd sujeto a un compromiso de error en la estimacion espectral
contra la velocidad del cdliculo.
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Esta tesis se elaboré como un libro de texto para apoyar tanto a los cursos como a los proyectos de
investigacién relacionados con el Andlisis Tiempo Frecuencia de sefiales, por lo cual el andlisis
matemdtico se detalla en los apéndices.

Se public un articulo con el titulo "ESTIMACION ESPECTRAL UTILIZANDO LA DISTRIBUCION
TIEMPO FRECUENCIA DE BORN JORDAN APLICADA A FLUTOMETRIA DOPPLER", cuyos autores
son Dr. Fabidn Garcta Nocceti, Dr. Julio Solano 6., M. en C. Ernesto Rubio Acosta, Juan Antonio
Contreras Arvizu, presentado en el XXV Congreso Nacional de Ingenieria Biomédica, de la Sociedad
Mexicana de Ingenieria Biomédica A.C. (SOMIB), celebrado del 6 al 8 de noviembre del 2002 en
Monterrey, Nuevo Ledn México.

La publicacién se muestra en el Apéndice 3.
1.6. Descripcidn del contenido

En este capitulo, se plantea el problema y su contexto que motiva la elaboracién de éste trabajo, asi
como la hipdtesis, los objetivos y las contribuciones resultantes de la elaboracién de este trabajo.
Adicionalmente se da una introduccién a algunos métodos de estimacién espectral y se describe el
contenido de cada capitulo.

En el capitulo 2 se definen los conceptos que se utilizan en el desarrollo de este trabajo. Tales
conceptos son los de sefial, sefial continua y discreta, sefial estacionaria y no estacionaria, sefial
analitica, espectro, frecuencia, frecuencia instantdnea, frecuencia media pseudo instantdnea,
potencia media pseudo instantdnea, ancho de banda espectral RMS, error en las estimaciones de la
frecuencia media pseudo instantdnea y del ancho de banda espectral RMS, relacidn de potencia sefial
a ruido y clase de Cohen de distribuciones tiempo frecuencia.

En el capitulo 3 se plantea la Distribucién de Born Jordan a partir de la clase de distribuciones de
tiempo frecuencia de Cohen. Posteriormente se desarrolla esta distribucién para el caso discreto.
Luego se transforma la distribucién discreta obtenida en una expresién mds adecuada para implantar
un algoritmo eficiente que la calcule y se analiza su complejidad algoritmica. Finalmente se presentan
ejemplos de la distribucién de Born Jordan de algunas sefiales de interés académico.

En el capitulo 4 se construye la sefial Déppler Ultrasénica utilizada en las simulaciones, la cual modela
la velocidad media del flujo sanguineo arterial en un corte transversal de la arteria cardtida.
También se presentan diversos experimentos numéricos realizados en Matlab para mostrar graficay
cuantitativamente el comportamiento de la estimacién de la frecuencia media pseudo instantdnea y
del ancho de banda espectral RMS de la sefial Déppler, al variar la longitud de ventana de muestreo,
la relacion de potencia sefial a ruido, y el pardmetro propio de la distribucién. También se presentan
criterios para la eleccién de los valores éptimos de dichos pardmetros; es decir, aquellos que
minimizan el error en las estimaciones espectrales.

En el capitulo 5 se analizan los resultados obtenidos anteriormente. Fundamentalmente son los
pardmetros éptimos segln la longitud de ventana de muestreo y la relacién de potencia sefial a ruido.
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En el capitulo 6 se muestra el desempefio que tiene la distribucién de Born Jordan para efectuar la
estimacién espectral cuando se trunca su funcién de autocorrelacién indexada al tiempo generalizada.
El truncando en esta funcién disminuye el nimero de operaciones implicadas pero incrementa el error
en la estimacién. De aqui que exista un compromiso entre el truncado y el error. Se presentan
diversos experimentos numéricos ufilizando el pardmetro éptimo y una longitud de ventana de
muestreo, variando la relacién de potencia sefial a ruido asi como el indice de truncado de la funcién
de autocorrelacién.

En el capitulo 7 se analizan los resultados obtenidos anteriormente. Fundamentalmente son los
indices de truncado segin la longitud de ventana de muestreo, la relacién de potencia sefial a ruido y
el incremento porcentual en el error en las estimaciones espectrales.

En el capitulo 8 se presentan las conclusiones y perspectivas futuras de este trabajo.

En el Apéndice 1 se presenta la Bibliografia utilizada para el desarrollo de este trabajo. En el
Apéndice 2 se presenta las formulas y desarrollo de ecuaciones del capitulo 3. En el Apéndice 3 se
muestra la publicacién presentada en el XXV Congreso Nacional de Ingenieria Biomédica, de la
Sociedad Mexicana de Ingenieria Biomédica A.C. (SOMIB). Finalmente en el Apéndice 4 se muestra
el programa que calcula la distribucién tiempo frecuencia de Born Jordan para Matlab.

1.7. Justificacion

Esta tesis apoya el desarrollo del proyecto CONACYT (No. 37913-A) "Arquitecturas y algoritmos
para el andlisis de sefiales Déppler ultrasénicas de flujo sanguineo” y del proyecto DGAPA
(No.IN117999) "Arquitectura y algoritmos de alto desempefio para la generacién y procesamiento de
imdgenes acusticas”. Que dirigen; el Dr. Fabidn Garcia y el Dr. Julio Solano, y participa el M. en C.
Ernesto Rubio, el cual se lleva a cabo en el Departamento de Ingenieria de Sistemas Computacionales

y Aufomatizacién del Instituto de Investigaciones en Matemdticas Aplicadas y en Sistemas de la
UNAM.
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2. GENERALIDADES
2.1 Introduccion

En el presente capitulo se definen los conceptos que se utilizan en el desarrollo de este trabajo.
Tales conceptos son los de sefial, sefial continua y discreta, sefial estacionaria y no estacionaria, sefial
analitica, espectro, frecuencia, frecuencia instantdnea, frecuencia media pseudo instantdnea,
potencia media pseudo instantdnea, ancho de banda espectral RMS, error en las estimaciones de la
frecuencia media pseudo instantdnea y del ancho de banda espectral RMS, relacién sefial a ruido y
clase de Cohen de distribuciones tiempo frecuencia.

2.2. Senal

Una sefial se define como cualquier cantidad fisica que varia con el tiempo, el espacio, o cualquier
otra variable o variables independientes 2

En la grdfica de la Fig. 2.1 se muestra un ejemplo de una sefial con una variable independiente. Se
trata de una sefial Déppler ultrasénica, donde el tiempo es la variable independiente.

Una descripcidn ilustrativa de lo que es una sefial Déppler ultrasénica es que, si se pudiera escuchar
dicha sefial, tendria cambios graduales de tonos agudos a graves o viceversa. Obsérvese que en la
grdfica de la Fig. 2.1, los tonos graves se relacionan con oscilaciones lentas y los tonos agudos con
oscilaciones rdpidas.

En la gréfica de la Fig. 2.2 se muestra un ejemplo de una sefial con dos variables independientes. Se
trata de una sefial de distribucién de potencia media pseudo instantdnea donde las variables
independientes son el tiempo y la frecuencia. La distribucién de potencia media pseudo instantdnea
se definird en el inciso 2.11.

Una descripcién ilustrativa de una sefal de distribucién de potencia media pseudo instantdnea de una
sefial Ddppler ultrasdnica seria el volumen que le corresponderia a cada tono de la sefial en cada
instante de tiempo. Obsérvese que en la gréfica de la Fig. 2.2, un volumen alto se relaciona con las
clspides de mayor tamafio y un volumen bajo con las de menor tamafio.
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Fig. 2.1 Grdfica de una sefial Déppler ultrasénica con una variable
independiente: el tiempo.

Fig.2.2 Grdfica de una sefial de distribucién de potencia media pseudo
instantdnea de una sefial Déppler ultrasdnica con dos variables
independientes: el tiempo y la frecuencia.

2.3. Sefial continua y sefial discreta

Existen diversas clasificaciones para las sefales. Las sefiales pueden ser continuas o discretastI?l,
Una sefial continua estd definida para todos los valores reales de la variable independiente y, una
sefial discreta estd definida solamente para los valores enteros de la variable independiente, quizd
todos ellos multiplicados por una misma constante real.

Nétese que el término continuo o discreto se refiere a la naturaleza de la variable independiente
(dominio) y no a la naturaleza de la funcién matemdtica que representa a la sefial (rango).
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En la grdfica de la Fig. 2.3 se muestra un ejemplo de una sefial continua, la cual es la sefial sinusoidal
f(6)= 4, cos(27f,t+8,), donde el tiempo ¢ es la variable independiente continua. Véase la ecuacién

(EQ.2.1)

En la grdfica de la Fig.2.4 se muestra un ejemplo de la misma sefial pero discreta, es decir,
considerando una variable independiente discreta.

Fig. 2.3 6rdfica de una sefial sinusoidal, con variable independiente
continua tiempo con valores reales de 0 a 2.

Fig.2.4 6rdfica de una sefial sinusoidal, con variable independiente
discreta tiempo con valores enteros de O a 50, multiplicados todos ellos
' por 0.04,
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2.4, Sefial estacionaria y sefial no estacionaria

Una sefial es estacionaria si sus caracteristicas espectrales no se alteran con el transcurrir del
tiempo, es decir, que su contenido frecuencial con respecto al tiempo es constante™?], Un ejemplo
de sefial estacionaria es una sefial sinusoidal:

x(£)= A, cos(2nf,t +6,) (EQ.2.1)
donde 4, es laamplitud, f; es la frecuenciay 6, es la fase de la sefial, todos ellos constantes.

Por otro lado, una sefial es no estacionaria si sus caracteristicas espectrales no son constantes con
respecto al tiempo, es decir, que su contenido frecuencial si varia con respecto al tiempol24Isl Un
ejemplo de sefial no estacionaria es una sefal Chirp:

f (&)= A4, cos(2(ot + B +6,) (EQ.2.2)

donde f, =(a+ p) es la frecuencia, claramente funcién lineal del tiempo. En la grdfica de la Fig. 2.5

se muestra una sefial Chirp. Dicha sefial inicia con una frecuencia baja, la cual aumenta
proporcionalmente con el transcurrir del tiempo.

Fig. 2.5 Grdfica de la sefial Chirp.

2.5. Espectro

El término espectro se usa para hacer referencia a la descripcién de las frecuencias contenidas en la
sefial!®), E| andlisis espectral consiste en descomponer la sefial en sus componentes sinusoidales, -
donde cada una tiene su propia frecuencia, amplitud, fase y ubicacién temporal. De las componentes
sinusoidales también es de particular interés conocer su energia y su potencia. El conjunto de estas
componentes sinusoidales, junto con su descripcién frecuencial y temporal, dan como resultado el
espectro de la sefial.
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2.6. Frecuencia

La frecuencia se define como la cantidad de ciclos completos por unidad de tiempo, y estd
relacionada con un movimiento periédico llamado oscilacién arménica, el cual se describe con una
funcién sinusoidal®™®?, Un movimiento de oscilacién arménica se describe matemdticamente por una
funcién sinusoidal, ya sea real, ecuacién (EQ.2.1), 6 compleja:

f(t)=Aoel(24o‘+90) (EQZB)

En instrumentacidn, la amplitud se mide generalmente en volts [V], el tiempo en segundos [s], la
frecuencia en Hertz [Hz], y la fase en radianes [rad]. En la grdfica de la Fig. 2.6 se muestra la
ecuacion (EQ.2.1), con una amplitud de 2 [V], un intervalo de tiempo de O a 2 [s], una frecuencia de 2
[Hz], y una fase de 37” [rad]. Ademds, en la misma grdfica se observa que el periodo de una sefial

sinusoidal, denotado por T y calculado por 7= f;', es la duracién de un ciclo completo; mientras que
la frecuencia, denotada por , y calculado por f, =7, representa los ciclos contenidos en una unidad
de tiempo.

Fig.2.6 Periodo Ty frecuencia f, de una sefial sinusoidal.

2.7. Senal Analitica

Una sefial analitica se representa con una funcidn compleja, cuya transformada de Fourier es cero
J
para todas las frecuencias negativas, i)

A continuacién se define el procedimiento para el cdlculo de la sefial analitica de una sefial real por
ser de utilidad en el cdlculo de la distribucién tiempo frecuencia. Es importante hacer mencién que en
este trabajo, todos los cdlculos de la distribucidn tiempo frecuencia de Born Jordan se realizan
utilizando siempre la sefial analitica asociada a la sefial real.

10
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La sefial analitica puede ser continua o discreta. El algoritmo para calcular la sefial analitica de una
senal real es:

Datos:
Para el caso continuo, x(¢) es una sefial real continua; mientras que para el caso discreto,
x(n) es una sefial real discreta de longitud N con n=0,...,N —1.
Algoritmo:
1. Calcular la transformada de Fourier de la sefial real.
Procedimiento:
La transformada de Fourier X(f) de una sefial x(¢) para el caso continuo es:
x(f)=Flx()]= [x(}7*ar (EQ.2.4)
La transformada de Fourier X (k) de una sefial x(n) de longitud N para el caso discreto es:
N-l _jmn
X (k)= Flx(m)] =Y x(n}” ¥, k=0,.,N-1 (EQ.2.5)
n=0
2. Calcular la transformada de Fourier de la sefial analitica.

Procedimiento:
La transformada de Fourier de la sefial analitica X ,(f) para el caso continuo es:

2X(f) .f>0 (EQ.2.6)
X(N=x(NH .f=0
0 ,f <0

La transformada de Fourier de la sefial analitica X, (k) de longitud N para el caso discreto
es el siguiente. Si N es par:

2X(k) k=1, %—1 (EQ.2.7a)
X, (k)=<x(k) k=0 ,k=Nj2
0 k=N N1
2
o bien, si N es impar:
2X() k=1, % (EQ.2.7b)
X, ()=4x(k) k=0
0 k=N2+1 ..... N-1

11
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R

3. Calcular la transformada inversa de Fourier de la sefial analitica, lo cual constituye
precisamente la sefial analitica.

Procedimiento:
La transformada inversa de Fourier de la sefial analitica x,(¢) para el caso continuo es:

50)= P O)=o- [X (EQ.2.8)
”—ao
La transformada inversa de Fourier de la sefial analitica x (n) de longitud N para el caso
discreto es:
LS EQ.2.9
5()=—Y X,k " n=0,.,N-1 (EQ.2.9)
Nis
2.8. Frecuencia instantdnea, frecuencia media pseudo instantdnea vy

distribucién tiempo frecuencia de Wigner Ville

Sea una sefial compleja, por ejemplo una sefial analitica x, (t)=a(t)ej¢('), con amplitud a(t) y fase

#(1) dependientes del tiempo. Entonces la frecuencia instantdnea f,(t) se define comot:

fi0)=—=—1[p()] (EQ.2.10)

Sin embargo, esta definicidn no es til para el cdlculo de la frecuencia instantdnea porque es muy
sensible a la presencia del ruido en la sefal. En su lugar se prefiere utilizar para su cdlculo un
método que emplea la distribucion de Wigner Ville, el cual calcula el promedio de las frecuencias
instantdneas en un periodo pequefio de tiempo, esto es, la frecuencia media pseudo instantdnea
(PIMF). A medida que el periodo fiende a un instante, la frecuencia media pseudo irstantdnea tiende
a la frecuencia instantdnea.

Este método consiste en lo siguiente. Primero se calcula la distribucién tiempo frecuencia de Wigner
Ville, la cual se define para el caso continuo comote:

wvD(t, f)= fx[z+§]x‘[z—%]e-ﬂ'ffdf (EQ.2.11)
y para el caso discreto como
=] -j2ntr
DYWD(n,k)=2 ¥ x(n+1)x’(n-7k ¥ , k=0,.,N=1, n=-N+l.,N~-I (EQ.2.12)
r=—N+1

Luego se calcula la PIMF, la cual consiste en el centroide de la distribucién tiempo frecuencia de
Wigner Ville para un tiempo constante, y cuya expresién para el caso continuo es:

12
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?f-WVD(z,f)df -
i)~ PIMF()==— (EQ.2.13)
[wyple, £)af
y para el caso discreto es:
Sk e WVD(n, k) £zt
fi())~ PIMF() =40 2.
> wvD(n,k)

k=0

Ndtese que en una sefial analitica las frecuencias negativas valen cero. En consecuencia®t'l para el

caso continuo los limites de la integral en la ecuacion (EQ.2.13) quedan como_qj‘(.): y para el caso
[

A
discreto los limites de la sumatoria en la ecuacién (EQ.2.14) quedan como 2Z(.)
k=0

2.9. Clase de Cohen de Distribucién Tiempo Frecuencia

La clase de Cohen de distribuciones tiempo frecuencia se puede plantear de la siguiente formatt,
Primero, sea el Kernel de la Distribucién Tiempo Frecuencia ¢(8,7). El Kernel define las
caracteristicas de la distribucién.

Segundo, sea en el Kernel del Dominio de la Autocorrelacién, el cual se define como la transformada
de Fourier del kernel de la distribucién tiempo frecuencia:

wlt,7)= T¢(9,r)e’j0’d6’ (EQ.2.15)
Tercero, sea la Funcién de Autocorrelacién Instantdnea de la sefial x(t), la cual se define como:
R (1,7)= x{t + %]x [: - %] (EQ.2.16)
Cuarto, sea la Funcién de Autocorrelacién Generalizada Indexada al Tiempo, la cual se define como:
R; (t, ‘r) = i?{//(t - U, T)RX(;I, ‘r)d,u (EQ.Z..17)
Si se sustituye la ecuacion (EQ.2.16) en la ec_:acién (EQ.2.17) se obtiene:
R.(t,7)= ij[t//(t —,u,r)x(,u+%jx'(,u —%]d,u (EQ.2.18)

13
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Finalmente, la Clase de Cohen de las Distribuciones Tiempo Frecuencia con kernel ¢(9, ‘r) se define

como la transformada de Fourier de la funcién de autocorrelacién generalizada indexada en el
tiempo:

TFD(t,w;¢) = jR; (t,r)e 7 dr (EQ.2.19)

Cohent!™®) afirma que, todas las distribuciones tiempo frecuencia se pueden obtener de la ecuacién
(EQ.2.19). La ecuacion (EQ.2.19) se puede discretizar para obtener la clase de Cohen de
distribuciones tiempo frecuencia discretas DTFD(n,k;¢).

En la seccién 2.8 se presentd un miembro de la clase de Cohen; la distribucién tiempo frecuencia de
Wigner Ville, cuyo kernel es 4(9,7)=1. En este trabajo se estudiard la distribucién tiempo frecuencia

de Born Jordan, la cual también es un miembro de esta clase, cuyo kernel es ¢(g,,)=M.
afr

2.10. Generalizacion de la frecuencia media pseudo instantdnea

El procedimiento para calcular la PIMF se puede generalizar aplicando cualquier distribucién de
tiempo frecuencia de la clase de Cohen. Generalizando la ecuacién (EQ.2.13), para el caso continuo se -
obtiene@uon;

{7 e7PD( )
S0~ PMFQ)=S (EQ2:20)
[TFD(e, £)f
y generalizando la ecuacion (EQ.2.14) para el caso discreto se obtiene:
LA

fi(n)=~ PIMF(t)= = :

SDTF_D(n,k)
k=0 '
2.11. Potencia media pseudo instantdnea
Experimentalmente se ha visto que la mejor aproximacién del cdlculo de la frecuencia instantdnea se

logra utilizando la distribucién de potencia pseudo instantdnea en lugar de la distribucién tiempo
frecuencia®uon,

La distribucidn de potencia pseudo instantdnea PIPD(t,f) para el caso continuo se define como:

PIPD(, f)= TFD(t, f) TFD(t, )20 (EQ.2.22)
L0 TFED(t, f) <0

mientras que para el caso discreto se define como:

DTFD(n,k) DTFD(n,k)>0 (EQ.2.23)

PIPD(n, k)= { 0 DTFD(n, k) <0

14
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Lo anterior se debe a que la potencia de cada componente de una sefial, por motivos fisicos, debe ser
positiva. De aqui que se desprecien los términos negativos.

En consecuencia, con base en la ecuacién (EQ.2.20) se redefine la PIMF para el caso continuo como:

mj f  PIPD(t, f)df
PIMF() =2 (EQ.2.24)

?PIPD(t, ff

y con base en la ecuacidn (EQ.2.21) para el caso discreto como:
N

$ ke PIPD(s, ) (EQ.2.25)
PIMF(n)=420 —

E PIPD(n, k)

2.12, Ancho de Banda Espectral RMS

Otra estimacién espectral relevante, ademds de la frecuencia, es el ancho de banda. El ancho de
banda de una sefial es una medida cuantitativa del rango de frecuencias en el que se concentra la
distribucién de energia o potencia®®?,

El ancho de banda espectral RMS, b(t) (RMS -Root Mean Square- se entiende como el promedio

cuadrdtico), es la estimacién puntual del ancho de banda espectral RMS, para el caso continuo se
define como®ouy;

o J(PIMF(t)— £ o PIPD(t, £ )if (EQ.2.26)

uj'PIPD(t, ar

y para el caso discreto se define como:

r,

) 2 (PIMF(n)— k) o PIPD(n, k) (EQ.2.27)
b(n)= &2 =
EPIPD(n,k)
2.13. Error en la estimacién de la frecuencia media pseudo instantdnea y el

ancho de banda espectral RMS

Para calcular el error RMS en la estimacidn de la PIMF se utiliza la siguiente expresiont:

PIMFerrory,, = \/ bias’, + Std b (EQ.2.28)

15
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donde biasy std constituyen el promedio y la desviacién estdndar del error en la estimacién de la
frecuencia media pseudo instantdnea con respecto a sus valores tedricos. El bias se calcula con la
siguiente expresion:

m-1

biaspyy = L Z (PIMF(") = Jfittesrica (n)) (EQ.2.29)

donde m es el nimero de muestras, PIMF (n) se calcula con la ecuacién (EQ.2.25) Y ;) irica (n) esla

frecuencia instantdnea tedrica de la sefial. La desviacidn estandar se calcula con la siguiente
expresion:

1 m-1 2

Std ppye = JM—Z(PIMF(n)— Siresmiea() (EQ.2.30)

_1 n=0

Por otro lado el error en la estimacién del ancho de banda espectral RMS se calcula con la de la
siguiente expresion:

A

berrory,s = /biasA2 +std : (EQ.2.31)
b

donde bias y std constituyen el promedio y la desviacién estdndar del error en la estimacion del
ancho de banda espectral RMS con respecto a los valores tedricos. El bias se calcula con la siguiente
expresion:

bzas l
m

MZ( ()b (n)] (EQ.2.32)

donde m es el nimero de muestras, b(n) es el ancho de banda espectral RMS calculado con la

ecuacién (EQ.2.27)y busica(rt) es el ancho de banda espectral RMS tedrica de la sefial. La desviacién
estandar se calcula con la siguiente expresién:

std, =\/m—1—1"i[l;(n)—g,wﬁm(n)] (EQ.2.33)

—La=0

El error en la estimacién conjunta de la frecuencia media pseudo instantdnea y el ancho de banda
espectral RMS se calcula en la siguiente expresién:

. 2
JOINerrorg,s = \/(PIMFerrorRMS )2 + (b errorRMS] (EQ.2.34)

2.14. Relacion de potencia sefial a ruido SNR

La relacién sefial a ruido SNR -Signal Noise Ratio- sirve para cuantificar la presencia de ruido en una
sefal.

La SNR expresada en decibeles para el caso discreto se define comot®uon!:;

16
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donde x(n) es la sefial y
decibeles (dB).

1 N-l
7 2*6) £Q.2.35
SNR,, =10log s (EQ235)

Z ruido® (z)

1
N n=0

ruido(n) es el ruido. La unidad fisica en la cual se mide la SNR son los

17
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3. DISTRIBUCION BORN JORDAN

3.1 Introduccidn

En este capitulo se planted la Distribucién de Born Jordan a partir de la clase de distribuciones de
tiempo frecuencia de Cohen. Posteriormente se desarrolla esta distribucién para el caso discreto.
Luego se transforma la distribucién discreta obtenida en una expresién mds adecuada para implantar
un algoritmo eficiente que la calcule y se analiza su complejidad algoritmica. Finalmente se presentan
ejemplos de la distribucién de Born Jordan de algunas sefiales de interés académico.

Las expresiones relevantes en este capitulo son:

Distribucién de Born Jordan
l+a|r|

BJD(t, f)_i j| x | ( %]x'[y—%]dye'ﬂ'f'dr
1—a|1|

Pseudo Distribucidn de Born Jordan

7., t+a]1|
1 1 T) . T T T .
BJPD(t, ) =— | — + — - ZwE - | due ™ dr
“) Za-iirl,-,,{,lx[” 2]" [" 2) [2] [2]‘“”

Distribucidn discreta de Born Jordan
-2t a2d

DBJD(n,k) =2 %:l W' (-7l ¥

r=—=N+l n=-a?|

Expresidn eficiente de la distribucién discreta de Born Jordan

N-1 ) —jZ)lkr min{a2|r|,N-1s]}
DBJD(0,k) = 4Reall > W(cW (-7} ¥
=0

1 .
rlmx(,zunﬂ-)x (u+n-1)

e )]—z|x(o1.2

p=max{-a2]r|,-N+14r]} 4a|T‘

3.2. Distribucién continua

Se plantea la distribucién tiempo frecuencia de Born Jordan a partir de la clase de distribucién
tiempo frecuencia de Cohen. Refiérase a la seccién 2.9, Clase (Conjunto) de Cohen de Distribuciones
Tiempo Frecuencia.

Primero, sea el kernel de la distribucidn de Born Jordant'3u410sk;

7)< sinladr) (EQ.3.1)
#(0, )= afr

donde o > O es un pardmetro de escala. En la gréfica de la Fig.3.1 se muestra la ecuacién (EQ.3. 1) en
el dominio 6, = para a=1.

Segundo, el kernel del dominio de la autocorrelacién es:
W)= TM—W@ (EQ3.2)
abr

-0
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Entonces, si se integra la ecuacion (EQ.3.2) se obtiene“2:

-7 EQ.3.3
¥(t,7)= a_rpz‘"(t) (EQ.3.3)
donde:
1 |far
P 0= (EQ.3.3a)
0 otro

es una funcidn pulso rectangular simétrico unitario. En la grdfica de la Fig 3.2 se muestra la ecuacién
(EQ.3.3) en el dominio ¢,7 para a=1.

Tercero, la funcidn de autocorrelacidn instantdnea se define como:

R (t,7)= x(t + z]x'[t - 1] (EQ.3.4)
2 2
Cuarto, la funcion de autocorrelacion indexada al tiempo generalizada es:
TS IR BN (A I (P A (EQ.3.5)
R (t,7) = £ x[ﬂ+ z]x [ﬂ 2] Ly Pt wdu
donde
1 |r-plar
p, (t-m= (EQ.3.5a)
0 otro

Enfonces, si se aplica la ecuacién (EQ.3.5a) a los limites de la integral en la ecuacidn (EQ.3.5) se

obtiene®22:
R;(t,r)=2%“j:x(ﬂ+gjx'[ﬂ_g}zﬂ (EQ.3.6)
Finalmente, la distribucion de tiempo frecuencia de Born Jordan es“*:
BID(,0) = :Bj s = et (EQ3.7)

Una expresién equivalente a la ecuacion (EQ.3.7) es*%:

v 1 140l
BID(0) =5 jﬁ [ x[,u N %]x[ y- %jdﬂe—fmd, (EQ.3.7a)
“oli-aie

la cual estd en funcién de la frecuencia angular @, o bien, esa misma expresién en funcién de la
frecuencia:

voo 4 (+alr]
BIDG, )= jﬁ [ x[ﬂ N g]x ( p %)dﬂe-fwrd, (EQ.3.8)

1-alr|
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Fig.3.1 Kernel de la distribucién tiempo frecuencia de Born
Jordan en el dominio 8,7 para o = 1.

Fig.3.2 Kernel de la distribucién tiempo frecuencia de Born
Jordan en el dominio de la autocorrelacién ¢,7 para o= 1.

3.3. Pseudo distribucidon

Se desarrolla la pseudo distribucién tiempo frecuencia® de Born Jordan cuando se introduce una
ventana W(t) que multiplica a la funcién de autocorrelacién indexada al tiempo gener‘olizodoR'x (t,7)..

es decir, a la ecuacién (EQ.3.6)

Si se introduce una funcién ventana W(t) que cumple con las propiedades de W(t)= 0,en ‘t‘ > T, /2

y W(O)= 1, donde 7, es la duracién, en la ecuacién (EQ.3.8), entonces se obtiene:
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1 % e . o T o EQ.3.9
oL T e ol e
3.4, Distribucidn discreta

Se desarrolia la distribucién tiempo frecuencia de Born Jordan discreta a partir de la pseudo
distribucién. Esto es, se discretiza™ en la ecuacién (EQ.3.9).

Primero, si en la ecuacion (EQ.3.9) se realizan los cambios de variable 7'=7/2, u'=pu-t, entonces se
obtiene:

T2 a2 r|
 BJPD(t, [)=2 j jx(,, b+ 2 (et — Y W (W (~ )70 (EQ.3.10)

Tpt ‘T‘ﬂ| 1

Segundo, si en la ecuacién (EQ.3.10) se discretiza la variable de frecuencia f=#Af, donde

f—z— 2Nl [ 1 , siendo L el nimero de muestras por ventana, y se discretiza la variable
tiempo ¢t =nAT, u'= uAT y 7'= 7AT , entonces se obtiene:
N-1 1 a2t
DBJD(nAT,kAf)=2 T — XpAT + nAT + AT
M=2 2, a2 ) (EQ.3.11)

—jamkmAT

o x"(LAT + nAT —tAT)AT o W (tATW' (- 1AT)e 2V AT
Nétese que L=2N-1 es un nimero impar ya que los indices de la distribucién discreta son simétricos
con respecto a n=0. Ademds con el objeto de poder calcular la distribucion discreta de manera
eficiente se requiere que N=2” con peN. De aqui que los valores tipicos de L sean 63, 127, 255,
511,

Tercero, si en la ecuacion (EQ.3.11) se normaliza el incremento en tiempo AT =1 vy el incremento en
frecuencia Af =1, entonces se obtiene:
a2t —j2mkt

'DBJD(n,k) =2 Z Sxlp+nto (utn-c W (-l ¥

r=—N+ 4a |T1 p=—at|

(EQ.3.12)

Finalmente, la distribucion tiempo frecuencia discreta de Born Jordan es:

DBIDMI =2 SHEW e S L uene ) (wrn—o) (EQ3.13)

r=—N+ p=—ar| |4 | |

en donde, si =0, entonces la sumatoria respecto a u es®“*:
a1 1

z mx(ﬂ+n+‘r)x'(,u+n—r)=x(n)x'(n) (EQ.3.13q) 7

p=-a2r|
3.5. Andlisis de la distribucién

Se analiza el efecto del kernel®” en la distribucién de Born Jordan ecuacién (EQ.3.1) sobre la
interaccidn (interferencia) entre los diferentes componentes sinusoidales de una sefial.
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Sea la sefial multicomponente x(t) la cual se puede representar como la suma de sus componentes
sinusoidales complejas:

x{)=Y 4,010 (EQ.3.14)

n=i

Si se sustituye la ecuacion (EQ 3.14) en la ecuacién (EQ.3.7), se obtiene:

BJD(t,0) = j Irs _,)iAe[ e ]Z de el z]*-]dw-jmd, (EQ.3.15)

—uo —uo

Reagrupando términos se ob‘rlene

BIDfe0)= L 33 44,000 je VI b (ue e daeae (EQ3.16)
7 =t w1 ar 2w
Si se aplica la propiedad asociativa de la suma en la ecuacién (EQ.3.16), entonces se obtiene:
BJD(t,w)= BJD,,(t,0)+ BJD,,.(t,®) (EQ.3.17)

donde, para el caso en el cual los indices de las sumatorias en la ecuacién (EQ.3.16) son iguales,
n=m, se tiene que:

BJD,,(t, ZAZ I Jout I pm(p—t)d,ue dr (EQ.3.18)

y para el caso en el cual los indices de las sumatorias en la ecuacién (EQ.3.16) son diferentes, n # m,
se tiene que:

BJD

cruce (

) 21 iiAnAmeJ(ﬂ —4..) .[e .[_p (p t)ej(m -al.)ﬂd/‘e~jwrdz_ (EQ_3_19)
T p=l m=1

R¥Em

Primero se analizard la ecuacién (EQ. 3.18) la cual constituye los auto-términos de la distribucién
tiempo frecuencia, esto es, de la distribucién energética de cada componente de la sefial. Luego se
analizard la ecuacién (EQ.3.19), la cual constituye los términos de cruce de la distribucién tiempo
frecuencia, esto es, de la distribucién energética de la interaccién de cada par de componentes
diferentes de la sefial.

Referente a la ecuacion (EQ.3.18) o auto-términos, la integral con respecto a p es®“4:
ILP, (u—t)du=2n (EQ.3.20)
ar

Sustituyendo la ecuacién (EQ.3.20) en la ecuacién (EQ.3.18) se obtiene:
N 40
BID,,(60)= ) 4} [e* e dr (EQ3.21)
n=1 —o

auto

Si se integra la ecuacién (EQ.3.21) se obtiene®?™:
BJD 2;;24 So-w,) (EQ.3.22)

aulo
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Referente a la ecuacién (EQ.3.19) o términos de cruce. Para integrar con respecto a u se aplica la
ecuacién de Pdrseval“2®, esto es:

=l —t)][e’(‘"""")" b= Izﬂ[%%ew][a(y + (o, -0, ) (EQ.3.23)

Integrando la ecuacién (EQ.3.23) se obtiene“2:

Tzﬂ[sel"(aﬁ)“)e—m][‘g(ﬂ +(o, — o, )du =27 sen(ar(w, —0,)) oMeno.) (EQ.3.24)

o (o, -o.))

Si se sustituye la ecuacién (EQ 324)enla ecuacién (EQ 3.19) se obtiene:

j(6,-6) r sen(al'(a),, - a)m )) jl(a).—o)_) —jan’d (EQ.3.25)
B‘]Dmloe (t Cl) ; ; A A € J 7(ar(w" _ wm e e T
Reagrupando términos en la ecuacién (EQ.3.25)se obtiene:
Normanyin-a) Fenlar(@, =0, ) (55=) ., (EQ.3.26)
BID,,(i,®) ;;A Ae [—eam o) e dr

m#n

Si se integra la ecuacién (EQ. 3 26) se obtiene?1;

- ' 3.27)
BJD, PILCERIAN [ o, +wm] (EQ
(t a) ;; ¢ a(wn _wm)ph(..-.-) ¢ 2
Puesto que la distribucién es real, entonces:
.3.28)
BJD 44 - )T _ 9_&] (EQ3
cruce (t @ Z—l ; COS((Q)" a)m )t + 0" m )a(a)" _ wm)pla(n-n.)[a) 2
Finalmente:
N
BID(t,0)=27Y A28(0 - w, )+
Z (EQ.3.29)
v o, +o,
+"Z=;Z;A,,A,,, cos((w, —w, X +6, —Gm)a( o jPe “{ - ]
3.6. Factor de peso de los términos de cruce

El factor de pesot” de los términos de cruce en la ecuacidn (EQ.3.29) se define como:

T _Gt o, : (EQ.3.30)
a(a)" _ wm)pza(n.—n.)(w 2 ] .

el cual pondera al factor 4 4, cos(e). El término A 4, constituye una energia de interferencia entre

WFap =

dos componentes sinusoidales diferentes de una sefial. Mientras que el término cos(e) indica que los

términos de cruce son periédicos y que pueden ser positivos o negativos, en la grdfica Fig.3.3 se
muestra la ecuacién.

Para el caso de la distribucién de Born Jordan, su factor de peso es una funcién pulso rectangular
simétrico unitario que se extiende a lo largo de (v, +w,)2<a

w, -,
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Consecuentemente, se distribuye el término de cruce asociado a @, ¥y @, a lo largo de un intervalo
finito.

Fig.3.3 Factor de peso de la distribucién tiempo frecuencia de
Born Jordan.

3.7. Algoritmo eficiente

El algoritmo eficiente™ calcula la ecuacién (EQ.3.13) valuada en n = 0. Por consiguiente:

BJD(0,k)=2 ZW(r)W (-T)e_jilm % ——x(u+ ) (u-7) | (EQ.3.31)

r==N+l p=-a?ltd 4 |T’

Si se separa la ecuacién (EQ.3.31) en dos sumatorias, una para los indices positivos de 7 y otra para
los indices negativos, se obtiene:

. -jamkr ] .
BIDOK=2 F WP ek ¥ 2, qag i leme) (EQ3.32)
Nt ~j2mkr a2r
+2§W(T)W () ¥ _Z,,;H o Mu+oh' (u-1)

Si a la ecuacién (EQ.3.32) se suma y se resta el término 2 (0)W " (0)x(0)x"(0), correspondiente al
indice 7 =0, se obtiene:

BID(O, k)= zg;flv(f)w*(_r)e"" 244 PR
rse (EQ3.33)
S W izlwt s et )
~ 2w (0)w"(0)x(0)x"(0)

Obsérvese que w(0)=
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Si en la primera sumatoria de la ecuacién (EQ.3.33) se cambia el indice T por —7, se obtiene:
J2skr  a2j(-t)

BJD(O,k)=2§;W( VY e |( e )
N-l -j2mkr a2 N EQ.3.34
+2{Z=:;W(T)W.(—T)e N _i||4 |z_1x(/t+r)x(/t ) (EQ )

-2x(0)x°(0)

Si en la primera sumatoria de la ecuacién (EQ.3.34) se aplica el operador conjugado complejo dos
veces, se obtiene®#2;

BJD(O,k)=[2§W(—1)W'(r)en: ' i'; poE x(u—tW (u+7)
N1 -j2nkr alr EQ.3.35
+2{=0W(1)W'(—r)eT ilrﬁ |T|x(;t+r)x(/t 7) (EQ )
- 2x(0)x"(0)

Si en la primera sumatoria de la ecuacién (EQ.3.35) se calcula uno de los operadores conjugados
Complejos, se obfiene(AZ.IZ):

—j2zkr a2t

BJD(0,k) = [2”201 w (-tw(r)e ¥ #_% | 40411 —— (-l + 7)}

5 Lt EQ.3.36
+22W(r)W (_f)e N zl“ x(ﬂ+r)x(;t ?) (EQ )

= p=-alt 4 M

-2x(0)x"(0)

Entonces, reagrupando términos se tiene*2::

BJD(0,k) = 2Real|:2§ W)W (- ,)e# 'i 417 axlp+ 7w (- T)} -2 x(o)z (EQ.3.37)

H=—alr

Donde Real[-] es el operador parte real de un nimero complejo. Finalmente se tiene:

=jimkr a2

BJD(O,k)=4Real[§W (-7l ¥

=0 p=-alr| 4a| |

e W )20y (EQ339

3.8. Optimizacion del indice #

Los valores mdximo y minimo del indice & para un valor determinado de 7, que no produce -
multiplicaciones triviales en la distribucién de Born Jordan, son min{2aM,N—1—\r\}

max{— ,-N+1+ |r|} respectivamente, donde ‘r} significa el valor absoluto de 7. De este modo,

la ecuacién (EQ.3.38) se transforma a:

2nkr min {ar2| ¢, N-1r]}
BJD(0,k) = 4Rea1lz ww'(-z)e ¥ i

p=max{-a2]t|,~N+14r}} 4a|r|

ENpRRE )] sy (EQ339)

25



Capitulo IIT

Distribucién de Born Jordan

Se ilustra el caso particular en el cual la longitud de ventana es L=15, esto es N =8, con un
factor de peso « = 0.5. Los elementos del vector x son:

Elemento | x(-6) | x(-5) | x(-4) | x(-3) | x(-2) | x(-1)

Valor X4 X5 Xy X.3 Xz | X4
Elemento (x(0) |x®) |[x2) [x(3) [x4) [x(5) [x¢) |[x7) [x@)i|*x9)|*0)
Valor Xo Xi X2 X3 X4 X5 Xs X7 {070 Gl o8

Nétese que los elementos no triviales del vector x van del indice -7 a 7.

A continuacién se desarrolla la sumatoria con respecto a . Primero, si 7=0, se tiene:

H
0
x(,u+r) x(0)
x(u-1) x'(0)
Si r=1, se tiene:
H
-1 0 1
xp+17) x0) |x1)  |[x2)
(u-1) X(-2) | X1 | x)
Si r=2, se tfiene:
H
-2 -1 0 1 2
xp+17) x0) |x1) |x@) |x3) |x(4)
x(u—-17) X(-4) |xX(-3) |X(2) |xX(1) |x()
Si r=3, se tiene:
H
-3 -2 -1 0 1 2 3 |
x(u+ 1) x(0) x(1) x(2) x(3) x(4) x(5) x(6) i
Xu-7)  |X(6) |X(5) |X(4 |x(-3) |X(2 |X(1) |X©)
Si r=4, se tiene:
H
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
x(u+7) x(0) | x(1) x(2) x(3) x(4) x(5) x(6) X(7) x(8)
x(u-7) X(8) |\ X(-7) |X(-6) |xX(-5) |X(4) |xX(3) |x2) |xXC1) |x©@

donde las celdas sombreadas representan multiplicaciones triviales cuyo resultados es cero.

Si =5, se tiene:

Y7,

5 4 3 2 1 0 1 2 3 4 5
x{u+7) x(0) | x(1) x2) [ x3) [x4) [x®) |x6) [x(7) |x8) [x©) |[x10)
x(u-1) X(10) | X(-9) |X(-8)|X(-7) | X(-6) | X(-5) | X'(-4) | X'(-3) | X(-2) | X' (-1) | X'(0)
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Si r=6, se tiene:

Hp+7) |50) 5 (1) | x@) ()
X(u~-17) |X(-12) | x(-11) | X'(-10)

0 1 2
<lu=r) [XC8) |XC8) (XX

Finalmente si r =7, se tiene:

7
Hu+t) | X(0)
u-7) | X4
U
0 1 2 3 4

x(11

u+t) | x(7) | x(8) |x(9) |x10)"
Hu-1) | X7) [ X)X ED) |\ X D)

Para cada valor de 7 de O a 3, se observa que el valor mdximo y minimo del indice x que no produce

multiplicaciones triviales es a27 y —a2r respectivamente. Mientras que para cada valor de 7 de 3
a 7, se observa que el valor maximo y minimo del indice x que no produce multiplicaciones triviales

es 7-| y -7+d.

Generalizando el resultado. Si la longitud de la ventana es L=2N—1 entonces el valor inicial y final
del indice 4 para cada valor 7 que no produce multiplicaciones triviales es max{—a2{r{,—N+1+M} y

min{a2M,N —I—M} respectivamente. En la grdfica de la Fig. 3.4 se muestra el lugar geométrico
descrito anteriormente.

Fig. 3.4. Dominio de la funcién de auto-correlacién generalizada indexada
al tiempo que no produce multiplicaciones triviales.
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3.9. Complejidad algoritmica

En este apartado se presenta el conteo de operaciones para la distribucién discreta sin simplificar
en la ecuacién (EQ.3.38) y para el algoritmo eficiente en la ecuacién (EQ.3.39). -Se concluird que el
algoritmo sin simplificacidn realiza el doble de operaciones que el algoritmo eficiente, aunque ambos
son de complejidad O(NS). '

3.9.1 Algoritmo sin simplificar

El ndmero de operaciones para calcular la distribucién discreta sin simplificar en la ecuacién
(EQ338) $on(A2.l4):

Productos: 2N?*+4N?—-N
Sumas: 2N*+2N —-4N

3.9.2 Algoritmo eficiente
El ndmero de operaciones para calcular el algoritmo eficiente en la ecuacién (EQ.3.39) son“2::

Productos: N?*+3N?+3N
Sumas: N?

3.10. Experimentos Numéricos

En este apartado se presentan experimentos numéricos calculando la distribucion tiempo frecuencia
de Born Jordan de diferentes funciones de interés académico, como son: sinusoidal, chirp, fase
cuadrdtica e impulso. Se utiliza la ecuacién (EQ.3.39).

3.10.1 Experimento 1: Funcidn sinusoidal

En las grdficas de las Fig. 3.5 y 3.6 se muestra la distribucién tiempo frecuencia de la funcién
sinusoidal f (t) = cos(27gf0t). Se observa el comportamiento constante de la frecuencia con respecto
al tiempo.
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Fig. 3.6. Distribucidn tiempo frecuencia de la funcién sinusoidal.

En la gréfica de la Fig. 3.7 se muestra su frecuencia media pseudo instantdnea, utilizando la ecuacién
(EQ.2.21). Nuevamente se observa, que esta frecuencia es constante con respecto al tiempo.
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Fig. 3.7. Frecuencia media pseudo instantdnea de la funcidn
sinusoidal.

3.10.2 Experimento 2. Funcién Chirp o fase lineal

En la grdfica de la Fig. 3.8 y 3.9 se muestra la grdfica de la distribucién tiempo frecuencia de la
funcién Chirp )= cos(27r( w+ ) IJ. Se observa que la frecuencia varia en forma lineal con respecto al

tiempo, es decir, r=ar+ 3.

Fig. 3.8. Distribucién de tiempo frecuencia de la funcién Chirp.
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Fig. 3.9. Distribucién de tiempo frecuencia de la funcién Chirp.

En la gréfica de la Fig.3.10 se muestra su frecuencia media pseudo instantdnea. Nuevamente se
observa, que esta frecuencia varia linealmente con respecto al tiempo.

Fig. 3.10. Frecuencia media pseudo instantdnea de una funcién
Chirp.

3.10.3 Experimento 3: Funcién fase cuadrdtica

En la grdfica de la Fig. 3.11 y 3.12 se muestra la distribucién tiempo frecuencia de la funcién fase
cuadrdtica 76)= cos[27r(% T +1] tJ donde la frecuencia varia cuadrdticamente con respecto al

tiempo, es decir, % ++1-
2
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Fig. 3.11. Distribucién tiempo frecuencia de la funcién fase
cuadrdtica.

Fig. 3.12. Distribucién tiempo frecuencia de la funcién fase
cuadrdtica.

En la grdfica de la Fig.3.13 se muestra su frecuencia media pseudo instantdnea. Nuevamente se
observa, que esta frecuencia varia cuadréticamente con respecto al tiempo.
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Fig. 3.13 Frecuencia media pseudo instantdnea de la fase
cuadrdtica

3.10.4 Experimento 4. Funcién impulso

En la grdfica de la Fig. 3.14 y 3.15 se muestra la distribucién de tiempo frecuencia de un impulso
7()=5(). el cual se define como:

o si t=0,

en donde aparecen sibitamente todas las frecuencias en el instante de tiempo :=0.

Fig. 3.14. Distribucién tiempo frecuencia de la funcién impulso.
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Fig. 3.15. Distribucién tiempo frecuencia de la funcién impulso.

En la grdfica de la Fig.3.16 se muestra su frecuencia media pseudo instantdnea. En este punto se
observa que esta frecuencia tiende a ser infinita en el instante de tiempo ;=0.

Fig. 3.16. Frecuencia media pseudo instantdnea de la funcién
impulso.
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4. DETERMINACION DE PARAMETROS OPTIMOS
41, Introduccion

En este capitulo se construye la sefial Déppler Ultrasénica utilizada en las simulaciones y se
presentan diversos experimentos numéricos realizados en Matlab para mostrar cualitativa y
cuantitativamente el comportamiento de la estimacién de la frecuencia media pseudo instantdnea y
del ancho de banda espectral RMS de la sefial, utilizando la distribucién tiempo frecuencia de Born
Jordan al variar |a longitud de ventana de muestreo, la relacién de potencia sefial a ruido (SNR), y el
pardmetro alfa propio de la distribucién. También se presentan criterios para la eleccién del valor
optimo de este pardmetro.

42 Sefial Déppler Ultrasénica Simulada

El desempefio de la distribucién tiempo frecuencia de Born Jordan se evaluard con una sefial Déppler
Ultrasénica simulada, cuya construccién se detalla en este incisot2uens),

Una sefial Déppler no estacionaria se puede describir como:
E oo (1) = ()00 (EQ.4.1)

donde A(t)e’*") es una funcién aleatoria de ancho de banda y e/#®) es una funcién deterministica
de desplazamiento en frecuencia. El componente aleatorio de la sefial x,,,., (¢), el cual constituye el
ancho de banda, es:

A0 = F[GUN()] (EQA4.2)

iy el componente deterministico, el cual constituye el desplazamiento en frecuencia, es:
!
8:(0)=2x [ £ (t)at (EQ4.3)
0

donde F“l[ ] es el operador de la fransformada inversa de Fourier, N(f) es una variable aleatoria
compleja con promedio cero, desviacién estdndar unitaria y distribucién de probabilidad normal,
G(f) es la envolvente del espectro y f;(t) es la frecuencia media pseudo instantdnea de la seiial

xDoppler (l) .

En este trabajo, la funcién G(f) es una funcién Gaussiana definida como:

o)A ld) (EQ4.4)

donde el ancho de banda espectral RMS es b =100 (constante con respecto al tiempo). En la grdfica
de la Fig. 4.1 se muestra la funcién G(f).
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Fig.4.1 Gréfica de la funcién G(f) con un ancho de banda espectral .
RMS b =100.

En la grdfica de la Fig. 4.2 se muestra el ancho de banda espectral RMS de la sefial x Da'pp,e,(t) yenla

grdfica de la Fig. 4.3 se muestra la frecuencia media pseudo instantdnea f;(t) de la misma sefial.

Fig. 4.2 6rdfica del ancho de banda espectral RMS de la sefial Déppler
ultrasdnica simulada xDopp,”(t).
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Fig. 4.3. 6rdfica de la frecuencia media instantdnea de la sefial Déppler
ultrasénica simulada X, (t) .

La duracidn de la sefial es de 0.7 segundos y se muestrea a una frecuencia de 19.2 KHz. Nétese que
13440 muestras es el producto de (19200hz por 0.7s).

4.3. Definicion de pardmetro éptimo y procedimiento para su cdlculo

Se utiliza la sefial Déppler simulada discreta x,,,,,, () calculada en la seccién anterior, ecuacién
(EQ.4.1)ewoum,

431 Procedimiento

El procedimiento es el siguiente. Se foma la n-ésima ventana de muestreo de longitud L =2N -1y
se calcula su sefial analitica, la cual constituye la sefal x(m) para m=—N +1,..,N —1. En la seccién

2.7, Sefal analitica, se muestra este procedimiento. Segundo, se estima la distribucién tiempo
frecuencia de Born Jordan valuada en tiempo cero segtin la ecuacién (EQ.3.39):

Mol -J2rkr  minfa2]r N-1-|r]}
BJID(0, k) = 4Reallz W(eW (-7 X LSRR s+ (- 7)} oo (EQ45)

r=0 p=max}-a2ld,-N+14|d]} 4a|7i

para k =0,...,N—1.

Tercero, se calcula la potencia media pseudo instantanea valuada en cero segin la ecuacién
(EQ.2.23): .
BJD(0,k) BJD(0,k)=0 (EQ.4.6)

PIPD(O”‘)={ 0 BJID(O,k)<0

para k =0,....N —1.

Cuarto, se estima la frecuencia media pseudo instantdnea segin la ecuacién (EQ. 2.25):
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N

k » PIPD(0,k)
PIMF(r)= ;__, (EQ.4.7)
EPIPD(O,k)

k=0

y el ancho de banda espectral RMS segtin la ecuacién (EQ.2.27):

N

g(pzm(n) — k) « PIPD(0, k) (EQ.4.8)

N

-

2 PIPD(0, k)

k=0

l;(n) =

donde n representa el nimero consecutivo de la ventana procesada, es decir, para la primera =1,

para la segunda =2 y asi sucesivamente. Nétese que los resultados PIPD(n) y b(n) corresponden al
punto central de la ventana n-ésima procesada.

Se repite el procedimiento descrito previamente para todas las ventanas consecutivas de mdximo
traslape, es decir, para fodas las ventanas consecutivas que comparten L —1 elementos.

Finalmente, el resultado estimado se compara contra los valores tedricos y se calcula el error RMS
de ambas estimaciones espectrales. En la seccién 4.2, Sefial Déppler ultrasénica, estdn los valores
tedricos. En la seccién 2.13, Error en la estimacién de la frecuencia media pseudo instantdnea y el
ancho de banda espectral RMS, se muestran las ecuaciones utilizadas para estimar dicho error.

En las secciones 4.4, 45, 4.6 y 4.7 se muestran los resultados obtenidos en los experimentos
numéricos variando las longitudes de las ventanas de muestreo con L =63, 127, 255 y 511

respectivamente, con una relacién sefial a ruido SNR = 40, 30, 20, 10 dB y con diversos valores del
" pardmetro alfa.

43.2. Pardmetro dptimo

El objetivo es encontrar el valor del pardmetro Alfa propio de la distribucidn, ecuacién (EQ.4.5), que
minimiza el error de las estimaciones espectrales para cada pareja de valores L y SNR. Dicho valor
se llamard pardmetro dptimo de la distribucién.

44 Longitud de ventana de muestreo de 63 elementos
En la grdfica de la Fig. 44 se muestra la Distribucién Tiempo Frecuencia de Born Jordan, la
frecuencia media pseudo instantdnea (la linea continua muestra los valores teéricos y la otra los

estimados), y el ancho de banda espectral RMS de la sefial Déppler ultrasénica simulada, calculada
para una longitud de ventana de muestreo de 63 elementos, sin ruido.
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Fig. 4.4 Longitud de ventana de mu
Distribucion Tiempo Frecuencia; b) Frecuencia media pseudo
instantdnea; ¢) Ancho de banda espectral RMS.

441 Error en la estimacion de Ja frecuencia media pseudo instantdnea

En la grdfica de la Fig. 4.5 se muestra el error RMS en la estimacién de la frecuencia media pseudo
instantdnea de la sefial Doppler ultrasdnica simulada, variando el pardmetro Alfa desde 0.5 hasta 5.

El error RMS minimo considerando una relacién sefial a ruido (SNR) de 10dB, se obtiene con el
pardmetro Alfa dptimo igual a 3. Para las SNR de 20, 30 y 40dB, el pardmetro Alfa dptimo

correspondiente es 1.5.

En la seccién 4.8, Andlisis del pardmetro Alfa, se explica la eleccién del rango de Alfa de 0.5 a 5.
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Error 0 la estimacién de la frecuencia media pseudo instantanea
para una longétud de ventana de 63 elementos

Fig. 4.5 Error RMS en la estimacidn de la frecuencia media pseudo instantdnea
para una longitud de ventana de 63 elementos, para una SNR de 10, 20, 30 y 40
dBy un pardmetro Alfa desde 0.5 hasta 5.

En la tabla Th.4.1 se muestran los valores minimos del error en la estimacidn de la frecuencia media
pseudo instantdnea, asi como el valor del pardmetro Alfa éptimo asociado para cada SNR.

SNR E,rr:or ,Aifa

minimo optimo

0 04012 3
20 0.2957 15
30 02953 . 15
40 0.2952 15

Tb.4.1 Pardmetro Alfa éptimo para la estimacién de la frecuencia media pseudo
instantdnea para una longitud de ventana de 63 elementos.

4.4.2. Error en la estimacion del ancho de banda espectral RMS

En la grdfica de la Fig. 4.6 se muestra el error en la estimacién del ancho de banda espectral RMS de
la sefial Déppler ultrasénica simulada, variando el pardmetro Alfa desde 0.5 hasta 5.

El error RMS minimo considerando una relacidn sefial a ruido (SNR) de 10dB, se obtiene con el

pardmetro Alfa éptimo igual a 0.5. Para las SNR de 20, 30 y 40 dB, el pardmetro Alfa dptimo
correspondiente es 1.
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Error en la estimacién del ancho de banda espectral RMS
para una longitud de ventana de 63 elementos

Alfa

Fig. 4.6 Error RMS en la estimacién del ancho de banda espectral RMS
para una longitud de ventana de 63 elementos, para una SNR de 10, 20,
30y 40 dB y un pardmetro Alfa desde 0.5 hasta 5.

En la tabla Th.4.2 se muestran los valores minimos del error en la estimacién del ancho de banda
espectral RMS, asi como el valor del pardmetro Alfa éptimo asociado para cada SNR.

SNR Error Alfa
minimo optimo
10~ 09782 05
20 0.6699 1
30 0.6648 1
40 0.6647

Tb.4.2, Pardmetro Alfa éptimo para la estimacién del ancho de banda espectral
RMS para una fongitud de ventana de 63 elementos.

44.3. Error en la estimacidn conjunta de la frecuencia y del ancho de banda

En la gréfica de la Fig. 4.7 se muestra el error en la estimacidn conjunta de la frecuencia media

pseudo instantdnea y del ancho de banda espectral RMS, variando el pardmetro Alfa desde 0.5 hasta
5. :

El error RMS considerando una relacién sefial a ruido (SNR) de 10, 20, 30 y 40 dB, se obtiene con el
pardmetro Alfa éptimo igual a 1.

Nétese, que el error del ancho de banda prevalece sobre el error de la frecuencia, haciendo que los
pardmetros Alfa calculados por la estimacién del ancho de banda predominen.
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Ervor en la estimacién conjunta de la frecuancla medla pseudo instantdnea y &l ancho de
banda espectral RMS para una ventana de 63 alementos

Alfa

Fig. 4.7 Error RMS en la estimacién conjunta de la frecuencia media
pseudo instantdnea y el ancho de banda espectral RMS, para una
longitud de ventana de 63 elementos, para una SNR de 10, 20, 30y 40
dB y un pardmetro Alfa desde 0.5 hasta 5.

En la tabla Tb.4.3 se muestran los valores minimos del error en la estimacién conjunta de la
frecuencia y el ancho de banda, asi como el valor del pardmetro Alfa dptimo asociado para cada SNR.

SNR Error Alfa
minimo optimo
10 10914 1
20 0.7401 1 :
30 0.7353 1
40 0.7352 1

Tb.4.3 Pardmetro Alfa éptimo para la estimacidn conjunta de la frecuenciay el
ancho de banda para una longitud de ventana de 63 elementos.

45, Longitud de ventana de muestreo de 127 elementos

En la grdfica de la Fig. 4.8 se muestra la Distribucién Tiempo Frecuencia de Born Jordan, la .
frecuencia media pseudo instantdnea (la linea continua muestra los valores tedricos y la otra los
calculados), y el ancho de banda espectral RMS de la sefial Déppler ultrasénica simulada, calculada
para una longitud de ventana de muestreo de 127 elementos, sin ruido.
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Fig. 4.8 Longitud de ventana de muestreo de 127 elementos sin ruido. a)
Distribucién Tiempo Frecuencia; b) Frecuencia media pseudo
instantdnea; ¢) Ancho de banda espectral RMS,

4.5.1 Error en la estimacion de la frecuencia media pseudo instantdnea

En la grdfica de la Fig. 4.9 se muestra el error en la estimacién de la frecuencia media pseudo
instantdnea de la sefial Déppler ultrasdnica simulada, variando el pardmetro Alfa desde 0.5 hasta 5.

i
El error RMS minimo considerando una relacidn sefial a ruido (SNR) de 10 dB, se obtiene con el
pardmetro Alfa éptimo igual a 2.5, para las SNR de 20, 30 y 40 dB, el pardmetro Alfa dptimo
correspondiente es 2. '
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Error en [ estimacién de fa frecuencia media psausdo Instantinea
para una fongftud de ventana de 127 elementos

Fig. 4.9 Error RMS en la estimacion de la frecuencia media pseudo instantdnea
para una longitud de ventana de 127 elementos, para una SNR de 10, 20, 30 y 40
dB y un pardmetro Alfa desde 0.5 hasta 5.

En la tabla Tb.4.4 se muestran los valores minimos del error en la estimacién de la frecuencia media
pseudo instantdnea, asi como el valor del pardmetro Alfa dptimo asociado para cada SNR.

SNR Error Alfa
minimo éptimo
10 0.5971 25
20 0.4361 2
30 0.4352 2
40 0.4351 2

Tb.4.4 Parémetro Alfa éptimo para la estimacidn de la frecuencia media pseudo
instantdnea para una longitud de ventana de 127 elementos.

452, Error en la estimacion del ancho de banda espectral RMS

En la grdfica de la Fig. 4.10 se muestra el error en la estimacién del ancho de banda espectral RMS
de la sefial Déppler ultrasénica simulada, variando el pardmetro Alfa desde 0.5 hasta 5.

El error RMS minimo considerando una relacién sefial a ruido (SNR) de 10, 20, 30 y 40 dB, se obtiene
con el pardmetro Alfa éptimo de 1.
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Emor en la estimacién del ancho de banda espectral RMS
para una longitud de ventana de 127 elemenlos

Fig. 4.10 Error RMS en la estimacién del ancho de banda espectral RMS
para una longitud de ventana de 127 elementos, para una SNR de 10,
20,30y 40 dB y un pardmetro Alfa desde 0.5 hasta 5.

En la tabla Tb.4.5 se muestran los valores minimos del error en la estimacién del ancho de banda
espectral RMS, asi como el valor del pardmetro Alfa dptimo asociado para cada SNR.

SNR Error Alfa
minimo optimo
10 16751 21
20 09797 1
30 0.9688 17
40 0.9687 1

Tb.4.5. Pardmetro Alfa dptimo para la estimacin del ancho de banda espectral
RMS para una longitud de ventana de 127 elementos,

4.5.3. Error en la estimacion conjunta de la frecuencia y del ancho de banda
En la grdfica de la Fig. 4.11 se muestra el error en la estimacién conjunta de la-frecuencia media
pseudo instantdnea y del ancho de banda especiral RMS, variando el pardmeiro Alfa desde 0.5 hasta

5.

El error RMS minimo considerando una relacién seffal a ruido (SNR) de 10, 20, 30y 40 dB, se obtiene
con el pardmetro Alfa éptimo igual a 1
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Emror en b estimacin conjunta da la frecuencia media pseudo instantinea y el ancho te banda
especiral RMS para una longitud de ventana de 127 elementos

Fig. 4.1 Error RMS en la estimacién conjunta de la frecuencia media
pseudo instantdnea y el ancho de banda espectral RMS, para una
longitud de ventana de 127 elementos, para una SNR de 10, 20, 30 y 40
dBy un pardmetro Alfa desde 0.5 hasta 5.

En la tabla Tb.4.6 se muestran los valores minimos del error en la estimacién conjunta de la
frecuencia y el ancho de banda, asi como el valor del pardmetro Alfa éptimo asociado para cada SNR.

SNR Error Alfa
minimo optimo
10 18211 15
20 1.1037 1
30 10928 1
40 1.0929 1

Tb.4.6 Pardmetro Alfa éptimo para la estimacién conjunta de la frecuenciay el
ancho de banda para una longitud de ventana de 127 elementos.

4.6. Longitud de ventana de muesireo de 255 elementos

En la grdfica de la Fig. 4.12 se muestra la Distribucién Tiempo Frecuencia de Born Jordan, la
frecuencia media pseudo instantdnea (la linea continua muestra los valores tedricos y la otra los-
calculados), y el ancho de banda espectral RMS de Ia seflal Déppler ultrasénica simulada, calculada
para una longitud de ventana de muestreo de 255 elementos, sin ruido.
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Fig. 4.12 Longitud de ventana de muestreo de 255 elementos sin ruido. a)
Distribucién Tiempo Frecuencia; b) Frecuencia media pseudo instanténea: c)
Ancho de Banda Espectral RMS.

4.6.1 Error en la estimacion de la frecuencia media pseudo instantdnea

En la grdfica de la Fig. 4.13 se muestra el error en la estimacién de la frecuencia media pseudo
instantdnea de la sefial Déppler ultrasénica simulada, variando el pardmetro Alfa desde 0.5 hasta 5.

El error RMS minimo considerando una relacién sefal a ruido (SNR) de 10, 20, 30 y 40 dB, se obtiene
con el pardmetro Alfa dptimo igual a 2.
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Emor en ta estimacién de ta frecuencls media pseudo instantinea
para una longitud de ventana de 255 elementos

Fig. 4.13 Error RMS en la estimacién de la frecuencia media pseudo
instantdnea para una longitud de ventana de 255 elementos, para una
SNR de 10, 20, 30 y 40 dB y un pardmetro Alfa desde 0.5 hasta 5.

En la tabla Tb.4.7 se muestran los valores minimos del error en la estimacién de la frecuencia media
pseudo instantdnea, asi como el valor del pardmetro Alfa éptimo asociado para cada SNR.

. SNR Error Alfa
minimo optimo
<405 SH1/0091. 2
20 0.7734 2
30 07714 = 2
40 0.7714 2

Tb.4.7 Pardmetro Alfa éptimo para la estimacién de la frecuencia media pseudo
instantdnea para una longitud de ventana de 255 elementos.

4.6.2, Error en la estimacion del ancho de banda espectral RMS

En la gréfica de la Fig. 4.14 se muestra el error en la estimacién del ancho de banda espectral RMS
de la sefial Déppler ultrasénica simulada, variando el pardmetro Alfa desde 0.5 hasta 5.

El error RMS minimo considerando una relacién sefial a ruido (SNR) de 10 dB, se obtiene con el

pardmeiro Alfa dptimo igual a 0.5, para las SNR de 20, 30 y 40 dB, el pardmetro Alfa éptimo
correspondiente es 1.
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pana una lonjitud de ventana de 255 elementos

Fig. 4.14 Error RMS en la estimacién del ancho de banda espectral RMS
para una longitud de ventana de 255 elementos, para una SNR de 10,
20, 30y 40 dB y un pardmetro Alfa desde 0.5 hasta 5.

En la tabla Tb.4.8 se muestran los valores minimos del error en la estimacién del ancho de banda
espectral RMS, asi como el valor del pardmetro Alfa éptimo asociado para cada SNR.

SNR Error Alfa
Minimo optimo
053529391 v 05 ¢
20 1.6575 1
807" 163797 i
40 1.6378 1

Tb.4.8 Pardmetro Alfa éptimo para la estimacién del ancho de banda espectral
RMS para una longitud de ventana de 255 elementos.

46.3. Error en la estimacion conjunta de la frecuencia y del ancho de banda

En la grdfica de la Fig. 4.15 se muestra el error en la estimacién conjunta-de la frecuencia media
pseudo instantdnea y del ancho de banda espectral RMS, variando el pardmetro Alfa desde 0.5 hasta

5.

El error RMS minimo considerando una relacion sefial a ruido (SNR) de 10 dB, se obtiene con el
pardmetro Alfa éptimo igual a 1.5, para las SNR de 20, 30 y 40 dB, el pardmetro Alfa éptimo

correspondiente es 1.
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Error en la estimacin conjuta de la frecuencia media psaudo instantinea y el ancho de banda
espactral RMS para una longilud de ventana de 255

Fig. 4.15 Error RMS en la estimacidn conjunta de la frecuencia media
pseudo instantdnea y el ancho de banda espectral RMS, para una
longitud de ventana de 255 elementos, para una SNR de 10, 20, 30y 40
dB y un pardmetro Alfa desde 0.5 hasta 5.

En la table Tb.4.9 se muestran los valores minimos del error en la estimacién conjunta de la
frecuencia y el ancho de banda, asi como el valor del pardmetro Alfa 6ptimo asociado para cada SNR.

SNR Error Alfa
minimo optimo
1055531637155
20 1.8769 1
30 1.8587 158

40 1.8586, 1

Tb.4.9 Pardmetro Alfa éptimo para la estimacién conjunta de la frecuencia y el
ancho de banda para una longitud de ventana de 255 elementos.

47. Longitud de ventana de muestreo de 511 elementos

En la grdafica de la Fig. 4.16 se muestra la Distribucién Tiempo Frecuencia de Born Jordan, la
frecuencia media pseudo instantdnea (la linea continua muestra los valores tedricos y la otra los
calculados) y el ancho de banda espectral RMS de la sefial Déppler ultrasénica simulada, calctlada
para una longitud de ventana de muestreo de 511 elementos, sin ruido.
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Fig. 4.16 Longitud de ventana de muestreo de 511 elementos sin ruido. a)
Distribucidn Tiempo Frecuencia; b) Frecuencia media pseudo instantdnea; c)
Ancho de Banda Espectral RMS.

4.7.1 Error en la estimacion de la frecuencia media pseudo instantdnea

En la grdfica de la Fig. 4.17 se muestra el error en la estimacién de la frecuencia media pseudo
instantdnea de la sefial Doppler ultrasénica simulada, variando el pardmetro Alfa desde 0.5 hasta 5.
El error RMS minimo considerando una relacién seffal a ruido (SNR) de 10, 20, 30 y 40 dB, se obtiene
con el pardmetro Alfa éptimo igual a 1.5.
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Envor en la estimacién de la frecuendla media pseudo instantinea
parar una longitud de ventana de 511 elemantos

Fig. 4.17 Error RMS en la estimacién de la frecuencia media pseudo instentdnea
para una longitud de ventana de 511 elementos, pare una SNR de 10, 20, 30 y 40
dB y un pardmetro Alfa desde 0.5 hasta 5.

En la tabla Tb.4.10 se muestran los valores minimos del error en la estimacién de la frecuencia media
pseudo instantdnea, asi como el valor del pardmetro Alfa éptimo asociado para cada SNR.

SNR Error Alfa
minimo _ éptimo
PO - oea02 - 45
20 11.4861 15
30 1.4837 S15
40 1.4837 15

Tb.4.10 Pardmetro Alfa éptimo para la estimacién de la frecuencia media pseudo
instantdnea para una longitud de ventana de 511 elementos.

472 Error en la estimacion del ancho de banda espectral RMS

En la grdfica de la Fig. 4.18 se muestra el error en la estimacién del ancho de banda espectral RMS
de la sefial Ddppler ultrasénica simulada, variando el pardmetro Alfa desde 0.5 hasta 5.

El error RMS minimo considerando una relacién sefial a ruide (SNR) de 10 dB, se obtiene con el

pardmetro Alfa éptimo igual a 0.5, para las SNR de 20, 30 y 40 dB, el pardmetro Alfa éptimo
correspondiente es 1,
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Error an la estimackn del ancho de banda espectral
para una longitud de ventana da St1 elementos

Fig. 4.18 Error RMS en la estimacidn del ancho de banda espectral RMS
para una longitud de ventana de 511 elementos, para una SNR de 10, 20,
30y 40 dB y un pardmetro Alfa desde 0.5 hasta 5.

En la tabla Tb.4.11 se muestran los valores minimos del error en la estimacién del ancho de banda
espectral RMS, asi como el valor del pardmetro Alfa éptimo asociado para cada SNR.

SNR Error Alfa
Minimo éptimo
910 5290 05—
20 3.1418 1
30 3.1130
40 3.1128 1

Tb.4.11, Pardmetro Alfa dptimo para la estimacidn del ancho de banda espectral
RMS para una longitud de ventana de 511 elementos.

4.7.3. Error en la estimacion conjunta de la frecuencia y del ancho de banda

En la grdfica de la Fig. 4.19 se muestra el error en la estimacién conjunta de la frecuencia media

pseudo instantdnea y del ancho de banda espectral RMS, variando el pardmetro Alfa desde 0.5 hasta
5.

El error RMS minimo considerando una relacién sefal a ruido (SNR) de 10 dB, se obtiene con el
pardmetro Alfa ptimo igual a 0.5, para las SNR de 20, 30 y 40 dB, el pardmetro Alfa éptimo
correspondiente es 1.
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Error e la estimacién confunta de fa frecuencia media psendo instantinea y ol ancho de banda
espetiral RMS para una longitud da ventana de 511 elementos

Fig. 4.19 Error RMS en la estimacién conjunta de la frecuencia media
pseudo instantdnea y el ancho de banda espectral RMS, para una
longitud de ventana de 511 elementos, para una SNR de 10, 20, 30 y 40
dB y un pardmetro Alfa desde 0.5 hasta 5.

En la fabla Tb.4.12 se muestran los valores minimos del error en la estimacién conjunta de la
frecuencia y el ancho de banda, asi como el valor del pardmetro Alfa éptimo asociado para cada SNR.

SNR Error Alfa
minimo optimo
10 56913 .05
20 3.5064 1
30 3.4796 1
40 3.4795

Tb.4.12 Pardmetro Alfa 8ptimo para la estimacién conjunta de la frecuenciay el
ancho de banda para una langitud de ventana de 511 elementos.

4.8. Andlisis del pardmetro Alfa: Valores apropiados

En esta seccién, nuevamente se analiza la sefial Déppler Ultrasénica simulada, a la cual se le aplica la
distribucién de tiempo frecuencia de Born Jordan, pero ahora variando el pardmetro Aifa en un
rango de valores de 0.5 a 100,

Obsérvese que en la expresién discreta de la distribucidn tiempo frecuencia de Born Jordan valuada
en n=0, ecuacién (EQ.4.5), los valores de las cotas del indice de la sumatoria interna, es decir, con
respecto a 4, deben ser enteros. De aqui que los valores apropiados para el pardmetro Alfa sean
mdltiplos enteros positivos de 0.5, esto es:

Alfa =0.5n con n € Naturales _ (EQ.4.9)
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481 Error en la estimacion de la frecuencia media pseudo instantdnea

En la grdfica de la Fig. 4.20 se muestra el error en la estimacidn de la frecuencia media pseudo
instantdnea de la sefial Doppler ultrasénica simulada, con una longitud de ventana de 127 elementos y
variando apropiadamente el pardmetro Alfa desde 0.5 hasta 100.

Ndtese que los errores minimos obtenidos en la estimacidon de la frecuencia media pseudo
instantdnea considerando una SNR de 10, 20, 30, 40 dB, se obtienen uftilizando el pardmetro Alfa
comprendido en un rango de 0.5 a 5.

También obsérvese que a medida que aumenta el valor del pardmetro Alfa, el error en la estimacién

de la frecuencia media pseudo instantdnea también va aumentando. El comportamiento para otras
longitudes de ventana es similar.

Ermor an La estimacién de 1a frecuancla media pseudo instantanea

w 0 4« 30 20 10 9 8 7 L € 45 4 3 3 25 2 38 1 08

Alfa

Fig. 4.20 Error en la estimacién de la frecuencia media pseudo
instantdnea variando el parédmetro Alfa desde 0.5 a 100 (valores
apropiados) con una relacién sefal a ruido de 10, 20, 30 y 40 dB.

4.8.2 Error en la estimacion del ancho de banda espectral RMS

En la grdfica de la Fig. 4.21 se muestra el error en la estimacién del ancho de banda espectral RMS
de la sefial Déppler ultrasénica simulada, con una longitud de ventana de 127 elementos y variando el
pardmetro Alfa desde 0.5 hasta 100.
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Error en la estimadidn del ancho de banda espectral RMS
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Alfa

Fig. 4.21 Error en la estimacidn del ancho de banda espectral RMS
variando el pardmetro Alfa desde 0.5 a 100 (valores apropiados) con
una relacién sefial a ruido de 10, 20, 30 y 40 dB.

Nétese que los errores minimos obtenidos en la estimacién del ancho de banda considerando una SNR
de 10, 20, 30, 40 dB, se obtienen utilizando el pardmetro Alfa comprendido en un rango de 0.5 a 5.

También obsérvese que a medida que aumenta e! valor del pardmetro Alfa, el error en la estimacién

del ancho de banda espectral RMS también va aumentando. El comportamiento para otras longitudes
de ventana es similar. ‘

48.3. Error en la estimacién conjunta de la frecuencia y el ancho dé banda

En la grdfica de la Fig. 4.22 se muestra el error en la esfimacidn conjunta de la frecuencia media
pseudo instantdnea y del ancho de banda espectral RMS, con una longitud de ventana de 127
elementos y variando el pardmetro Alfa desde 0.5 hasta 5.

Nétese que el error minimo obtenido de la estimacién conjunta de la frecuencia y del ancho de banda
considerando una SNR de 10, 20, 30 y 40 dB, se obtienen utilizando el pardmetro Alfa comprendido
en un rango de 0.5 a 5.

También obsérvese que a medida que aumenta el pardmetro Alfa, el error en la estimacion conjunta
de la frecuencia y del ancho de banda, también va aumentando. El comportamienfo para otras
longitudes de ventana es similar.
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Emor & la esfimacion conjunta de la frecuendia y el encho de banda

10 60 40 0 2 10 9 & 7 & 5 45 4 IS 3 2B 2 5 1 08 <
Alfa

Fig. 4.22 Error en la estimacidn conjunta de la frecuencia y el ancho de
banda variando el pardmetro Alfa desde 0.5 a 100 (valores apropiados)
con una relacidn sefial a ruido de 10, 20, 30 y 40 dB.

4.9. Andlisis del pardmetro Alfa: Valores no apropiados

En esta seccidn, nuevamente se analiza la sefial Déppler Ultrasénica simulada, a la cual se le aplica la

distribucion de tiempo frecuencia de Born Jordan, variando el pardmetro Alfa en un rango de valores
de 0.5a2.5.

En contraposicién a los valores apropiados, los valores no apropiados son aquellos que no generan
valores enteros en las cotas del indice de la sumatoria interna, es decir, con respecto a £, en la
ecuacién (EQ.4.5).

491 Error en Ja estimacion de Ja frecuencia media pseudo instantdnea

En las grdficas de la Fig. 4.23 se muestra el error en la estimacién de la frecuencia media pseudo
instantdnea de la sefal Déppler ultrasénica simulada, con una longitud de ventana de 127 y variando
no apropiadamente el pardmetro Alfa en un rango de 0.5 a 2.5 con incrementos de 0.1.

Los errores mdximos obtenidos son para valores no apropiados de Alfa, en particular para 1.4, 1.6 2.1

y 2.4. En general los errores minimos se obtienen para valores apropiados de Alfa; por ejemplo, 0.5,
1,15,2y 2.5,
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Error en la estimacion de la frecuencla media pseudo instantanea

25 24 23 22 24 2 39 18 17 15 1B 4 (3 12 &t 08 08 A7 68 OF
Alfa

Fig. 4.23 Error en la estimacién de la frecuencia media pseudo
instantdnea variando no apropiadamente el parametro Alfade 0.5a 2.5
con una relacién sefial a ruide de 5, 10, 15, 20, 25, 30, 35 y 40 dB.

492 Error en la estimacion del ancho de banda espectral RMS

En las gréficas de la Fig. 4.24 se muestra el error en la estimacién del ancho de banda espectral RMS
de la sefial Déppler ultrasdnica simulada, con una longitud de ventana de 127 y variando no
apropiadamente el pardmetro Aifa en un rango de 0.5 a 2.5 con incrementos de 0.1, '
Los errores mdximos obtenidos son para valores no apropiados de Alfa, en particular para 1.4, 1.6, 2.1

y 2.4. En general los errores minimos se obtienen para valores apropiados de Alfa por ejemplo, 0.5, 1,
15,2y 25.
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Eror en la estimacion del ancho de banda espectral RMS
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Fig. 4.24 Error en la estimacién del ancho de banda espectral RMS
variando no apropiadamente el pardmetro Alfa de 0.5 a 2.5 con una
relacién sefal a ruido de 5, 10, 15, 20, 25, 30, 35y 40 dB.

4.9.3. Error en la estimacion conjunta de la frecuencia y el ancho de banda

En las grdficas de la Fig. 4.25 se muestra el error en la estimacién conjunta de la frecuencia y el
ancho de banda espectral RMS, con una longitud de ventana de 127 elementos y variando no
apropiadamente el pardmetro Alfa en un rango de 0.5 a 2.5 con incrementos de 0.1.

Los errores mdximos obtenidos son para valores no apropiados de Alfa, en particular para 1.4, 1.6, 2.1

y 2.4. En general los errores minimos se obtienen para valores apropiados de Alfa por ejemplo, 0.5, 1,
15,2y 25.
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Determinacién de pardmetros éptimos

Error en la estimacion conjunta de la frecuencia y ef ancho da banda
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Fig. 4.25 Error en la estimacién conjunta de la frecuenciay el ancho de
banda variando no apropiadamente el pardmetro Aifa de 0.5 a 2.5 con
una relacién seffal a ruido de 5, 10, 15, 20, 25, 30, 35y 40 dB.
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5. ANALISIS DE RESULTADOS: PARAMETROS ALFA OPTIMOS
5.1. Introduccién

En este capitulo se analizan los valores éptimos del pardmetro Alfa, que se obtienen de aplicar la
distribucién tiempo frecuencia de Born Jordan a la sefial Déppler Ulrasénica simulada, para la
estimacién de la frecuencia media pseudo instantdnea, el ancho de banda espectral y la estimacién
conjunta, variando la longitud de la ventana de muestreo y cambiando la relacién de potencia sefial a
ruido. Los resultados detallados estdn en el capitulo 4, Determinacién de pardmetros éptimos. Estos
resultados se utilizan en el desarrollo del capitulo 6, Truncado de la funcién de dutocorrelacién.
También se realiza una comparacién de los resultados obtenidos con la distribucién tiempo
frecuencia de Wigner Ville.

5.2. Pardmetros Alfa éptimos para estimar la frecuencia instantdnea

En la tabla Tb.5.1 se muestran los valores minimos de los errores obtenidos en la estimacién de la
frecuencia media pseudo instantdnea.

Longitud de Ventana

SNR 63 127 255 511
SO R ERRERN040 1 2B 0 5o 7R - 10091 18492000 |
20 02957 04361 07734 14861
B0 ENI0 205 3 MR 0 4 S5ZII 07/ 1S TSN

40 02952 0.4351 07714 14837

Tb.5.1. Valores minimos de los errores en la estimacién de la frecuencia media pseudo instantdnea.

En la tabla Tb.5.2, se muestran los valores del pardmetro Alfa, los cuales se denominan dptimos,
asociados al error minimo en la estimacién de la frecuencia media pseudo instantanea.

Longitud de Ventana

SNR 63 127 255 _ 511
107 w3 2. e 2 B
20 15 2 2 15
30 1.5 _ 2 2 B
40 15 2 4 1.5
Tb.5.2. Pardmetros Alfa éptimos asociados al error minimo en la estimacién de la frecuencia media pseudo
instantdnea.
53. Pardmetros Alfa optimos para estimar el ancho de banda espectral

En la tabla Tb.5.3 se muestran los valores minimos de los errores obtenidos en la estimacién del
ancho de banda espectral.
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Longitud de Ventana

SR s 127 255 511
09782 o 75 e 2.9391 B
20 0.6699 09797 16575

30 06648 - 09688 . . 16379 ° 11311307
40 0.6647 0.9687 16378 3.1128

Tb.5.3. Valores minimos de los errores en la estimacién del ancho de banda espectral.

En la tabla Tb.5.4, se muestran los valores del pardmetro Alfa, los cuales se denominan dptimos,
asociados al error minimo en la estimacién del ancho de banda espectral.

Longitud de Ventana

SNR 63 127 255 511
BT s D e Ry e e s,
" 20 w—— —— P— 1 . 1 1 . . .1 —
40 - 1 1 1

Tb.5.4. Pardmetros Alfa dptimos asociados al error minimo en la estimacién del ancho de banda espectral.
5.4. Pardémetros Alfa dptimos para Ia estimacidn conjunta de la frecuencia y el

ancho de banda

En la fabla Tb.5.5 se muestran los valores minimos de los errores obtenidos en la estimacién conjunta
de la frecuencia y el ancho de banda.

Longitud de Ventana

SNR 63 127 255 511
S 105 1.0914 o 1821l 31637 56913
20 0.7401 11037 18769 35064
£ 30 BONena. s 100928 /& 18587 . 34796
40 0.7352 1.0929 1.8586 3.4795

Tb.5.5. Valores minimos de los errores en la estimacién conjunta de la frecuencia instantdnea y el ancho de
banda espectral.

En la tabla Tb.5.6, se muestran los valores del pardmetro Alfa, los cuales se denominan dptimos,
asociados al error minimo en la estimacién conjunta de la frecuencia y el ancho de banda.
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Longitud de Ventana

SShR b3 122 255

Tb.5.6. Pardmetros Alfa éptimos asociados al error minimo en la estimacién conjunta de la frecuencia media
pseudo instantdnea y el ancho de banda espectral.

5.5. Andlisis del pardmetro Alfa: Valores apropiados
Los valores apropiados del pardmetro Alfa son aquellos que generan cotas enteras en la sumatoria

con respecto a i de la distribucion tiempo frecuencia de Born Jordan (EQ.3.39). Estos valores de
Alfa son mdltiplos enteros positivos de 0.5; por ejemplo: 0.5,1,15, 2,235, ..

5.6. Andlisis del pardmetro Alfa: Valores no apropiados
Los valores no apropiados del pardmetro Alfa son aquellos que no generan cotas enteras en la

sumatoria con respecto a x de la distribucién tiempo frecuencia de Born Jordan (EQ.3.39). Estos
valores de Alfa no son miltiplos enteros positivos de 0.5; por ejemplo: 0.6,0.7,0.8,0.9, 1.1, ..

5.7. Comparacidn con la distribucion tiempo frecuencia de Wigner Ville

En la tabla Tb.5.7, se muestran los errores minimos en la estimacién de la frecuencia media pseudo
instantdnea utilizando las distribuciones de Wigner Ville y Born Jordan.

Frecuencia media pseudo instantdnea

Wigner Ville®! Born Jordan
SNR SNR
10 40
1.0671 0.2952
. 03709 3.6001 0.4351
0.9034 12.0298 0.7714
2.2556 42.8700 1.4837

Tabla 5 7 Comparacién de la estimacién del error minimo de la frecuencia media pseudo msTanTanea de Ias
distribuciones de Wigner Ville y Born Jordan.

En la tabla Tb.5.8, se muestran los errores minimos para el ancho de banda espectral RMS.
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Ancho de banda espectral RMS

Wigner Ville®! Born Jordan
SNR
20 10 40
0.7247 2.0660 0.6647
15724 5.2787 0.9687
3.8202 13.9502 16378
10.1819 42,0300 3.1128

Tabla 5. 8 Comparacuon de la estimacién del error minimo del ancho de banda espect
distribuciones de Wigner Ville y Born Jordan

En la tabla Tb.5.9, se muestran los errores minimos para la estimacion conjunta de la frecuencia y del
ancho de banda.

Estimacion conjunta de la frecuencia y el ancho de banda

Wigner Ville®! Born Jordan
SNR SNR
20 10 40
0.7446 = 2.3253 0.7352
1.6156 6.3895 1.0929
- 3.9256 18.4207 1.8586
10.4288 60.0363 3.4795

Tabla 5.9. Comparacnon del error minimo en la estimacién conjunta de la frecuencua y el ancho de banda de Ias
distribuciones de Wigner Ville y Born Jordan.

Los valores remarcados corresponden a los valores minimos en la comparacién. Nétese que la
distribucidn de Born Jordan estima mejor que la distribucién de Wigner Ville la frecuencia media
pseudo instantdnea de una sefial en presencia de ruido. Lo mismo ocurre con el ancho de banda y con
la estimacidn conjunta.
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6. TRUNCADO DE LA FUNCION DE AUTOCORRELACION
6.1, Introduccién

En este capitulo se muestra el desempefio que tiene la distribucién tiempo frecuencia de Born Jordan
para efectuar la estimacion espectral cuando se trunca su funcién de autocorrelacién indexada al
tiempo generalizada. El fundamento fisico del truncado consiste en despreciar los términos de cruce
provocados por componentes frecuenciales distantes en el tiempo o en la frecuencia, cuyo valor
deberia tender a cero. El truncando en la funcién disminuye el ndmero de operaciones implicadas pero
incrementa el error en la estimacién. De aqui que exista un compromiso entre el truncado y el error.
Se presentan diversos experimentos numéricos utilizando el pardmetro Alfa optimo, variando la
longitud de ventana de muestreo, la relacién de potencia sefial a ruido y el indice de truncado de la
funcién de autocorrelacidn.

6.2. Truncado de la funcién de autocorrelacion en la distribucion tiempo
frecuencia de Born Jordan

En la siguiente ecuacién se muestra la expresion discreta eficiente que calcula la distribucién tiempo
frecuencia de Born Jordan, ecuacién (EQ.3.39), con un indice de truncado en la funcién de
autocorrelacidn indexada al tiempo generalizada (sumatoria interna con respecto a u )i

N-l 20t min{i7 a2 N-1-1(}
BIDO, k, IT) = aReal| 5 (e () 7 M;H o) (u —r)]—zlx(o]‘ (EQ.6.1)
=0 p=max {17 ~a2r|~N+1+[e|}

Obsérvese que los valores de las cotas de la sumatoria interna con respecto a 4 tienen un indice de

truncado IT, el cual puede tomar valores desde O hasta N-1, ya que para valores mayores a N-1 no
existe ningin truncado efectivo, porque se excede la longitud de la sefial. Nétese que I7 =0
corresponde al mdximo truncado; mientras que IT = N —1, sin truncado.

El fundamento fisico del truncado consiste en despreciar los términos de cruce provocados por

componentes frecuenciales distantes en el tiempo o en la frecuencia, cuyo valor deberia tender a
cero.

Nétese que el truncado introduce un error en la estimacién, pero disminuye el ndmero de
operaciones. De esta forma se establece un compromiso de rapidez de cdlculo contra el error en la
estimacién espectral: "A-mayor rapidez de cdlculo (mayor truncamiento), mayor error (controlado) en
la estimacién espectral”. Es decir el truncado implica despreciar términos, consecuentemente se

disminuye el nimero de operaciones pero, se pierde la exactitud, a cambio de que se gane un menor
tiempo de calculo.
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6.3. Longitud de ventana de 63 elementos

Para una longitud de ventana de muestreo de 63 elementos el indice de truncado IT puede tomar
valores desde O hasta 31. /T =0 corresponde al mdximo truncado; mientras que [T =31, sin

truncado.

6.3.1 Estimacion del ancho de banda espectral RMS

De la tabla (Tb.5.4) se obtiene el pardmetro Alfa éptimo de 1, para estimar el ancho de banda
espectral. En la grdfica de la Fig. 6.1 se muestra el error en la estimacién de la frecuencia media
pseudo instantdnea de la sefial Déppler ultrasénica simulada, variando el indice de truncade de la

funcién de autocorrelacién, para diversos niveles de SNR.

Error en la estimacién de la frecuencla media pseudo Instantanea para una
longitud de ventana de 63 elemenios

08489

101lulﬁlegonx
Indica de Truncado

Fig.6.1. Error en la estimacién de la frecuencia media pseudo
instantdnea con un factor de peso Alfa dptimo de 1,y variando el indice
de truncado de la funcidn de autocorrelacion.

De igual forma, en las grdficas de las Fig. 6.2 y Fig. 6.3 se muestran el error en la estimacién del
ancho de banda espectral y en la estimacién conjunta de la frecuencia y del ancho de banda,

respectivamente,
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Truncado de la funcién de autocorrelacién

Ecror en la estimacién del ancho de banda espectral para
una longitud de ventana de 63 elemenlos

810 2 oy o .

» 2 o
Indice de Truncado
Fig.6.2. Error en la estimacioh del ancho de banda espectral coh un
factor de peso Alfa éptimo de 1, y variando el indice de truncado de la
funcidn de autocorrelacién.

Error en la estimacion conjunta de la frecuencia y el ancho de banda para una
longitud de ventana de 63 elementos

T I
Indice da Truncado

2 oy o

Fig.6.3. Error en la estimacidn conjunta de la frecuencia y el ancho de
banda con un factor de peso Alfa éptimo de 1, y variando el indice de
truncado de la funcién de autocorrelacidn.
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6.3.2 Estimacion de la frecuencia media pseudo instantdnea

De la tabla (Tb.5.2) se obtiene el pardmetro Alfa dptimo de 1.5, para estimar la frecuencic media
pseudo instantdnea. En la grdfica de la Fig. 6.4 se muestra el error en la estimacidn de la frecuencia
media pseudc instantdnea de la sefial Déppler ultrasénica simulada, variando el indice de truncado de
la funcién de autocorrelacién, para diversos valores de SNR.

Error en |a estimacion de la frecuencia media pseudo instantanea
para una longitud de ventana de 63 elementos

Fig.6.4. Error en la estimacién de la frecuencia media pseudo
instantdnea con un factor de peso Alfa éptimo de 1.5, y variando el
indice de truncado de la funcidn de autocorrelacién.

De igual forma, en las grdficas de las Fig. 6.5 y Fig. 6.6 se muestran el error en la estimacién del
ancho de banda espectral y en la estimacién conjunta de la frecuencia y del ancho de banda,

respectivamente. !

68



Capitulo VI

Truncado de la funcién de autocorrelacién

Ermor en la estimacién del ancho de banda espectral
para una Jongiud de ventana de 63 elementos

0 2 4 61

2
indice de truncado Z 4 = n %
Fig.6.5. Error en la estimacién del ancho de banda espectral con un
factor de peso Alfa éptimo de 1.5, y variando el indice de truncado de
la funcidn de autocorrelacién.

Eor en |a estimaclion conjunta de fa frecuencia y el ancho de banda
para una longitud de ventana de 63 elemenios

Indics de Truncado

Fig.6.6. Error en la estimacién conjunta de la frecuencia y el ancho de
banda con un factor de peso Alfa éptimo de 1.5, y variando el indice de
truncado de la funcién de autocorrelacidn.
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6.4. Longitud de ventana de 127 elemenfds

Para una longitud de ventana de muestreo de 127 elementos el indice de truncado IT puede tomar
valores desde O hasta 63. IT =0 corresponde al mdximo truncado; mientras que I7T =63, sin
truncado.

6.4.1 Estimacion del ancho de banda espectral

De la tabla (Tb.5.4) se obtiene el pardmetro Alfa éptimo de 1, para estimar el ancho de banda
espectral. En la grdfica de la Fig. 6.7 se muestra el error en la estimacién de la frecuencia media
pseudo instantdnea de la sefial Déppler ultrasénica simulada, variando el indice de truncado de la
funcién de autocorrelacién, para diversos niveles de SNR.

Error en la estimacién de la frecuencia media pseudo instantinea
para una longitud de ventana de 127 elomentos

0.5044-14 N

1 i
202‘23323&4044‘3525660

Indlce de truncade

Fig.6.7. Error en la estimacidn de la frecuencia media pseudo
instantdnea.con un factor de peso Alfa éptimo de 1,y variando el indice
de truncado de la funcién de autocorrelacion.

De igual forma, en las grdficas de las Fig. 6.8 y Fig. 6.9 se muestran el error en la estimacién del

ancho de banda espectral y en la estimacién conjunta de la frecuencia y del ancho de banda,
respectivamente.
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Error en la estimacidn-del ancho de banda espectral
para una longitud de ventana de 127 slementos

216065

1,90864

Error 165683

142462
1,18281

10
0,8406

3 SNR
12 16 2

BB 0 ouopop o
indice de truncado

4 8

Fig. 6.8. Error en la estimacién del ancho de banda espectral con un
factor de peso Alfa éptimo de 1, y variando el indice de truncado de Ia
funcidn de autocorrelacién,

Evror en la estimacién conjunta de la frecuencia y el ancho de banda
para una longitud de ventana de 127 elementos

2 U

8 v W O 4 48 2 % g
Indice de truncado

Fig. 6.9. Error en la estimacién conjunta de la frecuenciay el ancho de
banda con un factor de peso Alfa éptimo de'1, y.variando el indice de
truncado de la funcién de autocorrelacién,
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6.4.2 Estimacidn de la frecuencia media pseudo instantdnea

De la tabla (Tb.5.2) se obtiene el pardmetro Alfa éptimo de 2, para estimar la frecuencia media
pseudo instantdnea. En la grdfica de la Fig. 6.10 se muestra el error en la estimacién de la frecuencia

media pseudo instantdnea de la sefial Déppler ultrasénica simulada, variando el indice de truncado de
la funcién de autocorrelacién, para diversos niveles de SNR.

Error erf la estimacién de la frecuencla media pseudo tnstantanea
para una longitud de veniana de 127 elementos

16202‘&&36
L7 T 52
Indica de truncado %«
Fig.6.10. Error en la estimacién de la frecuencia media pseudo
instantdnea con un factor de peso Alfa éptimo de 2,y variando el indice
de truncado de la funcién de autocorrelacién,

De igual forma, en las gréficas de las Fig. 6.11 y Fig. 6.12 se muestran el error en la estimacién del

ancho de banda espectral y en la estimacién conjunta de la frecuencia y del ancho de banda,
respectivamente.
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Ermor en la estimacidn del ancho de banda espectral
para una longitud de ventana de 127 elementos

B N % g 4 8 5 g @
indice de truncado

2 u

Fig. 6.11. Error en la estimacién del ancho de banda espectral con un
factor de peso Alfa éptimo de 2, y variando el indice de truncado de la
funcién de autocorrelacién.

Error en la esimacion conjunta de la frecuencla y el ancho de banda
para una longltud de ventana de 127 elementas

|02024a3236“““5256
60

Indica de truncado

Fig. 6.12. Error en la estimacién conjunta de la frecuencia y el ancho de
banda con un factor de peso Alfa éptimo de 2,y variando el indice de
truncado de la funcién de autocorrelacidn.
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6.5. Longitud de ventana de 255

Para una longitud de ventana de muestreo de 255 elementos el indice de truncado IT puede tomar
valores. desde O hasta 127. IT =0 corresponde al mdximo truncado; mientras que /T =127 sin
truncado.

6.5.1 Estimacion del ancho de banda espectral

De la tabla (Tb.5.4) se obtiene el pardmetro Alfa éptimo de I, para estimar el ancho de banda
espectral. En la grafica de la Fig. 6.13 se muestra el error en la estimacién de la frecuencia media
pseudo instantdnea de la sefial Déppler ultrasénica simulada, variando el indice de truncado de la
funcién de autocorrelacién, para diversos niveles de SNR.

Etror en Ja estimacion de la frecuencia media pseudo instantanea
para una longilud de ventana de 255 elementos

T

Indice de truncado

Fig.6.13. Error en la estimacidn de la frecuencia media pseudo
instantdnea con un factor de peso Alfa dptimo de 1,y variando el indice
de truncado de la funciéh de autecorrelacién.

De igual forma, en las grdficas de las Fig. 6.14 y Fig. 6.15 se muestran el error en la estimacién del

ancho de banda espectral y en la estimacién conjunta de la frecuencia y el ancho de banda,
respectivamente.
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Error en la estimacién del ancho de banda espectrai
para una longitud de ventana de 255 elementos

Indice de truncado

Fig. 6.14, Error en la estimacion del .ancho de banda espectral con un
factor de peso Alfa éptimo de 1, y variando el indice de truncado de la
funcién de autocorrelacion.

Error en la estimacion conjunta de la frecuencia y el ancho de banda
para una longitud de ventana de 255 elementos

Indics de tuncado

Fig. 6.15. Error en la estimacién conjunta de la frecuencia y el ancho de
banda con un factor de peso Alfa éptimo de 1y variando el indice de
truncado de la funcién de autocorrelacién,
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6.5.2 Estimacion de la frecuencia media pseudo instantdnea

De la tabla (Tb.5.2) se obtiene el pardmetro Alfa éptimo de 2, para estimar la frecuencia media
pseudo instantdnea. En la grdfica de la Fig. 6.16 se muestra el error en la estimacién de la frecuencia
media pseudo instantdnea de la seffial Ddppler ultrasénica simulada, variando el indice de truncado de
la funcién de autocorrelacidn, para diversos niveles de SNR.

Ervor en la estimaclén de la frecuencia media pseudo instanténea
para ura longitud de ventana de 255 elementos

0 18 % 6 n g 8 o
Indice de truncado

Fig.6.16. Error en la estimacién de la frecuencia media pseudo
instantdnea con un factor de peso Alfa éptimo de 2, y variando el indice
de truncado de la funcién de autocorrelacidn.

De igual forma, en las grdficas de las Fig. 6.17 y Fig. 6.18 se muestran el error en la estimacién del

ancho de banda espectral y en la estimacién conjunta de la frecuencia y el ancho de banda,
respectivamente,
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Ervor en |a estimacion del ancho de banda espectral
para una longitud de ventana de 255 elementos

112
Indice de truncado 0

Fig. 6.17. Error en la estimacidn del ancho de banda espectral con un
factor de peso Alfa éptimo de 2, y variando el indice de truncado de la
funcién de autocorrelacidn.

Error en la estimacién conjunta de la frecuencia y e} ancho de banda
para una longitud de ventana de 255 elementos

57642

51812

8 18 pu

R

40

4 % @ op

0 8 o
Indlce de truncado

104 112
Fig. 6.18. Error en la estimacidn conjunta de la frecuencia y el ancho de

banda con un factor de peso Alfa éptimo de 2 y variando el indice de
truncado de la funcién de autocorrelacién.
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6.6. Longitud de ventana de 511 elementos

Para una longitud de ventana de muestreo de 511 elementos el.indice de truncado IT puede tomar
valores desde O hasta 255. JT =0 corresponde al mdximo truncado; mientras que /T =255 sin
truncado.

6.6.1 Estimacion de/ ancho de banda espectral

De la tabla (Tb.5.4) se obtiene el pardmetro Alfa dptimo de 1, para estimar el ancho de banda
espectral. En la grdfica de la Fig. 6.19 se muestra el error en la estimacidn de la frecuencia media
pseudo instantdnea de la sefal Déppler ultrasénica simulada, variando el indice de truncado de la
funcién de autocorrelacién, para diversos niveles de SNR.

Error en la estimacién de la frecuencia media pseudo instantanea ,
para una longitud de ventana de 511 elementos ’

7,

U2 28 a4 !80- 176 4
Indice de truncado

24 20

Fig.6.19. Error en la estimacién de la frecuencia media pseudo
instantdnea con un factor de peso Alfa éptimo de 1, y variando el indice
de truncado de la funcidn de autocorrelacién.

De igual forma, en las grdficas de las Fig. 6.20 y Fig. 6.21 se muestran el error en la estimacién del

ancho de banda espectral y en la estimacién conjunta de la frecuencia y el ancho de bandeg,
respectivamente.
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Truncado para e ancho de banda
ventana de 511 elementos con un alfa 6ptimo de 1

of %
Py
C’eé:‘“{s-

$
23

Truncado

Fig. 6.20. Error en la estimacién del ancho de banda espectral con un
factor de peso Alfa éptimo de 1, y variando el indice de truncado de la
funcién de autocorrelacién.

Eror en la estimacién conjunta de Ia frecuencia y el ancho de banda
para una longitud de ventana de 511

2 48 :
84 80 w0 18 14 g0 (75

Indice de truncado

Fig. 6.21. Error en la estimacién conjunta de la frecuencia y el ancho de
banda con un factor de peso Alfa dptimo de 1y variando el indice de
truncado de la funcién de autocorrelacién.
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6.6.2 Estimacidn de la frecuencia media pseudo instantdnea

En la tabla (Tb.5.2) se obtiene el pardmetro Alfa dptimo de 1.5, para estimar la frecuencia media
pseudo instantdnea. En la grdfica de la Fig. 6.22 se muestra el error en la estimacién de la frecuencia
media pseudo instantdnea de la sefial Déppler ultrasénica simulada, variando el indice de truncado de

la funcién de autocorrelacién, para diversos niveles de SNR,

Error en la estimacién de la frecuencia media pseuda instantanea
para una longitud de ventana de 511 elementos

R .
wuwssmmm‘wm s

28 28
Indice de truncado

Fig.6.22. Error en la estimacién de la frecuencia media pseudo
instantdnea con un factor de peso Alfa éptimo de 1.5, y variando el
indice de truncado de la funcién de autocorrelacion.

De igual forma, en las gréficas de las Fig. 6.23 y Fig. 6.24 se muestran el error en la estimacién del
ancho de banda espectral y en la estimacién conjunta de la* frecuencia y el ancho de banda,

respectivamente, '
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Efror en la estimacion del ancho de banda espectral
para una kongitud de ventana de 511 elementos

8 o g
B 12 12w g gy 192 0 2
Indice de truncado

Fig. 6.23. Error en la estimacién del ancho de banda espectral con un
factor de peso Alfa éptimo de 1.5, y variando el indice de truncado de
la funcién de autocorrelacién.

Error en la estimacién conjunta de la frecuencia y e! ancho de banda
para una longitud de ventana de 511 elementos

48543095”2‘?3‘“'80

176 192 208 24
Indice de truncado %0

Fig. 6.24. Error en la estimacidn conjunta de la frecuencia y el ancho de
banda con un factor de peso Alfa dptimo de 1.5 y variando el indice de
truncado de la funcién de autocorrelacién.
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7. ANALISIS DE RESULTADOS: TRUNCADO
7.1  Introduccidn

En este capitulo se analizan los incrementos porcentuales del error para la estimacién de la
frecuencia media pseudo instantdneaq, el ancho de banda espectral RMS y la estimacién conjunta,
variando el truncado en la funcién de autocorrelacidn, la longitud de ventana de muestreo y
cambiando la relacidn de potencia sefial a ruido. Los resultados se detallan en el capitulo 6, Truncado
en la funcion de autocorrelacién.

7.2 Longitud de ventana de 63 elementos

7.2.1 Estimacion del ancho de banda y la estimacion conjunta

En la fabla Tb.7.1 se muestra el incremento porcentual del error en las estimaciones espectrales
debido al truncado de la funcién de auTocor'r'eIaaon (IT), con respecto a los errores obtenidos sin
truncado (IT = 31).

Las estimaciones espectrales son, la frecuencia media pseudo instantdnea, ancho de banda espectral .
y estimacion conjunta.-Se considera el pardmetro Alfa dptimo de 1.

. Incremento porcentual del 0% 1% 2% 3% 4% 5%
error _

Indice de  |Frecuencia 22 18 18 18 16 16

truncado, instantdnea -

IT Anchode = - 22 22 R0 14 .14 et 147
banda : : . = : :
Estimacién 22 22 16 16 14 14
conjunta : :

Tb.7.1. Tabla del incremento porcentual del error en la estimacién de la frecuencia media pseudo instantdnea, el
ancho de banda .espectral y la estimacién conjunta, con un truncado en la funcidn de autocorrelacién y un
pardmetro éptimo de 1.

7.22 Estimacion de la frecuencia media pseudo instantdnea

En la tabla Tb.7.2 se muestra el incremento porcentual del error en las estimaciones espectrales
debido al truncado -de la funcién de autocorrelacién (IT) ‘con respecto a los errores obtenidos sin
truncado (IT = 31). :

Las estimaciones espectrales son, la frecuencia media pseudo instantdnea, ancho de banda espectral
y estimacion conjunta. Se considera el pardmetro Alfa éptimo de 1.5.

82



Capitulo VIT

‘Andlisis de resultados:

Truncado

Incremento porcentual del 0% 1% 2% 3% 4% 5%

error

Indice de  |Frecuencia™ | 24 24 S Y B BEE P To R B Loy = o

truncado, |instantdnea : 5 b i R

IT Ancho de 24 24 24 24 24 24
banda
Estimacién .24 24 24 24 24 22
conjunta

Tb.7.2. Tabla del incremento porcentual del error en la estimacién de la frecuencia media pseudo instantdnea, el
ancho de banda espectral y la estimacién conjunta, con un truncado en la funcidn de autocorrelacién y un
pardmetro éptimo de 1.5,

7.3  Longitud de ventana de 127 elementos

7.3.1

Estimacion del ancho de banda y la estimacion conjunta

En la tabla Tb.7.3 se muestra el incremento porcentual del error en las estimaciones espectrales
debido al truncado de la funcién de autocorrelacién (IT), con respecto a los errores obtenidos sin
truncado (IT = 63).

Las estimaciones espectrales son, la frecuencia media pseudo instantdnea, ancho de banda espectral

y estimacién conjunta. Se considera el pardmetro Alfa éptimo de 1.

Incremento porcentual del 0% 1% 2% 3% 4% 5%
error
Indice de Frecuencia 44 44 44 32 32 32
truncado, instantdnea ;
IT Ancho de 40 36 32 32 28 24
banda ; B
Estimacién 44 44 36 32 32 32
conjunta ;

Tb.7.3. Tabla del incremento porcentual del error en la estimacién de la frecuencia media pseudo instantdnea, el
ancho de banda espectral y la estimacién conjunta, con un truncado en la funcién de autocorrelacién y un
pardmetro éptimo de 1.

7.32

Estimacion de la frecuencia media pseudo instantdnea

En la tabla Tb.7.4 se muestra el incremento porcentual del error en las estimaciones espectrales
debido al truncado de la funcién de autocorrelacién (IT), con respecto a los errores obtenidos sin
truncado (IT = 63).

Las estimaciones espectrales son, la frecuencia media pseudo instantdnea, ancho de banda espectral

y estimacion conjunta. Se considera el pardmetro Alfa éptimo de 2.
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Incremento porcentual del 0% 1% 2% 3% 4% 5%

error

Indice de |Frecuencia 5285 I 52 Sl euga8 48 2484y 44

Truncado, |instantdnea . . ‘ illis ] iR e

IT Ancho de 52 52 44 44 44 44
banda .
Estimacién b2 52 48 48 44 44
conjunta

Tb.7.4. Tabla del incremento porcentual del error en la estimacién de la frecuencia media pseudo instanténea, el
ancho de banda espectral y la estimacidn conjunta, con un truncado en la funcién de autocorrelacién y un
pardmetro éptimo de-2.

74  Longitud de ventana de 255 elementos

741 Estimacion del ancho de banda y la estimacion conjunta

En la tabla Tb.7.5 se muestra el incremento porcentual del error en las estimaciones espectrales
debido al truncado de la funcién de autocorrelacién (IT), con respecto a los errores obtenidos sin
truncado (IT = 127).

Las estimaciones espectrales son, la frecuencia media pseudo instantdnea, ancho de banda espectral
y estimacién conjunta. Se considera el pardmetro Alfa éptimo de 1.

Incremento porcentual del 0% 1% 2% 3% 4% - 5%

error

Indice de  |Frecuencia 88 g8 '| 88 56 48 48

truncado,  |instantdnea ' ' - _

IT Ancho de 64 56 | 48 48 | 48 40
banda : | ' . s
Estimacién 88 88 80 48 48 48
conjunta

Tb.7.5. Tabla del incremento porcentual del error en la estimacién de la frecuencia media pseudo instantdnea, el -
ancho de banda espectral y la estimacién conjunta, con un truncado en la funcién de autocorrelacién y un
pardmetro éptimo de 1. '

7.4.2 Estimacion de la frecuencia media pseudo instantdnea

En la tabla Tb.7.6 se muestra el incremento porcentual del error en las estimaciones espectrales
debido al truncado de la funcién de autocorrelacién (IT), con respecto a los errores obtenidos sin
truncado (IT = 127).
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Las estimaciones espectrales son, la frecuencia media pseudo instantdnea, ancho de banda espectral
y estimacidn conjunta. Se considera el pardmetro Alfa éptimo de 2.

Incremento porcentual del 0% 1% 2% 3% 4% 5%

error

Indice de  |Frecuencia 96 - 88 88 80 80 Si72

truncado, instantdnea g s Sl e

IT Ancho de 104 88 88 80
banda
Estimacidén 96 88 88 80 80 80
conjunta

Tb.7.6. Tabla del incremento porcentual del error en la estimacién de la frecuencia media pseudo instantdnea, el
ancho de banda espectral y la estimacién conjunta, con un truncado en la funcién de autocorrelacion y un
pardmetro éptimo de 2,

7.5 Longitud de ventana de 511 elementos

751 Estimacion del ancho de banda y la estimacion conjunta

En la tabla Tb.7.7 se muestra el incremento porcentual del error en las estimaciones espectrales -
debido al truncado de la funcién de autocorrelacién (IT), con respecto a los errores obtenidos sin
truncado (IT = 225).

Las estimaciones espectrales son, la frecuencia media pseudo instantdnea, ancho de banda espectral -

y estimacion conjunta. Se considera el pardmetro Alfa éptimo de 1.

Incremento porcentual del 0% - 1% 2% 3% 4% 5%

error i

Indice de Frecuencia 176 144 64 48 48 48

truncado, instantdnea ' _

T ~ |Ancho de 144 128 96 % 64 | 64
banda . B
Estimacidn _ 176 80 64 64 48 | 48
conjunta : e 3 A s

Tb.7.7. Tabla del incremento porcentual del error en la estimacién de la frecuencia media pseudo instantdnea, el
ancho de banda espectral y la estimacién conjunta, con un truncado en la funcién de autocorrelacién Y un -
pardmetro 6ptimo de 1.

7.52 Estimacion de la frecuencia media pseudo instantdnea

En la tabla Tb.7.8 se muestra el incremento porcentual del error en las estimaciones espectrales
debido al truncado de la funcién de autocorrelacién (IT), con respecto a Ios errores obtenidos sin
truncado (IT = 255).
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Las estimaciones espectrales son, la frecuencia media pseudo instantdnea, ancho de banda espectral

y estimacién conjunta. Se considera el pardmetro Alfa éptimo de 1.5.

Incremento porcentual del 0% 1% 2% 3% 4% 5%
error
Indice de |Frecuencia 192 192 176 144 64 64
truncado, |instantdnea ‘ S50 T
IT Ancho de 176 160 144 112 80 80
banda
Estimacién 192 176 80 80 64 64
conjunta

Tb.7.8. Tabla del incremento porcentual del error en la estimacién de la frecuencia media pseudo instantdnea, el
ancho de banda espectral y la estimacién conjunta, con un truncado en la funcidn de autocorrelacidn y un

pardmetro éptimo de 1.
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8. CONCLUSIONES
8.1. Introduccién

En este capitulo se presentan las conclusiones y perspectivas futuras de este trabajo. Las
conclusiones se agrupan de la forma siguiente: sobre la distribucién tiempo frecuencia de Born
Jordan, sobre el algoritmo eficiente, sobre la sefial Déppler simulada, sobre el procedimiento para
calcular el pardmetro éptimo, sobre los pardmetros dptimos de alfa éptimos, sobre la comparacion
con la distribucién tiempo frecuencia de Wigner Ville, sobre el truncado de la funcién de
autocorrelacion, sobre el incremento porcentual del error inducido por el indice de truncado.

Este trabajo en la medida de lo posible es auto contenido. En el capitulo 2 se desarrollan conceptos:
necesarios para la familiarizacién y su fdcil comprensién. Ademds este trabajo se elaboré como un
libro de texto, asi que se incluyen todos los detalles del desarrollo en los apéndices.

8.2. Conclusiones generales

En término general se desarrollo e implanto un algoritmo secuencial para técnicas de estimacién
espectral, basado en la distribucién tiempo frecuencia de Born Jordan. A continuacion se especifican
las conclusiones.

Se disefio un algoritmo secuencial para el cdlculo de la distribucién tiempo frecuencia de Born
Jordan, el cual efectia aproximadamente la mitad de operaciones que las que se efectuarian al-
calcular ésta distribucién a través de su definicidn, ver la ecuacién (EQ.8.12). '

Se implanto el algoritmo secuencial mencionado en el inciso anterior en una herramienta de cdlculo
computacional de alto desempefio (MATLAB).

Se realizé una evaluacién prdctica de los efectos que resultan de la variacién del pardmetro propio de
la distribucién, con respecto a la longitud de ventana de muestreo y de la relacién sefial a ruido,
sobre la estimacién de la frecuencia media pseudo instantdnea y del ancho de banda espectral RMS,
utilizando un modelo de sefial Déppler ultrasénica. Lo anterior permitié encontrar los pardmetros
optimos los cuales minimizan el error en las estimaciones espectrales; los resultado de los
pardmetros éptimos se muestran en las tablas (Tb.8.1, Tb.8.2, Tb.8.3).

Se realizé una evaluacién prdctica del truncado en la funcién de autocorrelacién indexada al tiempo

generalizada, en el cdlculo de la distribucién tiempo frecuencia de Born Jordan. Lo anterior permitié
disminuir adin mds el nimero de operaciones implicadas en el cdlculo de la estimacién espectral,

aunque se incrementa el error de dichas estimaciones; en la ecuacién (EQ.8.12) se muestra el

truncado y en las tablas (Tb.8.4, Tb.8.5, Tb.8.6, Tb.8.7) los resultados de dicho truncado." '

Por (ltimo se observo que la distribucién tiempo frecuencia de Born Jordan estima mejor el espectro

de una sefial Déppler ultrasénica en presencia de ruido, mejor que la distribucién tiempo frecuencia
de Wigner Ville. La comparacidn se muestra en la grdfica de la Fig. 8.6.
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8.3. Conclusiones especificas
8.3.1 Sobre la distribucion tiempo frecuencia de Born Jordan

La distribucidn tiempo frecuencia de Born Jordan continua es, ecuacién (EQ.3.8):

1+a)r|
BID(t, f) = — I| ; [ [ B +—;—]x'[y—§)due—j”" ir (EQ.8.1)
1-air|

Al agregar una funcién ventana tal que W(t)=0, en |f|>T,/2 y W(0)=1, que multiplique a la

funcién de autocorrelacién indexada al tiempo generalizada, se obtiene la pseudo distribucién tiempo
frecuencia de Bor‘n Jordan, ecuacion (EQ.3.9):

l+a|r| )
BID(, f)— I [ ] [ ;]dyW[%]W’[_%]e'jw'dr | (EQ.8.2)
.—a|r]

Al discretizar la pseudo distribucién se obtiene la distribucién tiempo frecuencia discreta de Born
Jordan, ecuacion (EQ.3.13):

—j2nkt a2 r|

BJD(n,k) =2 fW(r) W' (-1)e V¥

r=-N+l p=—a?r| 4a|T|

——x(g+n+e)’ (u+n-1) (EQ.8.3)

Para analizar el desempefio de la ecuacién (EQ.8.1), se sustituye en ésta la sefial x(t) .definida por la
ecuacion (EQ.3.14):

x)= 3 e 1 (EQ.8.4)

Entonces la distribucién continua se puede descomponer en 2 términos:

BJD(t,w) = BJD,,,(t,0)+ BJD,,,(t,0) (EQ.8.5)

En donde los auto-términos son, ecuacién (EQ.3. 22)-
| BJD,,,(t,0)= ZﬂZA, Slo-w,) (EQ.8.6)

los cuales representan la distribucién energética de cada componente sinusoidal complejo de la sefial,
ecuacién (EQ.8.4), y que son siempre positivos. Mientras que los términos de cruce son, ecuacién
(EQ.3.28):

» n 0,+0, (EQ87)
O Y e i I s o)

n=| m=|
m#n

los cuales representan la distribucién energética de la interaccién de cada par de componentes
sinusoidales complejos diferentes de la sefial, ecuacién (EQ.8.4) y que los términos de cruce son
periddicos y que pueden ser positivos o negativos.

Con base en la ecuacion (EQ.8.7), el factor de peso de la distribucién tiempo frecuencia de Born
Jordan se define como, ecuacién (EQ.3.30):

’
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WEyp(0,0,,0,)=

o) p“m_n_)(m - ¥] (EQ.8.8)

el cual multiplica al factor 4,4, cos(s), esto es, ponderada los términos de cruce.

Para el caso de la distribucién de Born Jordan, su factor de peso es una funcién pulso rectangular
simétrico unitario que se extiende a lo largo de —qlo, -0,|<0+(0,+0,)2<a

Consecuentemente, se distribuye el término de cruce asociado a @, y @,, a lo largo de un intervalo
finito.

8.3.2 Sobre el algoritmo eficiente

Primero se simplifica la distribucién tiempo frecuencia discreta de Born Jordan valuada en n=0,
ecuacion (EQ.8.3) utilizando la siguiente expresiones: '

Y 10=5 1@+ Y 16)-10)=F 1)+ X 1-o)-10)= 3 1)+ [f ] 1(0) (EQ8.9)

r==N+] =0 r==-N+l =0 =0 =0 7=0

Luego se demuestra que:

S=1)= 1) : (EQ.8.10).

Finalmente aplicando la propiedad de los nimeros complejos, z + " = 2Real[Z], se obtiene la ecuacién
(EQ.3.38):

N-1 —j2mkr a2t )
BID(0,k) = 4Real > Wt (=) ¥ 3 4;|T| x(p+ o) (- )} ~2x(0) - (EQ.8.11)
=0 - p=—alr]

donde Real[O] es el operador parte real de un nimero complejo.

Ahora bien, si se eliminan las multiplicaciones triviales en la funcién de autocorrelacién indexada al
tiempo generalizada, entonces se optimiza el indice x, el cual va de max{— T,-N+1+ |T|} hasta

min{Za‘ ,N-1-|¢ } ecuacién (EQ.3.38):

Nz—:l ( )e 2k minfa2|d] N -1}
BJD(0,k) = 4Real W T N
=0 p=max{-a 2]~ N+14/7]} 40!|T|

La expresién anterior constituye el algoritmo eficiente.

x(u+oh (u- r)] 2x(0)* (EQ.8.12)

El ndmero de operaciones para calcular la distribucién discreta sin simplificar, ecuacién (EQ.8.11) es:
Productos: 2N° +4N*> - N
‘Sumas: 2N> +2N - 4N
mientras que el nimero de operaciones para calcular el algoritmo eficiente, ecuacién (EQ.8.12) es:
Productos: N° +3N? +3N -
Sumas: N° .

Nétese que el algoritmo sin simplificacién aproximadamente realiza el doble de operaciones que el
algoritmo eficiente, aunque-ambos son de complejidad O(N3)
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8.3.3 Sobre la sefial Doppler ultrasénica simulada

En la seccién 4.2, Sefial Déppler Ultrasénica Simulada se muestra el procedimiento para simular una
sefial Déppler ultrasdnica que modela la velocidad media del flujo sanguineo en un corte transversal
de la arteria carétida. Su frecuencia media pseudo instantdnea se muestra en la grafica de la Fig. 8.3
y su ancho de banda es b =100 Hz. -

Bl Frecuencia Media de la Sefial Doppler - -
35 - — — . .
'3006-

.. ‘2500 |

o

200

R

B

s

sl

Fig. 8.3. Grdfica de la frecuencia media instantdnea de la sefial Déppler

ultrasénica simulada X .., (t) .

8.3.4 Sobre el procedimiento para caleular el pardmetro 6ptimo

El pardmetro éptimo es el valor del pardmetro propio de la distribucién que minimiza el error de las
estimaciones espectrales. Este pardmetro dptimo se define para cada pareja de valores Iongn‘ud de
ventana de muestreo y relacién sefial a ruido.

En el procedimiento para calcular el pardmetro éptimo se ufiliza la sefial Déppler simulada discreta
X Doppler (t) mostrada anteriormente.

Primero se toma una ventana de muestreo de longitud L =2N —1 y se calcula su sefial analitica, la
cual constituye la sefial x(m) para m =-N +1,...,N —1. Segundo, se estima la distribucién tiempo
frecuencia de Born Jordan valuada en tiempo cero segtn la ecuacién (EQ.3.39):

N-l —j2mkr minfa2|d,N-1-7]}.
BJD(O,k)=4Real{ZW(r)W'(—r)e o O e (e )}—2|x(0)2 (EQ8.13)

r=0 . J=max {—a2| t|,-N+14] ’” 4a|T|

Tercero, se calcula la potencia media pseudo instantanea, ecuacién (EQ.2.23), valuada en cero segin.
la ecuacidn:

BJD(0,k) BJD(0,k)>0 (EQ.8.14)
0

PIPD(0,k)= { 0 BID(0.K)<
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Cuarto, se estima la frecuencia media pseudo instantdnea (EQ.2.25) segtin la ecuacidn:
N
2o

k o PIPD(0, k)
PIMF(n) = ; (EQ.8.15)

N

20

2 PIPD(0,k)

k=0

y el ancho de de banda espectral RMS (EQ.2.27) segin la ecuacién:

L

$ (PIMF(n) - k) o PIPD(0,) (EQ.8.16)
b(n)= |40

N

2 PIPD(0, k)

k=0

donde n representa el nimero consecutivo de la ventana procesada. Esto es, para la primera n=1,

para la segunda n =2 y asi sucesivamente. Nétese que los resultados pIPD(n) ¥ b(n) corresponden al
punto central de la ventana n-ésima procesada.

Una estimacién puntual es la estimacidn de un pardmetro (que describe una poblacién), que da por
resultado un solo valor. Para el caso del PIMF(n) estima un solo valor de frecuencia instantdnea para

una ventana de muestreo (poblacién). Para el caso de b(n) estima un solo valor del ancho de banda
espectral RMS para una ventana de muestreo (poblacién).

También obsérvese que en la expresién discreta de la distribucién tiempo frecuencia de Born Jordan
valuada en n =0, ecuacién (EQ.8.13), los valores de las cotas del indice de la sumatoria interna, con
respecto a 1, deben ser enteros. De aqui que los valores apropiados para el pardmetro Alfa sean
miltiplos enteros positivos de 0.5, esto es: ;

Alfa =0.5n con n € Naturales (EQ.8.17)

En contraposicion, los valores no apropiados son aquellos que no generan valores enteros en las cotas
del indice de la sumatoria interna, con respectoa u.

A continuacién se muestran la grdfica Fig.8.4 de la frecuencia media pseudo instantdnea de la sefial
utilizando una longitud de ventana de muestreo de 511 elementos (la linea continua muestra los
valores tedricos y la otra los estimados):

f o} |
i |5

i ¥ Mﬁm y

20~ =

% %00 650 x %050 G '

Fracuencis Media Peeudo Walantbnas 1 0 iblae
T Ly 7

L
6000 8000 10000 12000
Tiempo

Fig.8.4. 6réfica de la frecuencia media pseudo instantdnea con una
longitud de venta de 511 elementos.
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En la grdfica Fig.8.5 se-muesta el ancho de banda espectral RMS utilizando una longitud de ventana
de muestreo de 511 elementos:

Ancho de Bands Especirsl RMS Madio
- T

Fig.8.5. 6rdfica del ancho de banda espectral RMS para una longitud de
ventana de 511 elementos.

Las estimaciones espectrales para las otras longitudes de ventana son similares.

8.3.5 Sobre los parametros optimos
Recuérdese que el pardmetro éptimo es el valor propio de la distribucién que minimiza el error de las
estimaciones espectrales. Los pardmetros éptimos Alfa segun la longitud de ventana de muestreoy la

relacién sefial a ruido se muestran a continuacién.

Para la estimacién de la frecuencia media pseudo instantdnea (Tb.5.2) se tiene que:

Longitud de Ventana

SNR 63 ' 127 255 511
10 93" . 25 : 2 : 15
20 15 : 2 2 - 15
30 15 ; 2 2 15
40 15 2 2 15

Tb.8.1. Pardmetros éptimos para la estimacién de la frecuencia media pseudo instantdnea.

Para el ancho de banda espectral RMS (Tb.5.4) se tiene que:

Longitud de Ventana

SNR 63 127 255 511
10 05 i 1 N e 05 G005
20 1 1 1 1
30 B - 1 ‘ 1R (B
40 1 1 1 1

Tb.8.2. Pardmetros ptimos para la estimacién del ancho de banda espectral.
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Y para la estimacién conjunta de la frecuencia y el ancho de banda (Tb.5.6) se tiene que:

Longitud de Ventana

SNR 63 127 255 511
105588 1 15 15, 05
20 1 1 1 1
30 5 1 100 R
40 1 1 1 1

Tb.8.3. Pardmetros dptimos para la estimacion conjunta.
8.3.6 Sobre la comparacion con la distribucién tiempo frecuencia de Wigner Ville

En las grdficas de la Fig.8.6 se muestran los errores minimos en la estimacién de la frecuencia y del

ancho de banda para las distribuciones de Wigner Ville, ecuacién (EQ.2.11), y Born Jordan con un
SNR de 20 dB.

Frecuencia media pseudo instantanea Ancho de banda espectral RMS
25 12

Error RMS
|
Error RMS

63 127 255 ‘ 511 63 127 255 511
Longitud de ventana Longitud de ventana
Fig.8.6. Gréficas del error RMS en la estimacidn de la frecuenciay el

ancho de banda con las distribuciones de Wigner Ville y Born Jordan con
un SNR de 20dB. '/

Nétese que la distribucién de Born Jordan estima mejor que la distribucién de Wigner Ville la

frecuencia media pseudo instantdnea de una sefial en presencia de ruido. Lo mismo ocurre con el
ancho de banda.

8.3.7 Sobre el truncado de la funcidon de autocorrelacion

La siguiente ecuacién muestra la expresién discreta eficiente que calcula la distribucién tiempo

frecuencia de Born Jordan, con un indice de truncado en la funcién de autocorrelacién indexada al
tiempo generalizada, ecuacién (EQ.6.1):

N-l _Jjenks min{lr,a£|r;.N-1_|f|} :
BJD(0,k,IT) = 4Real{z Wiew (zz)e ¥ y 1 e+ 7W (u-7) |- 2x(0)° (EQ.8.18)
=0 p=max (-7, “a2|rl -N14]el} A7)
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Los valores de las cotas de la sumatoria interna con respecto a 4 tienen un indice de truncado IT,

el cual puede tomar valores desde O hasta N-1, ya que para valores mayores a N-1 no existe ningtin
fruncado efectivo. IT =0 corresponde al mdximo truncado; mientras que IT = N —1, sin truncado.

El truncado introduce un error en la estimacién, pero- disminuye el nimero de operaciones. De esta
forma se establece un compromiso de rapidez de cdlculo contra el error en la estimacién espectral:
"A mayor rapidez de cdlculo (mayor truncamiento), mayor error (incremento controlado) en la
estimacion espectral”.

8.3.8 Sobre el incremento porcentual del error inducido por el indice de truncado

En la fabla se muestran el incremento porcentual del error en las estimaciones espectrales debido al
truncado de la funcién de autocorrelacién IT, con respecto a los errores obtenidos sin truncado.

Las estimaciones espectrales son, la frecuencia media pseudo instantdnea, ancho de banda espectral
y estimacién conjunta. Para una longitud de ventana de muestreo L = 63 se tiene:

Incremento porcentual del  Alfa 0% 1% 2% 3% - 4% 5%.
error

Frecuencia instantdnea a=15 | IT=24 24 24 20 20 20

Ancho de banda a=1 22 22 | 20 | 14 14 14

Estimacién conjunta a=1 22 | 22 16 16 14 14

Tb.8.4. Indice de truncado Yy su incremento porcentual del error asociado, para L=63.

Para una longitud de ventana de muestreo L =127 se tiene:

. Incremento porcentual del  Alfa 0% 1% 2% 3% 4% 5%
error

Frecuencia instantdnea a=2 IT=52 52 '| 48 48 | 48 44

Ancho de banda a =1 40 36 32 32 28 24

Estimacién conjunta a=1 44 44 36 32 32 32

Tb.8.5. Indice de truncado y su incremento porcentual del error asociado, para L=127.

Para una longitud de ventana de muestreo L = 255 se tiene:

Incremento porcentual del  Alfa | = 0% 1% 2% 3% 4% 5%
error :

Frecuencia instantdnea a=2 IT=96 88 88 80 80 72
Ancho de banda a=1 64 56 48 48 48 40
Estimacién conjunta a=1 88 | 88 80 48 48 48

Tb.8.6. Indice de truncado Y su incremento porcentual del error asociado, para L=255.
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Para una longitud de ventana.de muestreo L =511 se tiene:

Incremento porcentual del  Alfa 0% 1% 2% 3% 4% 5%
error

Frecuencia instantdnea a=15 | IT=192 192 176 144 64 64

Ancho de banda . . |la=1 144 128 | 96 96 64 64

Estimacién conjunta a=1 176 80 64 64 | 48 48

Tb.8.7. Indice de truncado y su incremento porcentual del error asociado, para L=511.

8.4. Trabajo futuro

La distribucion de Zhao-Atlas-Marks® también pertenece a las distribuciones tiempo frecuencia de
la Clase de Cohen. La distribucidn continua se define como:

t+alt|
ZAMD(t, )= —— jg(r) [ x (u - —){,u + %je—””’dudr - (EQ819)
t-a|t|
y su kernel es:
#(6,7)= g(r]r‘ sinadr (EQ.8.20)
abr

donde g(r) es una funcidn de filtrado y a >0 es un pardmetro de escala. Nétese que si se define

(r)~‘

, enfonces se obtiene:

#(0.7)=

i\r} sin ¢@r _ sinafr
7" abr abr

Este kernel corresponde a la distribucién de Born Jordan. De aqui que la distribucién de Born Jordan
sea un caso particular de la distribucién Zhao-Atlas-Marks. Se propone ampliar este trabajo de
investigacion para el caso general, es decir, la distribucién de Zhao-Atlas-Marks.
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SOOI YA OO Gl

Formulas y desarrolle

A2, FORMULAS Y DESARROLLO

Entrada A2.1
'T sin{adr)

“agp = 2
afr ar P

Transformada de Fourier

o ()= {1 || <a

0 otro

Entrada A2.2

R;(t,f)=ijx(ﬂ+§]x'(ﬂ—8 Pyo(t = )

, 1 -ivar .
i, T o

Por definicion
K)o Rl pelin
Redefiniendo limites de la infegral
‘t - ,u‘ <ar
—ar<t—u<ar
t—ar<-pu<-t+ar
t+ar>pu>t-ar

t—ar<u<t+ar

Entrada A2.3

BJD(t, )= j2; ;{ J .[ﬂ—%]dﬂe—jmdr

Por definicién

TFD(t,w) IR t,Te v dr

Entrada A2.4

t+ar’

Sean ._ I los Yérminos de. mTer'es de la ecuacidn

T I—a!’
(EQ.3.7).
Si 7' 20 entonces ;' =] luego:
(+ar t+ajr|
l' IO = —1— [ ]
r 7

t-ar 1-al1|

Si ' <0 entonces ;' =7 luego:

r+ar’ t-al1| t+al1|
[ ] —l_- [ B—N ) 1 [ == ) l
T _|T’ t+ar| |T| 1—a1|
Finalmente:
t+alt|
1 t+ar 1
— |e=— |eo
T ar ‘T‘ - a|r|
Entrada A2.5 Existe una indeterminacién cuando r —0

1 1 l+]z‘r +£)x. _z _9
o JAAT A2

t

oo

f
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Desarrollando se tiene:

limB/D(t,0) =

-0

p e R
= Jeu)e (i 5 p, (-
- T (e

Toe)x ()6 e i
) (1)

I

Y

=X

lim[o] = 8(¢ - 1)

Funcidn par 5(r)=6(-1)

T3, )x = £(3,)

Entrada A2.6

T
_i; p,, (u-t)du
donde:

1 -1l <
pzm(ﬂ_t)z{ ‘ﬂ \ art
0 otro

Incorpordndolo a los limites de la integracién:

1+ar

I —d,u—— J'd,u—a—((t+ar)—(t—ar))=27r’

arT at

1-ar {-ar

Resolviendo la desigualdad de del valor
absoluto:

-t <ar
—ar<pu-t<ar
t—ar<pu<t+ar

Entrada A2.7

BID,, (h0)=Y 4° Te,-m,,e_ or g7
n=1 o

N
BJD,,,(t,.0)=21) 4250~ w,)
n=l

Transformada de Fourier:

jlllnl

— 5 278(0 - w,)

Entrada A2.8

E[L p (- ,)}[em.-m.)u]dﬂ -
- T2 et e Rt o, 0. e

L e

Ya que para el primer término se tiene: -
7 \ r . 7 2sen(ary) '
—p,, W—>=
ar ()

Ecuacion de Parseval:

If ()G (u)dp = IF (1)
donde 1lu )—)F(,u)‘/ glu)——G(n)

Transformada de Fourier
sen(at)

©

p ()—>2
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e Bl

ar = g “ar (u)

Mientras que para el segundo término se tiene:

e/

W5 5(u+ (0, -o,)

Propiedad de corrimiento en 'hempo de
la Transformada de Fourier
fl=t)—"—>Flw)™

Transformada de Fourier.
5(!—10 )—)F e /%
por tanto

e 5 5(t—1,)

Entrada A2.9

(@)

-0

Torl S (10, -, P2 ),

Propiedad del impulso

Jot-npou=4te)

En'rr‘ada A2.10

j‘sen ar

)
(ara) -o, ) dr=

= 4l Isen(af(a)" - a)m )) e—ja)rdr -
/3
= ) pm(ﬂ._ﬂ_) (a))

alo, -

n m

“enlarlo, -0 ) (¥} . x
Tetoa) ¢ I o)

Transformada de Fourier:

snlat) e, (1)

m . plat

Propiedad de corrimiento en la
frecuencia de la transformada de
Fourier:

[’ > F(o-a,)

Entrada A2.11
ZeC=>7"=2

Entrada A2.12
a,beC=(a+b) =a’ +b", (ab) =a'd’

Entrada A2.13
ZeC=Z+Z =2Real[Z]

ZeC>|z] =(2)27)
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Entrada A2.14
Algoritmo sin simplificar

1 producto y O sumas
(@)=x(u+n+7)x"(u+n-1)

Se calcula los productos y las sumas de la primera sumatoria con respectoa u:

N-1-|7]
©)- ¥
p=-N+1+|1|
productos
N-1-|

Zél)= (N=1-Je| = (- N +1+[c])+1)= N=1=|g|+ N~1-|g|+1= 2N - 2| -1
H=—N+1+7| : )

sumas
N-1-]

220)=(N—1—\r[—(—N+1+\r})+1)—1= N—l—‘rlf-N—_l—‘r}+l—l= 2N -2 -2

p=—N+147|

Se calcula los productos y las sumas siguientes:
J2mkt

. . L 1 .
©)=wlp (e * prm 2.(®)
productos
(2N -2z -1)+3=2N-2¢[+2
sumas
(N -2 -2)+0=2N-24-2
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Se calculan los productos y sumas de la segunda sumatoria:
N-1

()= >.(0)
r=—N+l
productos
N-1 N-1 N-I| ‘ N-1
SON-2d+2)=20 T (1)-2 3 d+2 Y()=
r=—N+l r=—N+1 r=—N+l r=—N+l
N-1 N-1 N-1 N-1
=2N 3 ()-23 |4 -2 |d+2 3 ()=
7=-N+1 =0 =0 7=—N+l

2N(N—1-(—N+1)+1)—2((N’;XN)j—2£(N"2IXN)]+2(N—1—(—N+1)+1)=

=2N?-2N +2N*-N*+N-N?+N+2N-2+2N=2N*+4N =2

sumas
lf(zN—2§r§—2)+(N—1—(—N+1)+1)—1=2N E(l)—2 E 2] +2 E(l)—izN—z:
=2N g(l)—zf\r\—-2§\1\+2 §(1)+2N—2=

2N(N—1—(—N+1)+‘1)—2(MN%)]—2[(1\,%1)(1\,))—2(N—1—(—N+1)+1)+2N—2=

=2N?-2N+2N*-N*+N-N*+N-2N-2+2N+2N-2=2N*+2N -4

Se realizan los dltimos productos y sumas:
productos
2N*+4N-2+1=2N*+4N -1
sumas
2N*+2N -4

Para toda k (existen N)
productos

N(2N? +4N -1)=2N* +4N* =N
sumas
N(2N?+2N -4)=2N*+2N - 4N
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Entrada A2.15

Algoritmo eficiente

(<1) = x(,u + r)x‘(,u - r) - 1productoy O sumas

Se calcula los productos y las sumas de la primera sumatoria-con respecto a -
N-1

©)= 3

p=—N+4z|

productos
N-1r ' :
Zfl)(N—l—\r\—(—N+1+’{r\)+1)= N—-1-lg/+N-1-|d|+1= 2N - 2| -1
p=N+l+71|

sumas
N-1-7|

Y (OXN ~1-|e|~ (- N +1+[r)+1)-1= N-1—|e|+ N~1-[r]+1-1= 2N -2)e[-2

p=—N+H1]

Se calcula los productos y las sumas siguientes:
Jonkt

_ (P N L
)= (c)e W > (®)
productos
(2N -2¢|-1)+3=2N -2 +2
sumas
(N -2/-2)+0=2N-2d-2
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Se calculan los productos y sumas de la segunda sumatoria:

N-1-7
6= 30
u=—N+14q|
producto
N-1 N-1
_0(2N e +2)=2 NZO 2zo\r\+2z

=2N(N) (N 1)(N)J+2 =2N*~N?+N+2N=N’+3N

Sumas

" (2N 2] -2)= 2N§(1)—2§:\r\—2§(1)=

2

-
]
(=1

2N(N)—2(N)—2((N_1X]2v_1“)J= QN> +2N-N*+N=N’-1

Se realizan los Ultimos productos y sumas:

productos
N*+3N+1+1+1=N?*+3N+3
sumas
N*-1+1=N?

Para toda k (existen N)
productos

N(N? +3N +3)=N*+3N? +3N
sumas
NN )=N?

Ndtese que el algoritmo sin simplificacién realiza el doble de operaciones que el algoritmo eficiente,

Y que ambos son de complejidad O(N3).
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A.3. PUBLICACION

Los resultados de este trabajo contribuyeron en la elaboracién del articulo con el titulo
"ESTIMACION ESPECTRAL UTILIZANDO LA DISTRIBUCION TIEMPO FRECUENCIA DE
BORN JORDAN APLICADA A FLUTOMETRIA DOPPLER", cuyos autores son Garcia N.F.,
Solano 6.J., Rubio A.E., Contreras A.J.A. presentado en las memorias -del XXV Congreso
Nacional de Ingenieria Biomédica, de la Sociedad Mexicana de Ingenieria Biomédica A.C.
(SOMIB), celebrado del 6 al 8 de noviembre del 2002 en Mom‘errgy, Nuevo Ledén México.

Se anexa la publicacién.
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ESTIMACION ESPECTRAL UTILIZANDO LA DISTRIBUCION TIEMPO
FRECUENCIA DE BORN JORDAN APLICADA A FLUJOMETRIA DOPPLER

Garcia N.F.%, Solano G.J., Rubio A.E., Contreras A.J.A.
Instituto de Investigaciones en Matematicas Aplicadas y en Sistemas, UNAM
Apdo. Postal 20-726, Admén. No. 20. Delegacién Alvaro Obre%on C.P. 01000. México, D.F.
fabian@uxdead.iimas.unam.mxt
Palabras clave: Distribucion Tiempo Frecuencia, Estimacién Espectral, Ultrasonido Déppler.

INTRODUCCION

Una aplicacion de flujometria Doppler es la

estimacion de la velocidad promedio del flujo-

sanguineo arterial. Se sabe que esa velocidad es
proporcional a la frecuencia instantanea de una

sefial Doppler ultrasénica que se refleja cuando se -

hace incidir una sefal ultrasénica de frecuencia
conocida sobre el flujo sanguineo arterial.. Existen
diversos métodos para determinar la frecuencia
instantanea. Tradicionalmente se han utilizado
métodos que requieren de la transformada de
Fourier y que suponen la estacionalidad-de la sefial
[1]. Sin embargo, en éste caso no se satisface el
Ultimo supuesto . ya que la sangre es un fluido
(tejido) no homogéneo, no Newtoniano y que
circula de forma pulsatii en arterias o venas
viscoelasticas.

Como una alternativa para calcular la
frecuencia instantdnea, se pueden emplear
métodos que requieren de las distribuciones tiempo
frecuencia, los cuales se aplican a sefiales no
estacionarias [2]. En este trabajo se expone. la
distribucién de Born Jordan [3].

Uno de los problemas cuando se aplican las
distribuciones  tiempo frecuencia es - la
determinacion de los valores de sus parametros, los
cuales dependen de la sefial en estudio. Otro de los
principales obstaculos en el calculo de las
distribuciones tiempo frecuencia es la cantidad de
operaciones que estan involucradas ya que,
generalmente, los - sistemas digitales que fas
calculan deben proporcionar una respuesta en
tiempo real.

ANTECEDENTES

La expresion discreta eficiente que calcula la
distribuciéon de Born Jordan [4], la cual se aplica a
una sefial analitica discreta de longitud L =2N-1
con N =27, es:

. N-1 2kt
DBJD(n = 0,k,TI)=4Real[ZW(1')W'(—1-)e N )
=0

I mlwliwﬂf)x (4 ] 2| "(01.2

40'11‘ u-m.u{-zalr] N1t -1}
donde n es el tiempo discreto normalizado,
k=0,---,N-1 es la frecuencia  discreta

‘normalizada, «>0 es un parametro vy

TIefl,-,N-1} es el indice de truncado de la
funcién de autocorrelacion. No se realiza truncado
alguno si 77 = N -1. El méximo truncado posible
corresponde a 77 =1. Noétese que el truncado
provoca un-error en la estimacién espectral pero
reduce el tiempo y el nimero de operaciones
requeridos para el calculo de la distribucién. '

Un estimador [5] de la frecuencia lnstantanea
es la frecuencia media pseudo instantanea, PIMF, la
cual se define como:

Eko PIPD(0,k)
PM = _k=0
Z PIPD(0,k)

04

donde PIPD es la D|str|bUC|on de PotenC|a Pseudo
Instantanea, la cual se define como:
DBJD(0,k) DBJD(0,k)20
PIPD(O”‘):{ 0 DBJID(0,k)<0 -

METODO

La sefial considerada es una ‘sefial Ddppler
ultrasénica que describe la. velocidad promedio
tipica del flujo sanguineo en la arteria carétida [5].
La grafica de su frecuencia instantanea tedrica se
muestra en la figura 1. '

Considérese el siguiente experimento. Primero
se toma una muestra a 19.2kHz de 0.7s de la sefial
considerada.  Segundo, “para - cada ventana
consecutiva de longitud L se calcula la PIMF con las
expresiones (1), (2) y

©)
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Figura 1: Frecuencia instantdnea de la sefial Déppler
ultrasdnica considerada.

Ervor en la estnacidn de ta PRIF (La127)

Figura 2. Funcidén de Error en la estimacion de la PIMF
respecto al parametro o; para L=127,

Incremenin % del Ervor en I setimacién de i PIF, Lr127

Figura 3. Funcién de Incremento Porcentual del Error en
la estimacion de la PIMF réspecto al indice de truncado.
IT, para L=127.

(3) considerando 77 = N —1. Tercero, se calcula el
error  RMS de la estimacion - espectral. Este
experimento se realiza considerando pardmetros
a=05,,---5, longitudes de ventana
L=63127,255, vy relaciones sehal a ruido
SNR =©,40,30,20,10 dB. De esta forma se

construye la Funcion de Error en la estimacion de la
PIMF respecto al parametro . La grafica para
L=127 se muestra en la figura 2. Obsérvese que
la funcién de error tiene un valor minimo en cada
nivel de SNR. A los valores del pardmetro o que
les corresponden esos valores minimos en el error
de fa estimacion espectral se les denomina
Parametros Optimos. -

Luego, considerando los parametros éptimos, se
construye la Funcidn de Incremento Porcentual del
Error en la estimacion de la PIMF respecto .al indice
de truncado IT, considerando /T =1...-,N —1, asi

como L=63,127,255 y SNR =,40,30,20,10 dB.
Los errores de referencia (AError=0%) son aquellos

obtenidos sin truncado (IT=N-1). La gréafica para
L =127 se muestra en la figura 3.
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RESULTADOS

En la tabla 1 se muestran los parametros
optimos o propios de la estimacion de la PIMF,
correspondientes a cada longitud de ventana L-
(para cualquier nivel de SNR)..En la tabla 2 se
muestran los indices de truncado IT propios de un
cierto incremento porcentual del éerror en la
estimacion de la PIMF. :

L=63 | L=127 | L=255
o=1 o=2 o=2
Tabla 1. Pardmetros dptimos apara la estimacién de la
PIMF.

Sin AError | AError | AError
Truncado | =1% | =3% =5%
L=63 IT=31 IT=20 | IT=16 | IT=16
L=127 IT=63 IT=44 | IT=44 | IT=44
L=255 | IT=127 | IT=88 | IT=56 | IT=48

Tabla 2. Indices de truncado IT para ciertos A% del
error en la estimacion de la PIMF. '

CONCLUSIONES

En este trabajo se considera una sefial Déppler
ultrasdénica asociada a la velocidad promedio del
flujo sanguineo en la arteria Cardtida. Ademas, se
propone una expresion discreta eficiente para el
calculo de la distribucidon de Born Jordan (Ecuacion
1). También se proponen parametros optimos para
la estimacion de la PIMF (Tabla 1); los parametros
optimos minimizan el error en la estimacion .
espectral. Finalmente, se. proponen indices de
truncado asociados a ciertos
porcentuales del error en la estimacién espectral
(Tabla 2). '
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Apéndice 4 Programa en Matlab

A.4. PROGRAMA EN MATLAB

%********************************************‘k*****************

$PROGRAMA QUE CALCULA LA DISTRIBUCION TIEMPC FRECUENCIZA DE BORN JORDAN
$Elaborado por: Juan Antonio Contreras Arvizu

$UNAM-IIMAS-DISCA

%9 DE JUNIO DE 2003

%**************************************************************

%¥Seflal Doppler '
si = input('Quieres la sefial con ruido \n 1.(Si) \n 2.(No)\n' );
if si ==1

%Carga la sefial Déppler y le agrega ruido

load dopplers; ¥sl1 = load (Dopplers)
lo = size(sl);
snr = input('Introduzca la SNR \n SNR = ');

%Generacidén de numeros aleatorios complejos con distribucidén normal,
promedio 0.0y varianza de 1.0, ruido blanco
aleat = randn(lo) + randn(lo)*1j;

normaleat = abs(aleat);

fftruido = aleat ./ normaleat;

ruido = real(ifft(fftruido));

%Se escala el ruido segln SNR

pwruido = sqrt(sum((ruido).”®2)/ length(sl));
pwsig = sqgrt(sum((sl).”2) / length(sl));
pwruidobj = pwsig / (10 * (snr/10));

factor = pwruidobj / pwruido;

%$Se agrega ruido a la sefial

sr = sl1 + factor * ruido;

else
%Carga la seflal Déppler sin ruido
load dopplers; %$sl = load (Dopplers)
sr = sl;

end

%Determinacidén de lailongitud de la ventana de muestreo, el factor de peso
alfa y el indice de truncado

L = input ('Introduzca el tamafio de la ventana \n L = ');

alfa = input('Introduzca el factor alfa \n Alfa = ');

trunc = input('Introduzca el truncado \n Truncado = ');

N = ( L+l ) / 2; .

long = (length(sl))-N

$Calculo de las constantes propias de la dlstrlbuc1on de Born Jordan

=1 ./(4*alfa*(1 : N-1));

%Calculo de la ventana de Hanning

(9]

h = hanning{( L )';
w = h(1:L) .* conj ( h ( L:-1:1) );
%Inicializacidén de las matrices
bjd = zeros(long, N); %Distribucién tiempo frecuencia
pbjd = zeros(long , (N/2)); %Pseudo Distribucidén de Potencia Instantanea
$Inicia el cdlculo de distribucién de Born Jordan
for £t = 1 : long-N $Para cada ventana de muestreo
fait = [1;
x = sr(t : (t + L-1));
x=[x,0];

$Se calcula la transformada de Hilbert de la sefial
xa = hilbert(x) ;
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%Se agrega Padding con ceros.en los extremos de la sefial

xae = [ zeros(l, N) xa zeros(l, N)I];

%Se calcula la funcidén de autocorrelacidén

xa0 = xae(2*N) * conj (xae(2*N));
for T =1 : N-1;
limit = 2 * alfa * abs(T);
if trunc < limit
M = -trunc
else
M = -limit
end

trunc;

limit;

fait (T) = sum(xae (M+T+2*N-1).*conj (xae (M-T+2*N-1)))*c(T);

end

%Se agrega el valor de x(0) en el vector y se multiplica por la ventana de

Hanning

fait = [xa0, fait].* w(N:L);

%¥Se calcula la distribucidén de Born Jordan
1:N)=4*real (fEft (fait))-2*abs (xa0l) ;

bijd (t,

%Se eliminan los valores negativos y las frecuencias negativas de la

distribucidén de Born Jordan
for 1 = 1 (N/2);
if bjd(t, i) >= 0
pbjd(t, i) = bjd(t, 1i);
end
end
%Se calcula la frecuencia instantanea

fi(t,:) = sum((0:N/2-1).*pbjd(t,:))/sum(pbjd(t,:));

%Se calcula el ancho de banda espectral

bi(t,:) = sgri(sum((£fi(t,:)-(0:N/2-1)).%2 .¥* pbjd(t,:))/sumipbjd(t,:}));

end

%Se calculan los errores RMS respecto a los valores tedricos

%$Valor tedrico del ancho de banda RMS = 100
errorbi = sqgrt((mean(bi - 100/(19200/L)))"2 +

load f£;
errorfi = sqrt((mean(fi' - f£(N
(std(fi' - £ (N

(std(bi - 100/(19200/L))"2));

$Valor tedrico de la frecuencia instantanea
(length(f))-N-1)/(19200/L)))"2 +
(length (f))-N-1) /(19200/L))"2)) ;

110



	Portada 
	Índice 
	Capítulo 1. Introducción 
	Capítulo 2. Generalidades
	Capítulo 3. Distribución Born Jordan 
	Capítulo 4. Determinación de Parámetros Óptimos 
	Capítulo 5. Análisis de Resultados: Parámetros Alfa Óptimos 
	Capítulo 6. Truncado  de la Función  de Autocorrelación 
	Capítulo 7. Análisis de Resultados: Truncado 
	Capítulo 8. Conclusiones 
	Bibliografía

	Apéndices


