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Introduccion

El objetivo de este trabajo es el estudio de la clase de torneos regulares a
partir de la digrafica de discordancia. La lista de articulos de investigacidn de-
dicados especificamente al estudio de torneos regulares (no circulantes) no es
muy extensa. Sin embargo recientemente han aparecido varios articulos acer-
ca de dos conceptos, el de dominacién (15, 14, 12, 11, 17, 13, 7, 6, 11, 17, 13]
y el de parejas mixtas [5] que coinciden entre ellos y con el concepto de
discordancia para la clase de torneos regulares. Por eso revisamos primero
los resultados obtenidos en articulos recientes, acerca de la dominacién y de
parejas mixtas. -

0.1 Antecedentes Historicos

Una cadena alimenticia se puede modelar con una digrifica D (la digrafica
de la cadena alimenticia)} como sigue: cada uno de sus vértices representa
una especie y si la especie z caza a la especie y, entonces la flecha zy est4 en
la digrafica D. Si tanto la especie 2 como la especie y cazan a la especie z
decimos que 1 y y compiten por la especie z. Es natural considerar la grdfica
de competencia C (D) de D en la cual dos vértices son adyacentes cuando
las especies que respresentan compiten por otra especie. En otros palabras
x,y € V(C(D)) son adyacentes en C (D) si existe z € V (C (D)) tal que
1z,yz € F (D), es decir, si las exvecindades de z y y en C (D) se intersectan.
Claramente la definicién de C (D) se puede extender a toda digrafica D). La
grafica de competencia fue introducida por Cohen en (8, 9] y luego estudiado
por Cohen en [9] y Lundgren en [20].

Dos vértices forman una pareja dominante en una digrafica D si para
todo vértice z € V (D) \ {z,y} al menos una de las flechas 2z y yz estd en
la digrafica D. La grdfica de dominacion dom (D) de una digrafica D es la

iii



iv INTRODUCCION

grafica cuyos vértices son los vértices de D y zy es una arista de dom (D)
cuando z y y forman una pareja dominante de D, es decir, si la unién de
sus exvecindades cubren V (D) \ {z,y}. La grafica de dominacién dom (T')
de un torneo T es el complemento de la grafica de competencia del torneo
T que se obtiene de T invertiendo la orientacién (esto no es cierto si la
digréfica no es un torneo). Es facil ver que la grifica de dominacién de
un torneo tiene menos aristas que la grifica de competencia (la grafica de
dominacién de un torneo de orden n tiene a lo més n aristas Corolario 3.1 en
[15]), por lo que resulta mas sencillo trabajar con la grafica de dominacién.
Ademds una vez caracterizadas las grificas de dominacién de los torneos
quedan caracterizadas las grificas de competencia de torneos.

Dos vértices forman una pareja mizte en un torneo T si para todo vértice
z € V(T)\ {z,y} exactamente una de las flechas zz,yz estan en F (T). La
grdfica de parejas miztas M P (T) de un torneo T (mixed pair en inglés) es
la gréifica cuyos vértices son los vértices de T y =,y € V (T') son adyacentes
en MP (T) cuando z y y forman una pareja mixta en 7.

N

Definicién 0.1 Definimos el torneo circulante Cy, (@) como el torneo sobre
—

el conjunto de vértices Zogy1 y vw € F (sz.H (IZi)) Siw—10 € Ly,

Fisher et.al. caracterizaron en [15] las posibles estructuras de una grifica
de dominacidn de un tornec. Una oruga es un arbol que al borrar sus vértices
terminales resulta una trayectoria (tal vez trivial) la cual es la columna ver-
tebral de la oruga, y un ciclo ciliado es una grafica que al borrar sus vértices
terminales resulta un ciclo. En éste articulo encontraron que

Lema 2.2 [15] Si 7" es un torneo de orden n > 3. Entonces C}, es subgrafica
-
de dom (T) si y solo si T =Cy, (@)-

Teorema 2.1 [15] Si T es un torneo de orden 7, entonces o dom (T} es una
unién disjunta de orugas o su inica componente no trivial es un ciclo
impar ciliado.

Proposicién 2.2 [15! Si una grifica tiene una séla componente no trivial
conexa la cual es un ciclo impar ciliado, entonces es la grafica de domi-
nacion de algin torneo.

Corolario 3.1 {15] Para n > 2, el maximo nimero posible de aristas en la
grifica de dominacién de un torneo de orden n es n.
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Corolario 3.7 [15] Si T es un torneo transitivo en vértices de orden n. En-
—¥
tonces dom (T) = Cp, n es impar y T 2, (&) o dom (T) no tiene
aristas.

Fisher et.al. estudiaron en [14] las grificas de dominacién de torneos
y extendieron algunos de sus resultados para torneos a graficas orientadas.
Encontraron que la mayoria de los torneos son libres de parejas dominantes

Y que

Teorema 4.1 [14] En dom (T) con la orientacién inducida por T, un vértice
puede tener a lo mds un invecino y a lo més uno de sus exvecinos pueden
tener exvecinos.

-

Teorema 5.1 [14] Sea 5 una grafica orientada. Entonces dom (G) es un

bosque de orugas o su dnica componente no trivial es un ciclo impar
ciliado.

Teorema 5.3 [14] Una trayectoria de por lo menos 4 vértices no es la grifica
de dominacién de un torneo.

“Fischer y Lundgren estudiaron en {12] las graficas de dominacidn de tor-
neos que son conexas. Encontraron que una grifica de dominacién de un
torneo es conexa si y solo si la grafica es una estrella, un ciclo impar ciliado o
una oruga con terminal triple. Una oruga tiene una terminal triple si la oru-
ga es de longitud positiva y alguno de los vértices terminales de la columna
vertebral tiene al menos tres vecinos que son vértices terminales de la oruga.
La longitud de una oruga es la longitud de su columna vertebral.

En un articulo mas recinte [11] Fisher et.al. caracterizaron las graficas de
dominacién de un torneo. Un torneo T esta bien - cubierto st

(1) cualquier par de vértices u,v € V (T) los vértices u y v no forman una
pareja mixta en 7T,

(7) existe una uv-trayectoria dirigida de longitud dos.
En éste articulo encontraron que

Lema 2.3 [11] Si existe un torneo bien - cubierto de orden n > 2. Entonces
la unién de n orugas no triviales es la grafica de dominacién de algin
torneo.
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Teorema 4.1 [11] Si G es la unién de n componentes no triviales, entonces
G es la grafica de dominacién de un torneo si y sélo si:

1.

n =1y G es un ciclo impar ciliado, una estrella o una oruga con
una terminal triple.

Si n > 2, cada componente es una oruga y pasa uno de los siguientes

3.

casos:

. n = 2 y cada oruga tiene una terminal triple o uno tiene un

terminal triple y el otro es un K 3.

. m = 3 y las tres orugas tienen un terminal triple; o dos orugas

tienen un terminal triple y el otro es un K 3; o dos orugas son
K, 3 y el otro tiene un terminal triple.

. i = o al menos uno de los orugas tiene un terminal triple o es un

Ky 5.

’

n=4o0on>6.

Jimenez y Lundgren estudiaron en [17] los torneos cuya grafica de domi-
—+

o
nacion es conexa. Sea Uzn i1 =Cont1 () ¥ Uzn =C2n (@) \ {0}. Un torneo
T es un torneo de ciclo ciliado si

e los vértices de T se pueden partir en los siguientes conjuntos:

{.’IJ],.’L‘z,...,JJk},Vl,[’rg,...,lfk

con T [{z1, Za,..., 2 }| = Uy (k impar),

e lasflechas dentro de cada V; arbitrarias v x;v; € F (T') paratodow; € V.

e Sizz; € F(T[{z,29,...,2x}]), entonces v, v;z;, z;v; € F (T) para
todow; € Viyn; € V)

Un torneo es un torneo de oruga si

o los vértices de T se pueden partir en los siguientes conjuntos:

7
{zlaxﬂa"'amk}-:‘/lul’%"'=1fk

con T [{zy,22,...,2x}) = Uy (kpar y k > 2),
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e las flechas dentro de cada V; arbitrarias para 1 <1 < k£ — 1, las flechas
dentro de V; ... T'[Vi] sin fuente y z;v; € F (T') para todo v; € V;.

o Sixz; € F (T [{21,%2,...,7k}]), entonces v,-v,-,vjb:,-,a:jv; € F (T) para
todov; € Viy v; € V).

Ademas encontraron que

Teorema 2.1 [17] La grifica de dominacién de un torneo 7" es una estrella
K n-1 81y solo si T tiene una fuente o T tiene dos vértices distinguidos
z,y tales que 1) yz € F (T), i1) para todo z € V (T)\ {z, y} las flechas
zz,2y € F(T) y T\ {z,y} induce un torneo sin fuente.

Teorema 2.3 [17] La gréfica de dominacién de un torneo T es un ciclo impar
ciliado si y sélo si T es un torneo de ciclo ciliado.

Teorema 2.4 [17] La grifica de dominacién de un torneo T es una oruga
(no estrella) si y sélo si T es un torneo de oruga.

En [13] Fisher y Lundgren completaron la caracterizacion de las grificas
de dominacion, al caracterizar las gréficas de dominacién con vértices aisla-
dos. Sea G una grafica, 1 () es el minimo niimero positivo n tal que G unién
n vértices aislados es la grafica de dominacién de algin torneo; si no existe
tal n, entonces i {G) es infinito. En éste articulo encontraron que

Proposicién 2 [13] Si G es grafica de dominacion de un torneo sin fuente,
entonces 1 (@) = L.

Corolario 3 [13] Si G es no conexa y G es grafica de dominacién de un
torneo, entonces i (G) = 1.

Corolario 4 [13] Sea i (G) = n < oo. Para todo m > n, G unién m vértices
aislados es la grafica de dominacién de algin torneo.

Teorema 5 [13] Suponiendo que G es un bosque de orugas no triviales o
G = K, entonces i (G) = 1 salvo en los siguientes casos:
i(Py) =3,i(K1)=6,i(K2) =6,i(K12) =4, i(KipUKp) =2,
‘i (K})g) == 3, Z (Kl’g ) Kz) = 2, ‘l(Kg u Kz) == 4, 1 (KI,S U Kg) = 2
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Como fue mencionado antes, automaticamente quedan caracterizados las
graficas de competencia de los torneos.

En [5] Browser et.al. caracterizaron las graficas de parejas mixtas. Ellos
probaron que

Lema 2 [5] Si T es un torneo de orden n y S es la orientacién de M P (T)
inducida por T, entonces tanto la maxima invalencia como la maxima,
exvalencia es a lo mds 1.

Corolario 1 [5] Para un torneo 7', la maxima valencia de MP (T') es 2.

P, sines par

Lema 3 [5] MP (Un) = { C, sinesimpar

Lema 4 [5] Si T es un torneo de orden n y M P (T') tiene una subgrafica

isomorfa a P,, entonces T 2 U,,.

Lema 5 [5] Si S es un subtorneo de T, entonces MP(T) |y (s) es una
subgrafica de M P (5).

> 3y MP(T) tiene una subgrdfica isomorfa a Cj,
entonces n es impar, T es de orden ny MP (T) = C,.

Teorema 1 {5] Sin >

Corolario 2 [5] Si MP (T) no es conexa, entonces es un bosque de trayec-
torias.

Browser et.al. demuestran que las graficas de parejas mixtas de un tor-
neo son de los siguientes tipos: un ciclo de longitud impar o un bosque de
trayectorias.

Mas ain que cualquiera de este tipo de graficas es grafica de parejas
mixtas salvo si la grifica es: un ciclo de orden par, una séla trayectoria de
orden impar, un bosque de dos trayectorias cuyos ordenes suman un ngimero
par o un bosque de tres trayectorias cuyos ordenes suman un mimero impar.

Con ésto quedan caracterizadas las graficas de parejas mixtas y por lo
tanto tambien las graficas de nichos que es justo el complemento de la grafica
de parejas mixtos. Dos vértices z,y forman un nicho en una digrafica D si
existe un vértice z € V (D) \ {z,y} tal que las flechas zz, yz estan en F (D) o
las flechas zz, zy estan en F' (D). La grifica de nichos NV (D) de una digrafica
D es la grifica cuyos vértices son V (D) y 7,y € V (D) son adyacentes en
N (D) si y sélo si forman un nicho en T'.
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Nétese que el concepto de nichos generaliza el concepto de competencia
y el concepto de dominacién generaliza el concepto de parejas mixtas. En
el caso de torneos regulares el concepto de deminacién y parejas mixtas
coinciden (Lemma 2.2 [7}).

Cho et.al. [7, 6] caracterizaron las graficas de dominacién de torneos regu-
lares. Ellos denotan los bosques de p (= m + n) trayectorias (m trayectorias
de orden par y n trayectorias de orden impar) por p(m,n) y g* (m,n) si
ninguna trayectoria es trivial. En T cada trayectoria es dirigida. 7, es el
subtorneo inducido por los vértices terminales de las trayectorias de orden
impar de la grafica de dominacién, 7, es el subtorneo inducido por los vértices
terminales de las trayectorias de orden par y 7} es el subterneo inducido por
los vértices terminales de todas las trayectorias de la grifica de dominacién.
En [7] prueban que:

Lema 2.2 [7] Sea T un torneo regular de orden n. Entonces

MP(T) = dom(T).

Teorema 2.7 [7] Si T es un torneo regular y dom (T') tiene una subgréfica

~/

isomorfa a C, (n > 3), entonces n es impar, y dom (T) = C,,.

Teorema 2.8 [7] SiT es un torneo regular de orden n > 3, entonces dom (T')
es un ciclo €, o un bosque de dos o mds trayectorias.

Proposicién 3.1 [7] Sea G € p(m, n) la grafica de dominacién de un torneo
regular 7. Si P, es una trayectoria en G, entonces T [P,] = U,.

Lema 3.2 [7] Sea G € g (m,n) la grafica de dominacién de un torneo regular
T. Entonces n es un nimero impar, y 7, es un torneo regular.

Sea G una gréfica que es la unién disjunta de m trayectorias de orden par
y n trayectorias de orden impar. Decimos que T' es un torneo de trayectorias
sobre V (G) si dom (T) = G. Hacen notar que un torneo de trayectorias
para una grafica G € p (m,n) queda completamente determinado una vez
determinado el subtorneo Tj.

Lema 3.3 [7] Supongase que G € p(m,n) es la unién de p (= m + n) tra-
yectorias Ry,... Ry, y T es torneo de trayectorias de G. Si 7, es un
torneo regular v cada vértice de 7, tiene (n + 1) /2 exvecinos de T en
T,, entonces T es un torneo regular.
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Teorema 3.4 (7] Si G € p* (m, n), entonces

(£) Si T es un torneo regular de trayectorias para G tal que T, esta
bien - cubierto, entonces G es la grafica de dominacidn de 7.

(%) Si G es la grafica de dominacion de un torneo regular 7', entonces
T es un torneo regular de trayectorias para (G tal que cualquier
par de vértices de T, no son discordantes en T}.

Teorema 3.14 [7] 8i G € p* (m, n), entonces

() Si m = 0,1,2,4, entonces G es la grifica de dominacién de un
torneo regular si y sélo si nesimpary m+n> 7.

(ii) Sim = 3 0 m > 5, entonces G es la grafica de dominacién de un
torneo regular si y sélo si n es impar.

En [6] prueban que éste ultimo teorema también es cierto para las graficas
en g (m,n).

La orientacion de las graficas de dominacién se estudio en [11, 14] donde
determinaron que en el caso de las componentes que son trayectorias, la
trayectoria es dirigida y en el caso de una oruga su columna vertebral estd
dirigida y los vértices terminales son todos vértices finales de las flechas,
salvo tal vez un sdlo vecino (que es vértice terminal) del vértice inicial de la
columna vertebral.

0.2 La contribucién de nuestra investigacion

Nuestro interés esta centrado en el estudio de la clase de torneos regulares
{especialmente los que no son circulantes). Nos interesan sus estructuras y
coloraciones. En ésta tesis estudiamos la estructura y la coloracidén mediante
el concepto de la discordancia.

Sea D una digrifica, u,v € V (D) y § C VV (D). Decimos que u es discor-
dante con v modulo S en D cuando N* (u, S\ {u,v}) = N~ (v, 5\ {u,v})
y N7 (v, S\ {u,v}) = N¥(v,S\ {u,v}) y lo denotamos « | v (mod §).
La digrdfica de discordancia, D~ (D), se define como sigue: V (D7 (D)) =
V(ID)yuwe F(®7(D))siuv|v (mod D)y uv € F(D).

Para el caso de los torneos regulares el concepto de discordancia coincide
con el concepto de parejas mixtas y el de dominacién. Para el estudio de las
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estructuras introducimos los conceptos de molde y ©-origen. Decimos que
un torneo regular es un molde si los componentes no triviales de su digrafica
de discordancia son de orden dos.

Primero estudiamos las digrdficas de discordancia, encontrando que las
componentes débiles son trayectorias dirigidas (probablemente triviales). El
hecho méds importante aqui es que todos los torneos regulares (salvo la familia

de torneos ciclicos, 52m+1 (@) pueden ser reconstruidos a partir de la familia
de los moldes. Este hecho hace indispensable €l estudio de los moldes.

Estudiamos el procedimiento para reconstruir - usando sumas lexigraficas
y revirtiendo ciertos conjuntos de flechas - cualquier torneo regular (salvo la
familia de torneos ciclicos) a partir de su molde y su funcién de pesos. Dado
que el procedimiento de reconstruccién se basa en los moldes, buscamos ca-
racterizarlos. Para ello introducimos un nuevo concepto - el de los ®-origenes.
Un D-origen es una pareja (T,u), donde U C V (T'). Cabe mencionar que el
D-origen de un molde contiene toda la informacién del molde. Al caracterizar
los D-origenes quedan caracterizados los moldes y con ellos las digraficas de
discordancia de los torneos regulares. Mas atn, a partir del molde tenemos
toda una familia infinita con la misma estructura de discordancia.

Para torneos de orden pequeno, damos el nimero de moldes no isomorfos
cuya digrafica de discordancia es la mismna, ademas estudiamos los grupos
de automorfismo de algunos de ellos. Para ello se clasificaron las flechas de
discordancia de los moldes de lasiguiente manera: una flecha vv de 7 (T) es
una flecha €-residual si T\ {, v} es un torneo ciclico, M-residual si T\ {u, v}
es molde, y PR-residual si la flecha wv no es ni €-residual ni M-residual. Esta
clasificacién, los moldes y la dominacién parten de manera muy natural a los
torneos regulares en tres clases: Los ciclicos, los mansos y los salvajes (por
definirse en el capitulo 5). Victor Neumann Lara y Jorge Urrutia clasificaron
en 1984 los torneos ciclicos. En ésta tesis estudiamos a los torneos mansos.
Encontramos que los moldes (salvo W, pagina 13) tienen a lo mas una
flecha @-residual y estos torneos son rigidos y esto nos llevé a enumerarlos.
Decimos que un torneo H es fiel en otro torneo T si H es subtorneo de T'y la
discordancia de H es inducida por la discordancia del torneo 7. Estudiamos
los subtorneos fieles de torneos con una flecha €-residual. Dado que el molde
W, es un caso especial dentro de los moldes mansos (pues es el {nico molde
con mas de una flecha €-residual) estudiamos los subtorneos isomorfos a Wy y
para cierto tipo de torneo se estima el nimero de subtorneos fieles isomorfos

a WD.



xii INTRODUCCION

Para ¢l estudio de las coloraciones introducimos el concepto de torneo
amplio y parejas preaciclicas. Estudiamos la relacién entre el nimero di-
cromatico de un torneo y el nimero dicromatico de su molde; encontramos
una cota inferior y superior para el mimero dicromatico de la familia de
torneos con un molde fijo en funcién del mimero dicromético del molde. En-
contramos otra cota superior para el nimero dicromdtico de la familia de
torneos con un molde fijo en funcién del ndmero dicromético de un torneo
amplio de la familia. Para algunos moldes damos el niimero dicromatico exac-
to para toda su familia de torneos. Vale la pena mencionar que encontramos
que tanto los moldes como los torneos mansos tienen el nimero dicromatico
igual a 3. Este hecho hace acertado el concepto de torneos mansos dado que
Victor Neumann Lara y Jorge Urrutia probaron que los torneos ciclicos son
los 1inicos torneos regilares 2-dicromaticos.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Conceptos preliminares

1.1.1 Graficas

Una grdfica G es una pareja (V (G),A(G)), donde V (G) es un conjunto fi-
nito de vértices y A (G) es el conjunto de aristas; cada arista es una pareja no
ordenada {u,v} (o simplemente uv) de sus vérticesterminales u,v € V (G).
Dos vértices w, v € V (G) son adyacentes si la arista uv € A (G), en este caso
se dice que u y v inducen la arista uv. Una arista incide en un vértice si el
vértice es uno de los vértices terminales de la arista y dos aristas son adya-
centes si inciden en (comparten) un vértice. Cabe mencionar, que con ésta
definicién de aristas no es posible tener dos aristas que comparten los dos
vértices terminales (aristas mailtiples), ni aristas cuyo vértice inicial coincide
con su vértice final (lazo).

La vecindad, N (v), de un vértice v € V (G) es el conjunto de todos los
vértices que son adyacentes a él, N (v) = {w:vw e A(G)}, y la valencia,
d(v), de un vértice v € V (G) es el niimero de aristas que inciden en €,
d(®) = {v:vw e A(G)} = [N (v}]. A(G) es la maxima valencia de los
vértices de G, es decir, A (G) = max{d(v) : v € V(G)} y 6 (G) es la minima
valencia de los vértices de G, es decir, § (G) = min{d (v) : v € V(G)}.

Una grafica G’ es una subgrdfica de la griafica G si V(G') C V(G) y
también A(G") € A(G). Una subgrifica es generadora si V (G') =V (G) ¥
la subgrdfica inducida por V' C V (G) es la grafica G' tal que V(G') = V' y

1
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a € A(G'), a=vw, si y sdlosi v,w € V(G') y a € A(G). La subgrifica de
G inducida por V' € V (G) se denota G {V'].

Un camino en GG es una sucesion alternante de vértices y aristas que em-
pieza y termina en vértices y lo denotamos (vg, ag, ¢4, 4d1,- .., Us) donde g; =
v € A(G),ei=0,1,...,n— 1, a menudo lo denotaremos tGnicamente
por la sucesién de sus vértices (vg,v1,...,v,) con a; = v € A(G), e
1=0,1,...,n—1; un paseo en GG es un camino en el que no se repiten aris-
tas y una trayectoria en (G es un camino en el que no se repiten vértices, a
la trayectoria de n vértices la denotamos P,; la longitud ! (A) de un cami-
no/paseo/tracectoria A es el nimero de sus aristas {o bién, el nimero de sus
vértices menos 1). Un cicle en G es una trayectoria de longitud al menos tres -
y "cerrada”. es decir, que Unicamente el vértice inicial y final coinciden, al
ciclo de n vértices lo denotamos C, o bien, (v, v1, ..., %-1,10), [ (Cy) = n;
una grafica es aciclica si no contiene ciclos.

Una grafica es conera si entre cualesquiera dos vértices u, w € V (G) hay
una trayectoria; en una grafica no conexa, las subgraficas maximales conexas
se llaman componentes. Una grafica conexa y aciclica se llama un drbol, y
una subgrafica G' de G, G' drbol, es un drbol generador si V (G') = V (G).
Un bosque es una grafica aciclica y no necesariamente conexa; una subgrafica
G' de G es un bosque generador si V {G") =V (G).

Una grafica es completa si todos los vértices de & son adyacentes dos a
dos, a la gréfica completa de n vértices la denotamos K,,. El complemento G
de una grafica G es la grafica cuyos vértices son V' (G) y dos vértices son ad-
vacentes en G si y sélo si noloson en G. Notese que K, es la grifica de orden
n, sin aristas. 5i .S C V (G), entonces la grifica G \ S tiene V (G) \ S como
vértices y u,v € V (G \ S) son adyacentes si lo son en G. Si E C A(G), en-
tonces la grafica G\ F tiene V (G) como vértices y sus aristas son A (G)\ E.
Si H C @, entonces la grafica G \ H tiene es la grifica G inducida por
V(G)\ V (H). El residuo de una subgrifica H de G es G\ H. Un con-
junto independiente de vértices es un conjunto tal que no hay aristas entre
los vértices del conjunto. Una grafica es bipartita si hay una particién de
sus vértices en dos conjuntos independientes, y tal particidén se llama una
biparticion.

—)-
Sea G una gréfica, G es una orientacion de G si a cada arista uv € A(G)
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- -
se le asocia exactamente una direccién: siuv € A (G), entonces vu ¢ A (G)

5 es una preorientacién de G si a cada arista uv € A (G) se le asocia al me-
- —+
nos una direccién: uv € A (G) yfovu e A (G)

1.1.2 Digraficas

Una digrdfica D es una pareja (V (D), F (D)}, donde V' (D) es un conjun-
to finito de vértices y F (D) es el conjunto de flechas, cada flecha (v, w) es
una pareja ordenada, con s vértices inicial v y vértice terminal w, la flecha
(v, w) también se denotard Jw o simplemente vw € F (D). Si Uy W son dos
conjuntos de vértices de una digréfica D, entonces llamaremos UW -flechas
al conjunto de flechas uw € F (D) tales que v € U y w € W. Dos vértices
son adyacentes si hay una flecha entre ellos. La grdfica subyacenie de una
digréfica D es la grafica que se obtiene al sustituir cada flecha por una arista.
Una flecha cuyo vértice inicial coincide con su vértice final se llama un lazo.
En este trabajo se consideraran tnicamente gréficas sin lazos.

La invecindad de un vértice v € V (D) es el conjunto de los vértices
w € V(D) tales que la flecha wv € F (D), a la invecindad de v la denota-
mos por N~ (v), N~ (v) = {w : wr € F (D)}, la ezvecindad, N* (v}, de un
vértice v € V (D) es el conjunto de vértices w € V (D) tales que la flecha
vw € F(D), N* (v) = {w:vw € F(D)}, una semivecindad de una vértice
v de D, es la invecindad o exvecindad de v en D. Sea v € V(D) la inve-
cindad cerrada de v es N~ [v] = N‘ (v) U {v}, la ezvecindad cerrada de un
vértice v € V (D) es NT[v] = Nt (v) U {v} . La invalencia, d” (v), de un
vérticev € V (D) esd™ (v) = [{w:wv € F(D)}| = [N~ (v)] y la ezvalencia,
d* (v), de un vértice v 6 V(D) esd' (v) = |[{w:vw e F (D)} =Nt (v)]
Si d*(v) = d~ (v) = r para todov € V (D), se dice que D es regular. S
u,v € V (D), entonces N° (u, v) = N° (u) N N°(v), £, € {—, +}.

La resta y el residuo para digrificas se define de manera andloga a la
definicién para graficas. Si S C V (D), entonces la digrdfica D \ S tiene
V (D)\ S como vértices y uv es flecha de D\ Ssiu,v € V(D)\ Sy uv es
flecha de D. Si E C F (D), entonces la digrifica D\ E tiene V (D) como
vértices y las flechas son F (D) \ E. Si H es subdigréfica de D, entonces la
digrafica D\ H es la digrdfica inducida por V (D)\V (H). El residuo de una



4 CAPITULO 1. PRELIMINARES
subdigrafica H de D es D\ H.

Asf como se definié subgrafica, subgrdfica generadora, subgrafica indu-
cida, camino, paseo y trayectoria para graficas también se pueden definir
para digréficas, con la restriccion que se respete la direccién de las flechas:
Una digrifica D' es una subdigrdfica de la digrifica D si V (D) C V(D)
y F(D') C F(D), y se denota D' C D, una subdigrafica es generadora si
V (D') = V (D), y una subdigréfica inducida por V! C V (D) es la digréfica
D'talque V(D)=V'y VWE F (D) siysolosiv,weV (D) yvwe F(D).
Si D C T, T digrafica, y v € V (D), entonces N* (v, D) denota la vecin-
dad exterior del vértice v restringida a la subdigrafica D, y T [D] denota la
subdigrafica inducida por D en la digrifica 7. Un camino dirigido en D es
una sucesién alternante de vértices y flechas (v, ap,v1,64,...,v5), tal que
g; € F(D),coni=0,1,...,n -1y a = vw € F(D); a menudo deno-
taremos los caminos inicamente por su sucesién de vértices (v, vy,...,v,),
un paseo dirigido en I es un camino dirigido en el que no se repiten flechas
y una trayectoric dirigida en D) es un camino dirigido en el que no se repi-
ten vértices. Sea P = (ug, uy, - - -, uk), entonces int (P) = (ug, ua, ..., Uk_1),
es decir la trayectoria P menos el primer y el iltimo vértice. Un ciclo di-
rigido en D en una trayectoria dirigida cerrada, es decir, que su vértice
inicial y final coinciden (siendo éste el 1inico vértice que se repita), al ci-
clo dirigido de n vértices lo denotamos por En. La longitud de un cami-
no/paseo/trayectoria/ciclo dirigido es el nimero de sus aristas. Notese que

—

((Ca) =n.

Una digréfica D es aciclica si no contiene ciclos dirigidos, ¥ un conjun-
to de vértices V' C V (D) es aciclico si la subdigrifica inducida por V' no
induce ciclos dirigidos, andlogamente un conjunto de aristas A’ C A (D) es
aciclico si la subdigrafica inducida por A’ no induce ciclos dirigidos. Un
conjunto de vértices V' C V (D) es ciclico si la subdigrafica inducida por
V! induce un ciclo dirigido. Sea D es una digrdfica, si v € V (D) tal que
Vi< Nt (v)y D' = D[V'U{v}], entonces decimos que v es fuente de I, y
v € V(D) es pozo de D' C D si para v € V (D) se tiene que V' C N~ (v) y
D' = D{V'U{v}]. Decimos que u € V' {D) es vértice extremo si u es fuente
o pozo de D\ {u}. Cuando hablamos de conjuntos aciclicos se va a entender
conjuntos que no inducen ciclos, en el caso de graficas, y conjuntos que no
inducen ciclos dirigidos en el caso de digraficas.
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Un torneo es una gréifica completa orientada y un supratorneo es una
grafica completa con una preorientacion, los torneos de orden n se denotan
T... Un torneo tiene a lo mas una fuente y a lo més un pozo. Decimos que, un
torneo es un torneo transitivo si es aciclico y se denota TT,; la sucesion de
fuentes de un torneo transitivo es la sucesién o = (z,...,x,) de los vértices
de T'T,, tal que:

e 7; es fuente de T'T,,
e z; es fuente de TT,\ {z1,...,z;1}con 2 < j<n,y
o {z1,....,2.} = V(IT,).

Nétese que un torneo regular siempre es de orden impar, si 7" es de orden
2n + 1, entonces d~ (v) =d* (v) =n para todo v € T.

Un homomorfisrno (homomorfismo irreflezivo) [ entre dos graficas G, G’
es una funcién f : V (G) = V (G') que respeta adyacencias entre vértices, es
decir, para dos vértices u,v € V (G) con uv € A (G) se tiene que f (u) f (v) €
A(G) o f(uw)= f(v) € V(F) (para u,v € V (G) con uv € A (G) se tiene
quef (v) f (v) € A(G")). Un homomorfismo es un epimorfismo si es supra-
yectivo y €s un isomorfismo si es biyectivo tanto en vértices como en aristas.
Dos graficas son isomorfas si hay un isomorfismo entre ellas, denotamos por
G = G’ cuando G y G’ son isomorfas. De manera aniloga se define homo-
morfismo para digraficas: Un homomorfismo (homoemerfismo irreflerivo) f
entre dos digrificas D, D’ es una funcién f : V (D) = V (D') que respeta
adyacencias entre vértices, es decir, para u,v € V (D) con wv € F(D) se
tiene que f{u) f (v) € F(D) o f(u) = f(v) € V(D) (para u,v € V(G)
con uv € F (D) se tiene quef (u) f (v) € F(D’)). Un homomorfismo es un
epimorfismo si es suprayectivo y es un tsomorfismo si es biyectivo tanto en
vértices como en flechas. Dos digraficas son isomorfas si hay un isomorfis-
mo entre ellas, denotamos por D = D' cuando D y D' son isomorfos. La
digrafica duel D de una digrafica D se obtiene al invertir todas las fle-
chas de Dj; dos digraficas D, D' son duales, si al invertir las flechas de D,
ésta resulta isomorfa a D'. Un automorfismo es un isomorfismo en el que
la grafica del dominio coincide con la grifica de la imagen. Una grafica
G es tramnsitive en aoristas si para cualquier par de aristas a;,as en A(G)
hay un automorfismo que manda a; en a,, y una gréfica G es transitiva en
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vértices si para cualquier par de vértices u,v en V (G) hay un automorfis-
mo que manda u en v. Un antimorfismo f entre dos gréaficas G, G' es una
funcién f : V (G) = V{G') tal que se invierten las adyacencias, es decir, si
uv € F(G), entonces f (v) f (u) € F(G'). Denotamos por Aut (G) el grupo
de automorfismos de G. Decimos que un vértice v/arista uv (un vértice v/
flecha uv) en una grifica G (digrafica D) es fijo si para todo automorfismo
¢ € Aut(G)} (¢ € Aut(D)) se tiene que p (v) = v fp(uv) = w (p(v) = v
/¢ (uv) = uv). Decimos que una subgréfica (subdigrifica) H de G (D) es in-
variante si ¢ (H) = H para todo ¢ € Aut (G) (para todo @ € Aut (D)). Sea
¢ :G =G (p: D— D') un homomorfismo, entonces la fibra de un vértice
v € G' (v € D') es el conjunto de vértices w € G (w € D) tales que ¢ (w) = v.

Sea G un grupo y S un conjunto, decimos que el grupo G actia sobre el
conjunto S, si la transformaciéon G x S — S, (para g € G y s € S se tiene
que gs € S), cumple lo siguiente:

e ¢s = s para todo s € S (e es la identidad en G)
e (g¢)s=g(g's), para todo g, € Gy s € S (La ley de asociatividad).
La érbita O, de un elemento s € S es el siguiente subconjunto de S

0, ={.§’E S : s’ = gs para algin g € G}.

Decimos que un grupo actia sobre una grifica {(digrifica ) si el grupo actia
sobre el conjunto de vértices de la grifica (digréafica ) respetando las adya-
cencias.

Una gréfica/digréfica/tornec A es circulante si tiene un automorfismo o
que es una permutacion ciclica de todos sus vértices. Notese que podemos
asumir que V(A) = {0,1,2,...,n—1} y (i) =i+ 1 (modn). El arco
[¢,2+ k] en un circulante A es (i, 4+ 1,4+ 2,...,74+ k). Los saltos de un
circulante son las longitudes de los arcos determinados por las flechas. Vamos
a usar dos maneras distintas de denotar los torneos circulantes: 52m+1 (J)y
.

Cam+ (_If )
Sea Camy1 {J) €l torneo circulante donde

V(Coanit (1) = Zanery
F (5‘2m+1 (-]))

{vw:w —ve J}
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donde J C Zg, 41 con |J| = m. Como 8‘2m+1 (J) es un torneo, J cumple que
Vi € J |{j,—j} N J| = 1. El conjunto J determina la longitud de los saltos

de Comt1 (.])
_’.
Sea K C {1,2,...m}. Definimos el torneo circulante Copy1 (K) como
sigue

V(52m+1 (K)) = Zomn ¥y
F(Bmﬂ(f()) = {w:w—-ve{l,2,...,m}\K}

Nétese que K determina los saltos de longitud 1 a m que volteamos.
La clase de torneos regulares la denotaremos TR v TR, la clase de torneos
regulares de orden n (impar). Le llamaremos torneos ciclicos a la familia de

-}
torneos circulantes de la forma Capq1 (@) y TR® es la familia de torneos
regulares que no son ciclicos. Denotaremos por T, a la clase de torneos de
orden n.

Definicién 1.1 Sea S un subconjunto de los vértices de una digrdfica D, de-

cimos que dos vérticesu,v € V (D) son concordantes con respecto al conjunto
S st

N™(u, S\ {u,v}) =N~ (v, 5\ {u,v}) ¥
Nt (u, S\ {w,v}) = Nt (v, 5\ {uv,v}).

y decimos gque son discordantes con respecto al conjunto S st

N (u, S\ {w,v}) =N~ (v, 5\ {u,2}) y
N™(u, S\ {u,v}) =N* (v, 5\ {u,v}).

Denotamos u = v (mod S) cuando w,v € V(D) son concordantes con
respecto al conjunto Sy u | v (mod §) cuando son discordantes con respec-
to al conjunto S. Noétese que si u, v son discordantes con respecto al conjunto
S yw € S, entonces © y v también son discordantes con respecto al vértice w.
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1.1.3 Particiones y Coloraciones

Si P es una particién de los vértices de una grafica G (digrifica D) y {a},,
son las clases, entonces el cociente G/P (D/P) es la grifica (digrifica) si-
guiente:

V(G/P)={a},cr,aB € A(G/P) siexistena € a y b€ 8 con abe A(G)

(V(D/P) ={a} ;. @B € F(D/P) siexistena € a y b€ 8 con abe F(D)).

Nétese que si G es la gréifica suyacente de D, entonces D/P es una preorien-
tacién de G/P. La proyeccién natural p: V(G) ~ P (p: V (D) = P) se
define como: p(u) = a, o € P si y s6losi u € a. p es un homomorfismo y
sus fibras son las digréaficas inducidas por cada clase de la particién P.

Una coloracion ¢ de los vértices de una grifica G, es una particién de los
vértices de G, definida por una funcién suprayectiva ¢ : V (G) — C, donde C
es el conjunto de colores que usa la coloracidn ¢. Asociada a una coloracién
hay una particion de los vértices de G cuyas clases se llaman clases cromdticas
y son los conjuntos de vértices a los que ¢ les asigné el mismo color, denota-
mos por C; a la clase cromadtica del color ¢, C; = {w € V(G) : ¢ (w) =i}. En
una grafica G se pueden definir diferentes tipos de coloraciones, en las cuales
las clases cromdticas son ”sencillas” en algun sentido. El nimero cromdtico
x (G} es el minimo mimero de colores con los que se pueden colorear los
vértices de G, tal que no se formen aristas monocromaticas. La particion de
los vértices asociada a la coloracion que induce el nimero cromético es tal
que sus clases cromaticas son independientes.

El numero dicromdtico fue introducido simultanea e independientemen-
te por Victor Neumann-Lara [22] y H. Meyniel [16], es una generalizacion
del numero cromatico, y se define de la siguiente manera: el ndmero di-
cromdtico dc (D) de una digrifica D es el minimo nimero de colores, tales
que los vértices de D se pueden colorear, sin que se formen ciclos dirigi-

dos monocromaticos. Notese que si ? es la digrafica que se obtiene de
la grifica GG asociamos una flecha simétrica a cada arista de G, entonces
x (G) = dc(G). La particion de los vértices asociada a la coloracién que
induce el ndmero dicromatico, es tal, que sus clases cromaticas son aciclicas
en términos de digraficas, o dicho de otra manera, el nimero dicromatico es
la minima cardinalidad de una particién internamente aciclica. EIl nimero
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dicromatico de una grafica G (no dirigida) se define como el maximo de los
numeros dicromaticos de las digraficas de todas las posibles orientaciones de
G. Si de(D) = r, entonces se dice que D es r-dicromitica. Decimos que
una coloracion de una digrafica es dptima si el nlimero de colores que usa es
exactamente el nimero dicromatico de la digrafica. La digrafica D es critica
en vértices sidc (D) =ryde(D—u)=r—-1Vu €V (D).

1.1.4 Construcciones en digraficas

Definiremos algunas construcciones de digraficas que nos serdn dtiles en
diferentes partes de la tesis. En éste capitulo, si D es una digrifica y
S c V (D), 8* = {u* : u € S} denotari a una copia de S disjunta con V {D)
y D[S]" = (8, F*) serd la digréfica isomorfa a D [S] definida de modo que
la correspondencia u — u* sea un isomorfismo.

D{S;e) = DUD[S]"+{v’u:uwwe F(D) yve S}+ |
{vv*:uwv e F(D) yue S}

Nétese que u,u* son discordantes para todo u € S.

F D F

T T

v

< a———

(a) (b)

Figura 1.1: (a) la digrfica D y (b) D(S, F;e).
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Sea F un conjunto de flechas de D tal que V (F)NS = @.
D{(S,F;e) = D(S;e)+ {vu:uve F}
Nétese que en la gréfica D (S, F'; o) las flechas de F son simétricas.
D (S, +)
D(S,<)=D(S;8) +{wv’ :u€ S}+ {v'u:u € S}

D (S, )

D(S,—)=D(S;e)+ {uu*: ue S}.
DS, <)

D(S,+)=D(5,¢)+ {v'u:ueS}.
Lema 1.2 dc(D (S, +)) < 2dc (D)

Demostraciéon Sea ¢ : I — C una coloracién éptima donde C es el
conjunto de colores usados por ¢. Sea C' = {¢ |c& C} un conjunto de
colores ajeno a C, ndtese que |C'| = |C|. Definimos la siguiente coloracién
v: D{(S,+) = CuUC tal que:

(1) Si w € D, entonces v (u) = ¢ (u).
(13) Siu € S5*y p(u) =, entonces vy (u) = c}.
Claramente v es una coloracién de D (S, +») sin ciclos dirigidos mono-
cromaticos. -y usa a lo mas 2 |C'| colores (el doble de colores que usa ).
0
Observacién 1.3 Sea T es un torneo, U C V(T) yU =V (T)\ U.

(1) 51T tiene una flecha wv discordante (concordante), con u € U, entonces
u, v es una pareja discordante (concordante) de T <U, —})

(1) Para tedou € U yu* € T{U, )\ T se tiene que u,u* es una pareja
discordante de la digrdfica T (U,——)).

(#68) SiT tiene una flecha uv concordante, conu €U yv € U, entonces v*u
es una flecha de la digrifica de discordancia de T (U, —))
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(iv) SeaweU. d* (u;,T{U,=2)\U)=d~ (u5T U, )\U) = U] y
d™ (w; T{U,=)\U) =d* (uT{U,)\VU) = |U| - 1.

(v) T{U,—) es un torneo regular si y s6lo si para todou € U.

d* (wU) =d” (V) = [JUl/2],d" (wU) =d" (u U) = [|U] /2] .
Demostracién Sea T es un tormeo, U C V(T yU = V (T)\U

(i) Seaw € U. La afirmacién se cumple por construccién, véase la figura 1.2.

* *

o7 S
AN N AN

Figura 1.2: La pareja u, v es (a) discordante con respeto a U y (b) concor-
dante con respeto a U

(22) Por construccién.

(¢47) Sea uv una flecha concordante, con v € U y v € U, La afirmacién se
sigue de los incisos (2} y (22), véase la figura 1.3.

(iv) Sea u € U. Todo v € U\ {u} cumple que {N* (u) N {v,v*}| =1, como
ademas u* € N¥ (u), entonces d* (u; T{U,—)\U) = |U|. Andloga-
mente se tiene que d~ (u™; T {U, »)\ U) =|U|. Para todov € U\ {u}
se tiene que [N~ (u) N {v,v*}| = 1. Como u* ¢ N~ (u), entonces

4 (wT{T, )\ U) = [0] - 1.

Andlogamente se tiene que d* (u; T (U, =)\ V) = |U| -1
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YA
L \/\

Figura 1.3: La pareja u,v* es (a) discordante con respeto a T y (b) discordante
con respeto a U

(v) Sea T(U,—) regular y v € U. EIl resultado sigue del inciso (iv).
Si para todo vértice u € U se tiene que d* (w;U) = d (V) =
HUI/2),d™ (4 U) = d¥ (uU) = [|U} /2] entonces T (U, —) es regu-

lar. O

Las digraficas N _ _ N
D (S;e),D(S,<),D(S,—),D(S, <)

se definen invirtiendo las flechas en D [S]" en

D(S;e), D (S, &), D(S, ), D(S,+).

1.1.5 Suma Lexicografica (Suma de Zykov)

Sean D una digrafica y o = {a,} con u € V (D) una familia de digréficas no
vacias y disjuntas dos a dos, entonces la suma lexicogrifica de {a,} sobre D,
o (@, D), se define como sigue,

Vol D)= | Ve y

i€V(D)

Fla = |J Fle)ufuw:ue Vi), weVi(e),ije F(D)}.

- 1eV{(D)
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- ./

(a)

Figura 1.4: (a) La digrdfica D y (b) la suma de Zykov de {c,} sobre la
digrafica D.

1.2 Resultados preliminares

Sea (vo, U1, V2, v3) la sucesién de fuentes de TT;. Definimos el torneo 7, como
sigue:
V (Ty) = {vo, v1,va,v3}, Ta =TTy \ {wous} + {vavo}.

Nétese que T es el inico torneo de orden 4 que es fuertemente conexo.

Observacidon 1.4 Hay { iorneos de orden { no isomorfos:
TTy, Ky+ Cs, Ca +K1, T

Definicién 1.5 Al igual que en [23] definimos el torneo Wy como sigue:

V (W) {wo,wl,wz,w3,wl,w2, }
F(Wy) = {w—wo-jzl 2,3} U{wow;} :i=1,2,3} U

{w wh - 1—123}U{ww :j=1,2,3}u
{w;w} z=123}U{wu 151,]53,1#3},

dondei—1,i,i+ 1€ Zs.

Observacién 1.6 {(wi,w;_;)}, {(w;, wo)}, {(wo,wi)} coni—1,17 € Zs
son drbitas de F (W), Nitese que todo automorfismo deja el vértice wg
fijo y por lo tanto las semivecindades (que son ciclicas) son invariantes bajo
automorfismo. Vedse la figura 1.5, pdgina 14.
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Figura 1.5: El torneo W)

Los torneo ciclicos tienen las siguientes dos propiedades

—}
1. SeaU C V (02m+1 (Qj)) Si U tiene un vértice extremo (fuente o pozo)

N
u, entonces Camy (@) [U] es transitivo.

2.si15,j (i +k)e F (52,““ (@)), k > 1, entonces j € [i,7 + k]

Demostraciéon

1. Seall C V (52m+1 (25)) y u € U tal que u es fuente (pozo) de 52m+1

(@) (U], entonces U C N*[v] (U C N~ [v]) la cual es transitiva por
construccion.

2. Obvio. 0

Lemal1l7 St K C V (67 (3)) induce un 53, entonces eriste un unico

vérticev € V (87 (3)) tal que K es una semivecindad de v en 87 (3).

Demostracién El torneo O (3) es transitivo en flechas, asumimos que
-
0,1 € K. Como K es ciclico, entonces C7 (3)}[{0,1,7}] es ciclico, donde
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o
Vl
U § > Ul
D u;
u; N4

Figura 1.6: Dos representaciones del torneo ST7.

j e N-T(0,1) = {3,5}. Sea K = {0,1,3}, entonces 6 es fuente de K, si
K = {0, 1,5}, entonces 2 es pozo de K. O

-
Decimos que un torneo circulante C,, (J) es el Torneo de Paley de orden n
sines un primo, n =3 {mod 4) y J es el conjunto de residuos cuadraticos
-
médulo n. Nétese que el torneo C7 {3) es el Torneo de Paley de orden 7. Los
torneos de Paley son transitivos en vértices y transitivos en flechas. Por las
caracteristicas de éste trabajo, no vamos a estudiar los torneos de Paley.
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Capitulo 2

Discordancia

En éste capitulo vamos a definir la relacién de discordancia. La discordancia
es una relacioén entre vértices en una digrafica y sera la base de nuestro
estudio en los préximos capitulos. Estudiaremos la estructura en términos
- de la discordancia, las propiedades y resultados béasicos en torneos regulares.
El Lema 2.18 serd basico para definicién de moldes en el siguiente capitulo.

2.1 Resultados Fundamentales

Nuestro estudio se centra en los torneos regulares. Recordamos que las re-
laciones de discordancia y concordancia se definieron en los preliminares.
Nétese que si T es un torneo regular ningin par de vértices puede ser con-
cordante en T, y u, v son discordantes en T si

N (u,T\{u,v}) = NT (v, T\ {u,v}).

Definimos la digrafica de concordancia denotada por €7 (D) de una
digrifica D como sigue:

V(e (D) =V (D)
w € F(€7 (D)) siu=v (mod D)y wwe F(D).

La gréfica de concordancia denotada por € (D) es la gréfica subyacente de
la digrafica de concordancia de la digréfica D.

Observacién 2.1 Las componentes conezas no trivieles de € (D) son tra-
yectorias dirigidas en €7 (D) y transitivas en D.

17
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Demostraciéon Sea uv,vw €€ (D). Supongamos que uv € F (D). Co-
mo v = w (mod u), entonces uw € F (D), como u = v (mod w), en-
tonces vw € F(D) y v | w (mod v), ademds D [{u,v,w}] es transitivo.
Sea (u1,us,...,u;) una trayectoria de €7 (D). Como wyus € F (€2 (D)) y
u3 = ug (mod D), entonces uuq € F (D). Aplicando el mismo razona-
miento se sigue el resultado. O

Notese las siguientes dos propiedades

P.1 Para k= 3.k > 5 existe T € Ty tal que T es libre de vértices extremos
¥y parejas concordantes.

P.2 Para k > 3 existe T € Ty, tal que T es libre de parejas concordantes.

_)
Demostracién Sea k = 2m+1, m > 1, entonces Camy1 (&) €s un torneo
libre de vértices extremos y libre de parejas concordantes. Sea k& = 2m,
m > 3. Definimos el torneo T como sigue:

V (T) = ZZm—l U {U}
—
T {Zym—1] =Cam-1 (&)
v las adyacencias entre el vértice z y los vértices de Z,,,_, estan dadas por:

Nt (v, Zom 1) = {0,2,3,...,m — 1}
N~ (v, Zom1)={1,m,m+1,...,2m — 2}.

Por construccién 7' no tiene vértices extremos ni parejas concordantes. Para
—
k=1,2,4los torneos K, Ko, Ki+ (3 son libres de parejas concordantes. O

Definicién 2.2 Definimos la digrdfica de discordancia, D7 (D), de una di-
grdafica D como sigue:
V(D7 (D)) =V(D)

we F(D (D) siu|v (mod D) yuve F(D).
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A las flechas de la digrafica de discordancia las llamaremos D-flechas.
La grafica de discordancia D {D) de la digrafica D es la grifica subyacente
de la digréfica de discordancia D~ (D) de D.

Para fijar ideas vamos a revisar la discordancia de los torneos regulares
de orden 3,5 y 7 y luego encontramos su digrafica de discordancia.

Ejemplo 2.3 Digrificas de discordancia de los torneos requlares de orden
3,5y7.
— -
Cs y Cs {&) son los unicos torneos requlares de orden 3 y & respectivamente.

(i) F (97 (Cs)) =F (Cs) ¥ (Cs) =Cs;

2.‘/——. ¥ 2.[—-—-—" 1
(@) (b}

Figura 2.1: (a) 8‘3 y (b) su digrifica de discordancia.

(i5) D7 (Cs (2)) = (0,2,4,1,3,0) y 2 (Cs (2)) =Cs.

0 0
. .

IS A
W<

(a) (b}

Figura 2.2: (a) 55 (@) y (b) su digrifica de discordancia.
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67 (2), (_;"7 (3) y Wy (pdgine 13) son los tinicos torneos regulares de orden
7.

(iii) D (57 (:a)) — (0,3,6,2,5,1,4,0) y D~ (57 (z)) ot

h=

{b)
Figura 2.3: (a) 57 (@) y (b) su digrafica de discordancia.

() F (9* (57 (3))) —gyD” (5, (3)) > Koo

0 0
6,/ \. 1 5, 1
5./ \.2 5, 2
\_‘_.3 p .
(a) (b)

Figura 2.4: {a) 57 (3) ¥ (b) su digrafica de discordancia.

(v) D7 (Wo) = {(ws,wy), (wf,wy), (wl,wy), {wo}};
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| / W, \ W,

W

W, wi

w3 wy
(a) )

w5

Figura 2.5: (a) Wy y (b) su digréfica de discordancia.

(’UZ) D7 (82m+1 <g)) = (Oam: 2m1m_ 1,...,].,,TTL+ 110) Y
D (52m+1 (2’>) =Com+i-

Nétese que (D (T)7 =D~ (T).

El grupo de automorfismos de un torneo regular T actiia sobre la digrafica
de discordancia © 7 (T) de T, es decir un automorfismo de T induce un
automorfismo en su digrafica de discordancia D7 (T), por lo que el conjunto
de D-flechas es invariante bajo automorfismo; es decir si ¢ € Aut(T) y
wv € D (T), entonces ¢ (u) p (v) € D (T).

Lema 2.4 [15]Si T" es un subtorneo de T, entonces D7, (T) es subdigrdfica
de D7 (T").

Demostracién Sean u,v € V (T") con uv € D™ (T). Usando la defini-
cién de vértices discordantes v como 1" es inducido en T, entonces

N~ (u, T\ {w,v}) = N" (v, T\ {u,v}),
NT (v, T'\ {v,v}) =N~ (v, T"\ {u,v})

y uv € D (T). O

Observacién 2.5 Si H es un subtorneo reqular de T, wv € F (D7 (T)) v
u,v €V (H), entonces uv € F (D™ (H)).
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El siguiente lema es equivalente al Lema 2 y Lema 3 en [5] y la Proposicién
2.1 en [11}.

Lema 2.6 [5] Sea D7 (T) la digrédfica de discordancia de un torneo regular.
Entonces

(1) dopoiry ()2 Aoy (u) < 1.

(11) Siwv,vw € F (D7 (T)), entonces T [{u, v, w}] 253.

(1#7) Toda trayectorta P C D (T) es dirigida en T.
Demostracién

(i) Supongamos que d;-'('r) {u) > 2, entonces existen v,w € V(D7 (T)) ta-
les que vv,uw € F (D7 (T)). Como u | v (mod w), entonces se tiene
que wv € F (T). Pero v | w (mod v) por lo que vw € F(T), lo cual
contradice que T es un torneo. Para dg_, (u) se hace andlogamente.

(i) Sean wv,vw € F (D7 (T)). Como u | v (mod w), se tiene que wu €
F(T), lo cual coincide con la condicion v | w (mod u), por lo que

T [{u,v,w}] =y,

(741) Sea P = {ug,u1,...,ux}. Supongamos que ugu; € F (T°). Por el inciso
(7), se sigue que uyus, usly, ... up_yux € F (T).

O

Notese que si P C D (T) es dirigida en T, entonces P es dirigida en
D7 (T).

Usando este lema podemos probar que las adyacencias sobre una trayecto-
ria en @7 (T} de un torneo regular T quedan completamente determinadas.
Mais atin, si conocemos el comportamiento de un vértice de una travectoria
P de la digrdfica de discordancia con respecto a otro vértice v fuera de la
trayectoria P, podemos determinar el comportamiento de todos los demas
vértices de la trayectoria P con respecto al vértice v.

Lema 2.7 Sea P = (ug,us,--.,u) una trayectorta dirigide en D7 (T) y
P;; = (¢, %it1, . . ., 4;) uno subtrayectoria de P con 0 < i < j < k. Entonces
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1. u;=u; (mod T\PF;)sij—iesparyu; |u; (modT\P;)sij—1
es impar.

2. uju; € F/(T) si j — 1 espar y uu; € F(T) 817 — ¢ es impar.

S u; | u; (mod Pi;) sij—i esparyu; =u; (mod Pij) sij—1ies
impar.

U, U, U, u, u,
v

(a) (b)

Figura 2.6: Las adyacencias internas (a) y externas (b) en el torneo T, de la
trayectoria de discordancia (ug, u1, - . ., us).

Para la definicion de int (P, ;) ver pégina 4.
Demostracién

1. Sea 7 — 1 =2n para algin n € N.
Como u; |uip; (mod T)y w1 | w2 (mod 1), entonces
U = uiy2 (mod T\ {uig1});
Uitz | uips  (mod T) y wirs | 444 (mod T') por lo que

Uitz = Uipa (mod T\ {ug3}) v
. U = Uitq (mod T \ {u,—+1,u,~+2,u;-+3}); ceey

COIMO Uiyzn-2 | Uiron—1 (MOd T) y tiyon—1 | Us42, (mod T'), entonces

Uitan-2 = Uiy2n (mod T\ {Ui+2n—1}) y

Ui = Ujron  (mod T\ {4, Uite, . Uiran-1});

COMO Uiyzn = U; ¥ {Uir1, Ui2,. Uisan-1} = (mod int (F;;)), entonces
se tiene que u; = ¥; (mod T\ P ).
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Sea j —1 = 2n + 1 para algin n € N. Como (7 — 1) ~ ¢ = 2n, entonces
w;=u;—; (mod T\ F;;_;) (afirmacion probada arriba), ademds

Uj-1 I U ([IlOd T)
por lo que u; | u; (mod T\ Fy).

2. Sea j — 1 = 2n para algin n € N. Sabemos que u;u;_, € F (T) ya que
—p
T ({uj-2, uj—1,u;}] =Cs, i =uj-2  (mod T\ {ts41, uita, u;-3}) por
el inciso (2}, v por el inciso (i11) del Lema 2.6 se tiene que

Ujl; € F(T).

Sea j — 1 = 2n+ 1, como {j —1) — i = 2n, entonces u,_u; € F (T)
(afirmacién probada arriba), ademds u;_; | u; {mod T') por lo que
Uy € F (T)

3. Seay, €int (Py;) y j — ¢ =2n para algin n € N.
Sij—1=2m < 2n,entonces | —1=2(n—m)y v, wy; € F(T),

sij—1=2m+1<2n, entonces [ — ¢ = 2(n—m) — 1. Por el inciso
(2) de éste lema se tiene que wuy, wu; € F'(T') y por el inciso (i2) del
Lema 2.6 se sigue que

u; | u; (mod Py ;).
Sea j—i = 2n+ 1, como (j—1) — ¢ = 2n, entonces u; | u;_

(mod P, ; 1) (afirmacion probada arriba), ademds w;—; | w; (mod 1)
por lo que u; =u; (mod Fj).

Observacién 2.8 Sea P = (ug,uy,...,ux) una treyectoria en la digrdfica
de discordancia de T, Fg = (U(}, U2, ...,Ugl) i) F1 = (ul,'lL3, PPN ,qu_l), donde
21,20 + 1 < k, entonces T[F}] es transitivo. La demostracion se sigue del
Lema 2.7.

Hemos visto como son las adyacencias internas sobre las trayectorias en
la discordancia de un torneo regular, ahora vamos a ver que la discordancia
de un torneo regular es aciclica salvo cuando el torneo es ciclico, en tal caso

- la discordancia es un ciclo dirigido generador. El siguiente lema es andlogo
a los Lemas 2.1 y 2.2 de Fisher et al. en [15].
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Lema 2.9 Sea T € TRay41- Entonces Poyqq no es subdigrdfica inducida de
D7 (T).

Lema 2.10 [15]Sea T € TRomi1. Si D7 (T) tiene un ciclo -y, entonces v es
un ciclo dirigido generador (de longitud impar).

Demostracién Sea v un ciclo en la digrifica de discordancia de T

con I(y) = 2n, v = (ug, U1, ---,Usm-1,Ug}. Por el inciso (#4i) del Lema 2.6
sabemos que la trayectoria (ug,us,-..,us,—1) es dirigida y lucgo también
el ciclo. Sean Py = (o, U1, ---,Us) ¥ Pn = (Un, Unq1s-- -, Usn_1, Up), DOT €l

inciso (i) del Lema 2.7, uotn, untiy € F (T') lo cual contradice la definicién
de torneo por loque I (y) =2n+1,n < m.

Probaremos que - es generador. Sea v = (g, ug, .. -, Ugq, Yg) un ciclo en
D~ (T), supongamos que nn < m, entonces V (I'\ 7) # . Seau € V (T'\7)
y asumamos que ugu € F (T'), por el inciso (i) del Lema 2.7, uuy; 1 € F (T)
y ugiu € F(T). Luego ugzu € F(T) y como uz,up es D-flecha de T se
tiene que us, | ug (mod u) y, entonces uuy € F(T) lo cual contradice la
definicién de torneo, por lo que n = m y -y es un ciclo generador. O

Corolario 2.11 [15/5i D (T') tiene un ciclo, entonces T es ciclico.

Demostracién No es dificil ver que ¢ : T —>52m+1 (@) definido por
@ (i) =im (mod 2m + 1) es un isomorfismo. 0

El siguiente lema es andlogo al Corolario 3.7 de Fisher et.al. en [15].

Lema 2.12 [15]Sea T € TRamy1 un tormneo transitive en vértices, entonces
D (T) es trivial salvo si T es ciclico.

H Cho, F Doherty S-R Kim, R Lundgren {7, 6], caracterizaron las grificas
de discordancia de torneos regulares. En el capitulo 4, se da una demostracién
muy sencilla de este hecho, usando el concepto de moldes que se introduce
en el mismo.

Durante este trabajo usaremos amenudo la siguiente construccion:

Observacion 2.13 Sea uv una D-flecha de un torneo regular T. Entonces

el residwo T' de uv se parte de manera natural en los siguientes conjuntos
V== Nt (y;T) yVt = N* (v; T).
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Figura 2.7: El residuo de la D-flecha uv.

Proposicién 2.14 5t T es un torneo regular y u,v € V(T), entonces el
torneo T \ {u, v} es reqular si y sélo st w |v (mod T).

Demostracién Por regularidad de T y T\ {u, v}, y la Observaci6n 2.13.
()

Corolario 2.15 SiT es un torneo regular y P C D7 (1) es una trayectoria
de orden par, entonces T \ P es regular.

A continuacién daremos condiciones suficientes y necesarias para que una
trayectoria en la discordancia de un torneo regular sea maximal (es decir, que
sea una componente en la digrafica de discordancia).

Sea Py = {ug, 1, ..., ux} una trayectoria dirigida en la discordancia de
un torneo regular. Nétese que si |T'| # k, entonces por los incisos {7) y (i)
del Lema 2.7 u, es el unico vértice de la trayectoria P, discordante con ug
con respecto a 7. Andlogamente u;..; es el inico vértice de la trayectoria
Py discordante con uy con respecto a 7'.

Recordamos que N** (u,v) = N (u) N N* (v), con ¢,¢ € {—, +}.

Lema 2.16 Py C D7 (T') es mazimal en D™ (T) si y sdlo si el subtorneo
inducido por N1 (ugeq1, T \ Pogks1) no tiene un vértice extremo.

Demostracion Sea FPoory C D7 (7). Como T es de orden impar,
entonces T\ V (Pyory1) # &. Ademds, como |V (P 241)| es par, entonces
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por el Corolario 2.15 se tiene que T\ V (Po2x+1) €s un torneo regular. Nétese
que Uo | ugks1 (mod T\ V (Pozk+1)) por el inciso (i) del Lema 2.7.

Por contrapositiva supongamos que existe w € NT (ug41,T \ Pox+1)
una fuente (0 pozo) de N¥ (uaky1, T\ Pogk+1). Como T\ V (Pozr+1) es re-
gular, entonces up = vz (mod T \ {uo, 1, u2})

___-,Uzk_.':lzkn éJo_._U [
) \
é =
(a) (b)

Figura 2.8: (@) ugesr | 2 (mod T\ {ug, ..., uz}) v (b) wo [ 2 (mod T\
{UQ, ...,U‘zk})

zw € F(T) para todo z € Ni; (g, uzk41) ¥y wup € F (D7 (T))

\Po,2k+1

(wz € F(T) para todo z € Njyp, . (o, Usks) ¥ uzerrw € F (D7 (T)H).

Por lo tanto FPg ¢4 no es maximal en D7 (T).

Reciprocamente, supongamos por contrapositiva que Pyaey C D7 (T)
no es maximal en @~ (T), entonces para algin w € N* (uak41, T\ Po,2x+1)
se tiene que ugw € F (D™ (T)) o wug € F (D™ (T)).

Si ugeyw € F (D~ (T)), entonces se tiene que zw € F (T') para todo
vértice z € NT (ugs1, T\ Pozx+1) \ {w}, por lo que w es pozo del torneo
inducido por los vértices N¥ (ugx+1,T \ Po2k+1)- Andlogamente se tiene que
w es fuente de N* (uoky1, T\ Pozkt1), sl wug € F (D7 (T7)). O

Lema 2.17 Pyor € D7 (T) es mazimal en D7 (T) si y s6lo N~ (uo, T\ Fozx)
no tiene fuente y N (uax, T \ Po2x) no tiene pozo.
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Demostracién Sea Pyox C D7 (T'). Si |T| = 2k + 1, entonces se tiene
que V (T) = V (Pox), lo que contradice que Py es maximalen D~ (T'). Por
el inciso (¢iz) del Lema 2.7 tenemos que ugg | up (mod Fp ) y por el inciso
(2) del Lema 2.7 upuy € D (T) por lo que D7 (T) 9—*52;;4.1, luego por el

_’.
Corolario 2.11 T (g4 (&). Ahora podemos asumir que T\ V (P o) # 2.
Ndtese que up = ux (mod T\ Fyg) por el inciso (i) del Lema 2.7.

Por contradiccién supongamos que el vértice 2 € N~ (up, T \ Poox) es

fuente del torneo inducido por N~ (ug, T \ Ppax). Como T es un torneo

regular y T\ V (Pyax \ {uo}) es regular por el Corolario 2.15, entonces por
la Observacién 2.13, se tiene que

Nt (2, T\ Poax) = (N (uo, T\ Poox) \ {2}) -
Entonces zz € F (T) para todo x € N7 (ug, T\ Py2), por lo tanto zug €
F (D7 (T)), véase el inciso (a) de la figura 2.9. Siy € N* (un, T \ Pox) €s
el pozo del torneo inducido por N+ (uz, T \ Py ), entonces yz € F (T) para
todo z € N~ (ugk, T\ Pook), porlo que ugy € F (D (T)), véase el inciso (b)
de la figura 2.9). Luego Py« no es maximal en D7 (T'). Reciprocamente su-

U U o o oy Uz

I~ 7\
@ (a) O(b)©

Figura 2.9: (@) usk | z (mod T\ {ug, uy, ..., ugk_1}) ¥ (8) uox | z (mod T\
{uo, uy, .., Uok-1})

pougamos por contrapositiva que Pyzx € ©7 (T} no es maximal en D7 (7).
Entonces existe un vértice z € N~ (up, T\ Po2k) 0y € NT (ug, T \ Poox) tal
que zug € F (D7 (T)) ouny € F (D7 (T)). .

Si 2uy € F (D™ (T)), entonces para todo vértice £ € N~ (ug, T\ Po2x)
se tiene que zr € F(T), por lo que z es el fuente del torneo inducido
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por los vértices de N~ (uo,T \ Pozax), véase el inciso (a) de la figura 2.9.
Anilogamente si ugy € F (D (T)), entonces y es el pozo del torneo indu-
cido por los vrtices de Nt (ugx, T \ FPoax), véase el inciso (b) de la figura 2.9.
a

Sea D7 (T) =2~ (T) [V (T")]-

Nétese que en el Lema 2.4, D7 (T) no necesariamente es inducida en
D~ (T"), puede haber flechas de la discordancia de 7" que no aparecen en
D™ (T). Cuando DF (7)) es subdigrafica inducida de D7 (T”) decimos que
T' es subtorneo fiel de T.

Lema 2.18 Sea P, = (ug,u1,...,U,) una trayectoria mazimal en D~ (T')
cont > 2. Entonces T\ {up, w1} ¥ T\ {ur-1, ur} son subtorneos fieles de T .

Demostracién Sea T' =T \ {ug, w1} y vw € F (D~ (T)), entonces T"
es regular por el Corolario 2.15.

Supongamos que uz € Nt~ (v, w; T"). Por los incisos () y (i4¢) del Lema
2.7,

up = uy (mod T\ {ug, ur,uz}) y up | u2  (mod wy),

entonces ug € N7~ (v,w)yu € N (v,w)porloquev |w (mod {ug,u1})
vasi v |w (mod T).

L.a demostracién para T\ {u,_;,u,} es andloga. O

Lema 2.19 Sea P,,., = (uo,u1,...,%;) una trayectoria en D7 (T) donde
r > 3. Entonces para 0 < i,i +1 < 7, el torneo T = T \ {uj,uin} es
subtorneo regular, pero no fiel de T. Ademds

D (T') = @%7 (T) U (U,'._l, ‘LL,‘+2) .

Demostracién Sea u;u,y € F (D7 (T)), entonces 7" es regular por el
Corolario 2.15. Ademas por el inciso (7) del Lema 2.7,

Uit | U2 (mod T\ {u;, ;41 })
y por €l Lema 2.4, se sigue que

F (D7 (T)U (tim1,uip2)) C F (D7 (T)).
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Sea vw € F (D7 (T")) tal que vw ¢ F (D~ (T)), entonces

v=w (modu;) (v=w (mod u;y;)). Luego,
Ui = Uire  (mod T\ {uy, U1, Uipa}) ¥ i | wive  (mod uiyq)
(Uicy = tir (mod T\ {wicy, i, iga}) ¥ thicr | 2 (mod w;))

Si v # Uj—1Uiyo, entonces v =w  {mod u;yp) (v=w (mod u;_,)) lo cual
contradice que vw € F' (D~ (T")). Por lo que vw = u;_1u;.9,

F (@7 (T) C F (D72 (T)U (wi-1, uiy2) -

y sigue el resultado. W]

- -
Corolario 2.20 Com1 (@) \ {i,7 + m} =Com_1 (D).

Demostracién D™ (E'Qmﬂ (QJ)) = (0,m,2m,m—-1,...,1,m+1,0),
sea 52m+1 (&)" =8‘2m+1 (@) \ {,7 + m} por el lema anterior, sabemos que

D (52m+1 (z)*) = D2 (Zymﬂ (@)) U (i — m,i+2m)

Camt1{@)"

=(0,m,...,i+m+1Li+2mi+m—-1,...,.m+1,0).

Como la discordancia de azm+1 {@) \ {i,7 + m} es un ciclo, se sigue el resul-
tado por el Corolario 2.11. O

Definicidon 2.21 Sea D una digrdfica y U,V subconjuntos ajenos de los
vértices de ID. Definimos las siguientes subdigrdficas de D:

V(DU V) =UuV

FODUe V]))={we F(D):uelUveV}
Uf{vue F(D):ueU,veV}
VIDIU—-V])=UUV
FDU—->V))={we F(D):ueUnveV}
VDU« V]))=UUV
FDU «+V))={vue F(D):ueU,veV}
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Sea P = {ug,u,-..,Ur} UNa trayectoria maximal en D~ (T), tal vez
trivial, y sean V™ = N (ug; T\ P) y V* = N~ (uo; T\ P).

Lema 2.22 D7 (T)\ P es subdigrdfica de T [V~ «» V*], mds ain
DT (T\P=D7 (T\P)[V"” « V.

Demostraciéon Sea T' =T\ Py vw € F (D7 (T)\ P). En particular,
se tiene que v |w  {mod ug), por lo que tanto v como w no pueden estar en
la misma semivecindad de ug y vw € T[V™ <> V1.

Sea vw € F (D (T) \ P). Del Lema 2.4 se sigue que vw € F {D7 (T")).
Como D~ (T)\ P es subdigrdfica de TV~ «» V], entonces

vw e D (T) [V~ & V1],

Sea vw € D (T") [V~ & V*], entonces vw € D7 (T') y como se tiene
que [{v,w} V¢ =1coneé€ {— +}, entonces v | w (mod up). Como P es
una trayectoria de discordancia, entonces v | w  (mod ;) para todo u; € P,
por lo que vw € D7 (T) \ P. O

Dado un torneo regular y una D-flecha, éste Gltimo lema nos dice donde
pueden estar las otras D-flechas del torneo (en el caso en que las hubiera) en
el residuo de la D-flecha.
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Capitulo 3

Moldes y Origenes de torneos
regulares.

En este capitulo introducimos un concepto nuevo - el de moldes - que nos
permite estudiar propiedades de una familia de torneos regulares a partir de
un cierto representante de ella.

3.1 Moldes

Definicion 3.1 Si T es un torneo regular y todas las trayectorias en la
digrdfica de discordancia D7 (T) son de orden a lo mds 2, entonces deci-
mos que T' es un molde.

Nétese que la digrafica de discordancia de un molde consta de vértices
aislados y flechas ajenas dos a dos.

Sea T un torneo regular, {P!} el conjunto de trayectorias maximales
de orden impar de @~ (T) y {P?} el conjunto de trayectorias maximales de
orden par de D~ (T), P} = {uir, iz, - - -, Uigkes1 }, PP = {vin, viz, - Vizw }-
Definimos los siguientes conjuntos de vértices:

V= {u,-,l eV (T) T € Pl-l} y V?= {vi'l,vz-,g eV (T) : (’U,',l, ’Ui|2) € Piz}. .

Definicién 3.2 Se definine el molde MT de un torneo T € TR® como sigue:

vV (MT)=VIuV2
MT =T [V (MT)].

33
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Ohbservacién 3.3 El molde MT de un torneo T € TR® es un molde y es un
subtorneo unico de T.

Sea T un torneo regular, M7 su molde, P, una componente maximal de
D~ (T) y ¢; € P; la componente maximal de 7 (MT). Sea ¢ : SUS; = N
la funcién de peso que le asigna a cada componente ¢; de D7 (MT) el orden
de P; en D7 (T), es decir que ¢ (¢;) = |P;l; nétese que ¢ |5,C 2N° + 1 y
@ |5, C 2N,

A continuacién veremos como podemos reconstruir cualquier torneo re-
gular T € TR® a partir de su molde y la funcién de pesos ¢r.

Seael torneo T € TR°, MT su molde y ¢ su funcién de pesos. Definimos
la familia {c,} en base al molde y la funcién de peso como sigue:

(4) Si z es un vértice aislado de D~ (M7, entonces

z sipfz)=1
, = i .
Co(z) (@) sip(z) >1
(i4) Sivw es una flecha de D~ (M"), entonces
Ay =VY Q=W st @ (vw) =2
ay = on, =TT 0, (&) sip{vw) > 2

Sea o ({aw}, M) la suma lexicogrifica de la familia {a, } sobre el molde
MT. Nétese que si T es un molde, entonces T = M?, y o, = u para todo
u € V{MT), por lo que o S{au} ,MT)y=MT =T.

Definimos & ({a4}, MT) como el torneo que se obtiene al aplicarle las
operaciones O (7) , O (ii) a cada componente de D~ {MT) en ¢ ({au}, MT).

O (3) Si z es un vértice aislado de D (MT) donde ¢ (z) > 1 y por lo tanto
Vie,) = {zl, .« Zp(z) }, entonces invertimos las flechas entre el sub-
torneo T\ &, y todos los vértices zg;.

Nétese que si z,y son componentes de D7 (MT) conzy € F(T) vy
¢ (z),p{y) > 1, entonces Ty, € F (7 ({au},MT)) para0 < 2i < p(z) ¥
0 <2f<e(y).
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O (i) Si vw es una flecha de D~ (M7) donde ¢ (vw) > 2, entonces

V(av) = {’U], "'svi-(p(mu)} y

V (Osw) = {T.Uh ey w%w(w)}

donde

(U%w(b‘w}’ Vielow)-10- - =’U1) y

(W%‘p(w), ’U)%cp(w)_l, [ ,wl)

son las sucesiones de fuentes en o ({aw}, MT) deo ({ay}, MT) [V ()]
v o ({au}, MT} [V ()] respectivamente. En este caso invertimos las
flechas v;w; si § <4

Figura 3.1: (a) La operacién o(z) y (b) la operacién o (7).

‘Nétese que (Z], ey Z‘P(z)) Yy (’Ul, Wi, Vg, Wy, ..., v%((p(mu)—l)i w%(q)(mu)—l)) 501

trayectorias de la digrafica de discordancia de & ({ay}, M7T).

Lema 3.4 ¢ ({au} ) MT) es un torneo regular.
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Demostracién Si T es un molde, entonces T = M7, a, = u para
todo u € V (MT) y o ({au}, MT) = MT = T, que es un torneo regular.
Supongamos que T no es molde. Sea z una componente de D~ (M7) tal que

5
z no es componente de D7 (T). Podemos asumir que a, =Cy;) (@}, con
@ (z) > 1, entonces para todo z; € a; se tiene que

dt (ziia;) =d” (s 0,) .

Sea S, el conjunto de flechas de © (MT) yo,=a ({au} ,MT[Sl]). Por
construccion se tiene que para z; € o,

d* (z;01) = d” {2;01).

Sea Sp el conjunto de vértices aislados de D (M7), 5, = 7 ({a}, MT [So])
y T,y € S tales que zz,2y € F (MT). Para 2y € o, se tiene por construc-
cién que d™ (z; ;) = d¥ (25505) + 1 y d¥ (205 o) = d7 (2245 y) +1. Como
MT [S,] es regular, entonces d¥ (z; M7 [So]) = d= (2; MT [So]) por lo que

d¥ (22100 \ @) = d” (226560 \ @) -
Para 25, € «,, se tiene que

d™ (zpig1300) = d7 (Zmeio) + 1y
d” (Zg-,’.H; ay) = d+ (22i+1; Oty) + 1.

Como M7 [Sy] es regular, entonces dt (z; MT [S;]) = d~ (z; MT [Sp]) por lo
que
d* (2241500 \ @z) = d7 (2211550 \ @2 -
Por lo tanto d* (20 ({aw}, MT)) = d~ (2:;5 ({eu}, MT)) para todo
2; € (.
Sea.vw una componente de D7 (MT) tal que vw no es componente de
D7 (T). Sea v; € o,,. Por construccién se tiene que

d* (v;0 [y Uay]) = d™ (o350 [ Uay) + 1y
d* (v; 01 \ {ay Uay}) = d” (v5;51 \ {ay Uaw}).

Sean z,y € Sy tales que zv,vy € F(MT). Por construccién se tie-
ne que d- (vi;0g) = d¥ (v50.) + 1y d7 (vi;0y) = d”(v5;¢,) + 1. Como
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d™ (v; MT [So]) = dF (v; M7 [So]) + 1, entonces d™ (vs; 7o) = d* (vi;do) + 1,
por lo que para todo v; € a,, ¥y se tiene que
d* (vi; @ ({ow} S MTY) =d (v;7 ({an}, MT)).

Andlogamente se tiene que d* (wi; 3 ({a}, M7)) = d~ (w7 ({aw}, MT))
para todo w; € @, con lo que queda demostrado el lema. [l

Proposicion 3.5 Sea M7T y or el molde y la funcidn de pesos de T € TR®.
Entonces o ({au}, MT) ~T.

Demostracion Sea T € TR°, M y ¢ su molde y su funcién de pesos.
Basta probar que cada componente X de D (M) induce una componente
de D7 (7 ({0, }, M)) de orden ¢ (X).

Sea z € V (M) una componente de D (M). Nétese que ¢ (z) es impar,
por 1o que D~ (7 ({e}, M) [{e:})) 2 Toopsy. Sea

D7 (5({%} . M) [{az}]) = (Z = 21322, - - 7ch(z)1zl)-
Como ¢ (z) es impar, se sigue que

21 = Zp(z)  (mod @ ({a}, M)\ {a:}) ¥
zi | 2z (mod o ({o}, M)),1 <t < @ {7).

Por lo tanto D (7 ({a,}, M)) [{a.}] es una trayectoria dirigida de orden
¢ (2).

Sea vw € V (M) una componente de D~ (M}. Nétese que ¢ {vw) es par.
Sea

V({a}) = {v = vy, va, ..,v%w(w)} y
V ({ow}) = {w = wl,wg,...,wétp(uw)} .
Por construccion

v; |wy (mod @ {au Uy}, M) 1<i<plvw) y
w; | vy (mod F ({ay U}, M)),1 < i < plvw).

Por lo tanto D7 (o ({aw}, M)) [{an U oy, }] es una trayectoria dirigida de or-
den ¢ (vw).
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Sean ;,y; € V(7 ({awn},M)) tal que z;y; € F (D7 (6 ({an}, M))).
Sean z,y € V (M) tales que z; € V(a) ¥ y; € V(o). Supongamos
que £ # y. Por ¢l Lema 3.4 y el Lema 2.6, d~ (u),d* (u) < 1 para todo
u € V(0 ({au},M)), entonces y; = y.

Si z es componente de D" (M), entonces ¢ (z) es impar y z; = £y(g), por
loquez |y (mod M), contradiciendo que z es componente de D (M).

Si vz es componente de D™ (M), entonces ¢ (vr) es par y 1; = 1 vz
por lo que (v, z,y) € D7 (M), contradiciendo que M es molde.

Por lo tanto ¢ = y y z,y; € {a;}. Como D7 (¢ ({au},M)) [{az}] es
una trayectoria dirigida, entonces y; = z;,.1.

Las componentes de la digréfica de discordancia de & ({ow}, M) son

{ (21, ) Z:p(z)) }zESo y { ('Ula W1, V2, W2, - - -5 UL(p(ans) 1)1 w%(.‘a(m)_u) owes,
Ademids 7 ({aw}, M) [M] = M. Con lo que queda demostrado. ad

Hemos visto que podemos reconstruir cualquier torneo T € TR® a partir
de MT Y o7
Notese que si 7,7’ € TR;,,,,, cumplen que MT 2 MT' entonces T2 T'.

3.2 D-origenes y D-destinos

Definicién 3.6 Sea M un molde, Sy el conjunto de los vértices aislados de
D (M), ST el conjunto de los vértices inictales de las flechas de D7 (M) y
Sy el conjunto de los vértices terminales de las flechas de D~ (M); decimos
gue O= M [Sg u S’l—] es el torneo de origen del molde M y la pareja (O, Sp)
es el D-origen del molde M; D= M [S() U Sfr] es el torneo de destino del
molde M y (D, Sy) es el D-destine del molde M.

Noétese que si M es un molde cuyo D-origen es (0, 5p) ¥y S; =V (O)\ S,
entonces :
M= 057, =)

(véase la figura 3.2) y por construccién (pagina 10) se tiene que M [S7] =
M [S}]. Sea T un torneo, U C V(T) tales que (T,U) es el D-origen del
molde M. Decimos que M (T, U) es el molde inducido por el D-origen (T, U).
Sea U =V (T) \ U. En adelante usaremos la siguiente notacién:

U=T[UyU=T[U].
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SO SO

(a) (b)

Figura 3.2: (a) El torneo O y (b) la construccién O(Sl_, —)

Decimos que dos D-origenes (T, U) y (T',U’) son isomor fos si existe un
isomorfismo ¢ : V (T) = V (T") tal que @ (U) = U".

Observacién 3.7 Sean M y M’ dos moldes cuyos D-origenes son (T,U) y
(T, U") respectivamente. Entonces M = M’ si y sdlo st (T,U) = (T', U").

Decimos que una pareja (T, U) es un D-origen si existe un molde M para
el cual (T,U) es D-origen. Un problema interesante es caracterizar las parejas
(T, U) que son D-origenes. Otro problema es estudiar los torneos regulares
cuyos D-origenes coinciden.

Lema 3.8 La pareja (T,U) es un D-origen si y sélo si T (U, —->) es molde
y no hay discordancias de T en U.

Demostraciéon Sea (T,U) un D-origen, entonces por la definicién de
D-origen T(U, —>> es molde y el tornec 7 no tiene discordancias en U.
Supongamos que T (U, —) es molde y T no tiene discordancias en U. Por
el inciso (iii) de la Observacién 1.3, cada vértice v € U es vértice inicial
de una flecha wu* que estd enla discordancia del molde T'{U,—). Como
T (U, —) es un molde y T no tiene discordancias en U, entonces las flechas
uu* son las iinicas D-flechas de T’ (ﬁ, —)) por lo que U es el conjunto vértices
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\\H/

\ /
\
Ny .
Figura 3.3: La discordancia de T ((7, —)

iniciales de las D-flechas de T (U, —>) y U es el conjunto de vértices aislados
de D (T (U, —)). Por lo tanto (T,U) es el D-origen del molde T (U, —).
O

Proposicién 3.9 Sea (T, U) un D-origen. T es regular si y sélo si T = U.

Demostracién Si T = U, entonces T es regular por definicién. Sea T
regular. Por contradiccién supongamos que T'\U # @. Sea U = T\ U.
Como U es un subtorneo regular de 7', enfonces |ﬁ‘ = 2m. Sea v € U,
entonces dt (v;U) = ry d” (v;U) = r + 1. Como T es regular, entonces
dt (v;ﬁ) =myd (‘u;ﬁ) = m — 1, lo cual contradice el hecho de que
D owemd (V) =2 epdt (v). u

Observaciéon 3.10 La pareja (T,U) es un D-destino si y sclo s1 T (U, )
es molde y no hay discordancias de T en U.

El siguiente teorema es equivalente al Teorema 3.4 de Cho et al. en {7].
Ellos piden que T esté bien - cubierto (pdgina v), pero por construccion basta
revisar las discordancias y concordancias de nuestros incisos (#7i) y (7v) del
siguiente teorema.
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Teorema 3.11 La pareja (T,U) es un D-origen si y solo si cumple las si-
guientes condiciones:

(i) U es regular.
(it) Para todou € U dt (w;U)=r yd (w;U)=r +1, donde |U| =2r +1.
(iit) T no tiene una pareja u,v concordante con u € U,

(tv) T no tiene una flecha discordante con el origen en U.

Demostracién Sea (T,U) un D-origen. Por el Lema 3.8 y el Corolario
2.15, se tiene que U es regular. Como U es el conjunto de los vértices aislados
de ® (T (U, —)), entonces T no tiene

(e) discordancias en U,
b) U (U)-flechas en D (T (U, —)),
) (U) U-flechas en D= (T'(U, —)).

Por (a) y (b) @™ (T (U, —)) no tiene flechas discordantes con el origen en
U, por {c) y (i12) de la Observacién 1.3, T no tiene parejas u, v concordantes
conu € U yveU. Como T(U —) es molde, entonces D7 (T (U, =)\ U
es una coleccién de flechas ajenas entre si y por (7) de la Observacion 1.3 T
no tiene parejas concordantes en U. Nétese que T(U —>> \U=1T (U -—>>
porloqued*(uT(U —>)\U ‘U‘yd uT(U —\U) = |U|-1para
todo u € U. Como T (U ——)) es regular por el Lema 3.8, entonces para todo
u €U se tieneque d (w;U)=ryd (w;U)=r+ 1L

Supongamos que la pareja (7, /) cumple las cuatro condiciones del teo-
rema. Basta probar que T {U,—) es un molde y U es el conjunto de vértices
aislados de ©~ (T (U, —)). Por la condicién (i73), T (U, —) no tiene discor-
dancias en U, por la condicién (iii) y por (1) y (4iz) de la Observacidn 1.3, se
sigue que tampoco tiene D-flechas en T (U —+> [U — _J Por la condicién

(w), T no tiene D-flechasen T U, —}) [U +— U ] , por lo que en efecto todos

los vértices de U son vértices aislados en D (T (U, —)). Por construccidn,
cada vértice en V (T (U, =)\ U) estd en una D-flecha uu* en T (U, ) por
lo que U es el conjunto de los vértices aislados en D7 (T (U, —>)) Ahora
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falta ver que 7’ (U, —») es un molde. Como U es el conjunto de vértices aisla-
dos de D (T (U, —)) basta demostrar que la discordancia de T (U, =)\ U
son flechas ajenas entre si. Sea zy € F (D7 (I'{(U,—)}). Sabemos por el
inciso (¢) del Lema 2.6, que d:D-’(T(U ) (u), d_., (7(T-)) (¢*) < 1 para todo
welUyu €U. Comouu* € D (T{U,—)). entonces la D- flecha zy
es del tipo uu® o v*u con wv € F (—m Si zy es del tipo v*u, entonces u,v
es una pareja concordante, lo que contradice la condicién (iii), por lo que
D> (T(U,—)) \ U es una coleccién de D-flechas ajenas entre si. Se sigue
por el Lema 3.8, que (T, U) es un D-origen.

d

Dualmente se tiene:

Teorema 3.12 La pareja (T,U) es un D-destino si y sdlo si cumple las
siquientes condiciones:

(1) U es regular.

 (#) Para todo u eUd (wU)=r yd" (wU)=r+1, donde |U| =2r +1.
(i) T no tiene una pareja u,v concordante con u € U.

(1v) T no tiene una flecha discordante con el destino en U.

Definicién 3.13 Sea (T, U)* la pareja (T',U) donde T' es el torneo que se
obtiene de T invirtiendo las flechas de U y las flechas de U.

Lema 3.14 Sea M (T,U) el molde inducido por el D-origen. Entonces
(@) (T,U)** = (T.U).
(i) T (U, —) = (M (T, U))*

Demostracién El inciso (i) se siguen de la definicién de (T, U)¥*. Sea
U= V(T)\U y T" el torneo que se obtiene de T' invirtiendo las flechas de
Uy de U. Por la construccién del torneo 7" (U —>> yT (U —+> se tiene que

o) T'(U, =) [U] = U™ = (M (T, U))* [U],
p) T'{U,=)[U]=U" = (M(T,U)* U] ¥
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(¢) T'(U, =) [U+— T =M (T,U} [U+— U]

Por la construccién del torneo T(ﬁ,—r) se tiene ademas un isomor-

fismo z,b’ : U — U tal que ¢ (4;) = W para todo T; € U. Nétese
que U es el conjunto de vértices iniciales de las D-flechas de M (T,U)".
Luego por (b) T'(U,—)[U] = (M(T,U))? [U] y bajo ' se tiene que

(M (T,U))* m es isomorfo a (M (T, U)*" [U }, por lo que 7' es un iso-
morfismo entre 7' (T, =) [U] y (M (T,U))* [F]

Sea u@ € M (T,U) [U +— U], entonces uu € T({U, ) [U+— U]y
@ € (T{U,-)" [V T, si w e M(Z,U) [V U], entonces
au € T'(U,-) [U«— U], 7w € (T'({U, -N7 [U(-—)U*],porloque
M(T,UNPU+— U] 2T (U,—>) [U<—> U ] Sea ¢ : U — U con

%" : (U*) = u para todo @* € U . Enonces ¢ : (M (T,U))” — T'(U, =),
donde v |y es la identidad, ¢ |g= ¢' y ¥ |p»= 9" es un isomorfismo y se
sigue el inciso (). O

Corolario 3.15 Si (T, U) es un D-origen, entonces (T, ¥ es un D-origen.
Mds atin
M ((1,0)*) = (M(T,0))”

Demostracién Por el Lema 3.14 se tiene que (D7 (1))* = D~ (T*) y
T'{T,-») = (M (T,U))*. Por lo que T (U, ) es un molde, (T,U)" es un

D-origen y M ((T, U)#) ~ (M (T, U))*. O
Nétese por el inciso (1) del Lema 3.14 y el Corolario 3.15, se sigue que

M (I,U) = M ((T, U)#)D"

3.2.1 Parejas admisibles y parejas adecuadas

Sea U,U una pareja de torneos, con U regular. En esta parte de la tesis
queremos ver si podemos extender UUTU a un torneo T tal que (T, U) es un
D-origen. Para ello resulta iitil introducir el concepto de parejas admisibles
y el concepto de parejas adecuadas. Nétese que si (7,U) es un D-origen,
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U un torneo regular de orden 2r + 1 y U = T \ U, entonces la exvecindad
de un vértice v € U en U se puede ver como un r-conjunto de U ya que
d* (u; U) = r para todo u € U por (3) del Teorema 3.11. Las exvecindades
de los vertices u € U en U se pueden ver como un r-cubrimiento § de U
tal que cada pareja u, v discordante de U se tiene que |{u,v} N X| #1 para
algin X € §.

Definicién 3.16 Sea U un torneo regular de orden 2r+1 y §C U], Deci-
mos que la pareja (U, §) es admisible st § # @ y pare toda pareja discordante
u,v de U eziste X € § tal gue | X N {u, v} # 1.

Si § = &, entonces decimos que (U, &) es admisible.
Antes de seguir adelante queremos hacer las siguientes observaciones acer-
ca de parejas admisibles

Observacién 3.17 Sea U un torneo regular de orden 2r + 1 y Fc U,

(4} Si (U, F) es admisible y § C §', entonces (U, F') es admisible.
(i5) §i § = U, entonces (U, ) es una pareja admisible.

(ui) S (T,U) es un D-origen y (U, F) admisible, entonces § induce una
particion m de U de la siguiente manera:

1 |r| =3l
2. para cada X € § eziste wx € 7 tal que Nt {u,U) = X si y sdlo
Si U € Tx,

3. para cada pareja u,v concordante de U, eziste 7x € m tal que
[7x N {u,v}| = 1 por (iii) del Teorema 3.11.

Del inciso (i2) sigue que dado un torneo regular U, siempre existe una
§c U tal que la pareja (U, F) es admisible.

Definicién 3.18 Sea U un tornes y 7™ una particion de U. Decimos que la
parela (U,?T) es adecuada st T # @ y las clases de la particion w no tienen
parejas concordantes de U.

Antes de seguir adelante queremos hacer las siguientes observaciones acer-
ca de parejas adecuadas.
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Observacién 3.19 Sea U un torneo.

(4) Para k > 2, siempre existe una particién m, con |w| = k, de los vértices
de U, tal que (U, ) es adecuads.

(it) SiU = {z,y} y {r} = U, entonces z,y es una pareja concordante de
U. Por lo que (U,';r) ne es una pareje adecuada.

Sea U un torneo regular de orden 2r + 1y U un torneo (tal vez vacio).
Sea & C Ul tal que (U, ) es admisible y sea 7 una particién de U tal que
|l = |Fl ¥ (ﬁ, 71') es adecuada. Ahora estudiaremos bajo qué condiciones
existe un torneo 7T tal que U es un subtorneo de T, T\ U = U y (T, U) es
un D-origen.

Definicién 3.20 Sean (U,F) admisible y (U, r) adecuada. Un preacuerdo
es una biyeccidon ¢ : § — m. Un preacuerdo es un acuerdo st existe un torneo
T tal que:

(i) Para todo X € § se tiene que p(X)={weU:N* (w;U) = X}.

(1) UCT, U=T\U y (T,U) un es D-origen.

u érp’g GO

Figura 3.4: Las adyacencias entre § y 7 en ¢ (T') bajo el acuerdo ¢.
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Nétese que si ¢ es un preacuerdo, entonces T (i) no necesariamente es
un D-origen. Cuando existe un acuerdo entre (U,§) y (ﬁ ,7) decimos que
(U,%) v (U, 7) acuerdan y T () es el D-origen inducido por las parejas

(U, 3, (ﬁ,ﬂ') y la biyeccion .
Nétese que:

(i) Si|x] =1, entonces (U, ) es adecuada si y sélosi |U| # 2y U no tienen
parejas concordantes.

(i¢) Si IU| > n > 1, entonces existe una pareja (ﬁ,ﬁ) adecuada con || = n.

Sea S es conjunto de semivecindades de U. Sea U € TRy, y § C utrl.
Definimos

Sﬁzg\sa

F- = {SeSs:5=N"(w),weU}
Fr = {Se€S:5=N"(w),welU}.

Nétese §o N (F- U F4) = &, pero §- N F, no necesariamente es vacio. Sea
U @) ={wcU: N (weFtyUT @) ={welU: Nt (u) €F}.

Lema 3.21 Sea (U,§) sdmisible y (U,7) adecuada con |[U| > |v| = |F| ¥

@ : § — 7 un preacuerdo entre (U,§) y (U,w).
1. Sea X € &y, entonces
(a) para toda pareja z,z conz € X y z € ¢ (X) exvistey € U\ {z}
tal qgue y € Nt~ (z, 2).
(b) para toda pareja w, z conw € U\X yz € ¢ (X) ezistenz, ' € X
tales que 1 € N" T (w,z) yo' € Nt (w,z).
2 SeaXeF_ ywelU (F) td que N~ (w;U) = X, entonces
(a) para toda parejaz,z conz € X yz € p(X), se tiene que el vértice
we N (z,2).

(b) para toda pareja y,z cony € N* (w;U) y z € ¢ (X) existen dos
vértices z,z' € X tales quex € NtT (y,z) yz’' € Nt (y,2).
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2. 85iXeF, yweU' (F) tal que N* (w;U) = X, entonces

(a) para toda z € ¢ (X), entonces © € Nt (w, z).

(b} para toda pareja y,z cony € N~ (w;U) y z € p(X), entonces
w € Nt (y,z). Ademds si N~ (y;U) # X, entonces existe v € X
tal quez € N*t* (y,2).

(¢) para toda pareja z,z conz € X y 2 € p(X) existey € N~ (w; U)
tal quey € Nt~ (z, 2).

Demostracién Sea (U, ) una pareja admisible y (U,7) una pareja
adecuada con |-[_J'| > |n| = |F])- Sea ¢ : § — 7 un preacuerdo entre las
parejas (U, §) y (U, 7).

1. Sea X € Fo,
(a) Sean z € X y 2z € p(X). Como X € Fyp, entonces se sigue que

Nt (z; U\ X # @. Seay € N* (z;U)\ X, como y ¢ X, entonces
ye N (z,U)ey € Nt (g, z).

Figura 3.5: inciso (@) e inciso (b)

(b) Sean w € U\ X y z € ¢(X). Para todo x € X se tiene que
z € N*(z). Como w no es vértice extremo de X, entonces existen
.’ € X talesque s € N~ " (w,z) yz' € N+ (w, z).

2. S%ea X € F_,we U (F) talque N~ (w; U) = X,
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{(a) Sean z € X y z € ¢ (X). Por construccién se tiene que el vértice
w € Nt~ (z, 2).

(b)

Figura 3.6: inciso {a) e inciso (b)

(b) Sea y € N7 (w;U) tal que N~ (y,U) # X. Entonces existen
z,z' € X tales que £ € N**(y,2) y 2’ € N~* (y,2), ya que
x € N*¥(z) para todo z € X.

3. Sea X € §y, we UT (F) tal que N* (w; U) = X,
(a) Seanr € X, y € N (w;U) y z € ¢(X). Por construccién se
tiene que w € N~ 7 (z,2), z € Nt (w,z) yw e Nt~ (y,z2).
{b) Si N*(y,U) # X, entonces existe T € N7 (y, z).
(c) Seaz € X y z € p(X), entonces existe y € N~ (w;U) tal que
ye Nt~ {z,2), yaque y € N~ (2) para todoy € N~ (w; U).
O

Lo que hemos visto entonces, es que dado (U, §) admisible, (ﬁ, 17) ade-
cuada y ¢ : § — 7 un preacuerdo entre (U, F) y (ﬁ,ﬂ') basta revisar las
discordancias entre w € U~ (§) tal que N~ (w;U) = X y z € ¢ (X), y las
concordancias entre w € U™ (F) tal que Nt (w;U) = X y z € ¢ (X) para
saber si ¢.es un acuerdo.

Lema 3.22 Seqa (U,F) admisible, (ﬁ, 7r) adecuada y ¢ : § — T un prea-
cuerdo. Seaw e U yz e U.
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Figura 3.7: inciso (a), inciso (b) e inciso (c)

(i) La pareja wz es discordante st y solo si:

1. weU (§), donde N~ (w;U)=X y
2. 2€ ¢ (X) es pozo de N* (w; U) y fuente de N~ (w; U) U {z}.

(1) La pareja wz es concordante si y sélo si:

1. we U (F), donde Nt (w;U) = X y
2 z€ p(X) es pozo de N~ (w;U) y fuente de Nt (w;U) U {z}.

Demostracién Sea (U, §) admisible, (ﬁ, 7r) adecuada y p: § — 7 un
preacuerdo. Seaw € Uy ze€ U.

(i) Sea wz una pareja discordante, entonces cumple las dos condiciones. Sea
wz una pareja que cumple las dos condiciones. Por (i1) y el preacuerdo
se tiene que N~ (w;U) = X = N*¥ (2; U) por lo que wz es discordante
con respecto a U, por (#2) se tiene que wz es discordante con respecto
a U.

(i1) La demostracion es andloga al inciso anterior. O

Proposicién 3.23 Sean (U, F) admisible, (U,7) adecusda y ¢ :§ — 7 un
preacuerdo entre (U, F) y (U, n). Entonces ¢ es un acuerdo si y sélo si:
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(o

N w,D)

-.\ r/s
N (wO) N Yw, (qw
(b)

Figura 3.8: (a) z,w son discordantes, (b) z,w son concordantes

(1) Para todo w € U™ (§) y todo z € p (N~ (w,U)) se tiene que
N= (50) £ N* (w;T).
(it) Para todo w € Ut (F) y todo z € o (N (w,U)) se tiene que
N7 (z0) # Nt (w;0).
Demostracién Es una consecuencia del Lema 3.22. g

Sea S es conjunto de semivecindades de U. Decimos que (U, §) es una
pareja S — libre si § NS = & o bien §F = F.

Observacion 3.24 Sea (U, F) une pareja admisible y uv une D-flecha de
U. Siu,v € X, entonces X € .

Demostraéién Como uv es una D-flecha de U, entonces para cualquier
w € X se tiene que [N~ (w,U) N {u,v} = 1. 3

Corolario 3.25 Sea U un torneo regular y & = ytrl \ S, entonces (U,F) es
admisible.
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Demostracién Sea uv una D-flecha de U. Se extiende la pareja {u,v}
a un r-conjunto de U. Entonces X € U\ Sy (U, §) es admisible. O

Una pareja (U, ) admisible es universal si todo preacuerdo con dominio
(U,%) es un acuerdo. Una pareja m, 71') adecuada es universal si todo
preacuerdo con codominio (U,ﬂ') es un acuerdo.

Observacién 3.26 Sea (U, ) adecuada. Si |U| = 2, entonces |r| = 2.

Proposicién 3.27 Sea (U, ) admisible con |§| > 1. La pareja (U, §) es
universal si y sélo st (U, F) es S-libre.

Demostracién Sea (U, §) S-libre. Por la Proposicién 3.23, (U, §) es
universal.

Sea (U, §) universal. Supongamos que § no es S-libre y que w € U™ (§),
seaN“ (w,U) =Y. SeaF ={XeF:weX}lyF={XeF\Y w¢X}
Sea |§'| = k, |3"| = {, donde |§] = k +{+ 1. Sea U un torneo de orden
n > min {|F|, 2k}. Construimos la n-particién 7 de los vértices del torneo
U como sigue: Sea z € U, con d™ (z;U) > k. Sea 7' una k + 1-particién
de N~ [#; U] y n" una l-particién de N (z; U), ambas particiones libres de
parejas concordantes. Sea m = 7' Ux”. Claramente (U, ) es adecuada y
|§| = |7|. Sea 7* la clase de 7' que contiene al vértice z. Sea p : § — 7 un
preacuerdo tal que ¢ (Y) = 7*, ¢ (X) € ' paratodo X € §Fy p(X) € 7"
para todo X € §". Entonces wz es una pareja discordante de T' (), lo cual
contradice que la pareja (U, §) es universal.

Para el caso en que U™ (§) # @ la prueba es andloga. 0O

Un torneo es fluente si no tiene vértices extremos. Una pareja (TJ_, 7r) €s
fluente, si cada clase 7; de 7 no tiene vertices extremos en U [m].

Proposicién 3.28 Sea (U, 7) adecuada. La pareja (U, 7) es universal siy
sélo si cumple uno de las siguientes:

(%) (ﬁ,'ﬂ') es fluenie.

(i1) Sin* € 7 tiene un vértice extremo z, entonces para al menos una clase
7 € w\ 7" existe u,v € V(m) tal que z € N*~ (u,v;7%).
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Demostracién Sea (ﬁ , 1'r) adecuada y fluente. Por la Proposicion 3.23,
(ﬁ , 7r) es universal. Sea (ﬁ , 1r) adecuada donde la particién 7 cumple la
condicién (i7) . Por la Proposicién 3.23, (U, 7) es universal.

Sea (U, ) universal y no fluente. Supongamos que 7* € = tiene un pozo

z de ©* tal que para toda clase m; € 7 \ m* se tiene que z es vértice extremo
de U[mUz]. Sea

7 = {men\7":zes fuentede Ulr; Uz]} y
7 = {men\71":2espozode Ulm Uz},

Sea |7'| = k, |7"| = {, donde |r}{ = k+ 1+ 1. Sea U un torneo regular de
orden 2r + 1. Construimos la familia § ¢ UM como sigue: Sea w € U,
entonces N~ (w; U) es un r-conjunto. Sea {X,-}:.C=1 C Ul tal que w € X;
y sea {Y} _; C Ul tales que w ¢ Y;. Nétese que los conjuntos {X}

y {Y; }: , los podemos eligir tales que toda D-flecha uv de U cumple que

{u,v} N W] # 1 para algin W € ({X} U (¥} 1) Sea

F=N" (w; Q)U {Xi}le U {Y,-}::1 .
Claramente (U, ¥) admisible y |§| = ix]. Sea ¢ : § — = un preacuerdo
tal que o (N~ (w;U)) = 7%, ¢ (X;) € 7' y ¢ (¥;) € 7. Entonces wz es
una pareja discordanie de T (), lo que contradice que la pareja (ﬁ,w) es

universal.
Para el caso en que z es fuente de 7* la prueba es andloga. [

Proposicion 3.29 Seq (U, ¥) una pareja admisible, (ﬁ, 7) una pareja ade-
cuada y |§| = |n| = 1. Entonces (U,§) y (U,n) acuerdan si y sélo si una
de las siquientes condiciones se cumple:

(2) (U,J) es S-libre.
(it) U es fluente.
(ti7) §=F-, |ﬁ| > 2 y U no tiene pozo.

(iv) § =5+,

U| > 2 y U no tiene fuente.
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Demostracién Notese que si (U_ 7} es una pareja adecuada y |r| = 1,
entonces U] # 2. Si (U, ) es 8-libre, entonces (U, §) y (_ ) acuerdan. Si
s=7&_, |U| > 2y U no tiene pozo 0 § = F,, |U| > 2 y U no tiene fuente,
entonces por la Proposicién 3.23, (U, §) y (_ 7r) acuerdan.

Sea (U, §) admisibley (U, 7} adecuada con |F| = || = 1, talesque (U, §)
y ([-J, 7) acuerdan. Supongamos que ni (U, ) ni (U,ﬂ') son universales.
Supongamos que § = §- = X. Sea U™ (§) = {w}, donde N~ (w, U) =
Si U = {z} osi U tiene un pozo 2, entonces por el inciso (z) del Lema 3.22

wz seria una pareja discordante, y entonces (U, F) y (ﬁ’ﬂ) no acuerdan. Si
¥ = ¥+, la prueba es andloga.

bl

®(X) P(X)

{0)

Figura 3.9: (a) U tiene un pozo z, (b) U tiene una fuente z.

Notese que las condiciones de la Proposicién 3.29 no son excluyentes.
Como corolario de 1o anterior se tiene

Corolario 3.30 Sea M, M’ moldes y (T, U),(T',U"} sus D- on'genes corres-
pondzentes Sean §, § las r-cubrimientos de U y U' y w, 7' las particiones
de U y U. Las siguientes afirmaciones son equivalentes.

(1) M =M
(i) (T,U) = (T",U").

(#43) (U,3) = (U",3) y (U,x) = (ﬁ’,w').
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3.3 Ejemplos pequenos

3.3.1 D-origen con |U| =1

Caracterizamos las parejas (T, {w}) que son D-origenes, donde T es un torneo
ywe V(T).

Proposicién 3.31 Sea w € V (T'). La pareja (T, {w}) es un D-origen si y
s6lo siT = w+(T\{w}), T\{w} # & yT\{w} no tiene vértices extremos
ni parejas concordantes.

Demostracién Sea (T, {w}) un D-origen. Por el Lema 2.9, se sigue
que T\ {w} # @ . Por el Lema 3.8, se tiene que T (T \ {w},—) es un
molde que supongamos tiene orden 2m + 1 y w es el unico vértice aislado
de D7 (T(T\ {w}, —)). Por el inciso (i) del Teorema 3.11, wv € F(T)
para todo v € T\ {w}, por lo que T = w+ (T \ {w}). Por el inciso (i47)
del Teorema 3.11, T \ {w} no tiene pozo ni fuente por lo que T \ {w} no
tiene vértices extremos y por el inciso (iv) del Teorema 3.11, T no tiene
concordancias en T\ {w}.

Sea T = w+ (T'\ {w}) con T\ {w} sin vértices extremos ni parejas
concordantes de 7. Como [{w}| = 1 trivialmente se cumple el inciso (z)
del Teorema 3.11 y se cumple que 7" no tiene discordancias en {w}. Por
hipdtesis, T no tiene concordancias en T\ {w}. Como T\ {w} no tiene vértices
extremos, entonces T' no tiene una pareja u,w concordante con u € T\ {w}
ni una D-flecha wu con lo que se satisface el inciso (74i) del Teorema 3.11.
Como T = w + (T'\ {w}), entonces para todo u € T \ {w} se tiene que
d™(u;U) = 1y d* (u;U) = 0, por lo que se cumple el inciso (22) del Teorema
3.11 y la pareja (T, {w}) es un D-origen. a

Corolario 3.32 $: T = w+ (T'\ {w}) y pare toda pareja u,v € V (T)\ {w}
se tiene que uv esta en un tridngulo ciclico, entonces la pareja (T, {w}) es
un D-origen.

Dualmente se tiene:

Proposicion 3.33 Sex w € V (T). La parejo (T, T \ {w}) es un D-destino
siysolo siT = (T\ {w})+w y T\ {w} no tiene vértices extremos ni parejas
concordantes.
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Corolario 3.34 $iT = (T \ {w}) +w y para toda parejau,v € V (T)\ {w}
se tiene que uv esta en un tridngulo ciclico, entonces la pareja (T, {w}) es
un D-destino.

3.3.2 D-origen con |U|=3

Caracterizamos las parejas (7', U) que son D-origenes, donde T es un torneo
y U ¢ V(T), con [U| = 3. Para ello caracterizamos primero las parejas

(53,8) que son admisibles, § C V (53)

Lema 3.35 Sea U= 53, donde (uq, u1, U2, ug) es el ciclo. (U,F) es admi-
sible si y sdlo si § = {{uo},{w}, {uz}}-

Demostracién Si § = {{uo}, {u1}, {ua}}, entonces (U, §) es admisible.
Sea (U, §) admisible. Si {u;} ¢ §, entonces |{u;41, 4.1} N X| =1 para todo
X €. a

Nétese que si |U| = 3, entonces (U, §) no es universal.

Proposicién 3.36 Sea U = 63, donde (ug, u1, u2, ug) es el ciclo, (U,§) ad-
misible y (U, ) adecuada tal que |§| = |w|. Un preacuerdo ¢ : § — m enire
(U,%) y (U, ) es un acuerdo si y sélo si para todo a € v (u;) pasa al menos
uno de los siquienies casos:

(4) eziste a; 1 € @lui~1) tal queaa;_; € F(T) o
(41) eziste a;ry € ¢ (uiy1) tal que a;a € F(T) o

(iii) a no es vértice extremo de @ (u;).

Demostracion Sea U & 8’3,- donde (ug, u;, u2, ug) es el ciclo, (U, )
admisible y (U, 7} adecuada tal que || = |7|. 5i ¢ (u;) es fluente, entonces
(ﬁ,w) es universal por lo que esxiste un acuerdo entre (U,§) y U,:tr).
Supongamos que ¢ (u;) no es fluente. Sea a; € ¢ (u;) tal que a; es pozo
(fuente) de ¢ (w), @i = @ (uiy1) ¥ @ (wis1) = a4, entonces u;10; €8 una
pareja discordante de T(U, —)) (ui_1,a; es una pareja concordante de T’
contradiciendo el Teorema 3.11).
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Figura 3.10: Las flechas entre U y U, cuando |U| = 3.

Sea (ﬁ, 7r) y ¢ : § — 7 un preacuerdo tal que para todo a € ¢ (u;), con
u; € U, satisface alguno de los tres casos, entonces v es un acuerdo entre
(U, %)y (U, 7). 0

Corolario 3.37 Sea T un torneo, U C V (T) tal que U =2 8‘3, donde U es
el ciclo (ug,ur, uz, up). Si T [p (u;)] es libre de vértices extremos y parejas
concordantes para i € {0,1,2}. Entonces la pareja (T, U) es un D-origen.

Corolario 3.38 Sea U = 8'3, donde (ug, w1, Uz, ug) es el ciclo, U un torneo
de orden al menos 3 y n una 3-particion de U tal que 1, = m = 1y ademds
de que cada clase m; es libre de parejas concordantes de U. Sea ¢ 1 § — 7
un preacuerdo tal que p (u;) = 1;. Entonces ¢ es un acuerdo entre (U, §) y

(T, 7).

A continuacion veremos que si U € T., entonces existe una particién
de los vértices de T tal que (U, ) es adecuada si |r| = 2.

Ejemplo 3.39 Sea U 8'3, donde (ug, w1, ug,ug) es el ciclo y U un torneo
de orden 4.

(i) SeaU = TTy. Las siguientes parejas {ug, w1}, {u, us} , {1y, u3} son con-
cordantes de TTy, ast la pareja (ﬁ,?r) es adecuada st

m € {{ul)!u?} ) {uﬁw u3} ) {u11u3}}
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(i1)) Sea U = w = 83, donde (v, v1,v2,v0) €3 el ciclo, entonces U = T
es libre de parejas concordantes. Sea 1 una 3-particion de U tal que
e = {w,v}, m = {vi} ¥ 0 = {v2}. Entonces por el Corolario 3.38
w:§— m tal que p (u;} = 74 es un acuerdo.

(i4i) Sea U = 63 = w, donde (t,v1,v2,v0) es el ciclo, entonces U = T
es libre de parejas concordantes. Sea n una 3-particidn de U tal que
m = {ve}, m = {vi} ¥ no = {v2,w}. Entonces por el Corolario 3.38
@:F — m tal que ¢ (u;) = n; es un acuerdo.

(iv) Sea U="Ty, ia_tim'ca pareja concordante de Ty es {v1,v2}. Sea n una
3-particion de U tal que o = {vo}, h = {w1} y o = {v2,v3}. Entonces
por el Corolario 3.38 ¢ : § — 7 tal que ¢ (w) =7 es un acuerdo.

Nétese que por el Corolario 3.37 y P.1, (pédgina 18), podemos construir
D-origenes para |I'| =12y |T| > 14 con |U| = 3 sin importar la orientacién
de las flechas entre cada T [¢ (w;)]. Por el Corolario 3.38 y P.2, (pagina
18), podemos construir D-origenes para |T'| = 6, {T| > 8 con |U| = 3, sin
importar la orientacién de las flechas en cada T'[p (z;)]. Luego junto con el
Ejemplo 3.39, se tiene para cada k > 6 un torneo T tal que (7,U) es un

—

D-origen y U =(Cs.

3.3.3 D-origen con |[U| =35

Sea (50 (@) ,3) admisible, (U,n) adecuada y ¢ : § —+ 7 un preacuerdo.
Revisamos basandonos en la Proposicion 3.23, cuales conjuntos X € § puede
generar parejas z, z discordantes o concordantes con z € X y z € ¢ (X).
Caracterizamos las parejas {T', U) que son D-origenes, donde T es un torneo
y U C V(T), con U] = 5. Nétese que U es regular por lo que podemos
asumir que U ‘——65 (2). .

El siguiente conjunto es un sistema de representantes de las érbitas de las
flechas en 8'5 ()

{{0,1},{0,2}}.
(i) Sea X = {i,71+ 1} € J. Se tiene que

i4+2{i—1 (modU).
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Ademds X e F-NFr y N (i +2) =X =Nt (i —1). Sea z pozo de
@ (X) (fuente de ¢ (X)), entonces por el inciso (i) (inciso (iz)) de la
Proposicién 3.23
N*(i+2,0) # N (% 0)
(N*{(i—1;U) # N* (5 1U)).
No hay parejas concordantes ni parejas discordantes entre 55 (@) vy

¢ (X) ni entre X y U por lo que los tnicos probables elementos para
ser parejas discordantes de T (p) son las flechas

G,i+2),(E—1,i+1),(E+1,i—2) y (:—2,4).

(#1) Sea X = {1,142} € §. Se tiene que
ifi+2 (modU),i—14i+1 (modU),i+1ti—-2 (modU).

Como X € §g, entonces por observacion 3.21 no hay parejas concor-

_} p—
dantes ni parejas discordantes entre Cs (&) y o (X) ni entre X y U
por lo que los linicos probables elementos para ser parejas discordantes
de T (i) son las flechas

(i+2i—1) 5 (i-24).

Observacién 3.40 Sea (55 () ,{3") una pareja admisible, entonces |§| > 1.
Si 1§l = 2, entonces § = {{i,i+2},{t + 2,1~ 1}} para alguna i € Zs. En

—*
éste caso | Cs (@) ,§ ) es universal.

Observacién 3.41 Si (65 (@) ,E) es admisible, con |§| = 3 y § minimal,
entonces para alguna i € Zs, se tiene que

F={{i, i+ 1}, {i,1+2},{i +1,i+2}} o
S={{i,i+1},{i,1+2},{r+1,i—1}}.

Demostracién Sea (65 (@’),{3’) admisible con |§| = 3 y § minimal.
Por el inciso (7) de la seccion 3.3.3 F N Fo # B. Asumimos que X, = {0,2}.
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(@) Fo = Xo- Sea X; = {i,1+ 1}y Xo ={4,7 + 1}. Por el inciso (i7) de ésta
seccion

012 (mod Cs(2)),611 (mod Ts()),113 (mod Cs(2))

y se sigue del inciso (i) de ésta secci6n que {i, j} = {0,1}. Por lo tanto

como § = {{0,1}, {0,2},{1,2}}.

() o = {X0,X1}. Como § es minimal, entonces por la observacién 3.40
{2,4},{3,0} ¢ §. Por dualidad podemos asumir que X; = {4,1} ¥
Xy = {i,+1}. Por el inciso (i¢) de ésta seccién
042 (mod C5()),611 (mod CTs(a)),
113 (mod ?5 (£)),310 (mod 65 (&)

y se sigue del inciso (i) de ésta seccién que 7 = 0. Por lo tanto como

§ = {{0,1},{0,2}, {4,1}}. 0

— [2] -
Lema 3.42 Sea § C (Cs (Z)) tal que (Cs (@},3) es admisible. Sea
(ﬁ, 7) una pareja adecuada tal que |§| = |v| y ¢ : § — 7 un preacuerdo
entre (55 (@) ,E) y (U,n). Entonces ¢ es un acuerdo si y sélo si pasa

elguno de las siqguientes cosas:

(1) (55 (=) ,,’3’) es universal.

(#1) Para cade X € §_NFy con w_ € U™ (F),w, € UT(F) tales que
N=(w_;U) =Nt (w;U) = X y 2 € ¢(X) se tiene que

Nt (w_;U) # N (z0) y N™ (wy; U) #NT (z0).

3.3.4 D-origen con |U|=7

Sea (U, §) admisible, donde U es un torneo regular de orden 7. Sea (U, )
adecuada y ¢ : § — 7 un preacuerde. Revisamos basandonos en la Proposi-
cion 3.23 cuales conjuntos X € § puede generar parejas z, z discordantes o
concordantes con z € X y z € ¢ (X). Notese que U es regular de orden 7

por lo que podemos asumir que U 2(_)3‘7 (@), U 257 (3) o U = W,. Vamos
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a revisar los 3 casos.

U~ Ty (o)
-+ (3] - .
Sea § C (C-, (z)) tal que (07 (E),’{y’) es admisible. Sea (_Ij, 7r] una
pareja adecuada tal que |§| = |7| ¥ ¢ : § = 7 un acuerdo entre (C_L:-.v (2) ,3)

y (U, ).

{{o0,1,2}, {0,1,3},{0, 1, 4},{0,2, 3}, {0,2,4}}

es un sistema de representantes de las érbitas de 3-conjuntos en (_57 (@). Por
el Lema 3.14 los conjuntos {0,1,3} v {0,2,3} son duales por ei Corolario
3.15, por lo que salvo dualidad hay cuatro 3-conjuntos diferentes

(i i+ 1,642}, {i,s+1,i+3}, {ii+ 1,5 +4)}, {i,i+2,i+4}.
(i) Sea X = {i,i+ 1,7+ 2} € §, se sigue que
i+34i—1 (mod U).
Ademds X € F_-NF+ y N (E+3) =X (N (i — 1) = X), por el inciso
(%) ((27)) de la Proposicién 3.23 si z es pozo (fuente) de o (X), entonces
N* (z +3;U) #FN~ (z;ﬁ)
(N*(i-1,U0) #N" (5 0)).
No hay parejas concordantes ni parejas discordantes entre 57 (&) y

@ (X) nientre X y U por lo que los tnicos probables elementos para
ser parejas discordantes de T" (¢) son las flechas

(51+3),(0-1,i+2),0+2,i—2),
(6—2i+1), (G +1,i-3), (i~ 3,4).
(8) Sea X = {§,i+ 1,7+ 3} € §, se sigue que
i{i+3 (mod U),i-14i+2 (mod U),i+2{i—2 (modU).

Como X € ¥y, entonces por la Observaciéon 3.21 no hay parejas con-

cordantes ni parejas discordantes entre 57 (@) y @ (X) nientre X y U
por lo que los tinicos probables elementos para ser parejas discordantes
de T () son las flechas

(i+3,i—1),(i—-2,i+1),G+1,i—3),(—3,5).
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(43) Sea X = {4,744+ 2,7+ 4} € §, se sigue que
i+3ti—1 (mod U),1—2%i4+1 (modU),i—3t%i (mod U).

Como X € Fo, entonces por la Observacién 3.21 no hay parejas con-

—} —
cordantes ni parejas discordantes entre Cv (@) y ¢ (X) nientre X y U
por lo que los Gnicos probables elementos para ser parejas discordantes
de T () son las flechas

(,i+3),(i— 1,5 +2),(+2,i-2),(+3,i—3).
(iv) Sea X = {i,7+1,i + 4} € F, se sigue que
i+3ti—1 (modU),i—1{i+2 (modU),
i+24i—2 (modU),i+1{i—3 (modVU),i-3%i (mod U).

Como X € F,, entonces por la Observacién 3.21 no hay parejas con-

— —_
cordantes ni parejas discordantes entre Cr (@) y ¢ (X) nientre X y U

por lo que los dnicos probables elemnentos para ser parejas discordantes
de T () son las flechas

(i,i+3), (i — 2,5 +1).

—’.
Observacién 3.43 Sea (07 (&) ,S) una pareja admisible, entonces |§| > 1.
Si |F| =2, entonces {i,3+ 1,1+ 4} € § para algin i € Z7.

U=~3C, (3)

Sea § C (57 (3))[3], como 57 (3) es D-libre, entonces (87 (3) ,{?) es
admisible. Sea (U,) una pareja adecuada tal que |§} = 7|y ¢ : § — 7 un
acuerdo entre (5'7 (3),&) y (U, ).

—
Como C7 (3) es transitivo en vértices, transitivo en 3-conjuntos aciclicos

y {{0,1,3},{0,1,5}} es un sistema de representantes de las érbitas de los
3-conjuntos ciclicos, entonces hay escencialmente tres casos:

(1) Sea X € ¥ aciclico, entonces X € §p y por la Observacién 3.21, no hay

parejas concordantes ni parejas discordantes entre 8'7 (3) ¥y ¢ (X) ni
entre X y U. Asi T (i) no tiene parejas discordantes ni concordantes.
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(1) Sea X = {i,7+ 1,1 — 2} € F ciclico, X € F_- y N~ (i+ 2) = X. Por el
inciso (i) de la Proposicién 3.23, si z es pozo de ¢ (X'}, entonces

Nt (i+2,0)#N (0)

_’.
Asi no hay parejas concordantes ni parejas discordantes entre C7 (&)
y ¢ (X) ni entre X y U por lo que T () no tiene parejas discordantes
ni concordantes.

(ti) Sea X = {¢,i +1,i+ 3} € F ciclico, X € §4 y Nt {(t —1)=X. Por el
inciso (it) de la Proposicion 3.23, si z es fuente de ¢ (X)), entonces

Nt (z — l;ﬁ) £ Nt (z;-ﬁ).

—)
Asi no hay parejas concordantes ni parejas discordantes entre C7 (&)
y ¢ (X) ni entre X y U por lo que T () no tiene parejas discordantes
ni concordantes.

U=W,
(para la definicén de Wy, véase pigina 13).
Sea § C (W)™ tal que (Wo,3) es admisible. Sea (U, ) una pareja
adecuada tal que |§| = |7| v ¢ : § = 7 un acuerdo entre (Wy,F) y (ﬁ,vr).
W)y tiene trece 6rbitas de 3-conjuntos de vértices y

{w;:wgaw;} ’ {’UJ; w;awﬂ} ’ {wra wOawf} + {wl_:wﬂaw;} )
{wl_,wmw;},{wf,wzn,w” ’ {wl_vw:2_1w;} 1 {w(,w{,wg},
{wl_awi’-aw;}a{wl_ﬂw;vw;}7{w1_1w;-7wr}v{wi{—aw;1w;}=

{UJO: wii-a w‘;} -

es un sistema de represententes de las érbitas de 3-conjuntos en Wy. Nétese
que porel Lema 3.14

{wl_:w‘z_vwii_} H {wl-aw;:wﬂ} ! {wl_aw2_1wii-} ’ {wl_': w;iw;} ’ {w]_:w2_7w;-}
son duales a

{wi,whwi}, {wo,wi,wi}, {wi wiwh},{w v v}, {w,wf,wi}
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respectivamente por el Corolario 3.15. Por lo tanto hay esencialmente 8 casos
diferentes
{'wl_aw2—1 ’LU:;} I {w1_1 w:!-v wO} L] {w]—IwO’w;-} ) {wl—:woa w;-} )
{wi,wo,wi }, {wr,wy,wi}, {wr g, wi} {ul, vy, wi}
(i) Sea X = {w, w5, w3} €§. Como X €F_y N~ (wp) = X, por el inciso
() de la Proposicién 3.23, si z es pozo de ¢ (X'), entonces
Nt (wo;ﬁ) #N~ (z; ﬁ) .

No hay parejas concordantes ni parejas discordantes entre Wo y o (X)
ni entre X y U por lo que los tinicos probables elementos para ser
parejas discordantes de T () son las flechas

T S
Wy W, , Wy Wy , Wy Wy .

(i) Sea X = {w(, w;, wo} € §, se sigue que
wi twy  (mod Wy).

Como X € §p, entonces por la Observacién 3.21, no hay parejas con-
cordantes ni parejas discordantes entre W, y ¢ (X) ni entre X y U por
lo que los unicos probables elementos para ser parejas discordantes de
T () son las flechas

wiwy, wiw; .

(i) Sea X = {w],wo, wi} €, se sigue que
wi fwy  (mod Wy).

Como X € §j, entonces por la Observacién 3.21, no hay parejas con-
cordantes ni parejas discordantes entre W y ¢ (X) ni entre X v U por
lo que los iinicos probables elementos para ser parejas discordantes de
T () son las flechas

'w;" wy, wrwa_.

(1v) Sea X = {wo, w, wi} €T, se sigue que
wi twy (mod Wo),wf twy; (mod Wy) y witwy; (mod Wy).

Como X € §j, entonces por la Observacién 3.21, no hay parejas con-
cordantes ni parejas discordantes entre Wy y ¢ (X) ni entre X y U.
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(v) Sea X = {w;,wp, wi} € F, se sigue que

wi {w; (mod Wy).

Como X € §-NF+ y N~ (wf) =X, (N* (wy) = X) por el inciso (4)
((4%)) de la Proposicién 3.23, si z es pozo (fuente) de  (X), entonces
N* (wf; 0) £ V" (0)
(V* (u5,0) £ N (5.0) ).
No hay parejas concordantes ni parejas discordantes entre Wy y ¢ (X)

ni entre X y U por lo que los 1inicos probables elementos para ser
parejas discordantes de T () son las flechas

o= b —

(vi) Sea X = {w[,w;,w{} € §. Como X € F,, entonces por la Proposi-

(vit)

cidn 3.23, si z es fuente de p (X'), entonces
N* (wi;0) # N7 (2 0)

No hay parejas concordantes ni parejas discordantes entre Wy y ¢ (X)
ni entre X y U por lo que los dnicos probables elementos para ser
parejas discordantes de T () son las flechas

wy Wy, wawy,wiwy -
Sea X = {w[, wy, w;'} € §, se sigue que
wy tw;  (mod Wo) y wi tws {mod Wo).

Como X € §y, entonces por la Observacién 3.21, no hay parejas con-
cordantes ni parejas discordantes entre Wy y ¢ {X) ni entre X y U por
lo que los Gunicos probables elementos para ser parejas discordantes de
T (@) es la flecha

ww, .

(viie) Sea X = {w,,wy,wj} € §, se sigue que

wi tw;  (mod Wy) y wffwy (mod Wy).
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Como X € Fo, entonces por la Observacién 3.21, no hay parejas con-
cordantes ni parejas discordantes entre Wy y ¢ (X) ni entre X y U por
lo que los tinicos probables elementos para ser parejas discordantes de
T (p) es la flecha

wi wy -

Observacién 3.44 Sea U =W, y (U, §) admisible.

(i) Si|F| =1, entonces§ = {wl—awﬂrw;} y (U,F) es universal.

(i0) Si|§| = 2, entonces N ({wi,wy,wf}U{w,wy,wi})# & o F no
es minymal.

3.4 Caracterizacion de los D-origenes

H Cho, Faun Doherty, S.-R. Kim, J. Lundgren clasificaron en {7, 6] las gréficas
de discordancia de los torneos regulares (véase Teorema 3.4 de [7] o pagina x).
En esta seccién daremos una clasificacién de las digrafica de discordancia de
los torneos regulares usando D-origenes; nuestra demostracion es mas corta
y mds sencilla que la mencionada.

Al caracterizar los moldes de torneos regulares quedan automaticamente
caracterizadas las digraficas de discordancia de torneos regulares. Esto es
consecuencia de la Proposicién 3.5, que nos dice que podemos reconstruir
cualquier torneo regular (salvo los torneos ciclicos) a partir de su molde y su
funcion de pesos.

Teorema 3.45 Etiste un D-origen (T, U) st y sdlo si una de las condiciones
siguientes se cumple

G) [U|=1y|U|=30|U] 25,

(@) UCs y |U] 23,

(i4i) U un torneo regular de orden2m +1 conm > 2, y |U|+|U| > 7.
Demostracién (i) Sea w € V{T) tal que (T, {w}) es un D-origen. Sea

U = T\ {w}, por la Proposicién 3.31, U # @. Si ITJ_\ = 1,2, entonces U
tiene un vértice extremo. Sea 1U| = 4. Sélo hay cuatro torneos de orden
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cuatro (Observacién 1.4). Si U es isomorfo a cualquiera de los torneos 77},
{u}+ 53, Cs + {u}, entonces U tiene un vértice extremo. Si U es isomorfo
al torneo T}, entonces U tiene una pareja de vértices concordantes. En los
cuatro casos, se sigue de la Proposicién 3.31, que si T = {w} + U, entonces
(T, {w}) no es un D-origen. Luego |ﬁ| =30 |T._T| > 5.

Sea (U, §) admisible, (U, ) adecuada tal que |§| = x|y (U,3) y (U, )
acuerdan. .

(#7) Sea |U| = 3. Podemos asumir que U =y, donde (uq, u1, %z, ug) es el
ciclo. Por el Lema 3.35, |§| = 3. Como (U, F) v (ﬁ, 7r) acuerdan, entonces
U] = |l = §] = 3.

(731} Sea |U| = 5. Podemos asumir que U 28'5 (@). Como la pareja
(55 ((25),3) es admisible, § C (55 (@))[2] y D (85 (z)) =6'5, entonces
IF| > 2 por la Observacién 3.40. Como (55 (QJ),{S’) v (U,x) acuerdan,
entonces ’U‘ >lri=g =22y |U|+ IU-‘ >T.

Sea |U| = 2m + 1, con m > 3. Entonces [U| +|U| > 7.

Supongamos que se cumple (i). Sea U = {w}, U 253 y T={w}+ T,
entonces por la Proposicién 3.31, la pareja (T, {w}) es un D-origen. Sea
U = {w}. Por P.2 (pagina 18), existe un torneo U de orden & tal que U es
libre de vertices extremos y libre de parejas concordantes parak =3, k > 5.
Sea T = {w} + U. Por la Proposicién 3.31, (T, {w}) es un D-origen.

Supongamos que se cumple (ii). Sea (U, &) admisible, |U| =3y |[U] > 3.
Asumimos que U 253 donde (ug,u, U2, up) es el ciclo. Por el Lema 3.35
sigue que § = {{uo},{wm},{uz2}}. Sea U = o (U?,{A;}) coni = 0,1,2
donde cada A; es un torneo libre de parejas concordantes y |A;| # 2. Sea
una 3-particién de U tal que las clases de 7 son los torneos A; ysea g : § — 7
un preacuerdo entre (U, §) y (U, ) tal que ¢ (u:) = A;. Si |U] # 4, entonces
o es un acuerdo por el Carolario 3.38. Si |U| = 4, entonces por el Ejemplo
3.39 (pégina 56), existe (U,n) adecuada y ¢ : § = 7 un preacuerdo tal que
¢ es un acuerdo entre (U, §) y (U,x).

Supongamos que se cumple (%1%). Sea (U, §) admisible, |[U| =5y |U| > 2.
Podemos asumir que U =55 {&). Sea || = 2 por la Observacién 3.40 se
tiene que la pareja (U, §) es universal. Sea U = g (upuy, {A;})-con i = 0,1
donde cada A; es un torneo libre de parejas concordantes y |A;] # 2. Sea «
una 2-particién de U tal que las clases de 7 son los torneos Ay y A, entonces
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(U,7) es adecuada. Sea ¢ :§ — 7 un preacuerdo tal que ¢ (u;) = A;. Si
|U| # 3, entonces ¢ es un acuerdo. Sea |U| =3y U 2%, donde (o, v1, U2, Vo)
es el ciclo. Sea 7 una 2-particién de U, (TI, 7r) es adecuada y universal.

Sea U =8’2m+1 (1), con i € Z,, y m > 3. Por el Lema 2.12, se tiene que-
U es D-libre. Si |U| = 0, entonces (U, U) es el D-origen por la Proposicién
39y |U| +|U| > 7. Si |U| =2, entonces sea § C UM \§, tal que [§| = 2,
entonces |7| = 2. Si U = {ug,u;}, entonces m = {{ug},{w:}}. Nétese que
la pareja (U, §) es admisible y universal por lo que existe un acuerdo entre
(U,%) v (U,r). Sea § C UM \'S con || = 1, entonces la pareja (U,J) es
admisible y universal. Si W| =1o |Ul > 3, entonces sea U un torneo tal
que U es libre de parejas concordantes. O
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Capitulo 4

Moldes de orden pequeno

4.1 Automorfismos

En esta seccién revisamos los resultados ya obtenidos sobre automorfismos
en torneos regulares, en moldes y en D-origenes. El conteo de los torneos
regulares cuyo orden y molde coinciden, nos llevan al estudio de los automor-
fismos en los moldes v en los D-origenes. Ndtese que si el molde y la funcién
de pesos de dos torneos coinciden, entonces los torneos son isomorfos.

Probaremos que un automorfismo que respeta la funcién de peso en un
molde induce un automorfismo en el torneo inducido por el molde y la funcién
de pesos v viceversa. También probaremos que un automorfismo ¢ en un 9-
origen (T, U) tal que ¢ [y= U induce un automorfismo en el molde inducido
por el D-origen (T,U) y viceversa.

Proposiciéon 4.1 Sea T' un torneo regular, M su molde yr : T — T un
automorfismo.

(i) El automorfismo vy induce un automorfismo a1 M — M que respeta
la funcion de peso ¢r, a saber Yy = Yr |u-

(14) Sea ¥ar : M — M un automorfismo que respeta la funcion de peso pr.
E! autornorfismo v¥ar Se puede extender a un isomorfismo

vr o T =T (Yar (M), ¥u (1)) -
Demostracién La primera parte (z), se sigue de los siguientes hechos:

69
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1. El conjunto de D-flechas es invariante bajo automorfismo.

2. El conjunto de flechas iniciales de las trayectorias de longitud par es
invariante bajo automorfismo.

3. El conjunto de flechas iniciales de las trayectorias de longitud impar es
invariante bajo automorfismo.

4. El conjunto vértices aislados de D (M T) es invariante bajo automor-
fismo (Observacién 3.7).

La segunda parte (ii), se sigue del hecho que F (9 (M7T)) es invariante
bajo automorfismo y la reconstruccién de un torneo regular a partir de su
molde y su funcion de pesos. O

Proposicién 4.2 Sea M el molde inducido por el D-origen (H,U) y s :
M — M un automorfismo.

(1) El automorfisme s induce un automorfismo vp : H — H tal que
P ly=U, a saber Yp = Y |1

(#2) Sea ¥p : H — H un automorfismo tal que ¥p |ly= U. El automorfismo
1p se puede eztender a un isomorfismo tn - M — M (Yo (H) ,¥o (U)).

Demostracién La primera parte (), se sigue del hecho que F (53 (MT))
es invariante bajo automorfismo. Asi el automorfismo ¥, fija el conjunto de
vértices aislados de D™ (MT)

La segunda parte (ii), se sigue del hecho que el automorfismo ¥:p fija el
conjunto de vértices aislados de D (MT) y la definicién del melde inducido
por un D-origen. O

Corolario 4.3 Sea T un torneo regular, M su molde; (H,U) suD-origen y
PYr : T = T un automorfistno. El sutomorfismo ¥r induce un automorfismo
Y H— H tal que ¥y |p= U a saber g = ¥r |g. :

Corolario 4.4 Sea T un torneo reqular, M su molde, © su funcién de pesos,
(H,U) suD-origen y vy : H — H un automorfismo tal que vy |[y=U. Si
la extension de Yy dl isomorfismo Yar : M — M (g (T), 99 (U)) respeta
la funcion de pesos p, entonces Yy se puede extender a un isomorfismo
Y :T =T, donde T' es el torneo reqular inducidos por el molde M' y la
funcion de pesos Y ().
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El Corolario 4.4 tiene como consecuencia que el nimero de torneos re-
gulares no isomorfos cuyo orden y molde coinciden, es igual al nimero de
particiones inducidas por la funcién de pesos entre el nimero de automorfis-
mos de M7, que a su vez es igual al nimero de particiones inducidas por la
funcién de pesos entre el niimero de automorfismos del D-origen (H,U) de
T tal que U es invariante.

Ejemplo 4.5 Sea T un torneo regular de orden 13, tal que MT = Wj.
D~ (MT) consta de tres flechas y un vértice aislado. Sea D7 (MT) =
{f1, fo, fa;v}. Sea w; la particidn asociada a la funcion de pesos ;. FEn-
tonces w; €3 una particion de 13 en cuatro sumandos tales que exactamente
uno de ellos es vmpar. Entonces

(7,2%), (5,4,2%).(3,6,2%),(3,4%,2), (1,8,2%) , (1,4%) . (1,6,4,2)

son las posibles particiones. Como M7 es transitivo en sus D-flechas, enton-
ces hay un sélo torneo regular (salvo isomorfismo) para los primeros 6 casos
y dos torneos regulares (salvo isomorfismo) para el dltimo caso.

4.2 Contando moldes

Antes de empezar a contar los moldes de orden 9,11 y algunos de orden 13
necesitamos unas definiciones que nos va a facilitar la escritura.

Definicién 4.6 Decimos que un molde M tiene D-tipo (2m + 1;1) si M es
de orden 2m + 1 y D7 (M), consta de 1 vértices aislados y (2m +1 — 1) /2
fechas ajenas dos a dos.

Notese que ¢ es un nimero impar positivo ya que M es un torneo regular
v por lo tanto de orden impar.

Ejemplo 4.7 El D-tipe de 57 (3) (pdgina 7) y Wy (pdgina 13} es (T;7) y
_}
{7;1) respectivamente (C7 (&) no tiene D-tipo)

En esta seccién encontramos para los moldes de orden pequeiio, todos los
moldes no isomorfos con D-tipo fijo, para ello usaremos los D-origenes. Antes
de seguir adelante, recordamos que hay un 1inico molde por cada D-origen.
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Definicion 4.8 Sea 7; el conjunto de moldes de orden i, Q (2m + 1;4) el
conjunto de moldes no isomorfos de D-tipo (2m + 1;4) y w (2m + 1;1) es la
cardinalidad de §} (2m + 1;4).

Sélo hay un torneo regular de orden 3 y uno de orden 5, C3 y 05 ()

respectivamente, como la digrafica de discordancia de C3 y C’5 {@) es un
ciclo dirigido de orden 3 y d respectivamente, entonces 13, 75 = &. Los iinicos
moldes de orden 7 son C’7 (3) y Wy con D-tipo (7; 7) ¥ (7; 1) respectivamente
por lo que 77 = {07 (3), Wo}, ademads Q(7;7) = {C-, {3) } y Q(7:1) = {Wy}
porloque w(7;7) =1y w(7;1) =1

Denotamos por TR, (v, M) al conjunto de torneos regulares de orden n
cuyo molde es M y cuyo funcién de peso £us se puede expresar mediante la
particién «. Sea F (M) la familia de torneos regulares cuyo molde es M.
Nétese que siT € TR, (7, M}, entonces T € F (M) y T es un torneo regular
de orden 7.

4.2.1 Moldes de orden 9

En 1966 Anton Kotzig demostré {18, 19] que hay exactamente 15 torneos
regulares de orden 9. En esta parte contamos y clasificamos los moldes de
orden 9 usando propiedades de los torneos pequefios y usando los ®-origenes.

(1) Hay 3 torneos regulares de orden 9, con molde de orden 7.

Demostracién Sea T € TR] tal que T no es molde, entonces MT es de
-
orden 7, por lo que M7 2 (3) 0o MT = W,,.

1. Sea MT Ea‘y (3). Podemos asumir que M7 =(—;"7 (3). Como 57 (3) es
_}
transitivo en vértices, entonces TR, ((3, 1) ; C7 (3)) consta de un sélo
torneo.

2. Sea MT = W,. Podemos asumir que MT = W,. Como W, tiene D-
tipo (7;1) y es transitivo sus D-flechas, entonces TRy ((3,2;);Ws) ¥
TRy ((1,4,22) ; W) constan ambos de un sélo torneo.

Claramente los tres torneos son no isomorfos. O
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(i) w(9;1) =0.

Demostracién Sea T un torneo de orden 4; hay 4 torneos no isomorfos
de orden 4 y son los siguientes:

"
TT4, K1+ 031 C3 +K11 T4

donde T} es fuertemente conexo. Los torneos TTy, K+ 83, 8'3 + K tienen
al menos un vértice extremo y {v;, va} €s una pareja concordante del torneo
T, por lo que ({w} + T, {w}) no es un D-origen y se sigue el resultado por
la. Proposicion 3.31. O

(ii1) w(9;3) = 2.

Demostracién Sea U = 83. Podemos asumir que U = 53 donde
(g, u1,u2, ug) es el ciclo. Sea § € Ul tal que (U, §) es admisible. Por
el Lema 3.35 se tiene que § = {{uo}, {u1},{u2}}. Sea U un torneo de orden .

3 v 7 una 3-particién de U. Nétese que U2TT, 0 U= ()3

1. Sea U 2 TT; con (v, 11, U2) como sucesion de fuentes. Hay dos prea-
cuerdos 1,2 : § — w entre (U,F) y (U,n). Como U= 6'3 es
transitivo en vértices asumimos que @; (ug) = vo, donde ¢ € {1,2}. Sea
@1 (1) = v;. Como (g (uo) , ¢1 (u1), 1 (u2)), entonces por la Propo-
sicién 3.36 ¢, no es un acuerdo. Sea @9 (u1) = {v2} y w2 (u2) = {n:1}-
Como (i, (ug) , w2 (us), (Pz (uy)), entonces por la Proposicion 3.36 o2
si es un acuerdo. Sea T, (9 5y =T (p2) el torneo construido y M(19;3) el

molde inducido por el D-origen (T(lgﬂ), U).

— — J—
2. Sea U =(,. Podemos asumir que U es el ciclo (vo, vy, v2, to).

Hay dos preacuerdos ¢, @2 : § — 7 entre (U, §) y (U,n). Asumi-
mos que ; (uy) = vy, donde i € {1,2}. Sea p;(u;) = v;. Como
(01 (20) 01 (21) , ¢ (u2)), entonces ¢; ne es un acuerdo por la Pro-
posicién 3.36. Asumimos que @2 (ug) = v, y sea s (u1) = {va} ¥
w2 (u2) = {v1}. Como (g2 (ug), 2 (uz) ) P2 (ul)) entonces s si es un
acuerdo por la Proposicién 3.36. Sea T? T (¢p,) el torneo construi-

doy Mfga el molde inducido por el iD-orlgen (Té’s), ) Nétese que
T4y =01 )\ {0} con T = N~ (0) y U 2 N* (0).
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Hay dos D-origenes con |T'| =6y [U| = 3 y se sigue el resultado. O

Observacién 4.9 Fn (T(19;3)’ U ) U es transitivo, por lo que todo automor-
fismo de T(lg;a) lo fija y luego también queda fijo T(lg;s). El molde M(lg;a) es
rigido yo que (T(lg;s}, U) lo es. Como T, §57 3\{0} conU= N~ (0) y
U = Nt (0), entonces T(29;3) es transitivo en los vértices de U y en los vértices

de U, por lo que M(%;a) es transitive en D-flechas y transitivo en los vértices
que son aislados en su discordancia.

(iv) w(9;5) = 2.

Demostraciéon Sea U %55 {@). Podemos asumir que U =8‘5 (@). Sea
U = {u,v} y 7 una 2-particién de U. Sea § € U tal que |F] =2y (U, F) es
admisible. Por la Observacién 3.40, podemos asumir que § = {{0,2}, {2, 4}}
y (U, §) es universal. Hay dos acuerdos @1, @2 : § — 7 entre (U, §) y (U, n).
Como {r| = |U| = 2, entonces {g; ({0,2}), »; ({2,4})} € F (T (:)), donde
i € {1,2}. Sea ; tal que

01 ({0,2}) ea ({2,4}) € F (T (1))

y 2 tal que
?a({2:4}) ¢2({0,2}) € F (T (2)) -

Sea Thysy = T (1) ¥ Ty = T (2). H

Observacién 4.10 En ambos casos U queda fijo bajo todo automorfismo y

luego Tjyqy tambien, i = 1,2. Como (T(lg;s),U) y (T(QS,_’S),U) son rigidos,
entonces My y M, tambien lo son.

(v) w(%7) =2.

Demostracién Sea U un torneo regular de orden 7. Entonces se tiene
—+ — —_
que U C7 (&), U C7 (3) o U=W,. Sea U = {a} y « una particién
de U. Sea § € UP tal que |§| =1y (U, ) es admisible. Se sigue por la
_}
Observacion 3.43, que U Z C; (2).
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1. Sea U 257 {3). Podemos asumir que U =(-j”7 (3).
Como [§| = 1, podemos asumir que § = {0,1,2} y luego (U,F) es
admisible y universal. Entonces ¢ : § — 7 es un acuerdo entre (U, ¥)
y (U, 7). Sea Toqy = T (g).

2. Sea U = W,;. Podemos asumir que U = W.
Como |§| = 1, entonces por el inciso 1 de la Observacién 3.44 podemos
asumir que § = {w{,wg,w{}. Como (U, &) es universal, entonces
@ : § — 7 es un acuerdo entre (U,F) y (U, n). Sea T(zg;.,) =T(g).

Claramente los dos moldes son no isomorfos, ya que el residuo de la tinica
D-flecha de los moldes correspondientes no son isomorfos. O

Observacién 4.11 Fn ambos casos U queda fijo bajo todo automorfismo.
. -
Como un 3-conjunto aciclico fija el torneo C7 (3), entonces (T(lgﬂ),U) es

rigido y tambien lo es M}, ... Un 3-conjunto que contiene una D-flecha y no
97

intersecta a las otras dos D-flechas fija el torneo Wy, por lo tanto (T(QQ;T), U)
es rigido y tambien lo es I'W9 o)

(vi) w(9;9)=5.

Demostracién Hay 15 torneos regulares no isomorfos [18, 19], de ellos
6 son moldes no triviales {w (9;1) = 0, w (9;3) = 2, W (9;5) =2, w(9;7) =2),
3 tienen moldes de orden 7 y 1 no tiene molde (CT.,( }), por lo que hay 5
moldes triviales no, isamorfos

Sean M(l,_;9 >0y (1), M, (9 9) —Cg (2), M (9 g) (véase el inciso () de la
figura 4.1), M(g;g) (véase el inciso (b) de la figura 4.1) y Mfg;g) (véase la figura
4.3) los 5 moldes con D-tipo (9;9). O

Observacién 4.12 M(lg;gl y Mgg;g) son transitivos en vértices por ser torneos
circulantes. (1,4,7) (2,5,8)(3,6,9) genera el grupo de automorfismos del
molde Z‘l/.f(g ay; (1,4,8)(2,5,9)(3,6,7) genera el grupo de automorfismos del
molde My, El molde M}, es rigido.

Para concluir por (), (i1), (ii¢), (iv), (v), (vi) tenemos 11 moldes de orden
9. Si M es un molde, entonces su D-tipoes de la forma {(9;4) | 7 € {3,5,7,9}}.
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Figura 4.1: El molde M, ).

Figura 4.2: El molde Mé,g)'

4.2.2 Moldes de orden 11

No se sabe exactamente cuantos torneos regulares no isomorfos hay de orden
11, pero se estima que son mas de mil. De estos muchos no son moldes, pero
si tienen molde. En esta parte contamos los torneos regulares de orden 11
que no son moldes y los moldes de orden 11 con 1, 3, 5 y 7 vértices aislados en
la digréfica de discordancia. Para las demostraciones usamos los D-origenes.

(¢) Hay 6 torneos regulares de orden 11 con molde de orden 7.

Demostracién Sea T € TRS, tal que el molde de T es de orden 7,
_).
entonces MT =, (3) o MT = W,.
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Figura 4.3: El molde M&g).

T ﬁ_J—# . T _—) —
1. Sea MT =7 (3). Podemos asumir que M7 =C7 (3). Como C7 (3)

).
tiene D-tipo {7;7) y es transitivo en vértices y en flechas, entonces
_’.

TRu ((5, l);Cr (3)) y TRn ((32, 15);57 (3)) constan ambos de un
sdlo torneo.

2. Sea MT & W,. Podemos asumir que MT = W,. Como W, tiene
D-tipo (7;3) y es transitivo sus D-flechas, entonces TRy, ((5, 23) ; Wo),
TR, ((3,4,2:); Wo), TR ((1,6,22) ; Wo) vy TRy, ((1,40,2) ; Wo) consta
cada uno de un sélo torneo.

Claramente los 6 torneos son no isomorfos. d

(i1} Hay 55 torneos regulares de orden 11 con molde de orden 9

Demostracién Sea T € TR}, tal que el molde de T es de orden 9.
L. Sea M7 de D-tipo (9;3), 2(9;3) = { Mby, M2 .

(a) Sea MT = My4. Podemos asumir que MT = M), como My,
es rigido, entonces

TR ((3, 1y,23); M(Ig;s)) y TRu ((13,4, 22);M(lg;3))

consta ambos de tres torneos.
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(b) Sea M7 M229.3) Podemos asumir que M7 = M(Qg;a), Como
M’(ng es transitivo en D-flechas y transitive en vértices aislados
de D {MT), entonces

TRy, ((37 13,23); M(?g;g)) y TRy, ((13,4, 22); M(zg;;;))
consta ambos de un sélo torneo.
En total 8 torneos regulares de orden 11 cuyo molde fiene D-tipo (9; 3).

2. Sea MT de D-tipo (9;5), Q2(9;5) = {M(lg;s),M(zg;s)}. Ambos moldes
son rigidos.

Sea MT = Jlf.fggs i = 1,2. Podemos asumir que M7 = M(ig;S}, como
M{9;5) es rigido, entonces

TR ((3,14,22); M{g.5)) ¥ TR1 ((15,4,2); My5))

constan de cinco y dos torneos respectivamente para cada i =1, 2.
En total 14 torneos regulares de orden 11 cuyo molde tiene ®-tipo
(9;5).

3. Sea MT de D-tipo (;7), Q(9;7) = { My, M, n}- Ambos moldes
son rigidos.

Sea MT = M('9 7y t= 12 Podemos asumir que M7 = [lff('g 7)» COMO
M., es rigido, entonces

TR11 ((3,16,2); M) ¥ TRy ((17,9); Mp.7)

constan de siete y un torneo respectivamente para cada ¢ = 1,2

En total 16 torneos regulares de orden 11 cuyo molde tiene D-tipo
(9; 7).

4. Sea MT de D-tipo (%9), 2 (9; 9)={Mggg),zu“gg;,,),zuf(99 Mo My}
Por la Observacién 4.12, sabemos que los moldes M(9 ) ¥ M(g 9) Son

transitivos en vértices, el grupo de automorfismos de los moldes M(g 9}
M(g;g) son de orden 3 y Mgg) es rigido.
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(a) Sea MT = M("g;g), i=1,2. Podemos asumir que M" = My, co-
mo M("Q;g) es transitivos en vértices, entonces TH;; ((31 1g); M(1!h9))
y TRy ((3, 1s); Mfg;g)) constan ambos de un sélo torneo.

(b) Sea MT = M("g;g}, i = 3,4. Podemos asumir que MT = M("g;g),
como el grupo de automorfismos de M, ("9;9) es de orden 3, entonces
TR ((3, 1s); M(L‘g_,g)), TR ((3, 1g); Mfg;g)) consta cada uno de
tres torneos.

(c) Sea MT = M. Podemos asumir que MT = Mpq), como Mfyq)

es rigido, entonces TRy, ((3, 1g) ;M(59;9)) consta de nueve torneos.

En total 17 torneos regulares de orden 11 cuyo molde tiene iD-tiEIo
(9;9).

Ohbservacion 4.13 Hay 61 torneos requlares de orden 11 gue no son moldes.

En [26] hay una tabla con todos los torneos no isomorfos de orden 1 al 7.
Usaremos la notacién de éstas tablas para los torneos de orden 5.

(1)) w(11;1) = 4.

Demostracién Sea U = {w} y U un torneo de orden 5. Hay 12 torneos
de orden 5 no isomorfos [26]; 6 de ellos (Tn9, Tn10,...,Tnl4) tienen algin
vértice extremo y dos (7n15,Tnl8) tienen una pareja concordante. Por la
Proposicién 3.31, en éstos casos ({w} + U, {w}) no es un D-origen. En los
restantes 4 casos, se tiene por la misma proposicién que ({w} + U, {w}) es
un D-origen. a

(tv) w(11;3) =12

Demostracion Sea U 1‘:‘53, donde (ug, uy, u2, up) es el ciclo y (U, F)
admisible (véase la figura 3.10). Por el Lema 3.35, § = {{uo}, {ur}, {ua}}-
Sea U un torneo de orden 4 y 7 una 3-particién de U tal que (U,n) es
adecuada. Hay 4 torneos no isomorfos de orden 4 (Observacion 1.4) y son
los siguientes: .

-+ =
TT43K1+ C3) C3 +K17T4'

Podemos asumir que {@ (ug}| = 2 en los cuatro casos.
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1. Sea U =TT} con (v, v1, v, v3) como sucesion de fuentes de U. Como
Vg, W, U1, V2 Y Uz, 3 SON parejas cencordantes no estan ambos en @ (ug).

Sea g1 (uo) = {vo,v2}, w1 (u1) = {vs} ¥ 91 (w2) = {v:}. Como uy, v es
una pareja discordante de 7", entonces ¢; no es un acuerdo.

Sea g2 (o) = {vo, v}, 2 (1) = {1} y g2 (u2) = {va}. Como g, (ue) =
w2 (42) ¥ v2 (u1) = v2 € w2 (ug), entonces por el Teorema 3.11, ¢, es un
acuerdo. Por dualidad si @3 (ug) = {v;, v3}, entonces ¢3 es un acuerdo
solosi @3 (u1) = {to} ¥ s (u2) = {va}.

Sea 4 (ug) = {vg,v3}. Para todo vértice © € ¢4 (u1) U 4 (ug) existen
a,a' € ¢4 (up) tal que a’4,ia € F(T), por los incisos (i) y (i) de la
Proposicién 3.36, si ¢4 (1) = {vi} y wa (u2) = {v2} 0 s (w1) = {2} ¥
©4 (ug) = {v1}, entonces ¢4 es un acuerdo. En ambos casos T(U, —>)
es autodual.

. Hay 4 D-origenes con U & T'T,.

2. SeaUx K+ 8'3 donde {vy} = (v1,v2,v3,v1). En U no hay parejas

concordantes.

Supongamos que vy € ¢ (1y). Podemos asumir que ¢ (ug) = {vo, v1}-

Si p(w) = {vz2} y ¢ (v2) = {va}, entonees @ (o) = ¢ (u1) = ¢ (up) y

Uz, ¥y €s una pareja discordante de 7. Si o (u1) = {vs} y ¢ (w2) = {v2},

entonces ¢ (ug) = ¢ (us) = @ (u;) y por el Corolario 3.38 (7,U) es un
—

D-origen. Por dualidad si U 2C; + K, donde (vg, vy, Va2, vo) = {3} ¥

v3 € ¢ (ug), entonces (T, U) es un D-origen si ¢ (us) = ¢ (uy).

Si vp ¢ ¢ (o), podemos asumir que ¢ (ug) = {v1,v2}. Si p () = {v3}

y ©(ug) = {vp}, entonces ¢ (u2) = {va} = ¢ (u1) y u1, v2 €s una pareja

discordante de 7. Si ¢ (u1) = {w} ¥ ¢ (u2)} = {v3}, entonces ¢ (v;) =

@ (up) ¥ v2 = w(ug) con vy € @ (up), por el Teorema 3.11, (T,U) es un
—_ =

D-origen. Por dualidad si U =C; + K, donde (vy, vy, vs, vp) = {vs} ¥

vz ¢ ¢ (ug), entonces (T, U) es un D-origen si ¢ (uy) = {va} y o (w1) =

{vo, v, 2} \ @ (uo).

Por dualidad hay 4 D-origenes con U = K+ 53 oU &‘8'3 +K;.
3. SeaU=T,. En U la tinica pareja concordante es vy, vs.

Supoengamos que ¢ (ug) = {vo,v1}. Si ¢ (u1) = {m} vy ¢ (u2) = {va},
entonces ¢ (ug) = v (u) = @ (u2) ¥ ug, v2 es una pareja discordante
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de T. Si p{u1) = {vs} y @ (u2) = {va}, entonces ¢ (ug) = ¢ (u2) =
¢ (uy) y (T,U) es un D-origen por el Corolario 3.38. Por dualidad si
¢ (ug) = {vz, v3}, entonces (T,U) es un D-origen sélo si ¢ (1) = {v1}y
¢ (uz) = {0}

Supongamos que ¢ (ug) = {vo,2}. Si ¢ (w1) = {n1} y v(u2) = {23},
entonces ¢ (u2) = {vo} = @ (u1) ¥y u2, vo es una pareja concordante de

T. Si @ (u1) = {vs} y @ (u2) = {v1}, entonces ¢ (uz) = {12} = ¢ (w1)
y u,vo es una pareja discordante de T, por lo que (T,U) no es un
- D-origen. Por dualidad (7,U) no es un D-origen si @ (ug) = {v1, v}

Supongamos que ¢ (ug) = {vg, v3}, entonces vp, v3 €s una pareja discor-
dante con respecto a o (u1)Ugp (u2) y para todo vértice z € ¢ (u1)Uyp (u2)
existen a, @' € @ (uy) tal que a'i,ia € F (T) por los incisos (i) y (i2) de

la Proposicion 3.36, si ¢ (u1) = {v2} ¥ ¢ (u2) = {v1} 0 o {w) = {u1} ¥
¢ (uz) = {v2}, entonces (T, U) es un D-origen.

Hay 4 D-origenes con U ~ T,

En total hay 12 D-origenes no isomorfos de orden 7 tales que U ’:‘_‘53. O

(v) w(11;5) = 51,

Demostracién Sea U S(_}zs_ (). Podemos asumir que U 255 (). Sea
U € Ty y 7 una r-particién de U tal que (U, ) es adecuada, entonces r < 3.
SeaFCc U@ talque|§| =Ty (U §) es admisible, entonces 2 < |§] = || < 3.
Nétese que U = TT3 0 U -—Cs Sea ¢ : § — 7w un preacuerdo entre (U, §) v
(U, TF).

1. Sea § = {Xo, X1}. Por la Observacién 3.40 (U, ) es universal. Si
U = TTy, con (vp,v1,v2) como sucesion de fuentes, entonces w =
{{vo,v2},{v1}} es la tinica 2-particién de U tal que (TJ", 7r) es ade-
cuada. Sean

©1 (Xo) = {anvz} Y @& (Xo) = {U1}
@2 (Xo) = {u1} v ¢1(Xo) = {wo, v2} -

1,2 son acuerdos entre (U, §) y (U, 7). Nétese que T (¢1) y T (y2)

_— =
son duales, pero no isomorfos. Si U 273, con (vg, ¥1, vz, ¥g) como ciclo,
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entonces 7 = {{vg, v1} , {v2}} es salvo isomorfismo la unica 2-particién
de U tal que (ﬁ,ﬂ) es adecnada. Sean

v1(Xo) = {vw,v2} ¥ o1 (Xo) = {w}

02 (Xo) = {u} ¥ 1 (Xo) = {vo, v2}
@1, @2 son acuerdos entre (U, §) y (U,n). Nétese que T (1) y T (ip2)
son duales, pero no isomorfos.
Hay 4 acuerdos entre (U,§) y (U, n) con |F| = 2.

. Sea |§| = 3 con § minimal. Sea F = {X;, X1, X2}. Por la Observacién

3.41, podemos asumir que

s = {{0’2}1{01 1}1{1=2}} of = {{0: 2}:{471}v{0=1}}'

Notese que cada clase de la particién « consta de un sélo vértice, por
lo que ¢ (X;) € U, para j € {1,2,3}.

{a) Sea Xy ={0,2}, X7 ={0,1} y Xz ={1,2}. Noteseque Xg € Foy
X1, X2 € F_NF,, porlo tanto cualquier automorfismo de (U, )
fija a Xy y la pareja (U, §) es autodual. Como

N*(4,U)=X; = N"(2,U) y N*(0,U) = X, = N~ (3,U),
entonces por el Lema 3.42, se tiene que
N* (4 U0) # Nt (¢(X);0) y N*(20) # N {p(X1); 1),
N* (0;U) # N* (¢ (X2);U0) vy N*(3;U) # N~ (p(X2); U).
N+ (4,U0)=Uy N*(2,U) = p (X)), por lo que

N~ (¢ (X1);U} # &,
y sigue que ¢ (X;) no es fuente de U. N1 (0;U) = ¢ (X3) y
N*™(3;,U) = U, porlo que N* (p(X2);U) # @ y sigue que

¢ (X3) no es pozo de U. Si U es aciclico y ¢; un acuerdo, para
i € {1,2,3}, entonces las sucesiones de fuentes de U son

(101 (Xo) o1 (X2}, 01 (X1)) (92 (Xa) s 02 (X1 ), 902 (Xo))
(w3 (X2), @3 (Xa), w3 (X1))-
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Noétese que T (1) ¥y T (1o2) son duales, pero no isomorfosy T (i3)

es autodual. Si U es ciclico, entonces cada uno de las dos orien-
taciones ciclicas de U induce un D-origen autodual.

Hay cinco acuerdos entre (U,F) y (U, ) con [§| = 3, § minimal
y |8l = 1.

Sea Xy = {0,2}, X; = {4,1} y X, = {0,1}. Notese que se
tiene que Xg, X1 € §o ¥y X2 € §- N F+, por lo tanto cualquier
automorfismo de (U,J) fija a X,. Ademis (U, §) es autodual.
Como Nt (4,U) = X, = N~ (2,U), entonces por el Lema 3.42 se
tiene que

N* (40) # Nt (p(X2);0) y NT(2,0) # N~ (¢ (X2); U).

N*(40) = {¢o(Xo), 0 (X2)} y Nt (2,0) = {p(X1),0(X2)},
por lo que

NT(9(X2);0) # {0 (X0)} ¥y N~ (¢ (X2);U0) # {0 (X))}

Si U es aciclico y ¢; un_acuerdo, ¢ € {1,2,...,5}, entonces las
sucesiones de fuentes de U son

(‘Pl (XD) y 21 (Xl) 1 P1 (XQ)) ) (‘192 ()(0) ) P2 (X2) s P2 (Xl)) y
(03 (X1), @3 (Xo), 03 (X2)), (s (X2) , a (Xo) , s (X1)),
(‘Ps (XQ) 1 ¥5 (Xl) » 105 (X0)) -

Notese que T (1), T (p3) son duales pero no isomorfos a T (i),
T (is), respectivamente y T ;) es autodual. Si U es ciclico,
entonces (v (Xa), ¢ (Xa), ¢ (X1), ¢ (Xo)) eslaorientacionde Uy
T () es autodual.

Hay seis acuerdos entre (U, §) y (U, ) con |F| = 3, § minimal y
ol = 2.

Hay 11 D-origenes no isomorfos con |§| = |#| =3 y § minimal

3. Sea |F| = 3 con ¥ no minimal. Sea § = {Xo, X1,X2}. Como § no es
minimal asumimos que X, = {0,2} y X; = {2,4}.

(a)

Sea X; = {i,2+2} con ¢ € {1,3}. Entonces § = §q y por la
Observacién 3.40 (U, ) es universal. Sea X» = {3,0}. Notese
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que cualquier automorfismo de (U, §) fija a Xo. Ademds (U, )
es autodual. Si U es aciclico y ; un acuerdo, ¢ € {1,2,...,6},
entonces las sucesiones de fuentes de U son

(1 (Xo) 01 (X1), 1 (X2)), (92 (Xo), 2 (X2) , 2 (X1)).

(3 (X1) 93 (X0) , 03 (X2)) , (04 (X1}, 4 (X2) , ou (X)),

(995 (X2) 15 (XO) ) ¥5 (Xl)) ’ (906 (XZ) 1y ¥P6 (Xl) 196 (XO)) ’
Nétese que T (¢1), T (w3) son duales, pero no isomorfos a 7" {s),
T (s), respectivamente, y tanto T (¢2) como T ((p4) son autodua-
les. Si U es ciclico, entonces cada uno de las dos orientaciones
ciclicas de U induce un D-origen autodual. Entonces hay seis
acuerdos entre (U, §) y (U,n} para i = 3. En el caso de i = 1,
cualquier automorfismo de (U, §) fija a X2 y (U, §) es autodual.
El anilisis es andlogo y también hay seis acuerdos entre (U, §) v

(U, 71').
Hay 12 acuerdos entre (U,§)} vy (ﬁ, ) con |§| = 3, § no minimal
y & = So- :
(b) Sea Fr) = {Xo, X1, Xo}, con Xy = {4,i+1} e i € Zs. Nitese que
X0, X1 € Foy X2 € F_NFy, por lo tanto cualquier automorfismo
de (U, F) fijaa Xy. Como Nt (i —1,U) = X; = N (14 2,U),
entonces por el Lema 3.42 se ticne que
N*(i- LU #N* (¢(X2);0) ¥
Nt (3 +2;m #F N~ (W(Xz};ﬁ)-
Nétese que (U, ), (U,Fy) son duales a (U, ), (U, Fw)
respectivamente y (U, 3(4)) es autodual.
Sea ¢ = 0. Entonces por el Lema 3.42, se tiene que

N (40) # N (o (Xi0) y N* (30) £ N (%) 0) .
Como N7 (41U) = {p (Xo),¢ (X2)} ¥y N* (2, U) = {p(X2)}, se
tiene que

N* (p(X2);U0) #{e(Xo)} vy N (0(X3); U) # 2.

Por lo que ¢ (X3) no es fuente de U. Si U es aciclico Y i un
acuerdo, i € {1,2, 3}, entonces las sucesiones de fuentes de U son

(01 (Xo) 01 (X1) , 1 (X)), (02 (Xo), @2 (X2) , w2 (X1)).
(3 (X1}, 03 (Xo) , w3 (X3)) -
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Nétese que T (¢1) ¥ T (p3) son duales, pero no isomorfos y 1" {¢2)
es autodual. Si U es ciclico, entonces la orientacion de U es el
siguiente ciclo (¢ (Xo), ¢ (X2), 9 (X1),¢ (Xo)). Notese que T ()
es autodual. Entonces hay cuatro acuerdos entre (U,§) y (—Ij, 7r)

para ¢ = 0. Por dualidad si ¢ = 3, entonces hay otros cuatro
acuerdos entre (U, F) ¥y (ﬁ, 7r).

Sea 7 = 1. Entonces por el Lema 3.42, se tiene que
NT(0;U) # N* (p(X2);U) y N (3,U) # N~ (p(X,); U).
Gomo N*(0;U) = {¢(X1),¢(X2)} y N* (3;U) = U, se tiene

que

N*(p(X2);0) #{e(X1)} y N (9 (X2);U) # 2.

Por lo que ¢ (X5) no es pozo de U. Si U es aciclico y o; un
acuerdo, 1 € {1, 2, 3}, entonces las sucesiones de fuentes de U son

(21 (X1) ;01 (X2), 01 (Xo)) s (02 (X2), 02 (Xo) 5 2 (X1)),
(3 (Xa), 03 (X1) , 03 (Xo)).

Nétese que T (p2) y T (¢3) son duales, pero no isomorfos y 7" (¢1)
es autodual. Si U es ciclico, entonces la orientacion de U es

(v (Xo): 9 (X1), ¢ (X2),p(X0)). Nétese que T (p) es autodual.
Entonces hay cuatro acuerdos entre (U, §) y (U, 7r) para 1 = L.
Por dualidad si ¢ = 2, entonces hay otros cuatro acuerdos entre

(U,3) y (U,7).

Sea 7 = 4. Entonces por el Lema 3.42, se tiene que
N7 (3;U0) # N (¢ (X2);0) y Nt (15U) # N~ (p(X2); U}
Como N* (3;U) =Uy N*(1;U) =T, se tiene que
N (¢(X2);U) #£ @y Nt (p(X2);U) # 2.

Por lo que ¢ (X3) no es vértice extrermo de U. Si U es aciclico y

w; un acuerdo, 7 € {1, 2}, entonces las sucesiones de fuentes de U
son

(21 (Xo) 01 (X2), 01 (X1)) 5 {02 (K1), 02 (X2) , 2 (Xo)) -
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Nétese que T (1) y T (2) son duales. Si U es ciclico, entonces
cada uno de las dos orientaciones ciclicas de U induce un D-origen
autodual. Hay cuatro acuerdos entre (U, F) y (ﬁ, 1r) para i = 4.

Hay 20 acuerdos entre (U, %) v (U,7) con || =3, F # Fo, ¥ §

no minimal.
En total hay 32 D-origenes no isomorfos con |§| = 3 con § no minimal.

En total hay 51 D-origenes no isomorfos de orden 8 tales que U %“55 ().
O

(vi) w(11;7) =171.

Demostracién Sea U un torneo regular de orden 7, entonces U =2 57
(), U=Wy0U= Cr (3). Sea U un torneo de orden 2, 7 una 2-particién
de Uy § C U tal que |§| =2y (U,J) es admisible. Nétese que (U, ) es
adecuada.

5
1. Sea U =C; (@),

Podemos asumir que U :87 {z). Como 57 (&) es transitivo en
vértices y por la Observacidn 3.43, podemos asumir que Xy = {0, 3,6}.
Como (U,§) es admisible, entonces 1{4,0} N X,|, [{6,2} N X;| # 1.
Por lo que hay tres casos: (:} X; = {1,3,5}, (#9) {4,0} C Xy ¥
{62} N X, =@, (zi1) {6,2} C X,y {4,0}n X, = @.

(¢} Sea X, ={1,3,5}, entonces (U, F) es universal.
Hay 2 acuerdos entre (U,§) y (U,n) con X; = {1,3,5}.
(@) {4,0}Cc X,y {6,2}nX, = .
Sea X| = {0,4,1}, donde 1 € {1, 3,5}. La pareja (U, §) es univer-

sal en los tres casos (i = 1,7 = 3,7 = 5) y en cada caso hay dos
acuerdos entre (U, §) y (U, n).

Hay 6 acuerdos entre (U,F) y (U,7) tales que {4,0} C X, y
{6, 2} r‘le = .
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(i) {6,2} C X1y {4,0}N X, = 2.
Sea X; = {6,2,1}, donde ¢ € {1,3,5}. Sea i = 3, entonces T es
isomorfo al torneo del caso 2, (i4) con 7 = 3 ({0, 3,6}+4 = {4,0, 3}
v {3,6,2} +4 = {0, 3,6}). En los otros dos casos (i=1,i =5) la
pareja (U, F) es universal y en cada caso hay dos acuerdos entre
U3 vy (U.n)
Hay 4 acuerdos entre (U, §) y (U, :n') con {6,2} C Xj.

En total hay 12 D-origenes no isomorfos de orden 9 con U '3(_3"7 ().

2. U =0y (3).

Podemos asumir que U =87 (3). U es transitivo en flechas, es tran-
sitivo en 3-conjuntos aciclicos y {{0,1,3},{0,1,5}} es un sistema de
representantes de las érbitas de 3-conjuntos ciclicos en U. Como U es
D-libre, entonces (U, §) es admisible para todo 2-conjunto § C Ukl
Sea ¢ : § — 7 un preacuerdo entre (U, §) v (U, 7).

(1) Sea X, aciclico, y X, ciclico. Asumimos que X, = {0,1,2}. Nétese
_)
que X, fija C7 (3). Sea X; € &4, entonces X; = {i,i+1,i+ 3}
vi—1 €U (F). Sii~1 € X, entonces por el inciso (i41)
—+
del caso U =C7 (3) (pigina 62), v es un acuerdo si y sdlo si
0 (X)) e (Xo) € F(T (g)). Sii—1 ¢ X,, entonces por el inciso
—

(ii2) del caso U =C7 (3) (pagina 62), ¢ es un acuerdo si y sélo
si @ (Xo)p(X1) € F(T(g)). Notese que en cada caso T () es
autodual, por lo que para cada 4 € Z; hay un Unico acuerdo entre
(U,§) ¥ (U,';r) con Xy € §oy X1 € §;. Por dualidad si X, € §
y X, € §_, entonces hay un tnico acuerdo entre (U,§) y (ﬁ, )
para cada i € Z7.

Hay 14 D-origenes con X, aciclico y X; ciclico.

(71) Sean Xg, X, aciclicos, entonces § = Fo y (U, F) es universal.

{{{0,1,2},{5,i + 1,i + 2} :4 € Za},
{{o.1,2}, G5+ 2,5 +4}:j € Z7}}

es un sistema de representantes de parejas de 3-conjuntos aciclicos
—
en C7 (3). Como |F] = 2, entonces ¢ # 0. Como (U,F) es
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universal, entonces en cada caso hay dos acuerdos entre (U, §) y

(T, 7).

Hay 20 D-origenes con Xy y X; aciclicos.
(#4d) Sean Xp, X, ciclicos.

{{{0,1,3}, {3, + 1,i + 3} : i € Zy \ {0}},
{{0,1,5}, {k.;k+1,k — 2} : k € Z,\ {0}}
{{Ol 173}:{j:j + 17j - 2} : J € ZT}}:

es un sistema de representantes de parejas de 3-conjuntos aciclicos
en 57 (3). Como |F| = 2, entonces i,k # 0.
Sea § = §+. Podemos asumir que Xy = {0,1,3} por lo que
6 ¢ Ut (F) Sib6 € X, entonces X; = {3,4,6} y2 € U* (F).
Como 2 ¢ X,, entonces el preacuerdo ¢ es un acuerdo si y sélo si
@(Xo) p(X1) € F (T (¢)). Si 6 ¢ X, entonces se tiene que X; =
{,i+1,i+3}coni€{1,2} yi—1€U* (F). Comoi— 1€ X,
entonces  es un acuerdo si y sélo si ¢ (X)) ¢ (Xp) € F(T (v)).
Por 1o que hay un dnico D-origen parai =1,2, 3.
Sea § = §-. Por dualidad hay un Unico D-origen para i =1, 2,3.
Sea Xy € §, ¥y X € §_. Podemos asumir que X, = {0, 1,3} por
loque 6 € Ut (F). Si6e X, entonees X; = {j,j+1,7+5} con
J€{1,56}yji+2€ U (F). Comoj+2¢ Xy, entonces  es un
acuerdo siy sélo si ¢ (Xg) ¢ (X1) € F(T (¢)). Si6 ¢ X;, entonces
Xy ={4,+1,j+5}conje{0,2,34}yj+2ecU (F). Como
j+ 2 ¢ X, entonces el preacuerdo ¢ es un acuerdo si y sélo si
¢ (X1) ¢ (Xo) € F (T (p)). Por lo que hay un tnico acuerdo para
cada j € Z;. Nétese que cada T (i) es autodual.
Hay 13 D-origenes con Xy v X ciclices.

En total hay 47 D-origenes no isomorfos de orden 9 tales que U %57
(3).
3. Uz w,.

Podemos asumir que U = W, (pdgina 13). Por la Observacién 3.44,
sabemos que W; es transitivo en D-flechas y podemos asumir que
{wy,wi} C Xo. Entonces

Xo € {{ur, wo, wi}, {wr, wy,wf}, {uy, wi,ui}}.




4.2. CONTANDO MOLDES 89

Nétese que {w;, wy,wi} es dual a {wi,wi,wf}y {wy,wi,wi} es
dual a {w{,w;,wgr}. Sea ¢ : § — 7 un preacuerdo. Como |U| = 2,
entonces por el inciso (i2) de la Observacion 3.19 |F| = 2.

(a) Sea Xo = {wi,wo,wi} € F. Se tiene que Xp € Fo ¥

ii.

i

iv.

wy fwg,w; {wi y wy tw}

Sea X; = {wj,ws,w; }. Nétese que (U, §) es dual a (U, F)
con §F = l{wf,wg,wj},{wf,wg,w;}}. X, € §_. Como
we € U™ (§) y wy € Xy, entonces @ es un acuerdo si y sélo si
p (Xo) o (X1) € F(T (9)).

Por dualidad hay 2 ®-origenes no isomorfos.

Sea X1 = {w;,w{_,_l, wo}. Nétese que (U, §) es dual a (U, F')
con § = {{wy,wo, w3}, {we,wi, wi,}}. F = 3o porlo
que (U, §) es universal y en cada caso (=1, 2, 3) hay dos
acuerdos entre (U, F) y (U, ). Claramente los D-origenes
son no isomorfos.

Por dualidad hay 12 D-origenes no isomorfos.

Sea §qy) = {{wf,wo,fw;} , {w,—“, wp, wf}} Natese que la pa-
reja (U, 3(1)) esdual a (U, S(g)) y (U,3(3)) es autodual. Para
cada 7 € {1,2,3}, se tiene que F(;y = Fo y la pareja (U,F) es
universal y hay dos acuerdos entre (U,§) y (U, 7).

Hay 6 D-origenes no isomorfos.

Sea Fiy = {{wr,wo, wi}, {w;, wo, w}y}}. Como |Fy| =2,
entonces 7 # 1. Nétese que (U, F(2)) es isomorfo a (U, F))
y son autoduales. )y = Fo por lo que (U, F) es universal y
se tienen dos acuerdos entre (U, ) y (U, 7).

Hay 2 D-origenes no isomorfos.

. Sea Fay = {{wi,wo, w5}, {w,we,wi,}}. Notese que la

pareja (U, &(1)) es dual a (U,{f(3)) y (U, 3(2)) es autodual.
X, e€F_0Fpw_, €UT(F ywt el (F)

Sea ¢ = 1. Entonces w3 ¢ Xy vy @ es un acuerdo si y sdlo si
¢ (Xg) @ (X1) € F (T (), pero como w{ ¢ Xy, entonces ¢

es un acuerdo si y sélo si ¢ (X)) ¢ (Xo) € F (T (¢)). Porlo

que no existen acuerdos entre (U, F) y (U, ). Por dualidad
si 1 = 3, entonces no existen acuerdos entre (U, J) v U,T().
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Sea 7 = 2. Entonces w] € Xy y ¢ es un acuerdo si y sélo si
¢ (X1)w (Xo) € F(T (¢)), pero como w3 € X, entonces ¢
es un acuerdo si y sélo si ¢ (Xo) ¢ (X)) € F(T (). Por lo
que no existen acuerdos entre (U, §) y (U, 7).

vi. Sea X; = {w],wy;,, w}}. Nétese que (U, §) es duala (U, §)
con §' = {{wl_iw()!w;_}’{wi_-l-lﬂwj-’wi’rl}}' X, € §+y
wl, € Ut (3).

Sea: = 1,2. Como w} ¢ Xj, entonces ¢ es un acuerdo si y
sélo si ¢ (Xo) @ (X1) € F (T ().

Sea 1 = 3. Como wy € X, entonces ¢ es un acuerdo si y sélo
si ¢ (X1) ¢ (Xo) € F(T (9))-

En cada caso (i = 1,2, 3) hay un tnico acuerdo entre (U, F)
y (U, 7).

Por dualidad hay 6 D-origenes no isomorfos.

vii. Sea X; = {wj,w,,wi,}. Noétese que (U,F) es dual a
(U,3) con F = {{wy,wo,wd}, {w;,wh,uf,}}. F =5
por lo que (U,J) es una pareja universal y en cada caso
(1=1,2,3), se tiene dos acuerdos entre (U,§) y (U, 7). Cla-
ramente los @-origenes son no isomorfos.

Por dualidad hay 12 D-origenes no isomorfos.

viii. Sea X, = {w;,wj,,wj,}. Nétese que (U,§) es dual a
(U,¥) donde § = {{wy,wo,wi}, {w_,,whuwt }} yF=
So por lo que la pareja (U, §) es universal y en cada caso
(1=1,2,3), se tiene dos acuerdos entre (U, F) vy (U, x). Cla-
ramente los D-origenes son no isomorfos.
Por dualidad hay 12 ®-origenes no isomorfos.

En total hay 52 D-origenes no isomorfos con Xo = {w;”, we, wj,, }.
(b) Sea Xo = {wy,wy,wf} €Ty X1 # {w, ,wo,w }. Setiene que
Xo€Boy
wy fwy y wy fuf.
Como (U, ¥) es admisible, entonces |{w{,w;} N Xl‘ # 1.
Supongamos que {w;,wj} C X;. Entonces X = {w;,w],1}
donde i € {wi, wy,wf,wi }.

i. Size {wy,w;,w}, entonces § = Fo por lo que (U, F) es
universal y en cada caso (i = wy,w;,w;) hay dos acuerdos
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ii.

entre (U,%) y (ﬁ, 11'). Por dualidad de X, hay 4 D-origenes
en cada caso. Claramente los D-origenes son no isomorfos.
En total hay 12 ®-origenes no isomorfos.

Sea X, = {w;,wy,ws}, entonces F = Fo por lo que (U, F)
es universal y hay dos acuerdos entre (U, F) y (U, w). Como
(U, §) es autodual, entonces hay 2 D-origenes no isomorfos.

Supongamos que {w;,w; } N X; = @. Entonces

iil.

v.

vi.

X1 - {wg,wf,wg,wf',w;“} .
X1 # {wr,wy,wi} yaque (U, ) = (U,F) con

;g: {{wl_,w{,‘w;r} ) {wl_iw;’wf—}} y
3’ = {{w;,w{,w;},{w§=wé—’w§}}‘

(F corresponde al caso 3(b)i con i = wy).
Sea

Xl € {{wl_: w:i_awO} 3 {wl_a wOlwiF}:

{wﬂa 'wi'-a 'U);-} 3 {%3_, wl—a w;} ’ {w;v ‘lU1+, 'UJ;}}

F =%y (U,g) es universal. En cada caso hay dos acuerdos
entre (U,§) y (U,n) y por dualidad de Xj en cada caso se
obtienen 4 ®-origenes no isomorfos.

En total hay 20 ©-origenes no isomorfos.

Sea X; € {ws,wo,wi}. X1 €F-NFy, wy €UT(F) y
wi € U™ (§). Como wy € Xg ywi ¢ Xo, entonces ¢ es un
acuerdo si y solo si ¢ (X)) ¢ (Xy) € F (T (¢)). Por dualidad
de Xj hay 2 D-origenes no isomorfos.

Sea X = {wl—,'w;r,w;"}. F=Foy (U,T) es universal, por lo
que hay dos acuerdos entre (U, §) y (U, 7) y como (U, F) es
autodual, entonces hay 2 D-origenes no isomorfos.

En total hay 38 ®-origenes no isomorfos con
o€ {{wy,wonwita b {wl vl vl oy X # {wgwe,wil )

“(c) Sea Xo = {wy,w;,wi} €F. Se tiene que Xy € Foy

wr oy wp ful.
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Como (U, ) es admisible, entonces |{w;, wi} nX;| # 1.
Supongamos que {w;,w{} C X,. Entonces X; = {wa",'wfr,i}
donde i € {w;,w; }.

i. Sea X; = {w;,uwf, wf}. §=2%y (U,F) es universal, por lo
que hay dos acuerdos entre (U,§) y (U, 7). Como (U, 3) es
autodual, entonces hay 2 D-origenes no isomorfos.

ii. Sea X1 = {wy, w3, wt}. §=3Fy (U,F) es universal, por
lo que hay dos acuerdos entre (U, §) y (U, 7r). Por dualidad
hay 4 ®-origenes no isornorfos.

Supongamos que {w;,wfr} N X; = 2. Entonces

e
X1 € {wo, wi,wy,wi,wi}.

iii. Sea Xy € {{wy,w;,wo}, {w; wo,wi}, {wo,ws, wi}}. En-
tonces § = To ¥ (U, §) es universal. En cada caso hay dos
acuerdos entre (U, §) y (U, v). Por dualidad, se tiene en cada
caso, 4 ®-origenes no isomorfos.

En total hay 12 D-origenes no iscmorfos.

iv. Sea X, = {w{,wg,w;"}. Xi1e€g_nNg,w e U Py
wi € U~ (F). Como wy € Xgv wi ¢ X, entonces ¢ es un
acuerdo si y s6lo si ¢ (X7) ¢ (Xo) € F (T (p)). Por dualidad
de X; hay 2 D-origenes no isomorfos.

v. Sea X; = {wy,wi,wi}. F=Foy (U,§) es universal, por lo
que hay dos acuerdos entre (U,§) y (I_J,ﬂ). Como (U, §) es
autodual, entonces hay 2 D-origenes no isomorfos.

En total hay 22 D-origenes no isomorfos con
XO = {w‘i_—l’wi_7w;:l} y Xl ?‘3 {wi_)wO)wi—}.]} 3 {w;vw;1; w;:_]} -
En total hay 112 D-origenes no isomorfos con U 22 W,

En total hay 171 D-origenes no isomorfos de orden 9 con U regular de
orden 7. ' 0

Corolario 4.14 7; = {(11;4) |i € {1,3,5,7,9, 11}}.
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4.2.3 Moldes de orden 13

En [26] hay una tabla con todos los toreos no isomorfos de orden 1 al 7.
Usaremos la notacién de éstas tablas para los torneos de orden 6.

(7) w(13;1)=20.

Demostracién Sea T un torneo de orden 6. Hay 56 torneos de orden 6
no isomorfos [26]; 20 de ellos

(Tn21,Tn22,...,Tn33,Tn35, Tn36,Tn37, Tnd5,Tnd6, Tn4T, Tn67)
tienen algin vértice extremo y de los restantes 16 de ellos

(Tn38,T'n39,Tnd0, Tn43,Tnd9, Tnbl1, Tn52,Tnd4,
Tn58, Tnd9,Tnb0, Tn63, Tnb8, Tn69, Tn74, Tn76)

tienen al menos una pareja concordante. Por la proposicién 3.31 en éstos
casos ({w}+ 7T,T) no es un D-origen, en los restantes 20 casos se tiene por
la misma proposicién que ({w} + T, T) es un D-origen. O
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Capitulo 5

Moldes mansos

5.1 Clasificacion de D-flechas

Daremos una clasificacién de las D-flechas en funcién de la discordancia de
su residuo. Estudiaremos algunos propiedades de las clases de flechas y para
una clase en particular encontraremos el nimero exacto de estas D-flechas.

Definicién 5.1 Sean T € TR y uv une D-flecha. Entonces T =T\ {u, v}
es reqular y decimos que lo flecha es:

1. C-residual st 1" gagm,l (),
2. M-residual si T' es molde, y
8. R-residual si la flecha no es ni €-residual ni M-residual.

Analizaremos algunas propiedades de los tornecs regulares con flechas
C-residuales. Para simplificar la escritura las flechas €-residuales, las llama-
remos €-flechas.

Proposicién 5.2 Sea T un torneo regular con una €-flecha (£7,€1), enton-
ces

1. T es ciclico si y sélo si T[N* (1)) = TT,,.

2. SiT no es ciclico, entonces M7 tiene D-tipo (2m’ + 1;1) con un nidbmero
impar de D-flechas.

95
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Demostracién

1. Sea T ciclico. Claramente el subtorneo inducido por Nt (£} es tran-
sitivo. Reciprocamente supongamos que el subtorneo T{N*t (£1)] es
transitivo. Entonces por el Lema 2.16, se tiene que (£7,£7) no es una

componente de D7 (T). Como T \ {£,£} %(—7}2,,,“1 (2), asumimos
que N* (¢+;T) ={0,1,...,m — 1} por lo que

D (M) =( .6 m-1,2m—-2,m-2,...,0,£)}
y T es ciclico.

2. Como T'[N1 (£%)] no es transitivo y es subtorneo de Cam-1 (@), enton-
ces T[NV (£7)] no tiene vértice extremo y por el Lema 2.16, la flecha

(€,£%) es componente de D7 (T). Como D7 (T'\ {£7,¢1)) E’E‘gm_l,
entonces ©® (T') [V~ + V1] aporta un ndmero par de trayectorias de
orden par a ©~ {T). Asi M7 tiene un niimero impar de D-flechas. [

Proposicion 5.3 Sea Tymys un torneo reqular no ciclico y (&5,67), (&7, €7F)
dos €-flechas de T. Entonces D~ (T) consta de las dos flechas (£5.&7),
(Ef,f{") y otras dos trayectorias dirigidas cuyos ordenes suman 2m + 1.
Ademds MT = W,

Demostracién Definimos los siguientes torneos:
To=T\{&, &} Ti=T\{&.&} y T'=T\{&,& & & }-
Por el Corolario 2.20, se tiene que
To =T ZComqss (D) yLNTy =T =Comi1 (D).
Como 52m+1 (@) es transitivo en vértices, podemos suponer que
D (T) = (0,&,&5,m, 2m,...,0).
Por el Lema 2.19 y el Corolario 2.20 (pdgina 30), podemos asumir que

z)_-'(Tl) = (Oim:Qma--'7k1§1—1€?’1k+m:“-10) ) 0 < kﬁzm



5.1. CLASIFICACION DE 9-FLECHAS 97

Figura 5.1: La estructura de un torneo no ciclico con dos €-flechas.

Entonces (j,j+m) € D7 (T)sij # 0,ky (45, &7) . (67.&7) € D7 (D).
Asi se tienen las siguientes discordancias:

01& (modTyp); & |m  (mod Ty);
k1§ (modTy); (k+m)|& (mod T).

Como Ty, Ty, T son torneos regulares, entonces val™ (€;T:) = m +1y

] —
val~ ( f;T) =m+2porloqueT [{&.& &, &N\ {&& . & r}] =0,
Asumimos que £ & € T
Sik € Nt (£]), entonces se tienen las siguientes discordancias:

k1€ (mod &) & | (k+1) (mod &);
0]& (mod &1); & Im  (mod &).

-
Se sigue que T Z(Comis (&) contradiciendo que T no es ciclico. Nétese que
D (T) = (0,65,&,m,2m, . .. k&, & k+m,...,0)

Por lo tanto k ¢ N (&) y k+m € N* (£f). Entonces se tienen las
siguientes concordancias:

k+m=& (mod £); & =k (mod £);
0=¢ (mod&f); & =m  (mod &)

yasi®D~™ (T) = {(&,&F) - (m,2m, ... k) (&7,&1) , (K +m Kk + 2m,...,0)}.
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Como |V ((m,2m,.... k) + [V ((k+m,k+2m,...,0))| =2m + 1, en-
tonces D~ (T') consta de dos €-flechas (&5, &), (€1, &) v dos trayectorias,
una de orden par y otra de orden impar. Por lo que el molde es de orden 7 y
tiene tres D-flechas. Por el inciso (v) del Ejemplo 2.3, el molde de T es W}.
O

Corolario 5.4 Un molde T tiene dos €-flechas si y sdlo si T = Wy.

Corolario 5.5 §i T es molde de orden al menos 9 y tiene una €-flecha
(£7,&1), entonces:

1 (£7,€) eslatinica C-flecha de T'.

2. T tiene un ndmero impar de D-flechas.

Sea M un molde y € (M), M (M),R (M) los conjuntos de las flechas
€, M, R-residuales correspondientes. Claramente los conjuntos de las flechas
¢ (M), M (M), R(M) son invariantes bajo automorfismo.

Veremos algunas propiedades de € (M) , M (M), R (M). Facilmente po-
demos decir cuantas €-flechas puede tener un molde.

Proposicidn 5.6 |€(M)| = 0,1 ezepto si M = Wy, en cuyo caso se tiene
que |€ (Wy)| = 3.

Demostracion Claramente |€ (W3} = 3 (vedse el inciso {v) del Ejemplo
2.3), luego del Corolario 5.4 sigue que st M 2 W), entonces |€(M)]| < 1. O

5.2 Moldes mansos

Sea M un molde. Decimos que M es manso si tiene una €-fecha. Un torneo
regular es manso si su molde lo es. Diremos que un torneo regular es salvaje, si
no es ciclico ni manso. La clasificaciéon de ®-flechas nos induce una particién
de los moldes en tres clases:

._}
1. Los torneos ciclicos, Cam+1 (@),

2. Los torneos mansos y
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3. Los torneos salvajes.

En éste capitulo vamos a estudiar los moldes mansos. Daremos el niimero
exacto de moldes mansos no isomorfos con orden y D-tipo fijo (los mpldes
mansos tienen un nimero impar (al menos 3) de D-flechas) y estudiaremos
cierto tipo de subtorneos y la estructura de los subtorneos isomorfos a Wy.

5.2.1 Construccion del ciclo auxiliar C

Por Corolario 5.4 sabemos que Wj es el tinico molde manso con més de
una €-flecha, por lo que podemos asumir que |[M{ > 9 y que M tiene una
séla €-flecha. Sea M un molde manso con D-tipo (2m + 3;2(m — 25) + 1)
con 0 <5< m/2ysea (£,£1) la linica €-flecha. Podemos suponer que

T M\ {€7,6%} =Campr (B) por 1o que
27 (M\ {¢,6}) =(0,m2mm—1,2m~1,...,m+1,0).

Como M tiene al menos otra D-flecha asumimos que {0,m) € D~ (M).
Sean V== Nt (£7)\{¢T}, V* = Nt (¢*) talesque {m} € V- y {0} € VT,
{P¢} el conjunto de trayectorias maximales de D7 (M \ {€7,£HN Ve, con
e € {—,+}y Py ={m,2m,...,Iim} y P} = {km,...,m +1,0}, donde
(p ) Sl

Sea C el ciclo que se obtiene al contraer cada trayectoria P; al vértice vf,
€ € {—,+} y par la funcién de peso que le asigna a cada v{ el orden de la
trayectoria PF, par (v5) = |V (P£)|.

) SR — o
C={v,vi,v,v5,..., v, 05,07},

Notese que p(vf) 2 2, [V (Cur)| = 25 y Cjy contiene todas las D-flechas
de M salvo la €-flecha (£7,£7). Ademis

doouly) = m, me =m+1y
i=1
ZpM(v) = 2m+1.

veC )

Nétese que si {M| > 9, entonces por el Corolario 5.5 la €-flecha es tinica, y
el ciclo Cy; también. Si |[M| = 7, entonces M = W,. Como W, es transitivo
en C-flechas, entonces el ciclo Cyy, es tinico salvo isomorfismo. Claramente el
molde manso M es completamente determinado por el ciclo Cys y la funcién
de peso pu, asi que hemos probado el siguiente
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(a) (b)

Figura 5.2: (a) La discordancia del residuo de la C-flecha, (b) el ciclo auxiliar
asociado

Teorema 5.7 Eriste una biyeccidn natural entre los moldes mansos y el
conjunto de ciclos dirigidos de orden par Gz, (U1, U1, U2, Uz, - - - » Vs, g, V1),
s > 1, con una funcion de peso p : V (02,) — N tal que @ {v) > 2 para

veV (Cr) ¥ Do (v) =Ty o (w) +1.

Recordamos que una digrafica es rigido si el dinico automorfismo es la
identidad.

Proposicién 5.8 Los moldes mansos de orden al menos 9 son rigidos.

Demostracién Sea 52,.; (vg, gy V1, U1, - - - Un—1; Up—1,V) un ciclo di-
rigido de orden par. Sea ¢ : V (E'Qn) —» N una funcién de pesos tal que
Yo p(w) = m, Z; ¢ (u;) = m+ 1. Claramente una rotacion impar
de los vértices de ng no respeta la funcién de pesos. Sea ¥ una rotacién
par de los vertices de C’gs tal que 1 respeta la funcién de pesos. Como
med (m, m + 1) = 1, entonces p es la identidad y 8'23 es rigido. 0

Una funcién de pesos pas, se puede expresar como dos particiones, 7y, T2
de m en s sumandos v m + 1 en s sumandos respectivamente, tales que si
7 = (n ,n2 ,..., 7)), entonces n; > 2, paral < ¢ < k. Sea la particion
x = (n]',n%?,...,ng*), entonces definimos € (m)t =rlrad .. omgl
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Lema 5.9 Para m,s,m y 72 fijos hay

(s!)”

s - € (m)le (ms)!

moldes mansos no isomorfos.

Demostraciéon Sean 7y, 7 dos particiones de m y m+1 respectivamente
definidos como sigue:

T T1,2 TL& _ 72,1 2.2 Ta
(n1,1 142 1--~:”1,k) y T2 = ("“2,1 1Maoy -yl )’

m
conn;; > 2. Nétesequer;i+rie+...+7x=8yr1+reat...+rop=s.

Usando el argumento de permutaciones aciclicas con repeticién, se tiene que
el nimero de moldes mansos es igual a

O [ ==
SA\T11T12---Tk T21T22-- -T2y S-£ (71'1)!5 (7’(2)! ’

n 7!
Tng .. .My Tl]!ﬂ.g!...nk!’

conrng+ne+ ... +ny=n. O

donde

Como consecuencia directa tenemos el siguiente Teorema:

Teorema 5.10 Con D-tipo fijo (2m + 3;2 (m — 2s) + 1) hay

(s
Z s-ef

1
a1 7!'1)!5 (7T2).

moldes mansos no somorfos.

Corolario 5.11 Para cada m par m > 4 hay un sélo molde manso (salvo
isomorfismo) con D-tipo (2m + 3;1).

- Demostracién Sea M un molde manso con D-tipo (2m +3;1) y C el
ciclo inducido por las -flechas de M del residuo de la flecha €-residual. Se
tiene lo siguiente
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1. [V (C)l=m = 2s,
2. m; es una particién de s en s sumandos y

3. o es una particion de s + 1 en s sumandos.

Por lo tanto m = (1), 72 = (2,1° ) y

C) R ) S
Z s-e(m)le (m)!  s-sl{s—1) 1

1,2

O

Corolario 5.12 Para cada m > 3 hay un sélo molde manso (salvo isomor-
fismo) con D-tipo (2m + 3;2m — 3).

Demostracién Sea M un molde manso con D-tipo (2m + 3;2m - 3) y
C el ciclo inducido por las D-flechas de M del residuo de la flecha €-residual.
Se tiene lo siguiente

1. [V (C) =2 =2s,
2. m, es una particiondemen 1 y

3. w2 es una particidondem + 1 en 1.
Por lo tanto m; = (m) y m2 = (m+1). Como s = 1, e(m)! =

1
£ (m2)! = 1 se sigue el resultado por el Teorema 5.10. a

Corolario 5.13 Para cada m impar m > 3 hay ezactamente

m? -1
8

moldes mansos (salvo isomorfismo) con D-tipo (2m +3;3).

Demostracién Sea M un molde manso con D-tipo (2m + 3;3) y C el
ciclo inducido por las ®-flechas de M del residuo de la flecha €-residual. Se
tiene lo siguiente '
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1. [V(C)|=m —1=2s,

2. m, es una particién de s + 1 en s sumandos y

3. 7, es una particién de s + 2 en s sumandos.

Por lo que m = (2,1°71), mp € {(3,1°71), (2%,1*°%)} y
(1) _ (sh*

s (@ LEG L)) sG-Ds—1 °
(s!)? _ (s)? _s(s-1)
5-£((2, 1, 1N ((22, Laa))! ~ s(s—1)12(s—2)! 2
Por lo tanto
(sh)? _os(s—=1) §+s
mz’:ms-e(ﬁl)!s(wg)! =5t 2 2
_ m? —1
-8

Corolario 5.14 Con D-tipo (2m + 3;2m — 7) hay
m? —5m + 6
2

moldes mansos no somorfos.

Demostracion Como s = 2, entonces

Zp(v') =m-2y Zp(’u“L):m—l.

Sea m = 2k. )

Hay 2 [2";—_2J sz_{_lj - L%:gj combinaciones de dos particiones 7, 7, don-
de 71 es una particién de 2k — 2 en 2 sumandos y 7, es una particion de 2k —1
en 2 sumandos.

2k -2] |2k -1 2k — 2
21 - = 2k? — 5k
S e

_m’—5m+6
=
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Sea m =2k + 1.
Hay 2 |_2k2- 2J |_2k2_ 1J - [2’“2_ 1J combinaciones de dos particiones 7y, 72 don-
de 7 es una particion de 2k — 1 en 2 sumandos y 7, es una particién de 2k

en 2 sumandos.

2% —2||2%k—1] |2%k-1| _,
2| B2 |2 - |25 — o -k

_ m’—5m+6
=—F

y se sigue el resultado. ad

Sea uv una D-flecha no €-residual en un molde manso. P, eslatrayectoria
maximal en V¢, con ¢ € {—, +}, que contiene al vértice w.

Proposicién 5.15 Sea uv una D-flecha no €-residual en un molde manso
la flecha wv es

1. M-residual si 1 (P),1(P,) > 1.
2. Reresidual si ((P) =1 0 1(P,) = 1.

Demostracién Sil{P,) =10 (P,) = 1 se genera una D-trayectoria
de orden al menos tres en el residuo de wwv. O

5.3 Wjy-subtorneos fieles de moldes mansos

En esta seccién estudiaremos los subtorneos fieles (por definirse) de moldes
mansos que son isomorfos a Wy (pdgina 13). El interes por estos subtorneos
surge del hecho que Wy es el inieo molde manso con mas de una ¢-flecha. Se

sabe que de (Ezmﬂ (@)) = 2 [24] y de (W)y) = 3 {23], por lo que los torneos
ciclicos no tienen subtorneos isomorfos a W;. Esto obliga a los subtorneos iso-

morfos a Wy de un molde manso a contener uno o ambos vértices terminales
de la €-flecha del molde. Hemos entonces demostrado lo siguiente:

Lema 5.16 Sea (£7,£%) la €-flecha de un molde manso M con |M| > 9. Si
M tiene un subtorneo H isomorfo a Wy, entonces {7, (T} N H # @.
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Definicién 5.17 Decimos que un subtorneo H de T es fiel st la discordan-
cia de H es la subdigrdfica de la digrdfica de discordancia de T inducida por
los vértices de H.

Nétese que si H es un subtorneo fiel de T' y uv € F (D~ (H)), entonces
uv € F (D7 (T)).

Lema 5.18 Sea M € TR;, ; un moldemanso y (£,£%) la flecha ¢-residual.
Los siguientes subtorneos que contienen a la flecha (£7,£) son fieles en M.

1. Sea P = (m,2m,...,2km) una trayectoria de D™ (M \ {£{7,¢4}) tal
que |[PNV- =k <m-2y{0,2k+1)m}CV,ec{—,+} M\ P
es subtorneo fiel en T.

2 Sean PP Cc V™ y P C VYt con PECD™ (M\{£,6}), ee {—,+},
|P~| = |PY| = 2k +2 < m, entonces M \ {int(P~),int (P*)} es un
subtorneo fiel en M.

Demostracién Se tiene que M \ {£7,£1} ?_’52,,,,“ (). Ademas

1. Por los Corolarios 2.15 y 2.20, se tiene que
__)
MAN{E7, €7} \ P =Copm—ryn1 (D).

Sea M'= M \ P, podemos asumir que M’ \ {{,£1} zag(mtk)ﬂ (D)
donde 2(m — k) +1 > 5. Como M'\ {£7,£%} es regular y en M’
quitamos k invecinos y k exvecinos de £~ y quitamos k invecinos y k
exvecinos de £t en M, entonces M’ es regular también, ademsds {£7,£1}
sigue siendo una flecha C-residual en M’. Al quitar los vértices de la
trayectoria P se genera la D-flecha (0,(2k + 1)m) en M’ \ {{7,£7},
pero ambos vértices terminales estin en la misma semivecindad de £~
y de £1. Por lo que las D-flechas de M’ son D-flechas de M y M \ P
es fiel en M.

2. Por los Corolarios 2.15 y 2.20, se tiene que

M_\ {¢, EXIN (int (P7)uint (P)) gaz(m—zk)ﬂ (@) .
Sea M' = M\ (int (P~) U int (P7)). Podemos asumir que

M\ {¢,¢7} :52(m—2k)+1 (@),
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donde 2(m—2k) + 1 > 5. Como M'\ {£7,£7%} es regular y en M’
quitamos k invecinos y k exvecinos de {~ y quitamos k invecinos y
k exvecinos de €%, entonces M’ es regular también, ademds {£,¢7}
sigue siendo una flecha C-residual en M’. Sea P = (uf, u5,...,uf, ),
€ € {—,+}. Al quitar los vértices interiores de las trayectorias P~, P+
se generan dos D-aristas {ug,ug,,} v {ud, vl } en M\ {€7, &7},
pero ambos vértices terminales estan en la misma semivecindad de
£ y de £, Por lo que las D-flechas de M’ son D-flechas de M y
M\ {int (P7)Uint (P")) es fiel en M. 0

Observacién 5.19 Sea M un molde manso de orden 2m+3, (£7,£%) la €-
flecha de M y {Pf} la coleccion de trayectorias en D~ (M \ {7, £tHhnVe,
e € {—,+}, tal que |Pf| = 2k +2 y Y |P7| = 3 |P}| < m. Entonces
M\ ({int (P} U {int (PJ'")}) es un subtorneo fiel en M.

Proposicion 5.20 Sea M un molde manso con D-tipo (dn + 1;dn — 5), en-
tonces

1. M no tiene subtorneos fieles isomorfos a W.

2 M tiene
(n—1°%n%(n+1)
6

subtorneos no fieles isomorfos a Wy que contiene la €-flecha de M.

3. Si H es un subtorneo isomorfo a Wy, entonces £ no es componente
trivial de H.

Demostracién Noétese que M tiene 3 D-flechas. Sea £~ €% la flecha
-
C-residual de M, podemos asumir que M\ {£7,£7} =Copn-1)41 (&). Como

-
Car-1)+1 (125) es transitivo en vértices pedemos suponer que

D7 (1) ={(£,¢).(0,2n - 1), (n,3n — 1), {w}},

yV ={2n-1,22n—-1),...,2n—1)(2n - 1)} (mod 4n — 1).
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1. Supongamos que H es un subtorneo fiel en M con H isomorfo a Wj.
Tanto M como H tiene tres D-flechas, por lo que las tres D-flechas de
M estan en H. Sélo falta encontrar el vértice aislado w de D~ (H).
Por la estructura de Wy, se tiene que w € N=7~ (£7,0,n).

m—12=n (mod 4n —1), por lo que dp- 7\ (e- ¢+ (0,7) = 2n—1
(T\{£—£+])

y

0|n (mod M\ ({&~,&7}uU (V™ \{0,n}))).
Como N~ () c M\ ({£&7,£T} U (V~\ {0,n})}, entonces se tiene que
0|n (mod N~ (£7)), porlo que N™77 (£7,0,n) = @. Por lo tanto,
no existe un subtorneo fiel isomorfo a Wy en M.

2. Construimos ¢l siguiente subtorneo H de M:

(a) {£7,&T}C V(H).
(b) V- N H = {4, j} una subtrayectoria de D~ (M \ {{7,£1}) tal que
do-(1\(e- £+)) (3, ) es impar.
(¢) V*NH = {u,v,w} donde {u,...,v,...,w} es una subtrayectoria
de D (M \ {£,&}) tal que
i. (u,v,w) es ciclico.
it. d@H(T‘\{E"Eﬁ-}) (u,v) es impar.
tii. dp-(m\(e- ¢+ (J, u) es impar.
iv. dp-(m\(e- ¢+1) (0, 1) es impar.

Por los incisos (a) y (b) el subtorneo H es regular, por el inciso (¢) la
flecha £ €1 es componente de D~ (H) y ademas |H| = 7, por tanto
H=W,. SiH=W,ylaCflecha de M también estd en H, entonces
por construccién H satisface (b) y (c).

En V™~ hay (n — 1) n parejas de vértices que cumplen con la condicion
{b). Para cada pareja en V™ hay ﬂj)%("—ﬂl ternas en V1 que cumplen
con la condicién {c) sea i € V* (véase la figura 5.3):

n—-1 J n—1 ... n—1I n—1
: JU+1 1 : :
=S (58
§=1 i=1 j=1 J=1 =1
1 (n—l)n(Zn—1)+(n—l)n
2 6 2
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g — w7

Figura 5.3: El molde manso con 3 D-flechas y con £~£% como €-flecha.

Por lo que hay 1 (n — 1)’ n? (n + 1) subtorneos no fieles isomorfos a W)
que consienen la €-flecha de M.

3. Supengamos que & es vértice aislado de D2 (H) y
F (D7 (H)) = {(uo,u1) ; (vo, 1), (wo, w1)}
Por la estructura de M [H] se tiene que
{uo,vo,wo} C N7 (&%) ¥ {uy,vi,mn} C Nt (&),

porlo que {{ug, u1), (vo, v1), (wo,wy)} C F (D~ (T)), pero M sélo tiene
dos D-flechas en el residuo de la flecha (£7,&%). O

Sea M un molde manso con D-tipo (4s + 3; 1). Notese que M tiene 25+1

D-flechas y si £ €7 es la C-flecha de M, entonces M \ {£7,£71) ’—‘_—‘8‘43“ ().
Podemaos asumir que

D7 (M)={(0,2s+1),(4ds+2,2s5),(ds + 1,25 -1),...,(2s + 3,1), {25 + 2}}
con {0} eVty {2s+1}€¥V. Sea

Fe={u* eNT(&): (u",ut) e D (M)}, e € {—,+}.
Ndétese que

F~ o= {4s5,45-2,...,2s+2} C N* (2s+ ;T\ {£ . ¢'}) ¥
Ft = {25 -1,25—3,...,1}C N* (0;T\ {¢",¢})
por lo que M [F¢| = TT,.
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Proposicién 5.21 Sea M un molde manso con D-tipo (4s + 3; 1), ¢t la
¢-flecha de M y H un subtorneo de M isomorfo a Wy, entonces

1. La €-flecha £ & de M esta en H.

2. SeaF (D~ (H)) ={€",(4s—2i+1,28 — 21) (45 — 25,25 ~ 2j — 1},
entonces 1 < 7.

Sea W ={H C M | H= Ws}, entonces |W|=5—(j —1i).

2. M tiene
s(s+1)(2s+1)

6

subtorneos isomorfos a Wy.

Demostracién Sea £~ ¢1 la €-flechade M y H un subtorneo fiel isomorfo
a Wy recordamos que HN{£, £} # o

1. Supongamos que |[HN{£7,&¥}| = 1. Sea & € H donde € € {—,+}.
Como H es fiel en M, entoneces £€ es la componente trivial de D™ (H).
Como H =2 W, entonces N~ (£ H) y N™* (£ H) son ciclicos en H,
pero N~ (£7) € F~ y Nt (£%) C F* por lo que alguna semivecindad
de £° es aciclica. Por lo tanto £ no es componente trivial de D7 (H)
yE 6t e V(H). Asi£7 €Y € D7 (H).

2. Supongamos que
D7 (H) = {(£7,67), (45 — 2%+ 1,25 — 2i) , (45 — 2,25 — 2 — 1), w},
entonces

W={m+1}U(F \{4s-2i+1,4s - 2(i+1) +1,...,0})
U(F*\{1,3,...,2s - 2i - 1})

yWl=1+(s—1-4)+i=s.

Sea
D (H) = {(€7,€"),4s — 20+ 1,25 — 2i), (45 — 27,25 — 2j — 1) ,w}.
Supongamos que j < i, entonces

dg)-+(T\{E—'§+}) (43 — 2], 4s — 21 + 1) =2 (22 —-1- 2]),
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{45 —2i4+1,67} C N~ (45— 25)
y N* (w; H) es ciclico en H, por lo que i < j.
Sea k = j —1> 0, entonces |W| =5 — 22'“4_2" 2 =5~ (j-1).

3.Seak=75—-1,0<k<s-1,

-1 n

gg(s_k)—sz(nﬂ SULE
(6D (s=1)s(s+1)
-s( 9 +s)~ 6

Cs(s+1)(2s5+1)
- g -

Sean {P;"}, {P} las trayectorias maximales de D~ (M \ {£7,£%}) en
V™ y V* respectivamente,

Cf— a o= -
C—(uo,uo,ul,ul,.‘.,us,l,us*l,uo)

el ciclo de las D-flechas de T\ {£7,€"} que aparecen en D7 (M), donde
uf es el vértice que representa a la trayectoria Pfy p: V (C) — N tal que
plug) = L(F).

Fo = {ueV™ :uww e F(D7(M)) para algin v e V*}

F* = {ueV':weF(®7 (M)) paraalginveV }.

N
Si H es una digrifica, entonces denotamos por C3 (H) el conjunto de tridngulos
ciclicos en H.

Proposicién 5.22 Sea M un molde manso cuyo €-flecha es £ y con D-
tipo (2m + 3;2 (m —~28) +1). FEntonces M tiene los siguientes subtorneos
fieles en M isomorfos a Wy.

{Si2m+3=1 (mod4), entonces s > 1 por la Proposicicn 5.20).

1. M tiene subtomeos H, ﬁe!es en M, T[Hp| =Wy y |Hon{(,6TH =1

si y sdlo si 03 (F7) o C3 (F*) es no vacia.

2. Si se cumple 1, entonces hay exzactamente {53 (F”)’ + ‘53 (F+)| sub-

torneos fieles isomorfos a Wy con un sdlo vértice extremo de la €-flecha
de M.
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3. M tiene subtorneos fieles Hy isomorfos a Wy con la €-flecha de M
(salvo en el caso de2m+3=1 (mod4) ys=1).

4. Hay al menos Y1=7 | 1p (u,)| subtorneos fieles isomorfos a Wy con la
C-flecha de M.

Demostracion Sea £¢7 la €-flecha de M.

1. Sea (ug, u1, us) 653 (F©) donde ¢ € {—,+}. Como u; € F* existen
{vo,v1, v2} C V(M) tales que

{(UO: UO) 1 (“11 'Ul) ’ (u27 'U2)} C D~ (M) s

por lo que 7' [{£F, ug, v, U1, V1, U2, U2 }] es isomorfo a Wy, con £° como el
vértice aislado de D7 (Hp) y {(uq, v0) , (ur,v1), (uz, v2)} las D-flechas.

Sea Hy un subtorneo fiel en M tal que T [Hy] es isomorfo a Wy y
{£7,&t} N Hy = &, como Hj es fiel en M, entonces £* es el vértice ais-
lado en D7 (H,). Supongamos que Hy = M [{£%, uo, w1, vo, v1, Wo, W1 }
con {(ug, u1), (vo,v1), (we, w1)} C D (M). Como las semivecindades
de £ en Hj son ciclicas, entonces N7 (£°) = {ug, vo, wp} es ciclico en

My 53 (F*) es no vacia.

2. Por (1) hay una correspondencia uniboca entre los ciclos del conjunto

53 (F7)U 53 (F*) y los subtorneos fieles de M que son isomorfos a
o y cumplen que |[Ho N {&,£7}| = 1, y se sigue el resultado.

3. Sea H; fielen M con £,£1 € V (H,). Como H, fiel en M, entonces
(§7€7) € D7 (Hy).

(a) Probaremos que si hay una trayectoria maximal P" C V* tal que
|P;*| = 2k + 1, entonces M tiene algin subtorneo fiel isomorfo a
Wy. Sea C el ciclo auxiliar del maolde M y u} € V (C) tal que
Pt = {m,2m,...,(2k+1)m} C V* es la trayectoria correspon-

diente al vértice u; en el ciclo C, entonces

{(0,_m) JACE+1)m, (26 +2)m)} € D7 (M),

Por el inciso (7iZ) del Lema 2.7, se tiene que 0 = (2k+1)m
(mod P;"). Como V (P) C N~ (£7), entonces

N~ (£7,0,(2k + 1) m) = {2m,4m, ... 2km} .
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Nétese que [N~ (67,0, (2k+1)m)| = k.
Seaw € N™"~{£7,0, (2k + 1) m), entonces

Hy=M[{£,£5,0,m,Q2k+ 1) m, (2k+2) m, w}] =W,

y D™ (H1) = {(€7,€7), (0,m), ((2k + 1) m, (2k + 2) m), {w}}, por
lo que Hy es fiel en M.

Probaremos que si hay una trayectoria maximal P~ C V™ tal que
|P| = 2k + 2, entonces M tiene algin subtorneo fiel isomorfo a
Wy. Sea C el ciclo auxiliar del molde M y v, € V(C) tal que
P~ ={m,2m,...,(2k + 2) m} es la trayectoria correspondiente al
vértice u; , entonces (0, m),((2k 4+ 2) m, (2k + 3) m) € D7 (M).
Como M es molde, entonces 6,—m € N~ (£7) y por el inciso (¢}
del Lema 2.7, se tiene que 0 = (2k + 2)m  {mod (T \{£7,£T})\
P7) por lo que

-meNT(£,0,(2k+2)m) .
Sea Hy = M [{&7,&%,0,m, (2k + 2) m, (2k + 3) m, —m}}, entonces
D7 (H) = {(£7.£%), (0,m),((2k + 2)m, (2k + 3) m), {—m} }

yHlf_\—_JWO.

Supongamos que p (u; ) = 2k;+1 para todo vértice u] € V(C) y
p(u]) = 2k/+2para todo uf € V (C). Sea (0,m) € D (M), con
0 € V*. Sea (0,m) la D-flecha (uf,u; ) en M y (Im, (I +1)m) la
D-flecha (u;,uj) en M, entonces

do~\g-e+p (0,0m) = L+ p(u) + 1 +p(uf) + 1 +p(uy)
= 3+2k +2k] +1+2k;
=2(ki+ ky +k +2)

por lo que (Im,0) € F (M) y {£7,{m, 0} es ciclico en M. Como

(0,m) € ®7 (M) y M es molde, entonces —m € N~ ({7), y se
sigue que —m € N~~~ (£7,1m,0), por lo que

MA [{¢.¢% tm, (1+ 1) m,0,m,~m}] = W,

con {(£7,£%), (Im, (I + 1) m), (0,m}} como D-flechas. Claramen-
te el subtorneo M [{£7,£7,Im, (I + 1) m,0,m, —m}] es fiel en M.
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4. Para cada u} € V(C) con p(u}) = 2k; + 1 hay k; subtorneos fieles
isomorfos a Wy.

Seap( )+Zr::+1 p(u (r))=2k+17ysean
:{m,Zm,...,kf’m} fo:{...,(l—l)m,lm}

las trayectorias correspandientes a los vértices u] y u}’ respectivamente,
con Im %0 (mod 2m + 1), entonces

@,m),(Im,(l+1)m) e F(D7 (M) y

dpoaye-ip (O Im) =142k +2(G — 1) =2(k + 7 — 1) + 1,

y (0,lm) € F(M). Nétese que 0,({+1)m € V™ y m,lm € V* por
lo que (0,m, £7) es ciclico en M. Sea w € N="7(0,Im,£™) Cc V¥,
entonces :

M [{«5_,£+,0, m,Im, (I + 1) m,w}} >~ W,

con {(¢7,£%),(0,m), (Im, (I +1)m)} como D-flechas. Claramente el
subtorneo M {{£7.£7,0,m, Im, (I +1)m, w}] es fiel en M. Por el inciso
(ii1) del Lema 2.7, se tiene que

0=Ilm (mod Pm)

por lo que N== {0,Im,£7) = N (&) n{2m,dm,....(I-1)m} ¥
N 0 0m, ) 2 2 [ (P*)J = 57 Lo ().

Nétese que si p (u) + > 1., (p(u7) + o (uf)) = 2k, entonces no hay
un subtorneo isomorfo a Wy cuyos D-flechas son

{(¢7.€%),(0,m), (tm, (1 +1)m)}. q
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Capitulo 6

Coloraciones

En este capitulo daremos cotas tanto inferiores como superiores para el
numero dicromatico de un torneo regular (no ciclico, ya que esos torneos son
2-dicromaticos [24]) en funcién de un cierto tipo de subtorneos: los moldes.
También acotaremos el nimero dicromético de los torneos que pertenecen
a una familia con molde fijo, en funcién del cociente de un torneo regular
amplio de esta familia.

Definimos la siguiente relacion de equivalencia entre dos vértices u, v en
un torneo 1

Decimos que los vértices u,v € V (T') son equivalentes en T, u ~ v
(mod T), si w,v € V(P) y u = v (mod T\ P) para alguna trayectoria
maximal P en D7 (T).

Definicién 6.1 La relacidn de equivalencia ~ induce una particion P de
los vértices de T. Sea T/P el cociente de T inducido por P. Notese que
MT — T[P, y T/P es un torneo sélo st T es un molde.

Observacién 6.2 Elmolde M de un torneo T' € TR® es subtorneo de T/P.
Demostracion Sea T un torneo regular, M7 su molde y T/P el cociente.
|% (T/P) = V (*MT) U {UQ < V(T) fugug € D7 (T) Yy up © 1/1}
F(T/P) = F(MY)U{(u1,uzu1) i viup € D (T) y uy € VU
{vavy s v, € DT (MT) y v1v2 no es maximal en D7 (T) } U
{ugw 1wz € D7 (T),wu, € M yu, e VU
) {wu-g tugug € D7 (1), ww € MY yu € Vl} U
{UQ‘lUQ.'Ulwl Eg_’ (T) Y U, w; GVI} D
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Si M es un molde, entonces F (M) es la familia de torneos regulares cuyo
molde es M.

Definicién 6.3 S: T es un torneo reqular y todas las trayectorias de D (T)
son de orden al menos 3 decimos que T' es un torneo amplio.

Decimos que T es un torneo es amplio en S,
S C {uill eV(T):up€P}u {vi,l eV(T): v € P}

si cada vértice de S estd contenido en una trayectoria de D7 (T) de orden
al menos 3.

Sea MT (S}, S};++), donde MT es el molde del torneo regular T' y Sj es
el conjunto de componentes triviales de D~ (M”) que no son componen-
tes de D~ (T), Sj es el conjunto de flechas de F (D~ (MT)) contenidas en
componentes de ©7 (T') de orden al menos 3. :

Figura 6.1: M {S{, Si; )

Observacién 6.4 MT (S}, S1;¢) 2 T/P.
Demostracion Notese que
T/P = MTU{S}+ {vavi vy € Si}+ {(u,v",u) 1w € Si} +

{uzw:wuleMTyu1656}+{wu2:u1wEMTyu1 ES{,}—{—
{usws :vqwy € T y uy,w, € 53}

a
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Observacién 6.5 Sean T, T' € F (M) con T' amplio, entonces
T'/P tiene un subtorneo isomorfo a T/P.

Demostraciéon Sean T,7' € F (M) con T' amplio. Sea Sy el conjunto
de componentes triviales de D~ (M) que no son componentes de D (T),
S: es el conjunto de flechas de F (D~ (M)) contenidas en componentes de
D™ (T) de orden al menos 3. Sea S el conjunto de componentes triviales
de D~ (M) que no son componentes de D (7"), S| es el conjunto de flechas
de F (D~ (M)) contenidas en componentes de D~ (7”) de orden al menos 3.
Como T es amplio, entonces Sy C Sy §; C 57, por lo que M (S, S1; ) es
subtorneo de M (S}, Si; ¢). Como M es subtorneo de tanto T/P como de
T'/P, y se sigue el resultado por la Observacién 6.4. O

Definicion 6.6 Si D es una digréafica, su numero dicromdtico dc (D) es el
minimo nimero de colores necesarios para colorear los vértices de D) de mado
que no se formen ciclos dirigidos monocromdticos [22, 16].

Lema 6.7 Si o : D — D' es un homomorfisrno cuyas fibras son aciclicas,
entonces dc (D) < dc (D).

Demostracién Sea ¢’ : V (D') = C una coloracion éptima. ¢’ induce
una coloracién ¢ : V (D) = C de la siguiente manera: ¢ (v) = ¢; € C si
&' (¢ (v)) = ¢. Cada fibra es aciclica y las clases dicrométicas de ¢' son
aciclicas por lo que ¢ es una coloracién aciclica. O

Nétese que la proyeccion natural p : T — T/P es un homomorfismo y sus
fibras son aciclicas por el Corolario 2.8, por lo que dc(T) < de(T/P).

Proposicién 6.8 Sea T € TR®, entonces
dc(T) = de(T/P) .

Demostracién Se tiene que de (T°) < de (T/P) por Lema 6.7, entonces
basta probar que dc(T) > dc (T/P). Sea ¢ una coloracién aciclica éptima
de T y P el conjunto de trayectorias maximales en D {T) de orden al
menos 3. En cada trayectoria P € P figuran al menos 2 colores ya que
T [V (P)] contiene tridngulos ciclicamente orientados. Sean u,,v, dos vértices
consecutivos en P de distinto color. Definimos una nueva coloracién vy de T’
como sigue:
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1. Si z € V (P) para alguna trayectoria P € P, entonces

— (up) siz=w, (modT\P)
")‘(-’13)—{:2(3?) Zizsvp (mod T\ P) -

2. En otro caso, v (z) = ¢ (z).

Veremos ahora que 7y también es aciclica. Si no lo fuera, existiria un ciclo
dirigido C monocromatico bajo 7, el cual supondremos del orden minimo
posible. Por lo tanto C es un triangulo. Obviamente C' contiene algin
vértice u cuyo color fue modificado, por lo que u € P para alguna trayectoria
P € P. Como v induce una corolacién aciclica en P, C contiene algin vértice
ve V(T)\ P. Supongamos que C tiene el color ¢ (u,). Si el tercer vértice
z € C estuviera en P, entonces u = z (mod v) lo cual contradice que C es
ciclico, por lo tanto z € V (T} \ P. Por otro lado, v, = v (mod {v, z}),
lo cual implicarfa un tridngulo ciclico en 7" bajo ¢. Por lo tanto <y es una
coloracion aciclica en T', ademas -y induce una corolacién aciclica en T/P y

dc(T) > de(T/P). 0

Esta proposicidn tiene como consecuencia que los torneos amplios de una
familia F (M) tienen el mismo nimero dicromatico.

Proposicién 6.9 Todo torneo T' € TR® cumple que
de(T) < 2de(MT) .

Demostracién Por ta Proposicién 6.8 sabemos que dc(7°) = de(T/P)
luego por el Lema 1.2, se sigue el resultado. (|

Ahora podemos dar una cota inferior y superior del mimero dicromatico
de un torneo en funcién del nimero dicroméatico de su molde; y podemos
dar una cota superior del nimero dicromitico de un torneo en funcion del
nimero dicromatico de un molde amplio de 1a misma familia de torneos.

Corolario 6.10 Todo torneo T € TR® cumple que
de (M") < dc(T) < 2dc(MT).
Proposicién 6.11 Sea T,T' € F (M) con T' amplio, entonces
de(M) < de (T) < de(T"}.
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Demostracién T/P es subtorneo de T'/P. a

Definicién 6.12 Sea U C V (D). Decimos que un vértice v ¢ U es un U-
posta (o uw-posta, se usard segin convenga) si (u,v,w) es la sucesidn de
fuentes de un torneo transitive de orden 3 para alguna flecha vw € DU}

Definicién 6.13 Si D es una grdfica orientada y Uy, U; C V (D) son dos
conjuntos aciclicos ajenos, entonces dectmos que la pareja Uy, U, es preaciclica
si para toda flecha uvw € D[Uj] no existe un Uj-posta en U;, con {i,j} =
{0,1}. Decimos que el conjunto Uy U U, es preaciclico si Uy, Uy es una pareja
preaciclica.

Proposicién 6.14 Sea Uy, Uy una pareja preaciclica en la digrdafica D. En-
tonces U UU; es aciclico en D {Sp, S1, ) si Uy € SpU ST, {4,4} = {0,1}.

Demostracién Supongamos que U; C Sp U .S7. Sea C un ciclo dirigido
de minimo orden en U UUj, {4,7} = {0, 1}, entonces -C es un tridngulo. Sea
D[C] = (u,v,w,u), como U; es aciclico, entonces C € D[U;]. Supongamos
que v € U v u,w € Uj, entonces wv,vw € F (DU UU;]) y v es una wu-
posta, contradiciendo que Uy, U; es una pareja preaciclica. 0

Sea 1} el conjunto de vértices aislados de D~ (MT) y V| el conjunto de
vértices iniciales de las flechas de D~ (M7).

Corolario 6.15 Sea T' es un torneo amplio y Uy, Uy una pareja preaciclica
en el origen de T, entonces Uy UU, y UyUUY son aciclicos en el supratorneo
MT (Vi, Vi, &) = T/P.

Si T € TR® es amplio, entonces es equivalente buscar parejas preaciclias
en MT y conjuntos aciclicos en T/P. Como las clases cromadticas son conjun-
tos aciclicos en T/P, entonces estas clases son parejas preaciclicas de M7,
6.1 La familia de torneos mansos
Teorema 6.16 [2{] Sea T € TR, dc(T) =2 si y sdlo si T es ciclico.

Nétese que el nimero dicromdtico de los torneos en TR® es al menos 3.
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Ejemplo 6.17 Sea T € F (W;) amplio. Probaremos queT es 3-dicromdtico.
Se sabe que dc (W) = 3 [23], por lo que basta mostmr una 3-coloracién
aciclica de Wy/P. Wy /P =W, ({wo} {ul wy, wiwy, wiw}, o).
Sea ¢ : Wo ({wo}, {wiwy, wiwy, wiur}, ) = {a,e,c3} la corola-
cidn definida por:

a stu € wo,w3,w2}
pu) =< & siuve {w,w;,w’
C3 StUE W, Wy
No es dificil comprobar que ¢ es una corolacion aciclica y se sigue que

W ({wg} , {wfrw{,w;rwg,w;wf} ,4—)) es 3-dicromdtico y por lo tanto T lo
es también.

I -
/‘; 0\4—‘—" W, i

> O 1]
.&%

Figura 6.2: Una 3-coloracion de Wy/P.

Observacion 6.18 Por el ejemplo anterior y la Proposicion 6.11, se tiene
que de (T') = 3 para todo T € F (Wy).

Teorema 6.19 Sea M un molde manso y T € F (M). Entonces
de(M) =3 =dc(T).

Demostracion Sea M un molde manso, por el Ejemplo 6.17, podemos -
asumir que |M| > 9 y por el inciso (2) del Corolario 5.5, M tiene una tinica

flecha €-residual (§7,£1). Luego M\ {£7,£%} ’Eagmﬂ {@). Podemos asumir
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que M\ {€,£} =Comsr (@), 0 € N* (£7) y m € N* (£+). Definimos la
siguiente 3-coloracion ¢ de M con colores {c,¢™,c*} como sigue:

¢ site({0,1,...,m}nNt (" )u{c}
p(E)=< ¢ siie({0,1,...,m}nN (MU {ct}
¢ site{m+1,m+2,...,2m}

Claramente ¢ es aciclica. Né6tese ademds que las flechas (0, m) y £7£7 tienen
dos colores (¢ (£7) = ¢(0) = ¢, ((T) = p(m) = ¢*) y las restantes D-
flechas son también bicoloreadas ya que un extremo tiene el color ¢ y el otro
tiene un color distinto al color c.

Definimos la siguiente 3-coloracién -y de los vértices de M (S;, 51, ¢3):

7)) =¢ (@) siieV (M)
c” sip()=cyie Nt ()
YTy =4 ¢ sip(i)=cyie N*({7)
c sip@E)=c op{l)=c*
Notese que i* € NT ({7 ) siysblosi i € Nt (€1) y i* € N* (£1) si y sélo
siie N* (&)
Sean
Us = {{{0,1,...,m}nN? () juie vy
Uy={m+1,m+2,....2m}N*(£).

El vértice {£7} es vértice extremo de Uy y de M [UF U {€7}], por lo que
U \{¢} C {0,1,....m} y Ui C {m+1,m+2,...,2m}. Se sigue que
Up, Uy es una pareja preaciclica en el molde M y por la Proposicion 6.14 y
la Observaci6n 6.4, la clase cromatica de ¢, Uy UUT es aciclicaen T/P. De
manera ansloga la clase ¢* es aciclica en T/P.

Sean U] = {m+1,m+2,...,2m} y U] = {0,1,...,m}. Notese que
U, U] es una pareja preaciclica en M y por la Proposicién 6.14 y la Obser-
vacién 6.4, la clase cromdtica de ¢, Uj U (U])" es aciclica in T/P. Por la
Proposicién 6.8 y el Teorema 6.16, se sigue que dc (T) = 3. a

6.2 La familia del molde 8’2m+1 (m)

En esta parte estudiaremos el nimero dicromatico de la familia de torneos
._’
regulares cuyo molde es Com41 {m). Determinaremos el nimero dicromatico
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de los torneos regulares amplios cuyo molde es 8’2,,,+1 {m). En [23] se prueba
que dc (52,,,+1 (m)) =3.

En primer lugar daremos una buena 4-coloracién de un torneo amplio
de la familia F (52m+1 <m>). Recordamos que V (D{U,#)) = V (D) U U*
(pagina 9), donde D (U, ) [U*] es una copia de D[U] disjunta con V (D),
donde ¢ : D[U] — D (U, ) [U*] definida por el isomorfismo ¢ (u) = u* para
uel.

Lema 6.20 Todo torneo T € F (52m+1 (m)) cumple que

3 <de(T) < 4.

Demostracion Como 8‘2m+1 {m) es subtorneo de T, se sigue que
de(T) > 3.

Sean C), Cs, C3, C'y las clases cromaticas de la coloracion ¢ de los vértices
5
de Comt1 {m) (Zami1, ©):

Gi={0,1",2",...,m'},Co={m+1,m+2,...,2m,0%}
C:;={1,2,...,m},Co={(m+1)", (m+2),...,2m)"}

Como (1, Cy son preaciclicas y Cj3,Cy son aciclicas, entonces ¢ es una
4-coloracion aciclica. O

_)
Para el caso particular cuando el torneo amplio estd en la familia F (Cg (4))
le podemos dar una 3-coloraciéon aciclica. '

Lema 6.21 de (E’;g (4) (Zs, H)) =3

Demostraciéon Sea 59 (4) (Zg, &) y sea C1,C2,Cy una 3-coloracién
o
de Co (4)(Zg, ¢»), con C, = {0,2,6%,8%,3,5}, C; = {7%,0%,4,6,1*, 3"},
Cs = {7,2",4",8,1,5*}. Nétese que (0,2,6% 8%, 3,5),(7%,0%,4,6,1,3") y
(7,2*,4%,8,1,5*) son las sucesiones de fuentes de las clases cromdticas C;, Cy
y Cs respectivamente por lo que la coloracién {C,, C;, C3} es una coloracion

aciclica de Cy (4) (Zg, ¢). O
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2

“a
O

0
O

Figura 6.3: Una 3-coloracién de 59 {4y /P.

Corolario 6.22 Todo torneo T' € F (59 (4)) cumple que
de (T) =3.

Lema 6.23 Sea U C V (52m+1 (m)) un conjunto aciclico, tal que (U] > 4

y 0 es fuente de 5‘2m+1 {m) [U], entonces

i, m+1}nU| <1

Demostracién SeaU C {0,1,...,m— 1,m + 1}. Como |U]| > 4, existe

i€ U,donde 1 <1 <m-—1,pero (1,5,m+ 1) es un ciclo en 8’2m+1 (myy U
es aciclico por lo que [{I,m+1}NU| < 1. O

Lema 6.24 Sea U C V (52m+1 (m)) un conjunto aciclico en 5‘2m+1 {m) y

(ug, w1, - .-, ux) su sucesion de fuentes, entonces uiq; € (15, Uipa).
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Demostracién Como en el lema anterior, U C {0,1,...,m — 1,m +1}.

Como 52m+1 (m)[1,i,m+ 1] ’553, entonces el resultado se sigue del hecho
queUcC{0,1,....m—-1}oUC{0,2,3,...,m—1,m+1}. O

Lema 6.25 Sea U C V (52m+1 (m)) un conjunto aciclico en Z‘zm+1 (m) y
V el conjunto de U-postas, entonces

Vi > U - 1.

Demostracién Sea U = {ug,uy,...,u} y uj,uj41 € U. Se tienen 2
Cas0s:

1. Si el arco [u;, u;j41] tiene longitud 1, entonces u; + m+1 € V.
2. Si el arco [uj,uj41] tiene longitud k > 1, entonces

{uj—t-1,uj+2,...,uj+k—1=uj+1—l}CV.

Todo arco {u;,u;4+1] aporta al menos un elemento a V. Ningiin elemento
de V es aportado por dos arcos distintos. O

— _ —
Corolario 6.26 Sea U C V (02m+1 (m)) un conjunto aciclico en Comyq

{(m) y V el conjunto de U-postas. Entonces |V| = |U| — 1 si y sdlo st todos
los arcos [uj, ji1), uj, w41 € U tienen longitud a lo mds 1.

Sea U un conjunto aciclico de un torneo y P la trayectoria de maxima
longitud, entonces definimos int (U) = int (P) (véase pagina 4).

Lema 6.27 Sea U C V (52m+1 (m)) un conjunta aciclico y V el conjunto

de U-postas;

1. Sea{7,7+1,...,5+k—1} Cint(U) tal que j—1,j+k ¢ U, entonces
hay un arco de longitud k en V' (82m+|. (m)) \ (U uV).

2. Sea j € int (U) un vértice tal que {j — 1,7+ 1} NU = &, entonces hay

por lo menos cuatro consecutivos en V (52m+1 (m)) \(UuV).
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—
Demostracién Sea U CV (sz+1 (m)) un conjunto aciclico.

1. Sea {4,5 +1,...,J + k — 1} C int (U), entonces
j+m+1lLj+m+2,...,j+m+k-1}CV
y{j+mj+m+k}CV (52m+1 (m))\(UUV) por lo tanto el arco
[(j + m, j +m + k)] tiene longitud & en V (Camer (m)) \ (U UV).
2. Sea j € int (U) tal que {j — 1,7 +1}NU = &, entonces
B . —
{+m-1j+mj+m+1,) +m+2}CV(Cgm+1 (m))\(UUV).

0

Lema 6.28 Sean Up,U; C V (52m+]_ (m)) una paveja preaciclica en agm+1

(m) tal que |Up| < |U1|, O es fuente de Up. Sea Vo el comjunto de postas de
-—’-

Uy. Si {Us, Vo, U1} es una particidn de los vértices de Com+1 (10}, entonces

1. 1¢Uj.
2. m+1ell.
3. {i—145j+1}NnUl>2paratodoj€lp, 2<j<m—1.
Demostracién
1. Supongamos que 1 € Uy, entonces
m+1eVyy {m2m}C V(52m+1 (m)) \(Uy U Vp).

Entonces 1 es una (2m,m)-posta, por lo que la pareja

Us, V (Comer (m)) \ (U U )

no es preaciclica.
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2. Supongamos que {m+ 1} ¢ Uy, entonces

{m.m+1,2m} € V (Comea (m)) \ (Uo U Vi)

y {m,m+1,2m} es ciclico en azm+1 (myy V (agmﬂ (m)) \ (Th U V)

no seria aciclico.

3. Supongamos que {j— 1,5+ 1} N Uy = & para algun vértice j € Uy,

donde 2 < 7 < m — 1, entonces

m+jm+j+1leV (5‘2m+1 (m)) \ (UOU Vo)

y el vértice j seria una (m -+ j,m + j + 1)-posta por lo que la pareja

Up, V (8’2m+1 (m)) \ (Us U Vp) no es preaciclica.

' - —
Lema 6.29 Sea Uy, Uy una pareja preaciclica en Comyr (m) con |Ug| <UL,

entonces
0o + UL € 2m + 2 — Uy

Demostraciéon Sea V; el conjunto de Uy-postas, entonces
U1} < 2m+ 11— [Ug| - W, Vo] = [Us] ~ 1

Uil £2m+ 1 — |Up| = (U] — 1)

|U7] < 2m + 2 — 2 |Uy| por lo que

|Uo| + |U1] € 2m + 2 — U]

Observaciéon 6.30 Si 52m+1 {m) contiene una pareja preaciciica Uy, U, con

1o

Uy > 4"‘3”, entonces

_2 |U1| tal que [Uol +

2m3+1 < || < 2m+4

Demostracion |Up| < 2m + 2 — (|Up| + |Uh]), (U] + |UA] > 4”‘—;2
|U0| <2m+2-— %z%ﬁ
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Definicién 6.31 Sea U un conjunto aciclico de vértices de un torneo T y
(0,1,...,n) la trayectoria de mdzima longitud en T'. Nolese que es dnica y
n = |U|. Decimos que un vértice j € U es solitario si

{1-Lij+1}nU=2.
Decimos que dos vértices 3,5+ 1 € U forman un par en U si

{/-Li+2}nU=a.

Lema 6.32 Si2m +1x 0 (mod 3), entonces 52m+1 (m) no contiene una
pareja preaciclica Uy, Uy tal que U] + |Uy| > ilﬂ:;iﬁ_

-
Demostracién Sea Uy, U, una pareja preaciclica en Capyr (m) tales

que . ;
o ~dm +
0ol > U] v (Ul +|UL| 2 3
Por 1a Observacién 6.30, 2"‘:%1 < Ul £ 2”‘T+"‘. Podemos asumir que 0 es
la fuente de Uy por lo que Uy C {0,1,...,m -1, m + 1}.

Casol 2m+1=1 (mod 6).

Sea 2m + 1 = 6n + 1 con m = 3n, entonces |z = 2n + 1. Sea Vj el
conjunto de Up-postas. Como |Up|+|U1] > 4n+1, entonces |Vo| =2n y
{Us, Vo, U1} es una particion de los vértices de 52m+1 (m) ym+1 el
por el Lema 6.28.

Sea W ={1,2,...m—1}, b\ {O,m+1} C W

U0\ {0.m+1}] _ (2m~3) /3 _
|W| m—1

2
7

Esto implica que U tiene un vértice solitario lo que contradice el inciso
_}
3 del Lema 6.28; por lo tanto |U;| < 2n y Cam+1 {m) no contiene una
pareja preaciclica Up, Uy tal que |Up| + |Uy| > 2222,
Caso 2 2m+1=-1 (mod 6).

Sea 2m+1 =6n—1 con m = 3n — 1, entonces |Uy] = 2n. Sea |} el
conjunto de Up-postas. Como |U| + |Uj| > 4n, entonces |V = 2n— 1
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y {Us, Vo, U1} es una particién de los vértices de 52m+1 myym+1 €U,
por el Lema 6.28.

SeaW = {1,2,...m -1}, U\ {0,m+1} C W

U\ (O, m+1}] _ (om—4)/3 _2
W] T Tmo1 3

Esto implica que U tiene un vértice solitario lo que contradice el inciso

_’
3 del Lema 6.28, por lo tanto |U;| < 2ny Coms1 {m) no contiene una
pareja preaciclica Uy, U; tal que |[Up| + |U;| > 4na+‘2'

Corolario 6.33 82m+1 (m) (Zomy1, ), donde 2m +1 % 0 (mod 3), no

tiene conjuntos aciclicos de orden 752,

Corolario 6.34 dc (Ezmﬂ (m) {Zomy1, H)) =4s2m+1%0 (mod 3).

Demostracién Por el Lema 6.20, dc (52m+[ (m) {Zoomi1, 4—»)) < 4 con
lo que se llega al resultado. 0

Lema 6.35 Si 2m+1 =0 (mod 3), entonces 52m+1 {m) tiene dos tipos

de conjuntos preaciclicos de orden 4—”‘§ﬂ

LU =t 1 v (o UgUVy) = U

. 0i = T3 ’ 2m+1 (T!L) \( ol 0)_ 1 ¥
Up=1{0,2,3,5,6,...,m—2,m—1,m+1},
Uy={m+2m+4,m+5m+7,m+8,...,2m—3,2m - 2,2m}.

2m+1 = ;
2. U] = 252, V (Camr (m)) \ (o UVoUTY) = {m} y
Up=1{0,2,3,5,6,...,m—2,m— 1},
Uy={m+1m+2,m+4,m+5,...,2m—-3,2m — 2,2m}.

Demostracion Sea 2m 4+ 1 =6n+ 3 con m = 3n + 1. Sea Uy, U} una
—
pareja preaciclica en Camy () tales que

(i) U] 2 |7
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(i) |Uol + |Uh| > [B58] = 4n +2

Por la Observacion 6.30, tenemos que 2n + 1 < |{Us| € 2n + 2. Podemos
asumnir que 0 es la fuente de Uy, Uy C {0,1,...,m—1,m+1}. Sea 1§ el
conjunto de U-postas.

1. Sea |U| = 2n+2, como |Up} +|U1} > 4n + 2, entonces Vgl =2n+ 1,y

{Uy, Vo, U1 } es una particién de los vértices de 527“+1 (myym+1elp
por el Lema 6.28. Como |Vy| = |Us| — 1, entonces los arcos en Uy son de
longitud a lomds 2. Sea W ={1,2,...,m -1}, Ug\ {O,m +1} C W

[Uo\{O,m+1}] _ 2
|W| )

Por cada terna de vértices consecutivos en W hay en promedio dos en
U,. Por el Lema 6.28, no hay solitarios en Uy por lo que sélo hay pares
en el interior de Uy. Como 1 ¢ Uy, entonces

Uy =1{0,2,3,56,...,m—2,m—1,m+ 1}
Ur = Zymsr \ (Ug U W)
={m+2,m+4,m+5,...,2m-3,2m —2,2m}

2. Sea |Up] = 2n+1, como |Up|+|U;| > 4n+2, entonces 2n < |Vp| < 2n+1
y U] = 2+ 1.
Supongamos que |Vo| = 2n + 1, entonces {Uy, Vo, U1} es una particién

de los vértices de 52m+1 (m) y m+ 1 € Uy por el Lema 6.28. Como
Vol = |Ug|, entonces tenemos exactamente un arco en U de longitud
3 y los demais son de longitud a lo mds 2. Sea W = {1,2,...,mn — 1}.
Notese que Up \ {0,m + 1} C W

Wo\{0,m+1} _12m-5
Ww|-1 T 3m-2

<

[N )

Esto implica que Uy tiene un vértice solitario lo que contradice el Lema
6.28.

Por lo tanto (W= |Vi| =2ny U, #V (a2m+1 (m)) \ (UoUVp). En
U; los arcos son de longitud a lo mas 2.
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Supongamos m + 1 € Uy. Sea W = {1,2,...,m — 1}, Nétese que
Upg\ {0,m+1} C W. Como

Uo\{O,m+1}] _12m—5 2
W “3m-1 37
U\Om+1}{=1 12m-8 2
W= 2 3m-3 =3

entonces Uy tiene al menos dos vértices solitarios y hay dos arcos de
-

longitud tres en V' (Cm+] (m)) \ (Uo U V), por lo que U; tendria al

menos un arco de longitud tres lo que contradice el Corolario 6.26.

Por lo tanto m + 1 ¢ Uy vy {m,2m} C Zom1 \ (U UVy). Como

_)
{m, m +i,2m} es ciclico en Cams1 (M}, entonces |{m,2m} N, | =1,
y asi tenemos dos casos.

(a) Supongamos que m ¢ Uy, entonces Uy = Zgmpmi \ (Up U Vo U {m}).
Como m no es Uj-posta ¢ = 0,1, entonces V; = V;. Ahora un
vértice solitario o una terna de vértices consecutivos en Uy implica
un arco de longitud tres en U7, lo que contradice el Corolario 6.26.
Por lo tanto Up \ {0} C W

G\{O} _12m—2 2

Wl  3m-1 3

Por cada terna de vértices consecutivos en W hay en promedio dos
en Uy, como no hay solitarios ni ternas de vértices consecutivos
en Uy, entonces sdlo hay pares en el interior de Uy. Si 1 € U,
entonces m+ 1 € vy =V, peroU; C {m+1,m+2,...2m} por
loquem+1¢ V. Porlotanto1 ¢ Uy y

U = {0,2,3,56,..m—2,m—1} y

__),
Ui =V (Comen (m) \ (Uo Uy U {m)
= {m+1,m+2,m+4,m+5,...,2m-3,2m — 2,2m}

(b) Supongamos que 2m ¢ U;, entonces U; C {m,m+1,...2m — 1},
ademas 2m no es una Uy-posta por lo que

Ug=V (52m+1 (m)) \(GhuWiu{m}).
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Si hacemos el mismo andlisis para U; que se hizo para Uy, se
obtiene que los conjuntos U, U] forman una pareja preaciclica:

Sean
U, = {0,1,3,4,....m—4,m-3,m—1} y
Ui = V{Comn (M) \ (ToUVoU {2m))
= {mm+2,m+3,m+5m+6,...,2m~-2,2m — 1}.
Claramente Uy = Uy + {m} y U] = Uy + {m}. H]

Corolario 6.36 Si2m + 1 =0 (mod 3), entonces 52m+1 (m) (Ziom 1, ©)

tiene conjuntos aciclicos de orden 22,

Lema 6.37 No eziste un 3-cubrimiento aciclico de 52m+1 (m) (Zamir, )
si2m+1=0 (mod3)ym2>T7.

Demostracién Sea 2m+1=0 (mod 3)y m > 7, entonces los conjun-

tos aciclicos de maxima cardinalidad de 82m+1 () (Zom 11, ¢*) tienen cardi-
nalidad #7242, En un 3-cubrimiento con conjuntos aciclicos, se necesita que
los tres conjuntos aciclicos tengan cardinalidad maximo y no se puede repitir
ningiin vértice. Sea m = 3k + 1 con k£ > 2. Supongamos {0,2,3,5,6} C C;
y 4 € Cy, entonces {2,6} NCy # &. Por loquesim > 7 (2m+ 1 > 15) no
existe un 3-cubrimiento con conjuntos aciclicos. O

Corolario 6.38 Para m = 2,3 y m > b se tiene que
— —
3=dec (sz+1 (m)) <dc (C‘Zm—l—l (m) (Zam+1, H)) =4

Demgstracién  Por el Corolario 6.34, tenemos que si 2m + 1 £ 0
_}
(mod 3), entonces dc (C2m+1 (m) {(Zgm1, <—~>)) =4

Por Corolario 6.21, tenemos que dc (59 (4) (Zg, 4—))) =3. O

Corolario 6.39 Sea T un torneo regular T cuyo molde es 5277;+1 {m), con
m > 3. Entonces 3 < de(T) < 4.
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Observacion 6.40 dc (8‘11 (5) {Z1, <—>)) =3.

Demostracién Sea 511 (5) (Z1g, &) y C},Co,C3 una 3-coloracién de

511 {5) {Z10, ++), con Cy = {7,1%,3*,8,10,4*,0}, C, = {9,5",1,6*,8*, 2,4} y
Cy = {7,9%,3,5,10%6,2*}. Nétese que

(7,1%,3",8,10,4%,0), (9, 5%,1,6%,8%,2,4), (7*,9", 3, 5, 10", 6, 2")

son las sucesiones de fuentes de las clases cromaticas Cy, C; y C3 respecti-
vamente, por lo que la coloracién {C}, C,, Cz} es una coloracién aciclica de

Cia {5) (Zug, ). 0

Corolario 6.41 Sea M7 (), (5) si T no es amplio, entonces de(T) = 3.

Observacién 6.42 de (Cis (7) (s H}) -3

Demostracién Sea 515 (7Y {Z14, ) y C1,Cy,C3 una 3-coloracién de
_)
Chs {T) {Zns, ¢3), con Cy = {8,10,11,13, 14, 1,2, 4* 5%, 7*}
C; = {12,14,0,2,3,5,6°,8%,9%, 11"} y Cy = {10%,12*,13%,0%,1*,3*, 4,6, 7, 9}
Notese que

(8,10,11,13,14,1,2°,4*,5%,7*), (12, 14,0, 2,3,5,6", 8", 9", 11"},
(10*,12*,13%,0%, 1%, 3*,4,6,7,9)

son las sucesiones de fuentes de las clases cromaticas Cy, Cy y C3 respecti-
vamente por lo que la coloracion {C;, Cs, C3} es una coloracidn aciclica de

515 (7) (Zm, H) O

Corolario 6.43 Sea MT E(_;:lg, (7) si T no es amplio, entonces de(T) = 3.

Observacién 6.44 dc (57 (3) (B, ) =1
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Demostracién Cr (3) (Zr, ©) [N (v) \ v*], Cr (3) (Z7, ¢3) [V® (v*) \ 9]
3 -
son isomorfos a STg por lo que C7 (3) {Zr, &) es libre de TT5, como C7
- —
(3){Zs, ) CCr (3){Z7, ) ¥ |C7 (3) (Zs, H)l = 13, entonces

de (Cr (3) (o, 43)) > [?] —1

- —
Sabemos que dc ((77 (3) (Z, H)) = 4 por lo que de (C-,- (3) (Zs,H)) = 4.
O

Observacién 6.45 de (57 (3) (Zs, H)) = 3.

N
Demostracién Como (7 {3) es transitivo en flechas podemos asumir
que

Cr (3) (Zs, <) =C1 (3) (T, )\ {0°, 17} .

Sea T =C7 (3) (Z7, )\ {0%, 1}, C1 = {3,0,6",4}, C, = {2°,1,5,4'}, C3 =
{3*,2,6,5°} una 3-coloracién de T. Nétese que

(3a O: 6"1 4) bl (Qt: ]-7 57 4") ) (3*7 21 67 5*)
son las sucesiones de fuentes de las clases cromaticas €, Cy y C; respectiva-

mente por lo que la coloracién {C}, C2,C3} es una coloracién aciclica de 7,
por lo que

de (Cr (3) (B, )\ {0, 1'}) =3 y de (G (3) (s, 43)) =3,

6.3 La familia del molde gy (2m)

Lema 6.46 Si m > 2, enfonces dc (5ﬁm+1 (2m) (Zem-1, 4—))) <.
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Demostracién La siguiente coloracién es una 5-coloracidn aciclico de
_’
Com+1 (2m) {Zepmi1, 43):

Sea m par.

Upy=1{0,2,4,---,2m —2,2m+1,2m +3,...,3m — 1},
U={3m+1,3m+3,....4m—-1,4m+2,dm + 4,...,6m};

Uy=U;, U = U ; Uy =Uy + 2m, Uy = Ul + 2m;
Us={0,2,4,---,2m — 2} + 2m,

Uy ={2m,3m+1,3m +3,...,4m — 1,4m + 2} ;

Uy={2m,2m+1,2m +3,...,3m — 1}, U; = {dm +4,4m + 6, ..., ,6m};

Sea m impar.
Uo=1{0,2,4,---,2m — 2,2m+ 1,2m + 3,...,3m},
Uy={3m+2,3m+4,....dm - 1,4m +2,4dm + 4,...,6m};
Ur= U3, Uy = (U)": Us = Uy + 2m, U} = U} + 2m:
U;={0,2,4,---,2m — 2} +2m,

Uy ={2m,3m+2,3m+4,...,4m — 1,4m + 2} ;
Us={2m,2m+1,2m + 3,...,3m},
={4dm +4,4m + 6, ...,6m};

Tanto en el caso cuando m es par como cuando m es impar los conjuntos
U;, Ul forman parejas preaciclicas, por lo que UpU(Uy)" , Uhu(U7Y, U, U0,
AU (U3)", Uy U(U])" son clases cromdticas de una 5-corolacién aciclica. O
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