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Introduccion

Diversos fendmenos en la naturaleza se pueden modelar con la ayuda de
horramientas matemdtleas, como por ejemplo, de las ecuaciones diferenclales
parciales. Dado un cierto problema que depende de une 0 més variables, sa
trate de encontrar une luneidn que “modeals” la solucién. Aquf estudlaremoda
la scuacidn de Poisson con condicidn de Dirichlet & la frontera: Sea @ < RV
abierto, acotado, con 80 lies, f € C*($?). Buscamos una funelén u € C2(53)
que untisfagn

-Au+nu = f en 0
u =0 cn 92

Fatn cocunscidn sirve para modelar problemas de reaceién-difusidn, potenclales
aléciricos, cucstlones de asrondutlca, o cuestlones biolégicas tales como la
formacién de patrones entre otros. Ain cuando para cicrtos casos sa pueda
cnocontrar una soluckdn explicita al problema de Poisson, en la mayoria da
loa casoy se recurre al uso de métodos numéricos para aproximar la solucién.
Parn esto se requicre, antes que nada, demostrar que este problems tiene
golucidn y que dicha solncidn os inicn.

Eslo molivo al desarrollo de nuevos métodos ¥ teorfas matemdticas, sn
partleular, loa métodoy varincionales. Lou principion varlacionales cousisten
en expresar A lan soluciones de una ecuncidn diferencial con condlelén n ln
frootera como minimos (0 mas genernl, como puntos critlcos) de un funcional
en un egpacio de Hilbert.

En el presente trabajo se plantea una revisidn de las herramiontas que
ga deaarrollaron para resolver ciertoa problemas que tlenen una formulacidn
varincional. Fn ¢l capitulo 1 se catudin o] problema de Poisson y su formu-
lacién débil, en el capitulo 2 se repusan algunae propledades interesantes de
loa ewpucios de Hilbert, En ol signients capftulo se introduoce la nocion de
danivadn déhil y sc counclan algunas propiedades interesantes. En el capftulo
4 s definen los cspacios de Sobolav y ge dan algunos teoremas al respec-
to. Mda adelante, se revisan algunos teoremas de extensién y sc definen a
loy espacios W, P(1)) para legar en el capitulo 6 & los teoremas de encaje

1



de Svbulev y finalmente en el iltlmo capitulo se abordn la obtenclén de la
solucidn cldsica a partle de la solucion débil.



Tho good Christise should beware: of mathematicians,
and all those who make empty prophoecies.

The danger already exists that the mathematicians

have made a covenant with the devil to darken the spirit
and to confina man {n tha bonds of Hell,

St Auguatine.

CAPITULO 1

Problema de Poisson

1.1. Notacién

A lo largo del presente trabajo denotaremoa para £ =0,1,---, o0 como:

(*(12) al eapaclo de funciones continuag f : {2 = R que son k— veces
continunments diferenciables en {1.

C*(T2) al espacio de funclones continuny f : £ — R gue son k—veces difer-
encinbles vn Q y qua para cada derivada parcial de orden manor o igual
n k existe una extensién contimua a {2,

suppf =[x € £2|f(9:) # 0}
CH(Q) — {w € CH{Q)|#upp ¢ es compacto y supp C Q}.

Defnleldn 1.1.1 Decimos que 2 as de clase C1 5iVz €T = 30 extsle une
veeindad U, en BY y una funcién H : Q — U biyectiva tal que:

Hec' (@) H'ec () HQL)=U.nQ H(Qp)=U,NT.
En general, decirnos que 810 ¢ de clare C* k= 0,1,- - i pura tedo x € 802

existe una funcidn b RN-! R de clase C* tal qua salvo una reordenacion
y una reorientecidn de los ejes se tiene que

QN B, (x) — {v e Belz) |k, - uw 1) < uw)-

K1 es de clase U™ o suave si ea do clase OF pure loda k.



4 1. Probloma de Poisson

1.2. Motivacién

Supongamos que tenemos el siguicnte problema: Sea 2 ¢ RY abisrto, aco-
tacdo, con frontera lisn, f € C°((2). Buscamos una funcion w € C?(T1) que
satisfaga

1w = 0 en 5§} (1.1)

A wte problema se le denomina Problema de Poisson. Las soluciones de
(1.1) son conocidas como soluclouea Fuertes del Problemn de Poisson o como
goluciones clasicas. Multlplleando (1.1) por ¢ € CU{($2) obtenemos:

{—L\u+u = f en

—Au-p+up = fy,

# integrando oblenemoy
—/Exuiwdz—!—f urpd;r=/-j'<pd:c
i ¥ a

8i o £ C'((?), usando el teorema da la divergencia tenemos:
—f [din(pVu) - VuVy] d:c-i—f g dr = f fedz,
n 2 n

—/ (an'u)-71d~+f(Vqu)dI+fucpdm=/f:,adz
o ot n Iy

donde 7 es la notmal exterior. Abora bien, si ¢ € C}(£2), donde CX£2) cs el
conjunto de funciones ¢ € C1(£2) con soporte compacto obhtenemos

/(V'chp+utp) de = / Fedz Yo e MR (1.2)
I n

A cate problema se le llama formulacidn ddbil de (1.1) y una solucidn de (1.2)
cs una solucion débil de (1.1) (en un sentide amplio que precisaremos en esta
tesls). Usunlmente, cs mds [dcil ancontrar soluclones débiles que solucioncs
fuertes.

La Inisquedn de este tipo de solnciones dio lugar w la creacidn de nuevas
herramicntos y técnicas prra entonder qué clase de catacterfsticos poscen las
funciones que son soluciones déhiles.

Por ejemplo, nos gustarfa que dichas funciones “vivan” en espaclos “boni-
tos”, eg decir, que tengan una estructura vectorial, que tengan algin tipo de
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(.3 EI problema variaclonal

métrica (nocién de distancla entre dos funciones}, que sean completod y que
tengan nlgin lipo de producto interior.

Ya conocemos s tipo de espacios:

El espacio de las funciones continuas C%[a, b] forma un espacio vectoria] sobra
las tenles, y son completos o no dependiendo de ls métrica que le demos. Loa
espacios 7 son otro efemplo de espacios de funciones completos, y sl p =2
gon ademds espacind con producto interior.

1.3. El problema variacional

Definicién 1.3.1 Producto cacalar Un producto escalar (o interior) en un
espacio vectorial X sobre R ca una funcidn

(3: X = X — R que satisface los siguientes propiedades: V1, 3, z €
X, aeR,

) {F+y.2) = (@) Fwa)
i) (a2, 2) = a{z, 2)
iti) (£, z} = (2, %)

in) (x,z) = 0

{z,z) =10 o T = ()

Un producio escalar cn X define una norma y por ende una métrica dadas

por:
|z ll= v{z, -
Y

d(z,y) =ll7—y = Vig-wns—1)

respectivarmante,
En virind de lo que obtuvimas en (1.2) podernos definir un producto interlor
Yu, @ en C(§1) como sigue:

{1, @) ~ /I; (VuV +uyp) dx (1.3)

Verifiquemos que (1.3) o8 en efecto, un producto interior.
Demostracidn:



1. 'roblema de Poisson

(@t ) = [ (Vu+0)Vi+ (ut o)) da
= f (Vu+ Vo)V + (1w +v)e] do
9]

=[(Vu‘i’cp+ucp) da‘+f(\'a'vVga+m,a) dr
a a

ii)
@) = [ (Vo) p+ () de
n
= u/- (VuVie + up) dr
f
iit)
{u, ) = f (VuVy + up) dz
ot
= / (VaVu -+ pu) dr = {ip, u)
n
iv)
{u, u) =/ (IVu*+u*) dz >0
fi
Y 4w =0 cntonces:
{1, ) =/ (IVul* +17) de =0
It
Inversnmonta, sl
/Ivulﬂf1I+-/1tld$ =
n I¥]
entonces

/ |[Vnullde =0 f widr =0 (ya gue cada término s no negativo)
a a

en particular, |Vul*~0 y ¥ =0 cip
ypor lotanto u =0 «¢.t.p. en (1.

Pero u ey contlnua en {7, nef que w =0 en .



1.3 Kl problema variaclonal ’

Proposicién 1.3.2 5i f € L*{Q1) el funcional definido por

chmffw
1]

es wn funciona! lineal y acotedo en G3(£) con le norma inducide por el
preducte escalar (1.3),

Ieli= [ (0ol +) d=

Demastracidn: Claramente L es lineal. Para ver que es acotado, basta utillzar
la desigualdad de Hblder. En efecto, sl p € C3(52) entonces p € Li(Q) y
tenemos gues;

/nfﬁﬂ‘ < /rl|f‘P| S lzaeeylle leay < 0 S oyl -

Viendo (1.2) de csts maners, encontrar solucionces débiles equivale entonces
n encontrar funciones u que satisfagen:

(u,0) = Lip) Vi € Cy(5)
Lsto nos Nevn n [ signiente pregunta: dado nn espacio vectorlal V' con pro-
ducto esenlar y L0V = R una funcidn lineal v continua, exlsticd v, € V' Lal
que {vg,v) = L{v) Vv £ V ?.Y i existe, s dnico?
Para contestarla, podemoe pensar prlmero en lo que mis conocemos, os decir,
en RY. Sabemos que toda funclén llneal # : RY — RM 4o expresa como una
matriz de M » ¥, Ahora blen, sl lo que tenemos sa unp funcidn lineal & los
reales, entonced Lenemos una matriz de 1 x ¥ que podemos pensar como
un veclor en el espacio BY . Ty decir, trivinlmeante se satisface que exista un
1 € BY tal qua

{vp, 1y = L(v) Vo e RY.

Dz monera mas general, Riesz demoaled en 1935 que, ui el espacio V oos de
Hilbert, dicha representueion exiate. Fato dio lugar a un teorema muy bonito
que varemos en el proxime capltulo. Pero la respuesta a la pregunta ankerlor
no slempre wg positiva.

EiﬁmEln:



{3__ 1. Problema de Polsaon

Sea C}(—1,1) con cl producto escalar (i, ¢) = f_11 ' (£)r'(t) dt. Ea elaro que
#ata definicidn cumple con las propledades del producto escalar 1), i) y iii)
dadus en (1.3.1). Resta checar que si (i, ) = 0 cntonces @ = . Ahory bien,
6l

)= [ wls0a=o

entonces @' () =0 Vte (—1,1)
lo cual a su vez implich que p(t) =C CeR

Paro o tisne soporte compacto, asl que no le quads mée que ser cero.
Por otro lado,

Lo = —/:D S8y dt + ful A (t) dt

1

es una funcién lineal y continua en C3(—1,1) pero no exlste ningiin ¢ €
Ci{—1,1) tal que

Demostrucidn: El hecho de que L os un funclonal llneal 4 obvia ya que sabe-
mos que derivar ¢ integrar son operaciones linenles. Tenemos que demostrar
que [ es continuo, o equlvalentements, que L ey acotado, Es decir, tenemos
que demostrar «ue exivte uns constante C tal que

1Ll < C llg|

donde
lell= /(e )

IW#(ﬁM@ﬂ#

|Lig| = ‘—-/_E: Gt dt + -/nlc,a"(t) dt‘ < ‘ : fc,cﬂ'(t)|tﬂ,+/0l @' (2)] dt = /:]1 2" (£)| elt

En efeclo, tanemaos que

ﬁﬁ(;wmmqé

Donde la designalded snterior se obtienc usando la desigualdad de Hblder.
Por lo tanto
Lol < V2llell Y Go(=1,1)

Asi, L es acotndo y por tanto continuo.



1.3 El problema variacional

Veamnos que no existe ningin @ € C3(—1,1) tal que

(b, ) =Ly Yo eli(-1,1)

ya que ni existisra, debsrds cumplic que

1 '] 1
f_ () (8) dt = — f e+ fn d(dt VpeCi-11)

1

de donde, tondriamos que

) 1 e -1<t<0
TN soet<l

ey decit, la funcidn @} (t) scrin necesarinmente discontinua en t = 0, y por

tanto no pertenceerfa a CF(—1, 1}

Como veremnan en el siguiente capitulo, el problemn radica en que C3(—1,1)

ne ¢4 un espocio de Hilbert. Fn efecto,

Propouicién 1.3.3 CJ(—1,1) ron la norma
1 {
lot={ [ 1eopa)

Demastracidn: Consideremaon las funciones fr 2 (—1,1) = R dadas por

fu(I):{(l - (TE-:':F)? Bl |.’JS|“_:1—%

0 Hi|.7:|}l—-r7:.

no ea eomplelo,

i = { (1-ofp) smi<t g
(1

-5
M [3’| =] =4

n

Es claro por su definlcidn que f, € CH(--1,1} ¥n € N.
Ademas,

1—
{}

o= famsF=2 [ 1fida) = frsalelds

;172

1.
,/

—3 ) 41 n — ou.

—dx zd -l
0 (’ B —;h)’) B (-

1- 1)z

n

)

2
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para cada k fija. Por lo tanto, (f,} es de Cauchy en C}{—1,1).
Por otro lado, i n — oo, entonces f,(z) — f(z) donde f estd dada por:

-2 s <l
HI)_{O ol [z] > 1

Pero f no tiens soporte compacto en (=1, 1), por 1o tanto f no pertenece a
C3(-1,1), ¥ este capacio por ende, no es completo. ]



CAPITULO 2

Espacios de Hilbert

2.1. Espacios de Hilbert

En eaty seccidn daremoes un repaso rdpido a algunes propisdades de log espa-
cios de Hilbert, que nos permiten entender mejor la estnictura de low espacios
Inflnito-dimensionales, en particular los espacios de funciones.

Definicidén 2.1.1 Eapacios da Banach

I'n espacio vectorial normado complete es {lamado espacie de Banach.

Definicidn 2.1.2 U espacio de Benoch cuya normoe estd inducida por un
producto escaler es Uamado espacio de Hilbert.
Ejemplos dc cepacios de Hilbert:
1} El eapacio euclidiano RY con el producto escalar usual:
{2,y =211 | ok Bal
eon = (F1y e Zn) ¥ ¥ = (L0 Un)-

1i) El espaclo de sucesiones [ con el praducto escalar dado por:

(@) ) = Do

4=l

Note: loy eapacios F con p A 2 no son espacios con producto escalar,
por Lanto no son esprcios de Hilbert.

ii1) Fl espncio de funciones £7(§2) con el producto eecalar dado por:
@) = [ =l a

11



12 2. Bspacion de H:lbc_rt

2.1.1. Algunas propiedades interesantes de los eapaclos
de Hilbert

Deflnictén 2.1.3 Ortogonalidad
Sea II un espacio de Hilbert, 5S¢ dice que ¥ € H es ortogonal a un elemento
y € I si:

(,y) = 0

y lo denatamoes por = L y.

De maners anédloga, decimos que dos subconjuntos 4 y B son ortogonales sl
se enmple que {a, b =0 Yuec A Vbe 8,

Proposicitn 2.1.4 Desiqualdud de Schwarz
Todo producto escaler salisfoce la desigualdad de Schworz:

| (o) [l ]

Demostrecidn: 51 y = 0 entonces (x,y) = 0 y la desigualdad ke cumple
trivialmente. Supongamaoe entonces y # (0 entonces Ve € R aa tienc que

0z -ayl|' = (x— ay,z — ay)

= {z,2) + (£, —oy) + {—ay, ) + (—apy, —oy)
= (z,x) - afz,y) —aly, )+ ey, )
= (

i, o) — alr, y) — aw((E,y) — wly, )

51 egcojermnod o = %‘ﬁ la expresidn entre pardntesis o lgual n (0 de manera
que oblenemoy

[{z, w)*
0<{rz)— ——
< o) ()
(4, 1) “lwt?
sacando ralces, obtenemos In desigualdad deseada. n

Corolario 2.1.8 Continuided del producto escalar Bl producto escolar cs
una funcion continug de X « X = R, es decir, i 2, — zypy, -=+
Vo endonnes (T, un) ¢ (2, 0).

Demostracidn:
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Sean {xy,) ¥ (yn) dos succsiones de X tales que £, — z, y y» — y. En-
tonces:

‘ (T, Ifn) - (Isy) | = | (Im'yﬂ) - ( Loy Y ) (xm ) - (I| y) |
| {2, ¥n) — {Tn, ) | + | {Tn ¥ ) (x, 1) |
<] @y —va) |+ | (& = 20, p) |

¥ usundo la desiguslded de Schware,

Slaalllly —wmll + |z = 2l ll— 0

YA que L, —+ I, ¥ {u — ¥ ]

Proposicidon 2.1.6 Regla del paralelogramo

Una norma es inducida por un producto escalar sty sdlo st salisfece la reglu
del parelelogramae, que es:

lz+yl* +lle wl =202+ Iwil*).

Demostracion:

=) Hupongamos que la norma s{ estd incducida por un producto escalar.
Entonces

lz+ul* +llz -yl - +ys+n) +(z -y

= (@) - {z ) t (0 2) F W)
f(rm) + (- + (w3} + (-1 )
¥ come {z, —p )-n( ¥, ) entonced

=2 + Nl

«=) Supongamos ahora que la norma satisfuce la regla del peralelogramo y
definamaoa €l producto escalar como sigue:

) = gllz+ I = 2 -y

Resla probar gue ze satislacen lus propledades del producto escalar.
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@+ 2) = (0 + (@2) = gz +u+ 2l = e = (y+ ) — 2+ Il
Hlz -yl = llz+2)? + e - 2|
= 1@ Iz +yI? 422l = 2y - 2P
~ 2l = 2l +2 )7~ 2+ - 2}
~ e+l + 2 =yl = o+ 2 + 1z - 2])
= 2@ el 2 [y P +2 )2

= 2wl -2 1z -2 =%
=0

de donde
(v +2) = {z, 1) + (2, 3)
Lk demostracién de que {z +y, z) = (, z) + (y, z) es nndloga & éata.
1f) Dado que |z + y(|=lly + 2 |, & claro que (z,4) = (y, ).

iii} Queremos probar que {x, Ay} = Az, ) ¥\ € R Para esto, empezarcmos
por proharlo para A € QU

Si fijamos 7 y pensamos en nuestro producto Interior como sélo una fun-
¢ion de y, entonces podemos pensar en una nueve funcién T : H - R
tal que T3(y) = (&, v). Por el inciso anterlor, snbemos que T, e4 una
funcidn aditiva, y usando la proposicién (A.1) sabemos entonces que
Ta{Ay) = AT, (y) ¥A € Q Alora bisn, como el producto escalar
estd en eate cuao dodo en términos de la norma, que es uok funcién con-
tinua, y € ea denvo on R, entonces an sigue que Tp(Ay) = AT, {y) VA€
R, as decir, (o, Ay = A, ) VAER

(@ 2y = - 22| "=|z|?

1
7!
|2 |I*= 0 y ademds, por las propiedades de [a norma, (r,7) = 0 si y
sdloslr = 0.
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Teorerna 2.1.7 “rector minimizador”
Sea H un espacie vectorial con producte escalar y ¥V # @ un subconjunto
conuero cerrado. Entonces pars coda © € H eriste una dnica y € Y tal que:

f 2= 7=l v (21)

Mis win, si Y e8 un subeypacio vectorial cerrade de H, entonces tambidn se
cumple que x — 4 c8 ortagonal a Y.

Demostracidn: Sea & = 335 |z - %l .
Por deflnicién de {nfimo, existe una suceslén (y,) € ¥ tal que ||z — y, [l 4.
Buscamos demostrar que (y,} es de Cauchy en H.
Sea v, =y, — &, y 60 tlene qua
lon + vml|=lltm — 2 + ¥ = 2 || =t + m — 22|
1
=12 ” E(Uﬂ +um) — x| 2 26 (2.2)

ya que, como Y s convexo, $(yn + ym) € Y.
Porotro lndo, v, —Vm =Un — T — ¥m + T = ¥n — Vm- Al que

” yn - ym ”l = “ UI’I - Um ”2
usando la regla del paralelogramo

= = ln+ vl +2( 1 |7 + {[vm |I*)
< =280+ 2|l va [ + JJom )
— O ya que ||vn]-+d

lo cunl Lmplica que g, ea de Cauchy en FI. Ademis como ¥ es completo,
snlonces y, converge a y, ¥ € Y. Asl tenemos que

= -yl < &

Por otro lado,
6= il [lz —gll=fiz -yl
tla donde,
|z —wll= 4
Resta probar ahora ln unicidad,
Asumimos que exlsten y, vy € ¥ tales que:

lz—yll=¢ vy |lz-wl=4¢
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(¥ — =) — (w0 — 2)|I*

2My—zl"+2lwo—=T — [(w- 2} 1 (w0 — 2)|}?
. . 1 _

= 20% + 26* — ||§(y+?.ro) —z?

Iy —wll*

1 1
pero (y + o) € ¥ asl que || 5 (y +wo) — oz &
e donde,

lv—wmll*< 0

lo cual implica

ly—wl=0 vy v=uw.
Flnalments, quarcmos ver quc se cumple que  —y e ortogonal o Y. Es decir,

{x—y,i) =0 Vpe¥
Supongames que ne, entonces cxiste y; G Y tal que
(t—ypr=4 cong>0

Para allgerar la notueion, sea z = © — y, sabemos entouces que ||z )= 6 ¥
supouemos que (z, 1) = 4.

12— | = (z = oyn, 2 — ag)
= (z,2) — oz, 41) — alpn, 2) + o (i, w)
=|z)|* —af — o [f — a{y, )]

la expresitn entre corchetes ss cero si escogemos o = ———

{po )
Como || z||= § la ecuacién se vuelve

¥l
L

1 2z
z—ay|*= 6 - -
| | (vr, 1)

pero csto es Imposlble porque ¥ era sl vector que satisfacia ser ol minimao,
Por lo tanta,
(z—9,5) ~ 0 YjeV
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Definicldn 2.1.8 Su dice gue un espacio de Hibert es lo suma directa de
dox subespacion Hy y ITy, denotado como

H=H & H;
8 pare cade x € H eriste una dnica representacidn

r =ty +he hy € Hy, ¥ hy € Hy.

Definimos sl complernento orlogonel de un subespaclo ¥ de Hllbert como el
conjunto de todos los vectores ortogonales u ¥

Y"'::-[IEX|IJ_Y]-

Asl como en RY podemos hacer proyecclones sobre sus subespacios, en los
ewpacios de Hilbert tenemos un resultado andlogo dado en el signlente teore-
ma.

Recordemos que une funcidn lineal P B — Y es una proyeccidn si P4 = P,

Teorema 2.1.89 Teorema de lu Proyeceidn Ortogonal
Sea Y 3 O un subespacio cerrade propio de un espacio da Hidbert H. Entonces
eriste una proyeccion

P H—Y talque ||B|l= 1, Y+ = kerfy,

Id- Py : H » Y' eguna proyeceion, con || Id— £ ||= |,

H=YaY"

By ac Homa lo proyeecidn ortogonel sabra V.

Demostraeion: Como H es completo y ¥ es cerrado, entonces Y cs completa.
Ademds ¥ es un subespaclo vectorial, entonces ae cumple que Vr € H existe
una dnlca y € ¥ lal que

s=(r-ym ¥

da doude,
r=z+y conzeY¥: ye¥

Por otro lado, sl y € ¥ y 2 € ¥ " entonces es claro que
v+ zll* =Nyl + flz]*

Au{, podemos deflnit una proyeceidn Iy : IF — YV dada por Mz = y. Se
tisne gue Py ew linenl, y ademds

| Py ||l= sup || Frz|= eup [j¥|l=1
aCii 1Y)
hefl -1 (i -1
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ya que cl supremo se aleanza cuando ||y =1y | z]*= 0.
Ahora blen, si x € Y1, Le. 2 = z, entonces x = 04+ z y Py = 0. Ne donde

kerPy = Y,
Finalmente, Jd — Py - H 5 V4 ya que
(Id = Fy)(z) = (Id - I¥){y + z)
=y+i—y=z€¥?t

Y (1d— )3 (z) = ({d - Py)(z) = z, por lo tanto, Jd — Py es una proyeccidn
¥ claramente,

Ifd - R ll=1.

2.2, Teorema de representacién de Riesz

Teoremna 2.2.1 Teorema da Representacidn de Hiesz.

Tado funcional lineal acotado L en un copacio de Hilbert H puede ser repre-
aentado en tdrminos del producte cscolar, es decir, erisle un tdnico vy € H
tal que

L{v) = (up,v) Yu e Il (2.9)
donde vy depende erelusivarnenle de L y lene norma:
o ll=1 7 (2.4)

Mds adn, vy mintmize el problema

1
inf {5 {la]? —LU} ; {2.3)

velH

Exte e3 el Hamado Principio de [brichiet.

Demostracidn:
Empecemos por preguntemos jcomo tendrin que ser vp?

I) sl I = 0 entonces es muy fAcil, tomamos vy = 0 y se cumple que
(wp, ) = O = L{x) VYo e H y trivislmente vy | =] L.

) sl L{v) # 0 entonces wy no puede ser igual v 0 (si no tendrfamos ax-
getaments al caso anterior). Ademds, ve tienc que {vp,v) = 0 para
toda v tal que L{n) = 0, o sca si v € kerl, csto {impllea que nuestro
uwp L kerl. Euto nos suglere considerar a kerl y a su complemento
ortogonal (kerL)*.
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En efecto, como L eq continna, karL ea un subespacio cerrado de H y por
tunto podemos eseribir:

H = kerL @ (kerL)*.

Ahora blen, como L{v) # 0se algue que kerL 3 H y por ende (ker L)L # {0}.
Luego, exlate un elemento z £ 0 € (ker L)L,
Senx = L(v)z — L{z)v donde v € H e urbitrario. Aplicamos L al clemento
e o

L(x) ~ L{v)L{z) — L{z)L{v) = 0
For lo tanto, evcoger & 7 do esta mAnera now permite encontrar a un elemento
de kerL. Ahora bicn, como sabemos que z L ker L, entonces:

0+ (z,z)
= (L(‘U)z - L(Z)U, Z)
= L{v){z,z) — L{z){v, z)

Notemos que (z,2) > 0 va que & 7 0, luego, despejamos L(v) de la dlthna
ecuacldn para obtener

Lz,(z) (v,z) VYo e H

{z,z)
asl que si tomamoe vy = 3(:}52: ge cumple que L{v) = {vg, v) Vi € H.
Unictdad:

Supongamos aliora qua para loda v € 8 existen vy y vy teles que:

L{v) =

Liv) = (v,v0) = (v, 1)
Entonces (n,v — 1) = 0¥e € H. Freogiendo v = v — v, tenemos que;
(vo —m,vg — 11} =|[va— 1= 0

Y cato implics por la definicidn del producto cscalar que vy — v = () d»
donde wy = ).
Probemos (2.4):
De la definiclén misma de norma de un funcional lineal acotado se slgue que:

L) [ L] e,
Lomando v — 1wy tenemos que:

Liw) = {vo, W) = ”"l"n”:l
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de ahi que
lwe I <12 [fvoll

¥ por tanto,
lvoll <[]

Por otra parte, usando (2.3) y la deslgualded de Schwarz tenemnos que

L) =] (v,v) [ <lvlllwo]]
y esto Implica que
I L= sup | (v, v0) [ = {jv |,
[lf =1
¥, DOr tanto,
ILI < lwoll -
Aui,
oo ll =T -

Probemons por 1iltimo el Principio de Dirichlst.
Sen T(v) =14 lv]? - (vo, v).
Queremos ver que J(vg) < I +u) Yue X

1 .
(g +u)= 2 lvo + u]|* —(ve, v + u)

= - (v + u, vy + 1) — (o, ) — {va, )
= = (v, tg) + %(’Un,ﬂ) + %(u, 1) + %(u, u) — {up,u) — {vy, vp)

1
il = 5 rol?

- 2 ) +1(we) = f(vg) YueH.

[or lo tanto, vy minimiza ¢l problema:

| — B2 = B = B3 =

1 F
Inf {3 [[v* ~Tn}.

Note: Bs inleresante remarcar une de las bellezas de este teorema: no sélo
nos dlee que s existe dicho elemento v, sinoe que ademds nos da la forma
explicita para encontrarlo.

Existen otras variantes del Teorema de representacién de Rlesz que no nece-
suriamente requieren que al cspaclo sea un espaclo de Hilberl, en particular
existc una para espaclos L?, pero en goeneral loa resultndos son también menos
fuertes,
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Con estc teorcma, sabcmos que unw de las condiciones que tendran que
cumplir nuestros espacios de solnclones débiles ea el de ser eapaclos de Hilberl,
Pero ésta no ew ln dnicn condicidén, como veremos en el signiente capftulo,
los espacios de soluciones ticnen otras propiedades interesantes. Al que s
tomamoa como eapacio de Hilbert la cerradura de C}(f1) bajo la norma in-
ducidn por sl producto escalar que definimos anterlormente, entonces el teo-
rema de rapresentacion de Hiewz nos agegura la exlstencla y unicidad de una
solucidn w al problema (1.2).



CAPITULO 3

Derivadas débiles

3.1. Definicion

Sea CL(Q) el espacio de funciones de clase C1(£2) con soporte compacto sobre
Q. A este conjunto le llamaremos en lo sucesivo el conjunto de funciones de

prueba.
Lema 3.1.1 Sea Q C RV abierto, y 1 < i < ~N. Entonces para toda funcién

@ € CH(RY) se tiene que:
p
dr =
/ 3z, z=0

Demostracién: Podemos extender ¢ a todo RY definiendo p(z) = 0Vz €
RY \ Q2 y suponer entonces que v € C}(RY). Asi, el soporte de ¢ queda con-
tenido en un cubo ~ —dimensional de lado M, es decir, suppyp C [-M, M|V,
Sin pérdida de generalidad supongamos ahora que ¢ = ~. Entonces para
(%1, ., Tn-1) € RV fija, usando el Teorema fundamental del Célculo ten-
emos:

Q>
‘G
5
Z
I

[Ba:N (1, . p1, M) — (21, .. Ty, — M)
=40

Por lo tanto, usando el teorema de Fubini,
) M M
/——-"Ddz:[ / X doy-dzy = 0
RN Oy M Oz

Ahora bien, si f € CY(Q) y p € C3(§2) (de manera que fp € C}{)), y
usando el Teorema de Green tenemos:
/ ff?z.

Lg—iwﬂ =f90}m -

Iterando este resultado, si ahora consideramos una funcién f € C*(Q) y v €
CZ(Q) se tiene que

23
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s af 9y &
na:c?cpda:—— o Ox; Oz; /f @.
Sumando sobre las ¢’s:

/Q(Af)wd:w—/nvf Vods = [ f(8g)ds

Aqui usamos el hecho de que f € C?(2). Ahora nos gustarfa generalizar este
resultado a funciones que no necesariamente son continuas. Es decir, podria
suceder que exista una cierta funcién v que satisfaga que:

/fa“” dr = — /vgod:r Vi € CL(Q)
oz,
Definicién 3.1.2 Una funcidn f € Li,.(Q) si fes integrable en todo subcon-

Junto w acotado y medible de §) tal que W C Q.

Lo anterior sirvié de motivacién para definir un nuevo concepto en el andlisis:
el de derivada débil.

Definicién 3.1.3 Derivada débil
Sea f una funcidn en L}, (S)). Si eziste una funcién v € L}, () tal que:

/fgz dz = — [vgad:c Vo € CL(Q). (3.1)

entonces decimos que v es la derivada débil de f en la direccidn z; y se
denota v = D;f. Si f tiene derivadas débiles Vi = 1,..., 8 entonces decimos
que f tiene derivada débil Df = (D\f, ..., Dy f).

Proposicién 3.1.4 La derivada débil de f (st existe) es tnica c.t.p en Q.

Demostracidn: Supongamos que existen dos funciones » y w que son derivadas
débiles de f en la direccién z;. Entonces se cumple que

/faz, /ﬂwp:—fnws@ Vip € Cp($2)

/(v—w)cp=o Vo € CM Q)
O

y por densidad

v—w=0 c.t.p. en 2
v=w c.t.p. en §}
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Proposicién 3.1.5 Si f € L] (Q) es débilmente diferenciable en Q y Qp C
) es gbierto entonces f|ﬂ‘J € L} .(Q) es débilmente diferenciable y

Dilf]a,) = (Dif)lq,

Demostracién: Sabemos que cualquier abierto acotado de £y también lo es
de Q, asi que de manera trivial se cumple que f € L] (). Sea ¢ € C3{(p).
Podemos extender a ¢ en todo §2 de manera tal que ¢ € C3(S2) (esto es
muy sencillo, s6lo definimos ¢(z) = 0si z € 2\ {3). De aqui que cualquier
funcién de prueba de €}y también lo sea de Q. De esta manera, se tiene que

= - / v  ya que  tiene soporte compacto en {2
[

v ademads
Di(flg,) = (Dif)g,

Definicién 3.1.6 Multitndice y derivada débil de orden superior:

Sea a = (@1, ,0,), 04 entere, o; > 0 Vi =1,--- N. o se lama un
maultiindice.

Defintmos |o| := Ef":l a; > 0, y denotamos le dertvada parcial de orden |o
de f por

gxrtattan

D — ) Yy e Cll(Q).

AR R R - G (G

Resulte natural introducir las derivadas débiles de orden superior:
Sea f € L} (). Una funcidn v € L},.(Q) es llemada la a—ésima derivada
débil de f, denotada como v = D, f si cumple que:

/’fDC,tpd:r - )""/vcpdz VYo € Clol().

Decimos que fes k—débilmente diferenciable si existe D, f para todo mul-
titndice a con ja| < k.
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3.2. Ejemplos

Ejemplo 3.2.1

Claramente, toda funcién f de clase C'(2) pertenece trivialmente a L},_()
asi como sus derivadas parciales usuales, por lo tanto tiene derivadas débiles
af

31‘:‘ )

que coinciden con las usuales: D;f =

Ejemplo 3.2.2

Sea @ = (-1,1) C Ry f(z) = |z|- Como f,|z| < o0, [ (-1)¥ fl1<oo
entonces f y Df pertenecen a L}, (2) y f tiene derivada débil dada por:

1 si0<z<1
Df(I)_{ -1 si —1<2<0

ya que, si tomamos ¢ € Cj(—1,1) tenemos que:

[j |zl (z)dz = -[0 z¢'(z) d:c+/::cf,o'($) dx

1 1

= (oot - [ 10@a) + (so@l - [ 1p@1d0)

= —ot-1) - [ (-Dpta)ds+pl2) - [ 10(a)da

1

[ Die)ple) da.

—1

De manera més general, se cumple lo siguiente.

Proposicién 3.2.3 5i f : [a,b] — R es continua y f es continuamente difer-
enciable en [a,c] y en [c,b], a < ¢ < b, entonces [ es débilmente diferenciable
y Df{z) = f'(z} para todo z € (a,c) U (c,b).

Demostracion: Sea ¢ € C}([a, b))
b 4 4
[ toe@ds = [ f@we i [ 1@k
y en cada integral podemos usar integracién por partes,
] b
— [ @i [ @) e
b
—- [ Diaeta) iz
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por lo tanto, D f(z) = f'(z) para todo z € (a,c) U (¢, b). n

Proposicion 3.2.4 Sean 3y y (@ abiertos acotados de R, Qy C Q2 con 80,
O de clase C' y y € Q. Sea f : & - R continua, tal que f|n_o €

CY{) y f|n\—no € CUQ\ ). Entonces f es débilmente diferenciable en

Qy
8f

D;f(z) = (:1:) Vr € 2\ 8C.

Demostracién:

¢ By
dr = f—dx +/ dz
,/n\ano 611:, 9\90 61', faz,

en cada una de estas integrales podemos usar la férmula de integracién por
partes

of f f
= d dS— | “Lodr -
fn\% r.¥ z + 6(mnu)(fw A n +f (fo)mdS

donde 7; denota la normal en la i-ésima direccién

0 a
- "/ Bxfi"’d‘H/m(f‘P)’?idS— mn(fso)mdS—/nn%‘_wdx+fmo(fso)mds

o0\

of af
=- wdr - —pdz
[]\ﬂo (9271 [ 6.’5"

Ejemplo 3.2.5
Sea §2=(~1,1) C Ry f dada por:

1 si0<z<l
f(I)'{o si—l<z<0

No tiene derivada débil. Supongamos que si la tiene, por la proposicién (3.1.5)
f es diferenciable en [o, 8], para todo «, 8 € (—1,0) U (0,1) y su derivada
ahi es cero. Entonces tendriamos que D f(z) = 0 Yz # 0 lo cual implicaria:

0= [ Dfapa=- [ 1)) da = - /0 (5)dr = 5(0) Vi€ Cl{-

Esto es una contradiccion.

1,1).
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Ejemplo 3.2.6
Sea 2 =R y f dada por:

1 Si.’51>0

f($)={ ~1 siz; <0

Tanto f como D, f estdn acotadas y de aqui que para todo subconjunto
acotado {3y de RY, f y D;f son integrables sobre (2;. Usando de nuevo la
proposicién (3.1.5) tenemos que si f fuese débilmente diferenciable, su deriva-
da tendria que ser 0. Supongamos que si lo es, y sea ¢ € Cj(R"). Entonces
suppyw C [-M, M]" para M suficientemente grande y

B _ Beo(m) /‘ /’
LNO(P(.T)dI"- RN f( 3:::1 de = RN-1 3.’1?1 dml d$N+

/ M op(a) 2y doy
RN-1 Jg 6.’1:1

=/ —p(0,z2,- - ,zN) + (M, 22, -+ ,TN) dr2- - - dTy
RN -1

+ /N (P(M7I2’.“ ’IN)—IIO(()’mz)"' ’IN)dzz"'dIN,
RV-1

Como y tiene soporte compacto, entonces (—M, %3, - ,2x) = @(M, T2, -+ ,T§) =
0 y 1a integral queda:

0 =f =20(0,z3,-- ,Tx) dzo--dzy Vg € CA(RY),
RN—l

Claramente, no se cumple que para toda ¢ € C3(R"), ¢(0,25,--- ,zx) =0,
por lo cual la derivada débil en este caso no existe.

Ejemplo 3.2.7

Sea f(x) =||z{|” con a < Q.

Esta funcién es diferenciable en el sentido usual para todo subconjunto de
RY que no contenga al origen. Asi que el problema interesante es alrededor
del cero. Investiguemos bajo qué condiciones f es débilmente diferenciable
en §2, donde @ = B(0,1) = {z € R¥| | z||< 1} . Primero que nada, dado
que necesitamos que nuestra funcién viva en el espacio L] (Q) averigiiemos

6”IH € LY(R). (En este

caso, dado que el inico problema est4 alrededor del origen, da igual investigar
cuando f € L}, (§2) o cuando f € L(£2)). Usando el teorema (A.4) se tiene
que

para qué valores de « se tiene [{ z ||*€ L'{(Q) y
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1.
1 1 1
/ lz||* dz = NLJN/ ro Nl dr = NwN/ rot V=l dr = nwyrotN
a 0 0 0
(donde wy es el volumen de la bola unitaria en dimensién ~), y esta in-
tegral es finita sélo cuando ae+~ > 0. Se sigue que ||z||* € LY(Q) si a+

~ > 0.
2. 5 ” ”a 5 N a/2 N af2-1
z _ 2 . . 2
Or; Oz (Jz:; &l ) - o (; &l )
0 « .0 o
= l% < lal ||z]|*" ¥ usando lo anterior, % € LY(Q) & (a—1)+N > 0.

Sea v dada por:

0 siz =0.

il il i
v(r)z{ 9z; stz #0

Afirmamos que v es la i-ésima derivada débil de f cuando ¥+ > 1
Demostracién: Sea ¢ € C}(U) y sea ¢ > 0 fija. Entonces usando el hecho
de que f es una funcién diferenciable en todos lados excepto en el origen, v
usando la férmula de integracion por partes en dimensién w, (teorema (A.2))
se tiene que:

Oy of
f—=—f -—<Pd$+f (fe)mds
/n\B(o,s) Oz; \B(0,e) O, 3N\ B(0,6) )

Donde 7; es la normal exterior en la i-ésima direccién.

a
== [ pws [ (omas— [ (fomds
o\B(0,e) CTi a0 OB(0,¢)

7]
= —/ / wdr +/ (fein:ds va que @ se anula en 9.
m\Blo,e) 0T 0B(0.c)

Ahora bien, si (& — 1} + ~ > 0, entonces gf; € L()) ¥ podemos aplicar la
desigualdad de Holder para obtener:

[ vomes| <l [ Iflmlas
8B(0,) 9B(0,}
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|75 < 1 por definicién de la normal, y | f| =||z||*= £* porque estamos sobre
8B(0,¢). Asi que la desigualdad queda:

[ romds| <ol [ e s censn
a48(0,¢) OB(0,¢)

—0 sia+~5—-1>0, obiensiaa+n~>1.

De donde, si tomamos el limite cuando £ — 0

/f&p d:z:-—fvtpda: VoeCa(Q)sia+n>1.
o

Asi, f es débilmente diferenciable si o + ¥ > 1. ]

Ejemplo 3.2.8
Sea f : RV — R dada por

_[m{lal) siz#o
f(x)_{o Siz=0

Afirmamos que f sf tiene derivada débil en la direccién z; y estd dada por:

Oln -
og)= | o HEAO
0 siz=0

Demostracion: Lo primero que hay que revisar es bajo qué condiciones f y D, f €
L},.(f). Observemos que para todo subconjunto acotado §3y de R™ que no
contenga al origen, esta funcién tiene derivada usual y es integrable. Por lo
tanto, el caso interesante es aquel donde 0 € £2y. Sea 2 = B(0, M) \ B(0,¢)

¥ tenemos lo siguiente

M
/ln(||:c”)d:r=f It Ny dr
O £

donde wy denota el volumen de la bola unitaria en dimensién »

M

£

1
= wy (lnr N ——rN)
N

1
=C—wy(lne ¥ - —¢

N
N )



3.2 Ejemplos 31

usando la regla de L'Hdpital se tiene que

N Ine

———)0515-—>0

Ine-¢ —

Por lo tanto f € L} ().

y sabemos que esto es mtegrable sin 2 2. Porlotanto, D;f € L] (Q) siy s6losi ¥ > 2.
Para ver que la derivada débil si existe, tomamos una funcién que suaviza la
discontinuidad en el origen como sigue. Sea i, € C(R) dada por:

2

1 TZ;;
Mm(r)= {m(r—%) L<r<i
0 0<r<t

Sea ¢ € Cg(Q), por la proposicién (3.2.4), podemos usar integracién por
partes de manera que:

o _ [ omflie])
[ iz tmlaleton dz = - [ 22 (12 gta

ysim— oo

- ] %f”)so(z). (3.2)

Ahora bien,

Lt (il ot d = [ izl (2L o0y o
+ [ntha) (w012 52) ac

Queremos probar que

fn’"(“I“)%(%(Hrll)w(m))dw —>/!;ln(||

Para esto, observemos que

(3.3)

[t (w2022 ) v — [ingsp2e2 iz sim - o0
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¥ por otro lado, haciendo el cambio de variable r =|/z || se tiene que:

Uzn

| tlllz()e(z)| dz

mallll)e d:c] <

0
<ec n(|z|])=—na{llz )| dr
< f_ s[5 D2 Dete)
m| a
= chN/_ anarnm(HIH) Nl dr
"2
= cranNf ltnr|r™1dr
=
2
= —cnwwN/ InreN1dr
1
m . N
= —cmnNwy T (inr ~ —) ':
— 0 sim— o0,
de donde, obtenemos (3.3).
Y juntando (3.2) ¥ (3.3) finalmente podemos concluir que
dyp(x
[tz dr = - [ v@yotz) o
0 Ti 0
Por lo tanto, si ¥ > 2, f si tiene derivada débil. [
Ejemplo 3.2.9
Consideremos la funcién f, definida sobre 2 = B(0, 1) dada por:
_ W osir#FO 3.4
f(=) {0 siz=0 (3.4)
Afirmamos que f si tiene derivadas débiles y que éstas estdn dadas por:
8 i 0
Difx) = { T HEF 35)
0 siz =10

El unico problema en esta funcién es alrededor del origen. Revisemos de
manera rdpida cudndo f pertenece a Ll ().

__ sz'l 1 .
/{;f(x)dz_ n"z”dm</[;”x“ds:EL(Q) siv>2
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De la misma manera, tanto para i = J cOmo para i # j

L|Dif|d:l:5/9ﬁ:—1ﬂda:.

Por lo tanto, fy D;f € L} () siwv > 2.
Usando la férmula de integracién por partes tenemos que:

o
f facf’:_f O ar + (Fo)mds
2\ B(0,¢) Oz; O\B(0,) Oz H(O\B(0,£})
3]
_/ Eiwdm—i-/ (fw)mds—[ (fe)mds
o\B(o,) OFi an 8B(0,£)

d
=—f afsod-'z—f (fe)mids
2\B(0,¢) OFi AB(0,<)

vya que ¢ se anula en 952 y donde 7; es la normal exterior en la i-ésima
direccion.

Ahora bien, si ¥ > 2, entonces % € L'(Q) y podemos aplicar la desigualdad
de Hélder para obtener: '

[ vemas| <ol [ ifllndas
8B(0,6) 8B(0,€)

como |r;] < 1 por la definicién de la normal, entonces nos queda

<ol [ '“wgmm/ 1ds
8B(0,) |zl 8B(0,£)

< CwNEN_l
—0sie — 0.

donde wy es el volumen de la bola unitaria en dimensién ~. Asi, cuando

e=>0yn~N2>2,
&
[158=-[Dise
n O Q

3.3. Propiedades de la derivada débil

Proposicién 3.3.1 5i f, g: ! — R son débilmente diferenciables, entonces
f + g es débilmente diferenciable y

Dif+g)=Dif +Dyg, i=1--,n.
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Demostracion:
Sea v € C3 (). Entonces

Jozi= |13+ o3

*—fD,fw—fDiw
1] 2

——/;w,-fw.-g)w
=—](D.-(f+g))<.a
0

Proposicién 3.3.2 5i f : Q@ — R es débilmente diferenciable y A € R,
entonces Af es débilmente diferenciable y

D,()\f):A(D,f), t=1---,N.

Demostracion:
Sea ¢ € C}(R). Entonces

f ()5 =

a"”——Afo)w— - [aDin)e

Proposicidon 3.3.3 Férmula de Leibnitz
Si f 1 2 = R es débilmente diferenciable y ¢ € CY(Q), entonces (f es
débilmente diferenciable y

DiCS) = —5~f + (D).

Demostracion: Sean ( € CH{Q) y p € C"(Q).

[ e - [ o5

[ sl [ 150 i
f(ch+f

/fc—d

de donde

)cpdm



3.3 Propiedades de la derivada débil 35

por lo tanto

DiCS) = ot + (D).

Proposicién 3.3.4 Seana = (o, - ,00) ¥ 8= (81 --- . Bn). f es(|B| + |c|)—débil-
mente diferenciable si y sélo si [ es |8|—diferenciable y Dgf es |a|—débil-
mente diferenciable y ademds

Do(Dsf) = Ds(Dof) y Da(Dpf) = Dpsaf

Demostracion: Sea ¢ € Ccl.aHlﬂl(Q)-

Proposicién 3.3.5 Fdérmula de Leibnitz

Sie Céal(ﬁ) y [:8 = R es |a|—débilmente diferenciable entonces {f es
|| ~ débilmente diferenciable y

Do(¢H =Y (") Ds¢Da-sf. (3.6)

Ata A

(lal! | |
donde (§) = ol v A S o B Vi = Lo

Demostracion: {por induccidn sobre |al).
Si | = 1 la afirmacién coincide con la de la proposicién (3.3.3).

Si |ee] > 1 escribimos e = v+ (3 con |y] =1 y |B| = |a| — 1. Por hipétesis de
inducci6n, la férmula de Leibnitz vale para g. Asi,
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Dqo((f) = DyDg(¢ ) por (3.3.4)

5 ()

= Z (?) D, (DsCDg_sf) por (3.3.1) y (3.3.2)

5<8
- (?) (Dy45¢Ds-sf + DsCDp-s4,f) por (3.3.3) y (3.3.4)
<8

B B8
S I (R LYNES ol (4 I

r<e<a e<p

=3 (Z‘) D(Da-.f,

<o

ya que (g) = (§)+(5£3’Y) siy<e<f



I keep secret spaces
Around me to fill up those
Spaces with many

Special thoughts so

To fill many pockets

In the air around me
Locked to me floating
Like tiny invisible kites
And intricate clockwork
R.C. Abbekka

CAPiTULO 4

Espacios de Sobolev

4.1. Definicién y propiedades elementales

Definicién 4.1.1 Sez Q@ C R” abierto, k € N, 1 < p < co. Definimos el
espacio de Sobolev W*P(QQ) como sigue:

WEHQ) = {f € LP(Q) | Daf eziste y Dof € LP(Q) V|a| <k}.  (4.1)
En particular, nos interesan los espacios W?(Q) dados por:
WP (Q) = {f € LP(Q)lDif existey D;f € LP(Q) Vi = 1,--- ,N.}

Denotamos

W) = HY(Q).

Nota: Podemos utilizar indistintamente a C§(2) o a C$°(2) como conjurmto
de funciones de prueba, ya que si ¢ € C3(f2), entonces podemos tomar una
sucesion regularizante (p,) tal ¥ como estd definida en (C.6) y, si extendemos
por 0 a ¢ fuera de (2, entonces la convolucién p, * ¢ € C°(2) para n sufi-
cientemente grande. Ademds, sabemos por (C.8) que p, * ¢ = ¢ en LP(R).

Lema 4.1.2 f € W*?(Q), k > 1 si y sdlo si | es débilmente diferenciable y
f.Dif € WHI2(Q), donde WOP(Q) = LP(Q).

37
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Demaostracion:

=) Como f € W*?(Q) entonces V|a| < k existe D, f € L?(2). En particular,
V|| < k-1 existen las derivadas débiles D, f y estan en LP(Q) V|a| < k—1
vy ademds, para |&| = 1 obtenemos que f es débilmente diferenciable. Por
lo tanto, f € W*=1#(Q). Aplicando la proposicién (3.3.4) con |o| < k—1y
B = e; (donde e; es el i-ésimo vector candnico de R” ) tenemos que Dgf = D; f

Da(Dif) = Dase f € LP(Q) Ya| <k—1

D;f e WklP(Q).
<=) Sea p € Cj(Q). Tomamos un multiindice & = v+ con |a| = k = |y|+|8|
con |y =1y [f|=k-1

usando de nuevo la proposicién (3.3.4) se tiene que

Dof = Dgyrf = Dg(Dif) ycomo D;f € W 12()), entonces
Dg(D; [} existe y pertenece a LP(f2).

"
Si u € W5?(Q) definimos una norma en este espacio dada por:
1
P
Z /IDauV’ sil<p<oo
2 llwro= § \o<lai<k’® (4.2)

Z ess sup |Dyu| st p = o00.
0<]a|<k

donde Dou = u y esssup f = inf{fa e RU oo |f(r) < ac.t.pen}
o

Teorema 4.1.3 W#(Q) = (W*2(Q), ||- lwen(n)) es un espacio vectorial
normado Y1 < p < co.

Demostracidn: El hecho de que el espacio W*?((2) es un espacio vectorial se
hereda de las proposiciones (3.3.1) y (3.3.2) y del hecho de que L?{{2) es un
espacio vectorial.

Revisemos que (4.2) cumple con las propiedades de norma: Para 1 < p < co:
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i)

P

-

A prcey= j Dal| = [pp 3 f \Doul?
0<a|<k 0<|a|<k
-~ 1
P
W | 3 [10aup| =1l fulvasin
0<a|<k

ii) Claramente, si 4 = 0 entonces ||u{|wrsqy= 0. Por otro lado, si

||ﬂ||wt-r(n)= 0
1

entonces [ |Douf | =0

0<|al<k
y como cada sumando es positivo

/ |Dau|P = 0 para cada o
a

y esto implica [Daul =0 ctp.yVO< |of <k.

iii) Designaldad del tridnguloe:

- 1/p

|+ v |lwesy = Z | Dav + Do |7,

 lof <&
i i/p
< 32 (1 Datllzne) + | Davllom)”
 |al<k
< (Z HDau”L(n))l/p Z | Dov ”LP(Q)
la|<k lal <k

= |lwrry + | lwesa
donde la primera desigualdad se obtuvo aplicando la desigualdad de
Minkowski para espacios I” y la segunda usando la desigualdad de
Minkowski para R".

El caso p = oo es andlogo a éste. n
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El espacio W1, que es de hecho, el que més nos interesa, hereda de L? un
producto escatar dado por:
N

(u, V)wra = (u,v) 2 + Z(D,—u, Div)p2

=l

¥ la norma inducida por él:

N
[l llwr2= (llu!liz +3 IID,-uiliz)
i=1

2

En lo subsecuente, denotaremos por || - |z» en lugar de || - ||;»(ny siempre y
cuando sea claro el conjunto en el cual estamos trabajando.

Teorema 4.1.4 W¥5P() es un espacio de Banach V1 < p < oo.

Demostracion:

Sea (un) una sucesién Cauchy en W*P(Q). Entonces, para todo [a| < k,
(Dqun) es de Cauchy en LP(Q2).

Como LP(?) es completo, entonces existen funciones u, € LP(Q) tales que

Doty = us en LP(2) V]| < k

y

up, — u en LP(Q).
Resta ver entonces que u € W*P(Q), con Dyu = u,V|a| < k. Sea ¢ €
Ci ().

[uDa@dr = lim | u,Dypdx = lim (—1)'“'[(Dau,,)(pd:c
7] n—o0 Q n—roo 0

= (—1)el f top dz
0

ya que la funcién u — [, ug es continua en LP(Q2).
por lo tanto,
u, — u en WHP(Q).

Asi, W5?(Q) es un espacio de Banach. (]

Corolario 4.1.5 El espacio W*2(Q) es un espacio de Hilbert con el producto

escalar
(U U we2() — Z fDauDaU

0<]a|<k
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4.2. Espacio W'?(Q) en dimensién 1

Antes de ver ejemplos de espacios W*P(QQ) con  C RY, nos interesa ver cémo
se comporta el espacio W #(() en {2subsetR En particular, nos interesa una
caracterizacién importante para estos espacios, que no se da para dimensiones
mayores a 1. Empezamos con dos lemas, que nos serviran para dar dicha
caracterizacién. Consideramos un intervalo I = (a,b) C R, acotado o no.
Definimos el espacio L},.(I) como el conjunto de funciones localmente inte-
grables en I, es decir, f € L} (I) si f es integrable en todo subconjunto
acotado de J. Definimos el espacio C(J) como el conjunto de funciones con-
tinuas en I, y Co(J) como el conjunto de funciones continuas con soporte
compacto en [.

Lema 4.2.1 Ses f € L}, (1) tal que:
[1e=0 weaim.
1
Entonces, existe una constante C tal que f = C c.t.p.

Demostracidn: Fijamos una funcién ¢ € Cy(J) tal que [ = 1. Ahora bien,
considero la funcién h = w— (f, w)y, donde w € Cy(). Como h es continua,
tiene soporte compacto y f, h = 0, entonces, h tiene una antiderivada con
soporte compacto. Es decir, para toda funcién w € Cy(I) existe una ¢ €

CHI) tal que:
¢ =w-— (fw) .
!
Se deduce entonces que:

[l (e e
'/I[f—/rfw]w=0 vw € Co(1)

y esto implica f — [, fY =0 c.t-p., ie. f=C c.t.p. con C = [, fy. L]

Lema 4.2.2 Sea g € L}, .(I). Para yo fija en I definimos:

o(z) = /Ig(t)dt, zel

¥
Entonces, ve C(I) y:

/.w’=—ffg¢ Vo € Co(1).
I
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Demostracion:

aplicando el teorema de Fubini nos queda:

[rars@as=-[ "0 ([ @ ) ae| + / :gm (f "z ) dta

- /; o(e)olt) .

Este lema nos da una propiedad bonita de los espacios W'*(I): toda primitiva
v de una funcién g € LP(I) pertenece a W1P(I) siempre y cuando v € L*{]).

Teorema 4.2.3 Sea u € W'P(I), entonces eziste una funcién i € C(I) tal
que:

u=1% ctp enl

a(z) — a(y) = _/x Du(t)ydt =z,yel.

Demostracidn: Fijamos y, € [ y definimos #(z) = f; Du(t) di. Por el lema
(4.2.2) tenemos que:

[ == [(Dwe veecin

Por lo tanto f,(u — @)y’ = 0V € Cj(I). Ahora bien, por el lema (4.2.1)
teremos que ¥ — @ = C ¢.t.p. Tomando la funcién % como a{z) = #(z) + C
se tienen las propiedades deseadas. n

Es importante remarcar que el hecho de tener un representante continuo es
una propiedad que sdlo es vélida en dimensién 1.
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4.3. Ejemplos

Retomemos ahora los ejemplos del capitulo anterior e investiguemos bajo
qué condiciones pertenecen al espacio W1?().

Ejemplo 4.3.1

Sabemos que toda funcién f de clase C'(Q2) es débilmente diferenciable. Si
adem4s es tal que f, %’% € LP(Q2} entonces pertenece a W'?(Q). En particu-
lar, CH{Q)) C WP (Q).

Ejemplo 4.3.2

Sea @ =(-1,1) C Ry f(z} = |z|. Ya vimos en (3.2.2) que f es débilmente
diferenciable. Como ademds f y Df € LP(2) Vp, entonces f € Wl®(Q).
Los ejemplos (3.2.5) y (3.2.6) no tienen ni siquiera derivada débil, asi que no
pertenecen a WiP(Q).

Ejemplo 4.3.3

Sea f: R — R dada por f(z) =||z[|* y 1 < p < 00. Separaremos el estudio
en dos casos: 2 = B(0,1) = {z € RV| |lz||< 1} y & =R* \

Para

Haciendo un estudio anélogo al hecho en el ejemplo (3.2.7) se tiene que:

llz]|* € LP() siap+nN >0

oll=l

y IEI,:H ePQ) e (a-1)p+n~5>0.

Sea v dada por:

0 siz=0.

v(x)z{ﬂgi; Siz#0

Vimos en (3.2.7) que v es la i-ésima derivada débil de f. Por lo tanto,
FeWW(Q)si (a—1)p+n~>0.

Para ;:

En este conjunto, la derivada débil coincide con la usual. Por otro lado,
usando lo hecho en el ejemplo (3.2.7) se tiene que

(o]
/ lz]2= mun / rortN Ly
RN¥\Q 1
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¥ por tanto,
felPr() e apt+n<0

y se sigue que
of
6:1:,'

donde wy es el volumen de la bola unitaria en R¥. En conclusidn,
FeWP(Q)siysolosi (@a—1)p+n~ <.

e S (a—-1p+nN<0

Ejemplo 4.3.4

Sea (r¢)p>, un subconjunto denso y numerable de @ = B(0, 1), la bola abierta
en RY y u la funcién dada por:
oo 1 _
u(z):Zz—k”m—'rk” * a>0yzel

k=1

Dado que esta serie converge uniformemente, pedemos derivar término a
término, y lo tnico que tenemos que revisar es bajo qué condiciones u y
%“': € W?(Q). Si nos fijamos en cada uno de sus términos como funciones wuy
independientes, éstas “se parecen mucho” a la del ejemplo anterior. Se trata
de la funcién “norma”trasladada. Asi que, basdndonos en el ejemplo (4.3.3)
tenemos que:

1.
uy €PN siysélosi —ap+n~>0

8uk

61’1‘
Por lo tanto, podemos concluir que cada una de estas funciones uz € W2(§))
siysolosi (o +1)p < v osea,sia< N—p_ﬂ. Esto implica que u € WP(Q) si
ysélosi0<a<ﬁp:2.

€ LP(Q) si (@ +1)p— ~ <0, es decir, si (a+1)p < .

4.3.1. Otras propiedades interesantes
Proposicién 4.3.5 5i ( € C¥(Q) y u € WEP(Q) entonces Cu € W(Q).
Demostracion: Sabemos por la proposicién (3.3.5) que (u es |a|—débilmente

diferenciable V|| < k. Como ademds  y D, son continuas y tienen soporte
compacto v u € W5P(Q2) por hipStesis, entonces

Dafc) = 3 () Dot Dasu € 200 Viol < &
<a
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de donde,
Cuy D,(Cu) € LP(Q2) Vo] < k.

Por lo tanto,

Cu € Wh2(Q).

Proposicion 4.3.6 Sea u € IP{2) con 1 < p < co. Son equivalentes:
1) v € WH(Q)

1i) Eziste una constante C tol que:

Oy
’fn uafi

1.

SCllellwm VYoe ()

1 1
donde > +

Demostracion: i) = 1i) Esto es muy fécil, basta tomar la desigualdad de
Holder, como u € WHP(2) se tiene que

[vg2]= |- [@are| < [ 1Dare

([ ()

<Cllell @ -

ii) = i)Considero la forma lineal

L: (CE@) 1 lwey) — R

dada por:
By
Ly = .
¥ 4] uazi
L es continua ya que, por hipdtesis, L estd acotada:
9y
Loj = <C )
2ol = | [ug2| < el

con l+# = 1. L es lineal ya que la derivada es lineal. Sabemos por el teorema

de I-fahn-Bana.ch que existe una extensién de L lineal y continua,

L:IF(Q) >R
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Usando el teorema de representacién de Riesz para espacios L* tenemos que
existe un elemento g € LP(Q) tal que:

iv:/gv Vve L (Q)
f

Asi que en particular, Vo € C}Q),

A -
fu%=L¢=Lw=/gw
Q i Q

de donde, D;u = —g y por lo tanto
u € WHP(Q).

4.4. Regularizaciones y espacios W*?(Q)

Dadas p € L'(R") y f € LP(R") definimos la convolucién de py f, p * f
como sigue:

(0% )(z) = fR pla— 1)) dt

Entonces se tiene que p* f € LP(R"). Las propiedades de la convolucién que
utilizaremos aqui se enuncian en la tercera seccién del apéndice.
Notacion: Dada una funcién f definimos f(z) = f(—x).

Lema 4.4.1 Sea p € LY(R"), sea f € WIP(R¥) y1 < p < oo. Entonces
pxfeWIPRY) y

Di(pxfy=p*xD;f Vi=1,---,n.
Demostracion: Supongamos que p tiene soporte compacto. Como f € LP(RV)

entonces por el teorema (C.2) sabemos que px f € LP(RY). Sea ¢ € C} (RY)
y usando el lema (C.5) se tiene que

dp _*B_cp
/;N(p*f)ax,- N RV f(P al';‘)

= fDi(p*¢) (usando el teorema (C.3))
RY

== Dif(p*w)
RN

= _-/RN(Dif*P)‘P-
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va que f € W'?(R") y por el corolario (C.4), p* ¢ € Cj(RY).

Por lo tanto, p* f € WI2(R¥) y D;(p* f) = p* (D;f).

Ahora bien, si p no tiene soporte compacto, introducimos una sucesién 4, €
Co(R¥) tal que §, — p en L'(R") (sabemos que dicha sucesién existe por €l
teorema (B.6)). Se tiene por lo anterior

O+ f € WHP(RY) y Di(dn » f) = bn % (D;f).

Como &, * f = p= fen LP(RY) y Dy(6, % f) = Di(p* f) en LP(RY) (por
el teorema (C.2) ) entonces usando el teorema de convergencia dominada se
tiene que p* f € WIP(RY) ¥

Di(P*f)=P*Dif Vi=1,---,N.

En muchas de las demostraciones que hemes visto, y ain mas en las que ver-
emos, tratamos siempre de trabajar en dominios compactos (jes mds facil!).
En caso de que esto no suceda, inventamos algo (como hacen a veces los
matematicos) para que asi sea. En este caso, introducimos una sucesién de
funciones que “truncan” nuestra funcién original, formalmente,

Definicién 4.4.2 Sea ¢ una funcidn tal que { € C(RY) con 0 < {(z) < 1
U
1 silz| <1
Slo) = {0 si|z| > 2

Definimos la sucesion ((x)(z) = ((£), n = 1,2, ..., y llamaremos a ((,) “suce-
ston truncante”.

Definicién 4.4.3 Una sucesidn regularizante es una sucesidn de funciones
(pn) de clase C(RY) con las siguientes propiedades:

i) po(z) > 0V € RY

i) supp pn C B(0,}
i) pal(z) =1
RN

En este trabajo, utilizaremos la llamada “sucesién regularizante estdandar”:
sea p la funcidn:

o) = {”P(w‘fﬂ para |z < 1, s

0 para || z||> 1.
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Y para cada n € N, definimos:

-1
pulz) = Cn p(nz), con C = (/ p) .
Ry
Dada una funcién fdefinida en Q definimos:
flz) sizeQ
0 size RV\Q

Lema 4.4.4 Sean u € W'?(Q) y a € C}{(Q) entonces: @i € WIP(RY) y
Ja

Di(au) = aDu+ oz,

u.

Demostracién: Tomamos p € C}(RY) y se tiene que:

f a_u'a—so—/auaso—/u aa —%
RN 62:.- - Q 6.’12,‘ - I't] 83:.- @ 3:0,-{'0
da
——/I;(Diu)azp+u(ami

—/ (aD,-u + a—au) Q.
RN B:c,-

Jo  yaqueap € CHQ)

Corolario 4.4.5 El mismo lema sigue siendo udlido si tomamoes ahora a €
C'RY)NL=(RY) y Va € L®(R)Y y suppa € RV \T donde I’ = 8.

Demostracion: Como o € CHRY) N L=(R¥) y Va € L®(RY)™ entonces
tanto a como % estan acotadas para toda¢=1,--- , n. De ahi que, usando

el hecho de que tanto « como Diu € LP(Q):

/ |aﬁ|p=/[au|p§Mf|u|p<oo
RN 0 n

de donde @u € L?(RY). Andlogamente, D;(au) € LP(R¥) Vi =1,--- , .

Por otro lado, como la funcién « es de clase C'(R¥) y suppa € RV \ T,
entonces se tiene que alrededor de I' existe una vecindad tal que o = Q.
Entonces, suppalg C w de tal forma que w CC Q2 (es decir, w es un abierto
tal que @ C Q y & es compacto). Asi, podemos repetir exactamente la misma
demostracidn que la del lema anterior. »
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Teorema 4.4.6 Sea u € WP(2) con 1 < p < oo. Enionces eziste une
sucesion (py) € CP(RY) tal que:

Ynla 2 u LP(§2)

Voulo = Du en LP(w)V para todo w cC Q.

Donde w CC N significa que w es un abierto tal que T C §1 y W es compacto.

Demostracion: Sea

i(z) = u(zx) sizel
0 sceRM\Q

y sea
Gn = pp *1

donde p, s una sucesién regularizante (definida tal y como en (4.4.3)). Sabe-
mos por el teorema (C.2) que g, € C®(RY) y que g, — @ en LP(RV).
Tenemos que probar que Vi,|, = Diil, en en LP(w)” para todo w CC Q.
Fijamos una funcién @ € C}{£2},0 < & < 1, tal que @ = 1 en una vecindad
de w. Entonces se cumple lo siguiente:

supp (pn * T —~ pn * ) = supp (pn * (1 — @)
C supp p, + supp (1 — @)@
1
CB (0,;) +supp (1 — @)
CRY\w

para 1 suficientemente grande. De donde,
Pn* QU= P, *T €N w. (4.4)

Ahora bien, usando el lema (4.4.4) v el lema (4.4.1) es facil ver que:

d L da
s (pn + @) = pp * (@Dju + (8:5,' Ju)

Y entonces:

a _ ) Jda BN
E;(p" *ou) — aDau + (&;)u en LP(R")
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Observando el hecho de que @ = 1 en w, de donde 22 =0 en w:

B (pn *T) — Diu  en LP(w)

Con esto tenemos ya una sucesién de funciones g, € C®(R") tales que
Vgn — Duen LP(w)". Resta encontrar ahora una sucesién que haga lo
mismo pero que tenga soporte compacto.

Para esto, truncamos la sucesién g, como sigue: definimos

Pn = (nGn = cn(pn * u)

donde ¢, estd definida como en (4.4.2). Tenemos que probar que ¢, —
w en LP(Q) y que Vipy|, = Du en LP(w)" para todo w CC Q.
En efecto, tenemos que

on — 4= Gl(on * ) — 4] + [(nE — 4
usando la desigualdad del triangulo

K — vlle@wyy <l (pn * @) — @[l go@ny + |[$nl — G || zo(ra)

Usando de nuevo el teorema (C.2) se tiene que el primer sumando del lado
derecho tiende a 0 si n — o0. El segundo sumando tiende a 0 ya que la
sucesion (p(z)#(x) — 4(z) puntualmente.
Asi que

fen — u||Lp(JR~)—) 0sin— cc.

Por otro lado,

|n — 2lir) <llon = ullLo@y)
e sigue que

[lon — ullzrny — 0 si n — oc.

Finalmente,

Oon _ 06 .
B2, — Ba, (Pn * @) + Cu(pn * Di).
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Entonces, usando la desigualdad del tridngulo

1522 — Dallzsi =l g2ipn 8) + Gulpn * Di) = Daall
<1 552 o 5 0) 17 + 1o * Di7) = Dyl
< v lurs + 1w = D) ~ Dal
< 2 pnlliallallr + 11 (on * D3} ~ D lani
< %'*‘ Il (on * D) — Dine|| po(wy -

Usando de nuevo el teorema (C.2), se tiene que(p, * D;it) = D;ii en LP(w)
como ademas D;i = D;u en w, entonces el lado derecho de la desigualdad
tiende a 0 s1 n — oo.

De donde, V,|., — Dul, en L*(w)™ para todo w CC Q. =

4.5. Otras propiedades

Con las herramientas que hemos desarrollado hasta ahora podemos dar al-
gunas propiedades ttiles de estos espacios, es decir, queremos saber bajo
qué condiciones una composicién de funciones en W*#(f2) sigue estando en
W%P((2), cudndo el valor absoluto o las partes positiva y negativa de una fun-
cién de este espacio se quedan en este espacio, qué significa que una funcién
tenga derivada débil idénticamente cero, etc. A estas cuestiones respondere-
mos en esta seccibn.

Proposicién 4.5.1 Sea G € C*(R)} tal que G(0) =0 y |G'(s)| < MVs e R
Sea u € WHP(Q), entonces

Goue Wh(Q) y Di(Gou)=(G ou)D;u.

Demostracion: Usando el teorema del valor medio se tiene que
G(s) - G(0) = G'(€)s para alguna £ € R
asi que

IG(s)| < Ms Vs€R
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en particular,
|G o u(z)| < Mlu(z)] vz
Ahora bien, como u € LP(f2), se sigue que G o u € LP(Q). Asi mismo,
|G’ (u(2)) |1 Diu(s)| < M{Din(z)] ¥z € Q

y esto implica que (G’ o u)Dyu € LP(Q) para toda 1 < p < oo. Consideremos
dos casos:
i)1<p<oo.
Por el teorema (4.4.6) podemos tomar una sucesién de funciones (u,) €
C(RY) tales que u, — uen L?(Q) (y extrayendo una subsucesién

convergente, u, — u c.t.p. en ) y Vu,|, = Dul, en IP(w)"Vw CC
Q. Entonces se sigue que

fomizt == [ [@ouge] o voe i

a
Por el teorema de convergencia dominada, tenemos que

Gou, + Gouen L*()

) . yOUn
y(Gou)aI

en LP{w) Vw CC O

— (G' ou)D;u

4 W

de donde

‘/!;(G o u) 3:!:, [ [(G'ou)Diu)p Vo € Ca(). (4.5)

ii) p = o0.
Para cada p € C}{(2), tomamos un abierto Q' tal que suppp C Q' cC
{2. Entonces u € WI*({¥) ¥1 < p < 0o y se deduce entonces (4.5) por
el caso anterior.

Corolario 4.5.2 Si f € W'*(Q2),1 < p < oo enlonces |f| € W'P(Q) tam-
bién y:
Dif(z) si flz) >0
Di|f(z))=40 st f(z) =
-Dif s f(z) <
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Demostracion: Para £ > 0, sea ¢.(f) = (f* + 52)% — €. Esta funcién cumple
las hipétesis del lema anterior, por lo tanto Ve € CH(£2):

flz Df(-’ﬂ)
/ ve(f ai‘z a ((f? +52)2 (=)

Y usando el teorema de convergencia dominada tenemos que cuando & — 0:

Jreigte - - [ {28

—-/ D;|f :r)}cp z) con la definicién que dimos de D;}f|.
Q

il

Ademis sabemos que si f € LP(§2), | f| € LP(L2) también. Por otro lado, por la
definicién que dimos de D;|f|, como D; f € LP(RQ), se sigue que D;| f| € LP(9).
De donde si f € W1P(Q) se sigue que |f| € WP(Q). ]

Teorema 4.5.3 Cambio de variable
Sean Q y Q' dos abiertos de RY y sea F : Q¥ —  una funcién biyectiva,
z = F(y) tal que

FeC'(¥,Q), FlecHn ),
|[JacF(z)| < C'Vye y |JacF~ Y z)]<CVre

Sea u € WP(Q), entonces uo F € WP(Q) y ademds

Di(wo F)u) = S DalFw)>  Vi=L--

Demostracidn:
El hecho de que |JacF(z)| < C' y que |Jac F~Y(z)] < C nos aseguran que
Di(uo F) € L*(Y)Vi = 1,--- ,~. Por otro lado, escogemos una sucesién

(u,) € CP(RY) tal que u, — uen LP(Q) y Vi, = Duen LP(w)N Vw CcC Q.

Tenemos que:
[ (o PlIacFI= [ o)

/’(qu)|Jach = \/ﬂu(a:)

de donde
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ya que podemos usar el teorema de convergencia dominada. De manera andlo-

B aF.
Do F) -t = / Du(z).
| o) 35 = [ Dt

Se sigue que up o F' wuo Fen LP((¥) y

au,, 6F, . E Pl '
(BJ:.- oF) By, — (Djuo F) y en L)W' CC Q.

Asi que, dada una funcién ¢ € C3(Y') se cumple que

o [ (P, ) O
Jmemigg == [ 2 (Gzer) oy v

y en el limite, obtenemos el resultado.
Como u € IL*(f2), se tiene que

|morr= [ u@p < oo

de manera que (uoF') € LP(Q). De forma similar, el hecho de que |JacF(z)| <
C'yque |Jac F~!(z)| < C nos aseguran que D;(uoF) € [P(¥)Vi=1,--- ,~.
=



CAPITULO 5

Extensiones y Espacio VVOl P(0))

5.1. Operadores de extension

El objetivo de esta seccién es estudiar bajo qué condiciones podemos extender
una funcién 4 € W?(Q) a una que viva en W?(R"*). Observemos que en
general, si u € WP(Q) y extendemos a u como cero fuera de §2, la extensién
no tiene porqué vivir en WhHP(R¥).

Notacion sea © € RV denotamos:
z=(«',zy) con ' € RN, ||2'||=(E07 2?)b.

RY = {z = (', zn) |zn > 0}
Q={z= (" zn}| |Z||< 1y fzn <1}
Q4 =Q0Rf N Qo

Qo ={z=(z" =) | lz'l<1, 2y = 0}

Recordemos una definicién que ya habiamos dado en el capitulo 1:

Definicién 5.1.1 Decimos que © es de clase C* si Vx € T = 8 existe una
vecindad U, en R y una funcidn H : Q — U, biyectiva tal que:

HeCYQ) H'eC\W(U, HQ)=U,NN H(Qo) =U,NT.
En general, decimos que OQ es de clase C*, k= 0,1,--- si para todo © € 51
eziste una funcion h : RY-1 5 R de clase C* tal que salvo una reordenacion
y una reorientacion de los ejes se tiene que
QN B (z) = {y € B.(z)| h(y1,--- ,yn—1) < yn}.

I es de clase C o suave si es de clase C* pare toda k.

]
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Lema 5.1.2 Seau € WHP(Q,). Definimos en Q la funcidn u* eztendida por
refleridn, es decir:

U(.."C‘,IN) Sii N > 0 (51)
u(z',—zy) sizy <0

w(d',zn) = {

entonces, u* € WP(Q) y
lu* ler@) < 2 [lullzrioy)

|2 lwreqy < C lluilwizg,)

Demostracién: Afirmamos que:

. Diu(z', zn) sizy >0
D;(u") = (Diu)” =
() = (D) {D,—u(:r:’, —zy) sSizy <0 (+)
i=1--- ,N-1

DNU(.’L",IN) si TN 2 0 (**)

Dx(u*) = (Dyu)’ =
~(w) = (D) {—DNu(a:’,—::N) sizy <0

Definimos también 7.{t) = n(kt) cont € R, k = 1,2,--- donde » es una
funcién fija de clase C°(R) tal que:

0 sit<?i
t) = 2 5.2
77() {l sit>1 ( )

Demostracion de (*) :
Tomamos ¢ € C}{Q).Para 1 <1< N — 1 se tiene que:

* 3‘,0 _ ’ a f 4 a !
fQ w2 /QﬂM U aw) 5@ aw) + fw u(e', 2w) g (&', 2n)

0 a3
= [ e zn) gl zm) + f u(e, on) (e, —zx)
/(;?+ dr; QU+ Oz,

= ¥ (5.3)

= U
Q+ dz;

donde ¥(z',zn) = @(z',zn) + @(z', —zx) e hicimos el cambio de variable

Yy=-—InN.
Observemos que en general, 3 no tiene por qué ser una funcién de clase
C}(Q4), asi que debemos suavizarla. Para esto, definimos una nueva funcién

7 : RY — R tal que fiz(z) = n(zy) donde zy denota la proyeccién en la
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N—ésima coordenada. De esta forma, 7y € C}(Q,), y ahora si, podemos
usarla como funcién de prueba:

uam i) = = [ Dau(ict)

pero B—xk =0 asi que
i

/Qf("’*az,) [ Dy ()

y usando el teorema de convergencia dominada

[ ugt=—[ (ayw (5.4
Q+ OTi Q+
pero /Q+(D,-u)¢= '/Q(Diu)'ga. (5.5)

Asi que combinando (5.3) ¥ (5.4) se obtiene
o2 M _ .
u gt / e L jQ (D)
que es (¥).

Resta probar (*x*).
Sea ¢ € C}(Q). Haciendo de nuevo un cambio de variable, obtenemos

. Op 2%
u %; _/ ual‘zv

donde (', zn) = (', zn) — (&', —zN).
Usando el teorema del valor medio tenemos que:

(', zw) = x(2',0)| = IX'(«, )] |z w]

para alguna £ € (0,2). Ahora bien, si pensamos por un momento a x(z’, 3
como una funcién de [—1,1] — R (esto es, dejamos fija la variable z'), se
tiene que x es diferenciable en [—1,1], ¥ su derivada es continua, asi que
alcanza un maximo M. Como ademds x(z’,0) = 0 entonces

x(a, z)| < Mzl

Ademis 7 x € C}HQ) asi que

/;u%(ﬁkx) = _/c;+(DNu)(ﬁkX)
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ahora bien,
7} O L dx
9z NnkX(I) awN (S!J)X(Z) + nk("r)ﬁ(r)
ax

= b (ha)x(z) + () 5 ()

asi que queremos probar que

/ u(kn'(kzy)x) — 0si k =+ oo
Q+

l / ukn’(kzN)x' <k [ Ml Iz o
Q4+ Q

<k Mlu||n'(kzw)| lzw|

0<IN<1‘-

<kC |ul
0<zn<i-
— 0sik— o0

de donde

Ox
umep—=— | Dyxu(mx)
fQ+ Iz QU+

y pasando al limite (usando el teorema de convergencia dominada)

- | (Dyu)x
Q+ 6$N -/';+

pero ahora

. Op 3)( f / o
gy _ - _ -~ |(D
‘u T B:I:N Q+(DNU)X Q( Nu) @

6(,0 o
v = [Q (Dyu)’ ¢

[repse | wp
Q @+

|l zreay< 2 [ |l zrgy)

Ademds, se cumple que
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Y se cumple lo mismo para ias derivadas débiles, de donde,

lle* [wirgy < 2 ||ullwreg,) -

Nota: Si cambiamos @ por RY la demostracién es ansloga.

Teorema 5.1.3 Supongamos que Q es de clase C' con T = 85 acotado (o
bien @ = RY ). Entonces egiste un operador lineal P : W?(Q) — W#(RY)
tal que Yu € WH#(Q)

i) Pul,=u

i1} | Pullo@m)< C |luflise)

iii) || Pullwrr@yy< C |t fiwrrie

donde la constante C depende inicamente de Q). P se llama un operador de

eztensidn.

Demaostracion: Como I' es compacto y de clase C! entonces existen abiertos
U; de RY tales que ' € U | U; y existen funciones biyectivas H; : Q@ — U;
tales que:

H;eCY(Q) H'eC'(Uh) H(Qu)=U:NnQ H(Q)=U;NT

Podemos tomar entonces una particién de unidad subordinada a esta cu-
bierta, sabemos por (D.1) que existen funciones 8y, 81, -- 8 € C*(R") tales
que:

i) 0<6,<1Vi=0,1,---,ky 3% #(zx)=1Vz R
ii) supp®; es compacto y supp#; CU;Vi=1,---k
suppf C RV \T

e C.

v si 2 es abierto y acotado, entonces 90|n

Mas aiin, podemos escribir

k K
u = ZB,»u = Zu,», donde vu; = f;u.

i=0 =0

Vamos a extender a cada u; como sigue:
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a) Extensién de u,:

_ v Ju(z) sizeQ
ale) = {o siceRY\Q (56)

Observemos lo siguiente:

6y € CY(RY) N L®(R™) por construccién.
Vo, € L*°(RY) ya que:

VY 6;=V1=0
i=0
Por lo tanto,
k
Vb =— V6
i=1l

pero cada una de éstas tiene soporte compacto, asi que Vé, tam-
bién. Como u € W'P({2), se sigue por el corolario (4.4.5) que Gy €
WP(R") y Dyl = % Diu + 324

Por otro lado,

[tk = [ = [ joou < [ u
RN 1] Q 1)

y ademas,
f | Ditiol = / 16D + 2
RN RN 6-’5.‘
§f|90Diu+390u|P
0 53:,-
6y
< 8 |F | Dyuf? P|ylP
<o | [ wpipar+ [ 138pr]
de donde,

%o lwer@ey< C 22 |lwre ey -
b) Extension de u;, 1 =1,--- k.
Consideramos la restriccién de v a U; N y “trasladamos” esto a Q4
con la ayuda de H;. Es decir, sea v;(y) = u(H;(y)) con y € Q..

Sabemos por el teorema de cambio de variable que v; € WP(Q,).
Ahora extendemos a v; por reflexién a todo ¢} usando el lema (5.1.2).
Formalmente, sea v la funcién dada por:

’U{(I’, I'N) si Iy > 0

9.7
vi(z',—zn) sizy <0 (5.7

ww@mz{
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y sabemos por el mismo lema que v} € WIP(Q).

Ahora, regresamos v} a U; con H; ! es decir, definimos:
wi(z) = vj (H; (z)) con z € U

Se cumple que w; € WhP(U;), w; = uen U; y ademés || w; [lwrsquy <
C || u|lwtr@,na). Asi que finalmente, para = € RY, definimos:

h(z) = Oi(z)wi(z) sizel
T 0 siz € RV \ U

de manera que, usando de nuevo el lema (4.4.4) se tiene:
i(z) € WIP(RY)

ti(z) = ui(z)Vz €

| llwrr@ry< C Jlullwrsinay

En conclusién, tomando el operador Pu = @ + ZL] i; se cumple lo
que queriamos.

5.2. El espacio W,"(Q)

5.2.1. Definicién y ejemplo
Definicién 5.2.1 Definimos a W,?(Q) como la cerradura del subespacio
C5°(2) en el espacio WIP(Q).
Denotaremos en particular,
Hy () = Wo (D).
La definicién de arriba puede reescribe como:

f € Won(Q) si 3(f2) € C3°() tal que lim || fo — fllwrr= 0.

Para darnos una idea més clara de cémo son las funciones que viven en el
. 1 . .
espacio W, F(Q) empezamos esta seccién con un ejemplo.

Ejemplo 5.2.2
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Sea Q = B(0, 1), f una funcién tal que f € C(Q)NC(Q) y sea f = 0 en 59,
entonces f € Wy P(1).

Demostracion:

Sea A < 1, tomamos f)(z} = f(Az). Entonces fy € C}(Q2) ya que fi(z) =
si Ax > 1. Se sigue por (C.8) que fy € Wy*(0) ya que es el limite de las
regularizaciones que sabemos que son clase C(?).

Ahora bien, como f es continua, entonces

llin filz) = lim flax) = (.1:) puntualmente.
- Aaf (/\l’) oy Of(z

y D;fa(z) = 6‘:5 también puntualmente
2

De donde, usando el teorema de convergencia dominada:

tim [ @) = [ fim fie) = [ f(a)
ylim/Df). /llme,\sc) /Df

Asi, fx — f en la norma W(Q). Como f, € W;P(2) y W,*(Q) es por
definicién, cerrado, entonces f € Wy (). =

;Serd cierto que toda funcién que se anula en la frontera vive en Wy(()?
. Qué condiciones tiene que cumplir una funcién que vive en este espacio?

5.2.2. Caracterizaciones del espacio W,7()

Lema 5.2.3 Sea u € WIP(2),1 < p < oo con suppu C Q y compacio.
Entonces u € WyP(Q).

Demostracidn: Fijemos un abierto w tal que suppu C w CC {2. Elegi-
mos a € Cl(w) tal que @ = 1 en el suppu. Por otro lado, sabemos por
el teorema (4.4.6) que existe una sucesién (un) € CP(RY) tal que u, —
uen LP(Q) y Vu, — Du en LP(w).
Por un lado,

au, —+ au en LP(S))

y como suppu C w entonces suppDu Cw y
f 1V (an) — D{cw)P? = [ IV (aun) — D{aw)?
Q w
< / [VaPlun — uf? + |aff|Vu, — Dul?

—+ 0 yaque Vi, = Duen LP(w)".
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Por lo tanto, au, — ou en WHP(Q).
Como au, € CP(R), se sigue que au € Wy P(R2), pero a = 1 en suppu. De
donde u € Wy*(Q). »

Ahora estamos en condiciones de dar dos caracterizaciones importantes de
estos espacios.

Teorema 5.2.4 Sea Q de clase C*', T = 3. Sea u € W?(Q) N C(Q) con
1 < p < co. Son equivalentes:

iyu=0enT
ii) u € WyP(Q)

Demostracion: i) = ii) Supongamos primero que suppu es acotado. Fijamos
una funcién g € C*(R) tal que:

0 sifi <1
t) = = con |g(?)| < || VieR
300 {t sy cmle@i<l

Definimos también a

0 si Ju(z)f <
u(z) siju(z)] >

ERLEE N L

nl) = —gl(z)) = {

Queremos ver que u, € WH?(Q). Es claro que las funciones w, son débilmente
diferenciables, ya que son composicién de funciones débilmente diferenciables
(esto se sigue de la prueba de la proposicién (4.5.1)). Asi que sélo resta probar
que tanto u, como Dju, viven en LP(f2).

] = | g(ru(z))| < - mlu2)] < fu(a)

y como u € LP(§2) entonces u, € LP(£2).

Por otro lado, D;u, = L¢'(nu(z)) - Dyu. Notemos que g'(z) = 0 excepto en
los intervalos [—2, —1] y (1, 2]. Pero estos intervalos son compactos y como g
es de clase C'(R), ¢'(z) alcanza su méximo en [-2, -1} N [1,2]. De manera
que

[ 1D <t [ 1D =18
1] Q

de donde D;u, € LP(Q2).

Gracias al teorema de convergencia dominada, se tiene que u, — u en
WP(§2). Ahora bien, resta ver que u, € Wy*(52). Observemos que suppu, C
{zeQ|lu()| = }}
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Como estamos suponiendo a supp u acotado, entonces suppu, es compacto,
y por el lema (5.2.3) u, € Wy *(§2) de donde se sigue que u € W, ().

Por otro lade, si suppu no es acotado, entonces “truncamos” a la funcién u
de la siguiente forma: Definimos la funcién ¢ € C°(RY) como sigue:

(z) = {1 i ol <1

0 silz]|>2

¥ sea (n(z) = ((£). Proponemos u,(z) = {,(z)u(z). En este caso, claramente
el suppu, es compacto en Q para cada n, de donde u, € W, ?(2). Como
ademas u, — u en W1P(Q2), entonces u € Wy P(Q).

ii) = i) Sabemos que u € W'?(Q)NC{Q) y Q de clase C'. Usando el mismo
método que el del teorema de extensién (5.1.3), demostrar que

si u € W,?(Q) entonces u =0 en T
equivale a demostrar que
si u € Wy?(Q,)NC(Q4) entonces u =0 en Q.

Sabemos que existe una sucesién u, € C3(Q4) tal que v, — u en W1P(Q.).
Para (z',zn) € Q.+, usando el Teorema Fundamental del Calculo se tiene
que

[un{z’, zn)| < f:N ,t)' dt

¥ entonces, para 0 < ¢ < 1:

TN
/ fluﬂr Ty )| doyds’ </ /f
<1 wl<1
f f [tn(', zn)| doyde’ sz /
|kfl<1 Jo k<l SO

Y usando el teorema de convergencia dominada, cuando n - co y € fija
tenemos

1 € £
—/ / |u(x',a:~)|dm;qd$'5/ f |Dyu(z', t)| didx’.
& Jipn1<1 Jo k<10

Ahora bien, por un lado,

aa:N (' t)\ dtdr'dzy

It ' i
Fon («, t)’ dtdz

f / |Dyu(z’, )] dide’ — 0sie =0
Fll<1
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por el otro, usando el teorema de diferenciacién de Lebesgue se tiene que:
1 3
—/ / u((z, zn)| dz'dzy — |u(z’,0){dz" sie =0
€Jo S fi<t

de donde |u(z’,0)| = 0¥z’ con ||z'||< 1, es decir, u = 0 en Q. [

Este teorema nos revela el importante papel que juegan los espacios WD1 (1)
en ecuaciones diferenciales y particularmente en nuestro problema inicial
{1.1): dado que en (1.1) pedimos a nuestra funcién que se anule en la fron-
tera, sabemos que cualquier solucion de (1.1) vivird en el espacio W, ().
De ahi que nos resulte vital el conocer a profundidad dichos espacios, para
poder decir propiedades iitiles de nuestras funciones solucién.

Teorema 5.2.5 Sea Q de clase C! yu € LP() con 1 < p < 0. Son equin-
alentes:

i) u e WyP(Q)
ii) Eriste una constante C tal que:
[

n 61‘,‘

iii) La funcidn definida por:

<Cllellwm VYee Ce*(RY)

u(z) size
0 siz € RV \Q

pertenece a W'P(RY) y en este caso Diu(z) = Diu(z).

Demostracion:

i) = ii) Seau, € Cj(Q2) tal que up — u en W'P(RQ). Tomamos ¢ € CP(RY)
y usando la desigualdad de Holder

Bcp u,
—p| <||D
/ et il A <l Dunllzr@ll @ Ml 1
Tomando limites, por la continuidad de la funcién v — fuv, v €
L7 (Q) obtenemos if).

ii) = iii) Sea ¢ € CP(RY), se tiene (de nuevo usando la designaldad de

Hélder)
_Op Oy
/ "o, /9“35,31,’ < Cllelliw < Cliell @

Esto implica, por el teorema (4.3.6) que & € WLP(RY).
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iii) = i) Asf como hicimos en el teorema anterior, podemos “trasladar” este
problema al siguiente:

Sea u € LP(QQ,) v suponemos que la funcion & dada por

5.8
0 siz€e @,y <0 (5.8)

i(z) = {u(z) size @, zy >0

pertenece a W'#(Q, ). Tenemos que demostrar que ou € Wy?(Q,) Va €
G (Q)-
Sea {py,) una sucesién regularizante tal que:
SupppﬂC{IGRN|—1—<a:N<~1-}
2n =77 T n’
De manera que si extendemos a «i como cero afuera de Q, por el lema
(4.4.4) an € W'P(R"). Como p, * (at) = auen LP(Q), y D(p, *

(o)) = D(cii) en LP(S2), se sigue que p, * (o) — ail en WIP(R¥) .
Por otro lado,

supp (pn * i) C supp p, + supp(odit) C Q4
para n suficientemente grande. De ahi que:
Pn * (0@) € CP(Q4) v entonces au € WyP(Q,) Va € CLQ).

Luego, u € Wy?(Q,).

Corolario 5.2.6 Seal <p< 0. Sealy CQ, g€ WHP(Q), he WhP(Qp) yh~-g €
W3P(Q0). Entonces:

f(z) = {h(a:) siz €y

g(x) siz e\
estd en WYP(§2) y su dertvada débil Vi =1,--- N estd dada por:

Dih(r) siz el

Dif(=) = {D,-g(z) sizeQ\
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Demostracidn: Considerando a f — gy h — g en lugar de f y h podemos
pensar que g = (. Desde esta perspectiva, el problema se vuelve el siguiente:
si h € Wy*(f2) entonces tenemos que probar que:

_Jh(z) size
f(m)'_{o siz€Q\

estd en W1?(Q) y que su derivada es:

Dih(z) siz e

Difta) = {0 siz € Q\Q

Pero esto se sigue inmediatamente del teorema anterior. ]



CAPITULO 6

Teoremas de encaje de Sobolev

6.1. Casonv=1

Sea I un intervalo abierto en R. Consideramos una funcién u € Wt1(I), sabe-
mos por el teorema (4.4.6) que u es el limite de alguna sucesién de funciones
(un) € C§°(R) bajo la norma W'!(J). Esto implica que(u,) — u en L(J) y
sus derivadas débiles D;u, — D;u en L*(I') VI' CC I. Entonces:

n—ooe

]fm[lu,, z)—ua:)ld:l:+fIdu"(:r:)—Du(:c)Id:L‘:D

Como u, es suave, entonces para toda a,b € Iy ¢ > 0, usando el teorema
fundamental del célculo obtenemos
< [ %) as

/d‘un 2)dz

f |Du(z)| dz + 5 para n suficientemente grande
a

|un (6) — un(a)] =

Como Du € L'(I) entonces tenemos que:
b €
f [Du(z)| dz < 3 si ja — b| < 8 ¥ n suficientemente grande
a

en conclusién, |un (b} — un(a)] < ¢ si |a — b| < & y n suficientemente grande.
Mas atin, tomando limites en una subsucesién convergente si fuese necesario,
tenemos que por un lado,

[u(b) — u(a)] < esija—b| <4, Va,be I

de donde, si u € Wh!(7), entonces u es uniformemente continua sobre I. Por
el otro,
b
[u(b) — u(a)} < / |Du(z)|dz  Va,be 1. (6.1)
[
La pregunta natural ahora es ;jse podrin generalizar este tipo de resultados

a dimensiones m4s altas? ;Qué tipo de relaciones existen entre los espacios
de Sobolev y los espacios LP?

69
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6.2. Desigualdades de Sobolev

6.2.1. Motivacion

En los capitulos anteriores hemos visto algunas propiedades importantes de
los espacios W'P(Q) y el espacio W;*(RQ). Ahora, tratamos de dar estima-
ciones que nos permitan decir mds cosas acerca de estos espacios, por ejem-
plo, nos gustaria que estos espacios se “encajen” en algin espacio LP, para
asf poder usar toda la teoria que conocemos acerca de los espacios I?. En
particular, en base a lo que obtuvimos en (6.1) nos gustaria poder decir que
si u € WL?(R") entonces

llullzs< C || Dul| e (6.2)

para alguna ¢ y alguna constante C que dependan tinicamente de p y de ~.
En el resto de esta seccidén asumiremos que 1 < p < ~. Podemos investigar
primero qué condiciones tendriamos que establecer sobre g para que una
desigualdad del estilo de (6.2) se cumpla. Para ver esto, tomemos una funcién
lo mas bonita posible, es decir, sea u € C3P(RY) y definamos una nueva
funcién reescalada de la siguiente manera:

ux(z) =u{dz) conA>1,rcRY
Si g es tal que (6.2) se cumple para teda u € WHP(R¥ ) entonces, en particular,

”'U)\(.’E) ”L‘I(RN)S C I[Du,\ ||Lp(RN), YA > 1. (63)
Ahora bien,

1 1
L wlrde= [ wooiris =g [ e = 5 lult,

y por otro lado,

AP AP
[ 1wz = [ Dua)Piz =5 [ Du@P s = 55 IDull

B - AV Jon AN
Substituyendo esto en (6.3), se obtiene
1 A
E [l llamn) < C;z | D oy,

¥y entonces
_N N
el o)< CA' T2 49 || Duflioms, (6.4)

Como nos interesa que esta desigualdad sea valida para toda A € R, necesi-
tamos pedir que 1 - % + % = 0, ya que de otra forma podriamos mandar A a



6.2 Desigualdades de Sobolev 71

0 0 a oo en (6.4) y obtendriamos una contradiccién. Asi que si queremos que
N N 1 1 1

(6.2) sea cierta, necesitamos 1 — —+ - =0, obien - == — —, g = P

g p N N—p

Esto motiva la siguiente definicién.
Definicidn 6.2.1 571 < p < ~, el conjugado de Sobolev de p es
. Np
e

1 1 .
> % VPP

1
De manera que I; =

6.2.2. Desigualdades de Sobolev

Teorema 6.2.2 Desigualdad de Gagliardo-Niremberg-Sobolev
Sea 1 < p < N. Entonces

WP (RY) C L (RY)

donde p* es el conjugado de sobolev de p. Ademds eriste una constanie C que
depende tinicamente de p y de N, tal que

llulter @y < C || Dt || Logrry, Yu € WIP(RY). (6.5)
_ plv-1)
donde C = N =) » —
Es decir, la inclusién W?(RY) C LP"(R¥) es continua.
Demostracion:
Empezaremos con el caso p = 1. Consideremos por ahora u € C}{(RV), en-
tonces para cadai = 1,--- ,~n y £ € R" tenemos por el teorema fundamental
del célculo: " |Ou(z)
i x
[u(z)]| Sf Bz, dy;

Para aligerar la notacién utilizaremos u en lugar de u(z). Se sigue que:

T au' T2 a?l’ TN
N<f—df—d---f —|q
lul™ < IR e I e e B e
< d,‘
—H.[w Ox; *

Por lo tanto,

7 < (ﬂ /_m

1
dI") .

Ju
81'1'

i=1 o0
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Integramos respecto a la primera variable y obtenemos:

+oo +00 N +00 & Nl'_‘

[ wtan < [ (Efm o dzi) de,
+co +oc0 NI—_f
S];oc (/:00 . dIl) H/ dz; d6,

y el primer factor ya es constante respecto a &, asf,

+c0 Su ®T ptoo [N ptoo Bu FoT
LR e e M B & o ) P ™
-0 —oa Oz 1 —o0o i—g J—o0 B:r,-

y usando la desigualdad de Holder generalizada (dada en (B.4)) para el se-
gundo factor de la derecha se tiene que

[ (B a) s () () )™ )
(T ) )

Metiendo este resultado en la desigualdad anterior se obtiene

/_mluiwdfl_([_w de1) ll_g(fw] d&d&)ﬁ

Iterando este proceso,
+06 +00 i +00

s < ( [T\ ) (JT |2
+oo

(e

L, oz dEidfzdfl)

Ju
Brcl

32:,

1

.

1

Asi, después de ~v veces obtenemos:

ou

N
¥idp < el
./;N|’u.| dz_(‘/l;ﬁa

Ly

d:c) = (6.6)
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Por lo tanto, elevando ambos lados a la %31,

N

Gu %
lull ey < I] I3 I

i=1
y usando la desigualdad de Young se tiene que
N
1 ou 1
el ity < 3 2o 5 o= 57 1Vl ©67)

i=1

Este es el resultado para p = 1.
Supongamos ahora p > 1y u € C3(R¥). Aplicamos la desigualdad (6.6) a la
funcién |u|” con ¥ > 1, por determinar.

N=—=1
N 1
(] |u1ﬂ—%dz) < 3 [z =2 [ jup=ivaide
RN N RN N RN

usando la desigualdad de Holder

p Lt §

(fRN Iul’a*-N“*ﬂf:c)ﬁﬁpl < %\(fw | 05T dx) "l(/m |Vu|”d:c)% (6.8)

*)

Queremos escoger a y de manera tal que (*) sea igual a la integral de la
izquierda (excepto por las potencias). Esto implica escoger a «y tal que:

Yy -1 P
1o 1=0 l)p_l
Por lo tanto,
_pv—1)
v = N —p >1
¥ entonces, 'YN—L = (y - l)p—f-i- = ;V% = p". De manera que (6.8) se
vuelve
a4 1
. P »
(/ uf? d:x:) <c (f IVulpda:) .
RN RN
Es decir,

lullr <ClIVullee  Vu e Ci(R")
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conC =& = N(IX,—_; que no depende més que de p y de w.

Este es el resultado para u € Cg(R"). Sea zhora una funcién u € W?(R*),
sabemos que existe una sucesién de funciones (u,) € Cj(R") tal que u, = u
en W'?(R"). Podemos extraer una subsucesién de manera tal que u, — u
c.t.p. Por un lade, sabemos que para toda n:

Nunlizse < C 1|V ||ze (6.9)

Por el otro, como u,, = u en W'P(R") podemos usar el lema de Fatou para
obtener:

[P < tm [l (6.10)
R

n—+o0 JRY

asi que combinando (6.9) y (6.10)
f [uf" < lim [ |uaf" < im C [ (V|
RN n—oo JRN n—oc RN

Pero

lim C [ |VuP = lim c/ |Vun|Psz lim [V, P
n—oo RV RN N0

n—00 RN

=C [ |Dup
RN

ya que sabemos que u, — u en W1P(R¥) de donde,

f P < C [ Dup
RN RN

Izl < €[] Du s

donde la constante C' depende iinicamente de p y de w.

Corolario 6.2.3 Sea 1 < p < ~. Entonces:

WLHRY) C LY(R") Yq€ [p,p']
con nyeccion continua.
Demostracion: Dado p < ¢ < p* podemos escribir:

l_g l-c
g P ot

0<e<l



6.2 Desigualdades de Sobolev 75

Usando la desigualdad de interpolacién dada en (B.5) se tiene que
ully <Ilully |ullm®

Ahora bien, por un lado,
Dy <l

¥y por el otro, por el teorema {6.2.2),

Hullm® < C | Dufl;™®
se sigue que

llulle <llullins ClIDull™ < C lluliguallullys,
<Clullwir Yu € WIP(RY).

Corolario 6.2.4 Caso limitep=n
WIN(RY) C LI(R¥) Vg€ [N, +0)
con inyeccidn continua.
Demostracién:
Modificando un poco lo hecho para la demostracién del teorema anterior,

considerando la funcién |u]""!u (con v > 1) en lugar de u en (6.6), donde
u € C}(RY) tenemos que

1
N

YoB
Ml "l ey <TT 5 (el
i=1 i

que puede reescribirse como

ﬁ (6.11)

Ll

ol g <11 o

Para cada uno de los factores de la derecha podemos usar la desigualdad de
Holder, por ejemplo, para el primero se tiene

o N R M N
-1 1
< Hu”Zw—n 5%1 Z donde ; +% = 1.
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De manera que la desigualdad (6.11) se vuelve

l
<
H “Lﬂ"r 7“ H || Jx; ll e
y usando la desigualdad (6.7)
v
ol o < Ml 612)
substituyendo p = N obtenemos
<l
I Ry g (613)
sacando %-raiz de ambos lados se tiene que Vy > 1
=L 1 1
- NAE: v
“uHLﬁ% s HUHLN Y (N) Ly (6.14)
Escogemos v = ~ y la desigualdad anterior se convierte en:
Jfl 2 < < felonlely., oo
”ullwx,N .

Ahora bien, Vg € [N, 2% i 1] usamos la desigualdad de interpolacién exacta-
mente como en la demostracién anterior para obtener

s Clefy.n

Con esto tenemos el resultado para ¢ € [v, 2% N } y u € CHR"), y como
ﬁ > N + 1, de manera trivial lo tenemos para g € [v, N+ 1].

Para ¢ € [v 4+ 1,400) se prosigue de la siguiente manera: substituimos en
(6.13) p= ~ + 1 en lugar de p = ~ para ahora obtener

u

ol < 3l m 74

LN+

de nuevo, sacamos >-raiz para obtener

il < (1)

=1

=
L5 e-n “ Vu

¥

U

LN+1
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y substituimos v = ¥ + 1 como en (6.15) y obtenemos

N+ 1\ 7R W T

ol s < (22)
L - N ILN+1 LN+1

< Clluflwrwn

Finalmente, usando como antes la desigualdad de interpolacién Vg € [~ +
1, E—%,N_—‘Llll] se cumple el resultado. Reiterando este argumento para v = N +
2,y=n~+3,--- etc, se llega a que:

fullee < Cllullwwy VueCp(RY)y YN<g< oo (6.16)
con C una constante que depende inicamente de ¢ ¥ de ~. El argumento se

generaliza para u € W¥ de manera ansloga a como se hizo en el teorema
(6.2.2). n

Teorema 6.2.5 Morrey
Sea p > N. Entonces

WY (RY) Cc L™(R") (6.17)

con inyeccidn continue y ademds, Yu € WP(R”) se tiene que:
[u(z) —u(y)] < Clz—y|* | Dyl z,yeR” (6.18)

cona=1-— % y C una constanie que depende dnicamente de p y de N.

Demostracién: Empezamos de nuevo por demostrar (6.18) para una funcién
u € C}{R"). Sea Q un cubo abierto, que contiene al origen, de lades de
longitud r paralelos a los ejes coordenados. Para r € () tenemos por el
teorema fundamental del cédlculo:

u(z) — u(0) = _/‘; %u(tm) di

Por lo tanto,

t:c dt

lu(z) — u(0 |</EII‘ dt<er ’—tz)
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Integrando sobre ¢} obtenemos:

m/” m“<wfzf

Definimos # = Ql f u{z) dx y como Q tiene lados de longitud r la desigualdad queda

_ 1 [t Y| Bu
7 —u(0)] < TN_I/D dtjq;;’%;(tx) do

y haciendo el cambio de variable y = tx
i - uw(0)] € — f dt f Z '

Ahora aplicamos la desigualdad de Hélder en la integral de la derecha y

obtenemos
Bu [P\ * 3
—(y)' dy < ([Q’gl) Q)

yva que tQ C @ si 0 <t < 1. Por lo tanto, incorporando este resultado en la
desigualdad anterior

o0l < e [ sl

pero [tQ)| es la medida del cubo ¢Q) en R" asi que

dtdz

t:L'
3.151

Ithﬁ’ < |t|§’rg' de donde

vl

_ T

50 < S [ o Pl
0

N N+l
T N a1l
<ty ‘ \v
S E v+l o NVl
1-& . .
rr
. “VUHLP(Q) ya que E _|_5 =1

1N
P

[A
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Este mismo procedimiento se puede hacer con un cubo de lados de longitud
7 paralelos a los ejes ¥ centrado en cualquier punto z, de manera que

3 -u@)l < T 1Vallwe (%

v usando el viejo truco de sumar y restar i se tiene que
[u(y) — ()| = |u(y) — 8+ 2 —u(z)| < July) — &l +|a —u(z)] (6.19)

Esta iiltima desigualdad junto con (*) implican

-~
r

P
luly) - u(@)| < 27— IVul Vove@. (6.20)
4

Ahora bien, para cualesquiera dos puntos z,y € R", existe un cubo @ de
lados paralelos a los ejes de longitud 2|z — y| que los contiene. De ahi que:

(z) 2(2lsr1 y))'~

u(y) — u(z) JIVullu(Q) < Clz —y1* [ Vu|lzore)

p

donde C depende sélo de p y de v, y a = =¥,

Con esto probamos (6.18) para u € Cg(RY). Para u € WP(R"), hacemos
como en el caso p < »~, es decir, sea una sucesién (u,) € C}(R¥) tal que
u, — u en WP(R") y u, —> u c.t.p. se sigue que

1im {t1a(3) ~ un(2)] < Clz ~91* i || Vi

y como las funciones valor absoluto y norma son continuas, podemos meter
los limites

[uy) — u(@)f < Clz —y|* [ Dufl,  Yu € WH(RY)

donde C depende tinicamente de py de ¥,y =1- &

Resta probar (6.17).

Sean u € C3(R¥), z € R¥ y @ un cubo de lado r = 1 que contiene a z.
Notemos que por la desigualdad de Hélder se tiene

i= ulz L u(z 1 u
7= |Q;[Q (=) < |Q|/Qi @ < 17 1l @livlee
2] <|luflez (6.21)
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Por otro lado, por (*) tenemos que
|z —u(z)] < C || Vulloq)
Por lo tanto,
(@)l < il + C || Vulle(g)
y usando el hecho de que C > 1 y la desigualdad (6.21)

[u(z)} < Cllullee) + | V2 |r(q))
<C |[“||w1.r(Q)
< C | z|lwra@y)

Donde C depende sélo de p y de ~. Entonces

”'U-”Loa(RN) <C |Iu|lw1,p(RN) Vu € C& (RN)

Para u € W?(R") se hace de manera angloga al parrafo anterior. ]

Corolario 6.2.6 Sea1 < p < oo, y 2 CRY abierto de clase C' con frontera
acotada {o bien ! = R} ). Tenemos

i) si 1 < p < N, entonces W'P(Q) C LP"(Q) donde p* es el conjugado de
Sobolev de p,

ii) sip=n, entonces WI#(Q) C LYY) Vg€ [p, +cc),
iii) sip > N, entonces WHP(Q2) C L®(Q) y ademds, para teda u € WH?(Q)
[u(z) — u(y)| < Clz — y|* |u|lwrp pare casi tods z,y € Q
donde C depende tinicamente de 0, py v, a=1-— % y todas las inclu-

siones son continuas.

Demostracion: Consideramos el operador de extensién dado por el teorema
(5.1.3):
P W) — WIP(RY)

Como {Pu)|q = u, aplicando el teorema (6.2.2) se tiene que

1w llzo =l (Pw)lall Lo @y <Pl @my< C (| D(Pu)|l oy
y | D(Pu) lL@ny < C || Pullwromsy
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asi,

lullze (@) < C | Pullwirmey
Por otra parte, por el teorema (5.1.3) sabemos que

| Pu[lwrsmry < C o
De donde

||“”Lv‘(n) < c’ ”U”wl.r(n)

Para demostrar ii) y iii) se repite exactamente el mismo procedimiento us-
ando el corolario {6.2.3) y el teorema (6.2.5) respectivamente.
[ |

Dado que en el capitulo 5 vimos que una funcién v € H(Q) se puede extender
canénicamente por 0 en R \ Q, y esto para @ C R¥ abierto cualquiera
(teorema (5.2.5)), entonces resulta que los incisos i) y ii) del corolario anterior
siguen siendo validos para @ C R" abierto cualquiera. Si adem4s pedimos
que {2 sea acotado, entonces también se cumple iii) dando lugar a la siguiente
desigualdad:

Corolario 6.2.7 Sea ! C R¥ abierto y acotado, u € W P(Q) yp < w.
Entonces eriste una constante C que depende unicamente de p y de ) tal que

Nullere) < C || D)oy -

Demostracidn: Sea u € Wy?(R). Por el teorema (5.2.5) definimos a % como
la extensién canédnica de u en R”, es decir,

()z{u(z) sizeQ

Uz
0 sizeR¥\Q

sabemos que @ pertenece a W'P(R") y ademés D;u(z) = Dyu(z). Usando la
desigualdad de Sobolev (6.5) se tiene que

2l 2y =l @l e myy < € | DRl omuvry= C || Dt || 1oy
ll2 ]l Loy <HDuloiery

pero como p < p*, sabemos por el corolario (B.3) que

Nulleey < c |2 || g ()
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asi que

lullzoy < C || Dullirgy -

Una versién més general del resultado anterior es la siguiente:

Teorema 6.2.8 Desiguaidad de Poincaré
Sea 2 C RY abierto acotado en una sola direccidn, y u € W)P(Q). Entonces

lells) € C || Dullzeay

donde la constante C depende inicamente de p y de ).

Demostracidn: Basta probar el resultado cuando u € C}(2). Podemos exten-
der como 0 a uz en R \Q de manera que u € C}(R"). Podemos ademss asumir
sin pérdida de generalidad que () estd entre los hiperplanos z, = ay 1; =
a + |. Entonces tenemos que para z € 2, usando el Teorema Fundamental
del Calculo,

Il au Ty a,u
= t,Zy, - ,zy)dt] < —{t, T, , di
o= | [ pttzn -z < [ | Bz o
a+l Su
S-/; E,-z—l(t,.’EZ,"',l'N) dt
y usando la desigualdad de Holder
r o Ou
lu(z)| < 17 ||5;1'”LP([a,a+!}) -
De donde,
a+l P
|p<lﬁf t y 2,0 :IN) dt

Ahora bien, integrando y usando el teorema de Fubini se tiene que

/ ()P dz = / )P dz = / . ( / (2)[P drvdzs - da:,v)
- /GH ( / ()P dzs - dzN)d:z1

a+! P
dI:l d.’L']

au
sor [ |20
<1 /n :

I

(51,22, »-TN)

a|0z 1
(x)

1 1
dz donde —4+-=1
¥ p
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en conclusién

P

Sul e

u(z)|Pdr < IP/
/s;l (@) - o |0z,
1
P
||U||Lptn)Sl(f |Vuf? df)
o

fullze) < 1| Vo

Para u € H}(§?) se hace por densidad, como hemos visto en las demostra-
ciones anteriores. |

Una consecuencia importante de este corolario es que en el espacio H(1)
las normas | u||w1z v || Du||r2 son equivalentes.



Alice laughed: “There’s no use trying,” she said;

“ one can’t believe impossible things.”

“I daresay you haven’t had much practice,” said the Queen.

“When I was younger, I always did it for haif an hour a day.

Why, sometimes I've believed as many as six impossible things before breakfast.”
Lewis Carroll

CAPITULO 7

Obtencion de la solucién cliasica

7.1. Regreso al problema de Poisson

Con las herramientas que desarrollamos en los capitulos anteriores estamos
ahora en condiciones de volver a nuestro problema inicial.

En el capitulo 1 enunciamos el signiente problema, llamado Problema de
Poisson:

Sea 2 C R abierto, acotado, con 692 lisa, y sea f € C°(S). Buscamos una
funcién u € C?(R2) que satisfaga

-Au+u = f en Q
v = 0 en 00

También vimos que este problema tiene una formulacién débil:

foVuVeo+updr = [, fedz  Vye CHQ)
u = 0 en OQ.

¥ que este problema tiene una dnica solucién si tomamos como espacio la
cerradura de C}(£2) bajo la norma inducida por el producto interior:

(u,tp):/Vthp—i—ugod:c
Q

Pero este espacio no es mas que H}(2). Asi que la formulacién débil del
Problema de Poisson puede reescribirse:

/Vthp+ucpdz=/ffpdx Yo € Hy(Q)
b Q
u € H}(Q) (7.1)

85
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Proposicién 7.1.1 Toda solucidon cldsica es una solucion débil

Demostracién: Si u es una solucién clésica, entonces u € C*(Q) y ademis
u = 0 en . Se sigue que u € L*(Q) y luego u € W'2(Q). Por el teorema
(5.2.4), uw € H}(S).

Si v € C}(Q) se cumple que:

/‘;VUV‘U—F-/;IUU:/S;_)"U

esta igualdad sigue siendo valida por densidad para toda v € H}(Q2), de
donde toda solucién fuerte es débil. [

7.1.1. Existencia y unicidad de la solucién débil

El teorema de Representacién de Riesz nos asegura, tal y como lo vimos
en el capitulo 1, la existencia y unicidad de la solucién débil, pero ademas,
podemos dar una caracterizacién de nuestra solucion:

Teorema T.1.2 5% u es solucidén débil del problema de Poisson, endonces u
salisface gue:
I{u) = min{I(v)| v € H3(Q)}

donde [(U)=%/|VU|2+U2—/fU
Q Q

Demostracidn: Esto no es mas que el resultado (2.5) del teorema de Repre-
sentacion de Riesz aplicado al funcional Lv = fn fv con el producto interior
definido por

{u, @) = [ VuVye + updz.
Q

Lo que querriamos ahora es tratar de recuperar una solucion clasica de nue-
stro problema, y si u es solucién débil, u es una buena candidata.

Pero nada nos asegura que una sclucién débil z sea una funcién suficiente-
mente bonita como para ser también solucién fuerte, es decir, no sabemos
nada acerca de la diferenciabilidad o de la continuidad de u. Sin embargo, si
imponemos algunas condiciones extras tanto a nuestro dominio como a nues-
tra funcién f, se demuestran entonces ciertos teoremas de regularidad acerca
de la funcién solucién débil u. A continuacién enunciaremos uno, aunque no
lo demostraremos.
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Teorema 7.1.3 Regularidad de Schauder
Si Q2 es acotado, OQ es suave y f es Holder continua, entonces la solucién
débil v del problema (1.1) satisface u € C?(0).

Definicién 7.1.4 Se dice que una funcidn f : &} = R es Holder continua si
existe 0 < o < 1 y una constanie C tales que

|f(z)— fy)| < Clz—y|* Vz,y €

7.1.2. Obtencion de la solucidn clisica

Teorema 7.1.5 S§i 02 es suave, f € C%Q), u es solucidn débil del prodlema
(1.1), y ademds, u € C*(Q), entonces u es una solucion cldsica de (1.1).

Demostracion:

Como u es solucién débil de (1.1) y OQ es suave, entonces u € HE (Q)NC°(Q),
y se sigue por el teorema (5.2.4) que u = 0 en 8. Ahora bien, podemos usar
la férmula de Green de manera que

[ caurwe= [ o voecia

Pero entonces —Au+u = f c.t.p. en £ ya que Cj(Q2) es denso en L2($2). Por
otro lado,tanto f como —Aw + u son continuas en §, entonces

~Au+u=f enf

Por lo tanto, ¢ es una solucidn clisica. ]

Estos dos resultados nos dan inmediatamente el siguiente corolario:

Corolario 7.1.6 Si} es acotado, OS2 es suave y f es Hilder continua, en-
tonces el problema (1.1) tiene una dnice solucion.






APENDICE

Todo lo que voy a usar

A. Ciéalculo

Proposicién A.1 Sez X un espacio vectorial y sea T : X — R una funcidn
tal que T(z + y) = T(z) + T(y). Entonces se cumple que

T(Az) = AT(x} YAeQ. (7.2}
Decimos que T es una funcidn aditiva.

Demostracién: Observemos que T(z+y) = T(z)+T(y) implica que T'(nz) =

nT(z) sin € Z. Tomamos A € Q, es decir, A es de la forma A = 2 con

m, n € Z entonces
T(Oa) =T (ﬁz) =nT (lz)
m m
Probar (7.2) equivale entonces a probar
T ( lz) = Ly
m m

pero

de donde,

Teorema A.2 Fdrmula de integracion por partes
Sean U C R" abierto, acotado y con 8U de clase C'. Sean u yv € CYU).
Entonces

/8 fu-55—+/ (wv)mpdS i=1,-..- N

donde 1; denotae la normal exterior en la direccidn ;.

89



90 Apéndice: Todo lo que voy a usar

La demostracién de este teorema se puede encontrar en {2, Teorema C.2).

Lema A.3 Desigualdad de Young
Sean a yb >0, p > 0 entonces

1 1
ab < Za? + =V
P 4
donde p' es el conjugado de p, es decir, » + p,l =1.
Para la demostracién de este lema véase {4, Teorema 8.4].

Teorema A.4 Sea 0 <1y < ra, f:[r1,r2] = R continua. Entonces tenemos
para la integral en dimension N:

[ fliside = sy [
ri< el <rz n

donde wx es el volumen de la bola unitaria de dimension n.

Una demostracion de este teorema viene en [3, Teorema 13.21].

B. Integral de Lebesgue
En esta seccién {1 es un subconjunto abierto de R”.

Teorema B.1 Teorema de Convergencic Dominada de Lebesgue
Sea (fx) una sucesion de funciones integrables en Q tales que fr, — f c.t.p.
en §. 5 existe p € L(Q) tal que [fi] < @ c.t.p. en Q para toda k, entonces

_/[;fk—*/r;f-

Una demostracién de este teorema estd en [4, Teorema 5.36]

Teorema B.2 Desigualdad de Hélder
Seal<p<ooeom +5 =1 8fe€IPQ) yge LP(Q) entonces fg €
L) y se cumple que || fg|i<I| Fllallgly, es decir

[isai< ([ mpf (f Igl”');lr-

Para la demostracién de este teorema véase [1, Teorema IV .6).
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Corolario B.3 Sea @ C RY abierto y acotado, y 1 < p < ¢ < 00. Entonces
se tiene que L1(Q) C LP(Q) y para u € LI(RQ) se cumple que:

Vol(Q) 77 llulliamy € Vol(Q)F [|ule@ -

Para la demostracién de este corolario véase (3, Corolario 19.7].

Corolario B.4 Desigualdad de Holder generalizada

Sean fi, fo, ---, fr funciones tales que
1 1 1 1
ielF() 1<i<k con-=—+ —+4---+—<1.
P N D2 Dk
Entonces el producto f = fifz2--- fx pertenece a LP(Q2} y
| fllze <H fillzen < Il felleon -

Para la demostracion de este corolario véase [1, Nota IV.2).
Corolario B.5 Destgualdad de interpolacién

Sif e P)NLIQ) conl < p £ g £ o entonces f € L'(Y) para toda
p<r<gqyse tiene

i

_ 1 [4
< FISIF Il con;:5+———— y0<a<l

Una demostracién de este corolario también esta en [1, Nota IV.2].
Notacién: Denotamos por Co(S2) el conjunto de funciones continuas con so-
porte compacto en £).

Teorema B.6 Sea 2 C RY abierto. El espacio Cy(Q) es denso en L?(Q2)
para 1l < p < 0.

C. Convoluciones y sucesiones regularizantes

Una muy buena referencia para todos los resultados de esta seccién es [1,
Seccién IV .4].

Definicién C.1 Sean f y g funciones integrables en RY. Su convoluciin
estd dada por:

(f*9)(z) = - ft)g(z —t)dt  z€R".
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Teorema C.2 Seal <p< oo, f€ LPF(RY) yge L'(R"). Entonces fxg €
LP(RY) y
| f * gllo@mmy < F eyl 9 @y -

Notacion: Sea a = (ay, - ,an) con og +---ay < m y denotamos la parcial
de orden « de f como

Daf=aaf—(aa' L f) (x).

dze ~ \9z® By
Teorema C.3 Seal < p< oo, f € LP(RV) y K € CF*(R") entonces fxg €
C™RY) y
Do(f * K)(z) = (f * Do K)(x).

Corolario C.4 Sea 1 < p £ oo, f € LP(RY) y K € CP(RY) entonces
f*g € C®(R"Y). Si ademds f tiene soporte compacto, entonces f * K €
Ce(RY).

Lema C.5 Sean f € L'(R"), g € L?(RY) y h € L* (R¥). Entonces

/Ry(f*g)h=fkﬂy(f*h)

donde f(z) = f(—x) y % + # =1

Definicién C.6 Una sucesidn regularizante es una sucesion de funciones
(pn) de clase C®(RY) con las siguientes propiedades:

i) po(z) > 0V € RY

#t)supp pn C B(0, %)
i) | palz) =1
RN

En este trabajo, utilizaremos la llamada “sucesién regularizante estandar”:
sea p la funcidn:

o [emnli=) paralizli<,
i {0 para |z ]|> 1. (73)

Y para cada n € N, definimos:

pa(z) = Cn" p(nz), con C = (/RN p) _l.
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Teorema C.7 Sea f € C(R") y K C R" compacto, entonces p, + f — f
uniformemente.

Teorema C.8 Sea f € LP(RY) con 1 < p < 0. Entonces p, * f — f en
LP(RV).

Corolario C.9 Sea @ C R" abierto. Entonces C§°(Q) es denso en LP(Q)
paral <p < oco.

D. Particién de unidad

Teorema D.1 Sea 2 abierto de RY cubierto por {Ui}icr abiertos, 2 =
Usiez Us- Entonces existe una particidn de unidad subordinada a {U;}, es de-
cir, un sistema {@;};es de funciones en CP(RY) que satisfacen:

1. Para cada j € J, suppp; C U; para alguna i € 1.

2. 0< pi{z)<1Vje J ¥z € RV,

3 ) piz)=1vz e Q.
jed

4. YK C Q K compacto, hay sélo un nimero finito de v, J € J que no
som idénticamente cero en K.

Demostracién: Para cada bola U(z,r),z € R¥ podemos reescalar y trasladar
la funcién p(x) que dimos en (C) para obtener una nueva funcién p, ,(z) que
cumple que:
i)
pzr(x) > 0siz e Ulz,1)
ii)
pzr(x) =0siz e R\ Uz, 7).

Definimos para n € N,

K= {z €|z < n, dist(z, 80) > %} con Ky = K_; =0,

Se tiene que K, es compacto VneN y ademss KaCKppiVny Q= U K,.
neN

Definimos ahora a 2, = ,I'J(n+1\Kn_2 ¥ Ap = Ka\K,-1- Y se cumple que:
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1. §2, es un conjunto abierto,

A, es compacto,

i

A, C,VneNy
4. Q=] 4.

neEN

Ahora bien, todo compacto K € §2 est4 contenido en algin K, y por tanto
intersecta a sélo un nimero finito de 2,. Mds aun, para cada r € 4,, pode-
mos encontrar una bola U(z,r) C Q, y tal que U(z,r) C U; para alguna
: € I. Como A, es compacto, se puede cubrir con un nimero finito de estas
bolas:

Uzh,my) v=1,--- ,ka
A su vez, cualquier compacto K C € intersecta a un niimero finito de estas
bolas U(z2,7?) v =1,---,k,,n € N {U(z],r?)} forman una cubierta de
Q. Simplificando la notacién sea {U(z;,7;)}jen = {U(22,73)}.
Para cada 7, tomamos la funcién:

p_'l = pzj I

Como p; = 0 afuera de U(z;,7;), entonces se tiene que para todo compacto
K C Q sélo un numero finito de p; son distintas de cero. Por lo cual, ¢(z) =
ij(x) convergente para cada = € Q y no negativa ya que {U(z;j,7;) }jen
JEN

cubre a Q y p;(z) > 0si x € U(zy,75).

pi(z)

o(z)

buscabamos. |

Tomamos entonces @;(z) = y se cumplen todas las hipdtesis que
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