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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Importancia de las ecuaciones de estado

Para la descripcién termodindmica completa de un sistema, es necesario disponer
de 1a relacién fundamental o de las ecuaciones de estado que describen el sistema. Por
ejemplo, si consideramos la entropia S de un fluido de r componentes en funcién de los
pardmetros extensivos S = S(U,V, Ny, .., N,), siendo U la energfa interna, V' el volumen y
N; el niimero de moles de la componente i-ésima, esto es a lo que llamamos relacién funda-
mental. Otra alternativa de la relacién fundamental es tener la energia interna en funcién
de los pardmetros extensivos U = U(S,V, Ny, ..., N,). Aplicando transformaciones de Leg-
endre a la relacién fundamental S obtenemos los conocidos potenciales termodindmicos
entre los cuales estdn la energia libre de Helmholtz, la entalpia y la energia libre de
Gibbs, que igualmente contienen toda la informacién termodindmica del sistema y que
se emplean dependiendo de la situacién fisica de que se trate. Los pardmetros intensivos,
que en el caso considerado son la temperatura T, la presién p y los potenciales quimicos

: e 1 _ (88
ut;, pueden ser escritos en términos de S, U, V,Ny,..., N, de la forma & = (Fﬁ)V,N;,...,N,-’

2 = (25) y b= (_Bi)
T av U;Nl:.--,Nr T aN; U,V,Nl,...N.’-]_,N.‘.{.],-..,N,-
Tales relaciones son conacidas como ecuaciones de estado. Dada la relacién de Euler, el
conocimiento de las ecuaciones de estado lleva directamente a la relacion fundamental y

de hecho no es necesario conocer todas puesto que la ecuacién de Gibbs-Duhem permite
eliminar alguna de ellas en favor de las otras.

en la representacion de la entropia.

Desde el punto de vista de la Mec4nica Estadistica, las propiedades termodindmicas
de un sistema se obtienen a partir de la funcién de particién del mismo de acuerdo con
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el conjunto estadistico elegido para describirlo. Para el conjunto canénico, el potencial
termodindmico correspondiente es la energia libre de Helmholtz y, en el caso de mezclas
multicomponentes de fluidos, las ecuaciones de estado se pueden expresar de la siguiente

manera [1]:

3 o0
U= —NkBT + QWNPZ I;iT; f W'(’I‘,’j)g,'j (rij)rfjdr,-j (1.1)
2 i,j 0

A4 2mp ®dVi(r) v
S S T e 2T T 9 (r)Tar 1.2
NkgT ! 3kpT izjz"“’:[; dri; 9ij (ri3)rdri5 o (1.2)

1 o N: | ATN; /1 /“"’ Vi (rij, ¢) 2
3t 2 . TR o (e, O r2drid 1.3
= InA; v + iaTV j Z; s Jo ac 9ii(Tij, C)rizdri;dC (1.3)

Aqui, N =Y N, p= % es la densidad de nuimero, z; = % es la fraccién molar,

Vi; es el potencial de interaccin entre una molécula de la especie 7 y otra de la especie
7, gi; s la funcién de distribucién radial entre las especies 1 ¥ 7, ¥ A = m es la
longitud térmica de de Broglie de la especie i-ésima, siendo m; su masa molecular, hla
constante de Planck y kp la constante de Boltzmann.

estado es conocida. Por tal motivo, muchos investigadores han propuesto aproximaciones
empiricas o semi-empiricas de las ecuaciones de estado. En el caso especial de mezclas
binarias de esferas duras, no se ha podido determinar la relacién fundamental més que
de manera formal. Como se muestra en el apéndice A, debido a la forma del potencial de
interaccién, en este tipo de sistemas las expresiones generales anteriores para las ecuaciones
de estado se simplifican y Gnicamente aparecen los valores de contacto de las fupciones
de distribucién radial. Adicionalmente, de la relacién termodindmica p = “%?;f, siendo f
la energia libre de Helmholtz por particula, y notando que en el caso de esferas duras T
es solamente un factor de escala, la energia libre de Helmholtz por particula de la mezcla

binaria de esferas duras f = fia + fis, estd dada por donde Z = = es el factor de
1

compresibilidad y 8 = T

El gas ideal es sélo una idealizacién de un fluido real. Los sistemas reales tienen
fuerzas intermoleculares, ademas, las particulas que lo constituyen tienen un cierto volu-
men. Por esta razén, consideramos un modelo simple que toma en cuenta algunas carac-
teristicas de los sistemas fisicos reales. El primer ajuste que podemos hacer al gas ideal,
es la incorporacién de un término que considere el volumen molecular, esto nos lleva al
modelo de esferas duras. En este modelo los 4tomos o moléculas de un fluido son tratados

' Sin embargo, sélo para pocos sistemas ideales la forma explicita de las ecuaciones de




como esferas de diametro o, que pueden colisionar eldsticamente con otras esferas, siendo
éste el Unico tipo de interaccidn entre las esferas. Entre las colisiones, las esferas se mueven
como particulas libres, es decir, en Iinea recta. El potencial de esfera dura es

0 Ti; > Cis
W ={ 5 HZo =

donde o;; = (0; + 0;)/2, en el caso de un sistema monocomponente los didmetros o; y
o; son iguales, y en el caso de una mezcla son diferentes. Del potencial vemos que las
esferas no pueden traslaparse, ya que el potencial es infinito al contacto. Por lo que los
sistemas monocomponentes o mezclas de esferas duras son de los modelos mas simples de
un fluido real, pero por ser un modelo simple no quiere decir que su estudio asi lo sea, y
hay preguntas que responder acerca de este modelo.

Para los sistemas de esferas duras no se conocen ecuaciones de estado exactas, por lo
que el estudio del diagrama de fases es limitado. Algunos problemas como ¢l de segregacién
liquido-liquido son temas abiertos a la investigacion. Por lo anterior, se hacen propuestas
de las ecuaciones de estado que sean capaces de describir de manera adecuada el sistema,
que representan y de aqui determinar ciertas propiedades de los fluidos.

Para obtener la ecuacién de estado para una mezcla binaria de esferas duras aditivas,
es primordial contar con los valores de contacto de la funcién de distribucién radial, siendo
la funcién de distribucién radial la que nos dice cual es el nimero de esferas cuyo centro
esta a una distancia r de una esfera a la que tomamos como referencia, y los valores de
contacto son los valores que toma la funcién de distribucién radial para r = ¢, donde ¢
es el didmetro. En el caso de un sistema monocomponente, si se conoce la ecuacién de
estado, se pueden inferir los valores de contacto de la funcién de distribucién radial g (o).
En contraste, si se cuenta con la ecuacién de estado de una mezcla binaria, tales valores
de contacto no pueden ser determinados de forma unica y existen diversas alternativas

para poder conocerlos.

Hasta el momento no existen expresiones exactas para los valores de contacto de
estos sistemas, por lo que se suelen usar aproximaciones [2]. En este trabajo utilizamos
algunas aproximaciones para determinar los valores contacto de una mezcla binaria de
esferas duras aditivas y posteriormente construimos la ecuacién de estado correspondiente,
con la cual podemos determinar completamente la termodindmica del sistema.

Las propuestas que se han hecho para ecuaciones de estado de mezclas son impor-
tantes ya que nos sirven en la modelacién de sistemas fluidos, tales como las suspensiones
coloidales que bajo ciertas condiciones se comportan como esferas duras. Recientemente se
han utilizado las mezclas binarias de esferas duras con una baja concentracién de esferas
de didmetro grande inmersas en esferas de didmetro pequefio, como modelos simples de




sisternas coloidales. A este tipo de sistemas de esferas duras se le conoce como el limite
coloidal de una mezcla binaria.

1.2. Ecuaciones de estado de esferas duras ,

Una ecuacién de estado es definida como la relacién matematica entre el volumen,
presién, temperatura y composicién del sistema. En el caso de fluidos cldsicos (por ejemplo
el gas ideal), la expresién para la ecuacién de estado es la relacién entre la presidn, la
densidad y la temperatura total del fluido. Sin embargo, sélo para casos especiales, la
forma explicita para la ecuacién de estado es conocida en forma exacta y en la gran
mayoria de los casos es necesario utilizar ecuaciones de estado aproximadas.

Las teorias modernas del estado liquido se sustentan en buena parte en el conocimien-
to de las propiedades termodinamicas y estructurales de los sistemas modelos. Debido a
su relativa simplicidad (que permite obtener expresiones analiticas para las propiedades
termodindmicas y estructurales) y a que se sabe que a altas temperaturas el estado y las
propiedades termodinAjmicas de los sistemas reales dependen casi exclusivamente de las
fuerzas de repulsién entre las moléculas, el modelo més estudiado es el de esferas duras.
Considerando que la energia potencial de un sistema real se puede escribir como una parte
no perturbada debida a las fuerzas repulsivas y una perturbacién debida a la existencia de
interacciones atractivas entre las moléculas, es usual utilizar un sistema de esferas duras
como sistema de referencia para la parte no perturbada en las llamadas teorias de pertur-
bacién de liquidos. En este caso la idea es escribir el potencial del sistema que queremos
estudiar como el potencial de esfera dura m4s el potencial de perturbacién y aprovechar
las expresiones existentes para las propiedades termodindmicas y estructurales de este
sistema de referencia que aparecen en los resultados del cdlculo perturbativo 3] .

Debido a la importancia de la teoria del estado liquido, diversos investigadores[2]-
[4] han propuesto ecuaciones de estado para esferas duras empiricas o semi-empiricas de
varios grados de complejidad. Desde los trabajos pioneros de van der Waals, han surgido
nuevas propuestas para las ecuaciones de estado, que han servido como una herramienta
poderosa para describir la termodindmica de diversos sistemas.

En el caso especial de esferas duras monocomponentes una de las ecuaciones de
estado que destaca es la de Carnahan-Starling[5], la cual no es compleja pero si es pre-
cisa en comparacién con simulaciones computacionales. Cabe mencionar que esta es sélo
una de las muchas propuestas de ecuaciones de estado conocidas en la literatura. En el
caso de mezclas de esferas duras, son varias las propuestas que han surgido, pero son




pocas en comparacion con las del monocomponente. Una de las mds destacadas es la de
Boublik-Mansoori-Carnahan-Starling-Leland (BMCSL)[6], que es precisa en comparacion
con simulaciones computacionales y es una de las mas utilizadas. Recientemente Coussa-
ert y Baus[2] propusieron una ecuacién de estado para mezclas binarias de esferas duras,
en la cual incorporaron los primeros cinco coeficientes del virial que se conocen,en for-
ma exacta. Con esta ecuacién obtuvieron segregacién a altas presiones (8po? ~ 10°) en
el sistema, por lo cual dicen los autores que es metaestable con respecto a la transicién

fluido-sdlido.

La ecuacion de Van der Waals es una de las ecuaciones de estado més conocida, que
nos servira para introducir algunos conceptos como son las curvas binodales y espinodales,

que presentamos en la siguiente seccién.

1.3. Ecuacion de Van der Waals

La idea de representar un liquido por medio de un sistema de esferas duras puede
ser encontrada en el trabajo de van der Waals; su famosa ecuacién de estado, que describe
cualitativamente el fenémeno de licuefaccién, ademds de la existencia de un punto critico

liquido-vapor.

Como ya hemos mencionado, en general, la ecuacién de estado de un fluido no se ha
podido expresar en términos de funciones conocidas. Tampoco existen funciones sencillas
que representen con suficiente precisién las propiedades de un fluido, en todo su intervalo
de existencia. Sin embargo, hay muchas ecuaciones que representan cualitativamente el
comportamiento en ciertas regiones. Mencionaremos una de estas ecuaciones propuesta

por van der Waals, y su forma es la siguiente

(p + %) (V — nb) = nRT, (1.5)

donde p es la presién, n es el nimero de moles, V' el volumen total, T es la temperatura
y R es la constante de los gases. En esta expresién a y b son constantes para cada gas. Su
significado fisico es que b representa una correccién al volumen del gas debida al volumen
finito de las moléculas, y ¢ es una correccién a la presién debida a las fuerzas atractivas
entre moléculas. En realidad esto es cierto, pero sélo en forma aproximada. La ecuacién de
van der Waals es importante porque reproduce muy bien el comportamiento cualitativo
de los gases reales, pero no es precisa cuantitativamente, y para una eleccién de a y b se
puede usar en una regién del diagrama p— V.




En la siguiente figura vemos dos isotermas y se observa que esta ecuacién imita bien
el comportamiento de gases reales, excepto por las oscilaciones en la regién de coexlstencia

1-5.

Curva espinodal
Punto ctitico
Curva binodal

Isoterma de van der
Waals

plio— -2

Zonas metaestables

v

Figura 1.1: Representacién esquemética de la ecuacién de estado de van der Waals y de la construccion
de Maxwell.

Las oscilaciones de las isotermas de van der Waals se deben remplazar por una
linea horizontal, Maxwell[7] sugirié que la linea se debe trazar de manera que el area
contenida entre los puntos 5-4-3-5 debe ser igual al drea contenida en 3-2-1-3, tal linea
esta representada por la linea a trazos que pasa por 1-3-5.

A medida que consideramos temperaturas mas elevadas, la parte oscilatoria de la
isoterma se hace més angosta y la amplitud de las oscilaciones decrece, de manera que
los puntos correspondientes a 4-3-2 se aproximan entre si. Finalmente, se llega a una

temperatura para la cual la pendiente de la isoterma se anula en un punto, que es el

punto critico. '

Podemos determinar la posicién del punto critico, de la condicién de que se trata




de un maximo y de un punto de inflexién

La curva continua delimita la regién dentro de la cual hay coexistencia liquido-vapor, esta
es conocida como curva binodal. La parte de 1-2 corresponde al estado metaestable del
liquido y la parte 5-4, al estado metaestable del vapor. En cuanto a la parte 2-3-4 de la
curva ondulada que estd delimitado por la linea a trazos llamada curva espinodal, donde
se cumple que (9p/8V) > 0, corresponde a estados inestables ya que para un aumento
del volumen también la presién aumenta, comportamiento fisicamente no aceptable.

Es evidente que la espinodal puede definirse como la curva que delimita la regién
de estados dentro de la cual no existe sustancia en estado monofésico. Por otra parte, la
binodal puede definirse como la curva que delimita de la regién de estados fuera de la cual
no puede existir una sustancia en estado bifésico. Las zonas sombreadas en la figura 1.1,
corresponden a regiones en las que es posible la existencia de estados metaestable;s.

Nosotros determinaremos las curvas binodales y espinodales para un par de ecua-
ciones que hemos obtenido, que sirven para modelar un fluido esferas duras aditivas. En
realidad no estamos interesados en estudiar la transicién liquido-vapor en mezclas binarias
de esferas duras, que es la transicién de fase que predice la ecuacién de van der Waals,
sino la separacién de fases liquido-liquido.

Introducir estos conceptos por medio del diagrama de fases obtenido con una ecuacion
de las m4s conocidas, como es la de van der Waals es muy valioso, porque es una ecuacion
que ha sido bastante estudiada y su comportamiento es bien conocido. Ademds, los con-
ceptos sobre las espinodales, binodales y los criterios de estabilidad no cambian, lo que
nos servird para explicar algunos conceptos en fluidos de esferas duras que veremos en

capitulos posteriores.

1.4. Segregacion fluido-fluido

En los primeros dias de la fisica del estado liquido no era claro si la atraccién entre
moléculas era nmecesaria para que ocurriera una transicién de congelamiento en fluidos
simples. En 1957 Wood y Jacobson(8] mostraron por medio de simulaciones computa-
cionales que un sistema puramente repulsivo, como lo es el sistema de esferas duras, tiene
una transicién de congelamiento bien definida. Estos resultados fueron discutidos por un

tiempo, pero ahora son generalmente aceptados.




Sabemos que un sistema de esferas duras idénticas tiene una transicién de fase
fluido-sélido, esto es debido completamente a la entropia, ya que ésta es mds alta en la
fase cristalina que en la fase fluida a densidades suficientemente altas. Esto puede ser
entendido de la siguiente manera, si colocamos las esferas en un arreglo cristalino, este
confinamiento produce un decremento de la entropfa, pero a densidades suficientemente
altas las moléculas de la fase fiuida tienen menor volumen libre que las de la fase solida,
donde las moléculas pueden moverse con cierta libertad dentro de las celdas. Este incre-
mento del volumen libre da como resultado una ganancia de la entropfa, por lo que se
tiene mayor entropia en la fase cristalina. También se sabe que las esferas idénticas no
tiemen una transicién de fase liquido-gas, ya que esto requiere una interaccion atractiva
entre ellas de lo cual carecen.

Fl sistema de esferas duras binarias juega un papel similar al del monocomponente,
ya que sirve como un modelo de mezclas coloidales[9]. Para el sistema de mezclas de
esferas duras la situacién es diferente en comparacién con el monocomponente, debido
a que el diagrama de fases no estd totalmente determinado. Estamos interesados en el
diagrama de fases, ya que cabe la posibilidad de la existencia de una separacién de fases
liquido-liquido, y es de gran interés porque es debido a efectos puramente entropicos, es
decir, debido a la diferencia en tamafio de las esferas[10]. No hay efectos en la energia
interna ya que la funcién de particién de esferas duras no depende de la temperatura(ver
apendice A), solo del volumen y del nimero de particulas. Este tipo de comportamiento
en el sistema de esferas duras binario ha sido estudiado por décadas y hasta el mbmento

no es totalmente entendido.

En 1964 Lebowitz y Rowlinson[11] mostraron que, usando la cerradura de Percus-
Yevick de las ecuaciones de Ornstein-Zernike, la fase fluida de la mezcla binaria de esferas
grandes y pequenas es estable y no existe segregacion, sin importar la razén entre los
didmetros, composicién o presién. La misma conclusion se obtiene de utilizar la més
conocida de las ecuaciones de estado para mezclas de esferas duras BMCSL, es decir, no
existe ninguna inestabilidad espinodal en la fase fluida [6]. Por tanto se crefa que una
mezcla binaria de esferas duras nunca se separa en dos fases fluidas.

Sin embargo, en 1991 Biben y Hansen[12], mostraron que con la cerradura de Rogers-
Young, Ia cual se sabe que para esferas duras idénticas es mas precisa que la cerradura de
Percus-Yevick, tiene una inestabilidad espinodal en la fase fluida cuando la razén entre
los didmetros es < 0.2 [12]. Ellos atribuyeron la inestabilidad espinodal en la fase fluida

al llamado efecto de deplecion.

El mecanismo de deplecién en una mezcla binaria de esferas duras esta basado en
la ganancia de volumen libre debido al agrupamiento de las esferas grandes. Para ser mas
precisos, en el caso en que dos esferas grandes se encuentren lejos una de otra, la fpresién




andes

neta que ejercen las esferas pequeiias sobre ellas es la misma; cuando las esferas gr
estan cerca del contacto el volumen accesible de las esferas pequeiias aumenta, y también
lo hace la entropia. Entonces se genera una fuerza efectiva de atraccién entre las esferas
grandes, lo que provoca un agrupamiento de estas esferas, dando como resultado dos fases,

una rica en esferas grandes y otra en esferas pequenas.

Para hacer un andlisis teérico sobre segregacién en mezclas binarias de esferas
duras contamos con algunas alternativas, como proponer alguna cerradura a las ecua-
ciones de Orstein-Zernike. Sin embargo, ésta muy probablemente no proporcione resulta-
dos analiticos. Por tal motivo han surgido diversas propuestas para ecuaciones de estado
una de las cuales es la de Coussaert y Baus[2], que predice segregacién en el fluido a altas

presiones.

Debe quedar claro que los resultados tedricos obtenidos hasta la fecha son, en el
mejor de los casos, confusos y que la alternativa de la simulacion no ha permitido tampoco
obtener conclusiones firmes. Por lo tanto, la existencia o no de segregacién en mezclas
binarias de esferas duras aditivas continfia atin como un problema abierto. En este trabajo
nuestro objetivo es tratar de afiadir nuevos elementos a la discusién de este problema. Para
empezar, propondremos un par de ecuaciones de estado nuevas para la mezcla binaria
y las evaluaremos comparando sus predicciones con los resultados disponibles tanto de
factores de compresibilidad como de los coeficientes viriales y con los que se desprenden de
otras ecuaciones de estado tedricas. Estas propuestas estdn basadas en una metodologia
general para obtener ecuaciones de estado de mezclas a partir de aquéllas del sistema
monocomponente[13]. Posteriormente, aprovechando el cardcter analitico de estas pro-
puestas, investigaremos si conducen a segregacion liquido-liquido y, en caso afirmativo,
haremos un andlisis de las condiciones en que ésta se presenta. De dicho andlisis y de
otros resultados conocidos extraeremos las conclusiones pertinentes para el problema en

cuestidn.




El desarrollo de Ia tesis es de la siguiente forma:

En el capitulo 2, abordamos en forma breve algunas de las propuestas que han

surgido para determinar los valores de contacto de la funcién de distribucién radial, para

plio de las propuestas que existen en la literatura. Ademds, de-

tener un panorama mas am
ezcla

scribimos el método que utilizamos para determinar los valores de contacto de una m
binaria de esferas duras a partir de la ecuacién de estado de un sistema monocompaonente,

para después construir la ecuacién de estado para la mezcla.

En el capitulo 3, definimos las caracteristicas que debe tener una mezcla binaria de
esferas duras aditivas para que haya segregacién liquido-liquido en este sistema. Ademas
definimos la forma en cémo debemos determinar las curvas binodales, espinodales y el

punto critico consoluto.
En el capitulo 4, presentamos los resuliados que obtenemos mediante las ecuaciones

de estado que hemos construido. Finalmente en el capitulo 5 damos los comentarios y
observaciones que consideramos més relevantes de los resultados obtenidos.




Capitulo 2

Valores de contacto de la funcion de
distribucion radial

2.1. Definicion del sistema ,

Consideraremos un sistema de N; esferas de didmetro o; contenidas en un volumen
V a la temperatura de equilibrio T'. En este trabajo nos concretaremos a estudiar sistemas
de mezclas binarias (i = 1,2). Sélo esferas duras aditivas serdn consideradas, es decir, la
distancia de contacto o;; entre las especies ¢ y j estdn relacionadas con sus didmetros por
ay; = (0i +0;)/2, donde o; y g, son los didmetros de cada componente.

Las propiedades de esta mezcla pueden ser descritas en términos de la densidad par-
cial de ntimero, p; = N;/V y las fracciones molares z; = N;/N = p;/p, donde p = N/Vy
N = I;N; es el numero total de esferas tal que, Z;z; = 1. Es también conveniente intro-
ducir densidades adimensionales en la forma de fracciones de empaquetamiento parciales
m = mp;o} /6, o la fraccién de empaquetamiento total, = Ly = wp€3/6, con 1; = Vi/V,
& = z10% 4+ 290% y V; = mp;03 N;i/6 que es el volumen total de las N; esferas.

La cantidad termodindmica central es el factor de compresibilidad de la mezcla
binaria(Z = p/pksT). De Z podemos obtener la energia libre de Helmholtz por particula
como la suma de la energia de exceso mds la contribucién ideal, de la siguiente manera[3]

"Zmy -1 '
e — ———d y 2.1
f fﬁ e (2.1)

fia= ln(Gn/'n) -1- wlln(iﬁl) + (1 - -’El)l”(l - 331) - ln(ﬁ;;(w,-, Uz’))- (2-2)

11
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Es claro que la energia libre de Helmholtz la escribimos como f = fex + fia- En este
trabajo utilizaremos la energfa libre de Gibbs como potencial termodindmico, lo ppdemos

escribir como
Ba(p, z,7) = Bf(n(p,,7),2,7) + Z(n(p, £, 7), T, 7), (2.3)

debemos tener 1 en funcién de p, T y v, donde v es el cociente entre los didmetros o2/07.
Vemos que teniendo Ginicamente el factor de compresibilidad, podemos conocer completa-
mente la termodindmica del sistema. Como ya hemos mencionado no hay una expresién
exacta para el factor de compresibilidad, por lo que en este trabajo proponer algunos es

uno de los principales objetivos.

2.2. Serie del virial

E] factor de compresibilidad puede desarrollarse en una serie de potencias de la
densidad o en forma alternativa de la fraccién de empaquetamiento, de la siguiente forma,

o0 o0
Z=Y Bl = > b ' (2.4)
k=0 k=0
donde b, y By, se relacionan de la siguiente forma
B
=TT (2.5)
(54)

Una forma de obtener la ecuacién de estado o en forma alternativa el factor de compre-
sibilidad, es el desarrollo del virial. Sin embargo, este converge suavemente por lo que
necesitamos muchos términos de la serie para tener precisién a altas densidades. De-
safortunadamente, para fluidos monocomponentes de esferas duras sélo los primeros ocho
coeficientes estén disponibles. La situacién para mezclas binarias de esferas duras aditivas
es similar, s6lo el segundo y tercer coeficiente del virial son conocidos en forma analitica,
mientras que del cuarto al séptimo coeficiente han sido determinados numéricamente para
diferentes ragones de didmetros ¥ = o2/01. Los coeficientes del virial conocidos no son
suficientes para tener buena precisién en la determinacién de la ecuacién de estado, por lo
que siguen surgiendo diversas alternativas para determinar la ecuacién de estado en for-
ma aproximada. La determinacién de los coeficientes del virial siguientes es un problema
abierto, y est4 siendo estudiado por diversos mmvestigadores.




2.3. Funcidn de distribucion radial

En un sistema fluido de esferas duras, éstas se encuentran en constante movimiento,
por lo que la nocién de estructura tiene sentido sélo si la pensamos como un promedio.
Hay diversas formas de cuantificar la estructura. La funcién de distribucién radial g(r) es
una de ellas y una de las més utilizadas. La funcién de distribucién radial nos contesta la
pregunta, dado que tengo una esfera en una posicién, ;jcuantos centros de esferas' espero
encontrar una distancia r de ésta?, mds precisamente nos da el nimero de centros de
esferas que se encuentran entre la distancia r y 7 + dr, como se muestra enseguida

Figura 2.1:

!

la esfera més oscura es la de referencia y sélo contamos las esferas con centro dentro

del anillo; en tres dimensiones en lugar de anillo tendriamos un cascarén esférico y nos
daria el ntimero de centros dentro del cascardn.

Para obtener la ecuacién de estado para la presién o en forma adimensional el
factor de compresibilidad, necesitamos en lugar de la funcién de distribucion radial, sélo
los valores de contacto de esta funcién que se denotan como gy;(oi;)(ver el apéndice B),
siendo esto Gltimo valido para un sistema de esferas duras. En el caso de mezclas binarias
de esferas duras los valores de contacto de la funcién de distribucién radial nos dicen el
ntimero de esferas que se esperamos encontrar entre o;; y 0;; +do, donde gi; = (0;+0;)/2
corresponde al didmetro promedio de las esferas en contacto, en el caso que tenemos un
sistema monocomponente o;; corresponde con ¢l didmetro o de las esferas. S6lo se toma en
cuenta aquellas esferas que estén en contacto o muy cercanas al contacto, y por supuesto

que su centro esté dentro del cascarén esférico.
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2.4. Propuestas para determinar los valores de con-
tacto de la funcién de distribucion radial

Ambas propiedades, termodindmicas y estructurales, estdn intimamante relacionadas
con la funcién de distribucién radial, o en forma anéloga con los valores de contacto de esta
funcién, por lo que se han hecho grandes esfuerzos por determinar expresiones analiticas
en este sentido, que brinden mejores resultados en comparacién con los reportados en la

literatura.

2.4.1. Propuesta de D. Viduna y W. R. Smith

Viduna y Smith[14] proponen un nuevo método para determinar los valores de
contacto de la funcién de distribucién radial, partiendo de la ecuacién de estado de la
mezcla de esferas duras aditivas, aplicindolo en especial a un sistema binario de esferas

duras.

El potencial quimico de exceso lo definimos como la diferencia entre el potencial
quimico de interés y el del gas ideal, bajo las mismas condiciones termodindmicas. La
forma que tiene la primera derivada del potencial quimico de exceso y 7 (donde m +1
corresponde al niimero de componentes, si m = 1 se tienen dos componentes, oo simboliza
que la componente es infinitamente diluida) con respecto al didmetro fue desarrollada por
Smith y Labfk[15](ver el apéndice C), tiene la siguiente forma

(/Bp’m-{-l ) 1 27]
E I a 2.6
( aam+1’m+l ViT\N; 05, m+1,m+1 63 i= ! J’m+1gJ’m+1( J’m+1) ( )

la cual relaciona la ecuacién de estado de la mezcla mediante el potencial quimico de
exceso ppy; y el valor de contacto de la funcién de distribucién radial ¢33, 1(Timi1)
de la componente m + 1. Por otro lado el trabajo requerido para insertar una esfera
de didmetro o,,41,m41 dentro de este sistema puede ser aproximado como una funcion
clibica(ver apéndice D) de opt1,m+1[16]

2 3
ﬁ.um+1 = ap + G 0mitm+1 T 020 1 m it T 030 miLmt1s (2.7)

donde los coeficientes dependen de la densidad, la composicién de la mezcla y de los
didmetros. Tomando la primera derivada de esta cantidad e introduciéndola en la ecuacién
(2.6) obtenemos

127
ay + 2a20'm+1,m+1 + 3030;“;“,,,“_1 = E— ijgim+lgiom+l(oj,m+1)' (28)

j=1
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Ahora se pueden separar los términos del lado izquierdo de (2.8), y tomamos solamente
el término j de la ecuacién para obtener

125
2 — 2 oo .
bo,;j + b1 j0mitmir + b2,j‘7m+1,m+1 = £ m:“j,m+19j,m+1(‘73,m+1)’

(2.9)
los coeficientes by; estdn relacionados con los a; de la expresién anterior. Despejando los
valores de contacto obtenemos la siguiente expresion

2
Co,j + €1,j%m+1m+1 1 C2,i0my1m+1 (2.10)

oQ —_—
!Jj,m+1(‘7j,m+l) = 2 ’
Tjm+1

los coeficientes cx ; estdn relacionados con los coeficientes de la ecuacién (2.9). Recordemos
que los coeficientes dependen de los didmetros de manera que podemos reescribir ecuacion

(2.10) de la siguiente forma

2
a, m4-1F4.4 d. T; 4
gfm+1(0j,m+l) =A+B (M) +C (_’]‘M) . (2_11)

Notemos que los coeficientes A, B, C' dependen de los didmetros, de la densidad y de la

fraccién molar. Finalmente, tomando opt1mi1 = 0i4, €s decir la particula que se inserta
es como una mds del solvente, por lo cual podemos omitir que sea infinitamente diluida

obteniendo )
-8 (52)sc(3) aw

i j Oi;
La tltima expresién corresponde a los valores de contacto de la funcién de distribucién
radial, en la cual tenemos tres coeficientes desconocidos, que pueden ser determinados
mediante las ecuaciones (2.6) y (2.12). Veamos que para construir los valores de contacto
mediante esta aproximacién es indispensable contar con el factor de compresibilidad del

sistema, para poder determinar el potencial quimico de exceso.

2.4.2. Propuesta de A. Santos, S. B. Yuste y M. Lépez de Haro

Santos, Yuste y Lépez de Haro[13] proponen determinar los valores de contacto de
la funcién de distribucién radial para una mezcla de esferas duras aditivas, utilizando

resultados limites.

Por ejemplo si una de las especies, digamos 7, la hacemos una particula puntual, es
decir, o; — 0. En tal caso no ocupa ningtn volumen, tenemos que g;; (0;) toma los valores
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de contacto del gas ideal excepto por la fraccién disponible de valumen (ver apéndice E),

y tenemos
. 1 !

Jim g (o) = = (2.13)

donde 7 es la fraccién de empaquetamiento. Por otro lado, si todas las esferas tienen el

mismo tamafio, {03} — o, el sistema es equivalente al monocomponente. Por tanto,

Im g (035) = g (o), (2.14)
{ox}—r0

donde g (o) es el valor de contacto de la funcién de distribucién radial del sistema mono-
componente. Otra condicién que se debe satisfacer para mezclas binarias es, por ejemplo
si las esferas i = 1, son mucho més grandes en comparacién con la otra especie, es decir,
o1/0s —+ oo pero ocupan un volumen despreciable, es decir, 71 (01/02)° — 0. En tal
caso las esferas de la especie 1 son vistas como una pared por las esferas de la especie

2[17], v se satisface que
lim (912 (012) — 4mga2 (02)] = L. (2.15)

U1/U2—+OO,11(G'1/0'2)3—P0

Entonces se hacen aproximaciones sobre g;; (0;;) satisfaciendo las ecuaciones (2.13)-
(2.15), ademds se supone que la dependencia g;; (04;) sobre los pardmetros {ox} ¥ {zx}
es sélo a través de la cantidad z;; = (0:0;/045) % M4s especificamente, \

9i5 (055) = G (1, 25) - (2.16)
Se pide que los valores de contacto dependan de z en esta forma, porque la solucién de
Percus Yevick (PY)[18], la aproximacién hecha por Grundke, Henderson, Lee y Levesque
BGHLL[19] y la teoria de particula escalada (SPT)[20] dan coma resultado valores de
contacto que dependen de z; en forma lineal o cuadrdtica. Asi, sea

1 9 n
G, 2;) = i

2
1 2

2. 2.17
Si hacemos en la expresién anterior Apy = 0, Aspr = § ¥ ApeHIL = 1 obtenemos las tres
aproximaciones de los valores de contacto. Por esta razén es que se pide que los valores
de contacto dependan de z en la forma mencionada, de manera que la funcién G (17, 2) es
universal en ¢l sentido de que es la misma para todos los pares {ij}.

5 %ij + A

Los lfmites propuestos en las ecuaciones (2.13)-(2.15), nos dan importantes restricci-
ones sobre la dependencia de z en G. Primeramente si, 2; — 0 en el limite o; — 0,

sustituyendo la ecuacién (2.13) en (2.16) tenemos

G (1,0) = 1{—” ' (2.18)




Por otro lado, si todos los didmetros son iguales, z;; — 1, lo cual implica que

G(n,1) =g (o). (2.19)

Por tltimo, en el limite considerado en (2.15), tenemos que 232 — 1y 712 — 2. Por

tanto,
G (n,2) =1+ 479G (n,1). (2.20)

mpleta sobre la funcién G en z = 0,

Las ecuaciones (2.18)-(2.20) nos dan informacién co
de la funcién de distribucién radial

z=1y z =2, en términos sélo del valor de contacto
del sistema monocomponente.

Se pueden proponer formas simples de & que satisfagan las condiciones (2.18)-(2.19),
puede ser por ejemplo una funcién lineal en z de la forma

] . (2.21)

!

1

609 = T+ |90 - 15

Por supuesto hay otras formas de G que satisfacen las condiciones limites, por ejemplo

una funcién cuadrética en 2

G(T), z) = GO(”) + G1(TI)Z + G2 (77)32s (2'22)

donde los coeficientes se determinan de las condiciones limites y estan dados por

Go(m) = Ti_ﬁ’
Gl = 2= nale) - 5,
G = L2 - (- 2m)lo)

Otra forma es como cociente de dos funciones lineales en z

1+ [Ai(n) — 1]z
G(n,2) = Bl + Br()2 1 (2.23)

En este trabajo utilizamos las tres formas de G (lineal, cnadratica y cociente), pero sélo
mediante la aproximacién mostrada en (2.21) obtuvimos ecuaciones de estado que predicen

segregaci6n en el sistema, que es una de las principa
las ecuaciones obtenidas.

les caracteristicas que pediamos de
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2.4.3. Propuesta de C. Barrio y J. R. Solana

Recientemente Barrio y Solana[21], propusieron una forma de determinar los valores
de contacto de la funcién de distribucién radial. El factor de compresibilidad de una mezcla

de esferas duras puede ser escrito de la forma

=1+ BPp+ BO 4 BY® 1+ B+, (2.24)

donde los coeficientes, son conocidos como coeficientes del virial. Por otro lado, la misma
ecuacién puede ser escrita en términos de los valores de contacto !

2
=1+ 5WPZZ£E,‘1‘jO’%Q;j(O’,‘j). (225)
i

Los valores de contacto g,-j(cr,;]-), deben satisfacer ciertas condiciones de consistencia, por
ejemplo, si z; = 1 o 2, = 0 entonces 1a mezcla se reduce al monocomponente, y por tanto

los valores de contacto
gu(o11) = ga2(022) = g(0), (2.26)

donde g(o) son los valores de contacto del monocomporente, cuando hacemos los didme-
tros iguales nuevamente la mezcla se reduce al monocomponente, por lo que 81 017 = Og2

tenemos
(2.27)

gulon) = ga(022) = grz(o12) = 9(0).

En el limite en que o22/011 = 0 tenemos una mezcla de esferas con particulas puntuales

O = 0 1 1
912(012) = ’ 911(011) = Q(U), 922(022) = ’ (2-28)
1—npm 1—7n
en el limite coloidal, el cual corresponde a z; — 0 y o1 — oo tenemos !
gi2(012) = Z (1), (2.29)

donde 7 = (7 /6)pod,. Los valores de contacto de una mezcla binaria deben satisfacer
la siguiente relacién|[22]

6911(011) 3(112(012) 3922(022) 5912(012)
2,2 79N 0'2 JalaAmRe g2 2 g e 2 R —— 2.30
T10, 802 + T1%20)5 800 L5032 dowt + Z1220), dort ( )

Por otro lado, los valores de contacto estan relacionados a la energia libre de Helmholtz

f, mediante las siguientes relaciones{23]
1 2)
(_f) , (2.31)

gij(aij) = 27rkT(2 - 6ij)pri$ja?j aaij




Capitulo 3

Curvas binodales, espinodales y
punto critico consoluto

3.1. Curvas binodales y espinodales

Una manera estdndar de describir los estados termodindmicos de equilibrio e1'1 la que
1as fases coexisten son los diagramas de fases, que pueden obtenerse a partir de cualquiera
de los potenciales termodindmicos. El método a seguir para obtener tales diagramas de-
pende del potencial termodinamico que se considere. Para describir la separacién de fases
liquido-liquido en una mezcla binaria de esferas duras, se puede hacer por medio de la
energia libre de Gibbs, la cual, en este caso es funcién de la fraccién molar, la presién y

el cociente entre los didmetros de ambas componentes.

Existen liquidos como el fenol y el agua, que se comportan de la siguiente manera, si
agregamos pequenas cantidades de fenol en agua, al principio el fenol se disuelve para dar
una sola fase, sin embargo, en algin momento el agua se satura y una adicién posterior

de fenol propicia dos fases, una rica en agua y otra rica en fenol.

En mezclas binarias de esferas duras algo parecido puede ocurrir, seglin algunas
ccuaciones de estado como la de Coussaert y Baus[2] y simulaciones computacionales{25],
que predicen segregacién en este tipo de sistemas. Por lo que esperamos determinar las

condiciones para las cuales la mezcla se separa en dos fases.

20 !
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Ademés en la regién de coexistencia tanto la presi6én p como los potenciales quimicos

p se igualan, es decir

»u'l(p1 .'E’, 7) = (pl Iﬂ? "f)

pa2(p, 7,7) = P‘Z(p: z", 7) (3'1)
siendo ' y =" las fracciones molares de las esferas grandes en la coexistencia, siendo esta
la condicién termodindmica del equilibrio. Veamos la siguiente figura

g
t

x x" x
Figura 3.1: Isobara de la energia libre de Gibbs, mostramos dos puntos con una tangente comn, a lo

largo de la linea recta que une estos puntos tanto la presién como &l potencial quimico de cada una de
las componentes es el mismo.

Debido a que el sistema de esferas duras la energia libre de Gibbs no depende de
la tempertatura y en la coexistencia de fases la presién es la misma, la energia libre de
Gibbs depende sélo de la fraccion molar z, para una razén fija de digmetros . Ademés
como el potencial quimico es la derivada de la energia libre de Gibbs, la isébara g(%) tiene

una tangente comin en los puntos
(', 9()), (2", 9(=")), (3.2)

debido a que el potencial quimico en tales puntos se iguala. Notemos que a 1o largo de la
recta que une estos dos puntos ver figura 3.1, tanto la presién como el potencial quimico
son constantes. Si mapeamos los puntos que aparecen €n (3.2) al plano (z, p,) (donde pr

es la presién reducida Bpad) tenemos los puntos
(=, pr), (2", 2r)s

veamos que conforme variamos la presi6n los puntos (z, Dr),
si unimos tales puntos, la curva que obtenemos €s la curva

siguiente figura

(3.3)

también lo hacen. Finalmente
binodal, que mostramos en la
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Punto critico consoluto

—

x

73 TP

Figura 3.2: Curva binodal, hemos graficado los puntos (%, py)-

Entre los puntos mostrados en (3.2), existe una regién convexa la cual contiene
dos puntos de inflexién, es decir, puntos que satisfacen que 8*g/ dz? = 0. Nuevamente
conforme la presién varfa también lo hacen estos puntos, 8 unimos estos puntos formamos
lo que se conoce cOmMO curva espinodal. Las curvas binodal y espinodal tienen un minimo
comun, en el cual la pendiente de la recta tangente a las curvas es Cero, tal punto es

conocido como punto critico consoluto.

Habiendo definido brevemente la forma en cémo deben determinarse las curvas
binodal, espinodal y el punto critico consoluto, veremos cdmo determinar estas curvas a
partir de las ecuaciones de estado que hemos obtenido. Las variables que tenemos son
la fraccién de empaquetamiento 7, la fraccién molar z(la cual corresponde a las esferas
grandes), la presién p y la razén entre didmetros 7. Pero podemos escribir la fraccién de
empaquetamiento en funcién de las otras tres variables, ésta puede ser despejada de la
ecnacién de estado obtenida, de forma que ahora la ponemos en funcién de las otras tres

variables.

Después determinamos la energia libre de Helmholtz por medio de las ecuaciones
(2.1)-(2.2) para posteriormente determinar la energfa libre de Gibbs a partir de la ecuacién
(2.3). En términos de los potenciales quimicos la energia libre de Gibbs se puede escribir

de la siguiente forma
g(pi$17) = xﬁl(?ﬂh')’) + (1 - 35)112(1?, 1- 11,‘7'), ' (3'4)

donde y; y pp son los potenciales quimicos de cada especie. Ademds, la relacién de Gibbs-

Duhem para este potencial a p y 7y constantes es

$al-"1(g;;c,7) + (1 _ x)aﬂ?g(’;ll_—z-;:'ﬂ — 0, (35)



derivando la ecuacién (3.4), con respecto a T obtenemos lo siguiente
dg(p, 2,7
—%J = m(p,z,7) = p2(p, 1 — 2, 7)- (3.6)

Mediante la ecuacién (3.1), que expresa el equilibrio termodinamico y las ecuaciones (3.4)
y (3.6) tenemos lo siguiente .

dg(p,z,7)] _ '3y(p,:v,7)]
[—__32: | =752 (3.7)
’ depz,)] | 89(p,2,7)
_ dglp,z )] _ __9g(p,z,v
[g(pi .'E, 7) T am 1o Lg(p, 1’1 ’7) T aw ]IH ? (38)

las condiciones mostradas expresan la igualdad de los potenciales quimicos en ambas fases

y son suficientes para tener una inestabilidad de tipo binodal en el sistema. Por otro lado,

para tener una inestabilidad de tipo espinodal la siguiente condicién es necesaria para un

valor fijo de v

azg(p,:ﬂ,’y) - 0. (3_9)
0z?

Ademds de satisfacer la ecuacién (3.9), el punto critico consoluto debe satisfacer que

Pylp,z,7) _, Felzn) (3.10)

O3 ’ Ozt ’

es decir, el punto critico es un minimo en el plano z vs p,. Por medio de las ecuaciones (3.7)-
(3.10) podemos determinar las curvas binodales, espinodales y el punto critico consoluto.
Las curvas binodal y espinodal pueden ser determinadas para una razén fija de didmetros,
de las cuales podemos analizar como varia la presién critica y la fraccién molar critica

con la razén entre didmetros.




Capitulo 4

Resultados

4.1. Determinacién de las ecuaciones de estado

Como ya mencionamos, en mezclas de esferas duras, conocer los valores de contacto

de 1a funcién de distribucién radial g;; (o;) es muy importante. Por ejemplo, los valores

o;;) son suficientes para conocer la ecuacién de estado de la mezcla via la

de contacto gi; (
H

expresién del virial, que puede ser escrita de la forma

3
o3
Zo (n) =1+4n)_ 2iT; Ejgij (35

ij

(4.1)

donde &, = &u(z:,0:) = 2, Ti0F, Zm = p/pkT es el factor de compresibilidad de la
mezcla, p es la presién, k es la constante de Boltzmann y T es la temperatura absoluta.
Para determinar la forma de los valores contacto de la mezcla binaria de esferas duras
hemos elegido la propuesta mostrada en (2.21), como necesitamos los valores de contacto
del sistema monocomponente los determinamos de la formula sencilla[3]

Z =1+ 4ng(o), (4.2)

donde Z es el factor de compresibilidad del sistema monocomponente, hemos elegido para
el sistema monocomponente la ecuacién de estado de Baus y Colot [4]

1+ 1+ n? — 0.635237° — 0.869817*
Zpc = , 4.3
(1 - 7))3 1 ( )
24
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que incorpora los primeros cinco coeficientes del virial en forma exacta, y la de Veverka y

Malijevsky [24]
1+ 1.0567 + 1.6539n% + 0.3262n°
Zym = 5 5 s (4.4)
(T — 1)°(1 + 0.0567 + 0.597977 + 0.30767°)

que es la ecuacion de eatdo monocomponente que mejor se ajusta a los datos de simi'lla,cién.
El factor de compresibilidad de la mezcla binaria lo construimos de la siguiente forma,
proponemos que los valores de contacto gi; (03;) sean de la forma mostrada en (2.21), tales
valores de contacto se sustituyen en (4.1) y obtenemos lo siguiente

Ag n 1
A _ _ - A 4.5
m=1+[Z(n) 1]4+1—n(1 Bo+5 1), (4.5)
donde Z(n) es el factor de compresibilidad del sistema monocomponente, con
_ i 22 (p+2)
By = £2 = m!{p+ 2 —m) Em—ptibam. (4.6)

Vemos que la ecuacién de estado de la mezcla de esferas duras depende de la ecuacién de
estado monocomponente que se utilice. Hay una gran variedad de ecuaciones de estado
monocomponentes disponibles en la literatura, pero s6lo elegimos algunas, de las cuales
s6lo nos quedamos con las que llevan a ecuaciones que predicen segregacion, ya que analizar
este fonémeno es uno de nuestros principales objetivos.

Hemos obtenido un par de factores de compresibilidad para mezclas binarias de
esferas duras, que se obtienen de sustituir las ecuaciones (4.3) y (4.4) en (4.5), y'los de-
notaremos como Z3 y ZY.. Antes de utilizar estos resultados para investigar si predicen
segregacién liquido-liquido, debe determinarse qué tan precisas son en cuanto a simula-
ciones computacionales[26]. Ademés de nuestras propuestas, vamos a utilizar para este
andlisis algunos otros factores de compresibilidad bastante precisos conocidos en la liter-

atura.

El primer factor de compresibilidad a considerar es el de Hamad[27], quien uti-
lizé una condicién de consistencia que involucra deriyadas de los valores de contacto de
la funcién de distribucién radial con respecto a oy. El propone la signiente ecuacién de

estado
280 = 200 + s [+ S - 1), (47)

&' &

donde H se refiere a Hamad. La siguiente ecuacién de estado que utilizaremos es la pro-
puesta por Barrio y Solana[28]

78 =14+ 30+ o) (1+ 882 (2,6~ 1) (48)
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donde A depende del tercer coeficiente del virial.

En ia Tabla 1, presentamos una comparacion de los resultados obtenidos con las
ecuaciones de Hamad y Barrio y Solana, simulaciones y las ecuaciones de estado que
hemos propuesto ZZ, Z¥. También incluimos la ecuacién de estado (BMCSL)[6]. Como
ilustracién y debido a que no existen muchos mas datos de simulacién hasta donde sabe-
mos, s6lo hemos incluido los valores correspondientes a v = 0.3 y dos fracciones molares,
aunque estos resultados son representativos de lo que ocurre en general.

Tabla 4.1: Comparacién del factor de compresibilidad incluyendo nuestras
propuestas con resultados de simulacién (Zgimw) en el caso de mezclas binarias
de esferas duras aditivas, para una razén de didmetros v = 0.3. Presentamos
las desviaciones A entre los resultados que brindan las ecuaciones de estado

con respecto a la simulacién.

Z. % AEq @7 ABq (48° ABMCSLY AZp AZ,

T Ui

0.0625 0.3 2.790 -0.061 -0.016 -0.014 0.002 0.003
0.35 3.473 -0.112 -0.024 -0.020 0.010 0.013
0.4 4.410 -0.210 -0.043 -0.035 0.015 0.024
045 5.722 -0.385 -0.076 -0.063 0.020 0.043
0.49 7.1568 -0.603 -0.102 -0.081 0.037 0.084

0.75 0.3 3.554 -0.024 -0.010 -0.008 0.001 0.003
0.35 4.601 -0.048 -0.021 -0.018 0.004 (.001
0.4 6.045 -0.079 -0.027 -0.021 -0.005 0.009
0.45 8.097 -0.129 -0.033 -0.022 0.013 0.025
0.49 10.415 -0.210 -0.056 -0.037 -0.049 0.028

Referencia [26]
YReferencia [27]
*Referencia [28]
dReferencia. [6]

Podemos ver que salvo en el caso n = 049 y 2, = 0.75, la ecuacién BMCSL es
més precisa que la ZB, las ecuaciones de estado que hemos propuesto ZZ, Z¥ son las mds
precisas. Por otro lado, comparando sélo las ecuaciones de estado propuestas vemos que
la ecuacién Z2 brinda mejores resultados en cuanto a Ia simulacién que la ZY.

El factor de compresibilidad puede ser expresado como una serie en potencias de 7,
en la llamada serie del virial. Los coeficientes de dicha serie reciben el nombre de coefi-
cientes del virial y s6lo los primeros cinco coeficientes son conocidos para mezclas binarias
de esferas duras. De hecho, la ecuacién de estado propuesta por Coussaert y Bauf.[Z] fue
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construida de manera que reproduce los coeficientes viriales conocidos hasta el momento.
Una forma adicional de evaluar la ” bondad” de una ecuacién de estado es examinando las
predicciones que hace de dichos coeficientes. Asi, lo que haremos aqui serd comparar los
primeros cinco coeficientes del virial arrojados por las ecuaciones de estado que! hemos

propuesto con los de la ecuacién propuesta por Coussaert y Baus. La ecuaci6n de estado
de Coussaert y Baus tiene la siguiente forma
gon _ltent can? + ;:41)3 + C5774, (4.9)
(1—n)
donde ¢, = by, — 3bn_1 + 3bn—2 — bn_s, los coeficientes b,, estdn dados por
3
3 3 3

by v bs han sido evaluados numeéricamente.

Clonsideremos otra vez como ilustracién el caso v = 0.1 y z = 0.01. Al desarrollar
en serie de Taylor alrededor de n = 0, para cada uno de los factores de compresibilidad

obtenemos lo siguiente

ZSP = 1+ 1.59211n + 2.37996n" + 3.358397° + 4.48196n + O(°)  (4.11)
ZB = 1+1.59211n+ 2.379967" + 3.47833n° + 4.773n* + O(1°) (4.12)
7V = 1+ 1592117+ 2.379967° + 3.47832n° + 4.7720" + O(1") ' (4.13)

donde hemos truncado la serie hasta cuarto orden. Se ve claramente que los primeros
tres coeficientes del virial son ignales mientras que a partir del cuarto se comienzan a ver
ligeras desviaciones de nuestras ecuaciones con respecto a la de Coussaert y Baus. En
la siguiente tabla mostramos el cuarto y quinto coeficientes del virial para algunos otros

valores de vy y .

El anilisis de los datos anteriores indica que las ecuaciones de estado que hemos
construido dan buenos resultados en cuanto a los coeficientes del virial: éstos difieren a lo
més en un 3% respecto a los de la ecuacién de Coussaert y Baus. Con lo cual podemos
decir que ambas ecuaciones de estado que hemos propuesto resultan precisas en cuanto al
factor de compresibilidad y predicen bien los coeficientes del virial.

Habiendo hecho una evaluacién somera de las ecuaciones de estado propuestas, el
siguiente paso es estudiar las propiedades termodindmicas de la mezcla binaria de esferas
duras a partir de las mismas, en particular el diagrama de fases en la regién fluida. En el
capitulo 3 hemos descrito la forma de determinar las curvas binodales y espinodales y el
punto critico consoluto (en caso de que existan), a partir del factor de compresibillidad.
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Tabla 4.3: Mostramos el cuarto y quinto coeficientes del virial obtenidos con
la ecuaciones que hemos construido y los de la ecuacién de Coussaert y Baus.

ZCB ZV ZB
¥ T by bs by bs by bs

0.0333 0.06 | 2.3700 3.0895 |2.3989 3.1679 | 2.39895 3.1679
0.08 | 2.7080 3.6225 |2.7371 3.6987 |2.7372 3.6988
0.05 0.05 | 2.4052 3.1160 |2.4482 3.2325 | 2.4481 3.2326
0.14 | 3.9032 5.4758 |3.9414 55781 |3.9415 5.5782
0.1 0.29 | 6.9285 10.1861 | 6.9853  10.3338 | 6.9853  10.3339
0.33 | 7.5698 11.1987 | 7.6234 11.3371 | 7.6234  11.3373
0.2 0.4 |9.8117 14.6773|9.8870 14.8653 | 9.8870  14.8654
0.45 | 10.5119 15.7882 | 10.5807 15.9589 | 10.5808 15.9591

En este caso elegimos las razones de didmetros v = 3/10, 1/4, 1/5, 1/10, 1/20,
1/30. La idea es ver cémo cambian la presién y fraccién molar criticas (esto es, la presién
y la fraccién molar en el punto critico consoluto) al variar la razén entre los didmetros.
Mediante el procedimiento mencionado antes determinamos las curvas binodal y espin-
odal que resultan de la ecuacién de estado de la mezcla binaria, obtenida a partir de la
ecuacién de Veverka y Malijevsky para el sistema monocomponente, que hemos denota-
do como ZY. Como resultados representativos en las siguientes graficas presentamos los

correspondientes a vy =1/5y v =1/20

1400
8000

1200¢ 1000}
|

5 b
R 1000 a. 6000

5000t
800

4000

Figura 4.1: Curvas binodal y espinodal, ademas vemos el punto critico. Izquierda: El cociente entre los
didmetros v = 1/5. Derecha: El cociente entre los didmetros v = 1/20

Las curvas interiores corresponden a las curvas espinodales y las exteriores a las
binodales v en ambos casos hemos incluido tambien el punto critico consoluto. Nétese
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que es la presién reducida (Bpo?) y sin

que en el eje vertical se ha tomado la presion p:
8 =1, o, = 1. El comportamiento de

perder generalidad en los cdlculos se ha hecho
la presién critica, la fraccién molar critica y la fraccién de empaquetamiento critica en

funcién de la razén entre los didmetros y se muestra en las figuras 4.2 y 4.3 mientras que
la tabla 4.4 contiene la informacién relativa a la regién de coexistencia.

7000 B 0.1 ®
6000 A
0.08 u
5000 "
U4000 00'06 5
2 1 » a
3000 0.04
2000 0.0z c
1000 " s 8
) § | » 4]

ToE o1 0.15 0.2 0.25 0.3
¥
'

Figura 4.2: Mostramos el comportamiento de la presién y la fraccién molar critica en funcion de 7. Los
cuadros corresponden a la ecuacién de estado Z), v los tridngulos a ZB.

y para la frraccién molar critica tenemos

»>a

0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3
Y

Figura 4.3: Mostramos el comportamiento de la fraccién de empaquetamiento critica en funcién de 7. |

Los cuadros corresponden a la ecuacién de estado Zp, y los tridngulos a ZB.

¢

Debe hacerse notar que, como no se conoce la fraccion de empaquetamiento mixima
en el caso de mezclas de esferas duras, los valores reportados para Tmax en la tabla 4.4

corresponden a 77 = 1.

se hace més angosta.

En este caso, conforme - disminuye, la regién de coexistencia
v = 1/5 la fraccién

Por ejemplo para los casos mostrados en las graficas anteriores si

II 0.9 n
=
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molar  va de 0.002 a 0.496 mientras que para v = 1/20 el intervalo va de 0.00019 a
0.229, es decir que disminuye considerablemente. Veamos la siguiente tabla

Tabla 4.4: Mostramos el intervalo de coexistencia de la fraccion molar y la
presién, ambos extremos corresponden a la curva binodal para distintas =.

VM BC
Zm. Zm

Y Tmin — Tmax Prmin — Pmaz Trmin — Tmaz Pmin — Pmas
0.0333 | 0.00029-0.0820 6861.84-12000 | 0.00019-0.0739 6861.84-12000
0.05 0.00019-0.2208  3631.47-8600 | 0.00009-0.2174 3500.21-8600
0.1 0.00104-0.29321 1324.32-2900 | 0.00031-0.3082 1220.29-3000
0.2 (0.00238-0.4942  665.31-1460 0.00195-0.3942 608.304-1256
0.25 0.01224-0.3765  604.1247-970 | 0.01045-0.3241 560.79-1000

0.3 0.03523-0.31223 595.88-720 0.02203-0.2868 566.79-730

4
Para tener una imagen pictérica de lo que sucede consideremos lo signiente. Su-
pongamos que a una presion mayor que la critica, digamos prp, tenemos un fluido de
esferas monocomponentes pequefias y aiadimos a estas pequeiiisimas porciones de esferas
grandes. Recordemos que z representa la fraccion molar de las esferas grandes; lo que
vemos al principio es que tenemos una sola fase, es decir una mezcla de esferas duras

homogénea, como ilustra la siguiente figura

Pr
Prd [ [ ] [ ]
abck g f ed
LS X X 1) eeooe
Prg peeeeemeeemreeees . .
Pre brrmemeeeemrmeeeees .
Esfer esfergs
pediienas x g-n[ es

Figura 4.4: Sistema de esferas duras, el extremo izquierdo corresponde a un sistema homoféneo de
esferas pequefias y el derecho a uno de esferas grandes.

Conforme vamos agregando esferas grandes al fluido vamos incrementando la frac-
¢ién molar z, los puntos a, b, ¢ en la figura 4.4, representan la fraccién molar después
de haber agregado tres porciones de esferas grandes al fluido monocomponente de esferas
pequeiias. Tales puntos estdn fuera de la curva binodal. Finalmente, llegamos a un limite




punto k en el que si agregamos mas esferas, el fluido se separa en dos fases, justo
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pasando

la curva binodal.

Lo mismo ocurre si comenzamos del lado derecho de la figura 4.4, tenemos un sistema

monocomponente de esferas grandes a. las que agregamos porciones de esferas pequenias,
primeramente obtenemos un sistema h

omogéneo puntos d, e, f. El limite en que tenemos
En la regién entre k y q coexisten dos fases. Si

sélo una fase corresponde al punto q.
as pero siempre mayores a la

se hiciera el mismo ejercicio para presiones més altas o baj
presién critica pre (por ejemplo las indicadas por pre Y Prd €D la figura 4.4) obtendriamos
diferentes limites para los cuales la mezcla se separa en dos fases que son los puntos que se
han incluido en estos casos. La curva que une tales puntos es la curva binodal. Por'debajo
de la presién critica, solamente hay una fase. La separacién de fases predicha por el factor
de compresibilidad Zyy no ocurre para cualquier razén de didmetros. De hecho, para
v > 0.35 no tenemos segregacién. De manera que la separacién de fases en este sistema
est4 fuertemente ligada a la diferencia de tamano de las esferas.

Los resultados obtenidos mediante la ecuacién de estado de la mezcla binaria que
fue determinada a partir de la ecuacién de estado del sistema monocomponente de Baus

y Colot que denotamos como ZB se muestran en las figura 4.5 y en la tabla 4.5

1200 1 8000
1100
7000
1000}
0
A& 900 sy 6000
800 5000
700 4000
600
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0 0.05 0.1 0.15 0.2

Figura 4.5: Curvas binodal y espinodal y punto critico consoluto empleando Zpc. Izquierda: El cociente
entre los diametros y = 1/5. Derecha: El cociente entre los didmetros v = 1/20.

Vemos que el comportamiento de la presién y la fraccién molar ceriticas con la razén
entre didmetros es muy similar al observado en las graficas correspondientes a Zyvnm, pero
los puntos criticos (zc, p) son diferentes, por lo que las propiedades criticas muestran una
dependencia de la ecuacién de estado que utilicemos para describir el sistema.

Lo mismo sucede con las regiones de coexistencia. Los datos correspondientes estdn
en la tabla 4.5. Adem4s hay algunas otras diferencias cualitativas. Por ejemplo, mientras
el comportamiento de la fraccion molar con -y es mondtono, no pasa lo mismo con la
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Tabla 4.5: Mostramos la posicién de los puntos criticos consolutos que presen-
tan las ecuaciones que hemos construido para distintas razones de diametros.

ZS‘;B Z:,/;M

24 8 Te e 1 Te Ne

0.0333 | 6861.84 0.00570 0.83653 | 6915.46 0.00642 0.89483
0.05 3500.19 0.00816 0.81665 | 3631.39 0.00946 0.85740
0.1 1220.59 0.01722 0.74119 | 1324.31 0.02047 0.78017
0.2 608.30 0.04634 0.71087 | 665.31 0.05407 0.72739
0.25 560.79 0.06685 0.71966 | 604.17  0.07669 0.72534
0.3 566.70 0.09092 0.73449 | 595.83  0.10300 0.73089

fraccién de empaquetamiento 7: primero decrece y después se incrementa. Como en el

caso de Zy s, también aquf la segregacidn desaparece si v > 0.35.




Capitulo 5

Comentarios finales y algunas
conclusiones

En este trabajo hemos introducido dos nuevas ecuaciones de estado para una mezcla
binaria de esferas duras aditivas Zyas y Zpc. Dichas ecuaciones de estado fueron obtenidas
mediante el método propuesto por Santos, Yuste y Haro, para determinar los valores de
contacto de las funciones de distribucién radial de la mezcla a partir de la ecuacién de
estado de un fluido monocomponente. El criterio para elegir la ecuacién de estado del
sistema monocomponente (para el cual ademés de las sefialadas se usaron otras como una
reciente propuesta por Lépez de Haro y Robles[29]) fue el de precisién respecto a datos de
simulacién (ecuacién de estado de Malijevsky-Veverka) o la incorporacion de coeficientes
del virial exactos (ecuacién de Baus y Colot) y que condujeran a una ecuacién de estado

para la mezcla que predijera segregacion.

La evaluacién de la utilidad de las ecuaciones de estado propuestas se llevé a cabo
mediante la comparacién contra datos de simulacién y otros resultados tedricos para el
factor de compresibilidad y los coeficientes viriales. Dicha comparacién indicé que ambas
propuestas son muy precisas con una ligera ventaja para Zypu y en general mejores que
otras ecuaciones de estado conocidas. Con cada una de ellas obtuvimos las curvas binodal
y espinodal as{ como el punto critico consoluto correspondiente para distintos valores de

la razdn de tamanos .

Es interesante observar que, como ya habian sefialado Coussaert y Baus[2], pequefias
diferencias entre los valores que arrojan diversos factores de compresibilidad e incluso
respecto a las predicciones que hacen del cuarto y quinto coeficiente del virial pueden
producir comportamientos cualitativos tan distintos, desde la ausencia de segregacion
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(BMCSL) hasta segregacién con una gran dispersién en los resultados para las constan-

tes criticas [30]. En nuestro caso, los valores resultantes para la presion y la fraccién
de empaquetamiento criticas indican que, adn existiendo segregacién, ciertamente ésta
serd4 metaestable respecto a una transicion fluido-sélido, problema que aqui no hemos
analizado pero que seria también interesante investigar. Por otra parte, el hecho de que
los valores de las constantes criticas y la amplitud de la regién de coexistencia e inclusive
algunas caracterfsticas cualitativas dependan de la eleccién de la ecuacion de estado, no

es satisfactorio.

Por el momento no estamos en condiciones de decir por que una ecuacién predice
segregacién y otra no. Evidentemente un requisito indispensable cuando uno propone una
ecuacién de estado para la mezcla de esferas duras es que ésta dé un buen acuerdo con los
resultados para. el factor de compresibilidad que se obtienen con simulacién. Asf que no es
sorprendente que todas las ecuaciones que hemos mencionado en este trabajo cumplan con
este requisito. Por lo tanto esto no sirve como criterio para decidir respecto al problema
de segregacién. De igual forma, se ha sugerido que el comportamiento de los coeficientes
del virial podria estar asociado con la segregacion pero, nuevamente, las diferencias entre
los valores que se obtienen para los coeficientes del virial que surgen de las distintas ecua-
ciones, en comparacién con los resultados conocidos para los mismos, tampoco permiten
discriminar una situacién u otra. Finalmente, también se ha apuntado como posibilidad
para que una ecuacién de estado de mezcla de esferas duras prediga segregacién que los
valores de contacto de las funciones de distribucién radial con las que se construyeron
satisfagan los resultados exactos conocidos. No obstante y como hemos ilustrado en este
trabajo, tampoco este criterio arroja conclusiones al respecto.

Finalmente, en ausencia de resultados de simulacién confiables y dado que todos los
otros enfoques en los que se ha encontrado segregacién en mezclas binarias de esferas duras
involucran algin tipo de aproximacion, lo inico que se puede concluir es que el problema
de si existe segregacién liquido-liquido en estos sistemas sigue siendo interesante y se

mantiene abierto.




Apéndice B ,

La ecuacién de la presién para un fluido en general es

p P[> dvir) 2
A i ) 1
i =P ), r— g(r)dnridr (B.1)

el caso de esferas duras, la derivada del potencial es una funcién discontinua y vemos

Para
que
Viry] _ [0 r<o
ezp{— T }—{ 1 r>o (B.2)
y la derivada del potencial
dV(T) . —0 r=0
= _{ o e (B.3)
La derivada de exp {—V (r)/kT} con respecto a7 €s !
d 1 dv(r)
2 — TV = —— - =§(r — _
0 (exp {—V(r)/kT}) T dr exp {—V (r)/kT} = 8(r — o), (B.4)
de lo cual se ve facilmente que
dv
’diﬂ = —kTexp{V(r)/kT} 8(r — o). (B.5)
Sustituyendo la derivada del potencial en la ecuacién (B.1) obtenemos finalmente
p__., 2mpa’
T = 1+—3 g(o). (B.6)

De esta ecuacién vemos que la ecuacién de estado s6lo depende de los valores de contacto

g(0), de la funcién de distribucién radial.

36




Apéndice C

Consideremos una mezcla de esferas duras de m componentes, adicionamos a la
mezcla una esfera de radio o, el potencial quimico de exceso esta denotado como p°. Si
ol diametro de esta esfera crece una cantidad §o, ¢l cambio en el potencial quimico es

Béuy = Bows, (C.1)

donde §u% = es el trabajo reversible para expandir la esfera. Este trabajo esta dado por
la presién ejercida por otras esferas de la mezcla que se encuentran alrededor de la esferas
en cuestién, a una distancia di; = (di; + 0)/2, con grosor §o /2. Multiplicando por el
volumen del cascaron obtenemos

dw, = kT47rpZ 2,2 gio(dia)00 /2, (C.2)

‘|=1

al, en el limite en

donde g;,(dis) es el valor de contacto de la funcién de distribucién radi
que do — 0, tenemos
d(Buy) - 2
5 = 27rpiz:; z;ds, Gio (dio)- (C.3)

al a uno de los componentes de la mezcla, la

Cuando la esfera que adicionamos es igu
terior toma la siguiente forma

esfera es indistinguible de las demds y la ecuacién an

[QL%"M—)] e 27rp§m:$jdijgij(dii) (G4
o=dy i=1

que es la formula (2.6).
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Apéndice E

verse de la siguiente forma. Supongamos
las N, particulas puntuales en un volumen

(E.1)

La condicién mostrada en (2.13), puede
quei=1yoz— 0. La ecuacién de estado para
V- Nlﬂ'cri’/G —V —x,Nrod /6,

es decir el volumen total menos el ocupado por las esferas de didmetro oy, es la siguiente

p(V — 7, N7a? [6)
pAY -l M T = 2
N, kT 1, (E.2)
esto es v 1
P
7, = — _ E.3
2 Nng 1 — Th’ ( )

4
donde 7; = nN1a3[6V, la cual coincide con 7. Para un fluido de esferas duras el factor de

compresibilidad puede ser escrito como

Z =1+ B(n)ng(9), (E4)

el virial, que en este caso es 1, despejando g(o)

donde B(n) es el segundo coeficiente d
(E.3) obtenernos la ecuacién (2.13), que

de la expresién anterior y utilizando la ecuacion

queriamos mostrar.
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Capitulo 5

Comentarios finales y algunas
conclusiones

En este trabajo hemos introducido dos nuevas ecuaciones de estado para una mezcla
binaria de esferas duras aditivas Zyas y Zpc. Dichas ecuaciones de estado fueron obtenidas
mediante el método propuesto por Santos, Yuste y Haro, para determinar los valores de
contacto de las funciones de distribucién radial de la mezcla a partir de la ecuacién de
estado de un fluido monocomponente. El criterio para elegir la ecuacién de estado del
sistema monocomponente (para el cual ademés de las sefialadas se usaron otras como una
reciente propuesta por Lépez de Haro y Robles[29]) fue el de precisién respecto a datos de
simulacién (ecuacién de estado de Malijevsky-Veverka) o la incorporacion de coeficientes
del virial exactos (ecuacién de Baus y Colot) y que condujeran a una ecuacién de estado

para la mezcla que predijera segregacion.

La evaluacién de la utilidad de las ecuaciones de estado propuestas se llevé a cabo
mediante la comparacién contra datos de simulacién y otros resultados tedricos para el
factor de compresibilidad y los coeficientes viriales. Dicha comparacién indicé que ambas
propuestas son muy precisas con una ligera ventaja para Zypu y en general mejores que
otras ecuaciones de estado conocidas. Con cada una de ellas obtuvimos las curvas binodal
y espinodal as{ como el punto critico consoluto correspondiente para distintos valores de

la razdn de tamanos .

Es interesante observar que, como ya habian sefialado Coussaert y Baus[2], pequefias
diferencias entre los valores que arrojan diversos factores de compresibilidad e incluso
respecto a las predicciones que hacen del cuarto y quinto coeficiente del virial pueden
producir comportamientos cualitativos tan distintos, desde la ausencia de segregacion
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(BMCSL) hasta segregacién con una gran dispersién en los resultados para las constan-

tes criticas [30]. En nuestro caso, los valores resultantes para la presion y la fraccién
de empaquetamiento criticas indican que, adn existiendo segregacién, ciertamente ésta
serd4 metaestable respecto a una transicion fluido-sélido, problema que aqui no hemos
analizado pero que seria también interesante investigar. Por otra parte, el hecho de que
los valores de las constantes criticas y la amplitud de la regién de coexistencia e inclusive
algunas caracterfsticas cualitativas dependan de la eleccién de la ecuacion de estado, no

es satisfactorio.

Por el momento no estamos en condiciones de decir por que una ecuacién predice
segregacién y otra no. Evidentemente un requisito indispensable cuando uno propone una
ecuacién de estado para la mezcla de esferas duras es que ésta dé un buen acuerdo con los
resultados para. el factor de compresibilidad que se obtienen con simulacién. Asf que no es
sorprendente que todas las ecuaciones que hemos mencionado en este trabajo cumplan con
este requisito. Por lo tanto esto no sirve como criterio para decidir respecto al problema
de segregacién. De igual forma, se ha sugerido que el comportamiento de los coeficientes
del virial podria estar asociado con la segregacion pero, nuevamente, las diferencias entre
los valores que se obtienen para los coeficientes del virial que surgen de las distintas ecua-
ciones, en comparacién con los resultados conocidos para los mismos, tampoco permiten
discriminar una situacién u otra. Finalmente, también se ha apuntado como posibilidad
para que una ecuacién de estado de mezcla de esferas duras prediga segregacién que los
valores de contacto de las funciones de distribucién radial con las que se construyeron
satisfagan los resultados exactos conocidos. No obstante y como hemos ilustrado en este
trabajo, tampoco este criterio arroja conclusiones al respecto.

Finalmente, en ausencia de resultados de simulacién confiables y dado que todos los
otros enfoques en los que se ha encontrado segregacién en mezclas binarias de esferas duras
involucran algin tipo de aproximacion, lo inico que se puede concluir es que el problema
de si existe segregacién liquido-liquido en estos sistemas sigue siendo interesante y se

mantiene abierto.




Apéndice A

La funcién de particién z en general depende del nimero de particulas Ng...Nr,
del volumen V y de la temperatura T Mostraré que z para el caso de esferas duras es

independiente de T'. La funcién de particién tiene la siguiente forma

2= / / exp {~V (r)/KT} dry...dr, (A1)
diferenciando con respecto a T' tenemos
2 R f V(r)ezp {~V (r)/kT} dr...dr (A.2)
3T Ny = kT2 D 1-.0TN- .

El potencial de esfera dura puede tener sélo dos valores 0 o 0o, cuando V(r) = 0, es claro

que V(r)exp {-V(r)/kT} =0.

Cuando V (r) = oo también V(r)ezp {~V(r)/kT} =0, ya que el término exponen-

cial tiende a cero més répido que V(r) — oo, veamos lo siguiente
I

Vi _ vir) = = . (A3
exp{-V()/kT} 1, ¥0 L (%ﬂ)2 P+ TRtEtien

De esta tltima expresién vemos que el término V(r)ezp {-V(r)/kT} =0, por tanto z es
independiente de la temperatura.

35




Apéndice B ,

La ecuacién de la presién para un fluido en general es

p P[> dvir) 2
A i ) 1
i =P ), r— g(r)dnridr (B.1)

el caso de esferas duras, la derivada del potencial es una funcién discontinua y vemos

Para
que
Viry] _ [0 r<o
ezp{— T }—{ 1 r>o (B.2)
y la derivada del potencial
dV(T) . —0 r=0
= _{ o e (B.3)
La derivada de exp {—V (r)/kT} con respecto a7 €s !
d 1 dv(r)
2 — TV = —— - =§(r — _
0 (exp {—V(r)/kT}) T dr exp {—V (r)/kT} = 8(r — o), (B.4)
de lo cual se ve facilmente que
dv
’diﬂ = —kTexp{V(r)/kT} 8(r — o). (B.5)
Sustituyendo la derivada del potencial en la ecuacién (B.1) obtenemos finalmente
p__., 2mpa’
T = 1+—3 g(o). (B.6)

De esta ecuacién vemos que la ecuacién de estado s6lo depende de los valores de contacto

g(0), de la funcién de distribucién radial.
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Apéndice C

Consideremos una mezcla de esferas duras de m componentes, adicionamos a la
el potencial quimico de exceso esta denotade como p. Si
el cambio en el potencial quimico es

(C.1)

mezcla una esfera de radio o,
el didmetro de esta esfera crece una cantidad éo,

B = Bouw,

donde Sy = es el trabajo reversible para expandir la esfera. Este trabajo esta dall.do por
la presién ejercida por otras esferas de l1a mezcla que se encuentran alrededor de la esferas
en cuestién, a una distancia dis = (dii + 0)/2, con grosor 6a/2. Multiplicando por el

volumen del cascaron abtenemos

dwy = kT47rpZa:;d?,g,-,(d,-,)5a/2, (C.2)

i=1

donde g;,(dis) es el valor de contacto de 1a funcién de distribucién radial, en el limite en

que do — 0, tenemos
a(ﬂ,uf,") - Zm 2
__30'— = 27l'p :!:,-d,-,g,-, (dw-) (C3)

i=1
Cuando la esfera que adicionamos es igual a uno de los componentes de la mezcla, la
esfera es indistinguible de las demds y la ecuacién anterior toma la siguiente forma

a(Bu® i
[%Q] =2mp Yy zidijgii(dis) (C4)
o=di; j=1
que es la formula (2.6). \
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Apéndice D

t

esferas duras de m componentes, con didme-

tros o;, la interaccién entre tales es por medio del potencial de esferas duras dnicamente.
Consideremos el trabajo Sut%, (o, 0i, p;) para insertar en alguna posicién del fluido una
esfera de didmetro o. Esto significa que una particula ¢ pueda estar tan cerca de la que
insertamos como (o + 0;)/2. Consideremos primero el caso en que ¢ es muy grande en
comparacién con los didmetros de las esferas del fluido. Un término importante en el
trabajo Bucs, es el de presion volumétrica ejercida por las particulas del fluido, que tiene

la forma 4 3
(0) , (D.1)

Consideremos que tenemos un fluido de

372

donde p es la presién del fluido. Ademds consideraciones termodindmicas sobre tensién
superficial sugieren que para o grande, el trabajo realizado debe contener términos pro-
porcionales al drea superficial y el didmetro de la esfera, es decir términos que vayan como

el didmetro y el cuadrado de este.

Para ¢ pequefio en comparacién con el didmetro de las esferas, podemos hacer una

expansién en serie de Taylor en o de Buc3, (0, 0i, i), de la serie podemos determinar los
primeros tres terminos de la continuidad del potencial quimico y de sus primeras derivadas

alrededor de 0 = 0.

De manera que una aproximacién bésica al trabajo de insertar una esfera en un
fluido de esferas, propuesto por Reiss, Frish y Lebowitz, esta dado por un polinomio
ciibico con tres coeficientes determinados por Buimts(0; i, pi) cerca de o = 0.
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Apéndice E

verse de la siguiente forma. Supongamos
las N, particulas puntuales en un volumen

(B.1)

La condicién mostrada en (2.13), puede
quei=1yoz = 0. La ecuacién de estado para

V - Nymoi /6 =V — 7, Nnal/6,

es decir el volumen total menos el ocupado por las esferas de di4metro a1, s 1a siguiente

N‘sz 1’ ( * )
esto es v 1
_p -
22 - Nng 1- Th’ (E3)

H
donde n; = 7 Nod 6V, la cual coincide con 7. Para un fluido de esferas duras el factor de

compresibilidad puede ser escrito como

Z =1+ B(n)ng(0); (E4)

coeficiente del virial, que en este caso es 1, despejando g(o)

donde B(r) es el segundo
tilizando 1a ecuacién (E.3) obtenemos 1a ecuacién (2.13), que

de la expresién anterior y U
queriamos mostrar.
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