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Introduccion

Dentro del campo de la mecanica de solidos podemos encontrar por un lado los
sistemas discretos y por otro los sistemas continuos. A los primeros por su simplicidad
es posible su estudio a partir de formulas explicitas 0 mediante el uso de algin método
numeérico. Por su parte un sistema continuo no es posible verlo como un conjunto de
entidades independientes entre si, muy por el contrario, todas actian como un todo y
por lo mismo, su estudio adquiere un mayor grado de complejidad y cuya férmula Gnica

que describa su comportamiento no existe, por lo menos no de forma satisfactoria.

Ejemplos de tales problemas son los que surgen al analizar la consolidacion o
deslizamiento de masas de suelo, vibracion de maquinaria, escurrimiento de liquidos y

gases, etc.

“Todos estos casos se relacionan con medios deformables caracterizados por el hecho
de que sus dtomos o moléculas estdn proximos unos a otros que el material puede
considerarse, microscopicamente, como una masa homogénea, cuyas deformaciones

deben poder preverse sin necesidad de considerar el movimiento de cada una de las

particulas que la componen.”

“Este resultado producto de la experiencia, sugiere que dichos materiales pueden
idealizarse como medios continuos, carentes de huecos o separaciones entre sus

particulas. Normalmente se acepta, ademds, que tales medios sean también

isdtropos.”

Debido a la insuficiencia de una solucién analitica para dar salida a problemas que
involucren sistemas continuos, desde la antigiedad se han usado los conceptos de
DISCRETIZACION y APROXIMACION NUMERICA y es en estos mismos, en los

cuales se cimienta la Teoria Del Elemento Finito.

“Para encontrar vestigios de este tipo de cdlculos podriamos remontarnos a la época
de la construccion de las pirdmides egipcias. Los egipcios empleaban métodos de

discretizado para determinar el volumen de las pirdmides. Arquimedes (287-212 a.C.)



Introduccic

empleaba el mismo método para calcular el volumen de todo tipo de sélidos o la
superficie de dreas. En oriente también aparecen métodos de aproximacion para
calcular longitudes de circunferencias con lo que conseguia una aproximacion al

nimero Pide 3.141516.”

“El desarrollo de los elementos finitos tal y como se conocen hoy en dia ha estado
ligado al cdlculo estructural fundamentalmente en el campo aerospacial. En los arios
40 Courant propone la utilizacion de funciones polindmicas para la formulacion de
problemas eldsticos en subregiones triangulares, como un método especial del método

variacional de Rayleigt-Ritz para aproximar soluciones.”

“Fueron Turner, Clough, Martin y Topp quienes presentaron el MEF en la forma
aceptada hoy en dia. En su trabajo introdujeron la aplicacion de elementos finitos
simples (barras y placas triangulares con cargas en su plano) al andlisis de
estructuras aeronduticas, utilizando los conceptos de discretizado y funciones de

forma.”

“El trabajo de revision de Oden presenta algunas de las contribuciones matemdticas
importantes al MEF. Los libros de Przemieniecki y de Zienkiewicz y Holister
presentan el MEF en su aplicacion al andlisis estructural. El libro de Zienkiewicz y
Cheung o Zienkiewicy y Taylor presentan una interpretacion amplia del MEF y su
aplicacion a cualquier problema de campos. En él se muestra que las ecuaciones de
los EF pueden obtenerse utilizando un método de aproximacion de pesos residuales,
como el método de Galerkin o el de minimos cuadrados. Esta vision del problema
difundié un gran interés entre los matemdticos para la solucion de ecuaciones
diferenciales lineales y no lineales mediante el MEF, que ha producido una gran
cantidad de publicaciones hasta tal punto que hoy en dia el MEF estd considerado
como una de las herramientas mds potentes y probadas para la solucion de problemas

" de ingenieria y ciencia aplicada.”



Introduccién

Aungque como ya se menciond la estructura basica del método es conocida desde hace
bastante tiempo, como formulacién matematica es reciente y su desarrollo ha ido de la
mano del avance tecnolégico computacional. Las computadoras han aportado el medio

eficaz de resolver la multitud de ecuaciones que se plantea en el método.

Los estudios teéricos deben de complementarse con una serie de ejemplos con el fin de
que los conceptos le queden perfectamente claros al lector, y que le permitan calcular

casos reales.

Esta tesis pretende dar a conocer las bases de la teoria del elemento finito. Esta
dedicada a que el lector conozca los fundamentos sobre los que se basan muchos de
los calculos mas avanzados utilizando este método. Asi, una parte de la tesis se dedica
al estudio de sistemas estructurales continuos. Este documento se recomienda a
aquellos estudiantes que teniendo una inclinacién al estudio de la mecanica, deseen
profundizar en el andlisis de sistemas estructurales complejos formados por medios

continuos, como los encontrados en la construccidn de piezas de maquinaria, edificios,

ete.

Primeramente, aprenderemos un método numérico de solucidn de ecuaciones
diferenciales llamado Método de los residuos pesados, ya que en todos los casos que

analicemos, siempre se partira de una de estas expresiones matematicas.

En el segundo capitulo se pretende dar una presentacién general del metodo de los
elementos finitos, la terminologia que se usard mas adelante y la secuencia de pasos a
seguir para el andlisis de un sistema estructural asi como el saber interpretar las

condiciones de frontera que presente el problema.

Ya en el tercer capitulo, comenzaremos el analisis de estructuras iniciando con la mas
facil de ellas que es, el elemento barra sometida a cargas axiales, aqui aprenderemos a

calcular sus desplazamientos y esfuerzos.



Introduccic

Otro elemento unidimensional de gran importancia en el analisis estructural es el

elemento viga. De una viga nos interesara conocer que tanto puede flexionarse al ser
cargada pero también poder calcular el momento flexionante y la fuerza cortante en
determinados puntos de interés, esto lo aprenderemos a hacerlo el cuarto capitulo.

Es comun en gran parte de las ramas de la ingenieria encontrar problemas de caracter
escalar. En el capitulo V, analizaremos solo algunos de los fendmenos habituales en la
ingenieria civil como son la transferencia de calor y el flujo de medios porosos, aunque
una vez explicado estos, se estara en condiciones de poder deducir una expresion que
permita dar solucién a otro tipo de fenémenos regidos por un mismo tipo de ecuacion

diferencial.

El dltimo capitulo se dedica a efectuar el estudio de la elasticidad en dos dimensiones.
La importancia de la mecanica del medio continuo en problemas de estado plano de
esfuerzos y deformaciones se presenta en este capitulo pretendiendo dar una

introduccién para la solucion de problemas de mayor complejidad.

Para la correcta asimilacion dei contenido de esta tesis se requieren los conocimientos
adquiridos en las asignaturas de mecanica y estructuras. Es necesario asi mismo

disponer de conocimientos basicos de algebra matricial.






en el dominio 0 < x < 1, con las siguientes condiciones de frontera

y=1enx=0
y =0 en x =1
SOLUCION:

Primeramente se aproxima la sofucion de la ecuacion mediante la serie

donde “f* son funciones desconocidas, “ci” son coeficientes indeterminados y “n” es el
numero de términos de la serie que se quiera considerar en la solucién. La solucion
sugerida debe de cumplir con las condiciones de frontera del problema. Ademas,
cuando proponemos una solucion hay que tener en cuenta el grado de la ecuacion

diferencial.

Utilizaremos una aproximacién con n =2, esto es:
y =cf; +cxfy

En el contexto del problema la expresion anterior se escribe como:



y =1+C¢;X+CyX

En la que se agregé el término independiente “1”, para cumplir con las condiciones de

frontera. Esto es:

para x =0, y =1 = si cumple

para x =1, y =1 + ¢4 + c2 = no cumple

Como no se cumplen ambas condiciones debemos manipular la aproximacién que

inicialmente habiamos propuesto. Asi, si multiplicamos por 1-x;

* 2 ! .
y =(1-x)(1+c;Xx+C,yX") ... (1.1
Verificando otra vez que se cumpla con las condiciones de frontera

para x =0, y =1 = si cumple

para x =1, y =0 = si cumple

Una vez que se tiene una expresién que cumple con las condiciones de frontera, se
procede a calcular el error o residuo (). Para ello sustituimos la solucién propuesta en

la ecuacion original:

2* *
dy v

=X
< dxz dx

Realizando operaciones se obtiene:

e=1-cy+CX— 302x2
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El siguiente paso consiste en aplicar la definicion de producto escalar entre el error y la

funcién de peso W,

<€, W| >Q: 0

.L(EW‘) dQ =0

donde W; es la funcién de peso, cuya forma y/o valor dependera del método que se
elija.

Cabe mencionar que como en este ejemplo tomamos una n =2, se deben desarroliar
dos ecuaciones para cada método a modo de tener un sistema de 2 ecuaciones con 2

incdgnitas. A continuacion se presenta el desarrollo de la solucién para cuatro métodos:

{.1.a. Método de colocacion.

Por definicién se tiene que
2
J} (x)8(x; )dx =€ (x;)

donde 8(x;) es la funcidn delta de Dirac. Si damos valores a W, =5 (1/3) y W2=5 (2/3). La

primera ecuacién se obtiene con la expresion

1 |
-[(1—c1 +6,X-3¢,%%)5(1/3) dx =0



Sustituyendo el valor de 1/3 donde aparece la variable “x”, tal como lo indica la

definicion, para después resolver la integral, obtenemos
0.666C1 +0333C2 =1 ... (1.2)

La otra ecuacion se obtiene de la expresion:
j|
£(1 —c,+C,Xx—3¢,x2)8(2/3) dx =0

Al igual que para el valor de 1/3, sustituyendo el valor de 2/3 donde aparece la variable
“x”, obtenemos

0.333c, +1.333c, = 1 . (13)

Con las expresiones (1.2) y (1.3) tenemos nuestro sistema de dos ecuaciones. Al

resolverlo se obtiene

cq=1.287
¢y =0.429

Si sustituimos estas cantidades en la aproximacion de la solucion (ec. 1.1):

y =(1-x)(1+1.287x +0.429x")
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1.1.b. Método de los subdominios.

Para este caso, dividiremos el dominio (0<x<1) en dos subdominios iguales. Entonces

por definicion tenemos que:

W;=1en0<x<1/2
W;=0en1/2<x<1
W;=0en0<x<1/2
W;=1en12<x<1

Una vez establecido lo anterior, la primera ecuacion se escribe como:

.[ e(1) dx + Ie(O)dXzO

/2

Sustituyendo las funciones (1) y €(0) se obtiene:

t/2

(1-c,+cx-3c,x*)(1) dx =0

cuya solucién es

0.357c;+0.125¢, = 0.5 ... (1.4)

La segunda ecuacion se obtiene de evaluar la integral

1/2 t
I e (0) dx + .(e(1)dx=0

12



Capitulo I. Método de los residuos pesados

Sustituyendo en esta las funciones €(0) y (1) se obtiene

|
'[(1 ~ ¢, +¢,Xx=3c,x*)(1) dx =0

2

cuya solucion es
0.250c; +0.875¢, = 0.5 ... (1.5)
Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones (1.4) y (1.5) se obtiene:

¢ =1.263
¢, =0.211

Sustituyendo estas cantidades en la ecuacion de aproximacion de la solucion (ec. 1.1):

y =(1—x){1+1.263x+0.211x*)

l.1.c. Método de Galerkin.

La funcion de aproximacion (ec. 1.1) propuesta, una vez manipulada matematicamente
también puede ser expresada de la siguiente forma y* =1-x+¢,(x - x%)+ ¢, (x? - x*),

por lo que las funciones de peso son:



Capitulo I, Método de los residuos pesados

Por lo tanto la primera ecuacién se escribe como

]
I(1—c1 rex—3c,xx—x?) dx =0

lo que una vez resuelta la integral se reduce a

0.083c, + 0.150c, = 0.166 ... (1.8)

La segunda ecuacién se escribe como
.[(|1— C,+CX —3c2x2Xx2 - x3) dx=0

lo que una vez resuelta la integral se reduce a
0.033¢4+0.100¢, = 0.083 e (1)

Resolviendo el sistema de ecuaciones formado por las ecuaciones (1.6) y (1.7) se

obtiene:

cq =1.239
¢, = 0.421

Al sustituir estos valores en la aproximacion de la solucion (ec. 1.1) se tiene:

y' = (1=x)(1+1.239x +0.421x?)



1.1.d. Método de los minimos cuadrados.

En este método se requiere derivar parcialmente el error con respecto a cada

las constantes arbitrarias para calcular las funciones de peso.

Asi,
W1 = E: X—1
0Cy
WZ —3£=3X2
ocy

Tenemos entonces que la primera ecuacion resulta
1
£(1— C,+Cx—3¢,x2 [x 1) dx =0

la que al resolverla produce

0.33301 + 025002 =05
La segunda ecuacion resulta

]|
‘[(1 —c,+ox —3¢,x* J3x?) dx =0

de donde obtenemos

0.250c,+1.800c, =1

Resolviendo el sistema, de las dos ecuaciones anteriores se obtiene:

una de




¢ =1.211
¢, = 0.387

Sustituyendo estas cantidades en la ec. (1.1), se tiene

y =(1-x)(1+1.211%x +0.387x%)

COMPARACION DE SOLUCIONES.

La mejor forma de evaluar cada una de las soluciones obtenidas es dibujarlas en el

dominio especificado y comparartas con la solucion analitica que en este caso es

y =1-x?

La Tabla 1.1., registra de forma numérica las diferencias entre cada una de las
soluciones antes calculadas por el método de los residuos pesados, mientras que en la

Fig. 1.1., tenemos las graficas correspondientes de dichas soluciones.

10




Tabla 1.1. Comparacién numérica de las soluciones del problema 1.1.

i ~-—»w;“-n:z..-:-;l i ?'f e '-‘a : “;‘_ : : G e P T ':"zr:q:'%:-? ¥R e

1 0 0.0000 0.0000 00000 00000

—Sol. Analitica

—— Mét. Colocacion

—k— Mé&l. Subdominios

—&— Mét. Galerkin

—¥— Met. Min. Cuac.

Fig. 1.1. Comparacién grafica de las soluciones del problema 1.1.




Canpitulo I. Método de los residuos pesados

1.2. Resolver por el método de residuos pesados la siguiente ecuacion diferencial

d*®
—s = (X +1
dx? )

en el dominio 0 < x < 1, con las siguientes condiciones de frontera

®d=0enx=0

®=1enx=1

SOLUCION:

Aproximamos la solucién de la ecuacién mediante la serie

donde “f* son funciones desconocidas, “c” coeficientes indeterminados y “n” el nimero

de términos que deseamos contenga la solucién a la ecuacion diferencial.

Para este caso utilizaremos una aproximacién con n =1, esto es:
D = cf;
Una primera propuesta de dicha ecuacién de aproximacién puede ser la siguiente
@ =c, (x*-2x* +x)

12



Capitulo I Métoda de los resid ad

verificando que se cumpla con las condiciones de frontera, tenemos que

para x =0, ® = 0 = si cumple

parax =1, ®'= 0 = no cumple
Como no se cumplen ambas condiciones debemos manipular la aproximacién que

inicialmente habiamos propuesto. Si sumamos el término “x” de tal forma que se

obtenga
@ = x+¢, (X —2x* +x) . (29)
verificando nuevamente que se cumplan las condiciones de frontera dadas,

para x =0, ® =0 = si cumple

para x =1, ®'=1 = si cumple

Una vez que tenemos una expresion que cumple con las condiciones de frontera, se
procede a calcula el error o residuo (e). Para ello se debe sustituir la solucion propuesta

en la ecuacion diferencial original:

_d%o’
dx?

= —(x+1)

Realizando las operaciones indicadas en la expresion anterior se tiene:
e=cy(6x-4)-(x+1)

Para este ejemplo la primera aproximacion pudo ser ¢1(2 - x) y después agregar una “x”
y también cumpliria con las condiciones de frontera pero los resultados que se
obtuvieran no serian tan préximos a una solucién por métodos analiticos, por lo que se

13



Capitulo I. Método de los residuos pesados

recalca el hecho de que entre mayor sea el grado dei polinomio que propongamos, las

consecuencias seran mas satisfactorias.

A continuacién se debe aplicar la definicién de producto escalar entre el error y la

funcién de peso Wi.

<e,W;>5=0

J;(e W) dQ=0
la forma y/o valor de la funcién de peso dependera del método que se elija. Como en
este ejemplo se decidié tomar un nimero de términos n =1, entonces, solamente hay

que desarrollar una ecuacion para cada método. En seguida se presenta el desarrollo

de la solucién por cuatro métodos diferentes:

l.2.a. Método de colocacién.

Por definicion se tiene que
2
f—: (x)8(x;)dx =€ (x;)

donde 8(x;) es la funcién Delta de Dirac. Si damos el valor a W, =6 (1/2), se obtiene la

expresion

ﬁc,(Gx —4)-(x+1)]5(1/2) dx =0

sustituyendo el valor de 1/2 donde aparece la variable “x”, tal como lo indica la

definicion, para después resolver la integral, obtenemos
14



C1 = —1 5
Si sustituimos esta cantidad en la aproximacién de la solucién (ec. 2.1):

@ =x-15(¢-2¢+x)

.2.b. Método de los subdominios.

Para este caso, solo necesitamos un subdominios, entonces por definicién tenemos
que:
W1 =1.

Por lo cual, la integral a resolver es la siguiente:

ﬁc1(6x —4)-(x+1](1) dx =0

cuya solucién es
Ci= -1.5
Sustituyendo este valor en la ecuacion de aproximacion de la solucion (ec. 2.1):

@ =x-15( -2¢ +x]

15




1.2.c. Método de Galerkin.

En este caso, la funcién de peso es igual a la funcion f; de la funcién de aproximacion,

por lo tanto:
W, =X3 - 2)(2 +X.

Por lo tanto la constante se calculara con la expresion
|
'[[c1(6x _4)—(x+1)](x* = 2x% +x) dx =0

una vez resuelta la integral se reduce a
c, = -0.875
Al sustituir este valor en la aproximacion de la solucion (ec. 2.1), se tiene

@ =x—0.875(x3 —¢ +x) |

1.2.d. Método de los minimos cuadrados.

En este método se requiere derivar parcialmente el error respecto a la constante

arbitraria para calcular la funcién de peso.

Por lo tanto, la funcién de peso buscada es




Tenemos entonces que la integral a resolver es

L[c1(6x ~4)—(x+D)(x* -2 +x) dx = 0

y cuyo resultado una vez lievada a su minima expresion es
C1 = 025
Sustituyendo esta cantidad en la ecuacion (2.1), se obtiene

& =x+0.25(x* - 2¢ +x)

COMPARACION DE SOLUCIONES.

En la Tabla 2.1., podemos apreciar los diferentes resultados que arroja cada solucion al
ser valuadas en el intervalo especificado en el problema. Ademas, en la Fig. 2.1
observamos estas discrepancias de forma grafica comparando cada uno de estos
resultados con el que proporcionaria la solucion analitica de la ecuacion diferencial que

en este caso es

®=x%-2x+1

17
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—a—— Mét. Min. Cuad.

Fig. 2.1. Comparacion grafica de las soluciones del problema I.2.



19



Capitulo I Método del elemento finito

La mayor parte del trabajo que realiza el ingeniero tiene que ver con el calculo y analisis

de fenomenos como la deformacion axial en barras, transferencia de calor a través de
cuerpos solidos, el flujo de agua en medios porosos, campos eléctricos y magnéticos,

flexion de vigas y marcos, entre otras.

El método del elemento finito es una herramienta que en la actualidad es de mucha

utilidad para encontrar solucion a las aplicaciones de cada uno de estos temas.

Este método permite el calculo de una variable primaria,’ la cual, una vez conocida,
permite determinar otras que se quieran conocer de uno u otro fendbmeno antes

enunciado. En la Tabla 2.1, se presentan algunas de estas variables primarias y

secundarias.

Tabla 2.1. Variables calculadas a partir del método del elemento finito.

FENOMENO VARIABLE PRIMARIA VARIABLE (S) SECUNDARIA
Deformacién axial de una barra | Variacion longitudinal de la Esfuerzo en la barra (o)
barra (U)
Transferencia de calor Temperatura en el cuerpo (T) Flujo de calor a través del
cuerpo (q)
Flujo de agua en medios Potencial hidraulico (&) Velocidad del agua (v)
porosos
Flexion en vigas Flecha () y giro (6) Momento (M) y cortante (V)

' También llamadas fundamentales.




I.1. Conceptos fundamentales.

El método del elemento finito se basa en la I_)LSCREﬂZACION {divisi6n) del continuo
por medio de lineas, superficies o volumenes, dependiendo en que dimension se este
trabajando, con el fin de obtener un nimero finito de ELEMENTOS, los cuales estan

interconectados por una serie de puntos llamados NODOS colocados en sus entornos,
preferentemente en los vértices. La importancia de los nodos radica en que son el
medio por el cual se transfiere la informacion de un elemento a otro. En la Fig. 2.1.,
podemos ver la modelacion de algunos cuerpos pof ta teoria del elemento finito, esto

también es conocido como MALLA.

De cada elemento conoceremos sus propiedades geométricas y constitutivas del
material, mientras que de los nodos se pueden determinar el valor de los GRADOS DE
LIBERTAD (gdl)® (desplazamientos, temperaturas. potencial de flujo, etc.), asi como las
acciones ejercidas en cada uno (fuerzas externas, fuentes de energia, flujo de calor,
etc.). Los grados de libertad son las variables que determinan el estado y/o posicion del

nodo, a demas de ser el lugar donde se materiaiizan las incognitas fundamentales del

problema.

Asi por ejemplo, en un elemento unidimensional sus nodos tendran un grado de libertad
(desplazamiento en direccion “X"), en uno bidimensional dos grados de libertad
(desplazamiento en direccion “X" y desplazamiento en direccién “Y") y en uno
tridimensional, 3 grados de libertad (desplazamiento en direccién de cada eje
coordenado), en el caso de una viga dependiendo de como este apoyada, puede incluir
ademas de la translacion, la rotacion respecto a un eje coordenado, dependiendo esto

del sistema de referencia que se utilice.

2 condiciones iniciales o de frontera.




Fig. 2.1. Discretizacion de cuerpos en elementos finitos.

Es comiin la combinacién de fendmenos, por ejemplo, si el sistema a estudiar es una
viga en voladizo con una carga puntual en el extremo y una distribucion de
temperaturas, los grados de libertad de cada nodo seran:

o Desplazamiento en direccion X.

o Desplazamiento en direccion Y.

s Giro respecto al eje Z.

» Temperatura.

No obstante, estos casos quedan fuera de los alcances de éste trabajo.

Il.2. Formulacién del método de los elementos finitos.
Si bien existe una gran discrepancia entre los problemas que podemos analizar con

este método, todos tienen algo en comun: el hecho de poder ser descritos a través de

una ecuacién diferencial.
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En general, el método del elemento finito se puede concebir como una sucesiéon de
pasos a seguir con el fin de llegar a la obtenci6n del valor (es) de o que hemos

sefalado como variable primaria.
Paso 1. Discretizacién del dominio.

Una vez que conocemos la geometria del continuo, que puede ser regular o irregular,
podemos determinar que tipo de elementos finitos se usaran para llevar a cabo su
discretizacion, partiendo del hecho de que esta division del cuerpo debera apegarse lo
mejor posible a los limites que éste presente.

El nimero de elementos y su tamario lo definird cada quien de acuerdo a los intereses
que persiga, es decir, que tan exactos quiera sean los resultados obtenidos al aplicar el
método®. Asi también queda a consideracion personal el tipo de elementos en que se
dividird al continuo, esto para problemas de 2 y 3 dimensiones, dependiendo de la

idealizacion que se le de al problema.

Algo basico es colocar un nodo en puntos donde se especifiquen las condiciones de
frontera del problema, por ejemplo, apoyos, temperatura, potencial de flujo, cargas
externas, etc. y en lugares donde nos interese conocer las consecuencias que resulten

de la aplicacién de estas condiciones.

Una vez discretizado el cuerpo, habra que designarle a cada elemento y a cada nodo
un numero, esto es importante ya que este mismo orden nos ayudarad mas adelante a
conformar el modelo caracteristico del problema analizado. En la Fig. 2.2., se muestra
un ejemplo de como debe de realizarse esto, aunque este orden también dependera del

gusto de cada persona.

? A mayor niimero y menor tamafio de elementos, més confiable ser4 la solucion.
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Fig. 2.2. Disposici6n de elementos y nodos.

La disposicién que demos a los nodos de la malla nos proporcionara lo que llamaremos
CONECTIVIDAD de los elementos, condicion que nos facilitara el orden para saber
como estan interconectados los elementos finitos. Esto puede quedar mas claro si se

analizan los casos presentados en la Fig. 2.3.

c-B

B-A

Elermento
1
I
| Elerverto | Compclividad |
I BL
C-A
&

A
0 B Tm : AB ® B
® I BC 0
C [
8 B
S T 'Y @
()] 0] II BC 0] Il
I CA IR
C A A ¢
o

Fig. 2.3. Conectividad de nodos.

Paso 2. Grados de libertad y condiciones de frontera.

Antes de iniciar con los calculos matematicos, primero hay que identificar:

a) Cuantos gdl tiene cada nodo.
b) Que condiciones iniciales presenta el problema.




Los gdl también deben ser numerados, debido a que, como ya se menciond
anteriormente, la informacién pasa de un elemento a ofro a través de los nodos

comunes. Ya en el apartado anterior se definié el termino gdl.

En los casos unidimensionales no hay problema, ya que el nimero asignado a cada
nodo sera también el nimero que le corresponda a su gdl. No ocurre lo mismo con
problemas bidimensionales y tridimensionales, en la Fig. 2.4., se muestra la forma de

numerar los gdl de cada nodo para los dos primeros casos.

*-—eer——
B 2
Y
4
D C
Nodo .l
A 1.2
B 3.4
c 5.8
D 7.8
X
aA® ¢ —>

B
Fig. 2.4. Grados de libertad en nodos.

El segundo aspecto a considerar en este paso 2, es el de saber interpretar cuales son
las condiciones de frontera que nos presenta el problema ya que algunas de ellas no se

presentan de forma explicita.

Las condiciones de frontera estructurales incluyen:
« Restricciones de desplazamiento (segun el tipo de apoyo).
¢ Fuerzas aplicadas en nodos. '
. Temperaturas en nodos.
» Cargas volumétricas o de inercia (gravedad).
e Fuentes de energia.

entre ofras.
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Nota: Por lo general solo se usan nimeros arabigos para numerar los elementos,

los nodos y los gdl. En este capitulo se ocupan nimeros arabigos, romanos y letras
del alfabeto con el fin de hacer esta parte tedrica mas clara. En los problemas que

mas adelante se analizaran debe de sobreentenderse esta situacién.

Paso 3. Calculo de la matriz local.

Liamaremos matriz local a aquella que contiene, en esencia, las propiedades
constitutivas del material y las propiedades geométricas del elemento finito
seleccionado. Dependiendo del fendmeno que estemos analizando, ésta matriz se
llamard de rigidez, de transferencia de calor, de flujo, etc. En los capitulos
subsecuentes se deducira la matriz local para algunos fenémenos Utiles en el desarrollo
de la ingenieria civil. Estas expresiones han sido posibles a partir de una serie de
funciones llamadas “Funciones de forma” caiculadas a partir de un polinomio de

interpolacion.

La matriz local tiene las siguientes propiedades:
o Es de orden nxn (cuadradas)

s Simeétrica.

Una caracteristica de los elementos unidimensionales es que su matriz local es de
orden 2x2 y en el caso de los problemas bidimensionales el orden cambia a una matriz

de 4x4 y asl sucesivamente.

Cada componente de esta matriz local estara gobernado por un gdl de cada nodo. La

Fig. 2.5., muestra con mayor claridad esto.
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d|a
X
C
Hodo gl
| A 1.2
B 3.4
c 5.6
—»Y
A B 1 2 3 4
a bc dpn
La matriz local es [K]- e f 92
h if3
Simérica | le

Fig. 2.5. Asignacion de los grados de libertad a la matriz local.

Paso 4. Ensamble de la matriz global

La matriz global es la representacién matematica total del probiema, es decir, en ella se
unen todas y cada una de las matrices locales y por lo tanto, todos y cada uno de los

elementos de la malla.

Esta union es posible a través de los numeros asignados a cada gdl. Un ejemplo de

cémo llevar a cabo esta conexion de las matrices locales se presenta en la Fig. 2.6.
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A B c D
C —e > J
@ @ ®
ab d e g h]
= v - 'K-
0 N S B [ A B
1t 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
ffab 00 000 0] 000 0]
2o c ool |odoe|llooo o
[KG]=3uoou+nnon+uogn
doooof loeot|oon
T 2 3 4
[a b 0 0N
b c+d 0 e |2
K=
[G]U{]ghz
0 & h f+ij+

Fig. 2.6. Ensamble de la matriz global a partir de las matrices locales.

Las componentes que se suman es por que existe un nodo en comin entre dos
elementos. Una forma de poder calcular el orden de la matriz global es multiplicando la
cantidad de nodos por el nimeroc de grados de libertad de cada uno de ellos. En el
ejemplo anterior, tenemos cuatro nodos y cada nodo tiene un gdi, por lo cual ia matriz

global es de orden 4x4.

Paso 5. Calculo de variables dependientes.

De la teoria de rigidez, el problema se plantea de la siguiente forma matricial

KJu] = [F]




donde [K] representa a la matriz global, [U] es el vector de variables dependientes
primarias (desplazamientos, potencial de flujo, temperatura, etc.) y [F] es el vector de
acciones ejercidas en cada nodo (cargas externas, flujo de calor, etc.).

KJu]=[F
KIT]=[q]
K]®]=|q]

A partir de la solucion de estos sistemas de ecuaciones lineales, se esta en condicién

de conocer los valores del vector [U], [T], [¢] y una vez teniendo estos datos, es posible

el calculo de las variables dependientes secundarias vistas en la Tabla 2.1, de este
mismo capitulo.
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I11.1. Una barra de acero esta sometida a las cargas que se muestran en la Fig. 3.1. Si
el area de la seccion transversal de la barra es de 0.6 cm? y el médulo de elasticidad es
de 2x10° kg/cm?, determine el desplazamiento de los puntos A, B y C marcados en la
Fig. 3.1.(a).

{a) Barra ({b) Malla de slemento
finites

Fig. 3.1. Modelo de la barra.

SOLUCION:

En la siguiente Tabla 3.1 se resumen los datos del problema

Tabla 3.1. Propiedades de los elementos de la malla.

Elemento Propiedades Conectividad
A E (kglem?) | L
(cm?) (cm)
I 0.6 2000000 75 1-2
Il 0.6 2000000 | 150 2-3
Il 0.6 | 2000000 | 50 34
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Capitulo III: Elemento finito barra

La matriz de rigidez de cada elemento la calculamos con [a siguiente expresion

k=22

L[-1 1

Asi para el elemento |,

1 2
K], - 16000 -160001,
' -16000 16000 |2

para el elemento Il

2 3
8000 -80001,
[K]u =
-8000 8000 ;3
y finalmente para el elemento II!
3 4

K], - 24000 -24000 7,
" | -24000 24000

4

A partir de estas matrices locales podemos ensambiar ia matriz global respetando la

conectividad establecida en cada matriz antes calculada. Procediendo con el ensamble,
se obtiene

1 | 2 3 4
16000 -16000 O 0o T
24000 -8000 O |2

32000 -24000 (s
Simétrica 24000 |4

[K]G =

Lo siguiente es resolver el sistema de ecuaciones, que matricialmente se expresa de la
siguiente forma
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Capitulo III: Elemento finito barrag

16000 -16000 O o Tu,] [F
24000 -8000 O f{U,| |F,

32000 -24000 {Us | |Fs

Simétrica 24000 fu, | |F,

donde [U] es el vector de desplazamientos y [F] el vector de cargas externas. En la
mayoria de las ocasiones las condiciones iniciales del problema no son dadas de forma
explicita, por lo tanto habra que interpretarlas del mismo esquema que se proporciona.

Asi, de la Fig. 3.1., observamos que su base se encuentra empotrada, lo que significa
que el nodo 1 de la malla propuesta no puede tener ningun desplazamiento a lo largo

del eje “X”, entonces Uy =0.

Como el analisis que se esta haciendo a la barra son los efectos de la carga axial,
entonces solamente se tomara en cuenta la componente de las fuerzas proyectadas
sobre el eje “X", previamente sumando vectorialmente las que concurran en un punto.
Haciendo esto, tenemos que Fy =0, F, =25.981 Kg., F3 =9.60 Kg. y F4 =5 Kg.

Sustituyendo las condiciones iniciales de! problema y las cargas aplicadas en el sistema

de ecuaciones, se obtiene:

16000 -16000 O 0 0 0
24000 -8000 O Uy | |25.981

32000 -24000{U,| | 9.600

Simétrica 24000 [U,| | 5.000

De cuya solucion se deriva el valor del vector de desplazamientos [U], que en este caso

es



U, 0
U | |{0.0025
Uy | |0.0044
Us| [0.0046

de esta forma, el desplazamiento de los puntos A y B son los mismos que los de los
nodos 4 y 3, respectivamente. Para el calculo de los esfuerzos en cada elemento,

utilizaremos la siguiente ecuacion

c=EcLu
dx

La aproximacién al campo de despiazamientos axiales en un elemento unidimensional

S

derivando esta ecuacién respecto a “X” y sustituyéndola en la anterior, obtenemos la

se escribe como:

expresion general para el célculo del esfuerzo por el método de los elementos finitos,

b i)

De esta forma, el elemento | esta sometido a un esfuerzo

0
o, = 20000001 |
75 0.0025

G, = 66.667 Kg. / cm?



Capitulo UL EL to finito ¢

el elemento I

2000000 0.0025
2000 jfoums

150 0.0044
o, = 25.333 Kg./cm?
y el elemento lli
2000000 0.0044
Ow = ""cn [’ 1 1]
50 0.0046

o, = 8.0 Kg./cm?

Para calcular las fuerzas axiales en cada elemento, no confundir con las actuantes en

los nodos, utilizamos la expresion P = ¢ A.

Por lo tanto, aplicando esta formula para cada elemento, tenemos que.

P, =40.00 Kg.
P|| = 15.20 Kg
Pm = 480 Kg.

En caso de que nos interesara conocer la reaccién en el punto D, ésta debe ser la
misma carga en magnitud que en el elemento | pero en sentido y direccion opuesta, es
decir: -

Rp = —40 Kg.
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Capitulo ILI: Elemento finito barra

Hl.2. En la Fig. 3.2., se muestra un dispositivo de soporte sometido a una carga P =80

ton. El dispositivo estd hecho de un material cuyo médulo de elasticidad es 1.2x10°
kg/cm?. El 4rea de cada uno de los elementos es Ay =1 256 ecm® y Az =2 827 cm?,
Determine el esfuerzo que se desarrolla en cada elemento.

(b} Malla de elementos
finitos

{a) Dispositive de soporte

Fig. 3.2. Modelo del dispositivo de soporte.

SOLUCION:

Al igual que en el ejemplo anterior, para cada elemento la matriz local se calcula con la

k=521

expresion

-1 1

Los datos generales del problema se resumen en la siguiente Tabla 3.2

Tabla 3.2. Propiedades de los elementos de la malla.

Elemento Propiedades Conectividad
A E (kg/cm9) | L
(cm®) (cm)
| 1256 | 1200000 | 750 1-2
] 2827 | 1200000 | 100 2-3




Capitulo III: Flemento finito barra

La matriz de rigidez del elemento | se escribe como

1 2

K], = 10048000 -10048000],
'T1_-10048000 10048000 |2

y la del elemento |l de la siguiente forma

2 3
K], - 33924000 - 339240001,
" 71 _33924000 33924000 |?

Ensamblando las matrices anteriores en una matriz global se tiene

1 2 3
10048000 - 10048000 0 1
K], = 43972000 -33924000 |2
33924000 |°

Simétrica

En términos de un sistema de ecuaciones, la solucion del problema implica resoiver la

siguiente ecuacidén matricial:

10048000 - 10048000 0 U, TF
43972000 -33924000 |U, [=!F,
Simétrica 33924000 |U; | |Fs

con las comespondientes condiciones de frontera. En este caso tenemos que ambos
extremos del dispositivo estan empotrados por lo que U; =0 y U3 =0 y solamente habra
desplazamiento en el nodo 2 de la malla propuesta. La tnica fuerza externa acttia en el
nodo 2, es decir F> = 80 ton. Sustituyendo estas condiciones de frontera y resolviendo

el sistema de ecuaciones anterior se obtiene:
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U, 0
U, |=|0.0018 | cm
u, 0

Si utilizamos las formulas vistas en el ejemplo anterior, el esfuerzo en el elemento | esta

dado por

150 0.0018

o, = 1200000 , 1][ 0 ]

o, = 14.4 Kg. / cm?

para el elemento ||

1200000 0.0018
Gy = [-1 1]
100 0

o, = -21.6 Kg. / cm?

Estos resultados indican que en el elemento | existe un esfuerzo de tensién de 14.4
Kg/cm?, mientras que el elemento Il experimenta un esfuerzo a compresion de 21.6
Kg/cm?.

Las fuerzas correspondientes en cada elemento son:

P
Py

18 086 Ka.
-61 063 Kg.

Por otro lado las reacciones en los extremos del dispositivo resultan ser:
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Canitulo III: Elemento finito barrg

R; = -18 086 Kg.
R, = -61 063 Kg.

La forma mas facil de comprobar los resultados obtenido es haciendo una suma de
fuerzas a lo largo del eje “X”, la cual debe de ser igual a cero, o lo que es lo mismo, la

suma de reacciones debe ser igual a la suma de cargas externas, es decir,

dYF =0
Ri+R;+P=0
851=0

Recordemos que éste es un método aproximado y que por lo general existira un error,
la idea es que éste sea lo menor posible.
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Capftulo IIL: Elemento finito barra

lI.3. La armadura que se muestra en la Fig. 3.3., esta sometida al sistema de cargas
indicado. El material utilizado para su fabricacion es acero con un médulo de elasticidad
E =2x10° kg/cm? y las tres barras tienen una misma area A =7.07 om?. Calcule los

esfuerzos en cada una de las barras.

200m

Jter

N 150m

{b) Malia de slementos finites

(a) Armadura

Fig. 3.3. Modelo de la armadura.

SOLUCION.

Con base en la figura y los datos del problema podemos construir la siguiente Tabla

3.3:
Tabla 3.3 Propiedades de los elementos de la malla.
Elemento Propiedades Conectividad
A L o' sen | cos
(cm?) | (cm) 0 0
I 7.07 | 150 0 0 1 1-2
] 7.07 | 200 90 1 0 2-3
1] 7.07 | 250 |233.13| -0.8 | -0.6 3-1

La matriz de rigidez de cada elemento se calcula con la siguiente expresion:

' El &ngulo “6” est4 medido en sentido antihorario a partir del eje “X”.



cos?0 senBcos® -cos?8 —senbcos
[K],=Eﬁ'— sen20 -senfcos®  -sen?@

L cos?0 sen 6 cos 0
Simétrica sen 20

Asi entonces, para el elemento |

1 2 3 4
94267 0 - 94267 0|1
0 0 0|2
K] =
i1 . 94267 0|3
Simétrica
014
de forma similar, para el elemento |
3 4 5 - B
0 0 0 0 3
[K] _ 70700 0 -70700 14
" 0 0 5
Simétrica 70700 6
y para el elemento ll|
5 ‘ 6 1 2
20362 27149 20362 27149 |s
K], - 36198 - 27149 -36198 |6
" o 20362 27149 |1
Simétrica 36198 |2
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Capitulo III: Elemento finito barra

Utilizando las tres matrices anteriores se puede formar la matriz global {K]g,

obteniéndose:
1 2 3 4 5 6
(114628 27149 - 94267 0 - 20362 - 27149 |
36198 0 0 - 27149 - 36198 |:
94267 0 0 0 3
Kl = 70700 0 - 70700 |4
20362 27149 |5
Simétrica 106898 | &

Aplicando las condiciones de frontera Uix = Uyy = Uay = 0 y sustituyendo los valores de
las cargas Fax = 3 000 Kg, Fax = 6 000 Kg, Fay = 0, en la ecuacion matricial anterior, se

obtiene el siguiente sistema de ecuaciones

(114628 27149 -94267 0  -20362 -27149 0 Fox
36198 0 0 -27149 -36198] 0 Fy

94267 0 0 0 Uy |3000

70700 0 —70700) O | | F,

Simétrica 20362 27149 |U,, | |6000

I 106898 U, | | 0 |

Cuya solucion es:

U, 0
U, 0

U 0.032

U: =l o | Cm
Uy | | 0.446
Uy, | [-0.113)



Para calcular los esfuerzos en cada barra, de ia formula de la Ley de Hooke, tenemos

que c = E:—l: y sabiendo que U = (1 —E}J, +(E—]U2 ,

R

Si expresamos los desplazamientos U; y Uz en términos de sus cosenos directores, se

obtiene

Ui
U, | [cosd sen6 0 0 U,
u,| | o 0 cos® send|U,,
U2Y
sustituyendo el vector de desplazamientos, tenemos que
Uix
E cos6 sen6 O 0 11Uy
cr=-[—1 1]
L 0 0 cos® sendiiU,,
U2Y
lo que reducido a su minima expresidn queda
Uix
c=E[—cose ~send cosb® send) Une
‘L U,y
Uzy

Asi para el elemento |, tenemos que



_Capitulo III: Elemento finito barrg
U
c,=E[—cose —send cos® send Ui
L U.x
UZY
0
o, 220000001 | o o1 O
' 150 0.032
0
o, = 426.66 Kg/cm?
para el elemento Il
Uy |
U,, |
o-,,=E[—cose _sen® cos® seno] 2'|
. U«
UEY_,'
0.032
- _2000000[O 101l °©
" 200 0.446
-0.113

o, = -1130 Kg/cm?

y para el elemento I



_Capitulo III: Elemento finiio barra

U
’ U
o, = E[— cos® -send cos® send| '
L U
U

2000000

0
0
032
0

Gy = o6 08 -06 -0.8

0.

o, = 1417 Kg.lcm?
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Capitulo IIL El to finito |

HI.4. Para la armadura plana compuesta de cuatro elementos que se presenta en la Fig.

3.4., determine los desplazamientos nodales asi como los esfuerzos a los que estan
sometidos cada uno de los elementos. Considere que el material con el que esta
construida tiene un médulo de elasticidad E = 2x10° kg/cm? y el 4rea transversal igual

es para todos, A =7.07 cm?.

4 A4
30m @
®
1 ® @
2 X .
| - X
40m ‘ v
3ton @
(a) Armadurs (b} Malla de slementos finitos

Fig. 3.4. Modelo de la armadura plana.
SOLUCION.
De la Fig. 3.4., y los datos del problema es posible construir fa siguiente Tabla 3.4:

Tabla 3.4. Propiedades de los elementos de la malla.

Elemento Propiedades Conectividad
A L 0° sen | cos
(cm?) | (cm) 6 | o
| 7.07 | 400 0 0 1 1-2
il 7.07 | 300 90 1 0 2-3
Hi 7.07 | 400 180 0 -1 3-4
v 7.07 | 300 270 -1 v 4-1
V 707 | 500 |143.13| 06 | -0.8 2-4

2 El 4ngulo “0” est4 medido en sentido antihorario a partir del eje “X”.



Capitulo IIL; Elemento finito barra

Al igual que en el ejemplo anterior, la matriz de rigidez de cada elemento se calcula con

la expresidn siguiente:

cos?0 senfcos® -cos?8 -senBcosd
K] - EA; sen?9 -senBcos®  -sen?p
L cos? @ sen 6 cos 0
Simétrica sen 29

Asi entonces, para €l elemento |

1 2 3 4
(35350 0 -35350 O]+
0 0 0|z
K1 = 35350 0
Simétrica 3
i Oj4
de forma similar, para el elemento il
3 4 5 ]
0 0 0 0 3
47133 0 -47133 |4
[K ]u = 0 0 5
Simétrica
47133 5
y para el elemento llI
5 6 7 8
35350 0 - 35350 0]s
0 0 0|s
[K ]m = .
35350 0|7
Simétrica 0ls

y para el elemento IV



7 8 1 2
0 0 0 0 17
47133 0 -47133 |s
[K ]rv = 0 0
» - - 1
Simétrica 47133 |2
y para el elemento V
3 4 7 8

18099.2 -135744 -18099.2 135744 |3

[K]v _ 101808 -135744 -10180.8 |4
18099.2 135744 |7

Simétrica 101808 s

Utilizando las cinco matrices anteriores se puede formar la matriz global [K]g,

obteniéndose:

1 2 3 4 5 6 7 8
35350 0  -35350 0 0 0 0 0 |
47133 0 0 0 0 0 - - 47133 |2
534492 -13574.4 0 0 -18099.2 13574 .4 |3
K], = 57313 .8 0 -47133 135744 -10180.8]4
35350 0 - 35350 0 5
47133 0 0 6
Simétrica 53449.2 135744 |7
i 57313.8 |s

Aplicando las condiciones de frontera Uix = Uyy = Uzy = 0 y sustituyendo los valores de
las cargas Fzx = 3 000 Kg, Fax = 6 000 Kg, Fay = 0, en la ecuacion matricial anterior, se
obtiene el siguiente sistema de ecuaciones
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_Capitulo IlI: Elemento finito barra

(35350 0  —35350 0 0 0 0 0 TFUx] [Fx]
47133 0 0 0 0 0 -471133 Uy | |Fy
53449.2 -135744 0 0  -18099.2 13574.4 §U,x| |Fx
57313.8 0  —47133 135744 —10180.8 )Usy | |Fpy
35350 0 - 35350 0 Usx | | Fx
47133 0 0 Usy | {Fay
Simetrica 53449.2  13574.4 [|U,x | |Fax

i 57313.8 JUsy | |Fav ]

Cuya solucién es:

U 0
Upy 0

U | |-0.113

Upy | |-0.445

v |~ 0 cm
Upy | | -0.445

Uix 0

Usy] L O ]

Para calcular los esfuerzos en cada barra, utilizaremos la expresién deducida en el

ejemplo anterior, que es

UTX
u
cr:E[— cosd -send cosd send)| "
L U,y
Uay
Asi para el elemento |, tenemos que
0
2000000 0
L1010
% =00 | I 0113
-0.445

o) = =565 Kg.lcm2
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para el elemento 1|

y para el elemento i

para el elemento IV

y para el elemento V

-0.113
2000000 -0.445
=200 o -1 0 1] o
~0.445
oy =0
0
5 _2000000[1 0 -1 0] -0.445
" 400 0
0
oy =0
o
0
Oy = MO_OQ[O 10 _1]
300 0
_0_
O'N =0



0
2000000 0
bt -06 -08 06
oy 500 [0o8 -06 -08 O ]_0_113
—0.445

oy =—706.4 Kg./cm?
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IV.1. Para la viga en voladizo que se muestra en la Fig. 4.1., el valor de Pes 2ton, la

longitud L =1.5 m, el modulo de elasticidad E =2.8x10° kg/cm? y el momento de inercia

| =6 666 cm*, determine la pendiente y la flexion en el punto B, asi como los diagramas

de momento y cortante.
P

)

(w) Viga

{b} Malla de elementos finitos M )

Fig. 4.1. Modelo de la viga en voladizo.

SOLUCION:

Tal como se muestra en la Fig. 4.1.(b), se utiliza una malla de un solo elemento finito.

La expresion para el calculo de la matriz local de rigidez del elemento es

12 El 6 El 12 El 6El ]
N L2
4EI _ 6El 2El
_ L L2 L
k1= 12 Bl 6 El
. . L3 - L2
Simétrica AEI
I L

Sustituyendo las propiedades elasticas y geométricas del unico elemento,

encontraremos la matriz local de rigidez y también la matriz global. Esto es
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Canitule IV. El 0 finito vi

6636.37 497728 -6636.37 497728

Kl = 49772800 -497728 24886400
© 6636.37 -497728
Simétrica 49772800

En forma matricial el problema de equilibrio se expresa de la siguiente manera

663637 497728 -663637 497728 o] [V
49772800 -497728 24886400| 6, | | M,

o 663637 -497728|w,| | Vo
Simetrica 497728000 6, | M,

Donde o representa la deflexion (o flecha), 6 la pendiente o giro en un punto, V el
~ cortante y M el momento en el punto en cuestion. Las condiciones de frontera del
problema son oy = 8y = 0, por estar empotrada la barra en el extremo A y la unica
fuerza aplicada es V., = -2 000 Kg. Sustituyendo estas condiciones en el sistema de

ecuaciones anterior y resolviendolo, se obtiene

ol [ 0

0y 0

oy | [-1.208 cm
0, -0.012

Para obtener los diagramas de momento flexionante y de fuerza cortante de la viga,

tenemos que

d’e d’w
M=El— V =El—
dx? Y dx’

La aproximacion al campo de desplazamiento de un elemento viga, se escribe como

.32 2x3 232 X3 3¢ 2x° x2 3
S LT 2R e T S WA I GRAN Y
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Por lo que las respectivas derivadas de orden superior resultan

dPo _(_6 12x) (4, 6x) (6 12} [ 2 6x
o el EEREN e G i VEREN i WY

o 12 6 12 6
—0)2 + —92

L3 L2

— =0y +—0; -

a U L2

Asi, las ecuaciones para el céiculo del momento flexionante y el cortante quedan de la

siguiente forma

6 12x 4 6x 6 12x 2 6Xx
M‘E{[‘F*FJ“'*(‘E*F]el*(rz‘rs]%*(‘E*F)‘*Z}

Después de sustituir los valores de los desplazamientos calculado en los nodos de la

malla propuesta y los valores de E, | y L, obtenemos las cantidades de la Tabla 4.1.

Tabla 4.1. Momento y fuerza cortante,calculados con elementos finitos.

Elemento |
Nodo 1 Nodo 2
M =-301 623 Kg'cm M =2 586 Kg*cm
V=2030K9_ V=2 030 Kg

Estos lo podemos comparar con los resultados con los obtenidos utilizando algun

método analitico, los cuales son los que muestra la Tabla 4.2.

Tabla 4.2. Momento y fuerza cortante calculados por métodos analiticos.

Etemento |
Nodo 1 Nodo 2
M = -300 000 Kg*cm M=0
V =2 000 Kg V =2 000 Kg
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Graficamente es casi imposible de observar la diferencia, debido al factor de escala, a

menos de que nuestro grafico fuese de gran tamafo, como a continuacion observamos

en la Fig. 4.2.

Diagrama de momento flexionante

— Sol. Analitica
* Sol. Elemento finito

Diagrama de fuerza cortante

2030

W __ <ol Analitica
* Sol. Elemento finito

0
150

Fig. 4.2. Diagramas de momento flexionante y fuerza cortante de la viga en

voladizo.
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Canitulo [V. El 0 finito ui

V.2. La viga simplemente apoyada en sus extremos que se muestra en la Fig. 4.3., esta
sometida a la accion de una carga puntual P =3 ton, ubicada a 1 m del punto Ay a2m
del punto B. Si el médulo de elasticidad del material es E = 2.8x10° kg/cm? y la seccién

transversal tiene un momento de inercia | = 6 666 cm?, calcule el giro y la fiecha de la

viga en el punto C asi como los diagramas de Momento y cortante.
P

0] -

{a) Viga a<h
a+bwl

v ‘
s 2 ) b 7

{b) Malla de alamentos finitos

0 ® 3

Fig. 4.3. Modelo de la viga simplemente apoyada.
SOLUCION:
La viga modelada podemos discretizarla en dos elementos por lo menos, tal como se

muestra en la Fig. 4.3.(b)., para dar solucién al problema, la expresion para el calculo

de la matriz de rigidez de cada elemento es la siguiente.

[12El  6El 12El  6El
L’ L- L L?
4El  6El  2EI
- L L? L
[K]_ 12 El 6El
. L3 - LZ
Simétrica 4El
i L

Sustituyendo las propiedades del elemento I, obtenemos
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Capitulo IV. El 0 finito ui

1 2 3 4
2239776 1119888 -2239776 1119888]:
K- 74659200 —1119888 373296002
o 2239776 —1119888s
Simetrica 74659200+

De igual forma hacemos con los datos del elemento I,

3 4 5 6
279972 279972 -279972 279972 |3
K- 37320600 —-279972 18664800«
o 279972 -278872]s
Simetrica 37329600]s

Utilizando la conectividad de los elementos se forma la matriz global representativa del

problema, la cual queda de 1a siguiente forma

1 2 3 4 5 -]
(22397 .76 1119888 - 22397.76 1119888 0 0
74659200 - 1119888 37329600 0 0 |
Kl - 25197 .48 - 839916 -2799.72 279972 |s
1119888 - 279972 18664800 |4
Simétrica 2799.72 - 279972 |s
i 37329600 |6

En forma matricial el problema de equilibrio se expresa de la siguiente manera

(22397 .76 1119888 - 22397 .76 1119888 0 0 o] V]
74659200 - 1119888 37329600 0 0 8 | M
25197 .48 - 839916 -—2799.72 279972 lw,| |V,
1119888 - 279972 18664800 | 6, | |M,
Simétrica 2799 .72 -279972 [os| |V;
I 37329600 || 05| |Ms]
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Canitule IV. El 0 finito vi

Por las condiciones de frontera del problema se tiene que w1 = w1 = 0y V2 = -3 000 Kg.

Sustituyendo en el sistema anterior y resolviéndolo se obtiene

ol [ 0
0, ~0.009
wy [ {-0.714¢cm
8,1 | -0.004
W3 0
|62 | 0.007

Los diagramas de momento flexionante y de fuerza cortante de la viga (ver Fig. 4.4.), se

obtienen con las expresiones siguientes

2 3
do  y-gl®

M = El
dx’ dx’

donde

Por lo que las ecuaciones para el calculo del momento flexionante y el cortante quedan

de la siguiente forma
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oo

12x _4, ox
e /lle

V=El Eool+—6—
L

0, -

12 6, |
E{DZ +*92 .

itulo IV. El inito vi

bl

Sustituyendo en cada una de estas expresiones los desplazamientos calculados en los

nodos de la malla propuesta y los valores de E, | y L obtenemos los valores mostrados

en la Tabla 4.3.

Tabla 4.3. Momento y fuerza cortante calculados con elementos finitos.

Elemento | Elemento I
Nodo 1 Nodo 2 Nodo 2 Nodo 3
M = 21651 Kg"em M =164 996 Kg'cm | M =218 564 Kg*cm M = -13 252 Kg*cm
V=1433Kg V =1433 Kg V=-1159K9 V=-‘I159Ki

Por otra parte, los valores que calculados con métodos analiticos podemos verios en la

Tabla 4.4.

Tabla 4.4. Momentos y fuerzas cortantes calculados con métodos analiticos.

Elemento | Elemerto |}
Nodo 1 Nodo 2 Nodo 2 Nodo 3
M=0 M = 200 000 Kg*cm M = 200 000 Kg*cm M=0
V=2000Kg V =2 000 Kg V=-1000§g V = -1000 Kg
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Capitulo IV.El 0 finito vi

Diagrama de momento flexionante

X 218564

200000 -

— Sol. Analitica
* Sol. Elemento finito

— Sol. Analitica
1433 - 3 * Sol. Elemento finito

-1000 - x -1153 ' T x -1158

Fig. 4.4. Diagramas de momento flexionante y fuerza cortante de la viga
simplemente apoyada.
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Capitulo V., Problemas de campo escalar

V.1. Se tiene una barra (ver Fig. 5.1.(a)} de longitud 0.2 m, cuya temperatura en un

extremo se mantiene a 100 °C. Si suponemos que se tiene una fuente interna de calor
con Q = 3 x 10 W/m® a lo largo de la barra, un flujo de calor q = 1.8 x 10° W/em? en el
otro extremo y una conductividad térmica Kr = 6 000 W/m*C, calcule la temperatura y la
distribucién de flujo para cada elemento. Suponga que el area de la barra es 0.4 x 107

m?. Use cinco elementos de igual longitud.

II J (a) Barra
A Y

02m
. - * - - - b) Malla de el
; (D ; @ 3 @ ' @ : @ . ( )ﬂ:h:s e elementos
» >le »le ple O |
0.04 0.04 0.04 0.04 0.04
Fig. 5.1. Modelo de la barra.
SOLUCION:

La ecuacion que utilizaremos para analizar problemas de flujo de calor unidimensional
es aquella en la cual sélo se considera el fenomeno de transferencia de calor por

conduccidn, por lo que la ecuacion matricial que gobierna el problema es

el

Para el Elemento 1, como el flujo es nulo (q=0) en el nodo “", se tendra

(6000)(0.4x103)[ 1 =11 T} _ (3x10%)(0.4x10)(0.04)[1
0.04 -1 141 2 1
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_Capitulo V., Problemas de camno escalar

Desarrollando {as operaciones se obtiene

1

2

60 -607T] [24]
~60 60 |T,| [24]2

De igual forma hacemos lo mismo para los elementos I, IH y IV
Elemento Il
2 3
60 -60|Ty]| (242
-60 60 |T,| [24]s
Elemento IiI
3 4
60 -60|Ty| 1243
~60 60 |T,| |24]4
Elemento IV
4 §
60 -60|Ty| |24|4
~60 60 {T,| |24]s

Para el elemento “V “ se tiene flujo de calor en el nodo j (nodo 6), cuyos efectos se

suman al segundo miembro de la ecuacién matricial.

60 -60]T,] [24] . L]0
[_60 50 }[Tj'[u] (1.8x10°)(0.4x10 )H



Capitulo V. Problemas de campo escalar

Desarrollando las operaciones se obtiene

5 6
-60 60 1T, —696 |6
Ensamblando en la matriz global (Kg) las matrices de conductividad térmica de cada

elemento de la malla se obtiene

1 2 3 4 5 6

(60 -60 0 - O 0 0 Tt

120 - 60 0 0 0 j2

[K 5 ] _ 120 -60 0 0 |3
‘ 120 -60 0 |4

Simétrica ’ 120 - 60 | s

60 |

L

Expresando el problema en forma matricial se obtiene el siguiente sistema de
ecuaciones, en el que ya se consideran los elementos del lado derecho de cada

ecuacion matricial local.

80 -60 O 0 0 0 TTl [ 24 ]
120 -60 O 0 04T, 48
120 -60 0 O |T, 48

120 -60 O [T, 48
120 -60§Ts 48
60 T, | |-696

Simétrica

Si en este sistema de ecuaciones aplicamos la condicion de frontera T, = 100 °C, y el

sistema, obtendremos las temperaturas en los nodos restantes. Se tiene asi:

¥1=100.0°C
T.= 916°C
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Capitulo V. Problemas de campo escalar

Ts= 824°C
Ta=724°C
Ts= 616°C
Ts= 50.0°C

La solucion exacta para el calculo de la temperatura en cada punto en este problema se
obtiene de sustituir los valores de la distancia “x”, tomando como origen el extremo

izquierdo de la barra, en la expresion siguiente:

16 6
_ 3x10 (0.2x - 0.5x2) - (1.8x107 )x .
6000 6000

T 100

lo cual proporciona los mismos resultados ya antes enunciados.

Para calcular el flujo de calor para cada nodo usaremos la ley de Fourier;
dT

K—
dx

En la teoria del elemento finito el vector T se define como

SR

Sustituyendo esta expresion en la que describe la ley de Fourier obtenemos:

oo -2

Si aplicamos esta ecuacion a cada uno de los elementos de la malla, obtendremos el

flujo de calor a lo largo de la barra
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Canitulo V, Problemas de campo escalar

N
q, = -6000 2 (1—i 100)+(i (91.6)
dx|L 0.04 0.04,

qi = 1.260 x 10° Wim?

_ _go00 3 {[1- %X X))
Q. =-6000 — [(1 0_04)(91 .6)+[0_04}82.4)}

qu = 1.380 x 10° W/m?

d X X
= 6000 —|{1- -2 |(82.4)+| ——— (72.
q, = 6000 dx[(1 5 ](8 4)+(0. 12 4)]

= 1.500 x 106 W/I'I'l2

d X X
g, = —-6000 ™ [[1 - O_ﬁJWZA) + (ml(m .6)]

Qv = 1.620 x 10° W/m?
d X X D
= 6000 —||1-—2— (61.6)+| —— (50.0
W dx K 0.04)( “[0.04)( )}

qv = 1.740 x 10° W/im®

Cabe sefialar que esta cantidad de flujo de calor que acabamos de calcular es la que se

encuentra en el punto medio de! segmento de material (x =%J o como lo hemos

llamado aqui el punto medio de cada elemento finito propuesto.

67



Capitulo V, Problemas de campo escalar

V.2. El material sélido que se observa en la Fig. 5.2.(a). Esta sujeto a una diferencia de
temperatura debido a las diferentes propiedades de los gases que lo rodean. Usando
cinco elementos finitos de igual longitud, calcule la distribucién de temperatura a traves
del espesor del material (0.1 m). Asuma K = 260 W/m*K, W = 0.1 m, hy = 2,000
W/(m?*K), h; = 5,000 W/(m?*K), Ti,=100°C y T2, =50°C.

GAS 1 {a) Sélido

GAS 2

&
4 01m

1; o 12 @ ; @ 4‘ @; ®; (b)fl‘;!:iI‘I:gde elementos
—ple—sle—sle—rle—]
0

02 0.02 0.02 0.02 002

Fig. 5.2. Modelo del material sélido.

SOLUCION:

A diferencia del problema anterior en éste no existe generacion interna de calor, y se

tiene transferencia de calor por conveccion. Asi, el elemento | se evaluara de acuerdo

con la siguiente ecuacion
KTA 1 -1 T1 +hA 10 T1 =hT,I,A 1
L |-1 1]T, 0 0T, 0
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Capitul
somf1 -1 1 07T 1
TR {_ . :[TJ + (2000)(1){0 JTJ = (2000)(1 00)(1)[0]

Se observa que valores adicionales sélo se presentan en el nodo 1. Realizando las

operaciones en el modelo para este elemento se obtiene

1 2
14500 -125007 Ty [20000 7
~12500 12500 [T,| | 0O |2

En el segundo elemento no incluimes la transferencia por conveccion, por lo tanto la

expresion para este elemento i es como sigue

@s50)n[ 1 -1]T.] [0
002 |-1 1T, |0

Desarrollando las operaciones se tiene

2 3
12500 ~12500 T, [0}z
~12500 12500 || T, |0]s

Los elementos Hl y IV presentan las mismas caracteristicas del elemento I, por tanto

su matriz loca! es idéntica, esto es

Elemento il
3 4
12500 -12500T5] _[O]s
12500 12500 |T,| [0]s

Elemento IV
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4 5
12500 -125007T4] [0]a
12500 12500 | Ts| [O]fs

En el elemento V se tiene un nodo con una condicién de frontera de flujo por

conveccion, por lo que esta condicién se debe sumar a ambos miembros de la igualdad

12500 12500 | Ts 0 0T, B 0
s 0T cnf? O coonen]]

Lo cual una vez realizado las operaciones queda de la siguiente forma
5 6
12500 -125000Tsi [ O s
~12500 17500 || Tg | 250000 |s

Ensamblando en la matriz globat Kg las matrices calculadas para cada elemento se

obtiene

1 2 3 4 5 6
(14500 -12500 0 0 0 0 |
25000 -12500 0 0 0 |2
[Kel= 25000 -12300 0 R
25000 —12500 0 |4
Simétrica 25000 —12500 s
17500 |s

En forma general, el problema se representa matricialmente como [Kg][T])=[F], esto es
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(14500 -12500 O 0 0 o T ’20000}
25000 -12500 O 0 0 T, 0
25000 -12500 O 0 || | O
25000 -12500 O ||T4| | O
Simétrica 25000 -~12500{ Tg 0
I 17500 || Ts| 250000 ]

Como el problema no presenta condiciones de frontera con temperatura en algun punto,
solo resta resolver este sistema de ecuaciones y asi determinar la temperatura en cada
uno de los nodos de la malla. A continuacién se presentan los resultados para el vector

de temperaturas:

[T]=[77.27 73.63 70.0 66.36 62.73 59.09]

La solucion exacta para el calculo de la temperatura en los nodos es proporcionada por

la siguiente expresion:

(x7k) + (1/hy)
1/h,) + (1/hy) + (L/K)

T=T - (T —sz)(

donde “x" representa la posicion del nodo medida a partir del extremo izquierdo del

solido y “L” su longitud del elemento.

De la misma forma que en el ejemplo anterior se puede calcular el flujo de calor en

cada uno de los elementos utilizados empleando la siguiente expresion:

o=

Para el elemento I:
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d X X
q, = -250 d—x[[1 - ﬁi)(77.27) + (m)m.w]

qi = 45.462 x 10° W/m?

Para el elemento {l:

q, = —2501[[1 - X Y7364y + (LJUO.O)}
dx| 0.02 0.02

qu = 45.500 x 10° W/m?

Para el elemento Ill.

d X X
q, = -250 &[(1 - ﬁéJ(T0.0) + (m](es.ae)J

qu = 45.500 x 10° W/m?

Para el elemento IV

d X X
qn = —250 a;[(‘l - m](66.36) + (WJ(62.73)J

qu = 45.462 x 10° Wim?

Y finalmente para el elemento V

. | |
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qQ, = —2501[(1 - i)(ez.n) + [i}sg.og)}
dx 0.02 0.02

Qv = 45.500 x 10° W/m?

73



V.3. Si la matriz local para la transferencia de calor en un elemento rectangular de

cuatro nodos se escribe como

2b2k,, +2a’k, -2b%k, +a’k, -bik, -a’ky bk, -2a’ky
_ 22k, +2a’k,, b’k -2a’k, -blk, -aky
6a’b? 2b%k, +2a%ky, - 2b%ko, +akyy
2b%k,, +2a’ky,

K]

Simétrica

Calcule la distribucion de temperatura en la placa que se muestra en la Fig. 5.3.(a).
Suponga que se mantiene una temperatura constante To = 100 a lo largo del extremo
superior, y los restantes lados tienen temperatura nula. Para el calculo, asuma que la
conductividad térmica es igual en ambas direcciones, es decir, Krx = Ky = 1 y compare
el resultado numérico con el resultado de la solucién exacta. Considere W=L =1y un

espesor t =1, ya que la solucion es independiente de t.

T= TU v
v
To=100 5 for10 85
§ T N 02s
- - ~| ! 05 T=0, -} s
T=0 T=0|w - \a . o2
1 3
. 3
t 0s ] (e
1 - 2 __ 8 7
T=0 R 1w ] X ! C2s
é . ! \a
) L - 7 05 Ao X
f——»
{a) Placa (b) Malla utilizando dos 05
¢lementos finitos (¢} Malla utilizando cuatro
elemaentos finitos
Fig. 5.3. Modelo de la placa utilizada.
SOLUCION:

Debido a la simetria del problema sblo se analizardA una mitad de la placa lo que

dismin.uiré la cantidad de calculos numéricos.

1) Discretizacion en dos elementos.
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Capitulo V, Problemas de campo escalar

En la Fig. 5.3.(b) se presenta esta condicién. La Tabla 5.1 contiene un resumen de las

propiedades principales de cada elemento.

Tabla 5.1. Propiedades de los elementos de 1a malla.

Elemento | Conectividad Lado Lado Conductividad térmica Espesor
Finito 1.kl a b Kx Ky ‘4"
| 1,2,3 4 0.5 0.5 1 1 1
Il 3,456 0.5 0.5 1 1 1

Sustituyendo los datos del elemento | en la matriz local de conductividad térmica
presentada obtendremos

1 2 3 4
0.6667 -0.1667 -0.3333 -0.1667 ]
K] - 0.6667 —-0.1667 -0.3333 |2
o 0.6667 -0.1667 |3
Simetrica 0.6667 |4

De igual forma para el elemento il tenemos

1 2 3 4
0.6667 -0.1667 -0.3333 -0.1667
0.6667 -0.1667 -0.3333 |2

0.6667 -0.1667 |3
Simétrica 0.6667 |4

Kl =

A partir de estas matrices y de sus indicadores de ecuacién, podemos formar la matriz

global de conductividad [Kg], esto es
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Capitulo V. Problemas de campo escalar

1 2 3 4 S 6
"0.6667 -0.1667 -0.3333 - 0.1667 0 0 I
0.6667 -0.1667 -0.3333 0 0 |2
Kel- 13333 -0.3333 -0.1667 -0.3333 |3
G 13333 -0.3333 -0.1667 |
Simétrica 0.6667 —0.1667 |s
i 0.6667 |s

Todo el problema lo podemos expresar matricialmente de la forma [Kg][T]=[F]. Asi, se

genera el siguiente sistema de ecuaciones:

- - o

[0.6667 -0.1667 —0.3333 -0.1667 0 0 T, [0
0.6667 -0.1667 -0.3333 0 0 T,| [0

13333 -0.3333 -0.1667 -0.3333T;| |0

1.3333 -03333 -0.1667[T,| |0

Simétrica 06667 -0.1667 |Ts| |0

0.6667 |Tg| |0

En el problema se tienen las siguientes condiciones de frontera: T, =0, T> =0, T4 =0y
Ts =Ts =100; sustituyendo y resolviendo el sistema calculamos la temperatura Ta,

obteniéndose

T:=37.5°C

ii) Discretizacién en cuatro elementos
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Basicamente es el mismo calculo. EI cambio estriba en el hecho de que se tienen dos

elementos mas por lo que la matriz giobal serd de orden 10x10 y se podra calcular la
temperatura en dos puntos mas de la placa. Esta malla se presenta en la Fig.5.3.(c).

Tabla 5.2. Propiedades de los elementos de la malla.

Elemento | Conectividad Lado Lado Conductividad térmica Espesor
Finito i,j,k,l a b Krx Kry “
I 1,2,7,8 0.5 0.25 1 1 1
Il 7843 0.5 0.25 1 1 1
1 439,10 0.5 0.25 1 1 1
iV 9,10,6,5 0.5 0.25 1 1 1

Sustituyendo los valores de las propiedades del elemento I, tenemos

1 2 7 8
0.8333 0.1667 -0.4167 -0.5833

s

[K] _ 0.8333 -0.5833 -0.4167 2
L 0.8333 0.1667 |7
Simétrica 0.8333 |s
A su vez, para el caso del elemento Il
7 8 4 3

0.8333 0.1667 -0.4167 -0.5833|7
0.8333 -0.5833 -0.4167 s

Kk =
L 0.8333 0.1667 |4
Simétrica 0.8333 |3
En el elemento Ill se tendra
4 3 9 10

0.8333 0.1667 -0.4167 -0.5833 |4
0.8333 -0.5833 -0.4167 |3
0.8333 0.1667 |9
0.8333 |10

[K]“l =
Simétrica
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Canitulo V. Problemas de campo escalar

Y para el elemento 1V, su matriz local quedara de la siguiente forma

9 10 6 5
0.8333 0.1667 -0.4167 -0.58331¢
0.8333 -0.5833 -0.4167 |10

K}y =
Simeai 0.8333  0.1667 |
Hmetrica 0.8333 |s

La matriz global de conductividad de la malla de cuatro elementos finitos queda como

sigue:
1 2 3 4 5 ] 7 8 ] 10
[0.8333 0.1667 0 0 0 0 -0.4167 -0.5833 0 0 7
0.8333 0 0 0 0 -0.5833 -0.4167 0 0 2
1.6667 0.3333 ] 0 -0.5833 -0.4167 -0.5833 -04167 |3
1.6667 0 0 -0.4167 -0.5833 -0.4167 -0.5833 |4
[kG]= 0.8333 0.1667 0 0 -0.5833 -0.4167 |s
0.8333 0 0 -04167 -0.5833 |s
1.6667 0.3333 0 0 7
Simétrica 1.6667 0 0 ]
1.6667 0.3333 |
L 16667 |0

En forma matricial [Kg][T]=[F] y sustituyendo las condiciones de frontera del problema;
T1 =0, Tp_ =O, Tg =0, T4 =O, T10 =0, y Ts =T5 =100.

[0.8333 01667 0 0 ) 0 -04167 -0.5833 0 0 T 07 [0]
08333 0 0 0 0 -05833 -04167 0 0 0 0
16667 0.3333 0 0 -05833 -04167 -05833 -04167| T, | |0
16667 0 0 -0.4167 -0.5833 -0.4167 -0.5833{ 0 0
0.8333 0.1667 0 0 -0.5833 -0.4167{100{ (0
08333 0 0 -0.4167 -0.5833[100| {0
Simétr 16667 0.3333 0 0 T 0
1metrica
1.6667 0 0 0 0
16667 03333 1T, | [0
I 1.6667 | 0 | |0;
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Capitulo V., Problemas de campo escalar

Resolviendo el sistema se obtienen las temperaturas en los nodos 3, 7 y 9.

T3=27.810
T,= 9.733
Te=69.732

La solucién exacta esta dada por la siguiente formula

@ n+1
T-T, 2 Z (-N™" senh(nmy /L) sen[n—mﬁj
n senh(ntW /L) L

n=13."5 n

Sustituyendo en esta expresién valores para los nodos 3, 7 y 9 se obtienen los

siguientes resuitados
T2(0.5,0.5) = 25.0
T7(0.5,0.25) = 9.54

T4(0.5,0.75) = 54.12

Este problema bidimensional nos permite hacer una comparacién de resultados, los

cuales aparecen en la Tabla 5.3.

Tabla 5.3. Comparacion de resultados.

Solucién
Analitica Elementos Finitos Elementos Finitos
Utilizando 2 elementos Utilizando 4 elementos
Nodo Temperatura Nodo Temperatura Nodo Temperatura
3 25 3 375 3 27.81
7 9.54 -7 9.73
9 54 12 9 69.73

Por lo que podemos concluir que entre mayor sea el nimero de elementos en que se

divida la placa la solucidén sera mas exacta.
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Capitylo V. Problemas de campo escalar
V.4. En la siguiente estratigrafia (Fig. 5.4.(a).), tenemos tres tipos de suelo diferente,
cada uno con sus respectivas propiedades. Tenemos para el primer tipo de suelo un
coeficiente de permeabilidad k = 2 m/s, para el segundo tipo una constante de
permeabilidad k = 4 m/s y finalmente para el tercero de ellos una k = 6 m/s. Ademas, el
potencial de flujo en la parte superior de la estratigrafia es de 10 m mientras que en Ia
parte inferior tiene un valor de 0. Utilizando el método del elemento finito, calcule el
potencial de flujo y la velocidad de flujo que se presenta en estos estratos si cada uno
tiene una longitud de 1 m.

b=10m
>
1m
T1
L 3
1\ ®
1m ¢2
1. ®
AR 43
- SEaE
k=6ms :35§5§§:§5 im @
F ]
S0 S o4
$=0m
(a) Estratigrafia (b} Malla de elementos

finitos

Fig.5.4. Modelo de la estratigrafia.

En forma unidimensional, el fenémeno de flujo en medios porosos se representa por la
ecuacion matricial

1 -1 P, 1 0
KA '1=gAl |+qA
L |-1 1@, 0 I

Asi, para el elemento |
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Para elemento |l

Sumando las cantidades de los elementos que comparten un mismo nodo, se obtiene la

matriz global
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N
|
N
o
o

[K]G‘_' 67—4 0

imétrica 10

—
o
|
(o]
@ N

S

En forma matricial el problema es expresado como

2 -2 0 0 || ®y 0
6 -4 0 @,f |0

10 -6/dsz]| |0
Simétrica 10 || D, 0

aplicando las condiciones de frontera @, =10 y &, =0, conocidos como carga hidraulica,

que equivale a la suma de la carga de posicion y la carga de presion en cada punto del
medio poroso, es decir

®=E+Z
Y

De esta forma el sistema de ecuaciones queda expresado de la siguiente forma

2 -2 0 0|10
6 -4 0|,
10 -6 @,
Simétrica 10l o

S O O ©

Resolviendo sistema

@, 10
@, | |4.54
@, | {1.82
D, 0
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Capitulo V. Problemas de campo escalar

Ahora se calculara la velocidad de fiujo o velocidad de Darcy que asume que el flujo
tiene lugar a través de toda ia seccién considerada, pero realmente el flujo sélo tiene
lugar por los espacios porosos del material. Matematicamente esta velocidad se escribe
como

Vp =K*1=K*.32
ds

que es la forma mas usual de la ley de Darcy, y en la que el signo negativo indica el
hecho de que el flujo se dirige en el sentido de la disminucion de la carga hidraulica. Es
preciso tener en cuenta que vp es una velocidad de filtracion, distinta de la velocidad
media real de las moléculas de agua

Si llevamos esta férmula a ia teoria del elemento finito obtenemos

sz_Kx[_l 1]{@]
L Ljo,

Asi, tenemos que para el elemento | la velocidad de fiujo es

VA R
1 1)4.54

V, =10.92m/s

para el elemento Il

V, =10.88m/s

y en el elemento Il

v, o1 1182
1 1] 0
V, =10.92m/s
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Capitulo V. Problemas de campo escalar

V.5. Obtenga los valores del potencial hidraulico por elementos finitos para el problema
de flujo confinado que se muestra en la Fig. 5.5.(a). Se tienen 10 ft de profundidad
aguas arriba y 2 ft aguas abajo. Para el confinamiento se usa un muro sumergido 3 ft en
el material poroso. Asuma que el material es homogéneo con un coeficiente de
permeabilidad K =10(10)>.

AV
WMURO
h=10 ft °
hm2 ft
y ©5) 125 v AoUA
3 121085
1 s o v
) TR S
! n v
4 7 10l
,//’/(sﬁ/// (1{'0)///({”{//
{a) Material porose {b} Malla de elementos flnitos

5.5. Modelo del flujo confinado.

SOLUCION:

Para la solucién de este problema también utilizaremos la ecuacién que se obtuvo en el
ejemplo V.3 s6lo que como el medio es homogéneo, entonces la constante de
permeabilidad es igual en ambas direcciones, es decir, K« =K,=K. Por lo tanto, la

matriz de permeabilidad se calculara con la siguiente expresion

2b%kxx + 2a%kyy —2b%koc+a%kyy —blox—akyy bk — 2akyy

K] t 2%k + 2akyy b —2a%kyy  —bZkex - akyy
6a’b?|  Simétrica 2b%koc + 2a%kyy  — 2b%kx + akyy
2b %k + 2a%kyy

Puesto que todos los elementos tienen las mismas dimensiones y el Ginico cambio entre
ellos es la conectividad, las matrices de permeabilidad también son iguales. A
continuacion se presentan las propiedades de cada elemento que conforma ia malla

' propuesta.
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Canitulo V. Problemas de campo escalar

Tabla 5.4. Propiedades geométricas de la malla propuesta.

Elemento | Conectividad Lado Lado Coeficiente de Espesor
Finito Lk} a b permeabilidad “t"
Kxx Kyy

I 1254 6 3 0.0001 0.0001 1

1] 2,563 6 3 0.0001 0.0001 1
i 54,78 6 3 0.0001 0.0001 1
v 7,8,11,10 6 3 0.0001 0.0001 1

V 8,11,12,9 6 3 0.0001 0.0001 1

De esta forma, la matriz local de pemeabilidad del elemento | queda de la siguiente
manera

1 2 5 4
8.333E-5 1667E-5 —4.167E-5 —5833E-5
8.333E-5 -5833E-5 _4.167E-5
o 8333E-5 1.667E-5 |s
Simétrica 8.333E-5

-

5]

Kl =

N

De la misma manera tenemos que la matriz de! elemento |l es

2 5 s 3
8333E-5 1667E-5 -4167E-5 -5833E-5
8.333E-5 -5.833E-5 -4.167E-5

K}, =
Ikl o 8.333E-5 1.667E-5
Simétrica 8.333E -5

-] L5 T N

w

Repitiendo el proceso de calculo de la matriz de permeabilidad para el elemento Il

5 4 7 8
8.333E-5 1667E-5 -4.167E-5 -5833E-5]s
K], - 8.333E-5 -5.833E-5 -4.167E-5|4
! _ 8.333E-5 1.667E-5 |7
Simétrica 8.333E -5 o

Para el elemento IV
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Capitulo V. Problemas de campo escalar
7 [ 11 10
8333E-5 1667E-5 -4.167E-5 -5833E-5]7

8333E-5 -5833E-5 -4167E-5]0s

Kly =
o 8333E-5 1.667E-5 |n
Simétrica 8.333E -5 |10

Y por ultimo, para el elemento V.

8 19 12 9
8.333E -5 1667E-5 -4167E-5 -5833E-5|s
8333E-5 -5833E-5 -4167E-5|1

Kl, =
[ ]V e e 8.338E-5 1667E-5 |12
Simétrica 8.333E -5 |4

~ Finalmente, la matriz gilobal de permeabilidad queda de la siguiente forma una vez

ensambladas las matrices de cada elemento

i 2 3 4 5 a 7 8 9 10 11 12
(8333 1667 O -5833 —4.167 0 0 0 0 0 0 0 s
1667 -5833 —4167 25 -4167 0 0 0 0 0 o |:
8333 0  -4.167 1667 0 0 0 0 0 0 |5
1667 3333 0 -5833 -4167 O 0 0 0 s
25 -5833 -4.167 -5833 0 0 0 0 s
KL, = (x10-%) 8333 0 0 0 0 0 0 le
1667 3333 0 -5833 -4167 0 |7
25 _5833 -4167 —4167 -4.167e
. A 8333 0 -4167 1667 |o
Simétrica 8333 1667 0 |wo
1667 -5833n
8.333 |12

Si representamos en forma matricial muestro problema obtendremos
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Capitulo V., Problemas de can

Il
u
1

(8.333 1.667 0 -5.833 -4.167 0 0 0 0 0 0 0 T, 0
1667 -5833 —4.167 25 -4167 0 0 0 0 0 o, |o

8333 0 -4.167 1667 0 0 0 0 0 0 @} |0

16.67  3.333 0 -5833 -4167 0 0 0 o |o.] lo

25 5833 -—4.167 -5833 0 0 0 0 o] |0

(1X10-) $.333 0 0 0 0 0 0 {o| |0
16.67  3.333 0 -5833 -4167 0 |o,| lo

25 -5.833 -4.167 -4.167 -4167)d; ) |0

T 8.333 0 -4167 1667 |®s| [0
Simétrica 8353 1667 0 |ogl |o

1667 -~5833|d,| {0

i 83533 o |o]

Donde las @; representan la carga hidraulica en cada nodo y el vector del lado derecho
se calcula con base en las condicicnes iniciales especificadas y cuyos valores de
potencial hidraulico son @1 =0, =3 =g =16 y @y =D4p =01y =Dy, =8. Sustituyendo y
resolviendo el sistema obtenemos el valor de la carga hidraulica en los restantes nodos,

dando como resultado

d, =13.07 ft.
®s5 =14.10 ft.
d; =10.92 ft.
dg = 9.89 ft.
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VI.1. La placa de la Fig. 6.1.(a)., es de 6 x 10 in y 0.2 in de espesor con una carga de

tension de 10,000 psi como se muestra. Calcule el desplazamiento de cada nodo de la

malla propuesta. Considere que el material tiene un madulo de elasticidad E =10x10°

psi y un médulo de Poisson v=0.3

-
— >

6in A— 4+ 10,000 ps
e
L

- 1

@

—p-
6,000 Ib

5,000 th

« . » N

(a} Placa a tensidn

>

(b} Malla de elementos finitos

Fig. 6.1. Modelo de la placa.

Solucion.

La expresion para resolver un problema de estado plano de esfuerzos para elementos

triangulares de tres nodos, es la siguiente

- s _
b|2 + C) (12_ U) biC,U + b|ci(;_ U) b‘bJ + Cic’J(‘I - U) b.CJU+ bJ‘c|(; U)
2 - -
c?+ bi(1-v) bcu+ be,(1-v) c,+ bb,(1-v)
) 2 2
ci(1-v) be,(1-v
[K] tE bi + 2 bco+ JCJ(Z )
T 4A(1-v?) )
cl+—Lt——
2
Simétrica

bb,

b,cu+

bp,

bcu+

by

. ce (1-v)
2

bick(.I_ U)
2

€ C(1-v)
2

+

+c:(1—u)
2

b, (1-v)
2

bcu
bc,v

b.c,u+

2
o2, Bill-v)

She

_bedi-v) |
2

+ blbk(1 - U)
2

+ b, (1-v)
2

,bhd1-v)

2
B (1-v)
2

2 J

Si tomamos las caracteristicas de cada elemento de la discretizacion propuesta en la

figura y los tabulamos, obtenemos:

89




Tabla 6.1. Caracteristicas de los elementos

Elemento | Conectividad by b (v (o Cj Ck A v E t
Finito i,k Yio¥e [ - [ ye-v | - | xo-x | - | (i) (psi} | (in)
| 1,24 -6 6 0 -10 0 10 30 03] 10x10° [ 0.2
1l 2,34 0 6 6 -10 10 0 30 [03] 10x10° | 0.2

Valuando la ecuacién para el célculo de la matriz local de rigidez

del elemento |, obtenemos

[K]|.2,4 =

1

2

(1300366 714286

2062271

Simétrica

3

- 659341
- 329670
659341

4
— 384615
- 230769
0
230769

7

- 641026
- 384615

0

384615
641026

con las propiedades

- 329670 |
- 1831502 |2
329670 (s
0 4
0 7
1831502 |»

mientras que si lo hacemos con las propiedades del elemento I, llegamos a

Sumando los términos comunes entre elementos, conformamos la matriz global

[K]2,3,4 =

3
(641026 0

4

1831602

Simétrica

5

- 641026
- 329670
1300366

6

- 384615 0
-1831502 329670

714286 - 659341

2062271 - 329670
659341

7

8

384815 |
0 4

- 384615 |s
- 230769 {s
0 7
230769 |s
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(1300366 714286 —659341 -384615 0 0 -641026 -329670
2062271 —329670 —230769 0 0 —384615 -—1831502|2

1300366 0 -641026 384615 0 714286 |3

Kol 2062271 -329670 —1831502 714286 0 4
1300366 714286 —659341 —384615 |s

Simétrica 2062271 -329670 -230769 |6

1300366 0 7

i 2062271 |8

El problema total presentado de forma matricial se escribe de la siguiente forma

(1300366 714286 -659341 —384615 0 0 -641026 -329670 U, | [Fix |
2062271 -329670 —230769 0 0 -384615 -1831502| V, | |Fy

1300366 0 -641026 —-384615 0 714286 |U;| |Fax

2062271 -329670 -1831502 714286 0 Vol |Fay

1300366 714286 -659341 384615 | U;| |Fix
2062271 -329670 -230769 | Vi iFay

Simétrica 1300366 0 Us| |Fax
: 2062271 |V, | [Fay,

La carga distribuida (w) la aproximamos a una carga puntual en los nodos 2 y 3

mediante la férmula

bwt
Fax =Fsx ==~

_ (6)(10000)(0.2)
2
= 6000Ib

Sustituyendo las condiciones de frontera del problema que son Ui=Us=0, Vi=V=0
Y sz = F3x =6 000 Ib.
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(1300366 714286 -659341 - 384615 0 0 -641026 -320670 JO] [ ©
2062271 -329670 - 230769 0 o -384615 -1831502] 0 0
1300366 0 -641026 - 384615 0 714286 U, | |6000
2062271 -329670 -1831502 714286 0 0 0
1300366 714286 -659341 -384615 |U;| |6000
. . 2062271 -329670 -230769 |V, 0
Simétrica 130036 0 Jo| | o
| 2062271 |V,| | 0 |
Resolviendo sistema de ecuaciones nos da los siguientes resultados
(Ul [ o
A 0
U, 0.01
A 0
= cm
U; 0.01
V;| |-0.0018
U, 0
|V, | [-0.0018]
Para el calculo de esfuerzos tenemos la expresion siguiente
E I v 0
{c’} = 5|V 1 0 {s}
1-v l1-v
0 0
2
donde {e} es el vector de deformacion unitaria y que es igual a
. 1 v 0 au/(-,»,(
{c} = 5|V 1 0 |5 5V éy .
l1-v 0 l1-v ’
2 (%) P
obteniendo el vector de deformaciones unitarias del elemento | tenemos que
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-6 6 0
= 0) + 0.0+ ——(0
X 2(30)() 2(30)( ) 2(30)()
N _ 0.001
x
ox 28 ' 2A YT oAk
v _-10 (0) + 0 (0) + 19 (-0.0018)
ax  2(30) 2(30) 2(30)
N o 0.0003
X
@+g=&ui+g‘]—u‘,+ﬁc—ﬁuk+&Vi+EJ—VJ+b—K—Vk
&y ox 2A ' 2A 2A 2A ' 2A 2A
U V=10 g O 0o+ 22 )+ 28 )+ -8 (0)+ ~2 (-0.0018)
y ox  2(30) 2(30) 2(30) 2(30) 2(30) 2(30)
U v
—+-—=0
oy ox

Sustituyendo estos valores tenemos que los esfuerzos en el elemento | son

10000
c) = 0 pSI
0

Procediendo de forma similar para el elemento I, obtenemos sus respectivos esfuerzos
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Cabe aclarar que estos esfuerzos calculados para cada elemento actian en el

centroide del elemento y son diferentes a los que se presentan en los nodos.
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VI.2. Se desea construir un muro de contencion (ver Fig. 6.2.) el cual estara sometido al
empuje de una masa de suelo cuya densidad es ym= 2.2 Ym®. El muro sera de concreto
con un modulo de elasticidad E=2.8x10° Kg/cm2 y un modulo de Poisson v=0.30. La
seccion geométrica es como se muestra en la Fig. 6.2.(a). Calcule los esfuerzos a los

que estara sometido este muro.

<

330kg —» 3

990kg ——>1

@

7
1650 kg —» * — X

&0

{a) Muro de contencién (b} Malla de elementos finitos

Fig. 6.2. Modelo del muro.
SOLUCION
Para resolver este problema ocuparemos nuevamente la expresion siguiente

+ciz(1—u) be,(1-v)

b

2 b|GIU + pr + ﬂ;—_u)_ b|CJU + E‘%——U) blb. + %:k(;——u)‘ b,C,U + b;c'_“__i)
; - - A - —
¢+ ﬂ!z—_”’ b oy %_U) ¢+ @%ﬂ bc+ b.c.(; DI bp.(; v)
2 1- B » 1 _
[ ] tE bi + Sl 5 v) beu+ b—"CJ-(—;—U) bb, + M be,u+ ——b"cJ(; v)
Ki= —— .
- - - bp,(1-
4A(1-0%) . bJ(12 v) b,e o+ by, (1-v) ee+ ,bk(z v)
o 204 - )
Simétrica SR L) B by (1-v)
2 , 2
Cz + bl(1 - U)

| 2




A continuacién en la Tabla 6.2 desglosaremos las propiedades geometricas de cada

uno de los elementos de la malla propuesta en la Fig. 6.2.(b)

Tabla 6. 2. Caracteristicas de los elementos.

Elemento | Conectividad b; b; By Ci Cj Ck A v E
Finito i.j,k Vi Ve | YooY | Yo ¥ | XX [ X-X [ X-% | (em?) (kg/cm®)
) 124 20 | 20 | 0 | 20 | © 20 | 200 | 0.20 | 280000
i 2,34 0 | 20 | 20 | -20 | 20 0 200 | 0.20 | 280 000
I 345 a0 | 40 | © 0 20 | 20 | 400 | 0.20 | 280000
IV 356 0 | <40 | 40 | 40 | 20 | 20 | 800 | 020 280000
V 56.7 20 | 20 | 0 | 40 | ©0 | 40 | 800 |020] 280000
Vi 6,78 0 | 20 | 40 | 60 | -20 | 40 | 1200 [020| 280000

Como se pudo notar, en los datos del problema no se proporciona un espesor

determinado, por lo tanto los calculos se haran considerando un valor para el espesor

“t"iguala 1 m.

Valuando la ecuacion para el calculo de la matriz local de rigidez con las propiedades

del elemento |, obtenemos:

1 2 3 4 7 8
70769231 -10000000 —15384615 5384615 -5384615 4615385 T
20769231 4615385 —5384615 5384615 —15384615 |2
[K]]24 _ 15384615 0 0 — 4615385 |3
- Simétrica 5384615 —5384615 0 4
5384615 0 7
i 15384615 |s

Mientras que si lo hacemos con las propiedades del elemento II, legamos a




[K]2,3.4 =

(5384615

0
15384615

Simétrica

— 5384615
4615385
20769231

5384615
- 15384615
- 10000000
20769231

Para el elemento 1i}, su matriz local es ia siguiente

[K]3,4,5 =

5
(30769231

Simétric

8
0
10769231

a

A su vez para el elemento IV

Khse =

5
[5384615

Y para el elemento V

6

0
15384615

Simétrica

7
—-30769231
5384615
33461538

9
- 2692308
- 4615385
16730769

8
4615385
-10769231
- 10000000
18461538

10
—5384615
- 7692308
5000000
9230769

0
- 4615385
- 15384615
4615385
15384615

9

0
— 5384615
-2692308
5384615
2692308

11
- 2692308
4615385
-14038462
384615
16730769

5384615 |

- 5384615]
0 4
5384615 |s
— 5384615 |6
0 7

10
- 4615385] s
0 6
4615385 |7
— 7692308 | 5
0 9
7692308 |

12
5384615 |
— 7692308
— 384615
- 1538462
— 5000000
9230769 |i




20769231 - 10000000
20769231

[K]S.6.7 =

Simétrica

" 12

- 15384615 5384615
4615385 — 5384615
15384615 0

5384615

13
— 5384615
5384615
0
- 5384615
5384615

t4

4615385 |

~ 15384615
- 4615385
0
0

15384615 |

Finalmente, el elemento Vi queda representado por la matriz de rigidez

1 12
8076923 0
23076923

[K]s.m =

Simétrica

Utilizando las seis matrices anteriores se puede formar la matriz global [Kg],

obteniéndose:

13 14
—2692308 -5384615
-4615385 -7692308
11153846 3333333

6153846

15
— 5384615
4615385
— 8461538
2051282
13846154

16

5384615 ]

-15384615
1282051
1538462

- 6666667

2

—

3

4

3

13846154 |
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Capitulo VI, Método del elemento finito aplicado a problemas phlanos.

Las fuerzas aplicadas al modelo del muro para su analisis mostradas en la Fig. 6.2.(b),
se calcularon inicialmente por medio del prisma de presiones sobre la superficie del

muro

E=Y_mz_2
2

Sabemos que este empuje es aplicado a un tercio de la altura “Z" medida a partir de la
base del muro, por lo que hubo necesidad de interpolar este valor a las alturas en que

se encuentran los nodos de la malla propuesta.

‘Sustituyendo las condiciones de frontera del problema que son U;=Ug=0,V;=Vg=0 y
Fax= 330, Fs= 990, F7,= 1 650.

Resolviendo el sistema de ecuaciones nos da los siguientes resultados de

desplazamientos.

Ul | 0.000332
V, 0.0000723

u,| | 0.000332

v,| |0.0000204

U, | 0.000274

v,| |0.0000173

u,| | 0.000282

v,| |0.0000728
u,|”| 0.000154 |
v,| |0.0000558

u, | 0.000118

v,| |-0.0000301

U, 0

v, 0

U, 0

v, 0
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Capitulo VI Método del elemento fnito apltlza'o 2 Emb]anas Ebuos.

Para el calculo de esfuerzos, al igual que en el ejemplo anterior, tenemos la expresion

siguiente

£ 1 v 0
{o}= v 1 0 (g
I-v, o 1=v
2

donde {¢} es el vector de deformacién unitaria

v O B%X
(1) 1 —(—)u a\%y
2 (*a) P

v

obteniendo el vector de deformaciones unitarias del elemento | tenemos que

U b b, by
— = —Uj+——Uy+— U
ax  2A ' 2A 2A
U _ 20 5 30x10)+ ~20_ 33231074+ 0 _(2.82x107%)
ox  2(200) 2(200) 2(200)
Y o
ox
&N G C, k
—— = Vi + =V +— V)
ox 2A ' 2A 2A
N =2 9307+ —0(2.04x107) + 20 (7.28x107%)
ax  2(200) 2(200) 2(200)
&N 2 5x10°8
ax
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Gapitulo VI, Método del elemento finito aplicado a problemas planos.

U N_C . Ch Gk by
— + u; + u,+
ox 2A 2A

oy
v_ -2 1074 + ——(3.32x1074) + 20
ox  2(200) (2 0) 2(200
20 s 0
+————(7.23x10" )+——(2.04x10 )+
2(200) 2(200) 2(200)
N N _gsx0-
oy x

N, (2.82x107%) +
oy )

(7.28x107%)

Sustituyendo estos valores estaremos en posibilidades de caicular los esfuerzos en el

elemento |,

0.0023
6, =40.0077 } kg/cm?
0.0102

De Ia misma forma que calculamos los esfuerzos en el elemento Il

0.1088
o, =1-0.0108} kg/cm?
-0.0135

Por su parte el elemento lll esta sometido a los siguientes esfuerzos

-0.0838
o, =1 0.0938 }kg/cm?
0.0458

Mientras que en el elemento IV tendremos
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Capitulo VI. Método del elemento  finito aplicado a problemas planos.

'-0.2667

a, = {-0.0488 } kg/cm?
0.1403

El elemento V esta sometido a los siguientes esfuerzos

" 0.1482
o, =1{-0.3462  kg/em?
-0.1833

y finalmente los valores de esfuerzo para el elemento V| son

'0.0695
o, =<0.2315 b kg/em®
0.3177

Como ya se menciont en el ejemplo anterior, estos esfuerzos son los que actdan en el

centroide del elemento.
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» La tesis pretende introducir al lector al método de los elementos finitos
mediante aplicaciones de la Ingenieria como la mecénica de sélidos, de fluidos y la
transferencia de calor. Se pone especial énfasis en la construccién de los diferentes
elementos utilizados y su aplicabilidad a problemas précticos.

>  Silas ecuaciones diferenciales son dificiles de resolver, podemos buscar una
solucién aproximada. Una solucién posible se logra al elegir la teoria del elemento
finito. Es por esto que podemos decir que el método del elemento finito es un

metodo numerico para resolver ecuaciones diferenciales.

>  El método de los elementos finitos no presenta dificultades de planteamiento

para geometrlas complejas.

» Los elementos finitos no son simples trozos segregados de la estructura
original, sino modelos especificos elasticos obligados a deformarse de tal manera
que tiendan a mantener la continuidad del conjunto.

> Los desplazamientos de los nodos son compatibles con la deformacién del

elemento.

» Las cargas externas aplicadas a la estructura se sustituyen por sistemas de

fuerzas equivalentes concentradas en los nodos. De existir cargas puntuales, de
104



- preferencia ha de distribuirse la malia de manera que los nodos coincidan con sus

puntos de aplicacion.

»  Las condiciones de frontera de la estructura, se introducen como restricciones
de giro, desplazamiento, temperatura, potencial de flujo, etc., sobre los nodos,
dependiendo del fenémeno en estudio.

» A cada elemento finito estudiado aisladamente es posible aplicar las teorias
clasicas de la mecanica del medio continuo y del calculo, lo que es posible dada la
forma geométrica sencilla elegida (triangulos, rectangulos...) estableciéndose las
condiciones de contorno y equilibrio a través de los nodos. Esta discretizacion de la
estructura permite su solucion planteando un sistema de ecuaciones lineales y se
aplica facilmente a cualquier estructura por complicadas que sean sus
caracteristicas geométricas y condiciones de carga.

» Los elementos finitos se enlazan entre ellos solamente mediante los nodos, lo
que significa que las condiciones de contorno de la estructura no se satisfacen a lo
largo de los lados. La solucién ahora es sélo aproximada en funcion de los

resultados obtenidos para los nodos.

» Las ecuaciones de comportamiento aproximadas pueden calcularse mediante
ensamblado de las ecuaciones de comportamiento de cada elemento finito. Esto es
una gran ventaja del método, ya que permite realizar gran parte de los calculos de

forma sistematizada.

» En general, dado que el método de célculo mediante elementos finitos es un
procedimiento aproximado, la precision requerida aumenta directamente con el
nimero de elementos empleados. No es posible concretar el nimero de elementos
que se requieren para obtener en cada caso la solucion mas satisfactoria, ya que va
a depender de la estructura objeto de estudio. La eleccién de la subdivision mas
conveniente ha de realizarse de acuerdo con la experiencia, basandose, si es
posible, en resultados obtenidos mediante ensayos. En cualqguier caso, se deben
poner en practica soluciones que hagan intervenir mallas de diferentes dimensiones

con el fin de asegurar la convergencia de los resultados.
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»  Resulta ventajoso en algunos casos utilizar una discretizacién gradual a fin de
conseguir un estudio mas detallado en aquellas zonas donde se tiene previsto que
puedan concentrarse deformaciones o tensiones.

» Para la resolucién de estructuras por el método de célculo mediante
elementos finitos se requiere el planteamiento de las matrices locales de todos los
elementos discretos y ensamblarlos adecuadamente con el fin de formar la matriz
global [Kg] de la totalidad de la estructura.

»  El meétodo del elemento finito parte del calculo matricial en el planteamiento
del equilibrio en los nodos mediante un sistema de ecuaciones resultado de la
contribucién de los elementos. En esencia el método de los elementos finitos se
resuelve cuando a cada elemento se le plantea la ecuacién que iiga las
deformaciones de los nodos con las fuerzas en ellas aplicadas a través de la matriz
local (matriz de rigidez, matriz transferencia de calor, de flujo en medios porosos,
etc.). El procedimiento que se sigue es suponer unas leyes, generalmente
polindmicas, que definen los recorridos de los puntos del elemento finito en funcién

de las coordenadas asignadas a los nodos.

» Dado que cada nodo tiene un nimero ‘n” de grados de libertad, entonces la
estructura tendra un numero total de grados de libertad igual a “n” veces el numero
total de nodos del modelo. Con esto cabe esperar que 1a matriz global [Kg] ha de ser
una matriz cuadrada de orden “n” veces el niumero de nodos que componen la

estructura.
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