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Introduccion

La busqueda de patrones en texto, al que denotaremos como B PT por sus siglas, es un
problema que consiste en determinar si un patrén dado aparece en un texto; si esto pasa
entonces se debe conocer las posiciones del texto donde el patrén ocurre. Estas ocurrencias
se refieren a apareamiento ezxacto (ezxact matching), es decir donde las cadenas coinciden
caracter a caracter.

BPT es un problema muy importante e interesante pues existe una gran cantidad de
aplicaciones, problemas e investigaciones que dependen de su solucién para poder conse-
guir un determinado fin, obtener un resultado, sugerir ideas de construccién para nuevos
algoritmos o simplemente como parte del proceso de investigacién y/o desarrollo. Estos
ambientes presentan caracteristicas diversas y se intenta agruparlas para dar algoritmos
que garanticen el mismo tiempo de ejecuciéon, manteniendo una cierta independencia en el
tratamiento de cada una de ellas. Por tal motivo, el estudio de BPT empez6 desde hace
mucho tiempo, pues asi lo ha exigido el entorno del hombre en problemas que van desde
editores de texto hasta investigacién en ADN.

El primer algoritmo que se cre6 como una solucién es el conocido como algoritmo
ingenuo, que es correcto sin importar las caracteristicas que un problema presente, pero
dependiendo de ellas puede resultar computacionalmente ineficiente. Sin embargo, a lo
largo de la historia han surgido una gran cantidad de algoritmos que resuelven el mismo
problema y que son mejores, en lo que se refiere al tiempo y espacio usado. Los primeros
algoritmos presentados formalmente con una complejidad menor son los de Knuth-Morris-
Pratt[5] y Boyer-Moore[2]. La mayoria de los algoritmos para BPT los toman como base,
los cudles en teoria tienen el mismo orden de complejidad, pero en la practica éste tltimo
resulta tener mejores resultados experimentales.

En este trabajo estudiaremos algoritmos que resuelven el problema B PT, desde el algo-
ritmo de Boyer-Moore en sus inicios y algunas modificaciones hasta llegar con el algoritmo
de Esko Ukkonen, el cudl es un ejemplo claro de la influencia que el primero tuvo sobre
él; donde la principal ventaja es que mejora la complejidad del algoritmo original, aunque
presenta cambios significativos como la estructura de datos usada, arreglos y arboles res-
pectivamente; y no asf la representacién de los datos mismos, pues ambos crean cadenas
sufijas y se basan en la misma idea para su construccién.

Existe en todo algoritmo partes elementales que no corresponden a la descripcién pro-
pia de él pero que son indispensables para su implementacién; éstas son partes vulnerables
que podrian incrementar el desempeno general del algoritmo; generalmente se implemen-
tan dependiendo de cada problema particular, siempre y cuando garanticen los tiempos
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que la teoria asume. En este trabajo se hace énfasis en éstas partes tan importantes como
el algoritmo mismo.



Capitulo 1

Algoritmo de Boyer-Moore

1.1. Introduccion

El Algoritmo de Boyer-Moore resuelve el problema de apareamiento exacto (ezact
matching) el cual consiste en encontrar todas las ocurrencias del patrén P de n simbolos, en
el texto T' que consiste de m simbolos o caracteres. A lo largo de este trabajo mantendremos
constante el hecho de que |P|=ny |T| =m.

Por ejemplo, si P = aba y T estd definido como sigue:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

T= bbabaxababay

entonces P ocurre en T' empezando en las posiciones 3, 7 y 9.

Este capitulo describe el algoritmo de Boyer-Moore, analizando el tiempo de ejecucién,
que es O(n+m) en el peor caso. Asimismo revisaremos el espacio requerido para almacenar
los datos y el preproceso que se debe hacer al patrén a buscar, de tal manera que se cumpla
con el tiempo de ejecucién antes mencionado.

1.2. Definiciones basicas

» Un simbolo o cardcter es un objeto indivisible.!

= Un alfabeto es un conjunto finito de simbolos. En general, se usa la letra griega 2.
para denotarlo.

= Una cadena S es una sucesién finita de simbolos; cada uno pertenece a un alfabeto
finito y se encuentran ordenados de izquierda a derecha. |S| denota el ndmero de
simbolos en S.

» Para cualquier cadena S, S(7) denota el i—ésimo caricter de S. Decimos que S es
una cadena sobre X, si cada S(i) € X.

!Frecuentemente, para fines de manejo de cadenas, el término més comiin a emplear es caricter, por lo
que trataremos de apegarnos a esta nomenclatura.
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Ejemplos:
Sea ¥ = {0,1} y S = 0011001. S es una cadena sobre ¥, donde |S| = 7.
Sea ¥ = {a,b,c,d} y S = acb. S es una cadena sobre ¥, donde |S| = 3.

» Para cualquier cadena S, S[i... j] es una subcadena de S que empieza en la posicién
iy terminaen j. Si¢ = 1, entonces S[i...j] = S[1...j] esun prefijode S.Sij = |S|,
entonces S[i...j] = S[i...|S|] es un sufijo de S.

Ejemplo:
Universidad es una cadena, ersid es una subcadena, Univ es un prefijo e idad es un
sufijo.

= Un prefijo propio, sufijo propio o subcadena propia de S es, respectivamente
un prefijo, sufijo o subcadena de S, que no es toda la cadena S.

= Supongamos que a y b son variables que contienen cada una de ellas a un caracter.
Se dice que a y b se aparean (match), cuando al compararlos resulta que a = b;
de lo contrario se dice que no se aparean (mismatch).

1.3. Descripcion del algoritmo de Boyer-Moore

Antes de describir el algoritmo de Boyer-Moore, que por economia denotaremos como
ABM, consideraremos una forma bésica de resolver el problema de apareamiento exacto.

La forma més ficil de obtener la solucion a este problema, es alinear el lado izquierdo
de T con el lado izquierdo de P y comparar cardcter con cardcter hasta llegar al altimo de
P, el del lado derecho, o encontrar que dos caricteres alineados resultan ser distintos. Si
ocurre que los caricteres comparados no se aparean, mover a P una posicién a la derecha
respecto a T'. Si se ha comparado completamente a P, quiere decir que existe una presencia
de P en T, por lo que se reporta la posicién izquierda donde se alinean el principio de
P con T, se mueve a P un lugar a la derecha y se inicia la comparacién de nuevo; este
proceso se muestra en la Figura 1.1.

En esta figura se observa, en la primera alineacién, que la primera comparaciéon que se
realiza es T'(1) con P(1); al ocurrir un no-apareo inmediato, se prosigue a mover a P una
posicién, resultando la segunda alineacién, y la comparacién de T'(2) con P(1), T'(3) con
P(2), y asi sucesivamente obteniendo apareos, y por lo tanto continuando la exploracién,
hasta que la comparacién de T'(9) y P(8) conduce a un no-apareo. Entonces se recorre P
una posicién (tercera alineacién), se recomienza la exploracién y al ocurrir un no-apareo,
se repiten estos ultimos pasos dos veces més (cuarta y quinta alineacién), hasta que en el
préximo movimiento de P (la sexta alineacién), ocurren ocho apareos consecutivos, que es
la longitud de P, lo que conduce a saber que P aparece en I' empezando en la posicion 6.
Con este ejemplo, este algoritmo realiza 20 comparaciones? para poder llegar a encontrar
la presencia de P en T'.

*Basta contar el niimero total de v/’s y de *’s.
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
T x a b x y a b y a b x =z
1" alineacion P: a b x y a b x 1z
*
249 alineacién a b x y a b x =z
vV VvV VvV
374 alineacién a b x y a b x =z
*
4*4 glineacién a b x y a b x =z
*
54 alineacion a b x y a b x =z
*
6% alineacion a b x b

y a X z
VRV AN ENENVEN,
Figura 1.1: Proceso de bisqueda del patrén P en el texto T. Donde 4/ indica un apareo y % indica
un no-apareo.

A este algoritmo que hemos descrito, se le conoce como algoritmo ingenuo (naive
algorithm), al que denotaremos Al, y que hace honor a su nombre, pues es muy facil de
entender y de programar, sin embargo, el tiempo de ejecucion es de nm para cualquier
caso, lo cual para fines practicos resulta muy costoso. La razén de ello es que Al empieza
cada ciclo de exploracién como si fuese el primero, sin analizar la informacién que va
conociendo de P y de T, pues si lo hiciera, podria realizar movimientos del patrén por
mas de un caricter, cuando ocurriese un no-apareo, cuidando al mismo tiempo de que este
movimiento sea lo suficientemente largo para evitar comparaciones posteriores inutiles y
suficientemente corto para no perder una presencia de P en 7. Esta accién ayudaria a
eliminar algunas de las comparaciones que conducen a un no-apareo, moviendo a P a
través de T més rapidamente.

Para mostrar que se podria tener un mejor tiempo de proceso que el que se obtiene con
AT, consideremos las cadenas de T'y P usadas en la Figura 1.1, en donde después de la
novena comparacién, T'(9) con P(8), se podrian ahorrar las préximas tres comparaciones
moviendo a P para alinearlo con 7'(6), resultando en lo que corresponde en la figura
con la tercera alineacién. Esto se hace precisamente aprovechando el conocimiento que se
adquiere sobre las cadenas al realizar las primeras comparaciones, pues después de esto, se
sabe que P(1) = a ocurre en la posicién 5; mientras que en T' ocurre primero en la posicién
2 y luego en la posicién 6. Por lo tanto se puede concluir que no existirin apareos hasta
que P sea alineado, al menos, con T'(6), logrando con ello el ahorro de comparaciones que
sabemos de antemano conducirdn a no-apareos. Este proceso se muestra en la Figura 1.2

E1 ABM, para lograr solucionar el problema de apareamiento exacto, se basa en la idea
anterior con algunas modificaciones que consisten en el uso de tres reglas, que explicaremos
a la brevedad: “exploracién de derecha a izquierda” (right to left scan), “movimiento por
un cardcter erréneo” (character shift rule) y “movimiento por un buen sufijo” (good suffiz
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
T x a b x y a b x y a b x 1z
1" alineacion P: & b x y a b x 1z
*
249 alineacién a

b x y a
VARVANENAN )
v VARRVARRVARRYA

Figura 1.2: Proceso de exploracién en el cual se ahorran comparaciones, al conocer informacién

3"% alineacién

< oo
L™

< < * N

adicional sobre P.

shift rule). Estas tres reglas se aplican a P en una etapa de preprocesamiento, con las
cuales se logra obtener una complejidad de O(n + m) en el peor de los casos. Ademds, si
también se usan sobre P unas extensiones de dichas reglas, que se explicardn mas adelante,
se logra obtener un tiempo de O(m).

1.3.1. Exploracién de derecha a izquierda (right-to-left scan)

Esta regla alinea el patron P con el texto 7', de la misma forma en que lo hacia el Al
pero contrario a éste, la comparacién de los caricteres la realiza de derecha a izquierda.

Un ejemplo se muestra en la Figura 1.3, donde el patrén estd alineado empezando en
T(3).

1 2 3 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
T- xpbctbxabpgxctbpagqg
P: t pabxab

« VYV Y

Figura 1.3: Exploracién de derecha a izquierda. Dadas de esta forma la alineacién de P y T, la
primera comparacién fallida sucede con T'(5) y P(3).

Con esta alineacion, la primera comparaciéon que el ABM realiza es de T'(9) con P(7),
es decir, el 1ltimo caricter de P con el respectivo caricter de T', y de ahi sigue comparando
hacia la izquierda, hasta que encuentra que T'(5) y P(3) no se aparean; en ese momento
se recorre a P hacia la derecha?, la cual en el ABM se determina por alguna de las otras
dos reglas antes mencionadas, y se iniciarian de nuevo las comparaciones.

1.3.2. Regla del caricter erréneo (Bad character rule)

Para darnos una idea de esta regla supongamos la siguiente situacién: dada una alinea-
ci6n de P con T, si sucede un no-apareo de P(n) = ¢y T(j) = z, es decir en la comparacién

3En la figura no se muestra este corrimiento, pues atin no hemos explicado como se realiza en ABM.
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inicial, y si conocemos la posicién k més a la derecha de P, tal que P(k) = T'(j) = z, en-
tonces podemos reubicar a P hacia la derecha de tal forma que P(k) quede abajo de T'(j),
y recomenzar la exploracién, con la garantia de tener mayores posibilidades de encontrar
una ocurrencia de P en T (ver Figura 1.4(a)). Si  no ocurre en P, entonces este patrén
se reubica pasando la posicién j en T' (ver Figura 1.4(b)).

1 2 3 4 6 7 8 9 10 11 12
T:prctb@a P 4 X
(a) P: a@byc
*
a x b y ¢

10 11 12

T:prctb@abpqx
c
*

-
V)
w
[
ot
o
~
®©
©

(b) P: a a by
a a b y ¢

Figura 1.4: Regla del carcter erréneo. (a) Al comparar a T(7) con P(n),n = 5, ocurre un no
apareo, por lo que se busca la posicién k més a la derecha de P en donde P(k) = T'(7); ésta es P(2),
por lo que P es alineada de tal forma que P(2) coincida con T'(7). (b) En este caso al ocurrir el
no apareo de T'(7) con P(5), y como T'(7) no figura en P, el patrén se reubica pasando la posicién
7deT.

Procedemos a formalizar esta idea con la siguiente definicion:

Definicién 1.3.1. Para cada x en el alfabeto X, sea R(x) la posicion mds a la derecha
donde x ocurre en P. R(z) =0 si x no ocurre en P.

Algoritmo para calcular los valores del arreglo R

El algoritmo que calcula los valores R(z), es:

Consideremos un arreglo?* R del tamafo del alfabeto X; al inicio asignamos ceros a
todas las posiciones, empezamos a recorrer a P de izquierda a derecha y asignamos la
posicién i—ésima, en la que estamos situados, al cardcter P(i) en R. De esta forma se
garantiza que al terminar de recorrer a P, R guarda las posiciones mds a la derecha, en
donde aparecié cada caracter de P y 0 para los caracteres que pertenecen a 3 y no a P.

Un ejemplo de este proceso se muestra en la Figura 1.5, en donde observamos que
cuando un caricter x aparece mas de una vez, sélo perdura en R la tltima asignacion, es
decir la posicién més a la derecha en donde x ocurre en P. Tal es el caso de d que obtiene
en primer lugar la posiciéon 2, cambiando luego a 4 y por ultimo a 6.

4El tipo de almacenamiento depende del alfabeto con el que se esté trabajando, cuidando que esta
eleccién garantice la eficiencia de acceso al valor R, dado un carécter x.
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1 2 4 5 1 2 4 5 6

Y¥={ a b ¢ d e } P= ¢ d ¢ d a d
a b ¢ d e

pos.1: R=[ 0, 0, 1, 0, 0 ]

pos.2: R=[ 0, 0, 1, 2, 0 ]

pos.3: R=[ 0, 0, 3, 2, 0 ]

pos.4: R=[ 0, 0, 3, 4, 0 |

pos.5: R=[ 5, 0, 3, 4, 0 |

pos.6: R=[ 5, 0, 3, 6, 0 |

Figura 1.5: El arreglo R. Estos valores corresponden a los cardcteres posicionados en el mismo
lugar como en X. Se ilustran los valores que este arreglo contiene en cada paso del algoritmo.

Es claro que este algoritmo se ejecuta en tiempo lineal con respecto al patréon y que
tenemos que reservar memoria suficiente para almacenar la posicién de cada uno de los
caricteres del alfabeto®, o sea, |3

Una vez que tenemos calculados los valores R(z), los usamos en el algoritmo que
corresponde a la regla del cardcter erréneo (bad character shift rule) para determinar el
numero de posiciones a la derecha que P se recorrerd al ocurrir un no-apareo, el cual trata
en lo posible que éste sea mayor que uno.

Algoritmo de la regla del caracter erréneo

Supongamos que, como en la Figura 1.3, los cardcteres de P[(n — 1) ...n] se aparean
con los respectivos caracteres de T en una alineacién de ambas cadenas, pero ocurre un
no-apareo de P(%) con T'(k). La regla del cardcter errdneo dice que P serd reubicado por
maz{l,i — R(T(k))} posiciones a la derecha. Es decir, si la ocurrencia mds a la derecha
en P del carcter T'(k) es en la posicion j, tal que j < 4, entonces reubicamos a P para
que el caracter j de P esté abajo del caricter k£ de T'. En cualquier otro caso, movemos a
P una posicién y recomenzamos el proceso de exploracién para la nueva alineacion.

1.3.3. Regla extendida del caracter erréneo
(extended bad character rule)

Existen ocasiones en que para ciertos patrones, la regla del cardcter erréneo no encuen-
tra la posicién deseada de reubicacion del patrén, si es que el cardcter T'(j), que ocasiond el
no-apareo, se encuentra a la derecha del caricter correspondiente a P para esa alineacion.
En la Figura 1.6(a) se observa que con la regla del cardcter erréneo, al ocurrir el no-apareo

SEn ciertos casos se recomienda la representacién binaria del caracter para ubicarlo dentro del arreglo,
haciendo las conversiones necesarias o el uso de hash; esta eleccién depende del alfabeto que se esté traba-
jando.
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de T'(6) con P(5) y encontrar que 8 es la posicién mds a la derecha de P donde ocurre
T(6), esta regla indicaria el corrimiento de P por una posicién, pues i — R(T'(k)) resulta
ser una posicién invalida para la cadena; pero como 7'(6) también ocurre en P(1), lo mejor
seria reubicar a P para que coincida P(1) con 7'(6), como se observa en la Figura 1.6(b).
Esta regla implementa esta idea para obtener beneficios en eficiencia.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
(a) T x p y ¢ ¢t @ x a b p q x c
P: b x a a ¢ x a @
VANVAY,
b x a a ¢ x a b
1 2 5 10 11 12 13
P q X ¢

O

Figura 1.6: Regla del cardcter errdneo v.s. regla extendida del cardcter errdneo. (a) Con la primera
regla P se reubica por una posicién a la derecha. (b) Con la segunda, P se reubica por 4 posiciones
a la derecha.

X w

o

[l

= x 2@
ML M Mo~
<L D o
© L T T e

c x a b

Esta situacion es comun cuando el texto contiene muchas repeticiones de caricteres,
situacién tipica del ADN, con alfabeto de tamafio cuatro; en tales casos el uso de la regla
extendida del cardcter erroneo deberia trabajar de forma mds robusta, y de esta forma
reemplazaria a la regla del cardcter erréneo.

En resumen ésta regla consiste en que cuando un no-apareo ocurre en la posicion ¢ de
P y el caricter que lo ocasioné en T es z, entonces P se reubica a la derecha hasta que la
T mas cercana a la izquierda de ¢ en P, esté bajo la z de T.

Si esa z no existe, entonces P se reubica hacia la derecha pasando la posicién 7.

Preprocesamiento de la regla extendida del cardcter errdéneo

Para la implementacién de esta regla, necesitamos preprocesar a P, y de esta forma se
garantiza mejorar la eficiencia en tiempo y espacio.

Este preproceso incluye el calculo de la posicién de la ocurrencia mas cercana de x en
P, ala izquierda de ¢, para cada posicién ¢ en Py para cada cardcter = en Y. La forma més
simple de obtener esta informacién es tener un arreglo de n x |X| para guardar estos datos,
y entonces cuando ocurre un no-apareo con z de 7' en la posicién ¢ de P, basta obtener
la entrada (i,z) de este arreglo. Evidentemente la consulta de dicha tabla, dados i y =z,
es rapida en el acceso pero muy ineficiente respecto a espacio, ademds de que el tiempo
para construir el arreglo puede ser excesivo. La forma més sencilla consiste en recorrer el
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patrén de izquierda a derecha y asignar a cada (¢, P(i — 1)), con i fija, la posicién 7 — 1
y para el resto de (7,y), con = # y, se les asigna el valor respectivo (i — 1,y), obteniendo
con esto n X |X| en tiempo de ejecucién, 2 < i < n; cuando i =1, (i,z) =0V x € X.

Un ejemplo del proceso de este algoritmo se muestra en la Figura 1.7.

1 2 3 4 5 6
Y={ a b ¢ d } P= a b ¢ ¢ a d
i=1 i=2 i=3
al/b|c|d al/b|c|d alb|c|d
1{0/0]0]0 1{010]0]0 1{0/0]0]0
2 2|11(0(|0(0 2|11(0(|0|0
3 3 3|112|0|0
4 4 4
5 5 5
6 6 6

Figura 1.7: Preproceso para la regla extendida del cardcter erréneo. En este esquema se muestra el
arreglo bidimensional, resultado de realizar las tres primeras iteraciones del algoritmo mas simple
para preprocesar a P.

Para mejorar la eficiencia en espacio respecto a la descrita anteriormente, se procede
a recorrer a P de derecha a izquierda, recolectando las posiciones donde z ocurre en P,
para todo z € Y. Como la exploracién es de derecha a izquierda, obtendremos listas de
valores en orden descendente. Por ejemplo, si P estd definido como sigue:

1 2 3 4 5 6 7 8 9

P=y x x 2 w x z x Yy

tenemos que la lista asociada al caricter z es [8,6,3,2], para y es [9, 1], para z es [7,4] y
para w es [5].

La forma de usar esta informacion consiste en que cuando ocurre un no-apareo en la
posicién ¢ de P con el cardcter x de T', se explora la lista asignada a x hasta encontrar el
primer nimero menor que %, obteniendo la posiciéon deseada de x; si no existe este niimero
menor, quiere decir que no ocurre a la izquierda de 7, por lo que P se reubica pasando la
posicién z de T', que implica mover a P por ¢ posiciones.

Implementando esta tultima idea se mejora la eficiencia de calcular las listas, donde el
tiempo de explorar cada una es de a lo mas n — 4, con lo cual se puede afectar el tiempo
de ejecucién del ABM, llevandolo al doble. Sin embargo este aumento puede reducirse a
menos del doble, dependiendo del problema que se esté resolviendo y también realizando
alguna busqueda binaria sobre las listas para reducir el tiempo de ejecucion.

Una garantia de la regla extendida, es que obtenemos reubicaciones de P por cantidades
mas grandes, pero en general se elije la regla simple para evitar incrementar la complejidad
en el momento del apareamiento a costa de espacio.
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1.3.4. Regla (fuerte) del buen sufijo ((Strong) good suffix rule)

Esta regla surge para resolver los problemas cuando existen muchas repeticiones de
caracteres en el texto, como los que se mencionaron en la seccién anterior.

El método de preprocesamiento original para esta regla es considerado muy dificil y
poco entendible [4], pero con algunas ideas, que explicaremos més adelante, este proceso
se entiende de mejor manera.

La regla fuerte del buen sufijo consiste en:

Dada una alineaciéon de P y T, supongamos que una subcadena ¢ de T se aparea con
un sufijo de P ocurriendo un no-apareo en la siguiente comparacién a la izquierda, como
se muestra en la Figura 1.8(a). Se debe encontrar, si existe, la copia més a la derecha t' de
ten P, tal que t' no es t y el cardcter a la izquierda de t' difiere del cardcter a la izquierda
de ¢t — ver Figura 1.8(b). Si esta subcadena existe, recorre a P hacia la derecha para que
t' quede bajo la subcadena ¢ de T — Figura 1.8(c). Si ¢ no existe, entonces recorre a P
pasando el lado izquierdo de t en T por la menor cantidad para que un prefijo del patrén
aparee a un sufijo de ¢ en T' — Figura 1.8(d). Si tal corrimiento no es posible, entonces
recorre a P por n posiciones hacia la derecha, es decir pasando a ¢t en T ~Figura 1.8(e). Si
no se encuentra un no-apareo y se termina de revisar P, entonces se ha encontrado una
ocurrencia de P; se debe mover a P por la menor cantidad para que un prefijo propio del
patron recorrido aparee un sufijo de la ocurrencia de P en T', como se vi6 en la Figura
1.8(d), sélo que ahora es del patrén completo encontrado en 7. Si tal corrimiento no es
posible, entonces recorre a P por n lugares, es decir, mover a P pasando t en 7.

Teorema 1.3.1. El uso de la regla del buen sufijo nunce mueve a P brincando una
presencia de P en T.

Demostracién. Supongamos que el lado derecho de P se encuentra alineado con el
caracter k de T', antes de realizar algiin movimiento, y supongamos que la regla del buen
sufijo mueve a P, de tal forma que el dltimo cardcter, P(n), queda alineado con k', donde
k' > k. Cualquier ocurrencia de P que termine en una posicién j estrictamente entre k y
k' violaria la regla de seleccién de k', ya que esto implicaria que una copia més cercana de
t ocurre en P o que existe un prefijo mas grande de P que aparea a un sufijo de ¢. Por lo
tanto esta ocurrencia de P no existe y la regla nunca mueve a P brincando una presencia

de PenT. 0

El algoritmo original de Boyer-Moore usa una regla mas débil que la regla fuerte del
buen sufijo[4], la cual difiere de ésta en que no se pide que el cardcter a la izquierda de ¢’
sea distinto del caracter a la izquierda de t.

La desventaja de esta “regla débil” es que las reubicaciones de P se realizan brincando
menos posiciones, ocasionando con esto comparaciones vanas —como se muestra en la
Figura 1.9— razén por la cual el ABM usa la regla fuerte del buen sufijo para garantizar el
tiempo de ejecucion lineal.
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T: x[ ¢ ]

T: x[ t ]
P: z[t ]| ¥[v y[t]
T: < ¢ ]

P: v | y[v | v[t]

t
A~

T x [r]s]
P: [s]
T: xlTII
P: | y

Figura 1.8: Regla (fuerte) del buen sufijo. (a) Un sufijo de P encuentra un apareo con una
subcadena de T', pero en la préxima comparacién ocurre un no-apareo. (b) La copia ¢’ de t que
nos sirve es la que se encuentra mas a la izquierda, pues cumple que z # y. (c) Una vez encontrada
la copia de t deseada, se reubica a P de tal forma que t' quede abajo de t. (d) En este caso se
encontré un apareo de un sufijo de t en T' con un prefijo de P, aqui t = rs. (e) El patrén se reubica
pasando t en T'.

Preprocesamiento para la regla del buen sufijo

El preprocesamiento que explicaremos a continuacién se aplica en el ABM. Para ello
definiremos lo siguiente:

Definicién 1.3.2. Para cada i, con i > 1, definimos L(i) como la posicion mds grande,
menor que n, tal que la cadena P[i...n] aparea un sufijo de P[1...L(7)]. L(i) es 0 si no
existe una posicion que satisfaga estas condiciones.

Definicién 1.3.3. Para cada i, sea L'(i) la posicion mds grande, menor que n, tal que
la cadena Pli...n] aparea a un sufijo de P[1...L'(i)] y tal que el cardcter que precede a
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
T abcdef ghxcabybabxbahb
(a) P: x cfa bly b[la b|x b[a b

* vV
xcabybabxbahb

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

T abcdef ghxcabybabxbahb
(b) P: x cfa by b[a b]x b[a D
VN

xcabybabxbahb

Figura 1.9: Regla del buen sufijo v.s. regla fuerte del buen sufijo. Al ocurrir el no-apareo de T'(10)
con P(10) (a) Con la primera P se reubica para que P[7...8] esté bajo T[11...12], (b) Con la
segunda P se reubica de tal forma que P[3...4] quede abajo de T[11...12].

dicho sufijo no es igual a P(i —1). L'(i) es 0 si no existe una posicion que satisfaga estas
condiciones.

En resumen, L(i) es la posicién final de la copia de P[i...n] que no es sufijo de P, y
de igual manera para L'(i), sélo que en este dltimo se exige que el cardcter que precede a
dicha copia sea distinto de P(i — 1).

Por ejemplo, si el patrén estd definido de la siguiente manera, P = xcabybabrbab
donde n = 12, entonces para i = 10, sea « la subcadena P[i...12] = bab; la posicién
mayor (distinta de 12) donde « aparece es 8, como se muestra a continuacién.

L'(10)
: P L'(10) = 8

e e S o=
(x[c]a]b[v[b]a]b[x]b]a]b]

1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 2

En el diagrama anterior, también se muestra el valor para L'(10), donde en este caso
coincide con L(10), ya que P(9) # P(5).

Sii = 11, sea 8 la subcadena PJi...12] = ab, la posicién final donde 3 vuelve aparecer,
sin ser sufijo de P, es 8, por lo que tenemos que L(11) = 8, pero aqui P(10) = P(6), por
lo que para asignar valor a L'(11) se vuelve a buscar a 8 hacia la izquierda; en este caso
ocurre terminando en P(4), y como P(10) # P(2), entonces L'(11) = 4, como se muestra
en el siguiente esquema.
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L'(11)

B L'(11) =4
8 [] pan=s
xlefa[b[v[b[alb]x[b[a]]

1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 2

Estos valores son de gran ayuda, segin la regla que se desee usar, pues la regla débil del
buen sufijo o la regla fuerte del buen sufijo, implicaria el uso de L(i) y L'(z) respectivamente,
ademds de que L'(7), para 1 < 7 < n, se puede calcular en la etapa de preprocesamiento
del ABM (y si se desea, también L(7)) en tiempo O(n) usando las definiciones y teoremas
que presentaremos a continuacion.

Asi para la versién del ABM que ocupa a la regla fuerte del buen sufijo, si el cardcter
i — 1 de P ocasion6 un no-apareo y L'(i) > 0, entonces P se mueve a la derecha por
n — L'(i) posiciones, logrando con esto movimientos de P como los que se muestran en la
Figura 1.9(b).

Pasamos ahora a calcular los valores de L y L' justificando la complejidad de O(n) que
esto conlleva.

Definicién 1.3.4. Sea P una cadena; definimos N(j) como la longitud del sufijo mds
grande de la subcadena P[1...j]| que también es sufijo de P.

Por ejemplo, si P = cabdabzabdab, entonces N(3) = 2 y N(6) = 5. Siguiendo esta
definicion mostramos en la Figura 1.10 las cadenas que se aparean para j = 3 y 6.

0% (0%

8 |
P:= | c|a|b|d|a|b|[x]a]b]d]a]b

1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 2

Figura 1.10: Célculo de un valor de N. Dado P, N(6) es la longitud de «; el sufijo méds grande de
la subcadena P[1...6] que también se aparea con un sufijo de P. También se muestra N(3), con
B representando el sufijo correspondiente.

Teorema 1.3.2. L(i) es el indice j mds grande, menor que n, tal que N(j) > |P[i...n]| =
n—i+1. L'(3) es el indice j mds grande, menor que n, tal que N(j) = |P[i...n]| = n—i+1.

Demostracién. Cada valor de N(j) corresponde al sufijo mis grande que puede obtenerse
del prefijo que termina en j y que también es sufijo de P.

Al tener un sufijo de longitud N(j) = |P[i...n]|, sabemos que el valor N asignado a
j corresponde a la longitud més grande, menor que n (pues perderia sentido si no fuera
elegido de esta manera), de una subcadena que es P[(j — N(j) +1)...j], que termina en
J ¥ que aparea a un sufijo de P, que es P[(n — N(j)+1)...n], justo la definicién de L'(7),
para i =n — N(j) + 1 (ver Figura 1.11).
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N=L1 [ [ ol | T [ [ [ [ [ T ]|
] n

N() N(j)
pi= _F——"— "
j n—NG)+ 1 n
V=T T T T T T T T T TI3TT T

n— NG +1 n

Figura 1.11: Relacién entre N y L', con respecto a P.

En el caso que N(j) > |PJi...n]|, quiere decir que se encontré en la posicién j, un
sufijo a de longitud N (j), que corresponde al valor para L(n — N(j) + 1), y los sufijos que
se van formando al avanzar hacia la derecha también lo son para «, por lo que el valor de

L(i) paran — N(j) + 1 <i < n queda fijo a j (ver Figura 1.12). W
Ne=[11 ol | [ [ [ [ [ [ [ [ ||
J n

P s

P .= o o
j n
L=T T T T T T T T T T Tjlilili]
n—N@G)+1 n

Figura 1.12: Relacién entre N y L, con respecto a P.

La relacién que existe entre L(i) y N (i) es que los primeros se pueden obtener a partir
de los segundos, considerando las relaciones dadas en el teorema anterior.

Antes de continuar con el algoritmo que calcula los valores de L(i), a partir de los
valores de N(j), mostraremos la forma de obtener a los segundos en tiempo lineal con
respecto a la longitud de P.

El arreglo N

Como veiamos anteriormente, al calcular los valores N obtenemos cajas que definen a
las subcadenas que se aparean con un sufijo dado, como se muestra en la Figura 1.13. Si
N(i) > 0, cada caja termina en alguna posicién i < |P|, en donde su longitud es N(i). De
esta forma cada una de ellas representa una subcadena® de longitud mixima que aparea
a un sufijo de P. De esto surgen las siguientes definiciones:

fLa cual no termina en |P|.
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Definicién 1.3.5. Para cada i < n, tal que N(i) > 0, la N-caja en i es la subcadena que
termina en i y empieza en i — N (i) + 1.

| !
P N
li i T3 T
n — N(r;)

Figura 1.13: N-caja. Cada caja representa una subcadena que se aparea con un sufijo; cada una
termina entre las posiciones ¢ y n — 1; [; representa el inicio de la primer caja, la cuél termina en
i 6 a la derecha de esa posicién, a denota esa N(i)-caja. También se muestra la copia de a como
sufijo de P.

Definicién 1.3.6. Para cada i < n, l; = min{j —N(j)+1|i<j<n,N(j) >0}y
i =7.

Es decir, I; es la posicién méas a la izquierda de todas las N-cajas que terminan en, o
después de ¢, y a su vez es la posicion inicial, a la derecha, de la N-caja que termina en

r3; I; puede ser elegido para ser el lado izquierdo de varias de estas N-cajas. Por ejemplo,
si el patrén, estd definido como sigue:

P:y|cbaabaa|xa|cbaabaa

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17

Entonces para j = 15, N(8) =7, l15 =2y r15 = 8.

Como mencionamos anteriormente, este algoritmo puede ser implementado en tiempo
lineal, respecto a P, aprovechando algunas ideas que explicaremos a continuacion.

El patrén se recorre de derecha a izquierda, empezando por ¢ = n — 1, en donde
para cada iteracion i, el algoritmo s6lo necesita los valores de r y [ anteriores inmediatos,
j =1 — 1, por lo que basta con el uso de dos variables que almacenen a dichos valores y
que se actualicen en la iteracion sobre 7; si se desea pueden ser almacenados.

Los valores de N

» El primer paso del algoritmo es calcular N(n — 1), lo cual se realiza comparando,
de derecha a izquierda, los cardcteres P[l...(n — 1)] con P[l...n] hasta que se
encuentre un no-apareo; el valor a asignar es la longitud de la subcadena que se
apared.

Si N(n—1) >0, entonces l =1,y =n—Nn—-1)+1yr=rp_1 =n—1ysi
N(n—1) =0 entonces [ = r = n.

= A continuacién, se asume inductivamente que el algoritmo ha calculado correcta-
mente N(i) Vi€ {n...k+ 1}, por lo que conoce también los valores de r = 1441 y
I = l11; el proximo paso es calcular N (k), recordemos que k se va decrementando,
ya que la exploracién es de derecha a izquierda.
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Es importante mencionar el hecho de que al usar los valores de N anteriormente calcu-
lados se ahorra tiempo en ejecucién, ya que un caso implicaria no realizar mas operaciones
y obtener de inmediato a N (k). Un ejemplo de esto es: si tenemos a P como en el esquema
anterior, con k = 5, se han calculado N(16) hasta N(6), [ = 2 y r = 8; entonces sabemos
que existe una subcadena, que empieza en P(2) con longitud 7 y que se aparea con un
sufijo de P, de la misma longitud (ver Figura 1.14), de lo anterior también sabemos que
existe una subcadena S de longitud 4, que aparea a la subcadena de la misma longitud,
que termina en P(14), esto pasa porque existe la repeticién de a en P(2) y en P(11); como
N(14) = 3, la cuél ya se habia calculado, quiere decir que existe una subcadena y que
termina en P(14) que aparea a un sufijo de P, por lo que este valor es 1til para el cilculo
de N(5); ya que N(14) < |B| = 4, entonces se deduce que N(5) = N(14). Por lo que en
este caso no fué necesario ninguna operacién extra para calcular este valor.

1 k r
a r—————--= a_|
5 | I A |
o g B o
|y c|b|a|a b|a|a x|a c b|a|a b|a|a

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17

Figura 1.14: Célculo de un valor N sin ninguna operacién extra. Se ilustra la forma en que se
calcula el valor de N(5), aprovechando el conocimiento de informacién previamente obtenida.

El algoritmo N

Dadas N(i) donde k+ 1 < i < n, r y [, entonces N(k) se calcula y r, [ se actualizan
de la siguiente manera:

1. Si k < [, encontrar N (k) al comparar los caricteres, empezando en la posicién k y
seguir con las sucesivas comparaciones hacia la izquierda hasta que se encuentre un
no-apareo. La longitud de la subcadena que se aparea es el valor asignado a N (k).
Si N(k) >0, entonces | =k — N(k)+1yr=k.

2. Si k > [, entonces la posicién k estd contenida en una N-caja, por lo que ocurre lo
siguiente:

a) P(k) estd contenida en la subcadena P[l...r] (a la que denotamos «), tal que
r<n.

b) « aparea un sufijo de P, que es P[(n — N(r))...n]; como consecuencia P(k)
ocurre en la posicién k' =k +r + 1.

c) Existe P[l...k], denotada con f3, la cudl aparea a la subcadena P[(n — N(r) +
1)...k']. De lo anterior existe una subcadena que termina en la posicién k y
que se aparea con un sufijo de P de longitud = min{N(k'),|8| = k—1+1} (ver
Figura 1.15).

Cuando se ha elegido ese minimo, surgen dos casos més:
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a r——--- a_ _____ A
: i
|
] ] J
1 k r 0 k’
n— N(r)+1

Figura 1.15: El algoritmo N, paso 2.c). La subcadena P[l ... k], etiquetada con 8 también ocurre
teniendo como posicién final a &'.

1) Si N(k") < |B|, entonces N(k) = N(k') y los valores de 1 y r permanecen
inalterados (ver Figura 1.16).

r—F————"—=-"—=-—=- A
o |— _____ 1 o |
8 B ... O I
v I 0 : Y :
1 k T T K
n—N(r)+1

Figura 1.16: El algoritmo N, paso 2.c) con N(k') < |8|. Caso 2(a). La subcadena v = P[k' —
N(k'") +1...k'], cumple que |y| < |8| y es la subcadena més grande que termina en esa posicién
y que aparea un sufijo de S, en este caso N(k) = N(k').

2) Si N(K') > |8, entonces la subcadena P[l...k| debe ser un sufijo de P y
N(k) > |B| = k — I. Como N(k) podria ser estrictamente mas grande que
|8|, entonces comparamos los cardcteres empezando en la posicién [ — 1 de
P con el cardcter en n—|5| —1, y luego hacia la izquierda, hasta que ocurra
un no-apareo. Supongamos que el no-apareo ocurre en el cardcter ¢ <[ —1.
Entonces N(k) =k —¢q,l =q+ 1y r =k (ver Figura 1.17).

o 6] R
q 1 k r 1 k’

n—N(r)+1

Figura 1.17: El algoritmo N, paso 2.c) con N (k') > |8|. Caso 2(b). La subcadena mas grande que
termina en k' que aparea a un sufijo de S, tiene longitud de al menos |3|, por lo que resta revisar
los carécteres a la izquierda de [.

Teorema 1.3.3. Usando el algoritmo N, el valor para N(k) se calcula correctamente y
las variables r y I se actualizan correctamente.

Demostracién. Caso 1. Si N(k) > 0, el algoritmo encuentra una nueva N-caja que
empieza en, o bien antes de k; y como antes de que N (k) sea calculada no existe ninguna
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N-caja que cumpla con estas caracteristicas, entonces es correcto asignar [ = k— N (k) +1
y r = k. Por tanto, en este caso el algoritmo trabaja correctamente.

Caso 2(a). La subcadena que termina en la posicién k puede aparearse con un sufijo
de P sélo si tiene longitud N (k'); supongamos que la subcadena tiene longitud mayor a
N(K'), entonces P[k — N(k')], deber4 aparear a P[n — N(k')]; como N (k') < ||, entonces
Pk — N(K')] deberé aparear a P[k' — N(k')], por lo que este tltimo deberd aparear a
Pln — N(K')], lo cudl es una contradiccién a la definicién de N(k'), pues implicaria la
existencia de una subcadena m4s larga a la indicada por N (k') que termina en k' y aparea
a un sufijo.

De forma andloga surgiria una contradiccién si suponemos que la subcadena que ter-
mina en la posicién k tiene longitud menor a N (k).

Por los dos casos anteriores, lo que queda es que N (k) = N (k') y como k— N (k)+1 > I,
entonces r y I permanecen con sus valores anteriores.

Caso 2(b). Como se argument6 en el algoritmo, S debe ser un sufijo de P, por lo que
se puede verificar si existe una prolongaciéon de este apareo al comparar, de derecha a
izquierda, desde el cardcter [ — 1 con n — |8| — 1, por lo que esta extensién al apareo es
calculado correctamente y ya que k — N (k) + 1 <, el algoritmo actualiza correctamente
los valores de r y [. O

Teorema 1.3.4. Todos los valores N (i) son calculados por el algoritmo en tiempo O(|P|).

Demostracién. Cada comparacién de dos cardcteres da origen a un apareo o a un no-
apareo, asi que los casos extremos serian que ocurrieran sélo apareos o s6lo no-apareos,
motivo por el cual nos dedicamos a “contar” el nidmero de ellos que pudieran ocurrir.
Cada iteracidon que ejecuta algunas comparaciones de caricteres termina cuando se
encuentra con un no-apareo; por lo tanto existen a lo mds |P| no-apareos durante todo
el algoritmo. Para acotar el nimero de apareos, debemos considerar que I <[+ 1, para
cada iteracién k. Luego, sea k una iteracién donde ocurren ¢ > 0 apareos. Entonces a [ se
le asigna, al menos, lx1 — ¢. Finalmente, [, < |P|, asi que el nimero total de apareos que
ocurre durante cualquier ejecucién del algoritmo es a lo méds |P|. Y ademsds es claro que
a cualquier otro caso se aplica también la misma cota superior, ya que es el complemento
de apareos con no-apareos. 0

Algoritmo para calcular los valores de L(7)

Ahora que ya sabemos como obtener los valores de N en tiempo lineal con respecto
a |P|, procedemos a obtener los valores de L usando los primeros. Este procedimiento se
muestra en el siguiente algoritmo, el cual usa también las relaciones dadas en el Teorema
1.3.4.
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int [] LP = new int[ n+1 J;

for ( int j=1; j <=n; j++ ){
i =nN[j]+1;
LP[i] = j;

Listado 1.1: Célculo de los valores de L' basado en N.

Los valores L(i) pueden ser obtenidos, si se desea, al afiadir las siguientes lineas al
c6digo anterior:

L[2] = LP[2]

for( int i = 3; i <=mnj; i ++)
L[i] = max(L[i—-1], LP[i]);

Listado 1.2: Célculo de los valores de L.

Teorema 1.3.5. El Algoritmo Boyer-Moore basado en N, calcula correctamente los valores
de L.

Demostracién. L(i) es la posicién final de la subcadena mds a la derecha (que no es
sufijo) que se aparea con PJ[i...n|. Por lo tanto, esa subcadena empieza en la posicién
L(i) — n + 14, la cual denotamos por j.

Para probar que L(i) = maz{L(i — 1), L'(i)} consideremos el cardcter en la posicién
j — 1 y supongamos que j > 1 (ya que si j = 1, entonces el cardcter j — 1 no existe y
entonces L(i —1) =0y L'(i) = L(i)). Si P(j — 1) = P(i — 1) entonces L(i) = L(z —1). Si
P(j —1) # P(i — 1) entonces L(i) = L'(: — 1). De esto se concluye que en todos los casos,
L(z) debe ser L'(i) o L(i — 1). Sin embargo no es todo, ya que L(i) debe ser mds grande
que o igual a ambos valores(L'(7) y L(¢ — 1)) para cumplir con su definicién, por lo que
entonces tomamos el valor maximo entre ellos. 0

El uso de los valores L y L' en ABM

Como anteriormente mencionamos, cuando ocurre un no-apareo en el cardcter i — 1 de
Py L'(3) > 0, se reubica al patrén por n — L'(i) posiciones (ver Figura 1.9); esta exigencia
de L'(i) > 0 es precisamente porque nos garantiza que el sufijo P[i...n] se repite en algtiin
lugar del patrén’. En caso de que dicho sufijo no reaparezca en P, es decir que L'(i) = 0, la

"Con las debidas restricciones que se dan en las definiciones de L(i) y L'(4), segin la que se esté utili-
zando.
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regla fuerte del buen sufijo nos dice que reubiquemos a P por la menor cantidad posible,
para que un prefijo de P se aparee con un sufijo de la subcadena de T con la que se
estd comparando al patron: esta ultima accién se lleva a cabo también si P ha ocurrido
en T'; el ABM estd preparado para resolver tales casos y no perder una ocurrencia de P,
para lo cual se usa lo siguiente:

Definicién 1.3.7. I'(i) denota la longitud mds grande del sufijo de P[i...n] que es también
un prefijo de P. Si no existe, entonces l'(i) es cero.

Por ejemplo, si tenemos que P = abdabdab entonces I'(2) = 5 y I'(5) = 2, como se
muestra en la Figura 1.18.

S |
I'(5) ! !
[2Tvfafalvo aa]s]

Figura 1.18: Valores de I'. Las subcadenas que forma la definicién !'(¢), para: i = {2,5}.

Teorema 1.3.6. I'(1) = méx{j | j < |P[i...n]| y N(j) = j}, donde |P[i...n]| =n—i+1.

Demostracién. Por definicién, si N(j) = j y como |P[1...j]| = j, entonces tenemos
una subcadena « de longitud j que aparece como prefijo y como sufijo en P. Luego, por
definicion I'(z) es la longitud mds grande, por lo que recorremos el arreglo de N, de derecha
a izquierda, para obtener los valores mayores donde N(j) = j. Al ir encontrando estas
posiciones y si j = |P[i...n]| significa que tenemos un prefijo de longitud j que también
es sufijo en P, ademds esa longitud es mdxima para P[i...n] pues es toda la subcadena.

El otro caso que puede ocurrir es que j < |P[i...n]|, lo cual significa que tenemos un
prefijo de longitud j que es sufijo de P y que estd contenido en P[i...n], y es sufijo de
longitud méxima, por lo que también cumple con la definicién de (7). Q

El algoritmo que calcula los valores de I'(i)

Haciendo uso del Teorema 1.3.6, podemos calcular los valores de [; la idea es encon-
trarlos empezando desde n y moviéndonos hacia 1, mientras que recorremos a N al revés,
lo cual tiene sentido por la relacién que existe entre dichos arreglos.
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int [] lp = new int[n+1];
int max = 0;
int j = 1;

for( int i =n; 1 >=1; i—— ){
if( j ==N[j] && max < j )

max = j;
Ip[i] = max;
j++

Listado 1.3: Célculo de los valores de ['.

Es claro que este algoritmo se ejecuta en tiempo lineal con respecto a | P|, lo cual queda
demostrado al recorrer una sola vez cada posicién de P en el segundo ciclo.

Ahora que ya sabemos lo que L'(i) y I'(i) significan en P y que ademds conocemos
la forma de obtenerlas en tiempo lineal con respecto a |P|, s6lo falta indicar su uso en el
ABM.

Usando los valores de L y I’

En caso de que ocurra un no-apareo en i — 1y L'(i) > 0, con la regla del buen sufijo
se recorre a P por n — L'(i) lugares a la derecha. Si L'(i) = 0, entonces P se recorre por
n — I'(i) lugares a la derecha.

El otro caso es cuando se encuentra una ocurrencia de P: se recorre a P por n — 1'(2)
lugares a la derecha.

Sil'(i) = 0 y un prefijo de P no puede aparearse con un sufijo de la subcadena Ti( la
cadena de T' con la que se comparé al patrén) entonces P se recorre pasando T en T, es
decir recorre n lugares; de ésta manera obtemos los valores n — I'(i) = n — 0 = n, por lo
que dicha regla funciona correctamente, también en este caso.

1.3.5. El algoritmo Boyer-Moore

El1 ABM ocupa las dos reglas que anteriormente estudiamos, la regla del buen sufijo y
la regla del cardcter errdneo, para mover a P segun el conocimiento que se tenga sobre los
caracteres que lo componen y el caracter que se conoce de 7' en un momento determinado.
Un objetivo claro es tratar que las reubicaciones de P sean lo mdas grandes posibles, por
lo que si ya sabemos que un reposicionamiento nos conducird a no-apareos, lo mejor es
entonces tomar el mayor salto que estas dos reglas regrese, y de alguna forma cumplir con
nuestro propdsito.

calculaL (); //
calculalp ();//Etapa de preprocesamiento
calculaR (); //
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int k = n;

while (k >=m){
1 =

n;
h = k;

while( i > 0 && P[i] == T[h]){
i ——5;h ——;

}
if( i ==0){
reportaPOcurreTerminando( k );
k+=n — Ip[2];
telse(
k = maxEntreCaracterErroneoYBuenSufijo( k );

}

Listado 1.4: ABM.

Con esta forma de actuar del ABM, y si existe una ocurrencia de P en T, la posicién
que se regresa es la final donde P ocurrié en T'.

Esta version del algoritmo se presenta en [4]. Con estas definiciones Gusfield[4] logré que
el Algoritmo de Boyer Moore, asi como las ideas que en él se usan, logren ser entendibles,
pero también tenemos que resaltar que realizé algunos cambios a la versién original para
que su objetivo se cumpliera de forma sencilla.
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Capitulo 2

Version original del ABM

2.1. Introduccion

En 1977 Robert S. Boyer y J. Strother Moore presentan un algoritmo que tiene la
misma complejidad, en teoria, que el que anteriormente habian presentado Knuth, Morris
y Pratt, sin embargo para ciertos casos, el tiempo de ejecucién es sublineal con respecto a
i+ |P|, donde i es la posicién en la cudl el patrén ocurre en T'.

En el Capitulo 1 estudiamos una versién del ABM que Gusfield presenta en [4], donde
los cambios que se realizan buscan obtener un mejor entendimiento de dicho algoritmo.

En este capitulo se estudia la version original del ABM, haciendo enfisis en las dife-
rencias con respecto a la version de Gusfield y realizando también los cambios pertinentes
para que la versién de dicho algoritmo se transforme en la versién original del ABM.

2.2. La Version Original del ABM

La idea que usa el algoritmo original de Boyer-Moore, al que denotaremos como AOBM,
es muy similar a la que estudiamos en el capitulo anterior en cuanto a la forma de aprove-
char el conocimiento previo que se va obteniendo de P y la direccién en la que se comparan
los carécteres.

AOBM usa dos reglas §; y d2, las cuales determinan, a diferencia del algoritmo del
ABM, la posicién de T' que se alinea con la posicién final de P, para iniciar una nueva
comparacién en la cual lleva implicitamente el movimiento del patrén, como lo hacian la
regla del buen sufijo y la regla del cardcter erréneo. Por tal motivo si P ocurre en T, este
algoritmo regresa la posicion inicial en 7' donde el patrén ocurrid.

Para ejemplificar las diferencias de ambos algoritmos en este sentido, nos fijamos en
la Figura 2.1, en donde dados P y T, podemos observar que la subcadena P[6...7] = eb,
se repite en P[3...4] y los caricteres que preceden a dichas subcadenas son distintos
(P(5) # P(2)). Asi que al encontrar un no-apareo de 7'(7) con P(5), la mejor opcién es
reubicar a P para que P(2) quede abajo de T'(7); con ABM, la regla del buen sufijo regresa
3, que es la indicacién del nimero de posiciones que P se recorre para que dicha alineacién
ocurra; mientras que AOBM inicia con un apuntador, al que llamaremos apt, al cardcter
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en 7' que se alinea con P(n) ( T'(9) en la misma Figura ) y al empezar la exploracién
éste va decrementando hasta encontrarse un no-apareo en 7'(7); entonces los movimientos
estdn dados para que apt vuelva a colocarse al caricter en T que queda alineado con P(n),
después de haber recorrido a P los lugares suficientes, y se cumpla la alineacién de P(2)
con T'(7). De lo anterior, en AOBM se regresa 5 que indica el movimiento del apuntador,
el cual lleva implicitamente el recorrido de P por tres posiciones.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
T: a e d a ¢ d a e b ¢ e b c
1% alin. P: d ale b|lc |le b
1 2 3 4 5 6 7
VAN
2% alin.

c e b
VAVAN,

<_c

d a e
VANVAN,

Figura 2.1: Alineacién en AOBM. Las dos alineaciones que tienen que realizarse de P con T al
conocer la repeticién de eb en P(3) y empezar de nuevo la siguiente comparacion.

Estos valores que AOBM maneja son dados en las tablas §; y d2, en donde la primera
es la equivalente a la regla del cardcter erréoneo y la segunda es equivalente a la regla del
buen sufijo.

2.3. Regla §;

Como anteriormente mencionamos, esta tabla guarda los valores equivalentes a los que
genera la regla del cardcter errdoneo, sin su extension.

Cuando AOBM empieza su proceso, supone la existencia de la tabla §; la cual tiene
longitud de tamano |X|, en donde el valor correspondiente a cada cardcter del alfabeto
estd definido a continuacién.

Definicién 2.3.1. Para cada z € 3, si z ocurre en P, §1(z) = |P| — j, en donde j es la
mayor posicion de P, tal que P(j) = z. Si x no ocurre en P, entonces 61(x) = |P|.

Con esta definicién, §;(P(n)) = 0 para todo patrén con longitud n.

Para calcular estos valores, debemos notar que la definicién lleva implicitamente el
célculo de la j mds grande donde P(j) = z, para cada z € ¥; estos valores ya sabemos
cémo obtenerlos, pues los calculamos en el Capitulo 1 con el nombre de R(x), asi es que
su calculo lo damos por hecho.

2.3.1. Los valores §;

Para calcular los valores de d1(z) se realiza lo siguiente: d1(z) = |P| — R(z) Vz € .
Como puede verse esta regla también funciona en el caso en que x no aparece en P, pues
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R(z) da 0 como resultado segin su definicién, por lo que é;(z) = |P|.

Para ejemplificar la forma en que AOBM funciona usando sélo esta tabla, calcularemos
los valores 6;(x) para P, con ¥ = {A,B,C, X,Y, Z} el cudl estd formado de la siguiente
manera:

1t 2 3 4 5 6 7 8 9
P A B C X X X A B C

Al calcular los valores de R, obtenemos:

por lo que los valores de ¢; quedan:

A B C X Y V4

Ssi=[ 2, 1, 0, 3, 9, 9 ]

No debemos olvidar que AOBM, a diferencia de ABM, busca con J; encontrar la
posicién en T' que se alinea con P(n), después de haber recorrido al patrén y llegar a un
no-apareo.

AOBM funciona de la siguiente forma: si al comparar a 7'(7) con P(j) ocurre un no-
apareo y si g es el total de caricteres que se aparearon antes de surgir éste, entonces:

» Si la ocurrencia més a la derecha de T'(i) en P es a la izquierda de P(j), es decir, si
R(T'(3)) < j, entonces apt apunta a apt + 61 (T(i)). Se puede observar esta forma de
actuar del AOBM en el ejemplo de la Figura 2.2.

q:=1
R(X):6 1 2 3 4 5 6 7 8/9 1011
T * % % % ok k% C *
=8 P. ABCXXXABC
§1(X)

wn L)
1 2 3 4 5 6 7 8 9 1011
apt::apt+51(X) T- ¥ ok ok ok ok ok ok X (O Ok %
P:

ABCXXXABC

Figura 2.2: Movimiento en &; (apt+ 1 (X)). La primera comparacién fallida es de T'(8) con P(8),
por lo que apt se queda apuntando a T'(8); como 6 = R(X) < j = 8, entonces la nueva comparacién
se realiza con apt apuntando a apt + 61(X), que resulta en apt apuntando a T'(11). Después de
esto, el proceso de apareamiento se reinicia.
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» Si la ocurrencia més a la derecha de 7'(i) en P es a la derecha de P(j), es decir,
el valor de R(T'(i)) > j, entonces apt apunta a apt + g + 1, porque si quisiéramos
alinear a R(T'(7)) con T'(i), significaria mover a P hacia la izquierda, lo cual seria una
reubicacién vana pues implicaria volver a comparar caricteres que sabemos conducen
a un no-apareo de P con la subcadena respectiva en T'. Este proceso se observa en
la Figura 2.3.

q:=7
R(A)=T7 2/ 8

1 4 5 6 7T 8 9 10
T: *ACXXXABC *
=2 P ABCXXXABC
12345678910
apt :=apt +q+1 T: *ACXXXABC*
P: ABCXXXABC

Figura 2.3: Movimiento en d; (apt+¢+1). El simbolo * representa cualquier caracter colocado en
una posicién de alguna cadena. La primera comparacién fallida es de T'(2) y P(2), por lo que apt
se queda apuntando a T'(2); en este caso, como 7 = R(A) > j = 2, entonces la nueva comparacién
se realiza con apt apuntando a apt + q + 1, que resulta en apt apuntando a T'(10).

2.4. Regla 6

Esta tabla maneja los valores equivalentes a los de la regla del buen sufijo, pues su idea
en el manejo de subcadenas es la misma que como lo hace dicha regla, sélo que no hay
que olvidar que AOBM maneja a apt como un elemento primordial, por lo que afiade otra
caracteristica al significado de estos valores.

El AOBM también trabaja sobre los valores contenidos en la tabla do, la cual tiene
longitud |P|. El valor que d2(7) almacena lleva implicitamente dos valores:

» la distancia que se debe mover a P hacia la derecha para que la reocurrencia de los
ultimos |P| — j cardcteres de P se alineen con la ocurrencia de los mismos en 7.

= mas la distancia adicional que corresponde mover a apt al cardcter de T' que se alinea
con el 1dltimo de P después de haber reubicado a P como el punto anterior lo indica.

Para ejemplificar como AOBM funciona al usar esta tabla, tomaremos el alfabeto y el
patrén que usamos para definir a d; y el ejemplo que se muestra en la Figura 2.4.

Recordemos de la regla del buen sufijo, que para una posiciéon ¢ en P en la que ha
ocurrido un no-apareo, se construye el sufijo de P[i + 1...n| para el cudl se desea que
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10 11 12 13 14 15 lﬁj

4 5 6 7 8 9
T: X ko x % % * Y ABC % * % % % %
P: ABCXXXABC

Figura 2.4: Movimiento en d,. Al realizar la primera comparacién y obtener la primera compara-
cién fallida de T'(7) con P(6), apt se queda apuntando a T'(7) y al realizar el andlisis correspondiente,
la regla de d2 nos indica mover a apt 9 posiciones para poder realizar la siguiente comparacién de
T y P dada la siguiente alineacién.

exista la copia « en P, siempre y cuando P(i) sea distinto al cardcter que precede a «;
asi en nuestro ejemplo al encontrar el no-apareo, apt se queda apuntando a T'(7), pero
al saber que el sufijo « constituido por P[7...9] = ABC, se repite en la posicién 1 y
los caracteres que preceden a dichas subcadenas son distintos, entonces P se recorre por
6 posiciones para que « sea alineado con su copia, por lo que apt queda apuntando a
apt +9 = 74+ 9 = 16. Calculando de esta forma los valores para cada posicién de P,
obtenemos que la tabla do queda asi:

1 2 3 4 5 6 7 8
P A B C X X X A B
d9: 14 13 12 11 10 9 11 10

— ) ©

Ahora veremos la forma de calcular los valores de d,. Para ello primero debemos definir
la reocurrencia plausible mds a la derecha del sufijo de P, para cada i < n, que es la posicién
inicial (del lado derecho) de la subcadena que es copia del sufijo P[j+1...n], tal que P[j]
es distinto al cardcter que precede a dicha subcadena de P; para esto enunciaremos algunas
definiciones.

Definicién 2.4.1. Sea $ un cardcter que no ocurre en P. Sii < 1 entonces P(i) es $.

Definicién 2.4.2. Decimos que dos secuencias de cardcteres [c1...cq] y [di...dy] se
unifican si para todo i con1<i<nc;=d; 0¢ =% 0d;=38.

Definicién 2.4.3. La posicion de la reocurrencia plausible mds a la derecha del sufijo de
P que empieza en la posicion j + 1, a la que denotamos por rpr(j) es la k mds grande
menor o igual que n tal que P[(j+1)...n] y Plk...(k+n —j —1)] se unifican, ya sea
que k <1 o bien P(k — 1) # P(j).

Una vez calculados los valores rpr(i), se usan para el célculo de los valores de d2 con
la siguiente férmula:



28 CAPITULO 2. VERSION ORIGINAL DEL ABM

b = |P|+1—=rpr(j)

Con la definicién de rpr, muchas veces el valor de k resulta negativo. En cierta medida,
es esta regla la que le ha otorgado al algoritmo su fama de “obscuro” pues en el articulo
original no dice exactamente cémo se realiza la eleccién del valor para k, cuando no ocurre
la copia del sufijo en P. Una forma un tanto distinta de calcular estos valores, pero que

sigue la misma idea, la estudiaremos en la siguiente seccién con un algoritmo presentado
en [1].

2.5. AOBM

Este algoritmo' también busca lograr que P sea recorrido por los saltos mayores posi-
bles, de tal modo que se asegure no se salte una ocurrencia de P en T, por lo que toma el
maximo entre el valor que obtiene de 01 y do.

textl := |T|;
i:=|P[;

top: if 1 > textl

then
return false

j=|P|
loop: if j =0
then

return i-+1

if T[i] = P[]

then
ji=3 — 1
ir=1 —1
goto loop
close

i:= 1 + max( & (T[], dff] )
goto top;

Listado 2.1: AOBM.

En el siguiente capitulo estudiaremos otra modificacion a este algoritmo, el cual con-
serva de forma mas precisa las ideas para calcular los valores correspondientes a las reglas
01 y 02 que se presentaron en el algoritmo original.

'Hoy en dfa la organizacién del algoritmo se ve muy anticuada, por las transferencias de control que
pudieran haber sido estructuradas con iteraciones.



Capitulo 3

El algoritmo de Boyer-Moore y 09

3.1. Introduccion

El algoritmo que plantea Baase en su libro[l] es un tanto diferente al AOBM en el
calculo y en el manejo de los valores, ya que son equivalentes a los que hemos estado tra-
bajando. Sin embargo, el objetivo de su estudio es el entendimiento de la regla respectiva
a d2, y para lograrlo presentaremos el algoritmo completo, omitiendo las partes correspon-
dientes a cdlculos que anteriormente hemos realizado, y remarcando la forma de encontrar
valores que no habiamos obtenido. Con esto lograremos tener una nocién distinta de cémo
calcular los movimientos de apt, pues aunque la idea para obtenerlos es la misma que
mencionamos en el capitulo anterior, la forma de calcularlos es muy intuitiva, y entonces
podriamos sustituir esta parte en el AOBM para entenderlo de mejor manera.

Para conservar la idea del AOBM, Baase[l] también utiliza dos reglas distintas para
saber cudl es la cantidad por la cual debe mover a apt, después de haber ocurrido un
no-apareo y poder volver a recomenzar la exploracién del texto. Las reglas que utiliza son:
la idea nueva (the new idea) y la idea antigua (the old idea), las cuales presentaremos a
continuacién.

3.2. La idea nueva: salto por caracter (charJump)

Estos valores representan a los de d1, en el AOBM. Se resume el comportamiento de
la siguiente manera: si al realizar la exploracién ocurre un no-apareo de P(i) con T'(j), y
este ultimo no ocurre en P, entonces al reiniciar la exploracion apt debe ser incrementado
por 7 posiciones sobre T', de tal forma que quede apuntando al cardcter en T' que coincida
con el ultimo de P para reiniciar el proceso de busqueda, como sucede en el ejemplo que
se presenta en la Figura 3.1

En caso de que el cardcter T'(j) ocurra en P en la posicién k, entonces el cdlculo de
estos valores se realiza dependiendo de la posicion de k con respecto a i. Este proceso se
resume en dos casos, ya sea que k < i o que k > 4, como habiamos visto en el capitulo
anterior; asimismo sabemos cémo usarlos segin se requiera.

Una de las diferencias de este algoritmo con otros para apareamiento de texto radica
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Figura 3.1: Salto por cardcter. Al ocurrir un no-apareo de T'(3) con P(3), es en esa posicién en
donde apt se queda apuntando (1). Hay que notar que T'(3) no figura en P, por lo que apt se
tiene que reubicar n lugares (es decir queda apuntando a T'(8)) para volver a quedar apuntando al
caracter en T que se alinea con el dltimo de P y poder reiniciar la exploracién.

principalmente en el calculo de éstos valores, ya que se realiza “al vuelo”, es decir no
es necesario usar arreglos de valores que auxilien al calculo principal como lo haciamos
con RJ[i]; ademds que aprovecha algunos comportamientos de P para los caricteres que lo
constituyen y que sélo se aplica al caso 1.

Para ver el funcionamiento nos auxiliaremos de la Figura 3.2, en la cual observamos que
al ocurrir el no-apareo de T'(3) con P(3), y como el caricter en T" que lo ocasioné ocurre en
P(1), entonces para que apt sea reubicado se toman en cuenta dos valores: (a) el nimero g
de cardcteres que se lograron aparear antes de que ocurriera el no-apareo y (b) el nimero
de posiciones que bastaria mover al patrén para que P(1) se alinee con T'(3); con esto apt
se reubicaria justo por ¢ + p = n — 1 = 5 posiciones, donde |P| = n y 1 es la posicién
mayor donde a ocurre en el patrén.
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Figura 3.2: Uso de la regla salto por cardcter. Se muestran los valores que se deben tomar en
cuenta para reubicar a apt después de haber ocurrido un no-apareo, dado que el caracter en T
ocurre en P.

A continuacién presentamos el c6digo que calcula estos valores.

void calculoSaltosPorCaracter (){
char ch;
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int k;

int n = Pattern.lenght;

for ( ¢ch = 0; ch < Sigma.length; ch ++ )
saltoPorCaracter|[ ch | = n;

for ( k = 1; k<=n; k +4)
saltoPorCaracter[ P[k] | = n — k;

Listado 3.1: Calculo de los valores de salto por cardcter.

3.3. La idea antigua: saltos por apareos (match Jumps)

Esta es la regla equivalente a do que usa la idea del uso de sufijos; como al calcular
los valores lo hace de una forma distinta a como lo mostramos en capitulos anteriores,
introduciremos algunos nuevos conceptos, mientras que omitiremos la explicacién de cémo
se usan los sufijos, invitando al lector a regresar al Capitulo 1.3.4 para referencias.

Definicién 3.3.1. reubicafi], para 1 < i < n, es el nimero de posiciones para reubicar
a P después de haber ocurrido un no-apareo en P(i).

Sabemos que si un apareo ocurre en la posicién 7 entonces n—i representa la cantidad de
cardcteres que fueron apareados antes de ocurrir el no-apareo; la suma de (n—1)+reubicali]
corresponde a qué tan lejos apt debe ser reubicado. Estos valores pueden ser almacenados
en un arreglo de tamafio |P| de tal forma que al ocurrir un no-apareo en la posicién
i—ésima de P (que es en la que estd apuntando apt), el valor en este arreglo nos dird por
cuantas posiciones tendra que ser recorrido apt y asi estar listo para reiniciar la exploracioén;
formalmente la definicién queda de la siguiente manera:

Definicién 3.3.2. saltoPorApareofi] = reubicafi]+n—1i, para 1 <i < n, es la cantidad
por la que se debe incrementar a apt para reiniciar la exploracion, después de haber
ocurrido un no-apareo en P(1).

Para ayudarnos a entender un poco mejor estas dos definiciones y su dependencia,
utilizaremos la Figura 3.3, en la que se representan los casos generales del comportamiento
de P y T durante el proceso de exploracion.

En la Figura 3.3(b), se observa el significado del valor reubicali] y la forma en que se
usa para saber como incrementar a apt, ya que a partir de éste podemos obtener el valor
para saltoPor Apareoli].

Después de observar esta figura, podemos darnos cuenta que, si r es la posiciéon en P
donde comienza la copia del sufijo « y éste es méximo, entonces reubicali] = i — r. Por
lo que si reubicamos a P por esta cantidad, origina que ambas copias de «, la de T' y la
segunda de P, quede alineadas.

Esta regla se usa con las condiciones de la regla fuerte del buen sufijo, es decir restrin-
giendo que P(r) # P(i).
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Figura 3.3: Uso de reubica para mover a apt I. (a) Existe un no-apareo de T'(¢) con P(j). (b)
reubicali] se utiliza para saber por cuanto reposicionar a P después de que ha sucedido el no-
apareo. Los movimientos de apt estan representados por 1, los cuales apuntan al cardcter en T que
se alinea en esa posicién, es decir a T'(j) y a T'(I), respectivamente.

Anilogamente a la figura anterior, en la Figura 3.4 se muestra la forma en que se
recorre a P al no ocurrir la copia de la subcadena «, asi como los respectivos valores para
reubicali] y saltoPor Apareoli).

T: -
| il o ] 1]

P: | ilé | B]
T

R |

' reubicali

saltoPor Apareoli]

Figura 3.4: Uso de reubica para mover a apt II. En esta figura a = §3. Al no ocurrir la copia de
a en P, el patron se reubica para encontrar un prefijo que se apared con un sufijo de o en T'.

Cuando se presenta el caso que se muestra en la Figura 3.4, y si el prefijo tiene g
cardcteres, entonces reubicali] =n — q.

Ahora calcularemos estos valores dado el patrén P = abaaba con n = 6, como en la
Figura 3.5. El cédlculo de los valores se realiza recorriendo a P de derecha a izquierda.
Los valores que van siendo calculados, se colocan bajo el cardcter correspondiente, y el
simbolo 1 senala al cardcter con el que se estd trabajando en un momento dado. En cada
paso el patrén se reubica hacia la derecha para alinearlo con una subcadena que aparea a
un sufijo. El cardcter que precede a la subcadena debe ser distinto del cardcter que precede
al sufijo, como se muestra en la Figura 3.5(b). De esta forma, para la posicién mis a la



3.3 La idea antigua: saltos por apareos (match Jumps) 33

derecha saltoPor Apareo[6] = 1, ya que P(5) # P(6).

abaaba abaaba
VA LEVARVARVARVS
— 3 — = 7 =
abaaba abaaba
T T
(a) g=1 reubica=2 salto=3 (d) g=4 reubica=3 salto=7
abaaba abaaba
TV Vv TV VvV
I 7 | I 8 |
abaaba abaaba
t )
(b) g=2 reubica=5 salto=7 (e) g=5 reubica=3 salto=8
abaaba
LRV ARVARVS
— 6 — P.a b a a b a
abaaba salAp: 8 7 6 7 3 1
T
(c) g=3 reubica=3 salto=6 (f) valores Finales

Figura 3.5: Célculo de los valores de salto por Apareo. ¢ es un nimero supuesto de cardcteres
apareados antes de ocurrir el no-apareo (es decir el nimero total de v); reubica es el nimero de
posiciones por las que se tiene que reubicar a P para continuar con el proceso de exploracién y
salto es el nimero de posiciones por las que se tiene que mover a apt para que apunte al caricter
alineado con P(n), después de reubicar a P.

Antes de continuar con el desarrollo de este algoritmo, introduciremos algunos otros
conceptos que serdn auxiliares en el cdlculo de los valores para el arreglo saltoPorApareo.

Definicién 3.3.3. sufijolk] =r, si ezxiste una subcadena, P[(k+1)...(k+n—71)] que se

aparea con el sufijo P[(r+1)...n], donde r > k y esta subcadena es de longitud mdzima'.

En palabras mds simples, en sufijo[k] vamos a registrar la posicién del sufijo més
grande de P que se aparea con la subcadena que empieza en la posicion k + 1. En la
Figura 3.6 se observa la representacién gréfica de esta definicion.

Para calcular estos valores se usa un algoritmo recursivo, que aunque no es la forma
mas eficiente de hacerla, si es muy intuitiva; ademds, con un buen manejo de los valores

'Esta definicién se presenta en su forma inversa en [1], asf es que hemos realizado los cambios pertinentes
para su uso en esta seccién; de igual forma también se realizaron los cambios en el algoritmo que calcula
estos valores.
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k+1 k4+n—r r+1

Figura 3.6: Representacién de sufijo[k] = r. Se representa con « a las dos subcadenas de P que
se aparean.

que se han calculado hasta antes del tiempo k, se logra obtener un tiempo de ejecucién del
O(n). Este consiste en recorrer el patrén de derecha a izquierda, tomando como caso base?
sufijoln] = n + 1. Luego suponemos que se han calculado los valores para los indices n
hasta k + 1, donde para ejemplificar supondremos que P(k + 1) = s, como se muestra en
la Figura 3.7(a); el siguiente paso es calcular el valor para sufijo[k]. El caso mds facil es
cuando tenemos que P(k + 1) = P(s), y supondremos que el cardcter en esas posiciones
es a, entonces se formaria la subcadena aa empezando en P(k + 1) y en P(s), como se
muestra en la Figura 3.7(b), por lo que sufijo[k] = s — 1.

P: | | e ] | e ]
(a) k1

P: | al o | al o |
(b) k1 S

Figura 3.7: Célculo de los valores de sufijo I. (a) sufijo[k + 1] = s. (b) Como P(k + 1) = P(s),
entonces sufijolk] = s — 1.

Si P(k + 1) # P(s), entonces debemos encontrar un sufijo de P que se aparee con una
subcadena empezando en s+ 1; como el tamano de la subcadena « que se representa en la
Figura 3.7(b) no puede ser extendido, entonces realizamos la biisqueda hacia los valores
que ya habfamos calculado, es decir, hacia el final del patrén (recordemos que el cdlculo de
los valores es de derecha a izquierda). Asi pues nos fijamos en el valor de sufijo[s] = sq,
lo cudl conlleva a la existencia de un sufijo de P que empieza en s9 + 1 que se aparea con
una subcadena empezando en s+ 1; su representacién grafica se muestra en la Figura 3.8.
Repetimos el proceso anterior, es decir, si P(k+1) = P(sz), entonces sufijolk] = so—1; si
P(k+1) # P(s2) entonces nuestro nuevo punto de partida es sufijo[ss]; y asi continuamos
hasta que P(k+ 1) sea igual al cardcter en P que se esté explorando en un momento dado,
o hasta que sufijo[i] = n + 1, para alguna i.

Con la anterior forma de encontrar los valores del arreglo sufijo, presentamos el algo-
ritmo que los calcula.

2Este valor puede saberse de forma sencilla al aplicar la definicién para k = n.
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P: a b| B | | g |
T s 1 2 1
k+1 s+1 s +1

Figura 3.8: Célculo de los valores de sufijo II. Como P(k+1) # P(s), nos fijamos en su fijo[s] = sa.

calculaSufijos () {

int s, n = Pattern.length;
int [] sufijo = new int| n+1 |;

sufijo[n] = n+1;

for ( int k = n—-1; k >= 0; k—— ){
s = sufijo[k+1];
while( s <=mn ){

if ( P[k+1] ==P[s] )
break;
s = sufijo[s];

}

sufijo[k] = s — 1;

Listado 3.2: Célculo de los valores de sufijo.

Consideremos un ejemplo particular que nos auxilia en la comprensién del uso recursivo
del algoritmo calculaSufijos para obtener los valores del arreglo sufijo. Sea el patrén
P = bebababa y supongamos que tenemos calculados los siguientes valores de dicho arreglo:

o P e
~N T o
o P o
o T~
© P o

Como el cédlculo de estos valores se realiza de derecha a izquierda, nuestro siguiente
valor a calcular es sufijo[1]; sabemos que sufijo[2] = 4, es decir que el sufijo que empieza
en P(4+ 1) = P(5) y tiene longitud 4 se aparea con la subcadena de P que empieza en
la posicién 2 4+ 1 = 3 y que tiene la misma longitud que la anterior. Estas subcadenas se
muestran a continuacion:

P [bfefbfafbfafv]a]

1 2 3 4 5 6 7 8
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Si P(2) fuera igual a P(4), entonces a las dos subcadenas anteriores se les concatenaria
P(2), por ejemplo, y entonces resultaria que sufijo[l] = sufijo[2] — 1 = 3; sin embargo
vemos que P(2) # P(4), por lo que entonces nos fijamos en sufijo[4] = 6, con lo cudl se
forma el siguiente sufijo:

=70

| a |
| J

p: |bfefbfafofafvlal

1 2 3 4 5 6 7 8

donde sabemos que P(6) # P(2), por lo que no coinciden las subcadenas correspondientes,
asi es que una vez mas recurrimos a nuestros valores previamente calculados, por lo que
ahora nos fijamos en el valor de sufijo[6] = 8, siendo con este valor con el cudl se cumple la
definicién; entonces obtenemos que sufijo[l] = 8 quedando nuestros valores de la siguiente
forma.:

1 2 3 4 5 6 7 8
sufijo 8 4 5 6 7 8 8 9
El paso a seguir es calcular los valores para el arreglo reubica, el cual contiene los

valores que se definieron al inicio de esta seccién al igual que la idea para calcularlos. El
algoritmo que los calcula se muestra a continuacidn.

calculaReubicacionesDeP (){

int s, n = Pattern.length;
int [] reubica = new int[ n+1 |;

for ( int k=1; k <=n; k ++ )
reubica| k | = n+1;

for( int k =n—-1; k >=0; k —— ){
s = sufijo[ k+1 ];
while( s <=n){

if ( P[k+1] ==P[s] )
break;
reubica[s] = min( reubica[s], s—(k+1) );
s = sufijo[s];
}
}
int 1 = 1, mov = sufijo[ 0 |;
while( mov <=m ) {
for ( int k l;

= k <=mov ; k ++ )
reubica[k] = min( reubica[k], mov );
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1 = mov+1;
mov = sufijo [mov];

Listado 3.3: Calculo de las reubicaciones para P.

Después de haber presentado los dos algoritmos que calculan los valores de los arreglos
sufijo y reubica, podemos observar que el espacio en memoria requerido para almacenar
dichos valores es 2n + 1 y sin considerar que ademdas nos falta calcular y almacenar los
valores para el arreglo saltoPorApareo, por lo que el tiempo de ejecucién y de almacena-
miento para el algoritmo total aumenta; sin embargo, su calculo lo podemos realizar en
un solo recorrido del patrén como a continuacién se presenta, disminuyendo el tiempo de
ejecucién. Mas adelante veremos como ahorrar espacio en memoria.

calculaSufijosYReubicaciones(){
int s, n = Pattern.length;
int [] reubica = new int| n+1 |;

int[] sufijo = new int[ n+1 |;

for( int k = 1; k <=n; k ++ )
reubica| k | = n+1;

sufijo[ n | = n+1;

for ( int k = n—-1; k >=0; k—— ){
s = sufijo[ k+1 J;

while( s <=mn ){

if( P[ k+1 ] ==P[ s ] )
break;
reubica| s | = min( reubica| s |, s—(k+1) );
s = sufijo[ s |;
}
sufijo[ k | = s—1;
}
int 1 = 1, mov = sufijo [0];

while ( mov <=n ){
for ( int k = 1; k <= mov; k++)
reubica[k] = min( reubica[k], mov );
l = mov+1;
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mov = sufijo [mov];

}

for ( int k=1; k <=n; k++)
saltoPorApareo[k] = reubicalk] + ( n — k );

Listado 3.4: Calculo de Sufijos y de Reubicaciones en una séla iteracion.

Algo que hay que notar en este ultimo algoritmo y es que ademds de haber fusionado
los dos anteriores, se ha introducido el calculo de los valores para el arreglo saltoPorApareo
dado en la Definicién 3.3.1, que para lograrlo usa los valores almacenados en el arreglo
reubica; este dltimo es del mismo tamano que el arreglo saltoPor Apareo, ademds que su
uso sélo es para el calculo de los valores del anterior y sobre todo que no existe dependencia
para el cdlculo de los valores de ambos arreglos, por lo que una forma de disminuir la
cantidad de almacenamiento del algoritmo completo es que cuando se calculan los valores
de reubica, éstos sean almacenados en saltoPorApareo y entonces en el dltimo ciclo del
algoritmo, se irdn almacenando los valores para el tltimo arreglo usando el valor guardado
anteriormente para la posicién 1—ésima, de tal forma que la 1ltima linea seria reemplazada
por la siguiente:

saltoPorApareo[k] += ( n — k );

Listado 3.5: Célculo de los valores para “saltoPorApareo”.

Reconsiderando el patréon abaaba que presentamos en la Figura 3.5, y aplicindole el
algoritmo anterior obtenemos los siguientes valores:

P a b a a b a
sufijo 3 4 5 5 6 6 7
reubica 3 3 3 5 2 1
saltoPorApareo 8 7 6 7 3 1

Por 1ltimo presentamos el algoritmo de Boyer-Moore que utiliza los valores almacena-
dos en los arreglos: saltoPorCardcter y saltoPorApareo.

int exploracionBoyerMoore(){

int apareo = —1;
int j,k;//j recorre a Ty k a P

int n = Pattern.length;
j =k =n;



3.3 La idea antigua: saltos por apareos (match Jumps) 39

while( finTexto(T,j) == false )
if( k <1){
apareo = j+1;
break;
}

//el caso en que se van apareando P y T caracter a caracter
if ( T[j] ==P[k] ){
J—=3
k——;
}
//cuando ha surgido un no—apareo, se tiene que
//reubicar el apuntador de j a T
else{
j += max( saltoPorCaracter[ T[j] ], saltoPorApareo[k] );
k = n;
}
return apareo;

}

Listado 3.6: El algoritmo de Boyer-Moore utilizando los valores de saltoPorCardcter y de
saltoPorApareo.

El comportamiento del algoritmo de Boyer-Moore depende del tamafno del alfabeto
con el que se esté trabajando y la repeticién de subcadenas dentro del patrén mismo.
Dos extensiones al problema de apareamiento de patrones frecuentemente usados son:

= encontrar todas las ocurrencias de P en T

= encontrar cualquier ocurrencia de P en un conjunto finito de ocurrencias en T’

La implementacién de los algoritmos que resuelven estos problemas difieren significati-
vamente del algoritmo que hemos presentado, pues para resolver la primera extensién al
encontrar una ocurrencia, se volveria aplicar el algoritmo teniendo en cuenta el texto actual
como el texto original menos la parte que ya ha sido explorada (en la que se encontré la
ocurrencia), y de esta forma continuar hasta que todo el texto sea explorado, mientras
que la implementacién al segundo problema es la que hemos estado trabajando, donde la
ocurrencia del patrén que se encuentra es la primera.

De esta forma queda presentado el algoritmo de Boyer-Moore, considerando que existen
aun gran cantidad de versiones que implementan distintas ideas y que incluso logran que
el tiempo de ejecucién sea mejor para fines practicos, ya que la complejidad asintética es
la misma, en todos los casos, cambiando las constantes involucradas.

Sin embargo, en nuestro interés por realizar busquedas con gran rapidez, sin descuidar
la eficiencia de implementacion, seguiremos en la buiisqueda de algoritmos que realicen esta
tarea de la mejor forma posible para lograr obtener los mejores resultados en las tareas que
involucren su aplicacion; esta es la razén que origina el desarrollo del siguiente capitulo.
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Capitulo 4

Arboles Sufi jos

4.1. Introduccién

En capitulos anteriores estudiamos algunos algoritmos que realizan busquedas de pa-
trones en un texto basados en la construccién de sufijos, los cudles toman como base el
algoritmo de Boyer-Moore. Sin embargo la literatura nos senala la existencia de algoritmos
diferentes que también son usados en aplicaciones que requieren la solucién de apareamien-
to exacto y donde el tiempo de ejecucion disminuye; dichos algoritmos se basan en drboles
sufijos.

En este capitulo estudiaremos arboles sufijos que, como veremos mas adelante, tam-
bién toman la idea de construcciéon de subcadenas sufijas para lograr una busqueda mas
eficiente, con la cudl el tiempo de preprocesamiento, es decir la construccién del arbol, se
realiza en O(m), si es que S; tiene longitud m, y realiza la buisqueda de cualquier cadena
Sy, de longitud n, en O(n). Estas caracteristicas dan una gran ventaja a la solucién de
problemas, pues S; y So pueden adaptarse para representar al texto o al patrén segin
convenga y de esta forma lograr el mejor comportamiento de la aplicacién. En este tra-
bajo se supone que los problemas a solucionar son de tal forma que tenemos un texto fijo
para el cudl se construye el arbol y entonces realizamos busquedas sobre él de uno o mas
patrones, los cudles no son todos conocidos al inicio de la ejecucién del programa. Si esto
no fuera asi, entonces lo que conviene es solucionar el problema de apareamiento exacto de
un conjunto (ezact set matching)®.

4.2. Definiciones basicas

Un drbol sufijo es una estructura de datos en la cual se representan todos los sufijos
que pueden formarse de una cadena S, siguiendo ciertas reglas. Adn mds, debido a la
construcciéon de estos arboles, también se representan en él todas las subcadenas de la
cadena dada. Para cada cadena S, de longitud m, el niimero de subcadenas diferentes que

'Consiste en que si tenemos un conjunto de patrones { P} a buscar en un texto T, esto puede resolverse
realizando la bisqueda simultdnea de cada patrén y de esta manera se logra que T sea recorrido una sola
vez.
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se pueden formar son: Y ;" i = m(m+1)/2. Adn asi el tiempo de creacién del drbol sufijo
es O(m).

Mais formalmente nuestra definiciéon queda de la siguiente forma:

Definicién 4.2.1. Sea A un arbol sufijo, para un texto T, tal que |T| = m, entonces:

e A es un darbol dirigido con exactamente m hojas, las cudles estin numeradas de 1 a
m.

o (Cada vértice interno de A tiene al menos 2 hijos. Esto excluye a la raiz.

e Cada arista se encuentra etiquetada con una subcadena de T distinta de vacio. Si v
es un vértice del drbol, y a1, as son dos aristas que salen de v, las etiquetas corres-
pondientes a ellas no tienen prefijos que se apareen, lo cual sucede para cualquier
par de aristas de v.

e Para cada hoja i, existe un camino C desde la raiz a esa hoja, tal que la concatenacion
de todas las etiquetas de las aristas pertenecientes a C nos da el sufijo de T que
empieza en la posicion 1.

A continuacion realizaremos la construcciéon de un drbol sufijo para el texto T' y de
esta forma podremos ayudarnos a apreciar las caracteristicas anteriormente mencionadas.

Dado T = abcabed, la construccién del arbol sufijo A correspondiente, es como sigue:
la cadena se recorre de izquierda a derecha y en cada posicién 7, se construye el sufijo de
T correspondiente a esa posicién y se anade al arbol, en este proceso se cuida la aplicacion
correcta de los puntos listados en la definicion.

e ; = 1. Empezamos con la inserciéon del nodo raiz con un nodo hijo el cual su arista
tiene como etiqueta la cadena completa, ya que es el sufijo mas grande y se numera
con 1.

abcabed :

e i = 2. El sufijo correspondiente es bcabed; como T'(1) # T'(2) entonces creamos un
nodo terminal distinto etiquetado con 2. De igual forma para 7 = 3, quedando como
resultado final el 4rbol mostrado a continuacién.
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e i = 4, cuando llegamos a esta posicién el sufijo formado es abed el cual tiene un
prefijo (abc) que coincide con un prefijo de un sufijo anterior de 7', el formado en la
posicién 1, por lo que tenemos que seguir el camino marcado por la etiqueta de esa
arista correspondiente y en el momento de encontrar que un caricter no se aparea,
entonces se inserta un nuevo nodo w; para marcar la diferencia de sufijos se anade
una nueva hoja, en donde las etiquetas se forman asi:

1. Se agrega una arista del nodo w a la hoja que antes ya teniamos, y su etiqueta
queda con la subcadena que no se apared con el sufijo que actualmente estamos
trabajando.

2. Se agrega una nueva hoja con una arista de w hacia ella, y la etiqueta que le
corresponde es la subcadena que no se apared con el sufijo que coincide con el
mismo prefijo y que completa el sufijo correspondiente a esa posicion.

e ; =5y 6. Se repite el proceso anadlogo que se usé para ¢ = 4, resultando el siguiente
arbol.

e i = 7; para esta posicion el proceso es andlogo que en las 3 primeras posiciones,
resultando entonces el siguiente drbol sufijo correpondiente a T'.
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El ultimo punto listado en la definicién se observa a partir del esquema anterior. Por
ejemplo, para la posicién 2 se marca la ruta desde la raiz hasta la hoja que tiene este mismo
numero como etiqueta con lineas punteadas que indican el camino, donde al concatenar
las etiquetas de las aristas nos da el sufijo a partir de 7'(2), es decir T'[2..m] = bcabed y
ocurre lo mismo para cada una de las posiciones en T'.

Si analizamos con cuidado notaremos que la construccién de A para 7' no causé ningun
problema al seguir la ultima regla listada en la definicidon, ya que el dltimo caricter d, no
aparece en ninguna otra posicién, lo que garantiza que ningin sufijo de 7" es algin prefijo de
algin otro sufijo distinto; esto no ocurre para cadenas del tipo abcabc, en donde podemos
observar que el sufijo bc, en la posicién 5, es un prefijo del sufijo beabe, en la posicién 2;
para garantizar que esto no pase en la construccion de nuestros arboles sufijos, se usara un
cardcter extra (digamos $) que no pertenezca a ¥, para que al concatenarlo con el texto
(T'$), nos garantice el cumplimiento de esta regla.

Otra observacién importante es que en cada paso del proceso se forma un arbol corres-
pondiente a esa posicion, pero lo més relevante es que estos arboles no son independientes
entre si pues la construcciéon de uno depende del inmediato anterior construido, lo cual nos
da la pauta para la implementacién del algoritmo que desarrolla este proceso. Como un
requerimiento, que se mencioné en la introduccién a este capitulo, este preproceso tiene
un orden de complejidad de O(m).

Estas observaciones se formalizan de la siguiente manera:

Definicién 4.2.2. La etiqueta de un nodo w es la etiqueta de la arista que incide en él.
La denotamos como etig(v).

Definicion 4.2.3. Para cualquier nodo v en un drbol sufijo, la profundidad de la cadena
de v es el numero de cardcteres en la etiqueta de la arista de v.

Definicién 4.2.4. La etiqueta de un camino desde la raiz hasta el extremo de un nodo, es
la concatenacion, en orden, de las etiquetas, que son subcadenas de T, de las aristas que
pertenecen a ese camino. Como todo camino termina en un nodo v entonces esta etiqueta
serd denotada como etiq(C(v)).

Definicién 4.2.5. Un camino C que termina en la mitad de una arista (u,v) divide la
etiqueta (u,v) en una posicion k que depende de la subcadena que contiene. Cuando surge
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esta division, la etiqueta de C es ahora la etiqueta de u concatenada con el sufijo de la
etiqueta de (u,v) que se forma a partir de la posicion k.

Para ejemplificar estas definiciones observemos la Figura 4.1, donde se muestra el drbol
sufijo para la cadena aabc.

Figura 4.1: Arbol sufijo correspondiente a la cadena aabe. La cadena a es la etiqueta del vértice
v. La etiqueta del camino que termina en 2 es abe. La cadena aab etiqueta un camino que termina
en la arista (v, 1).

4.3. Uso de arboles sufijos para apareamiento exacto

Ahora que sabemos la informacién que un arbol sufijo contiene asi como la manera
en que ésta estd representada, lo que sigue es saber como se usan estos arboles para
el problema de apareamiento exacto, que es nuestro objetivo inmediato; después se
retomard su implementacién. El problema fundamental que nos conduce a estudiar estas
estructuras lo podemos expresar de la siguiente manera:

Dado un patréon P y un terxto T, encontrar todas las ocurrencias de P en T en
O(n+m), con n y m la longitud de P y T respectivamente.

Este problema se resuelve con arboles sufijos de la siguiente manera:

¢ Construye el arbol sufijo correspondiente a 7' en O(m)
e Aparea los caricteres de P a lo largo del tnico camino C de T hasta que:

a) Se encuentre un no-apareo de P en C. Este caso significa que P no ocurre en
T.

b) No ezistan mas apareos de P en C. Cuando ocurre este caso, nos fijamos en el
subarbol que se forma bajo el vértice que tiene por etiqueta la subcadena donde
se quedo el apareo de P, y obtenemos los nimeros de cada hoja perteneciente
a ese arbol, los cuales nos indican las posiciones en donde P ocurre en 7'.

Una de las ideas clave que se aplica para el caso (b) es el hecho de notar que P ocurre
en T empezando en la posicién j si y s6lo si P ocurre como prefijo de T'[j...m]. Esto
dltimo sucede si y sélo si la cadena P etiqueta una parte inicial del camino desde la raiz
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abde

Figura 4.2: Arbol sufijo correspondiente a la cadena abcabdabde. Al realizar la bisqueda del patrén
P = bd empezamos a aparear los caricteres correspondientes y cuando se ha terminado la longitud
de P sabemos que el patrén ocurre en T'; para encontrar estas posiciones, se examina el subarbol
marcado con lineas punteadas y se toman las etiquetas de las hojas que pertenecen a él, en este
caso 5y 8.

a la hoja j, es decir el camino inicial que sigue el algoritmo de apareamiento. Esto se
muestra en la Figura 4.2.

El hecho de que al buscar una cadena sélo sea revisado el subarbol correspondiente a
una arista del nodo raiz, tiene que ver con que en la construccién no se permite repeti-
ciones de prefijos en dos aristas que salen de un mismo vértice, por lo que el camino de
apareamiento es tnico, logrando que el tiempo para aparear un patrén sea proporcional
con su longitud.

Por ejemplo en la Figura 4.2, si buscamos el patrén ab, éste aparece tres veces en el
texto, en las posiciones 1, 4 y 7. El algoritmo encargado de encontrar estas posiciones s6lo
tiene que revisar el subarbol correspondiente al vértice donde concluyé el apareo y localizar
las etiquetas de las hojas. Por lo tanto, todas las ocurrencias de P en T pueden ser encon-
tradas en O(n + m); aunque ésta es la misma complejidad que hemos estado obteniendo
de algoritmos anteriores, la distribucién es diferente, como lo habiamos mencionado en la
introduccién de este capitulo, ya que el tiempo de preprocesamiento en ellos es de O(n) y
de buisqueda es de O(m), mientras que con drboles sufijos el tiempo de preprocesamiento
es de O(m) y el de busqueda es de O(n + k), donde k es el niimero de veces que P ocurre
enT.
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4.4. El algoritmo ingenuo que obtiene un arbol sufijo

Presentamos una forma sencilla e intuitiva de construir un arbol sufijo para una cadena
dada. Esta consiste en tomar la idea de construir el drbol A;4+1 a partir del drbol A;, y de
esta manera obtener el drbol final inductivamente sobre i, donde 7 representa la posicién
en la cadena, y por lo tanto tiene un rango desde 1 hasta m, como lo vimos en el ejemplo
de la subseccion 4.1.

De esta forma el algoritmo, para el caso general, quedaria de la siguiente manera;:

1. Caso Base: Construimos un nodo raiz con un nodo hoja que tenga como etiqueta a
S8, es decir, la cadena completa que es el sufijo correspondiente a la posicién 1.

2. Hipétesis: Suponemos que el drbol A;, para el sufijo S[i...m]$ estd construido y
ahora con base en éste, construiremos el drbol correspondiente a S[i + 1...m|$, es
decir a A;;1, para 2 < i < m, de la siguiente forma:

e Empezando en la raiz de A;, encontrar el camino més largo, tal que un prefijo
de la etiqueta se aparee con un prefijo de S[i + 1...m]$. Este camino es tnico
porque no existen dos aristas que salgan del nodo raiz y que sus etiquetas
empiecen con el mismo caracter.

e En algin punto no serdn posibles méds apareos, ya que ningun sufijo de S$ es
un prefijo de algin otro sufijo de S$, lo cudl estd garantizado por el uso de
$. Cuando se alcanza este punto, puede pasar que el siguiente cardcter para
aparear pertenezca a esa misma arista o sea parte de la etiqueta del nodo
siguiente. Si estd en la mitad de una arista (u,v), entonces divide esta arista
en dos al insertar un nuevo nodo w exactamente entre el Ultimo caricter que
se apared y el cardcter de la etiqueta que causé el no-apareo.

e La nueva etiqueta para (u,w) se etiqueta con la subcadena de S[i + 1...m]$
que se apareé con la etiqueta de (u,v), mientras que la etiqueta para la arista
(w,v) es el resto de la etiqueta de (u,v).

e A continuacién, se crea un nuevo nodo-hoja etiquetado con i + 1, el cual se
conecta con la arista (w,i + 1), la cual se etiqueta con la parte del sufijo S[i +
1...m]$ que no se apared.

e Con esto resulta que el arbol tiene un tinico camino desde la raiz a la hoja i+ 1
que tiene por etiqueta S[i + 1...m]$

Este algoritmo ingenuo construye drboles sufijos en O(m?) para una cadena de longitud
m, lo cual es un costo excesivo, habida cuenta de que existen algoritmos mds eficientes
para esta misma tarea.

Por ejemplo, algoritmos que realizan esta construccién en tiempo lineal tomando ideas
semejantes a la que maneja el algoritmo ingenuo, como son el propuesto por Edward
McCreight en 1976 el cual presenta ciertas desventajas [9] como es que el drbol tiene que ser
construido en orden inverso, lo cual hace mas dificil el uso para aplicaciones que tienen que
ver con compresién de datos. Otro algoritmo muy conocido es el de Esko Ukkonen[4], que
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aunque es menos intuitivo en su construccién, realiza mejoras al algoritmo que McCreight
presentd, pues ademads de que la construccién la realiza recorriendo al texto de izquierda a
derecha, por lo cual no es necesario conocer todo el texto al inicio de la ejecucién, también
sirve para compresién de datos. Esta es la razén por la cudl en este trabajo se realiza el
estudio del algoritmo de Esko Ukkonen.

4.5. El algoritmo de Esko Ukkonen que construye arboles
sufijos

Una cadena de texto T' con m caricteres, contiene m prefijos, los que se forman con
cada iteracién i-ésima, con 1 < ¢ < m. Cada uno de ellos contiene ¢ sufijos, obteniendo
un total de m (m + 1)/2 sufijos. Para la construccién de A;, el algoritmo comienza con un
arbol vacio y durante la actualizaciéon correspondiente a cada %, se trabaja con los ¢ sufijos
correspondientes a cada ¢-prefijo; el algoritmo debe garantizar que cada uno de ellos se
represente en A; al terminar la iteracién correspondiente. Para formalizar esta contruccién
de sufijos, correspondientes a un prefijo dado, consideremos las siguientes definiciones:

Definicién 4.5.1. Sea S una cadena de longitud m. El prefijo i—ésimo de S, p(i) es la
subcadena S[1...1]; el sufijo k—ésimo de S, s(k) es la subcadena S[k ...m)].

Definicién 4.5.2. Dada una cadena S, s;; es el sufijo j-€simo?

donde 1 < j <.

correspondiente a p(i),

Como ejemplo, consideremos la cadena abc; si i = 1, p(1) = a y su tunico sufijo es
ese cardcter mismo; para ¢ = 2 tenemos p(2) = ab y los sufijos son sy, = ab y s2, = b;
finalmente cuando ¢ = 3, p(3) = abc y los sufijos son: s3, = abc, s3, = bcy s3;, = c.

Esta forma de insertar prefijos en un arbol sufijo hace que algunas veces perdamos un
poco de intuicién, con respecto a la forma en que se construye en el algoritmo ingenuo, pero
en realidad toma sentido al recordar que la construccién del arbol correspondiente a una
posicién 7 no es independiente del inmediato anterior, y esto es porque el conjunto {sij}
de un prefijo tampoco es independiente del conjunto correpondiente al prefijo inmediato
anterior, pues difieren en un solo cardcter.

Por ejemplo, en la cadena anterior vimos que los sufijos para el prefijo con ¢ = 2
aparecen como prefijos para el siguiente conjunto de {s3, }; de esta forma sz, es prefijo de
s3, ¥ s2, es prefijo de s3,.

Una observacién importante es que como estamos comparando los sufijos de dos prefijos
contiguos, entonces s;; difiere de s;11; por un solo cardcter, de hecho el cardcter que lo
hace prefijo de este Ultimo. De lo anterior resulta entonces que al anadir los sufijos del
prefijo actual, en realidad sélo se actualizan estas representaciones por ese caricter, pues
los prefijos fueron ingresados cuando se construyé el drbol para ¢ — 1; lo inico que se debe
cuidar es la forma como se realizan estas actualizaciones, lo que revisaremos a continuacién.

En la Figura 4.3 se muestran las primeras tres iteraciones de este algoritmo para el
texto T' = abcabed.

2El rango de la j nos indica que el ntimero total de sufijos para una cadena es la longitud de la misma.
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Figura 4.3: Las tres primeras iteraciones del algoritmo de Ukkonen para la construccién del drbol
sufijo. Correspondiente a la cadena T' = abcabed.

4.5.1. Actualizaciones en un arbol sufijo

En esta seccién presentamos la forma en que se realiza la implementacién del algoritmo
haciendo enfésis en los tipos de actualizaciones que se realizan sobre el arbol, por lo que
presentamos algunas convenciones que nos ayudaran a explicar este proceso de mejor
manera.

En un arbol sufijo tenemos tres tipos de nodos, los cuidles podemos definir asi:

Definicién 4.5.3. Nodos hoja. Son los nodos que estan en el ultimo nivel del drbol, y no
tienen hijos.

Definicién 4.5.4. Nodos explicitos. Son nodos que representan un punto en el drbol en
donde surgen dos o mds caminos a través de aristas distintas.

Definicidon 4.5.5. Nodos implicitos. Son puntos en el drbol donde un prefijo aparece sobre
una etiqueta de alguna arista pero no es toda ella. Estos algunas veces se convierten en
nodos explicitos, segun la construccion del drbol.

Ejemplos de las definiciones anteriores pueden apreciarse de mejor manera en la Figura
4.4, en donde 0 y 3 son nodos explicitos; ab, abb, abbc, son prefijos que estidn contenidos
en la etiqueta de una arista sin completarla, por lo que representan nodos implicitos. Y
los nodos 4 y 5 son nodos hojas, o simplemente hojas.

Figura 4.4: Arbol sufijo correspondiente a la cadena abbee.

Tomemos como ejemplo la construccion del arbol para el texto T' = abced, en la cudl las
primeras tres iteraciones coinciden con las mostradas en la Figura 4.3; y para ejemplificar
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los tipos de actualizaciones, que enumeramos a continuacién, observemos el paso de As a

As.

1.

3.

La extension de la etiqueta de una arista. Consiste en la concatenacion de un caracter
a la etiqueta de una arista ya existente en el arbol.

Cuando i = 3, p(3) = abc se diferencia de p(2) = ab por el carédcter ¢, por lo que al
actualizar el arbol, lo que tenemos que hacer es anadirlo a las etiquetas de las aristas
que ya existen en el arbol; de esta forma se va trabajando desde el sufijo mas grande
hasta el mas pequeno. Este caso corresponde al siguiente tipo de actualizacién:

abC

be

Anadir una nueva hoja a un nodo ezxplicito. Cuando llegamos a la cadena vacia,
implica anadir el sufijo ¢; como no existe una arista de la cual su etiqueta empiece
con este caracter, entonces se anade una nueva hoja, la cual tendrd como etiqueta a
¢. Con esto obtenemos el drbol As.

0\90
be

Actualizacion de un mnodo implicito. Al empezar a construir A4, se realizan las
actualizaciones de las aristas que ya existen, empezando por el sufijo mis grande;

cuando se llega a la cadena vacia, observamos que ya existe un nodo que tiene como
etiqueta a ¢, por lo que no hay ningin tipo de trabajo que hacer y sin embargo la
actualizacién existe, aunque el drbol A4 sigue igual en apariencia.

Division de una arista correspondiente a un nodo implicito. Consiste en dividir una,
arista para agregar un nodo el cual conservard como hijo al nodo en el que incidia
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la arista dividida, ademds de un nuevo nodo que representa al resto de la etiqueta
del sufijo s;;

Este tipo de actualizacién la observamos al construir a As. Como lo hemos hecho,
empezamos a actualizar los sufijos que se encuentran en A4 empezando por el sufijo
mds grande hasta llegar al s4,, a los que sélo hemos concatenado el ultimo caracter
de T'[5] = d a las etiquetas de estas aristas; con esto el 4rbol se observa asi:

&
o
N

beed

Cuando llegamos al sufijo s5, = cd, entonces encontramos que existe una arista que
sale del nodo raiz, la cual tiene como prefijo en su etiqueta al caracter ¢, por lo que
el siguiente paso consiste en dividir esta arista e insertar un nuevo nodo. Luego es
necesario anadir una nueva hoja para poder representar este tltimo cardcter de s(5).
El resultado de estos dos pasos se observa en el siguiente esquema.

960

beed

cd

Usando las reglas de actualizacién listadas anteriormente, una vez que el final del sufijo
si; de T[1...i] ha sido encontrado en el drbol 4;, sélo toma tiempo constante aplicarlas
y de esta manera garantizar que s;;S(i + 1) se encuentre en el drbol. Entonces la tarea a
la que nos debemos enfocar es saber precisamente cémo localizar estos sufijos en el arbol
para después realizar la actualizacién correspondiente.

4.5.2. Construccion del arbol sufijo

La forma mas sencilla de encontrar el final de cualquier sufijo s;; en el &rbol es caminar
desde el nodo raiz e ir apareando los caracteres correpondientes; de esta forma el tiempo
de ejecucién para un sufijo s;; nos toma tiempo O(i + 1 — j), por lo que como p(i) tiene
i sufijos, entonces construir A4;,; nos toma tiempo O(i?), de esto concluimos que A4,,
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ocupara O(m?) en tiempo de ejecucion. Pero el Algoritmo de Ukkonen implementa algunas
otras caracteristicas para no sdlo lograr el tiempo de construccién lineal con respecto a la
longitud del texto, sino también para reducir espacio de almacenamiento.

4.5.3. Ligas sufijas

Definicién 4.5.6. Sea V(A) el conjunto de vértices para el drbol A y sea v un nodo interno
en V(A) con etigq(C(v)) = za, en donde z denota un cardcter y « es una subcadena,
posiblemente vacia. Si existe vo # v en V(A) con etig(C(v2)) = «, entonces un apuntador
desde v a vy es una liga sufija, la cual denotaremos como ls(v,v9). Si a es vacia, entonces
la liga sufija apunta al nodo raiz.

Un ejemplo de esta definicién, que incluye el caso de « vacia, se observa en la Figura
4.5, donde las ligas sufijas estdn con lineas punteadas.

Esta definiciéon no garantiza que cada nodo interno de un arbol sufijo implicito tenga
una liga sufija; sin embargo podemos afirmar el cumplimiento de algunas caracteristicas
que se presentan en cada fase de la construccién del arbol sufijo, en el siguiente lema y
corolario.

Figura 4.5: Ligas sufijas en un arbol sufijo. Cada nodo interno tiene una liga sufija a aquel nodo
que tiene como etiqueta de camino a la correspondiente etiqueta de un sufijo como lo marca la
definicién.

Lema 4.5.1. Si un nuevo nodo interno v con etiq(C(v)) = za se agrega al drbol actual
durante la fase i+ 1 (o0 sea en la construccion de A;11 y la construccion del sufijo S(Z'_H)j),
entonces pasa alguno de los siguientes casos: a) el camino etiquetado con o ya termina en
un nodo interno del arbol actual o b) un nodo interno al final de la cadena o serd creado,
usando las reglas de actualizacion, al llegar al sufijo sit1;,, en la misma fase de Ajyq.

Demostracién. Un nodo interno se crea al trabajar con el sufijo s;41;, sélo cuando se
utiliza alguna de las reglas 2 6 4. Esto significa que en la extension 7, el camino etiquetado
za continda con algin otro caricter distinto de S(i+1), digamos c. Asi, en la extensién j+
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1, existe un camino etiquetado con « en el drbol y éste ciertamente tiene una continuacion
con el carcter ¢, aunque posiblemente también con algunos otros caracteres. Existen dos
casos por considerar:

a) el camino etiquetado con « contintia solo con el cardcter c; 6
b) continta con algin caricter adicional.

Cuando el caricter que le sigue a « sélo es ¢, la regla de actualizacién 4 crea un nodo
v9 al final del camino «. Cuando a continta con dos caricteres diferentes, entonces ya
debe existir un nodo vq al final del camino de . En ambos casos el Lema se cumple. [

Corolario 4.5.1. En el algoritmo de Ukkonen, cualquier nodo interno que se crea tiene
asignada una liga sufija al final de la siguiente extension, j + 1.

Demostracion. Esta prueba se realiza por induccion sobre los prefijos de S. El caso base,
cuando ¢ = 1 se cumple, ya que A; no contiene nodos internos. Asi es que supongamos que
se cumple al final de la fase ¢ y consideramos la siguiente fase 7 + 1. Por el lema anterior,
cuando se crea un nodo v en la extensién j, el nodo vy correspondiente a la liga sufija
desde v serd encontrada o creada en la extensién j + 1. En la dltima extensién de cada
fase, ningiin nodo interno se crea, ya que esta extensién trabaja con el Ultimo caricter
S(i+1), de esta forma, todas las ligas sufijas creadas desde nodos internos creados en la
fase i + 1 son conocidos al final de la fase, y el arbol A;41 tiene todas sus ligas sufijas para
cada nodo interno. a

4.5.4. Usando ligas sufijas para la construccién del arbol sufijo A

Una vez que hemos visto las fases en las que se construirdn las ligas sufijas en el
algoritmo, lo que sigue es ver la forma en que se utilizan y aprovechan para disminuir el
tiempo de contruccién de A.

Recordemos que en la fase 7 4+ 1 el algorimo localiza el sufijo S[j...4] de S[1...1] en
la extensién j, para 1 < j <4+ 1, a través de algin camino que surge desde la raiz del
arbol actual. Las ligas sufijas pueden acortar este camino y cada extension. Las primeras
dos extensiones, 7 = 1 y j = 2, para cualquier fase ¢ + 1 son las més faciles de describir,
por lo que empezaremos con ellas.

El final de la subcadena S[1...%] debe terminar en una hoja de A;, ya que ésta es la
subcadena mas grande representada en el arbol. Resulta ficil encontrar el final de este
sufijo, ya que asi como los drboles son construidos, podemos guardar un apuntador a la
hoja correspondiente a la cadena actual S[1...1], y de esta forma la actualizacién del 4rbol
se realiza con la regla 1; por lo que la primera extensién de cualquier fase es especial y su
actualizacion se realiza en tiempo constante.

Sea la cadena S[1...14] con etiqueta za, donde z es un caricter y « es una subcadena
posiblemente vacia; sea v el nodo padre de la hoja 1 y v la etiqueta de la arista que incide
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en ella. El préximo paso del algoritmo debe encontrar el final de la cadena S[2...7] = «
en el arbol actual. El nodo v debe ser o el nodo raiz o un nodo interno de A;. Si es la
raiz, entonces para encontrar el final de o se debe bajar por el arbol, a partir de la raiz,
siguiendo el camino etiquetado con «, de la misma forma que el “algoritmo ingenuo”. Pero
si v es un nodo interno, entonces, por el corolario anterior y ya que v fué creado en A;,
tiene una liga sufija al nodo vo. Como v2 tiene como etiqueta de su camino un prefijo de «,
entonces el final de « debe terminar en el subarbol de vy. De esta forma, en la bisqueda
del final de « en el drbol actual, el algoritmo no necesita bajar el camino completo desde
la raiz, sino empezar desde el nodo vs. Este es el objetivo principal de incluir ligas sufijas
en el arbol. En resumen, el algoritmo busca a v a partir de wvs.

Para extender cualquier otra cadena S[j...i] a S[j...7 + 1] para j > 2, se repite la
misma idea general; empezar en vy, el nodo al final de la cadena S[j — 1...1i]; obtener el
padre de vg, que es la raiz o es un nodo interno v que tiene una liga sufija desde él; sea
v la etiqueta de la arista de vg; suponiendo que v no es la raiz, atravesamos la liga sufija
desde v a vy; después buscamos a ' en el subarbol de vy, pues 7/ es un sufijo de S[j ... 1J;
finalmente extendemos el sufijo de S[j...7 + 1] de acuerdo a las reglas de actualizacién
que antes estudiamos.

De esta manera hemos presentado el algoritmo completo que construye el drbol sufijo;
sin embargo, el tiempo de ejecucién no es de O(|T’|); para obtener esta cota se anaden al
algoritmo algunas caracteristicas que le permite realizar el proceso de forma mas rapida.
Antes de proceder con éstas caracteristicas, introducimos la definiciéon de altura de un
nodo.

Definicién 4.5.7. Sea v € V(A). Definimos la altura de v como el nimero de vértices
que existen en un camino C que va de v a la raiz.

Procedemos a presentar algunas mejoras al método que construye el arbol.

= Kl truco de cuenta y salta con compresién de la etiqueta de las aristas; éste consiste
en que la busqueda de una cadena S, a partir de un vértice v, no dependa de su
longitud, sino de la altura de v; la compresion de las etiquetas consiste en que cada
una de ellas esté representada por un par de niimeros que representen la posiciéon de
T donde el sufijo empieza y termina. Ilustremos de manera méas precisa.

Supongamos que estamos en la fase j de la construccién de A;41, es decir que cuando
ésta termina, la cadena T[j...4|T(i + 1) estara representada en A;;1(j). Con el uso
de “ligas sufijas”, el algoritmo busca un sufijo S de T'[j...1], a partir de v € V(4;).
Sea S| =m y u € V(A;) tal que |etig(u)| = n y etig(u)(1) == S(1).

1. Caso |etig(u)| < |S|. Entonces: v = u,S = S[j + n...4] y sea u' tal que
letig(u’)| = n' y |etig(u')| = n; es decir se repite el proceso con sélo verificar el
aparemiento del primer caricter de cada cadena y que se cumpla la condicién
que define a este caso.

2. Caso |etig(u)] >= |S|. Entonces: sabemos que S es un prefijo de etig(u), de
longitud n.
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En resumen, este proceso consiste en ir brincando entre nodos contiguos, donde cada
uno pertenece a un camino. Si suponemos que conocer la longitud de una arista y
obtener un cardcter de S toma tiempo constante, entonces el proceso antes descrito
es proporcional al niimero de nodos en un camino. De esta manera, al usar esta regla
cualquier fase del algoritmo se realiza en O(n); el problema es que tenemos un total
de n fases por lo que la ejecucién del algoritmo, atin usando este truco, es O(n?).

= El uso de la regla 3, en la fase j, implica la actualizacién implicita de j + 1 hasta
1+ 1.

= Cuando se crea un nodo hoja, ésta caracteristica se mantiene durante toda la ejecu-
cién del algoritmo.

Este método, a diferencia del ABM, es considerado como dependiente de Y. El uso de
arboles sufijos no estd restringido a la solucién del problema de apareamiento exacto, pues
también es util para la solucién de problemas mas complicados, como es apareamiento
inezacto entre otros; en [4] se muestra una lista de aplicaciones y en algunos casos el
algoritmo mismo.

A pesar de que existe una gran cantidad de aplicaciones que dependen del uso de
estas estructuras que hemos presentado, no debemos olvidar que existen algunas otras
que pertenecen a la misma familia, como suffiz trie[9] y Patricia trie[8] las cudles otorgan
cualidades especiales en la forma de construccién del 4rbol y que pueden ser aprovechadas
segun el problema que estemos resolviendo; basicamente estas diferencias tienen que ver
con la forma en que los datos son representados en el arbol.
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Capitulo 5

El ABM y arboles sufijos

5.1. Introduccion

Hemos estudiado la forma en que el ABM y AS trabajan. Las ideas que ambos usan
para lograr disminuir su tiempo de ejecucién y de espacio tienen que ver con las ideas de
preprocesar y analizar la cadena que se va a representar en la estructura correspondiente.
Sin embargo, éstas tienen que ser modificadas dependiendo del caso particular de una
aplicacién para lograr su maxima eficiencia. Las caracteristicas que obligan a modificar
al algoritmo son tan diversas que no pueden ser enumeradas de forma precisa; sin em-
bargo, podemos tomar sélo algunos casos para ejemplificar y estudiar estas variantes. Es
éste nuestro objetivo en el presente capitulo, buscando enriquecer y darnos algunas ideas
intuitivas de modificacién a los algoritmos originales.

5.2. Apareamiento de Patrones en Dominio-Comprimido

La compresién consiste en reducir el tamano de un conjunto de datos al eliminar
informacién redundante de su estructura. Una de las técnicas generales de compresién
consiste en asignar un patrén pequeno de bits a aquellos simbolos que ocurren con mayor
frecuencia.

Existen dos opciones para realizar busquedas de patrones en texto comprimido:

» Descompresién-busqueda (decompress-then-search). El texto es descomprimido to-
talmente y enseguida se realiza la busqueda del patron. Este método, como todos los
“ingenuos”, tiene la ventaja de ser muy claro, pero tiene grandes costos en tiempo
de ejecucién (al realizar todo el proceso necesario para descomprimirlo) y de reque-
rimientos de almacenamiento (al lograr descomprimirlo, se tiene que almacenar para
después comenzar con el proceso de apareamiento de patrones).

» Apareamiento de patrones en dominio comprimido (compressed-domain pattern mat-
ching). El apareamiento del patrén se realiza sobre el texto sin descomprimirlo o des-
comprimido parcialmente. Las ventajas evidentemente son que el archivo de datos
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es pequeno, por lo que el proceso de apareamiento toma menos tiempo para ejecu-
tarse y sobre todo que se ahorra el tiempo del proceso de descompresién del archivo,
ademads que el espacio requerido es menor. Sin embargo también tiene desventajas, la
principal tiene que ver con que el proceso de compresién elimina informacién acerca
de la estructura del archivo.

Existen muchas técnicas que se usan en apareamiento de patrones en dominios compri-
midos, las cudles consisten en comprimir el patrén y después buscarlo en el texto compri-
mido. Sin embargo, este método podria no funcionar en subcadenas que tienen diferentes
representaciones dependiendo del contexto. Esto sucede cuando los limites en el texto
comprimido no corresponden a los del texto original, como sucede en el cédigo aritmético,
o donde el archivo de entrada se codifica adaptivamente[10]. Algunas otras técnicas estdn
basadas en los sistemas de compresion de la familia LZ(Lempel-Ziv), otros incluyen méto-
dos para texto codificado con Huffman y otros sistemas estdn usando la transformacion
de Burrows-Wheeler[10], a la que denotaremos como TBW, como un paso de preproce-
samiento para alcanzar un “buen” nivel de compresién. Algunos de los compresores més
avanzados que usan esta transformacién son la familia de Bzip([7, 3] y Szip[7], entre otros.

5.2.1. Transformaciéon de Burrows-Wheeler

También se conoce como ordenamiento por blogue(block-sorting), y se usa como base
en algunos algoritmos de compresion sin pérdida (lossless). Esta consiste en realizar una
permutacion de una cadena de entrada S, permitiéndonos posteriormente su recuperaciéon
y al mismo tiempo ofrece la ventaja que sobre esta cadena se puede realizar una compre-
sién mas efectiva al lograr que los caridcteres que aparecen en contextos similares estén
agrupados en la salida.

La transformacion ordena todos los caracteres del archivo de texto de entrada usando
su contexto como la clave para realizar este proceso. El contexto se refiere al conjunto de
caricteres que se encuentra inmediatamente antes o después de un caracter = a partir del
cual se realizara el ordenamiento. En este algoritmo se usa el contexto “después” de x
pues de esta forma se logran algunas ventajas — que explicaremos més adelante de forma
breve —, para ciertas aplicaciones, entre las que se incluye la que es objeto de estudio de
esta seccion. Una caracteristica importante es que el conterto permite determinar cuantos
caracteres, a partir de z, son necesarios para contestar cualquier interrogante acerca de su
orden.

Consideremos la cadena S = emblema de longitud 7; si realizamos todas las rotaciones,
de esta cadena, por un caricter, obtenemos una matriz M que se ve de la siguiente forma:

e m b I e m a
m b I e m a e
b 1 e m a e m
M l e m a e m b
e m a e m b 1
m a e m b 1 e
a e m b 1 e m
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Ahora nos disponemos a ordenar lexicograficamente los renglones de M obteniendo
entonces a M', guardando ademds la ltima columna en un arreglo especial al que deno-
taremos L, como se muestra a continuacion:

M.

EE —0 o o
oo BE ~o
— 0o B oe o B
o B ® —~o0 3 o
Eocood e —
®» —5 B ooo
A - -

Entonces la transformacién consiste en obtener la posicién de M’ en donde aparece
la cadena original S, tenemos entonces que TBW (S) = (L,4). En resumen, al aplicar la
transformacion a S, obtenemos un par ordenado, donde el primer elemento es el arreglo que
guarda las ultimas posiciones del conjunto ordenado de rotaciones de S y el segundo es la
posicion I en la matriz donde ocurre S; este par nos permitird, al realizar la transformacion
inversa, obtener la cadena original.

El proceso inverso es sencillo: usando L podemos obtener el primer caracter correspon-
diente al renglén 7 en M, guardando estos valores en un arreglo F. La forma de hacerlo es
simplemente ordenar a L pues sabemos que los renglones en M’ se encuentran ordenados.
El resultado se puede constatar en el siguiente esquema:

M.

E 8 ~0o o0 oo H
cr o B E —o
— 0o B oe o8
o8 s —0 8 o
EocooB o —
» —B B oo o
o oo —5 B

Al tener a L y F con sus respectivos valores podemos definir una relacién uno a uno
entre ellos, la cual consiste en que dada la posicién i—ésima de L existe una posicion
j—ésima en F que hace referencia al mismo caracter. El resultado de esta relacién puede
guardarse en un arreglo denominado R, el cual para nuestro ejemplo queda asi:

1 2 3 4 5 6 7
R=[ 5 6 7 3 4 2 ]
Para poder calcular estos valores nos auxiliaremos de las siguientes definiciones:

Definicién 5.2.1. Sea R una relacién uno a uno entre L y F, tal que R[j] =1 si y sdlo
si L[j] es la k ocurrencia de x en L y F[i] es la k ocurrencia de x en F, con = € ¥.
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De la definicién anterior sabemos que F[R[j]] = L[j], por la misma construccién de R,
pues el cardcter L[i] precede ciclicamente a F'[i] en S; por lo tanto, sustituyendo i = R[j]
tenemos entonces que L[R[j]] precede ciclicamente a R[j] en S.

Retomando al indice I, sabemos que el dltimo cardcter de S es L[I]; de esta manera
podemos usar al arreglo R para dar los predecesores de cada carécter.

Definicién 5.2.2. Considerando el arreglo R, sea R® definida de la siguiente forma:
» Rzl ==
= R'*'[z] = R[R'[x]]

Con estos valores procedemos a calcular a S dados I y L a partir de la siguiente
definicién:

Definicién 5.2.3. S[N —i] = L[R![I]], para i =0,...,N — 1.

De esta forma se calcula a S de atrds hacia adelante!. En [10] lo realizan de forma
inversa s6lo que almacenan algunos valores extras en arreglos lineales, correspondientes a
|S].

Una vez que tenemos la forma de realizar el cdlculo de TBW y la manera de recuperar
nuestra cadena original, entonces lo natural es ver el porqué esta cadena L transformada
nos permite obtener compresiones m4s eficientes y sencillas. Al tener un carcter z que
comunmente se repite en algin texto 7', cuando se realicen las rotaciones de T' y el orde-
namiento de ellas, una gran cantidad de estos renglones podrian terminar en x, por lo que
L contendri a este cardcter en muy distintas posiciones, posiblemente no consecutivas.
Este mismo argumento se puede aplicar a todos los caricteres de las palabras, y de esta
forma se pueden localizar regiones en L donde la probabilidad de diferencia de caricteres
sea minima. Esto conlleva a que la probabilidad de que un cardcter  ocurra en esa regién
es grande, si es que z ocurre cerca de esa regién, y muy baja en otro caso. Esta propiedad
es la que tiene la mayor ventaja, ya que cominmente se usa con el codificador movimiento
al frente[3] (move-to-front) seguido por c6digo de Huffman o cédigo aritmético[3].

5.2.2. El ABM en texto de Dominio Comprimido con TBW

Este algoritmo nos permite realizar busquedas descomprimiendo sélo parcialmente el
texto comprimido. Para tal efecto, durante la etapa en que se aplica la transformacion
BW al texto de interés se calculan algunos otros valores que a continuacién describiremos.

Consideremos H un arreglo que relaciona los cardcteres del texto original con su res-
pectiva posicién en el arreglo F?, es decir:

Definicién 5.2.4. Sea H[i] una relacion tal que T[i] = F[H[i]], con 1 <i<mn

! Aunque en [3] dice que pueden calcularlo de adelante hacia atras, sin mostrar la manera de hacerlo.
2El arreglo que se representa en la matriz M’ definida al inicio de esta seccién y que ya sabemos cémo
calcular.
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Este arreglo® es 1til al realizar el apareamiento de patrones con ABM para reportar
las posiciones en T de las ocurrencias del patrén. La forma de calcular estos valores se
basa en la idea que se refleja en el arreglo R. De esta forma, el arreglo H correspondiente
a nuestra cadena de ejemplo queda de la siguiente forma:

1 2 3 4 5 6
H=[ 3 6 2 5 4 7 1 |

En este algoritmo se usan las dos reglas principales de ABM, a) la regla extendida del
cardcter errdneo y b) la regla de movimiento por un buen sufijo. Esta tltima se usa de la
misma manera en que se presenta en el Capitulo 1, pero se realizan algunas modificaciones
a la primera que tienen que ver con que esta regla usa listas ligadas para almacenar las
ocurrencias de cada caracter en la cadena preprocesada, y aunque esto ahorra espacio en
memoria, la desventaja es la biusqueda del indice adecuado; para evitar este tiempo de
busqueda se usa una técnica de dos pasos, que consiste en que en el primer paso PP se
calcula el nimero de ocurrencias de cada caricter y se distribuyen de forma ordenada en
un arreglo de tamano n. Retomando nuestro ejemplo, los valores quedan asi:

i 2 3 4 5 6 7
PP=[ a b e e 1 m m |

De esta manera, este arreglo estd retomando la definicién de F', que ya sabemos la
manera de obtener los valores. El siguiente paso SP es obtener los indices en el patrén de
cada caracter, quedandonos nuestro arreglo asi:

SP PP
1 7 a — a
2 3 b — b
3 1 e — e
4 5 €
5 4 I — 1
6 2 m — m
7 6 m

Al calcular estos valores, resulta mas eficiente el algoritmo que si se usan listas ligadas,
aunque ain asi usamos O(n+|X|) en espacio para almacenar el resultado de estos cilculos.

Entonces, el algoritmo que realiza busquedas de patrones en texto de dominio compri-
mido usando A BM depende de los arreglos F'y H, siendo posible decodificar porciones del
texto en una forma semialeatoria sin decodificar el texto completo; el cédigo se presenta
a continuacién:

3H asf definido también tiene una inversa explicada en [10], pero para fines de este algoritmo no es
necesario mostrarla.
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void aparTexDomComp (P,F,H){
int sG = sB = 0;
calSufijosBuenos ( P );
calCaracterErrExt( P );

k = 1;
while( k <=mn+1 ){
i =m;
while( i > 0 && P[i] == F[ H[ k+i—1]] )
i —=1;

(1 ==0)f

reportaPOcurreEn ( k-n+1 );

k+=G[ 0 ];
telse(
sG = valorSufijoBueno ();

sB = valorCaracterErrExt ();
k += max( sG, sB );
}

Listado 5.1: Apareamiento de texto en Dominio Comprimido.

El algoritmo queda asi usando los cambios para la regla extendida del cardcter errdineo,
la cudl obtiene su mayor eficiencia con alfabetos pequenos; entonces resulta tener la misma
rapidez que los algoritmos usados en texto no comprimido[10]. Una observacién importante
es el hecho de usar valores almacenados en arreglos de igual longitud al texto original.

5.3. El algoritmo de arboles sufijos y su uso en TBW

En esta seccién se refleja la importancia que tiene el drbol de contezto (context tree) que
estd implicito en TBW, y, sobre todo, la relaciéon que existe entre este arbol y el arbol sufijo
correspondiente a la cadena de entrada. La importancia de estudiar los arboles de contexto
en esta transformacion reside en el hecho de que se pueden explorar las caracteristicas de
la cadena de entrada identificando los puntos principales, los cudles se usan en los métodos
de compresién que finalmente sugieren una posible direccién hacia algoritmos eficientes.

La ventaja de usar TBW estriba en los requerimientos moderados de recursos compu-
tacionales, comparados con otros métodos de compresion con funcionamiento similar.

Normalmente la parte computacionalmente critica de la transformacion es el obtener
a M' a partir del ordenamiento de los renglones de M, que presentamos en 5.1.1, para
obtener a M'; una forma de hacer esto es: en M podemos sustituir los renglones por los
sufijos correspondientes a cada posicién i—ésima, de tal forma que en lugar de M’ nos
ocupamos de ordenar a todos los sufijos de la cadena de entrada. Para nuestro ejemplo
tenemos el esquema de la Figura 5.1, el cual no tiene una representaciéon matricial dado
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que estamos representando sélo los sufijos de S; aun cuando la representacién ya no es
matricial, les ponemos los mismos nombres sélo para mostrar la relacién entre éstos y los
primeros resultados.

e m b I e m a a
m b 1 e m a b 1 e m a
b 1 e m a e m a

M: 1 e m a M: e m b 1 e m a
e m a 1 e m a
m a m a
a m b I e m a

Figura 5.1: Representaciéon de M y M'. A partir de los sufijos de la cadena de entrada.

Teorema 5.3.1. Un irbol sufijo lexicogrifico* para una cadena de longitud n puede ser
construido en O(n + t(n)), donde t(n) es el tiempo que toma ordenar n simbolos.

Demostracién. El arbol sufijo se construye de igual forma que un arbol sufijo comiin
excepto por el momento en que se agrega un nodo u a un nodo v; ya que la posicién en
que un nodo se agregard debe calcularse, ésta puede saberse al realizar un revisién lineal
al conjunto de nodos hijos que posee el nodo raiz, con lo cual el tiempo de ejecucién se ve
limitado por el tiempo de realizar este ordenamiento, pues ya sabemos que la construcciéon
del arbol es lineal con respecto al tamano de la entrada. 0

El algoritmo que originalmente se utiliza para el ordenamiento de M tiene una com-
plejidad en el tiempo de O(nlogn), el cual se puede mejorar al usar un 4rbol sufijo (como
se menciona en [3]), que se recorre en orden y se obtiene la secuencia ordenada de los
valores que contienen las hojas; este paso puede realizarse de forma lineal con respecto a
la longitud de entrada. De esta forma tenemos el siguiente corolario del Teorema 6.1. para
TBW , con la modificacién que acabamos de indicar.

Corolario 5.3.1. La complejidad de TBW is O(n + t(n)), donde n es la longitud de la
cadena de entrada y t(n) el tiempo para ordenar n simbolos[6].

5.4. La construccion del arbol sufijo

Como anteriormente habiamos mencionado, un arbol sufijo puede ser usado para pro-
ducir la cadena que T'BW origina, a la que denotamos como S’. La forma es la siguiente: el
arbol se recorre de izquierda a derecha y por cada hoja encontrada, el simbolo que precede

4Es un arbol sufijo como ya lo conocemos, sélo que las etiquetas de las aristas de los nodos hijos de
cada nodo interno y la raiz, estdn ordenadas.
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a la posicién correspondiente de S es dado como el préximo cardcter de S’; sin embargo
no sélo termina aqui la importancia de la informacién que el drbol posee, ya que ésta tam-
bién representa las similitudes entre contextos. Las hojas del arbol corresponden a dichos
contextos; el padre (el inmediato superior) de un par de hojas, nos da la similitud entre
dos contextos al obtener la concatenacion de las etiquetas de las aristas que pertenecen al
camino desde la raiz a ese nodo.

5.4.1. Podando el arbol sufijo

Para mantener la cuenta de las frecuencias de cada simbolo para cada nodo interno
se debe guardar una estadistica acerca de las propiedades del contexto de la cadena. Esta
podemos realizarla, y quitamos todos los nodos internos que no representen algin cambio
significativo en la distribucién, comparado con su padre. Eventualmente para cadenas de
longitud grande, el nimero de nodos internos converge hacia un nidmero que refleja el
ndmero de estados en un modelo de arbol de la fuente.

Para realizar este proceso, se usa un algoritmo recursivo que poda al arbol sufijo
empezando de abajo hacia arriba y de izquierda a derecha, el cual tiene la ventaja de ser
simple y rdpido y necesita poco espacio. En cada momento sélo es necesario guardar la
cuenta de la frecuencia de los nodos sobre el camino desde la raiz al nodo que se procesa en
un momento determinado. Este limita los requerimientos de espacio a la altura del arbol
por el tamano del alfabeto; el espacio se reduce aun mas si se eliminan todos los nodos que
se encuentran mas alld de una profundidad constante D. Este dltimo proceso no afecta el
resultado final pues es muy raro que los nodos mas alld de una profundidad alrededor de
7 se mantengan[6]; sin embargo lo importante de este paso del algorimo es que el espacio
requerido se reduce.



Comentarios Finales

Los algoritmos mostrados en este trabajo son de gran importancia, no sélo por el
aprendizaje que su construccion conlleva, sino por la gran cantidad de problemas que con
ellos se resuelven.

Para obtener soluciones 6ptimas aveces basta el uso de los algoritmos mas basicos, como
AT — un caso de esto, son los problemas que manipulan alfabetos pequenos —, sin embargo
cuando las caracteristicas del problema cambian los resultados pueden ser ineficientes;
por tal motivo es importante buscar alternativas que brinden mejores resultados, lo que
conlleva el estudio de algoritmos mas sofisticados cuya implementacién contiene un nivel
de detalle mayor que los primeros. En el algoritmo de Boyer-Moore y el de construcciéon
de arboles sufijos, el nivel de detalle, ademdas del que conlleva cada algoritmo mismo,
béasicamente consiste en cuidar que las operaciones realizadas, como accesos a elementos,
garanticen los tiempos que la teoria del algoritmo supone; de lo contrario se debe modificar
el tiempo de ejecucién del mismo.

Un elemento importante en este proceso de transicién es el alfabeto que se manipula en
un momento dado, pues al hablar de arboles sufijos, por ejemplo, la longitud del alfabeto
influye en la eleccién de la estructura de datos que se elige para la representacién de la
cadena de interés.

Algo muy importante es que el estudio de cada algoritmo nos conduce al anilisis de
modificacién necesario para adaptarlo a cada problema particular y resolverlo de la mejor
manera posible, garantizando el tiempo de ejecucion que la teoria determina, pero no sélo
eso, sino que el estudio de algoritmos originales nos da la base para la creacién de algunos
mas sofisticados que resuelvan el mismo problema pero que nos permitan obtener mejores
resultados, en este sentido tenemos la influencia clara de el ABM en el concepto de drboles
sufijos.

Por dltimo sélo nos resta enfatizar que muchos problemas tienen soluciones mas efi-
cientes al utilizar alguna estructura de datos perteneciente a la misma familia, tal es el
caso de aplicaciones en gendmica y protedmica en donde se buscan patrones “similares”,
es decir, que sélo se aparee una subcadena o subcadenas del patrén de interés. La forma
de resolver esto es utilizar un drbol sufijo generalizado (generalized suffix tree) en el cual
se representa un subconjunto de cadenas y todos los sufijos de cada una de ellas [11, 12],
en ésta ultima estructura vemos de nuevo la influencia de los algoritmos base.
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