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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Motivacién

Para motivar el presente trabajo, se presentan de modo muy
general algunos de los problemas y algunas de las soluciones que se
han obtenido en las 4reas de control por modos deslizantes y control
descentralizado.

Modos deslizantes

Uno de los principales problemas que surgen en el irea de control,
s el disefio de controladores para, sistemas que operan en condicio-
nes de incertidumbre y se encuentran sometidos a perturbaciones
externas. El control por modos deslizantes resulta atractivo cuando
el criterio de disefio es robustez; como se vera en el capftulo 2, un
sistema controlado por modos deslizantes es insensible a perturba-
ciones e incertidumbres acopladas al control. A grandes rasgos, lo
que hace un control por modos deslizantes es garantizar (a pesar de
perturbaciones e incertidumbres), que el sistema satisfaga una res-
triccion previamente establecida. Normalmente dicha restriccion se
satisface aplicando acciones de control discontinuas, usando conmu-
tadores por ejemplo.

La técnica de control mencionada, a pesar de ser sumamente
robusta, sufre de algunas desventajas. Una de ellas es el Hamado
chattering o castarieteo, esto es, vibraciones de alta frecuencia que
pueden legar a dafar el sistema. Otra desventaja es que el contro-
lador so6lo es capaz de eliminar las perturbaciones que entran por el
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1. INTRODUCCION

mismo canal que el control: por sf solo no es robusto en cuanto a
perturbaciones desacopladas. Otro problema es que la robustez no
se garantiza desde el primer momento, hay un periodo de tiempo
inicial en el que el sistema no satisface la restriccién preestablecida,
por lo que el sistema, durante ese periodo, es sensible incluso a per-
turbaciones de tipo acoplado, Finalmente, tenemos el problema de
retro-alimentacion de salida. En la literatura sobre modos deslizantes
generalmente se asume que se dispone de todo el estado.

Robustez hacia perturbaciones desacopladas. Para que el
sistema sea también robusto respecto a perturbaciones desacopla-
das, se pueden combinar los modos deslizantes con otros métodos.
Por ejemplo, en {22] se propone una estrategia multi-modelo con un
criterio 6ptimo usando modos deslizantes integrales. En [30] se pro-
pone la combinaciéon de modos deslizantes integrales con métodos de
Lyapunov. En [4] se define la restriccién usando desigualdades ma-
triciales lineales LMI. En [3] se propone el uso de modos deslizantes
convencionales en conjunto con métodos de Lyapunov.

Robustez desde el primer instante. La tGnica forma de garanti-
zar la robustez desde el primer momento es usando modes deslizantes
integrales [28].

Retro-alimentacién de salida. Cuando se utiliza un control li-
neal no es necesario medir el estado completo, pues es posible obser-
varlo usando un estimador. En el caso de los modos deslizantes no es
recomendable utilizar un estimador en serie con el controlador, pues
como se vera en el capftulo 3, éste dltimo pierde sus propiedades de
robustez.

Para este problema se han planteado algunas soluciones. Cuando
se trata con sistemas mecénicos, normalmente las variables de salida
equivalen a la medicion de posiciones (lineales o angulares) y lo que
se necesita estimar son velocidades. Una de las propuestas es el uso
de diferenciadores ezactos, que son sistemas, también basados en
modos deslizantes, cuya salida es igual a la derivada de la entrada,
pero sin ruido. Para el caso general hay pocas propuestas, una de
ellas se encuentra en [3], en donde se presupone que la dindmica no
acoplada al control satisface la condicién de Kimura-Davison (18, 7],
lo cual en pocas palabras, se traduce a una presuposicién de que

2



Contribucién

la dindmica no acoplada es estabilizable por medio de una retro-
alimentacion estatica de la salida.

Resumen. Antes de comentar las contribuciones de este trabajo,
conviene resumir los problemas (y algunas de sus soluciones} en el
cuadro 1.1.

M.D. Integrales M.D. Convencionales
Lyap. {30] Lyap. [3] LMI |4}
Robustez Sf se considera S1 se considers
Pert. no Acopl.
Robustez Sf se resuelve No se resuelve
ler momento
Retro de salida | No se resmelve  Sf se considera No se resuelve

Cuadro 1.1: Resultados Previos

Control Descentralizado

El control de una planta por medio de un controlador descentrali-
zado resulta 1til cuando la dimensién del sistema es grande o cuando
el sistema se encuentra ampliamente distribuido en el espacio. Los
ejemplos tipicos son las estructuras flexibles con muchos grados de
libertad y los sistemas eléctricos de potencia. En un control descen-
tralizado, el sistema se descompone en un conjunto de subsistemas
interconectados y se buscan leyes de control que estabilicen dichos
subsistemas en presencia de la interconexiones.

El control descentralizado es un 4rea interesante por sf sola. Uno
de los resultados previos, muestra que hay sistemas lineales e inva-
riantes en el tiempo que no pueden controlarse por medio de contro-
ladores invariantes en el tiempo, pero sf por medio de controladores
peri6dicos. Otro resultado interesante muestra que hay ocasiones en
que un funcional, restringido por una planta lineal puede minimizar-
se por medio de un controlador no-lineal.

1.2. Contribucién

En este trabajo se plantea la combinacién de modos deslizantes y
Hoo. La seleccion del control Hy, como complemento al control por

3



1. INTRODUCCIGON

modos deslizantes obedece principalmente a dos razones: por un lado
se trata de una técnica que también se enfoca a la robustez, y por
otro lado, proporciona una estimacion del estado. Esta combinacién
permite resolver los problemas discutidos anteriormente. Como se
ver4 mas adelante, la combinacién de los métodos no puede hacerse
directamente.

Para verificar la efectividad de la técnica resultante, ésta se aplica
al problema de control descentralizado.

Resolucion de los problemas generales

Cuando es posible medir todo €l estado se prefiere el uso de mo-
dos deslizantes integrales, la razén principal es la robustez desde el
primer momento. Cuando se disefian controladores por modos desli-
zantes integrales, los pardmetros que definen la restriccién a la que
ha de someterse el sistema se consideran libres. En este texto se
muestra que la seleccién arbitraria de dichos pardmetros puede am-
plificar las perturbaciones no acopladas. Mas adelante, se propone
una seleccitn sistermatica de los parfmetros, la cual garantiza que el
efecto de las perturbaciones no acopladas, debido al uso del control
discontinuo, sea minimo. Se muestra también, que cuando se alcanza
el mfnimo, la perturbacién desacoplada no se amplifica. Este resulta-
do es de caracter general y puede aplicarse siempre que se consideren
perturbaciones desacopladas, independientemente del método que se
utilice en combinacién con los modos deslizantes integrales.

La combinacion de los dos métodos resulta innecesaria cuando
{itnicamente existen perturbaciones acopladas. Otra de las contribu-
ciones es una proposicién que muestra que, bajo estas condiciones,
si la planta es inestable conviene méas utilizar los modos deslizantes
integrales que el control Ho. El criterio de comparacitn utilizado es
el fndice de desempefio propuesto por la teorfa de control M.

Se considera también el problema de retro-alimentacién de sa-
lida. Se muestra que si la parte acoplada del estado es medible,
entonces sf es posible utilizar un estimador para el resto del estado.
Desafortunadamente la metodologia propuesta no puede aplicarse
en combinacién con modos deslizantes integrales, sdlo con modos
deslizantes convencionales.

Podemos ubicar los resultados mencionados hasta ahora por me-
dio del cuadro 1.2.

4



Estructura del Trabajo

M.D. Integrales M.D. Convencionales
Heo Hoo
Robustez Sf se considera 51 se considera
Pert. no Acopl.
Robustez Si se resnelve No se resuelve
ler momento
Retro de salida | No se resuelve 51 se considera

Cuadro 1.2: Contribucién al control por modos deslizantes

Control descentiralizado

Hasta ahora se ha discutido el problema de centrol por modos
deslizantes desde un punto de vista tedrico. Para verificar la utili-
dad de los métodos propuestos, se aplican los resultados obtenidos al
control descentralizado. Con las técnicas desarrolladas, se establecen
condiciones de suficiencia para la estabilizacion de sistemas con con-
trol descentralizado. L.os controladores propuestos resultan robustos
en cuanto perturbaciones estructurales, en las que los subsistemas
se desconectan y vuelven a conectarse durante la operacitn.

1.3. Estructura del Trabajo

El siguiente capftulo presenta una breve introduccion a los modos
deslizantes, convencionales e integrales. Ah{ se presentan también los
resultados relativos a la seleccién sistematica de los pardmetros. El
capitulo 3 contiene una introduccion al control H. ¥ una propuesta
para combinarlo con moedos deslizantes. Ahf se trata el problema de
retro-alimentaci6n de salida. Las técnicas desarrolladas se aplican al
control descentralizado en el capftulo 4. El capitulo 5 contiene las
conclusiones.



Capitulo 2

Modos Deslizantes

En este capitulo se hace una breve introduccién al control por mo-
dos deslizantes, tanto convencionales como integrales. Se describen
las técnicas de disefio usuales y se analizan algunas de sus propieda-
des, como reduccién de orden e invarianza respecto a perturbaciones
de tipo acoplado. Al final se presenta un criterio para determinar la
superficie deslizante en €l caso de los modos deslizantes integrales,
un pardmetro que se ha considerado generalmente como libre.

2.1. Sistemas de Estructura Variable

En general, el término sistemas de estructura variable se refiere
a sistemas descritos por ecuaciones diferenciales con términos dis-
continuos. Dichos sistemas exhiben comportamientos mas variados
y més complejos que los sistemas continuos. A modo de ejemplo,
consideremos primero los sistemas lineales

#— 04840292 =0 o (21)

i— 042 +4.04z = 0. (2.2)

Ambos sistemas son inestables, el primero tiene sus polos ubicados
en g1 2 = 0.24+0.55 y el segundo en sy,2 = 0.2+25. La figura 2.1 ilus-
tra las trayectorias de dichos sistemas cuando ={0) =0 y £(0) = 1.
En la parte izquierda de la figura est4 resaltado con lfnea gruesa
uno de los segmentos de la trayectoria cuando el estado del sistema

7



2. MoDo0s DESLIZANTES

20~ - -

-1}~ 4 .o}

-20 - -1 -2F

-10 ¢ 10

Figura 2.1: Trayectorias inestables de los sistemas & — 0.4¢ + 0.29z
(izquierda) y £ — 0.4% + 4.04z (derecha) con z{0) = 0,%(0) = 1.

curnple la condicion zz < 0. Podemos notar que durante el recorrido
de ese segmento, la distancia al punto de equilibrio z = £ = 0 préac-
ticamente no aumenta. Por otra parte, en el lado derecho se resalta
uno de los segmentos que cumple }a condicién z& > 0. Si bien la tra-
yectoria tiende a infinito conforme el tiempo pasa, en el recorrido de
ese segmento la distancia al origen disminuye. Consideremos ahora
un sistema cuya estructura varie entre la del sistema (2.1) y la del
sistema (2.2)

0.29r zz <90

¥ —04z+ f(x,2) =0, f(:c,:i:)={ A0dr 25 >0

La trayectoria de dicho sistema cuando z(0) =0 y £(0) = 1 se mues-
tra en la figura 2.2. Se puede observar que ¢! sistema es asintética-
mente estable, esto se debe a que la concatenacién de los segmentos
de cada una de las estructuras resulta en una disminucién neta de
la distancia al origen.

Los sistemas de estructura variable pueden ocurrir de forma natu-
ral, debido a la friccién secs por ejemplo, cuyos términos usualmen-
te contienen discontinuidades; o de forma deliberada, con acciones
de control discontinuas, normalmente aplicadas por medio de rele-
vadores de tipo “encendido-apagado”. Estos sistemas tienen varias

8




Modos Deslizantes Convencionales
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Figura 2.2: Trayectoria estable del sistema conmutado con z(0) =
0,£(0) = 1.

ventajas, entre ellas, la eliminacién de zonas muertas, la facilidad de
implementacion y como se explicard méis adelante, insensibilidad a
determinado tipo de perturbaciones.

2.2. Modos Deslizantes (MD)

Pensemos en el sistema de estructura variable
i=a-3sign{z), a=2, z(0)=a (2.3)

Cuando r < 0 tememos £ = 5, y la solucién a la ecuacién es
z{t) = 5t + ¢1; para z > 0 tenemos £ = —1, y la solucién ests
dada por z(t) = —t+ ¢; (ver figura 2.3). Conforme t aumenta, cada
solucién alcanza la linea £ = 0. La direccién de los campos impide
que la solucion salga de esta linea ya sea por arriba o por abajo. En
este ejemplo podemos ver que a diferencia de los sistemas lineales,
el punto de equilibrio se slcanza en tiempo finito. Otra propiedad
importante es la de robustez, ya que el pardmetro @ que aparece
en (2.3) podria tomar cualquier valor que satisfaga |al < 3. Siempre
y cuando esta relacion se cumpla, el sistema alcanzars el punto de
equilibrio z = 0 en tiempo finito.

De acuerdo con [27], puede suceder que en un sistema retro-
alimentado el control conmute a frecuencia alta (teéricamente infi-
nita). Al movimiento resultante se le llama modo deslizante. Esta

9



2. Mopos DESLIZANTES

e -
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Figura 2.3: Trayectorias del sistema & = 2 — 3 sign(z).

definicion, si bien es poco formal, en combinacién con el ejemplo an-
terior nos da una idea intuitiva de lo que son los modos deslizantes.
En [11] se presenta una definici6n formal.

El ejemplo presentado plantea un problema tetrico interesante.
El punto x = 0 es un punto de equilibrio, ya que cuando z(t) llega
B cero, su valor permanece constante y su derivada necesariamente
es igual a cero, es decir, £ = 0. Sin embargo, no hay funcién z(t),
que al ser introducida en la ecuacién (2.3) resulte en & = 0. Es
necesario pues, medificar la nocion usual de solucidn de una ecuacién
diferencial. En la literatura de los sistemas de estructura variable
se habla normalmente de soluciones en el sentido de Filippov [11].
Para fines practicos podemos usar el método del control equivalente.
Dicho método nos permite determinar las ecuaciones de movimiento
cuando el lado derecho de la ecuacién diferencial es valuado en un
punto de discontinuidad.

Consideremos un sistema

= flz, u1(z, b), - . ., um{z, t}, 1),
la funcién £ es continua en sus argumentos y las funciones u;(z, t) son
discontinuas en un conjunto de puntos o superficies 5;,i =1,...,m.
Los conjuntos S; se definen normalmente como
8; = {z|si(z) = 0}.

10
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Modos Deslizantes Convencionales

En nuestro ejemplo 81 = {z|si1(z) = z = 0} = {0} y wi(z,{) =
3Isign(z). Una vez alcanzadas las superficies de discontinuidad el
sistema permanece ahi, por lo que se sustituyen las u;(z,t) por fun-
ciones continuas ., que satisfagan $; = 0. Para el ejemplo tenemos

§=3=2—t1eq =0,
por lo que
U13q=2

y se verifica £ = 0.

Técnicas de diseio
Consideremos un sistema —estabilizable— deacrito por

&= f(z,t)+ Bz, t)u+d, z,feR” (2.4)
B(z,t) e R™™™, rank(B(z,t)) =m Vaz,t.

Cuando la perturbacién ¢ entra por el mismo canal que u, es decir
¢ = B(z,t)8, la perturbacion satisface la llamada condicidn de aco-
plamiento. Por el momento, stlo trataremos con perturbaciones de
esta naturaleza.

El disefio de controladores basados en modos deslizantes consta
normalmente de dos pasos. El primero es determinar una superficie
de discontinuidad

s(z) =0, sT(z)=[sa(z) ... sm(x)] (2.5)

tal que las trayectorias a lo largo de ella sean estables. El segundo
paso es disefiar una accién de control discontinua

Hz,t) st si(z) >0
“i(x)={ Z:(i,t} :i j,-(:r:)<(] ’

que garantice que el estado del sistema alcance la superficie y per-
manezca en ella de ahf en adelante.

El procedimiento de disefio se simplifica si separamos el siste-
ma en dos componentes, una acoplada a la sefial de control y otra
perpendicular a ella (ver figura 2.4).

Se dice que un sistema asf descrito est4 en forma regular, es decir

1 = filzy,32,8) (2.6a)
falz1, x2,t) + Ba(z1, T2, t) (1 + 6), (2.6b)

i=1....,m

)

11



2. MoDos DESLIZANTES

Figura 2.4: Descomposicién del sistema.

donde z; € R*"™™, z2 € R™ y B, es una matriz no-singular de
dimensién m x m. El sistema (2.6a) no depende del control, por lo
que se usa z3 como control virtual y se disefia en funcién del estado
ksl

Ty = —30(.’1:1).

Es importante mencionar que el problema de disefic es de orden
reducido (una ventaja clara), ya que el sistema (2.6a) es de orden
n — m. Otra forma de explicar la reduccién de orden, es que cuan-
do el estado del sistema alcanza la superficie de discontinuidad, las
trayectorias quedan confinadas a dicha superficie, la cual de acuerdo
con (2.5) es de dimensién n — m. La superficie queda entonces como

s{zy, X2} = 22 + (1) = 0.

Para garantizar la atractividad de la superficie se propone el uso
del control por unidad. Esta técnica garantiza la existencia del modo
deslizante sin la necesidad de seleccionar cada componente individual
del control. El control propuesto tiene la forma

(GB)T s(z)

U= —p(.‘l?, t)-"—(GT)Tm, GT = VS(I)

donde (G B) se asume no-singular. Nétese que en este caso se tiene
la libertad de elegir el control virtual sp(z1) y que a partir de éste
queda definida s -y por consiguiente GT.

La derivada de s con respecto al tiempo es

§=G(f +¢) +GBu. @.7)




Modos Deslizantes Convencionales

Buscamos que la derivada de la funcién candidata de Lyapunov

V= %STS {(2.8)

sea negativa a lo lérgo de las trayectorias del sistema. Combinan-
do (2.8) ¥ (2.7) tenemos

sT(CB)(GB)Ts
sTG(f + ¢) — plz, f)w
sTG(f +¢) — plz, )| (GB)T s))
= sT(GB)(GB)'G(f + ¢) — p(z,)I(GB)7s|
< I{GB)Ts|| [IKGB) 'G(f + é)ll — plz,t)] »

v

por lo que si la ganancia p{z, t) satisface
p(z,t) ~ [(GB)T'G(f + )l = po >0,

entonces el sistema alcanza la superficie s(x) = 0 (y de acuerdo
con [27] lo hace en tiempo finito).

Antes de proseguir, conviene comentar sobre el fenémeno denc-
minado chattering o castafietes. Idealmente, el control conmuta &
frecuencia infinita. En la realidad, el control no es capaz de conmu-
tar a frecuencia infinita, exhibe mas bien, componentes de frecuencia
muy alta. En sistemas mec4nicos esto resulta en oscilaciones inde-
seables que incluso pudieran dafar los equipos. En la seccidn 2.3 se
trata este tema con un poco mas de detalle.

Sistemas Lineales

En general, para sistemas no-lineales no es tarea facil encontrar
una transformacion de coordenadas que permita escribir al sistema
en forma regular. En [27] se muestra una forma cerrada para di-
cha transformacion cuando m = 1. Sin embargo, para los sistemas
lineales

t=Ar+ B(u+46), rank(B)=m

dicha transformacién puede determinarse facilmente para cualquier
m. Una posibilidad es

[2] =Tz, T= Uf;f] . (2.9)

13
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En el nuevo sistema de coordenadas
o _ -1 |v1 (BH)*
[132] =TAT [Uz] +| g+ B{u + §),

n An Anz| |un 0
ol = Al Bl [ o
Para estabilizar al sistema de orden reducido 13 = Ay1v1+ Ajavs,

con v9 = —Fv; como control virtual, puede utilizarse cualquier téc-
nica de control lineal (asignacion de polos, control dptimo, etc). Na-
turalmente se requiere la controlabilidad {o al menos la estabiliza-
bilidad) del subsistema. Cabe mencionar que la controlabilidad de
{A, B} implica la de {41, A;2}. La superficie deslizante quedarfa
entonces como

es decir

s(z)=[F I|Tz=0.

Nétese que la suposicion ‘GB no-singular’ se verifica autométi-
camente, ya que

GB=[F ITB=[F I [‘}]:I.

El cambio de coordenadas T', simplifica también el disefio del control
discontinuo s
u=—(afv] + ao)m.

La derivada de V con respecto al tiempo resulta en
V = sT((FAn+A21)v1+(FA12+A22)v2+6)—(a|vi+ag)lls|| (2.10)
Sélo resta elegir a y ap suficientemente grandes (pero finitas), de tal
suerte que V sea negativa definida.

Invarianza

Analicernos las trayectorias del sistema a lo largo de la superficie
de conmutacién. Supongamos de ahora en adelante que la perturba-
cion del sistema no satisface la condicién de acoplamiento, es decir,
existe una componente B17 en la perturbacién ¢

[ s | R A B
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Modos Deslizantes Integrales

Usando el método del control equivalente obtenemos las ecuacio-
nes de movimiento una vez realizado el modo deslizante.

8 = Fu+w
§ = F(Apvi+ Aigva + 1)+ Anvp + Anva+u+ 48
=
Ueq = —F(Anv+ Apve +7) — Aaivn — Anve — 4. (2.12)
Sustituyendo ueq por u en (2.11) se obtiene
s el S 3T

De la ecuacion (2.13) podemos verificar dos cosas. La primera es que
las ecuaciones de movimiento son independientes de la perturbacién
acoplada 4, esto es, el sistema controlado es robusto en cuanto a
perturbaciones de este tipo. Y la segunda, es que el sistema efecti-
vamente es de orden reducido, ya que las ecuaciones de movimiento
de vy dependen linealmente —via F— de las de v;.

El anslisis realizado podrfa repetirse facilmente para sistemas
no-lineales, con lo que se obtendrfan las mismas conclusiones.

2.3. Modos Deslizantes Integrales (MDI)

Existen dos problemas principales con los controladores por mo-
dos deslizantes. Uno de ellos es que la insensibilidad a perturbaciones
acopladas s6lo se garantiza una vez que el sistema ha entrado en la
superficie deslizante. El otro es el fenémeno de chattering, que resulta
debido a que el control discontinuo excita dinimicas no modeladas.

Ea el control por modos deslizantes integrales se sacrifica la re-
duccién en €l orden de las ecuaciones por la robustez desde el primer
instante. De acuerdo con [28],

Definicién 1 A un modo deslizante se le denomina modo deslizan-
te integral si la ecnacidn de movimiento del sistema en este modo
deslizante es del mismo orden gue la del sistema original.

Técnicas de diseno

Para controlar al sistema (2.4) se propone una ley de control de
la forma
‘U(I, t) = UO(EJ t) + w1 (-Ta t)a

15



2. Mopos DESLIZANTES

donde u; € R™ es una accién discontinua disefiada para atraer al es-
tado hacia la superficie de conmutacién y asf rechazar perturbaciones
e incertidumbres acopladas. 4y € R™ es responsable de estabilizar
al sistema nominal.

La superficie deslizante se selecciona como

s(z,t)

Gz(t) — Gz(to) —

) ftﬂ Clf(z,7) + Blz, Tuolz, 7)jdr
= 0

donde G € R™*™ y una vez mas, GB se asume no-singular. El tér-
mino integral en la parte derecha resulta en una ecuacién dindmica
de la misma dimensién que la del estado. Una posible interpretacién
de 3, €3 €omo un factor que penaliza la diferencia entre la trayectoria
deseada [, ' [f(z,7) + B(z, T)up(z, 7)d7 + x(to), ¥ la real, proyectada
alolargode 3 G. A diferencia de los modos deslizantes convencicnales,
G se considera un pardmetro de disefio a partir del cual {en conjunto
con up) queda determinada la superficie s.

El control discontinuo puede disefiarse utilizando la misma téc-
nica del control por unidad

R (GB) s(z,t)
ulet) = @) rEE T ol

Esta ley de control garantiza la atractividad de la superficie. De
hecho, si las condiciones iniciales se conocen con precisién, s = 0
est4 garantizado desde el instante inicial 4y, lo cual a su vez asegura
la propiedad de robustez para todo t > t,.

Una posible seleccion de p(z)

p(x) > po 2 [(GB) ™' G4l (2.19)

Utilizando V(s) = ||s]|?/2 como funcién de Lyapunov verificamos
la estabilidad de s

V =sTs, (2.15)

16
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) and

Modos Deslizantes Integrales

la derivada de s con respecto al tiempo es

§ = Git)- G[f(ma t) + B(I7 t)uo(zi t)]

T
= G|f{z,t) + B(z,t)up — B(z, t)p(:n)”((g—:gfﬁ
+d- f(Ia t) - B(Z,t)uo]
N (GB)Ts
“Bieryra T O (216)

Combinando (2.15) y (2.16), se tiene

V. = —pl(GB)s| +s"Ge
-GB)Tsl [p - I(GB)~*Gg)]

0

AIA

Entre las ventajas del control por modos deslizantes integrales
encontramos que:

no es necesario escribir el sistema en forma regular, por lo
que la metodologia puede extenderse facilmente a sistemas no-
lineales;

la ganancia del control discontinuo sélo debe compensar el efec-
to de la perturbacién, y no la din&dmica del sistema, como en
el caso de los modos deslizantes convencionales;

el control u; puede procesarse por medio de un filtro paso-
bajas cuyo ancho de banda se encuentre entre el espectro de
las perturbaciones y el de las dinamicas no modeladas de los
actuadores, con esto se reduce el chattering;

dicho control filtrado es una versién aproximada de ujeq, que
resulta ser una seiial que corresponde a la perturbacién, es de-
cir, tenemos un estimador de perturbaciones e incertidumbres.

Invarianza

Antes de aplicar el método del control equivalente descomponga-
mos la perturbacién ¢ en sus partes acoplada y desacoplada

¢ =Bé+B'y,. §=B%¢, n=(BY)*¢.

17



2. Mopos DESLIZANTES

"La derivada de s es
s(z,t) = Gi(t) — G[f(z,t) + B{z, thuo(z, t)]
= G[B(zx,t)u; + B(z,t)d + B+ (z,t)n] = 0.
Resolviendo para el control equivalente se obtiene
Uteq = =8 — (GB)~1GB1y. (2.17)

Si sustituimos el control equivalente obtenemos la ecuacién de
movimiento

z = f(z,t) + B(z,t)[up + v1eq] + Bz, )5 + Bt(z,t)n
f+ Blug — § — (GB)"'GBYn+ 48]+ By
= f+ Bug+{I - B(GB)™'G|B*n,

de donde podemos ver que la perturbacién acoplada ha sido elimi-
nada satisfactoriamente.

A pesar de haber eliminado la incertidumbre acoplada, introduji-
mos una ganancia para la desacoplada. Bésicamente, transformamos
la perturbacién

¢=Bs+ Bty
en
By, T2[I-B(GB)'qG]

En los textos sobre modos deslizantes normalmente se asume que
las perturbaciones e incertidumbres son de tipo acoplado y G se con-
sidera un parimetro libre, sélo se pide 3 (GB)~!. En este trabajo se
determina el parametro G en funcion de la perturbacién desacopla-
da. El resultadoe se presenta en la forma de dos proposiciones.

Proposicién 1 Para cuslguier B € R"*™ gque satisfaga rank(B) =
m, y cualguier vector § € R", la norma

I [I - B(GB)"'G] g
alcanza sx ménimo cuando G = BT.

Prueba: Considérese primero ¢l problema de encontrar e} vector
¢ € span(B) mAs cercano a un vector arbitrario 3, es decir, que
minimice || — £|| (ver figura 2.5).

18



Modos Deslizantes Integrales

yan

0

span(B)

Figura 2.5: Interpretacién geométrica del problema.

De acuerdo al Teorema de Proyeccion [19, p. 51], £ es un vector
finico y minimiza ||F — £|| cuando 3 - £ es ortogonal a span(B).
Para resolver el problema anterior, hacemos £ = Ba. Esto ga-
rantiza ¢ € span{B). Después buscamos el vector a que hace #—~ Ba
ortogonal a span(B), esto es
0 = B7(f-Ba)=BT3- BTBa
o = (BTBY'BT3=B*s
La condicién rank(B) = m garantiza que la matriz de Gram BT B
sea invertible. Notando que
[ - B(B"B)" B8] 8| = || [ - BB*] 4|

es minimo, s6lo resta hacer G = BT para completar la prucba. W

Cabe mencionar que con G = B* también se obtiene I' = [I —
BB, por lo que G = B* también minimiza el efecto de la pertur-
bacién desacoplada.

Proposicién 2 para m < n se cumple la siguiente identidad:
ITh=l7 -BB*| =1
Prueba: Nétese primero que
r'r [ - B(BTB)™'B*] [{ - B(BTB)™'BT]
= 1-B(BTB)'BT - B(BTB)"'BT +
+B(BTB)-'BTB(BTB) BT
I-B(BTB)'BT =T,

19
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de donde se deduce que I' es una matriz simétrica, por lo que todos
sus valores caracterfsticos son reales. Supdngase que v €3 un eigen-
vector ascciado a cualquier eigen-valor A de T, es decir,

T'v = X
=
oITTTe = A% (2.18)

Pero, dado que I'“T =T tenemos que
v T7Ty = v Tv = A||v|% (2.19)

De (2.18) y (2.19), vemos que los valores caracteristicos de I"' deben
satisfacer

2=
La dltima ecuacion tiene dos soluciones, A=0y A= 1.

Como rank(BB™) < n, el rango de I — BB* no puede ser 0. Esto
quiere decir que I' debe contener al menos un eigen-valor diferente
de cero, es decir, el maximo eigen-valor es uno. El ultimo enunciado
significa que ||T'}] = 1. [ ]

Esto es, si hacemos G = B' la ganancia I' ya no representa,
ninghn problema. Es m4s, por la definicién de B,

B*B* 0
[I-BB*]|B'n = B!y

Lo que significa que la perturbacién desacoplada no se altera. Las
proposiciones 1 y 2 implican que no podemos atenuar la pertur-
bacién desacoplada por medio de la componente discontinua u;; y
para evitar amplificacién, s6lo debemos penalizar la diferencia en-
tre la trayectoria deseada y la real, a lo largo de B. Notese ademéas
que, como rank(B) = m, (GB)~! = (BTB)~! siempre existe. Es-
ta propiedad se cumple también cuando G = B, lo cual puede
comprobarse ficilmente: BYB = I.

2.4. Ejemplo

Consideremos un sistema mecdnico con dos articulaciones, tal
como el que se muestra en la figura 2.6. El sistema se compone de
dos harras, las cuales se consideran ideales, por lo que los centros
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Ejemplo

Figura 2.6: Sistema mecinico con dos articulaciones.

de masa se ubican en los extremos. La accién sobre el sistema esta
dada por las torcas my y 72. Supongamos que el gisterna se somete a
perturbaciones sobre cada una de las articulaciones.

Modelo matemédtico

Para modelar el sistema podemos utilizar el método del Lagran-
giano. La energfa potencial del sistema es

P = (m; + ma)gl) cosfy + magly cos b,

donde ¢ es la aceleracion gravitacional; y la energfa cinética es
1 . L .
K= —2-(?71.1 + m;)l?@% + malyla8,6s COS(@] — 92) + %mglgeg
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El Lagrangiano se define como
L=K-PF

y las ecuaciones de movimiento estan dadas por

d /aL\ oL o
E(a—éi)—a—&—Ti"'ai—Cﬁei, 1—1,2,

donde J; son las perturbaciones y c;; son los coeficientes de friccién

en las articulaciones.
Para la primera coordenada tenemos

(1 + mp) 1261 + malylab; cos(8y — 6) + malyle62 sen(6, — 6;) —
— {1 +ma)glisendy =1 + 8, — cﬁél, {2.20)
v para la segunda
mzlllgéz 005(91 — 92) + mﬂ%ég - m211129-% Sen(el - 92) —
- maglysenfy = 12 + 83 — cpba. (2.21)

Escribiendo las ecuaciones (2.20) y {2.21) en forma matricial llega-
mos a

[ (ma+ma)lf  malilzcos(d: — 92)] [91] n

mﬂﬂz COS(91 - 92) mzlg 02
[ . Cf1 mzlllgéz sen(@l - 02)] [91] _
—mglyi28) sen(f; — 02) €2 8,
_ (m1 +m2)gll sen fy _|n +é&
maglz sen fy T 462

Despejando 61 ¥ é se obtiene

0, = f1(61,02,01,82,71,72,01,02)
82 = f2(61392191102’T13T2:61162)

con

_1 32 lz so enfr  cmbacosf
f]_— Ct[ mzsenB (91 cosf + 1192) l% + 2112 +

g9, — 6 g 1 cos
4 Dgend - mageenbacost i 460 - i +62)
2 ila

L




Ejemplo

fa= ! [sen& (mll
[a ] lz

mgsenfs — mgsendy cosd

0% + 62mg cos 9)

cos6’

b

cn g
—&

-
Il 1%

212 92 +

(T1 +81) + TZQ (T2 + 62)
2

donde o = m; + mosen?d, @ =6, —f2 y m = my +ma.
Haciendo z = col(8y, 82, 81,82), u = col{1,72), § = col(6y,d2) ¥
linealizando alrededor del origen tenemos

i?l xs
Ty T4
. a 8 i)
&y = fl(O) + - fl T+ 79{;- . u+ 'Efgl— §+ OZ(B)(u—i— 5)
. 8 3] ]
T4 = fz(O) f2 r+ ﬁ u+ EJ;E 05+ Oz(@)(’d-'-&)
Las derivadas parciales estan dadas por
afl _ 1 m _m _c c
el = m B - ]
Oh| _ oh| _ [ -2]
au |, 85 |y mlz1 h
6f2 1 m m c mc
Bzl, = m - W oh _m_afﬂ
ofsf  _ Of2| _ 1 1 am]
ou'|, a6 |, mlb b malz

Supongamos que se tienen los siguientes pardmetros

Pardmetro Valor
m 1.1 {kg]
g 981 [m/s?|
[2 0.7 [m} 23
e 04 [ke/s)
ci 04 [kg/s]
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Entonces el sistema queda descrito como

1 0 0 1 0 I
To| _ 0 ¢ 0 1 T2 n
i73 - 42.3 -374 -18 2.2 I3
T4 —51.4 514 22 —-94| {z4
0 0
0 0 u; +0; + Oz(@}(‘u +5)
146 56| luz+dy+Oa@)ure) @
—-56 9.4
Control MD
La transformacién
—0.6367 -—0.7719 0 1]
T= 0.7719 —0.6357 0 1]
- 0 0 0.7947 0.4760
0 0 0.4760 0.3920
expresa al sistema en la forma regular
‘l‘J]'] 0 0 1.3916 -3.6591 V1,1
1.11,2 _ 0 0 7.1228 -10.2708 v1,2 +
91| — |-1.7850 10.4124 13.1205 -—22.7470| w2,
2,2 —~1.8174 -—1.4967 14.5658 —24.3197} jva2
0
0

ur + 6, + O2()(u+4)|°
ug + 02 + Oz(0)(u + J)

Para estabilizar al sistema de orden reducide
i)1'1 _ 0 0 V1,1 + 1.3916 —3.65691 V2,1
2| |0 O} vz 7.1228 —10.2708| [va

podemos, por ejemplo, utilizar un control éptimo (LQR) [2]. El fun-
cional

J= j T 10 (I + flea(r)Pdr
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es mfnimo cuando

_ [~2.0103 24411
Y2 =" | 94411 -2.0103] "V

La superficie queda entonces definida como

s(z) —24411 -2.0103 0 1

[3.1623 0 0.7947 0.4750]

[—2.0103 24411 1 O]T

0  3.1623 0.4760 0.3920|7

Para el control s
u(z) = —P(I)Hv

buscamos la ganancia p(z) gue satisfaga —ver (2.10)-

p(z) > [[[FAL + An  FAiz + Az] T|| ] +

Eanome|]

Supongamos que las perturbaciones estan acotadas por
|81l €10, |52] < 10,
calculando se obtiene
p(z) > 92.135|z(| + 10v2 + || O2(8)(u + 8) 1.

El uso de la norma para el cAlculo de p(z) implica la consideracion
del peor caso. Para las simulaciones que se llevaron a cabo, p(z) se
estim6 inicialmente usando el ¢élculo anterior y se ajusté “experi-
mentalmente” como

p(x) = 20||z|| + 20.

Las condiciones iniciales del sistema fueron 6,(0) = 0.3, 82(0) = 0.4
y 61{0) = 62(0) = 0. Como perturbaciones se usaron & = d; =
10sen(5t}.

Es comun sustituir el control discontinuo por una aproximacién
continua. Esto reduce significativamente el chattering y facilita el
proceso de simulaci6n. Se puede sustituir, por ejemplo, la funcién
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075

0.5

0251 _-
Too ]
- B <

0251 -

0.5 ~
0.75F -
R3] s L T " R P I S
] 008 006 004 002 0 002 0.04 0
3

| B
06 0.08 0.1

Figura 2.7: Aproximacion continua de la funcion signum.

sign(s) por s/(|s| + k), donde k puede hacerse tan pequefio como se
quiera (ver figura 2.7).

Para la simulacién de 1a figura 2.8, se regularizé el control de la
giguiente forma:

Y S —
= TP ¥ 0.0005°

Se observa que el control estabiliza satisfactoriamente al sistema.
Debido a la regularizacion del control, la respuesta presenta una
ligera oscilacién.

Conforme el sistema, se aproxima, al punto de equilibrio, el control
se aproxima a la perturbacién, pero con signo opuesto, como mues-
tra la expresién del control equivalente (2.12). Se puede apreciar que
la amplitud de los controles durante el transitorio es bastante gran-
de; esto se debe a que inicialmente, el control debe compensar la
perturbacién y la dindmica del sistema.

Control MDI

Para el control nominal elegimos, una vez mas, un control 6ptimo.
Definimos el funcional como

7= [ Iell + lun)lPa,




Ejemplo

—_— 31 —
— g
—— 0-1
o-a 83

e

T T T T T
00002 [, T 1 T I _] —

12
Tiempo {s]

Figura 2.8: Respuesta del sistema usando modos deslizantes conven-
cionales.

con

<=

S
SO~ oo
-0 0O

El control que minimiza el funcional en ausencia de perturbaciones
€s

[10.7475 —1.8061 2.3394 0.4964
Uy = —Kz=—

~95735 7.9413 —12748 0.4607| ©
La, superficie queda como
t
s(z,t) = BT [:v(t) —z(to) - / (A— BK)m(r)dTl.
to
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T T T T T
T T T — 6 | |
-\‘\ F > 62
; 7 -- 0
W B _
N T /‘ —_ ]
W
vl 't-&’ ]_l- d
92 94 6 3D 1]
-
1 ! 4 1 1 1 L
lz T r T I r T I T i
6
5
0 —_— -1
_6 S—a _-
=12 1 | 1 i 1 1 | 1 =
0 2 4 6 3 10

Tiempo [g]

Figura 2.9: Respuesta del sistema usando modos deslizantes integra-
tes.

La ganancia del control discontinuo debe satisfacer —ver (2.14)-

plz) > ”(_GB)“GB [? I?Z(ox’: igﬂ H
_ ' [61 + O2(0)(u + ‘5)] " .
b2 + 02(6)(u + 6)

Para las mismas perturbaciones tenemos
p(z) = 10v/2 + ||O2(8) (1 + 8)].

Para las simulaciones de la figura 2.9, se establecié p(z) = 20. Las
condiciones iniciales fueron las mismas que para el control MD. La
amplitud del control durante el transitorio es mucho menor que en
el caso MD y el sistema es robusto desde el primer momento.




Capitulo 3

Modos Deslizantes con
Criterio H.,

Como se vio en el capitulo 2, los modos deslizantes son insensibles
a perturbaciones de tipo acoplado, pero sensibles a perturbaciones
desacopladas. En dicho capftulo se asumid, adem4s, que las medi-
ciones disponibles corresponden al estado completo. La idea central
de este capitulo es disefiar la superficie deslizante usando las técni-
cas de control H,, para tratar las perturbaciones desacopladas, y en
casos particulares, relajar la suposicion de que se cuenta con todo el
estado.

3.1. Introduccion al control H.,

En esta seccién se hace una pequeia revision al problema de
control Hoo en el espacio de estados, tal como se presenta en [9],
donde 1a metodologia se compara con la propuesta en la teoria de
control Hsz, originalmente denominada Lineal Cuadratica Gaussiana
(LQG).

En la figura 3.1 se muestra el diagrama de bloques més general
de un sistema de control [8, p. 6], donde a Ge se le llama la planta
generalizada y K es el controlador. La salida z es un variable de pe-
nalizacién que podrfa por ejemplo, contener una sefial de error; y se
compone de las mediciones disponibles; u es la entrada de control y
w contiene todas las entradas externas, incluyendo perturbaciones,
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L

Figura 3.1: Diagrama de bloques de un sistema de control

ruido en los sensores y sefiales de referencia. La funcién de transfe-
rencia de w a z se denota Ty,,.

El objetivo es minimizar |73y ||oo, donde la norma He,, definida
en el doming de la frecuencia de una matriz de transferencia estable
G(s) es

()0 £ sUp orasl Gl

Con este objetivo en mente, los algoritmos de control Hy ¥ Hz pue-
den ponerse en el mismo contexto. De acuerdo con [9], el problema
LQG, trasladado al dominio de la frecuencia (esto es, Ha) puede
formularse como un problema de minimizacién de |[Tyw[2-

La minimizacién de las normas euclidea ¢ infinito tiene varias
interpretaciones, una de ellas es en términos de energia. En el caso
Hoo podemos pensar en términos de minimizacion de la energia total
de z, mientras que en el caso Hz, podemos pensar en términos de
minimizacién de la energia puntual.

Se produce un resultado interesante cuando en sentido inverso, el
problems, de control Ho, se traslada al dominio del tiempo. En el caso
general, el controlador en el espacio de estadoes tiene una estructura
tipo estimador-retro de estado, similar a la de los controladores LQG.

A pesar de las similitudes descritas, existe una diferencia funda-
mental: cuando se utiliza la norma infinita, sélo es posible encontrar
soluciones explicitas para |Tyu|loc < 7, donde v es mayor al valor
6ptimo. Para encontrar el éptimo, se requiere una bisqueda. Esto
contrasta con Hz, donde la v 6ptima puede calcularse directamente.
Aunque la comparacion entre H; y Hoo no es estrictamente necesaria
en el analisis, definitivamente proporciona intuicién en el problema
de control Heo.
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Introduccién al control Heo

El problema de control H..

El problema de control He, puede plantearse de la siguiente for-
ma: encontrar un controlador K tal que || Ty |lee < 7. La satisfaccion
de esta norma establece una relacién entrada-salida, pero no esta-
blece explicitamente una cota para el estado del sistema. Se requiere
entonces, una caracteristica adicional: estobilidad interna. Por esta-
bilidad interna nos referimos a que los estados de Ge y K van a cero
para cualquier estado inicial cuando v = 0. Un controlador K que
estabiliza internamente se denomina admisible.

Solucitn al problema H,o

La solucién requiere de algunos supuestos. La planta generalizada
se considera de la forma

A | B, B
GB(S) = C] 0 D12
Co | Dyy O
Ge puede escribirse en el domino del tiempo como
i = Ar+ Biw+ Bou (3.1a)
= Ciz+ Diou (3.1b)
y = Cz+ Daw, (3.1¢)

donde z e R*, u € R™, y € R?, w € R?, z € R" y todas las matrices
son de dimensién apropiada.

Supuesto 1 {4, B} es estabilizable y {C1, A} es detectable.
Supuesto 2 {A, B2} es estabilizable y {Ca, A} es detectable.

Supuesto 3
DL [C: Dul=[0 I]

RN

Supuesto 4
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3. MoD0s DESLIZANTES CON CRITERIO H

Los supuestos 1 y 2 garantizan la equivalencia entre estabilidad
interna y estabilidad entrada-salida (T}, € RHs). El supuesto 3
significa que z no contiene términos cruzados entre €] estado y el
control, ¥ que la matriz de peso que se le da al control est4 normali-
zada. Este supuesto se utiliza solamente para simplificar las férmulas
desarrolladas y puede relajarse por medio de una transformacién de
coordenadas. El supuesto 4 es dual a 3 y se refiere a la forma en
que la sefial ex6gena w entra en Ge: w incluye tanto perturbacio-
nes en la planta como ruido en los sensores, estos son ortogonales,
y el peso que se le da al ruido en los sensores est4 normalizado y s
no-singular.

Teorema 1 (|9, teorema 3]) Dados los supuestos 1-{, eziste un
controlador admistble tal que || Toullco < 7 8t y sdlo si, las siguientes
tres condiciones se cumplen .

1. Eziste una matriz real, positiva semi-definida X, que satisface
la ecuacién de Riccals

ATX oo + X0 A — Xoo(B2BY — 7 2B1BT) X0 + CTC, = 0.
(3.2)

2. Existe ung matriz real, positiva semi-definida Y., que satisface
la ecuactén de Riccati

AYoo + Yoo AT — Yo o (CT C, —472CT €)Y + B1BY = 0. (3.3)

3. El radio espectral de XYoo €3 menor que y2 .

Es mds, cuando se cumplen estas condiciones, dicho controlador pue-
de realizarse como

A | “ZeoLos }

T 0 (3.4)

Kaun(s) £ [

donde

A 2 A+ 47 B1BT Xoo + BoFoo + ZooLooCh
Fouo 2 BT Xy, Lo2-YCF
Zoo 2 (1 — 7 WooXoo) ™.
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Introduccién al control Heo

El controlador (subdptimo) Keup en (3.4) puede realizarse con
una estructura estimador-retro de estado como

i = A% + Bithworst + Batt + ZooLoo(Ca — y)
U= FonZ, tworst =7 *Bf Xeot.

Esta estructura es similar a la de un controlador LQG. Para el caso
general (retro de salida) se requiere en ambos casos la solucién a dos
ecuaciones de Riccati. Como en el caso Hz, cuando se dispone del
estado completo, sdlo se requiere la solucidn & una de las ecuaciones,
la (3.2); y cuando se considera tinicamente el problema de estimacion
s0lo es necesario resolver la ecuacion (3.3). Es interesante notar que
conforme v — oo, el contralador H., se aproxima al controlador
Hz. Esto puede verificarse facilmente observando las ecuaciones de
Riccati y la realizacion del controlador (3.4).

Una forma de interpretar la norma, infinita de la matriz de trans-
ferencia G/(s), es en términos de la ganancia del sistema. A modo de
ejemplo, pensemos en el caso SISO (una entrada, una salida). Supon-
gamos que al sistema se le aplica una entrada w € Lq y consideremos

la salida =
/ 22(t)dt

1 = N PP
37 [ IGUw) s,

[

I=11Z,

donde 1 es la transformada de Laplace de w.

1
2
a2, < hethg- [

s.o]

[@(jw)i?dw = G125 |lwlZ,-

Es decir, la norma M., en el dominio de la frecuencia y la norma £,
inducida de un sistema lineal en el dominio del tiempo son equivalen-
tes. Esta equivalencia se da también para el caso general (MIMO),
es decir,
[Gllo = sup [2]c,- (3.5)
weEBLg

La dltima igualdad permite entender el problema de Hy, en térmi-
nos de atenuacidn de perturbaciones, determinar la estabilidad en
términos de funciones de Lyapunov y generalizar los conceptos de
Hoo a sistemas no-lineales.
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3. MoDO0S DESLIZANTES CON CRITERIO H,

Teorema 2 ([16]) Supdngase gue,
1. Los supuestos 1 a 4 se cumplen.

2. Las condiciones del teorema 1 se satisfacen eon X positiva
definida.

Entonces, el controlador Ky, en (3.4) es admisible y

T T
f 2T (s)z(s)ds < 'yzf w7 (s)w(s)ds
0

0

se cumple cuando z(0) = £(0) = 0 para cualquier T > 0.
Es mds, la funcidn candidata de Lyapunov

V(z,8) = 27 Xooz + 72z — 2)T (2o Yoo) Mz — £)

satisface
V < —[ICul|? ~ fluell® + A [rll®.

3.2. Combinacion de las dos Técnicas

Hasta este punto se han presentado dos técnicas de control, am-
bas enfocadas a la robustez. En esta seccién se hace un esfuerzo por
combinar las dos técnicas. Primero se hace un analisis comparativo
entre las dos técnicas; después se combinan las técnicas cuando es
posible retro-alimentar el estado; y finaimente, se combinan cuando
s6lo es posible retro-alimentar la salida.

Retro de estado con condicién de acoplamiento

Cuando se dispone de todo el estado ¥ se cumple la condicién
de acoplamiento, los modos deslizantes son capaces de eliminar por
completo las perturbaciones. La superficie deslizante puede disefiarse
entonces sin considerar perturbaciones, usande Hsy por ejemplo. La
combinacitn de Ho, y modos deslizantes resulta pues, innecesaria; la
alternativa es realizar un analisis comparativo entre las dos técnicas.
El criterio para evaluar la robustez es el propuesto por el control
Heoo, €8 decir, la ganancia £z entre la perturbacién w y el error 2.
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Combinacion de las dos Técnicas

Bajo los supuestos establecidos, podemos escribir al sistera como
i = Az+ Bow+ Bau
z = Ciz+ Diau
y = <.

En el case de los modos deslizantes integrales, el control equiva-
lente est4 dado por

U1eq = —6 — (GB)'GBLy,

ver (2.17, p. 18). Cuando se satisface la condicién de acoplamiento
n =10y § = w, por lo que el control equivalente es igual a la pertur-
bacién, pero con signo inverso. Dado que la perturbacién se elimina
por completo, ¢l estado y el control nominal «g se mantienen en cero
para condiciones iniciales nulas. La suposicion de condiciones nulas
se debe a que el problema de control M, est4 planteado en términos
de funciones de transferencia.
La norma de z es

T T T
f 2T zdt = / ”Cllf + Dhoug + Dlzuleqilzdt = f wlwdt.
0 a 0
Esto es, el Indice de desempefio en el caso de los modos deslizantes
integrales es siempre igual a 1
- mpr = 1.

En el caso MD con condiciones iniciales nulas, el control equi-
valente también es igual a la perturbacién, pero con signo inverso,
ver (2.12, p. 15), por lo que

D = 1.

Cuando se utiliza la metodologia M, buscamos la v mas peque-
fia que satisfaga

ATX o + XooA = Xoo(B2BY — 2 B2BI)Xoo + CLCL =0
con X, > 0, es decir,
ATX o+ XooA — (1 = 7 )Xo (B2B )Xo+ CTCL =0, (3.6)

Como ya habfamos dicho, no podemos determinar yqpt @ priori; pero
podemos establecer un resultado interesante. Antes de presentarlo es
necesario introdudir el siguiente teorema.
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3. MoDpo0s DESLIZANTES CON CRITERIO M,

Teorema 3 (Conjunto Invariante [28, p. 78]} Considérese el
sistema autdnomo & = f(x), dénde f es continua, y ses V(z) una
Juncién escalar cuyss derivadas parciales de primer orden sean
continuas. Asiumase que

s V(z) <0 en todo el espacio de estados.
= V(z) — oo conferme ||z|| — co.

Sea R el conjunto de puntos para los cuales V(z) =0, y M el con-
junto invariante mds grande en R. Entonces todas las soluciones
convergen global y asintéticamente a M conforme t — 0.

El resultado prometido se establece en la siguiente proposicion.
Proposicién 3 Si la matriz A no es estable, entonces yopt > 1.

Prueba: La demostracion es por reduccién al absurdo. Suponga-
mos que A no es Hurwitz y que ope < 1. La tltima condicién (junto
con X > 0) implica que la matriz

N = -1 - 753)Xco(B2B] )Xo + C{ C

es positiva semi-definida.
La ecuaci6én (3.6) puede reescribirse como la ecuacién matricial
de Lyapunov

ATX oo + XooA=—-N=—HTH,

HT = [/~ -5 X=B CT].

Recuérdese que la estabilidad de A se define en términos de la
estabilidad del sistema auténomo

= Azx.

Consideremos la funcion escalar V(z) = 27 X oz. Tenemos entonces
que ]
Viz) =27 (AT X0 + XoA)z = —zT Nz < 0.
En términos del teorema 3, es claro que R = ker(H). La estructura
de H significa que R = ker(BT Xo) N ker(Cy).
Como es de esperarse, existen valores de z diferentes de cero,
para los cuales C;x es igual a cero, es decir,

ker(C,) # {0}
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Combinacién de las dos Técnicas

Una forma de interpretar la detectabilidad de {4,C}, es que las
trayectorias que pertenecen a ker{C)) son asintGticamente estables;
esto quiere decir que M consta de un sélo punto, el cero, y que éste es
un punto de equilibrio global y asintéticamente egtable. Lo anterior
implica que los eigen-valores de A deben ser estrictamente menores
que cero, lo cual, contradice el supuesto inicial. [

Podemos resumir el resultado del andlisis en el siguiente cuadro:

MDI MD Hoo
A & Hurwitz A € Hurwitz
Gananda L2 | 7=1 =1 ¥>1 v =7

Cabe mencionar que en el caso del control Hoo, Ia minimizacién
se hace suponiendo que se trata de un controlador lineal, esto explica
el hecho de que usando modos deslizantes pueda disefiarse un contro-
lador cuyo fndice de desempefio supera el dptime. Cabe mencionar
también, que en el casc de los modos deslizantes integrales, el indi-
ce de desempefio mostrado en el cuadro anterior es vélido siempre
vy cuando la magnitud de la perturbacién no supere la cota usada
en ¢l diseio del controlador. El controlador H.,, por el contrario,
garantiza el fndice de desempefio para cualquier perturbaci6n.

Retro de estado sin condicién de acoplamiento

Hemos retirado la suposicién de que la condicién de acoplamiento
se cumple, pero mantenemos por el momento, la suposicion de que
el estado es medible. Dadas las ventajas que presentan los modos
deslizantes integrales con respecto a los convencionales (ver p. 17),
combinamos en esta seccién, los modos deslizantes integrales y el
control Heo.

Podemos proyectar una vez mas la perturbacion:

B1'UJ = fBlw + I‘B1w,

donde _
F=BB} y I'=B;yBi*.

Definimos la superficie deslizante como
- t
s{z,t) = B [:r(t) — 1z — / (Az(7) + Bgug)d'r} .
to

37



3. Mopo0S DESLIZANTES CON CRITERIO Hoo

Su derivada con respecto al tiempo es
s(z,t) = B [Az(t) +TBiw+TBiw + Ba(uo +u1))
— By [Az(t) + Bauol
= BfBiw+u
y el control equivalente es igual a
Uleq = ——B;’Blw.
Sustituyéndolo en la ecuacion dindmica obtenemos
& = Az + I'Byw + Baug. (3.7
El control nominal 1 puede determinarse resolviendo la ecuacion
de Riccati
ATX oo+ XooA = XooB2BT Xoo + 7 2 XoTB1B{ T Xee + C{ C1 = 0
y haciendo
ug = — g Xool.
Ejemplo

Cuando se trata de sistemas mecénicos, las perturbaciones siem-
pre son acopladas si el sistema estd completamente actuado. En el
siguiente ejemplo se trata con un sistema sub-actuado y con per-
turbaciones desacopladas. Al sistema de la figura 2.6 se le llama
cominmente pendubot cuando s6lo es posible ejercer una accién so-
bre la articulacién inferior. Cuando sélo tenemos 11 para controlar
al sistema, el madelo queda descrito como —ver (2.22)-

.’1,-’1 0 0 1 t] i
Ta| _ 0 0 0 1 T3 n
£a| | 423 -—-374 -18 2.2 3
k4 —-51.4 514 2.2 9.4 |34
0 0 0
0 0 &+ 02(6’)(u + 5) 0
tlia6 56 {52+02(G)(u+6)_+ a6 | % @8
-56 94 |° ~ d -5.6
e W e’

B, B;




Combinacion de las dos Técnicas

Las perturbaciones pueden descomponerse como

0 0 0 0o

0 0 0 0
Brw=146 —69/“" |0 13| ™

—-5.6 83 0 10
— ——

BaB} By BLB B,

La parte izquierda se encuentra acoplada al control y serd eliminada
por la componente discontinua u;; la derecha est4 desacoplada y se

tratara con la componente continua uy mediante la técnica Heo.
Definimos la variable de error como

vio 0 0 0 0
0 10 0 0 0
z=10 0 1 0iz+ |0|lu
0 0 01 0
0 0 00 1
- ~m .~

o2} Dnz

Buscamos una Xe = 0 y la 7 > 0 més pequena que satisfaga

AT X oo + XooA = XooB2BY X o, +
+ 7 2 X oo( B+ By * B1)(BE Byt B1) T Xoo + CTC1 = 0.

La solucién es

1321 12924 2092 1737
Yo = 12924 129735 20932 17417 —50
% T 12092 20932 3379 2810 ° e
1737 17417 2810 2339
y el control nominal

ug = —Kz =—B] Xoox = [80 1003 157 133]=.

La superficie queda como

s(z,t) = B [a:(t) —z(tp) — /t:(A — BK)z(r)dr| .
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3. MoDos DESLIZANTES CON CRITERIO He

La figura 3.2 repregenta la respuesta del sistema cuando & (0) =
02(0) = 0.1, 8,(0) = 0{0) =0y 61 = by = 0.5sen(5t). El control
discontinuo se regularizé de la siguiente forma:

= (I)__""__
W= P 0.0008

p(x) se estableci6 “experimentalmente” en p(x) = 5. En la figura se
puede observar que Bau; es ‘igual s la perturbaci6n acoplada, esto
€8s,

0 0
0 0

Bon = 146" 7 |-69] "2
5.6 8.3

I

B3(—0.2435in(5t) + Oz(6)(u + 9)).

La respuesta del sistema presenta oscilaciones debido a que el control
nominal no elimina completamente el efecto de las perturbaciones
desacopladas, simplemente lo acota.

Retro de salida sin condicién de acoplamiento

En general, al disefiar un control por modos deslizantes se asu-
me que las mediciones del sistema corresponden al estado completo.
Cuando no es posible medir todo el estado, podrfa pensarse en uti-
" lizar un estimador en serie con el controlador. El siguiente anélisis
muestra porque ese enfoque no funcionaria.

Consideremos el sistema perturbado

iz = Az+ Biw+ Byu (3.9a)
= Cix+ Diau (391))
y = Coz. (3.9¢)

Supongamos que se implementa un observador de Luenberger (se
podria hacer un analisis similar para otro tipo de estimador)

&= A%+ Bou — L2Cqe, e=z — 2.
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Combinacion de las dos Técnicas

—_— 8 i

50

10

Figura 3.2: Respuesta del sistema usando modos deslizantes integra-
les y Hoo-

Para un centrol por modos deslizantes integrales tenemos

s = Bj [;e(t)-a;(to)— t(AHJ;'cm)dT]

§ = B;[Aﬁ: + Bo{ug + u1) — L2Cre — Az — Bgu.o]
B; [Bzul - Lnge]

y el control equivalente
= —-BS L;Cs
Uleq o Liglae.

Podemos observar que el control equivalente ni siquiera contiene la
perturbacién w, ya que ha sido filtrada por el estimador. El resultado
es que la perturbacién se mantiene intacta, como podemos compro-
bar al sustituir el control equivalente en las ecuaciones de movimiento

&= Az + Biw + Byug — BQB;-LQCQE.
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3. Mopos DESLIZANTES CON CRITERIO Hoo

Figura 3.3: Retro de salida sin condicién de acoplamiento.

Simplemente hemos introducido el error de estimacién. Un resultado
similar se obtiene cyando se utilizan modos deslizantes convenciona-
les.

Existen algunos casos particulares en los que sf se pueden apli-
car las técnicas por modos deslizantes cuando se tienen dnicamente
mediciones parciales. En [3], por ejemplo, se explora este problema
suponiendo que rank(CoB2) = m y que la condicion de Kimura-
Davison [18, 7] se satisface. En esta seccién se asume también que
rank(C, Ba) = m, pero se sigue un camino distinto.

Una forma de interpretar rank(CaB2) = m es que, si bien no es
posible medir todo el estado, es posible medir la componente aco-
plada al control. La idea es descomponer la salida en dos partes,
una que corresponde a la parte acoplada y otra a la desacoplada.
La parte acoplada se usa directamente en el controlador por modos
deslizantes y la desacoplada se utiliza como entrada para un con-
trol H,,. Con la salida del controlador He, se calcula el valor de la
superficie deslizante 3 (ver figura 3.3).

Usando la transformacion no-singular

vl _ [ B ]
[Uz} =Tz, T:= (C2Ba)*Ca|”

cuya inversa ests dada por
Tt = [(I - B2(C2B2)*C2) By Ba]

(nbtese que rank(C2B2) = m implica que (CzBz)* existe), el siste-
ma (3.9) queda expresado en la forma regular
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Combinacién de 1las dos Técnicas

1] _ |Au Az} |wm + Byt Byw
te| — |Au Az |v2 u 4 (CaB)tCoB1w

(T - CaBa(CaB2)*)Ca B CoBa) [z;] .

¥

La transformacion

_ CaBy)tt
y= Tyy, Ty = [((022322))4- :|

en la salida nos lleva a

_ (CeBg)tt
Y (C2By)*

o 7/[a]

G = (C2By)*+CaBE.

[(I - C2B3(C2B2)*)CaBE  CaBa) |1
v

con
Esta forma en particular permite usar v» como control virtual
para el sistema de orden reducido
1 = Apv + Az + By T Byw; (3.10)
va puede obtenerse mediante una simple transformaci6n en las varia-
bles de medicién {15 = iz = (C2Bz)*y), por lo que s6lo es necesario
estimar vy.

Supongamos que las condiciones del teorema 1 se cumplen con

Bir—By*By Cree—1 A= An
By — Arp Cor — C

Podemos estimar v, como
B1 = A1191 + A1zv2 + Birthworst + ZooLoo(C1 — 1),
usar la ley de control virtual
v2 = §2 = Fooly,
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3. Mopos DESLIZANTES CON CRITERIO M

y determinar Ia superficie deslizante (dindmica) como

3= [-Fx 1] [;:] =0. (3.11)

Para determinar la dindmica en la superficie deslizante aplicamos
el método del control equivalente,

§ = — w51+§2=—m?51+132
= —Foob + Anvr + Agvz + (C2B)) T CaBiw + u
Ueq = —{A2191 + Anvs + (C2B2)*CaBiw) + Fcth.

La dinAmica en la superficie deslizante es

0 = Anv + Apve+ Byt Biw
v = Aniv + Asava + (C2B2) T CrBiw + tieq,

es decir,
1 = Anuv+ AigFect + B2L+Blw
By = Fool,
de donde se puede observar que la perturbacién acoplada ha sido
eliminada satisfactoriamente.
Ejemplo

Supongamos que para €l pendubot descrito en (3.8), s6lo es po-
sible medir las siguientes variables

1 00040
y=1(0 1 1 0f=

0 0 01

[ =

Ca
La transformacién
1)1,1 0 1 0 0
mo| _ [-0637 0 059 0.491
va| | 0779 0 0491 0404 |

2 0 0.088 0.088 -0.106

T




Combinaci6n de las dos Técnicas

expresa al mismo sistema en la forma

01,1 0491 0491 0.404 —-5.602| v

tne| ] 1607 -1976 -1.627 15.301| |vi,2
13| | 0.800 —0.855 —0.704 18.578| [v,a
1 —7.950 -5.442 7.401 -9.010] | ve
0 0 0
4|0 L1252 [61+Og(6)(u+5)] + (9.
0 1.031 | |d2+ Oz(0)(u+ ) 0
1 -1.486]° M - 1

_ 0596 1 0 0
[?1] 0491 0 1 0 ["1].
y2 0 o0 0 1™

El sistema de orden reducido es

[0.491 0.491 0.404 0 —5.60
9 = |1.607 —1.976 —1.627} v+ |1.25| wo + [ 15.30 | v

0.800 ~0.855 —0.704 1.03 18.58

~— —~ - N — N e’

Ar By B2r

__ [os96 1 0 ”
o= lo4gr o 1"

‘—V_/

CZI

Las condiciones del teorema 1 se satisfacen con
328 36 68 1.04 042 0.21

Xoo= |36 44 72|, Yo=|042 048 012, =22
68 7T 14 0.21 0.12 0.53

El estimador M. para el sistema de orden reducido es, después de
algunas manipulaciones —ver (3.4)-

[—142 -23 —26] [8.55 —6.15
= |368 38 54|+ |15T 093 |
| 445 48 66 | 179 1.75
[—142 —23 —26] [—0.68 8.11 6.68
= | 368 38 544+ (—-028 139 1.14|y
| 445 . 48 66 | 0.21 1.92 158

o ~ )

Aroo — 200 Lioo (C2 B2)L+ 45
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v la superficie
s = —[24 271 3.66]9 +§2=0
= —[24 271 366]9 +[0 008 —0.11]y=0.
F: (C:En)*

Se propone un control

u = p(y, t1) signs,
y para estimar la ganancia, usamos la funcién de Lyapunov V(is) =
52/2.
La derivada de s con respecto al tiempo es
§ = —Fuli+i
= _Foofirooﬁl =+ FooZooLoo(CZBZ)_L+y + U2
~FooAcoo®1 + Foo Zoo Loo(C2B2) Ty +
+ A1 (1 + ©1) + Ana(Ca B2)y — p(y, 91) sign(s).

donde §; = v; — 9 es el error de estimacion.
La derivada de V(s) es

V = s|Auin+(An — Fodio) 01| +
—
Ay

+s £A22(0232)+ + FooZmLoo(G2B2)J-+ly - Plst
Az
< sl ALl + A2lllyll + | Az Ball = o] -

Por lo que si

p(tn,y) > Aol + NA2llfiyll + [ Az
> 860|[al + 266[|y || + 121

entonces el sistema alcanzaré el modo deslizante en tiempo finito.
La ganancia usada en la simulacién fue

p(@1,y) = 1501|2| + 80]lyl| + 20,



Combinacién de las dos Técnicas

las condiciones iniciales
r=0:=005 61=0,=0 f1=D2=D3=0,

las perturbaciones
81 = 82 = 0.15in(5¢)

y €l control se regulariz6 como
. s
U= —P(Ul, y) |5| +0.01 .

Los resultados se muestran en la figura 3.4. Se puede ver que la
respuesta del sistema se encuentra acotada. El control presenta un
pico muy grande aproximadamente a los dos segundas, pero cuando
el sistema se aproxima al punto de equilibrio, el control tiende a la
perturbacién acoplada.

Es importante mencionar que aunque Ho, €5 una técnica lineal,
en la perturbacién w se incluyeron los términos no-lineales que resul-
- tan de la expansi6n en serie de Taylor. La simulaciones, realizadas
con el modelo original (no-lineal) muestran la efectividad de la téc-
nica.

47



3. Mopos DESLIZANTES CON CRITERIO Ho

3 ! b T T T T T '3 —_— —
L ] ~. o B — gﬂ J
00— e VRN Ty = 0y

i
2r i A e = |
£ O e _‘\>_
! -
i X
i i

1 L
1§ }' 1
P
y i
o =3 ]
1 1 . N
0 2 4 [} 8 10
Tiempo [s}

Figura 3.4: Respuesta del sistema usando modos deslizantes conven-
cionales y Hee.
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Capitulo 4

Aplicacién al Control
Descentralizado

En este capitulo se plantea formalmente el problema de control
descentralizado, se hace un breve anélisis de la literatura y se aplican
las técnicas desarrolladas en los capitulos anteriores para resolver
dicho problema.

4.1. Motivacién

Los sistemas de gran escala pueden requerir el uso de control
descentralizado cuando alguna o varias de las siguientes dificultades
ocurren:

1. El sistema se encuentra ampliamente distribuido en €l espacio,
por lo que la transferencia de informacién es costosa (v.gr.
sistemas de potencia);

2. la implementacién de una ley de control centralizada es diffcil,
o incluso imposible debido & la estructura descentralizada del
sistema (v.gr. control de trafico aéreo y terrestre);

3. la complejidad en el an4lisis y diseiio, debida al orden del siste-
ma, puede reducirse al separar el sistema en varios subsistemas
(v.gr. estructuras flexibles con muchos grados de libertad);
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4. APLICACION AL CONTROL DESCENTRALIZADO

4. el criterio de disefio es robustez respecto a perturbaciones es-
tructurales, en las que los subsistemas se desconectan y vuelven
a conectar mientras el sistema se encuentra en operacion.

En términos generales, el problema de control descentralizado es
el de encontrar un conjunto de controladores en los que la infor-
macién est4 sujeta a una restriccidén: la informacion disponible en
cada estacién de control es s6lo un subconjunto de las variables de
estado. Los controladores se disefian para estabilizar un conjunto de
subsistemas interconectados, los cuales componen el sistema total.

4.2. Planteamiento del Problema

Consideremos un sistema. descentralizado, lineal e invariante en
el tiempo, con v estaciones de control

£:(t) = Aizi(t) + Biuilyi t) + ZD: Ayizs(t) (4.1a)
i=1
1:(t) = Ciz (), i=12,...,p, ) (4.1b)

donde z;(t) € R™ es el vector de estado, y;(t) € R® son las va-
riables de medicién y u,(x;,1) € R™ es la accion de control de la
i-6sima estacion en el tiempo t € R. A;, B; y C; son matrices de di-
mensién apropiada. E;.'# Ai;jx; representa la influencia de las otras
estaciones, donde las A;; son, una vez méas, matrices de dimension
apropiada. En lo subsecuente, cuando aparezca el subindice i, se
asume que el enunciado es valido paratodo i =1,2,...,».

El objetivo es disefiar cada una de las leyes de control u; tal que
el sistema (4.1) sea semi-global y asintdticamente estable.

Suponemos que la informacién dispenible para la i-&sima estacién
de control en ¢! tiempo ¢ estd representada por

L(t) = {s(£), wi(Q)I€ € [0,8],¢ € [0, 8]} (4.2)

Se asume también que la entrada de control u,(¢) s6lo puede calcu-
larse a partir de I;(t), es decir,

ui(t) = F(L(t), 1), (4.3)
donde F;(t} es una funcién de I;(t) y del tiempo ¢.
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Resultados Previos

4.3. Resultados Previos (An4lisis de la
Literatura)

Desde el punto de vista histdrico, el desarrollo de las técnicas pa-
ra el andlisis y el disefio de sistemas de control descentralizado sigue
un patrén similar al del control centralizado. La primera pregunta
que surge es: jbajo qué condiciones es posible estabilizar un siste-
ma descentralizado? Este problema fue planteado y —casi- resuelto
en [29]. Otra pregunta, fntimamente relacionada con la anterior es:
icusndo (y c6mo) es posible asignar arbitrariamente los polos de un
sistema de esta naturaleza? La respuesta puede encontrarse en [6].
El reto posterior es el disefio de una ley de control que minimice cier-
to funcional, es decir, la resolucién del problema de control 6ptimo
descentralizado. En [24] se presenta una revision de la literatura que
abarca la asignacion de polos y plantea algunas de las dificultades
clave que pueden encontrarse al momento de resolver el problema de
optimizacién.

Tanto la asignacién de polos, como el control 6ptimo descentra-
lizado se enfocan al disefio de un control que satisfaga la restriccion
de informaci6n establecida en (4.2) y {4.3). Esto resuelve las difi-
cultades 1 v 2 de la pégina 49, pero no las 3 y 4; es decir, no ne-
cesartamente se reduce la complejidad en el analisis y el disenio del
sistema, ni se garantiza la robustez en presencia de perturbaciones
estructurales. Para resolver las dltimas dos dificultades, se requiere
plantear el problema desde el punto de vista del control robusto. Es
en este contexto en donde se sitita una de las contribuciones de este
trabajo.

La Estabilizacion de Sistemnas de Control
Descentralizado

En lo que sigue, se presenta brevemente el resultado obtenido
en [29], concerniente a la posibilidad de estabilizar un sistema por
medio de un control descentralizado. En [29] se describe al sistema
como

3(t) = Az(t) + i Biui(t) (4.42)
=1
wi(t) = Cex(t). (4.4b)
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4. APLICACION AL CONTROL DESCENTRALIZADO

Dicho sistema, es mas general que el representado por (4.1), ya que el
dominio de las matrices C; no necesariamente tiene que coincidir con
el co-dominio de las matrices B;. Cabe mencionar que, aunque el sis-
tema (4.1) es un poco mas restrictivo, representa una gran cantidad
de problemas fisicos.

Dado que el sistema es lineal e invariante en el tiempo, la primera
tentativa es proponer un controlador lineal e invariante en el tiempo

#(t) = Siz + Rayi(t) {4.5a)
ui(t) = Q:z: + Kayi(t) + wi(t), (4.5b)

donde z;(t) € R™ es el estado del i-ésimo controlador, v;i{t) € R™
es la i-4sima entrada externa local, y S;, B;, Q: y K son matrices
reales, constantes y de tamafio apropiado. La representacién (4.5) es
bastante amplia, incluye cualquier controlador lineal ¢ invariante en
el tiempo, estatico o dinamico. La ecuacién (4.5) puede escribirse de
manera mAas compacta como

#(t) = S2(t) + Ry(t) (4.6a)
u(t) = Qz(t) + Ky(t) + v(t) (4.6b)
donde
S%diag(Sl,...,Su), Rédiag(Rl,...,R.,)
Qédiag(Qla-'-va)’ Kédiag(KI)"'lKv)
2(t) £ col(zy, . .-, @), y(t) £ col(yr, - -, )
u(t) £ col{ur, ..., m), z(t) & col{zy, -, 2.).

Cuando la ley de control (4.6} se aplica al sistema (4.4), resulta el
siguiente gistema en lazo cerrado

) i | B F

donde
Gy

[B1 BU] y C=1:1]. {(4.8)
C,

Lo que se busca entonces son condiciones para que un controlador
de la forma (4.5) estabilice al sistema (4.4).

B
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Definicién 2 (Polinomio fijo) Considérese la terna {C, A, B} €
RPX1 x R™*™ x R™ ™ y los dos conjuntos de enteroamy,--- ,m, ¢

Pl 3Dy, CONM = Y0 M Yy P = 9.c, P que definen al siste-
ma (4.4). Sea K el conjunto de todas las matrices de blogues diago-
nales:

K = {K|K = disg(K1,...,K,), K;€R™*P}  (4.9)

El mdrimo comin divisor del confunto de polinomios caracteristicos
de (A + BKC), para toda K € K, se denomina el polinomio fijo de
la terna {C, A, B} con respecto a X, denotado por y();C, A, B, K),
es decir,

$(%C, 4, B,K) = med{det(\ ~ A - BKC)}

Si se simplifica la ley de control (4.5) a una de la forma
u(t) = Ky(?) (4.10)

donde K tiene la forma descrita en (4.9), la matriz del sistema en
lazo cerrado es A + BKC. Como el polinomio fijo es comun para
todas las K € K, no importa que K se utilice, las rafces de dicho
polinomio siempre estarin presentes. Esta idea se formaliza con la
siguiente definicion.

Definicién 3 (Modos fijos) Para una terna {C, A, B} € RP*™ x
RA%1 x R™*™ y un confunto K de matrices de blogues diagonales de-
finidas en la ecuacidn ({.9), el conjunto de modos fijos de {C, 4, B}
con respecto a K se define de la siguiente forma:

A(C,A,B,K) = [ o[A+ BKC]
. Kek

donde o[A+ BKC] es el conjunto de valores caracteristicos de (A +
BKC). De manera equivalente, A(C, A, B,K) puede definirse de la
siguiente forma:

A(C, A, B,K)={MAeC, w(xC, A BK) =0}

Los modos fijos son entonces, aquellos que no pueden modificarse
por medio de la ley de control (4.10).
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4. APLICACION AL CONTROL DESCENTRALIZADO

Teorema 4 Considérese el sistema {C, A, B} descrito por (4.4),
con B y C definidos en (4.8). Sea K el conjunto de matrices de
bloques diagonales definido en (4.9). Una condicién necesaria y su-
ficiente para lo existencia de un conjunto de leyes de control (4.6)
tal que el sistema en lazo cerrado (4.7) sea asinidticomente estable
es gue

A(C,A,B,K) C C™

donde C~ es el semi-plano izquierdo complejo abierto

La prueba de este teorema puede encontrarse en [29], asf como el
procedimiento para calcular los modos fijos.

Una manera de interpretar este teorema es: los modos fijos que
no pueden eliminarse por medio de (4.10), no pueden eliminarse
tampoco a través de (4.5).

En los sistemas de control descentralizado hay una caracterfstica
interesante que va contra la intuici6n. Si un sistema de control cen-
tralizado, lineal e invariante en el tiempo no puede ser estabilizado
por una ley de control lineal e invariante en el tiempo (estatica o
dindmica), entonces no puede estabilizarse por ninguna otra. En (1]
se muestra que en el caso del control descentralizado hay algunos
modos ‘fijos’ que s{ pueden eliminarse si se utiliza una ley de control
lineal pero variante en el tiempo (peri6dica).

Si existen modos fijos que no pueden eliminarse por medio de
una ley de control invariante en el tiempo pero sf pueden eliminarse
por medio de una variante en el tiempo, podrfamos preguntarnos:
jexistiran modos fijos que no puedan eliminarse por medio de un
control periédico pero sf por medio de otra ley, digamos no-lineal?
En [12] se plantea esta pregunta; y la respuesta es “no”, es decir, si un
sistema descentralizado no puede estabilizarse con una ley periddica,
entonces no puede estabilizarse con ninguna otra, ya sea lineal o no-
lineal, variante o invariante en el tiempo.

Control 6ptimo

Para resolver €l problema de control descentralizade 6ptimo se
han realizado varias propuestas. En [13], por ejemplo, se asume pri-
mero gue no hay interconexiones entre los subsistemas, esta suposi-
cién garantiza que el control 6ptimo es diagonal. Después se calcula
el error debido a la interconexién de los subsistemas.
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En [15] se caracteriza, a partir de la forma de las matrices de
interconexion A;;, una clase de sistemas (4.1) para los cuales el fndice
de desempeiio

171

o0
J = / (T Qr + wTRu)dt, =2 col(zy,...,z.)
0

puede minimizarse usando una ley de control diagonal
u= Kz, K =diag(K,,...,K,).

En [14] dicha clase se define en términos de modos fijos. Como ejem-

plo de aplicaci6n tenemos [20], en donde se aplica un control des-

centralizado 6ptimo para la estabilizacién de un edificio. En [25] se

aplica el principio maximo de Pontryagin y se expresan las restric-
ciones de informacién como ecuaciones diferenciales

Bu,-(z,-,t) _

dr*

donde z* es el estado completo del sistema, pero excluyendo z;

0,

r = col(zy,. .., 2, \T:).

Control robusto

Desde la perspectiva del control robusto, el término de interco-

nexion .
Z Aij Ij
i=1
en (4.1a) puede verse como una perturbacion ¢;(z), es decir
Iy = Ajzi + Biu; + QSi(I)
v
(,bi(I) = ZA":,'IJ' = Aix, Ai = [Ai]_ R A,',,,] . (4.11)
=1

Con esta consideracién en mente, el problema de estabilizar el sis-
tema, (4.1) puede plantearse como el problema de encontrar un con-
Jjunto de leyes de control u;, para los subsistemas nominales

() = Azi(t) + Biug(yi t)
w(t) = Cizi(t),
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4. APLICACION AL CONTROL DESCENTRALIZADO

tal que las perturbaciones ¢;(z) no afecten la estabilidad de los sub-
sistemas.

Como se vio en los capftulos anteriores, el control por modos des-
lizantes es una técnica robusta, capaz de eliminar las perturbaciones
de tipo acoplado. En [23, 21], por ejemplo, se utilizan los modos
deslizantes para eliminar el efecto de las interconexiones; en [10, 5]
se combinan las modos deslizantes con técnicas de control adaptable
para llevar a cabo el mismo propésito. Hay dos problemas funda-
mentales en las referencias que acaban de mencionarse; el primero
es que se asume que las interconexiones satisfacen la condicién de
acoplamiento, o cual resulta muy restrictivo; el segundo es que se
asume que se dispone de todo el estado (y; = z;). En [31] af se con-
sideran interconexiones de tipo desacoplado y se considera también
ia retro-alimentacién de la salida (y; = Cix;); la desventaja es que
se asume de antemano que la componente acoplada del estado pue-
de estabilizarse por medio de una retro-alimentacién estitica de la
salida.

4.4. Contribucién

Con las técnicas desarrolladas en los capitulos anteriores, es re-
lativamente facil establecer condiciones de suficiencia para la reso-
lucién del problema de control descentralizado. Con esas técnicas
podemos eliminar la parte acoplada de la interconexién; podemos
tratar la parte no acoplada y en algunos casos estimar el estado
cuando no es posible medirlo en su totalidad. Otra ventaja es que
contamos con una funcién candidata de Lyapunov para cada subsis-
tema.

Para garantizar la estabilidad del sistema interconectado, pode-
mos definir una nueva funci6n candidata de Lyapunov. Como en [17],
planteamos dicha funcién como la suma de las funciones de cada sub-
sistema

V= iﬂ(w;). (4.12)
=1

El sistema interconectado es asintoticamente estable si

V<0 Yz#0.



Contribucién

Retro de estado con condicién de acoplamiento

Cuando los términos de interconexién (4.11) cumplen con la con-
dicién de acoplamiento

#i(z) = Bidi(x)
y se puede medir todo el estado
Ci=1,

el disefio de una ley descentralizada es simple, s6lo se requiere la
controlabilidad de { A;, B;}. Como en el capitulo 3, usamos un con-
trol por modos deslizantes integrales. Los controles discontinuos uy;
eliminan completamente el efecto de las interconexiones B;d;(z). Los
controles continuos u;y pueden disefiarse de tal forma que los sub-
sistemas sean asintSticamente estables; usando un control LQR por
ejemplo. Si los estados z; convergen asintGticamente al punto de
equilibrio, entonces el estado completo z = col(z1,...,z,) también
convergerd asintdticamente al punto de equilibrio.

Ejemplo

Como sistema nominal, consideremos un péndule simple, como
el que se presenta en la figura 4.1. Su dindmica est4 dada por

mi%d + c;0 — mglsend = T, (4.13)

dende m es la masa, { la longitud de la barra, 8 el dngulo con res-
pecto a la vertical, g ia aceleracion gravitacional, cs el coeficiente de
friccién rotacional y 7 la torca aplicada en la articulacién del péndu-
lo. Supongamos que el sistema se controla por medio de un motor de
CD, como el de la figura 4.2. La torca es proporcional a la corriente
que circula por el motor

T = k-ig,

. ¥ la corriente est4 dada por

V=V V= Ky ~— Fals .
= , w=4¢6
Ry A,

v — kyw

ta

(Rs +Ta)ia

v — kyw

R»a"""a,

la =
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e

)

Figura 4.1: Péndulo Simple.

Figura 4.2: Motor de CD (izquierda) y su circuito equivalente (de-
recha) simplificado.
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Contribucién

por lo que la relacion entre la torca y es voltaje es

_ keky W+ kr
R+ 7y Ro+ra

Combinando (4.13) y (4.14) obtenemos

v, (4.14)

N kok, . k
20 _ T T
mi*0 = mglsend (q + R5+r3) a9+ R‘s+rav'
que linealizada alrededor del origen puede escribirse como
JB = qgb — 019. + byv + 02(9), (4.15)
con
krkv ke 2
ag =mygl, a1 =¢ , b= , J =mi%
A A R A

o en forma canénica como

[g] - [%}“ —1%*] m + [ﬁg-:l v+ {020(3)] : (4.16)

Consideremos ahora dos péndulos idénticos, interconectados por
medio de un diferencial y un tercer péndulo, como el que se muestra
en la figura 4.3. El angulo del tercer péndulo estd dade por

63 = ka(6h — 82) + 6y, 6@ = const.

Usando el método del Lagrangiano llegamos al siguiente par de
ecuaciones de movimiento

(J+ Ja)f'il — Jofia — agsendy + maglakasenfy = 1 — cfél (4.17)
(J + Jo)bz = Juby — agsen 6 — myglakasenfs = 72 — csfa, (4.18)

con J, = myl2k2.
Escribiendo las ecuaciones (4.17) y (4.18) en forma matricial y
utilizando la relacién (4.14) tenemos que

J+ Jy -~Js 91 _ apfh — 010?1 + b1y i
—-Ja J+ Ju| |0 - agle — 182 byug
—aat + aall 02(61,63)
[ 0a81 — aals ] [02(91‘93) , (419)
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cmecemacmce S

>

la
B
T

Figura 4.3: Dos péndulos interconectados.

con ag = Mmaglak?. )
Después de despejar &; se obtiene

R 11 [ R PR A ]

0 0
+a{ Juag + Ja, ,al] [ ] [J by(v1 + v2) +02(31,93)]

donde
1

T T 20)

60



Contribucion

Y después de despejar 6,

El=5 ]l

+cx[ 0

Jagp —Jas —Jaax

0 0 &
Jagg + Jag Jpar] |wy

] [ ] [Jabl (v ‘5‘”2;]4' 02(61,03)]

Supongamos que se tienen los siguientes pardmetros:

Parfunetro Valor
m 0.05 {kg]
l 0.30 [m]
9 9.81 [m/s?]

J 0.0045 [kg - m?]

ag 0.14715 [N -m]
me 0.10 [kg]
lo 0.25 [m]

Ka 0.8

Ju 0.0040 [kg-m?]

Qs 0.15696 [N -m]

o 17,778  [1/kg2- mi]
o 0.5 [N-m-s|
ky 1.2 [V -9
ks 0.45 [N - m/A]
R, 100 [

Ta 2 €]
ay 050529 [N .m-s]
by 0.00441 [N-m/V]

Entonces el primer subsistema puede representarse como

6,] _[o 1
an| T [32.7 —1123

|0+ loss] =+ L2n 5] 5]+

Subsmtema. nominal

N

A1z

2.1 36
e —

Au

] [32] + [0.31(v1 +vz) 2 Og(61, 63, 93)] ’
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y el segundo como

6] [0 1 61 0 0 0]f6
[wg] = [32.7 —112.3] [wl] + [0.98] vt [2.1 36} [wl] *
i

~

—~—
Subsistema nominal Az

4 0 0 02 " 0
—-2.1 —-36| |we 0.31(1)1 +U2)+02(01,6’2,93) ’
A
22

Para controlar los subsistemas nominales utilizamos un control
LQR. Con
10 0

tenemos
v; = [~66.9 —0.60] [9] .
Wi
En la figura 4.4a, se muestra la respuesta del sistema cuando los
péndulos se encuentran desacoplados y se tienen las siguientes con-
diciones iniciales: &; = 1, 3 = 0.8 y w; = wo = 0. En la figura 4.4b
se puede ver la respuesta del sistema cuando los péndulos se inter-
conectan a través del tercer péndulo. Para la simulacion se utilizd
8y = 1.5. Se observa que el punto de equilibrio ya no es el cero. En la
figura d.4c, se puede observar la respuesta cuando se utilizan modos
deslizantes integrales. El control utilizado fue

w = [-669 -—0.60] [5:]-355ign(s,-)
s = [0 102 [a,—,-(t)—z.-(o)— j:o [_??2_8 _1}2.9] I(T)d’r].

Retro de estado sin condicién de acoplamiento

Cuando las interconexiones contienen componentes no acopladas
¢i(z) = Bidi(z) + Bi-ni(z),

y se dispone de todo el estado
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05 T a
a)

05— 1 { N

0.5 -

b)

L
0.5 | | .

05+ -
<)

0.5 . 1 . l .

0 10 20 30
Tiempo [s]

Figura 4.4: a) Péndulos desconectados con control lineal. b) Péndulos
interconectados con control lineal. ¢) Péndulos interconectados con
control por modos deslizantes integrales.

entonces combinamos los modos deslizantes integrales con M. Los
controles u;; eliminan las componentes acopladas B;4;(z) y la desa-
copladas B n;(z) se tratan con los controles continuos u;p.

La dinamica de los subsistemas en las superficies deslizantes
3;(z;) = 0 esta dada por —ver (3.7)-

£ = Ajz; + Biug + Bl-J'BITL_‘_A'-.’E,

que en notacion H., pueden escribirse como

& = A+ Baw+Bpug, Ba=BiBtA, w=z
zi = Caz; + Dagui
Vi = I
Si se satisfacen las condiciones del teorema 1 paratodai=1,...,v,

entonces se satisfacen las siguientes relaciones

Vi(:) = 27 XicoTi, Vi € —[|Ciazilf® — llusoll® + vzl
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Haciendo C;; = I podemos ver que la funcion de Lyspunov (4.12)
cumple con

Vo< =5 (ll® + fual? - 22 l2?)
i=1

= —[|zl* - fluoll® + ||I||2Z”/;2, up £ col(uo, - .+, o)
i=1
= —|fzlf*(L = 1) = lluoli®, ¥ 2 colly,-.., W)
Es es facil ver que V <0 Vz #0si
I <1

Ejemplo

Considérense dos sistemas idénticos e interconectados

1.31'1 0 1 0 Ti1 0
fal=]-2 -3 4 Tig| + [2| w +
Eia -11 -6 -1| |z 3
0.05 011 -0.02] [z51 :
+ 1165 -119 7.98 | |z;2|, (4.20)°
245 —1.84 11.98] |z

j#FL, Li=12
El sistema en la superficie deslizante est4 dado por

:'E,'l 0 1 0 [y | 0
fal=|-2 -3 4 Tio| + | 2| uip +
Zi3 -11 -6 -1] |z 3
0.050 0.110  -0.020( fz;
+ 10012 0025 -0.005( [zj21.
~0.008 —0.017 0.003 | |;s

Las condiciones del teorema 1 se satisfacen con

12.29 3.95 0.51
3.95 161 0.04{, ~:=0.15
0.51 0.04 0.49

KXico =



Contribucion

Como ||7||? = 0.045, la condicién para la estabilidad del sistema
interconectado se satisface. Los controles continuos est4n dados por

ujg = [-9.42 -3.34 -1.56]z,

Ftoo=—B¢TXioo

y las superficies deslizantes por

si=[0 015 0.23] [z(t)—x(to)— f t(A.-+B;-F.-)=:(T)dT]-
Nt to
Bf

Para la respuesta del sistema que se ilustra en la figura 4.5 se utilizé
el control discontinuo
81
2.5 ———
|a;] + 0.001

Ui =

y el conjunto de condiciones iniciales z;(0) = 0.1, z;2(0) = 0.5,
x;3(0) = 2. Con la figura puede verificarse la estabilidad del sistema
interconectado.

Retro de Salida sin Condicién de Acoplamiento

Para el caso de retro-alimentacién de salida definimos un conjun-
to de transformaciones no singulares

e [ollia] v [

en el estado y en la salida respectivamente. Los subsistemas de orden
reducido son —ver (3.10)-

v = Amiva + Angvio + BT Al
!7-‘1 (CiBi)J'+CiBELUi1,

que en notacién H,, pueden escribirse como
051 = Ainvi + Bayw + Biguig,
con B; = B;L+Ai, Biop=Ajpzyw=uc.
zi = Cnvii+ Dijgvg

Fa = Caui, Cp=(CiB)1*CiBiva.
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4. APLICACION AL CONTROL DESCENTRALIZADO

- Ia —
" T2 4

Tia

256 T ' | T T " | — ]
-2.5
s [—

-15

P I e

Tiempo fs]

Figura 4.5: Respuesta de uno de los subsistemas usando modos des-
lizantes integrales y Hoo

Si se satisfacen las condiciones del teorema 1 para todai=1,...,v,
entonces se satisfacen las siguientes relaciones

Vi(wi) = v Xiotir, Vi < —[|Ci2vir|* = [lwaali® + 27 2ll*.

Haciendo C;; = I podemos ver que la funcién de Lyapunov {4.12)
cumple con

v

Vo< =3 (Iwall® + lwel® A2 ll= %)
i=1
vV
= —[ITezil® + H=l* D2
—
v
= T2 + 12> 72, T 2 diag(Ty,...,T0)
i=1
< ==l GaTTT) = IWIP),
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Contribucién

donde A (TTT) es el minimo eigen-valor de 77T Es es facil ver que
V<0 Vr#0si

[i7]1? < M (TTT). |

Ejemplo
Considérense otra vez los sistemas (4.20); supongamos que s6lo
estan disponibles las salidas
w=las 3 1]
Las transformaciones

-1 0 0]
vy = [ 0 —083 055|x; v = [_0'79 0'61} Yi

041 032 012 0.05 0.07
~ iy — ~e
T:

expresan los sistemas (4.20) como

i)ﬂ _ —0.82 0.44 1 -2 )
[i}.z] o [0.37 —2.78] [v52]+|:—9_98] Vi3 +
Ij1
—-0.05 -0.11 0.02 7
+[—0.01 ~0.03 0.01] {9;] (4.21a)
7
= Vi1
7= [272 —0.32] [vﬂ] (4.21b)
y
i.J,'3 = [264 214] I:viljl+l.61),'3+'u+
Vi2
Tj1
+[0.84 —0.56 3.98] |z (4.22a)
53
Yo = Wi (4.22b)

Para. los subsistemas de orden reducido (4.21), las condiciones
del teorema. 1 se satisfacen con

0.49 —0.04]

0.020 0.004
Xioo = [—0.04 0.08 Y"‘”‘[

0.004 0.001]' 7 =0.158
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4. APLICACION AL CONTROL DESCENTRALIZADO

Como A (TTT) = 0.063 y [|v||? = 0.050, la condicién para la
estabilidad del sistema interconectado se satisface. Los estimadores
se disefian entonces como

da] _ [-1.86 —0.98] [i + -0.065 0.051]
il = {-5.12 —9.94] |6:] T {-0.013 0.010] ¥
Nttser— ! N et

Aloo —Zioo Lioo (C1Bs) Lt

y las superficies deslizantes como

s; = [0.553 0.717] [z:] + [0.054 0.069] y:.
[ me—— R s, et
—Fie (CiBy)*

Para la simulacién de la figura (4.6), se utilizaron los controles

3¢
R S S—
b [s:] + 0.005

y ¢l conjunto de condiciones iniciales x:(0) = 0.1, z:2(0) = 0.5,
7:3(0) = 2. Se puede ver que el sistema interconectado es estable.
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Contribucion

2 T I 3 I T [ 1 T L3
1.5 — T -
| 1 |
— gin
1~ -
05+ —
L ]
(V]
0.5 1 | I | " i 1 | i ]
l ! | T I r
bl ki 7
.
! . i . | . .
5

TFiempo [Js]

Figura 4.6: Respuesta de uno de los subsistemas usando modos des-
lizantes convencionales y Hoo
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Capitulo 5

Conclusiones

5.1. Resultados Generales

En el capftulo 2 se presentaron dos algoritmos de control basados
en modos deslizantes: uno por modos deslizantes convencionales y
otro por modos deslizantes integrales. Los modos deslizantes integra-
les, aunque no reducen el orden del sistema, garantizan la robustez
desde el primer instante de tiempo y proporcionan un grado extra
de libertad en el disefio de la superficie. Las proposiciones 1 y 2
proporcionan un criterio claro y conciso para aprovechar ese grado
extra de libertad. Dicho criterio se basa en la minimizacién del efecto
de las perturbaciones no acopladas —el cual ha sido ignorado por la
mayor parte de la literatura sobre modos deslizantes. Este criterio
tiene sentido cuando, debido a la presencia de perturbaciones que
no se encuentran acopladas al control, se desea combinar los modos
deslizantes integrales con alguna otra técnica robusta.

5.2. Modos Deslizantes y H,

En el capftulo 3 se hizo una breve introduccién al problema de
control Heo. Este problema, planteado y resuelto desde la perspec-
tiva del espacio de estados, presenta una estructura tipo estimador-
retro de estado (similar a la que se encuentra en un controlador
LQG), la cual permite combinar los modos deslizantes con el control
‘Hoo. Dicha combinacion resulta til, ya que los modos deslizantes eli-
minan las perturbaciones acopladas y el control H.. acota el estado
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6. CONCLUSIONES

en presencia de perturbaciones desacopladas. Otra ventaja es que, en
algunos casos, es posible resolver el problema de retro-alimentacion
de salida mediante una transformacion en las coordenadas del siste-
ma. Una ventaja mis, es la obtencion de una funcién candidata de
_ Lyapunov, lo cual es Gtil cuando el sistema de control forma parte de
un sistema m4s complejo y se desea realizar un anAlisis de estabili-
dad. Los ejemplos presentados, junto con las simulaciones realizadas,
muestran la efectividad de la metodologia propuesta.

5.3. Aplicaci6én al Control Descentralizado

Las funciones candidatas de Lyapunov, obtenidas mediante las
técnicas de Hoo permiten establecer condiciones de suficiencia sim-
ples para la resolucién del problema de control descentralizado. Si
bien dichas condiciones son un poco conservadoras, el proceso de
disefio se simplifica considerablemente y el control resultante es ro-
busto en cuanto a perturbaciones estructurales.
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