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Resumen

Se hace uso de la dindmica molecular reversible con el fin de encontrar la
termodindamica de un sistema de N particulas con interaccién de atraccién-
repulsién por pares tipo Lennard-Jones, las cuales se encuentran confinadas
en trampas armonicas. Este trabajo es de interés debido a que hoy en dfa se
realizan experimentos con 4tomos frfos que se encuentran atrapados por este
mismo tipo de potencial, de manera que nuestro trabajo corresponde al l{mite
cldsico de estos sistemas. Para encontrar la termodindmica de estos sistemas,
hacemos uso de nuevas variables termodindmicas (T,w™3, N) donde w es la
frecuencia de la trampa, T la temperatura y N el nmimero de partfculas.
La termodindmica estd dada por F (T,w™>, N) que corresponde a la energfa
libre de Helmholtz. La nueva variable w™ es andloga al volumen y con ella
podemos encontrar su variable conjugada que es P=— (E‘B{%) ~ v Equivalente
a la presién. Damos la interpretacién ffsica de estas nuevas variables. Nuestro
objetivo es obtener el diagrama de fase de este fluido, asf como las curvas de
coexistencia "liquido-vapor".
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Capitulo 1

Introduccion

Desde hace tiempo se ha trabajado tanto experimental como tedricamente
(1, 2] con trampas magnéticas para confinar 4tomos, debido a que son trampas
esenciales para lograr experimentalmente la Condensacion de Bose-Einstein
(BEC, por sus siglas en inglés). La explicacién exhaustiva de dicho fenémeno
no es el objetivo principal de este trabajo, de manera que sélo daremos una
explicacién breve y nos enfocaremos a estudiar la termodindmica de particu-
las atrapadas en este tipo de potencial, tanto tedricamente como ayudados
por la Dindmica Molecular.

Para lograr experimentalmente la BEC se inicia con un gas de dtomos
neutros a temperatura ambiente. Bombardeando a estos dtomos con haces
de l4ser provenientes de seis direcciones (de arribe, de abajo, de atrés, de
adelante, de la derecha y de la izquierda), son atrapados y enfriados aproxi-
madamente a 10K . Después de esto, los l4ser se apagan y los dtomos quedan
atrapados magnéticamente por medio de la interaccién del espin del electrdén
con un campo magnético inhomogéneo haciendo uso del efecto Zeeman. Si se
desprecian las complicaciones causadas por el espin nuclear, un dtomo con
su espin electrénico paralelo al campo magnético es atrafdo hacia el mfnimo
del campo magnético, mientras que otro con su espin electrénico antiparalelo
al campo magnético se repele. El potencial de atrapamiento se obtiene de
un campo magnético cuadrupolar, sobre el cual fue impuesto un campo dia-
gonal oscilante para prevenir la pérdida de partfculas por efecto Majorana
(3], debido a que experimentalmente se tenfa el problema de un mfnimo en
la magnitud del campo magnético (y por lo tanto en la configuracién del
potencial) que daba lugar a un cero local del campo magnético. Este cero
representa un "hoyo"en la trampa (ver Fig. 1.1), un sitio por donde los 4to-
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mos pueden tener una transicién tipo Majorana (giro del espfn) y entonces
escapar de la trampa [4].

Existen muchos tipos de trampas que evitan el problema mencionado
anteriormente y por consiguiente se han usado para atrapar dtomos en BEC,
por mencionar sélo algunos de estos modelos tenemos configuraciones tipo
Ioffe [5), Ioffe-Pritchard (6], trampas Time Orbiting Potential (Trampas Top)
(7], trampas Tight Potential (Trampas Tip) (8].
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Figura 1.1: Equipotentials (equal field magnitudes in milliteslas) of our
quadrupole trap in a plane containing the axis of symmetry (z axis). Figura
tomada de [9)]
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Para lograr la BEC se hace uso de diferentes técnicas de enfriamiento y
atrapamiento, pero tinicamente nos enfocaremos en las técnicas para confinar
dtomos por medio de trampas magnéticas. Una cosa importante asociada
a las trampas magnéticas, es que el potencial de confinamiento puede ser
muy bien aproximado tedricamente por medio de un potencial arménico (ver
Fig. 1.2). Aunque es cierto que las trampas no son tan isotrépicas como
lo suponemos nosotros, existen correcciones muy bien establecidas, por lo
que no perdemos generalidad en nuestro caso ya que estamos interesados
en desarrollar la termodindmica de fluidos confinados por medio de trampas
magnéticas desde el punto de vista de usar variables mecénicas apropiadas
para estos sistemas, sin tratar de reproducir con todo rigor y exactitud la
forma fisica de las trampas; por otra parte, el sistema que trabajamos es un
fluido cldsico y no cuéntico como deberfa ser para el estudio de la BEC, pero
también es cierto que al lograr la BEC, no se pueden quitar ni despreciar las
interacciones entre partfculas, de manera que para los gases que se usan en
BEC si les subieran un poco la temperatura, podrfan encontrar el tipo de
transiciones que presentamos en esta tesis y debido a que existe un punto
critico, deben ocurrir cosas interesantes en esta region.

Otra cosa que resulta interesante para comentar en esta tesis, es un pé-
rrafo que aparece en uno de los artfculos escrito por uno de los premios Nébel
en fisica en el afio 2001 (Wolfgang Ketterle) [10].

We have restricted the discussion in this paper to the case of
the ideal gas. It is well known that the inclusion of interactions
between the particles profoundly changes the nature of the BEC
phase transition [11], and is important for the occurrence of a
macroscopic phase (i.e., of a broken symmetry). It would be very
interesting to study how such interactions would affect the results
presented here [10].

Hemos restringido la discusién en este artfculo al caso del gas
ideal. Es bien sabido que el incluir interacciones entre particulas
cambia profundamente la naturaleza de la transicién de fase en
la Condensacion de Bose-Einstein, y es importante para la apari-
cién de fases macroscépicas (i.e., de un rompimiento de simetrfa).
Serfa muy interesante estudiar como tales interacciones afectan
los resultados presentados aquf.

Esto nos da nuevamente una motivacién para estar seguros que este traba-
jo es de relevancia; sin olvidarnos, que proponer el uso de variables mecénicas
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volumen y presién, donde las fuerzas externas sobre el sistema se manifies-
tan & traves del volumen delimitado por paredes rigidas. De igual manera, la
variable conjugada al volumen que es la presion, es la responsable de que el
fluido esté en equilibrio mecénico tanto consigo mismo como con las fuerzas
externas representadas por medio del volumen.

Para el caso en que estudiamos la aproximacion del gas ideal pero ahora
atrapado por un potencial cuadratico externo, el fluido se hace inhomogéneo
y las variables (intensivas) presién y (extensivas) volumen dejan de ser ade-
cuadas para describir este tipo de sistemas. En estas situaciones aparecen de
manera natural nuevas variables extensivas que se encuentran incluidas en el
potencial externo, lo que origina que podamos encontrar de manera sencilla
la, correspondiente variable conjugada intensiva con la ayuda de la expresién
para la energfa libre de Helmholtz.

El caso que es de nuestro interés estudiar, es un fluido inhomogéneo que
no estd delimitado por paredes y por tal razén no podemos hablar de un
volumen fisico. En estos casos lo correcto es usar una variable que represente
las fuerzas externas y que al mismo tiempo nos de una interpretacion cualita-
tiva del tamafio que tenga el fluido. Esta nueva variable "volumen", definida
en términos de la frecuencia de la trampa, la llamaremos volumen armdni-
co. Con este nuevo volumen es posible encontrar una "presién"en términos
del tensor de esfuerzos asociado a nuestro fluido. La condicién de equilibrio
mecdnico para fluidos inhomogéneos est4 determinada por una ecuacién de
balance de fuerzas, esta nos dice que la divergencia del tensor de esfuerzos
debe ser igual a las fuerzas externas por unidad de volumen que actian sobre
el fluido, la cual como veremos nos da una interpretacion fisica de esta nueva
variable que llamaremos presién armdnica.

Comenzamos a desarrollar la teorfa explicando el origen de la energfa libre
de Helmholtz a partir de la expresién de Boltzmann de la entropfa. Esta es
una de las ecuaciones més importantes en fisica estadfstica, pues nos conecta
el mundo macroscépico a través de la entropfa, con el mundo microscépico
por medio de los llamados microestados. La energfa libre se encuentra en
términos de variables termodindmicas tales como el nimero de particulas, la
temperatura y el volumen, que son variables que tenemos en nuestro sistema.
El fluido que es de nuestro interés es inhomogéneo y estd confinado por un
potencial externo tipo oscilador armdnico, por lo que el volumen armdnico
es igual a V = w3 donde la frecuencia del potencial se relaciona con la
fuerza que siente cada dtomo de masa m, por medio de la ley de Hooke y
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la. constante de proporcionalidad k (w = \/k7m). Esta variable es la que

se usaré en la ecuscién para la energfa libre y por consiguiente la presion
armdnica P asociada al volumen arménico V se obtiene de manera natural.

Nos enfocamos a estudiar teéricamente sistemas de manera gradual, comen-
zando con ejemplos como el del gas ideal y el gas de van der Waals, ya que son
sistemas que aunque no son reales, si nos dicen como se comportan los gases
en las zonas de baja densidad. Ademés, en las secciones donde analizamos
estos casos sencillos, comenzamos a introducir las nuevas variables (volumen
y presién armonicas) ya mencionadas, esto con el fin de ir comparando los
resultados que se obtienen con estas variables y los resultados cldsicos que
se conocen cuando se hace uso de las variables termodindmicas comunes. El
sisterna que es de nuestro interés consiste en mantener las interacciones en-
tre partfculas, las cuales suponemos que son del tipo Lennard-Jones, ademés
de la contribucién del potencial externo que se encarga de atrapar a las
moléculas. Se comprueba que el volumen arménico V cumple con todas la
propiedades de extensividad que pudieran pedirse de este tipo de variables,
motivo por el cual, en la dltima seccién de este segundo capftulo nos dimos a
la tarea de explicar el origen fisico de la variable P que tiene el mismo signifi-
cado ffsico que la presién, con lo cual dejamos claro que la presién arménica
es la causante de mantener al fluido en equilibrio mecdnico consigo mismo y
con las fuerzas externas originadas por el potencial tipo oscilador armonico.

Para estos sistemas clsicos existe una pregunta fundamental jexisten
transiciones de fase que estén bien definidas en términos de las nuevas va-
riables mecanicas? La respuesta que damos con los resultados del presente
trabajo es que sf. Después de todo, la diferencia entre tener un gas y un lfquido
es el tamaiio de la nube de partfculas que estdn confinadas. Para comprobarlo
y poner a prueba la validez de usar estas nuevas variables (aunque de nuevas
no tienen nada, sélo podrfamos decir distintas), se deberfan encontrar transi-
ciones de fase en términos de estas variables tal como ocurre con las variables
mecénicas cldsicas. Para demostrar lo anterior, en el tercer capftulo hacemos
uso de una Dindmica Molecular Reversible, la cual estamos seguros que con-
serva la energfa total del sistema como veremos més adelante. La densidad
del sistema es controlada por medio de la constante k que nos determina
la magnitud de las fuerzas externas; en otras palabras, k nos permite variar
el ancho de la trampa y por consiguiente, variar el volumen (radio) al cual
tienen acceso las partfculas. Los datos de salida de la DMR. son la tempe-
ratura y la presién arménica. Con estos datos construimos isotermas que nos
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demuestran la existencia de zonas de transicién de gas a liquido, asf como
también pudimos determinar las presiones y densidades de coexistencia. Adi-
cionalmente a estas regiones, pudimos caracterizar zonas que corresponden
a estados sélidos e incluso, por la forma que tienen los perfiles de densidad
deducimos la existencia de estructuras cristalinas, pero el estudio exhaustivo
de estas regiones no estd al alcance de esta tesis.

Para finalizar, en el capftulo cuatro hacemos una sintesis del trabajo,
retomamos los puntos més importantes del mismo, damos las conclusiones a
las que llegamos de acuerdo a los resultados que se obtuvieron tanto tedrica
como experimentalmente y finalmente discutimos las expectativas que te-
nemos sobre esta nueva forma de estudiar sistemas en presencia de potenciales
externos y sistemas inhomogéneos.




Capitulo 2

Termodindmica de sistemas
confinados por paredes tipo
armonicas

En la termodindmica clésica se usan variables termodindmicas por pares
asociadas a cada sistema como son la temperatura y entropfa (T, S), el poten-
cial qufmico y niimero de partfculas (i, N), la presién y el volumen (P,V).Se
emplea el dltimo par de variables porque se estudian fluidos con interaccién
de corto alcance que ademss estdn confinados por un volumen V' con paredes
que actan localmente; es decir, lo que confina al fluido son paredes rigidas y
los 4tomos del gas sélo las sienten cuando estén cerca de estas. El pardmetro
que define la magnitud de la fuerza externa es el volumen, pero esta variable
no debe usarse en cualquier sistema termodindmico ya que aparece debido
al tipo de pared (o potencial) que se trabaja. Para un fluido confinado sola-
mente por paredes rigidas, la segunda ley de la termodindmica implica que el
fluido es homogéneo, es decir, que la densidad es la misma en todas partes.
Acompaiiada de la variable volumen existe una variable termodindmica con-
jugada que es la presién. Esta variable mecdnica nos permite determinar el
momento en que el fluido est4 en equilibrio mecénico consigo mismo y con las
paredes que representan la fuerza externa. Por poner un ejemplo, la ley de
Pascal nos dice que, en ausencia de gravedad, la presién es la misma en todas
partes del fluido, es decir, que el fluido se encuentra en equilibrio mecénico.

Fl sistema que nos interesa estudiar es inhomogéneo y no contamos con
un volumen bien definido, por lo que las variables V', P dejan de ser variables
termodindmicas apropiadas para este sistema. La inhomogeneidad hace que

8
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no se entiendan bien estos sistemas; pero en este sistema que estudiamos y
analizamos posteriormente ademés, implica de manera natural la aparicién de
nuevas variables termodindmicas de origen mecénico diferentes a la presién
y al volumen que estamos acostumbrados a trabajer. El confinamiento es
originado por un potencial armdnico externo,

N
1
‘/c;vt I']_,. I'N) Zve:t r1- = (Z EmWQT?)i

1=l i=l

el cual ocasiona que todas las partfculas sientan una fuerza de atraccién ha-
cia el origen de esta trampa. La variable extensiva que se obtiene al estudiar
este tipo de sistemas inhomogéneos es el inverso de la frecuencia de la trampa
elevada al cubo (w™3). Esta variable cumple con todas las propiedades de ex-
tensividad al igual que el volumen, aunque no necesariamente tiene unidades
de longitud al cubo como es de esperarse [13]. Igualmente, la presion no
tiene las unidades de fuerza por unidad de drea. Sin embargo como veremos
m4s adelante, esta presién sigue teniendo el mismo significado fisico que es
el de mantener el equilibrio mecdnico del sistema. Por lo anterior es que u-
samos la ecuacién para la energfa libre de Helmholtz en funcién de las nuevas
variables mencionadas, de esta manera retomamos la variable que nos repre-
senta las fuerzas externas de confinamiento (V') sélo que ahora reescritas en
términos de nuestra nueva fuerza de atrapamiento (V = w™>). Dadas estas
circunstancias, en la siguiente seccién tenemos que empezar nuestro estu-
dio comprendiendo los orfgenes de la energfa libre de Helmholtz, asf como
recordarle al lector la forma que tiene y las variables de las que depende.

Lo escrito en el ultimo pérrafo, contrasta significativamente con lo que
muchos autores han estado trabajando desde hace algunas décadas; en donde
por poner un ejemplo, hacen uso de teorfas como funcionales de la densidad
para tratar fluidos no uniformes en donde la densidad depende de la posicién
al igual que en nuestro problema [14]; o de igual manera, de la energfa libre de
Helmholtz pero en funcién de las variables termodindmicas clésicas (presion
y volumen) [15], lo que hace la diferencia con este trabajo.
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2.1. Deduccién de la Energfa Libre de Helm-
holtz a partir de la Férmula de Boltz-
mann para la Entropia

En la presente seccién expondremos la parte medular en cuanto a la teorfa
se refiere, ya que en este trabajo se hace uso de la expresién para la energfa
libre de Helmholtz y el saber de donde se obtiene es importante para el
entendimiento de esta nueva forma de tratar fluidos inhomogéneos.

Dicho lo anterior, partiremos del hecho de que la entropia de un sistema
aislado y cerrado en equilibrio es proporcional al logaritmo del ndmero total
de microestados del sistema que corresponden a una distribucién o macroes-
tado que prevalece abrumadoramente sobre cualquier otra posible. La f6r-
mula de Boltzmann de la entropfa, constituye el resultado més grandioso
de la mecanica estadfstica para sistemas en equilibrio, pues nos conecta el
mundo microscépico el cual especificamos con microestados 2, con el mundo
macroscopico que estd descrito mediante la entropfa S,

S=kInQ, (2.1)

donde k = 1.3806568 x 1072 JK! es la constante de Boltzmann y {2 re-
presenta el ntimero total de microestados accesibles a un sistema que tiene
energfa E, nimero de partfculas N y volumen V/ dado. Debido a que la en-
tropfa y el volumen (especialmente la entropia) son diffciles de controlar en
el laboratorio e incluso conceptualmente, no son siempre las variables inde-
pendientes m4s apropiadas, por €so es deseable encontrar una nueva funcién
que involucre a la temperatura T en lugar de S como variable independiente.

Recordemos que la energfa libre de Helmholtz es la. transformada de
Legendre de la energfa que remplaza la entropfa por la temperatura como
variable independiente ([16], p.15); esto es,

F=E-TS, (2.2)

lo que significa que podemos alcanzar el principio de entropfa méxima sim-
plemente minimizando la energfa libre; en otras palabras, se transforma el
principio de entropfa méxima en un principio de minima energfa libre [17].
Trabajaremos en el ensemble canénico, por lo que se considera al sistema
de interés inmerso en un contenedor muy grande (reservorio), de manera
que se tienen dos sistemas cuya combinacién la supondremos aislada. Se
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caracterizardn los microestados de estos dos sistemas combinados, los cuales
estaran representados por (s,c), donde s se refiere a los microestados del
sistema de nuestro interés y ¢ a los microestados del contenedor. Sea E, la
energfa, correspondiente al microestado s y E. la energfa correspondiente al
microestado c. Debido a que el sistema combinado estéd aislado, la energfa
total del sistema debe ser fija y se considerard igual a Er [18]; es decir,

Ea + FC = ET- (2-3)

Para un microestado s dado del sistema, todos los microestados del sis-
tema combinado que satisfacen la condicién anterior (ec. 2.3) son visitados
con la misma frecuencia. Entonces la frecuencia f (E,) de que el sistema visite
s estd dada por T'. (Er — E,), el nimero de microestados combinados (s, ¢)
que satisfacen la ecuacion (2.3),

f (Es) ~ Fc (ET - Ea) y (2.4)

de manera que examinaremos esta expresién con més detalle. Debido a que
[.(Er — E,) decrece tan rdpidamente como crece FE,, es conveniente re-
escribirla en términos del logaritmo,

[.(Er — E,) =exp[Inl. (Er — E)], (2.5)
y haciendo uso de la ecuacion (2.1),
Fc (ET - E.l) = exp [Sc (ET - EJ) /k] ) (26)

pero como estamos considerando que el contenedor es muy grande comparado
con nuestro sistema, se cumple que la energfa total del sistema es mucho ma-
yor que la energfa del sistema en cuestion (E7 > E,), por lo que la entropfa
del contenedor S, (Er — E,) puede ser aproximada por los primeros dos tér-
minos de su desarrollo en series, ya que los demés términos nos representan
las fluctuaciones del sistema,

SEr
— S.(Er) - E/T. (2.7)

S.(Er—E) = S.(En)+ (6—5-—@) (~Ey)

Aqui se ha hecho uso de la primera ley de la termodindmica para escribir
el valor de la temperatura para un sistema en equilibrio, de manera que
sustituyendo la ecuaci6n (2.7) en la expresion (2.6) se obtiene que,

L. (Er — E,) ~ exp ["El/kT] 1 (2.8)
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donde se ha eliminado un término debido a que es una constante indepen-
diente de la energfa del sistema E,, de manera que la frecuencia con la que
el sistema visita cada microestado s estd dada por,

f (E,) ~ exp[—E,/kT], (2.9)

donde exp [~ E, /kT), es llamado el factor de Boltzmann. Este resultado mues-
tra que no necesitamos saber algo sobre el contenedor excepto que este se
mantiene a una temperatura T'.

Finalmente, esta relacién de proporcionalidad (ec. 2.9) la convertimos en
una igualdad agregdndole una constante de normalizacién,

f(E,) = exp[-E,/KT] /2, (2.10)

donde el factor de normalizacién,

Z =Y exp[-E,/kT}, (2.11)

es la llamada funcién de particién. Este postulado para sistemas combinados
se ha transformado en el siguiente enunciado que involucra Gnicamente al
sistema. El sistema visita cada microestado con una frecuencia proporcional
al factor de Boltzmann [18].

Para encontrar la forma explicita para la energfa libre de Helmholtz,
tomaremos el promedio de las energfas de los microestados visitados de acuer-
do a la frecuencia encontrada anteriormente, esto es,

E=) E,exp|-8E}]/Z, (2.12)

donde 8 = 1/kT. Esta ultima expresion (ec. 2.12) puede ser reescrita como,

E= kT”% (InZ). (2.13)

Recordando nuevamente que la energfa libre de Helmholtz es la transfor-
mada de Legendre de la energfa (ec. 2.2),

E = F+TS

= T’% (f;) (2.14)
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Comparando la tltima expresién de la ecuacion (2.14) con la ecuacién
(2.13), la energfa libre que se quiere encontrar debido a que contiene a la
temperatura como variable independiente en lugar de la entropfa, puede ser
identificada como,

F=-kTInZ, (2.15)

donde Z tiene la forma de la ecuacién (2.11) y se conoce como la funcién de
particién molecular, que depende del volumen a través de los valores de £,
([19] pp. 14-16), lo que implica que si conocemos Z tenemos a la mano todo
lo necesario para conocer la termodindmica del sistema. La ecuacidn (2.15)
puede ser considerada como la conexidén del mundo microscépico el cual estd
representado con microestados Z y el mundo macroscopico que se encuentra
descrito por F. En el lfmite cldsico esta expresién se convierte en,

Z(T,V) = g:wlw / / drdpe=*/*T. (2.16)

Podemos ver claramente que F' es una funcién que depende de las va-
riables termodingmicas comunes como son la temperatura (intensiva) y el
niimero de partfculas (extensiva); ademds, vemos que para el caso en que se
tienen paredes rigidas y la energfa total sea pura energfa cinética (sin términos
que dependan de la posicidn), el volumen aparece de manera natural como
otra variable termodindmica extensiva ya que es igual a la integral sobre
todo el espacio. Para el caso més general, en que la energfa total contenga
términos de interaccion entre particulas y potenciales externos, evaluar la
integral correspondiente se vuelve todo un reto.

Una vez que hemos deducido el valor de la energfa libre F (T,V,N), se
puede calcular [20] la entropfa S al igual que la presién P y el potencial
quimico u a partir de F, para lo cual necesitamos sacar la derivada total a
la ecuacién (2.2),

dF = dE - TdS — 54T, (2.17)

hacemos uso de la primera ley de la termodindmica y obtenemos la expresion
para la energfa libre,

dF= — SdT — PdV + udN, (2.18)

de manera que la forma explicita para la entropfa S, la presién P y el poten-
cial qufmico y, se obtienen a partir de las derivadas cruzadas,
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g=_(%F) | 2.19

(aT)V,N | (219)

Pa— (%) N (2.20)
o= (55 )

Es importante hacer notar que F (T, V, N) puede ser considerado como un
potencial termodindmico debido a que nos ofrece una descripcién completa
del estado termodindmico ([18] p.55).

Lo que hemos hecho hasta estos momentos es reescribir las ecuaciones que
ge encuentran en los libros cldsicos de fisica estadfstica para dejar claro que
una vez que tenemos la energfa libre de cualquier sistema, podemos obtener
toda la termodindmica de una manera sencilla. En las siguientes secciones
haremos uso exhaustivo de este resultado para encontrar la termodindmica
de diversos sistemas, con la diferencia de que trabajaremos con una nueva
variable termodindmica; dicho de otro modo, para el caso en que tengamos a
nuestro sistema inmerso en un potencial externo arménico, usaremos la fre-
cuencia del potencial externo como variable extensiva en lugar del volumen,
lo que nos conducird a una descripcién sencilla y con la cual encontraremos
todas las propiedades del sistema sin necesidad de recurrir a aproximaciones,
sino por el contrario, podremos obtener resultados analfticos de una forma
facil y sencilla de expresar.

2.2. Gas Ideal

Al estudiar un gas ideal se considera que las interacciones entre partfculas
son despreciables. En la primera parte se inicia con la expresién general para
la energfa libre de Helmholtz y se desarrolla la termodindmica cldsica del gas
ideal considerando que est4 confinada por paredes rigidas (de manera que se
escribe el potencial que representa este tipo de confinamiento). En la segunda
parte, se usa nuevamente la expresion para la energfa libre, a diferencia de
que ahora lo que limita al gas no son las paredes sino el potencial externo
tipo oscilador arménico. Como veremos més adelante, esto nos lleva a una
concordancia con los resultados cldsicos ya conocidos.
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2.2.1. Energfa Libre de Helmholtz del Gas Ideal con
Paredes Rigidas

Un gas ideal se define como aquel que obedece la ecuacién de estado,
PV = NkT, (2.21)

donde P es la presién del gas, V el volumen que lo contiene, N el nimero
de particulas que hay dentro del volumen del contenedor, k la constante de
Boltzmann y T la temperatura. Debido a que no se pueden eliminar las in-
teracciones entre las partfculas, en la realidad no existe el gas ideal, pero
este concepto es de gran utilidad debido a que todos los gases reales se com-
portan como gases ideales a temperatura suficientemente grande y densidad
muy baja. Es comiin dar el nombre de variables termodindmicas del sistema
a cantidades como P,V y T' [11].

Por lo dicho anteriormente, consideramos un sistema fisico compuesto
de N particulas idénticas confinadas en el espacio por un volumen V. En
un caso tipico, N es un nimero extremadamente grande (= 10%%); debido a
esto, es comtin llevar a cabo un anslisis en el Hamado lfmite termodindmico,
esto es, N — oo,V — o0, tal que la razén %, que representa la densidad
de particulas p, sea finita y permanezca fija. En este lfmite, las propiedades
extensivas del sistera se vuelven directamente proporcionales al tamafio del
sistema, es decir, proporcionales al nimero de partfculas N o al volumen V,
mientras que las propiedades intensiwas se vuelven independientes de este.
La densidad de partfculas sigue siendo un parémetro importante para todas
las propiedades fisicas de cualquier sistema.

En su forma mds general el hamiltoniano de cualquier sistema tiene la

siguiente forma,

N 2
H= gl é’;n + Vit (£1, ooy T) + Vagt (T1, -, EN) 5 (2.22)
pero como en esta seccién se trabajard con un gas ideal, la parte que no se
considera es el potencial de interaccién entre particulas (Vine (ry,-- rn) = 0).
Recordemos que para el caso en que el fluido se encuentra confinado por
paredes rigidas, las fuerzas externas estén representadas por las paredes de
la caja que hacen el papel del potencial externo y son las responsables de que
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exista un volumen bien definido,

N
Vigt (C1y ooy IN) = O Veat (T3) (2.23)

1=1

pero el potencial externo debe de cumplir con la siguiente expresién (ec. 2.24)
para poder decir que es una caja con paredes rigidas; es decir, las particulas
no pueden ir més alld del lfmite establecido por este potencial,

0 st r; € Volumen

oo gt r; € Volumen ’ (2.24)

Vext (!‘1') = {

por lo que la funcién de particién que depende de la energfa cinética y el
potencial externo se puede expresar como,

1
Z = W/darl.../darN/dapl.../dspN X

N 2 N
X €Xp [_/B Z sz;L - ﬁzvezt (ri):l )
i=1

i=1

N
1 3 3 p}
(W/d pl.../d P~ €XP [—ﬂ E o x

i)
N

X /d3r1.../d3rN exp [—-ﬁva (ri)] . (2.25)
i=1

Haciendo uso de la expresién para el potencial externo (ec. 2.24), el tér-
mino que se encuentra fuera del paréntesis en la dltima ecuacién (ec. 2.25)
se puede reescribir como,

N L/2 L/2 L/2
H/dar,- exp [— Bzt (r1)] = H/ d:c/ dy dz =

N
iml i=l -L/2 -L/2 ~L/2
= VN, (2.26)

para poder realizar esta integral, se hizo uso del hecho que las particulas
tienen una probabilidad cero de encontrarse fuera de la caja (ver ec. 2.24),
esto debido a la forma que tiene el potencial, pues prohibe que las partfculas
se encuentren fuera del recipiente que es una caja de paredes rigidas con
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lados de magnitud L. Por lo anterior, la ecuacién (2.25) tiene una forma més
compacta,

N
1 p}
Z = yERg (/ d3p1.../d3pN exp [—ﬂ E ZmiD v, (2.27)

t=]

por otra parte, la integral que se encuentra ahora entre paréntesis tiene la
forma de una integral Gaussiana, por lo que se puede reescribir como,

ﬁ[l / d’piexp [—ﬁi%} = [(37;—7”)11\, (2.28)

de esta forma, la funcién de particién para el caso del gas ideal (ec. 2.25)
toma une forma sencilla,

N Ny
Z=-‘]%T [(ﬁ—%ZZ’CT) ] , (2.29)

donde es fécil reconocer el término correspondiente a la longitud de onda

térmica de De Broglie,

h
A= —. 2.30
V2mrmkT ( )

Antes de continuar, es bueno recordar que para el caso en que se tiene
una cantidad cualquiera z cuyo valor es muy grande, se puede hacer uso de
la aproximacién de Stirling definida por la siguiente igualdad,

Inz!l =zlnzr -z (2.31)

Para el caso del gas ideal el mimero de partfculas que se consideran es
muy grande (= 10%). La energfa libre de Helmholtz se obtiene al sustituir la
funcién de particién (ec. 2.29) en la expresion (2.15); esto es,

F —kTInZz

1 vV
|4
= —NkT{ln(Xg)—NlnN+N}

= —NkT {m (;\—/f%) + 1} , (2.32)
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Donde se ha hecho uso de las ecuaciones (2.30) y (2.31) para escribir
el resultado final. Aquf es bueno sefialar que la energfa libre es extensiva
al igual que el nimero de partfculas, de manera que podemos escribir la
ecuacién (2.32) en una forma general,

F=Nf (%,T) , (2.33)

una variable extensiva dividida por otra variable extensiva, da como resulta-
do una variable intensiva, lo que implica que la expresion % es intensiva y
finita; es decir, no puede depender del tamano del sistema, esto nos lleva a la
conclusion de que % sea finita debido a que f lo es. Se plantea esta situacion
debido a que con esto se recupera autométicamente el llamado ltmite ter-
modinémico mencionado al inicio de esta seccidn, ya que en este lfmite tanto
N — 00 como V — oo, pero la razén % es finita tal como quedé establecido
con la ecuacioén (2.33).

De la expresién (2.32) y ayudados de la ecuacion (2.20), podemos obtener
la variable conjugada al volumen (que es la presién del gas ideal),

aF
Po=- (WL

NkT
V ]
este resultado es de esperarse pues se trabajé con la situacién fisica que

corresponde al gas ideal. De igual manera la entropfa del sistema se obtiene
a partir de la ecuacién (2.19),

a
s = - (_F)
) Ny
Vi 5
= Nk{ln{— = 2.3

i () +2) =
por lo que obtener el valor de la energfa total es cosa fécil, ya que ayudados
de la ecuacién (2.2), la energfa se obtiene simplemente sumando la ecuacién
(2.32) con la ecuacién (2.35) multiplicada por la temperatura 1" del sistema

en equilibrio, lo que nos da la expresién ya conocida para la energia del gas
ideal,

(2.34)

E-= %NkT. (2.36)
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Ya se ha escrito mucho sobre la ecuacién de estado para el gas ideal, es
por eso que tnicamente diré que un gas ideal no podria convertirse en liquido
o sélido por mucho que se enfriara o comprimiera; es decir, esta ecuacién
no admite fases condensadas. Lo anterior obligé a gente como J. D. van der
Waals a generalizar esta ecuacin, aunque dejaremos este estudio para seccién
posteriores.

2.2.2. Energfa Libre de Helmholtz del Gas Ideal In-
merso en un Potencial Arménico Externo

Si se tiene un Auido inmerso en un campo externo, esto implica que el
fluido deja de ser homogéneo. En esta seccién se presenta el caso en que
se tiene un gas ideal confinado en un potencial arménico externo lo que
implica que el fluido se hace inhomogéneo; ademss, se introducird la parte
més importante de la presente tesis al hacer uso de lo que llamaremos el
volumen arménico (V = w™3) como variable independiente de la energfa libre.
Al hacer este cambio, la variable conjugada que llamaremos presién armdnica
P, queda en términos de nuestra nueva variable V y estos resultados nos serdan
de gran utilidad debido a que el objetivo de este trabajo es encontrar regiones
de coexistencia y por lo tanto para el caso diluido, por muy complicado que
sea nuestro sistema, debe de cumplir con estos lfmites.

Por tratarse de un gas ideal, se sigue despreciando la parte de interaccién
entre partfculas del sistema, por lo que el Hamiltoniano s6lo contiene los
términos correspondientes a la energfa cinética total del sistema y la energfa
potencial correspondiente al campo externo; es decir, tiene la siguiente forma,

A
H= _';11""‘/3:!: (rl,---er)) (237)
iwml
donde el potencial externo como ya se dijo, es un potencial cuadratico tipo
oscilador arménico, de manera que cada particula del fluido, por separado
siente una fuerza hacia el centro de la trampa, por lo que este potencial se

expresa de manera sencilla,
N

N
1
‘/c:ct (rli ey I'N) = Z Vezt (ri) = Z Emwzr?‘ (238)

Una vez que se tienen identificados todos los términos correspondientes
al Hamiltoniano del sistema, la funcién de particién (ec. 2.16) se escribe en
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forma explicita de la siguiente manera,

N
_ 1 3 3 p
Z = (W/dpl‘/dp,vexp[—ﬂz-;zmjl)x

N
X /dsrl...fdarN exp [—ﬁZ%mwzr?} , (2.39)

im]

el término que estd fuera del paréntesis del lado derecho, corresponde a la
integral sobre todas las posiciones de cada part{culas que siente el campo
externo. Debido a que se considera que el campo es isotrépico, la integral se
simplifica bastante,

3 3 1 2 2 [ 3 1 22
/d rl.../d Iy eXp [—5;5771@‘) r{l = Elmd I; eXp [—ﬁimw rt} .

(2.40)

Para poder realizar esta integral, estamos suponiendo que las partfculas
tienen una probabilidad distinta de cero de encontrarse en infinito, aunque
sabemos que ffsicamente esto es poco probable pues la trampa se encargard
de hacer regresar a las particulas al centro de la misma; este es un punto
importante de mencionar, pues difiere totalmente del caso presentado ante-
riormente donde las particulas estaban restringidas a estar dentro de una
caja. Para simplificar los cdlculos, se hard uso de los resultados de la sub-
seccién anterior (ec. 2.28) ya que la integral es la misma que en este caso.
Finalmente, la funcién de particién correspondiente a este sistema tiene la

forma, w "
ay
7 1 (271'ka) (27rkT> | (2.41)

- N h? muw?

sustituyendo esta funcion de particion en la ecuacién para la energfa libre
de Helmholtz (ec. 2.15), vemos que tiene una forma simple, aunque todavfa
es necesario hacer algunas simplificaciones y reacomodar términos para que
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tengamos la expresién en una forma sencilla de explicar,

[ O s ¥ romer\ ¥
= BN\ TR ot )
% i
= -kT{-NlnN+N+Nln(2ka) +Nin (2"”) }
h? mw?
w3 (kT ?
= —NkT [1nT(-»ﬁ—) +1], (2.42)

para obtener el resultado final se ha hecho uso de la aproximacién de Stirling.
Para mejorar un poco la forma que tiene esta ltima expresion, hacemos el
cambio de variable,

(2.43)

donde, (T es funcién de la temperatura y lo llamamos "tiempo de de
Broglie". Con este cambio de variable la ecuacién (2.42) queda escrita de
una forma muy similar a la ecuacién (2.32), sélo que en funcion de nuevas
variables,
F = —NkT [ln Y1 + 1] (2.44)
N3

donde V es el volumen arménico definido al inicio de esta seccion.

Al igual que en la subseccién anterior, es bueno recordar que la energia
libre debe ser extensiva al igual que el nimero de particulas y por lo tanto
se puede escribir de manera general como,

F=Nf (%T) , (2.45)

lo implica que la expresién % es intensiva y no puede depender del tamano
del sistema. Otra implicacién que tiene este resultado es que V debe ser
una variable extensiva. Aunque no es importante que V' tenga unidades de
volumen debido & que es una variable mecénica propia de este sistema, si
se debe cumplir que sea extensiva y que el producto PV tenga unidades de
energfa [13], cosa que concuerda perfectamente con nuestros resultados.

En el limite en que N — 00 y V — 00, la razon % es finita, por lo que se
recupera automaticamente el llamado iémite termodindmico pero en términos
del volumen arménico.
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El equivalente a la ecuacién (2.18), pero en términos de las variables P y

V toma la forma,
dF = —=8dT — PdV + pdN, (2.46)

a partir de esta ecuacién se pueden encontrar las variables termodindmicas
tales como la variable conjugada al volumen arménico que llamamos presion
arménica, la entropfa y el potencial qufmico.

Para completar el estudio termodindmico de este sistema, encontramos el
valor de la presién arménica que tiene la forma,

P = - (g%) e (2.47)
= NsT (2.48)
y de la misma forma, el valor para la. entropfa,
5T (g_;) NV
- Nk {m%-% +4} (2.49)

recordemos que ayudados de la ecuacién (2.2), se puede haya el valor co-

rrespondiente a la energfa,
E = 3NkT. (2.50)

Por dltimo y sélo para aplicaciones futuras, vemos que combinando las
ecuaciones 2.47 y 2.50, se puede poner a la presién arménica en términos de
la energfa total del sistema,

P =25
- 3:06)
donde se ha usado la notacién € = % yp= %, esta ultima serd llamada la
densidad arménica para usos futuros.

Mass adelante veremos la importancia de que la presion (arménica) sea
una funcién lineal de la densidad (arménica) para el limite muy diluido. Por
el momento vale la pena que se tenga en mente esta relacion para que al final
comparemos con los resultados a muy bajas densidades del sistema que es de

nuestro interés en este trabajo.
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2.3. van der Waals

2.3.1. Ecuacién de Estado de van der Waals

Bésicamente cualquier potencial de interaccién se compone de dos partes;
una de estas es la parte atractiva de la energfa potencial originada por la
polarizacién eléctrica mutua de las dos moléculas y la otra serfa la parte
repulsiva, debido al traslape entre las nubes electrénicas de las moléculas.

Lo que quiso Johannes Diderik van der Waals fue proponer una ecuacién
de estado para gases diluidos pero a diferencia de la ecuacién de estado para
el gas ideal, ésta incorpora los efectos de las interacciones moleculares. De
esta manera, él idealiz¢ las interacciones (atraccién-repulsion), aproximando
la parte repulsiva por una repulsién infinita tipo esfera dura. Desde este
punto de vista, el sistema se ve como un sistema compuesto de esferas duras
de didmetro d, envueltas por un campo de fuerzas atractivas.

El efecto principal de las esferas duras, podrfa ser el evitar la presencia de
cualquier otra molécula en un cierto volumen centrado en alguna molécula. Si
v= % es el volumen total ocupado por una sustancia, el efecto del volumen
disponible a una de sus moléculas serfa méas pequefio que v por la totalidad
de tal volumen excluido, el cual es una constante dependiente del digmetro
molecular y del nimero de moléculas presentes,

Uef = U — b, (251)

conde b es una constante caracterfstica de la sustancia en discusion del orden
del tamario de los Atomos.

El efecto cualitativo de la parte atractiva de la energfa potencial es una
tendencia del sistema a formar un estado ligado. Si la atraccién es suficien-
temente fuerte, el sistema existiré en un estado ligado de N cuerpos, el cual
no requerird de paredes externas para contenerse. Entonces se considera que
la atraccién produce un decremento en la presién que el sistema ejerce sobre
las paredes externas. La cantidad de decremento es proporcional al nimero
de pares de moléculas, que se mantienen en el intervalo de interaccion, en
una capa cercana a la pared. De una forma tosca, esto es proporcional a
%;—. Debido a que N y el intervalo de interaccién son constantes, la presién
verdadera P del sistema puede ser descompuesta en dos partes,

a
v2’

P = Py — (2.52)
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donde a es otra constante caracterfstica del sistema y Prin estd definida por
la misma ecuacion.
La hip6tesis de van der Waals es para un mol de sustancia,

Uckain = RT, (253)
entonces la ecuacién de estado tiene la forma,
a
(w-b)(P+ Iﬁ) ~ RT, (2.54)
esta es la ecuacién de estado de van der Waals ([11] p.40).

2.3.2. Energfa Libre de Helmholtz de un gas de van
der Waals

La Energfa Libre de Helmholtz F'(T,V, N ) para un gas de Van der Waals
estd dada por,

V —~ Nb N
F= —NkT{ln( % )+l}—an, (2.95)

donde N es el nimero de partfculas, k es la constante de Boltzmann, T la
temperatura, A la longitud de onda térmica de De Broglie, el pardmetro b
mide el volumen excluido por particula y a la interaccién intermolecular.
La medida de b resulta que depende del volumen V' y de la presiéon P. La
entropfa est4 dada por la ecuacion (2.19),

_ (QE

T ) yn’

V - Nb 5
= N v —_— - '
k{m( 3 )+2}, (2.56)

de igual forma, la presion esté dada por la ecuacién (2.20),
-()

oV /)rn'

. _NeT (ﬁ)z , (2.57)

S

il

P

It

V - Nb
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que en términos de la densidad p, la presion se puede reescribir de la siguiente
manera ,

pkT 2
P = —ap*, 2.58
T (2.58)
que es la ecuacién de estado para un gas de van der Waals. A continuacién
reescribiremos la presién en términos de la energfa y para esto sabemos que

en el caso de un gas ideal la energfa estd dada por la ecuacion (2.2),

E = F+TS,
3 N
= §NkT—an, (259)

esto nos ayudard a tener una expresién analftica de la presién en términos
de la energfa para el gas de van der Waals. Si la ecuacién (2.59) la dividimos
por el mimero de partfculas N, podemos reescribir esta energfa como,
3

€= §kT - ap, (2.60)
donde € = % De la ecuacién que tenemos para la presién en términos de la
densidad (ec. 2.58), podemos despejar kT y sustituirla en la ecuacién para la
energfa (ec. 2.60), con el fin de obtener la energfa en términos de la presién
P y de la densidad p, es decir, se obtiene la siguiente ecuacion,

2 1
3 (e+ap) = (,_3 - b) (P+ ap®), (2.61)
o lo que es igual, la presién en términos de la energfa y la densidad,
2
poipletan) o (2.62)

T3 1-—pb

para el caso en que las constante a y b sean cero, recuperamos el resultado
de gas ideal, tal y como debe ocurrir.

2.4. Partfculas con interaccién tipo Lennard-
Jones inmersas en una trampa armdnica

Después de haber dado una revisién general con algunos ejemplos clésicos,
la presente seccién resulta ser la parte tedrica mds importante del presente
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trabajo, debido a que en lugar del volumen (V), usaremos la variable exten-
siva adecuada a este sistema, que es la frecuencia de la trampa (V = w™3).

La frecuencia esté relacionada con la ley de Hooke por medio de w = 4/,
donde k es la constante del resorte y m la masa de los dtomos, esto origina
que las partfculas sientan una fuerza que las atrae hacia el centro de la tram-
pa y es por eso que decimos que las particulas se encuentran atrapadas en
un potencial tipo oscilador arménico. Hacemos uso de potenciales arménicos
debido a su relevancia en experimentos recientes.

Haciendo uso de este volumen arménico, podemos encontrar la variable
termodindmica intensiva equivalente a la presién con ayuda de la ecuacion
(2.20). Una vez teniendo estas dos variables podemos deducir toda la termo-
dindmica del sistema. Otra cosa importante a considerar es que con este nuevo
formalismo podemos estudiar fluidos en presencia de potenciales externos de
una manera sencilla, es por eso que en nuestro trabajo aparte de considerar la
interaccién entre particulas, la cual supondremos que es tipo Lennard-Jones,
podemos considerar que se encuentran confinadas en este potencial arménico
externo. La idea de hacer este cambio de variable, tiene sus inicios en un
articulo de Romero-Rochin y Bagnato [13], donde discuten las propiedades
termodindmicas de un gas de bosones atrapados en un potencial arménico.

Para encontrar la termodindmica de este sistema, introducimos la frecuen-
cia como una nueva variable extensiva e independiente en la Energfa Libre
de Helmholtz, porque es la variable termodindmica que aparece de forma

natural,
F(T,V,N) — F (T,w™®,N), (2.63)

y el Hamiltoniano H (q,p) del sistema estd definido con cada uno de los
términos que se usaron en la dindmica molecular reversible y cuyos detalles
se expondran en la siguiente seccién, ast pues,

F(T,V,N)=-kTnZ, (2.64)
donde,
1 -
Z = T / dlePH@P), (2.65)

El hamiltoniano con todos los términos tiene la siguiente forma,

H (q5 p) = Kein + Vg + Ve, (266)
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donde K, es la energfa cinética,
Kin=S 2 (2.67)

Vi_, es el potencial de interaccién entre partfculas tipo Lennard-Jones,

Vies =3 v(ry) = ;45 [(%) L (:’—) G} , (2.68)

i<j

¥ Vize €8 el potencial externo tipo oscilador armonico,

N
1
Vwe = )_ 5’y (2.69)

im=]l

considerando lo anterior, podemos encontrar la variable presion arménica en
términos de la variable volumen armdnico (ver ec. 2.46),

F=- (g_f:) NT 210

donde,

N
1 1 .
= —NkTIn {W /dF exp [—ﬁ (Km;n + VL—J + imW2er) } )

iml

2.71)

aqui podemos ver que la frecuencia aparece como una variable natural del

sistema, de manera que podemos derivar sin problema alguno para encontrar

que la expresién final para la presién en estas nuevas variables est4 dada por,
2 3

P = “3-01 <‘/¢¢t>- (272)

Es posible escribir esta ultima ecuacién (ec. 2.72) en términos del poten-

cial interno de interaccién entre partfculas usando el Teorema del virial, el
cual matemdticamente se expresa comno,

2(K) = <Zr,. : %>, (2.73)
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donde (K representa el promedio de la energfa cinética del sistema y Vr la
energfa potencial total del mismo, que a su vez se divide en energfa potencial
de interaccion entre particulas y la energfa potencial externa debido a la
presencia del campo externo,

Vi = Vipg (1, o, IN) + Vazt (T1, -0 TN) (2.74)
de manera que la ecuacién (2.73) escrita de manera explicita, tiene la forma,

Y OV N Ve
<Zr,-. arit>+<2ri- 6rit>,

i=1 im]

N N
<Z r; - a{;ﬁ’f‘> + <Z mwzrf‘> ,
t i=1

=1

N ;
a‘/;nt
- <er L > +2(Vaws), (2.75)

iw]

2(K)

li

haciendo uso de este resultado sumamente importante, vemos que la ecuacién
(2.72) queda escrita de una manera simple,

_ 2 L | OViy (1)
P o= g (K)-ge <Er” oy [’

i<

o OVi—y (ris)
= WNKT - — <Z o > , (2.76)
i<
la cual tiene una forma idéntica a la ecuacién del virial para la presion
hidrostatica si uno cambia w=2 por el volumen V de un fluido confinado
por paredes rigidas (recordemos que el virial es el primer momento de la
fuerza). Ademds, en el [fmite de partfculas no interactuantes, el potencial de
interaccién no existe y por lo tanto obtenemos el resultado cldsico, es decir,

la ecuacién de estado del gas ideal,

PV=NKT. (2.77)

2.5. Significado Fisico de la Presién Arméni-
ca

Para el caso en que tenemos un fluido homogéneo la condicidn de equi-
librio mecénico es que la presiéon P sea la misma (constante) en todas parte




CAPITULO 2. TERMODINAMICA DE SISTEMAS CONFINADOS ... 29

del fluido. Ahora bien, lo que debemos tener en mente es que el fluido en
la trampa arménica no es homogéneo; es decir, la densidad depende de la
posicién p = p (r), lo que origina que la condicién de equilibrio mecdnico esté
ghora determinada por el tensor de esfuerzos p.

En un fluido inhomogéneo la condicién de equilibrio mecénico esta defini-
da en términos de la ecuacién de balance de fuerzes (21, 22],

V.-Pr) = —fu (2.78)
= p(r) VVex (r),

el tensor de esfuerzos nos representa una fuerza tal que sl tomamos un e-
lemento infinitesimal de volumen del fluido, P es la fuerza que el resto del
fluido ejerce sobre el elemento que consideramos, por unidad de érea y f,.. (r)
es la fuerza externa que se ejerce sobre el fluido por unidad de volumen,
es decir, la fuerza externa que ejerce la trampa arménica por unidad de
volumen sobre el fluido; adem4s, para nuestro caso la forma que tiene f.;; es

la siguiente,
£, (r) = p(r) mwr. (2.79)

Por simetrfa, el tensor de esfuerzos P debe tener la siguiente forma,

B(x) = Py (77 + Pr(r) (08 + %), (2.80)

donde los vectores unitarios corresponden a vectores en coordenadas esféricas.
No existen términos en los elementos de la diagonal, debido a que sl existieran,
estos ocasionarfan que el fluido fluyera, por lo que sustituyendo las ecuaciones
(2.79) y (2.80) en la ecuacién de balance (2.78), se obtiene,

wB
P = —g-/(PN(T)—FQPT(T'))dsT
= / d%%Trﬁ(r). (2.81)

Elsignificado fisico de la presién armonica es claro con esta ultima ecuacion.
La presién arménica no es solamente el andlogo a la presion hidrostética en
un Auido uniforme, sino que también tiene el mismo significado ffsico. La pre-
sién armonica, es proporcional a la fuerza que el fluido ejerce contra el mismo
y contra la trampa para alcanzar el equilibrio mecdnico. Para sistemas uni-
formes confinados con paredes rigidas, T7P (r) = P, esto es el equivalente
de la presién hidrostdtica.
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El hecho de que la presién arménica no tenga unidades de fuerza por
unidad de drea es irrelevante, al igual que el volumen armdnico no tiene
unidades de volumen. Lo importante es que el producto, como cualquier otro
par de variables termodindmicas canénicas conjugadas, tenga unidades de
energia.

A temperatura T, el volumen efectivo que el fluido ocupa puede estimarse,
considerando que las partfculas a lo méds pueden ir & una distancia tal que
su energfa cinética total sea igual a la energfa potencial de la trampa,

kT = mw?r?, (2.82)

por lo que el volumen efectivo queda de la siguiente manera,

4 (kT \**
‘/sff = ds’l" =T — ) (283)
eff 3 muﬂ

de igual manera, podemos hablar de una presion efectiva,

P wc"fd?’rlTr]-5 (r)
Py = - ; , (2.84)
(IR o

la cual sorprendentemente tiene unidades de presion.

Por lo tanto Py es la fuerza total promedio por unidad de drea que el
fluido ejerce en la direccién radial para equilibrar la fuerza externa (presién
mecénica,).

Podemos concluir que P es realmente una presion en términos de nuestra
nueva variable volumen porque tiene el efecto de una presién mecénica y es
la variable termodindmica responsable del equilibrio mecénico. Aunque tiene
unidades distintas, su significado fisico es el mismo que el de la presién que
conocemos comiinmente.




Capitulo 3

Transicién de fase de un fluido
en una trampa armoénica

En 1993 Levesque y Verlet [23] desarrollaron un algoritmo aritmético
basado en nimeros enteros como variables en lugar de nimeros reales para
hacer simulaciones numéricas (Dinémica Molecular, DM) de fluidos clasicos.
Esta DM mantiene la simetrfa temporal de las ecuaciones de Newton debido
a que no existen errores de redondeo por el uso de los numeros enteros.
Este algoritmo tiene la gran ventaja de que conserva con toda exactitud
el momento total del sistema y esto nos ofrece la garantfa tedrica de que no
existe flujo de la energfa total (la energfa se conserva), es por esto que algunos
autores optaron por llamarla Dindmica Molecular Reversible (DMR) [24].

El sistema que se modela con esta DMR, es un conjunto de particulas que
interacttian entre ellas con un potencial aditivo por pares tipo Lennard-Jones,

e (Z) -] @

esto es, la energfa total de interaccién de los N &tomos es una suma de las
contribuciones aisladas entre dos cuerpos. Este potencial contiene términos
repulsivos de corto alcance que previenen que el fluido se colapse consigo
mismo, mientras que una parte atractiva de largo alcance previene la desin-
tegracion del fluido (en ausencia de un contenedor). Ademds, estas partfculas
se encuentran atrapadas por medio de un potencial externo que tiene la forma
de oscilador arménico,

(3.2)
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es decir, cada partfcula siente una fuerza dada por este potencial que la
jala hacia el centro de la trampa, por lo que esta fuerza no permite que las
particulas se escapen. Este tipo de potenciales cuadréticos son los que se
usan experimentalmente para atrapar 4tomos en una trampa magnética. El
campo magnético cuadrupolar puede ser generado, tanto por electroimanes
con base de hierro como por solenoides. El confinamiento se logra gracias
a que las particulas tienen un espin muy fuerte y por efecto Zeeman, este
espin se alinea con el campo magnético, ocasionando que las partfculas se
desplacen hacia el minimo de la trampa generada por el campo magnético
cuadrupolar.

3.1. Parte Técnica y Resultados de la Tesis

Una vez implementado el programa, vamos a examinar los datos de en-
trada que necesita el programa: primeramente es necesario el nimero de
partfculas con las que se hard la DMR, el cual debe ser multiplo de N = 4n?
con n entero, debido a que cada particula se coloca inicialmente sobre una
red fec (face centered cubic, por sus siglas en ingles), por lo que cada red
unitaria tiene cuatro partfculas. En este trabajo consideramos el valor de
n = 8 es decir, el nimero total de partfculas con las que se hace la DMR
es de IV = 2048 partfculas. Otro dato de entrada es la densidad inicial p del
sistema, que sirve para definir el ancho de la arista de la red fec inicial y
como unidad de longitud,

El valor de esta densidad lo tomamos desde p = 0. 75 hasta p = 0.95,
esto con el fin de conseguir las condiciones iniciales necesarias para tener la e-
nergfa total bien determinada y poder generar curvas isoenergéticas. También
es importante darle el tamano o magnitud del paso temporal adimensional
H. El valor éptimo de H debe tomarse con cuidado. Este debe ser lo suficien-
temente grande para poder muestrear la mayor cantidad de espacio fase que
sea posible; sin embargo, debe ser pequefio comparado con el tiempo medio
entre las colisiones moleculares. Un valor aceptable es H = 0.0046188, debido
a que es adecuado para el estudio de fluidos con interaccién por pares tipo
Lennard-Jones como el argon. Recordemos que el tiempo H tiene unidades
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adimensionales,

(H - ) .
oy/mfe

Para el gas de argén se usa la masa de este m = 39.948g/mol, la distancia
al cero en el potencial L-J ¢ = 3.405 x 10~%cm, la energfa en el minimo del
potencial de interaccién e/kg = 120K, la constante de Boltzmann kg =
1.381 x 10-1%erg/molécula- K y el nimero de Avogadro N4 = 6.0221367 x
10%molécula/mol. Sustituyendo estos datos en la ecuacién anterior, nos da
lapsos temporales de aproximadamente At ~ 10~"segundos, o lo que es
igual, 10 femtosegundos [25].

El pardmetro que define que tan abierta o cerrada. estd la trampa es
la frecuencia de la misma, que se relaciona con la ley de Hooke mediante
w = vk, donde se ha supuesto que la masa de las particulas es igual a uno
(normalizada); por lo tanto, lo que necesitamos para variar el ancho de la
trampa es variar la constante k. Los valores de k usados en este trabajo van
desde k = 0.0003 para el lfmite muy diluido, hasta k = 0.4 para el limite de
densidades altas y energfas bajas. Al igual que en la parte terica, usaremos la
densidad arménica (5 = Nw® = £} para describir la concentracion del fluido,
la densidad arménica 7 es importante porque todas las graficas de estudio
son funcién de esta variable.

Para fijar la energfa total que tendré el sistema, a cada particula le asig-
namos una velocidad inicial determinada por una distribucién gaussiana de
velocidades de ancho vo, de manera que el ancho de la distribucién gaus-
siana es uno de los pardmetros de entrada mds importantes que requiere el
programa. Las energfas a las que trabajamos varfan desde € = —3.5 hasta
e = 3.5, de manera que se tienen que controlar el parémetro vo, al igual
que la densidad inicial p més convenientes para poder obtener los valores
especificos de la energfa total del sistema que se quiere obtener.

Otros de los pardmetros iniciales que necesita el programa son los que nos
definen el tiempo total de duracién de la dindmica molecular. Es necesario
especificar los pasos temporales en los que relaja el sistema, los cuales son
del orden de tres mil hasta el orden de aproximadamente cuatro millones
de pasos temporales dependiendo de la zona de estudio, ya que en la zona
de muy baja densidad, las partfculas tardan mucho tiempo en oscilar en la
trampa y esto ocasiona que los tiempos entre choque y choque aumenten de
manera significativa.

De acuerdo a la Fisica Estadfstica, cuando el sistema se encuentra en
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equilibrio termodindmico existen fluctuaciones del orden de 1/ V'N. Debido
a que en este programa no tenemos una forma de cuantificar cual es el tiem-
po necesario para que el sistema relaje, se tiene que monitorear el tamaro
de las fluctuaciones. De igual manera, una vez que el sistema equilibrd, es
importante indicar en el programa con cuantos pasos temporales va a hacer
los promedios de los datos de salida, tales como la temperatura o la presion.
Estos tiempos son del orden de medio millén de pasos temporales (2'%). El
programa tarda alrededor de tres minutos y medio de tiempo méquina en
correr 1024 = 21° pasos temporales, el cual se puede acrecentar o disminuir,
en funcién de los pasos temporales sobre los que se promedie la densidad
radial p (r), necesarias para conocer la estructura del sistema.

Por la forma en que estd escrito el programa, es posible ir guardando las
posiciones de las particulas cada 2" pasos temporales al igual que en lo dicho
anteriormente. El conocer la posicién de las partfculas sirve para hacer una
pelicula de la dindmica molecular; es decir, para ver a detalle el movimiento
de las partfculas en caso de que sea de interés. El guardar estas posiciones
incrementa el tiempo de CPU necesario para que equilibre el sistema debido &
que el programa emplea demasiado tiempo en escribir estos datos, de manera
que si no se quieren tener los valores de estas posiciones, simplemente se
pone este nimero igual al nimero total de corridas y de esta manera quedan
guardadas las posiciones de las particulas al final. Tener esta configuracién es
importante porque uno puede reiniciar el programa en cualquier momento,
con la ventaja de que la velocidad que tenfan las particulas en ese instante
y la energfa total del sistema también se guardan, permitiendo reiniciar el
programa en caso de que no haya relajado el sistema sin que el tiempo que
se habfa empleado (que puede llegar a ser hasta de una semana de tiempo
méquina) se tenga que repetir para la continuacién de una corrida.

Para encontrar los perfiles de densidad que nos sirven como base para
determinar el estado termodinamico del fluido (gas, liquido, sélido o cristal)
en regiones determinadas, es necesario que a cada 2" pasos temporal calcule
cuantas partfculas se encuentran en un radio dado, de manera que después
de promediar sobre alrededor de unos cien mil perfiles, podemos determinar
cual es la densidad radial que tiene el fluido. El radio efectivo o la distancia
aproximada a la que se encuentran las partfculas estd determinado por la
energfa cinética del sistema (ver Fig. 3.1). En la DMR, esta densidad radial
usa el tamaiio de la celda unitaria inicial correspondiente a la red fcc como
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unidad de longitud,
mN2

4 [ kT \*?
‘/;ff =2 gﬂ' ( ) . (33)
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Figura 3.1: Grdfica que muestra la densidad en funcién del radio expresado
en unidades del tamaro de la red FCC unitaria.

Una vez que tenemos todos los datos de entrada, vamos & describir a
grandes rasgos el proceso que se lleva & cabo para encontrar y procesar cada
uno de los datos. Primeramente, se debe estar seguro que el sistema ha llega-
do & un estado de equilibrio termodindmico, donde decimos que un gistema se
encuentra en equilibrio termodindmico cuando los valores numéricos asigna-
dos a las variables termodindmicas que lo describen no varfan con el tiempo.
Esta es una propiedad universal de todos los sistemas aislados, pues si un sis-
tema se encierra en un recipiente con paredes aislantes, deja de interaccionar
con sus alrededores y por tanto alcanza una condicién que no variard con
el tiempo [26]; como se habfa mencionado, cuando se alcanza este estado
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de equilibrio es necesario dejar correr el programa un tiempo suficientemente
grande (2'° pasos temporales) para poder tener promedios confiables, porque
aunque el sistema estd en equilibrio, este sigue teniendo fluctuaciones que no
desaparecen (Fig. 3.2).

4 T T T T

Ensrgin total

Magnitud

o 1 L
0 200000 400000 BOO000 900000 1¢+08 1.20408

Pasos temporales

Figura 3.2: Gréfica que muestra las fluctuaciones de los datos de salida y
sobre los cuales se calculan los promedios.

Recordemos que la forma teérica que tiene la presién armonica es,

2
P = Ew:}(‘/;zt),
N
1
= gwa( §mw2'r?) (34)

por lo que no es diffcil implementar esta ecuacién en la DMR.
Como estamos trabajando con una DMR clésica, la temperatura no es
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otra cosa més que dos tercios del promedio de la energfa cinética,
T = =(K). (3.5)

Ya hablamos de las condiciones iniciales necesarias para que el progra-
ma funcione y de los érdenes de magnitud que se manejaron tanto para la
energfa total que podemos controlar por medio de las velocidades iniciales
del sistema, como para las densidades arménicas que controlamos mediante
el valor de la constante k que nos define la amplitud de la trampa. Ahora
daremos una revisién a la forma en como procesamos los datos, para obte-
ner las graficas que muestran los resultado obtenidos, es decir, las isotermas
que muestran la zona de transicién en términos de las nuevas variables que
corresponden a este sistema.

Para empezar, mencionaremos que se reslizaron aproximadamente 450
corridas y de cada una se obtienen pares de datos de presién arménica contra
densidad arménica (P,7), y temperatura contra densidad armdnica (T,9),
ambas a energfa constante. Los pares de datos de presion armoénica contra
densidad arménica a energfa constante (Fig. 3.3) parecen no ofrecer ninguna
informacién interesante, aunque recordemos que para densidades muy bajas
la presion debe obedecer la siguiente expresion,

P=3 (3.6)

y para densidades més altas, igual que el caso del gas de van der Waals, se
deben de tener términos cuadraticos en la densidad, cosa que concuerda per-
fectamente con el desarrollo del virial donde existen correcciones de érdenes
superiores en la densidad.

A diferencia de la grafica (3.3), los datos de temperatura contra densidad
arménica a energfa constante (Fig. 3.4) contiene estructuras extranas que
caracterizamos como zonas de transicién de diferentes fases (vapor, liquido,
sélidas y cristalinas), la figura 3.1 es un ejemplo de fase cristalina debido a
que las partfculas se encuentran contenidas a una distancia de ocho veces el
tamaiio de la red unitaria fcc, distancia que es igual al tamafio de la red inicial
donde se colocaron las 2048 partfculas, ademds de que la grifica muestra
claramente picos donde existen muchas partfculas bien localizadas y donde
no hay tantas. El hacer un estudio exhaustivo de cada regién, implicarfa
invertir mucho més tiempo, cosa que no me es posible, pero si queda como
una extension para futuros trabajos.
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Figura 3.3: Gréfica de presién contra densidad a energfa constante

Como ya se vio, tedricamente es correcto el uso de las variables volumen y
presién arménica. Desde el inicio del presente trabajo la pregunta fundamen-
tal que tenfamos en mente era ;Existen transiciones de fase en términos de
estas nuevas variables?. Teniendo en mente el objetivo que es el de encontrar
transiciones de fase de gas a liquido, o lo que es igual, queremos encontrar un
"oop"de van der Waals, restringimos nuestra bisqueda a zonas de baja den-
sidad. Tenfamos el reto de saber si era correcto considerar nuestras variables
presién y volumen arménicos; de ser asf, debiamos encontrar transiciones de
fase reales entre un lfquido y un vapor, después de todo en nuestra DMR la
tnica diferencia que existe entre un lfquido o un vapor es la forma de la nube
que estamos estudiando.

Una vez teniendo las gréficas de presién contra densidad arménica y tem-
peratura contra densidad armdnica, ambas a energfa constante; nos dimos &
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Figura 3.4: Gréfica de temperatura contra densidad a energfa constante

la tarea de ajustar las curvas de temperatura contra densidad arménica por
medio de funciones exponenciales de la forma,

Ty (5,€) = 40 (e)+ AL (€;) e P/ + A2 (&) e Pt 1 A3 () 7P/ (3.7)

porque estos datos crecen exponencialmente en funcién de la densidad ar-
ménica para densidades muy bajas (Fig. 3.4). Las curvas de presién armdnica
contra densidad arménica las ajustamos por medio de polinomios de tercer
grado,

P; (7€) = a0 (&) + al (&) P + a2 (&) 7+ a3 (&) 7, (3.8)
debido a que la presién armoénica crece muy lentamente en funcién de la
densidad arménica (Fig. 3.3).

Lo que se tiene ahora es un conjunto de curvas y en cada une de ellas
sabemos como varfan sus coeficientes en funcién de la energfa. Nuevamente
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se ajusta con polinomios la variacién de cada coeficiente en funcién de su
energfa y de esta manera se puede saber como se comporta una curva cuya
energfa no se ha determinado por medio de la DMR, simplemente se tiene
que poner el valor de la energfa deseada en cada coeficiente y el valor de estos
coeficientes sustituirlos en las ecuaciones (3.7) y (3.8), para poder saber la
forma exacta de cualquier curva.
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Figura 3.5: Gréfica que muestra la temperatura contra densidad a energfa
constante en la regién de estudio. La linea representa una energfa fija
cualquiera.

Lo que se requiere es encontrar curvas de presién contra densidad a tem-
peratura constante (isotermas), pero el problema es que se tienen curvas a
energfa constante (isoenergéticas). Para resolver este detalle, lo que se hizo
fue considerar cada una de las curvas de la gréfica de temperatura contra den-
sidad armonica a energia constante y tomar una temperatura fija (T3, 5;),,-
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Cuando la recta de temperatura fija que tomamos cruza una curva con una
determinada energfa ¢;, vemos en que valor de la densidad p; se intersectan
(Fig. 3.5). Una vez que se ha hecho esto con todas rectas, se consideran to-
dos los pares (¢;, ;)7 obtenidos, correspondientes a cada una de las rectas a
temperatura constante 7;.

Una vez teniendo los pares (€;,5;),, correspondientes a una determina-
da temperatura T; constante, se usan los datos de presién armdnica contra
densidad arménica a energfa constante (P, 5;).,. Simplemente buscamos la
curva de la presién correspondiente a la energfa anterior ¢; y obtenemos el
valor de P;, pero evaluado en la densidad arménica p; que obtuvimos de los
datos de la grifica de temperatura contra densidad armonica (Fig. 3.6).
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Figura 3.6: Gréfica que muestra la presién contra densidad a energla cons-
tante en la zona de estudio.

Todo lo anterior asegura que al final de este proceso, lo que queda son




CAPITULO 3. TRANSICION DE FASE DE UN FLUIDO ... 42

valores de presién armonica contra densidad arménica pero a temperatura
constante (P;, 5;)7,, puesto que todos los pares que se manejan se han cons-
truido asegurandose que pertenezcan a una sola temperatura. Estos datos
son los que se terminan graficando y corresponden a curvas a temperatura
constante (isotermas).

Estos sencillos pasos son los usados en este trabajo para determinar el
"oop"de van der Waals, pero falta por obtener un dltimo detalle, que es el
de encontrar los estados de equilibrio estables correspondientes a la mezcla
lfquido-vapor. Esto es facil de hacer haciendo uso de la regla de las dreas
iguales o construccién de Maxwell, porque estos estados corresponden a re-
giones que cumplen con la ecuacion,

]{ Pdv = 0. (3.9)

Finalmente, podemos mostrar la grafica que se esperaba obtener, pues
nos muestra claramente que existe una zona de coexistencia lfquido-gas (Fig.
3.7). Por lo tanto, la respuesta a nuestra pregunta de si existen transiciones de
fase en términos de nuestras variables mecdnicas, la respuesta es que s exis-
ten. Ademds, pudimos caracterizarlas de manera favorable, por lo que puedo
decir que se realizé con éxito la presente tesis, pues logramos tanto dar una
explicacién ffsica del uso tedrico de las variables volumen armoénico y pre-
sién armoénica, asf como encontrar transiciones de fase gas-liquido por medio
de isotermas y campanas de coexistencia, ayudados de la implementacién
de la DMR. Todo lo anterior corrobora que nuestra forma de ver la termo-
dindmica va por buen camino, ahora sélo falta que este trabajo motive a la
realizacién de un trabajo experimental en este tipo de sistemas para poder
saber que tan exactos son nuestros resultados comparados con los obtenidos
experimentalmente.

Ya casi para concluir este capftulo, la forma en como est4 escrito el progra-
ma, supone que la computadora es capaz de realizar operaciones aritméticas
con enteros de 64 bits. Nosotros, trabajamos con computadoras que cumplen
con estos requerimientos ya que eran computadoras alpha de 64 bits a 750
mhz. Como ya lo mencioné, realizamos aproximadamente 450 corridas, donde
cada una duraba entre un dfa y una semana de tiempo médquina dependiendo
del tiempo de relajacién. Las zonas que més tiempo de CPU tardaron fueron
aquellas en las que el sistema se encontraba en el lfmite diluido, debido a
que la trampa armonica estd tan abierta que las partfculas tardan mucho
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Figura 3.7: Graficas de presion contra volumen (Isotermas) que cumplen con
la ley de dreas iguales

tiempo en oscilar y chocar entre ellas, lo que origina que el tiempo que hay
que esperar para alcanzar €l equilibrio térmico se alargue bastante.

Aquellos lectores que estén interesados en los detalles del cédigo del pro-
grama usado en este trabajo, lo pueden ver por completo y a detalle en el
apéndice, al final de la tesis.




Capitulo 4

Resumen, conclusiones y
perspectivas

En este dltimo capftulo sintetizaremos lo realizado en esta tesis. En la
introduccién damos una revision rdpida de la motivacion experimental que
tiene la presente tesis e iniciamos con una explicacién sencilla del origen de los
cuadrupolos magnéticos, los cuales son creados con la ayuda de electroimanes
de hierro o de solenoides con los que se generan las trampas magnéticas. Se
da esta explicacién porque son trampas que se usan experimentalmente para
confinar bosones y lograr la condensacién de Bose-Einstein. Si despreciamos
las complicaciones causadas por el espin nuclear, el confinamiento se logra
debido a que un dtomo con su espin electrénico paralelo al campo magnético
es atrafdo hacia el mfnimo de la trampa, mientras que si el espfn electréni-
co es antiparalelo se repele y escapa de esta (a este fenémeno se le conoce
como efecto Zeeman). Estas trampas tienen una forma cuadratica y del tipo
oscilador arménico, al igual que las manejadas tanto tedrica como con simu-
lacién por Dindmica Molecular Reversible (DMR) en este trabajo. El campo
magnético cuadrupolar puede ser generado, tanto por electroimanes con base
de hierro como por solenoides

Nos dimos a la tarea de justificar por qué estamos usando un potencial
tipo oscilador arménico. Esto se hace debido a la forma que tienen las trampas
que se usan experimentalmente para confinar a estos fluidos, ademds de que
se pueden aproximar con mucha exactitud por medio de campos cuadréticos;
de igual manera, mencionamos algunos ejemplos de los tipos de configu-
raciones que se usan en las trampas magnéticas para confinar a este tipo
de &tomos alcalinos. Aunque experimentalmente los potenciales que se usan

44
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son completamente anisotrépicos, nosotros lo propusimos isotrépico porque
matematicamente es un problema mds facil de tratar y ademds, porque esto
no hace que esta teorfa pierda su verdadera intencién que es la de someter
a estudio el uso de nuevas variables termodindmicas. Por esta razdén, damos
una explicacién sobre el origen de estas nuevas variables, asf como las conse-
cuencias de usar variables mecédnicas comunes (presién y volumen) como si
fueran variables naturales de todos los sistemas.

El usar la presion y el volumen usuales, ha originado que se complique la
parte matematica al intentar describir sistemas en presencia de potenciales
externos (sistemas inhomogéneos), debido a que resulta diffcil incorporar
estas variables en las ecuaciones que representan las fuerzas externas; ademss,
en casos como el que estudiamos, resulta imposible definir un volumen en
términos de las fuerzas de atrapamiento, debido a que nuestro problema
consiste en tener un fluido confinado por medio de un campo externo y no
por paredes rigidas, lo que origina que la fuerza que mantiene atrapadas
a las partfculas ya no sea unicamente de manera local como sucede en el
caso en que tenemos paredes rigidas; en vez de esto, ahora las partfculas
sienten una fuerza a cada momento y en cada punto del espacio que las trata
de mantener en el minimo del potencial, sin que necesariamente estemos
hablando de un volumen bien definido como es el caso de fluidos que se
estudian en termodindmica clésica.

En el segundo capftulo, comenzamos definiendo las variables que nos des-
criben de manera apropiada al sistema que es de nuestro interés estudiar,
debido a que aparecen de manera natural al hacer el anélisis termodindmi-
co; después, escribimos a detalle como es que se deduce la energfa libre de
Helmholtz a partir de una de las ecuaciones mas impresionantes, que es la
férmula de Boltzmann para la entropfa. Una vez que recordamos como se
obtiene y de que variables depende en general esta energfa libre, empezamos
a estudiar de manera gradual diferentes tipos de sistemas. Iniciamos con el
ejemplo bdsico més conocido que es el gas ideal, donde las paredes estan
representadas por un potencial repulsivo que vale cero dentro de la caja e
infinito fuera de esta, continuamos con el estudio del gas de van der Waals
y finalizamos con nuestro problema de interés, que es el de tener un fluido
cuyas partfculas interactian entre si con un potencial aditivo de atraccion
repulsién tipo Lennard-Jones, ademds de que se encuentran confinadas por
medio de un potencial externo; el cual como ya mencionamos, tiene la forma
de oscilador arménico. Por todo lo dicho, este sistema tiene la gran diferen-
cia de que no se encuentra contenido dentro de la clasica pared rigida. Esto
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dltimo lo hicimos ayudados claro est4, de la ecuacién para la energfa libre
de Helmholtz F (N, V,T) expresada en términos de nuestra variable volumen
armdnico V que dicho sea de paso, mostramos que cumple con todas las
propiedades de extensividad. Haciendo uso de F), se deduce que la variable
conjugada a este volumen arménico es la variable intensiva presidn armoni-
ca P. Al igual que la variable V no tiene unidades de volumen, la variable
mecénica conjugada P no tiene unidades de presién, motivo por el cual nos
dimos a la tarea de escribir el significado ffsico de esta dltima variable encar-
gada del equilibrio mecdnico. Dedujimos que esta variable es el equivalente
de la presién hidrostatica para el caso de fluidos homogéneos, sélo que ahora
aplicada al caso de fluidos inhomogéneos, donde la condicién de equilibrio
ya no es que la presién sea constante en todo punto del volumen, sino que
ahora esté determinada por una ecuacién de balance que involucra al tensor
de esfuerzos y a la fuerza externa que se ejerce sobre el fluido por unidad de
volumen.

En el tercer capitulo de esta tesis, expusimos los resultados obtenidos de
haber implementado una Dindmica Molecular Reversible (DMR), asf como
todos los detalles técnicos que conlleva el trabajar con esta. De igual man-
era, se muestra la forma que tienen las curvas que se obtuvieron directamente
de la implementacién del programa antes mencionado, las cuales son curvas
de presién arménica contra densidad armonica y temperatura contra densi-
dad arménica. Estamos seguros que todas las curvas se encuentran a energfa
constante (curvas isoenergéticas), debido a que este programa conserva la
energfa total del sistema en cada corrida por tratarse de una DMR. También
escribimos el tipo de aproximaciones que se consideraron para interpolar las
curvas obtenidas y la técnica empleada para poder encontrar los diagramas
que se obtuvieron de presién arménica contra volumen armoénico a temper-
atura constante (isotermas). Con la obtencién de estas isotermas en términos
de las nuevas variables termodindmicas, concluimos nuestro trabajo de una
manera exitosa al encontrar las zonas de transicién de gas a liquido. Aun en
el caso en que estamos muy satisfechos por cumplir con los objetivos que nos
propusimos, en el camino nos encontramos con la existencia de fases sélida y
posiblemente cristalinas como era de esperarse, las cuales lamentablemente
no estudiamos a fondo por cuestién de tiempo y que bien se podrfan quedar
como detalles a estudiar y analizar en trabajos futuros; por lo tanto, aun
quedan muchos puntos por trabajar.

Con el presente trabajo de tesis no estoy diciendo que le solucién para
entender cualquier sistema inhomogéneo sea la de encontrar sus variables
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termodindmicas apropiadas, ya que como se habrdn dado cuenta, unicamente
estamos tratando el caso del oscilador arménico. Lo que si quiero dejar claro
como una conclusién de este trabajo, es que este método bien podrfa consi-
derarse una nueva alternativa para estudiar la termodindmica de sistemas
que no son homogéneos, debido a que se logré con éxito encontrar regiones
de transicién de fase entre un gas y un liquido, asf como sus respectivas zonas
de coexistencia en términos de las nuevas variables aquf propuestas, ademaés
de que se dio la explicacién fisica del uso y existencia de las mismas, lo que
implica que el considerar estas nuevas variables ademds de ser correcto, es
de gran utilidad.

Como perspectivas que tiene este trabajo a futuro, confiamos en que la
gente le dé la debida importancia a este trabajo, para que de esta manera
haga mediciones experimentales con dtomos alcalinos confinados en este tipo
de trampas. Esperamos que a temperaturas donde sean aplicables los l{mites
termodindmicos, nuestros resultados puedan predecir valores donde ocurran
transiciones de fase y con esto, dar el mensaje general de que lo mejor y
mé4s conveniente para el caso en que los sistemas se encuentren en presencia
de un potencial externo, es buscar las variables apropiadas de cada sistema
y en estas nuevas variables desarrollar nuevamente la teorfa termodindmica
correspondiente.




Apéndice A

Cédigo del programa utilizado

s O o RO R R SR AR SRR o KO K SR
» DATOS DE ENTRADA necesarios para correr el programa  *
80 o0 o o R SR A AR 8 ORI o oo o o R e e oo o o
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* 8 % NTC =*
* 0,75-0.95 Y% RO *
x 0.0046188 Y% H *
* # % V0o =
* 0.0003-0.4 % RK =*
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PROGRAM DMhar

Fecha: Septiembre de 2004

Gas Lennard-Jones en 3 dimensiones confinado por una trampa
tipo oscilador armonico.

El programa calcula la energia cinetica, potencial entre
particulas (Lennard-Jones), potencial cuadratico externo
(tipo oscilador armonico), la presion y la temperatura del
sistema.

* % £ * ¥ * * *
* # ¥ £ * x *
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Al final escribe loa promedio de la temperatura, presion, *
energia cinetica y energia potencial total. *
Cada F99 numero de paso, guarda las posiciones de las *
particulas en el archivo fort.99 para relanzamiento. *
Saca la densidad del sistema cada DEN pasos y al final, *
escribe la densidad promedio del sistema. *
e s o e e A o e ok 3 o ol ol ok 6k 0 e b 6 b e o o ok R ak ake o4 4 R 3o o o i s o ko e o e e e e o e o e e o

C

* O £ ¥ * %

PROGRAM DMhar

IMPLICIT INTEGER#8 (I-N)

INTEGER idum

PARAMETER (NUMPAR=5334, DIMEN=3, BOXES=201, NUMRHO=262150)

El arreglo XP contiene las coordenadas en punto flotante de
los atomos al tiempo t.

El arreglo XPP contiene las coordenadas en punto flotante de
los atomos al tiempo t-h.

El arreglo IXP contiene las coordenadas en enteros de los
atomos al tiempo t.

El arreglo IXPP contiene las coordenadas en enteros de los
atomos al tiempo t-h.

El arreglo IX contiene las coordenadas en enteros de los
atomos al tiempo t+h.

oHesEoN*E*ErE*E*HTESHEY!

COMMON/ONE/X (NUMPAR) , Y (NUMPAR) , Z (NUMPAR)
COMMON/TWO/IM,ICT,ICTEL,ICT2,it
COMMON/DOS/SC,EL,RANGE,ELICT,CST,
+tt,t,vp,e,fac,presion,vext

COMMON/THREE/IX (NUMPAR,DIMEN) ,IXP (NUMPAR,DIMEN),
+IXPP(NUMPAR,DIMEN)
COMMON/EIGHT/IFP(NUMPAR ,DIMEN)
COMMON/NINE/VVT(NUMPAR)

COMMON/TEN/RK,H

COMMON/ELEVEN/X0,Y0, 20

DIMENSION UZ(DIMEN),DIS(NUMPAR,DIMEN),XP(NUMPAR,DIMEN),
+XPP(NUMPAR,DIMEN) , IVEL (DIMEN)
DIMENSION PDEN(BOXES)
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DIMENSION HIST(BOXES), RHO(NUMRHO,BOXES), VOLI(BOXES)

En el archivo "initial.dat", se guardan el numero de
iteraciones, la temperatura, la energia potencial interna,
energia potencial externa y la energia a cada paso temporal
durante el proceso de equilibrio termodinamico del sistema.

En el archivo "energy.dat", se guardan los mismo datos, pero
cuando el sistema ya se encuentra en equilibrio.

En el archivo "meanenergy.dat", se guardan los promedios
finales de la temperatura, energia cinetica, energia
potencial total, emergia total y presion.

En el archivo "rhodr.dat", se guardan los datos de la
densidad radial promedio final.

aaagaacaaaaaaa e

OPEN(UNIT=41,ACCESS=’SEQUENTIAL’ ,FILE='initial.dat’,
+STATUS="UNKNOWN’)

OPEN (UNIT=23,ACCESS=’SEQUENTIAL’ ,FILE=’energy.dat’,
+STATUS="UNKNOWN’)

OPEN (UNIT=24,ACCESS='SEQUENTIAL’ ,FILE='meanenergy.dat’,
+STATUS=’UNKNOWN’)

OPEN(UNIT=17,ACCESS=’SEQUENTIAL’ ,FILE=’rhodr.dat’,
+8TATUS="UNKNOWN’)

IDUM = -123

DATOS DE ENTRADA:

NTC: numero para generar numero de particulas IM = 4*NTC**3

RO: densidad

H: paso temporal

VO: ancho de distribucion gaussiana de velocidades iniciales

RK: constante del resorte de la trampa armonica

ITM: numero total de iteraciones temporales

ILEE: bandera para iniciar corrida (0), para continuarla (1)

INI: numero de iteraciones iniciales para equilibrar sistema

F99: para saber cada cuantos pascs se guarda el archivo
fort.99, donde se eacribe la posicion de las particulas

DEN: numero de pasos a los que se calcula la denaidad

OO0 oo aaGgaaacgan

READ(5,*)NTC
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READ(5,*)R0
READ(5,*)H
READ(5,*)V0
READ(5,*)RK
READ(5,*)ITM
READ(5,*) ILEE
READ(5,*) INI
READ(5,*)F99
READ(E, *)DEN

Constantes

IM = Numerc de particulas

Qaaaaa

IM=4#NTC#**3

x 0

Pi

Cy

PI=ACOS(-1.0)

EL: Lado de la caja donde se colocan inicialmente los atomos
: Tamanyo de la arista de la red FCC inicial

a QG

EL=(IM/RO)**(1./3.)
write(*,*)"antes de la cajota EL =",EL

C
C CST: Una constante comoda para el potencial ...
C
CST=48 . #H**2
C
C NP: Numero grande para colocar los atomos al inicio
C
NP=57
C
C ICT: Tamanyo de la caja inicial en enteros
C
ICT=2#*NP
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Qg a aQagaa

Cy Q)

C

C

ICT2=24* (NP-1)

ICTEL: Factor para convertir distancias de reales
a enteros

ICTEL= ICT/EL

ELICT: Factor para convertir distancias de enteros
a reales

ELICT=EL/FLOAT(ICT)

RANGE : Alcance maximo del potencial de L-J
RANGE=2.5
SC=RANGE#*2

FAC : Constante comoda para la energia cinetica

FAC=EL*EL/(8.0*H*H+*FLOAT (ICT) *FLOAT (ICT) #FLOAT(IM))

CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCeCe

c
C
C
C
C
C
C
C
C
C

En caso de que se quiera que la condicion inicial del
sistema, sea que las particulas se encuentren en una
red FCC, dejar activa la seccion de
"Primera Condicion Inicial”.

En caso de que se quiera que la condicion inicial del
sistema, sea que las particulas se encuentren en
posiciones dadas por cualquier configuracion previa,
comentar la seccion de Primera Condicion Inicial y
activar la seccion de "Segunda Condicion Inicial"

C
C

C
C
C
c
C

CCCCCCCCCCCCCCCCCCCecceeeeeecececeecceeecceceeccececcececcecceeee

C

o o o s ks o ok o s o o o oK o o o o s o ol o ok o e o ok

»

PRIMERA CONDICION INICIAL : "RED FCC" *

i s o 2 s o o 4 o o b i s e o SR K o ool o oo ol e R N R e e e o o Ok
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c
C Inicialmente las particulas son colocadas en una red FCC
C (ILEE = 0)
C 8i (ILEE = 1), entonces es la continuacion de una corrida
C
IF(ILEE.EQ.0) THEN
C
CALL FCC(EL,NTC)
Do 2 I=1,IM
XP(I,1)=X(I)
XP(I,2)=Y(I)
XP(I,3)=Z(I)
2 CONTINUE

Las coordenadas XPP difieren de XP por desplazamientos
gaussianos al azar "DIS", con variancia VO¥*2/2.

Esto se logra mediante las siguientes operaciones.

Ea decir, nos da una distribucion gaussiana de las
valocidades.

El promedio de estos desplazamientos es UZ.

Nota: V0O es una velocidad

GO Qo aaaa

DO 9 IC=1,3
UZ(IC)=0.0
DO 8 I=1,IM
Z1 = RAN1(idum)
Z2 = RAN1(idum)
DIS(I,IC)=VO*H*SQRT(-ALOG(Z1))*C0OS(2.0*PI*Z2)
UZ(IC) = UZ(IC) + DIS(I,IC)
8 CONTINUE
UZ(IC) = UZ(IC)/IM
9  CONTINUE
DO IC=1,3
IVEL(IC)=0.0
DO I =1,IM
IXP(i,ic)= XP(i,ic)*ICTEL
XPP(I,ic)=XP(I,IC)-DIS(I,IC)+UZ(IC)
IXPP(1,1ic)= XPP(i,1¢c)*ICTEL
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IVEL(IC) = IVEL(IC) + IXP(I,IC) - IXPP(I,IC)
ENDDO
IXPP(3,IC) = IXPP(3,IC) + IVEL(IC)
C WRITE(22,*)’IVEL =’ ,IVEL(IC)
ENDDO

Ahora colocamos el sistema anterior en una nueva caja
de tamanyo L = 7*(EL/2) + EL + T*(EL/2)

a0 Q

INADD = 7+ICT2

NP = 60

ICT = 2%*NP

ICT2 = 2#%(NP-1)

EL = 7.0#EL + EL
ICTEL = ICT/EL

ELICT = EL/FLOAT(ICT)

a

El centro de la caja es X0,Y0,20

X0 = EL/2.0
Y0 = EL/2.0
Z0 = EL/2.0

Do I1C = 1,3

DoI =1,IM

IXP(I,IC) = INADD + IXP(I,IC)
XP(I,IC) = ELICT*IXP(I,IC)
IXPP(I,IC) = INADD + IXPP(I,IC)
XPP(I,IC) = ELICT*IXPP(I,IC)
End do

End do

[9]

IT: contador de iteraciones.
C

IT=0
C

s oo o o R ok o o oSSR o R O R R
* FIN DE LA PRIMERA CONDICION INICIAL *
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o0 oS e 3 9 o o e o o e o 6 e 6 oo oo o o o o o 0 o o o O o ke
C
kb o o oo o o o o8 6 3 o b ok o 0 i kS o B o R o o o o b o o ok o o s s o oo oKk R o oK

» SEGUNDA COND. INICIAL : "CUALQUIER CONFIGURACION ANTERIOR" *
o oo oo o o o o o o o 6 o oo s o o R 0 ook ok ok

Ahora colocamos el sistema anterior en una nueva caja
de tamanyo L = 7*(EL/2) + EL + 7*(EL/2)

INADD = 7*ICT2

NP = 60

ICT = 2==NP

ICT2 = 2#%%(NP-1)

EL = 7.0=EL + EL
ICTEL = ICT/EL

ELICT = EL/FLOAT(ICT)
El centro de la caja ea X0,Y0,Z0
X0

YO
Z0

EL/2.0
EL/2.0
EL/2.0

Se lee cualquier configuracion previa que se quiera
tomar como condicion inicial de posicion de
particulas.

OPEN (UNIT=99,ACCESS=’SEQUENTIAL’ ,FILE="fort.99’,
+ STATUS=’UNKNOWN?)

READ(99,*)IT

DO 1998 IZ=1,IM

oo acaaoaaoaaaa

READ(99,*)
READ(99,%)
READ(99,*)
READ(99,*)
READ(99, %)
READ(99,*)
READ(99,*)

IXPP(IZ,1)
IXPP(1Z,2)
IXPP(1Z,3)
IXP(IZ,1)
IXP(IZ,2)
I1Xp(1z2,3)
IX(1Z,1)
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oo aonaoaoaoanaoa0acaoacaoaoaooa0acaoacaoaaaaaaagaaq

READ(99,*) IX(IZ,2)
READ(99,*) IX(IZ,3)
1998 CONTINUE\qquad
CLOSE(99,STATUS="KEEP’)

DO IZ=1,IM

XP(1Z,1) = IXP(IZ,1)=*ELICT
XP(1Z,2) = IXP(IZ,2)*ELICT
XP(IZ,3) = IXP(IZ,3)*ELICT
ENDDO

Calculamos el centro de masa de la config inicial en
la nueva caja.

cmx = 0,
comy = 0.
cmz = 0.

o O O

do IZ = 1,IM

cmx = cmx + XP(IZ,1)/float(IM)
cmy = cmy + XP(IZ,2)/float(IM)
cmz = cmz + XP(IZ,3)/float(IM)
end do

write(*,*)"CC ",X0,Y0,20
write(*,*)"cm ",cmx,cmy,cnz

Redefinimos las posiciones

DO IZ=1,IM

XP(IZ,1) = XP(IZ,1) - (cmx - XO0)
XP(1Z,2) = XP(I1Z,2) - (cmy - YO)
XP(IZ,3) = XP(1Z,3) - (cmz - 20)
ENDDO

Las coordenadas XPP difleren de XP por desplazamientos
gaussianos al azar, DIS, con variancia VO**2/2,

Esto se logra mediante las siguientes operaciones.

Es decir, nos da una distribucion gaussiana de las




APENDICE A. CODIGO DEL PROGRAMA UTILIZADO 57

velocadades.
El promedio de estos desplazamientos es UZ. Nota: VO es
una velocidad

C

c

C

C

C DO 9 IC=1,3

C UZ(IC)=0.0

C DO 8 I=1,IM

C Z1 = RAN1(idum)

C Z2 = RAN1(idum)

C DIS(I,IC)=VO*H*SQRT(-ALOG(Z1))*COS(2.0+PI*Z2)
C UZ(IC) = UZ(IC) + DIS(I,IC)

C 8 CONTINUE

C UZ(IC) = UZ(IC)/IM

C 9 CONTINUE

C DO IC=1,3

C IVEL(IC)=0.0

CDOI =1,IM

C IXP(i,ic)= XP(i,1c)*ICTEL

C XPP(I,1ic)=XP(I,IC)-DIS(I,IC)+UZ(IC)

C
C
C
C
C
C
c
C
C
C
C
C
C

IXPP(i,ic)= XPP(i,ic)*ICTEL

IVEL(IC) = IVEL(IC) + IXP(I,IC) - IXPP(I,IC)
ENDDO

write(*,*)IXPP(3,IC)

IXPP(3,IC) = IXPP(3,IC) + IVEL(IC)
write(*,*)IXPP(3,IC)

comentado WRITE(22,*)’IVEL =’,IVEL(IC)

ENDDO

do IC = 1,3
IVEL(IC) = 0.0
do I =1,IM

C IVEL(IC) = IVEL(IC) + IXP(I,IC) - IXPP(I,IC)
C end do

C write(*,*)"IVEL (IC)", IC, IVEL(IC)

C end do
C
C

IT: contador de iteraciones.
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C IT=0
c
ko o 2 o e 2B e 3 o ol sl she e o R e R R e ok o e e sl e o o R
* FIN DE LA SEGUNDA CONDICION INICIAL *
o e ok o ok e o oK RO K OB M R i o ok o e o ok 4k ok ok ki ol sk o R ok ok ok Ok ook
C

ELSE
C

NP = 60

ICT = 2*=NP

ICT2 = 2% (NP-1)

EL = 7.0*EL + EL

ICTEL = ICT/EL

ELICT = EL/FLOAT(ICT)

C E1 centro de la caja es X0,Y0,20
X0 = EL/2.0

YO = EL/2.0
Z0 = EL/2.0

OPEN (UNIT=99,ACCESS=’SEQUENTIAL’ ,FILE='fort.99’,
+STATUS='UNKNOWN’)

READ(99,*)IT

DO 1997 I1Z=1,IM

1997

READ (99, *)
READ (99, %)
READ (99, *)
READ(99, %)
READ (99, %)
READ (99, %)
READ(99,*)
READ(99,*)
READ (99, *)
CONTINUE

IXPP(1Z,1)
IXPP(IZ,2)
IXPP(IZ,3)
IXP(1Z,1)
IXP(1Z,2)
IXP(1Z,3)
IX(1Z,1)
1X(1Z,2)
I1X(1Z,3)

CLOSE(99,STATUS="KEEP’)
GO TO 1000
ENDIF

58
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Empieza el ’loop’ de integracion de las ecs. de movimiento.
Las primeras INI iteraciones son para equilibrar al sistema.

aQaaa

IT = 0

DO 3 IT3=1,INI/10
DO K=1,10

IT=IT + 1

FORCE: calcula las fuerzas entre las particulas debido al
potencial L-1J

QO

CALL FORCE

< Q

EVOLUCION: calcula las nuevas posiciones de las particulas

o]

CALL EVOLUCION

TVPTTIVE: calcula T energia cinetica/particula,
VP energia potencial/particula
TT temperatura, E energia total

QG aa

CALL TVPTIVE

aa

Evolucion temporal de un paso

DO IC=1,3
IVEL(IC)=0.0
DO I=1,IM
IXPP(I,IC)=IXP(I,IC)
IXP(I,IC)=IX(I,IC)
IVEL(IC) = IVEL(IC) + IX(I,IC) -IXP(I,IC)
ENDDQ
C WRITE(22,*)’IVEL =’ ,IVEL(IC)
ENDDO

ENDDQO
WRITE(41,325)IT,T,VP,VEXT,E
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C
3 CONTINUE
C
C Empieza el ’loop’ de integracion de las ecs. de movimiento.
C Lasa ITM iteraciones son para evoluclonar al sistema.
C de manera que se tengan los datos de la T deseada
C
1000 IT = O
promT=0.0
promK=0.0
promV=0.0
promE=0.0
promP=0.0

RGRA: sirve para determinar hasta que distancia se va a
obtener la diatribucion radial por particula. La
distribucion se expresa en unidades del tamanyo de la
celda unitaria de la red FCC.

NCAJAS: sirva para saber en cuantas partes se va a dividir
cada una de las celdas unitarias. En este caso, cada
celda unitaria se divide en cuatro partea.

QOO aOaaca

RGRA=50.
NCAJAS=200
DELTAR=RGRA/FLOAT(NCAJAS)

loop para obtener el volumen del cascaron (i) a una
distancia (i) en unidades del tamanyo de la celda
unitaria de la red FCC.

a6

DO IRAD=0,NCAJAS

RAD=FLOAT(IRAD) *DELTAR

RADF=FLOAT (IRAD+1) *DELTAR

VOLI(IRAD)=4.*PIx(RADF**3-RAD**3)/3.
*opcional* write(*,*)VOLI(IRAD)

ENDDO

l9]

DO 4 IT3=1,ITM/F99
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DO IT4=1,F99/DEN
DO IT6=1,DEN
IT=IT + 1

FORCE calcula las fuerzas entre las particulas debido al
potencial L-~J

0 aaa

CALL FORCE

a0

EVOLUCION calcula las nuevas posiciones de las particulas

[p]

CALL EVOLUCIOQN

TVPTIVE calcula T energia cinetica/particula,
VP energia potencial/particula
TT temperatura, E energia total

QG aa

CALL TVPTTVE

[@ TP

Evolucion temporal de un paso

DO IC=1,3

IVEL(IC)=0.0

DO I=1,IM

IXPP(I,IC)=IXP(I,IC)

IXP(T,IC)=IX(I,IC)

IVEL(IC) = IVEL(IC) + IX(I,IC) -IXP(I,IC)
ENDDO

ENDDO

Se obtiene el promedio por particula de la temperatura TT,
la energia cinetica K, la energia potencial Vv, la
energia total E y la presion P.

Qg aa

promT=promT+TT/f1loat (ITM)
promK=promK+T/f1loat (ITM)
promV=promV+VP/float (ITM)
promE=promE+E/float (ITM)

61
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promP=promP+PRESION/float (ITM)

C
Cx** E1 siguiente ENDDO termina el primer DO del loop
C de las ecuaciones de movimientokkx
C
ENDDO
C
C Escribe el numero de iteraciones IT, la temperatura,
C 1la energia potencial (L-J) VP, la energia potencial
C de la trampa VEXT y la energia total E, para observar
C graficamente las fluctuaciones del sistema
C
WRITE(23,325)IT,T,VP,VEXT,E
C
ITDEN=IT/DEN
C
C RUTINA PARA CAMBIAR LAS POSICIONES DE ENTEROS A REALES
C
p0 IC=1,3
DO I=1,IM
XP(I,IC)=IXP(I,IC)*ELIC
ENDDO :
ENDDO
C
C loop para iniciar la distribucion radial
C
DO IRAD=0,NCAJAS
HIST(IRAD)=0.0
PDEN(IRAD)=0.0
ENDDO
C
DO I=1,IM
XI=XP(I,1)
YI=XP(I,2)
ZI=XP(I,3)
RX=XI-X0
RY=YI-YO

RZ=ZI-Z0
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C
C RIJ: distancia entre dos particulas cualesquiera
C

RIJ=SQRT (RX*RX+RY*RY+RZ*RZ)

Loop para encontrar como varia la densidad en
funcion del radio, expresado en unidades del
tamanyo de la caja unitaria de la red FCC.

aaaaaa

DO IRAD=0,NCAJAS

RC=FLOAT (IRAD)*DELTAR

RC1=FLOAT(IRAD+1)*DELTAR

IF((RC.LE.RIJ).AND.(RIJ.LT-(RCI)))THEN
C write(*,*)"entre al IF",VOLI(IRAD)

HIST(IRAD)=HIST(IRAD)+1.0D0

RHD(ITDEN,IRAD)’HIST(IRAD)/VOLI(IRAD)
C write(*,*)"voli",VOLI(IRAD)

GOTO 5
ENDIF
ENDDOC
C
5 ENDDO
c
Cx** E1 siguiente ENDDO termina el segundo DO del loop
C de las ecuaciones de movimientok**
C
ENDDO
C

C Guarda las posiciones de las particulas al tiempo t

C cada F99 pasos para hacer la pelicula

C

C WRITE(98,*) IXP(IZ,1),IXP(IZ,2),IXP(IZ,3)

C

Cx»» El siguiente CONTINUE termina el tercer y ultimo DO
C del loop de las ecuaciones de movimiento

C

4 CONTINUE

C

63
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C
C
C
C

Se escriben al final los promedios por particula de la
temperatura T, la energia potencial V, la energia
cinetica K, la energia total E y la presion P

WRITE(24, *)pronT, promK, promV, promE, promP
WRITE(*,*)IT,ITM

DO J=1,ITDEN

DO IRAD=0,NCAJAS

PDEN (IRAD) =PDEN (IRAD)+RHO(J, IRAD) /float (ITDEN)
ENDDO

ENDDO\qquad

Se eacriben los resultados de la funcion de distribucion
radial.

DO IRAD=0,NCAJAS
RAD=FLOAT (IRAD)*DELTAR
WRITE(17,*)RAD, PDEN(IRAD)
ENDDQ

Este loop sirve para guardar la posicion final
de las particulas, por eso es que unicamente se hace una vez

CALL FORCE
CALL EVOLUCION
CALL TVPTTVE

WRITE(99,*)IT

DO 1996 IZ=1,IM
WRITE(99,*) IXPP(IZ,1)
WRITE(99,*) IXPP(IZ,2)
WRITE(99,*) IXPP(IZ,3)
WRITE(99,*) IXP(IZ,1)
WRITE(99,*) IXP(IZ,2)
WRITE(99,*) IXP(IZ,3)
WRITE(99,*) IX(IZ,1)
WRITE(99,*) IX(IZ,2)
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WRITE(99,*) IX(IZ,3)
1996 CONTINUE
C
300 FORMAT(3x,e20.10,3x,e20.10)
326 FORMAT(3X,I10,4(2X,E20.10))
STOP
END
C
355K ok 5 3300 o s ko o ok oo o
* ,.. Las subrutinas necesarias ... *
o o e o o R RS S R SRR R kK

C

C Subrutina que calcula las posiciones en una red FCC

C
SUBROUTINE FCC(ELE,NTC)
IMPLICIT INTEGER#*8 (I-N)
PARAMETER (NUMPAR = 5334, DIMEN = 3)

NTC = NUMERC DE DIVISIONES DE ELE.

= NUMER() TOTAL DE CELDAS POR ARISTA.
X(I)= COORDENADA X DEL I-ESIMO ATOMO.
Y(I)= COORDENADA Y DEL I-ESIMO ATOMO.
Z(I)= COORDENADA Z DEL I-ESIMO ATOMO.

OO aaaa

COMMON/ONE/X (NUMPAR) , Y (NUMPAR) , Z (NUMPAR)
DIMENSION NPR(NUMPAR,DIMEN)
WDEL=ELE/NTC

WDEL2=«WDEL/2.0

NTC2=2xNTC

NUME=1

DO 100 I=1,NTC2

DO 101 J=1,NTC2

DO 102 K=1,NTC

ELE = LONGITUD DE LA ARISTA DE LA CELDA COMPUTACIONAL.

NPR(I,1)= PLANO EN QUE SE ENCUENTRA EL I-ESIMO ATOMO.
NPR(I,2)= LINEA EN QUE SE ENCUENTRA EL I-ESIMO ATOMO.
NPR(I,3)= SITIO EN QUE SE ENCUENTRA EL I-ESIMO ATOMO.
WDEL es la longitud de la arista de la celda "unitaria"

65
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NPR(NUME, 1)=I
NPR(NUME, 2)=J
NPR(NUME, 3) =K
Z(NUME)=(I-1)*WDEL2
X(NUME) =(J—-1)*WDEL2
IF((MOD(I,2).EQ.1).AND.(MOD(J,2).EQ.1))
+Y (NUME) = (K-1) *WDEL
IF((MOD(I,2) .EQ.1).AND. (MOD(J,2) .EQ.1))
+G0 TO 103
IF((MOD(1,2).EQ.1).AND.(MOD(J,2).EQ.0))
+Y (NUME) = (2%K-1) *WDEL2
IF((MOD(I,2) .EQ.1).AND. (MOD(J,2).EQ.0))
+G0 TO 103
IF((MOD(I,2).EQ.0) .AND. (MOD(J,2) .EQ.1))
+Y (NUME) = (2%K-1) *WDEL2
IF((MOD(I,2).EQ.0).AND.(MOD(J,2).EQ.1))
+GO TO 103
IF((MOD(I,2) .EQ.0).AND. (MOD(J,2) .EQ.0))
+Y (NUME) =(K-1) *WDEL
103 NUME=NUME+1
102 CONTINUE
101 CONTINUE

100 CONTINUE
RETURN
END

C

ke o oo a3 e oo o o ok ok o s o K 2 ok oo o o o o o 3 o ol o ko oo o o e o ko

Subrutina que calcula la energia potencial de
interaccion entre particulas tipo Lennard-Jones, la
energia potencial externa tipo oscilador armonica
y la presion. Le sumamos la contribucion del
potencial externo tanto a la fuerza como al petencial.

Q0 aaac

SUBROUTINE FORCE
IMPLICIT INTEGER*8 (I-N)
PARAMETER (NUMPAR = 5334, DIMEN = 3)
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COMMON/TWO/IM,ICT,ICTEL,ICT2,1t
COMMON/D0S/8C,EL,RANGE,ELICT,CST,
+tt,t,vp,e,fac,presion,vext
COMMON/THREE/IX (NUMPAR,DIMEN) , IXP(NUMPAR,DIMEN),
+IXPP (NUMPAR,DIMEN)
COMMON/TRES/CC(NUMPAR ,DIMEN) ,R2 (NUMPAR)
COMMON/CUATRO/ICC (NUMPAR,DIMEN)
COMMON/EIGHT/IFP(NUMPAR,DIMEN)
COMMON/NINE/VVT (NUMPAR)
COMMON/TEN/RKX,H
COMMON/ELEVEN/X0,Y0, 20

DIMENSION INN(NUMPAR), JNN(NUMPAR)
DO IC=1,3

DO I=1,IM

VVT(I) = 0.0

R2(I)=0.0

CC(I,IC)=0.0

IFP(I,IC)=0

ICC(I,IC)=0

ENDDO

ENDDO

Do 32 I=1,IM-1

CALL R2INI(I)

o
CALL WHENFXX(IM-I,R2,1,SC,JNN,MM,’LE”)
C
CALL FUERZA(I,MM,JNN)
C
32 CONTINUE
C

C Le sumamos la contribucion del potencial externo,
C tanto a la fuerza como al potencial
C

VP = 0.0

VEXT = 0.0

Do I =1,IM

xx = ELICT*IXP(I,1) - X0

yy = ELICT*IXP(I,2) - YO
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zz = ELICT*IXP(I,3) - 20
IFP(I,1) = IFP(I,1) - (RK#xx*(H%*2))*ICTEL
IFP(I,2) = IFP(I,2) - (RK*yy+(H+**2))*ICTEL
IFP(I,3) = IFP(I,3) - (RK*zzx(H**2))*ICTEL
VEXT = VEXT + O.B5#RK#*(xx##2 + yy**2 + zz#*2)
End do
VP = VP/FLOAT(IM)
VEXT = VEXT/FLOAT(IM)
C VP = (VP+VEXT)/FLOAT(IM)
PRESION=(2.*(RK**(3./2.))*VEXT)/3.
C write(*,*)"Vp, 6 IFP(40,1),xx =",VP,IFP(40,1),xx
RETURN
END
C
e A e A o 3 o oK o o 3 oo R 3R o e o b o e e e ek sk o b ke e ok ook kol ok ke s ke sk A o ok ok
C
SUBROUTINE R2INI(I)
IMPLICIT INTEGER*8 (I-N)
PARAMETER (NUMPAR = 6334, DIMEN = 3)

COMMON/TWO/IM,ICT,ICTEL,ICT2,1it
COMMON/DOS/SC,EL,RANGE ,ELICT,CST,
+tt,t,vp,e,fac,presion,vext

COMMON/THREE/1X (NUMPAR,DIMEN) , IXP(NUMPAR ,DIMEN) ,
+IXPP (NUMPAR,DIMEN)

COMMON/TRES/CC (NUMPAR,DIMEN) ,R2 (NUMPAR)
COMMON/CUATRO/ICC(NUMPAR,DIMEN)

DO J=I+1,IM

ICC(J,1)=IXP(I,1)-IXP(J,1)
CC(J,1)=FLOAT(ICC(J,1))*ELICT

ICC(J,2)=IXP(I,2)-IXP(J,2)
CC(J,2)=FLOAT(ICC(J,2))*ELICT

IcC(J,3)=IXP(I,3)-1XP(J,3)
CC(J,3)=FLDAT(ICC(J,3))*ELICT

68
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C
R2(J-I)=CC(J,1)**2+CC(J,2)*#»2+CC(J,3) **2
ENDDO
RETURN
END
c

o o o o o ok o e ke s ok s e o 3 o Nk s o e o e b ol e o R Rk ROk ok koK R
C
C Subrutina que contiene el algoritmo que sirve para
C calcular la fuerza entre particulas que se obtiene
C del uso del potencial tipo Lennard-Jones.
C

SUBROUTINE FUERZA(I,MM,JNN)

IMPLICIT INTEGER*8 (I-N)

PARAMETER (NUMPAR = 5334, DIMEN = 3)

COMMON/TWO/IM,ICT,ICTEL,ICT2,1it
COMMON/D0OS/SC,EL ,RANGE,ELICT,CST,
+tt,t,vp,e,fac,presion,vext
COMMON/EIGHT/IFP (NUMPAR,DIMEN)
COMMON/NINE/VVT (NUMPAR)
COMMON/TRES/CC (NUMPAR , DIMEN) ,R2(NUMPAR)
COMMON/TEN/RK,H

COMMON/ELEVEN/XO0,Y0, Z0

DIMENSION JNN(NUMPAR)

DO 422 M = 1,MM

PH=CST*(1./R2(INN(M)) **7-0.5/R2(INN(M) ) **4)-CST*
+(1./RANGE**13-0.5/RANGE#**7) /SQRT(R2(JNN(M)))

VV=4, 0% (1.0/R2(INN(M) ) **6-1.0/R2(INN(M) ) **3) -4, O
+(1.0/RANGE*x12-1.0/RANGE**6)+48.0*(1.0/RANGE**13~-
+0.5/RANGE#*7) * (SQRT (R2(JNN (M) ) ) -RANGE)

C
C PH es ol factor comun de las coordenadas de la fuerza
C entre las particulas (potencial repulsivo de Lennard-Jones)
C
VVT(I) = VWT(I)+VV
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VVT(INN(M)+I) = VVT(INN(M)+I)+VV
C
C Calculo de las fuerzas IFP entre las particulas
C

IPH1 = ICTEL*PH*CC(JNN(M)+I,1)

IPH2 = ICTEL*PH+*CC(JNN(M)+I,2)

IPH3 = ICTEL*PH*CC(JNN(M)+I,3)

C
IFP(I,1)=IFP(I,1)+IPH1
IFP(I,2)=IFP(I,2)+IPH2
IFP(I,3)=IFP(I,3)+IPH3
C

IFP(INN(M)+I,1)=IFP(JNN(M)+I,1)-IPH1
IFP(JNN(M)+I,2)=IFP(JNN(M)+I,2)-IPH2
IFP(JNN(M)+I,3)=IFP(JNN(M)+I,3)~IPH3
422 CONTINUE
RETURN
END
C
AR o o o o o R R o o oo AR o o koo o e R R o KK
C
C Subrutina que evoluciona el sistema haciendo uso del
C algoritmo de Verlet
C
SUBROUTINE EVOLUCION
IMPLICIT INTEGER*8 (I-N)
PARAMETER (NUMPAR = 6334, DIMEN = 3)

COMMON/TWO/IM,ICT,ICTEL,ICT2,1it
COMMON/DOS/SC,EL ,RANGE,ELICT,CST,
+tt,t,vp,e,fac,presion,vext

COMMON/THREE/IX (NUMPAR,DIMEN) , IXP (NUMPAR,DIMEN),
+IXPP (NUMPAR,DIMEN)

COMMON/EIGHT/IFP (NUMPAR,DIMEN)

DO 50 IC=1,3
DO 50 I=1,IM
C La siguiente linea es la parte importante y
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C principal del programa (Algoritmo de Verlet):

C Integracion del movimiento (IFP incluye el factor h#*2):

C Basado en desarrollo de la ec. de Newton y correcto hasta 2/o
C orden en el intervalo de tiempo h.

C
IX(I,IC)=2*IXP(I,IC)-IXPP(I,IC)+IFP(I,IC)
C
50 CONTINUE
C
RETURN
END
c
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C
C Subrutina que sirve para sumar los valores de la
C energia cinetica T, la energia potencial VP y la
C temperatura que se obtienen a cada paso.
C
SUBROUTINE TVPTTVE
IMPLICIT INTEGER#8 (I-N)
PARAMETER (NUMPAR = 5334, DIMEN = 3)

COMMON/TWQ/IM, ICT, ICTEL,ICT2,1it
COMMON/DOS/SC,EL,RANGE ,ELICT,CST,
+tt,t,vp,e,fac,presion,vext
COMMON/THREE/IX (NUMPAR,DIMEN) , IXP(NUMPAR,DIMEN),
+IXPP(NUMPAR,DIMEN)
COMMON/NINE/VVT(NUMPAR)
T= 0.0

C

C T energia cinetica por particula,

C VP potencial/particula, TT temperatura

c
D0 I1C=1,3
DO I=1,IM
T = T+
+FAC*FLOAT (IX(I,IC)-IXPP(I,IC))*FLOAT(IX(I,IC)-IXPP(I,IC))
ENDDO
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ENDDO

DOI =1, IM

VP = VP + 0.6#VVT(I)/(FLOAT(IM))
ENDDO

TT = (2./3.)*T
E=T + VP + VEXT
RETURN
END
c
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c
Subroutine Whenfxx(n,x,incx,target,index,nn,iopcion)
IMPLICIT INTEGER#8 (I-N)

Integer incx
Dimension Index(n)
Real Target,x(n)
Character*2 iopcion

nn=0

Do i=1,n
Index(i)=0
EndDo

If ((iopcion.eq.’GE’) .or. (iopcion.eq.’ge’)) then
Do i=1,n,incx

If (x(1).GE.Target) then

nn=nn+1

Index(nn)=i

EndIf

EndDo

Elseif (iopcion.eq.’LE’ .or. iopcion.eq.’le’) then
Do i=1,n,incx

If (x(i).LE.Target) then

nn=nn+1

Index(nn)=i

EndIf

EndDo
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Elseif (iopcion.eq.’GT’ .or. iopclon.eq.’gt’) then

Do i=1,n,incx

If (x(i).GT.Target) then

nn=nn+1

Index(nn)=4

EndIf

EndDo

Elseif (iopcion.eq.’LT’ .or. iopcion.eq.’lt’) then

Do i=1,n,incx

If (x(i).LT.Target) then

nn=nn+1

Index(nn)=i

EndIf

EndDo

EndIf

End
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C
C Subrutina para encontrar numerca aleatorios, util para
C encontrar la distribucion gaussiana de velocidades.
c

FUNCTION rani(idum)

INTEGER idum,IA,IM,IQ,IR,NTAB,NDIV

REAL ranl,AM,EPS, RNMX

PARAMETER (IA=16807,IM=2147483647,AM=1./IM,IQ=127773,
*IR=2836 ,NTAB=32,NDIV=1+(IM-1) /NTAB,EPS=1.2e-7 ,RNMX=1.-EPS)
INTEGER j,k,iv(NTAB),iy

SAVE iv,iy

DATA iv /NTAB*0/, iy /0/

if (idum.le.0.or.iy.eq.0) then

idum=max (-idum,1)

do 11 j=NTAB+8,1,-1

k=idum*(1.0/IQ)

idum=TIA* (idum-k*IQ)-IR*k

if (idum.1t.0) idum=idum+IM

if (j.le.NTAB) iv(j)=idum
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11

continue

iy=iv(1)

endif

k=idum+*(1.0/IQ)

idum=TA* (1dum-k*IQ)-IR*k
if (idum.1t.0) idum=idum+IM
j=1+iy=(1.0/NDIV)
iy=iv(j)

iv(j)=idun

rani=min (AM*1iy,RNMX)
return

END
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