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Introduccidn

La valuacién de activos derivados es un problema que ya ha cumplido
una buena cantidad de afios. La referencia mas antigua que se recuerda se
remonta al ahora célebre trabajo de Louis Bachelier de 1903 en el cual se
propone un modelo continuo para la valuacién de opciones. Después de caer
en el olvido el trabajo de Bachelier fué retomado por diversos investigadores
hasta que en 1973 Black y Scholes dieron a conocer el modelo de valucién
que hoy en dia conocemos.

En esta tesis estudiaremos el modelo de Black y Scholes desde varios
puntos de vista, para lo cual se desarrollardn varios modelos que ataquen el
problema, usando diferentes herramientas y proponiendo distintos métodos
de solucién. Aunque son varios los modelos que se exhiben, la estructura
de la tesis busca respetar una idea fundamental. Se buscd que cada modelo
que se presentara se percibiera como una consecuencia del anterior. Por esta
razén empezamos presentando el modelo de valuacién mas simple posible y
paso a paso vamos complicando los supuestos y construyendo modelos cada
vez mas complicados. Con esto se espera obtener un mejor entendimiento de
cada uno de los modelos.

En el primer capftulo se establece la terminologfa necesaria para poder
construir nuestros modelos. La idea es que no sea un capitulo muy técnico,
simplemente se busca cierta familiaridad con los productos derivados, ele-
mento de estudio fundamental de este trabajo. Se presentan varias de sus
propiedades y se explican algunas de las formas de clasificarlos, de acuerdo
con las reglas que siguen. Se discute ademés la paridad Put—Call, resultado
muy facil de obtener pero muy importante en la valuacién de opciones.

Los modelos propuestos se pueden calsificar de varias formas, sin embargo
en esta tesis se reconocen dos tipos fundamentales; modelos discretos y mo-
delos continuos. Esta clasificacién da origen a los dos capitulos restantes.

iii



iv Introduccidn

En el segundo capftulo, se desarrollan los modelos discretos. El objetivo
de este capitulo es muy importante para el resto de la tesis, pues es aqui
donde se explican y resuelven (al menos en tiempo discreto), los problemas
econémicos subyacentes a la valuacién de activos derivados. De alglin modo
es el capftulo mas importante de la tesis, pues es ¢l que trata con mayor
rigurosidad y detalle el problema de valuacién. Esto tiene una razén. En los
modelos continuos es mucho més diffcil demostrar rigurosamente los resul-
tados que dan solidez a los modelos de valuacién. En el caso discreto atin
es posible dar demostraciones formales sin usar elementos técnicos excesiva-
mente sofisticados. Elementos que por mucho, excederfan el nivel de una tesis
de licenciatura. La esperanza es que cuando se traten los modelos en tiempo
continuo ya se tenga una sensibilidad bien desarrollada con respecto a los
elementos necesarios para construir un modelo coherente con un mercado en
equilibrio

En el tercer y ultimo capftulo nos concentramos en los modelos conti-
nuos. En este caso, como ya se menciond, no nos preocuparemos mucho por
discutir a profundidad los problemas econémicos subyacentes al problema
de valuacién. En su lugar, nos preocuparemos por describir las herramientas
técnicas indispensables para valuar derivados a tiempo continuo. Especifica-
mente; daremos algunas nociones de célculo estocdstico, se ofrecers un cons-
truccién de la integral estocéstica y del lema de It6. Cabe sefialar que aunque
se destina un espacio considerable a estos temas, no se puede considerar que
su tratamiento sea riguroso y exhaustivo. Con estas herramientas se da una
construccién de la ecuacién diferencial de Black y Scholes y a partir de esta
se deduce la férmula de Black y Scholes. En la iiltima seccién del capftulo se
discute brevemente la valucién neutral al riesgo en tiempo continuo. Es aqui
donde de algin modo se terminan de fundir en una misma idea los modelos
discretos y continuos, también en este caso se da la discusién de un modo
un tanto informal. Ojald que esta estructura resulte lo suficientemente clara
para poder entender los modelos expuestos.
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Capitulo 1

Conceptos Basicos

El propdésito de esta tesis es explorar algunos de
los modelos mas populares en la teoria de las finanzas matem4ticas para la
valuacién y cobertura de activos derivados. El objetivo esencial es estudiar
el conocido modelo Black—Scholes, y algunas pequefias variantes del mismo.
Para lograr este objetivo se propone seguir un camino de dificultad creciente.
Comenzaremos discutiendo los modelos discretos m4s simples y caminaremos
hasta poder explicar los modelos contfnuos mds complicados. Asi, se espera
que al final se tenga una visién clara, no sélo del modelo Black-Scholes, si
no también de los conceptos econdémicos que lo fundamentan.

La importancia de los productos derivados el dfa de hoy luce evidente, si
bien el mercado organizado de nuestro pafs (MEXDER) es aiin pequefio e in-
cipiente, el uso cada vez mayor de estos intrumentos en México y en el mundo,
valida de sobra los grandes esfuerzos que se han hecho en los ltimos treinta
afios para su estudio. Cabe recordar que apenas en el afno de 1973 abrié sus
puertas por vez primera el Chicago Board Options Exchange (CBOE), pri-
mer mercado organizado de derivados en el mundo, en este mismo ano Fisher
Black y Myron Scholes dieron a conocer su trabajo, el cual es por hoy una
de las piedras fundamentales de las finanzas matematicas.

A mi jucio, el enorme éxito de los mercados de derivados se fundamenta
en la gran flexibilidad que estos otorgan a los inversionistas. A través de los
productos derivados los inversionistas tienen acceso a instrumentos financie-
ros hechos pricticamente a la medida, en esta tesis estudiaremos los més
elementales.



4 Capitulo 1. Conceptos Bdsicos

1.1. Opciones

Empecemos por el principio y demos una respuesta a la pregunta mas
elemental, jque es un producto derivado?, un producto derivado es un
instrumento financiero cuyo precio esta en funcién de una variable subya-
cente(conocida tradicionalmente como “el subyacente”). Esta bien... reco-
nozcamos que esta definicién se compromete a poco, sin embargo, esta falta
de compromiso tiene un propésito, la definicién deja la puerta abierta a un
gran nimero de posibilidades. Bajo esta definicién caben todo tipo de instru-
mentos, desde cosas tan conocidas como un bono (podemos considerar que
su subyacente es la tasa de interés), hasta productos tan exéticos como las
notas estructuradas !. En el mercado existen derivados realmente extrarfios,
en algunos casos pueden ser instrumentos disefiados a la medida de las ne-
cesidades de los inversionistas o bien, tener subyacentes tan peculiares como
el clima. Dentro de toda esta fauna financiera, quizés el derivado més sim-
ple es el forward (contrato adelantado o a plazo), éste es un instrumento a
través del cual dos inversionistas pactan la compra-venta de un activo sub-
yacente en una fecha futura a un precio determinado de antemano. Es decir
una de las partes del contrato se compromete a comprar el activo en la fecha
establecida al precio que se fij6, y la otra se obliga a vender el activo a su con-
traparte respetando las condiciones del contrato. Otro ejemplo de producto
derivado son las opciones financieras, los contratos de opciones otorgan a los
compradores el derecho de comprar o vender un activo subyacente en una
fecha futura a un precio establecido de antemano, por su parte el vendedor
del contrato, contrae el compromiso de vender o comprar el activo en los
términos que el contrato establezca. Es importante hacer notar que la opcién
otorga a su tenedor el derecho y no la obligacién de vender o comprar el
activo subyacente, este derecho lo obtiene a través del pago de una prima,
gran parte de este trabajo se concentra en estudiar la forma de determinar
el costo de esta prima. Cuando el derecho que se obtiene es el de comprar el
subyacente se dice que la opcién es una opcién tipo Call (opcién de compra),
por el contrario si el derecho es de vender el subyacente entonces se dice que
la opcién es una opcién tipo Put (opcién de venta). Resumiendo; al nego-
ciar una opcidn listada en un mercado organizado, se deben especificar los
siguientes elementos:

= Tipo de opcién.- opcién de compra (Call)o de venta (Put).

'No me pidan dar una definicién preciga de lo que es una nota estructurada, digamos
solamente que estas son una “especie”de bonos. Basta con encontrar un inversionista con
la suficiente creatividad, para que se ponga en duda la validez de cualquier definicién.



1.1. Opciones 5
» Activo subyacente.- El activo que se vende o se compra.

= Cantidad del activo subyacente.- es el nimero de unidades del bien
subyacente que se negocia, por ejemplo en el caso de las acciones, el
contrato se suele negociar por lotes. En algunas ocasiones ademés de es-
pecificar la cantidad del bien subyacente, también es necesario acordar
la calidad del mismo, tal como sucede con los granos o el petréleo.

= Pecha de vencimiento.- es la fecha en que se vence el contrato. Las
fechas de vencimiento se fijan de acuerdo con el calendario trimestral,
de tal manera que existen vencimientos cada tres meses, siendo doce
meses el mAximo vencimiento.

= Precio de ejercicio.- es el precio al que se podr4 ejercer el contrato, es
decir, el precio al que se podrd comprar o vender el activo subyacente.

Estas condiciones pueden ser mds relajadas si las opciones son negocia-
das fuera del mercado o en un mercado sobre mostrador (OTC — Over the
Counter), los instrumentos negociados suelen ser disefiados “a la medida”,
sin embargo en estos casos se pierden dos de los atributos principales de los
mercados organizados: liquidez y bajo riesgo de crédito.

Ya se clasificaron las opciones como opciones de venta u opciones de com-
pra, otra forma de clasificarlas se relaciona con la fecha de vencimiento, exis-
ten opciones que sélo pueden ser ejercidas en la fecha de vencimiento, en este
caso se dice que la opcidn es una opcién Europea, pero si es posible ejercer la
opcién en cualquier momento anterior a la fecha de vencimiento entonces la
opcion es una opcién Americana. Es claro que las opciones que se han descrito
hasta el momento son contratos muy simples, de hecho se pueden negociar
instrumentos bastante més complicados que tengan por ejemplo, una regla
maés elaborada para la determinacién del precio de ejercicio u opciones hibri-
das entre opciones americanas y europeas, como son las opciones bermuda
que pueden ser ejercidas antes de la fecha de vencimiento pero s6lo en fechas
especificas. Tomando en cuenta esto las opciones que hemos descrito suelen
ser llamadas opciones vainilla (plain vanila options) y son las m4s sencillas de
todas. Sin embargo, aiin cuando sean las m4s sencillas, también son las més

" importantes puesto que la gran mayorfa de los instrumentos derivados més
complejos pueden ser analizados como combinaciones de forwards y opciones
vainilla.
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1.2. Valor de una opcién.

Sabemos que una opcién americana puede ser ejercida en cualquier mo-
mento anterior a la fecha de vencimiento, esto nos conduce a preguntarnos
por la ganancia que obtendrfamos como consecuencia de su ejercicio. Por otro
lado alin cuando sabemos que una opeién europea puede ser ejercida adlo en
la fecha de vencimiento, también es importante preguntarnos por la ganancia
que se obtendrd si se tuviera la posibilidad de ejercer en algiin momento antes
o en la fecha de vencimiento. Para responder esta pregunta, supongamos que
el dia de emisién de la opcién es el tiempo cero, y denotaremos al tiempo
de vencimiento como T'. El problema se traduce entonces a preguntarnos por
la ganancia que conseguirfamos de tener la posibilidad de ejercer la opcién
en algin momento ¢ € [0,7]. Si lamamos S; al precio del subyacente en el
tiempo ¢ y a su vez denotamos al precio de ejercicio como K, entonces es
claro que si la opcién es una opcién tipo Call, ésta serfa ejercida siempre y
cuando S; > K, en cuyo caso se obtendrfa una ganancia igual a S; — K en
otro caso la opcidén no aportaria ganancia alguna. Formalmente; si tenemos
la posibilidad de ejercer la opcién en algin momento ¢ € [0, T], tendremos
una ganacia de

(S: — K)+ = méx(S; — K,0)

Anélogamente, se tiene que una opcién put se ejerce siempre y cuando el
precio del subyacente esté por debajo del precio de ejercicio. En tal caso
estarfamos vendiendo el activo subyacente a un precio K superior al precio
de mercado S;. De esto ultimo se tiene que la ganancia obtenida de ejercer
la opcidn seria igual a

(K — 8,), = méx(K — S,,0)

Para todo lo anterior existe una terminologia en la jerga financiera. En el
caso de una opcién tipo call, cuando el precio de mercado del subyacente es
tal que S; > K, entonces la opcidn se ejercerfa, en tal caso se dice que la
opcidn estd dentro del dinero (in the money), si por el contrario, el precio
de mercado de la opcién no permite su ejercicio entonces S; < K, y se dice
que la opcién estd fuera del dinero (out of the money), por wltimo, si S, = K
entonces decimos que la opcién estd en el dinero (at the money). Observemos
que una opcién europea que este dentro del dinero debe ser por fuerza més
cara que una opcién fuera del dinero, ya que es mds probable que se ejerza
al tiempo de ejercicio.

La itltima reflexién nos lleva 2 una nueva discusién; si tenemos una
opcién call europea vainilla, sabemos que al tiempo de vencimiento ésta re-
portard una ganancia igual (Sr — K),, que en caso de que Sy > K, esta
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ganancia gera positiva. Esto debe tener un costo en el tiempo ¢. En otras
palabras; el derecho que una opcién otorga tiene un precio en cada momento
t € [0,T], como ya se menciond, este problema ocuparé la atencién de gran
parte de esta tesis.

El tenedor de la opcién siempre tiene el derecho y no la obligacién de
comprar el activo subyacente en la fecha de ejercicio (en el caso de un call
europeo), y este derecho lo obtiene mediante el pago de una prima. Ahora
bien, en el peor de los casos la mayor de las pérdidas que sufre el tenedor
es igual al valor de la prima. Sin embargo, el riesgo que toma el emisor es
mucho mayor, el emisor de la opcién tiene un potencial de pérdida ilimitado
en el caso del call, en el caso del put la pérdida estd acotada por el precio
de ejercicio. Al tiempo de vencimiento, si la opcién es ejercida, el emisor
recibird un monto K por el activo subyacente y él debe entregar el activo
asumiendo la pérdida. Debido a esta posibilidad de pérdida, es muy impor-
tante que el emisor encuentre una estrategia que cubra su posicién, es decir
necesita tener a la mano algin portafolio, armado de tal forma que en la
fecha de vencimiento le garantice contar con la cantidad (Sy — K), en el
caso del call y (K — St)4 en el caso del put, de manera que sea capaz de
cumplir sus obligaciones en la fecha de vencimiento, este es el problema de
cobertura y estd intimamente ligado al problema de valuacién, el encontrar
un portafolio que replique el valor de una opcién es la estrategia tradicional
para encontrar el valor de la misma.

1.3. Arbitraje y paridad Put-Call.

Ya se mencioné que la estrategia a seguir para encontrar el precio de
una opcidn es encontrar un portafolio que replique el comportamiento de la
opcion, si se consigue esto, el precio del portafolio debe ser, por fuerza igual
al precio de la opcién en otro caso, habrfamos encontrado una estrategia de
arbitraje.

Una estrategia de arbitraje esta definida comunmente como la posibilidad de
“hacer dinero sin dinero” es decir, una estrategia de arbitraje es aquella en
le cual existe la posibilidad de obtener una ganancia libre de riesgo sin la
necesidad de invertir un solo centavo{mas tarde se dard una defincién méas
precisa de arbitraje), si somos capaces de encontrar una oportunidad de es-
tas, podriamos obtener ganancias muy importantes (bajo ciertos supuestos,
estas podrian ser arbitrariamente grandes), en los mercados de valores sue-
len ocurrir situaciones de este estilo, sin embargo se supone que en cuanto
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el mercado las ubica, los precios se nivelan de tal forma que se elimina la
posibilidad de arbitraje.

El concepto de arbitraje es sumamente importante en la teoria de finanzas
matemadticas, en general todas las estrategias que seguiremos para encontrar
el valor de un instrumento se fundamentan en encontrar portafolios que cu-
bran las obligaciones contrafdas por el producto derivado y que a su vez
eliminen toda posibilidad de arbitraje. Para ello se dardn condiciones que lo
garanticen.

Argumentos de no arbitraje nos conducen a una de las relaciones mds
importantes en la valuacién de opciones europeas y que nos permitiré traba-
Jar exclusivamente con opciones europeas de compra. La realcién a que nos
referimos es la bien conocida paridad Put-Call (Put-Call parity) esta relacién
afirma que si C; es el precio de una opcién tipo call al tiempo ¢ con precio de
ejercicio K' y F, es el precio al tiempo ¢ de una opcién tipo put con el mismo
precio de ejercicio K, entonces

Cio—Po= 8, — Ke T
Para probar la igualdad anterior supongamos que
Ci— P, > 8, — Ke '@

esto implica que
K>eT9C, - P -8)

Ahora bien, jpara que nos sirve la observacién anterior?, si esta relacién se
cumple serd posible que encontremos una, estrategia que nos permita obtener
una ganancia libre riesgo sin invertir dinero alguno. Para ello supongamos
que vendemos un Call con precio de ejercicio K y que compramos un Put
con el mismo precio de ejercicio ademés de una accién del subyacente, esta
combinacién nos da una posicién neta de

C,—F, -5

la cual puede ser positiva o negativa, en el primer caso invertimos nuestra
posicién a la tasa libre de riesgo 7, en otro caso pedimos prestada la misma
cantidad a la tasa libre de riesgo r. Al tiempo de vencimiento si el precio del
subyacente es tal que St > K entonces la opcién call serd ejercida y debere-
mos entregar Ia accién que compramos por un precio K, el put simplemente
deja de existir, por otro lado, si S¢ < K entonces el call no se ejerce y noso-
tros ejercemos el put vendiendo nuestra accién al precio K en cualquiera de
los casos el ejercicio de las opciones nos da como resultado

(St—-K)y —(K-87), =K
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de aqui, incluyendo la cantidad que se invirtié (o se pidié prestado) en el
mercado de dinero tendremos una posicién neta final de

K—-eT9C, —PB~5)>0

mediante esta estrategia hemos encontrado una oportunidad de arbitraje, al
tiempo T tenemos el dinero suficiente para pagar nuestras obligaciones y a
su vez tenemos una ganancia igual a la diferencia anterior y notemos que en
ningiin momento hubo necesidad invertir dinero propio. En el caso de que
Ci— P < S, — Ke~"T~-9 podemos encontrar una estrategia similar que nos
garantice una oportunidad de arbitraje. De este modo, podemos concluir la
validez de la paridad Put—Call.

La importancia de la paridad Put-Call salta a la vista; si obtenemos el
precio de una opcién Call automdticamente tenemos el precio de la opcién
Put sobre el mismo subyacente y con el mismo precio de ejercicio, esto nos
permite trabajar exclusivamente con opciones europeas tipo call.

1.4.  Especulacién.

Las opciones tradicionalmente se conciben como un seguro que nos cubre
del riesgo de mercado, el ejemplo més popular de ello se da con el caso de
las divisas. Supongamos que un importador tiene la necesidad de hacer una
compra en délares en alguna fecha futura, en el momento en que debe de
pagar su adeudo el precio del délar puede haber subido de tal forma que los
cogtos en que incurre el importador sean demagiado elevados y ocasionen que
el negocio ya no sea atractivo. Para evitar este riesgo, el importador puede
optar por comprar un contrato de opciones sobre divisas de modo que le
asegure el precio del délar para el momento en que debe realizar el pago. A
través de este procedimiento, elimina por completo el riesgo de mercado a
un costo relativamente bajo: el monto de la prima.

Ahora bien, las opciones no sélo pueden ser usadas para cubrir riesgos, la
especulacion es otro de sus usos, sin embargo aunque en este caso se pueden
obtener rendimientos muy atractivos, también las pérdidas pueden resultar
muy fuertes. El siguiente ejemplo nos muestra la manera en que una opcién
puede ser utilizada para especular.

Supongamos que al dfa de hoy tenemos una accién que vale $50 y su-
pongamos que en tres meses esta accién sube a 375, en total tendremos un

rendimiento de
75 — 50

50

x 100 =50%
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ahora, supongamos que tenemos la posibilidad de comprar un call europeo
a un precio de $5 con una fecha de vencimiento a tres meses y precio de
ejercicio de $65, dado que el precio de la acci6n subié a $75 nos conviene
ejercer la opcién, por tanto compramos una accién con valor de $75 a un
precio de $65, bajo este esquema obtenemos un rendimiento de

75—-656—-9

5 x 100 = 100 %

con estos argumentos es claro lo atractivo que puede resultar una inversién
de este estilo, sin embargo aunque los rendimientos pueden ser muy altos las
pérdidas también pueden serlo. En caso de que no se hubieran dado las con-
diciones para ejercer la opcién hubieramos perdido el 100% de lo invertido.

1.5. Cotas.

La posibilidad de acotar un problema siempre nos llevard a conclusiones
utiles respecto al mismo. En esta seccién se exponen algunas cotas sobre
los precios de las opciones, basindonos dnicamente en argumentos de no
arbitraje.

Denotemos por C4 y Ck a los precios de un call americano y uno europeo
respectivamente y andlogamente P, y Pg los precios de un put americano y
uno europeo. Pensando en los derechos que otorgan las opciones americanas y
las europeas resulta natural que el precio de una opcién americana sea mayor
que el precio de una europea dado que la opcién americana otorga el derecho
adicional de poder ser ejercida en fechas anteriores a la de vencimiento. Esto
_se puede verificar a través de un argumento de no arbitraje; si el precio de
la opcidn europea es mayor que la americana entonces podemos emitir una
opcién europea y comprar una americana al tiempo de vencimiento hacemos
frente a nuestras obligaciones con las ganancias de la opciéna americana y
obtenemos una ganancia extra resultado de la diferencia de precios Cg — Cy
invertida a la tasa libre de riesgo. De forma que C4 > Cg > 0. Ademsés, el
precio de ambas debe ser menor que el precio de mercado del subyacente,
de otro modo las opciones no tendrian ningin sentido. En este caso el ar-
bitraje es obvio pues al inicio de la vigencia del contrato podemos emitir la
opcién y comprar el activo, de modo que quedamos perfectamente cubiertos
y obtenemos una ganancia inmediata.

Ahora bien, la paridad Put-Call nos garantiza que Cg — Pg = S; —
e~"T-9 [ y como Pg > 0 entonces Cg > S; — e T~V K esto nos conduce a
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la serie de desigualdades.
CA ?_ CE > St - E_T(T_E)K 2 St -K

La ecuacién anterior nos asegura que el precio de la opcién es al menos igual
& la ganancia derivada de ejercer la opcién inmediatamente, esto nos hace
concluir que no es conveniente ejercer inmediatamente la opcién. Como esta
conclusién es vilida para todo tiempo t < T, se concluye que en el caso de
una opcidn call americana que no paga dividendos tampoco conviene ejercerla
antes del tiempo de expiracién por lo tanto C4 = Cg. Esto no sucede as{ para
las opciones put.
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Capitulo 2

Modelos Discretos

En 1973 Black y Scholes dieron a conocer su mo-
delo de valuacién de opciones, los modelos discretos vinieron después (no fue
sino hasta 1979 que aparecié el modelo binomial de Cox-Ross—Rubinstein),
asf que si deseara ser historicamente correcto, deberia exponer primero los
modelos continuos. Sin embargo de no ser por este orden cronolégico, no veo
ninguna. dificultad para exponer primero los modelos discretos. De hecho el
objetivo de este capitulo es presentar los modelos discretos como un preludio
a los modelos cont{nuos, es decir, los modelos cont{nuos se desarrollardn como
si eatos fueran consecuencia natural del desarrollo de los modelos discretos.

Aunque matematicamente lo modelos discretos son menos sofisticados que
los cont{nuos, los modelos discretos tienen atributos muy valiosos. Son més
accesibles desde el punto de vista técnico, lo cual nos permite usar herramien-
tas menos complejas para su comprensién. Numéricamente nos proporcionan
métodos muy dtiles para la valuacién de activos contingentes. Y lo que es
méds importante, los problemas econémicos subyacentes a la valuacién de ac-
tivos contingentes se resuelven con mayor facilidad y se entienden mejor si
los atacamos en el caso discreto.

2.1. Las reglas del juego

Todo modelo requiere de supuestos, es imposible modelar un determinado
fendmeno y que tomemos en cuenta y controlemos absolutamente todas las
variables. Al desarrollar un modelo es indispensable hacer una serie de sim-
plificaciones que permitan estudiar el fenémeno, teniendo cuidado de que
tales simplificaciones no sean demasiado restrictivas. Los modelos que aqui
se estudian no son la excepcidn, asi que comenzamos estableciendo las reglas
del juego.

13
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No existe friccién en el mercado. Es decir supondremos que no existen
costos de transaccién ni comisiones, en ocasiones estos costos pueden
cambiar las decisiones de los inversionistas. En los modelos que aqui se
exponen se supone que no existen dichos costos.

Los inversionistas son “tomadores de precios”. Esto quiere decir que
ningun inversionista tiene la posibilidad de afectar por si solo los precios
de un activo.

No existe informacién privilegiada. Todos los inversionistas tienen ac-
ceso a la misma informacién.

Los activos son perfectamente divisibles, En otras palabras, cada inver-
sionista puede tomar posiciones en el mercado que no necesariamente
impliquen un nimero entero de contratos.

Todos lo inversionistas pueden prestar o pedir prestadas cantidades
ilimitadas de efectivo y las tasas a las que se presta son iguales a las
que se pagan cuando se pide prestado. A veces este supuesto se justifica
argumentando que cuando se piden prestadas o se prestan cantidades
de efectivo muy fuertes, el diferencial de tasas (el spread de tasas) no
es muy amplio.

También se supondré que existe la posibilidad de vender en corto cual-
quier instrumento y sin costo alguno. Adem4s, los mercados gozan de
completa liquidez, es decir, se puede vender o comprar cualquier ins-
trumento en cualquier momento y en cualquicr monto.

Tal como se dijo, todos los supuestos anteriores son limitantes de los

modelos que se exponen en esta tesis, existen numerosos modelos que relajan
varias de estas limitantes, sin embargo en este trabajo estos supuestos estardn
presentes en la mayorfa de los modelos desarrollados.

2.2. La ley de los grandes nimeros Vs no arbitraje

Supongamos que alguien nos ofrece un juego, unos nobles y tradicionales

volados, siempre tan utiles en la probabilidad. 5i la moneda es justa tendre-
mos un medio de probabilidad de ganar el juego, o mejor dicho, si jugamos
a los volados con una moneda justa esperamos ganar la partida aproximada-
mente la mitad de las veces, a decir verdad serfa muy probable ganar o perder
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de forma consecutiva varios de los primeros volados, pero a medida que si-
gamos jugando lo légico y natural es que ganemos al rededor de la mitad de
las partidas, poco probable es que ganemos o perdamos indefinidamente.

Pero si vamos a jugar vamos poniendo el juego un poco més interesante
y pongamos dinero de por medio. Supongamos que siempre que jugamos
apostamos al sol, es decir si sale sol nuestro oponente nos paga un peso, si
sale dguila no nos paga nada y nos quedamos con los bolsillog vaclos. La
pregunta serfa entonces, ;Cuanto debemos pagar por entrar a este juego?.
Analicemos un poco nuestras posibilidades, si jugamos una vez puede ser
que perdamos nuestra inversién o bien que ganemos el peso prometido. Si
perdemos no volvemos a ver m4s nuestra inversién y eso es todo, si ganamos,
tendremos en la bolsa un peso menos la cantidad pagada para entrar al juego,
es claro entonces que el pago para entrar al juego no puede ser mds de un
peso, seria tonto pagar un peso o mas. El costo entonces debe ser menor
& un peso, pero ;cuanto?. Veamos, si seguimos jugando a log volados una
y otra vez y la moneda es justa, a medida que sigamos jugando, la ley de
los grandes niimeros nos dice que, aproximadamente la mitad de las veces
ganaremos. Es decir la mitad de las veces ganaremos el peso y la mitad de
las veces habremos perdido la inversién. Al final del dfa, esperamos ganar
unos cincuenta centavos: % -0+ % -1 = 0,5 (menos el costo del juego por
supuesto), al menos eso es lo que nos sugiere la ley de los grandes niimeros.
Luego entonces, parece justo pagar cincuenta centavos por entrar al juego.
Si pagamos més la ley de los grandes nimeros esta en nuestra contra, puesto
que en el largo plazo solo ganaremos cincuenta centavos, evidentemente esto
no nos conviene, si pagamos menos entonces la suerte estd a nuestro favor y
en el largo plazo seguro ganaremos mas de lo que invertimos, es momento de
apostar cuanto tengatnos, y jugar, la ganancia es segura. Evidentemente esto
es bueno para nosostros pero seguramente nuestro oponente no estard tan
contento. El pago de cincuenta centavos parece justo. ;Que logramos con
esto? bueno, en el largo plazo no habremos ganado ni perdido nada, nuestro
oponente tampoco, estamos a mano. En conslusién: tal parece que el precio
Jjusto para el juego es aquel que nos garantice que la pérdida o ganancia
serd de cero para ambas partes, es decir los cincuenta centavos.

Hemos acordado que pagar menos de cincuenta centavos serfa una gran
oportunidad para nosotros pero una locura para nuestro oponente, estarfamos
en condiciones de apostar tanto como queramos, endeudarnos si es necesario
para aprovechar tan buena oportunidad. Pero,... jque pasa si en lugar de
jugar una y otra vez, s6lo podemos jugar una vez? que tal si pagamos menos
de los cincuenta centavos y ademds recibimos grandes sumas de dinero si
ganamos, pero en esta ocasién todo nos lo jugamos a un solo volado, ;Seria
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igualmente razonable empefiar todo nuestro patrimonio y més, a un solo
volado?

Bueno, pues esto es justamente lo que sucede en el mercado, si compramos
un instrumento derivado tenemos una sola oportunidad para jugar. ;Como
encontramos entonces el precio de un producto derivado?

Podemos empezar por analizar lo que sucederfa con el més simple de los
instrumentos derivados; el forward. El dia de hoy pactamos un precio K para
el bien subyacente y al tiempo de vencimieto T se intercambia a este precio,
sin importar cual sea el precio de mercado del subyacente en ese momento.
Denotemos con S, el precio del subyacente al tiempo ¢ y por el momento
supongamos que para el tiempo T el activo subyacente puede tomar s6lo uno
de dos valores:

g = 1Sy, 8i el precio sube.
T dSo, si el precio baja.

Si nosotros vendimos el forward, entonces al tiempo T tendremos que
entregar el activo, con un valor de St y recibiremos a cambio el precio pac-
tado K. Al tiempo T habremos incurrido en una pérdida o una ganancia de
ST — K segin sea el signo de la diferencia. De cualquier forma, al dfa de
hoy, sélo conocemos el valor esperado de esta cantidad E [Sy — K]. Como se
discutié en el caso de los volados, para que el juego sea justo esta esperanza
debe valer cero, es decir debemos encontrar un valor para K de tal modo
que la esperanza anterior valga cero, o mejor dicho el valor descontado de la
esperanza anterior sea cero, si es que tomamos en cuenta el valor del dinero
en el tiempo. Asi pues, si existe un mercado de dinero con tasa libre de riesgo
T, buscamos K de forma que

e TE[Sp - K] =0

suponiendo que la probabilidad de baja es igual a la de alza, se tiene entonces
que

K

1 1
E’LLS() -+ EdSO
= E[Sp]

JEs esto razonable? Tal como ocurria en el caso de los volados esto tiene
sentido si pudiésemos jugar una y otra vez, pero en este caso sélo tenemos
una oportunidad, en una sola partida nos jugamos todo, por ello debemos
ser més cuidadosos para asignar precios.

Como encontramos el precio justo entonces?. Enfoquemos el problema
de otra forma. De cualquier modo queremos asegurarnos de que el precio sea
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justo, que ningune de las partes obtenga ganancias extrordinarias, Pensemos
entonces en una alternativa que nos permita cumplir nuestras obligaciones de
la mejor forma posible. Si nosotros tenemos que entregar el activo subyacente
podrfamos comprarlo el dfa de hoy y conservarlo hasta el dfa de vencimiento
del contrato al tiempo T, lo entregamos y recibimos K a cambio, quedamos
cubiertos. i no queremos perder dinero, ;cual ser4 el valor de K en este caso?.
Si compramos el activo el dfa de hoy podemos pedir prestado Sy para realizar
la compra, con esto seremos capaces de entregar el subyacente oportunamente
en el tiempo T, sin embargo también tendremos que pagar el préstamo, es
decir, para cumplir con nuestras obligaciones debermos entregar el activo y
pagar Spe™T para saldar el préstamo. Por otro lado ya tenemos el activo que
debemos entregar y ademds, al momento de entregarlo nos pagan K, si no
queremos salir perdiendo, K debe ser suficiente para cubrir el préstamo, es
decir
K = Spe'T

Hemos encontrado otro valor para K, la pregunta ahora es si este nuevo valor
es mejor que el que encontramos a través de la ley de los grandes nimeros
o no. Bueno, no solo es mejor, de hecho hemos demostrado que si no quere-
mos perder dinero u ocasionar ganancias extraordinarias este es “el” precio
adecuado. Para ver esto claramente supongamos que K > Spe™”, como ya
vimos si pedimos prestado S el dia de hoy y compramos el activo subyacente
podremos cumplir con el contrato forward y ademés pagar el préstamo y adn
tendremos una ganancia de K — Spe™ > 0. jHemos obtenido una ganancia
libre de riesgo y sin poner un solo centavo de nuestra bolsa! en definitiva esto
no es aceptable desde el punto de vista econémico, aunque sea muy atrac-
tivo para nosotros, si recordamos los supuestos iniciales, recordaremos que
nos podemos endeudar tanto como queramos y que el mercado es completa-
mente liquido, de este modo, si repetimos esta operacién con tantos contratos
forward como queramos las ganancias que podemos obtener serfan arbitra-
riamente grandes, definitivamente jbuen negocioj.;Que pasa si K < Spe™T?
en este caso la estrategia es la opuesta, pero de cualquier forma nos conduce
a ganancias infinitas. En este caso podemos entrar al forward con la posicién
larga, al tiempo T deberemos pagar K por el activo subyacente. Si al dia de
hoy vendemos en corto el activo obtenemos So € inmediatamente lo inverti-
mos a la tasa r. Al tiempo T tendremos Sye’” en la bolsa, més que suficiente
para pagar el activo subyacente al precio K y cumplir con el contrato fo-
rward. Al expirar el contrato forward nos entregan el activo y lo devolvemos,
saldando asf la venta en corto y obteniendo una ganancia completamente
libre de riesgo Sye’” — K, de nuevo un excelente negocio para nosotros pero
inacepteble desde el punto de vista econémico, por tanto para evitar ganan-
cias extraordinarias la unica posibilidad que nos queda es que K = Spe'T. En
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cualquiera de los casos hemos encontrado una estrategia de arbitraje, una
estrategia que nos garantiza una ganancia sin arriesgar un solo centavo, mas
tarde se dard una definicién precisa de estrategia de arbitraje y estudiaremos
a detalle la forma de evitarlas, toda la teoria que se desarrollard se concentra
en eliminarlas.

En conclusién, s6lo el precio K (en este caso mejor conocido como pre-
cio forward)! obtenido a través de la eliminacién de estrategias de arbitraje
resulta razonable desde el punto de vista econémico.

Después de todo, jque fué lo que hicimos? primero observemos el precio
forward obtenido, en nada tiene que ver con la distribucién del precio del
activo subyacente. ;Se equivoca entonces la ley de los grandes nimeros?, no,
simplemente nos provee una informacién distinta, si K llega a ser igual a
E [S7] serd tan solo una extraordinaria coincidencia. ;Que podemos concluir
entonces si es que E[S7] > K o si E[Sr] < K7, pues en el primer caso
s6lo podemos concluir que segin nuestras expectativas el precio del activo
subyacente tender4 a subir, o al menos esperamos que quede por encima de K,
obviamente en el segundo caso esperamos que K quede por arriba del precio
del subyacente al tiempo 7. Sin embargo estas son s6lo nuestras expectativas,
otro inversionista puede pensar diferente y asignar distintas probabilidades a
los movimientos del precio del subyacente, nosotros asignamos un medio a la
probabilidad de alza y un medio a la probabilidad de baja, las percepciones
que otro inversionista tenga del mercado pueden ser completamente distintas,
de algiin modo esto es lo que da liquidez al mercado.

En segundo lugar, veamos que para encontrar el precio justo para K real-
mente lo que hicimos fue replicar el forward, si nosostros somos responsables
de entregar el activo subyacente al tiempo T entonces en ese momento ten-
dremos una pérdida o ganancia exactamente igual a K — Sy, si St es mayor
que K habremos perdido, pues habremos comprado muy caro el subyacente,
en otro caso habremos obtenido una ganancia. jQue fue lo que hicimos para
replicar el forward?. Por un lado compramos el activo el dfa de hoy y por
otro pedimos prestado Sp jcuanto vale este portafolio en el tiempo T7. El
activo evidentemente Sy, el efectivo que pedimos prestado —Sye™, en total
el portafolio vale St — Spe'T, si hemos calculado el precio forward correcta-
mente el portafolio valdrd Sr— K, como el forward vale precisamente K —Sr,
sin importar cuanto valga el subyacente, nosotros habremos eliminado cual-
quier posibilidad de pérdida o ganancia, hemos replicado el forward, bueno no
exactamente, realmente lo que hicimos fue cubrir nuestra posicién para evitar
cualquier pérdida para ello hemos replicado el forward en la posicién contraria

1En el caso de loa forwards es importante notar la diferencia entre precio forward K, y
el valor del forward S, — Ke™(T=%) al tiempo t. (5o — Ke ™7 = 0 en el tiempo 0)
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a la que tenemos, hemos replicado el pago que obtendrfa nuestra contraparte,
para replicarlo desde nuestra posicién debemos adoptar la segunda estrategia
que discutimos anteriormente, vendemos en corto el subyacente y el efectivo
lo invertimos a la tasa r, de este modo, al tiempo T nuestro portafolio vale
K — St si es que el precio forward esta correctamente calculado, lo cual es
exactamente igual al pago que nos ofrece el forward. Para que no existan
ganancias extraordinarias este portafolio y el forward deben tener el mismo
valor el dfa de hoy y claramente este portafolio el dfa de hoy vale cero, lo
mismo que el forward, (jcuidado! hablamos del valor del forward, no del pre-
cio forward K), por tanto el dfa de hoy Sy — Ke ™ =0 = K = Sye'7,
con esta estrategia hemos podido encontrar un precio libre de arbitraje para
Ky por consecuencia para el valor del forward, pero no sélo eso, también
hemos conseguido una forma de cubrirnos, dicho de otro modo, hemos en-
contrado un portafolio que replica el derivado, de modo que al venderlo®
evitamos cualquier pérdida.

Resumiendo; la idea que seguimos para encontrar el precio forward fue
replicar el valor del forward, si encontramos un portafolio que pague el dfa T
exactamente lo mismo que el forward, forzosamente deben valer lo mismo al
dia de hoy. Esa serd la estrategia a seguir para valuar instrumentos derivados
més complejos, para el forward fue ficil ;serd igual de fécil para las opciones?
al menos en el caso discreto si lo es, habrd que ser un poco més cuidadosos
con lo que definimos como arbitraje y la manera de evitarlo, pero atn en el
caso continuo, el objetivo serd evitar las posibilidades de arbitraje y encontrar
portafolios replicantes.

Apenas empezamos, pero ya se ha hecho un primer intento de entender el
problema. En las siguiente secciones se comenzard el anélisis de las opciones
europeas vainilla, principal objeto de estudio de esta tesis, se empezard de
forma muy intuitiva y poco a poco se ird complicando y formalizando.

2.3.  Modelo Binomial (Primera Parte)

El modelo binomial fue propuesto en 1979 por Cox, Ross y Rubinstein,
y en muchos libros este es el nombre que se le da: modelo de Cox-Ross-
Rubinstein. Tal como lo dice el nombre de su artfculo, el modelo binomial es
un acercamiento simple, pero muy poderoso a la valuacién de derivados. En
esta primera parte se usa la versién mds simple del modelo, el modelo de un
solo periodo.

?Realmente no se trata de vender el portafolio replicante, ai no de tomar las posiciones
contrarips a las involucradas en este portafolio replica.
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En la seccién anterior se discutié ampliamente la valuacién de un forward
y se explicé la forma de replicarlo, dijimos también que esta, serd la estrategia
& seguir para valuar instrumentos -derivados mds complejos. La pregunta
inmediata es entonces, jserd tan ficil encontrar el portafolio replicante para
una opcién, tal como lo fué para el forward? esta seccién intenta dar una
primera respuesta a esta pregunta.

El objetivo que buscamos ahora es dar precio a una opcién de compra,
europea vainilla y las herramientas con que contamos son pocas, veremos
entonces hasta donde podemos llegar con ellas. La primera idea serfa repetir
lo que hicimos con el forward para poder cumplir con el contrato, trataremos
de replicar la opcién.

Primero acordemos algunas cosas, ahora K no es més el precio forward,
ahora es el precio de ejercicio (strike price), y es el precio al que pactamos
intercambiar el bien subyacente al tiempo T de expiracién del contrato, al
igual que en el forward, S, es el precio del subyacente en el tiempo ¢, en el caso
del forward no se especificé, pero es obvio que ¢ € [0, T]. Repasemos un poco
el pago de la opcién: dado que una opcién de compra nos otorga el derecho
pero no la obligacién de comprar el subyacente al tiempo T, evidentemente
esta se ajercerd sélo si Sy > K, en cuyo caso la ganancia o valor de la opcién
en T serd Sy — K, si Sr < K la opcién no es ejercida y por tanto en la
fecha de vencimieto vale cero. Si llamamos H (Sr) a la funcién de pago de la
opcidén en su vencimiento, entonces

ST—K, 8iSr—K >0

H(ST):(S’"_K)+:{0 si Sp~ K <0

es claro que para el caso del put H(Sr) = (K — Sr)y.

Hagamos entonces un primer intento de replicar la opcién. Empecemos
por tratar de repetir lo hecho con el forward, en su momento intentamos bus-
car una forma de cubrirnos. Supongamos que nosostros vendimos la opcién,
en jerga financiera nosostros tenemos la posicién corta en la opcién, busca-
mos entonces un portafolio que nos asegure cumplir con nuestras obligaciones
al dfa de vencimiento sin perder dinero alguno.

Veamos hasta donde podemos llegar siguiendo el mismo razonamiento
que nos condujo a valuar el forward. Compramos el activo subyacente el dia
de hoy y lo conservamos hasta la expiracién de la opcidn. ; Que logramos con
esto?, si el precio del subyacente es tal que St > K entonces nos ejercersn
Ja opcién, debemos entregar el subyacente y a cambio nos pagan K {buenas
noticias! tenemos en la mano el subyacente y por tanto no tenemos ningin
problema para entregerlo, sin embargo hemos incurrido en una pérdida igual
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a Sr— K, y puede ser aiin peor si es que en un principio nos endeudamos para
comprar el activo subyacente, en este caso, ademés de la pérdida ocasionada
por la opcién tendremos también que pagar el préstamo. Si en un inicio
vendimos la opcién por Cy, e invertimos esta cantidad a la tasa libre de
riesgo r entonces nos gustarfa que esta cantidad fuera suficiente para pagar
nuestra pérdida, es decir nos gustarfa que Coe'™T = Sr — K + Spe'T, esto se
ve bastante extrafio, de hecho nuestro “precio”depende de Sr, el precio del
subyacente en T, el cual al dfa de hoy es completamente desconocido para
nosostros, ;nos sirve este “precio”de algo?, la respuesta es un rotundo no. Al
final, tal parece que las noticias no eran tan buenas.

{Que pasa si Sr < K? en este caso la opcién no sers ejercida, y no
tenemos que entregar nada, tampoco nos pagan nada. Hasta shora més o
menos buenas mnoticias. Si en un principio nos endeudamos pars. COmprar
el subyacente, entonces tendremos que pagar el préstamo, y lo tGnico que
tenemos para pagarlo es la bien subyacente mismo y lo que hayamos ganado
por la venta de la opcién m4s los intereses. Si deseamos eliminar cualquier
posibilidad de pérdida entonces necesitamos que Coe'T + Sy = SpeT de
nuevo, si tratamos de deducir un “precio”de aqui, éste estarfa en funcién de
St lo cual como dijimos, el dfa de hoy es completamente desconocido para
nosotros. Este “precio”, tampoco nos sirve. Significa esto que no podemos
replicar la opcién?. No es asf, simplemente necesitamos buscar otra forma de
construir el portafolio replica.

En nuestro primer intento de replicar una opcién conviene empezar con
un modelo muy simple y el que hemos elegido es el modelo binomial de un
solo periodo. Primero tenemos que establecer las reglas del modelo, vamos
8 suponer que solo existe un periodo, es decir el mundo comienza el dia
de hoy y se acaba el “dfa de mafiana”, cualquier cosa que el dfa de mafiana
signifique, esto puede ser dentro de un dia, dentro de una hora, de un segundo
o de lo que sea. De manera formal, solo podemos negociar en dos fechas, al
tiempo O (el dfa de hoy) y al tiempo T (el “dfa de mafana”) asf si nos
referimos al valor del subyacente al tiempo ¢ entonces ¢t = 0,T. El siguiente
supuesto es igualmente importante y ya se hizo en el caso de los forwards,
s6lo que entonces no tuvo mayor importancia. Supondremos que el precio del
subyacente vale Sp al dfa de hoy y que maifiana, al tiempo T, puede tomar
solamente uno de dos valores posibles, S, si sufre una alza o Sy si sufre una
baja. El modelo que usaremos serd multiplicativo es decir St es de tal forma
que

S — S, = uS,, st el precio sube
= Se¢ = dS, si el precio baja

donde u y d son un par de constantes. Tradicionalmente lo anterior se repre-
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genta graficamente a través de un drbol binomiaFPen este caso de una sola
rama.

(1) @
(5 (5.

(55) o

Figura 2.1: Arbol Binomial,
Adems4s, sl S, y Sy representan una alza y una baja, es 16gico suponer que
0<d<l<u

la condicién de positividad también tiene mucho sentido, si esto no ocurriera
quiere decir que en un momento dado podrian existir precios negativos, esto
claramente no es razonable.

Si ademds suponemos, como lo hemos hecho ya, que también existe un
mercado de dinero, en el cual podemos invertir y pedir prestado a una tasa
libre de riesgo r, entonces tendrfamos que pedir ain m4s, tendriamos que
pedir que

O<d<ltr<u

esto, como es de esperarse tiene no sélo una explicacién basada en el sentido
comin, tiene porsupuesto una explicacién basada en arbitraje. Si la condicién
anterior no se d& entonces podemos encontrar una estrategia de arbitraje.
Para verficar esto supongamos primero que 0 < d < u < 1+ 7, en este

3En este caso la grafica resultante efectivamente es un Arbol en el sentldo de la teorfa
de gréficas, M4a tarde veremos los llamados drboles binomialea recombinantes loa cuales
no son drboles en el sentido de la teorfa de graficas, para evitar este problema algunos
autores les llaman reticulas en lugar de Arboles. Aquf se cometerd un ligero abuso y se
continuard lamdndolos arboles.
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caso podemos vender en corto el activo subyacente el dfa de hoy y obtener
So inmediatamente, si invertimos esta cantidad a la tasa libre de riesgo, al
tiempo T tendremos en la bolsa Sy (1 + 7) > uSp > dSy, por tanto estarfamos
en condiciones de devolver la accién ganando ademés un excedente de forma
segura y sin invertir un solo peso de nuestra bolsa, hemos encontrado una
estrategia de arbitraje. Si lo que ocurre es que 0 < 1 4+ 7 < d < u, la
estrategia a seguir es la siguiente: nos endeudamos a la tasa libre de riesgo y
con lo obtenido compramos el subyacente el dia de hoy, un periodo después
tendremos que pagar Sy (1 4 r), pero el activo vale ahora S que en cualquier
caso es mayor que nuestra deuda, por lo tanto podemos cumplir nuestros
compromisos y ganamos un excedente libre de riesgo, nuevamente sin invertir
un solo peso. Notemos ademds que es necesario que las desigualdades sean
estrictas, pues basta con que se de alguna igualdad para obtener arbitraje.

Por iiltimo observemos un detalle quizds un tanto trivial, el suponer que
existe un mercado de dinero en el cual se puede invertir o pedir prestado
a una tasa libre de riesgo r significa que en el mercado ademss de tener
el bien subyacente para invertir, tenemos un bono, que es el que nos paga
la tasa libre de riesgo, asf es que si queremos invertir a la tasa r, lo nico
que tenemos que hacer es comprar las unidades necesarias del bono, por el
contrario, 8i lo que desamos es pedir prestado entonces emitimos el bono.
Observemos que aunque por lo general el invertir o pedir prestado significa
invertir en un bono, en realidad este instrumento se comporta més como una
cuenta bancaria que como un bono.

Ahora si, una vez impuestas las bases de nuestro modelo, regresamos a la
pregunta inicial jcomo podemos replicar la opcidn?. La idea es la siguiente:
atin cuando no sepamos el precio de la opeién supongamos que la vendemos al
precio Cy, éste es el precio que deseamos determinar. Con el dinero obtenido
compramos el bien subyacente, ;cuantas unidades?, ya vimos que comprar
una unidad por cada contrato de opciones no necesariamente funciona, por
tanto compraremos una cantidad ain desconocida A,. Hasta el momento el
valor neto de nuestra posicién en efectivo es

Co — A5y

dado que hemos vendido el call y comprado el subyacente. Esta cantidad
puede ser positiva o negativa, no lo sabemos, pero si ésta es positiva, quiere
decir que el efectivo obtenido por la venta de la opcién fue mds que suficiente
para comprar las Ay unidades del activo subyacente. Evidentemente no de-
jaremos este excedente debajo del colchén, por lo tanto lo invertimos a la
tasa libre de riesgo. En el caso de que la diferencia fuera negativa, entonces
el efectivo procedente de la venta de la opcién no fué suficiente para comprar
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las Ay unidades del bien subyacente, y por tanto es necesario endeudarse a
la tasa libre de riesgo por un monto exactamente igual a esta diferencia.

Si tomamos al tiempo transcurrido hasta el tiempo T como una unidad
de tiempo, entonces al término de este periodo nuestro portafolio valdrs

ApSt + (Co — ApSp) (1 +7)

Ahora bien, no olvidemos nuestro objetivo; lo que deseamos es replicar la
opcién, deseamos encontrar un portafolio tal que el dfa de mafiana nos pague
exactamente lo mismo que la opcidn, sin importar lo que suceda. Para lograrlo
llamemos C), al valor de la opcién si es que el precio del subyacente sube,
y Cq si es que el precio del subyacente baja. As{ pues, lo que deseamos es
que nuestro portafolio valga C, cuando el subyacente suba y valga C; si
el subyacente baja. Si esto sucede, por fuerza el valor del portafolio y el
de la opcidn el dia de hoy deben ser iguales, de otro modo encontrarfamos
posibilidades de arbitraje. Si usamos las propiedades impuestas al valor Sr
del subyacente en el tiempo T por el modelo binomial, podemos traducir
nuestro objetivo a las siguientes ecuaciones.

Cy = AguS)+ (Co - AOSO) (1+7)
Cd AgdSy + (Co - AoSo) (1 + r)

Lo \inico que hemos hecho es sustituir el valor de Sr en el caso de alza y
baja de acuerdo a lo establecido por el modelo binomial. Queda claro que si
se cumplen las ecuaciones anteriores entonces habremos logrado replicar la
opcién. Notemos ademds que tanto C, como Cy son conocidas, estdn deter-
minadas por la funcién de pago H(Sr), y conocemos los valores que puede
tomar Sr. De hecho las tnices variables desconocidas son Cj y Ay, jestas
si son buenas noticias! pues tenemos un sistema de dos ecuaciones con dos
inc6gnitas. Lo tinico que tenemos que hacer para encontrar el valor Cp de la
opcidn al dia de hoy, es resolver el sistemna.

Restando la segunda ecuacién de la primera se obtiene

Cy - Cy
(u—d)Sp’

sustituyendo el valor de Ag en cualquiera de las dos ecuaciones encontramos
el valor Cj de la opcién al tiempo 0:

1 (1+r)—d
_1+r{ T Cd}

Cy— Cd = Ao(’U,S() - dSo) = Ay =

Co
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{Finalmente hemos encontrado el precio de la opcidén!, sin embargo, la
historia atn no termina, ain hay mds conclusiones que se pueden obtener
de este modelo. Primero, observemos que efectivamente encontramos un por-
tafolio replicante, invertimos Aq en el activo subyacente y Cy — ApS, en el
bono, estas posiciones nos garantizan que el portafolio valdra exactamente
lo mismo que la opcién en el momento de su expiracidén, con ese fin se cons-
truyé el modelo. Ay €s la niimero mégico, es el niimero de unidades del activo
subyacente necesarios para replicar la opcién, pero como hemos visto ante-
riormente, no solo hemos logrado valuar la opcién, si “vendemos”el portafolio
replicante también habremos cubierto la opcién perfectamente.

Para resolver el problema usamos dos variables nuevas, C, y Cy4, de hecho
estos son los dos posibles valores de la opcién al tiempo 7. Claramente, el
valor de la opcién en su vencimiento est4 en funcién de Sp. Si llamamos Cr
al precio de la opcién al tiempo T, entonces Cr(S.) = Cy y Cr(Sa) = Cq,
considerando esto, podemos escribir Ay como

Cr (Su) — Cr (Sa)
Su — 54

Ay =

si hacemos S, ~ Sy = 45, entonces
A — Cr(Sq+6S) — Cr (Sa)
0 58
A medida que 65 — 0, A, tenderd a la derivada de la opcién con respecto

a S el precio del subyacente. Por ahora este resultado sélo se recomienda
mantenerlo en la memoria, m4s tarde se ahondar4 al respecto.

Regresemos al precio de la opcioén, y veamos que

(1+r)—d+u—(1+r):

1
u—d u—d
ademds tuvimos el cuidado de hacer notar que 0 < d < 1471 < u por tanto
1+ry—d u—(1+7)
—_— > —_— >0
u—d 0 w—d ~
Y por supuesto ambos cocientes estdn bien definidos. Si hacemos
. _(l+r)-d . u—(1+r)
= —_— l-p= —- 7
P u—d y p u—d

podemos reescribir el precio de la opcién como

1 . -
Co = m{PCu +(1 - p)Ca}
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dadas las propiedades de 5, tenemos que P= (,1 — p) cumple las condiciones
de una medida de probabilidad, por lo tanto podemos escribir Cy como

1
Co = mmﬂ (Cr]

es decir, Cj es igual al valor presente de la esperanza bajo P del pagoCrdela
opcién al tiempo T. Por ahora esto no pasa de ser una simple curiosidad, mas
tarde veremos lo crucial de este hecho. Pero antes de concluir esta reflexién
observemos que la probabilidad PP nada tiene que ver con la probabilidad
de que Sy tome el valor S, o Sy, de hecho ni siquiera hemos tomado en
cuenta esta probabilidad, el precio de la opcién no depende de ella, el precio
he sido obtenido por completo a través de argumentos de no arbitraje, en
ninghin momento hemos considerado nuestras expectativas de alza o baja de
los precios del subyacente, en este sentido la probabilidad ]"15, no representa
las expectativas de inversionista alguno®, mantengamos este hecho bien claro
y disponible en la memoria, pues es otro de los fundamentos en la valuacién
de activos contingentes (derivados o activos contingentes, se usarén como
términos equivalentes).

Por utlimo, antes de dejar esta seccién hagamos un pequefio ejercicio.
Cuando discutiamos el problema del forward usamos tasas de interés conti-
nuas, en el caso que acabamos de analizar usamos tasas discretas, esto no
tiene la menor importancia, si tomamos tasas continuas en lugar de discretas,
simplemente la probabilidad PP cambia a

erT__d _ ,u_erT

D= ]_— =
P u—d y P u—d

recordemos ahora que al momento de calcular el precio forward K lo primero
que intentamos fue usar la ley de los grandes nimeros y usar las probabili-
dades de alza y baja para calcular K, bueno somos necios y volvemos a lo
mismo, s6lo que en este caso no usaremos las probabilidades “reales”, en este
caso usaremos [P, y calculamos:

K = puSo+(1—p)dSo

1 rT

et —d u—e
= 5

p— U + P dS()
= 7S,

‘méa tarde veremos que esta es la probabilidad neutral al riesgo y la definiremos correc-
tamente, por el momento basta con que notemos que esta probabilidad, definitivamente
no representa las expectativas de Inversionista alguno.
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jeeeh...! | que pasd?, tal parece que al final de cuentas no estabamos tan
mal tomando la esperanza del precio del subyacente, simplemente necesita-
bamos la probabilidad adecuada. ;Se podr4 hacer halgo similar con derivados
més complicados?. Todo con calma, vamos poco a poco. Tomando en cuenta
esta iltima observacién notemos que al momento de encontrar el valor Co,
jamds utilizamos la forma funcional de H (Sr), esto significa que el pre-
cio funciona para cualquier tipo de derivado, no importa que tan compleja
sea su funcién de pago H (Sr), no sélo funciona con la simple funcioncita
H(Sr) = (8r — K),, podemos usar el modelo binomial para valuar deri-
vados con funciones mds complicadas, siempre y cuando el derivado sea de
tipo europeo®, la funcién de pago solo tiene como limite la irnaginacién de los
inversionistas®. En verdad que el modelo binomial es simple, jpero vaya que
tiene potencial, se antoja complicarlo para ver hasta donde podemos llevarlo,
esto lo haremos posteriormente.

Hasta aqui la primera parte del modelo binomial, posteriormente regre-
saremos a él, por lo pronto trataremos de desarrollar sobre una base més
formal el caso de modelos de un solo periodo.

2.4. El modelo de un solo periodo

En las secciones anteriores se encontraron resultados muy interesantes,
se usaron de manera muy intuitiva algunos hechos importantes para la va-
luacién de derivados y finalmente se lleg6 a un primer precio para las opciones
europeas. En esta seccién se presenta el modelo general de un sélo periodo,
por supuesto a tiempo discreto. El modelo binomial cabe en esta cajita y por
tanto en esta seccién se dardn las bases formales del mismo y aiin méds. De
hecho lo que se dardn son las bases econémicas que dan robustez a nuestros
modelos discretos. La gran mayorfa de los hechos que aqui se discuten se
pueden generalizar con cierta facilidad para el caso continuo, en su momento
esto nos permitird compreder con mayor facilidad estos modelos, de hecho
el problema econémico subyacente a la valuacién de derivados se puede dar
por resuelto en el caso discreto, en el momento que pasemos al caso continuo
simplemente necesitaremos de herramientas m4s complicadas para encontrar
un precio, sin embargo desde el punto de vista econémico ya no serd necesario
introducir nuevos conceptos,

La estrategia que hemos seleccionado para valuar derivados es la de re-

®De hecho también puede ser usado para opciones americanas, 80lo e necesitan pe-
quefias modificactones y un poco de m4s cuidado.
%Y vaya que la tienen!
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plicarlos, buscamos construir un portafolio que nos garantice el mismo pago
que el derivado en todo momento, en esta seccién se muestran las propieda-
des que desearfamos que existieran en el mercado para que esta estrategia
de valuacién tenga sentido econémico, asf que hasta cierto punto el modelo
que aqui estudiaremos es més un modelo de equilibrio del mercado que un
modelo de valuacién, sin embargo los precios que asignemos a los derivados
deberdn curmplir con todas las condiciones que garanticen tal equilibrio, de
acuerdo con el modelo que se propone.

2.4.1. Los supuestos del modelo

Comencemos con los supuestos del modelo. El primero tiene que ver con
el tiempo; s6lo se puede negociar en dos fechas, el tiempo 0 y el tiempo T. Es
decir el tnico periodo que consideramos es el que transcurre entre 0 y T Se
puede considerar a T como el tiempo 1, en nuestro caso hemos usado siempre
T pues es la fecha reservada para la expiracién del activo contingente.

El segundo supuesto tiene que ver con la aleatoriedad del mercado. Su-
pondremos que existe un espacio muestral finito

Q= {wlwa)"'le}-

Cada w; se puede considerar como un estado de la naturaleza, este estado
es desconocido el dfa de hoy, pero al tiempo T es conocido para todos los
inversionistas. En el modelo binomial este espacio era de sélo dos elementos,
en uno de ellos el inico activo riesgoso (ademss del derivado) del mercado
sufrfa una baja y en el otro una alza. Aqui permitiremos un niimero finito
de estados, quizds mayor a dos.

Para completar el espacio de probabilidad necesitamos afiadir una o-
dlgebra y una medida de probabilidad. Podemos suponer que la o-dlgebra es
27 alin no nos preocupa darle propiedades especfficas, por el momento sélo
nos interesa pensar en ella para poder definir correctamente una medida de
probabilidad P. Lo dnico que le exigimos a esta medida de probabilidad es
que P(w) >0 V w e Q. Este pequeiio detallito es importante conservarlo
en la memoria.

Esta medida se puede concebir como la medida “objetiva”del mercado.

Suponemos que existe un mercado de dinero donde podemos prestar y
pedir prestado a una tasa libre de riesgo r. Para cubrir nuestras necesidades
en este mercado compramos ¢ vendemos un bono que paga la tasa libre de
riesgo. Aunque la tasa se puede considerar aleatoria, nosotros supondremos
que es determinfstica.



2.4. El modelo de un solo periodo 29

En el modelo binomial sélo tenfamos tres activos, el bono, el bien sub-
yacente y la opcién. Ahora supondremos que existen N + 1 activos en el
mercado y que definen un proceso de precios™S = {Si(w):t=0,Tyw € Q}
con 8¢(w) = (So(w,t), S (w,2),...,Sy (w, 1)) tradicionalmente se toma al
precio Sy (w, t), como el precio del bono en el tiempo ¢. Este precio es deter-
minfstico en todo momento, en este sentido realmente no depende de w, atin
m4s, dada esta caracteristica conocemos su precio en cualquier momento, en
el tiempo 0 Sy(0) = 1 y en el tiempo T, So(T) = 1 + r. Ser4 ttil definir
la variable 8, = 1/5y(t), esta variable es mejor conocida como el factor de
descuento.

Los N activos restantes son activos riesgosos, entre ellos tenemos a las
acciones a las opciones y a cualquier otro bicho raro que 8e Nos ocurra cuyo
precio al tiempo T sea desconocido.

Todo lo que discutiremos en esta seccién estard construido sobre esta base.

2.4.2. Arbitraje

Ya hemos usado en innumerables ocasiones la palabrita, una y otra vez
hemos hablado de lo importante que resulta eliminar cualquier posibilidad
de arbitraje y hasta el momento lo més cercano a una definicién formal de
arbitraje la hemos dado cuando dijimos que al evitar el arbitraje evitaba-
mos la posibilidad de hacer ganancias extraordinarias, ganancias obtenidas
sin invertir, ni arriesgar dinero alguno. Bueno llegé el momento de definir
arbitraje correctamente, lo haremos en esta seccién, aunque tendremos que
ir construyendo y justificando la importancia de esta definicién poco a poco.

En términos muy generales concebimos la posibilidad de arbitraje como
una posibilidad de ganar dinero sin arriesgar nuestro patrimonio, se suele
decir que hacer arbitraje es “hacer dinero sin dinero”, esto nos puede paracer
verdaderamente absurdo en términos econémicos.b.

La pregunta precisa serfa entonces jqua tan absurda puede ser una opor-
tunidad de arbitraje?. Bueno jque tan absurdo suena el que nos regalen di-
nero?, esto parece suficientemente absurdo como para que empecemos desde
aqui. Ahora bien, en finanzas, ;que significa que nos regalen dinero? no pen-
semos que es tan absurdo como el que venga alguien y nos lo entregue en

"En realidad quiz4 atn le queda grande el nombre de proceso, puesto que es aleatorio
solo en el tiempo T, el dfa de hoy los precios son conocidos.

8 Aun que en la vida real estas posibilidades ocurren todo el tiempo, de hecho el objetivo
de muchos inversionistas consiste en detectar este tipo de posibilidades, para sacar provecho
de eatos desequilibrios del mercado.
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propia mano, hay que tener un poco de creatividad para encontrar una po-
sibilidad de estas y en general se derivan de una valuacidn incorrecta de uno
o més de los activos presentes en el mercado.

Supongamos que al tiempo 7' el i-ésimo activo riesgoso vale D y el j-
ésimo activo riesgoso vale 200, no conocemos el valor que puede tomar D,
de hecho esta es una variable aleatoria, sin embargo el supuesto es que esta
relacién se cumple para toda w. | Que pasa si el dfa de hoy 5;(0) > 25;(0)?
(por comodidad se omite la dependencia de w en el tiempo 0, de hecho el
precio es conocido en este momento). Si vendemos en corto el activo j el dfa
de hoy y compramos dos unidades del activo ¢, al tiempo cero obtenemos una
ganancia inmediata igual a S;(0) —25;(0) > 0, como al tiempo T, el valor del
activo ¢ es D, el de j es 2D y tenemos dos unidades del activo ¢, al tiempo
T podemos pagar la venta en corto sin dificultades. En resumen, el dia de
hoy hicimos una ganancia inmediata de §;(0) — 25;(0) > 0 y ademés hemos
eliminamos cualquier posibilidad de pérdida el dfa de mafiana. ;Es esto o no
conseguir dinero gratis?.

La idea anterior se puede extender a portafolios completos, si considera-
mos un par de activos que en T valen D) y D, v el dfa de hoy valen P, y
P, entonces un portafolio que pague al tiempo T, D) + D, al dia de hoy
debe valer P, + P, si el precio de este portafolio al tiempo cero fuera distinto
podriamos encontrar una ganancia inmediata eliminando al mismo tiempo
cualquier posibilidad de pérdida al tiempo T

En conclusién; para que los precios de los activos en el mercado ten-
gan sentido, la valuacién de los portafolios debe ser lineal. Si esto ocurre,
entonces se dice que se cumple la ley de un solo precio. Para definir este
hecho con precisién es necesario definir dos conceptos. Una estrategia de
inversién ¢ es un vector (¢, é1,...,¢n) que describe el portafolio que un
inversionista mantiene entre el tiempo 0 y el tiempo T, es decir ¢; es la can-
tidad que el inversionista tiene invertida en el activo ¢, en particular ¢y es
la cantidad invertida en el activo libre de riesgo. Cuando veamos los mode-
los multiperiodo esta definicién se formalizard un poco més. Si ya tenemos
un portafolio, definimos un proceso de precios para el portafolio, el proceso
V = {Vi{w),t =0,T y w & Q}, describe el valor del portafolio al tiempo ¢
Vi(w) es entonces:

N
Vi (w) = ¢oSo (w, 1) + Y 6iSi (w, t) = ¢ - Se(w)
i=1
Ademés del proceso de precios para el portafolio, podemos definir un proceso
de ganancias G

Gw) = Vr(w) -V
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Recordando que Sp(0) = 1y So(T) = 1+4r y considerando la caracterizacién
del proceso V podemos escribir el proceso de ganancias como

N
G(w) = gor + > $AS;

i=1

donde AS; = Si(w,T) — Si(w,0). Esta ltima igualdad es muy importante,
puesto que se da por hecho que cualquier cambio de valor en el portafolio
depende tinicamente de los cambios de valor en los activos que lo componen
y no debido a la adicién de capital externo.

Considerando el valor del dinero en el tiempo definimos el proceso de
precios descontados S = {S;(w) : t =0,T y w € Q} haciendo

5',—(w, t) = ,BtS,-(w, t)
dicho de otro modo, hemos hecho constante al precio del bono, en este sentido
se dice que el bono es el numerario. Con este proceso de precios podemos es-

cribir el proceso de precios descontados del portafolio y el proceso descontado
de ganancias como

N
Vi (w) = ¢S (w, ) + Z ¢S (w, )

Gw) = Vp(w) - Vy

tomando en cuenta la definicién de S;(w,t) podemos reescribir V; como

N
Viw) = do+ Y 6iSi(w,2)
-1

Vi (w) Bt

por lo tanto
N
G(w) =) ¢S,
i=1

donde AS; = Si(w, T) - S',-(w, 0).

Con estos elementos a la mano podemos deteminar con precisién en que
momento se cumple la ley de un solo precio.
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DEFINICION 2.1 (LEY DE UN SOLO PRECIO)
Se dice que la ley de un solo precio se cumple si no existen dos estrategias ¢
y @" tales que

Vr(w) = Vi (w) para todo w € 2 y Vp > V.

Dicho de otro modo, si se cumple la ley de un solo precio entonces no existe
ambigiiedad con respecto al precio que debe tomar un activo al tiempo 0. Si
somos observadores, habremos notado que al tratar de replicar un derivado
para encontrar su precio, lo tinico que hemos hecho es hacer valer la ley de
un solo precio. Sin embargo las inconsistencias que se pueden presentar en el
mercado, pueden ser menos evidentes que la sola violacién de la ley de un solo
precio, esto nos obliga a ser desconfiados y a tratar de encontrar condiciones
que nos aseguren la ausencia de tales inconsistencias del mercado.

Cuando se viola la ley de un solo precio, podemos encontrar un par de
portafolios que nos aseguran el mismo pago al tiempo T pero que el dia de
hoy tienen un valor distinto.

Pensemos ahora al revés, ;que pasa si el dia de hoy tenemos dos portafolios
que valen lo mismo, pero con seguridad uno de ellos vale mds al tiempo
T7 evidentemente esto tampoco tiene sentido. Este tipo de estrategias por
supuesto que tienen nombre.

DEFINICION 2.2 (ESTRATEGIA DOMINANTE)
Se dice que ¢ es una estrategia dominante si existe una estrategia ¢* tal que

Vo =V y Vi (w) > V} (w) pare todo w € Q.
En este caso se dice que la estrategia ¢ domina a la estrategia ¢*.

Cuando se viola la ley de un solo precio podemos obtener una ganancia
inmediata eliminando la posibilidad de pérdida en el futuro, en el caso de
lag estrategias dominantes, siguiendo argumentos similares a los de la ley
de un solo precio, podemos obtener una ganancia segura en el futuro sin
invertir un solo peso hoy, claramente eso no tiene sentido. A primera vista,
parece que evitar las estrategias dominantes nos garantiza cumplir con la ley
de un solo precio y viceversa, desgraciadamente esto no es asf. La siguiente
proposicién nos muestra la relacién que existe entre la ley de un solo precio
y las estrategias dominantes.

PROPOSICION 2.1
Si no existen estrategias dominantes entonces la ley de un solo precio se
cumple.
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PRUEBA.

A decir veradad lo que se probard es que si se viola la ley de un solo
precio entonces existen estartegias dominantes. Esto es suficiente para probar
la proposicién.

Si la ley de un solo precio falla, podemos encontrar un par de estrategias
¢’y ¢ tales que
V>V y Vi) = VW) Ywen

por la linealidad en la definicién del proceso de precios de un portafolio y
dado que §; > 0, la condicién anterior se cumple sf y sélo si

>V vy Viw) =W Ywen
lo cual implica que A X
G'W) <G"(Ww) Ywe

si definimos la estrategia ¢ como ¢; = ¢/ — ¢, para i = 1,..., N entonces
G(w) >0 Vw e Q. Si ademds hacemos

N
o == $:5:(w,0)
i=1

entonces Vy = 0 (observemos que en la igualdad anterior la dependencia de
w, se puede ignorar pues al tiempo 0 los precios son conocidos.). Por lo tanto
tenemos que

Vo=0 y Vr(w) =V + Gw) >0 Ywe
lo cual implica que
Ww=0 y Vr(w)>0 Vwef
Es decir ¢ es una estrategia dominante, pues domina a la estrategia que

consiste en no hacer nada. O

Desgraciadamente si la ley de un solo precio se cumple no podemos ase-
gurar la ausencia de estrategias dominantes, El siguiente ejemplo nos da una
muestra de esto.

EJjeMmpPLO 2.1
Supongamos que tenemos un mercado con N = 2 y M = 3 donde la tasa
libre de riesgo v es 3, S1(0) = 10, S3(0) = 8 y los activos riesgosos pueden
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tomar los siguientes valores al tiempo T dependiendo de los distinlos estados
de la naturaleza

Wi Sl (w,-,T) Sg (wi,T)
W 12 10
wa 8 7
[£35) 7 ]

con estos valores podemos escribir el valor del portafolio al tiempo T, en los
distintos estados de la naturaleza como

Vr(on)=3do+1261+1065
Vr(wn)=500+8 4147 by
VT(W3)=S¢O+7 d1+3 oo

Dados estos precios resulta claro que para cualquier vector Vr = (Vr (wy),
Vr (wa) , Vr (w3)), el sistema anterior tiene solucidn tnica, por lo tanto la ley
de un solo precio se cumple. Sin embargo si hacemos (do, ¢1, d2) = (10, —5, 5),
entonces Vy = 0 pero Vp = (5,10,5), es decir para la estrategia ¢ propuesta
se tiene que

Vo(p)=0 pero Vp(¢) >0 VYwe Q.

Por lo tanto la estrategia ¢ es una estrategia dominante, pues domina a la
estrategia que consiste en no invertir en nada. En conclusién; en este mercado
se cumple la ley de un solo precio aunque existen estrategias dominantes. [J

Hasta el momento hemos demostrado que la ausencia de estrategias do-
minantes garantiza el cumplimiento de la ley de un solo precio, el recfproco
no necesariamente se cumple, el ejemplo anterior es una muestra de ello, en
eate sentido se puede decir que el exigir la ausencia de estrategias dominantes
€3 m4s restrictivo que pedir el cumplimiento de la ley de un solo precio. El
siguiente paso es encontrar condiciones que nos aseguren un mercado libre de
estrategias dominantes, para lograr esto, es conveniente dar caracterizaciones
equivalentes de un mercado con estrategias dominantes.

PROPOSICION 2.2
Existen estrategias dominantes st y solo si existe una estrategia tal que Vo =0

yVr(w) >0 Vwe.
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PRUEBA.

Sabemos que, si la estrategia ¢’ domina a la estrategia ¢”, entonces Vi = V'
pero Vi(w) > VA (w) Yw € 9, si definimos una nueva estrategia ¢ como
i =¢;— ¢! Vi=0,...,N, entonces por la linealidad en la definicién de los
portafolios Vo = Vj — V' = 0 pero Vr(w) = Vi{w) — Vf(w) > 0 Vw € Q. Por
lo tanto, con la estrategia ¢, Vo =0y Vr(w) > 0 Yw € §.

La demostracién del regreso es inmediata pues si existe una estrategia ¢
tal que Vo =0y Vr(w) > 0 Vw € Q entonces ¢ domina a la estrategia que
consiste en no invertir en activo alguno. Este argumento ya se habia usado
en el ejemplo 2.1. O

La proposicién 2.1 nos da una idea de lo absurdo de la presencia de las
estrategias dominantes en el mercado, una persona que no invierte un solo
centavo no deberfa tener una forma segura de terminar con una ganacia
positiva.

Las estrategias dominantes pueden ser ain més absurdas, la siguiente
proposicién nos da muestra de esto.

PROPOSICION 2.3
Existen estrategias dominantes st y sélo si existe una estrategia tal que Vp < 0
pero Vr(w) > 0 Vw € Q.

PRUEBA.

Si existen estrategias dominantes sabemos por la proposicién 2.2 que existe
una estrategia ¢ tal que Vp = 0y Vr(w) > 0  Vw € ©, como § > 0,
esto sucede sf y s6lo si Vo = 0y Vr(w) > 0 Yw € 0, esto implica que
G(w) > 0 Vw € Q. Si ahora definimos la estrategia ¢' como ¢ = ¢; para
i=1,...,N y hacemos

N
¢ = 8:5(0) -5
i=1

donde
§=minG(w) >0

weN
con esta estrategia
Vog=-0<0

notemos ademas que i
Gw)=G'w) Ywen
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y dada la definicién de § se tiene que
Viw) =V +G'(w) 20 VYwen
por lo tanto con la estrategia ¢’
V<0 y Viw)>0 YVwe

Para demostrar el regreso supongamos que ¢ es una, estrategia tal que V; < 0
y Vi(w) 2 0 VYw € 2, si ahora hacemos ¢} = ¢; parai=1,..., N y hacemos

N
% =—_ 8:5(0)

i=1

entonces Vj = 0. Por otro lado se tiene también que

G'w)=Gw) >0 Ywe N

por lo tanto
VW) =V]+E'(w) >0 Ywe N

es decir, con la estrategia ¢’ se concluye que
Vo=0 y Viw)>0 Vwe
por lo tanto existen estrategias dominantes. ]

Es decir, en un mercado con estrategias dominantes podemos empezar con
una riqueza negativa y con seguridad, terminar con un riqueza no negativa.
En realidad lo que podemos hacer es una ganancia inmediata cubriendo toda
obligacién en el futuro. Definitivamente esto es un desequilibrio del mercado,
estos desequilibrios estan intimamente relacionados con valuaciones incorrec-
tas de los activos, si deseamos valuar derivados debemos hacerlo en mercados
libres de estrategias dominantes.

Medidas de valuacién lineal.

Tanto la violacién de la ley de un solo precio como la existencia de es-
trategias dominantes son situaciones de desequilibrio en los mercados y si
deseamos asignar precios coherentes a los activos contingentes, es necesario
que esto se realice en un mercado en equilibrio. Para que los precios que
asignamos a nuestros activos contingentes conserven el equilibrio dentro de
los mercados, es necesario que estos cumplan con la ley de un solo precio y
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que no induzcan estratregias dominantes, desgraciadamente el solo cumpli-
miento de la ley de un solo precio no garantiza la ausencia de estrategias
dominantes, sin embargo la proposicién 2.1 nos asegura que lo contrario si se
dé, es decir si no existen estrategias dominantes entonces la ley de un solo
precio se cumple, es l6gico entonces que nuestros esfuerzos se concentren en
encontrar la forma de garantizar la ausencia de estrategias dominantes,

Las condiciones que nos aseguran la ausencia de estrategias dominan-
tes se presentarén en la proposcicén 2.4. La demostracién es trivial usando
programaci6n lineal y en particular si se conoce el teorema fundamental de
dualidad®. La parte interesante de la proposicién consiste en el planteamiento
de un problema de programacién lineal y su dual. Estos problemas y su so-
lucién nos proporcionardn de forma muy natural las condciones que eliminan
toda posibilidad de estrategia dominante. La discusién que se plantea a con-
tinuacién tiene como objetivo el planteamiento de estos problemas.

Quizds la mejor manera de encontrar las condiciones que nos garanticen
la ausencia de estrategias dominantes sea tratando de encontrar una de ellas.
Si encontramos un método que nos exhiba estrategias dominantes, quizds
podamos ubicar en que casos, este método es incapaz de mostrar estrategias
dominantes.

;Como podemos encontrar estrategias dominantes? Observemos la pro-
posicién 2.3, ésta nos dice que existen estrategias dominantes si y sélo si
podemos encontrar una estrategia ¢ tal que Vy < 0y Vr(w) >0 VYuw; €9,
esto por supuesto que también es v4lido si utilizamos precios descontados,
es decir lo tnico que tenemos que hacer es encontrar una estrategia tal que
VT(w,-) 20 Vw;eQyqueasuvezVy<0,la primera restriccién se puede
expresar usando la siguiente matriz.

1 1
7 Si(w,T) - S'l(wM,T)
Sv(wi,T) -~ Sy(ww,T)

st ¢ = (¢o, ..., ¢n) es una estrategia tal que Vp(w;) > 0 Vu; € (2, entonces
esto es equivalente a

¢Z >0

®Uno de los textos m4s sobresalientes en el tema eg el libro de Bazaras,
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si ademds z es el vector de precios descontados €l dfa de hoy tenemos que

1
$1(0)

Z =

5w (0)
buscamos entonces una estrategia ¢ tal que ¢z < 0 y ¢Z > 0 jcomo pode-
mos encontrar una estrategia de este estilo?, bueno si vamos a encontrarla
busquemos la mejor que podamos, es decir jpor que no buscamos la de menor

costo?, la estrategia ¢ que resuelva la el siguiente problema de programacién
lineal
min oz
(P)
s.a. ¢Z >0

Es claro que si el valor éptimo del problema anterior es negativo enton-
ces habremos encontrado una estrategia dominante, pero si el minimo de la
funcién objetivo es mayor o igual a cero entonces no es posible encontrar es-
trategias dominantes, parece que finalmente hemos encontrado la condicién
que buscabamos, sin embargo estamos sujetos a la solucién de un problema
de programacién lineal, tenemos entonces que encontrar en que casos la so-
lucién de este problema nos arroja un valor éptimo no negativo, para ello
quizds sea de utilidad analizar lo que sucede con el dual del problema de
programacién lineal anterior, este se escribe como

méx (0,...,0)=
s.q. In =1z (D)
x>0
iQue conclusiones obtenemos del dual?, primero veamos que si éste tiene
solucidn, forzosamente nos da un valor éptimo de cero estas son excelentes
noticias pues si esto sucede entonces el valor 6ptimo del primal también es
cero, es decir si el dual tiene solucién entonces no existen estrategias domi-
nantes! Tenemos que analizar que tipo de soluciones tiene el problema dual.
Si escribimos el sistema de ecuaciones corrrespondiente a las restricciones se
tiene lo siguiente
T4+ mam=1
Sl(wl, T)7|'1+ .. .+Sl(UJM, T) TI'M=S1 (0)

Sn(wy, T)m+.. .+.§'N(wM, T)7TM=.§'N(O)
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Si consideramos la dltima ecuacién y recordamos que 7 > 0, podemos in-
terpretar al vector 7 como una probabilidad. Ahora, si consideramos las
primeras IV ecuaciones se tiene que en general

M
Sj(O):ZWiSj(wi,T) j:’O:la"',N

i=1

si recordamos que el vector 7 puede ser interpretado como une probabilidad
podemos escribir el resultado anterior como

5;(0) = E, [SJ—(T)] j=0,1,.... N

en resumen, una solucién m del problema dual tiene que cumplir con las
siguientes propiedades

m+...+7Ty =

3
IV

1
0 i=1,...,M
50) = E, [S,-(T)] j=0,1,...,N

en conclusién; si encontramos un vector ¥ = (my,...ma) que cumpla las
restricciones anteriores entonces el problema (D) tiene solucién y su valor
éptimo es igual a cero, esto implica que el problema (P) también tiene so-
lucién y su valor éptimo también es cero, por lo tanto i existe el vector
podemos estar seguros de que no existen estrategias dominantes, a un vector
del estilo de 7 se le conoce como medida de valuacién lineal.

Finalmente, podemos asegurar que la existencia de una medida de va-
luci6n lineal nos garantiza la ausencia de estrategias dominantes, y por con-
secuencia el cumplimiento de la ley de un solo precio. Esto lo resumimos en
la siguiente proposicién.

PROPOSICION 2.4
Eziste una medida de valuacidn lineal s y s6lo si no ezisten estrategias do-
minantes.

PRUEBA. Argumentos de programacién lineal, especificamente el teorema
fundametal de dualidad nos asegura que la existencia de una solucién al
problema (D) implica la ausencia de estrategias dominantes y la existencia
de una solucién al problema (P) implica la existencia de una medida de
valuacién lineal. ]
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Ya hemos visto que la existencia de medidas lineales de valuacién nos
garantiza la ausencia de estrategias dominantes y por consecuencia, el cum-
plimiento de la ley de un solo precio, esto por si mismo es ya un gran avance,
sin embargo, podemos ir un poquito més lejos y encontrar una interpretacién
econémica a esta medida de valuacién lineal. Supongamos por €l momento
que en el mercado existen solo tres activos, el bono que paga la tasa libre
de riesgo, una opcién europea vainilla y la accién subyacente de la opcién,
adicionalmente supongamos que al tiempo T sélo puede ocurrir uno de dos
posibles estados de la naturaleza, dicho de otro modo, supondremos que el
espacio muestral es Q = {w;,ws}.

Aiin cuando nuestro mercado es pequefito y sélo tenemos tres activos,
podemos formar portafolios, a partir de estos portafolios podemos crear nue-
Vo8 activos que nos otorguen en el tiempo T pagos muy distintos a los que
nos otorgan nuestros tres activos iniciales. En nuestro caso nos interesa cons-
truir un par de activos muy particulares, deseamos construir un activo que
valga 1, el dfa de hoy y que pague exactamente $1 al tiempo T sf y sélo si
ocurre el estado wy, si ocurre el estado w; no page nada. También deseamos
construir un activo con precio 4, el dfa de hoy y que pague $1 al tiempo T
sf y s6lo si ocurre el estado wy y que no pague nada si lo que ocurre es el
estado wy. A los precios v, y 1, se les llama precios de estado. Realmente no
nos preocupa mucho la construccién de estos activos, lo que realmente nos
interesa es simplemente que estos existan, si este es el caso podremos dar un
paso més en nuestro modelo.

Si existen este tipo de activos (o pueden ser construidos), seremos capaces
de expresar el precio de los demds activos en términos de los precios de estado,
para verificar esto simplifiquemos por el momento nuestra notacién y supon-
gamos que el precio de la accién al tiempo T es Sr(w;) en el estado w;, y por
consiguiente supongamos que el precio de la opcién al tiempo T es Cy(w;)
en el estado w;, evidentemente si el precio del bono el dia de hoy es de $1, al
tiempo T valdrd 1 4+ » en cualquiera de los estados, el precio de la accién al
tiempo cero lo denotamos con Sj y el de la opcién con Cy. ;Como podernos
expresar el precio de estos activos en términos de los precios de estado?, bueno
pues hagamos lo que siempre hemos hecho, tomemos la accién y tratemos
de replicarla, si compramos Sr(w;) unidades del primer activo de estado y
compramos St (w2) unidades del segundo activo de estado, entonces al dia de
hoy nuestro portafolio valdrd

Y1 S7(wr) + Y2 Sr(wa)

dadas las propiedades de nuestros activos de estado, si al tiempo T ocurre
el estado w; nuestro portafolio valdrd Sr(w;), si lo que ocurre es el estado
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wz entonces nuestro portafolio valdrd Sp(w,), es decir al tiempo T nuestro
portafolio vale exactamente lo mismo que nuestra accién, no importa que
estado de la naturaleza ocurra. Si no queremos violar la ley de un solo precio,
el precio de nuestro portafolio debe ser igual al precio de la accion, es decir
si no queremos violar la ley de un solo precio es necesario que

Sy = ¢1ST(w1) + 1,[)25;(&12)

razonando de forma andloga con la opcién y con el bono, podemos llegar
a restricciones similares para cada instrumento, de modo que los precios de
nuestros activos deben cumplir las siguientes ecuaciones

1+r 147 1
S (w1) Sr (ws) [’/’IJ = |5
Cr (w1)Cr (w2) | 172 Co

el sistema anterior nos sugiere una conclusién muy importante para el pro-
blema que deseamos resolver, si conocemos el precio de la accién el dia de
hoy y conocemos los posibles valores de la accién y de la opcién el dia de
manana, podemos calcular el precio de la opcién facilmente si encontramos

la solucién del sistema
[ 1+7 1+r] wl] _ [1
St (w1)Sr (w2) | |2 So

si la solucién es inica, entonces no existird ambigiiedad alguna respecto al
precio de la opcién y tendrfamos que Cy = 1, Cr(w;) + %2Cr(ws). En el caso
del modelo binomial, resolver un sistema de este estilo fue exactamente lo
que hicimos y fuimos capaces de asignar un precio tinico a la opcidn.

Al construir los precios de los activos a través de los precios de estado
nos resulta claro ver que se cumple la ley de un solo precio, sin embargo
no resulta tan claro que este camino nos conduzca a eliminar las estrategias
dominantes.

Notemos que el invertir en un portafolio constituido por una unidad del
activo de estado uno y una unidad del activo de estado dos es equivalente a
invertir en el activo libre de riesgo, esto es de esperarse pues sin importar lo
que ocurra, nosotros invertimos %, + 1, el dia de hoy y recibimos $1 el dfa
de mafiena con toda seguridad. Esto es equivalente a invertir ]—}; en el activo
libre de riesgo, es decir para evitar todo tipo de inconsistencias es necesario

que
1

—+ e
Y1+ iy
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esto ya se tenfa desde que se planteé el primer sistema de ecuaciones para
los precios de los activos en el mercado. Podemos concluir que

A+ h+Q+r)e=1

de nuevo, si deseamos evitar todo tipo de inconsistencias es necesario pedir
también que ; > 0 y 12 > 0, considerando esto podemos definir

m o= (1+r)h
Ty = (1+T)7,b2

tenemos entonces que

m™ 20
Hp] _0
y

m4mg =1

podemos ver entonces a m = (m,73), como una medida de probabilidad.
Podemos reescribir el sistema

1 Sp(wr)+ i St(we) = Sp
Y1 Cr(wi )+12Cr(w2) = Co

como
1
S() = m [’R'IST(UJ]) + WQST(LAJQ)]
1
Co = 147 [MCr{w:) + m2Cr(ws)]
o bien
S L E (51
0 L+r "7
1
G = 3Bl

la segunda ecuacién ya la conocemos, en el modelo binomial se obtuvo una
expresion similar para el precio de la opcién, sélo que en el modelo binomial
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se encontré la probabilidad =, replicando la opcién!®. La primera ecuacién
también la conocemos, si hacemos un recuento notaremos que 7 cumple con
todos los requisitos para ser medida de valuacién lineal, sélo que en este caso
surgi6 a partir de los precios de estado como m; = (1 + 7) 9y

Con estas ideas en la mano podemos retomar nuestra notacién e incorpo-
rar los precios de estado. Sabemos que si no existen estrategias dominantes
entonces podemos encontrar una medida de valuacién lineal tal que

1
0 i1=1,...,M

m o+ ...+ 7T

IV

Ty

M
S;0) = Y mSw,T) j=01,...,N
i=1

en este caso tenemos que m; = (1/6;)v; por tanto Ia dltima restriccién se
reescribe como

M
S0y =" (wi, T)  j=0,1,...,N
i=1

en general podemos encontrar el precio de cualquier portafolio en términos
de los precios de estado como

M
Vi(0) =Y iV (i, T)  i=0,1,...,N
i=1

y podemos reexpresar todas las condiciones para medidas lineales de valua-
cién en términos de los precios de estado como

1
M+...+Yy = —
G |
v = 0 i=1,....M
M
5;(0) = Zd)isj(th) j=01,...,N
=1

con esto quizds se entienda un poco mejor el vinculo con el problema de
valuacién.

1014 primera ecuacién también se puede verificar en el contexto del modelo binomial,
basata con sustituir la probabilidad obtenida en este modelo en la ecuacién Sy = l—}r'?]E,, [ST]-
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Arbitraje y probabilidades neutrales al riesgo.

Hemos hablado una y otra vez de la ley de un solo precio y de estrategias
dominantes, sin embargo hasta el momento no hemos hablado de arbitraje,
Lpor que entonces hemos llamado esta seccién “Arbitraje”?, las estrategias
de arbitraje son bastante mds sutiles que las estrategias dominantes, debe-
mos decir que una estrategia dominante es una estrategia de arbitraje pero
no necesariamente una estrategia de arbitraje es una estrategia dominante,
de algiin modo una estrategia de arbitraje es ain més restrictiva que una
estrategia dominante.

Si es cierto lo que acabamos de decir, la eliminacién de estrategias de
arbitraje eliminard también a las estrategias dominantes y nos aseguraré el
cumplimiento de la ley de un solo precio, pero entonces j;Que son las estra-
tegias de arbitraje?!

Antes de dar una definicién formal de estrategia de arbitraje vamos a
discutir algunos detallitos que se nos han escapado. Cuando desarrollamos
nuestro modelito del mercado con tres activos, supusimos la existencia de
activos de estado y en su momento supusimos que los precios de estos acti-
vos eran positivos, no cero ni mucho menos menores que cero, los supusimos
positivos y el argumento para ello fue la conservacién del equilibrio del mer-
cado. Observemos que precios de estado iguales a cero no tienen sentido, de
hecho estariamos afirmando que existe un activo que vale cero hoy (o me-
nos) y que con seguridad el dia de manana valdrd $1. Claramente esto no
tiene sentido desde el punto de vista econémico puesto que esto serfa una
estrategia dominante!. Si usaramos estos precios de estado para asegurar la
ausencia de estrategias dominantes estariamos usando un portafolio domi-
nante para eliminar las propias estrategias dominantes, esto claramente no
tiene gsentido. Sin embargo esto tiene una interpretacién adicional, si existe
un precio de estado ; igual a cero entonces la correspondiente probabilidad
m; €8 igual a cero también, en el contexto de la proposicidn 2.4, esto no causa
problema alguno, puesto que en el problema de programacién lineal (D), lo
tinico qu exigimos fué que w > 0. Esto quiere decir que podemos garantizar
la ausencia de estrategias dominantes atin cuando alguna entrada del vector
m gea igual a cero, ;por que entonces nos causa esto tanto problema?

Para entender el problema con claridad, a continuacién se da una defi-
nicién precisa de arbitraje.

DEFINICION 2.3 (ESTRATEGIA DE ARBITRAJE.)
Una estrategia ¢ es una estrategia de arbitraje si
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] %:O
» Vr(w) 20 YweQ

. ]E[VT] >0

Hay que tener cuidado con la definicién anterior. Recordemos que cuando
establecimos los supuestos basicos del modelo discreto se asumié que los pre-
cios de los activos vivian en un espacio de probabilidad con espacio muestral
finito y con una medida de probabilidad P tal que P(w) > 0 Vw € , el valor
esperado del portafolio en la definicién de arbitraje considera a P como la
medida de probabilidad y no a la medida lineal de valuacién.

.En que se diferencian una estrategia dominante y una estrategia de arbi-
traje?. Se parecen mucho pero no son lo mismo, en el caso de las estrategias
dominantes si empezabamos con Vy = 0 con seguridad Vy(w) > 0 Vw € .
Si lo que tenemos es una, estrategia de arbitraje entonces pueden existir es-
tados de la naturaleza para los cuales Vp(w) = 0 y pueden existir también
estados de la naturaleza donde Vr(w) > 0, sin embargo esto iltimo no se
da con seguridad, en eso se diferencfan de las estrategias dominantes, sin
embargo ain cuando empezamos con una riqueza igual a cero, tenemos una
probabilidad positiva de terminar con una riqueza positiva, esto tampoco
tiene sentido econdmico, vedmoslo asf, supongamos que alguien nos regala
un boleto de loteria, claramente esto no tuvo costo alguno para nosotros, sin
embargo tenemos una probabilidad positiva de ganarnos el premio mayor,
pero quien cuernos nos va a regalar algo en el mercado! eso no tiene sentido.

Pero entonces ;que pasa con las medidas lineales de valuacién?, aiin no
respondemos a la inquietud de que alguna 7; fuera igual a cero, ;por que tanta
preocupacién por ello?. Con anterioridad mencionamos que una estrategia
dominante es una estrategia de arbitraje, pero una estrategia de arbitraje no
necesariamente es una estrategia dominante. Esto se resume en la siguiente
proposicién y en el ejemplo 2.2.

PROPOSICION 2.5
Si existen estrategias dominantes entonces exiten estrategias de arbitraje.

PRUEBA. Es resultado directo de la proposicién 2.2
O

Esta proposicién nos asegura que si no existen estrategias de arbitraje
entonces no existen estrategias dominantes, por lo tanto nuestro propdsito
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en lo sucesivo serd encontrar condiciones que nos garanticen la ausencia de
estrategias de arbitraje.

Como ya hemos dicho, una estrategia de arbitraje no necesariamente es
una estrategia dominante, esto no nos permite conformarnos con la elimi-
nacién de las estrategias dominantes, el siguiente es un ejemplo de estrategia
de arbitraje pero no dominante.

EJEMPLO 2.2

Supongamos que tenemos un mercado con N = 2 y M = 3 donde la tasa
libre de riesgo r es %, S1(0) = 10, $2(0) = 8 y los activos riesgosos pueden
tomar los siguientes valores al tiempo T dependiendo de los distintos estados
de la naturaleza

Wy Sl (w,—, T) Sz (L«J,-, T)
wy 12 10
Wy 9 8
W3 15 12

con estos valores podemos escribir el valor del portafolio al tiempo T, en los
distintos estados de la naturaleza como

VT(w1)=g¢o+12¢1+10¢2
3
VT(W2):§¢O+9 $1+8 2

Vr(us)=3 0+1561+12¢5

8i hacemos (¢o, ¢1,92) = (10,-5,5), entonces Vo = 0 y Vpr = (5,10,0), s
recordamos que P(w) > 0 para tode w € Q, con la estrategia ¢ propuesta se
tiene que

0
0 VweQ
0

Vo (o)
VT (UJ)
E(Vr(¢)]

Por lo tanto la estrategic ¢ es una estrotegia de arbitraje, sin embargo si
m =(0,0,1), entonces

VoIV

m = 0 1=1,2,3
M +me+mT3 =
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3
5(0) = Y mS(w,T) j=0,1,2

ix]

es decir, ™ es una medida lineal de valuacidn, por lo tanto no existen estrg-
tegias dominanies, ]

Analicemos un poco el ejemplo anterior, si encontramos una estrategia de
arbitraje entonces con esta estrategia nuestro portafolio vale cero al dfa de
hoy y mafiana valdra cero o si tenemos suerte algo mayor que cero, pero como
P(w) > 0 para todo w € , entonces el valor esperado de nuestro portafolio
es estrictamente mayor que cero. Esto no sucede asi con la medida lineal de
valuacién m, en este caso el valor esperado de nuestro portafolio si es cero,
lo cual tiene més sentido desde el punto de vista econémico; si empiezo con
una riqueza de cero, lo légico es que espere terminar con una riqueza de cero,
sin embargo aunque esta probabilidad modifica el valor esperado de nuestro
portafolio, de algiin modo modifica nuestros supuestos bésicos, puesto que
no necesariamente es mayor que cero en todo w. De hecho se dice que una
medida de probabilidad P, es equivalente a otra medida de probabilidad P; si
para todo evento A, P, (A) = 0 <> P;(A) = 0, en nuestro caso 7 es equivalente
a P sim(w) > 0 para todo w € . Es claro que en el caso de una estrategia
de arbitraje w no es equivalente a PP, la intuicién nos sugiere entonces que
para evitar las estrategias de arbitraje no es suficiente con encontrar una
medida de valuacién lineal, es necesario que ésta sea equivalente a P, osea es
necesario que 7(w) > 0 para todo w € 2. Demostrar esto no es tan sencillo,
m4$s adelante lo haremos, por el momento probaremos una caracterizacién
alternativa de estrategia de arbitraje.

Primero notemos que como f; > 0 entonces una estrategia ¢ es una
estrategia de arbitraje si

IVO:O
-VT20 Yw e Q
« E[Vr] >0

considerando esto ltimo probamos la siguiente proposicién.

PROPOSICION 2.6
Ezisten estrategias de arbitraje si y sdlo si existe una estrategia ¢ tal que.
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» Gw)20 VYweQ

.E[G‘]>0

PRUEBA. Si ¢ es una estrategia de arbitraje, entonces por la observacién an-
terior se tiene que G = Vp—V, > 0, del mismo modo, E [G‘] =E [VT - Vo] >
0.

Ahora supongamos que ¢ es una estrategia tal que G(w) > 0 Yw € Qy
E [G] > 0, si definimos una nueva estrategia ¢~ como ¢! = ¢; para toda
i=1,...,Ny

N
$=—>_ 450
i=l1
entonces G = G* y Vg = 0, como Vi = Vi + G* = G*, entonces Viaw) >0

para toda w € Q, con el mismo argumento se tiene que E [\77’5] = ]E[G’*] >0,
por lo tanto ¢* es una estrategia de arbitraje.

Ya lo mencionamos, la intuicién nos dice que para eliminar todo tipo
de estrategias de arbitraje es necesario encontrar una medida de valuacién
lineal 7 tal que w(w) > O para toda w € €. Este tipo de medidas son tan
importantes, que merecen un nombre especial, de hecho en lo sucesivo las
mencionaremos una y otra vez.

DEFINICION 2.4 (PROBABILIDAD NEUTRAL AL RIESGO.)
Una probabilidad 7 es una medida de probabilidad neutral al riesgo st

s (W) >0 YVwely
- B, [A%] =0
donde AS; = S;(w, T) — 5:(0).
Notemos que la condicién de que
E[a8] =0
es equivalente a decir que

5:(0) = E, [$7)]
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la propiedad anterior ya la habiamos visto, al resolver el problema de pro-
gramacién lineal (D), surgi6 de manera natural, mds tarde se discutirg el
significado de esta igualdad con més detalle.

Las medidas de probabilidad neutrales al riesgo tienen una interpretacién
economica muy precisa, mds adelante discutiremos su significado econémico,
por ahora sélo las consideraremos como la herramienta que nos garantiza el
equilibrio en el mercado y que nos permite asignar precios justos a los activos
contingentes.

Considerando la definicién de medida de probabilidad neutral al riesgo,
podemos decir que no existen estrategias de arbitraje sf y sélo si existe una
medida de probabilidad neutral al riesgo. Antes de demostrar esta propiedad
se tratard de explicar la idea de la demostracién, para ello considérese la
figura 2.2,

WJ_

Figura 2.2: Medidas neutrales al riesgo.

Primero, definimos

W= {X €ERM: X =G para alguna estrategia ¢}
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podemos interpretar & W como un conjunto de variables aleatorias, de hecho
tal como se defini6 W, X € W se puede tomar como el valor en el tiempo
T de un portafolio que el dia de hoy vale cero. Observemos, que W es un
subespacio lineal de RM. En la figura anterior se muestra un ejemplo de W
cuando M = 2.

Definimos ademés
A={XeR":X>0X +0}

A es simplemente la parte positiva del ortante no negativo de R™, hemos
dejado fuera al origen. Si retomamos la proposicién 2.6, es claro que no
existirdn estrategias de arbitraje s{ y s6losi W A # 0

Definimos por otro lado el subespacio ortogonal a W ecomo
Wt={YeRM:X. .Y =0 paratodo X €¢ W}

donde XY = X (w)Y (w1)+-- -+ X (wm)Y (wn), denota el producto interior
de X y Y. Veamos ahora la figura 2.2, al menos intuitivamente es claro que
si W N A = () entonces existe un rayo completo en W+, tal que cada uno
de sus elementos tiene componentes estrictamente positivas. En particular
debe existir algin elemento en WL con componentes estrictamente positivas
y que ademds suman uno, este elemento se puede considerar entonces como
una medida de probabilidad. Es decir si definimos

Pr={XeA: Xi+ - +Xu=1, X;>0,X;3>0,...,Xp >0}
la figura 2.2 sugiere que W N A =0 sl y sélosi WL NPt £0

Como AS; € W para todo 7, entonces , todo elemento de WL N P* es una
medida neutral al riesgo. Por el contrario, si tenemos una medida neutral al
riesgo w, entonces para cada G € W

E, [G] =E, [XN: ¢,—AS",] — ZN: HE, [AS"] —0
i=1 i=1

es decir w € W+ N P*. Si denotamos con M al conjunto de todas las proba-
bilidades neatrales al riesgo, se tiene que

M=w!tnpt

Finalmente, la figura 2.2 nos sugiere que W N A = @ si y s6lo st M # (. Es
decir no existen estrategias de arbitraje sf y sélo si M # 0, en la prueba de
la siguiente proposicién se formalizan todos estos argumentos.
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ProOPOSICION 2.7
No existen estrategias de arbitraje s1 y sdlo si existen medidas de probabilidad
neutrales al riesgo.

PRUEBA. Primero definimos el siguiente conjunto
At={Xe A E[X]>1}

Si suponemos que no existe arbitraje entonces W y A* son disjuntos. Ademss
AY es un subconjunto de RM convexo y cerrado. El teorema de separacién
de convexos nos asegura que existe un ¥ € W' tal que X - Y > 0 para
todo X € A*. Ademds, para cada k = 1,..., M podemos encontrar un
vector X € A% tal que su componente k-ésima es estrictamente positiva y
el resto son cero, como X - Y > 0 para todo X € A*, entonces podemos
asegurar que todas las componentes de Y son estrictamente positivas. Si
hacemos m(wx) = Y(wr)/Y (wi1)+,...,+Y (wn) entonces es claro que 7 es
una medida de probabilidad, pero ademéds w# € W+. Como AS; € W para
toda i = 1,..., NV, entonces 7w es una medida de probabilidad neutral al
riesgo.

Si ahora suponemos que existe una medida de probabilidad neutral al
riesgo 7, entonces

E, [G] =E, Lil ¢,—A.§',] = g@m [AS‘,—] -0

para cualquier estrategia ¢b. Y como m(w;) > 0 para toda k entonces, no
podemos encontar ninguna estrategia tal que G > 0 Yw € yE [G] > 0,

por lo tanto no existen estrategias de arbitraje.(Debe existir algtin w €  tal
que G(w) < 0) [

Aqui podrfamos concluir esta seccién, nuestro propésito era demostrar
la proposicién anterior y ya lo hemos hecho, para que nuestros modelos de
valuacién conserven el equilibrio en el mercado, deben estar fundamentados
en argumentos de no arbitraje y esto esta intimamente ligado a la existencia
de probabilidades neutrales al riesgo. Sin embargo, antes de concluir surge
una pregunta muy natural jporqué neutral al riesgo?, a principio de este
capitulo se trato de explicar de forma muy intuitiva este concepto.

Se puede explicar ficilmente, una medida neutral al riesgo no tiene nin-
guna relacién con las preferencias al riesgo de algin inversionista en particu-
lar. Si retomamos la definicién de probabilidad neutral al riesgo tenemos que
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™ es neutral al riesgo sf y sélo si 7(w) > 0 VYw € Qy §;(0) = E, [S'i(T)],
si hacemos 8, = 1—_}_7, donde r es la tasa libre de riesgo, entonces m es una
medida neutral al riesgo si y sélo si m(w) > 0 para todo w y

la igualdad anterior la podemos reordenar y obtenemos la siguiente

M
= E APt Att.Linll 4 =1....
1+r pa Tr(wl) SJ(O) v J 1! 1N

notemos que S;(w;, T')/S;(0) es el rendimiento del j-ésimo activo, en el es-
tado de la naturaleza i, tomando esto en cuenta, la igualdad anterior se
puede interpretar como la esperanza bajo m del rendimiento del j-ésimo ac-
tivo. Llegamos entonces a una importante conclusién, la esperanza bajo m de
log rendimientos es igual para todos los activos y no sélo eso, esta esperanza
es igual al rendimiento del activo libre de riesgo, en términos muy generales
podemos decir que para que un inversionista averso al riesgo!' decida invertir
en un activo riesgoso, éste debe prometer un rendimjento superior a la tasa
libre de riesgo, en general general todos los inversionistas suponen que todo
activo riesgoso provee un premio al riesgo, es decir en todo activo riesgoso
esperan un rendimiento excedente a la tasa libre de riesgo, bajo las proba-
bilidades neutrales al riesgo esto no sucede asf puesto que no consideran las
preferencias de los inversionistas.

2.4.3. Mercados Completos

En la secci6n anterior se demostré que la existencia de medidas de proba-
bilidad neutrales al riesgo aseguraban la ausencia de estrategias de arbitraje
y se mencioné que la existencia de estas medides esta estrechamente rela-
cionada con la posibilidad de encontrar un precio de equilibrio para todo
activo contingente, en general la idea es la siguiente; si tenemos un activo
contingente que paga el dia de mafiana X (w,T) en el estado de la natura-
leza w, entonces podemos construir un portafolio replicante que pague en T
exactamente lo mismo que el activo contingente, es decir el valor Vr(w) del
portafolio en T' debe ser igual al valor del activo contingente X (w,T) en T,

"Para ver un tratamiento més extenso de aversidn al riesgo se recomineda el libro de
Huang y Litzenberger.
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para todo w € (2, si esto ocurre entonces el valor del portafolio hoy debe ser
exactemente igual al precio del activo contingente, si no es as{ estarfamos
violando la ley de un solo precio, pero si existen medidas de probabilidad
neutrales al riesgo entonces no hay modo de violar la ley de un solo precio,
en este caso el precio del activo contingente y el valor del portafolio al tiempo
cero deben ser exactamente iguales. Aqui no acaba, la historia, si considera-
mos cualquier medida neutral al riesgo 7 entonces para cualquier estrategia
¢ se tiene que

E, [VT] = E, [Vo+ ]
= %+E,[G'

= Vo +E, [ @AS,}

i=1
= W+ i @iy [Agi]
= V =

la tiltima igualdad es vélida puesto que  es neutral al riesgo. ;Que es lo
que podemos concluir a partir de lo anterior?. Si m es una medida neutral
al riesgo entonces la esperanza bajo m del valor descontado de cualquier
portafolio es igual a su valor hoy, de acuerdo con la probabilidad neutral al
riesgo, la mejor estimacién para el precio del portafolio el dfa de mafiana es
su valor hoy, esto por si mismo es importante, pero lo es més si es que el
portafolio replica algin activo contingente ;por que? consideremos primero
la siguiente definicién

DEFINICION 2.5 (ACTIVO REPLICABLE)
Se dice que un activo contingente X es replicable si existe una estrategia ¢
tal que Vr(w) = X7(w) para todo w € Q

Esto lo hemos usado una y otra vez, pero en esta seccién el concepto an-
terior serd muy importante, merece entonces una definicién a parte. Regre-
semos a nuestra discusién; si existe una medida neutral al riesgo 7 entonces
la esperanza bajo w del valor descontado de cualquier portafolio es igual a
su valor hoy y si ademés el portafolio replica algin activo contingente X,
entonces hemos encontrado un un método muy importante de valuacién; ya
que el portafolio replica al activo contingente entonces podemos asegurar que

Xo=E, [XT]
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donde & es una medida neutral al riesgo. Es decir el precio del activo contin-
gente es igual al valor esperado bajo alguna medida neutral al riesgo del valor
descontado del activo al tiempo 7. Esto ya lo hicimos en el modelo binomial
golo que en ese caso el resultado fué solamente una forma cémoda de escri-
bir el precio del derivado. Como de costumbre veremos en donde podemos
encontrar problemas, para ello veamos el siguiente ejemplo

EseMPLO 2.3

Supongamos un mercado en el cual existen s6lo dos activos, el bono que paga
la tasa libre de riesgo y una accidn y tenemos ademds tres estados de la
naturaleza. La siguiente tabla muestra la informacidn pertinente

wi S (i T)
Wi 12

o 6

wa 18-

la tasa libre de riesgo es v = 1/2 y Sy = 10. Primero veamos que en este
mercado efectivamente existen medidas de probabilidad neutrales al riesgo,
para encontrarlas basta con resolver el sistema

T+ Mo+ T3 = 1
8m+dme+12m3 =10

la sequnda ecuacidn es la esperanza bajo w de los precios descontados. Si
resolvemos el sistema anterior obtenemos la siguiente solucidn general

3 1
(), T, ) = (5 —2), -3 -+ )\,/\)

pare cualquier A € (1/2,3/4) obtenemos una medida neutral al riesgo. Su-
pongamos ahora que tenemos un activo contingente X que tiene el giguiete
perfil de pagos descontados.

XT(WS)

4Cual es le precio de X ¢ podemos seguir el principio de valuacidn que ezpusi-
mos anteriormente y encontrar el precio de X encontrando el valor esperado



2.4. El modelo de un solo periodo 55

de sus flujos descontados es decir

sz(%—203+(—%+A)9+A=:4A

Es decir el precio del activo X es igual a 4X O

Analicemos lo que sucede en el ejemplo anterior; si tomamos una A €
(1/2,3/4) obtenemos una medida neutral al riesgo, esto nos asegura la au-
sencia de estrategias de arbitraje, sin embargo en nuestro ejemplo el precio
del activo contingente X es 4 esto quiere decir que para cada A € (1/2,3/4)
podemos asignar un precio distinto, el activo jno tiene precio tnico! esto
quiere decir que si un inversionista intentara valuar el activo contingente con
una Ay otro inversionista lo hiciera con una ) distinta, un tercer inversionista
podrfa hacer arbitraje con los otros dos inversionistas, definitivamente esto
ino tiene sentido!. Veamos que tan grave es el problema; podemos encontrar
medidas de probabilidad neutrales al riesgo, lo cual nos asegura la ausencia
de estrategias de arbitraje, entonces ;por que podemos asignar precios distin-
tos a X7 ;Que fué lo que hicimos mal? observemos que cuando desarrollamos
este método de valuacién supusimos que el activo contingente era replicable
y en el ejemplo anterior jamés verificamos si el activo contingente lo era o
no. La conjetura es entonces que este activo no es replicable, es decir no
existe estrategia alguna que genere un portafolio que pague exactamente lo
mismo que el activo contingente en el tiempo T'. Esto nos lleva a la siguiente
definicién

DEFINICION 2.6 (MERCADOS COMPLETOS)
Se dice que un mercado es completo si todo activo contingente es replicable.

La conjetura es entonces que nuestro mercado no es completo, una forma
de verificar rdpidamente esta conjetura es analizando la matriz de pagos de
los activos en el mercado

So(T) Si(w,T) -+ Sn(w,T)

SO (T) Sl (L‘JQ) T) e SN (w21 T)
A = H . ‘

So(T) S1(wm,T) --- Swn(wm,T)

Es claro que si tenemos un activo contingente X, entonces el sistema

Ap=X
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tiene solucién sf y s6lo si A es de rango M, es decir si la matriz A tiene rango
M podremos encontrar una estrategia ¢ que replique al activo X, en este
caso el mercado es completo, observemos que en nuestro ejemplo la matriz

12
6
18

A:

B | LD |

es de rango 2, sin embargo M = 3, esto nos indica que el mercado no es
completo y por tanto debe existir un activo contingente X imposible de
replicar, de hecho la matriz

12 3
6 9
18 1

[ b J | e

es de rango 3, esto nos hace concluir que el activo contingente X no es
replicable y no tiene sentido usar las probabilidades neutrales al riesgo para
valuar el derivado X, puesto que no encontraremos un precio tnico.

Ahora bien, si el mercado es completo entonces todo activo contingente es
replicable es de esperarse que podamos valuar cualquier derivado a través de
su portafolio replicante, si X es el activo y V es el portafolio replica, entonces

Xo = Vo = E, [Vr| =, [%r]

la igualdad anterior debe ser cierta para cualquier medida neutral al riesgo
, es decir la esperanza E, [Vr] debe ser la misma para toda medida neutral
al riesgo. Esto se resume en la siguiente proposicién

ProPosICION 2.8
. Un activo contingente X es replicable sf y sdlo si E, [XT] toma el miamo

valor para toda medida w neutral al riesgo.

PRUEBA. Retomemos la notacién de la seccién de arbitraje; suponemos que
M # 0, donde M es el conjunto de probabilidades neutrales al riesgo. Si el
activo contingente es replicable, entonces existe una estrategia ¢ tal que

E, [Vr] =E, [ch]

entonces
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para toda medida w € M. Esto es vdlido puesto que como sabemos, para
toda medida neutral al riesgo

E. [Vr] =E, [o+6] = v +E, ¢] =V0+i¢(Ew 28] =5

Para demostrar el regreso demostraremos que si un activo contingente no es
replicable entonces E, [X'T] no toma el mismo valor para toda w € M. Para

demostrar esto consideremos de nuevo la matriz de pagos A, si tomamos un
activo contingente no replicable X, entonces no existe ninguna estrategia ¢
que resuelva el sistema

Ap=X

Usando el lema de Farka podemos asegurar que existe un vector ® que re-
suelve el problema
wA =0, X >0

Como m(w) > 0 para todo 7 € M entonces existe un A > 0 suficientemente
pequetnio de modo que para una medida # € M arbitraria

w(w;) _—-1*r(w,-)+,\(,o(w,-)So(w{,T) > 0, Vi= 1,2,....M
como A = () entonces

M
S o(w)Si(w,TY=0  Vji=01,....,N

=1

esto implica que

m(w;) =1
i=1
ademés
~ N A
E, [$(T)] = 3 mw)$;(wi, 1)
=1
M ) P
= > #(w)8;(ws, T) + s > 08w, T)
i=1 im1
= Eji [Sj(T)]
pero como 7 es medida neutral al riesgo entonces E, [Sj(T)] = 5;(0),

con esto concluimos que 7 € M. Lo 1inico que falta por demostrar es que
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=

o5
k!
I

Z W(wi)f( (wi)
1:11

Z?T(w‘) (wi) + . E‘P

i=l

5[]+ 2 Sotx

iml

It

de esto 1iltimo y recordando que ¢X > 0 se tiene que E; [X ] #E, [f( ] O

Es claro que si M consta de un solo elemento la proposicién anterior se
cumple de forma automadtica, la pregunta seria entonces, si el mercado es
completo; puede existir mas de una medida neutral al riesgo? bueno pues
aqui viene lo que deseabamos ofr; efectivamente, si el mercado es completo
la medida neutral al riesgo es dnica, la siguiente proposicién formaliza este
resultado

PROPOSICION 2.9
El mercado es completo s y sdlo si existe una inica medida de probabilidad
neutral al riesgo.

PRUEBA. Si existe una tdnica medida de probabilidad neutral al riesgo la pro-
posicién 2.8. nos asegura automéaticamente la completez del mercado. Lo que
tenemos que demostrar entonces es que si el mercado es completo entonces
la medida neutral al riesgo es iinica.

Supongamos que el mercado es completo y que existen dos medidas neu-
trales al riesgo 7 y 7 tales que w(w;) # #(w;), para alguna i € {1,..., M}.
5i definimos el activo contingente X como

X(w) = {SO(T), siw = w;

0, en otro caso
se tiene entonces que
E, [X] = m(w;) # 7(w;) = Ey [X]

Lo anterior contradice la proposicién 2.8. puesto que habiamos supuesto que
el mercado era completo y por lo tanto todo activo contingente es replicable.
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Con esta tltima proposicién damos por terminada la seccién de modelos
de un solo periodo, como se dijo desde un principio son modelos poco realistas
y muy simplificados, sin embargo me atreverfa a decir que la mayor parte de
los problemas econdmicos ligados a la valuacién de derivados quedan resueltos
con estos modelos tan gencillos. Como veremos en las siguientes secciones
el trabajo que hemos realizado hasta el momento nos facilitard de manera
notable la comprensién de modelos mds complicados.

2.5. Modelo Binomial (Segunda parte)

Tal como se dijo en la seccién anterior, con los modelos de un solo periodo
se resuelve la mayor parte de los problemas econémicos ligados a la valuacién
de activos contingentes, sin embargo es necesario complicar un poco estos
modelos con el fin de conseguir modelos un tanto més realistas,

En esta seccion se presenta el modelo binomial multiperiodo, se pretende
que éste sea la puerta de entrada a los modelos generales de més de un
periodo y que nos facilite el entendimiento de estos modelos.

Los supuestos bésicos del modelo binomial de més de un periodo son
los mismos que los del modelo de un solo periodo, en el mercado existe
un activo libre de riesgo que paga una tasa libre de riesgo r, tenemos un
activo riesgoso y un activo contingente cuyo precio esta en funcién del activo
riesgoso. La diferencia esencial es el nimero de periodos, es decir en este nuevo
modelo podemos negociar en un nimero finito de fechas. En este modelo
podremos hablar del precio de los activos en distintos tiempos t a lo largo de
un horizonte de inversién, es decir en este caso tendremos precios y podremos

negociar en cualquier tiempo ¢ € {0,1,...,7}. Tal como se hizo en el caso de
un solo periodo asociamos el tiempo T con la fecha de expiracién del activo
contingente.

La existencia de mas de un periodo de inversién modifica sustancialmente
la dindmica de los precios de los activos, en los modelos de un solo periodo
el precio de los activos era aleatorio sélo en el tiempo T, ahora tenemos toda
una serie de fechas en las cuales los precios son desconocidos, sin embargo de
acuerdo con los supuestos del modelo binomial, 1os precios no pueden variar
mucho de un periodo a otro, al igual que en el modelo de un solo periodo los
precios del activo riesgoso solo puden cambiar a uno de dos posibles valores
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al término de un periodo, es decir, podemos definir la dindmica del precio
del activo riesgoso del siguiente modo

- uS, st el mercado sube
1 dS;, si el mercado baja

Es claro que con esta definicién el precio del activo al tiempo ¢ + 1 depende
directamente del precio al tiempo t, en la siguiente figura se resume el precio
de los activos en un modelo de dos periodos.

(25
()
QP
)
()

Figura 2.3: Arbol binomial recombinante.

De hecho lo precios se pueden definir en términos del proceso estocstico
{T} definido como

t+1

S
| P =_.-S'¢_€{u,d}

para t = 0,...,T — 1. Asf podemos escribir el precio del activo riesgoso al
tiempo ¢ como

t
St = S() H Fl'
i=0

donde por conveniencia hacemos I'y = 1. Para evitar estrategias de arbitraje
de nuevo es necesario que 0 < d < 147 < u. Podemos manipular la expresién
anterior y reescribir S, como

4
S = Spexp {Z%—}

i=0
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donde y; = In (T';). Més tarde retomaremos la expresién anterior y obtendre-
mos conclusiones muy interesantes.

Ya tenemos todos los elementos necesarios para desarrollar nuestro mo-
delo y la idea que seguiremos para ello es la misma que usamos en el modelo
de un solo periodo, trataremos de replicar el derivado, la diferencia es que
ahora el portafolio que replique el derivado puede cambiar en el tiempo puesto
que podemos negociar en varias fechas antes del dfa de expiracién.

Empecemos por reducir el problema a algo conocido; hemos supuesto que
la fecha de expiracién se da al tiempo T, si conocemos el precio que toma el
bien subyacente al tiempo T — 1, entonces el problema de encontrar el precio
del derivado al tiempo T' — 1 se reduce al problema con un solo periodo.
Efectivamente, en este caso podemos suponer que el precio del derivado es
Cr(Sr) al tiempo T y conocemos los precios al tiempo T'~1 entonces podemos
replicar el derivado encontrando Ar_; y Or_; tales que

CT(ST) = AT—IST + 9'1"—1(1 + T)

Ar_y es el nimero de acciones a comprar del subyacente en el tiempo T — 1
Y O7_; es la cantidad en efectivo a invertir en el active libre de riesgo al
tiempo T — 1. Es claro que nuestro portafolio vale

Vro1 = Ar_ySr1 + O

al tiempo T — 1. Si efectivamente replica nuestro derivado entonces Vo1 =
Cr-.1. Aprovechando la dindmica de precios del activo riesgoso sabemos que
el precio del derivado al tiempo T serd Cr(uSr_1) si es que el precio del
subyacente sube y Cr(dSr—) si el precio del subyacente baja. Para obtener
la Ar_; y la ©7_; apropiadas tenemos que resolver el sistema de ecuaciones

Ar_1uSt_1+Or_ (1 + r) = Cr(uSr_,)
AT_ldST_1+eT_1(1 + T) = CT(dST_l)

la solucién de este sistema es la siguiente

Cr (UST— 1) - CT(dST—l)

Aro, =

ST_1 (u — d)
e _ 1 UCT(dST_l) - dCT(uSTul)
-1 1+7 u—d

Sustituyendo estos valores en nuestro portafolio al tiempo T —1 encontramos
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el precio del derivado en T — 1

1 14+47)—d u—(1+
Ora = 1+r {( u i)al Cr (uSr-1) + #CT (dST_l)}
1
= 157 {p.Cr (uSr_1) + (1 — p.) Cr (dS7r-1)}

donde p, = K%_)d_—d. Esto concuerda perfectamente con lo desarrollado en el
modelo de un solo periodo, a decir verdad no hemos hecho nada nuevo, lo
importante en este rmomento es notar que hemos hecho el supuesto de que
conocfamos los precios en T' — 1, esto nos permiti6 llevar el problema al caso
de un solo periodo. ;Que pasa si estamos en T' — 2 y lo que conocemos son
los precios de T' — 27 Bueno el caso es un poco més complicado, pero sélo
un poco. Supongamos que el precio del subyacente al tiempo T — 2 es Sr_o,
ahora buscamos Ar_; y ©1_4 tales que

Cr-1(S7-1) = Ar_257_1 + Or_2(1 + 1)

si de nuevo aprovechamos la dindmica de los precios del activo subyacente la
igualdad anterior la descomponemos en dos ecuaciones

CT_1(’U.ST_2) =Ag.quSt_s + @T_z(l + T)
CT_l(dST._Q) =Ar_2dS7_ + (E)T_z(l -+ T)

la solucién del sistema anterior ya la tenemos

Cr-1(wSr-z) — Cr-1(dSr_2)

AT_2 - ST_Q (’U- - d)
e . 1 ’LLCT_l(dST_z) - dCT_l(uST_g)
™27 14 u—d

y de hecho podemos escribir el precio del derivado al tiempo T — 2 como

Cra= % {p.Cr_y (uSt_2) + (1 — p.) Cr_y (dS7_2)}
Notemos que la probabilidad p, es exactamente la misma que encontramos
en el periodo de T — 1 a T y por supuesto es exactamente la misma que se
encontrd en el modelo de un solo periodo. Cuando encontramos el precio del
derivado al tiempo T — 1 se conocia perfectamente el valor de Cr(uSy_;) vy
de Cr(dSr_,) sin embargo en el tiempo T — 2 el precio del derivadoen T — 1
es desconocido, sélo sabemos que puede tomar uno de dos posibles valores,
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Cr-1(uSr-2) 0 bien Cr_;(dSt_3), este par de precios pueden ser determina-
dos fécilmente, los encontramos anteriormente suponiendo que conocfamos
el precio del subyacente al tiempo 7" — 1. Si St—, = uSy_; entonces

1
Cr-y(uSt_z) = e {p.Cr (u*S7-3) + (1 —p,) Cr (udSr_s)}
ysi Sr. =dSt_2

1
CT_l(dST_Q) = m {p*CT (’u.dST_z) + (1 - p*) Cr (dst_g)}

a cada uno de estos precios esta asociada una estrategia replicante, si Sp_, =
uSr_2

CT('U;QST_z) - CT(’U.dST_z)

AT_I = UST_2 (‘U. — d)

1 UCT(UdST_Q) - dCT_l(‘U.zST_z)

Or-1 = 147 u—d

y st Sp_1 =dSr_,

CT(’LLdST_Q) — CT(dQST_z)
dST_g (u — d)

Ar_y, =

1 UCT(dQSTHQ) — dCT..l(udST_z)
147 u—d

Or_1 =

Como vemos esta estrategia depende del valor que tome St_;, en este sen-
tido, como St_; es desconocido al tiempo T — 2, la estrategia replicante para
el periodo [T — 1, T} es también aleatoria al tiempo T — 2, de hecho la es-
trategia replicante definida sobre todo el periodo de inversién determina un
proceso estocastico, sin embargo iremos conociendo todo lo que necesitamos
de ella justo a tiempo para tomar decisiones, mds tarde formalizaremos este
concepto.

Sustituyendo el valor de Cp_i(uSr_3) y de Cp—1(uSr_2) en

Cr-2(St-2)
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obtenemos el precio del derivado en T' — 2

Cr-2(Sr-2) :-ﬂ%:; {.Cr_1 (uSr—3) + (1 — p,) Cr_1 (dS7-2)}
(1 +r 2 {p ( 2ST—-Q) + QP* (]- - p*) CT (udST_Q)

+ (1= p)? Cr (d*Sr—2) }

— 1 22: (2) i (1 _ )2—-1'0 ( .'dz_;'S )

*m s i P o T (U T2

Observemos que tanto el precio en T — 1 como el precio en 7' — 2 los podemos
escribir como el valor descontado del valor esperado del precio del derivado
en T'. Sin embargo, no perdamos de vista que en ambos casos hemos supuesto
que conocemos el precio del subyacente en un periodo especffico, si conocemos
el precio del subyacente en T'— 1 sabemos con certeza que el precio en T solo
puede tomar uno de dos posibles valores; uS7..; 0 dSp_1, sin embargo si lo que
conocemos es el precio en T — 2, las posibilidades para el precio en T son tres
u2ST_2, udSr_3 0 d2Sr_y € incluso el precio en T — 1 es desconocido. Lo que
quiero decir es que a medida que nos acercamos al tiempo de expiracién T se
va revelando cada vez més informacién acerca del precio Sr, en T conocemos
con certeza el estado de la naturaleza que ocurrié. En cualquier cualquier otro
momento anterior a T' tenemos sélo parte de la historia, Para formalizar esto
necesitamos definir los precios de los activos en un espacio de probabilidad
(€2, F,P) que sea capaz de registrar la informacién que se va revelando con
el tiempo, dicho de otro modo, necesitamos equipar a nuestro espacio de
probabilidad con una filtracién {F, :n € [0,...,T}}, donde F = Fr = 29
de modo que cada 5; sea F—medible, quizds incluso podemos suponer que
la filtracién es la generada por el proceso de precios. De este modo podemos
egeribir el precio del derivadoen T — 1y en T — 2 como

1
Cr = mEp. (Cr | Fr-1] y Cra= (1—_:7)—5151,; (Cr |Fraa]
respectivamente. Observemos adem#és, que estas esperanzas se obtienen res-
pecto a la medida de probabilidad p,, que tal como lo estamos intuyendo se
trata de la medida neutral al riesgo. La necesidad de incluir una filtracién en
el modelo es nueva, en el caso del modelo de un solo periodo no era necesaria
puesto que el precio era aleatorio sélo en el tiempo 7.

Regresemos ahora a la estrategia replicante, cuando intentamos replicar
el derivado en T — 1 se buscé en T' — 2 un portafolio determinado por Ap_s
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y ©r_ de modo que
Cr2a=Ar2Sr24+Or2 y Cr_1=Ar_2Sr 1 +O6p 2(1+7)

asi mismo, para replicar el valor del derivado en T se buscé un portafolio
apropiado, determinado por Ar_, y ©p_; de tal forma que

Cra1=Ara8r1+Or1 ¥y Cr=Ar,Sr+Or_1(1+7)
Con esto tenemos dos expresiones para Cr_;, de modo que
Ar 2571 +Or2(1+71) = Ar_1Sr +Or

iQue es lo que significa lo anterior? Simplemente que al tiempo T — 1 “re-
balanceamos”el portafolio, es decir el portafolio que tenemos en el periodo
[T~1, T lo financiamos exclusivamente con lo obtenido por el portafolio en el
periodo [T — 2, T — 1], no se ha incluido capital adicional, si asi lo hicieramos
realmente no estarfamos replicando el derivado. A este tipo de portafolios se
les conoce como portafolios autofinanciables, mas tarde se formalizard este
concepto. Terminamos esta seccién con la siguiente proposicién

ProPOSICION 2.10
El precio de un activo derivado (europeo) al tiempo t = T — m en el modelo
binomial esta dado por la férmula.

1 \— (m i m- i m—i
C'T—mzwg(i)ﬂ(l—m) "Cr(w'd™ S m) (B1)

PRUEBA. La prueba se hard por induccién. Primero veamos que la propo-
sicién es vélida para m = 1y m = 2, esto ya fué probado. Ahora, Supongamos
que es vilido para m y demostremos para m+1. Usando nuestros argumentos
de portafolio replica, es facil mostrar que

1
Croma = m {PCr_m (uST—m—1) + (1= 2:) Cr_m (dST_m-1)}
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por hipétesis de induccién se sigue que

CT—m—l = (1:'1)?_”. {E (Z) it1 (1 —-p*)m 1C ( i+ld'm—1'ST_m_l)
i=0

Z( ) ~p cT(u*d'"“*sT_m_l)}
"

1+,.)m {Z( )p* l_pt)m+1 ‘C (u'dm+l IST—m 1)
1

+):( ) )™ Cr (W™ Sy )}

ix=()

= g T Cr(um™ Srome)
m i m+l—i —4
+ Z (i — 1)1’1 (1-p)™* Cr(u'd™' ™' Sr_m_1)

izl

T (m m+1- i -
+ 2 (i)pl(l - p)™ T Cr (W™ S )
=1

+ (1= p)™ Cr(d™ Srom-1) }

m-+1
m+1 ; — { i
S D M i YIRS en AT ON

=0

la iltima igualdad es vélida puesto que (7) + ((’1‘1). = (") a

2.6. Modelo Multiperiodo

En el modelo de un periodo fuimos capaces de desarrollar la mayor parte
de los conceptos econémicos necesarios para entender la valuacién de los
activos derivados. Sin embargo a pesar de su utilidad, nuestro modelo de un
solo periodo resulta poco realista, en la vida real los precios de los activos
cambian en cada instante, por lo tanto el precio del subyacente de un activo
contingente tiene la posibilidad de cambiar muchas veces en el transcurso
de la vida del derivado. Es necesario reflejar esta caracterfsitica de alguna
forma. El camino l6gico es suponer que existe mds de un periodo.

Tenemos entonces, un horizonte de inversién que finaliza en el tiempo T,
pero a diferencia del modelo de un sélo periodo, el precio de los activos en
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el mercado puede cambiar a lo largo de este horizonte en fechas hien deter-
minadas, asi pues dividimos nuestro horizonte de inversién en n periodos, de
tal forma que nuestro horizonte de inversién queda dividido en las fechas:
Ozto,tl,...,tn :T

Por el momento conservaremos el supuesto de que nuestro espacio de
probabilidad (2, F, P) esta constituido por un espacio muestral Q finito,
F=29yP(A)>0V4eF.

Uno de los elementos més importantes de los modelos multiperiodo ya
lo describimos; los precios pueden cambiar en cada periodo, sin embargo no
s6lo esto puede ocurrir, por nuestro lado tenemos la posibilidad de renegociar
nuestras posiciones en el mercado en cada pariodo. Esto es muy importante
pues tenemos la posibilidad de reaccionar a los cambios de los precios.

Al tiempo T se puede considerar que tenemos toda la informacién necesa-
ria para determinar el precio de cualquier instrumento derivado, en cualquier
otro momento t; anterior a T la informacién con la que contamos es insu-
ficiente para determinar con certeza el valor del derivado al tiempo T, sin
embargo a medida que nos aproximamos al tiempo de expiracién la infor-
macién es cada vez mds completa, de tal forma que el precio del derivado se
va modificando de acuerdo con la informacién disponible. Necesitamos por
tanto una forma de registrar la informacién que se va revelando en cada pe-
riodo, esto lo logramos equipando nuestro espacio de probabilidad con una
filtracién (Fy,)peicn

De nuevo, suponemos que tenemos N + 1 activos en el mercado que de-
fienen el proceso de precios S = {8, :i=0,1,...,n} con S, = (Sp(t;),
S1(ts), ..., Sn(t;)), donde S;(t;) es el precio del j—ésimo activo al tiempo t;
y supondremos que S;(t;) es F, —medible. Es decir al tiempo t; nos basta con
la informacién contenida en la o-4lgebra F,, para conocer los precios hasta
ti.

Ahora bien, la estrategia que seguiremos para determinar el precio de los
activos contingentes es la misma que usamos en el modelo de un solo periodo,
intentaremos construir un portafolio replicante. Para copnstruir nuestro por-
tafolio necesitamos una estrategia de inversién, en el modelo multiperiodo una
estrategia de inversién es un proceso estocdstico ¢ = {¢, :i=0,1,...,n}
con ¢, = (do(ts), d1(ti), ..., dn(t:)) donde @;(¢;) es la cantidad invertida al
tiempo ¢; en el activo j—ésimo. Una propiedad muy importante de una es
trategia de inversion es que es un proceso predecible, es decir para toda ¢,
¢,, es Fi,_,~medible, dicho de otro modo; la estrategia ¢ efectivamente es
estocéstica, sin embargo conoceremos todo de ella justo en el momento ade-
cuado, de hecho nosotros mismos la determinaremos en el momento preciso.
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El valor de todo portafolio esta definido por el proceso estocéstico definido
por el producto interno

V(@) = ¢t; 8y,

Notemos que dado que ¢ es predecible y S es un proceso adaptado a la fil-
tracién, entonces el mismo proceso V;, es un proceso adaptado a la filtracién.

Al igual que en el caso del modelo de un solo periodo podemos suponer
que existe un mercado de dinero y que Sy(t;) > 0 es el precio del activo libre
de riesgo al tiempo t;. Si este activo paga una tasa libre de riesgo r entonces
So(ti) = So(to)(1+7)Y, en este caso la tasa r es constante y determinfstica, en
modelos mas complicados se puede suponer que 7 es una funcién que depende
del tiempo o bien que es estocdstica. Definimos ademss el factor de descuento
como f,, = 1/5y(t;), con este factor obtenemos el proceso de precios des-

contados Sti = (S‘O(ti)y Sl(ti)y (AR SN(tl)) = (1$ ﬂt.'Sl (ti)y Sl hﬂt.'SN(ti))- Por
supuesto tenemos también el valor descontado de nuestro portafolio

Vh(¢) = ¢’q ' gt,—

Para encontrar el precio de los activos contingentes intentaremos construir
portafolios replica. Al igual que en el modelo de un solo periodo, si no existen
estrategias de arbitraje podemos asegurar que el valor de un portafolio re-
plicante al tiempo t debe ser igual al precio del activo contingente al tiempo
t. Daremos pues las condiciones que nos aseguren la ausencia de estrategias
de arbitraje, del mismo modo para poder valuar derivados tendremos que
asegurar la completez del mercado.

Para valuar un activo contingente debemos conseguir un portafolio que
lo replique, es decir que pague en todo momento exactamente lo mismo que
paga el derivado(o bien que valga lo mismo), si ahora tenemos varios periodos
de inversién podemos asignar un precio para el derivado en cada uno de
estos periodos, suponiendo que en cada uno de ellos poseemos la informacién
pertinente. Si en verdad deseamos replicar el derivado entonces tendremos
que rebalancear nuestro portafolio en cada periodo, de modo que seamos
capaces de reaccionar a la llegada de nueva informacién. En un principio
podemos suponer que empezamos con una riqueza inicial, dicho de otro modo;
al tiempo ? tenemos un portafolio V;, (¢) = ¢, Sy,, en este mismo momento
reajustamos nuestro portafolio y hacemos Vi, (¢) = ¢, - Sy, al término del
primer periodo nuestro portafolio valdrd V;,(¢) = ¢, - S;, y nuevamente
rebalanceamos el portafolio de modo que Vi, = ¢,,-S,_;, en general al tiempo
t; tendremos el portafolio Vi, = ¢, - 8;, vy reajustamos a V, = b, Su,
como vemos la estrategia ¢,  se define en el tiempo ¢;, de acuerdo con la
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informacién que tenemos hasta el momento. Esta discusién nos conduce a la
siguiente definicién

DEFINICION 2.7 (ESTRATEGIA AUTOFINANCIABLE)
Se dice que una estrategia ¢ es autofiananciable si pare toda i € {0,1,...,n~ 1}

¢t¢ ! Sti = ¢ti+1 ) Sti

Este 1iltimo concepto es completamente nuevo, en un modelo de un solo
periodo no tiene mucho significado. Considerando esta definicidn, si seguimos
una estrategia autofinanciable entonces

Vh((p) - Vti-l(¢) = ¢ti : St.‘ - ¢t‘_1 . St'_l

= ¢ti N St{ - (bti ) Sti—l
= d’t‘- ' (St.' - Sh_l)
= ¢, - A8y

donde AS,, = 8;, —S,,_,. A partir del resultado anterior podemos afirmar que
si seguimos una estrategia autofinanciable, el cambio en el valor de nuestro
portafolio depende tinicamente del cambio en los precios y no de la inclusién
0 consumo de capital externo, dicho de otro modo, en cada periodo lo tnico
que hacemos es redistribuir el portafolio, en ningin caso se consume o se
incluye capital adicional, esto es claro si retomamos la definicién 2.6. y més
aun considerando lo siguiente, si ¢ es autofinanciable, entonces

Vt.(¢) = Vti(¢) - ‘/ti—l(¢) + ‘/ti—l(qs) - Vt.‘—a (¢) +..
+V11 (d’) - _Vto (¢) + Vto(¢)
= Vi(®)+ D ¢y, - AS,, (2.1)
k=1

esta expresi6n se considera como una versién discreta de la integral es-
tocdstica. Un resultado similar se obtiene para el portafolio descontado si
notamos que ¢, - Sy = ¢, - 8, s y sélo si ¢, -Qt‘ = ¢, - g:“ gl esto es
asl entonces

‘A/,;‘((]b) = Vi + E ¢’tkAst( (2,2)

k=1

donde ASt,. = 5:,—81:,- - ﬂtg-1st.‘—1
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Para nuestros fines es muy importante que el portafolio replicante sea au-
tofinanciable, si en algin periodo usdramos capital externo para “replicar”el
derivado, no podrfamos asegurar que el precio de nuestro portafolio sea igual
al del activo contingente.

Nuestro objetivo éigue siendo el mismo, intentamos valuar productos de-
rivados construyendo portafolios replicantes en un mercado completo y libre
de estrategias de arbitraje. Tenemos buenas noticias, el trabajo hecho en el
modelo de un solo periodo resuelve nuestros problemas en su mayor parte,
los conceptos que nos hacen falta en gran medida son sélo generalizaciones de
lo que ya vimos. Como dijimos; necesitamos ente todo valuar instrumentos
derivado en mercados libres de arbitraje esto nos obliga a dar una nueva de-
finicién de estrategia de arbitraje que se ajuste a las necesidades del modelo
multiperiodo.

DEFINICION 2.8 (ESTRATEGIA DE ARBITRAJE)
Se dice que una estrategia ¢ es una estrategia de arbitraje si

» Vo=0
» Vr 20
I]E[VT]>0

» ¢ es autofinanciable

La definicién es pricticamente la misma que se di6 en el modelo de un solo
periodo, la iinica diferencia es que en este caso necesitamos que la estrategia
sea autofinanciable este concepto, como ya se mencioné, ni siquiera tiene
gentido en el caso de un solo periodo, en el modelo multiperiodo hace perfecto
sentido.

;Como vamos a hacer para garantizar un mercado libre de arbitraje?
en el modelo de un solo periodo se introdujo el concepto de probabilidad
neutral al riesgo y se mostré que la existencia de una medida de este estilo
nos aseguraba la ausencia de oportunidades de arbitraje, dentro de poco
se mostrard un resultado similar para el caso de varios periodos. Hasta el
momento lo que sabemos es que una medida neutral al riesgo necesita cumplir
con dos propiedades, por un lado debe ser una medida equivalente a la medida
de nuestro espacio de probabilidad, lo cual tanto en el caso del modelo de
un solo periodo como en el de varios periodos equivale a decir que si 7 es
una medida neutral el riesgo entonces basta que w(A) > 0 para todo 4 € F
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para que sea equivalente. Por otro lado era necesario que E, [ASJ =0. La

primera propiedad es exactamente la misma en ambos modelos, la segunda
es practicamente la misma sélo que ahora debemos ajustarla de modo que
tome en cuenta la informacién con que se cuenta en cada periodo. La manera
correcta de hacerlo es a través de esperanzas condicionales, esto se expone
en la siguiente definicién

DEFINICION 2.9 (MEDIDA NEUTRAL AL RIESGO)
Una medida de probabilidad 7 es una medida neutral al riesgo si

» w(A) >0 para todo A € F
. E, [Aét‘l}}i_l} =0 i=0,...,n—1

Como dijimos, la primera propiedad exije que la probabilidad neutral al
riesgo sea una medida equivalente a la medida de nuestro espacio de proba-
bilidad, las segunda nos conduce inmediatamente al siguiente resultado

E, [ét(

-ﬁi_l] :St{_l i=0,...,n-1

es decir, bajo una probabilidad neutral el riesgo, los precios descontados son
martingala.

Los elementos necesarios ya se han mencionado, al igual que en el mo-
delo de un solo periodo la condicion que nos asegura tener un mercado libre
de arbitraje es la existencia de una medida neutral al riesgo, més tarde lo
mogtraremos en términos del modelo multiperiodo, por ahora se mostrarén
resultados generales que nos serdn de utilidad.

PROPOSICION 2.11
S (@)1ctcn €8 predecible y (M,)1<icn €s una martingala con respecto a la
filtracién (F)o<i<n, entonces

VE) = ¢0MD

Vi

t
Vot D @AM, t>1

i=1

es martingale con respecto @ (Fy)ocien. Donde AM; = M; — M; 4
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PRUEBA
E[Vin-VF] = E [¢’t+1AMt+1, Fi]
G E [ Moy — M| F
0
por lo tanto E(V,,| F] = V, O

Al proceso (V;) se le suele conocer como la transformada martingala de M,
por ¢,. Si 7 es una medida neutral al riesgo, entonces los precios descontados
son martingala con respecto a 7 y la proposicién 2,11 nos asegura que el valor
descontado de un portafolio es martingala también. Més atn si definimos el
proceso (Gilo<icn COMO

Go = 0

i

dodAM,  t>1
=1

f

G

con (e, )o<tcn predecible y (Mt)o<t<n martingala, la misma proposicién 2.11
nos asegura que (G'¢)o<i<n es martingala. Esta propiedad se resume en la
siguiente proposicién

PROPOSICION 2,12
Un proceso (Mt)gsts,, es martingala si' y sélo si para cualquier proceso pre-

decible (¢, )o<t<n
E [Z ¢tAMt} =0
t=1

PRUEBA Si (M,)o<i<n es martingala y (¢¢)o<e<n €s predecible, la proposicién

2.11 nos asegura que
E [Z G AM,

t=1

=0

Para probar el regreso definimos el proceso (?)oci<n como ¢, = 0 para
t#j7+ 1y ¢ = 1, para cualquier conjunto A que sea J;—medible. Te-
nemos entonces que ¢ es predecible y E[3"% | &, AM;] = 0 considerando la
definicién de ¢ se tiene que

B[4 (Myp - My)] = 0
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lo cual es equivalente a decir que E[Mjy,| ;] = M;, por lo tanto (M;) es
martingala. _ O

La proposicén 2.11 es més importante de lo que parecece a primera vista,
esta proposicién nos permite utilizar el principio de valuacién que encon-
tramos en el modelo de un solo periodo. Si somos capaces de replicar un
derivado, su precio el al dfa de hoy debe coincidir con el valor del porta-
folio y la proposicién 2.11, nos permite determinar el precio del derivado
encontrando las esperanza de su valor descontado.

Aunque ya hemos encontrado consecuencias importantes de la proposicién
2.11, adn no dicutimos la m4s importante, observemos que si tenemos una
medida de riesgo neutro, entonces los precios descontados son martingala
en este caso la proposicién 2.11, nos asegura que el valor descontado de un
portafolio también es martingala, esto tiene consecuencias muy importantes,
con este resultado podemos demostrar ficilmente que si tenemos una me-
dida neutral al riesgo entonces no existen oportunidades de arbitraje, esto se
resume en la siguiente proposicién

PROPOSICION 2.13
Si existe una medida de probabilidad neutral al riesgo entonces no eristen
oportunidades de arbitraje.

PRUEBA. Primero notemos que como By, > 0 para toda 7 entonces una es-
trategia ¢ es una estrategia de arbitraje sf y s6lo si

Vo=0

=Vr>0

E[Vr] >0
» ¢ es autofinanciable
considerando esta caracterizacién de estrategia de arbitraje la demostracién

es facil. Si 7 una medida neutral al riesgo, entonces para cualquier martingala
(M;)o<t<n con respecto a m se tiene que

E, [M] = E[E,[M]|F:]]
= E. (M,
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ea decir cualquier martingala con respecto a w tiene esperanza constante.
Como w es una medida neutral al riesgo, para cualquier portafolio autofi-
nanciable con Vj = 0 se tiene que

5 1] = ] -

y como m(A) > 0 para todo A € F concluimos que Vp = 0, esto nos asegura
la ausencia de oportunidades de arbitraje. O

La propiedad 2.12 nos da la mitad del camino, los tinico que nos hace
falta mostrar es que si no existen oportunidades de arbitraje entonces exis-
ten medidas de probabilidad neutrales al riesgo. La demostracién de esta
proposicién es casi igual a la demostracién de la proposicién 2.7 que esta-
blecfa el reaultado equivalente para el modelo de un solo periodo.

PROPOSICION 2.14
No existen estrategias de arbitraje sf y sdlo si eriste una medida de probabi-
lidad neutral al riesgo.

La prueba de esta proposicién se dard m4s tarde por ahora observemos
que a partir de la ecuacién 2.2 y la definicién de estrategia de arbitraje se
concluye ficilmente que una estrategia autofinanciable ¢ es una estrategia
de arbitraje af y sélo si

= Gr>0
-E[GT]>O

donde el proceso (Gi)o<i<r definido como G, =V - Vp es el proceso de
ganancias acumuladas.

Cada periodo del modelo multiperiodo puede ser tratado como un modelo
de un solo periodo, esta propiedad nos conducird a una conclusién muy ttil.
Si en algin periodo obtenemos una estrategia de arbitraje entonces todo
el modelo tiene estrategias de arbitraje, dicho de otro modo, si alguno de
los modelos de un solo periodo permite estrategias de arbitraje entonces
el modelo multiperiodo admite estrategias de arbitraje. Para verificar esto
veamos como podemos tratar cada periodo como modelo de un solo periodo.
Supongamos que el periodo de interés es el periodo [t;, t;11], esto quiere decir
que contamos con la informacién que nos proporciona la filtracién hasta t;, es
decir, conocemos con seguridad el evento de la o—4lgebra F;. que ocurrié al
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tiempo ¢;, esto cicunscribe las posibilidades para el siguiente periodo al evento
de Fy, que ocurrid.

Si en el periodo [t;,2;41] existe un evento A € J:, en el cual se encuen-
tra una estrategia de arbitraje en el modelo de un solo periodo, podemos
construir una estrategia de arbitraje para el modelo multiperiodo conside-
rando esta estrategia de arbitraje para un solo periodo. Con estos supuestos
podemos encontrar una estrategia ¢ tal que

N
G(8)=0 v Gun () =388 (tm) > 0
i=1
si sucede el evento .A. Definimos entonces una estrategia de arbitraje ¢ para
el modelo multiperiodo como

(l;j; sitg =t,weAdj=1,...,N
LSt sitk=thwed,j=0
?’:1 $;A8;(ti1) sty 2t we A =0
0, en otro caso.

Bi(te,w) =

observemos que con la estrategia ¢, el portafolio vale cero invariablemente
antes de #;, si ocurre el evento A sigue valiendo cero, pero en t;;, es ma-
yor que cero en A, posteriormente asignamos nuestras ganancias al activo
libre de riesgo, esto quiere decir que la estrategia ¢ es autofinanciable pero
si ademds ocurre el evento A4, al tiempo T terminaremos con una riqueza
positiva, por lo tanto ¢ es una estrategia de arbitraje para el modelo mul-
tiperiodo incluso en el caso en que el portafolio tome un valor menor a cero
en A podemos encontrar una estrategia de arbitraje, simplemente tomamos
la posicién contraria al portafolio propouesto.

La siguiente prueba como veremos es practicamente igual a la prueba de
la proposicién 2.7.

PRUEBA. (PROPOSICION 2.14.)
Denotamos con W al conjunto de variables aleatorias G'T(qb), donde

n

Gr(¢) = G (¢) = D1t AS(L) + - + dw(t;) ASN(t;))

i=1
es decir G’ es la ganancia acumulada hasta T, o bien el valor de un portafolio
al tiempo T que vale cero al tiempo cero.

Si no existen oportunidades de arbitraje en el mercado entonces podemos
asegurar que Gr(¢) = 0 para todo proceso predecible ¢. De hecho como ya



76 Capftulo 2. Modelos Di§cretos

se demostr inclusive para ¢; < T se puede asegurar que G (¢) = 0 para
toda estrategia ¢, de otro modo encontrarfamos una oportnidad de arbitraje.

Si A es el conjunto de variables aleatorias estrictamente positivas, la au-
sencia de arbitraje nos permite asegurar que W no se intersecta con A y por
consecuencia, W no se intersecta con el conjunto P = { X € 4|3 X (w) = 1}.
El teorema de separacién de convexos nos permite afirmar que existe un vec-
tor (Y (w))uen tal que

SY(W)X(w) >0 VXeP
y ademds para todo proceso predecible ¢

) Y(w)Gr(4)w) =0

de la primera condici6n se concluye que Y (w) > 0 para todo w € €, norma-
lizando este vector podemos construir una medida de probabilidad

_ YW
ﬂ—({w}) - Ew Y(UJ)

y como Y (w) > 0 para todo w € 2, concluimos que 7 es equivalente a P. A
partit de la segunda condicién se sigue que

Ee D (61(t)A8(t5) + - + o (t;)ASn(25)) | = 0
J=t

a partir de esta ltima igualdad y la proposicién 2.12 podemos asegurar que
los precios descontados son martingala, por lo tanto 7 es una medida de

probabilidad neutral al riesgo
0

Terminamos esta seccién con algunos comentarios, primero; para poder
valuar activos contingentes debemos hacerlo en un mercado completo, de otro
modo no podemos encontrar ningun portafolio replicante para el derivado, la
condici6n que nos asegura la completez del mercado es exactamente la misma
que se expuso en el modelo de un solo periodo; la medida de probabilidad
neutral al riesgo debe ser inica.

Se puede dar una prueba alternativa de la proposicidn 2.14, uge también
resulta interesante. Si retomamos la idea de que el modelo multiperiodo esta
constituido por varios modelo de un s0lo periodo, podemos enconteras medi-
das de probabilidad neutrales al rieso para cada uno de estos modelos de un
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solo periodo, con lo tinico que hay que tener cuidado es con la informacién
que tenemos disponible en cada periodo, esta fué la forma de proceder en el
modelo binomial multiperiodo, su supuso como conocidos los precios en un
‘momento en el tiempo y se resolvié un modelo de un solo periodo, el resto aélo
fue trabajo de “recortar y pegar”, es decir multiplicamos las probabilidades
obtenidas para cada periodo de forma adecuada y 8e obtuvo una probabili-
dada neutral al riesgo para el modelo multiperiodo. Esto nos provee de dos
métodos para poder valuar, podemos ir asuponiendo que en cada periodo
conocemos los precios y as{ encontrar el precio de forma recursiva, o bien
podemos encontrar la medida nuetral al riesgo para el modelo multiperiodo
y obtener el precio del derivado en un solo paso eso ya es a gusto y necesidad
del “cliente”,

2.7. Modelo Binomial (Tercera parte, Concluimos)

Esta seccién es simplemente una conclusién al modelo binomial, se pre-
senta m4s que nada por la biisqueda de completez. En esta seccién se muestra
la convergencia del modelo binomial & la férmula de Black y Scholes, es por
tanto la primera vez que la encontramos.

En la proposicién 2.10 de la seccién 2.5 se encontré una férmula binomial
para el precio de un activo derivado europeo en general, ahora supondremos
que el activo contingente es una opcién europea vainilla. De la ecuacién (B1)
tenfamos que el precio de un derivado europeo al tiempo T — m era

1 S (m i ;
C = i _ m—i id'm—lsr .
o= T (1) 0 n G5y )
si el activo contingente es una opcién europea vainilla entonces

Cr(wd™Sr_m) = (w'd™ 'Sy - K)*

donde K es el precio de ejercicio de la opcién. Con esta observacién reescri-
bimos la ecuacién (B1) como

= 1 - (m) — o \Mi 4 i At
CT—m— (1+T)m§(z)p*(1 p*) (Ud‘m ST—m K)

podemos simplificar la suma anterior utilizando la siguiente funcién

am(z) = inf{j € N|u/d™ iz » K}
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8l & = am(S7_m) entonces el precio de la opci6n al tiempo T — m es igual a

Cr-m = a7 Z( )p,, (1 =)™ (Wd™ " Sr_m — K)

= (1+rm2( )P*(l—P*)m‘ wd™ ' Sr

—ﬁz () -pmx

No es diffcil demostrar que (5,1~ B) = (5, i+ (1 —p,) d) es una me-
dida de probabilidad y ademés

i m—i __ 1 m—i -
F(l—ﬁ) (1+ )mp*( _pt) uidm !

con esta iltima igualdad podemos eseribir el precio de la opcién al tiempo
T — m como

K i ) )
Crm = Sr- mg ( ) a-pm W; (T)Pl(l —p)"
(B2)
esta es la versién binomial de la férmula de Black y Scholes, lo iinico que nos
hace falta es mostrar que (B2) efectivamente converge a la férmula de Black
y Scholes. Esto se muestra a continuacién

Antes de mostrar la convergencia necesitamos establecer algunos supues-
tos que nos facilitardn la demostracién. Deseamos encontrar el precio de la
opcién al tiempo t y en (B2) hemos supuesto que existen m periodos entre
el tiempo £ y la fecha de expiracién T', cada uno de longitud A de modo que
mA =T —t. 5 hacemos a A cada vez més pequefia, el nimero de periodos
de inversién en el intervalo [t, T] debe aumentar. Si en general dividimos el
intervalo [0,T] en n periodos lo que buscaremos es hacer tender n a infi-
nito, de modo que los periodos de inversién sean cada vez mas pequefios. Si
definimos a A y a m en funcién de n tenemos entonces que

A, = g:— y  mg(t) = @ = mp(t)A, =T -t (22)
Por otro lado sabemos que los precios siguen un proceso multiplicativo, de
tal forma que es posible obtener el precio en ¢t + 1 a partir del precio en ¢
haciendo Sy, = 5:I'¢y4, donde I'yyq € {u, d}, para garantizar la convergencia
suponderemos que
LV

-1
Up = € y dp = u,;
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Notemos por otro lado que la tasa libre de riesgo es efectiva al plazo A, esto
quiere decir que tendremos una tasa distinta en funcién de la longitud A,
del periodo. Si deseamos usar tasas continuas, debemos hacer

(1 +7,) = e™8n (2.3)
usando las ecuaciones (2.2) y (2.3) se sigue que

Hm (1 +7,)"™® = fm e~"Anmn(t) = o=r(T-1) (2.4)

n—oo n—roo

con esta seleccién de u, y d, y considerando interés continuo, escribimos la
probabilidad neutral al riesgo del modelo binomial como

emn _ e—-a'\/K:
Pon = VB ooV

y haciendo un poco de cuentas se obtiene que

lim pen = % (2.5)

n—oo

Tenemos ademas que

lfm p, = lfm e 0 eVin = 1

N-—00 2

(2.6)

Finalmente antes de proceder a la demostracién de la convergencia defi-
nimos an(t) como

an(t) = inf {j € N| Spudd?~7 > K}

La proposicién que deseamos demostrar es la siguiente

PROPOSICION 2.15
La siguiente convergencia es vdlida para cualquier t € [0,T]

mn (t)

LLEEDY (m"z-(t) )ﬁi(l S

1=a

mn(t) )
(1) r"v-(t) Z ( )p*n(l ~Pun)™O T =Gy

(2.7)

Donde
Ci = S;N (di) — Ke " T7IN (dy) (B&S)
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y
4 = In($)+ (r+30})(T-1)
ovT —1t
d2 = dl"‘CrVT—t

PRUEBA. Consideremos la primera parte de la ecuacién (2.7) y observemos
que

min(t)

() <& <ma(t) = 3 (") a-pm0 @)

1=0

donde &, es una variable aleatoria binomial con pardmetros my(t) y B,. Por
lo tanto

E[é] =ma®p, v Var(é) =ma(Pa(l - 7)

si normalizamos la variable £ se tiene que

' o ant) = ma (OB, M (£) = M ()P,
(an(t)s <m (t))—ll’(\/mn(tﬁn ) ‘f"‘\/m,, ARG (p";)
29

donde .

En — mﬂ(t)ﬁn

M (8)Pa(1 — Pn)

lo que necesitamos demostrar es que la sucesién £, tiende en distribucién a
una normal esténdar. Para lograrlo escribimos

€n =

mn(t) _
{n ):uzl 77 ﬁt) (210)
M (t ﬁn( - pn)
donde 73,4 = 1,...,my(t) son variables aleatorias independientes bernou-

1li idénticamente distribuidas con pardmetro B, Si esto es asf, entonces la
funcién caracterfstica p(z) de la variable 7; = n — p; es

/-"(z) = ﬁne(l—pn)‘ + (1 - Ijﬂ) e Pat

la expansién de Taylor de esta funcién nos de una expresién mucho més
manejable, esto es; u(z) = 1 — B, (1 —B,) 2°/2 + o(2?). Podemos usar la
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funcién p(z) para calcular la funcién caracterfstica de £,. Considerando la
ecuacién (2.10) calculamos la funcién caracterfstica (,(z) de €, como

ma(t) 2 2\
w1 {” (W)} (- (Fa)l |

de aqui se sigue que

lfm ¢, = e *'/2 (2.11)
n—oo
con esto se demuestra la convergencia en distribucién. Por otro lado notemos
que
In (K/S) + ma(t)ovA,
a,(t) = 2
oA,

de aqui se sigue que

In{K/8)+mn(t)evVBn _
ant) = By _ iRt — (O

fm =
oo /OBl —Pn) ™ V()51 -Pn)
(2.12)
— lm In (K/S;) + mn(t)ov/An (1 — 2p,)
nee \/m" i’n 1 '_' ﬁn)
haciendo un poco de cuentas se puede verificar que
Jim ma(t)y/An (1 = 25,) = = (T = 1) (= +2) (2.13)

considernado este lfmite evaluamos el limite en (2.12) como

In (K/S:) + ma(t)ovBn (1 = 2p,) _ In(K/S:) — (r+ 30%) (T - ¢)

lim

novoo v/ ()Ba (1 = Pn) oVT —t
(2.14)
para, terminar de evaluar el lfmite en (2.9) observemos que
t) —
1fm Mn(t) — ()P _ = lim = lim /m,(1)B;'(1 ~B,) =00 (2.15)
n-+00 \/m pﬂ ]_ - ﬁn) n—+o0  n—roo

A partir de las ecuaciones (2.11), (2.14) y (2.15) y usando las propiedades de
la normal se concluye que

mn(t)

i S (Moo aN@w )

i=a
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de forma mu similar se obtiene que

Jm > ( f )p;.n (1= pun)™ O = N (da) (217)

con este par de lfmites y el lfmite en (2.4) queda demostrada la convergencia
en (2.7) a



Capitulo 3

Modelos Continuos

En el presente capftulo se
ofrece una version continua de los modelos de valuacién de derivados. En esta
ocasién el trabajo que tenemos que hacer es mucho menor en ciertos aspectos,
puesto que en el caso discreto ya se han resuelto los problemas econémicos
propios de la valuacién de derivados. Ahora el trabajo mas importante es
de crécter matemético. Necesitamos herramientas mds potentes para poder
alcanzar nuestro objetivo.

El mismo cardcter fuertemente técnico de muchos de los conceptos ma-
teméticos que se emplearan, nos obligan a ser un tanto informales, puesto
que un tratamiento preciso y riguroso excede el tamaiio y nivel de una tesis
de licenciatura. En lugar de proveer demostraciones formales o tratamientos
detallados se dan, donde sea posible, una explicacién un tanto intuitiva o bien
se hace referencia a algin texto que ofrezca el material de forma adecuada.

3.1. Un modelo de precios.

Quizés lo més importante para comenzar el desarrollo de nuestros mo-
delos continuos sea proponer un modelo apropiado para describir en tiempo
continuo la dindmica de los precios de los activos. Esta seccién tiene como ob-
jetivo proponer un modelo razonablemente bueno y para ello comenzaremos
a partir de lugares conocidos.

En la iiltima seccién del capftulo 2 se demostrd la convergencia del modelo
binomial a la férmula de Black y Scholes, esta convergencia se logré inclu-
yendo en un horizonte de inversién un nimero cada vez mayor de perfodos.

83



84 Capitulo 3. Modelos Continuos

Quizés algo similar podamos hacer para encontrar un buen modelo conti-
nuo de precios. Partamos pues del modelo binomial y veamos hasta donde
podemos llegar.

Del modelo binomial sabemos que el precio de un ‘activo lo podemos

expresar como
SH-I = FH_ng (31)
donde I'yy; € {u,d} y I's = 1. Este modelo de precios lo podemos modificar

ligeramente si consideramos un nuevo proceso {y;} definido como ¥ = In (I';).
En este caso se reescriben los precios en (3.1) como

SH-I = Steﬁn-ﬂ (32)

considerando esta iiltima ecuacién podemos escribir el precio S; como

t
Sy = Syexp {Z 'y;} (33)
1=0

Todo esto ya lo habfamos desarrollado, sin embargo conviene repasarlo para
tenerlo bien fresco en la memoria ya que este es el punto de partida para

encontrar un modelo de precios en tiempo cont{nuo.

Para desarrollar nuestro modelo vamos a suponer por el momento que
nuestro horizonte de inversién es del tiempo 0 hasta el tiempo 1, este lapso
lo dividiremos en N periodos de tal forma que cada periodo sea de longitud
A = 1/N. Notemos que este supuesto no nos hace perder generalidad, sblo
depende de que es lo que definamos como “tiempo 1”. Este supuesto se hace
sélo para simplificar un poco el desarrollo. Dada esta particién del intervalo.
[0,1] y considerando la ecuacién (3.3) podemos escribir el rendimiento del
activo hasta el tiempo 1 como y;+7yz2+- - -+7yn. Si recordamos que las variables
I, son independientes e idénticamente distribuidas se concluye entonces que
las variables -y; también son independientes e idénticamente distribuidas, esto
nos conduce al siguiente razonamiento; si denotamos con m al rendimiento
esperado hasta el tiempo 1 y con o a la desviacién estdndar del rendimiento
hasta el tiempo 1 entonces para todan = 1,2,..., NV se tiene que

m=E[y+mn+:+w

=E[n]+EM]+ - +E[w]
= NE [a]
del mismo modo
o® = Var[y + 72+ + ]
= Var[y,] + Var[ya] + - - - + Var [yv]
= NVar [va]
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esto quiere decir que para cada n = 1,2,...,N, la variable aleatoria v,
tiene esperanza E [v,] == mA y desviacién esténdar /Var(y,) = oVA . Si
suponemos que la probabilidad de alza y de baja es de 1/2 entonces, se tiene
que

mA + oV, si el precio sube.

=

mA - oA, si el precio baja.

gi introducimos la variable aleatoria

+VA, con probabilidad 1
En =
—V/A, con probabilidad
reescribimos -, como v, = mA + o, en este caso

Sty1 = Spexp {1} ' (3.4)
= S;exp {mA + o0&}

evaluando el precio en ¢ = nA de forma recursiva se tiene que

Sp=Soexp{m+r2+--+ v}

=Spexp{mnA+o (& +&+ - +&)} (3.5)

finalmente para simplificar la expresién en (3.5) definimos el proceso w,, como

wn:fl+£2+"'+€n (36)
con wg = 0. De este modo se tiene que
Sy = Spexp {mt + ow;} (3.7)

para obtener la versidn continua de (3.7) aproximamos exp {7:} con un poli-
nomio de Taylor de segundo grado de tal forma que

Stt1

1
5= e & L+ + o (3.8)
t

2

por otro lado
Ve atA (3.9)
se eliminan los demds términos pues se consideran de magnitud despreciable.
Sustituyendo (3.9) en (3.8) y retomando el valor de 7., se obtiene
8 1
% 2l +mA 4ol + iazA
' (3.10)
l ,
=1+ (m+50 ) A+0‘ft+1
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considerando que &4y = Wy — w y reordenando términos, reescribimos
(3.10) como

1
Spp1 — 5y & (m + 502) S:A + a5, (’LUH_l - T.Ut) (311)

La ecuacién (3.11) ya estd muy préxima a la dindmica que buscamos para
los precios. El siguiente paso serd encontrar el lfmite de la caminata aleatoria
w(N), cuando N — oo. Para lograrlo fijemos un ¢ arbitrario y considere-
mos nuestra subdivisién inicial del intervalo [0,1]. En este caso tenfamos N
subintervalos de longitud A = 1/N, si ahora trabajamos con el intervalo
[0,t] y conservamos la longitud de los gubintervalos, ahora tendremos Nty
subintervalos, donde ty es el multiplo de 1/N mds préximo a i.

Notemos ademés que
Ely]=mA y  Var[y]=0°A
y por lo tanto las variables aleatorias zn definidas como

Yp — MA
oVA

gon variables aleatorias con media cero y varianza uno. Manipulando las
variabtes z,, se obtiene ficilmente que

Tn =

mA + &g — mA
Z, = ————— = VN,
oV A ‘

con esta tltima expresién y la ecuacién (3.6) escribimos wy como

+ a4
wy = \/tle T2t Tty (312)

VNty

como las variables z, son independientes e idénticamente distribuidas con
media cero y varianza uno el teorema del limite central nos asegura que

T+ T2+ + TNy
v Nty

tiende en distribucién a una variable aleatoria normal esténdar. Este hecho
junto con la ecuacién (3.12) nos permite concluir que wy tiende en distri-
bucién a una variable aleatoria Wy normal con media cero y varianza t. El
proceso W; propuesto es un movimiento browniano estdndar, en la sigujente
seccién se definird formalemente y se discutirdn propiedades muy importantes
para nuestros fines.
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Con este iltimo resultado podemos reescribir la ecuacién (3.11) en su
versién continua como

dS, = (m + %a’) dt + odW (t) (3.13)

donde como se vié dW (t) ~ N(0, dt).

Finalmente, si retomamos la ecuacién (3.7) podemos suponer que la so-
lucién de (3.11) estd dada por el proceso

St = Soemt+crw(t) (314)

una pequefia variante de este modelo ser4 la que usemos para valuar deriva-
dos.

3.2. Movimiento Browniano

En esta seccién y en la 3.3 nos alejamos un tanto de la valuacién de
derivados y se discuten en cambio, conceptos mucho més generales, en la
secci6n 3.3 se dard un desarrollo al menos decoroso de la integral estocdstica y
del lema de Itd, herramientas indispensables para valuar en tiempo continuo.
Por ahora, en esta seccién sélo presentaremos al protagonista de la historia
y algunas de sus propiedades.

Toda la seccién anterior se destino a dar una construccién informal a
partir del modelo binomial del proceso de precios que usaremos en el modelo
continuo, el producto que conseguimos fué el modelo que se muestra en la
ecuacién (3.14) en esta ecuacién se establece que el precio S; de un activo
riesgoso dependen de una variable aleatoria W, que se distribuye normal
con media cero y varianza t, en este sentido se dice que los precios siguen
un proceso lognormal. Esta seccién se ocupa de estudiar el proceso W; para
proveer resultados indispensables en la construccién de la integral estocéstica.
Comencernos pues, por dar una definicién de movimiento browniano.

DEFINICION 3.1 (MOVIMIENTO BROWNIANO ESTANDAR)

Sea (9, F,P) un espacio de probabilidad. Un proceso estocdstico W; es un
movimiento browniano estindar si para toda w € §2, W, es una funcidn
continua para todat > 0 y

[ ] W0:0
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» Es un proceso de incrementos independientes. Es decir, 510 < s <t <
u < v entonces

Wt _Ws y Wu _Wu

son mdependientes.
s 5i0< s <t entonces Wy — W, ~ N(0,t — s).

Para nuestros fines serd necesario equipar nuestro espacio de probabilidad
(Q2, F,P) con una filtracién {F;},., es decir una familia creciente de o-alge-
bras, tales que si s < t entonces F, C F; y F; C F para toda t > 0. Esta
filtracin, tal como en el caso discreto nos servird para describir la infor-
macién que se va acumulando a medida que esta se revela en el mercado.
Siendo el movimiento browniano la fuente de incertidumbre de nuegtro mo-
delo de precios, es 16gico que la infromacién que nos proporciona la filtracién
afecte directamente al movimiento browniano!. Asf pues supondremos que
el movimiento browniano W, que usaremos es un proceso adaptado a la fil-
tracién, es decir para cada ¢t > 0, W, es F-medible y por tanto basta con la
informacién contenida en JF; para conocer el valor del browniano en t. Por
otro lado, si consideramos el segundo punto de la definicién de movimiento
browniano entonces resulta l6gico que también exijamos que si 0 < 5 < ¢
entonces W; — W, es independiente de F, para toda u < s.

Con las condiciones que hemos impuesto sobre la filtracién y el movi-
miento browniano, podemos probar algunas propiedades importantes que
cumple W,.

PROPOSICION 3.1
Sea (Q, F, P, {Fi},»o) un espacio de probabilidad filtrado. Si {W:},5, €s un
movimiento browninano estdndar, entonces -

1. W, es martingala

2, W2 -t es martingala

3. exp {UW: — %’t} es martingala

1De hecho se puede suponer que la filtracidn es la generada por el movimiento browniano
més la clase de subconjuntos nulos de 2, a esta filtraclén se la conoce como una filtraclén
aumentada.
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PRUEBA. Probar la primera afirmacién es sencillo. Supongamos que 0 < 3 <
t, entonces

E[W,| F] = E[W, - W, + W,| F,]
=E[W, - W,| F,| + E[W,| F,]
=E[W,— W, + W,
=W,
Notemos que en la tercera igualdad se ha usado la propiedad de incrementos
independientes del meovimiento browniano y la suposicién de que W, es F,-

medible. La cuarta igualdad viene de la distribucién de los incrementos.Con
esto queda demostrado el primer punto

Probar la segunda condicién también es sencillo. Notemos que

E[W? ~t| F] =E [(W, - W.)* + 2W, W, - W}? -t | F,]
=E[(W, — W,)*| F.] +2W,E[W;| F,) - E [W]] —¢
=B [(W, - W,)?] + 2W, W, - W} -t
=t—s+W!—t
=W?-35s
Observermnos que en la tercera igualdad se ha usado el hecho recién probado de
que el movimiento browniano es martingala ademéds de la independencia de
incrementos, en la cuarta igualdad se aprovecho el hecho de que por definicién

E[(W,—W,)?] = t— s Probar el tercer punto es muy similar a la demostracién
de los dos anteriores, esto es como gigue

i [BUW:—l/hr’t

il

]_—] — pWam1/20% [ea(We—W.)
— eaW,—l/Za’t]E [eﬂ'(Wg—W.)]
— eaW,—l/Qa”t]E [ealeTa]
— eaW.—l/Qo"tel/%'“(t-n)
— eaW.—l/ch’a
Obsérvese que en la tercera igualdad se ha sustituido W —¢ —W, con 2/t — s
donde z es una normal estdndar. Con esta sustitucién queda claro que en esta
tercera ecuacién la esperanza es la funcidn generadora de momentos de una
normal estdndar evaluada en o/t — 3. Con esto termina la prueba de la
proposicién. O
Esta propiedad no parece tener gran utilidad por el momento, sin embargo
veremos més tarde usaremos cada una de estas propiedades. La siguiente
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proposicién se enuncia sin prueba, sin embargo una prueda de este resultado
puede encontrase en el libro de Leo Breiman, en el de Sidney Resncik o en el
de Karatzas y Shreve.

PROPOSICION 3.2
La3 trayectorias de un movimiento browniano son no diferenciables en cual-
quier punto casi donde geq.

Este resultado es muy importante y es causante de muchos de nuestros pro-
blemas técnicos. Es debido a esta propiedad que no podemos hablar de un
céleulo diferencial estocastico, sélo se pueda desarrollar un célculo integral
estocéstico, aunque notacionalmente se pude trabajar con diferenciales. El
otro gran problema que nos encontraremos, causado por el movimiento brow-
niano y que nos obligard a desarrollar una integral estocéstica se describe a
continuacién

3.2.1. Variacién Cuadrética

A pesar de ser una funcién continua, las trayectorias del movimiento
browniano se comportan realmente mal en ciertos aspectos. En la propo-
sicién 3.2 ya se presentd uno de estos malos comportamientos, resulta que el
movimiento browniano no es diferenciable en ningiin punto, esto quiere decir
que su comportamiento es terriblemente errdtico. Como consecuencia de este
comportamiento errdtico, la variacién cuadrética del movimiento browninano
es distinta de cero. Este hecho hace que el calculo estocéstico sea distinto del
calculo ordinario.

Antes de investigar la variacién cuadrdtica del movimiento browniano,
se analizard lo que sucede con la variacién de primer orden (o simplemente
variacién). Para esto considérese el intervalo [0, T}, el primer paso es definir
una particién I1 = {tg, t1, .. .,2.}, de tal forma que

0:t0<t1<"'<tn_1<tn:T

la distancia entre cada t; no tiene por que ser uniforme, por tanto definimos
la norma de la particién como la longitud del subintervalo més grande de
1a particién, esto es ||TI|| = méxizo,4,.n-1(t: + 1 — t;). Con estos elementos,
definimos la variacién de una funcién f como

V() = tim 1few) ~ £69) (315)

(1T} -+0

este lfmite se obtiene incrementando el niimero de puntos en la particién, de
tal modo que la logngitud del subintervalo més largo tiende a cero.
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Si 1a funcién f es diferenciable, entonces la variacién de f es acotada. Esto
es facil de demostrar si usamos el teorema del valor medio. Efectivamente;
sabemos que si f es diferenciable en cada subintervalo [ti1, ;] entonces existe
un punto t¥ en este subintervalo tal que

Ftiv1) — f(&) = F(&) (bigr — ) (3.16)

a aprtir de esta iiltima relacién y retomando la ecuacién (3.15), escribimos
la suma de la variacién de f como

n-1 n-1
ST i) = FE) =D 1F @) (tisn — 1)
=0 =0

=0 (3.17)
= Z |£/ @ (i — )
i=0

lo que hemos obtenido en (3.17) es la suma de Riemann para |f’(t)|, por lo
tanto

n—1 T
V(f) = lUm Z|f’(t?)l(ti+1—t4)=/o |f'(£)] dt (3.18)

[171]}-+0

si observamos el desarrollo anterior vemos que no podermos usar el mismo
argumento para calcular la variacién del movimiento browniano, dado que
¢l movimiento browniano no es diferenciable. De hecho el movimiento brow-
niano es de variacién no acotada.

El siguiente paso es analizar que es lo que sucede con la variacién cuadritica,
para esto considérese la siguiente definicién
DEFINICION 3.2
Sea f una funcién definida en [0,T), la variacién cuadrdtica de f hasta T es
e

< f,f >r= lim Y [f (t1) = (&) (3.19)

-0 <
donde ”H“ = mﬁxizo,l _____ n—l(ti +1-— t{) Y0=tg <ty <--- <l <ty = T.

De nuevo tomemos una funcién f con primera derivada continua, por el
teorema del valor medio se tiene que

S ) — S = S IPE (to — )

i=0 i=0

n—1
< I 17 E) (tin — 1)
=0
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tomando el limite se sigue que

< f,f>r < lim IIHIIEH I (tisr - t)

|ITT}{—+0

m_||TT]| - Zlf AT OIS

IIHII—fO I!HII —0

=0 / FEf e
=0

Notemos que en este caso fOT |£/(7)|? dt es finita, puesto que hemos supuesto
que f' es continua, de otro modo no podrfamos asegurar la dltima igualdad.

Si revisamos de nuevo la demostracién anterior veremos que no es posible
usar los mismos argumentos para enconrar la variacién cuadrdtica del mo-
vimiento browniano. Un argumento fundamental en la demostracién fué su-
poner que la funcién f es diferenciable. Esto no ocurre con el movimiento
browniano. Sin embargo si buscamos otro tipo de convergencia seremos ca-
pacesa de calcular la variacién cuadraitica del movimiento browniano. Esto se
muestra en la siguiente proposicién

PROPOSICION 3.3
Sea W un movimiento browniano. Entonces < W, W >¢=T para toda t > 0

De hecho lo que se demostrard es que esta la variacién cuadréitica de W
converge a 17" en media cuadritica.

PRUEBA. Lo que necesitamos demostrar es que si definimos la particién 0 =
b <ty < --- < t, =T y definimos a la norma de la particién como de
costumbre, entonces

m”% (E (tis) — W(t)) —T) =0 (3.20)

=0



3.2. Movimiento Browniano 93

Para probarlo primero veamos que

H

B | (W () - WP | = B [(W(ti) - W)

-
!
_-

Z ar [W(tH.]) - W(ti)]

il

Ea—
1l
-

]

(tiy1 — )
0

I
ST

esto nog conduce a afirmar que

n-1 2 n-1

E |:(Z (W (ti) - W(t)* - T) :l = Var (Z (W (ti41) ~ W(ti))z)

=0 i=0
= ZVar (i) — W(t))*)

= (3.21)

obsérvese que en la segunda igualdad hemos usado la independencia de in-
crementos del movimiento browniano. Si recordemos que el cuarto momento
de una variable aleatoria normal con media cero y varianza o? es igual a 30
entonces

Var (W (tes) = W (t:))°) = E [(W (tis1) — W(t))"] = E? (W (1) = W(2))7]

E
=8 (i1 — ti)* — (b — 1)’
2

sustiuyendo en (3.21) se tiene que

E [(E(W(tm)—W( i) —T) J —22 tin — ;)

i=0 i=0

n—1 (322)
<2~y (b — 1)

=0
=2|mj-T

de aqui se obtiene fdcilmente (3.20) haciendo ||II|] = 0. Con esto queda
demostrada, la propiedad O



94 Capltulo 3. Modelos Continuos

En la demostracién de la proposicién (3.3) se mostré ademés que
E [(W(t2) — W] = (tuss — 8)

y que
Var (W (tin) — W(t:))*) =2 (tin — 8)’

esto nos puede conducir a la conclusién de que si (ti+1 — t;) es pequefio,

entonces (t;11 — 1,“)2 es alin més pequefio y por lo tanto podriamos suponer

que
(W(tip1) - W) et — 1 (3.23)

la conclusién, obtenida (3.23) no carece del todo de sentido, sin embargo
hay que ser muy cuidadosos en su interpretacién. Aunque no se dard un
argumento preciso del resultado, si podemos decir que la suposicién que se
hizo anteriormente realmente no es el camino para interpertar (3.23). De
hecho veamos que si esto ocurre entonces -

(W (tir1) — W(t))?
tiv1 — U

~1

la parte izquierda de esta realcién es el cuadrado de una variable aleatoria
normal (serfa una x?) y no tiene por que estar cerca de uno, no importa que
tan pequeiio sea t;;; — t;. De hecho es el cuadrado de la variable

W (tip1) = W (k)
Vin -t
esta variable es normal estdndar y no depende de que tan pequena sea la

diferencia t;;, — t;. La interpretacién debe ir entonces por otro lado, esto se
facilitard si analizamos la siguiente relacién

Y(+1 =

(W (i) - W(t))? = T”-jl

notemos que en este caso hemos seleccionado los puntos t; de la particién de
tal forma que ¢; = i% y por tanto t;1 —t; = % En este sentido, al sumar el
lado derecho la ley de los grandes nimeros nos asegura que

YI_Z
Zn— l—nJ-rl

i=0

tiende a la media comin E[Y2,] = 1 de las variables Y3,, y por tanto

"o Wtin) — W (t;))? tiende a T. Es decir, sélo a partir de la ley de los

grandes niimeros se puede explicar (3.23). Realmente lo que se pude concluir
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es que el movimiento browniano acumula variacién cuadritica a una tasa de
uno por unidad de tiempo, esto se escribe informalmente como

AWdW = dt (3.22)

Esto no sucede de la misma forma si consideramos incrementos determin{sti-
cos, de hecho se tiene que

n-1 n~1
> (i — ) < IO (B — ) = 11} - T
1=0 im{)
de aqui se sigue que |
n—1
fm tir1— ) =0 3.25
Jm S (b ~ 1) (3:25)

esto lo expresamos diciendo que dtdt = 0.

La misma conclusién obtenemos si hacemos el mismo célculo con incre-
mentos cruzados, es decir

[(W (tig1) = W (L)) (tiga — t)] < ongéf—l [((W (tirr) — W(t))| (tira — i)

por lo tanto

Y Wtiat) = W(t) (b1 — )

i=0

< 051}‘13_1 |(W(tiy) =W ()T

Como W es continua entonces méXock<n—1 |(W (tiy1) — W(t))| tiende a cero
g1 ||II|| tiende a cero, por lo tanto

I{m =0 (3.26)

(m}—0

n—-1
D Wtisn) = W) (tin = )

esto se escribe informalmente como dWdt = dt.

La proposicién 3.3 y las ecuaciones (3.25) y (3.26) se resumen en la si-
guiente “tabla de multiplicar”

Tabla 3.1

Con esto parece que ya tenemos los elementos necesarios para construir la
integral estocdstica, lo cual haremos a continuacién.
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3.3. Integral estocdstica.

Hasta el momento hemos propuesto un modelo de precios fundamen-
tado en un movimiento browniano y discutimos varias propiedades del mo-
vimiento browniano que son fundamentales para entender la integral es-
tocéstica, misma que vamos a construir en esta seccién. Sin embargo hasta
el momento no hemos dado un argumento que nos explique la necesiadad de
construirla para poder desarrollar un modelo continuo de valuacién de ac-
tivos derivados. La pregunta es entonces ;por que necesitamos una integral
estocdstica?

Una de las conclusiones més importantes que obtuvimos en el capitulo
anterior cuando discutfamos los modelo discretos de valuacién fué que para
valuar un derivado era necesario replicarlo. Esto se lograba mediante la cons-
truccién de un portafolio que replicara el valor del derivado en todo tiempo
t;. Si eramos capaces de construir un portafolio de este tipo entonces el por-
tafolio y el derivado debfan valer exactamente lo mismo en todo momento.
Una de las condiciones més importantes que deben cumplir estos portafolios
replicantes es que deben ser autofinanciables. De acuerdo con la definicién
2.7 esto significa que 8i ¢ es una estrategia autofinanciable entonces

Gy, St =y, St

para toda t; en el horizonte de inversién, Se demostré ademds que esto es
equivalente a

th+1(¢’) - Vf.(¢) = d)t,v WAL (327)
o bien )
Vii(®) = Vio (@) + Y ¢y, - ASy, (3.28)
k=1

donde V;,(¢) es el valor del protafolio replicante en el tiempo t;.

En tiempo continuo seguiremos la misma idea para valuar derivados,
as{ que necesitamos una versién continua de la ecuiacién (3.27) y (3.28) que
describa la dindmica del portafolio replicante. Una forma l6gica de hacer esto
es con una ecuacion del estilo

dVi(¢) = ¢ - dS, (3.29)

recordando la dindmica de precios que se propuso en (3.13) se reescribe 3.28
como

dVi(¢) = ¢ (m + %07‘) Sidt + ¢po 5, dW, (3.30)
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con esta ecuacién o la (3.29) conseguimos una versién continua de la ecuacién
(3.27), sin embargo recordemos que una expresién de este estilo es meramente
notacional, pues realmente no podemos hablar de un cdleulo diferencial es-
tocastico. Por esta rezén escribimos (3.30) en su versién integral.

t t
Vi) = Vo(ob) + / (m+%az) St + /; b SdW, (3.31)

esta es la versién continua de la ecuacién (3.28) y

Vi) =) + | - ds; (3.32)

es la versi6n integral de (3.29). Si la idea es seguir la misma estrategia para
valuar derivados, encontrar portafolios replicantes, serd necesario resolver
ecuaciones del estilo de la ecuacién (3.31) y (3.32).

Esta es la razén por la cual tenemos que construir la integral estocdstica,
para dar sentido a expresiones como la (3.31) necesitamos construir una
intergral del tipo

T
/ F(2)dW, (3.33)
[}

Notemos que una integral de este estilo es semejante a la integral

/ ' f(t)dg. (3.34)

8i g es diferenciable entonces podemos traduc1r la integral anterior a la inte-

gral de Lebesgue
[ st (335)

pero sabemos que esto no es posible si g es un movimiento browniano pues
éste no es diferenciable. La pregunta serfa entonces Jen que casos puedo
definir la integral (3.34) en el sentido de Lebesgue o en el sentido de Riemann—
Stieljes? Para responder esta pregunta considérese la siguiente definicién,

DEFINICION 3.3
Una funcion g definida en el intervalo [0, T] es de variacidn acotada de orden
p pare algin p > 0 si

I i
Hl'llrﬁﬂzlg tiv1) — g(t:)[" < o0

donde ||TI| es la norma de la particion 0 =ty <t; < ... < t, =T.
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En la seccién ya nos habfamos encontrado con este concepto para el caso
p = 1,2. La definicién 3.3 extiende el concepto para cualquier p > 0.

Contando con esta definicién se ofrece acontinuacién, sin muestra, una
condicién guficiente para que una funcién f sea integrable conrespecto a una
funcién g en el sentido de Riemann-Stieljes.

PROPOSICION 3.4
La integral de Riemann-Stieljes fOT f(t)dg, existe si se satisfacen las siguien-
tes condiciones.

= Las funciones f y g no tienen discontinuidades en el mismo punto
tel0,T)

» La funcidn f es de vriacién acotada de orden p y la funcidn g es de
variacién acotada de orden q para alguna p > 0 y q > 0 tales que
pltgt>1

F] movimiento browniano es de variacién acotada de orden p para p > 2
esto quiere decir que la integral (3.33) existe en el sentido de Riemann-Stieljes
8i f es de variacién acotada (de orden 1). De hecho se pude demostrar que si f
es diferenciable, con derivada acotada en [0, T] entonces existe la integral en
(3.33) en el sentido de Riemann-Stieljes. El problema lo encontremos cuando
la funcién f no es de variacién acotada. Este serfa el caso por ejemplo de una
integral, tan simple en apariencia como

T
| waw
0

No nos queda més remedio que buscar otra forma de definir una integral
como la anterior.

3.3.1. Integral estocéstica de funciones simples.

Comenzaremos dando una versién muy sencilla de la integral estocdstica.
Definiremos la integral estocdstica para funciones simples.

DEFINICION 3.4

Una funcién simple definida en un espacio de probabilidad filtrado (Q,F,P, {ft}tgu)

es una funcion f del estilo

n-1
fi(w) = Z Pi(w) Tt i)
=0

donde 0=ty <ty <+ < t, =T yiy es Fy,-medible y acotada.
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Notemos que si f es simple, entonces esta definida a tramos. Toma en cada
intervalo (Z;,¢;,,] el mismo valor que toma el proceso ;(w) en algin tiempo
t tal que ,(w) es Fy-medible. Para nuestros fines supondremos que en el
intervalo (t;,t;+1] es igual al valor que toma ;(w) al tiempo t;, es decir el
valor que toma en el extremo izquierdo del intervalo.

9i esto es asf, definimos la integral estocéstica de f con t, <t < tpp

= ST ) W) — Wil + S8 V() - W) (336)

-/ ' fwaw,

A continuacién se prueban algunas propiedades de la integral estocdstrica
definida en (3.36)

y escribimos

PROPOSICION 3.5
La integral estocdstica definida en (3.36) es una martingala

PrueBA. Consideremos 0 < 8 < t < T. supondremos que § y t estdn en
intervalos diferentes, de la particién II, es decir supondremos que existen
puntos t, y £ tales que s € [tg,411) ¥ t € [tk, tr+1) ¥ reescribimos

I(t) = ) F(@t) [W(tigr) = W(t)] + f(te) W (tera) — W(te)]

k-

+ Y ) [Wtin) — W) + f(te) [W(2) — W (1))

+1

,_.

i=

el objetivo es evaluar la esperanza E[I(t)| F,], para ello tomemos la primera
suma :

t-1
E Z [ () [W(ti1) — W (1))

izl

] th. W(ti) - W(t)]  (3.37)

i=0

tomando el segundo término
E[f(te) [W(ter1) — Wt Fo] = f(te) WV (s) — W (te)] (3.38)

en esta iltima esperanza hemos utilizado la propiedad de que el movimiento
browniano es martingala.
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Con el tercer término se obtiene

k-1
Z F(&) [W(tinr) — W (k)

} Z ft) [W(s) - W(s)] =

izl i=l+1
(3.39)
y finalmente si tomamos el ltimo término
E[f(te) W () = Wt Fo) = £ (t) W (s) - W(s)] = 0 (3.40)
Sumando las ecuaciones de 3.37 a 3.40 se obtiene que
E[I(t)| Fa] = 1(s)
O

Consecuencia inmediata de la proposicién 3.5 es que si I(t) es martingala
e I(0) = 0, entonces E[I(t)] = 0, de este modo Var[I(t)] = E[I*(t)], esta
esperanza se calcula en la siguiente proposicién.

PRrOPOSICION 3.6 (ISOMETR{A)
La integral estocdstica definida en (8.36) satisface

E [I*(t)] = [ / 2 (u) du] (3.41)

PRUEBA. Para simplificar las cosas, hacemos AW; = W (ti11) — W(t;) para
1=1,2,...,n— 1y AW, = W(t) — W(¢,), tenemos entonces que

1) =3 f(t)AW,

=0

y por tanto

Zf (t)AWF +2 > f) @) AW AW,

1=0 0<i<jLn

Primeri probaremos que la esperanza del segundo término de la suma es cero,
para ello vemnos que 8i ¢ < j
E[f(t:)f(t;) AWAW;] = E B[ f(t:)f (t;) AW AW;| Fil
=R [f(t)f(t) AWE[AW;| F])
=E[f(t:)f () AWE[AW;]]
=E[f(t:)f(t;)AW; - 0]
=0
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notemos que en segunda igualdad hemos usado el hecho de que f(t;) es F;-
medible. Si ahora tomamos el primer sumando se obtiene

E [E [f(t;) AW | 7]
E [f*(t;)E [AW, | 73]
E [f(t;)E [aW] ]]
E [fz(tj) (tj1 — t5)]

E [f*(t)AW]] =

il

Ahora observemos que dado que f es simple f2(t,) (t;1 — t;) = [** f(u)du,
§I\"5 7 ts

lo mismo ocurre en el ltimo intervalo f2(t,) (t ~t,) = ftt. f(u)du, de aqui
se sigue que

n—1

=3 x| ra] +e[[ e

1=

E[Z / il u)du] +]E[ /t fﬂ(u)du]
1 n

IE[ | i u)du] +E[ . f”(u)duJ

[ t

E

P

0
g

Antes de construir la integral estocdstica calcularemos la variacién cuadrética
de la integral estocdstica, esto lo hacemos en la siguiente proposicién

PRrOPOSICION 3.7
La variacidn cuadrdtica acumulada hasta el tiempo t de la integral estocdstica

€3

<IOI0 7= [ Fa (3.42)

PRUEBA. Para probar este resultado calcularemos la variacién cuadrética de

Ja integral en uno de los subintervalos [t;, ¢;,,] de la particién, donde f(u) es

constante. Con esta idea en mente, definimos una nueva particién IT* en el
intervalo [t,‘, ti+l]
t; = 80 < 81 ("'<3m=ti+l
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y consideramos

(o) — TP = 3 £(8) W(senn) = W)
§=0 = (3.43)
= f2(t:) Z [(W(sis1) — W(Si))]r‘x

sabemos entonces que a medida que la norma de la particién IT* tiende a cero,
la suma de la expresién anterior tiende a la variacién cuadrética acumulada
por el movimiento browniano en [y, t;+1], es decir, tiende a t;;, —¢t;. Con esto
concluimos que a medida que la norma de la particién IT* tiende a cero (3.43)

tiende a
L1

) (fin ~ ) = F*(u)du
]

donde hemos usado de nuevo el hecho de que f es una funcién simple y por
tanto toma el mismo valor en cada intervalo [t;, ti+;]. Finalmente sumando
sobre todos los intervalos de la particién IT se obtiene el resultado. O
Observemos que la varianaza de la integral estocdstica es un concepto dife-
rente a la variacién cuadrética. Se parecen mucho, sin embargo, la variacién
cuadrética depende de la trayectoria del movimiento browniano, mientras
que la varianza es un valor esperado que toma en cuenta todas las posibles
trayectorias. ’

Finalmente, podemos expresar notacionalemente la integral estocéstica
I(t) en su forma diferencial como

dI = f(t)dW

retomando los resultados de la tabla 3.1, donde se establecen ciertas “reglas
de multiplicacién”, encontrmos a través de un argumento muy barato aunque
poco formal el mismo resultado que se obtuvo en la proposicén 3.7

dIdl = f(£)dW f()dW = f3(t)dt

que traduciéndolo a su forma integral nos da exactamente el mismo resul-
tado que la proposicién 3,7. Esta resultado nos muestra que trabajar con
diferenciales es mucho mas sencillo aunque poco formal.

3.3.2. Integral estocéstica para funciones generales.

La construccién de la integral estocéstica para procesos generales es bas-
tante més complicada que lo que hemos encontrado hasta el momento, por
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esta razdn solo se exhibir4 una explicacién muy intuitiva y breve de la misma.
Una referencia clésica en este tema es el libro de Karatzas y Shreve o el libro
de Protter, entre otros,

Como de costumbre supondremos que vivimos en un espacio de probabi-
lidad filtrado (2, F, P, {F},.,). Las funciones f para las que se definir4 la
integral estocdstica deben cumplir un par de condiciones, tales condiciones
se resumen exijiendo que estas funciones pertenezcan al conjunto H definido
como

H= {f(t), f(t) es un proceso adaptado y E [/;T f”(t)dt] < oo} (3.44)

Para definir la integral ft;r f(t)dW, aproximaremos la funcién f(t) a través de
procesos simples f,(t), de tal forma que al definir una particién 0 < ty < t; <
+++ < t, =T y hacer tender la norma de la praticién a cero, la aproximacién
por procesos simples sea cada vez mejor.

La convergencia que se propone se da en términos de la siguiente propo-
sicidn

PROPOSICION 3.8
Si f € H entonces eriste una sucesion {f.(t)} de procesos simples tal que

tim e[ [ 1) - 1007 =0

una demostracién de esta propiedad se puede estudiar en el libro de Kloeden
y Platen. Teniendo esta propiedad en cuenta definimos la integral estocdstica
como

t t
/ f(u)dWu = lfm / fa(w)dW, (3.45)
0 n—0 0

Esta integral estocdstica hereda todas las propiedades de la integral es-
tocdstica para funciones simples. Esto es

» Continuidad Como funcién de su lfmita superior de integracién ¢ las
trayectorias de I(%) son continuas

= Adaptable Para cada t, I(t) es F,—medible.

» Linealidad Si I(t) = fot fudW, y J(t) = fot g(u)dW,, entonces I(t) +
J(t) = [ (f(u)+ g(u))dW,, y ademds para cualquier constante c,
c(t) = [j cf (u)dW,.
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» Martingala I(t) es martingala
» Isometrfa E[I%(t)] = E [fot fz(u)du]

= Variacién cuadrdtica < I, 1 >;= fut [ (u)du

a continuacién se presenta un ejemplo clésico de la integral estocdstica.
Por lo general no es facil evaluar de forma explicita una integral estocéstica,
sin embargo en el signiente ejemplo esto es posible sin mucho esfuerzo.

EiempLO 3.1
Se calculard la integral foT W,dW,. Para lograrlo verifiguemos previamente la
validez de la siguiente igualdad

2 __ 2 2 2
an, =ay+a, —a

n—1
— 2 2 2
=ap+ z :(ai+1 —af)
=0
n-1
_ 2 2 2 2 2
=ay+ E (aH_1 —a; + 204110 — 28410 + a; — a,—)
i=0

n-1 n-1
=ag+2 Zﬂi (@iv1 — a;) + Z(aiﬂ - a)?
=0 =0

definimos una particién 0 = to < £, < --- < t, = T y aprozrimamos W(t)
en cada subintervalo a través de la funcidn simple f.(t) = W(t;) para t €
(ti, ti+1]. Aplicamos la identida anterior a f,(t) y obtenemos

n—1 n-1
WE=2Y Wi (Wip1 — W) + Y (Wisy — Wi)? (3.46)
=0 i=0

en la expresién anterior hemos simplificado la notacidn haciendo W; = W(t;)
ademds se ha usado el hecho de que W(0) = 0. Si encontramos el limile en
media cuadrada de de (3.46) cuando la norma de la particidn tiende a cero,
se peude observar que el primer sumando tiende a

/0 ’ W (s)dW,

el segundo sumando tiende a la variacidn cuadrdtica de W;, esto nos conduce
a la solucidn ’

T
W(t) = 2/ W(s)dW,t+ < W, W >r
0 (3.47)
W) = 2 / W (s)dW, + T
0
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o bien

T 1 1
/ W (s)dW, = 5W2(t) —5T (3.48)
0

0

observemos la diferencia del resultado en (3.48) con lo que el célculo
ordinario estabelceria

T 1
[ swds) = 20%r)
0

la ecuacién (3.47) es clara, el término adicional 4T proviene de la variacién
cuadrética de W;.

3.4. Lema de It0.

Se dice que el en célculo estocdstico el lema de Itd provee el equivalente
de la regla de la cadena. En el célculo ordinario es bien sabido que

d ’ '
S/ G) = FE0)0)

o bien en notacién diferencial
df (2(0)) = f'(@(t))<' (t)dt (3.49)

8i f es funcién de un movimiento browniano de modo que z(t) = W(t), no
es posible definir la diferencial de f en los términos de la ecuacién (3.49), en
cambio, podemos escribir

df (W (t)) = f'(W(2))dW (t)

por supuesto que la ecuacién anterior es tan imprecisa como o seria (3.49)
si sustituyeramos z'(t) con W'(t), sin embargo toma mayor sentido si lo
interpretamos en términos de lo que discutimos en la seccién 3.2. De cualquier
forma aiin no contamos toda la historia pues la ecuacién anterior no toma en
cuenta el hecho de que la variacién cuadrética de W (t) es distinta de cero.
Considerando este hecho debemos incluir un término adicional, tal como
ocurrié en el ejemplo 3.1. Esto es

FW (D) = W O)W (E) + 3 /"W (0)dt (350)
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o bien de manera mds formal
s @) - fw o) = [ FOvaaw+ 5 [ rovea @sy
0 0

La ecuacién (3.51) es conocida como la férmula de Ité y como se menciond es
el equivalente en cdlculo estocdstico, de la regla de la cadena.

ProPOSICION 3.9 (LEMA DE ITO)
Sea f(t,x) una funcién para la cual las derivadas parciales f,(z,t), f2(z,1)
¥ fee(z,t) estan definidas y son continuas y sea W (t) un movimiento brow-
ninano. Entonces, para cada T > 0

F(T,W(T) = £(0,W(0)) + / S, W(e)at (
0 3.52)

T T
+ /0 fr(t,W(t))dW¢+% /D Fonlt, W)t

No se ofrece una prueba formal de este resultado, sin embargo si daremos
algunas ideas que aclararan el significado del lema de It6.

Consideremos la funcién f(z) = 127, en tal caso f'(z) = z, f"(z) =1,
derivadas de orden superior son todas iguales a cero. Esto nos permite escribir
de forma exacta la funcién f(z) de acuerdo con su expansién de Taylor como

f($i+1) - f(l‘i) = f’(fﬂi) (Tipr — 931) + %f”(zi) (Ii+1 - 931)2 (3-53)

El objetivo es verificar el lema de Itd para f. En este sentido definimos,
de la forma acostumbrada, una particién II del intervalo [0, T]. Escribiendo
la diferencia f(W(T)) — f(W(0)) como una suma telescépica y usando la
expansién de Taylor en (3.53) con z; = W(t;), obtenemos

FW(D) = fW(0) =) [FW (tn)) - FW ()

=) FW(t)) [W(tiv1) - W(t:)]

1=

- Zf" D W (ter) ~ W ()]

|_.0

(=]

Zwu,) W (tis1) — W ()]

i=0

+ EZ_: W (tiz1) — W(t:)]
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Evaluando la expresién anterior en el limite tenemos que

lim ZW(t)[W(t.H)—W(t‘)]— / W (t)dW,

2
,HHOZ[W 1) — W) =< W, W >7=T

por lo tanto

1., T 1
“WXT)= | W@ER)dW,+ =T
2 0 2

v observemos ademés que

T
lfm Zf DIV (tsr) — Wite)] = / £ W (0)dw,

[0
y

+ 1"-1 Y] 2 T "

Jim, 5 35" OW () ¥ ) ~ WY = f W (8))dt
Esto es

JW(T)) — FW(0) / Wt dwt+2T
T
/ FW@)dW, + / W (8))dt

Con esto verificamos la férmula de Itd para la funcién %xz. Observemos que
el resultado es perfectamente coincidente con lo obtenido en el ejemplo 3.1.

Podemos seguir la misma idea para verificar el lema de Itd para una
funcién f(t, W(t)) cualquiera. Comenzamos pues, por escribir f en su ex-
pensidn de Taylor.

Fisns i) — [t @) =Folto, z) (tin — t0) + fo(ti, 2i) (T — 24)
+ %ftt(ti; T3) (bipr — 4)° + fuolts, ) (i1 — ) (Tigr — )

1
+ Efn(t,-, ;) (€441 — 7:)? + términos de mayor orden
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Si de nuevo, si expresamos f(T, W (T)) — f(0, W(0)) como suma telescépica
y u samos su expansién de Taylor, tenemos que

n-1

FT,W(T) — F(0,W(0)) =D [f(tir, Wiar) — f(ti, Wi)]
i=0
n— n—1
=" Filte, W) (b — ) + Y fx(ts, Wa) (Wigr — Wi)
=0 =0

n—1

1
+22ftt ti, Wil (tir — :)°

=0

n—1
+ E Jez(ti, W) (tig1 — ) (Wi — WQ)
e
+ % Z fra(te, W) (Wips — Wy)?
=0

Cuando hacemos ||I1||, el primer sumando converge a

T
/ fe(t, Wy)dt (3.54)
0
el segundo término tiende a la integral estocistica
T
/ fa(t, We)dW, (3.55)
0
¢l quinto término tiende a
T
/ foz(t, Wy)dt : (3.56)
0

Los términos tres y cuatro no contribuyen en nada, de hecho veamos que

n-1

”H“ 0 tht(t.,W) :+1—t¢ < Um Zlf“ ti W)l (tigr — )

(]

< lm ||IIf| lm Elftt(tuw (tip1 —t:)*

IMjj—o | —

=0 it !Wt d;
/0 [fie(t, Wh)| di
=0
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un argumento muy parecido nos asegura que el cuarto término tampoco
contribuye en nada

thz (ti Wi) (tigr — 1) (Wiga — VVi)‘

n—1

Z |feo (86, Wi (i1 — i) (Wi — Wi

IIHII 0

IIHII—>0
< 1 - 1 —t
Ilrlilln—Jmo-:kcn 1[W'chl Wil IHfllm Zlfw o WOl (tua — )

T
20./ |f¢;(t,wt)[dt:O
0

los términos de mayor orden se eliminan a través de argumentos similares,
por esta razon se eliminaron del anélisis. Finalmente; usando las ecuaciones
(3.54), (3.55) y (3.56) se verifica el lema de Itd, es decir

T
(T, W(T)) = f(0,W(0)) +/0 fe(t, W(t))dt
T 1 T
+ [ pewenawg [ e wea

La férmula de Itd pude escribirse en su notacién diferencial

df (t, W) =fe(t, wy)dt + fo(t, W,)dW,

1 1 3.57
+ Ef“(t’ W) dtdt + fr.(t, Wy)dtdW + Ef"(t’ W) dWdWw (3:57)

usando nustra tabla de multiplicar (tabla 3.1) reducimos la ecuacién anterior
a

(8 W) = flt,wi)dt + Lot W)AW, + 5 oty Wt (3.56)

esta Ultima ecuacion es la versién diferencial de la férmula de Ito.

3.4.1. Lema de It6 para procesos de It6

El proceso de precios que se propuso requiere de una versién un poco
més general del lema de It4. Con esta idea en mente, considérese la siguiente
definicién
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DEFINICION 3.5 (PROCESO DE ITO)
Sea W(t), t > 0 un mouvimiento browniano y sea {Fi},., la filtracidn aso-
ciada. Un proceso de It es un proceso estocdstico de la forma

t i
X(t) = X(0) + /0 g(w)du + /D F(u)dW, (3.59)

donde X(0) es deterministica y g(u) y f(u) son procesos adaptados.

En este sentido, definimos la integral estocdstica con respecto a X(t) del
siguiente modo

DEFINICION 3.6
Sea X (t) un proceso de Itd y sea h(t) un proceso adaptado a la filtracién.
Definimos la integral de h respecto a X como

fo ' hw)dX, = /0 R g(w)du + fo * hw) f(w)aW, (3.60)

De la ecuacién (3.13) vemos que el proceso de precios que se propuso es
un proceso de Itd, por lo tanto resulta indispensable para nuestros fines,
desarrollar una versién del lema de Itd que sirva para mampular expresiones
de este tipo.

El primer paso para lograr este objetivo, es calcular la variacién cuadritica
de un proceso de It6, esto se realiza a continuacién

PROPOSICION 3.10
La variacidén cuadrdtica de un proceso de Ité X, definido como en (8.59) ea

<X, X = / ' P(u)du (3.61)

PRUEBA. Primero hacemos I(t) = [} f(u)dW, y J(t fu u)du. Ambos
procesos son continuos con respecto a su limite auperlor de 1ntegrac1c’m. Como
de costumbre definimos una particién [T como 0 =ty < 4 < --- <l =ty
calculamos;

T K (tan) — X =5 () — TR + 3 ki) — TP

i=0 i=0 i=0

+2 Z [ (ti41) = T@] 1T (8i42) — J(2)]
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Cuando ||II|} = 0 el primer término tiende a la variacién cuadrética de I(t).
De acuerdo con la proposicién 3.7 esto es fot f*(u)du. Para evaluar el limite
del segundo término, observemos que

n—1
; [J(tiga) = J (¢ )] < 03:2( 1| (thy1) — |§ I (i) — T
=, 04X | (tes) = J(ks)| Z / o(u)du

ti+1
<0<1i1( |J (tk+1) — J(Ke) |Z/ u)| du

< mix |J(ten) - l_/ l9(w)] du

0<k<n_1

como J(t) es continua en su l{mite superior de integracién, si hacemos ||I1|| —
0 entonces

méx |](tk+1 |/|g ) du — 0

0<k<n
La prueba de que el tercer término tampoco aporta a la variacién cuadrdtica
de X es muy similar, en este caso tenemos que

22 (I (tops) — I(t:)] [J (tiv1) = J(5)]

=0

<2 max [(tesr) = tk)|Zl[J 1) = J(B:)]]

0<k<
=0
<2 méx |I(t It du
= DSkS"—| k+1) k|/|9 )|
de nuevo, como I(t) es continua en su lfmite superior de integracién entonces
st || — 0

2, gt lber) = 160 [ ()] du — 0

0<k<n

O

Esta proposicién es ficil de obtener si escribimos (3.59) en su notacién

diferencial
dX, = g(t)dt + f(t)dW, (3.62)

usando la tabla (3.1) se sigue que
dXdX = (g(t)dt + f(t)dW,) (g(t)dt + f(t)dW})
= ¢*(t)dtdt + 2g(t) f(t)dtdW, + F2(t)dWdW
= f*(t)at
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Supongamos ahora que tenemos una funcién h(t, X (£)) que depende de un
proceso de Itd X (t). Para enunciar el lema de Itd aplicable a esta funcién
procedemoe de la misma forma en que lo hicimos cuando se enuncio la pro-
posicion {3.9). En este caso, 1a expansién de Taylor de la funcién h(t, X (¢))
nos conduce a

n—1

AT, X(T)) = h(0,X(0)) =3 [A(tirn, Xern) = hlti, X))

n-1 n—1
= E Bo(ts, Xi)(tin — ) + Z ha(ti, Xi) (X — Xi)
i=0 =0
ln 1
+t3 Pee(ts, Xi) (Big1 — t3)?
=0
n—1
+ Zhu (ts, Xi)(tipr — ) (Xia — X3)
i=0
n—1

1
+3 hea(ts, Xi) (Xin — X2)?

i=0

con argumentos gimilares a los usados en el caso cuanso X = W se sigue que
el primer sumando de la expresion anterior tiende a

T
/ he(t, X )dt
0

el segundo término tiende a

T T T
/ hx(t,X)dxz/ hz(t,X)g(t)dt—l-/ ho (2, X) f(t)dW,
0 0 0

el tercer y cuarto términos tienden a cero y el quinto sumando tiende a

1 (7 1 [T

1 / haa(t, X)d < X, X = & f hoa(t, X) f2(2)dt

2 0 2 ]
esto es suficiente para enunciar el lema de Ité para procesos de Itd
ProrosiciON 3.11 (LEMA DE ITO PARA PROCESOS DE ITO)

Sea X(t), t > 0 un proceso de Ité y se h(t, X) una funcién pare la cual
las derivadas h(t,z), ho(t,z) y hz:(t,z) estan definidas y son continuas.
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Entonces, para cada T > 0
T T
(T, X(T)) =h(0, X(0)) +/ h;(t,X)dt—k/ hy(t, X)g(t)dt
0 0

T 1 T .
+/0 hz(t,X)f(t)th+E/0 heo(t, X) f2(t)dt

=h(0, X(0)) + /0 ) he(t, X) + ho(t, X)g(t) + %hm(t, X)fA(t)dt

+ /T hz(t, X) f(t)dW,
’ (3.63)

Por lo general es més fécil trabajar con la notacién diferencial, escribiendo
la ecuaci6n (3.63) en esta forma, se tiene que

dh(t, X) =hy(t, X)dt + ho(t, X)dX + %hm(t, X)dXdx

- (ht(t,X) T ha(t, X)g(t) + %hu(t,X) fz(t)) dt + ha(t, X) f()dW
(3.64)

Con este resultado finalmente hemos construido las herramientas suficientes
para desarrollar nuestro primer modelo de valuacién. Este se describe en la
siguiente seccién

3.5. Ecuacion de Black y Scholes

En esta seccién se describe un camino para obtener la ecuacién diferencial
de Black y Scholes. Esta ecuacién es titil para encontrar el precio de cualquier
derivado europeo. En nuestro caso se establecerdn condiciones finales y de
frontera que resuelvan el problema de valuacién de opciones europeas vainilla.

El primer paso para construir la ecuacién de Black y Scholes es retomar
nuestro modelo de precios, En las ecuaciones (3.13) y (3.14) se establecié la
dindmimica que deben seguir los precios. Para construir nuestro modelo usa-
remos este par de ecuaciones realizando un pequefio e inofensivo cambio. Si
hacemos m = p — 1/20%, la ecuacién (3.14) se reescribe como

S, = Sy exp { (p - %a”) t+ owt} (3.65)

donde W, ~ N(0,¢t).
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Aplicando el lema de Ité a
12
F(t,W) = Spexp p= 50 t+ oW,
gse obtiene en primer lugar que
1, 2
ft__’ IJ‘"_EU St f::CTSg fII=a St
usando la ecuacién (3.38) se sigue que

_{,_1. 1,
dSt = (/J. 20’ ) Stdt + O'Sgth + 20' Stdt (366)

= [.LStdt + O'Stdwt

Este resultado es perfectamente congruente con lo obtenido en la ecuaciones
(3.13) y (3.14).

El resto del modelo no es més que una adaptacién de lo que hicimos en
tiempo discreto. Por una parte necesitamos construir un portafolio con valor
Vi al tiempo t que replique el derivado. Para lograrlo, al igual que en el el
modelo binomial, serd suficiente si armamos este portafolio el subyacente y
un activo libre de riesgo que paga una tasa r. Incluiremos A(t) unidades
del subyacente al tiempo ¢ en el portafolio, el resto se invierte en la cuenta
bancaria. Esto es, invertiremos V() — A(t)S: en el activo libre ded riesgo.
Esta cantidad puede ser negativa o positiva. En el primer caso habremos
pedido prestado para poder construir el portafolio.

El diferencial de este portafolio en cada tiempo ¢t depende del cambio
en el precio del subyacente A(#)dS; y el cambio en activo libre de riesgo
r(V(t) — A(t)S:) dt esto es

dVy = AR)dS, + 7 (V(t) — A(t)S:) dt (3.67)

esta ecuacién es equivalente a la ecucién obtenida en el caso discreto cuando
se trato de replicar el derivado. En el caso discreto se obtuvo la ecuacién

Vot = AnSppr + (1 + T) [Vﬂ - AnSﬂ]
rearreglando términos se sigue que

Vn+1 - Vn = An (Sn+l - Sn) +r [Vn - AnS’n]
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esta ecuacién ea el equivalente discreto de (3.67). Por otro lado, sustituyendo
en (3.67) el valor obtenido en (3.66) para dS; obtenemos

dV; = A(t) (uSidt + oS, dWy) + 7 (V(2) — A(2)S,) dt

= 1V (8)dt + A — r)Sudt + A(t)aS,dW, (3.68)

Llamemos C; = C(t, 5;) al precio al tiempo ¢ del activo derivado que degea-
mos replicar. Si deseamos eliminar cualquier posibilidad de arbitraje entonces
C(t) = V(t) en todo tiempo t € {0,7]. Y por supuesto dC; = dV;. Esto su-
giere la necesidad de calcular el diferencial de C;. Aplicando el lema de Itd,
tal como se desarrollo en (3.64) se tiene que

4G, = Cudt + CydS + 3CrrdSdS
1
= Cudt + CepSudt + 5 Cra0” Sfdt + C05,dW, (3.69)

1
= (Ct + CI,LLSt + ECI:L‘UQSE) dt + Ca,O'S;th

igualando los términos de (3.68) y (3.69) y considerando la condicién V(t) =
C(¢) se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones

Ct+CIuSt+%CuazS7' = rC 4+ AM)uS, — A{t)rS,  (3.70)
C.08, = At)oS, (3.71)

de (3.71) se obtiene que A(t) = C, sustituyendo este resultado en (3.70) se
sigue que

1

Ct + C,;,LLS¢ + —0110252 = TGt + C;-[J-St - CITSt
2

. (3.72)

Z} C¢+CIT51+5011-0'252—TCt =0

la ecuacién anterior es la ecuacién diferencial parcial de Black y Scholes. Ob-
servemos que para deducirla no fué necesario hacer mencién de la naturaleza
del derivado, por lo tanto es 1itil para valuar cualquier tipo de derivado eu-
ropeo. Para encontrar el precio de una opcién europea vainilla es necesario
analizar sus caracteristicas.

Recordemos que la funcién de pago de una opcién europea vainilla esta
determinada por la funcién h(S;) = méx(S; — K,0) = (S; ~ K).. De aqui se
deducen un par de condiciones de frontera

Se—=ro0
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as{ mismo tenemos una condicién final clara
C(SrT)=(Sr— K);

considerando estas condiciones finales y de frontera junbto con (3.72) se ob-
tiene la ecuacién de Black y Scholes para la valuacién de una opcién europea
vainilla. En el siguiente cuadro se resume la ecuacién de Black y Scholes,
cambiando un poco la notecién por resultar mds conveniente en lo sucesivo

Ecuacién de Black-Scholes

aC  0C . 16°C ,.,
E-FEETSF'_EWGS -rC =0

(3.74)

C0,)=0 y  lim C(S,t) =5,

=00

C(Sr,T) = (Sr — K),4

La solucién de esta ecuacién debe coincidir con la férmula de valuacién
obtenida en la seccién (2.7) si en verdad describe la dindmica de la opcién.

La estrategia que se usa para resolver la ecucién (3.74) consiste en redu-
cirla & la ecuacién de calor. Realizar esta sustitucién es un tanto tedioso pero
no es dificil.

Para resolver la ecuacién de Black y Scholes comencemos por suponer que
existen funciones f(-) y g(-,-) tales que
C(S5,t) = f(t)g(ur, ug) (3.75)
donde
Uy = ’LLl(S, t) Up = UQ(S, t)
vemos entonces que

0C _9f | 4| B90u | B9 v

ot ot? Bu; 8t Bup Ot
oc _ ;99

8s _ '8s
_ ;|09 0w  Bg Ouy
=f [au1 35 T ou, as]

y ademds
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FC _ 1% %)”+ Fyg (31 ur | (ég_) Ouy
452 — ou? \ 88 Ou,8uy \ 0SS ) 88 ouy ) 852
3u2) N 8 (Bul) Oug N ( Bg ) 0y

8“2 81116’!1-2 as 6u1 052

Sustituyendo en la ecuacién de Black & Scholes se obtiene

of 89 0wy | dg 3ua]

9 t! [ lc’?t * Bug Bt
S f Qg)ﬁ &g g@_ au1+(ag)aﬂu1
(9’!1.2 a8 61.1.1311.2 oS BUI 552

+Q”_9 du\', &g (Ou)ou éz) Puy
Bug BS Bula'u.g as 05 a’Uq 652

+rSf[ag Bu; g 8“2}

8u, 88 | Bu, 95
—fgr=0

dividiendo la expresién anterior entre f obtenetnos
f’ _ Bg Bul Bg (9u2
( )9 3w o T ar
1 &g [ Ou, g Bug) ouy Bg) H%uy
508 [aul ( ) T Buu; \ 35 *\ou, ) 352
+& %)2 + ___829 . (% % -+ ﬂ 8211.2
8u§ 95 Bulaug as as a’l.l.g as2

Jg Ou,  dg Ouy
s [Bul 35 © Bu; 85

=0

El primer término de la suma anterior lo podemos eliminar si encontramos
una funcién f que cumpla
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resolviendo la ecuacién diferencial anterior se obtiene que
f=eTTY (3.76)
8i ademds suponemos que
uz = ug(t) = B(T — t)
reducimos la ecuacién de forma notable y tenemos

Bg Buy, Oy B

aul B'U-Q

1 2 o2 Bul 2 89 621.1.1
+308 [aﬂ(as) * Fur 852

81

ol entonces

si hacemos Eaf; =

Ou, Ot Oul
g (du\® g O*u
1 ac2 1 1
+2" S [a z (as) * Bu, 557
g Ouy
Gy, 95
=0

lo anterior lo reescribimos como
g

1 2 o2 E)ul _

[ 5 (35) B Ou?

ag Bul 1 9 2321141 Bul] (377)
+8u1[3t+ A TR T

=0

5l tomamos

1 50 (O ! 2
_ = =A
279 (as) B
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eliminamos el primer término de la ecuacién (3.77). Al imponer esta con-
dicién, se tiene que

1 (911.1
\/5 oS— 95 = A
o bien
| Bup _ V2
89S~ oS
resolviendo la ecuacién diferencial anterior se sigue que
= Q (In(S) - In(K)) + D(t)
f 24 |
in () + 2o

notemos que In(K') es tan solo una constente de integracién. Ademds, se
ha incluido una funcién D(t) puesto que u,(S,t) es funcién del precio y del
tiempo. Regresando a la ecuacién (3.77) se tiene que

Ouy _ '(t) ur _ Aﬁl Our _ ,_A\/E_l,
o 88 o 3 as? o 52

sustituiyendo en (3.77) podemos escribir

, 1 AVZ 1 AV21
D'(t) + 50°5° ( - 52> *rs (T‘)

_D'(8) - 1 2A\/' A\/E
22
=0
de aqui se obtiene que
D) = 50 '*‘A‘f AV
T

It

41

D(t) = t—A;ﬁ (r - %az) ds

T

~ D)= A;/i (r - %02) (T~ 1)

integramos
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con esto se tiene que

u (S, T) = > In = ST = Kemul(S,T)

sustituyendo en C se sigue

C(S,T) = f(T)g(uw1(S$, T), ua(S, T))
= 9(u(5,7),0)
=méx (St — K, 0)

= méx (Keﬁ“‘(”’ _ K, 0)
— K méx (67‘5‘5“‘(3”"’ _1, 0)

Pero,

& >0
AV2 ~
= u =0

podemos definir entonces

K méx (6#\'7’“1(5'” - 1,0) , stu; >0
07 a1 Uy < 0

g0 (u1) =g (u1 (S, 7)) = {

con esto hemos reducido el problema a resolver

99 _ %

Ouy  Ou?

con g{uy,0) = go(u1), —00 < uy < 00 uy > 0 es decir redujimos el problema
a una ecuacién de calor. Ademis se tiene que

uy = A—a‘/-i (m (%) + (r - %02) (T - t))

Uy = AQ(T - t)
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y
f(t) = e

la solucién general de la ecuacién de calor esta dada por

g(uy, ug) = 2\/1}72 /_m go(x) exp {_—(1—4_17?} dz

si hacemos y = 75—1- entonces £ = /2uzy + u; y la solucién anterior se
traduce a

g(u1, uz

2\/7W/ 90(\/2_u_y+ul)exp{——}\/éu_zdy

= \/—2_”/_00 90(vV2uzy + ;) exp {—;}dﬂ

iy < —V‘t entonces go = 0 y veamos que

u)

._\/2’(1,2 =
donde s .
g, = )+ (r- 502) (T -1
oVT —

sustituyendo este valor y las formas funcionales de go, u1 y u2 en la solucién
de la ecuacidn de calor se obtiene que

9(ur,uz) = €T IG,N(dy) — K N(dy) (3.78)

donde d, = d; + o/T —t. Sustituyendo (3.76) y (3.78) en (3.75) concluimos
que

C(S,,t) = SN (d1) — Ke TN (dy) (3.79)
Esta, tal como se vi6 en la seccién 2.7 es la férmula de Black y Scholes
y da una expresién cerrada para el precio de una opcién europea vainilla.
Resumimos este resultado en el siguiente cuadro

Férmula de Black-Scholes
C(Si,t) = SN (dy) — Ke " TN (dy)

@) -y a8

avT —t
dy=dy —ovT —t
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Con ayuda de la siguiente proposcién se prueba que la férmula de Black
y Scholes es efectivamente solucién de la ecuacién de Black y Scholes.

PROPOSICION 3.12
En el modelo de Black y Scholes

SN' (dy) — Ke ™ TIN' (dy) = 0 (3.82)

PRUEBA.Primero notemos que

2
d§=(d1wa\/T—t)
=d? - 2dioVT —t+0* (T - t)

pero como
CIn (%) + (r+40%) (T -1)

d, =
! U\/!—t

entonces

d§=d§—2ln(%‘—) — 2 (T-t)—o* (T -t)+* (T 1)
S
=df—21n(i) ~2r (T 1)
S

1o 1, ot _
= —idg_ 2d1+ln(K)+r(T t)

Ahora
1 ,
N'(dy) = ——=e 1%
(d2) on

= —1 e‘%dgﬁer(’r'_t)

T Ve
= Br(Tht)%N’(dl)

por lo tanto se tiene que

S
S;N’(d]) _ eur(T—t)KNl(dz) = StN'(dl) _ e—r(T—t)Ker(T—t)E’-

= StN,(dl) - StN’(dl)
=0

N'(dy)
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con esta proposicion en la mano ya podemos mostrar que la férmula de
Black-Scholes efectivamente cumple la ecuacién de Black—Scholes.

PRUEBA. Para probar el resultado basta con encontrar las parciales de la
ecuacién de Black-Scholes y sustituirlag en la ecuacién. Primero encontrare-
mos

BC ! % —r(T—t) gyt 9d,
35 = (d1)+S,N(d1)aS —~ Ke N(dg)as
pero como dy = d; — o/T — t entonces
o _ 0
95 — aS
11
B ay/ j — tSt
y por tanto
oc 1 1
_ N'(dy) = Ke " T-9N"(4 it
BS N(dl) (St ( 1) € N( 2)) J\/-T_:?St

= N(dy)

la dltima igualdad se justifica con el proposicién 3,12 que probamos previa-
mente. Si recordamos que la parcial de C respecto a S era la cantidad a
invertir en el subyacente se tiene

A= N(d))
con lo anterior, la segunda parcial de C respecto a S se calcula facilmente
82C Ad,
— =N'(d
05?2 ()55 0S5

1 1
= N'(dy) —mee —
( 1)0'\/T—tSt

a esta dltima derivada se le suele llamar ' por lo tanto

1 1
oVT —t5:
Por dltimo necesitamos calcular la parcial de C con respecto de ¢

oC ., . .0d Tty sy O
S = SN(d) 7 — KeT TN (dg) !

T = N'(dy)

—rKe ™ TN (dy)
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pero como dy = d; — g/T — t entonces

%=2(d1—0‘\/;f-—_t)

at ot
_ Bdl + 9‘_ 1
ot 2 Tt
si sustituimos la igualdad anterior en la parcial se sigue que
8C dd, . ody
=S5.N' ket r(T-t) apt dad §
o SV KNG,

— Ke " T-ON"(d)Z — rKe " TN (dy)

2 ,/—T -
= (SeN'(dy) — Ke T~ ‘)N’(d )) Bdl

- Ke‘T(T‘t)N’(d )= - rKe*’(T“)N(dg)

2,/—
N'(dp) — rKe ™ T N(d
ST ) —rKeT TN ()

la dltima igualdad, de nuevo, se justifica a través del proposicién 3.12. A esta
ultima derivada se le suele llamar © por lo tanto

- Ke—r(T-t)

6 =—Ke T N'(dy) — rKe T N(d,)

ol
2vT =1

de hecho podemos escribir la ecuacién de Black—Scholes como
1
O+ EUZSZF +7r5A ~rC =0

si sustituimos los valores que encontramos para ©, I' y A en la ecuacién de
Black-Scholes, se debe verificar la igualdad anterior, Sustituyamos

o+ a”S”F +7rSA —rC =~ Ke (T~ ”2 \/_ N'(dy) — rKe " T9N(dy)
1

oVT — St

—78,N(d)) + rKe~ T N(dy)

=(SN'(d)) ~ Ke~ T N'(dy))

+ 5N’(dl) oSt + N(di)Sr

o
2vT -

s

=0

con lo que se demuestra el resultado. O
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En el transcurso de la demostracién anterior se mostraron varias de las
“Griegas”, derivadas que nos muestran la sensibilidad del precio de una
opcién con respecto a diferentes pardmetros. En realidad las tinicas grie-
gas que nos hace falta encontrar son V' y p comenzamos por calcular V. Vega
se define como la parcial del precio de la opcién respecto a la volatilidad,
calculamos entonces:

60 _ '] adl —T(T—t) 7 3d2
9o = SgN (dl)E - Ke N (dg)g;
— ' 9d, _ —r(T-t) gt dd, _
= StN (dl)E;' Ke N (dg) *é? T-1

= (S:N'(dy) — Ke " T-IN'(dy)) %% + Ke T ON (dy)VT — 1
= VT — tKe~" T N'(d,)
usando el proposicién 3.12 se tiene que
S:N'(dy) = Ke ™ T N'(d,)
damos entonces una expresién alternativa para V

V= VT —tKe """ ON'(dy) = VT — tS,N'(ds)

La p se define como la parcial del precio de la opcién con respecto a la tasa
libre de riesgo, es decir

5 = SV~ (T = 0 Ke TN (@) + KON o) 3
pero

ody  Od, Tt

o o o

por lo tanto

= (S:N'(dy) ~ Ke " TIN' (d,)) + (T - t) KeT" TN (dy)

=(T -t)Ke " T-IN (d,)

vT —t

El siguiente cuadro resume los resultados de las griegas.
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Griegas
A= g% = N(d,)
0= % = —Ke"(T")ﬁqﬁN’(dg) —rKe " T-ON(d;) (3.84)
V= g—f = VT — tKe " TIN'(dy) = VT — tS,N'(dy)
p= %C{ = (T —t) Ke ™ TN (d,)

E]l método de valuacién que hemos descrito se fundamenta en la repli-
cacién de la opcién. En este sentido, de acuerdo con lo que se discutié en el
capftulo 2, lo tinico que hemos hecho es cumplir con la ley de un solo precio,
sin embargo sabemos que lo que necesitamos para eliminar toda posibilidad
de arbitraje, es encontrar una medida de valuacién neutral al riesgo. En la
siguiente seccién se discute este problema, que como vimos en el segundo
capitulo, nos provee también de un método de valuacidn.

3.6. Valuacién neutral al riesgo

Sabemos que para poder valuar consistentemente debemos asegurarnos
de la ausencia de posibilidades de arbitraje. En el caso discreto podiamos
asegurar que no existfan posibilidades de arbitraje si y sdlo si existia una
medida de probabilidad neutral al riesgo. En el caso continuo lo que pode-
mos asegurar es que si existe una medida de probabilidad neutral al riesgo
entonces no existen posibilidades de arbitraje. Sin embargo no podemos ase-
gurar que la ausencia de posibilidades de arbitraje garantice la existencia de
probabilidades neutrales al riesgo para asegurar esto se necesitan condicio-
nes adicionales, sin embargo este resultado excede por mucho el nivel de una
tesis de licenciatura y no se tratrd. Lo que si buscaremos serd construir una
medidad de probabilidad neutral al riesgo y la usaremos como herramienta
de valuacién.

Recordemos que si vivimos en un espacio de probabilidad (Q, F,P), una
medidad de probabilidad neutral al riesgo es una medida de probabilidad
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Pequivalente a P tal que bajo esta medida, los precios descontados son mar-
tingala. Este es un problema ya que si usamos P veremos que de acuerdo
con el modelo de precios que adoptamos, los precio descontados no son mar-
tingalas. En efecto sean 0 < t < T, considerando nuestro modelo de precios
tenemos

E [e—r(T-—t)ST| ]:-t] -~ evr(T—t)E [Ste(u—ia")(T—t)-Pa'(WT—W‘)| }-t]
— ¢~"T-tp [Ste(u—iaﬂ)(T—t)+cr(WT—W¢)] (3.85)
- Sle(l-i-")(T—t)

De la iltima ecuacién vemos que los precios descontados serian martingala,
usando la medida P sélo si p = r. Desafortundamente esto sélo sucede si es
que tenemos mucha suerte.

Si 7 no es igual a p entonces necesitamos buscar otra forma de asegurar
que los precios descontados sean martingala. Los conceptos desarrollados en el
capftulo 2 nos sugieren que esto se logra cambiando de medida. Encontrando
una medida de probabildad neutral al riesgo.

La reflexién que haremos a continucién es muyu poco formal, sin embargo
nos dar4 una buena idea para lograr nuestro objetivo. Hace un momento se
dijo que si r = u entonces los precios son martingala, esta observacién nos
lleva a lo siguiente, que tal si forzamos a tener r en lugar de z en nuestro
modelo de precios. ; Como logramos esto? Vamos a repetir el argumento usado
en la ecuacién (3.85), pero vamos a hacer un pequefio cambio

E [e—r(T—t)STl -7‘-:] = T~ [Ste(#—§U’)(T—t)+cr(WT—W=)’ _ﬁ]

= e—r(T t)E SB %a (T—t)4a{Wr-— WE)]

[
= ¢ (T-0F [Ste ptr—r—}a?) (T :)+a(WT-w,)]
e TT- [Ste — 3N T-t)+o (Wr—Wet £25(T— :))] (3.86)
— oT(T- t)E[SP )T =) +o(Wr+XT-W;— A:)]
— Y [S o(r=30*)(T-0+a(Br B;)]
En este desarrollo hemos definido B, = W, + X, donde
1 =T
A=t - (3.87)

A esta ) se le conoce como el premio al riesgo. A esta A se le puede dar un
uso muy amplio, sin embargo aqui s6lo la presentamos.
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iDe que sirve la ecuacién (3.87)7 Si observamos no hemos hecho nada.
El argumento que usamos en (3.86) logré sustituir u por r sin embargo no
podemos asegurar que los precios descontados sean martingala, pues B, no
es un movimiento browniano. La idea serd entonces encontrar una medida de
probabilidad P equivalente a P bajo la cual B, efectivamente sea movimiento
browniano. Para esto definimos la variable aleatoria

A (3.88)
y deflnimos
B(4) = / Z(w)dP(w) (3.89)
A
Notemos que
/ Z(w)dP =E[Z]
Q
=% [ — AW — ;m] (3.90)
= e PeehVt =
Como Z > 0, podemos asegurar que P efectivamente es una medida de proba-

bilidad. Pero lo importante es que bajo P, B, efectivamente es un movimiento
browniano estdndar;

(B, <b} = /  ZP )

w B(w

- /Q 1 {B(w)sb}Z(u)le(w)
- / 1 fwupsose) Z()dP ()

/ 1iach-rpe™ " Pte=%t 4y

b—At 24 rt)?
e
T J —on
b 2
- \/;ﬂ't./ e_%dy

esto muestra que B, es normal estdndar bajo la medida de probabilidad P.
La idea es entonces calcular la esperanza en (3.86) usando al medida P.

Vot

Las ideas que acabamos de exponer se pueden poner sobre base formal
a través de un par de teoremas, estos se presentan a continuacién en la
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bisqueda de completez, sin embargo se establecen sin prueba. Una prueba
de cada uno de ellos se puede estudiar en el libro de Karatzas y Shreve.

Para enunciar los dos teoremas consideremos antes la siguiente definicién

DEFINICION 3.7
Sea (Q, F,P) un espacio de probabilidad. Se dice que una medida de proba-
bilidada @ en (Q, F) es absolutamente continua relativa a P si

VAeF PA)=0=Q(A)=0
se tiene entonces que

TEOREMA 3.1 (RADON-NIKODYM)
Q es absolutamente continua relativa o P si y s6lo si existe una variable
aleatoria Z tal que Ep [Z] =1 y

Q4) = /A 2(w)dP(w)

Z se conoce como la densidad de Q reltiva a P.

A Z usualmente se le conoce como la derivada de Radon-Nikodym de Q con
respecto a P, esto se entiende perfectamente en términos del teorema 3.1.
Las probabilidades Q y P son equivalentes si cada una es absolutamente
continua respecto a la otra.

Para nuestros fines de valucién tan importante es el teorema 3.1 como el
teorema que presentamos a continuacién pues nos asegura que el proceso que
definimos anteriormente como B, = W, + At es un movimiento browniano
estdndar respecto a P.

TEOREMA 3.2 (GIRSANOV)
Sea {0},<,cr un proceso adaptado, que satisfoce ftT 62ds < oo y tal que el

proceso
t t
L, = exp {—/ f,dW, — %/ des}
0 0

es una martingala. Entonces, bajo la probabilidad Q con densidad Lt relativa
a P, el proceso B, = W, + fot 6%ds es un movimiento browniano estdéndar.

Armados con este par de teoremas podemos afirmar que Z es la densidad de
PP con respecto a P y se cumple el teorema de girsanov para # = \ constente.
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En este sentido podemos repetir el argumento en (3.85) y obtenemos
Ep [~ 057| 7] = 7T [ S,elr 4o )T-0rotrw| £
_ TV, [ Ste(ﬂa’)(nt)w(%—wg)] (3.91)
=5,

es decir, bajo P los precios descontados son martingala.

Si funciona bien para tiempo continuo todo lo que se construyo en los
modelos discretos entonces podemos aplicar esta misma propiedada al precio
de la opcién europea, esto es

C, = e "TIE([Cr| F] (3.92)
usando la funcién de pago de la opcién calculamos su precio
6= (5 - K),| 7]
g [( e T W _ k) +]
o0 n(#)-(r-§o2T-0))’
= e "(T"9 /; (s - K), ﬁ;}\/ﬁe_ (T -1 :’]}ds

Notemos por otro lado que si s < K entonces (s — K), = 0 por lo tanto

00 1 _(n(#)-(r-4eer-n)) 4
C = -T(T—‘)/ -_K)— 22T 2d
b =€ K (S ) 2ro/1 —te g s
- / " TSR € (e ) Y
—=e T g —————p 20 1(T~t) —ds
Kk V2moT -t g

o) In g— — r—&ag(T—t) ?
_ e—"(T“) / K__—_“..l e‘( ( t) 2.(r“(T—t) )_L ld‘g
K 2noT —t 8

para calcular las dos integrales anteriores hacemos el siguiente cambio de
variable, hacemos

y observemos que
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para modificar los limites de integracién veamos que

s> K
In (%) = (r—=30*(T-1t)
=
oVl —t
> —dy

donde por supuesto
In(3) + (r — 30 (T - 1))
ovT —1t

finalmente, para volver al célculo de la integral sustituimos el valor de s en
el primer sumando, es decir hacemos

g = Steﬂvi —f z+(r—§az)(T—t)

dy =

reescribimos el valor de C, como

C "T(T t) /00 Secr —t z+(r—%a’)(T—t)e_l;_dz

—e 7T ‘)K/ —-—e"fdz
ds

=G —t z— %a’(T t) ‘}—d
t/;d: _\/ﬁe [ 2z
- e‘T(T_‘)K/ ——e T d2
da \/2?

=5, / 7 =e —irte/ Tt e T g,

. —T(T t)K/ d

=5 — Kld—)"d

_ —T(T—t)K/ e
e e Tdz
—dg V 27

8i en el primer sumando hacemos la sustitucién

E=z—0ovT -t

entonces

df = dz
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y si z > —d; entonces £ > — (dz +ovT —t). Si ademés hacemos dy =
dy — o/ T — t entonces
[» 4] 1 F]
Ct :Sg/- \/_E_Lq_df

—d, 271'

—e""(T"t)K\/‘O0 ! e~ ¥ dz
—dy V27T

Notemos finalmente que en este caso £ y z ambas son normales estdndar, si
ademds aprovechamos la simetrfa de la normal sabemos que si X ~ N (0, 1),
entonces

PX>zr)=P(X < -2)
considerando esto podemos escribir €l precio de la opcidn como

d

Cg :St [ Lg_df

\/_
— (T t)K/ RN -8

con esto hemos encontrado de nuevo la férmula de Black y Scholes.



Conclusiones

Se considera que la teorfa financiera moderna, basada en técnicas ma-
temdticas, comenzé con lo trabajo de seleccién éptima de portafolios de Ha-
rry Markowitz?, después vinieron trabajos sumamente importantes, como el
de William Sharpe y su modelo CAPM. En este desarrollo de las finanzas
modernas ocupan un lugar preponderante Robert Merton, Fisher Black y
Myron Scholes con su modelo de valuacién de opciones. La importancia de
estos modelos se pone de manifiesto si consideramos que sus autores fueron
premiados con el Nobel de economia por sus aportaciones.?

Cada uno de estos trabajos fueron revolucionarios en su tiempo y mar-
caron caminos a seguir en la investigacién. Todos estos modelos siguen en
uso en la actualidad ain cuando han sido superados en muchos sentidos. La
sencillez de la férmula de Black y Scholes ha hecho de este modelo una he-
rramienta sumamente popular en el medio financiero, lo cual le ha permitido
subsitir como el principal método de valuacién de opciones.

En la tesis se presentaron varios modelos de valuacién, modelos discretos
y modelos continuos. En cada caso se obtuvo como resultado final, la férmula
de Black y Scholes. Sin embargo, ademés de conseguir este fin, se expusie-
ron en el trayecto, tanto los conceptos econémicos subyacentes al problema
de valuacién como las técnicas mateméticas ncesarias para la valuacién de
activos derivados.

Los modelos descritos, asf como su forma de exposicién, considero que
sirven bien como un primer acercamiento al tema. Se hace esta afirmacién
entendiendo que los derivados que se estudiaron son los mas sencillos, sin

?Aunque el trabajo de Bachelier es anterior, éste permanecié olvidado durante afios
hasta que Paul Samuelson lo rescatd.
¥Excepto Fisher Black, quien fallecié antes de recibir el Nobel
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embargo los modelos utilizados también son el fundamento de los mode-
los usados en la valuacién de instrumentos més complicados. Aunque existe
una gran variedad de instrumentos que no pueden ser valuados usando la
férmula de Black y Scholes, también existen muchos derivados cuya férmula
de valuacién se fundamenta sobre pequefias variaciones de la férmula para
opciones europeas vainilla. Inclusive en los casos donde no se puede conse-
guir una férmula cerrada, los métodos de valuacién se apoyan en las ideas de
Black y Scholes. Baste como ejemplo mencionar los métodos usados para va-
luar opciones americanas, aunque no es posible dar una férmula cerrada, los
métodos numéricos usados para valuarlas se fundamentan en elementos que
se discutieron a lo largo de la tesis. Uno de estos métodos es una variacién del
modelo binomial, el cual fué descrito con detalle en el segundo capitulo. Otro
método muy popular usa la ecuacién diferencial de Black Scholes también
construida en la tesis. Con las debidas condiciones iniciales y de frontera se
resuelve numéricamente a través de algoritmos de diferencias finitas.

Las principales criticas del modelo de Black y Scholes se concentran en
los supuestos de distribucién de los precios. Atn no existe un modelo que
resuelva satisfactoriamente este problema, entre las propuestas més estudia-
das encontramos las que suponen que los rendimientos tienen volatilidad
eatocastica. Heston, Hull y White y Schroder por nombrar algunos investiga-
dores, han aportados algunas ideas al respecto. En cualquiera de los casos las
ideas se fundamentan en las planteadas por Black y Scholes. Espero que esta
brev{sima exposicién sirva para percibir la importancia del tema desarrollado
en la tesis. Los refinamientos del modelo y el estudio de modelos de valuacién
de instrumentos més complicados son temas dignos de otra tesis.
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