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Introducción 

El principal objetivo de este trabajo es comprender y explicar con detalle 
el artículo "The Aharonov-Bohm effect and time-dependent inverse scatte­
ring theory" [2] publicado por el doctor Ricardo Weder, en el cual se estudia 
el efecto Aharonov-Bohm [12] desde el punto de vista de la teoría de disper­
sión inversa dependiente del tiempo. 
Uno de los fenómenos que demuestran que la física cuántica modela con ma­
yor exactitud el mundo atómico y subatómico que la física clásica es el efecto 
Aharonov-Bohm. El fenómeno se predijo de manera teórica [2] y después se 
comprobaron las predicciones de manera experimental [3]. 

El efecto Aharonov-Bohm considera la dispersión de un electrón por el 
campo magnético debido a un solenoide ideal , con altura infinita y sección 
transversal circular que puede tener radio cero. 
El artículo plantea un problema más general, considera el caso en el que un 
campo magnético singular arbitrario está contenido en un cilindro de altu­
ra infinita, paralelo al eje z cuya sección transversal es un compacto K con 
frontera dada por una curva de clase C 1, o bien K se reduce al punto cero. 
Además se considera un campo magnético regular de soporte compacto, de­
finido en O= IR.2 

- K uniformemente continuo y cuyas derivadas de primer 
orden son uniformemente continuas. 

En el artículo [2] se demuestra que a partir del límite de altas energías del 
operador de dispersión, en el caso del solenoide con sección transversal cero 
podemos reconstruir el campo magnético regular , y el flujo magnético módu­
lo 2. Para el caso general, suponiendo que K es convexo, se demuestra que 
podernos reconstruir el campo magnético regular en n y el flujo magnético 
sobre K módulo 2. 

Los resultados son en realidad rernarcables, porque a partir de la disper-



sión de partículas que en principio no tienen contacto con el compacto K, 
(que es en donde se encuentra el campo magnético singular) podemos encon­
trar una propiedad del campo magnético singular, que es el flujo magnético 
módulo 2. Es claro que este efecto no se presenta si consideramos el problema 
desde el punto de vista clásico, ya que si las partículas no interaccionan con 
el campo magnético singular, no podemos saber nada de este campo a partir 
del comportamiento clásico de las partículas. En la tesis se estudia el efecto 
Aharonov-Bohm desde un punto de vista matemáticamente riguroso. 

Para estudiar el artículo [2] se necesita en primer lugar conocer la formu­
lación matemática de la mecánica cuántica. Para esto se usa como referencia 
el libro [5] 
Los conceptos expuestos de la página 1 a la 158 de ese libro conforman el 
lenguaje básico y fundamental que se utiliza en el desarrollo de la tesis. En 
el presente texto no se explican esos conceptos por lo extenso del tema y 
porque no es el propósito. 
También es necesario conocer temas concretos de análisis funcional como son 
la teoría de distribuciones, el teorema espectral para operadores autoadjuntos 
(no necesariamente acotados), grupos a un parámetro y espacios de Sobo­
lev. Los textos utilizados para estos temas son [8] ; en el que se demuestra el 
teorema espectral y se desarrolla la teoría básica de grupos a un parámetro 
en las páginas 306-385; la teoría de distribuciones se explica en las páginas 
149-200; y para espacios de Sobolev se utilizó el libro [10]; los temas que se 
necesitan conocer del libro se mencionan en la tesis cuando es necesario. 
La tesis se desarrolla en la introducción y 9 capítulos . La introducción es 
como un mapa de la tesis, en donde se explica de manera breve el objetivo de 
cada capítulo, la manera en que se ligan y los resultados fundamentales. En el 
capítulo 1 se definen los potenciales magnéticos que se usan y se demuestran 
algunas de sus propiedades . En el capítulo 2 se definen los hamiltonianos 
de Aharonov-Bohm y se demuestran sus propiedades fundamentales. En los 
capítulos 3, 4 , 5 y 6, titulados: Un lema técnico , Algunos resultados de 
teoría espectral y derivadas generalizadas, Algunos resultados sobre espacios 
de Sobolev y finalmente Teorema espectral para dos operadores autoadjun­
tos, respectivamente, se demuestran resultados técnicos que son necesarios 
para los siguientes tres capítulos. En el capítulo 7 se construyen los opera­
dores de onda y el operador de dispersión. En el capítulo 8 se demuestran 
teoremas de aproximación para los operadores de onda y finalmente en el 
capítulo 9 se resuelve el problema inverso. 
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A continuación explicamos cómo está estructurada la tesis, ya que la 
demostración de los resultados es bastante técnica y larga. En el caso del 
solenoide con sección transversal cero, el campo magnético esta dado por 

(1) 

En donde Bs es un número, Bsó(x) es el campo singular y BR E CJ(lR2
) es 

el campo regular. Para nuestro propósito, estudiamos una clase de potenciales 
magnéticos de B que cumplen con las siguientes características: 

Definición 0.0.1. Denotamos por A{o}(aK, Bn) al conjunto de funciones 
A E C1(JR2 \{O}, JR2

) n Liºc(JR2
, JR2

) , con V' x A= 27ra{o}ó(x) + BR. en D' = 
C0 . Asumimos que A(x) = O(lxl- 1

), lxl -too y que a(r) := suplxl2r IA(x) · 
x = x/lx ll E Li[O,oo), en donde ó es la delta de Dirac. -

En donde ª{o} = ~ y Bs es el flujo del campo magnético singular. 
En el caso más general fijamos el campo magnético BR en un abierto O de 
complemento compacto K y el flujo del campo sobre K. Notemos que si A 
es un potencial magnético para el campo magnético singular, el teorema de 
Green relaciona el flujo magnético del campo con la circulación del potencial 
A sobre oK, de modo que en lugar de fijar el flujo del campo magnético 
singular, fijaremos la circulación del potencial magnético sobre oK. 

Definición 0.0.2. Sea K un compacto en lR2 tal que O E int(K), y su front era 
es una curva simple, cerrada, C 1 ; sea O= Kc . Entonces para toda aK E lR y 
para toda función a valores reales BR E C1 (D), denotamos por AK(aK , BR) 
al conjunto de func iones A E C 1 (D,1R2

) con V' x A = BR en O, tal que 
aK = 1/(27r) J8 K A(x)dx. En donde integramos en contra de las manecillas 
del reloj. Suponemos también que A(x) = O(lxl- 1

), lxl -too y que a(r) := 

SUPxEí! ,l xl~r IA(x). xi E Li[O , oo) 

Denotamos por AK(aK, BR) a cualquiera de los conceptos de las defini­
ciones 0.0.1 y 0.0.2, si K = {O} usaremos la definición 0.0.1, usaremos la 
definición 0.0.2 en otro caso. 

En el capítulo 1 demostramos que AK(aK, BR) f. 0 y mostramos algunos 
casos particulares de potenciales magnéticos que cumplen con la definición . 

También mostramos que si A 1, A2 E AK(aK , Bn) existe una fun ción,\ tal 
que si K ={O},,\ E C2 (1R2 ) n L00 (JR2 ) , y, en el otro caso,\ E L00 (D) nC2 (D) , 
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tal que, 

(2) 

Definimos en este mismo capítulo ,\'°(x) = límr-too .-\(rx) ( en donde x = 
x/lxl)que usaremos más adelante. 
En el capítulo 2 construimos primeramente el operador hamiltoniano para el 
sistema de partículas con los campos magnéticos antes mencionados. 
Se parte del Hamiltoniano formal (P - A) 2 /(2m), en donde P = -i"\l y A E 

AK(aK, BR)- Se considera la forma bilineal QA(</>, 'l/J) = ((P-A)</>, (P-A)'l/1), 
se demuestra que es cerrable y se cierra para obtener ifA, después se encuen­
tra el operador autoadjunto que representa a la forma bilineal cerrada ifA, tal 
que iiA(</>, 7/J) = (H(A)</>, 'l/J )V</> E Dom(H(A)), V'ljJ E Dom(ifA) entonces H(A) 
es el Hamiltoniano para el potencial magnético A. 
Después se define el Hamiltoniano de partícula libre H0 = P 2 

/ (2m) y se 
demuestra que es autoadjunto. 
El principal propósito del capítulo 3 es demostrar el teorema 3.0.29. El capítu­
lo es más que nada una serie de resultados técnicos que se utilizan en los 
demás capítulos. 
En el capítulo 4 se demuestran resultados que se utilizan en el capítulo 7, el 
capítulo es más bien técnico. 
Sea J el operador de L 2 (JR2 ) en L 2 (!1) dado por la multiplicación por la fun­
ción característica de n , entonces se definen los operadores de onda como 
sigue: 

(3) W±(A) := lím eitH(A) Je-itHo 
t---+±oo 

La razón de la definición se puede ver en el libro [5] antes citado, en el capítu­
lo 4. 
En el capítulo 5 se estudian resultados básicos de espacios de Sobolev, y el 
resultado principal es el teorema de Rellich-Kondrachov simplificado ( teo­
rema 5.0.44) , este resultado se utiliza en el capítulo 7, el capítulo es muy 
técnico y se necesita la teoría básica de espacios de Sobolev para entenderlo. 
En el capítulo 6 se demuestra un teorema espectral para 2 operadores auto­
adjuntos, que permite desarrollar el cálculo funcional para funciones de dos 
variables, herramienta que se utilizará en repetidas ocasiones en los capítulos 
siguientes. 

En capítulo 7 se demuestra el teorema 7.0.56 que dice: Los Operadores 
de onda existen y son isométricos, para toda A E AK(aK, Bn) , además si 
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A1,A2 E AK(aK,BR) con A2 = A1 +'V.A, en donde>. es como en el capítulo 
2 entonces 

(4) 

En donde Acxi es como en el capítulo 2 
Con los operadores de onda, podemos definir el operador de dispersión, 

que está dado por: 

(5) S(A) = W~(A)W_(A) 

Dado v E S 1 denotamos por Slv = {x E O : x + VT E O, 'iT E IR}. 
Dada v E IR.2 sea <Po E C0 (0:;;) en donde v = v/lvl, denotamos por </>:;; = 
eimv·x</>o ' entonces e-imv·xe-itHº</>:;; = eimlvl2t/2e-iP·vte-itHo</>o (esta fórmula se 

demostrará en el capítulo 3). Demostraremos que en el límite de velocidades 
altas, podemos suponer como una buena aproximación que la evolución libre 
está dada por e-itP·v</>o = </>o(x - vt) (módulo una fase no importante), por 
lo tanto, como <Po E C0 (0:;;), entonces tiene interacción despreciable con K 
para todo tiempo. 
Entonces, deseamos reconstruir BR(x), x E O y O'.K módulo 2 a partir del valor 
del operador de dispersión aplicado a funciones de la forma <Pv = eimv·x</>o , 
</>o E C0 (0:;;) 
Para tales fines haremos una aproximación más manejable del operador de 
dispersión, éste es el propósito del capítulo 8, es decir, demostrar el teorema 
8.0.58. A partir de éste se deduce el siguiente teorema: 

Supongamos que AK E A(aK , BR) y que </>o, '!/Jo E Cij(O:;;). Sean <Pv y 'l/J:;; 
dadas por, 

Entonces, 

(S(A)</>v,1/Jv) = (e;eoovA(x+vT)dT</>o,'l/Jo) +O(l~I) 

Entonces podemos conocer la función e; f~00 v·A(x+vT)dT, x E O:;; a partir del 

límite , límlvl-->oo (S(A)</>v, 'l/Jv) , para todo c/>o E C0 (0:;;) 
A partir de esta información, se demuestra finalmente en el capítulo 9 el 
siguiente teorema: 
Supongamos que AJ E AK(a~, B~),j = 1, 2 y que K es convexo. Entonces si 
S(A 1

) = S(A2
), tenemos que ªk = ªk módulo 2 y que Bh(x) = B~(x),x E 

O. Este último teorema es el objetivo final de este trabajo. 
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Capítulo 1 

Potenciales Magnéticos 

1.1. Preliminares 

1.1.1. Primera parte 

Definición 1.1.1. Denotamos por A{o} (ª{o}, B R) al conjunto de todas las 
funciones A E C 1 (1R2 

- {O}, 1R2
) n l~ºc(JR2 , 1R2

) con V' x A= 21m{o}ó(x) + BR 
E TJ'. Mas aún, asumimos que A(x) = O(llxll)- 1

, ll x ll-+ oo y que 

a(r) := sup{IA(x) ·xi : llxll ~ r} E L1 ([O, oo)) 

Definición 1.1.2. Sea K un conjunto compacto tal que O E int(K) y que su 
frontera 3K es una curva cerrada, simple C1; sea [2 = Kc . Entonces para 
toda aK E lR y toda función a valores reales BR E CJ(D) denotamos por 
AK(aK , BR) al conjunto de funciones a valores reales A E C 1(D, JR2

) con 
V' x A = B R y tales que 

J8K A(x)dx 
<XK = __ 2_1f __ 

En donde la integral está en sentido contrario de las manecillas de reloj. 
Además, asumimos que A(x) = O(llxll- 1 

), ll x ll -+ oo y que 

a(r) := sup{IA(x) ·xi : ll x ll ~ r, x E S?} E L 1 ((O , oo]) 

Debemos demostrar que estos conjuntos antes definidos no son vacíos. 
Como la función BR E Có(fl) , entonces existe una función BR E C6(JR2

) tal 
que BR(x) = BR(x) para toda x En y BR(x) =O en una vecindad del O 1 

Definimos las siguientes funciones: 

1 Teorema 26.A.3 del libro [4] 
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(1.1) Ais(x) := ~;11 ( ~~2) , A1R(x) := 2~ ! BR(x - y) ( ~~2) l~r2 

Además aR := fak ARdx, en donde integramos en contra de las manecillas 
del reloj. 

Entonces Arn + A1s E Á{o}(a{o}, BR) y A2R + A2s E AK(aK, BR) 
Enseguida se demuestra la afirmación anterior: 

Teorema 1.1.1. 'V x A 15 = 27ra{o}J en el sentido distribucional, en donde 
ó es la delta de Dirac 

Demostración. Sea <PE V= CQ°(!R2
) Entonces, 

'V X Ais(<P) = -A1s,2(jt ) + Ais,I (jt) = - J ];ft(xi /t + x2%~ ). 
Por el teorema de convergencia dominada de Lebesgue, esto último es igual 

·l' f .Qj¡_ ( ª"' + ª"' ) a. lffif-tO - 8.(0)" lxl2 X¡ ax¡ X2 ax2 

A continuación hacemos un cambio de variable, x 1 = r cos( B), x2 = r sin( B); 
por lo que ª"' = 2.1!...QEJ. + 2.1!...~ ª"' = 2.1!...QEJ. + 2.1!...~ 

a(J ax¡ ªº ax2 ªº ar ax¡ 8r ax2 ar 
Entonces: 
ª"' = - 2.1!...r sin(B) + 2.1!...r cos(B) aO ax 1 ax2 

'!!É. = 2.1!...cos(O) + 2.1!... sin(B) ar ax¡ ax2 
Multiplicando la primera ecuación por -sin(B) y la segunda por r cos(B) y 
sumando las ecuaciones obtenemos: 

(1.3) fJ<P = ~(-sin(B)º<P +rcos(B)º<P) 
OX1 r ae or 

De manera análoga obtenemos: 

(1.4) o<P 1 o<P . o<P 
OX2 = -;:(cos(B) ae +rsm(B) or) 

Entonces: 
'V X A is ( <P) = -a¡o} lím<-tO J B, (O)< r ~025 0 

( ( ~ ( - sin( B) ~: +r cos( B) ~~ )+ rs~~(O) ( ~ ( cos( B) ~: + 
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r sin( fJ) ~~)) )rdrdfJ 

- l' r 27r roo º"' d dfJ - -O:{o} im,__,o Jo J, or r 

= o:{o} límH o Jt <P( E, fJ)dfJ 
Pero como <P es CQ°(IR2

), se aplica el teorema de convergencia dominada de 
Lebesgue para obtener: 

¡ 21' ¡ 21T ¡ 21' 
lím cP(E, fJ)dfJ = lím cP (E, fJ)dfJ = <P(O)dB = 27r<P(O) 
f--+ Ü o o f--+Ü o 

Por lo tanto, obtenemos: 
Y' X A1s(<P) = O:{o}27r<P(O) = O:{o}27rc5 (<P) 
Entonces V' x A1s = O:{o}2nc5 

Teorema 1.1.2. V' · A 18 = O en el sentido distribucional 

o 

Demostración. Usando la ecuación 1.1 y utilizando coordenadas polares ob­
tenemos: 

8<P 8<P 
V'· A1s(<P) = - A1s,1 ~ - A1s,2-

0 uX¡ X2 

= - lím r O:{o} D<P dfJdr 
HÜ J 8, (O)c T OfJ 

Teorema 1.1.3. V' x A1n = B11 

Demostración. sea <P E C0 IR2 

D<P D<P 
V' x A 1 H( <P) = -A 1 n,2 ( -

8 
) + A 1n,1 ( ~) 

X ¡ U X2 

J. J 1 (X - z) l 8<P (X - z )2 D<P 
= - -2 Bn(z )( 1 12 a + 1 12 a )dzdx 

1f X - Z X ¡ X - Z X2 

3 
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Como BR E CJ (JR2) y <PE D, entonces el integrando de la última ecuación 
es absolutamente integrable en el plano, por lo tanto, podemos utilizar Fubini: 

J J i ( x - z) 1 o<P ( x - z h o<P 
V' x A1R(<P) = - -BR(z)( I 12 ~ + I 12 ~ )dxdz 

27f X - z uX¡ X - z uX2 

= ¡ BR(z) (1-~ 07-z<f>(w) _ W2 07-z</>(w) dw)dz 
27f lwl 2 OW¡ lwl 2 8w2 

En donde Lz</>(w) = <P(w + z) 

= J BR(z) 27rÓ(Lz</>)dz 
27f 

= J BR(z)<f>(z)dz 

= BR(<P) 

De manera análoga se demuestra que V'· A 1R =O 

o 

De los teorema anteriores se deduce que V' x (A 1R + A 1s) = 27fa¡o}ó(x) + BR 
y que '\! · (A1R + Ais) = O 
Es un resultado elemental que A 1s E L~ºc (IR2 ,IR2 ); además A 1R es acotado, 
pues sean EN tal que sop(Br) e Bn(O); entonces 

1 ( )1 
< I I 1 1 < {IBRl 00 volumen(Bn(O)) si lxl ~ 2n 

27í A lR X = B R 00 -1 1 dy = I 1 . < 
Bn(x) Y IBRloo 82n(O) ¡y¡dy Sl lxl = 2n 

Como Arn es acotado, entonces se obtiene que A 1R E L~ºc(IR2 , JR2 ), por lo 
tanto, A1R + A15 E L~ºc (JR2 , JR2 ) 
Claramente A15(x) = O(lxl- 1 

) , lxl -too y además se cumple que 217f A1R(x)I ~ 
IBRloovolumen (Bn(O))lxl~nsilxl ~ 2n 
Se concluye en consecuencia que A 1s + Arn = O(lxl - 1

), lxl -too. Además, 

~ ¡ BR(z) (-(x -zh) (x 1) 
27r(A1n + A1s)(x). x = lx - z l21 xl (x - z)1) . X2 dz 

<e IBRloon . 1 1 > = (!xi _ n) 2 s1 x = 2n 
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Como A 1R es acotado y A1s(x) · x =O 
Se concluye que: 

a(r) := sup{(Arn+A1s)(x) ·x} E L 1([0,oo]) 
lxl~r 

Teorema 1.1.4. A 1R E C1(1R2 
- {O}, JR2

) 

Demostración. Sea e; un vector de la base canónica de IR2
, sea g : [-1, 1 J x 

IR2 -+ IR tal que g(h, y) = BR(x+he;-h)-BR(x-y), como BR E C0 (1R2); enton­

ces g es continua y de soporte compacto, luego existe un compacto E de 
IR2 y una constante M, tales que gh(Y) = lg(h, y)i ~ MxEVh E [-1, 1]; 
por el teorema de convergencia dominada de Lebesgue, se concluye que 
límh--+O J ghdy = J límh--+O gh (y) y por ende se obtiene: 

aA1R = ~ J aBR(x - y) (-Y2) dy 
ax; 2n ax; yl IYI 

Por lo tanto, se concluye que Arn E C 1(1R2 - {O} , IR2
) o 

Hemos demostrado entonces que A 1r+A 1s E A{o}(a{o} , BR) ; por lo tanto: 

A{o} (ª {o}, B R) =/= í/J . 
Veamos ahora que AK(ak, BR) =/= í/J . 

Sea A = A2s + A2R· Podemos concluir que \7 x A2s = (aK - aR)2m5, esto 
es, por lo ya demostrado en el caso K = O, por lo tanto, \7 X A2s = o en n, 
pues el O está en el interior de K. 

_ De igual forma que en el teorema 1.1.3, podemos concluir que \7 x A2R = 
BR por lo que se concluye que \7 X A2R = BR en n 
Se concluye que \7 X A = BR en n y que A2s = O(lxl- 1

) , lxl -+ 00 y el 
hecho de que A 2R es acotado y que A2R = O(lxl- 1

), !xi-+ oo se demuestra 
de manera análoga a l caso de A 1R 

De manera igua l al caso en el que K = O, podemos concluir que: 

a(r) := sup{(A2R + A2s)(x) · x} E L 1([0,oo]) 
lxl~r 

Veamos ahora que A E C 1(D, IR2): 
Como O E int(K) entonces es claro que A2s E C 1 (D, IR2), de manera que sólo 
tenemos que ver que A2R E C 1 (D , 11~.2) . 
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1 - 2 Teorema 1.1.5. A2R E C (0, lR ) 

Demostración. Sabemos que: 

1- (-y2) dy ¡ - (-(x - y)2) dy 
21TA2n(x) = Bn(x - y) Yi IYP = Bn(Y) (x _y)¡ lx _ y¡2 

Como Bn es continua de soporte compacto, entonces, es uniformemente 
continua, supongamos que sop(Bn) e BN(O) y que Bn #O (de lo contrario 
es claro), entonces sea E/(Í82N+

2
(o) l/lyldy + 1 + >.(BN(O)))) (en donde >.es 

la medida de Lebesgue ) tal que si lz1 - z2I < ó => IBn(z1) - Bn(z2)I < 
E/(IBnloo(Í82N+2(o) l/lyldy + 1 + >.(BN(O)))) 
Entonces si lx1 - x2I < min(l/2, ó) => 

l27T A2n(x1) - 27T A2R(x2) 1 ~ 

E/(( r l/lyldy + 1 + >.(BN(O)))) r l/lyldy ~ J B2N+2(0) J BN+1 ¡2(x¡) 

{
E/(Í82N+

2
(o) I/lyldy + 1 + >.(BN(O))) f82N+2(o) l/lyldy si lx11 < N + 1 

2E/(f B2N+2(0) I/lyldy + 1 + >.(BN(O)))>.(BN(O)) si lx11 ~ N + 1 

< 2f. 

Se concluye que A2R es uniformemente continua. 
Veremos que es derivable: 
Sea e 1, e2 los vectores de le base de JR2

, definimos 

h( h) = BR(x +he; - y) - Bn(x - y) 
y, h 

Para lhl ~ 1, entonces, como Bn E CJ(JR2
) , y h es continua y de soporte 

compacto, por lo tanto es acotada y de soporte compacto. Se sigue entonces 
del teorema de convergencia dominada de Lebesgue que 

lím J h(y, h) (-y2) l/IYl2dy = J lím h(y, h) (-y2) l/lyJ2dy 
h~O Y1 h~O y¡ 

Y de esto último se concluye que 
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a -1 J a - (-(x -Yh) -
8 

A2n = (2n) -
8 

Bn(x - y) ( ) 
Xi Xi X - Y 1 

Como 8~,BR E C8(11~.2), se sigue como cuando demostramos que A2n es uni­

formemente continua, que 8~, A2n es uniformemente continua. 

El hecho de que A2R y 8~, A2R son acotadas , se sigue de que B R y 8~, B R son 
acotadas y de soporte compacto. 

o 
Teorema 1.1.6. Si A= A2s + A2n, entonces: aK = 2~ f8K A(x)dx 

Demostración. Supongamos que Bl(O) C K, sea k = K - Bl(O) =? 

J8K A2s - Í8B,(O) A2s = 2 J k \1 X A2s =O:. Í8B,(O) A2s = Í8K A2s = 2TI(aK -

aR) .". 2~ Í8K(A) = ÜK o 
Como resultado tenemos que A E Ax:( ax;, Bn) y por lo tanto Ax:( ax:, Bn) i= 

0. 

Teorema 1.1.7. Supongamos que A 1yA2 E AK(aK,BK). Entonces si K = 
{O}, existe una función a valores reales ,\ E C2 (1R2 - O) n L00 (1R2 ) tal que 
A 1 = A 2 + \1 ,\ en 'D" (IR.2 ) . Si K es como en la definición 1.1. 2, existe una 
función a valores reales ,\ E C2 (ñ, IR.2 ) n L 00 (ñ) tal que A 1 = A2 + \1 ,\ en 
O. Además, en ambos casos ,\00 (x) = límr--;00 -\(rx) existe y es continua en 
el circulo S1 . Denotamos también por ,\00 a la extensión de ésta a la función 
continua de grado cero definida en IR.2 -O como sigue:,\00 (rx) := -\00 (x) , r > O 

Lema 1.1.1. Denotamos por A = A 1 - A 2 . Entonces \1 x A = O. Supongamos 
primero que K ={O} . Sea e/> E C~(B1 (0)),c/> ~O tal que f c/>(x)dx = 1 sea 
c/>n (x) = n2c/>(nx) . Definimos An = c/>n *A, entonces:An E C00

, 

Demostración. sea H : [-1, 1] x IR.2 --+ IR , H(t, y)= (c/>n(x + tei -y) - c/>n(x -
y)) /t - 8"'"~;;-y), en donde ei es un vector de la base canónica de IR.2 . 

Entonces H es continua de soporte compacto, por lo tanto, H es acotada por 
una constante M; se sigue que A(y)H(t, y) ~ M A(y) V t E [-1, l]Vy E IR.2 - O 
Por el teorema de convergencia dominada de Lebesgue límt-to J H(t , y)dy = 

J límt-to H(t, y) =O:. ~ = J A(y)~!7 (x - y)dy 
Entonces º'-=8A. es continua y por inducción se demuestra que las derivadas de 

x, 
orden superior a 1 con continuas , entonces An E C00 O 

2Teorema de Green 
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Lema 1.1.2. límn-HlO An = A uniformemente en compactos contenidos en 
JR2 - o 

Demostración. Es claro que sop(</>n) e B 1¡n(O) y que f </>n =l. 
Sea U e IR2 - O compacto sea d := dist(U, O) > O, sea n 1 E IR tal que 
l/n 1 < d/4. 
Como A es continua en n, A es uniformemente continua en ud/2 := {X E 

IR2 
: dist(x, U) ~ d/2} ' sea 6 > o tal que si lx - YI < 6, x, y E ud/2 => 

IA(x) - A(y)I <E. Sea n2 EN tal que 1/n2 < 6 Entonces: 
Sea x E U y n > máx(n1, n2) 

IA(x) - An(x )I = 1 J </>n(y)A(x)dy - J A(x - y)</>n(y)dyl 

~ J IA(x ) - A(x - y)l </>n(y)dy 

= r IA(x) - A(x - y)l</>n(y)dy 
J B1 ¡n (O) 

~E J </>n(y)dy 

=E 

Lema 1.1.3. \l x An = O 

o 

Demostración. Se demostrará que \l x An = O en V' y como An es C 00
, de 

esto se sigue que \l x An = O 
Sea 'l/; E C0 (1R2

) . Entonces A(y)</>n(x -y) ~(x) es absolutamente integrable 

en IR2
, por lo tanto, podemos aplicar Fubini. 
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\7 X An(i/i) = J (! Al(x - y)</Jn(y)dy) :: (x) - (! A2(x -y)</Jn(y)dy) :~ (x))dx 

= J <Pn(Y) J A1 (x - y):: (x) - A2(x - y):~ (x)dxdy 

= J <Pn(Y) J A1 (z) :: (y+ z) - A2(z) :~(y+ z)dzdy 

= J <Pn(y)\7 x A(Lyi/i)donde Lyi/i(z) = i/i (y + z) 

= J <jJ(y)Ody 

=Ü 

o 

Demostración del Teorema 1.1. 7. . 
Supongamos primero que K = {O} Se sigue del teorema de Stokes que 

para cualquier curva simple cerrada e que no pase por el o 

Como An ---+ A uniformemente en C, entonces: 

(1.5) 1 Adl = lím /'Andl =O 
e n-4oo l e 

Supongamos ahora que K -:f. {O} ; sabemos por hipótesis que faK Adl = O 
Si C es una curva cerrada C 1 e n cuyo interior no contiene a K, se sigue 
del teorema de Stokes que fe Adl = Íeint \7 X Adx = o si la curva e tiene 

al K en su interior entonces, si Kl = Cint - K =:> ÍaKi Adl = JK
1 

\7 x A = 

O =:> fe Adl = faK Adl = O se concluye que si C es una curva simple cerrada 
c 1 en 

(1.6) l Adl =O 
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En cualquier caso , sea K ={O} o no, definimos para x0 fijo en n 

(1.7) -X(x) := ¡ Adl 
e;º 

En donde e:º es una curva simple C1 en n que va de Xo a x, A está bien 
definida por 1.5 y 1.6 
Por la definición de -X se obtiene que V' A = A, por lo tanto, si K = {O}, 
,X E C2 (JR2 

- O) y si K -/:- {O}, entonces -X E C2 (ñ) 
Sea N E N tal que K e BN(O) supongamos que Xo E oBn(O), JxJ ~ N sea 
X En sea X¡ E oBN(O) n {rx: r >O} entonces: 

Además, A es acotada en la bola BN(O) , pues A es acotada y oK es una 
curva C1, simple y cerrada. Se concluye que A E L00 (ñ) si K i- {O} y que 
-X E L00 (1R2

) si K = {O} 
Sea M E IR, M ~ N tal que J;: a(r)dr < E/4 sea ó > O tal que si 

x, fi E S1, lx - fil < ó => J::! IAloodl < E/2 
sean x, fi E S1, Jx - fil < ó, entonces 

l-Xoo (i) - -X oo (fi)I ~ {MfJ JAJ oodl + 2 f
00 

a(r)dr 
ÍMx JM 

~ E/4 + 2E/2 

< f 

Por lo tanto A es continua en S1 o 

1.1.2. Segunda parte 

Definimos aquí algunas funciones particulares que cumplen con las defi­
niciones 1.1.1 y 1.1.2. 
Usaremos coordenadas polares (r , ()) , r > O, 
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() E [ 00 , 00 + 27r) para alguna 00 E [O, 27r) 
Sea f (O) E C 1 (S 1

) tal que f (O) =O para Oo ~ () ~ 00 + f./2 y para 00 + 27r ~ 
() ~ 00 + 27r - f./2, supongamos que f (O) = () para 00 +f. ~ () ~ ()0 + 27r - f. 
para alguna f. > O. Definimos: 

En donde aR = 2~ J8K AQ es un número y el término AQ se define posterior­
mente. 

Teorema 1.1.8. Af tiene soporte en un cono con centro en O, eje eilJo y 
ángulo de apertura f., además, Af = O(JxJ-1), Jxl -Too y que Af(x) · x =O 

Demostración. En realidad se define f(r, O) = f (O)VrW 
Sea G: JR2 -T JR2 tal que G(r,O) = (rcos(O),rsinO) sea g tal que g o G = 

f ( r, O), entonces \1 f se refiere en realidad a \1 g 

a¡ 
\lf(O) =(O, ao) 

= (ag ag) ( cos(O) -rsin(O)) 
ax' ay sin(O) r cos(O) 

ag ag . ag . ag 
= (ax cos (O) + ay sm(O), - ax r sm(O) + ay r cos(O)) 

::::} 

ag ag . 
O= ax cos(O) + ay sm(O) 

a¡ a9 . ag 
- = --rsm(O) + -rcos(O) ae ax ay 

::::} 

a9 a¡ y 
ax ªº r

2 

ag a¡ X 

ay ae r 2 

(1.8) =? \lg(x, y) =~(~y) 
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Para (x,y) = (rcos(O),rsin(O)) para O tal que 00 + t ~O~ 00 + 27f - t, se 
cumple que U = 1 

Por lo tanto Al tiene soporte en un cono con centro en O, eje eiBo y ángulo 
de apertura t: y Al= O(jxj-1), !xi-too y que Al(x) · x =O 

o 

Para cualquier Q = ( q1 , q2 ) E JR.2 , sea A Q el siguiente potencial magnético: 

AQ := (q2 
- x2

) ¡1 ÍJR(µx + (1 - µ)Q)µdµ 
X¡ - q¡ lo 

En donde si K = {O}, ÍJR = BR y si K es como en la definición 1.1.1, 
ÍJR(x) = BR(x) si x E íl y ÍJR E CJ(JR.2) es una extensión de BR que es cero 
en una vecindad del O 3 . 

Teorema 1.1.9. Se puede encontrar Q tal que el soporte de AQ esté conte­
nido en un cono con vértice Q , con ángulo de apertura t y eje ei8 

Demostración. Supongamos que sop(ÍJR) e BN(O), N E N sea: 

Lx := {Q + µ(x - Q): µE [O , 1]} 

La recta que une a x con Q 
Para que x E sopAQ es necesario que Lx n BN(O) # f/J, esto quiere decir 
que sop(AQ) e {x : x E Lx y Lx n BN(O) # f/J} , este último conjunto es 
un cono con centro en Q si IQI > N , eje en dirección de -Q y ángulo de 
apertura menor que arcsin(N /IQI) , es claro que el ángulo de apertura tiende 
a O cuando IQI tiende a infinito. 

o 

Teorema 1.1.10. V x AQ(x) = ÍJR(x) 

3 Página 247, teorema 26.A.3 del libro [4] 
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Demostración. 

a 1
1 

\7 x AQ(x) = ~(x 1 - qi) Í:JR(xµ + (1 - µ)Q)µdµ 
uX1 O 

a 1
1 

- ~(q2 - X2) Í:JR(xµ - (1 - µ)Q)µdµ 
uX2 o 

1
1 a - 2 a - 2 

= X1 ~(BR)(xµ - (1 - µ)Q)µ + X2 -a (BR)(xµ - (1 - µ)Q)µ dµ 
o u X ¡ X2 

1
1 a - 2 a - 2 

- Q1 -
8 

(BR)( xµ - (1 - µ)Q)µ - q2-
8 

(BR)(xµ - (1 - µ)Q)µ dµ 
o X¡ X2 

+ 211 

(Í:JR)(xµ - (1 - µ)Q)µdµ 

= ¡1 

µ 2 :µ Í:JR(Q + µ( x - Q))dµ + 2 ¡1 

(Í:JR)( xµ - (1 - µ)Q)µdµ 

= (µ 2 Í:JR(Q + µ( x - Q)))l6 - 2 ¡1 

(Í:JR)(xµ - (1 - µ)Q)µdµ 

+ 211 

(Í:JR)( x µ - (1 - µ)Q)µdµ 

= Í:JR( x ) 

::::} \7 X AQ = Í:JR 

o 
Teorema 1.1.11. AQ es uniformemente continua, derivable en primer or­
den, con sus derivadas uniformemente continuas. 

Demostración. Para la continuidad uniforme de AQ y sus primeras derivadas, 
es suficiente demostrar que f( x) = f

0

1 BR(Q + µ( x - Q))µ es uniformemente 
continua , junto con sus primeras derivadas. 
Sea e; un vector de la base canónica de IR2 . Definimos la siguiente función. 

g(µ, h) = (BR(Q + µ(x +he; - Q))µ - BR(Q + µ( x - Q))µ)/h, µ , h E [O , 1] x [O, 1] 

Como BR E Cb(D) entonces ges continua, y por lo tanto acotada, se sigue 
del teorema de convergencia dominada de Lebesgue que límh->O f0

1 
g(µ , h)dµ = 

f límh->O g( µ , h)dµ , por lo tanto, 
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a 11 11 a ~ BR(Q + µ(x - Q))µdµ = ~(ÍJR(Q + µ( x - Q))µ)d¡t 
UXi O O UXi 

11 a 
= ( ~ÍJR)(Q + µ( x - Q))µ 2dµ 

o ux, 

Observemos que lx - YI < 8, µ ~ 1 =} IQ + µ(x - Q) - (Q +µ(y - Q)) = 

1 µ( x - y) 1 < 8. Como &~; ÍJ R es uniformemente continua, dada t > 036 > O tal 

que si lx-yl < 8 =} l( 8~;ÍJR)(Q+µ(x-Q))µ2 -( 8~; ÍJR)(Q+µ(y -Q))µ2 I < t 
por lo tanto lx -yl < 8 =} f0

1 1 ( 8~; ÍJR)(Q + µ(x - Q))µ2 
- ( 8~; ÍJR)(Q +µ(y­

Q))µ2ldµ <t. De manera que 8~J(x) es uniformemente continua y de modo 
análoga demostramos que f es uniformemente continua. 

o 
Teorema 1.1.12. AQ(x) = O(lxl- 1

) , lxl---+ oo 

Demostración. sea NEN tal que sop(BR) e BN(O) , sea h = IQI + N sea x 
con lxl > h, entonces: 

¡1 r / (lx-QI) 
lo BR(Q + µ( x - Q))µdµ ~lo IBRlooh/(l x - QI) 

= IBR loo (h/l x - Ql) 2 

=} IAQ(x)I ~ IBRl ooh2 /lx - QI 

Entonces IAQ(x)I = O( lxl- 1
), lxl ---+ oo o 

Teorema 1.1.13. La restricción de AQ a D está en C 1(0) 

Demostración. Ya demostramos que AQ y sus derivadas de primer orden son 
uniformemente continuas, sólo falta ver que son acotadas. 

a Q a (q2 - x2) 11 
-~A = ( ~ _ ) BR(µ x + (1 - µ)Q)µdµ 

u X; u X; X¡ q¡ o 

(
Q2 - X2) O 1l -+ _ ~ Bn(µ,x + (1 - µ)Q)µdµ 
X ¡ Q¡ u X; o 

O (Q2 - X2) 1¡ -= ( ~ ) BR(µ x + (1 - µ)Q)¡tdµ 
u X; X ¡ - Q¡ o 

(
Q2 - X2) 1¡ O - 2 + ( ~BR)(Q + µ( x - Q))p dp 
X ¡ - q¡ o u X; 
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En donde en la última igualdad usamos la fórmula obtenida en la demostra­
ción de que A Q es derivable. 
Como sop( 8~; BR) e BN(O) , y 8~; BR es acotada, se concluye como en la de­

mostración de que AQ(x) = O(lxl- 1 
), lxl ---+ oo que l~x;AQI = O(lxl-1 

), lxl ---+ 

oo. Como AQ y 8~; AQ son uniformemente continuas , se concluye entonces 
que son acotadas. O 

Además, AQ(x)·x ~ 1Qllf0
1 
ÍJR(Q+µ(x-Q))dµI ~ IQllBRlooh2/lx-Ql2 

si lxl es suficientemente grande, como AQ es acotado, se concluye que o/ (r) = 

supxEíl,!x!~r{AQ(x) · x} E L1(0, oo) 

Definición 1.1.3. 

Ya demostramos que IAf,Q(x)I = O(lxl- 1 
), lxl ---+ oo y que a(r) ·­

suplxl>r {Af,Q(x) · x} E L1(0,oo). 

Teorema 1.1.14. V' x V' f =O en 1J' 

Demostmción. De la demostración del teorema 1.1.8 tenemos que V' f 

# ( ~y), de la forma de V' f, vemos que está en L 1
1ºc, por lo tanto, define 

una distribución. Sea <P E 1J 

J 1 a J a<P 1 a J . a<P 
V' x V'f(<P) = - --rcos(B)- + --rsm(B)-dx 

r 2 ae ax¡ r 2 ae ax2 

Usando las ecuaciones 1.3 y 1.4 y cambiando a coordenadas polares, obtene­
mos: 

Y' x Y' f ( </J) = J ~~ ~~ dOdr = 0 

Teorema 1.1.15. Si K =f 0, entonces 

(1.9) ªK = 1/(2n) r Af,Q(x)dx 
}8K 
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Demostración. Sea t > O tal que Bf(O) e K, por el teorema de Green , 
porque V' x Al = O fuera de Bf¡2 (0) y por la demostración del teorema 

ij_j_ (-y) 1.1.8, obtenemos que f ak Al= faa,(o) Al= (aK - an)(2n)- faK ~ x = 

(aK - an)(2n).El teorema se cumple porque an = l/(2n) faK AQ O 

De todo lo anterior se concluye el siguiente teorema: 

Teorema 1.1.16. Al,Q E AK(aK , Bn) , en donde K puede ser el cero. 
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Capítulo 2 

Los hamiltonianos del problema 

Supongamos que A E AK(aK, BR) en donde K puede ser el conj unto 
{O}, el hamiltoniano formal del sistema ( en donde tomamos la constante de 
Planck, la velocidad de la luz, y la carga del electrón como iguales a uno )es 
el operador 

hA := (P - A)2 
2m 

Con dominio CJ(O) donde P = -i'\1 es el operador momento y m > O es la 
masa del electrón . 
El símbolo hA no tiene en realidad un significado preciso puesto que hA no 
es necesariamente un observable, por esto es que debemos definir el hamilto­
niano de manera exacta conservando la idea física original de hA. En primer 
lugar, el hamiltoniano debe ser un operador autoadjunto HA : L2 (0) ---+ 
L2 (0), pues debe ser un observable1 , es también razonable que contenga 
en su dominio a CJ(O) y debe cumplir la siguiente fórmula: l/(2m)((P -
A) f , (P - A)g) = (HAJ,g)\:/f E Dom(HA)\:/g E Dom(HA) en las siguientes 
líneas construiremos de manera formal el hamiltoniano HA que cumpla con 
lo que queremos. 
La forma bilineal asociada al operador formal hA es: 

(2.1) 
1 

qA( </>, 'l/J ) := 
2
m ((P - A)</>, (P - A)'l/J) 

Con dominio CJ(O). En el caso de que K = {O} , O= IR2 - {O}. La forma 
QA es claramente no negativa, se demostrará enseguida que es cerrable: 

1 Página 103 del libro [5] 
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Teorema 2.0.17. qAes cerrable 

Antes de demostrar el teorema se demostrará el siguiente lema. 

Lema 2.0.4. sea {bn}nE!ll C L2 (1R) o una sucesión de funciones tales que el 
soporte de cada una de ellas está contenido en un mismo compacto indepen­
diente de n, supongamos que bn E CJ (IR)\ln, bn --+ O, n --+ oo( enL 1 (IR) o L2 (IR)) 
y que ªJ:- --+ b, n--+ oo(enL 1 (IR) o L2 (JR)), entonces b =O en L2 (JR), es decir, 
b =O en casi todo punto. 

Demostración. Como el soporte de todas la funciones bn está contenido en un 
mismo compacto, podemos suponer que el espacio de medida es en realidad 
L2[a, c], en donde sop(bn) e [a+ 1, c - 1]\t'n EN 
Si la convergencia es en L2 , entonces como ªJ:- - b --+ O en L2 ([a, c]) y por 
la desigualdad de Holder, si f E L 2 ([a, c]) ~ f \!\ ~ (f \f\2

) 
112(f 1) 112 se 

obtiene que bn , b, ªJ:- E L 1 ([a, c]), \In E N y que límn---+oo bn -b =O E L1 ([a, c]) 
Entonces límn---+oo J; ªJ:- = J; b. Por el teorema fundamental del cálculo se 
tiene: 

(2.2) lím bn(Y) - bn(a) = lím bn(Y) = 1Y b 
n--+oo n--+oo a 

Entonces la sucesión bn tiende puntualmente a la función f(z) = J: b que 
es continua por ser la integral de otra función integrable, como el espacio de 
medida es finita, entonces bn --+ f casi uniformemente: dada m E N, 3Em e 
[a, c], .X.(Em) < 1/m (donde A es la medida de Lebesgue) y tal que bnXE¡,, --+ 
f XE¡,, uniformemente, por lo tanto bnXE¡,, --+ f XE¡,, en L2[a , c] como bnXE¡,, --+ 
O, se concluye que ÍXE¡,, = O(c.t.p) entonces se tiene que ÍXunE NEn = O(c.t .p) , 
pero .X.((UnENEJc) = O, se concluye entonces que f = O(c.t.p) , como fes 
continua, se tiene que f = O. Por ende, 

1z b = 0\1 z E [a, c] 

Esto implica2 que b = O(c.t.p.) 
o 

2 Página 101 del libro [6] 
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Demostración del teorema 2. 0.17. Recordemos primero la definición de que 
una forma sea cerrable: 
Una forma bilineal es cerrable si siempre que { un}nEN e Dom(qA) y se tie­
ne que límn-+oo,m-><xi qA (Un - Um, Un - um) = O y además se cumple que 
límn-+oo Un = o (en L2 ) , entonces límn-+oo qA (Un , Un) = o 
Denotamos por qA (J) = qA (J, J) 
Sea {un} e Cü(D) con Un -+n-roo o y qA(Un - Um) -+n,m-roo-+ o 
Pero qA(un-um) = l(P-A)un-(P-A)uml~, entonces la sucesión (P-A)un 
es de Cauchy en L2 (D), como L2 (D) es completo, se concluye que existe un 
elemento u E L2(D) tal que límn_,00 (P - A)un =u para que qA sea cerrable, 
hay que demostrar que u = O. 
Sea D un compacto de D y sea <P E C0 (D), O ~ <P ~ O, </l(y) = l\fy E D 
Entonces: 

lím (P - A)un</J = lím -i</J\lun - iun \7</J + Aun</J 
n -HX ) n----too 

Por hipótesis A es acotado en sop(</l), sea M cota de A en sop(</J), entonces: 

Por lo tanto, A</lun --t O, n --t oo. Por la misma razón: (V <P )un --t O, n --t oo 
Por lo tanto, se tiene que: 

(2.3) lím (P - A)un</J = lím cPPUn 
n----too n---too 

= lím </l(P - A)un 
n-+oo 

= u</J = lím P( </Jun) 
n-+oo 

Tenemos que un<P --t O, -iº~;;1> --t </Ju entonces si demostramos que u</J =O 
concluiremos que u= O en L2 (D) , puesto que el compacto Des arbitrario. 
Sea an = UncP , sea f = </Ju, entonces, todos los an tienen soporte contenido 
en el compacto D por lo tanto como an --t O,~ --t f en L2 (1R2

) ==;. an --t 

O ~ --t J en L (IR2 ) , ax, l 

Se define bn(Y) = J lan( x ,y)ldx, entonces: 

(2.4) lím J bn(y)dy =O 
n-->oo 
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Afirmación 2.0.1. 2.4 implica que existe una subsucesión de bn que converge 
puntualmente a O en casi todo punto 

Demostración. Sea Ei ,n = {x: lbn(x)I > t/1}, como J bn(y)dy-+ O, entonces 
límn-->oo >.(E1,n) =O, entonces \:/m E N:lnm EN con >.(Ei ,nm) < t/2m. 
Tenemos que>.(UmEN{x : lbnm(x)I > 1}) ~ 'L.mENt/2m = t/2. Sea bnm = 
b~ \:/m. Entonces la subsucesión { b:,} cumple con las hipótesis de la suce­
sión {bn}· Hayamos una subsucesión {b~} de la anterior, tal que >.(UnEN{x: 
lbn(x)I > t/2}) < t/22. Por el teorema de recursión para naturales, po­
demos formar la subsucesión { b~+i} a partir de la sucesión { b~} tal que 
>.(UnEN{x: lb~+l(x)I > t/(m + 1)}) < t/2m+ 1

). 

Sea Fm = UnEN{x: lb~(x)I > 1/m}, entonces >.(FM) < t/2m. 
Si x f/. UnENFn::::} b~(x) < l/n::::} b~(x) --+ O\:/x f/. UnENFn y tenemos también 
que >.(UnENFn) < 'L.nE0< t/2n ~ t. 
Dada 1 = t > O encontramos una subsucesión de {bn}nEN llamada {c:,}nEN 
y un conjunto G 1 con >.(Gi) < 1 tal que límn_,00 c:,(x) = O\:/x E G~. Encon­
tramos una subsucesión {c;}nEN y un conjunto G2 con >.(G2) < 1/2 tal que 
límn-->oo c~(x) = O\:/x f/. G2. 
Una vez obtenida { c~ }nEN se construye una subsucesión de esta { c~+t }nEN y 
un conjunto Gm+l' >.(Gm+i) < lj(m+ 1) tales que límn-->oo G~+ 1 (x) = O\:/x f/. 
Gm+1· 
Formamos la subsucesión { c~} de { bn}, si x f/. nnENGn ::::} :Jm tal que x f/. 
Cm::::} G~(x)-+ O(n-+ oo) . Como {c:!~}nEN es subsucesión de la anterior, 
se concluye que límn--too c~ =o. Entonces límn--too c~(x) = O\:/x f/. nnENGn: 
Además >.(nGn) < >.(Gn) < l/n\:/n, por lo tanto, >.(nGn) = O y se obtiene 
que { C~} es una su bsucesión de { bn} tal que converge a O en casi todo punto. 

D 

Aplicando lo anterior a la sucesión cn(Y) = J 1ºª8~~ ,y) - f(x , y)ldx, pode­
mos encontrar una subsucesión de esta que converge en casi todo punto a O. 
Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que bn -+ O(c.t .p.) y que 
Cn -+ O( c.t.p.). 
Sea B = {x : bn-++ O} U {x: Cn -++O}, es claro que >.(B) =O. 
Supongamos que Yo f/. B fija , entonces bn(Yo) -+O y Cn(Yo) -+O, esto implica 
que an(x, Yo) converge a O en L1 (IR) y que ~(x, Yo) -+ f (x, Yo) en L 1 (IR) se 

concluye por el lema 2.0.4 que f(x , y0 ) = O(c.t.p) , entonces: J IJ(x, y)l2dy = 

J(f lf(x, y)l2dx)dy = J(f lf (x , y)l2dx)xa = O pues >.(B) = O se concluye 
que f =O en L2(IR2). 
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Con esto concluimos que fes cerrable. D 

El hecho de que QA sea cerrable implica que existe una extensión cerrada 
- 3 
QA . 

Que iiA sea cerrada significa lo siguiente: 
Si {un} C Dom(ijA),un--+ u,ijA(un - um)--+ O cuando m,n--+ oo, entonces 
u E Dom(ijA) y iiA(un - u)--+ O. 

Definición: una forma bilineal q es semiacotada si existe m E lR tal que 
q(</J) ~ -ml</Jl 2

· 

Teorema 2.0.18. 4 Si q es una forma bilineal simétrica densamente definida, 
cerrada y semiacotada, entonces existe un único operador autoadjunto A tal 
que q(</J, 'l/J) = (A</>, 'lj;)V<P E Dom(A), V'lj; E Dom(q) y Dom( A) es denso en 
Dom(q). 

Antes de demostrar el teorema se hacen algunas observaciones: 

Lema 2.0.5. Sea q una forma bilineal definida en un espacio de Hilbert H, 
supongamos que q es semiacotada, q(</J) ~ -Ml<P[2

, sea Q(q) = Dom(q) es 
decir: q : Q(q) x Q(q) --+ C entonces Q(q) es cerrada si y sólo si Q(q) es 
completo bajo la norma 

l<Pl +1 = (q(</J) + (M + l)l</Jl 2
)

112 

Que viene del producto interior 

(</J,'lf;) +1 = q(</J,'l/J) + (M + l) (ef;,'lj;) 

Demostración. Supongamos que q es cerrada . 
Que (, )+ 1 es un producto interior se se demuestra directamente . 
Demostraremos que Q(q) es completo con la norma anterior . 
Sea { </Jn }, 1 l+1 - Cauchy, entonces como q( 'l/J ) + Ml'l/Jl 2 ~O , O~ l'l/J I ~ l'l/J l+1, 

por lo tanto, { </>n} es 11-Cauchy y como Hes completo, existe</>= límn-+oo <Pn 
además como límn,m-+oo q(<f>n - <l>m) + (M + l)l<l>n - 1>m [ =O, límn,m-+oo q(</Jn -
<Pm) = O como q es cerrada, 1> E Q( q) y límn-+oo q( <Pn - </>) = O, por lo tanto, 

3 Página 283 del libro [l] 
4 Una referencia para este teorema es el libro [7], página 278 
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límn~oo l4>n - 4>!+1 =O se concluye que Q(q) es 1 !+1 - completo. 
Supongamos que Q(q) es 11+1 -completo demostraremos que q es cerrada sea 
{4>n} C Q(q) tal que 4>n-+ 4> y q(<f>n-4>m)-+ O(n,m-+ oo), entonces se tiene 
que { 4>n} es 1 l+i - Cauchy, por lo tanto, existe 'ljJ = limn~oo4>n (el límite en 
la norma I l+i), como 1 1 ~ 1 !+1 entonces, 'ljJ = 4> y limn~00 q(<f>n - 4>) = O, 
por lo tanto, q es cerrada. 

o 
Prueba del teorema 2.0.18. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que 
q es positiva (q(<f>) ~ 0'<14> E Q(q)) . Por los resultados anteriores tenemos que 
q es simétrica y por hipótesis es cerrada, entonces definidos H+ 1 como el 
espacio de Hilbert Q(q) con el producto interior (, )+ 1. 

Denotamos por H_ 1 por el espacio de funcionales acotados con dominio H+1 

sea j : H --+ H _ 1 dada por 4> -+i (., 4>), j ( 4>) es acotada, pues: 

jj(<f>)('l/J)I ~ l'l/J ll4>1 ~ l'l/Jl+1!4>I 

Denotamos por i : H+l -+ H a la identidad; ésta función es continua puesto 
que 1 1 ~ 1 !+1 tenemos la siguiente sucesión: 

Dada 4> E H+1 sea B(4>) E H _1 tal que : 

B(4>)('1/J) = q('l/J, 4>) + ('l/J, 4>) 

Por el lema de Riesz, f3 es un isomorfismo isométrico de H +1 en H _ 1 de­
notamos por D(B) = { 'ljJ E H+1 : B('ljJ ) E Ran(j)} se define B en Dom(B) 
por 

Demostraremos que el rango de j es denso en H _ 1. De lo contrario existiría 
(por el teorema de Hahn-Banach) ,\E H':_ 1 tal que ,\ f O y .A(j('l/J)) = OV'ljJ E 

H, es conocido que los espacios de Hilbert son reflexivos, de manera que 
existe 4>>. E H+ 1 tal que : 

O= .A(j('l/J)) = j 'l/J (4>>.) = (4>>., 'l/J )V'l/J EH 

Como 4>>. f O esto último no puede pasar y Ran(j) es denso en H_1. 

Como Bes un isomorfismo isométrico se obtiene que D(B) es denso en H +1 

mas aún, como 11 ~ 11+1 y Q(q) es denso en H por hipótesis, se obtiene que 
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D(B) es denso en H. 
Suponga que </>, 'ljJ E D(B) . Entonces 

(</>, B'lj;) = q(</>, 'l/J) + (</>, 'lj;) 

= ii.P,</> + ('l/J~ </>) 

= ('lj;~ </>) 
= (B</>,'l/J) 

Se sigue que B es un operador simétrico y densamente definido. 
Enseguida se demuestra que B es autoadjunto. 
Sea e = [3- 1 j, entonces Dom( c) = H e : H --+ H, y c es simétrico pues 
(ex, y)= (ex, Bey)= (Bcx, y)= (x, cy). 
Por el teorema de Hellinger-Toepliz (que demostraremos después de acabar 
este teorema), c es un operador acotado autoadjunto. 
c es inyectivo ya que f3 es isometría y j es inyectivo, pues si j ( </>) = O =} 

('lj;, </>) = O\f'lj; E Q(q) =}</>=O porque Q(q) es denso en H. 
También B es inyectivo, pues B lo es y vimos que j es inyectivo. 
Veamos ahora que B = c- 1 es autoadjunto: 
La demostración de lo anterior deriva a partir del hecho de que c es 1 a 1, y 
autoadjunto y que e= B- 1

• 

Definición 2.0.4. Definimos la gráfica de una función f como sigue: 

g(J) = {(x,f(x)): x E Dom(!)} 

Enseguida recordamos la definición del adjunto de un operador densa­
mente definido: 

Definición 2.0.5. Sea T un operador T : D(T) e H --+ H , entonces el 
operador adjunto de T, designado por T* es tal que cumple lo siguiente: 
y E Dom(T*) si existe z tal que (Tx, y) = (x, z)\fx E Dom(T) , en este caso 
T*y = z Un operador T es autoadjunto si T = T* 

Definición 2.0.6. sea H un espacio de Hilbert, entonces se define la fun ción 
v: H x H--+ H x H tal que v(x,y) = (-y,x) 

Afirmación 2.0.2. Si Hes un espacio de Hilbert, entonces la función(,) H x H : 

H X H--+ e tal que ((</>1,(/h),('l/J1,'l/J2))HxH = (</>1,'l/J1) + (</>2,'l/J2) define un 
producto interior 
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Nota: Para simplificar la notación, no pondremos el subíndice en el producto 
interior cuando se entienda por el contexto, cuando hablemos del producto in­
terior en el espacio H x H en donde H es de Hilbert nos referimos al producto 
interior previamente mencionado, a menos que se aclare lo contrario. 

Demostración. Se sigue directamente de la definición o 
Afirmación 2.0.3. Sea T un operador densamente definido en un espacio 
de Hilbert H con rango en H, entonces g(I'*) = [vg(T)]l. 

Demostración. 

(y, z ) E g(T*) 

{:::}y E Dom(t*)yT(y) = z 

{:::}(T(x) , y)= (x, z)\:/x E Dom(T) 

{:::}((-T(x), x), (y, T*(y))) = O\:/x E Dom(T) 

{:::}((y, z ), W) = O\:/W E vg(T) 

{:::}(y, z) E [vg(T)]l. 

o 

Afirmación 2.0.4. Sea c un operador definido en un espacio de Hilbert H 
(de dominio H ) y con rango denso en H, supongamos que c es inyectivo y 
autoadjunto, entonces c- 1 es autoadjunto. 

Demostración. Se demostrará que g(c- 1) = g((c- 1)*) = [vg(c- 1)]1.. 
Sea (c(x),x) E g(c- 1) , sea (-y, g(y)) E vg(c- 1) , entonces 

((c(x) , x ), (-y , c(y))) = -(c(x), y)+ (x , c(y)) = - (x, c(y)) + (x, c(y)) =O 

Por lo tanto g(c- 1) e g((c- 1)*) 
Si (z ,w) E g((c- 1)*) => (c- 1(x), z) = (x,w)\:/x E Ran(c) , sea x = c(y) 
entonces (y , z) = (cy, w)Vy E Dom( e) => w E dom(c*) y c*(w) = z pero 
como e= e* => (z, w) = (cw , w) E g(c- 1

) 

o 

Entonces tenemos que B es autoadjunto, definimos A = B - I en donde 
I es la identidad, entonces Dom(B) = Dom (A), si </> E Dom(B) , entonces 
('lj;, B(</>)) = q('lj; , </>) + ('lj;, </>)V'lj; E H+1 :. ('lj;, (B - /)</>) = q('lj;, </>)V'lj; E Q(q) 

o 

24 



Unicidad. Supongamos primero que si T es autoadjunto y cumple lo del 
teorema,entonces g(A) e g(T), de esto se sigue que g(T*) = g(T) e g(A*) = 
g(A) :. T =A. 
Entonces es suficiente demostrar que si D cumple con lo del teorema, entonces 
g(A) e g(D). 
Supongamos que 'l/; E Dom(D) , entonces (</>, D'l/;) = q(</>, 'l/;)V<P E Q(q). Si 
B('l/;) E Ran(j) => 'ljJ E D(B): 

B('l/J)(<P) = (</>, 'l/J) + q(</J, 'l/J) 

= (</>, 'l/;) + (</>, d'l/;) 

= j((J + D)'l/J)(<P) 

:.'l/; E Ran(j) :. 'ljJ E D(B) = D(A) => (</>, D'l/;) = (</>, A'ljJ) = q(</J, 1/;) 
V</J E Q(q) 

Se concluye que Des extensión autoadjunta de A y por lo tanto g(A) e g(D). 
o 

En el caso de qA vimos que es cerrable. Si ifA es la cerradura de qA, enton­
ces existe un único operador HA autoadjunto que cumple con lo establecido 
en el teorema anterior (poniendo a ifA en lugar de q ), entonces H A es el 
Hamiltoniano del sistema. 

Teorema 2.0.19 (Hellinger - Toepliz). Si A es un operador con dominio 
todo un espacio de Hilbert H que cumple que (Ax, y) = (x, Ay)Vx, y E H => 
A es acotado. 

Demostración. Demostraremos que g(A) es cerrado, por lo tanto, se sigue 
que A es cerrado y del teorema de la gráfica cerrada se sigue que A es aco­
tado. 

Suponga que (xn, Yn) --t (x , y), (xn, Yn) E q(A)Vn, hay que ver que (x, y) E 
g(A) (o bien y = A(x)): 
Sea z EH 

(z, y)= lím(z , A(xn)) 

= lím(A( z), Xn) 

= (A(z), x) 

= (z, A(x)) 
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Por lo tanto y= A(x) D 

Hasta aquí terminamos de definir el hamiltoniano de un sistema afectado 
por el campo magnético Bn definido en Q en el caso de K -=/= {O} o bien 
Bn + 2m:.:{o}Ó en el caso de que K = {O}. 
También usaremos el hamiltoniano de partícula libre, pero mencionaremos 
más adelante cómo se define. 
Enseguida procedemos a demostrar algunas propiedades de HA. 

Teorema 2.0.20. Sean A1 y A2 E A(aK , Bn) y sea,\ tal que A2 = A 1 + \7,\ 
(la,\ definida como en el capítulo 1), entonces: 

H _ ei .X(x) H e-i.x(x) A2 - Al 

Demostración. Sea T = ei.X(x) HA 1 e-i.X(x). 
Sean</>, 'l/J E CJ(O): Veamos primero que 

QA1 (e-i.X(x)</>, e-i.X(x)'l/J ) = QA2(</>, '!/; ) 

QAi (e-i.X (x)</>, e-i.X(x)'l/J) 

= ((P - A 1)e- i.X(x)</>, (P - A1)e-i.X(x) 'l/J) 

= (e-i.X(x)( P - Al - \7,\)<f>,e-i.X(x)(P - Al - \7,\) 'l/J) 

= QA2(</> , 'l/J ) 

Por la unicidad en el teorema 2.0.18, para demostrar que HA2 =Tes su­
ficiente demostrar que T satisface las hipótesis del teorema 2.0.18 . Debemos 
demostrar 3 cosas: 

i)T es autoadjunto 

ii) Dom(T) es denso en Dom(ifA2) 

iii)(Tcp, '!/; ) = ifA2(</> , 'l/; )Vef> E Dom(T)V'l/; E Dom(ifA2) 

La cerradura de q A2 se construye de la siguiente manera5 : 

u E Dom(q/i2) si existe una sucesión {un} C Dom(qA2) tal que qA2 (un -

5 Página 283 del libro [l J 

26 



Um)---+ O, (m, n---+ oo), Un---+ u. 
Si {vn} C Dom(qA2) y QA2(vn - vm)---+ O, (m, n---+ oo), Vn---+ v entonces: 

De igual forma es la cerradura de qA1. 
A continuación se demuestra iii): 
Sea u E Dom(T) , entonces e-i>.(x)u E Dom( QA 1) , por lo tanto, existe una 
sucesión {un} C CJ(O) tal que Un---+ e-i>.(xlu,qAi(un-ttm)---+ O. Sea 
V = ei>.(x)u E C 1(n) claramente e-i>.(x)v ---+ e-i>.(x)u q (e-i>.(x)v -n n O ' n ' A1 n 
e-i>.(x)vm)---+ O(m, n---+ oo). 
De esto último se sigue que ¡e-i>.(x)(P-A1 - V ..\.)(vn -vm)l2---+ O de manera 
que l(P- A1 

- '\1,\.)(vn - Vm)l2---+ O y Vn---+ u, por lo tanto, u E Dom(qA2) 
se concluye que DomT e Dom( if A2). 
Sea b E Dom(ifA2) y sea {bn} con bn ---+ by QA2(bn - bm) ---+ O(m,n ---+ 
oo) sea e n E N tal que b = ei>.(x)c entonces e ---+ e-i>.(x)b además , n, n n n , 

lqA
2
(bn-bm)I = l(P-A2)(ei>.(x)Cn-ei>.(x)cm)l2 = lei>.(x)(P-A1)(cn-Cm)l2 = 

l(P - A1)(cn - cm)l2 = ifA1 (en - Cm), por lo tanto, e-i>.(x)b E Dom(iJA,) 

= lím ((P- A 1 - '\1..\.)ei>. (x)Un, (P- A1 - '\1,\.)ei>.(x)cn) 
n-too 

= lím ((P - A 1)un, (P- A 1)cn) 
n-too 

= ifA' (e -i>.(x)u, e-i>.(x)b) 

= (ei>.(x)HA1e-i>.(x)u , b) 

:. (ei>.(x) HA 1e-i>.(xlu, b) = ifA2(u,b) 

Es .claro que CJ(n) e Dom(T) , por lo tanto, Dom(qA2) es denso en 
Dom(q) y Tes autoadjunto, pues e-i>.(x) es unitario con inverso ei>.(x) y HA' 

es autoadjunto. 
D 

Con esto último terminamos con el Hamiltoniano HA, enseguida proce­
demos a trabajar con el Hamiltoniano de partícula libre. 

Definición 2.0. 7 (hamiltoniano de partícula libre). Denotamos por H0 := 

- '\72 /2m := P 2 /2m al hamiltoniano de partícula libre. 
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El dominio de este operador es el espacio de Sobolev W 2,2 (1R2 ) : 

W 2 ,2 (1R2
) :={! E L2 (1R2

) : las derivadas en sentido distribucional 

de f de orden menor o igual que 2 están en L2 (JR2
) } 

Se define la norma de f E W2,2 como sigue: IJl?v2 •2 = Li+j;;:;2 I~ 8~Jl 2 

Es Claro que Dom(H0) es denso en L2 (1R2
), pues C0 (JR2

) e W 2,2 y C0 
es denso en L2 (1R2 ) . 

Lo siguiente que hay que demostrar es que H 0 es autoadjunto; esta será nues­
tra siguiente tarea, para esto necesitamos una serie de resultados prelimina­
res, algunos los demostramos aquí y otros los referimos a otros textos. 
Para la comprensión de lo siguiente es necesario conocer lo básico de la teoría 
de distribuciones , un libro apropiado es [8] 
Denotamos por S(U) al espacio de Schwartz de funciones de decrecimiento 
rápido en U e JRn 6 en donde U es abierto. 
Como normalmente trabajamos con S(JR2

), entonces ponemos S en lugar de 
S(R.2

) y lo mismo aplicamos para D = C0 (JR2
). El espacio S'(U) es el espa­

cio de funcionales continuas en S(U), los elementos de este espacio son las 
distribuciones temperadas. 
Note que como D(U) = C0 (U) e S(U) entonces se cumple lo siguiente para 
en espacio de distribuciones en U, D'(U): S'(U) e D'(U). 

Observación 2.0.1. Dada una funcional continua T E S', la inclusión 
i : D ~ S induce una una funcional continua T o i : D ~ C en D'. Si 
T , T' E S' inducen la misma distribución, entonces T = T' puesto que D es 
denso en S. 
Entonces las distribuciones temperadas son las distribu ciones que se pueden 
extender a todo S de manera continua. 

Definición 2.0.8. Sea T una distribuciór;_ temperada, la transformada de 
Fourier de T es la distribución temperada T definida por: 

T(<P) = T(~)V<P Es 

En donde ~ es la transf armada de Fourier en sentido usual de <P 

6 Página 184 del libro [8] 
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Definición 2.0.9. sea a := (a 1, a2 , ... an) E Nn sea x 
entonces: 

lal = a¡ + a2 + .. ·ªn 
Da= (-i)lal Dª 

SiP(x) = ¿;:1 cb,xb',b; E Nn, entonces: 

P(D) = 2:.:cb, (-i)lb•IDb' 

P(-D) = 2_)-1)lb•l(-i)lb•lcb,Db' 

Teorema 2.0.21. a)La transformada de Fourier \JI : S' -t S' es continua, 
lineal , biyectiva , de periodo 4 y con inversa continua. 
b) si u ~ S' y P es ur:_polinomio, entonces: 

(P(D)u) =Pu y (Pu)= P(-D)u. 

Demostración. Antes que nada recordamos que la topología de S' y D' es la 
topología débil estrella (W*). 
Como la transformada de Fourier es lineal, basta ver que es continua en cero. 
Sean </> 1, • • • <l>n elementos de S y sea u una vecindad básica del O en S': 

u = {TE 1S: IT(</>;)I < EVi = 1, 2, .. n} 

Como la transformada de Fo~rier es continua, biyectiva de S' en S', en­
tonces existen 81, ... en tales que </>; = 8;. 
Sea v la vecindad del O en S' dada por: 

v =TES': IT(O;)I < EVi = 1, 2, .. n 

Si TE v => IT(O;)I <E=> IT(</>;)I = IT(B;)I < E=> w[v] e u: 
Por lo tanto \JI es continua 
Antes de continuar hacemos notar que estamos suponiendo que el teorema 
análogo para S en vez de S' lo conoce el lector 7

. 

7 Para conocer Ja demostración , consultar el libro [8] , página 184 
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~ 

Como si </> E 5,-;¡; = </>, entonces W4 = w' por lo tanto w- 1 = w3 de manera 
que w es invertible y la inversa es continua. 
Además: 

(P(D)u)(</>) = (P(D)u)($) 

= u(P(-D)$) 

= u((P</>)) 

= u(P</>) 
=Pu(</>) 

(P(-D)u)(</>) = u(P(D)</>) 
~ 

= u((P(D)</>)) 

= u(P$) 

=(Pu)($) 

=(Pu)(</>) 

o 

Observación 2.0.2. si f E L2 (IR2
) => f define una distribución temperada 

dada por: 

f(</>) = J f</>, c/J E 5 

Demostración. Sea N EN tal que J (1 + lx l2)2N < oo , entonces: 
(f lc/>12)1/2 = (f(l+lxl2) - 2N(l+lxl2)2Nl</>12)1 /2 ~ {f(l+lx l- 2N))1/2supxERd(l+ 
lx\2)N\c/J\} = C\ c/> \M · 
En donde la \ \M es una de las seminormas que definen la topología de S. 
De lo anterior se concluye que la inclusión de S en L2(IB.2 ) es continua. 

J( c/> ) = J Je/> 

~ lflL2lc/J IL2 

~ C\JIL2lc/J \M 

=B\c/JIM 
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Por lo tanto f : S ---+ Ces continua y lineal, de manera que es una distribución 
temperada. 

D 

El mismo teorema es válido para lRn en lugar de JR.2, la demostración es 
análoga. 

Observación 2.0.3. Sea f E L2 (1R2
), sea a E N2, entonces Dª(f) (en sen­

tido distribucional)E L21R2 
{::}- Dª(f)(en sentido distribucional temperado}E 

L2(1R2
) 

Demostración. Se hace en el caso en que Dª f = U;, el caso general se sigue 
por inducción. 
Supongamos que g = Dª(f)(en sentido distribucional) E L2 Entonces g defi­
ne una distribución temperada Sabemos8 que Des denso en S y la inclusión 
de D en S es continua. 
Sea r/> E S , sea { rf>n} e D tales que rf>n ---+ r/> (La convergencia en S). 
Como J J(Dªrf>n - Dª r/>) ~ lfl2IDª r/>n -Dªr/>l2 y la inclusión de Sen L2 es conti­
nua, entonces: límn-->oo J f Dª r/>n = J f Dª r/>, de manera análoga, límn-->oo J grf>n = 
J gr/> Entonces: 
f f Dªr/> = (-1)1ª1 f gr/>. 
Se concluye que g = Dª f en sentido distribucional temperado. 

La otra implicación es inmediata del hecho de que D se incluye en S. 
D 

8 Página 188 del libro [8] 
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Teorema 2.0.22. Sea f E L2(JR2) =} U;(en sentido distribucional) E L2 {::} 

p](p) E L2 (1R2
) {en donde f(p) es la transformada de f en sentido usual) 

Demostración. Por la observación anterior, es lo mismo suponer que las de­
rivadas se toman en el sentido distribucional temperado y eso es lo que ha­
remos. 
Si <P E S entonces coinciden la transformada de Fourier en sentido normal y 
en sentido distribucional ya que: 

J(t) = 1/(27r) J <P(x)e-ix·tdx , si t E JR2 

J(h) = J </Jh,si h ES 

= 1/(27r) J <jJ(t) J e- ix·th(x)dxdt, usando Fubini , obtenemos 

= J h(x)J(x) 

De manera que coinciden las transformadas en sentido distribucional y usual. 
Si g E L2 entonces sea { 7./Jn} C S, 7./Jn ~ g en L2, entonces g = límn-><lO ;¡;n (en 
L2) pero también g = límn-+oo 7./Jn (en S) : .g = límn-+oo ;¡;n (en S'), como la 
transformada de Fourier usual coincide con la distribucional en S, se conclu­
ye que la transformada de Fourier usual coincide con la distribucional en L2 . 

Por el teorema 2.0.21, se sigue que g = U; {::} g = ipJ, en donde las 
derivadas y transfotmada de Fourier se toman en el sentido distribucional, 
pero como en L2 coinciden la transformada de Fourier usual y la distribucio­
nal , entonces en este caso podemos pensar que la transformada de fes en el 
sentido usual. 

Si g E L2, entonces g E L2 y como f E L2 , entonces ipij E Lf'ºc es una 
función qu;_ coincide como distribución con la función g E Lfºc , se conclu­
ye ~que ipd y g coinciden casi donde quiera como funciones, por lo tanto, 
PiÍ E L2 . 

- -
Supongamos que ipJ E L2 . E~onces pJ E L2 . Pero ipJ = U; (en sen-

tido distribucional) se sigue que U;= U; E L2
. 
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o 
Te~rema 2.0.23. Sea JE L2, supongamos que Pi 1 .p;2 ••• p;mf E L2, entonces: 
PikÍ E L2Vk = 1, 2, ... m 

Demostración. Supongamos que sin pérdida de generalidad que k = 1 sea 
C1 (O) = cubo de lado 2 con centro en O. 

o 
Teorema 2.0.24. H0 = -\12 /(2m) de dominio W2,2 := {! E L2 : Dª f E 

L2 para a E N2
, lal ~ 2 }. Es un operador autoadjunto. 

Demostración. Se demostrará que !::. es autoadjunto en L2. 
Si (Pi+ PDf E L2 ::::} PT f E L2 y por el teorema 2.0.23 resulta que pJ E L2 
Y como IP1P2I ~ 1/2(pi + PD::::} P1P2f * L2 
. Se concluye que (Pi+ p~)f E L2 <=> pª f E L2Va E N2, lal ~ 2. Del teorema 
2.0. 22 y de lo anterior, se concluye lo siguiente: 

{f E L2 : Dª f E L2, a E N20 ~ lal ~ 2} 

= {f E L2 : pª f E L2, a E N20 ~ lal ~ 2} 
2 2 ~ 

= {f E L2 : (p1 + P2) f E L2} 

= {f E L2 : !::. f E L2} 

Sea G : L2 --+ L2 tal que dom(G)={g E L2 : (Pi+ p~)g E L2} y G(g) = 
(Pi + p~)g. Entonces G es autoadjunto 9 

Sea W la transformada de Fourier en L2.Por el teorema 2.0.21, 1/(2m)H0 = 

w- 1cw pues tiene dominio {!E L2: (Pi+ PDf E L2} = w2,2· 
Como G = G* y w es unitario, entonces Hó = 1/(2m)(w*Gll!)* = H0 :. H0 

es autoadjunto. O 

9 Página 55 del libro [5] 
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Capítulo 3 

Un lema técnico 

Denotamos por F(x E M) al operador multiplicar por la función carac­
terística del conjunto M. 
En general si fes una función Borel medible, f : IR2 -7 IR denotamos el opera­
dor f: L2 (IR2

) -7 L2 (IR2
) con dominio {</>E L2 : f</> E L2 } tal que!(</>)= f 4> 

por la misma letra f. Se puede demostrar que fes autoadjunto1 

Para cualquier función de Borel f : IR2 -7 IR definimos el operador 
f (P) = w- 1 f(·)W en donde w es la transformada de Fourier en L 2 (IR2 ) y 
Pes en operador momento: P = (P1, P2) = -i( 8~ 1 , 8~2 ). Para simplificar la 
notación, usamos P para denotar el operador momento y p para representar 
un elemento de IR2 

Teorema 3.0.25. Si x1 es el operador multiplicación por x 1, de dominio 
{! E L2 : X 1 f E L 2 } entonces su resolución de la identidad es: 

E(w)</> = Xw xrR</>, con w boreleano en IR 

o bien: E(w) = F(x E w x IR) 

Demostración. Claramente E(w) 2 = E(w) , E(0) = O, si w n w' = 0 =} 

E(w U w') = E(w) + E(w') y E(w) es autoadjunto, pues es simétrico y aco­
tado. 
Sean W;, 1 E N borelianos disjun tos, sea w = UnEN,sean x, y E L2, entonces: 

1 Libro [5] página 55 
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(E(w)x , y)= J XwXY 

= l xy 

=Ll xy 
nEN Wn 

(Por el teorema de convergencia dominada de Lebesgue) 

= L(E(wn)x,y) 
nEN 

Por lo tanto (E(·)x, y) es una medida compleja 
Además si f, g E L2: 

f >.d(E(-)J, g) = J >.d(í f g) 
Í TJ?. ( )x'J?. 

= J >-d(Í r J g) . 
(·) j 'J?. 

Definimos una medida sobre los borelianos de lR de la siguiente manera: 
/t¡9 (w) = fw J f g, entonces µes absolutamente continua con respecto a >. 
(la medida de Lebesgue), entonces se puede aplicar el teorema de Radon­
Nikodym 2 . 

Es claro que 8~{9 
( x) = J f g ( x, y) dy por el corolario al teorema de Radon­

Nikodym demostrado en la referencia antes citada, si ponemos >. = x 1 : 

y esto último de cumple si f E Dom(x¡). 
Se concluye que E(w) = F(x E w x JR) es resolución de la identidad para 
X ¡ 0 

2 Libro [9] página 132 

36 



De manera análoga se tiene que la resolución de la identidad para x2 es: 
E(w)(</>) = XIRxw para todo conjunto de Borel w e IR 

Teorema 3.0.26. Sea u un operador unitario en un espacio de Hilbert H, 
sea A: H -t H un operador autoadjunto y sea E(w), w E JIB(IR) su resolución 
de la identidad, sea B = u-1 Au, entonces la resolución de la identidad para 
Bes F(w) = u- 1 E(w)u, w E lIB 

Demostración. No es difícil demostrar que F es una resolución de la identi­
dad , por lo que lo damos por hecho. 

Demostraremos entonces que F es resolución de la identidad para B. 
Sea f E Dom(B) y sea g EH, entonces uf E Dom(A). 

(Bf, g) = (Auf, ug) 

= J >.d((E(·)uf,ug)) 

= J >.d((F(·)f,g)) 

Por lo tanto F es resolución de la identidad para A 

Teorema 3.0.27. Sea f: JR2 -t IR una función Borel-medible, entonces: 
eiP·vtf(x)e-iP·vt = f(x + vt). 

Demostración. supongamos primero que </>E S y que f E S 
J eip·xe-ip·vtJ)(p) = </>(x - vt) . 
Sea 7/J(x) = </>(x - vt) 

J eip·xei·vt(J'l/J) = f(x + vt)cp(x) 

De lo anterior se concluye que eiP·vt J(x)e -iP·vt</> = f(x + vt)</> . 

o 

Supongam,.:is ahora qu:__<P E L2 , sea { </>n} C S tal que </> = límn-->oo <Pn· 
Entonces </> = límn-->oo <l>n· 
También: 

e-ip·vtJ; = lím e-iP·vtc/Jn 
n-->oo 

=</>(x-vt) 
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Si h(x) = J(x) c/>(x - vt) E L2 =? eiP·vth = h(x + vt) = f( x + vt)c/>(x). 
Como Dom(J(x + vt)) = {1> E L2 : f(x + vt)c/> E L2} = {1> E L2 : f(x)c/>(x -
vt) E L 2 } = Dom(eiP·vt f( x )e-iP-vt), se concluye que eiP·vt J( x)e-iP·vt = J(x+ 
~) o 
Teorema 3.0.28. Con la misma notación del teorema anterior: 

e-imv·x J(P) eimv·x = J(P + mv) 

Tenemos que f (P) = w-1 f (p)w, de manera que f (p) = 1J! f (P)w- 1. 
eimv·p = weimv·Pw- 1, e-imv·p = we-imv·Pw-1. Sea 1> E L2· 

e-imv·p f(P)eimv ·p = we-imv·Pw-1 f(P)IJ! eimv·Pw-1 

= IJ!e-imv·Pw-2 f(p)W2eimv·Pw-1 

Sabemos que IJ! 2c/>(x) = w- 2c/>(x) = 1>( - x)Vc/> E L2 . 

Sea e/> E L2 

W2e-imv· PIJ!-2 j (p)W2eimv·P w-2c/>(p) = IJ!2e-imv·PIJ!-2 j (p)IJ!2 eimv·P c/>( -p) 

= IJ! 2e- imv·Pw -2 f(p)IJ.! 21>(-(p + mv)) 

(Por la demostración del teorema anterior) 

= W2e-imv·PIJ! - 2 j(p)c/>(p + mv) 

= IJ!2 e-imv·P J(-p) c/>(-p _ mv) 

= IJ! 2 f(-(p - mv))1>(-p) (Por la demostración del teorema anterior). 

= f(p + mv) c/>(p) 

De lo anterior se concluye que si 1> E Dom(J(p + mv)) n Dom(w2e-imv·P 
IJ! - 2 j(p)W2eimv·P 1J! - 2), j(p + mv)c/> = 1J!2e-imv·P 1J! -2 j(p)IJ!2eimvP IJ!- 2c/> pero 
también se hace ver que Dom(IJ!2e-imv Pw - 2 f (p)\JJ 2eimv·P w- 2) = { 1> E L2 : 

f(-p) c/> (-p- mv) E L2} = Dom(J(p + mv)) , pues J IJ(-p) c/>(-p - mv) l2 = 
f lf(p)c/>(p-mv)l2 = f lf(p+mv) c/> (p)j 2. Se concluye que: 
\JJ2e-imv Pw-2 J(p )\JJ2eimv·Pw-2 = f(p + mv) 
Por lo tanto 

e-imv·p J(P) eimvp = \JJe-imv·Pw - 2 f(p)W 2eimv· Pw - ' 

= w- 1 f(p + mv)\JJ 

= J(P + mv) 
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Corolario 3.0.1. 
e-imv·x e-itHo eimv·x = e-imv2 t/2 e-iP·vt e-itH0 

Demostración. Tomamos f(p) = e-itp
2
/(

2ml y aplicamos el teorema anterior 

o 
Dado v E IR denotamos por Bmh ( mv) a la bola abierta de IRnde radio mh. 

si v =O usamos la notación Bmh· 

Teorema 3.0.29. \:/ f E C0 (Bmh) y \:/l E N, existe una constante C1 tal que 
la siguiente ecuación se cumple: 

- . P- mv 
llF(x E M)e-itHo J( vP )F(x E M)ll ~ C1(l + rvP + hv2Pltl)-1 

\:/v E IRn, !vi > O, t E R, p E IR y para todo par de conjuntos medibles M, M 
de IRn tales que r := dist(M, M + vt) - hlvlP!tl ~O 

Demostración. Nótese que f es acotada y que la función e-itp2 
/(

2ml es aco­

tada,por lo tanto, el operador multiplicar por J((p- mv)/vP) es acotado al 
igual que el operador multiplicar por e-itp

2 
/ (

2mJ y es claro que los operadores 

f(x E M), F(x E M) son continuos. 
Por el teorema 3.0.28, 

J(P/vP _ mv/vP) = ei(mv·x) J(P/vP)e-i(mv·x) 

llF(x E M)eitHo J((P - mv)/vP)F(x E M)!I = 

lleimv·x F(x E M)e-imv ·xeitHoeimv·x J((P)/vP) e-imv·x F(x E M)I! 

= llF(x E M)e - imv2 t/2e- iP·vte- itHo J(P/vP) eimv·x F(x E M)! I 

(por el corolario 3.0.1) 

= lleiPvt F(x E M) e- iPvte- itHo J(P/vP)eimux F(x E M)ll 

(pues eiPvt es unitario) 

= llF( x E M)( x + vt)e-itHo J(P/vP)eimv x F(x E M)!i(por el teorema 3.0.27) 

= ll(F( x E M)( x + vt)e-itHo f(P/vP)eimv:i·F(x E M))*ll 

= llF(x E M) e- imvx(e-itHo f(p/ vP ))* F(x E M)( x + vt) ll 

= ll(F(x E M)( e- itHo f(p/ vP))* F(x E M)(x + vt) )*ll 

= llF(x E M)(.r + vt)e - itHo f(p /vP)) F(x E M)ll 

= llF( x E M) e- itHo f(p /vP))F(.x E M)ll(en donde M = M - vt) 
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Obsérvese que dist(M , M) = dist(M , M + vt), por lo tanto, para de­
mostrar el teorema, es suficiente demostrar: 

llF(x E M)e-itflo f(P/vP)F(x E M)ll ~ C1(l + rvP + hv2Pltlt 1 

Sir:= dist(M, M) - hlv!Pltl ~O. Supongamos que 1> ES 

(3.1) e-itHo J(P/vP)f(x E M)ef> = w- 1e-itp
2
/(2m) f(p/vP)(F( x E M)ef>) 

= (27r) -n/2 w - l(e-itp2/ (2m) f(p/ vP) ) * w- l((F(x E M)ef>)) 

Por otro lado: 

(3.2) W- 1 (e - itp
2
/(2m) f(p /vP) ) = (27r) - n/2 J eip·x(e - itp2/(2m) f(p/ vP))dp 

:= f i(x ) 

De 3.1 y 3.2 obtenemos: 
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llF(x E M)e-itHo J(P/vP)F(x E M)<Pll 2 

= JM e-itHo J(P/vP)F(x E M)<Pe-itHo J(P/vP)F(x E M)<Pdx 

= (27í)-n JM dx(JM dyft(X - y)<P(y))(L dzft(X - z)<P(z))(Por 3.ly 3.2) 

~ l/2(27í)-n JM dx JM dy JM dz lft(X - Y)llft(X - z) l(l <P(Y)l 2 + l<P(z)l2) 

pues 2l<P(y)<t>(z)I ~ l<P(Y)l2 + l<P(z)l2 

= l/2(27í)-n JM dx JM dy JM dzlft(X - y)llft(X - z) l(l<t>(y)l 2
) 

+ l/2(27í)-n JM dx JM dy JM dz lft(X - Y)llft(X - z)l(l<P(z)l2) 

~ l/2(27í)-n f_ dx { dylft(X - y)llcP(Y)l 2 
{ Ít(w)dw 

JM JM Í x-M 

+ l/2(27í) - n r_ dx { dzlft(X - z)ll<P(z)l2 { Ít(w)dw 
J M JM Í x-M 

~ l/2(27í)-n { lft(x)ldx{ { dyl<t>(y)l 2 r_ ft(w)dw 
Íl xl"?cr+hvPltl } M } M-y 

+ JM dz l<P( z )l2 JM -z ft(w)dw} 

~ (27í )- n( { lft(x)ldx)2 l<Pl 2 

Í lx! "?c r+hvP! t! 

Por lo tanto; 
(3.3) 

llF(x E M) e-itHo f(P/vP )F(x E M)<Pll 2 ~(27í)-n1 lft(x)ldx)21<Pl 2 

!x! "?c r+hvP!t! 

A continuación se enuncia sin demostrar3 el siguiente teorema: 

Teorema 3.0.30. Sea g : JRn --t lR E C00 sea u E S(JRn) tal que u tiene 
soporte compacto. Sea g un abierto que contiene al compacto {\?g(k) : k E 

3 La demostración se encuentra en el libro [7], volumen III página 38 
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sop(u)}. Sea 

ui(x) = (2n) - n/2 J ei(x·k-tg(k))u(k)dk 

Entonces, para cada m existe una constante Cm que depende de m , u y <] 
tal que 

\:/x, t con x/t no en<] 

Cambiando variable k = p/vP obtenemos 

Usamos el teorema 3.0.30 con u = f ,s = v2Pt, y = xvP g = k2 /(2m) , 
<] = Bh(O) . 

u5 (y)vnp = fi(x) ~ vnPC1(l + \x\vP + v2P\tl)-1\:/x , t con x /(vP\t\) ~ Bh(O) 

Nótese que \x\/(vP\t\) ~ Bh(O) {::}\xi ~ hvP\t\ , por lo tanto , 

Por lo tanto , 

(3.5) f lfi( x) \dx ~ f CNvnP(I + \x \vnp + v2P\ti) -N 
lxl~ r +hvP l t l lxl~r+ hvPl t l 

Cambiando a coordenadas esféricas obtenemos: 

~d1CNvnp r Rn- 1(l+RvP+v 2P\tltNdR 
} R~r+hvP l t l 

en donde d1 es constante 

(3.6) 

Supongamos que N ~ n. 
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vnp r Rn- 1(l+RvP+v2PltlrNdR 
} R~r+hvPJ tl 

integrando por partes obtenemos: 

= lj( -N + l)Rn-l v(n-l)P(l + RvP + v2Pltl) -N+ l¡~hvPJ tl 

- (n - 1)/(-N + l)v(n-l)p r Rn- 1(1 + RvP + v2Pltl)-N+ldR 
j R~r+hvPJ t l 

Integrando por partes n veces obtenemos 

= {lj(N - l)Rn- 1v(n-1)p(l + RvP + v2P ltl rN+1 

- (n - 1)/((-N + l)(-N + 2))Rn-2v(n-2lP(l + RvP + v2Pltl)-N+2 

+ (n - l)(n - 2)/((-N + 1)(-N + 2)(-N + 3))Rn-3v(n-3)P(l + RvP + v2Pltl)-N+3 

+ ... 
+ (-1)m+ 1((n - 1)/!(n - m))!(N - m -1)!/((-lr(N - l)!)Rn-mv(n- m)p 

(1 + RvP + v2Pltl)-N+m }~hvPJt1 

Evaluando la anterior suma, podemos ver que todos los términos son positivos 
y de la forma: 
constante v(n-m)P (l + hvPltlt-m(l + (r + vPhltl)vP + v2Pltl)-N+m 
Sea z = r + hvPltl 

v(n-m)p(l + hvPlt lt-m (l + (r + vPhltl) vP + v2Pltl) - N+m 

= (vP zt -m (l + vPz + v2Pltl) - N+m 

~ (1 + vPz + v2P ltlt-m(l + vPz + v2P ltl)- N+m 

= ((1 + vPz + v2P ltlt- m-N+m 

~ (1 + vPzt-N 

= (1 + rvP + v2Phltit-N 

De lo anterior se sigue que para (n-N) existe una constante Cn-N tal que: 

vnp r Rn- '(l + RvP +v2Pltl) - NdR 
J R~r+hvP J tl 

~ Cn - N( l + rvP + v2P ltl) n- N 
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De 3.5 y lo anterior se obtiene que dada 1, existen constantes C1 tales que: 

{ lftldx 
} R;;;r+hvPl tJ 

~ C1(l + rvP + v2Ph ltl)-1 

Finalmente de 3.3 obtenemos que dada 1 existe C1 tal que 

llF(x E M)e- itHo f(P/vP)F(x E M)</>11 2 

~ C1(l + rvP + hv2Pltl)-t 

o 

Corolario 3.0.2. VQ E ·'fff • .2,Vf E Cgo(Bnh) ,VO < p ~ 1,Vl EN existe una 
constante C1 tal que: 

P-mv 
llF(lx-Q-vtl > 1vtl/4)e-itHo F( vP )F(lx -QI ~ lvtl/8)11 ~ C1(l+lvtl)-1 

Si V> (8h) 1/{l - p) y V> 81/P 

Demostración. Sea M = {x: lx - Q - vtl > lvt l/4} 
Sea M = {x: lx - QI ~ lvtl/8} 
Entonces: dis(M , M + vt) = lvtl/8, de manera que 
r := dis(M, M + vt) - hvPltl ~ O si v > (8h) t / {l - p) 

Aplicando el teorema 3.0.29 obtenemos: 

P - mv 
llF(lx - Q - vtl > lvtl/4)e-itHoF( vP )F(lx - QI ~ lvtl/8)11 

~ C1(l + rvP + hv2Pltlt1 

= C1(l + lvtlvP /8) -1 

~ C1(l + lvt1) -1(Si v > 81/P) 
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Capítulo 4 

Algunos resultados de teoría 
espectral y derivadas 
generalizadas 

En esta parte denotaremos a la medida de Lebesgue en IR como µ 5 = .X, a 
la medida exterior que da lugar a la medida de Lebesgue la denotamos como 
µ* 

Definición 4.0.10. Sea q una colección de intervalos de IR decimos que q 
cubre a un conjunto E en el sentido de Vitali si VE > O"</x E E3I E q tal que 
X E I y .X(I) < f. 

Lema 4.0.6. Sea E un conjunto de medida exterior finita, q una colección de 
intervalos que cubre a E en el sentido de Vitali . Entonces dada f. > O existe 
una colección finita disjunta {11, ···In} de intervalos de q tal que 

µ*(E - U~¡f;) <f. 

Demostración. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que cada in­
tervalo en q es cerrado. Sea O un abierto de medida finita que contiene a 
E. Como q es cubierta de Vitali de E, podemos suponer que cada I de q 
está contenido en O. Construimos por recursión una sucesión {In} de inter­
valo disjuntos como sigue: 
Sea I 1 cualquier intervalo en q, supongamos que I 1, I 2 , • ··In fueron elegidos, 
sea {kn} el supremo de las longitudes de los intervalos en q que no intersectan 
a ningún I 1 , ···In . Como cada I en q está contenido en O, Kn ~µ(O) < oo. A 
menos que E C U~~ 1 l;, podemos encontrar ln+i en q tal que µ(In +i ) > I/2kn 
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y además que In-I sea disjunto de los anteriores. 
Entonces la sucesión de intervalos que construimos es disjunta está contenida 
en q y además ¿::1 µ(!;) ~µ(O) < oo , por lo tanto, podemos encontrar un 
entero N tal que L~+I µ(In) < t/5. 
Sea R = E - U~1 h el lema estaría demostrado si µ* ( R) < E, sea x arbitrario 
en R. Como U~1 In es cerrado y no tiene a x , podemos encontrar un intervalo 
1 en q que contiene a x y de longitud tan chica que no intersecta a I 1, · · ·IN . 
Entonces , como In I; = 0 para i ~ N => µ(!) ~ kN < 2µ(IN+ 1). Como 
límn->oo µIn = O, el intervalo 1 debe intersectar al menos a uno de los inter­
valos In, sea n el mínimo entero tal que 1 intersecta a In . Tenemos n > N y 

µ(!) ~ kn-1 < 2µ(Jn)· 
Como x está en 1 , e I tiene puntos en común con In , entonces la distancia 
de x al punto medio de In es a lo mas µ(!) + l/2µ(In) < 5/2µ(/n)· Por lo 
tanto x está en el intervalo Jn que tiene al mismo centro que In pero 5 veces 
su longitud . 
Se obtiene que Re u~N1Jn, :. µ*(R) s L~+ I µ(jn) <E 

o 
Definición 4.0.11. Sea f : lR--+ lR 

D +¡( ) 1, f(x + h) - J(x) 
x = imsup h . 

h-;O+ 

D - ¡( ) _ 1, J (x + h) - f (x) 
x - imsup h . 

h -;o-

D f( ) 
_ 

1
, . f J( x + h) - f( x ) 

+ x - 1mm h . 
h -; O+ 

D !( ) 
= 

1
, . f f (x + h) - f( x ) _ x 1mm . 
h -;O- h 

Claramente f es diferenciable Si y sólo si D+ (!) = D-(J) = D+ (!) = 

D¡(J) 

Teorema 4.0.31. Sea f una función creciente a valores reales, definida en 
[a, b] . Entonces f es dij erenciable casi donde quiera, la derivada J' es medible 

Y I: f' ~ J(b) - J(a). 

Demostración. Se mostrará que el conjunto en el que cualquiera de las dos 
derivadas de la definición 4.0.11 tiene medida cero. 
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Consideramos sólo al conjunto donde D+(J) > D_(J), lo demás es análogo. 

Sea Eu,v = {x: D+(J) (x) >u> v > D_(J)(x )} para todos los racionales 
u y v. 

Entonces es suficiente probar que m*(Eu,v) =O. 
Sea s = m*(Eu,v) y sea t > O. Cubrimos Eu,v con un abierto O tal que 
µ(O) < s +t. Para cada punto x en Eu ,v hay un intervalo arbitrariamente 
chico [x- h,x] contenido en O tal que f(x) - J(-h) < vh. 
Por el lema 4.0.6 podemos elegir una subcolección finita disjunta {11, ··· In} 
de estos intervalos, cuyos interiores cubren un subconjunto A de Eu,v de me­
dida exterior mayor que s - t. Sumando estos intervalos obtenemos: 

N N 

L f(xn) - f(xn - hn) <V L hn < vµ(O) < v(s + t:) 
n=l n=l 

Cada punto y E A es el extremo izquierdo de de un intervalo arbitrariamente 
chico (y , y+k) que está contenido en algún In y tal que f(y+k)- J(y) > uk. 
Usando el lema 4.0.6, podemos elegir una subcolección finita {j1, · · · JM} de 
esos intervalos tal que su unión contiene a un subconjunto de medida mayor 
que s - 2t:. Entonces sumando sobre los intervalos obtenemos: 

M 

L f(y; + k) - J(y;) >u L k; > u(s - 2t:) 
i = l 

Cada intervalo j; es contenido en algún intervalo In , si sumamos sobre aquéllos 
i tales que j; e In , obtenemos 

L f(y; + k;) - f(y;) ~ L f(xn) - f (xn - hn)ya que fes creciente 

Entonces: 
N Al 

L J(xn) - J(xn - hn) ~ L J(y; + k;) - J(y;) 
n = l i = l 

Y por lo tanto 
v(s + t:) > u(s - 2t:) 

Como t es arbitraria, se concl uye que vs ~ us, pero como u> v entonces 
s =O. 
Entonces: 

( ) 1
, f(x + h) - f(x) 

gx=nn 
h -+ 0 h 
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Está definida casi donde quiera y fes diferenciable cuando g es finita. 
Sea: 

9n(x) = n(J(x + l/n) - f(x)) 

En donde f(x) = f(b) si x ~ b. Entonces gn(z) ~ g(x) casi donde quiera, 
por lo tanto ges medible. Como fes creciente, 9n ~ O. entonces por el lema 
de Fatou. 

¡b g ~ líminfn lb f(x + l/n) - f(x) 

rb+l /n ¡a+l/n 
= líminf(n lb f- n la !) 

¡a+l/n 
= lím inf(J(b) - n la !) 

~ f(b) - f(a) 

Esto muestra que g es integrable y por lo tanto finita casi donde quiera. 
Entonces f es diferenciable casi donde quiera y g = f' casi donde quiera. O 

Sea f a valores reales definida en el intervalo [a, b], sea a = x0 < x1 < 
· · · < Xk = b una partición de [a, b]. Definimos 

k 

P = L(J(xi) - f(x i-1))+ 
i= l 

k 

n = L(J(x; ) - f( xi- 1)) -
i=l 

k 

t = n + p = L lf(xi) - f(xi _¡)¡ 
i=l 

En donde r + denota r si r ~ O y O en otro caso, r - = Ir! - r+. Tenemos 
que f(a)-f(b) = p-n , sean: 

P = sup(p) 

N = sup(n) 

T = sup(t) 
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En donde tomamos el supremo sobre todas las posibles particiones de 
[a,b] . 
Es claro que P ~ T ~ P + N. Llamamos P, N y Ta la positiva, negativa y 
total variación de f sobre [a,b]. Para indicar el intervalo ponemos en vez de 
T, Ti(!) o bien Ti. Si T < oo decimos que fes de variación acotada en [a,b] 
o bien f E BV 

Lema 4.0. 7. Si f es de variación acotada, entonces: 

y 
J(b) - J(a) = P: - N~ 

Demostración. Para cualquier partición de [a,b] 

p = n + f (b) - f (a) 

Por lo tanto 

~ N + f (b) - f (a) 
Tomando supremo sobre las particiones obtenemos: 

P ~ N + J(b) - f(a). 

Como N ~ T < oo 

P - N ~ J(b) - f(a) 

Análogamente 

P - N ~ J(a) - f(b) 

P - N = J(b) - f(a) 

Entonces 

T ~ p + n = p + p - (! ( b) - J (a)) = 2p + N - P 

y 

T ~ 2P + N - P = P + N 

Como T ~ P + N, tenemos T = P + N o 
Una función fes de variación acotada en [a,b] si y sólo si es la diferencia 

de dos funciones monótonas a valores reales en [a,b] 

Demostración. Sea f de variación acotada, sea g(x) = P: y h(x) = N:. 
Entonces g y h son monótonas crecientes a valores reales, pues O ~ P,; ~ 
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P[ < oo, O~ N: ~ N! < oo. Pero por el lema anterior f(x) = g(x) - h(x) + 
f (a) y h - f (a) es monótona. 
Para la otra implicación, sea f = g - h en [a,b], g y h crecientes, entonces 
para toda subdivisión de [a, b] tenemos: 

L IJ(xi) - f(xi-1)1 ~ L(g(xi) - g(x¡_¡)) + L(h(x¡) - h(x¡_1)) 

= g(b) - g(a) + h(b) - h(a) < oo 

o 
Lema 4.0.8. Si fes integrable en [a,bj, entonces a función F definida por 

F(x) = ¡x f(t)dt 

es continua, y de variación acotada en [a, b j 

Demostración. La continuidad se sigue del teorema de convergencia domina­
da de Lebesgue. 
Mostraremos que es de variación acotada. 
Sea a= x0 < · · · < xk = b una subdivisión de [a,b]. Entonces 

t lf(xi) - f(x¡ _i)I = t 1 ¡x; f(t)dtl 
i=l i=l Xi - 1 

Lema 4.0.9. Si fes integrable en [a,bj y 

¡b f (t )dt =o 

Vx E [a, b], entonces f(t) = Oc.t.p en [a,bj 
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~ ¿ IJ(t)ldt 
i = l 

= ¡b lf(t) ldt 
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Demostración. Supongamos que f (x) > O, para un conjunto E de medida 
positiva. Entonces (por que la medida de Lebesgue es regular) existe un 

cerrado Fe E con µ(F) >O. sea O= (a, b)- F. Entonces como J: f =O=> 
fo j = - f F f -=f= Ü. 
Como O es abierto, O es unión numerable de intervalos abiertos disjuntos 
{ (an, bn)}.Del teorema de convergencia dominada de Lebesgue se sigue: 

¡b ¡bn 
a J = L an J 

Entonces para alguna n tenemos: 

Entonces J
0
ªn # O o J:n # O y esto contradice la hipótesis, entonces f no puede 

ser positiva en un conjunto de medida positiva y de igual forma f no puede 
ser negativa en un conjunto de medida positiva, por lo tanto f = O c.t.p. O 

Lema 4.0.10. Si fes medible y acotada en [a,bj y 

F(x) = ¡ x f (t)dt + F(a) 

Entonces F'(x) = f( x )c.t .p. 

Demostración. Por el lema 4.0.8 . F es de variación acotada en [a,b]. por lo 
tanto existe F'c.t .p .. Sea lfl ~ k. Ponemos 

Con h = I/n tenemos: 

Ín = F(x + h) - F(x ) 
h 

¡x+h 
Íx = Ijh Jx J(t)dt 

Por lo tanto 

lfnl ~ k 
y como 

Fn(x) -+ F'(x)c.t.p. 
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El teorema de convergencia acotada implica que: 

l e F'(x)dx = lím le fn = lím 1/h J(F(x + h) - F(x))dx 
a a h--->0 

¡e+h la+h 
= lím 1/h( e F(x) - l/h a F) 

= F(c) - F(a) = ¡e fya que F es continua 

Entonces fac F' - f = O't/c E [a, b] ::::} f = F' c.t.p (por el lema 4.0.9) 

Teorema 4.0.32. Sea f integrable en [a,b}, suponga que 

F(x) = F(a) + ¡x f(t)dt 

Entonces F' = f c.t.p. 

D 

Demostración. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que f ~ O. Sea 
fn definida por fn(x) = J(x) si f(x) ~ n y fn(x) =nen otro caso. Entonces 
f - fn ~ O y por lo tanto Gn(x) = J:U - fn) es una función creciente de 
x, que debe tener derivada en casi todo punto, y su derivada debe ser no 
negativa. 

Por el lema 4.0.10 ªfe:!n = fnc.t .p Y por lo tanto F'(x) = ªfj: +:X J: fn ~ 
fn c.t.p. como n es arbitrario F'(x) ~ f c.t.p. 
En consecuencia 

¡b F'(x)dx ~ ¡b f(x)dx = F(b) - F(a) 

Entonces por el teorema 4.0.31 

¡b F'(x)dx = F(b) - F(a) = ¡b f(x)dx , 

y 

¡b F'(x ) - f (x) =O 

Como F'(x) - f(x) ~O se tiene que F'( x ) = f(x) c.t .p. 
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Definición 4.0.12. Una función a valores reales f definida en [a,bj se dice 
absolutamente continua en [a,bj. si dada t > O ::3 ó >O tal que 

n 

L lf(x;) - f(x;)I < t 

i=l 

Para toda colección finita { (x; , xi)} de intervalos disjuntos con 

n 

Llx; - x; I < ó 
i=l 

Es fácil ver que una función absolutamente continua es continua, además 
toda integral indefinida es absolutamente continua. 

Lema 4.0.11. Si fes absolutamente continua en [a,bj, entonces es de varia­
ción acotada en [a,bj. 

Demostración. Sea ó la de la definición de absolutamente continua que corres­
ponde a t = l. Entonces cualquier subdivisión de [a,b] puede ser refinada a en 
k conjuntos de intervalos, cada uno de longitud total menor que ó. Entonces 
para cualquier partición tenemos que t ~ k O 

Corolario 4.0.3. Si f es absolutamente continua, entonces tiene derivada 
casi donde quiera. 

Lema 4.0.12. Sif es absolutamente continua en [a,bj y f' =O c. t.p. Entonces 
f es constante. 

Demostración. Mostraremos que f(a) = f(c)Vc E [a, b]. Sea E e (a , c) el 
conjunto de medida c-a en el cual f'(x) = O, sean t > O, T/ > O para cada 
x E E existe un intervalo arbitrariamente chico [x, x + h] contenido en [a,c] 
talque lf(x + h) - f(x)I < r¡h. Por el lema 4.0.6, podemos encontrar una 
colección finita { [xk, Yk]} de intervalos disjuntos que cubren a E excepto en 
un conjunto de medida menor que ó en donde ó es la correspondiente a t 

de la continuidad absoluta de f. Enumeramos los xk de manera creciente y 
tenemos: 

Xo =a~ Yo <X¡ < Y1 < ... ~ Yn = c 
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n 

L lxk+I - Ykl < 8 
k=O 

pero 
n 

L lf(Yk) - f(xk)I ~ r¡ L(Yk - xk)Y 
k=I 

n 

L IJ(xk+1) - J(yk)I < t por la continuidad absoluta de f 
k=O 

Entonces 
n n 

lf(c) - f(a)I = 1 L(J(xk+1) - J(yk)) + L(J(yk) - f(xk))I 
k=O k=I 

~t+r¡(b-a). 

Como t y r¡ son arbitrarios, f(c)= f(a) D 

Teorema 4.0.33. Una función F es una integral indefinida si y sólo si es 
absolutamente continua. 

Demostración. Si fes integral indefinida entonces es absolutamente continua, 
esto se sigue de teoría de la medida básica. 
Se mostrará la otra implicación. 

Como F es absolutamente continua, entonces es de variación acotada y 
podemos escribir 

F (X) = F1 (X) - F2 (X) 

En donde F1yF2 son monótonas crecientes. Por lo tanto F' existe casi donde 
quiera y 

1 F' (X) 1 ~ F; (X) + F~ (X) 
Entonces 

f IF'(x)ldx ~ F1 (b) + F2 (b) - F1 (a) - F2 (a)(por el teorema 4.0.31) 
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Entonces F' es integrable. Sea 

G(x) = 1b F'(t)dt 

Entonces Ges absolutamente continua y por lo tanto la función f = F - G. 
Se sigue del teorema 4.0.32 que f' = F' - G' c.t.p. y por el tema anterior se 
sigue que f es constante. Entonces: 

F(x) = 1x F'(t)dt + F(a) 

o 

Corolario 4.0.4. Toda función absolutamente continua es la integral inde­
finida de su derivada 

55 



Definición 4.0.13. Sea A un Operador autoadjunto. 
Sea E: B(sp(A)) ---+ P(H), (en donde A tiene como dominio un subconjunto 
de H y Ran(A) e H , sp(A) es el espectro de A , P(H) son las proyeccio­
nes sobre el espacio de Hilbert H y B(spA) es la sigma-Álgebra de Borel en 
sp( A) )una resolución de la identidad para A. 
La medida µ¡ ,9 (w) := (E(w)f , g) , f, g E H, w E B(sp(A)) es una medida 
compleja y definimos µ 1 = µ /J que es una medida real. 
Si µ ¡ es absolutamente continua con respecto a la medida de Lebesgue (es 
decir: ).( w) = O => µ ¡ (W) = O ) se dice que J es absolutamente continuo con 
respecto a H. 
Siµ¡ es singular con respecto a). (Es decir, existen w1 , w2 tales que ).(wi) = 
O, µ¡(w2 ) = O, w1 n w2 = O) entonces decimos que f es singular con res­
pecto a H. El conjunto de elementos de H que son absolutamente continuos 
(singulares) con respecto a H se denota como Hac(Hs) y es llamado espacio 
absolutamente continuo (singular) con respecto a H. 
Un subespacio cerrado V de H reduce a H si pasa lo siguiente: 
Sea Pv la proyección ortogonal sobre V, entonces Pv(Dom(A)) e Dom(A) 
, APvDom(A) e V, A(l - Pv )D(A) e V.L 

Teorema 4.0.34. Hac y Has son subespacios cerrados, complementos 
ortogonales entre si y reducen a H 

Demostración. Primero demostramos que Hac J_ H 5 • 

Sea U E Hac Y V E H 5 . 

Existe un conjunto de Borel s0 tal que ).(so) = O y tal que E(s0)v 
(1 - E(s0 ))v =O:. (u, v) = (u, E(s0 )v) = (E(so)u , v) =O pues ).(so) =O y 
µu es absolutamente continua con respecto a -\ . 
Veremos ahora que Hac + H s = H, es decir, \fw E H podemos encontrar 
u E Hac y v E H 5 , tales que u+ v = w. 
Para tales efectos descomponemos la medida finita no negativa µw en la suma 
de dos medidas, una singular (µ" ) y otra absolutamente continua (µ' ) con 
respecto a ). 1 . 

Sea s0 tal que ).( so) = O y µ"(s) = µ"(s n s0 )Vs E B(sp(A)) . Sea v = E(s0 )w 
y u= w - v. 
Afirmamos que u E Hac, v E H 5 . 

1 Estamos usando la descomposición de Lebesgue de ¡t"" El teorema de la descomposi­
ción de Lebesgue se puede encontrar en el libro [9] página 141 
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De hecho µv(s) = IE(s)vl 2 = IE(s)E(so)wl 2 = IE(s n so)wl2 = µw(s n 
s0 ) = µ"(s n so) ya que µ'(s n s0 ) =O y µ"(s) = µ"(s n so), además µu(s) = 
IE(s )ui 2 = IE(s)(l -E(so))wl 2 = IE(s)wl 2 

- IE(sn so )wl 2 = µw(s)- µ"(s) = 
µ'(s). 
Por lo tanto µv es singular y µu es absolutamente continua , entonces u E 
Haci v E H5 • Para concluir que H = Hac + Hs es necesario ver antes que 
HsYHac son espacios vectoriales. 
Si u, v E Hac, a E C seas tal que >.(s) =O, entonces es claro que (E(s)(u + 
av), u+ av) =O puesto que (E(s)u, u)= (E(s)v , v) =O. Supongamos ahora 
que u, V E Hs, a E e sean So y S1 tales que >.(so) = >.(si) = o y µu(só) = 
µv(sn =O =>>.(so U s1) =O, µu+av ((so U si)c) =O, de manera que µu+av es 
absolutamente singular con respecto a>., por lo tanto Hs y Hac son espacios 
vectoriales. Se concluye que H = Hs + Hac· 
Veremos ahora que Hac y Hs son cerrados. Sea {Un} C Hac tal que u = 
límn_,00 Un, hay que ver que u E Hac· 
Como u E H = Hac + Hs => u = w + v, w E Hac, V E Hs pero (u, v) = 
límn_,00 (un, v) =O=> (u, v) = (v, v) =O=> v =O=> u= w E Hac de manera 
que Haces cerrado, análogamente se obtiene que Hs es cerrado. Falta ver que 
Hac y Hs reducen a H. 
Si u E Haci entonces E(w)u E Hac'Vw E B(sp(A)) puesto que sis es tal que 
>.(s) = O se sigue que E(s)E(w)u = E(w)E(s)u =O. 
Si v E Hs seas tal que >.(s) =O, (E(sc)v, v) =O=> (E(sc)E(w)v, E(w)v) = 
(E(w)E(sc)v, E(w) v) = (E(w)E( sc )v, v) = (E(sc)E(w)v, v) = 
(E(sc)E (w) v, E(sc)v) = (E(w)E(sc)v, E(sc)v) ~ (E(sc)v, E(sc)v) = 
(E(sc)v, v) =O, entonces E(w)v E Hs 

Sabemos por el teorema espectral que Dom( A)={! : J 1tl 2d(E( ·)f, !) < 
oo} . Sea f E Dom(A) hay que demostrar que Pací = PHacÍ E Dom(A) en 
donde Pac es la proyección sobre Hac· 
Seas E B(sp(A)) 

l(E(s) f , J)I = IE(s)fl 2 

= IE( s)(PacÍ + Psf)l 2 

Pues H = Hac + Hs 

= IE(s)Pacf l2 + IE(s) Psfl 2 

pues Hac ..l Hs Y E(s)Pac E Hac, E(s)Ps E Hs 

Se obtiene que 
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(E(s)Pacf, Pac/) ~ (E(s)J, /) 
(E(s)Psf, Psi) ~ (E(s)J, J) 

De manera que como f E Dom(A), J ltJ2d(E(·)f, !) < oo, entonces : 

J ltl 2d(E(s)Pacf, Pac/) ~ J ltfd(E(s)J, /) < 00 

J ltl 2d(E(s)Psf , Psi) ~ J ltl 2d(E(s)J, !) < 00 

Se concluye que Pací E Dom( A), Psf E Dom( A). 
Como parte del teorema espectral se tiene que E(s)A e AE(s) en el sentido 
de que E(s)AJ = AE(s)f Vf E Dom(A) 2

. 

Sea J E Dom(A), entonces g = Pacf E Dom(A) n Haci seas E B(sp(A)) tal 
que ,\(s) =O, entonces: 

(E(s)Ag, Ag) = (AE(s)g, Ag) 

=O (pues E(s)g = O) 

De manera que APacÍ E Hac· 
También h = Ps(J) E Dom(A) n Hs, sea w E B(sp(A)) tal que ,\(w) = 
O, µh(w c) = O. 

(E(wc)Ah, Ah} = (AE(wc)h, Ah} 

=O (pues E(wc)h =O) 

De manera que APsf E Hs. 
Se concluye que Hac y Hs reducen a H D 

Definición 4.0.14. Seaµ una m edida con dominio B(IR). Denotamos por la 
función Fµ a la fun ción con dominio los reales y tal que Fµ(t) = µ((- oo, t]) 
haciendo abuso de notación denotaremos también µ( t) = Fµ ( t). 
Si E es la resolución espectral de un operador autoadjunto A , nuevamente 
haciendo abuso de notación denotaremos por E(t) = E((-oo , t]) , 

2 Libro [8] página 371 
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Teorema 4.0.35. 3 Sea µ una medida con signo en (R, B(IR)), entonces 
Fµ es absolutamente continua Si y sólo si µ es absolutamente continua con 
respecto a la medida de Lebesgue 

Teorema 4.0.36 (Radon-Nikodym). 4 Sea (X, A) un espacio de medida, 
seaµ una medida positiva a - finita en (X, A), sea v una medida con signo 
finita o compleja en (X, A). Si v es absolutamente continua con respecto a 
µ, entonces existe una función g E L 1 (X, A, IR) {o L 1 (X, A, C)) que satisface 
v(A) =JA gdµ VA E A. La función g es únicaµ- casi donde quiera. 

Observación 4.0.4. Sea µ absolutamente continua, entonces la función Fµ 
es absolutamente continua. 
Comoµ es absolutamente continua, por el teorema 4.0.36 existe una función 
gµ tal que gµ = ~, es decir, µ( w) = f w qµdt, Vw E B(R). Como Fµ es 
absolutamente continua, existe la derivada de Fµ casi donde quiera , además 
por el Corolario 4.0.4. 

Fµ(x) = 1x F¿(t)dt + Fµ(a) 

Supongamos queµ es finita, entonces Fµ, es acotada entonces Fµ,(t) = µ((-oo, a]U 
(a, t]) = Fµ,(a) +µ((a, t]) :. µ((a, t]) = J: F¿(x)dx = J: gµ,(x)dx. 

Por lo tanto J:(F~ - gµ) = OVt, Va E IR se sigue del lema 4.0.9 que F~ = 
gc.t.p .. 
Entonces la derivada de Radon-Nikodym deµ es la derivada en sentido usual 
de Fµ, 

Observación 4.0.5. El espectro de un operador autoadjunto A es un bore­
liano de los reales, entonces toda medida sobre B(sp(A)) se puede extender 
a una en B(R) de la manera natural, por lo tanto podemos pensar que la 
resolución de la identidad tiene como dominio B(sp(A)) o bien B(IR). 

Teorema 4.0.37. Si f E Hac y g E H, entonces la función (E(t)f , g), t E R 
es absolutamente continua en t y. 

En donde 9ac = Pac9 

3 Libro [9] página 147 
4 Libro [10], página 135 
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Demostración. Como vimos antes, J E Hac => E(t)f E Hac => (E(t)f , g) = 

(E(t)J, gac) 
Es directo verificar lo siguiente: 

(E(t)j, gac) = 1/ 4 ( (E(t)J + gac1 J + gac) + (E(t)J - gac1 J - gac) 

(4.1) + i((E(t)j + Í9ac, J + Í9ac) - (E(t)J - Í9ac1 J - Í9ac)) ) 

Como Hac es espacio vectorial, cada una de las funciones que aparecen como 
sumando en 4.1 son absolutamente continuas, de modo que (E(t)f, 9ac) es 
absolutamente continua. De manera análoga, la medida (E( w) f , 9ac) es ab­
solutamente continua con respecto a >. de manera que (E( w) f, 9ac) es abso­
lutamente continua.Sea 

C = { t E IR: (E(t)J , g) o (E(t)f, g) o (E(t)gac, gac) o (E(t)f, !) no es derivable} 

Entonces >.C = O por el corolario 4.0.3. 
Sea t tJ. e sea 6 = (t, t + T). Por la desigualdad de Schwarz se tiene: 

(E(6)J, g)(E(6)J, g) ~ (E(6)9aci 9ac)(E(6)J, !) 

=> 

(E(6)f , g) jT(E(6)f, g) jT ~ (E(6)9ac1 gac) jT(E(6)f, !) jT 

Sacando límite que sabemos que existe pues >. tJ. C obtenemos que : 

o 
Lema 4.0.13. Sea Ut un grupo unitario de un parámetro, fu ertemente conti­
nuo, con generador infinitesimal A, sea J E Hac entonces Ut converge débil­
mente a O cuando t -t:;: oo 

Demostración. Sabemos 5 que 

(4.2) 

5 Libro [8] página 382 
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Sea g E H , por el teorema 4.0.37 (E(>.)f, g) es una función absolutamente 
continua por lo tanto su derivada es definida casi donde quiera y cumple lo 
siguiente. 

rX) 
1 

d ) < ¡ d ( ( ))1/2( d ( 1/2 j _
00 

d).. (E(>. f, g) 1 = ( d).. E >..)gac, 9ac d).. E(>.)J, !) ) 

~ (! dd).. (E(>.)gac, 9ac) )112
(/ d~ (E(>.)f, !) )112 (por Holder) 

se sigue del teorema 4.0.33: 

= ( lím lím [(E(>..)gac, 9ac)l~~~]) 1 12 ( lím lím [(E(>.)J, !)1~~~]) 1 1 2 
a~-oox~oo a~-oox~oo 

= l9acllJI 

Entonces dd>. (E(>..)f, g) es integrable. 

(Ud, g) = J e-i>.td(E(>.)j, g) = J e-i>.t dd>. (E(>..)f, g)d>.. 

La última igualdad se sigue de la página 138, problema 4 de [9] . 
Se sigue del lema de Riemann-Lebesgue y de las anteriores igualdades que 

lím (Ud, g) = O 
t-> ~00 

Teorema 4.0.38. Sea H = L2 (1R2
) y sea A(t1, t2 ) =ti+ t~ . 

Entonces A es absolutamente continuo. 
Sea 

W['> = {x E lR2 
: lxl2 E w} 

o 

Entonces la función E : B(JR) -t P(H) (en donde P(H) es el conjunto de 
proyecciones en H) dada por E (w)f = Xw 6 f es la resolución de la identidad 
de A 

Demostración. Primeramente sabemos que A es autoadjunto 6
, de manera 

que tiene sentido hablar de su resolución espectral. 
Para cada w E B(JR) sea 

W L> = { X E IR2 
: lxl2 

E W } 

6 Libro [5] página 57 
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Se define 
E(w)J = Xwt; f 

Es claro que E(w) es autoadjunto y que E(w) 2 = E(w) entonces E(w) es 
proyección ortogonal. 
Como (w1 n w2).6. = (w1b n (w2).6. se sigue que E(wi)E(w2) = E(w1 n w2). 
Supongamos que W2 n W2 = 0 entonces X(w1 )t;U(w2)t; = X(w¡)t; + X(w2b > de 
manera queE(w1 U w2) = E(wi) + E(w2) . 
Si {wn} e (B(JR2)) es disjunta, entonces {(wnb} es disjunta, entonces se si­
gue del teorema de convergencia dominada de Lebesgue que (E(UnENwn)f, g) = 

°L,iEN(E(wn)f, g). 
Se concluye entonces que E es una resolución de la identidad. 
Es claro que la medida µ¡,9 tal que µ¡,9 (w) = (E(w)f , g) es nula en JR- por lo 
que en lo siguiente consideraremos los conjuntos w e JR+ Sean f, g E L2(1R2

) . 

Usamos el siguiente sistema de coordenadas: 

Sea 

Entonces: 

x = rcos(fJ) , y = rsin (t9) 

h(r, fJ) = (r cos(fJ), r sin(fJ)) 

f (E(w)f)gdxdy = f r(E(w)f o h)g o hdrd() 
JfR.2 }IR.2 

= { TXw t; o hf o hg o hd()dr 
JfR.2 

= f r f o hg o hd()dr 
} { r:r2 Ew } x [0,2rr] 

(E(w)f , g) = { rf o hgohdfJdr 
} { r :r 2 Ew} x [0,2rr] 

Hacemos un cambio de .variable. r = u 112
, sea G(u) = u 112

• 

{ rfohgohdfJdr = { u 1l2¡ o h o GgohoG(~)dfJdu 
Í¡r :r2 Ew }x [0 ,2rr] Í wx[0,2rr ] 2u 

De esto último se obtiene que la medida /.L¡. 9 (w ) = (E(w)f , g) es absolu­
tamente continua con respecto a >. y que 

62 



ddµ(' 9 = x¡o,oo) { u1l2 johoGgohoG(----.+-
12

)d() 
" Í ¡o,27r] 2u 

Como consecuencia del teorema de Radon-Nikodym tenemos: 

1 1 dµ¡ ,g 
udµ¡ ,9 = u ---¡v:-d,\ 

R (O,oo) 

= { u { l/2J ohoGgohoGd()du 
Í ¡o,oo) Í ¡o,27r] 

= fuoG- 1 
{ johoGoG- 1gohoGoG- 1rdr 

Í ¡o,27r] 

= r r 2r f o hg o h 
Í ¡o,oo)x27r 

= r lxl2Jg 
J~2 

= (AJ,g) 

Supongamos ahora que f E Dom(A), =? lxl2f E L2 (JR2
). Invirtiendo las 

anteriores igualdades obtenemos que. 

(AJ, g) = ! lxl 2 J g = i td(E(-)J, g) 

Del teorema espectral se concluye que E : B(JR2
) --+ P(H) es la resolución 

de la identidad para en operador A (en donde P(H) son las proyecciones en 
H). 
De esto último es claro que A es absolutamente continuo. 

o 
Teorema 4.0.39. El operador -6. es absolutamente continuo. 

Demostración. Denotamos por W la transformada de Fourier en L2 (JR2 ) y sea 
A el mismo operador del teorema pasado. Por el teorema 2.0.24 w- 1 Aw = 
-6.. 
Como w es unitario, se sigue del teorema 3.0.26 que la resolución de la identi­
dad para -6. es w- 1 E(w) w, w E B(JR), en donde E(w) es como en el teorema 
pasado. Si s E B(JR) es tal que ,\(s) =O, entonces E(s) f = OV f E L2 (JR) =? 

w- 1E(s)w = OVJ E L2 (JR) por lo tanto -6. es absolutamente continuo. O 
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Capítulo 5 

Algunos resultados sobre 
espacios de Sobolev 

Definición 5.0.15. Sea 0. e lRn abierto sea u : 0. -+ <C sea p E [1 , oo]. 
Supongamos que Dªu E Lp(O.)\:/a E Nn, O ;;; lal ;;; m {la derivada en el 
sentido distribucional) Entonces: 

lulm,p,!1 = { L IDªul~} 1 IP, si 1 ;;; p < oo 
O~ la l~m 

lul00,n = máx (IDªul 00 ) 

O~lal ~m 

Si se entiende por el contexto, omitiremos el subíndice 0. . 

Definición 5.0.16. 

wm,p ( 0.) = {u E Lp ( 0.) : Dªu E Lp ( 0.), En donde Dªu es la derivada parcial distribucional } . 

Note que wm,p es un espacio de Banach con la norma de la definición 
anterior 1 

Definición 5.0.17. Si u es una función definida en un abierto de Rn enton-
ces: 

si X E 0. 

X E JR" - 0. 

1 Libro [10] página 45 
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Teorema 5.0.40. Sea 1 ~ p ~ oo. Un subconjunto acotado K e Lp(D) 
es precompacto en Lp(D) {::} 'iE > 038 > O y G e D, G acotado, tal que 
'iu E K'ih E IR.n con lhl < Ó 

(5.1) fn iü(x + h) - ü(x)IPdx < EP 

y 

(5.2) 

Demostración. Es suficiente probar el teorema para el caso D = IR.n, pues el 
caso general sale de éste poniendo f< = { ü : u E K}. 
Para demostrar el teorema haremos uso del siguiente teorema 

Teorema 5.0.41. Un conjunto A en un espacio de Banach X es precompacto 
si y sólo si para toda E > O existe un subconjunto finito de puntos N( de X 
tal que A e UyEN,B((y) . 
A N( se le llama € - red finita de A 

El teorema anterior lo asumimos sin demostración . 
Supongamos que X es precompacto 

Sea E > O sea N( una E/6 - red finita para K , como C0 es denso en 
Lp(IR.n )2

. Existe un conjunto finito T de funciones continuas de soporte com­
pacto, tal que tales que para toda u E K existe </> E T tal que lu - </>lp < E/3. 
Como Tes finito , existe r >O tal que sop(efJ ) C Br(O)'ic/J E T. Sea G = Br(O) , 
entonces se obtiene 5.2.También efJ(x + h) - ifJ(x) es uniformemente continua 
para toda x y es cero fuera de la bola Br+t (O), si lhl < l. Por lo tanto, 

(5.3) lím r lc/J(x + h) - efJ(x)IPdx = o. 
lhl-;O }JRn 

Como T es finito, la anterior ecuación se cumple uniformemente para toda 
efJ E T . Para u E K , sea t,, la traslación de u por h: t¡,u( x) = u(x + h) . 
Si efJ ET satisface lu - </>lp < E/3, entonces también se cumple lt1iu - t1ic/Jlp < 

2 Libro [10] páginas 28-30 
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E/3, Por lo tanto por 5.3 tenemos que para lhl suficientemente chica (inde­
pendiente de u E K) , 

ithu - ulr ~ lthv. - th<PIP + lth<P - <Plr + 14> - ulr 
< (2f./3) + lth<P - <PI < f. 

De esto se sigue 5.1 
Demostraremos ahora la otra implicación . 

Sea f. > O y elegimos G e Rn tal que para toda u E K 

(5.4) 

Sea 

Definición 5.0.18. 

j(x) := ' 
{

ke-1/(l-lxl2l si lxl < 1 

O, si lxl ~ 1 

En donde k es para que J j = 1. Sea 

Definición 5.0.19. 

IJh * <f> (x) - <f> IP = 1 / Jh(y)(<f>(x - y) - </>(x))dylP 

~ { Jh(Y)ILv<P(x) - </>(x)IPdy J Bh(O) 

Por lo tanto: 

(5 .5) IJti * </> (x) - <P I,, ~ sup ltv</> - <PI 
yE Bh (O) 
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Se demostrará en el siguiente teorema que si u E Lp(IRn) => IJh *<f>IP ~ l</>lp 
y que límh--+O IJh * 4> - <PIP = O. 
De esto se sigue que si {<f>n}n ,n EN C C0 (1Rn) es tal que converge en Lp(IRn) 
a u {jh<f>n} es una sucesión de Cauchy que converge a ]hu en Lp(IRn). Como 
también ty</>n -t tyu, 5.5 se extiende para toda u E Lp(IRn): 

(5.6) IJh * u(x) - ulp ~ sup ltyu - ul 
yEBh(O) 

De 5.1 se obtiene que límlhl--+O lthu - ulP =O uniformemente para u E K. Por 
lo tanto límh--+O IJh *u - ulP =O uniformemente para u E K. Fijamos ahora 
h >O tal que 

(5.7) i IJh * u(x) - u(x)IPdx < E/(3 · 2P) 

Para todo u E K Mostraremos que {jh *u : u E K} satisface las hipótesis 
del teorema de Arzela-Ascoli en G, y por lo tanto, es precompacto en C(G). 
En el siguiente teorema demostraremos que: 

Que es acotado uniformemente para x E !Rn y u E K porque K es acotado 
en Lp(O) y h es fijo. De igual forma: 

IJh * u(x +y) - Jh * u(x)I ~ (sup Jh(x)) 11Pltyu - ulP 
xEJRn 

De manera que lím¡yl--+OJh * u(x +y)= Jh * u(x) uniformemente para x E !Rn 
y u E K. 
Por lo tanto, {jh *u : u E K} es precompacto en C(G), por el teorema 
5.0.41 existe un conj unto finito de funciones { 'lj! 1 , 'lj!2 · · · 'lj!m } e C( G) tal que 
si u E K entonces existe 1 ~ j ~ m tal que 

E -
l'lj!; (x) - Jh * u(x)IP < lG \:/x E G 

2P · 3vo 
(5.8) 

Denotando por ;f;1 a la extensión de ·ljJ1 a !Rn haciéndola valer O fuera de 
G, obtenemos de 5.4, 5.6, 5.7 y de que (lal + lbl)P ~ 2P(lalP + IW) 
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r lu(x) - ;f;jlPdx = r _ lu(x)IP + ( iu(x) - 'l/Jj(x )IPdx 
} JH.n } JI?.n-c }e; 

< t/3 + 2P i (lu(x) - Jh * u(x)IP + IJh * u(x) - 'l/ij (x)IP)dx 

< t/3 + 2P(t/(3 · 2P) + t /(3 · 2P · volG)volG) =E 

Por lo tanto, K tiene una E - red en Lp(.IRn) llamada {;f;j : 1 ~ j ~ m}, y 
por lo tanto es precompacto. O 

Teorema 5.0.42. Sea u E Lp(.IRn), 1 < p < oo, entonces: 

IJ, * ulP ~ lulP 
lím lj, *u - ulP = O ,_,o+ 

lj, * u(x) I ~ (sup j , (x)) 1IPlulP 
xEJI?.n 

Demostración. Sea q = p/(p - 1) , por la desigualdad de Holder: 

lj, * u(x)I = 1J1;1q(x - y)(j}1P(x - y)u(y))dyl 

~ (! j,(x - y)) 1fq(J j,(x - y)lu(y)IPdy) 11P 

(5.9) = (! j,(x - y)lu(y)IPdy) 11P 

~ ( sup j,( x)) 11Plulp 
xEIR!n 

De lo anterior y Fubini obtenemos: 

J !Je * u(x)IPdx ~ 1" 1 .. j,(x - y)lu(y)IPdydx 

= r lu(y)IPdy r j,(x - y)dx 
} JI?.n } JI?. n 

(5. 10) = l ul~ 

69 



Como C0(ll.i) es denso en Lp(IRn), dada h >O existe <PE C0 (1Rn) tal que 
lu - </Jlp < h/3, por 5.10 se cumple que lj, *u - j, * <PIP ~ h/3 Por lo tanto: 

lj, * <P(x) - </J(x)I = 1 J j,(x - y)(</J(y) - <P(x))ldy 

(5.11) < sup l<P(x) - </J(y)I 
jx-yj <E 

El lado derecho de 5.11 tiende a O cuando t: -T o+, ya que </J E C0 (IRn) y por 
lo tanto es uniformemente continua. 
Además si sop(</J) e Bn(O), entonces sop(jep * <P) e BN+i(O) si t: < 1, de esto 
y 5.11 obtenemos que lím<--+o+ lj, * <P - </Jlp =O. 
Sea t:o tal que lj, * <P - <PIP < h/3 si t: ~ t:0 entonces si t: ~ t:0 : 

lj, *u - ulp ~ lj, *u - j, * <PIP + lj, * <P - <PIP + l<P - ul 
< l<P - ulP + h/3 + h/3 

< h/3 + h/3 + h/3 = h 

Se concluye que lím<--+0+ lj, *u - ulP = O 
o 

Teorema 5.0.43. Sea n e IRn un conjunto abierto, sea 0 0 e O , 0 0 también 
abierto. Sean 1 < q1 < q0 , supongamos que: 

(5 .12) 

(5.13) 

wm·P(O) -T Lq
0
(Do) 

wm,p(O) -T Lq
1 
(Do) 

Son continuos, en donde los mapeos en ambos casos son la restricción a 
0 0 , suponga además que 5.13 es compacto. Entonces, si q1 ~ q < q0 , la 
inmersión. 

(5 .14) 

Es compacta. 

Demostración. q = q¡ + (q - q¡ )/(qo - q¡)(qo - q¡) = q¡ ((qo - q)/(qo -
-'!JC'L ~ 

q1)) + q0 ((q -qi)/q0 - q¡), por lo tanto, uq1(qo-q1) E L'!1L:!!.l.{00 ) y uqºqo-q1 E 
qo-q 
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..!!..::.'!L -'1lL:'!.. 
L'!SCn (00) de la desigualdad de Holder se concluye que uqºqo-q¡ uq1 Qo-Q1 

q- q¡ 

uq E L1 (Oo) .'. 

(5.15) 

(5.16) 

lulo,q,!10 ;;::; lul~,q 1 ,riolul~,q0 ,!10 
d d 

, Q1 ( Qo - q) Qo ( q - Q1) 
en on e"= yµ= 

q(qo - Q1) q(qo - Q1) 

;;::; klul~,q,riolul~,p ,!1> pues el mapeo 5.12 es continuo 

;;::; K1lulm,p,riPues el mapeo 5.13 es continuo y A+µ= 1 

Sea {u;} una sucesión acotada en wm,p(O). Como 5.13 es compacto, existe 
una subsucesión {u; } que converge y, por lo tanto, es de Cauchy en Lq1 (O). 
Por 5.15, {u;} es de Cauchy en Lq(00 ). Por lo tanto 5.14 es compacto. 

o 

Para el siguiente teorema se necesita conocer lo siguiente del libro [10]: 
Teorema 3.18. Si O tiene la propiedad de segmento, entonces las restricciones 
ande funciones en CQ°(!Rn) son densas en wm,p(O) para 1 ;;::; p <OO. 

Teoremas 3.34 y 3.35, teoremas 4.1- 4.8, teoremas 5.1-5.14 y la teoría básica 
de espacios de Sobolev en el capítulo 3. 

Teorema 5.0.44 (Teorema de Rellich-Kandrachov simplificado) . Sea O un 
abierto en IRn , sea 0 0 e O abierto acotado . Sea m un entero, m ~ 1 y sea 
1 ;;::; p < OO . Supongamos que n tiene la propiedad de cono y que mp ;;::; n, 
entonces las siguientes inmersiones son compactas: 

(5.17) 

(5.18) 

Notas: 

np 
wm,p(O) ---+ Lq(00 ) , Si O< n - mp < n , 1 ;;::; q;;::; --­

n - mp 

wm,P(O) ---+ Lq(00 ), Si n = mp, 1 ;;::; n , 1 ;;::; q < oo 

El teorema 5.14 del libro [10] dice: 
Sea O un abierto en !Rn con la propiedad de cono, si mp < n, entonces el 
mapeo identidad wm,P(O) ---+ Lq(O) para p ;;::; q < n_:_'~P existe y es continuo, 
si mp = n , entonces el mapeo identidad wm,P(f2) ---+ Lq(O) para p ~ q < oo 
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existe y es continuo. Las normas de las inmersiones dependen de m, p, n , q 
y las propiedades del cono e que caracteriza a la propiedad de cono de n. 

Las inmersiones 5.17 y 5.18 se refieren a lo siguiente: 

wm·P(D) ~ Lq(D0 ) 

u ~ u\n0 

El subconjunto acotado D0 de n puede siempre suponerse con la propie­
dad de cono. Si C es un cono finito que determina la propiedad de cono para 
n. Sea ñ la unión de todos los conos finitos congruentes con C, contenidos 
en n y teniendo intersección no vacía con n0 . Entonces n0 e ñ e n , ñ es 
acotado y tiene la propiedad de cono. si wm,p ~ Lq(ñ), entonces también lo 
es wm,p ~ Lq(Do) . 

Demostración. Por el teorema 5.14 del libro [10], la función 

es continua si p ::; q ::; ~. - - n-mp 
Veamos ahora que la función: 

Es continua si 1 ~ q ~ p. 
Primero vemos que wm·P(D0 ) e Lq(D0 ) . Si u E Lp(D0 ) => uq E Lp¡q (D0 ) 

como n0 es acotado, 1 E L1-q¡p(D0 ) => uq · 1 E L1 (Do) y por Holder: 

Entonces la función 

J uql ::; \uq\q/p\l\ 1-~ 1 P - p/q 1- q/p 
l 

= \u\~vol(D0 ) 1-q/p 

:.\u \q ;; k\u\p 

~ k\u\rn ,p,flo 

wrn,p(Do) ~ Lq(Do) 

Existe y es continua. Por otro lado es claro que la restricción wm,p(D) ~ 
wrn.P(D0 ) es continua. 
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Se concluye que la función wm·P(Q) --+ U(00 ) existe y es continua. 
De manera análoga, del hecho de que wm·P(O) --+ Lq(O) existe y es continua 
para p ~ p ~ oo, se obtiene que wm·P (Q) --+ Lq(0.0) existe y es continua para 
1 ~ q <OO. 
Con esto último probamos que las funciones involucradas en el teorema exis­
ten y son continuas; a continuación demostraremos la compacidad. 

Sea q0 = n~!nP 
Para probar que las inmersiones 

(5.19) 

Son compactas es suficiente, por el teorema 5.0.43, probar esto para q = l. 
Dadaj EN, sea 0 1 ={xE00 : dist(x,80) > 2/j} . 
Sea T un conjunto de funciones acotado en wm·P(O), mostraremos que T(restringido 
a 0 0 ) es precompacto en Lq(00 ) , se mostrará que T satisface las condiciones 
del teorema 5.0.40. 
Sea E> o dada, para cada u E wm,p(O) sea: 

U•~ { ~(x) si...x E 0 

en otro caso 

Por Holder, como wm,p --+ Lq(Oo) , tenemos: 

la-rl1 lu(x) ldx ~ (lo-rl1 lu(x)qºl)l/qo(lo-rl1 1) 1/ (1 - 1/qo) 

~ k1lulm,p ,r:i (vol(Oo - Oj) 1/(l-l /qo)) 

En donde k1 es independiente de u. 
Como 0 0 tiene volumen finito , j puede ser suficientemente grande para que 

j. l'll(x)ldx <E 
rlo - fl, 

También podemos hacer j suficientemente grande para que: 

(5 .20) { iu(x + h) - u(x)ldx < t./2Vh E lRn 
} flo - rl1 
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Si lhl < l/2j , entonces X+ th E D2j 1 siempre que X E Dj y o~ t ~ l. Si 
u E C 00 (D) se sigue que: 

(5.21) 

r r r1 au(x+th) 
Íri lu(x + h) - u(x)ldx ~ Íri dx Ío 1 at ldt 

] ] 

~ lhl fo 1 

dt l
2

i lgrrid(u)(y)dyl 

~ lhl!uh,1,ri0 ~ k2ihllulm,p,f! 

Donde k2 es independiente de u. Por la prueba del teorema 3.16 de [10], se 
concluye que C00 (D) es denso en wm,p(D) por lo que 5.21 se cumple para 
toda u E wm,p(D) . 
Entonces si h es suficientemente tenemos por 5.20 y 5.21 que 

f iü(x + h) - ü(x)I <f. 
Íri0 

Por lo tanto T es precompacto en L 1 (Do) (por el teorema 5.0.40) y las in­
mersiones en son compactas. 
Supongamos ahora que n = mp, p > 1 y que 1 ~ q < oo, sea r tal que 
1 ~ r < p, => mr < mp = n , podemos elegir a r lo suficientemente cercana a 
p de tal forma que n:-;,,r > q. Asumimos que D0 tiene la propiedad de cono, 
tenemos entonces: 

Ya que wm,p ---+ wm,p(D0 ) y si r ~ p => wm,p(D0 ) ---+ wm,r(D0 ), pues 
como ,\(Do) < oo, si u E Lp(D0 ) , entonces de la desigualdad de Holder se 
sigue que u E Lq y existe una constante ko tal que lulq ~ k0 iulp· Si se aplica 
lo mismo para Dªu , a E Nn , lal ~ m obtenemos que existe una constante k 
tal que iu lm,r ~ kiulm,p· 
Entonces tenemos lo siguiente: 

(5.22) 
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La última inmersión es compacta, por 5.17 (probada anteriormente), por lo 
tanto, se cumple que la función wm,p--+ Lq(0.0 ) es compacta. 
Supongamos ahora que p = 1, n = m ~ 2. Sea r = n~I > 1, entonces 
n = (n - l)r, tenemos que: 

En donde que la primera función sea inmersión se sigue del teorema 5.14 de 
[10], enunciado en las notas escritas después de enunciar el presente teorema. 
La última inmersión es compacta por 5.22 . 

Finalmente, si m = m = p = 1 
Sea q0 > 1, se prueba que el mapeo W 1

•
1 --+ L1 (00 ) es compacto igual que en 

5.17, como la función W 1•1(0)--+ Lq(0.0 ) es inmersión para 1 ~ q < oo(por 
el teorema 5.14 del libro [10]) , se sigue del teorema 5.0.43 que todas estas 
inmersiones son compactas. O 
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Capítulo 6 

Teorema espectral para 2 
operadores autoadjuntos 

Sean E 1, E2 : B(!R) ---+ P(H) dos resoluciones de la identidad que conmu­
tan entre si , en donde H es un espacio de Hilbert y P(H) son las proyecciones 
en este espacio. 
Deseamos construir una resolución de la identidad en la a- álgebra producto 
que conserve en cierto sentido las propiedades de las primeras dos. 

Sean 

(6 .1) 
11 := {(a, b] : a E !RU {-oo}, b E !R} 

(6 .2) 
12 := {(c, oo): e E !R} 

(6.3) 
l := 11 U 12 

(6.4) 
A1 := {uniones finitas disjuntas de elementos de I} 

(6.5) 
A2 := {uniones finita disjuntas de la formaB 1 x B 1, B 1 x B2, B2 x B 1, B2 x B2 

En donde B 1 E l1 ,B2 Eh} 

A2 es un álgebra de subconjuntos de JR2 , llamamos rectángulos básicos a los 
elementos de la forma B; x Bj , Bj , B; E l . 
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Definimos una función con dominio A2 como sigue: 

n 

v¡(U7=1C;) = L v(C;)(en donde C; es un rectángulo básico Vi) 
i = l 

Es claro que v1(0) = O y que v¡es finito aditiva. Es un ejercicio de rutina 
verificar que v¡ está bien definida. 

Teorema 6.0.45. Sea j = (a, b] x ( c, d], supongamos además que j tiene la ex­
presión j = UnENJn en donde Jn = (xn, Yn] X (zn, Wn] con a, b, c, d, Xn, Yn, Zn, Wn E 
IR y la unión es disjunta. 
Entonces v¡(j) = ¿~=l v¡(jn) 

Demostración. Es claro que (a, b] x (c, d] = UnEN(a + 1/n, b] x (c + 1/n, d]. 
Como E1 es una resolución espectral, entonces E( (a, b]) - E(a + 1/n, b]) 
es una proyección como la función dada por µ}(w) = (E1 (w)f, J) es una 
medida, se obtiene que límn---;oo(E1((a,b]- (a+ 1/n,b])J,f) =O por lo que 
límn---;oo E1 ((a+ 1/n, b])c/> = E1 ((a, b])Vc/> E L2(1R2). De igual forma límn---;oo E2( (c+ 
1/n, d])c/> = E((c, d])c/>'lfc/> E L2(1R2

). De los dos resultados anteriores obtene­
mos el siguiente: 

(6.7) 
E 1 ((a, b])E2((c, d])c/> = lím E 1 ((a+ 1/n, b])E2((c + 1/n, d])c/>'lfc/> E L2(1R2) n---;oo 

Entonces v¡((a , b] x (c, d]) = límn---;oo v¡((a + I/n , b] x (c + 1/n, d]). Dada 
t / 2 existe no EN tal que lv¡((a, b] x (c, d])l-v¡((a+ 1/n, b] x (c+ 1/n,d])I < 
t / 2Vn ~no . 
De manera análoga para cada n E N existe mn tal que n ~ mn => [ v ¡ ( ( Xn , Yn + 
1/n] x (zn, Wn + 1/n])-v¡((xn , Yn] x (zn, wn])f < l/2n+ 1

. Entonces obtenemos 
lo siguiente: 

(6 .8) v¡((a , b] x (c,d]- (a+ 1/n,b] x (c+ 1/n , d]) < t/2Vn >no 

v¡((:r,,, Yn + l/mn] X (z,,, Wn + 1/mn] - (xn, Yn] X (zn, Wn]) < t/2n+l 
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Como el rectángulo [a+ 1/n, b] x [e+ 1/n, d] es compacto y está cubierto 
por los abiertos (xn, Yn + 1/mn)(zn, Wn + l/mn), entonces existe un conjunto 
finito {(xn;,Yn, + 1/mnJ X (zn;,Wn; + 1/mn, ]}~ 1 que cubre al compacto [a+ 
1/n, b] x [e+ 1/n, d] . 

v¡((a, b] x (e, d]) ;;; t/2 + v¡((a + 1/n, b](c + l/n, d]) 
M 

~ t/2 + L v¡((xn;, Yn; + l/mn,]( Zn;, Wn; + 1/mnJ) 
i=l 

M 

~ t+ Lv¡(xn, ,YnJ X (zn;,wnJ 
i= l 
00 

i= l 
00 

n=l 

como 

entonces 
m 

v¡(U;;'=1 (( xn,Yn] X (zn,Wn])) = Lv¡((xn,Yn] X (zn ,Wn]) 

~ v¡((a, b] x (e, d]). 

se obtiene que 
()() 

n = l 

L v¡((xn, Yn] X (zn, Wn]) ~ v¡((a , b](c, d]) 
n = l 

De manera que obtenemos lo que queríamos: 

00 

(6.9) v¡((a,d] X (c,d]) = :Lv¡((xn,Yn ] X (zn,wn]) 
n = l 

o 
Teorema 6.0.46. Sea j = B 1 x B2 , Bi, B2 E / , supongamos además que j 
tiene la expresión j = UnENJn en donde Jn = Cn x Dn con Cn, Dn E 1 y la 
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unión es disjunta. 
Entonces v¡(j) = Í::~=l v¡(jn) 

Demostración. El caso B 1 = (a , b], B2 = (e, d], a, e E IR fue demostrado en el 
teorema anterior. 
Supongamos que a = -oo, b = -oo. Entonces existe n0 E N tal que 

lv¡((a, b] x (c, d]) - v¡((-n, b] x (-n , d])I < t/2Vn ~no 

Entonces (a, b] X (a, d] = UnENCn n (-no, b] X Dn n (-no, d] Por el teorema 
anterior se concluye que: 

v¡((-no , b] X (-no, d]) = L v¡(Ci n (-no, b] X Din (-no , d]) 
no EN 

Además por la finito aditividad de v¡, se obtiene: 

L v¡(Ci x Di - (-n0 , b] x (-n0 , d]) ~ v¡((a , b] x (e, d] - (-no, b] x (-n0 , d]) < t/2 
nEN 

Entonces tenemos: 

lv¡((a, b] X (e, d]) - L v¡(Cn X Dn)I 

~ lv¡((a, b] x (e, d] - (-no , b] x (-no, d])I 

+ lv¡((a, b] X (e, d] n (-no , b] X (no , d]) - L(v¡( Cn n (-no, b] X Dn n (-no , d])I 

+ 1 Lv¡(Cn X Dn - (-no,b] X (-no ,d])I < t/2 + t/2 = t 

Se obtiene entonces que 

(6 .10) v¡((a , b] X (c, d]) = L v¡(Cn X Dn) 
n EN 

De manera análoga, se obtiene la ecuación anterior para en caso a = oo 
OC= OO . 
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Supongamos ahora que j = (a, b] x (e, oo) Sea m EN tal que v¡((a, b] x 
(e, oo) - (a, b] x (e, m]) < t/2 .Entonces: 

00 

lv¡((a, b] X (e, oo)) - L v¡(Cn X Dn)I ~ 
n=l 

lv¡((a, b] x (e, oo)) - v¡((a, b] x (e, oo) n (a, b] x (e, m])i 

+ lv¡((a, b] x (e, m) - L v¡(Cn x Dn n (a, b] x (e, m])I 
nEJ\I 

+ 1 Lv¡(Cn X Dn - (a,b] X (c,m])I < t/2 + t/2 =f. 

nEJ\I 

En donde usamos el hecho de que v¡ es finito aditiva y el teorema 6.0.45 y 
la parte ya demostrada. 
Entonces: 

(6.11) v¡((a, b] x (e, oo)) = L v¡(Cn X Dn) 
nEJ\I 

De manera análoga 

(6.12) v¡((a, oo) x (e, d]) = L v¡(Cn X Dn) 
nEJ\I 

Supongamos ahora que j = (a, oo) x (e, oo), sea m EN tal que v¡((a, oo) x 
(e, oo) - (a , m](c, m]) < t/2 , entonces: 

lv¡((a, oo) x (c,oo))- Lv¡(C,, X Dn)I 

= lv¡((a ,oo] x (c,oo]- (a,m] x (c,m])I 

+ lv¡((a, m] x (e, m]) - L v¡(Cn x Dn n (a , m] x (b, m])I 
nEJ\I 

+ 1 L v¡(Cn x Dn - (a , m] x (e, m])I < t/2 + t/2 =f. 

n EN 

S<' concluye que. 
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(6.13) v¡((a,oo) x (c,oo)) = I.:v¡(Cn X Dn) 
nE N 

o 

Teorema 6.0.47. sea () E A2 tal que() = Ui'=i B; x C;, D;, C; E I (la unión 
ajena) supongamos además que()= U;ENDi x E; , D; , E; E I (la unión ajena). 
Entonces v¡(B) = LnEN v¡(D; x E;) 

Demostración. En vista del teorema anterior, tenemos: 

n 

v¡(B) = L v¡(B; x C¡) 
i=l 

n oo 

= LLv¡(B; x C;nDj x Ej) 
i=l j=l 

oo n 

= LLv¡(B; x C;nDi x Ei) 
j=l i=l 

00 

= L v¡(Di x E;) 
i=l 

o 

Se concluye que v¡ es una medida en el álgebra A2 , por el teorema de 
Carathéodory 1

. Existe una única extensión de v¡ a la a- álgebra generada 
por A2 es decir B(IR2 ) .Llamaremos a la extensión también v¡, es consecuencia 
del teorema de Carathéodory que la extensión es finita, pues la medida en el 
álgebra A2 lo es. 

Definición 6.0.20. Denotamos por v¡ a la única medida en B(IR2
) tal que 

v¡(B 1 x B2) = (E1 {B1 )E2(B2)f, !)V B; E I 

Teorema 6.0.48. v¡(a x b) = (E1 (a)E2 (b)f, !)Va, b E B{IR) 

1 Libro [6], Página 257 
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Demostración. Sea 

:F = {a E B(IR) : v¡(a, b) = (E1 (a)E2(b)f , J)Vb E I} 

Entonces A1 e :F. Supongamos que A, B E :F, B e A, entonces es claro que 
A-BE:F. 

Sea ahora { Bn }nEN e :F una sucesión ajena de conjuntos, entonces. 

v¡((nnENBn) X b) = v¡((nnEN Bn X b)) 

= L v¡(Bn X b) 
nEN 

= L(E(Bn)E(b)J, J) 
nEN 

Por lo tanto UnENBn E :F, es claro que IR E :F y que (/J E :F, se concluye que 
la a-álgebra generada por A1 e :F, de manera que B(IR) e :F. Por lo tanto 

v¡(a x b) = (E1 (a)E2(b)f , !)Va E B(IR)Vb E l 

Sea ahora 

g = {b E B(IR) : v¡(a x b) = (E(a)E(b)f, !)Va E B(IR)} 

De manera análoga a lo anterior se concluye que B(IR) e g y con esto se 
demuestra el teorema. O 

Teorema 6.0.49. Sea g : IR2 ---+ IR, tal que sólo depende de la primera coor­
denada, entonces: g es v¡ - integrable{::} g(x, c) es (E1 (-)j , J) - integrable, 
además se cumple. 

{ g(x, y)dv¡ = { g(x, c)d(E1 (-)J, J) 
J~2 J~ 

En donde c es una constante. 

Demostración. Primero supongamos que g es ele la form a 

g = XA d, A E B(IR) 
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Entonces f 1R2gd11¡ = 11¡(A x IR)= (E1(A)E2(IR)J,J) = J1Rg(x,c)d(E1(-)f , J) 
Si g es una función simple, entonces g es una combinación lineal de funciones 
características como la anterior, puesto que g no depende de la segunda 
variable, se sigue entonces que el teorema se cumple para g. 
Sea ahora g una función integrable (con respecto a cualquiera de la dos 
medidas). Existe una sucesión de funciones simples Sn : IR --+ IR que convergen 
de puntualmente a g(x,c) y tales que 

lsn( x)I ~ lsn+1(x)I ~ lg(x,c)I , Vn. 
Si Sn = I.:~~ a¡nXA;n , sea tn = I.:~nl a¡nXA;n xlR ::::} g(x, y)= límn-+oo tn(X, y), 
ltn(x ,y)I ~ ITn+1(x,y)I ~ lg(x , y)IVn EN. 
Se obtiene del teorema de convergencia monótona que que ges 11¡-integrable 
{::} g(x , c) es (E(-)f, J) - integrable. 
Se sigue del teorema de convergencia dominada de Lebesgue que. 

r gdv¡ = lím r tndll¡ 
} 1R2 n-+oo } 1R2 

=lím {snd(E1( ·)J, J) 
n-+oo }IR 

Se concluye que: 

{ g(x, c)d(Ei (-)f, J) = { gdv¡ 
}IR }IR2 

o 

Es claro que el teorema análogo para el caso en el que g depende sólo de 
la segunda variable es es cierto. 

Definición 6.0.21. Si ME B(JR2) escribimos v¡(M) = 11M(J). 
Para cada conjunto de Borel M en el plano, definimos: 

11M( x, y)= l/4[11M(x +y) - 111vr (x - y)+ i(11¡1r (:.r: + iy) - llAf (x - iy))] 

Teorema 6.0.50. La fun ción llM es antisimétrica y bilineal. 
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Demostración. Primeramente se demuestra esto para el caso de rectángulos 
medibles. Sean a, b E B(JR). 

Va xb(x, y) =l/ 4[ (E1 (a)E2(b) (x +y), X+ y) - (E1 (a)E2(b)(x - y), x - y) 

+ i( (E1(a)E2(b)(x + iy), x + iy) - (E1 (a)E2(b)(x - iy), x - iy) )] 

= l/4[2(E1(a)E2(b)x,y) + 2(E1(a)E2(b)y,x) 

+ 2i( (E1 (a)E2(b)x, iy) + (E1 (a)E2(b)iy, x) )] 

= l/4[4Re(E1(a)E2 (b)x, y)+ 4ilm(E1(a)E2 (b)x, y)] 

= (E1 (a)E2 (b)x, y) 

En donde en la última parte se usó que E1 , E2 son proyecciones y conmu­
tan entre si. 
Entonces : 

(6.14) 

De 6.14 se sigue lo que queríamos para el caso de rectángulos medibles. Sea :F 
la clase de conjuntos M para los cuales vM es antisimétrica y bilineal, veamos 
que es cerrada bajo complementos. 
sea ME :F, 

VMc(x, y)= l/4[vMc(x +y) - VMc(x - y)+ i(vw(x + iy) - VMc(x - iy))] 

= 1/4[ (x +y, x +y) - vM(x +y) - ( (x - y, x - y) - vM(x - y)) 

+ i( (x + iy, x + iy) - (vM(x + iy) - ( (x - iy, x - iy) - vM(x - iy)))] 

= (x , y) - Vtvt(x , y) 

De la última ecuación es claro que v'Af es antisimétrica y bilineal. 
De hecho de manera análoga a lo anterior se concluye que si B e A 

(6.15) VA - B(x, y) = VA(x, y) - Vs(x , y) 

Por lo tanto :F es cerrada bajo diferencias. 

Sea M = UnEN M; , con M; e M;+¡, M; E :F'</i. 

V1\1(x, y)= lím 1/4[vM,(x +y) - Vtvt;(.T - y)+ i(vtvt;(x + iy) - v11'1;( x - iy))] 
71 --tOO 
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Entonces llM es bilineal y antisimétrica por ser límite de funciones bilineales 
y antisimétricas : . M E F. 
Se concluye que Fes un d-sistema que contiene al 7r-sistema de los rectángu­
los medibles, se concluye 2 que la a- álgebra de los rectángulos medibles 
está contenida en F, de manera que B(JR2

) e F. Entonces vM(x, y) es bili­
neal y antisimétrica para todo conjunto de Borel M. 

D 

Teorema 6.0.51. lvM(x,x)I = vM(x) ~ lxl2VM E B(JR2) 

Demostración. Para la construcción de la medida 11M(x) = llx(M), se cons­
truye primero la medida exterior sobre la potencia de JR2 generada por la 
medida en el álgebra A2 . Esto se puede ver en el teorema de Carathéodory 
citado anterior mente. La medida exterior generada por la medida en el álge­
bra A2 se define como sigue: 

(6.16) v;(M) = ínf {L vx(Cn) : Dn E A2, Me UnEN Dn} 

nEN 

De la definición de 11; , es claro lo siguiente: 

nEN 

n ¡:. m::::} Bn X Cn n Bm X Cm = 0} 

Es claro que llx(B x C) = (E1(B)E2(C)x, x) ~ lxl2, pues E2 y E2 son 
proyecciones. 
Sea { Bn x Cn} que cumple con la ecuación anterior , sea M E B(JR2

) como 
llx es medida positiva, llx(M) ~ llx(UnENBn X Cn) = ¿~= ! llx(Bn X Cn) ~ 
llx{lR2

) = (x , x) D 

Entonces dada M E B(JR2
) , la función 111v1 es bilineal , antisimétrica y 

positiva, entonces cumple la desigualdad de Schwarz. 

( 6.17) 

De manera que a partir teorema de representación de Riesz se puede concluir 
que dada y EH, existe una única y' tal que 11M(x , y)= (x , y')\fx E H. 

2 Libro [9], teorema 1.6.1 

86 



Definimos el operador E1 x E2 =E tal que E(M)y = y'\:/y E H. 
De la unicidad se concluye que E es lineal. Además l(y', y')I = lvM(y', y)I ~ 
IY'l IYI por lo que E(M) es un operador acotado de norma menor o igual que 
l. 
También tenemos (x, E(M)y) = vM(x , y) = vM(Y , x) = (y, E(M)x) = 
(E(M) x, y)\:/x E H\:/y E H. De manera que E(M) es autoadjunto VM E 
B(JR2). 
Es claro que E(0) =O y que E(JR2

) = I d(la identidad en H) . 
Si w n w' = 0, entonces Vwuw'(x, y) = Vw(x, y)+ /Jw1(x, y) = (x, E(w)y) + 
(x, E(w')y) = (x, (E(w) + E(w'))y), de la unicidad de E(wUw'), se concluye 

que E(w U w') = E(w) + E(w'). 
Es claro que para x, y fijos , la función (E( ·)x, y) = vw(x, y) es una medida 
compleja, pues es combinación lineal de medidas positivas finitas . 
Veamos ahora que E(w n w') = E(w)E(w')\:/w, w' E B(JR2) 

Teorema 6.0.52. E(w n w') = E(w)E(w')\:/w , w' E B(JR2
) 

Demostración. Supongamos primero que w = a x b, w' = e x d, e, b, e, d E 
B(JR2). 

Sea 

(E(w)z, z1) = Va xb( z, z1) 
= (E1 (a)E2 (a)z, z1)(por el teorema 6.0.48 y la definición 6.0.21) 

De manera que: 

E(w) = E1(a)E2(b) 

De manera análoga 

E(w') = E1(c)E2(d) 

(E(w n w') x, y) = (E (a ne x b n d)x , y) 

= Vancxbnd(x, y) 
= (E1 (a n c)E2 (b n d) x, y) 

(por el teorema 6.0.48 y la definición 6.0.21) 

= (E1 (a)E2(c)E2(b)E2(d)x, y) 
= (E1 (a)E2(b)E1 (c)E2(d) x, y) 

= (E(w)E(w') x, y) 

De manera que se concluye que E(w)E(w' ) = E(w n w'). 

F = {w E B(JR2
): E(w n N) = E(w)E(N ), V N rectángulo medible} 

81 



Acabamos de demostrar que el conjunto de rectángulos medibles está conte­
nido en F. Veamos de :F es un d-sistema. 
Sean A, B E F, B e A- debemos demostrar que A - B E F. 

(E((A - B) n N)x, y)= V(A-B)nN(x , y) 

= V(AnN)-(BnN)(x, y) 
= VAnN(x, y) - vanN(x, y) 
= (E(A)E(N)x, y) - (E(B)E(N)x, y) 
= ((E(A) - E(B))E(N)x, y) 

= (E(A - B)E(N)x, y) : . A - BE :F 

Supongamos ahora que {Bi}iEN C :F,B¡ e Bi+1Viü, sea B = UnENBn, 
debemos demostrar que B E F. 

(E(B n N)x, y) = (E(UnEN(B; n N)) x, y) 

= VuiENBn nN(x, y) 
= lím VBnnN(x, y) 

n-too 

= lím (E(Bn n N)x , y) 
n-too 

= (E(UnENBn)E(N)x , y) 
: . BE F. 

Se concluye que :F es un d- sistema que contiene al n - sistema de los 
rectángulos medibles, por el lema de las clases monótonas 3 que B(IR.2 ) e F. 
Sea ahora 

9 = { w E B(IR.2): (E(A)E(w)x , y) = (E(A n w) x, y)VA E B(IR.2 )Vx, y EH} . 

Por lo que acabamos de ver, los rectángulos medibles están en 9. 
Análogamente al procedimiento anterior se concluye que g es un d-sistema 
que contiene al n - sistema de los rectángulos medibles. Se concluye por 
el lema de las clases monótonas que B(IR.2 ) e Q. Entonces E(w)E(w') 
E(w n w')Vw , w' E B(IR.2 ) O 

3 Libro [9], teorema 1.6.1 
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De teorema anterior y los comentarios anteriores al teorema, se concluye 
que la función E : B(JR.2 ) -+ P(H) es una resolución de la identidad. 4 . 

De lo anterior se concluye el siguiente teorema. 

Teorema 6.0.53. Sean E1 : B(JR) -+ P(H) y E 2 : B(JR) -+ P(H) dos 
resoluciones de la identidad, entonces existe una resolución de la identidad 
E 1 x E 2 : B(JR.2)-+ P(H) tal que E 1 x E2 (a x b) = E 1(a)E2 (b)Va,b E B(IR) 

Teorema 6.0.54. La resolución de la identidad del teorema anterior es úni­
ca. 

Demostración. Para facilitar notación , denotamos por E= E 1 x E2 . Sea F 
otra resolución de la identidad que satisface lo del teorema anterior,. Entonces 
para los rectángulos medibles tenemos que F(a x b) = E(a x b), Va, b E B(JR.2). 

La medida (F(-)x, x) es extensión sobre B(JR.2 ) de la medida Vx definida en el 
álgebra A2 . Por la unicidad en el teorema de Carathéodory, se concluye que 
vx(w) = (F(w) x, x )Vw E B(JR.2). Por lo tanto (E(w)x , x) = (F(w)x, x)Vw E 
lR.2 . Como 

(E(w)x, y)= 1/4[(E(w)(x +y), x +y) - (E(w)(x - y), x - y) 

+ i( (E(w)( x + iy), x + iy) - (E(w)(x - iy), x - iy) )] 

= 1/4[(F(w)(x +y), x +y) - (F(w)(x - y), x - y) 

+ i( (F(w)(x + iy), x + iy) - (F(w)(x - iy), x - iy) )] 

= (F(w)x , y) 

De manera que F = E. o 
Teorema 6.0.55. Sean B 1 y B2 2 operadores autoadjuntos definidos en un 
espacio de Hilbert H. Supongamos que sus resoluciones de la identidad son 
E 1 , E2 respectivamente y que estas conmutan entre sí. Entonces existe una 
única resolución de la identidad. E 1 x E2 : B(JR.2 ) -+ P(H) tal que. 

(B 1x, y)= { >. 1d(E( ·)x , y) 
J IJ?.2 

(B2z, y) = ¡
2 

>-2d(E(-) z, y) 

"Libro [8] página 316, definición 12.17 
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't:/y E H, 't:/x E Dom(fl 1 ) , 't:/z E Dom(B2), en donde estamos considerando 
JR2 = {(.\ 1, .\2): .\;E JR, i E {1,2}} y denotamos a la medida (E(·)x, y) : 
B(JRI") -+ C tal que w-+ (E(w)x, y) 

Demostración. Primeramente demostramos la existencia. 
Proponemos la resolución de la identidad del teorema 6.0.53, hay que demos­
trar que esta cumple con las condiciones del teorema. 
Para facilitar la notación , ponemos E en lugar de E 1 x E2 • 

(E(w)x, y)= l/4[(E(w)(x +y) , x +y) - (E(w)( x - y), x - y)+ i( (E(w)(x + 
iy), x + iy) - (E(w)( x - iy), x - iy) )]. de manera que si x, y E Dom(B;): 

r A;d(E(w)x, y) = 1/4[ r A;d(E(w)(x +y) , X+ y) Jaz laz 
-1 .A;d(E(w)(x - y), x - y)+ i(1 .\;d(E(w)(x + iy), x + iy) 

]R2 ]R2 

-1 A;d(E(w)(x - iy), x - iy) )] 
]R2 

Del teorema 6.0.49 se obtiene : 

= l/4[k .\d(E;(w)x +y, x +y) - l .\d(E;(w)(x - y) , x - y) 

+ i(k .\d(E;(w)(x + iy), x + iy) - l .\d(E;(w)(x - iy), x - iy))] 

= l/4[(B;(x +y) , X+ y) - (B;( x - y), X - y) 

+ i( (B;x + iy, x + iy) - (B;x - iy, x - iy) )] 

= (B;x , y) 

Supongamos ahora que x E Dom(B;), y EH 
Como Dom(B;) es denso en H, existe una sucesión {Yn} e Dom(B;) que 
converge a y. Entonces 

(6.18) (B;x, y) = lím (B;x , Yn ) 
n --+OO 

= lím f A;d(E(-)x, Yn) 
n--+ oo 

Dada una función medible definida en JR.2 , definimos un operador <P(J) : H-+ 
H tal que cumple lo siguiente: (<P(J)x, y)= fa2 f d(E(-) x, y)5

. Si f es acotada, 
entonces se cumple: [(<P(J)x, y)[ = 1 fa2 fd (E(}r, y)[~ [<P(J)x[[y[ 

5 Libro [8], teoremas 13.24 y 12.21 
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y que !<I>(J)xl2 = f iw.2 lfl 2d(E(·)x , x) . Por lo t anto 1 JR2 fd(E(-)x, y)! ~ 
IYl(ÍR2 lf !2d(E( ·)x, x)) 112

. 

Sea vR = Re((E(·)x,y)) y sea v1 = Im((E(-) x ,y)) . Sean GR y DRlos con­
juntos VR - positivo y vn - negativo de la descomposición de Hahn de la 
medida con signo vn y sean C1 y D1 los equivalentes para la medida v1. 
Sea f una función con dominio el plano y rango los reales y cuadrado integra­
ble con la medida (E(w) x , x) , sea Un} una sucesión de funciones acotadas y 

medibles que converge a f de manera creciente (es decir, lfnl ~ lfn+i l\fn EN). 
lfxcRlfnldvnl = IRe(f xcRlfnld(E(·)x,y))I ~ lf xcR lfnld(E(-) x, y)I 
= (<I>(xc R lfnl)x, Y) ~ l<I>(lfnlXc R)xl!yl = IYl(f lfnl2XcRd(E(·)x, x) ) 112 ~ 
IYl(f lfnl 2d(E(·)x, x) ) 112

. 

De manera análoga 1 J XDR lfnldvnl ~ IYl(f lfnl 2d(E(· )x , x) ) 112
, 1 J Xc1 lfnldv1I 

~ IYl(f lfnl 2d(E( ·)x, x) ) 112
, 1 J XD 1 lfnldv1I ~ IYl(f lfnl2d(E(-) x, x ) )1

1
2

. 

De manera que 

(6.19) 

J lfnldll(E(·)x,y)ll ~ IYI(/ lfnl
2
d(E(-)x,x)) 112 ~ IYl (f lfl

2
d(E( ·)x,x) )l /

2 

En donde !l(E(·)x, y)I! es la variación de la medida compleja (E(·)x, y). 

Como la sucesión lf n 1 es creciente y converge puntua lmente a f, se si­
gue del teorema de convergencia monótona que límn-+c>o J 1f n1 di! (E ( · )x, y) 11 = 

flfld ll(E(-)x, y)!I ~ 1Ylf lfl 2d(E(-)x , x) . Por lo tanto f E L1( ll(E(-)x , y) ll) 
y 

(6.20) 1 J fd(E(-) x, y)I ~ IY I(/ lfl 2d(E (-):r,x) )l /2 

Ahora, si x E Dom(B;) entonces ,.\ es cuadrado integrable con la medida 
(E1 (·) x, x) (en donde IR = {A : ,.\ E IR} ) , de manera que por el teorema 
6.0.49 A; es cuadrado integrable con respecto a la mc<lida (E(·)x , x). Si {y11 } 

es como en 6.18 tenemos: 

91 



1 { >.id(E(·)x, y) - { >.id(E(-)x , Yn)I 
J JR2 J JR2 

= { >.id(E(-)x, Y - Yn) 
J JR2 

~ jy - Ynl J >.¡d(E(·)x, x) -7n-4oo O. 

De esto último y de 6.18 se obtiene: 

(6.21) 

(Bix, y)= lím { >.id(E(·)x, Yn) = { >.id(E(·)x, y)Vy EH, Vx E Dom(B;) 
n-400 }JR2 }JR2 

Con esta última ecuación acabamos de demostrar la existencia. En seguida 
demostramos la unicidad. 
Sea F una resolución de la identidad que cumple con las premisas del teorema, 
hay que ver que F = E. 
Definimos las funciones F1 , F2 : B(IR) -7 P(H) como sigue: 

Como 

F1 ( w) = F ( w X IR) 

F2 (w) = F(IR x w) 

{ Xwx lRd(F(-)x, y)= (F(w X IR)x , y) 
J JR2 

= (F1(w)x,y) 

= 1 Xwd(F;(-)x , y) 

Entonces para cualquier función simple s que no dependa de la segunda 
coordenada y para cualquier constante c tenemos que. 

(6.22) { sd(F(·) x, y) = { s(>. 1 , c)d(F,(·) x ,y) 
} JR2 }IR 

Sea x E Dom(B1), entonces por hipótesis se tiene que >. 1 es cuadrado 
integrable con respecto a la medida (F(·)x , x) y como la medida es finita , 
también es absoluto integrable. Sea {sn} , S n : IR -7 IR una sucesión 
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de funciones simples que convergen de manera monótona a,\ (es decir,lsnl ~ 
lsn+1 IVn E N), entonces si Sn = ¿:::ni ai,nXAi,n) sea tn = ¿:::~ ai,nXA ;,n xlR1 se 
obtiene que la sucesión { tn} converge de manera monótona a .A. 1, entonces 
por el teorema de convergencia monótona f1R2 l.A.;ld(F(·)x,x) = 
límn--->oo JIR2 ltnld(F(-) x, x), y por 6.22 esto último es igual a lo siguiente 
límn--->oo JIR lsnld(Fi ( · )x, x) y por el teorema de convergencia monótona, esto 
último es igual a J l.A.ld(F1(·)x,x). Se concluye del teorema de convergencia 
dominada de Lebesgue lo siguiente: 

(6.23) { ,\1d(F(·)x,x) = { .A.d(F1(·)x,x)Vx E Dom(B1) 
Í1R2 }IR 

y de manera análoga 

{ .Aid(F(·)x,x) = { .A.2d(F1(·)x,x)Vx E Dom(B1) 
Í 1R2 }IR 

Si x,y E Dom(B1), como (F(w)x,y) = 1/4[(F(w)(x + y),x +y) -
(F(w)(x - y), x - y)+ i( (F(w)(x + iy), x + iy) - (F(w)(x - iy), x - iy) )] y 
(F1 (w)x, y) = 1/4[(F1 (w)(x+y), x +y)- (F1 (w)(x-y), x -y) +i( (F1 (w)(x + 
iy), x + iy) - (F1 (w)(x - iy), x - iy) )], se obtiene. 

(6.24) (B1x, y) = { .A. 1d(F(·)x, y)= { ,\d(F1 (-)x, y)Vx, y E Dom(B1) 
}IR2 }IR 

De manera análoga a la construcción de 6.18-6.21, se concluye que. 

(6.25) 

(B 1x, y)= { >'Id(F(-)x , y)= { >..d(F1 (-)x , y)Vx E Dom(B1 )Vy EH 
}IR2 }IR 

De la unicidad en el teorema espectral6
, se concluye que F 1 = E 1• De 

manera análoga F 1 = E2. 
Entonces F(w x IR)= E 1(w)Vw E B(IR) , F(IR x w) = E2 (w)Vw E B(IR) . 
Entonces F(w¡ X IR)F(IR X W2) = F(w¡ X IR n IR X w2) = F(w¡ X W2) = 
E 1 (wi)E2(w)2Vw 1,w2 E B(IR) . Por el teorema 6.0.54 , se concluye que F = 
E¡ X E2 

o 
6 Libro [8] teorema 13.30 
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Capítulo 7 

Los operadores de onda y el 
operador de dispersión 

Sea J la función J : L2 (IR.2 ) --+ L2 (D) dada por J(</>) = xn</>, En donde 
n = JR.2 - K y K es compacto y O E Kº. O bien , J es la identidad si K = { 

o} 

Definición 7.0.22. Sean HA y H0 como en el capítulo 2. Definimos los ope­
radores de onda como sigue: 

W±(A) := s _ lím eitHAJe - itHo 

t -+:'.:oo 

Teorema 7.0.56. Los Operadores de onda existen y son isométricos, para 
toda A E AK(aK, Bn) , además si A 1, A2 E AK(aK, Bn) con A2 = A 1 +V'-\ , 
en donde ,\ es como en el capítulo 1 entonces 

(7.1) 

En donde ,\00 es como en el capítulo 2 

Demostración. Sea X E C 00 (D) que satisface t;;(x) =O en una vecindad de K 
y x(x) = 1 para 1-T I ~ M, son !VI suficientemente grande. 

Primeramente sabemos por la demostración del teorema 2.0.24 que 
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En donde IJI es la transformada de Fourier en L2 (1R2
). 

De manera que Ha+ 1 = IJl-1 (A2 /(2m) + l)IJI, el operador multiplicar por 
A2 + 1 es acotado e invertible , con inverso el operador multiplicar por >. 2~ 1 . 

El inverso del operador Ha+ 1 es entonces IJl- 1 >. 2~ 1 IJI que es acotado. 

Afirmación 7.0.5. Sea {un} e L2(1R2) una sucesión acotada en L2(1R.2), 
entonces {wn} tal que Wn =(Ha -1)- 1

un es acotada en W 2
•
2

. 

Demostración. Como la transformada de Fourier es una isometría, entonces 
{un} es acotada también. 

1A/~ 1 unl ~ lunl = lunl, i E {1, 2} 

Como (A1 - A2) 2 ~O, A1A2 ~ Ai +A~::::} 

1 A1 A2 u 1 ::; líi 1 
1 + A2 n - n 

1 
además (Ha+ 1t1 = IJl- 1 ~1J1 , por lo tanto 

1 + /\ 

Nótese que podemos hablar de la norma de las derivadas distribucionales 
de Wn por que de hecho están en L2 (JR2 ) por los teoremas 2.0.22 , 2.0.23 y 
la demostración del teorema 2.0.24.Para acotar la norma de estas derivadas 
usamos el teorema 2.0.21 y el teorema de Plancherel. 
Se concluye que la sucesión { Wn} es acotada en W 2

•
2

• O 

Afirmación 7.0.6. El operador 

(1 - x (x))(Ha + l) - 1es compacto 
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Demostración. Por el teorema 5.0.44 la función: 

W 1
'
2 --+ L2(BM(O)) 

u --+ ulaM(a) 

Es compacta, como { Wn} es acotada en W 2
,
2

, entonces es acotada en 
W 1,2 , por lo tanto la sucesión {wnlsM(aJ} tiene una subsucesión convergente 
que denotamos { w;n }nEN· Como 1 - X tiene soporte en B M (O) y 1 - X E 

Cg"(BM)(O) =>la sucesión {w;n}nEN es convergente en L2(JR) por lo tanto el 
operador (1 - x)(Ha + 1)-1 es compacto. D 

Si <PE D(Ha) = w2'2(JR2) entonces: sea 'ljJ =(Ha+ l)<P 

Pues (Ha+ 1)- 1 y e-tHo conmutan, pues son ambas funciones de P. 
Como por el teorema 4.0.39 Ha es absolutamente continua, se sigue del lema 
4.0.13 que 

e-itHo'ljJ -+débilmente 0, t -7 OO. 

Sea { tn} e lR con límn--700 tn = OO. 

Entonces { e-itnHo'ljJ} es acotada, pues e-itHo es unitario. Como (1-x(x))(l + 
H - Ot 1 es compacto, existe una subsucesión de { e-itn Ho 'lj; } que denotamos 
por {e- it;n H0 7/J }nEN tal que la sucesión {(1 - x(x))(l + Ha) - 1e-it;nH0 '1/;} es 
convergente . Como e-itnHo'lj; 
-+débilmente O, entonces (1 - /\:(x))(l + Ha)-le-it¡n Ho 'lj; -+débilmente o, se sigue 
que (1 - x(x))(l + Ha)-le-it;nHo'lj; -+fuertemente O. 

Hemos demostrado que dada una sucesión { tn} existe una su bsucesión { t;"} 
tal que (1 - /\:(x))(l + Ha) - 1e-it;n H0 '1j; -+fuertemente O, de esto se sigue que (1-
1\:(x))(l + Ha)- 1e-itnHo'lj; -+fuertemente O, y como tn es una sucesión arbitraria 
que converge a infinito, se concluye que (l-x(x))(l+Ha)- 1e-it Ho 'ljJ -+fuertemente 

O,(t-+oo). 
Sea 7/Ji = (1 - x(x))(l + Ha)- 1e-itHo 'ljJ, entonces límHoo 7/J1 =O. Se sigue que 
lím eitH(A). i, = O pues como eitH(A) es unitario O < lím leitfl<A).1. ¡ < l--700 'Pt , ' = l--700 <p = 
lím¡_,00 'l/;1 =O. Entonces se ha demostrado que si <PE Dom( Ha) => 
lím¡_,00 eitH(Al(1 - /\:(x))e-itHo<P =O. Esto implica que si <PE Dom(Ha) 
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lím eitH(Alxe-itHº</>existe {::} 
t-+oo 
lím eitH(A) Je-itHº</>existe. 

1-+oo 

Y en el caso en que exista 

lím eitH(A)xe-ilHo</> = 
1-+oo 
lím eilH(A) Je-itHo</> . 
t-+oo 

Además como ieitH(A)Je-itHo</>I ~ l</>I , si demostramos que 
límt-+00 eitH(A)Je-itHo</>. existe V</> en un denso en Lz(JR.2) , obtenemos que 
límHoo eitH(A)Je-itHo'ljJ existe V'lj; E L2 (JR2). 

Probaremos que W+(A) existe, la demostración para W_ es análoga. Por lo 
dicho en las anteriores líneas , es suficiente demostrar que existe el límite 
para las funciones <l>v tales que 'J;v E Cff(Bmh(mv)), Vv, h con lvl > 8h , ya 
que el conjunto de estas funcione es denso en Lr. 
Note que <l>v = eimv·x<t>o con </>o E Cf)°(Bmh(O)). Tomemos por lo pronto las 
funciones Af,Q del capítulo 1 tales que: 

(7.2) 

En donde F(jx - Q - VTj ~ jT /41)</> = X{x:lx-Q-ih l~IT/4l }<P 

Lema 7.0.14. 

En donde 

(7.3) 
-Af,Q · P (-P · Af,Q) + (Af,Q)2 1 

V(x, P) =x(x)[ + ] - -[(6x) + 2i(\7x) · P 
m 2m 2m 

+ 2Af,Q · (Px)] 
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Demostración. Como 4>v E C0 (Bmh(mv)) => cf>v E S(JR.n). 
Pero e-itHº<l>v = IJr 1e-it>.2

/ 2mJ;v, como e-it>.2
/ 2m E C00 (1R.2), se sigue que 

e-itHºc/>v E S(JR.2), y de esto es claro que 

(7.4) xe-itHºc/>v E S(JR.2), cf>v E S(JR.2) 

como S(JR.2) e W 2'2(1R.2) => cf>v E Dom(Ho) 

Afirmación 7.0.7. Sea x5(JR.2
) = {xu: u E 5(1R.2)}, entonces: 

Demostración. recordamos como es que se define H(A) en el capítulo 2. 
Definimos q;1(</>, 't/J ) = ((P - A)</>, (P- A)'lj;) de dominio CJ(O). 
Construimos después la cerradura de qA como sigue: 
u E Dom(ifA) si existe una sucesión {un} C CJ(O) tal que Qa(un - um) -+ 

O, (m,n-+ oo) y Un-+ u. 
Sea f E 5 ,hay que ver que xf E Dom( if A). 
Sea 'ljJ E C0 (1R.2 ) tal que 'ljJ = 1 en B1(0) C lR.2 . Sea fr(x) = 'ljJ (rx)f(x) ,r >O, 
es claro que fr E C0 (JR.2 ). 

Si g es un polinomio y a E N2
, entonces. 

g(x)(Dª(f - fr))(x) = g(x) L Cab(Dª- b J)(x)rlbl((Db(l - 7/;) )(rx)) 
b.:;a 

Nuestra elección de 7j; muestra que 

Db(l - 'lf; )(rx) = OVbYJx l ~ 1/r, b-/- O 

Como f E 5, Dª- b f E 5, se sigue que la suma de arriba tiende a O cuando r 
tiende a O . es decir , fr -+ 5 f Ur tiende a f en la topología de S). 
Se obtiene que D(JR.2) = C0 (JR.2) es denso en 5(1R.2). 
Sea 7/Jn (x ) = 'lf; (x/n) , entonces 7/Jn f -+5 J(n-+ oo), de manera que 7/Jnf -+L 2 (IR

2
l 

J. 
Por otro lacio Ax es acotado , pues A es acotado fuera ele una vecindad del O y 
x es cero en una vecindad del O, de esto se sigue que. Ax'lf;nf -+L 2 (IR

2 l Axf, de 
manera que la sucesión {A(x'lf;nf)} es ele Cauchy en L2(.IR.2). Sea fn = 'lj;n f , 
entonces xfn -+L 2 (IR

2
l x f , como D"x tiene soporte compacto para lal ~ 1, 

entonces Dªx E C0 (1R.2 ) , Vial ~ 1 entonces como Dª fn -+L 2 (IR
2
l Dª f => 
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DªxDb f n -+L21R
2 

DªxDb fVa, b E N2
, a ;;::; b 

=> Dª(xfn) -+L2(R
2

) Dªxf. 

=> -i'\l(xfn) -+L2(1R2,IR2) -i'\l(xf) 

Entonces la sucesión { ( P - A) xf n} es de Cauchy en L2 (IR2
, JR.2) y ( P -

A)xfn --+ (P - A)xf en L2(IR2). 

Como xfn E CJ(S1) se concluye que xf E Dom(ifA) y que si g ES 

(7.5) iiA(Xf, xg) = ((P - A)xf, (P - A)xg) 

o 

Afirmación 7.0.8. xs E Dom(H(A))Vs ES 

Demostración. Recordamos como se definió H(A) en el capítulo 2. 
En este caso H = L2 (S1). Denotamos por H+ 1 = (Dom(ifA), (., ·)+i), en 
donde. 

H _ 1 es el espacio de funcionales continuas en H + 1. H se incluye en H _ 1 por 
la función j tal que 

Dada </> E H + 1, definimos el elemento B ( <P) E H _ 1 tal que 

B(<P)(?/J ) = (?/J , <P) 

Entonces el dominio de H(A) es D(H(A)) = { ?jJ E H +1 : B?j; E Ran(j)}. 
Entonces: H(A)?f; = j - 1 B - 1 en donde I es la identidad. 
Se f E S hay que ver que x.f E Dom(H(A)).Para tal propósito debemos 
demostrar que existe h EH tal que iiA(rP, xf) + (</J, xf) = (<jJ , h)V<f> E H+1· 
Supongamos primero que <PE Dom(qA), de la afirmación 7.0.7 se sigue: 
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iJA(rP, xi)+ (r/J, xf) = ((P - A)r/J, (P - A)xf) + (r/J, xf) 

= (PrjJ, Pxf) - (PrjJ, Ax!) - (ArjJ, Pxf) + (ArjJ, Ax!) + (rjJ, xf) 

Como xf E C00 (1R2
), f E S y Axf =O en una vecindad de K 

= (r/J, P2xf) - (r/J, P ·Ax!) - (r/J, A· Pxf)(r/J, A2xf)(r/J, xf). 

= (r/J, P2(xf) - P · Axf - A· Pxf + A2xf + xf) 

Además por la elección de A, A y sus derivadas en primer orden son acotadas 
en fuera de una vecindad de K, como f E S, x se anula en una vecindad de K y 
es infinitamente diferenciable, se tiene que P 2 (xf)- P · Axf -A· Pxf +A 2xf + 

xf E L2(1R2) , entonces sea h = P 2(xf)-P · Axf -A· Pxf +A2xf + xf. 
Si rjJ E Dom(iJA), entonces existe una sucesión de funciones rPn tales que 
rPn --+ r/J y Se tiene ij A ( r/J, XJ) = límn--too qA ( rPn, XJ), de manera que QA ( r/J, XÍ) + 
(r/J,xf) = límn-->ooqA (rPn,XJ) + (r/Jn,Xf) = límn-->oo(rPn, h) = (r/J,h) por lo 
tanto. 

iJA(rP , xf) + (r/J , xf) = (r/J, h)Vr/J E Dom(iJA) 

Se concluye entonces que xf E Dom(H(A)) y además que 

(7.6) H(A)(xf) = P 2(xf) - p. Axf - A. Pxf + A2xf 

o 
Si rjJ ES=> rjJ E Dom(H0 ) , ademáse- itHor/J ES, de manera que x(x)e-itHorjJ E 

Dom(H(A)). 

Afirmación 7.0.9. Si rjJ ES entonces eitH(Alx(x)e-itHorjJ es derivable y 

Demostración. Para la demostración haremos uso del siguiente hecho. 

Teorema 7.0.57. 1 sea Q(t) un semigrupo de un parámetro, A su generador 
infinitesimal, y x E Dom(A) , entonces la función Q(t)x es derivable y 

1 Libro [8], página 376 

d 
-d Q(t) x = AQ(t)(x) = Q(t)A(x) 

t 
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En el caso de e-itHo, su generador infinitesimal es -itH0 y en el caso de 
eitH(A), su generador infinitesimales itH(A) 2 . Sean X(t) = x(x)e-itHo</J, Y(t) = 
eitH(A). 

lím Y(t + h)X(t + h) - Y(t)X(t) = lím Y(t + h)X(t + h) - Y(t + h)X(t) 
h->0 h h->0 h 

Y(t + h)X(t) - Y(t)X(t) 
+ h 

1, Y( h)X(t + h) - X(t) 
= lm t + h 

h-tO 

1, Y(t + h) - Y(t)X() + lm h t 
h-tO 

Pero límh_,0 Y(t+h~-Y(t) X(t) = Y(t)iH(A)X(t), pues X(t) E Dom(H(A)) y 
por el teorema 7.0.57. 
Veremos ahora que límh->O Y(t+h)(X(~+h)-X(t))) = Y ( t) dd~ ( t) . 

lím Y(t + h)(X(t + h) - X(t))) _ Y(t) dX (t) 
~o h & 
= lím Y(t + h)(X(t + h) - X(t))) _ Y(t + h) dX + Y(t + h) dX _ Y(t) dX 

h->0 h dt dt dt 

= lím y ( t + h) ( (X ( t + h) - X ( t))) - dX ) + lím (Y ( t + h) - y ( t)) dX 
h->0 h dt h->0 dt 

=O pues IY(t)I ~ lVt E lR 

Se concluye entonces que. 

o 

De 7.6 obtenemos que si f E S : 
H(A)(xf) = P 2(xf) - P · Axf - A · Pxf + A2xf Como f es derivable 

2 Libro (8] página 383 
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en n y x = O en una vecindad de K, entonces podemos derivar la anterior 
expresión de la manera usual, usando la fórmula para la derivada del producto 
obtenemos: 

A· P -(P ·A+ A2
) 1 

H(A)(xf) = x(x)[-- + ]! - -(6x 
m 2m 2m 

+2i(Vx). P) + 2A. (Px))f - -
1 

x6f 
2m 

Entonces, sea f = e-itHº<Pv : 

(7.7) 
A·P -(P·A+A2

) . 1 
H(A)xf - xHof = x(x)[--- + ]e-itHº</Jv - -(6x 

m 2m 2m 
+2i(Vx) · P) + 2A · (Px))e-itHº</Jv 

Entonces de 7.7 y la afirmación 7.5 se obtiene. 

d itH(A) ( ) -itHo ,.¡.. e X x e 'Yv _ itH(Alv( P) -itHo,.i.. - e x, e 'f/v 
dt 

en donde 

A· P -(P ·A+ A 2
) 1 

V(x, P) = x(x)[-- + ] - -(6x 
m 2m 2m 

+ 2i(Vx). P) + 2A. (Px)) 

Como el teorema fundamental del cálculo es válido también para este tipo 
de derivadas, se obtiene: 

ei tH( A)x(x)e -it/-/o</Jv - x(x)</Jv 

= 1t :t (eitH (A)x (x)e-itHo<Pv) 

De manera que 

lím eitH(A)x(x)e-itHo<Pv 
t -->oo 

= W+(A)<Pv 

= x(x)</Jv + 1 00 :t (eit/-/(A)x(x) e-it/-/o</Jv) 
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D 

Elegimos ahora A = Af,Qcomo en el capítulo 1 que satisfaga 7.2 y para 
facilitar la notación , seguimos escribiendo A en lugar de Af,Q_ 
Sea g E Cgo(Bmh(O)) que satisfaga g = 1 en el soporte de ~o De 7.2 xA = 

xAF(( l.r - Q - vt l > lv!l/4)). ~ ~ 
Como <Pv = eimv·xq;o::::} <Pv(P) = <Po(P - mv) y q = 1 en el soporte de <Po 

(7.8) g(P - mv)</Jv = <Pv 

se sigue: 

lxAe -itHº(P - mv)<Pvl = lxAF(lx - Q - vt l > lvtl/4)e-itHº(P - mv)<Pvl 

= lxAF(lx - Q - vtl > 1vtl/4)e-itHº(P - mv)g(P - mv) 

(F(lx - QI ~ lvt l/8) + F(lx - QI > lvt l/8) eimv·xq;o l 

(7.9) 
~ lxAF(lx - Q - vtl > 1vtl/4)e-itHº(P - mv)g(P - mv)F(lx - QI ~ 1vtl/8) ll<Pol 
+ lxAlleitHollg(P- mv)(P - mv)llF(lx - QI > !vt!/8)</>ol 

Nótese que g(P - mv)(P - mv) es un operador acotado porque sop(g) es 
compacto, además leitHo l ~ 1 y lxAI es acotado ,de manera que existe una 
constante b1 tal que 

(7.10) 

lxAlleitHollg(P - mv)(P - mv)llF(lx - QI > lvt l/8)</Jol ~ b, IF(lx - QI > lvtl/8)</>ol 

Por la demostración el corolario 3.0.2, tomando p = O 

lxAF(lx - Q - vtl > 1vtl/4)e-itHº(P - mv)g(P - mv)F(lx - QI ~ lvtl/8)l l<Pol 
(7.11) ~ lxAIC1(l + lvt l/8)-1 

Afirmación 7.0.10. Si <P E S(JR2
) , Q E JR2 y r E JR , entonces existe una 

constante b2 tal que: 

lf(lx - QI > lvtl/r)</JI ~ b2(l + lvtl/r) -1 
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Demostración. Como <PE S, entonces sea C tal que 

sup( {l(l + lx - Ql)1<P(x)I}) =e 

Entonces 
l<P(x)I ~ C(l + lx - Ql)-1\lx 

De manera que: 

lf(lx - QI > lvtj/r)<PI ~ b2(1 + lvtl/r)-1 

o 
Como <Po E Ssea b2 tal que. 

(7.12) lf(lx - QI > lvtj/8)</>ol ~ b2(1 + lvtl/8)-1 

De 7.9, 7.10, 7.11 y 7.12 se obtiene que existe b3 tal que 

De manera análoga, se demuestra que 

(7.14) lxAe-itHºmv<Pvl ~ b4(l + lvtl/8) - 1 

(7.15) lx( \7 A+ A2)e-itHº<Pvl ~ bs(l + lvtl/8t1 

IL.x(x)e-it Ho <Pv l = IL.x (x)(F(lx - vt l > lvtl/4) + F(lx - vt l ~ lvt l/4))e-itHº <Pvl 

= L.x(x)(F(l x - vt l > 1vtl/4))e-itHºg(P - mv)F(lxl ~ lvtl/8)<Pv 

+ L.x(x)(F(lx - vt l > lvtl/4))e-itHog(P - mv)F(lxl > lvtl/8)</Jv 

+ L.x(x)(F(lx - vtl ~ 1vtl/4))e- itHog(P - mv)F(l x l ~ 1vtl/8)<Pv 

+ L.x(x)(F(lx - vt l ~ lvtl/4))e - itHog( P - mv)F(lxl > 1vtl/8)<Pv 

Además 

IL. x (x) F( lx - vtl > lvtl/4)e-itHog( P - mv)F(lxl ~ lvtl/8)<Pvl ~ bBIF( lx l ~ lvtl/8)<Pol 

IL.x(x)F(lx - vtl ~ lvtl/4)e- itHog(P - mv)F(lxl ~ lvtl/8)<Pvl ~ b1 IF(l xl ~ lvtl/8)<Pol 

105 



Por lo tanto: 

(7.16) 
l6 (x) e- itHo</>vl ~ bs[lxF( lx - vtl > lvtl/4)e-itHog(P - mv)F(lx l ~ !vtl/4)11</>ol 

+bs[l6xF(lx - vtl ~ lvtl/4)e-itHog(P - mv)F(lxl ~ lvil/4)11</>ol 

+IF(lxl > lvtl/8) </>ol · 

(7.17) l6x(x)F(lx - vtl ~ lvtl/4)e-itHºg(P - mv)F(lxl ~ lvt/81)! ~ 

bgl6x(x)F(l x - vt l ~ !vtl /4)1 

~ bgl6x(x)F(l x l ~ 3!vt!/4)1 

~ b10(l + lvtl/8) -l 

La última igualdad es porque 6x E Ccf(lR2
) e S(JR2 ) y por la afirmación 

7.0.10. 

De la afirmación 7.0.10, de 7.16, 7.17 y del corolario 3.0.2 se obtiene que 
existe una constante b11 que depende de 1 tal que: 

(7. 18) 

Ahora demostraremos que existe una constante b, 2 tal que 
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IY'x. (P - mv)e- itHo<Pvl ~ 

IF(lx - vt l > !vtl/4)Y'x · e-itHº(P - mv)g(P - mv)F( lx l ~ lvt l/8)<Pvl 

+ IF(lx - vtl > 1vtl/4)V'x · e-itHº(P - mv)g(P - mv)F(lxl > lvtl/8)<Pvl 

+ IF(lx - vtl ~ 1vtl/4)V'x · e-itHº(P - mv)g(P - mv)F(lxl ~ 1vtl/8)<Pvl 

+ IF(lx - vtl ~ lvtl/4)V'x · e-itHº(P - mv)g(P - mv)F(lxl > lvtl/8)<Pvl 

~ b13[IF(lxl > 1vtl/8)<Pol + IF(l x - vtl > 1vtl/4)e- itHo(P - mv)g(P - mv) 

F(lxl ~ lvtl/8)</>vl 

+ IY'xF(lx - vtl ~ 1vtl/4)e-itHo(P - mv)g(P - mv)F( lxl ~ !vt !/8)</>vl] 

~ b14[1F(lxl > lvt l/8)<Po l + IY'xF( lx - vtl ~ lvt l/4) 1 
+ IF(lx - vtl > lvt l/4)e-itHo(P - mv)g(P - mv)F(lx l ~ lvtl/8)<Pvl] 

~ b14[IF(lxl > lvtl / 8)<Po l + IY'xF(lxl > 3!vtl/4)1 
+ IF(l x - vtl > lvt l/4)e-itHo(P - mv)g(P - mv)F(lxl ~ lvtl/8)<Pvl] 

Como cada una de las coordenadas de V' x están en S, se sigue de la 
última ecuación , de la afirmación 7.0.10, y del corolario 3.0.2 que existe una 
constante b12 tal que 

(7.19) IY'x · (P - mv)e- itHº <Pvl ~ bn(l + lvtl/8(1 

De manera análoga concluimos que existe una constante b15 tal que. 

(7.20) 

De 7.19 y 7.20 obtenemos que existe una constante b16 

De manera similar probamos que existe una constante b17 que depende 
de 1 tal que 

(7 .22) 
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De 7.13 y 7.14 obtenemos que existe una constante b18 tal que 

De 7.15, 7.18, 7.21 , 7.22 y 7.23 obtenemos que existe una constante C1 t al 
que 

(7.24) IV(x, P)e-itHº<Pvl ~ C1(l + lv l)(l + lvtl/8)-1, Vl EN 

Entonces, sir, s E IR.+ , O~ 1 J: eitH(a)V(x, P) e-itHº<Pv l ~ J; C1(l+lvJ)(l+ 
!vtl/8) - 1 --+ O(s, t--+ oo). Se concluye que la red {ar}, r E IR.+ tal que ar = 
J; eitH(A)V(x , P)e- i tHo<Pv es de Cauchy. de manera que existe la integral. 

100 eitH(a)V (x , P)e-itl-lo<Pv 

De manera que W+(A)<Pv existe, y como los elementos de la forma <Pv son 
densos en L2 (IR.2 ) , se sigue que W+(A)<P existe V<P E L2 (1R.2 ) y para todo A 
que cumpla con 7.2. 

Sea A E A(o:K, BK) arbitrario. Sea A(J, Q) que satisface 7.2 y sea A como 
en el capítulo 1 tal que A= Af,Q + \7 .\. Por el teorema 2.0.20 se cumple: 

(7.25) 

Por el teorema 3.0.26, si E(w), w E B(IR.) es la resolución de la identidad 
para H(Af,Q), entonces é X( x) E(w)e- i>-.(x) es la resolución de la identidad para 
H(A). 

Por lo tanto, 

(eitH(Al J ,g) = J eit>.d(E( ·)e- i>.(x) f , e-i>.(x) g ) 

(eitl-l(Af.Q)e- i>.(x) f , e-i>.(x) g ) 

Se concluye que 

eitH(A) = ei>.(x)ei tH(Af·Q)e-i>.(x) 

(7.26) W + (A) <Pv = ei>. (x) s - lím ei tH (Af.Q)e-i >.(x)e - itll o<l>v 
t--toc 
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Afirmación 7.0.11. La multiplicación por e-i>.(x) - e- i>.oo(x) es compacto, en 

donde ,\'° ( x) es como en el capítulo 1 

Demostración. Por el teorema 5.0.44 , la función 

(7.27) 

Es compacta 

hr : W 2
•
2 (lR2

) ---+ L2(Br(O)) 

hr(J) = JIBr(O) 

Como la multiplicación por (e -i>.(x) - e-i>.oo(x)) es continua, entonces la 

función 

(7.28) 

hr : W 2
•
2 (lR2)---+ L2(Br(O)) 

hr(j) = (e-i>.(x) - e-i>.oo (x))flsr(O) 

Es compacta. Pero , como se mostró en el capítulo 1, i>.(x) - >. 00 (x)I ~ 
Ji:i a(r)dr para lx l ~ M en donde K e BM(O) . Como eiy es uniformemente 

continua en [-oo, oo] (porque es periódica y continua ) , dada E > 03<5 > O 
tal que si IY - z l < ó, leiy - eix l < E. 

Como a E L1 (JR) =} dada o > O, 3ro > M E lR tal que Ír~ a(r)dr < o Si 

lx l >ro=} i>.(x) - Aoo (x )I <O=} le-i>. (x) - e-i>.oo(x) I <E 
Entonces sir> O, (f lhr(J) - (e-it>.(x) - e-it>.oo (x))Jl2)1/2 = (f Br(O)< 1e- it>.( x) -

e-i>.00 (x}121fl2)1 /2 =~ Elfl 2. 
Por lo tanto lhr - (e-i>.(x) - e-i>.oo(x) ) I < E'ir > ro, entonces (e -i>.(x) -

e-i>.oo(x)) = límr->oo hr en donde el límite es tomado con la topología inducida 
por la norma de operadores, como el conjunto de operadores compactos es 
cerrado en el espac io de los operadores continuos, y hr es compacto \:/r, se 
concluye que e- i>.(x) - e-i>.oo(x) es un operador compacto. O 

Como por el lem a 4.0.13 y por el teorema 4.0.39, límdevil e-itHºcf>v = 
O y (e- i>.(x) - e- i>. oo(x) )es compacto , entonces se sigue como en la discu­
sión posterior a la afirmación 7.0 .6 que s - límt->oo e-i tH(Af·Q) J(e-i>.( x) -
e-i>.oo(xl)e-i t110</>v = o. 
De manera que 
s _ límt _,ooeitH (Af.Q)e- i>.(x) J e-itllocf>v = s _ 1ím eitH(Af .Q) J e- i >.00 (xJe-itHoc/>v, 

siempre que exista cua lquiera de los dos límites. 

109 



Se concluye. 

(7.29) W+(A)<l>v = ei>.(x) s - lím eitH(Af ,Q)je-i>.oo(x)e-itHo<l>v 
t -;oo 

Si </> E L2 (.IR2
) , entonces </> define una distribución temperada, por lo que 

haremos los siguientes cálculos en el sentido de distribuciones temperadas 
extendiendo el concepto del operador P de la manera natural (en los que 
haremos uso del teorema 2.0.21 ) . 
Denotamos por w a la transformada de Fourier. 

eitHoX¡e-itHo</> = w- leitp2 /(2m) Wxi w-1 e-itp2 /(2m)¡ 

= w- leitp2 /(2m) ww- 1 iJ_e- itp2 /(2m) $(p) 
api 

= w-leip2/2mi( - 'i2tp;/(2m)e-itp2 /2m$(p) + e-itp2/2m J_ $(p)) 
8p; 

a ~ 
= w-'(i -

8 
+ (t/m)p;)</>(p) 

Pi 

= (w- 1(t/m)p;W + x;w- 1\Ti)<t> 

= (x; + P;t/m) </> 

Entonces , 

(7.30) 
eitHºx; e-itHo</> =xi+ P;t/m(en el sentido de distribuciones temperadas .) 

Queremos ver que la igualdad anterior la tenemos en el sentido usual. 
Primeramente veremos que los dominios de los dos operadores son iguales. 
Dom(e-tHox;e-itflo) = {1> E L2 : x;e-itflo</> E L2} ={</>E L2 : x; w- 1e-itp2/2m$ E 

L2 } = {1> E L2 : i 8~;e- itp 2 / (2ml$ E L2 } esto último se debe al teorema 2.0.22. 

Es directo verificar que 0~, (e- itp2/2m$(p)) = - it/mp; e-itp2
/
2m$(p)+ 

e-itp2 
f2m ( a~, $(p) )(en el sentido distribucional) . 

Pero -i(t/m)p;e- itP
2
/2m$(p) +e-itp

2
/
2m D~;$ E L2 <=> (t/m)p;$(p)+i 8~,$(p) E 

L2 <=> w - 1 ((t/m)p;$(p)+i 0~,$(p)) E L 2 <=> (x;+P;t/m)</> E L2W E Dom((x;+ 
P;t/m)). 
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Se concluye que 

(7.31) eitHºx;e- itHo<P = x; + P;t/m(en el sentido usual) 

Como x; es autoadjunto y e- itHo es unitario, entonces x; + P;t/m es au­
toadjunto, por lo tanto, tiene su resolución espectral. Sea E; la resolución 
espectral de x; y sea F; la resolución espectral de x; + P;t/m, entonces se 
sigue de 7.31 y del teorema 3.0.26 que F;(w) = eitHºE;(w)e- itHo. 
Se define la función F : B(JR.2 ) ---+ P(H) , en donde P(H) son la proyecciones 
sobre el espacio de Hilbert L2 (JR2

) como sigue: 

(7.32) 

En donde E1 x E2 es Ja resolución de la identidad producto definida en 
el capítulo 6. 
Es fácil verificar que F define una resolución de la identidad y que cumple 
que (x; + P;t/m<P, 'l/; ) = Jll?.2 x;d(F(· )<P, 'l/; ). 
Por la unicidad en el teorema espectral para dos operadores, obtenemos que: 

(7.33) 

Si,\: JR.2 ---+ lR es medible , se define ,\(x +Pt/m): L2 (1R2 )---+ L2 (JR2
) como 

Ja función que cumple lo siguiente 

(7.34) 

(-\(x + Pt/m) </>, 'l/; ) = f' ,\((:r:1, x2))d(E1 x E2 (-) e-itlio<P, e- itHo ,l/J ). 
}Jl?.2 

= (,\(x )e- itHo<P, e-itHo'l/J ) 

= (eitl/o ,\(:r )e- itHo<P , 'l/; ) 

De manera que 
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(7.35) ,\(x + Pt/m) = eitflo ,\(x)e-itflo 

Supongamos ahora que ,\ es homogénea de grado O y continua cuando la 
restringimos a la esfera 5 1. 

Como mx/t + P = m/t(x + Pt/m) , se sigue que si G : B(JR2
) ---+ P(H) es la 

resolución de la identidad para mx/t + P, entonces G(w) = F1 x F2(wt/m), 
puesto que. 

(m/t(x; + P;t/m)cp, V;) = J x;d(F1 x F2(w)m/tcp , V;) 

= J x;m/td(F1 x F2(w)cp, V;) 

= J Xid(F¡ X F2(w(t/m))</>, V;) 

Entonces se sigue de la unicidad del teorema espectral para dos operadores 
que G(w) = F2 x F2(wt/m) 

(,\(mx/t + P)<P, V;) = J ,\((x 1, x2))d(G(w)cp, V;) 

Se obtiene que 

(7.36) 

= J ,\((x1, x2))d(F1 x F2(wt/m)cp, V;) 

= J ,\(m/t((x1), x2))d(F1 x F2(w) cp , V;) 

= J ,\((x¡ , X2))d(F1 X F2(w)<P , V;) 

= (,\(x + Pt/m)cp , V;) 

,\(mx/t + P) = ,\(x + Pt/m) 

En el siguiente cálculo se hacen las operaciones en el sentido de distribu­
ciones temperadas. 
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e- ix2m/(2t) P;eix2 m/(2t)<P = e-ix2 m/(2t)(-i)~</Jeix2m/(2t) 
OX¡ 

= e-ix2m/(2t) (-ieix2m/(2t) ( imx/teix2 m/(2t) + eix2m/(2t) ~<P)) 
OX¡ 

= mx/(t)<P + P<P 

Para verificar a partir de lo anterior que los operadores x / ( tm) + P y 
e-ix2m/(2t) P;eix2m/(2t) son iguales, hay que verificar que sus dominios son los 

mismos; esto se hace de manera semejante a 7.31, de manera que se omite el 
cálculo. Entonces: 

(7.37) 

Sea h; la resolución de la identidad para P.¡, entonces se concluye como 
antes que la resolución de la identidad para xm/t + P es e-ix

2
m/(2t) h1 x 

h2eix
2
m/(2t), de manera que se demuestra como antes que 

(7.38) >.(xm/t + P) = e-ix2m/(2t) >.(P)eix2m/{2t} 

Y por 7.36 se obtiene que 

(7.39) >.(x + tP /m) = e-ix2m/(2t) >.(P)eix2 m/(2 t) 

Sea f E L2(1!~.2). 
Se sigue del teorema de convergencia dominada de Lebesgue que límt-+oo eix

2
m/(2t) J = 

f, como>. es acotada, entonces >.(P) es continua, por lo tanto límt-+oo >.(P) eix2m/(2t) J 
= >.(P)f , de manera que 

(7.40) lím e-ix2 m/{2t) >.(P)eix2m/( 2t) = >.(P) 
t-+oo 

De 7.35 y 7.39 se tiene que e-ix2 m< 21l >.(P)eix2 mf( 2t) = eitHo >.(x)e- itHo, por 

lo tanto. 

(7.41) lím eit Ho >.(x)e-itHo f = >.(P)f 
t-+oo 
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Pongamos ahora e - i.Aoo(x) en lugar de .\(x) , entonces de 7.41 y de 7.29 se 
sigue: 

(7.42) 

W+(A)</>v = e-i.A(x) lím eitHAf,QJe-itHoeitHoe-iAoo(x)e-itHo</>v 
t--+oo 

= ei.A(x)W+(Af,Q)e-i.A00 (P)</>v 

Como los 4>v son densos en L2 (1R2), se concluye que. 

(7.43) 

Esto último prueba la existencia del operador de onda al igual que la 
fórmula para cambio de norma en el potencial magnético, ya que el mismo 
argumento se puede usar para el caso de dos potenciales A1yA2 arbitrarios. 

o 
En el caso de W _ procedemos como antes usando el hecho de que ,\00 ( x + 

Pt/m) = .\00 (-mx/t - P). 
El hecho de que los operadores de onda son isométricos es una consecuencia 
de que eitH(A) y e-itHo son unitarios y que (1 - xn)(Ho + 1)-1 es compacto. 
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Capítulo 8 

Aproximaciones para los 
operadores de onda 

Definición 8.0.23. Dado v E JR.2 definimos 

Dv := {x En: X+ VT E DVT E IR} 

En donde v = v/lv l 
En este capítulo se demuestra Jo siguiente: 

Teorema 8.0.58. Para toda A E A(aK, BK ), para toda </>o E C0 (Dv)· 

l(e - imvxw±(A) eimv·x _ e-if0±
00 v·A(x+í!T)dr)1>ol = O(l/v), V -t 00 

El trabajo en este capítulo está encaminado a demostrar el teorema que 
se acaba de enunciar. 
Como </>o E C0 (Dv)· la distancia entre K y el conjunto {x: x =y- vT,T E 

IR, y E sop(</>0 )} es positiva, de manera que existe una función /'i, E C 00 (!R2 ) 

tal que es cero en una vecindad de K y es 1 en el conjunto { x : x = y+ VT, T E 

IR, y E sop( </>0)} U { x : lxl ~ M} para alguna M suficientemente grande. 
Introducimos la notación A(x) = /'i,(x)Af,Q(x). En donde Af,Q es como en el 
capítulo l. 

(8.1) H, := l /lvle-imv·x Ho eimv·x. 

H2 := l /lv le-imv·x H(Af,Q)eimvx 

Obsérvese que el operador u( 1>) = eimv·x</> es unitario de adjunto u - 1 ( 1> ) = 
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Veamos como es e-it Hi . 

Usando el teorema 3.0.26 obtenemos que la resolución de la identidad 
para e-imv r H 0eimv·x es e-im·x E0eimv·x , en donde Eo es la resolución de la 
identidad para H 0 . 

Es fácil verificar (por medio de la unicidad en el teorema espectral) que da­
do un operador autoadjunto B en un espacio de Hilbert H, la resolución 
de la identidad para 1/lv!B es la función F : B(JR) ~ P(H) dada por 
F(w) = E(wlvl) en donde E es la resolución de la identidad para B. 
Entonces (e-itH1 ¡, g) = J e-it>.d(E(wlvl)eimv·x f , eimv·xg) = J e-it/ lvl>. 
d(E(w) e- mv·x J, eimv·xg) 
= (e-itmv·xe-it /l vlHoeitmv·x J, g). 
De manera que e-itH¡ = e-imv·xe-it/lvlHoeimv·x. 
De manera análoga se concluye que eitH2 = e-imv·xeit/lvlH(Af·Q)eimv·x. 
Entonces se concluye de lo anterior , de la afirmación 7.0.6 y de los comen­
tarios siguientes a ésta que 

(8.2) e- imv·xw+ (Af,Q)eimv·x = 8 _ lím eitH2K,( x)e-itH1 
n-400 

Como A(x + vT) = Af,Q(x + 'ih)\:/x E sop(</>0), entonces 

(8 .3) (e-imv·xw+(Af,Q))eimv·x _ e-i f;'v·(Af·Q(x+íh))dT)</>o 

= 8 _ lím [ei tH2 K,e-itH1 _ ef~ v·A(x+íh)dT] </>o 
t -400 

Sea g E C0 {lR2
) tal que g(k) = 1, lkl ~ 1 y g(k) = O, lkl ~ 2. Entonces como 

</>o E S(lR.2 ) . 

l(g(p/lvlP) - l) io(P)I ~ XBw(o)clio(P) I 

=> lg(p/lvlP - 1 )~o(P) I~ ~ r l~o l 2 . 
lsw(o)c 

Sea M = sup{ {1 + lpl) 2N+2~(p) } 

~ r M/(1 + IPl)2N1;(1 + IPl)2 

J B¡ u¡p( O) c 

~ NI/( l + lvlP)2
N 1

2 
1/(1 + lpl) 2 

~ C/lv/2Np 
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En donde C es una constante, de manera que como la transformada de 
Fourier \II es una isometría, 1w- 1((g(p/lvlP)-1)J;0 (p))I ~ C/lvlPN, se obtiene 
lo siguiente: 

(8.4) l(g(P/lvlP) - l)ef>ol2 = 0(1/lvlPN), lvl -too, p >O. 

Como 1>o = 1>o - g(P/lvlP)ef>o + (P/lvlP)ef>o y leitH2K;e-itH11 
~ 1, IK;e-if0

00 v·A(x+vrdr)¡ ~ 1:::} i(eitH2K;e-itH1 _ K;e-if0
00 v·A(x+vrdr)) 

(1>o - g(P/lvlP)ef>o)l2 = 0(1/vNP),v -too 

Para demostrar el teorema 8.0.58 es suficiente demostrar: 

(8 .5) lím i[e itH2K;e-itH1 _ K;e-if:v·A(x+vr)dr]JI = O(l/v), v -too. 
t-HX> 

En donde ~ = g(P/lvlP)ef>o 

Lema 8.0.15. Sea h E C 1 (JR2 ) , tal que ella y sus primeras derivadas son 
acotadas, entonces el operador 8

8 h contiene en su dominio a W 1•2 (JR2 ) y x , 

restringido al espacio W 1
•
2 es igual al operador g;; + h 8~; (el dominio del 

operador 8~ ; es W 1
•
2 (JR2

)). 

Demostración. Como C0 (JR2
) es denso en L2 (lR2

), sea { 1>n} C C0 una suce­
sión que converja a f en L2 , sea 1> E C0 (JR2

) , entonces J 1>n1>- J f 1> ~ l1>n -
!1~11>1~ , de manera que 1>n -tD' J, es claro además que h(x )ef>n -tD' h(x)f , 
pues h es acotada. 
Como 1>n E C0 , entonces sus derivadas distribucionales coinciden con las 
derivadas normales y también es cierto que 8~; hef>n = 1>n 8~; h + h 8~; 1>n (ya 
sea en sentido distribucional o normal) . 
C D' 8 D ' 8 j 8 h d ( 8 ) D' orno <Pn -t f =? 8----: <Pn -t -8 . como -8 . es acota o, -8 h <Pn -t 

X i X1 Xi Xi 

( 8
8 h)f. Por lo tanto 8

8 (h1>n) = (8
8 h)ef>n + h 8

8 1>n -t 0
' ( 8

8. h)J + h8
8J , 

X1 X 1 X 1 X i X1 X 1 

pero 8~, (h </>n ) -t 0
' 8~, (hf) , se concluye que hf E W 1

•
2 (lR2

) y que 8~, (hf) = 

( 8~; h)f + hd 8~, f O 

Teorema 8.0.59. 

(P _ .4. ( x )) e- if~ vA(x+vr)dr = e- if~ v · A(x+vr)dr (P _ b(x .t)) . 

- t - - 2 - -
En donde b(x, t) := A(x+vt) + J~ (v xB)(x +v µ)dµ y (vx B) = ¿ 1= 1 (F;1)v1, F;1 

8 - 8 -=-A - - A 8x; J 8:cJ 1 
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Demostración. Notemos primero que como la función h(x) = 

e-i ¡¿ v·A(x+vr)dr es derivable y sus primeras derivadas son acotadas, entonces 
hf E W 1•2\lf E W 1•2 y además sif E W 1•2 , h- 1 f E W 1•2 de manera que 
hf E W 1•2 {::} f E W 1•2 . Del lema anterior se sigue que: 

(8.6) (P; _ A(x))e-i f¿v·A(x+iir)dr 

11 8 - . rt - A-( - )d 
= - V· -A(x + 11T)dTe-'Jo v· x+vr r 

o ax; 
+ e-i ¡¿ v·A(x+vr)dr pi - e-i ¡¿ v·A(x+vr)dr A 

Por otro lado, 

(v x B)1(x + vµ) = (
8
8 

A2v2 -
8
8 

A1v2)(x + vµ) 
X¡ X2 

( a A- ~ a A- ~ a A- ~ a A- ~ )( ~ ) = -
8 

2V2--
8 

¡V2--
8 

¡V¡+-
8 

¡V¡ x+vµ 
X¡ X2 X¡ X¡ 

=v· 
8
8 

A(x+vµ)-
8

8 
(A1(x+vµ)) 

X¡ µ 

r1 (v x B)(x + vµ)dµ = 11 

v. 
8
8 

(A(x + vµ))dµ lo O X¡ 
- Ai(x + vt) + Ai(x) 

Por lo tanto, 

(8.7) 1t (v x B) 1(x + vµ)dµ = 1\; · 
8
8 

(A(x + vµ))dµ 
O O Xi 

- A. 1 ( x + vt) + .4 1 ( x) 

De manera análoga, 

(8.8) 1
1 

(v x B)2(x + vµ)dµ = 11 

v · 
8
8 

(A(x + vµ) )dµ 
O O X¡ 

- A2(x + vt ) + A2(x) 

De 8.6, 8.7 y 8.8, se obtiene lo que queremos. o 
Observación 8.0.6. b(x , t) E C 1 (JR2 , JR2 ) 
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Demostración. Vemos que (v x B) 1 = (V x A)v2 y v x .82 = -(V x A)v1, de 
manera que para ver que b(x,t) E C 1(IR2, ][e) , es suficiente ver que V x A E 
c1(IR2). 
A = KAf,Q, y K = O en una vecindad de K, como Af,Q y sus primeras 
derivadas son continuas fuera cualquier vecindad de K, entonces V x Af,Q 
en sentido distribucional y en sentido usual coinciden cuando restringimos el 
dominio de la distribución V x Af,Q a conjuntos abiertos que no intersectan 
a una vecindad de K, por lo tanto, si u es una vecindad cerrada de K en 
la que K se anula y v = uc, entonces V x Af,Q(x) = BR(x)\:/x E v(ya que 
BR es la derivada distribucional de Af,Q y porque tanto V x Af,Q y BR 
son continuas en v). Sea u 1 una vecindad cerrada de K , en donde K se 
anula, sea u2 una vecindad abierta de k contenida en u 1, sea u una vecindad 
compacta de K contenida en u2 y sea v = uc, entonces V x KAf,Q(x) = 
KV' x (Af,Q)(x) + Af,Q( ~ - ~ )(x) = KBR(x ) + Af,Q( ~ - ~)(x)\:/x E v y 8x 1 8x2 8xi 8x2 
también V x KAf,Q(x) = O\:/x en una vecindad de av .Como BR E CJ(ñ) , se 
concluye que la función definida por: 

G(x) = R 8xi 8x2 
{

KB (x) + Af,Q (~ - ~) 

o 

Esta en C 1{IR2
) , y es claro que G = V x A. 

si x E v 

si x E ve 

o 
Teorema 8.0.60. Sea 1> E S(IR2 ) , entonces e-i f~ - Tv·A(x+vµ)dµK</> E Dom H 2 

Demostración. Para facilitar la notación , pondremos A en lugar de Af,Q. 
Es suficiente demostrar que si </> E S{IR2 ), entonces eimv xe-i f~ - T v A(x+vµ)dµ K</> E 

DomH( A) Sea QA(1> , 1/J ) = l /{2m)((P - A)</> , (P- A) 'ljJ) como en el capítulo 
2. Con dominio Có {D) . 
Si </> E S, existe una sucesión de funciones { <Pn } C D(IR2

) tal que <Pn -+ 5 </> 
(pues D es denso en S) , por lo tanto, <l>n -+5 </> y Pj </>n -+ 5 Pj<P (en don­
de Pj = -i 8~ ) . Como A es acotado y sus primeras derivadas también , 

) 

e-i ¡~ - T v·A(x+vµ)dµ A</>n -+ e-i ¡~ - T v A(x+vµ)dµ A</> y Pje-i ¡~ - T v·A(x+vµ)dµ c/>n -+ 

Pje-i ¡~ -T v?\(x+vµ)dµcj;. 

Por lo tanto, (Pj-Aj) e- if¿-r:u i\(x+vµ)dµKc/>n-+ (Pj -Aj)e- if¿ - Tv· .<l (x+vµ)dµKc/>. 

Pero e-; ¡¿ -Tv·A(x+vµ)dµKc/>n E CJ(D) = Dom(qA), por lo tanto, 
e - i f~ - Tv fl(x+vµ )dµ eimvxK</> E Dom(q

11
) I 

1Libro [l ], página 283, teorema 5,3 
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Sea g = eimv·xK:(x) y sea f = e-;¡¿-Tv·A(x+vµ)dµc/J. Veamos que fg E 

Dom(H(A)) . 
Sea h E Dom(qA) 

((P - A)f g, (P - A)h) = ((P - A+ A - Á)f g, (P - A+ A - Á)h) 

= ((P-Á)Jg, (P-Á)h) + ((Á- A)(P-Á)Jg,h) 

+ ((Á - A)J g, (P- Á)h) + ((Á- A) 2 J g, h) 

Procedemos a analizar cada uno de los términos. 
TERMINO 

((P - A)f g, (P - A)h) 

Como tanto f como g son derivables en JR2 , entonces (P - Á)(Jg) = g(P -
A)f + J(Pg) y por el teorema 8.0.59 esto último es igual a lo siguiente: 
g(e-;¡¿+rvA(x+vµ)dµ)(P - b(x, t - T))c/J + J(Pg) , entonces: 

(P - A)(Jg) = g(e-;¡¿+rv·A(x+vµ)dµ)(P - b(x, t - T)) c/J + J(Pg) 

Como cjJ E S y b(x, t) es acotado al igual que g y sus derivadas, entonces 
(P - Á)fg se anula en infinito. Como b(x,t) E CJ(IR2 , IR2

) , entonces (P­
Á)f g E C 1 (!R2 , !R2 ) , de manera que podemos integrar por partes para obtener. 

(8.9) ((P-Á)fg,(P-A)h) = ((P-Á) 2 fg ,h) 

Aplicando de nuevo el teorema 8.0.59 obtenemos: 

(8.10) 

(P - A)(P - Á)fg = (P - A)(ge- ;¡¿-Tv·A(x+vµ)dµ(P - b(x , t - T))efJ + J(Pg)) 

= e- ;¡¿-Tv·A(x+vµ)dµ [(Pg)(P - b(x , t - T)) c/J + g(P - b(x , t - T))· 

(P - b(x , t - T))c/J + (Pg)(P - b(x , t - T))c/J + c/J((P · P)g)] 

Obsérvese que como bes acotado, entonces (P - Á)(P - Á)f g E L2 (IR2 ) 

TERMINO 
((Á - A)(P - Á)J g, h) 
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(A - A)(P - A)J g =(A - A)J(Pg) +(A_ A)ge-if~- rv·A(x+vµ)dµ 

(8.11) (P - b(x, t - 7))1> 

Es claro que (A - A)(P - A)f g E L2 (1R2 ) 

TERMINO 

((A - A)f g, (P- A)h) 

Como AK es derivable en JR2
, podemos integrar por partes y obtenemos: 

(8.12) ((A - A)f g, (P - A)h) = ((P- A)(A - A)f g, h) 

(P - A)(A - A)J g = (AK - AK)jeimv·x 

= (P - A)(AK - A)Jeimv·x 

= J(P(AK - A)eimv·x) + (AK - A)eimv·x(e-if~-rv·A(x+vµ)dµ(P - b(x, t - 7))1> 

Por lo tanto, 

(8.13) 

((.4 - A)f g, (P - A)h) = 

(J(P(AK - A) eimv·x) + (AK - A)eimv·x(e-if~-T v·A(x+vµ)dµ(P - b(x, t - 7))1>, h) 

Como las primeras derivadas de A son acotadas , entonces (P - .4)(A -
A)f g E L2(1R2 ) 

TERMI NO 

( 8.14) ((A - A) 2 J g, h) 

A este término no le tenemos nada que hacer y es claro que está en (L2 JR2 ). 
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Por 8.9 8.14 , obtenemos: 

(8.1 5) ((P- A)f g, (P - A)h) = (e-if¿-rv·A(x+íiµ)dµ 

, h) 

[(Pg)(P - b(x, t - T))<P + g(P - b(x, t - T)) · (P - b(x, t - T))<P 

+ (Pg)(P - b(x, t - T))<P + <P((P · P)g)] 

+(A - A)f(Pg) +(A - A)ge-if¿-rv·A(x+íiµ)dµ(P - b(x, t - T))<P 

+ J(P(AK, - A)eimv·x) 

+ (AK, - A)eimv·x ( e - i J¿ -T v·A(x+íiµ)dµ 

(P - b(x, t - T))<P +(A - A)2 f g 

Como el primer término en el producto interior está en L2 (JR2 ) y la ecuación 
se cumple para toda h en el dominio de qA, y, por lo tanto, para toda h en 
el domino de QA, por la construcción de QA 2 , se sigue de la demostración del 
teorema 2.0.18 que f g E Dom(H(A)) y que 

(8 .16) H(A)(Jg) = l/(2m)e-if¿-rv·A(x+íiµ)dµ 

[(Pg)(P - b(x, t - T))<P + g(P - b(x, t - T)) · (P - b(x, t - T))<P 

+ (Pg)(P - b(x , t - T))c/J + <P((P · P)g)] 

+(A - A)f(Pg) +(A - A)ge-if¿- rv A(x+íiµ)dµ(P - b(x, t - T))<P 

+ J (P(AK, - A) eimv·x) 

+ (AK, - A)eimv·x ( e-i J¿ -T Íi· A(x+íiµ)dµ 

(P- b(x , t - T)) <P +(A - A)2 fg 

2 Libro [l], página 283 
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Lema 8.0.16. Sea <PE S, entonces: 
H2e-i ¡~-T v·A(x+vµ)dµ y¡, - e-i ¡~-T íi·A(x+vµ)dµy¡,[H1 - v . A(x + (t - T)v)])<P = T1 + 
1'2 + T3, en donde 

(8.17) T1 = 

2-e-i ¡~ - T v·A(x+vµ)dµ 
lvl 

{- 1/(2m)[y¡,[P · b(x, t - T) + b(x, t - T)P - b(x, t - T)2] 

+ (6y¡,) - 2(Py¡,) · P + 2b(x, t - T) · (Py¡,)J}<P 

(8.18) T2 = I~ ( -i ¡~ - T íi A(x+vµ)dµ [ 

y¡,/(2m)[-P ·(A - A)+ IAl 2 
- (A) 2

] 

- y¡,/(m)[(A - A)· (P - b(x, t - T) +A)] 

- 1/(m)((Py¡,) ·(A - A)) } <P 
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Demostración. 

H
2
e-i ¡¿-r v·A(x+vµ)dµ"' 

- e-i¡¿-r v·A(x+vµ)dµK[H1 - v. A(x + (t - T)v)])<P = 

1/ (2m) 1/lvle-imv·x [ e-i ¡¿-r v·A(x+vµ)dµ 

[(Pg)(P - b(x, t - T))<P + g(P - b(x, t - T)) · (P - b(x, t - T))</> 

+ (Pg)(P - b(x, t - T))</> + </>((P · P)g)] 

+(A - A)J(Pg) +(A - A)ge-i¡¿-·v·A(x+vµ)dµ(P - b(x, t - T))<P 

+ J(P(AK - A)eimv·x) 

+ (AK _ A)eimv·x(e-if¿-rv·A(x+vµ)dµ 

(P - b(x , t - T))</> +(A - A) 2 f g] 

- e- ;¡¿ -rv·A(x+vµ)dµ)K[H1 - v. A(x + (t - T)v)])<P 

= 1/lvl (1/ (2m) )e-i ¡¿- r v·A(x+vµ)dµ 

[[((PK) + mvK)(P - b(x, t - T)) + K(P2 
- p . b(x, t - T) - b(x, t - T). p 

+ b(x , t - T)
2

) + ((PK) + mvK)(P - b(x , t - T)) + mv2 + 2mv. (PK) + (P2
K) 

+(A - A)· ((PK) + mvK) +(A - A)K(P - b(x, t - T)) 

+ (P · (AK - A))+ mv · (AK - A) 

+ ( AK - A) . ( p - b( X, t - T)) + (A - A) 2 
"'] </> 

- K/(2m)(mv2 + 2mv · P + P 2 
- v · (A(x + (t - T)v))) </>] 

Nótese que V. b(x, t - r) =V. (A(x + v(t - r)) + J;(v X B)(x + vµ))dµ = 

V. A(x + v(t - T)) + J;(v X B)(x + vµ). vdµ =V . A(x + v(t - r)). 
La última ecuación es igual a lo siguiente: 
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e-i ¡~-T v·A(x+vµ)dµ 

[ - l/(2mlvl)[K[P · b(x, t - r) + b(x, t - r)P - b(x, t - r) 2
] 

+ 6.K - 2(PK). P] 

K/(lvl2m)[-P ·(A - A)+ IAl2 
- (A)2

] 

- K/(lvlm)[(A - A)· (P - b(x, t - r)) +(A· A) - (A) 2
] 

- l/(mlvl)((PK) ·(A - A)) 

+ (PK). V - K(A - A). V 
+ l/(2mlvl)[KP2 + 2((PK) · b(x, t - r) + mvK · P - mvK · b(x, t - r)) 

+ K/(2mlvl)(m2v2 
- m2v2 + 2imv · \7 + \72

)] + K(v · A(x + (t - r)v))] <f,>. 

= e-if~-Tv·A(x+vµ)dµ 

[ - l/(2mlvl)[K[P · b(x, t - r) + b(x, t - r)P - b(x, t - r) 2
] 

+ 6.K - 2(PK). p + 2b(x, t - r). (PK)] 

K/(lvl 2m)[-P ·(A - A)+ IAl2 
- (A) 2

] 

- K/(lvlm)[(A - A)· (P - b(x, t - T)) +(A· A) - (A)2] 

- l/(mlvl)((PK) ·(A - A)) 

+ (PK) . V - K(A - A). :u] <P 

De manera que: 

H
2
e - i ¡~ - T v·A(x+vµ)dµ K 

_ e- i 1¿ - T ¡¡ A(x+vµ)dµ K[ H
1 

- v. A(x + ( t - T )v)])<P 

En donde T1, T2 y T3 son como 8.17, 8.18 y 8.19, respectivamente. O 

Teorema 8.0.61. Sea~ como en 8.5, entonces: 
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(8.20) 

(eitH2 Ke-itH1 _ Ke-i J~ v·A(x+íh)dr)J = 11 
dTeirli2i[H2e- i Jt' v·A(x+íiµ)dµ K 

-e-if~ -T v·A(x+íiµ)dµK( H1 - v. Á(x + (t - T)v))]e-irH1J. 

D emostración. 

Se sigue como en la afirmación 7.0.9 que 

!!:_ ( e-itH2 Ke - i f~ v·A(x+íir)dr eilff 1 )J = 
dt 
( e-ilH2 ( -i) [H

2
e-i f~ íi A(x+íir)dT K 

- e-if~ Íi·A(x+íir)dT K(H¡ - V. Á(x + vt))]eil/J¡ )J 

De manera que 

Entonces: 

(K _ e-í1H2Ke -if~íi·A(x+íiT)dTeítH1 )J = 

11 
[e-íz lh ( i) [ H2e- i fo' v·A(x+íiµ)dµ K 

- e- ifo' íiA(x+vµ)dµK(H1 - V. Á(x + vz))]eiz 111 ]Jdz 
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(eitH2K,e-itH1 _ K.e - if~v·A(x+vr)dr)J = 

= eitH2¡1t [e-i zlh (i)[H
2
e-if; v·A(x+vµ)dµK, 

- e-iJ;v·A(x+vµ )dµ/'i,( H¡ - v . A(x + vz))]eizH1]Je-itH1 Jdz = rfot[ei(t -z)H2 

(i )[H
2
e-if0' v·A(x+v1< )t1µ/'i, 

- e-if; v·A(x+vµ)dµK,(H 1 - v. A(x + íiz ))Je- i(t -z)Jdz = 

= ¡fot [ei(t-z )H2 (i)[H
2
e-if0' v·A(x+vµ)dµK, 

- e-iJ;v·A(x+vµ)dµ/'i, (H¡ - v . A(x + vz))]e-i(t-z)Jdz 

= 1 t dTeirH2 [H2 e-i f~-Tv·A(x+vµ)dµK, 

- e-i f~ -TvA(x+vµ )dµK,(H1 - v . A(x + (t - T)v))]e-ir H1JdT 

En el siguiente cálculo usaremos el teorema 3.0.28. 

(8.21) 

T¡e-irH1J = e-imv·xeimv·xr, e-imv·xe-i flo r/lvleimv·xJ = 

= e-imv·x .2_e- i j~ - T v·A( x+v¡L)dµ 
lvl 

[ - l / (2m) [11:[( P - rnv) · b(x, t - T) + b(x, t - T)(P - mv) - b(x, t - T) 2] 

+ (.6./'i,) - 2(PK). (P - mv) + 2b(x, t _ r). (PK.)J ]e- iflor/lvleimv xJ 

Supondremos de ahora en adelante que A = Af,Q es tal que 

(8.22) .-1.(x)F(lx - Q - vr l ~ lrl/4) = O 
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Observemos que por el teorema 3.0.27, para O ~ T ~ t , 

IA(x + v(t - T))F(lx - Q - VT I ~ T /4)1 = leiP·v(t-T) A(x) 

(8.23) F(lx - Q - Vtl ~ T/41)e _¡p.(t-T)I 

~ IAF(l x - Q - vtl ~ t/4)1 =o 

También se cumple lo siguiente, si µ , T ~ O: 

(8.24) 
IB(x + vµ)F(lx - Q - VTI ~ T/4)1 = leiP·vµBF( lx - Q - VT - vµI ~ T/4)e_¡p.í)µI 

~ IBF(l x - Q - v(T + µ)I ~ (T + µ)/4)1 =o 

Pues IAF(l x - Q - v(T + µ)I ~ (T + µ)/4)1 =O, y por lo tanto: 

(8.25) b(x , t - T)F( lx - Q - VT I ~ T/4) = 0'1fr E (O, t) 

Nótese que 

(8.26) eimvx~ = eimv·xg(P/ lvlP)e-imv·xeimv·x</>o 

= g(p ~l~v )eimv·x</>o 

Por la demostración del corolario 3.0.2 sabemos que llF(lx - Q - vtl > 
lvtl/4)e-itHo F( P~;nv)F(lx - QI ~ lvtl/8)11 ~ C1(l + lvtlvP /8)-1 si tomamos 
en lugar de t, T /lvl , obtenemos que, 

llF(lx - Q - vTI > T/4)e -iT/lvl Ho F(p ~Pmv)F(lx - QI ~ ITl/8)11 ~ 
(8.27) C1(1 + rvP /8) - 1 

Si T /8 - hl v!PITl/lvl ~ O, en donde p puede ser O. 

Demostración. Primero analicemos el término 

r¡,b(x , t - T)P 
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/'i,b(x, t - T) · Pe-irHiJ = 

= /'i,b(x, t _ T). Pe- imv·xe-iT/lvlHoeimv·xJ 

· · /1 lfl p - mv · = /'i,b(x , t - T). Pe-zmv·xe- ir v ºg( lvlP )e'mv·xc/>o 

(por 8.26) 

= /'i,b(x, t - T). e-imv·xeimv·x Pe-imv·xe-ir/lvl Hog(p ~,~v )eimv·xc/>o 

. . /1 IH P- mv . 
= /'i,b(x, t - T)e-zmv·x. (P - mv)e-ZT v ºg( lvlP )e'mv·xc/>o 

(por el teorema 3.0.28) 

. . / l IH P-mv . 
= /'i,b(x, t - T)e-zmv·x. e-ir v º(P - mv)g( lvlP )e'mv·xc/>o 

= /'i,b(x, t - T)e-imv·x · F(lx - Q - vTI > T/4)e-ir / lv lHo(P - mv)g(p l~l~v)eimv·xc/>o 

(por 8.25) 

= /'i,b(x, t - T)e-imv·x · F(lx - Q - vTI > T/4)e -ir/lvlHog(P l~l~v)(P - mv)eimv·xc/>o 

= /'i,b(x, t - T)e-imv·x. F(lx - Q - vTI > T/4)e-ir /lvl Hog(P l~l~v)eimv·xiv- l(Pc/>o) 

En donde 1IJ es la transformada de Fourier, y usamos 3.0.28 

sea 'lj; = eimvx iv - 1(P c/>o) E S(!R.2) 

= /'i,b(x , t - T)e-imvx · F(l x - Q - vTI > T/4)e -ir/lvl Hog(p l~l:v ) 'lj; 

. . /1 IH p - mv 
= /'i,b(x, t - T)e -zmvx · F(lx - Q - vT I > T/4)e - ir v · 0 g( lvlP )F(l x - QI ~ T/8) ·tj; 

. . /1 IH p - mv + /'i,b(x, t - T)e-imvx · F(lx - Q - vTI > T/4)e - lT v ºg( )F(lx - QI > T/8) '1j; 
lv lP 

Por lo tanto, 
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(8.28) 

Kb(x, t - T) · Pe-irHiJ = 
P-mv 

~ C(IF(lx - Q - VTI > Tj4) e-ir/lvl Hog( vP )F(lx - QI ~ T/8)117/JI 

+ IF(l x - QI > T /8)7/JI) 

~ C1(l + ITl/8) - 1(si v/4;; h) 

La última ecuación es porque 'lj; E S(JR.2) y por 8.27, tomando p =O, en 
donde tomamos !vi suficientemente grande para que podamos elegir h tal que 
g E CQ°(Bmh(O)) 

Analicemos ahora el término P · b(x, t - T). Es claro que P · b(x, t - T) = 
(P · b(x, t - T)) + b(x, t - T) · P, el término b(x , t - T) · P ya fue estudiado 
anteriormente, de manera que nos ocupamos del otro término. 

K(P · b(x, t - T)) e-irHi J = 

K(P. b(x, t _ T)) e-imv·xe-ir/lvlfloeimv·xJ = 

K(P. b(x, t - T) )e-imv·x F(lx - Q - VTI > T / 4)e-ir/lvlHo g( p ~Pmv )eimv·x</Jo 

(Por 8.25 y 8.26) 

. · ¡¡¡H P-mv =K(P·b(x,t-T))e-zmv·x F(l x -Q-vTl> T/4) e- zr v ºg( vP ) 

F(lx - QI ~ T /8)eimv·x<Po 

. . /1 111 p - mv + K(P · b(x, t - T))e - zrnv·x F(lx - Q - VTI > Tj4) e-zr v ºg ( vP ) 

F(lx - QI > Tj8) eimv·x</Jo 
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Por lo tanto, 

(8.29) 

lh:(P. b(x, t - T))e-iTHiJ1 ~ 

C[IF(lx - Q - VTI > ITl/4)e-tT /lv lHog(p ~Pmv)F(lx - QI ~ llT/8l)ll <Po l 

+ IF(lx - QI > ITl/8)<Pol] 

~ C1(l + ITl/8)-1 

La última ecuación es porque <Po E S(IR2
) y por 8.27, tomando p = O, 

en donde tomamos lvl suficientemente grande para que podamos elegir h tal 
que g E Cg<'(Bmh(O)). 
Procedemos a analizar el término (b(x , t - T)) 2e-i7 H 1J. 

(8.30) 

l(b( x, t _ T))2e - iTfl1 JI = b(x, t _ T)2e-imv·xe-iT/lvlHo eimvx Jo 

2 · · /1 IH p - mv · = lb(x, t - T) e-imv·xe-iT v ºg( )eimv·x<Pol(por 8.26) 
vP 

= lb( x, t - 7)2 F(lx - Q - VTI > ITl/4) e-imvxe-iT/lvl11og( p ~Pmv )eimv·x<Pol 

(por 8.25) 

~ lb(x , t - T)2 F(lx - Q - VTI > ITl /4)e-imvxe-iT/lvlflog(P ~Pmv ) 
F(lx - QI ~ ITl /8)eimvx<Pol 

+ lb(x , t - T)2 F(lx - Q - VTI > ITl / 4)e- imv·xe-iT/lvlflog( P ~Pmv) 
F(l x - QI > ITl / 8)eimv·x<Pol 

~ C(IF(lx - Q - vT I > ITl/4)e- iT/lvl Hog(p ~pmv)F(lx - QI ~ IT l/ 8) 1 

+ IF(lx - QI > ITl/8)<Pol) 

~ C1(l + ITl /8(1(para lvl suficientemente grande, p = O) 

Continuamos con el término 6h:e- i7 111 J 
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6,K,e- iTl11J = 6,K,e-imv·xe- ir/lvlHog(P- mv)eimv·x</Jo 
vP 

. . /l IH P- mv . =6K,e-imvxF(lx-Q-vrl>r/4)e-ir v ºg( )e'mv·x</Jo 
vP 

. . /l IH P-mv . + 6,K,e-imv·x F(lx - Q - vrl ~ r/4)e-•T V ºg( vP )e'mv·x<Po 

= 6,K,e-imv·x F(lx - Q - vrl ~ r/4)e-ir/lvlHog(p ~Pmv)F(lx - QI ~ lrl/8)eimv·x</Jo 

+ 6,K,e-imv·x F(lx - Q - vrl ~ r/4)e-iT/lvlHog(p ~Pmv)F(lx - QI > lrl/8) eimv·x</Jo 

+ 6,K,e-imv·x F(lx - Q - vrl > r /4)e-ir/lvlHog( p ~Pmv )F(lx - QI ~ lrl/8)eimv·x</Jo 

+ 6K,e-imv·x F(lx - Q - vrl > r /4)e-ir/lvlHog( p - mv )F(lx - QI > lrl/8)eimv·x<Po 
vP 

Entonces se obtiene: 

(8.31) l6K,e-irHiJI ~ C[ 
. P-mv 

IF(lx - Q - vrl > lrl/4)e-!T/lvlHog( lvlP )F(lx - QI ~ lrl/8)1 

+ IF(lx - QI > lrl/8) </Jol + 16.K,F(lx - Q - vrl ~ lrl/4)1] 

~ C1(l + lrl/8) - 1 + Cl6.K,F(lx - QI > 3r /4)1 
Para p = O, lvl suficientemente grande 

~ C1 (1 + lrl/8) - 1pues 6,K, tiene soporte compacto 

A continuación se estudia el término -2(PK,). Pe-iTHi J. 
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2(P"') · Pe-irHi J = 

2(P"'). eimv·xe-imv·x Pe-imv·xe-ir/lvlHog(p - mv)eimv·xcPo(por 8_26) 
vP 

= 2(P"'). e-imv·xe-ir/[v[Hog(P - mv)(P - mv)eimv·x<P0 (por el teorema 3.0.28) 
vP 

Sea 't/J = (P - mv)eimv·x<Po E S(IR2) 

= 2(P"') · e-imv·x F(jx - Q- ihl ~ ITl/4)e-ir/[v[Hog(p ~Pmv)F(lx - QI ~ ITl/8)'¡/; 

+ 2(P"') · e-imv·x F(lx - Q - VTI ~ ITl/4)e-ir/[v[Hog(p ~Pmv)F(lx - QI > ITl/8)'¡/; 

+ 2(P"') · e-imv·x F(jx - Q - VTI > ITl/4)e-ir/[v[Hog(p ~Pmv)F(jx - QI ~ jTj/8)'¡/; 

+ 2(P"') · e-imv·x F(lx - Q - VTj > ITl/4)e-ir/[v[Hog(p - mv )F(lx - QI > ITl/8)'¡/; 
vP 

Entonces obtenemos : 

(8.32) 

1 - 2(P"'). Pe- irH1 Ji ~ C[ 
. P-mv 

IF(lx - Q - VTj > ITl/4)e- ir/[v[Hog( vP )F(lx - QI ~ ITl/8)1] 

+ IF(lx - QI > ITl/8)7/JI + l(P"')F(lx - Q - vTI ~ T /4)1 
~ C1(l + ITl/8) - 1 + Cl(P"')F(lx - QI > 3T/4)1Con p =O y para lvl suficientemente grande 

~ C1(l + ITl/8) - 1. Pues P"' tiene soporte compacto 

De manera análoga se obtiene 

(8 .33) 
l2b(x, t - T) · (P"') e-ir HiJ¡ ~ C1(l + ITl/8) - 1(Para lvl suficientemene grande) 

Se sigue de 8.28- 8.33 que IT1cirHi JI ~ C¡/lvl(l + ITl/8) - 1 

Teorema 8.0.63. IT2e-ir H1 J I ~ C¡/lvl(l + ITl/8t1 

o 

Demostración. La demostración es análoga a la del teorema anterior O 
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Usamos la notación 

(8.34) a(x) := l(P11:)(x)I + l11:(x)llA(x) - A(x)I 

Entonces, 

(8.35) IT3e-irH1J1 = (/ l((P11:). V+ 11:(A - A). v)e-irH1J¡2)1¡2 

~ (/ la(x)l2le-irH1J¡2)1/2 

.". IT3e-irH1J¡ ~ la(x)e-irH1J¡ 

Teorema 8.0.64. !a(x)e-irHiJ¡ ~ C1(l + ITl/8)-1 

Demostración. La demostración es análoga a la del teorema anterior O 

Es claro que a(x) = l(P11:)I + l11:llAl!l - 11:1, además <Po E C0 (0.v)· Por 
la definición de 11:, ésta vale cero en una vecindad de de K y es uno en el 

conjunto {x: x =y+ VT, y E sop(</Jo), TE lR} U {x : lxl ~ M}. 
Entonces, 

(8.36) a(x + Tv)<P0 (x) =O 

a(x)e-irH1J = ae-irH1 (J- <Po)+ ae-irH1<Po 

Ademas 

ae- ir H1 </Jo = ae-imv·x e- ir Ho /l vleimv·x </Jo 

= ae-imv2r/(2lvl)e-iP·vr /l vle-ir/v Ho</Jo(Por el corolario 3.0.1) 

= e-iP·vr eiP·vr a(x)e- iP·vr e-imr/(2lvl)e-irHo / lvl</Jo 

= e-iP·vr a(x + VT)e-imr/ (2) lvle-irHo / lv l<!Jo(Por el teorema 3.0.27) 

= e-imr/(2)lvle-iP·vr a(x + vT)e-irHo/lvl<Po 

y como a(x + VT)</Jo =O 

= e- imr/(2)1vle- iP·vr a(x + VT)(e-irHo /lv l _!)<Po 

En donde 1 es la identidad. 

Por 8.4 , IJ - <Poi = 0(1/lvlrN) ,y por lo tanto, 
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(8.37) la(x)e- iTHi (J - </>o)I ~ CIJ - <Po i~ C/lvl(l + lrl) 

Por otro lado, 

Como <Po E S => -ip2 </>0 E S, sea 'ljJ E S tal que ;¡; = -ip2ef;0 . Entonces 
l'11(e-iHoT/lvl - !)<Poi = 11/v J; e-ip2µ/lvt;¡;¡, pero 1/lvll J; e-ip2µ/lvl¡ ~ lrl/lvl 
de forma que 

(8.38) l'11 -1 (1T e-ip2µ/lvldµ;¡;)I = 1 ¡T e-ip2/ lvldµ ;¡;¡ 

~ lrll'l/JI 
.°. le-imTj(2)jvje-iP·ílT a(X + VT )(e-iHoT/ jvj _!)<Poi 

~ Cl(e-iHoT/lvl - !)<Poi~ Clrll'l/Jl/lvl ~ C(l + lrl)/lvl 

De 8.37 y 8.38, obtenemos 

(8.39) 

Del teorema 8.0.64 y por 8.39 obtenemos lo siguiente: 

(8.40) 

Para l E N, O ~ ó < l. 
A continuación justificaremos lo afirmado. Sean r , s con r, s ~ O, r + s = 
l. Como la(x) e-iT H1J¡ ~ C¡(l + lrl)-1, la(x)ciTH1J¡r ~ Cí(l + lrl)-rl y 

la(x)e-iTHiJI ~ C(l + lrl)/lvl => la(x)e-iTHiJ¡s ~ cs(l + lrl) 8 /lvls. 
Entonces la(x)e-iTHiJ¡r+s = ia(x)e-iTHi Ji ~ CíC8 (l + !rl) - lr(l + lrl)8 /lvls = 

Cs,1l/lvl 5 (l + lrl) - lr+s . 
Pero si n E N y -lr + s < -n => (1 + lrltlr+s ~ (1 + lrl) - n. Para ca­
da n E N, sea sea ln tal que -lnr + s < -n y sea Cs ,n = Cs,ln entonces 
la(x) e- iT Hi J¡ ~ Cs,n/lvl 5 (l + lrl) - n, Vn EN, O~ s < l. 
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Usaremos la siguiente notación: 

(8.41) J(v) := J -y(v, r)dr, en donde 

-y(v, r) := [la(x)e-iHiT J¡2 + rn- 4 (1 + !r!) - 4
]

112, con f.> O 

Se sigue fácilmente de 8.40 que I ( v) < oo y que lím¡vl--+oo I ( v) = O. 

a(x)e- iH1T J = a(x)e-imv·xe- iHoT/lvl eimv·xJ 

= a(x)e-imvT f2e-ip.¡1T e-iT/lv!HoJpor el corolario 3.0.l 

= e-iP·íh eiP·íh a(x)e-iP·vT e- imlvlT f2e-iTf lvl HoJ 

= e-imlviTf2e-iP-vT a(X + VT)e-iHoT/ivlJpor el teorema 3.0.28 

Por lo tanto, 

(8.42) 

Entonces, 

I~ la(x)e-iH¡T J ¡2¡ = !( ~a(x + vr)e-iHoT/lvlJ, a(x + vr)e-iHoT/lvlJ) 
dlvl dlvl 

+ (a(X + VT) e- iHoT/i viJ , dfV,a(X + VT) e-i floT/iviJ) i 

= l(ir/l v 12a(x + VT)e-iHoT/iviHoJ, a(X + VT) e-i HoT/iviJ) 

+ (a( x + VT)e-iHoT/iviJ, iT/lvl2a(x + VT) e-i flo T/ivi HoJ)I 

~ 2la(x + vr)e-iT/ lvlHoJ¡1r!/lv!2!a(x + vr)e-iHoT/lv lHoJI 

De manera que 

(8.43) 

1 dfv1 la( x )e-il·l1T;¡¡2¡ ~ 2la(x + vr)e-iT/ivlHoJ11r l/ lvl2 la(x + vr)e-ifloT/lviHoJI 
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1 d~v¡"'(v, T)i = ll/2[iae-iH1r J¡2 + i:lvl-4(1 + ITl)-4]-1/2 

[~(i ae-irHoJ¡2) - 4i:Jvl-5(1 + ITl) -4] 1 
dlvl 
= ll/2[1ae-iH1r J l2 + i:lvl-4(1 + ITl)-4tl /2 

[(iT/lvl2a(x + vT)e-iHor/ lviH0J , a(x + vT)e-iHor/lvlJ) 

+ (a(x + vT)e-iHor/lvlJ, iT/lv12a(x + VT)e-iHor/lvlHoJ) 

- 4rn- 5(1 + ITl)-4]1 

la(x + vT)e-iHor/lviH0Jila(x + vT)e-iHor/lviJI 
~ 2T/lvl2 . -
- la(x)e- iH1r<f>I 

+ 4i:lv l- 2(1 + ITl)-2v-3(1 + ITl) - 2 I 
(rn-4(1 + ITl) -4)-1/2 

~ 2ITl/lvl2ia(x + vT)e-iHor/lvlHoJ I + 4i:1/21vl-3(1 + ITlt2 

Eligiendo E de manera adecuada, obtenemos: 

- -
Como en 8.42, cambiando <P por H 0 <P obtenemos 

(8.45) la(x)e - irH1 HoJI = ia(x + vT )e-ir/lvl Ho Ho~I 

Sea '¡/J = H0 </> , se demuestra de manera análoga al teorema 8.0.62 que 

(8.46) 

Se sigue de lo anterior y de 8.42 que l d~(y (v, t)i ~ C/lvl2[C3ITl(l + ITl) - 3 + 
lvl - 1 (1+1Tlt2]. Si lv l ~ 1, entonces; 

(8.47) ll vl ~ 1 
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Por lo tanto, 

d J d ldlvl/(v)I = 1 ~!'(v,T)dTI 

~ J c¡v¡ -2 (1 + ITl)-2dT 

(8.48) ~ c¡v¡ -2 

Entonces, f¡~ fsl(sv)ds = I(sv)I~ = -I(lvlv) = -I(v) y obtenemos 

(8.49) 1
00 d 

J(v) = 1 

0 
d/(sv)dsl ~ Clvl-1 

Por 8.35, 8.41 y 8.49 se sigue que 

(8 .50) lvl ~ 1 

La ecuación 8.5 se sigue de 8.20, del lema 8.0.16, de los teoremas 8.0.62 
y 8.0.63 y de 8.50. 
El teorema 8.0.58 para el caso de A = Af,Q como en 8.22 se sigue de 8.3- 8.5 

Procedemos a demostrar el teorema 8.0.58 para el caso de A1 E AK(aK , BR) ­
Sea A= Af,Q como en 8.22 y A1 E AK(o:K , BR) . 
Por el teorema 7.0.56 y el teorema 3.0.28, 

e-imv·x w +(Ai) eimv·x _ e-ifo"'' v·A 1(x+íh)dr </Jo 

= ei.A(x) (e-im v·xw+(A )) e - i.A00 (P)eimv·x _ e - i f 0
00

v ·(A+V'.A)(x+vr)dr </Jo 

= ei.A(x)[e - imv·xw+ (A) e imv·xe-i.A 00 (P+mv) ]</Jo _ e - if0
00

ii ·A(x+iir)dr 

(8 .51) - e-i fo
00 

v· \7.A(x+vr)dr 

En donde usamos el teorema 3.0.28. 

Obsérvese que 
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e-imv·x Peimv·x</> = e-imv·xw-ipw(eimv· x)</> 

= e-imv·xw-ip(;j;(p _ mv)) 

= e-imv·xw-l(p - mv);j;(p - mv) + e-imv·xw-l(mv);j;(p - mv) 

= mv<f> + w- 1 P;j;(p) = (mv + P)</> 

como eimv·x es unitario, entonces 

>.ao(P + mv) = e-imv·x >.ao(P)eimvx_ 

como p = w-1pw ::::} 

>.00 (P) = w- 1 >.00 (p)1ll'En donde >.00 (p) es el operador de multiplicación por esta función 

=? >.ao(P + mv)</> = e-imv·x >.ao(P)eimv·x</> 

= e-imv·xw-1 Aao(P)Weimv·x'ljJ 

= e-imv·xw-1 Aao(p);j;(p - mv) 

= w- 1 >.00 (p + mv)W</> 

Por lo tanto, 

(8.52) >.00 (P + mv) = w- 1 >.00 (p + mv)w 

En donde >.00 (p + mv) es operador de multiplicación por la función. De 
manera análoga se sigue que se k > O, 

(8.53) 

Poniendo k = 1/(mlvl), lvl > O en la última ecuación , obtenemos que 
>.00 (1/(mlvl)(P + mv)) = w- 1 >.00 (1/(mlvl)(p+mv))w = w- 1 >.00 (p+ mv)w = 
>.00 (P + mv) (pues >.00 es homogénea de grado O), obtenemos : 

(8.54) >.00 (P/(mlvl) + v) = >.00 (P + mv) 

Se define la función g( T) = ..\(x + VT) =? 'f!r = \1 g · v .- . f0
00 'f!rdT = 

límT->oo >.(x + VT) - ..\(x) = J0

00 v · \1 >.(x + vT)dT. 
Pero límT_,00 >.(x+vT) = límT_,00 >.(T(x/T+v)) = >.00 (v) (pues >.00 es continua 
fuera del {O} y por la definición de >.00 ),por lo tanto, 

(8.55) 
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Se sigue de 8.51, 8.54 y 8.55 que 

(8.56) 
e-imv·xw +(A¡ )eimv·x _ e- i f0

00 v·A 1 (x+vT)dT </>o 

= éX(x) [e-imv·xw+(A)eimv·x e-i,\oo(v+ P/(mlvl)) _ e-i,\00 (v)e-i f0

00 v·A(x+vT)dT]</>o 

Sea 
B = A-A1 

Entonces, como demostramos antes , .\(x) = J:a Bdl, x0 E O fijo . Por hipótesis 

B(x) = O(lxl-1 ), lx\ ---+ oo , por lo tanto existen c0 y r0 tales que \B(x)I ~ 
co/lx\ , lxl ~ ro. 
Además, sabemos que a(r) := SUPxEí!,lxl2':r IB(x) . xi E L¡ ([O, oo)) => dada 

f. > o existe s, > o tal que fs00 B(rX') . xd:;: < E, si s ~ s,. 
Sea r1 tal que K e Br1 (0), sea r2 = 2máx{ro,ri}, sea p tal que lv/mlv\I < 
1/2, supongamos además que lvl ~ l. Entonces ponemos: 

(8.57) .\(x) = l Bdl 
ex 

r2 íJOCl 

En donde c:
2
v es una curva en O que une a r2v con x (Por el capítulo 1). 

Sea r > r2 , r > s1¡n, supongamos que lv/(m\v\)\ < 1/2, entonces hv -
r2(P/(m\v\))\ ~ h\ - \r2\/2 = r2/2 = máx{ro , ri}. 
Sir~ r2, => \r(v-p/(m\vl))\ = \r/r2\h(v-p/(m\v\))\ ~ r2/2 = máx{r0 , ri} . 

Por lo tanto, si r > r 2, r > s1¡n => \.\(rv) - .\(r(v + p/(m\v\)))\ = 

1 ÍL(rv,r(v+p/(ml vl)) ) Bdll , en donde L(v, v + p/(m\v\)) es la línea que une a 
rv con r(v + p/(m\v\)) . 

1 f - - Bdll = 1 rlplr/ (mlvl) B(rv + pT) . pdT\ ~ r lplr/(mlvl) \B(rv + L(rv,r(v+ p(vlml))) Jo - Jo 
pT)dT\ ~ ¡¿Plr/(mlvl) c0 /(lrv + pT\)dT(pues L(rv, r(v + p/(m\v\))) e Br

0
(0Y) 

~ ¡¿Plr/ (m lvl) co / (r/2)dT = 2 IP ll~l /m. 
Por lo tanto, 

(8.58) \.\(rv) - .\(r(v + p/(mv)))\ < Clp\/\ v\ 

Si \p/m\v \\ < 1/2, haciendo r t ender a infinito, obtenernos: 

(8.59) \>-oo (v ) - >-oo (( v + p/(mv)))\ < C\p\/\ v\ 
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Esto se cumple independientemente de v y para toda p con la propiedad de 
que IPl/(mlvl) < 1/2. 
Sea g(x, v) = e-imv·xw+(A)eimv·x y sea h(x, v) = e-ifo

00

v·A(x+íh)dT, entonces 
g(x, v)e-i>.oo(v+p/(mlvi))_h(x, v)e-i>.oo(v) = g(x, v)e-i>.oo(v+p/(mlvl))_g(x, v)e-i>.oo(v) + 
g(x, v)e-i>.oo(v)_h(x, v)e-i>.oo(v) = g(x, v)(e-i>.oo(v+p/(mlvl))_e-i>.oo(V))+e-i>.oo(v)(g(x, v)­

h(x, v)), por lo tanto, 

(8.60) 1 (g(x, V )e-i>.oo (v+p/(mlvl)) - h(x, V )e-i>.oo(v))<PI 

~ lg(x, v)l!(e- i>.oo(v+p/(mlvi)) - e-i>.oo(v))<PI + l(g(x, v) - h(x , v))<PI 

~ !(e-i"oo(v+p/(m1v1n _ e-i>.oo(vl)<t> I + O(l/lvl) 

La última igualdad se debe a que W+ es isometría por el teorema 7.0.56 
y por que ya demostramos el teorema 8.0.58 para el caso de A. 
Sea Ov E C0 (1R2) tal que Ov = 1 en Bmlvl/4(0) y Ov = O en (Bmlvl/3 (0W y 

o ~ ()V ~ 1. Si <P E s => ;¡; E s => 

( { ¡;¡;(e-i>.oo (v+p/(mlvl)) _ e-i>.oo(v))i2 !0v(P) !2)1;2 
J[?.2 

! 1
>.oo(v+p/(mlvi)) 

~ ( ¡;¡; e-iµdµOv(P)l2)1¡2 
>.oo(v) 

~ (j l<Pl 2 j IAi:xi(v + p/(mlvl)) - ,\xi(v)!20v(P)2)112 

~ (/ l<Pl 2p2C2/lvl 2)112, Pues lp/m!vll < 1/2 en el soporte de Ov 

~ !P2;¡;!2C/!v! 

Se obtiene que 

(8 .61) l(e-i .>.oo(v+P/(mfvf)) - e-i>.oo(v))Ov(P)<PI ~ i-$l2C / lvl , con -$ = °J;p2 ES 

Por otro lado, 

(8.62) 

l( e-i>-oo (v+p/Cmlvlll _ e-i>.oo (vl)(l _ ev)(P)<PI 

~ Cl(l - Ov)( P) <PI 

= Cl(l - Ov)(p) ;¡;I 

~ IF(lxl ~ mlvl/3);¡;(p)I 

<E_ 
= lvl ' 
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De 8.61 y 8.62 obtenemos que 

(8.63) l(e-iAoo(íl+p/(mlvll) _ e-iAoo(íl))</>I =O( l~I), lvl--+ oo 

De 8.60,de 8.56, de 8.63 y por la definición de g(x,v ) y h(x,v), obtene­
mos: 

(8.64) ¡e-imv·xw+(Ai)eimv·x _ ef0
00 v·A 1(x+vr)dr</>I 

= j(g(x, v)e-iAoo(íl+p/lmvl) _ h(x, v)e-i-\oo(íl))</>I 

1 
=O( ¡;f) lvl--+ OO. 

Con esta última ecuación termina la demostración del teorema 8.0.58 
El siguiente teorema es una consecuencia directa del teorema 8.0.58. 

Teorema 8.0.65. Supongamos que A E A(aK, BR) y que </>o, '!/Jo E C0 (0.v) . 
Sean </>v y 'l/Jv dadas por, 

(8.65) </>v := eimv-x </>o, 

Entonces, 

(8.66) (S(A)</>v, Wv) = (ei f:'oo v A(x+vr)dr </>o, 'l/Jo) +O( l ~I) 

Demostración. El operador de dispersión S (A) está dado por S (A) = W~ (A) W _ (A) 

(S(A)</>v , 'l/Jv) = (W~ (A) W _ (A) </>v, 'l/Jv ) 

= (W_(A) </>v, W+(A) 'l/Jv) 
= (e-imv·xw_ (A)</>v, e-imv·x w+(A) 'lfJv) 

= (e-imv·xw_ (A) <f>v _ e-i f0-
00 vA(x+vr )dr </>o, e-imv·xw+ (A) 'l/Jv ) 

+ (e-i f0-
00 í!A(x+vr)dr </>o, e-imv·xw+(A)'l/Jv _ e-if0

00 v·A(x+vr)dr 'l/Jo) 

+ (e-i f0-
00 v·A(x+vr)dr </>o' e-i f0

00 v·A(x+vr)dr '!/Jo ) 

= (e-imv·xw_ (A)<f>v _ e-i f0-
00 v·A(x+ílr)dr </>o, e-imv·xw + (A) 'l/Jv ) 

+ (e-i f0-
00 v A(x+vr)dr </>o, e-imv·xw + (A) 'l/Jv _ e-i f0

00 v·A(x+vr)dr 'l/Jo) 

+ (ei f~ v·A(x+ílr)dr </>o, '!/Jo) 
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Por lo tanto, 

l(S(A)<Pv, 'l/Jv) _ (eie= v·A(x+íh)dr <Po, 'l/Jo)I 
~ ¡e- imv·xw_(A)eimv·x<Po _ e-if0-

00 v·A(x+vr)dr <Poll 'l/Jol 
+ l<Polle- imvxW+(A)eimv·x 'l/Jo _ e-if0=v·A(x+vr)dr 'l/Jol 

1 1 
=O(¡;¡)+ O(r;¡) lvl ---+ oo 

En donde en la última igualdad usamos que W_(A) y W+(A) son isometrías 
y el teorema 8.0.58. 
Se concluye que 

(8.67) (S(A) <Pv, 'l/Jv ) = (eie= v·A(x+vr)dr <Po, 'l/Jo) +O( l~I ), lvl---+ oo. 

o 
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Capítulo 9 

Solución al problema inverso 

La finalidad de este capítulo es demostrar el siguiente teorema. 

Teorema 9.0.66. Supongamos que Aí E A(OÍK, Bh),j = 1, 2 y que K es 
convexo. Entonces si S(A 1

) = S(A2
), tenemos que ªk = ªk módulo 2 y que 

Bk(x) = B'k(x) , x E D. 

Procederemos a desarrollar la teoría que nos permita concluir con la de­
most ración del teorema anterior. 

Definición 9.0.24. 

En donde ari = l /(27r ) J BR(y)dy y AR es como en el capítulo 1 

En realidad , la definición anterior introduce el término AR en función de 
los otros ya definidos en otros capítulos . 

Teorema 9 .0.67. AR(x ) = 0(1 / lxl 2
) , lx l ~ oo 

Demostración. Según el capítulo 1 tenemos que 

(9 .1 ) . . ¡ - 1 (-(x - y)2 ) 
An(x) = l / (27r) BH(Y) I 12 ( . ) dy x- y x- y, 
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En donde BR = Bn en el caso de que K ={O}. 

Tenemos que AR= l / (2n) J BR(Y)(lx-yl-2 
( (~x --y):

2 
)-1x1-2 ( ~~2) )dy 

Por otro lado, 

l(lx - Yl-2 ( (~x--y);2 ) - lxl-2 (-x~2) )1 = 1 ( ~~2) (lx - Yl-
2 

- lxl-
2
) 

+ ( Y2 ) lx - Yl - 21 
-y¡ 

~ 2lxl2IYl/(lx - Yl 2lxl2) + IYl 2lxl/(lx - Yl 2lxl2) + IYl/lx - Yl 2 

= 3lyl/lx-yl2 + IYl 2/(lxllx -yl2). 
Supongamos que sop(BR) C Br(O) , que y E Br(O) y que lxl > 2r, lxl > 1 

~ 3r/(lxl - lxl/2) 2 + r 2 /((lxl - lxl/2)2lxl) = 12r/(lxl2) + 4r2 /(lxl 3
) 

~ Clxl-2 

Se concluye que 

(9.2) lxl > máx{2r, l} 

En donde ,\ es la medida de Lebesgue. De lo anterior, es claro que A(x) = 

O(lxl-2), lxl--+ oo.i O 

Introducimos la siguiente notación: 

(9.3) n ; := {x E Ov: ±x · v >O}, en donde v = (-v2,v1) 

En donde Ov es como en la definición 8.0.23. 

Teorema 9.0.68. 

(9.4) 

Lc(X , v) := 1: V. Ac(X + VT)dT =±cm+ 1: V. AR(x + vT)dT X E ºt· 

En donde, 

(9.5) A:= (ük - D'R)/(lxl 2
) (-x~2 ) +AH 

Con D'R = l/(2n) f8 g AH(x )dx 
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Demostración. Sea x E Ov, entonnces O~ {x + 7V: 7 E IR}. 
(x + m-, X+ V7) = lxl2 + 27(X1 V¡ + X2v2) + 72 = ( 7 +X . v)2 + x2 - (x . v)2) 
observamos que lxl2 = x·v2+x· (v..L)2, en donde iJ..L es el vector ortogonal a v 
orientado de manera derecha. Sean b =X. v, a= X. iJ..L. In~ l/(lx + V71 2)d7 = 
J 1/((7 + b) 2 +a2)=J1/(72 + a2) = 2f0

00 1/(72 + a2) = n/lal ,por lo tanto, 

(9.6) 1 ~ (-X2 - V27) 1 ~ 1-2 - (-X2) ~ 7f V · ~ X + V7 - · V---
IR X¡+ V¡7 X¡ lx · iJ..LI 

Como I ( ~~2) ·vi = lii ·xi = lv..L ·xi, obtenemos que 

(9 .7) 1 ~ (-X2 - V27) 1 ~ 1-2 ± V· ~ X+ V7 = 7f 
IR X¡+V17 

De esto último de sigue el teorema 9.0.67, con a = ak - etn + an y en el caso 
k = 0 tomamos etn = O. 

D 

Observación 9.0.7. 

I: V. Án(x + V7)d7 =O( lx ~ 1), lx J_ 1 ~OO. 

En donde X 1-= X - (x. v)v 

Demostración. Como vimos antes , Án = 0(1/lxl2), lxl ~ oo, por lo tanto, 
existen constantes r y C tales que IAnl ~ C/lxl2, lxl ~ r, entonces si lx 1- 1 > 
T , entonces lx l > T::::} f~oo V· An(x+v7)d7 ~ f~00 c/(lx+v7 1 2 ) Y esta última 
integral es , como en 9.6, igual a lo siguiente: nC/ lx · v..L I = 7rC/(lx 1- 1). De 
esto último de obtiene la observación 9.0.7. 

D 

El operador de dispersión está definido por S(A) = W~(A)W_(A) , si 
A1,A2 E A(aK , Bn) , entonces se sigue del teorema 7.0.56 que. 

(9.8) 

De 9.8 y del teorema 8.0.65 se sigue lo siguiente, 
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e-imv·x S(A2)eimv·x<Po = e- imv·xe >-oo(P) S(A 1 )e-iAoo(P)eimv·x<Po 

= e-imv·x e>-oo(P) eimv·x e-imv·x S( A 1 )eimv·x e-imv·x e-iAoo(P)eimv·x efio 

= eiAoo(P+mv)e-imv·x S(A 1 )eimv·Xe-iAoo(-P-mv) <Po 

. Por el teorema 3.0.28 
= eiAoo(P/(mlvl)+v)e-imv·X S(A 1 )eimv·xe-iAoo(-P/(mlvl)-v)<Po 

Por 8.54 

De 8.63 se sigue que 

(9.9) le-iAoo(-(iJ+p/(mlvl))) - e-i>-oo(-iJ)4>ol = 0(1/lvl), lvl--* 00 

Por lo tanto, 

¡ei>-oo(P/(mlvl)+v)e-imv·x S(A 1 )eimv·xe-iAoo(-P/(mlvl)-iJ)<Í>o 

_ ei>.00 (P/(mlvl)+v)e-imv·xs(A1)eimv·xe-i>-oo(-v)<Pol = 0(1/lv!), lvl --* 00 

Pues los operadores involucrados tienen norma menor o igual a l. 
De manera que 

(9.10) 
e- imv·xs(A2)eimv·x<Po = ei>-oo(v+P/ (m lvl))e-imv·xs(Al)eimv·xe-i>-oo (-v)<Po + 0(1/lv!) 

= e-i>.oo( - iJ)ei>-00 (i!+P/(mlvl)leie'oo v·A
1
(x+vT)dT <Po+ 0(1/lvl)(Por el teorema 8.0.65). 

Entonces, 

(e - imv·x S(A2)eimv·x<Po , 7/Jo) = 

(e-i>.00 (-v)ei>.00 (v+P/(mlvl))eie'00 v·A 1 (x+vT)dT <Po, 1/Jo) + 0(1/lvl) 

= (<t>o , ei>.00 (- v)e- ie'00 v·A
1
(x+vT)ei>.00 (v+P/ (mlvl)) 1/Jo) + 0(1/lvl) 

De nuevo por 8.63 l(e-i>-oo (i!+P/(mlvl)) -e-i>-oo(íll)<t>ol = 0(1/lvl) por lo que. 

(9.11) 

(<j>o, ei>.00 (- v)e-ie'00 v·A 1(x+ih)e - i>-oo (íl+ P/ (mlvl)) 1/Jo) + 0(1/ lv l) 

= (4>o, ei>.00 (-v)e- if::O v·A
1

(x+vT)e - i>-oc(íl)1/Jo) + 0(1/lvl) 

= (ei{f~00 v· A'(x+vT)dT+>-oo (il) ->-oo (-v) )<Po , 7/Jo) + 0(1/lvl) 
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Se sigue del teorema 8.0.65 y de 9.11 

(ei(f~00 v·A 1(x+vr)dr+>.oo(v)->.oo(-v))</>o, 'l/Jo) + 0(1/lvl) 

(9.12) 

= (ei f~oo v·A2(x+vr)dr </>o, 'l/Jo), "íl</>o, 'l/Jo E Cgc"(O.v) 

Afirmación 9.0.12. Sea A : JR2 ---+ JR2 continua fuera del O y tal que A = 
O(lxl- 1

), lxl---+ 00 y a(r) := SUP!xl>r{A(x). x} E L1([0,oo)).Entonces' 

f(x) := ¡: v · A(x + vr)dr 

Es finita continua "ílx E 0.v 
~ ~ 

Demostraciór::_ v· A(x+vr) = (v- (x+vr)) · A(x+vr) + (x+vr) · A(x+vr) 
pero l(x + vr) · A(x + vr)I ~ a(lx + vrl) ~ a(r - lxl)(si !xi < Ir!). Entonces 

f~00 l(x+vr)·A(x+vr)I = J~!xl l(x+vr).A(x+vr)I+ J~~~~ 1 (x+v)·A(x+ 
vr) + f2';, 1

(x + v) · A(x + vr) ~ f~~ a(-r +!xi)+ f~~~~ 1 (x + v) · A(x + v) + 

f2';,1 a( r - lx~ < oo (pues x E 0.v y A es continua en lR2 
- {O}). Se concluye 

que (X+ vr). A(x + vrl_ E L1 ((-oo, oo)). 

Por otro lado, lv-(x+vr)I = lv-(x+vr)/lx+vrll = llx+vrlv-(x+vr)l/lx+ 
vrl ~ lx l/lx+vrl+llx+vrl-rl/(lx+vrl) = lxl/lx+vrl+ll-r/lx+vrll = 
lxl/lx+vrl+ll-1/lx/r+vll· Pero llx/r+vl 2 -ll = (1/lltaul)2(x,v)+lxl 2/r2

, 

por lo tanto, 

llx/r +vi - ll ~ ix;r~vi+ 1 (1/lrll2(x,v)I + lxl 2/r2
) ~ (1/lrl)2l(x,v)I + 

lxl 2 /r2
. Se concluye que (v - (x + vr)) = 0(1/lrl) y obtenemos la fórmula: 

(9.13) 

Como A(x + vr) = 0(1/lrl), lrl---+ oo, se sigue que l((v - (x + vr))) · (A(x + 
rv))I = 0(1/ lrl 2

), lrl ---+ oo;_ como x E 0.v y A es continua en JR2 - {O}, se 

concluye que l((v- (x+vr))) · (A(;:+rv))I E L 1 ((-oo, oo)):._ 

Por lo tanto , v · A(x + rv) = (x+rv) · A(x+ rv) + (v - (x+vr)) · A(x +rv) E 
L 1 ((-oo,oo)). 
Procedemos ahora a verificar la continuidad. 
Sea x ,, -+ x, Xn E ní}, X E níJ. Sea no suficientemente grande para que lx -
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Xnl < 1/2Vn ~ no. r~oo l(Tv + xS. A(xn + Tv)I ~ 2 ¡~::, A(lxnl - T) + 
J~~º j(Tv + xS · A(xn + Tv)I en donde t0 > 2(lxl + 1), n > n0 . 

Podemos encontrar n 1 E N y un compacto K 1 contenido en ílv tal que 
el conjunto /to= {(xn + Tv): n ~ n1,T E [-to, to],} e K 1.Como A es 
continua en IR2 

- {O} , entonces es uniformemente continua en K 1 y se sigue 

que límn-too f~0 (vT + xS · A(xn + VTL = J~~º (vT + x) · A(x + Tv). 

Como a~ O es integrable y l(Tv + Xn) · A(xn + Tv)I ~ a(ITI - lxl - l)Vn ~ 
n0 , VT ~ t0 , se sigue por el teorema de convergencia dominada de Lebesgue 

que límn-too J~::,(vT+ xS·A(xn +vT) + Ii: (vT+xS·A(xn +vT) = J~::,(vT+ 
x) · A(x + VT) + fi: (vT + x) · A(x + VT). Se concluye que 

(9.14) J~~ ¡: (xn + Tv) · A(xn + vT) = ¡: (x + Tv) · A(x + vT) 

Como Xn -t X y por 9.13 existe una constante c tal que . 

(9.15) I ~ ( ~ ~)I < e 
V- TV+Xn =R· 

Como X E ílv, podemos encontrar n3 E N tal que lxn - (xn, v)vl > E > 
OVn > n3, como A(x) = 0(1/lxl), !xi -too , podemos encontrar T¡ > O, C1 y 
n4 ~ n3 tales que, 

(9.16) 

Como Xn -t X y X E ní), entonces existe un compacto K2 e ílv y ns E N 
tales que {xn + TV : T E [-T1 , T1], n ~ ns} e níJ , como A es continua , 
entonces es uniformemente continua en K 2 y de es to se sigue: 

(9.17) 

¡n ¡n 
lím (v - (Tv + Xn)) . A(Tv + Xn) dT = (v - (Tv + x)). A(TV + x)dT 

n-too -n -n 

Por otro lado, por 9.15 y 9.16, (v - (Tv + xn)) · A(Tv + xn ) ~ C/ITl 2VITI ~ 
T1 > O, Vn > n 4 , se sigue del teorema de convergencia dominada de Lebesgue 
que 

(9.18) 

lím 1 (v - (Tv + xS) . A(TV + Xn) dT = 1 (v - (Tv + x)). A(TV + x) dT 
n-too [- r1,ri]< [- T1,T1 ]< 
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De 9.17 y 9.18, se sigue. 

(9.19) 

lím f (v - (Tv + xn)). A(Tv + Xn)dT = f (v - (Tv + x)). A(Tv + x)dT 
n-+oo 

De 9.14 y 9.19 obtenemos. 

(9.20) lím f (v). A(Tv + Xn)dT = f (v). A(Tv + x)dT 
n-+oo 

Y esto último implica la continuidad de f. 

Por 9.12, (ei(f~= v·A1(x+vr)dr+Aoo(v) - .Xoo(-v))4>0, 1/Jo) + 0(1/lvl) 

= (eie= v·A
2
(x+vr)dr <Po , 1/Jo), V<Po, 1/Jo E C0 (0v), esto implica que 

o 

e -i(f~oo v·Al(x+vr)dr+.Xoo(v)-.Xoo (-v)) = e-if~oo v·A2(x+vr)dr en OiJ, por lo tanto, por 

la afirmación 9.0.12, se concluye, 

(9.21) 

(1: V. A1(x + vT)dT + Aoo(v) - Aoo(-v)) + 27fmo = l: V. A2(x + VT)dT. 

En donde m 0 EN es independiente de x y depende de A2 y A1
. Como vimos 

en el capítulo 1, Ac E A(aK,BR), entonces si ponemos A1 = Ac,A = A2 y 
usamos el teorema 9.0.68, obtenemos. 

l: v · A(x + vT)dT = l: v · Ac(x + vT)dT + .X00 (v) - Acxi (-v) + m0 27f 

(9.22) 

= ±a1f + l: v · AR(x + vT) dT + >-oo (v) - >-oo (-v) + mo27f 

Para A E A(aK, BR) arbitrario, definimos 

(9.23) L(x, v) = l: V . A(x + VT)dT 

Por la observación 9.0. 7 se tiene: 

(9.24) lím L(x, v ) = ±a1í + >-00 (1') - >- 00 (-v) + mo27í 
lx J.1 -+oo 
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Para X E nt. 
Se sigue de lo anterior y del teorema 8.0.65 que si S(A 1) = S(A2

), entonces 

(9.25) a 1
7T + >.~(v) - >.~(-v) = a 2

7T + >.~(v) - >.~(-v) + 27Tk(v). 

En donde la función k(v) toma valores enteros. Como las funciones >.~, i = 
1, 2 son continuas para v en el círculo de radio 1, se sigue que k es constante 
independiente de v. De la ecuación 9.25, evaluada en v y en -v, obtenemos, 

a 1
7T + >.~(v) - >.~(v) = 

a 2
7í + >.~(v) - >.~(-v) + 27Tk(v) 

a 1
7í + >.~(-v) - >.~(v) = 

a 2
7í + >.~(-v) - >.~(v) + 27Tk(v). 

Sumando estas dos ecuaciones , obtenemos, 

(9.26) Módulo 2 

Utilicemos la siguiente notación. 

(9.27) 

(9.28) 

l(x , y, v) = 1: (v · (A(x + vr) - A(y + vr)dr)), x , y E Dv 

R(x,y) = e - il(x ,y,v)_ 

De la ecuación 9.22 , se sigue que J(x, y, v) es invariante bajo cambio 
de A E A(ak, Bn) , de manera que podemos utilizar cualquier A para de 
definición. 

Afirmación 9.0.13. I(x , y,v) E C 1(Dv X Dv) 

Demostración. Es suficiente demostrar que la función g(x) = J.'::"
00 

v · An(x + 
vr)dr E C 1(Dv X Dv), pues Ac E A(ak>Bn), y por 9.4. 
Definimos f : IR4 ~ IR de la siguiente manera 

(9.29) f (x, y)= (lx - y¡ -2 (-(x - y)2) - lxl -2 (-x2)) 
(x-y) 1 x 1 
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Sean e;, i = 1, 2 los vectores de la base canónica de IR2 

V. (J(x + TV + he2, y) - J(x + TV, y))/h = v/h. { (-x2 + Y2) 
X¡ - y¡ 

[!x + he2 - y+ Tv¡ - 2 - lx - y+ Tv¡- 2] - lx + he2 - y+ Tvl 2he1 + 

( ~~2) [lx + Tv¡-2 - lx + he2 + Tv¡ -2
] + lx + he2 + Tv¡-2he1} 

(9.30) := f¡ (y, X, T, h) 

Esto último es válido para ITI suficientemente grande , digamos !TI > To 
, para toda y E sop(iq(que es compacto) y V'lhl ~ l.Supongamos además 
que To cumple con que To > 1 + !x i + sup{IYI : y E sop(BR)}, entonces 
ITI ~ To => ITv + x - y¡ ~ ITI - lx - y¡ ~ IV'y E sop(BR) y que lhl ~ 1/2 
entonces, 

(
- X2 + Y2 - TV2) 2 2 1/lhll ~ [l x + he2 - y+ TV¡- - lx - y+ Tv¡ - JI ~ 
X¡ - Y1 + TV¡ 

4 4 < 8 
lx - y - Tvl 3 + lx - y - Tvl 2 = lx - y - Tvl 2 

Por otro lado, 1 
4 

- 12 ~ (I 1 1 1 {l 4I (B )})2 E L1 ([-To , To]c). x - y - Tv - T - x - sup y :yE.sop R 

Sea M = sup{ IYI : y E sop(BR)} entonces se sigue que: 

r 11/lhll( (-X2 + Y2 - TV2 ~) [lx + he2 - y+ TV¡ - 2 - lx - y+ Tv¡ - 2]) 
J "JH.2 X¡ - Y1 + TV¡ 

XR2x[ - T0 ,70 jc(y , T)Bn(Y)ldy 

~ IBRl oo,\(sop(BR))8/(ITI - lxl - M)2X[- To ,To ]c l2(T) E L1 (IR) 
(9.31) 
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En la anterior desigualdad suponemos ax fija , lhl ~ 1/2 fija y JR.2 x [-To, To] = 
{(y,T): y E JR.2,T E [-To, To]} 
Por 9.30, podemos proceder como en 9.31 para obtener lo siguiente. 
Dada lhl ~ 1/2 fija y x fija y lR2 x [-T0,T0] = {(y, T) : y E JR.2,T E [-To, To]} 
podemos encontrar una función h E L1 (R) y un número T2 > O tales que 

Como por el capítulo 1 sabemos que AR E C 1 (O, JR.2 ) y como O E kº , podemos 
concluir que AR E C 1 (ñ, JR.2 ). Sea X E nv ' definimos, 

Sea r tal que dist{oK,x + VT: TE IR}= r como AR E C 1(0,R2), luego 
h es continua para lhl ~ r /2 , entonces h es uniformemente continua en 
Br¡2(0) x Br2 (0), entonces límh 4 o J~~2 h(h, T)dT = J~~2 límh 4 o h(h, T)dT = 

f r2 
-8

8 v · AR(x + vT)dT entonces 
-r2 x2 

(9.34) 

Esta última función es continua, pues AR E C 1 (O, JR.2 ) . 

Sean x, h fijos , lhl < 1/ 2. 

r BR(y)Ji (y, x, T, h)dydT 
}'@.2x[-r2,r2]c 

= J r BR(y)J¡ (y, x, T, h)dydT = 
[- r ,r ]c } '@.2 

(9.35) 27í1 v/h·(ÁR(x+vT+he2)-AR(x+vT))dT 
[-r,r]c 
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De 9.32 y del teorema de convergencia dominada de Lebesgue, se sigue: 

lím r BR(y)f¡ (y, x, T, h)dydr 
h-+O } 'iit2x[-r2 ,r2]c 

= r lím r BR(y)f¡(y, x, T, h)dydr 
Í[-r2,r2Jc h-+0 } 'iif,2 

= r 21fV. /h(AR(x + VT + he2) - 1h(x + vr))dr 
Í [- r2,r2]c 

(9.36) = r 21fV. aª AR(x + vr)dr 
Í [-r2,r2Jc X2 

Entonces, la ecuación dada en 9.35 es derivable y su derivada está dada por 
la ecuación 9.36. 
La función 9.36 es continua como función de x E O¡¡, esto es por lo siguiente: 

AR(x) = AR(x) - anlxl - 2 
( ~~2) . 

La función /-an lxl-2 (-x2
) cumple con las hipótesis de la afirmación 

X2 X¡ 

9.0.12, de la demostración de la afirmación 9.0.12 es fácil ver que la fun-

ción J v · a(~)2 anlx + rv¡ - 2 
( (~x ++r;~~ 2) dT es continua para x E O¡¡. 

Por otro lado, -aª AR(x) = l/(27r) J -aª BR(x - y)IYl -2 (-y2
) dy = l/(27r) 

X2 X2 y¡ 

J _Q_BR(Y)lx - Yl- 2 (-(x -Yh) · fJx2 (x - y) 1 

Es fácil ver que esta última función cumple con las hipótesis de la afirmación 
9.0.12 , (esto se hace de manera análoga a lo hecho en las líneas anteriores al 
teorema 1.1.4 ), por lo tanto la función I~oo V. fJ~2 AR(x + vr)dr es continua 
para x E O¡¡ 

De 9.34, 9.35 , 9.36 y de lo anterior, se concluye que, 

(9.37) 
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De manera análoga 

(9.38) 

Por lo tanto, la función g(x) = f~oo V. ÁR(X + vr)dr E C 1(D¡¡ X D¡¡). 
o 

De la afirmación 9.0.13, y de 9.28, obtenemos que R(x, y, v) E C 1(nt X 

n;) y que. 

(9.39) ~R(x,y,v) = iR(x,y,v)~I(x,y,v), 
uX ..l uX ..l 

x,y E D¡¡ 

Esto implica que en el límite de velocidades altas,a partir del operador 
de dispersión podemos reconstruir de manera única D~l. I(x , y, v), x, y E D¡¡ 

Teorema 9.0.69. 

~I(x, y, v) = ~ roo V. (A( x + V"r)dr) = roo BR(x + vrd)r, X, y E D¡¡ 
ux ..L ux ..L J -oo J -oo 

En donde tomamos A = Af,Q como en el capítulo 1. 
Consideramos D~l. a la derivada direccional en dirección del vector 1Jl. = 
(V2, -v1 ) que es el vector ortogonal a v de tal forma que el par (vl. , v) 
está orientado de manera positiva. 

Demostración . Supongamos primero que v = e2 (en donde los vectores de la 
base canónica de IR2 son e1,e2 ), entonces x ..L= (x 1,x2 ) - (x,e2)e2 = x 1e1, 

sea vl. = e 1• 

Sabemos por el capítulo 1 que BR =V x A= ~A2 - ~A 1 , pero ~A1 (x+ ux1 ux2 ux2 

vr) = :TA¡ (x+rv), de manera que f~oo 8~2A1(x+vr)dr =A¡ (x+re2)l~oo = 

O, pues A(x) = O(¡x¡ - 1 
), !xi --+ oo. Entonces 
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Supongamos que A = Af,Q tiene soporte en un cono de ángulo menor que 
90º y de eje perpendicular a v. 
La funcíón F(h, r) = l/h(A(x + rhei + vr) - A(x + T + vr)), X E O¡¡, \hl ~ 
mín(l, dist( {y : y= x + rv, TE JR.}, K)/2) tiene soporte compacto , y como 
A E C1(ñ, JR.2 ) , entonces es uniformemente continua y de soporte compacto, 
se sigue que límh-+O J~00 F(h, r)dr = J~00 límh-+O F(h, r), por lo tanto, 

(9.41) [) 1
00 

1
00 

[) ~( A(x + vr)dr) = ( ~A(x + vr)dr) 
uX1 _

00 
_

00 
u X, 

Por lo tanto , como -8
8 = -8

8 , se sigue de 9.41 y 9.40 que 
X.L X¡ 

(9.42) 1
00 [) 100 

( BR(x + vr)dr) = -~-( A2(x + vr)dr) 
-00 ux J_ -00 

Supongamos ahora que v es arbitrario, se considera la siguiente transfor­
mación lineal T: JR.2 ---+ JR.2 , tal que T(e2 ) = v, T(e¡) = íJl. , entonces: 

(9.43) 

Sea u = ( u 1, u 2 ) = v, entonces vl. = ( u 2 , - u 1 ) , Sea F = r - 1 AT, en donde 
es claro que : 

- 1 ( ) ( U2 T Z ¡ , Z2 = 
U¡ 
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Sea x = T(y) 

Se concluye que 

(9.44) 
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Sea x E O¡¡. 

De manera que 

(9.45) 

~ /
00 

V. A(x + VT)dT = ~I(x, y , v) = /
00 

BR(x + VT)dT, x, y E O¡¡ 
uX J_ _

00 
uX J_ _

00 

D 

Por el teorema de soporte de Radon 1
, si K es convexo, B R es determinado 

de manera única en O por la transformada de Radon 

(9.46) 

En consecuencia, si S(A 1
) = S(A2

) , Ai E AK(a1K, B~) , j = 1, 2, obtenemos 
que Bh(x) = B"k(x), x E D. 
Sea A E AK(aK , BR). 
Se sigue del teorema de Green que JK BR faK A · ds. Pero la integral 

1 Se puede encontrar este teorema en el libro [11 J 
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.faK A · ds está determinada de manera única por los valores de Bn(x), x E Q 

, de manera que an = 1/(27r) J Bn(x)dx = (27r)- 1 (f0 Bn(x)dx+ JK Bn(x)dx) 
está determinada de manera única por los valores de Bn en O. 
Como 'V x An = Bn y aK = 1/(27r) faK Ands se sigue del teorema de Green 
que aK está determinado por los valores de Bn en O. 

Se sigue entonces del teorema 9.0.68 ( ya que a= ak - an + an ) y de la 
ecuación 9.26 que 

(9.47) (módulo 2) 

Nótese que si K = {O}=} Ov = {x E JR.2 
: x 1-# O} . En este caso conocemos 

la transformada de Radon de B R para todas las líneas en JR.2 , porque las 
integrales 9.46 son funciones continuas de x 1-. 
Podemos Reconstruir a de R(x, y, v) como sigue: 

(9.48) lím R(x, y , v) = e2io11r 
lx.Ll-too,¡y.Ll-+oo 

En el límite tomamos x E Ot y y E Oíl-, de 9.48 reconstruimos a módulo l. 
Del teorema 8.0.58, por un argumento de densidad, obtenemos que Vef> E 

L2 (1R2
) con sop(ef>) e Ov 

(9.49) 8 _ lím e-imv·xw±(A)eimv·xef> = e-ift''' v·A(x+ílr)dr ef> 
lvl-+oo 

Además , como los operadores de onda son isométricos,entonces tenemos 
convergencia fuerte también para los operadores adjuntos de los operadores 
de onda, como el siguiente argumento muestra. Usemos la siguiente notación , 
W±,v := e-imv·xw±(A)eimv·x ' W±,v := e-imv·xw±(A)*eimv·x y L± := Ío±oo v. 
A(x + vT) dT. Entonces, 

l(W~ , v - eiL±)ef>I = IW~ ,v (e -iL± - w ±,v)eiL±ef>I 

(9.50) ~ l( e-iL± - W±,v)eiL±ef>I --+O cuando, lv\ --+ oo 

Por lo tanto 

(9.51) 8 _ lím e-imv·xw ±(A)* eimv·xef> = eif0±°"v·A(x+vr)dr ef> 
lvl-+oo 
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Se sigue también que 

IW~,v (A)W-,v(A)</> - eie= v·A(x+vT)dT 1>1 = 

IW~,v(A)W-,v(A)</> - w~,v(A)e-ifo-<X)V·A(x+vT)dT 1> 

+ w~,v(A)e-i fo-co v·A(x+vT)dT 1> _ ei foco v·A(x+vT)dT e-if0-co v·A(x+vT)dT 1>1 

~ IW~,v(A)(W_,v(A) _ e-if0= A(x+vT)dT)</>I + l(W+,v(A)* _ ei f0=v·A(x+vT)dT) 

e-if0-= A(x+vT)dT 1>1 

---+O, cuando, lvl---+ oo 

Por lo tanto, como S(A) = W~(A)W_(A), 

8 _ lím e-imv·xw~(A)eimv·xe-imv·xw_(A)eimv·x</> 
lvl-+oo 

= s - lím e-imv·xs(A)eimv·x</> 
lvl-+oo 

(9.52) = e;e= v·A(x+vT)dT 1> 
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