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Introducciéon

El principal objetivo de este trabajo es comprender y explicar con detalle

el articulo "The Aharonov-Bohm effect and time-dependent inverse scatte-
ring theory” [2] publicado por el doctor Ricardo Weder, en el cual se estudia
el efecto Aharonov-Bohm [12] desde el punto de vista de la teoria de disper-
sién inversa dependiente del tiempo.
Uno de los fenémenos que demuestran que la fisica cuantica modela con ma-
yor exactitud el mundo atémico y subatémico que la fisica clasica es el efecto
Aharonov-Bohm. El fenémeno se predijo de manera teérica [2] y después se
comprobaron las predicciones de manera experimental [3].

El efecto Aharonov-Bohm considera la dispersién de un electrén por el

campo magnético debido a un solenoide ideal, con altura infinita y seccién
transversal circular que puede tener radio cero.
El articulo plantea un problema mads general, considera el caso en el que un
campo magnético singular arbitrario esta contenido en un cilindro de altu-
ra infinita, paralelo al eje z cuya seccién transversal es un compacto K con
frontera dada por una curva de clase C', o bien K se reduce al punto cero.
Ademas se considera un campo magnético regular de soporte compacto, de-
finido en 2 = R? — K uniformemente continuo y cuyas derivadas de primer
orden son uniformemente continuas.

En el articulo [2] se demuestra que a partir del limite de altas energias del
operador de dispersion, en el caso del solenoide con seccidn transversal cero
podemos reconstruir el campo magnético regular, y el flujo magnético médu-
lo 2. Para el caso general, suponiendo que K es convexo, se demuestra que
podemos reconstruir el campo magnético regular en §2 y el flujo magnético
sobre K médulo 2.

Los resultados son en realidad remarcables, porque a partir de la disper-



sién de particulas que en principio no tienen contacto con el compacto K,
(que es en donde se encuentra el campo magnético singular ) podemos encon-
trar una propiedad del campo magnético singular, que es el flujo magnético
modulo 2. Es claro que este efecto no se presenta si consideramos el problema
desde el punto de vista cldsico, va que si las particulas no interaccionan con
el campo magnético singular, no podemos saber nada de este campo a partir
del comportamiento clésico de las particulas. En la tesis se estudia el efecto
Aharonov-Bohm desde un punto de vista matematicamente riguroso.

Para estudiar el articulo [2] se necesita en primer lugar conocer la formu-
lacion matematica de la mecdnica cuantica. Para esto se usa como referencia
el libro [5]

Los conceptos expuestos de la pagina 1 a la 158 de ese libro conforman el
lenguaje basico y fundamental que se utiliza en el desarrollo de la tesis. En
el presente texto no se explican esos conceptos por lo extenso del tema y
porque no es el proposito.

También es necesario conocer temas concretos de analisis funcional como son
la teoria de distribuciones, el teorema espectral para operadores autoadjuntos
(no necesariamente acotados), grupos a un parametro y espacios de Sobo-
lev. Los textos utilizados para estos temas son [8]; en el que se demuestra el
teorema espectral y se desarrolla la teoria bésica de grupos a un parametro
en las paginas 306-385; la teoria de distribuciones se explica en las pdginas
149-200; y para espacios de Sobolev se utilizé el libro [10]; los temas que se
necesitan conocer del libro se mencionan en la tesis cuando es necesario.

La tesis se desarrolla en la introduccién y 9 capitulos . La introduccién es
como un mapa de la tesis, en donde se explica de manera breve el objetivo de
cada capitulo, la manera en que se ligan y los resultados fundamentales. En el
capitulo 1 se definen los potenciales magnéticos que se usan y se demuestran
algunas de sus propiedades . En el capitulo 2 se definen los hamiltonianos
de Aharonov-Bohm y se demuestran sus propiedades fundamentales. En los
capitulos 3, 4 , 5 y 6, titulados: Un lema técnico, Algunos resultados de
teoria espectral y derivadas generalizadas, Algunos resultados sobre espacios
de Sobolev y finalmente Teorema espectral para dos operadores autoadjun-
tos, respectivamente, se demuestran resultados técnicos que son necesarios
para los siguientes tres capitulos. En el capitulo 7 se construyen los opera-
dores de onda y el operador de dispersién. En el capitulo 8 se demuestran
teoremas de aproximacion para los operadores de onda y finalmente en el
capitulo 9 se resuelve el problema inverso.
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A continuaciéon explicamos cémo estd estructurada la tesis, ya que la
demostracién de los resultados es bastante técnica y larga. En el caso del
solenoide con seccion transversal cero, el campo magnético esta dado por

1) B := B,6(z) + Br

En donde B, es un nimero, Bgd(z) es el campo singular y B € C}(R?) es
el campo regular. Para nuestro proposito, estudiamos una clase de potenciales
magnéticos de B que cumplen con las siguientes caracteristicas:

Definicién 0.0.1. Denotamos por Aqy(ak, Br) al conjunto de funciones
A € C'(R?\ {0}, R?) N Li(R?,R?), con V x A = 2mwayoy6(z) + Br, en D' =
C3°. Asumimos que A(z) = O(|z|™), |z] = oo y que a(r) := supy, >, |A(z) -
z = z/|z|| € L,[0,00), en donde § es la delta de Dirac. -

En donde ooy = £¢ y B; es el flujo del campo magnético singular.

En el caso mas general fijamos el campo magnético By en un abierto 2 de
complemento compacto K y el flujo del campo sobre K. Notemos que si A
es un potencial magnético para el campo magnético singular, el teorema de
Green relaciona el flujo magnético del campo con la circulacién del potencial
A sobre 0K, de modo que en lugar de fijar el flujo del campo magnético
singular, fijaremos la circulacién del potencial magnético sobre 9K.

Definicién 0.0.2. Sea K un compacto en R? tal que 0 € int(K), y su frontera
es una curva simple, cerrada, C'; sea Q = K¢ . Entonces para toda ax € R y
para toda funcién a valores reales B € C'(Q), denotamos por Ak (ak, Bg)
al conjunto de funciones A € C'(,R?) con V x A = Bg en Q, tal que
ag = 1/(2n) [,, A(z)dz. En donde integramos en contra de las manecillas
del reloj. Suponemos también que A(z) = O(|z|™"), |z| = oo y que a(r) :=
SUP,eq 71>+ |A() - Z| € L0, 00)

Denotamos por Ag(ak, Br) a cualquiera de los conceptos de las defini-
ciones 0.0.1 y 0.0.2, si K = {0} usaremos la definicién 0.0.1, usaremos la
definicion 0.0.2 en otro caso.

En el capitulo 1 demostramos que Ax(ak, Br) # 00 y mostramos algunos
casos particulares de potenciales magnéticos que cumplen con la definicidn.
También mostramos que si A', A2 € Ak (ay, Bg) existe una funcién \ tal
que si K = {0}, A € C*(R?)N Ly (R?), y, en el otro caso A € Lo(Q)NC?(Q),
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tal que,
(2) A2=A'+V())

Definimos en este mismo capitulo Ao(z) = lim, 0 A(rZ) ( en donde T =
z/|z|)que usaremos més adelante.
En el capitulo 2 construimos primeramente el operador hamiltoniano para el
sistema de particulas con los campos magnéticos antes mencionados.
Se parte del Hamiltoniano formal (P — A)?/(2m), en donde P = —iV y A €
Ak (ak, Br). Se considera la forma bilineal g4(¢,v) = (P—A)¢, (P— A)Y),
se demuestra que es cerrable y se cierra para obtener G4, después se encuen-
tra el operador autoadjunto que representa a la forma bilineal cerrada G4, tal
que Ga(,%) = (H(A)¢,v)Vo € Dom(H(A)), V¥ € Dom(Ga) entonces H(A)
es el Hamiltoniano para el potencial magnético A.
Después se define el Hamiltoniano de particula libre Hy = P%/(2m) y se
demuestra que es autoadjunto.
El principal propésito del capitulo 3 es demostrar el teorema 3.0.29. El capitu-
lo es mas que nada una serie de resultados técnicos que se utilizan en los
demads capitulos.
En el capitulo 4 se demuestran resultados que se utilizan en el capitulo 7, el
capitulo es mas bien técnico.
Sea J el operador de Lo(R?) en Lo(Q) dado por la multiplicacién por la fun-
cién caracteristica de 2 , entonces se definen los operadores de onda como
sigue:
(3) Wi(A) := lim eH(4) Jg~itHo
t—+too

La razén de la definicién se puede ver en el libro [5] antes citado, en el capitu-
lo 4.
En el capitulo 5 se estudian resultados bésicos de espacios de Sobolev, y el
resultado principal es el teorema de Rellich-Kondrachov simplificado (teo-
rema 5.0.44), este resultado se utiliza en el capitulo 7, el capitulo es muy
técnico y se necesita la teoria basica de espacios de Sobolev para entenderlo.
En el capitulo 6 se demuestra un teorema espectral para 2 operadores auto-
adjuntos, que permite desarrollar el calculo funcional para funciones de dos
variables, herramienta que se utilizara en repetidas ocasiones en los capitulos
siguientes.

En capitulo 7 se demuestra el teorema 7.0.56 que dice: Los Operadores
de onda existen y son isométricos, para toda A € Ag(ag, Br), ademas si
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A', A? € Ak (ak,Bgr) con A2 = A' + V), en donde A es como en el capitulo
2 entonces

(4) Wi (A?) = 2O W, (A} )e P (*P)

En donde A, es como en el capitulo 2
Con los operadores de onda, podemos definir el operador de dispersion,
que esta dado por:

(5) S(A) = Wi(AW_(4)

Dado 7 € S' denotamos por Q, = {z € Q : z +vr € Q,Vr € R}.
Dada 0 € R? sea @9 € C§°(£%5) en donde U = v/|v|, denotamos por ¢5 =
€M entonces e~ MV TeitHo g — eimlv|*t/2p-iPuto—itHo b (esta férmula se
demostrara en el capitulo 3). Demostraremos que en el limite de velocidades
altas, podemos suponer como una buena aproximacién que la evolucién libre
estd dada por e V¢ = @y(z — vt) (médulo una fase no importante), por
lo tanto, como ¢y € C§°(Q25), entonces tiene interaccion despreciable con K
para todo tiempo.

Entonces, deseamos reconstruir Br(z),z € Q y ax modulo 2 a partir del valor
del operador de dispersién aplicado a funciones de la forma ¢, = €™%¢, ,
oo € C5° (%)

Para tales fines haremos una aproximacién mas manejable del operador de
dispersion, éste es el propdésito del capitulo 8, es decir, demostrar el teorema
8.0.58. A partir de éste se deduce el siguiente teorema:

Supongamos que Ax € A(ag, Br) y que ¢, ¢ € C°(25). Sean ¢, y 5
dadas por,

By 1= €™y, Uy = ™y,
Entonces,

(S(A)éi',wv>_( 1f A J:+vrd'r¢ w0)+0(| |)

Entonces podemos conocer la funcion e f—wﬁ""{“”}dﬂx € €5 a partir del
limite, lim}y|—00(S(A)dy, V) , para todo ¢y € C§°(825)
A partir de esta informacion, se demuestra finalmente en el capitulo 9 el
siguiente teorema: _ _
Supongamos que A7 € Ag(aj, B),j = 1,2y que K es convexo. Entonces si
S(A') = S(A?), tenemos que ok = a% médulo 2 y que Bj(z) = Bi(z),z €
Q). Este 1ltimo teorema es el objetivo final de este trabajo.
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Capitulo 1

Potenciales Magnéticos

1.1. Preliminares

1.1.1. Primera parte

Definicién 1.1.1. Denotamos por Agoy(aqoy, Br) al conjunto de todas las
funciones A € C'(R? — {0}, R?) N I¥°(R?,R?) con V x A = 2rayo6(z) + Br
€ D'. Mas ain, asumimos que A(z) = O(||z||)™ ", ||z|| = oo y que

a(r) == sup{|A(z) - Z| : [lz]| Z r} € L'([0,00))

Definicién 1.1.2. Sea K un conjunto compacto tal que 0 € int(K) y que su
frontera OK es una curva cerrada, simple C'; sea 0 = K¢ . Entonces para
toda ax € R y toda funcion a valores reales Br € C(f2) denotamos por
Ak (o, Br) al conjunto de funciones a valores reales A € C'(2,R?) con

V x A = By y tales que
_ Jox Alz)dz

2w
En donde la integral esta en sentido contrario de las manecillas de relos.
Ademds, asumimos que A(x) = O(||z]|™"), ||z]| = oo y que

a(r) :=sup{|A(z) - 7| : ||z]| 2 r,z € 2} € L'((0,])

Debemos demostrar que estos conjuntos antes definidos no son vacios.
Como la funcién By € C(Q) , entonces existe una funciéon By € C}(R?) tal
que BR{:.-:) = Bp(x) para toda x € Q y Bg(z) = 0 en una vecindad del 0!
Definimos las siguientes funciones:

(837¢

'Teorema 26.A.3 del libro [4]



o At = (7)o = 5 fonie—n) (1) 5

02) dute= e () = o [ Bt -0 () g

Ademas ag := fak Apdz, en donde integramos en contra de las manecillas
del reloj.

Entonces A;g + As € .A{(]} (Q’{D}, BR) y Asp + Agg € AK(Q’K, BR)
Enseguida se demuestra la afirmacién anterior:

Teorema 1.1.1. V x Ay = 2mayo)6 en el sentido distribucional, en donde
0 es la delta de Dirac

Demostracion. Sea ¢ € D = Cg° (Rz) Entonces
CI
V x A13(¢) =-Aj, 2(31-1) == Alsl 3;:2 = _{El Bz + 23:;)
Por el teorema de convergenua dommada de tebesgue esto ultimo es igual
a: hmé—rﬂ IB‘ 0F |z|2 {:rl a‘p + :r?_i)

dz2

A COntmuacmn hacemos un camblo de variable, z; = rcos(6), z, = rsin(6);
0005 | 00 = 200m | 200n

porloque 36 =72%0 + 2200 R =B +m%

Entonces:

9% _ _9¢ 8¢

% = — 527 sin(0) + ax_zrcos(ﬂ)

%ﬂ = —3(‘03(0) + a_ sin(f)

r . .on z2 . .

Multiplicando la primera ecuacién por —sin(f) y la segunda por rcos(d) y
sumando las ecuaciones obtenemos:

o9 1 . 00 ¢
1. _— = (= i
(1.3) oz, r( sin(# )69 + rcos(f) 3?*)
De manera andloga obtenemos:
9o 1 0¢ 09
14 e s
(1.4) - —(cos(0) 20 + rsin(6) 67‘)
Entonces:

VXAis(qb) = _ﬂ{ﬂ} ll’ﬂlt_,(] fb‘((l])" rcmﬂ((i(_ sm(ﬂ}%ﬂr COE’( )6.:))_'_@!@( (Coq(g)dﬂb_'_

r2 T a0
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rsin(6)32)))rdrdf

= —ayo} lime0 fo% f(“ %drdé’

= ooy limeso f;™ ¢ (e, 0)df
Pero como ¢ es C3°(R?), se aplica el teorema de convergencia dominada de
Lebesgue para obtener:

2m 27

2r
lim [ é(e,0)d = f lim ¢(e, 0)d0 = | $(0)d6 = 276(0)
e— 0

0Jo 0

Por lo tanto, obtenemos:

V x Ai5(8) = a0)2m¢(0) = ayoy2m6(0)
Entonces V x Ay = o) 27 O

Teorema 1.1.2. V- A, = 0 en el sentido distribucional

Demostracidn. Usando la ecuacién 1.1 y utilizando coordenadas polares ob-
tenemos:

0o 0¢
’ = oo A OO
v Als(ﬁb) AIS,IOII 15,2 6:1:2
= —lim 210 92 Jo4y
e—0 B(0)¢ T 89
0
= ~lfm / 020 4
€0 i T
=0
g
Teorema 1.1.3. V x A,z = By
Demostracién. sea ¢ € Ci°R?
do 0¢
V x Air(¢) = —-4m.2(ﬁ“l') + AIR,I(E)
1 (x—2), 0¢ (z—2); 0P
= — — Bp(z —_ =L
// 2n r(2)( |z — z|? Oz, ¥ |z — z|? 812)d2dx



Como Bp € C}(R?) y ¢ € D, entonces el integrando de la iiltima ecuacién
es absolutamente integrable en el plano, por lo tanto, podemos utilizar Fubini:

V x Air(¢ /f SEH 00, SR Ol g

|1‘ —z|20zy |z — z|? Oz,
BR(Z wy 37—z¢(w) Wy af—z‘ﬁ( )
- / o (/ WP w WF dw %
En donde 7_,¢(w) = ¢(w + 2)

_ [ Br(2)
_/ ;ﬂ 26 (7-,¢)dz

= / Br(2)$(2)dz

= Bgr(9)

De manera analoga se demuestra que V- A;p =0
De los teorema anteriores se deduce que V x (A g + Ays) = 2mao10(z) + Br
yque V- (Ajg+A4;,)=0
Es un resultado elemental que A, € LY (R? R?); ademas A, es acotado,
pues sea n € N tal que sop(B;) C B,(0); entonces

27| Ayr(2)] < |Brlos [

o | Br|sovolumen(B,(0)) si |z| 2 2n
Bn(z) |yl

|BR|so fB?n(ﬂ) ﬁdy si |z] £ 2n

Como A;p es acotado, entonces se obtiene que A,z € L'*(R% R?), por lo
tanto, A, + A, € L!°(R%, R?)

Claramente A,,(z) = O(|z|™"), |z| — oo y ademas se cumple que 2|7 Ay g(z)] <
| Br|sovolumen (B"(O})Irl nsz!x[ 2 2n

Se concluye en consecuencia que Ay, + Ajp = O(|z]™!),|z| — co. Ademas,

om(Air + A)(z) -7 = _Balz) (_(”‘" - z)?) ; (1‘) dz

|z — z[?|z| \ (z — 2)1) 5
|BR|l:ao:"l

(lz] = n)?

sC

si|z| 2 2n



Como A es acotado y Ays(z)-Z=0
Se concluye que:

a(r) := sup {(Air + A15)(z) - T} € L'([0, 0])

|z|2r

Es claro que A4;, € C'(R? — {0}, R?)

Teorema 1.1.4. Az € C'(R? — {0},R?)

Demostracion. Sea e; un vector de la base canénica de R?, sea g : [—1,1] x
R? — R tal que g(h,y) = BR{”“"_,‘:)_BR(I_"‘), como Bp € CP(R?); enton-
ces g es continua y de soporte compacto, luego existe un compacto E de
R? y una constante M, tales que gr(y) = [g(h,y)| £ MxgVh € [-1,1];
por el teorema de convergencia dominada de Lebesgue, se concluye que
limp—o [ gndy = [limu_0 ga(y) y por ende se obtiene:

0Awr _ 1 [ 9Bgp(z—y) —yz dy
Ox; 27 Oz; ly|
Por lo tanto, se concluye que A,z € C'(R? — {D} R2 a

Hemos demostrado entonces que A+ Ais € Aoy (@0}, Br); por lo tanto:
A{u}(a{o}, Bg) # 0.

Veamos ahora que Ag(ax, Br) # 0.
Sea A = Ay, + Agp. Podemos concluir que V x Ay = (ax — ag)2nd, esto
es, por lo ya demostrado en el caso K = 0, por lo tanto, V x Ayy = 0 en Q,
pues el 0 esta en el interior de K.

De igual forma que en el teorema 1.1.3, podemos concluir que V x Ay =
Bp por lo que se concluye que V x Asr = B en
Se concluye que V x A = Bg en Q y que Ay, = O(|z|™'),|z] = oo y el
hecho de que A;r es acotado y que Az = O(|z|™!), |z| = oo se demuestra
de manera analoga al caso de A
De manera igual al caso en el que K = 0, podemos concluir que:

a(r) := sup {(Azr + Az) () - T} € L'([0, ])

|z|zr

Veamos ahora que A € C'(Q, R?): )
Como 0 € int(K) entonces es claro que Az; € C' (12, R?), de manera que sélo
tenemos que ver que A, € C'(Q, R?).

)



Teorema 1.1.5. A, € C'(Q, R?)

Demostracion. Sabemos que:

dy s —(z —y)2 dy
2rA /B ( yg) = /B (
2R R |y|2 R(y) (I — y)l |I . y|2
Como By, es continua de soporte compacto, entonces, es uniformemente
continua, supongamos que sop(Bg) C By(0) y que Bg # 0 (de lo contrario
es claro), entonces sea 6/(-[82;\”,2{0) 1/|yldy + 1 + A(Bn(0)))) (en donde A es
la medida de Lebesgue ) tal que si |2y — 29| < § = |Bgr(z1) — Br(22)] <

€/(Brloo( [, 0 1/19ldy + 1 + A(Bx (0))))
Entonces si |z; — 5| < min(1/2,0) =

|2?TA2R(.’L'1) = 27I'AQR($2)| é
<
/(( [B Vil 1+ X(B(0) fB 1lyldy <

~+1/2(21)
&/ gy sy V/IWIdy + 1+ ABr(O) [y, o) 1/I¥ldy si [z1] < N +1
2¢/(J g, 1000 1/ W1dy + 1+ A(Bn(0)))M(Bn (0)) si |21 2 N +1
< 2e¢
Se concluye que Asi es uniformemente continua.

Veremos que es derivable:
Sea ey, e5 los vectores de le base de R?, definimos

B!t($ + he; — y) — B r(z —y)
h

h(y, h)

Para |h| < 1, entonces, como Br € C{(R?), y h es continua y de soporte
compacto, por lo tanto es acotada vy de soporte compacto. Se sigue entonces
del teorema de convergencia dominada de Lebesgue que

. Y2 21 : —Y2 2
iy [ 1) () 1710y = [ it (725) 1/l

Y de esto 1ltimo se concluye que

6



gartan= o0 [ g Bute =0 (C5)7)

Como a—‘?;:BR € CY(R?), se sigue como cuando demostramos que A,p es uni-
formemente continua, que %Agn es uniformemente continua.

El hecho de que Asg v %Agﬁ son acotadas , se sigue de que By y a%BR son
acotadas y de soporte compacto.
O

Teorema 1.1.6. 5i A = Ay, + Agg, entonces: ax = 5= [, A(z)dz

Demostracion. Supongamos que B((0) C K, sea R’ K — B,(0) =
fax Ais fas (0) Aps =2 [V x Ay =0 faB 04 = [ox Azs = 2 (ag —
ar) .. 37 Jox(A) = ax O

Como resultado tenemos que A € Ax(ax, Bz) y por lo tanto Ax(ax, Br) #
0.

Teorema 1.1.7. Supongamos que A'yA* € Ax(ak, Bk). Entonces si K =
{0}, existe una funcién a valores reales A € C*(R? — 0) N L®(R?) tal que
A' = A2 + V) en D"(R?). Si K es como en la definicion 1.1.2, eziste una
funcion a valores reales A € C*(Q,R?) N L®(Q) tal que A' = A% + V) en
Q. Ademds, en ambos casos Aoo(T) = lim, oo A(Tx) eziste y es continua en
el circulo Sy. Denotamos también por Ay a la extension de ésta a la funcion
continua de grado cero definida en R? —0 como sigue:Aoo(rT) := Aoo(Z),7 > 0

Lema 1.1.1. Denotamos por A = A'— A%, Entonces V x A = 0. Supongamos
primero que K = {0}. Sea ¢ € C§°(B1(0)),¢ 2 0 tal que [ ¢(x)dz =1 sea
on(x) = n2@(nz). Definimos A, = ¢, * A, entonces:A, € C*®,

Demostracién. sea H : [-1,1] x R? = R, H(t,y) = (¢n(z + te; —y) — dn(z —
y))/t — 22U "en donde e; es un vector de la base canénica de R2.

Entonces H es continua de soporte compacto, por lo tanto, H es acotada por
una constante M; se sigue que A(y)H(t,y) S MA(y)Vt € [-1,1]Vy € R*-0
Por el teorema de convergencia dominada de Lebesgue i1m,_,gj H(t,y)dy =
[ im0 H(t,y) =0 .. % = [A(y 6"" (z — y)dy

Entonces %’?es contmua y por mduccmn se demuestra que las derivadas de
orden superior a 1 con continuas , entonces A, € C* O

2Teorema de Green



Lema 1.1.2. lim,_,,, A, = A uniformemente en compactos contenidos en
RZ2-0

Demostracion. Es claro que sop(¢,) C Bi/a(0) y que [ ¢, = 1.

Sea U C R? — 0 compacto sea d := dist(U,0) > 0, sea n; € R tal que
1/'!11 < d/4

Como A es continua en €2, A es uniformemente continua en Uy := {z €
R? : dist(z,U) £ d/2} ,sea § > 0 tal que si |z — y| < 6,2,y € Ugpa =
|A(z) — A(y)| < €. Sea ny € N tal que 1/n, < § Entonces:

Sea z € U y n > méax(ny, ny)

A4 = Ala)| = / bu(y) Alz)dy — f Atz —g)baly)ety)
< / |A(z) - A(z — )\éa(v)dy

[ |A(z) — Az — 9)|éa(v)dy
By;,(0)

<e [ b (v)dy

Lema 1.1.3. Vx A, =0

Demostracion. Se demostrara que V x A, = 0 en D' y como A, es C*, de

esto se sigue que V x 4, =0
Sea ¥ € C°(R?). Entonces A(y)dn(z —y) 22 (z) es absolutamente integrable

dr,
en R?, por lo tanto, podemos aplicar Fubini.



¥ Al = [(f Afe il )dy)—(x) (f Ag(z-mﬂ(wdy)g—ﬁ(zndx
= [ot) [ Al{x—y);(x) _ Aofz -y>g‘—3(x)my
[ onlv) [ () 2 (y+2) - Az(z)%(wz)dzdy

= /%(y)v x A(T_y)donde 7_,3(2) = ¥(y + 2)

- / $(y)0dy
=0

Demostracion del Teorema 1.1.7. .
Supongamos primero que K = {0} Se sigue del teorema de Stokes que
para cualquier curva simple cerrada C que no pase por el 0

/Adi / Vx Apdz =0

Como A,, — A uniformemente en C, entonces:

(1.5) /Ad:ﬁm]Aﬁhw
C n—oo ¢

Supongamos ahora que K # {0}; sabemos por hipotesis que [, Adl = 0
Si C es una curva cerrada C' C § cuyo interior no contiene a K, se sigue
del teorema de Stokes que [, Adl = [, V x Adz = 0si la curva C tiene
al K en su interior entonces, si K, = Cj,y — K = fam Adl = fK. VXA=
0= fc Adl = faK Adl = 0 se concluye que si C es una curva simple cerrada
cC'cQ

(1.6) LA&:U



En cualquier caso, sea K ={0} o no, definimos para z, fijo en
(1.7) M) = / Adl

En donde CZ, es una curva simple C' en Q que va de zp a z, A estd bien
definida por 1.5 v 1.6

Por la definicién de A se obtiene que VA = A, por lo tanto, si K = {0},
A€ C*R?-0) ysi K # {0}, entonces A € C%(Q)

Sea N € N tal que K C By(0) supongamos que zo € dB,(0),|z| 2 N sea
z € Q sea zy € dBN(0) N {rz : 7 > 0} entonces:

Mz)= [ Adl+ / Adl

]
Czo

< 27| Al N + /w a(r)dr
0

Ademsés, )\ es acotada en la bola By(0), pues A es acotada y K es una
curva C', simple y cerrada. Se concluye que A € L®() si K # {0} y que
)€ L®(R?) si K = {0)

Sea M € RM 2 VtalquefM r)dr < ¢/4 sea § > 0 tal que si
ZjeS,E-g1<6= TM9) Aloodl < €/2
sean T,y € S, |T — Y| < 0, entonces

My 00
Meo(®) = Ao < [ |Aloodl +2 ] el
M

17 M
S e/4+2¢/2
< €

Por lo tanto A es continua en S O

1.1.2. Segunda parte

Definimos aqui algunas funciones particulares que cumplen con las defi-
niciones 1.1.1 y 1.1.2.
Usaremos coordenadas polares (r,8),r > 0,

10



6 € [6p, 0 + 27) para alguna 6, € [0, 27)
Sea f(A) € C'(S") tal que f(f) =0 parafy <0 < 0y +¢/2y para by + 21 >
0 2 6y + 27 — €/2, supongamos que f(0) = 6 para 6y +€ < 0 < Oy + 21 — €
para alguna € > 0. Definimos:

o % ("’“’2) — (ax — ar)Vf(6)

I

En donde ag = 3= [,, A9 es un niimero y el término A9 se define posterior-
mente.

Teorema 1.1.8. A/ tiene soporte en un cono con centro en 0, eje €% y
dngulo de apertura ¢, ademds, A/ = O(|z|™}),|z| = o0 y que Af(z) - T =0

Demostracion. En realidad se define f(r,0) = f(0)vrvé
Sea G : R? — R? tal que G(r,0) = (rcos(d),rsinf) sea g tal que go G =
f(r,8), entonces V f se refiere en realidad a Vg

d
v/(0) = (0, 55)
:(3_9 3_9) os(f) —rsin(6)
oz’ 0y’ \sin(f) rcos(P)
dg dg dg . dg
(555 cos(0) + a—sn(ﬂ) —arsm(é?) arcos(é‘))
=
_ 9% o+ Y
0= % cos(6) + 2y sin(f)
of _ _9 o9
0= 35 (9) + 8yrc05(9]
=
% _ _9/y
Ox 00 r?
R
dy 00 r?



Para (z,y) = (rcos(6),rsin(0)) para 6 tal que 0y +€ < 0 < 0y + 27 — ¢, se
cumple que %-g =1

Por lo tanto A/ tiene soporte en un cono con centro en 0, eje €% y dngulo
de apertura € y A’ = O(|z|™!),|z| = 00 y que A/(z)-Z=0
O

Para cualquier Q@ = (q1,¢2) € R?, sea A? el siguiente potencial magnético:

a=(222) [ Brluz + (1 — W)Q)udp

Ty —q

En donde si K = {0},Bg = Bg y si K es como en la definicién 1.1.1,
Br(z) = Bg(z) si z € Q y Bg € C3(R?) es una extensién de Bg que es cero
en una vecindad del 0 °.

Teorema 1.1.9. Se puede encontrar Q tal que el soporte de A% esté conte-
nido en un cono con vértice Q , con dngulo de apertura € y eje €'

Demostracidn. Supongamos que sop(Bg) C By(0), N € N sea:

L, ={Q+pz—-Q): ue(0,1]}

La recta que une a x con Q

Para que z € sopA? es necesario que L, N By(0) # 0, esto quiere decir
que sop(AQ) C {z : z € L, y L, N By(0) # 0}, este tltimo conjunto es
un cono con centro en Q si || > N , eje en direccion de -Q y dngulo de
apertura menor que arcsin(/N/|Q)|), es claro que el angulo de apertura tiende
a 0 cuando |@Q] tiende a infinito.

O

Teorema 1.1.10. V x A9(z) = Bg(z)

3Pagina 247, teorema 26.A.3 del libro [4]
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Demostracion.

V x A%() = 5 -(z1 ~ ) / Balon+ 0 — ) @udp
I 0

- ai%(r;rz —~ 272)/0 Br(zp — (1 - p)Q)udu

= [ 1 (Br)an = (1 = W)@ + a5 (Br) ot (1= k) Qe
0 2

83:1

- /n qla%l(én)(m - (1=’ - qzaixz(ﬁn)(r# — (1= w)Q)u*du

l -~
+2 f (Br)(zp = (1 - B)Q)udp

- /1 ‘Ba—BR(Q + p(z — Q))dp + 2[ (Br)(zp — (1 — p)Q)pdu
0

— (2Br(Q + ulz — Q)L — 2 [0 (Br) (s — (1 — 1)Q)udy

2 f (Br) (e — (1 — 1)Q)udy
E 0
= Bpg(z)
=V x A? = By
O

Teorema 1.1.11. A9 es uniformemente continua, derivable en primer or-
den, con sus deriwadas uniformemente continuas.

Demostracion. Para la contlnmdad uniforme de A9 y sus primeras derivadas,
es suficiente demostrar que f(x fo Br(Q + p(z — Q))p es uniformemente
continua , junto con sus prlmercu, derivadas.

Sea e; un vector de la base canénica de R?. Definimos la siguiente funcién.

9(n h) = (Br(Q + u(x + he; = Q))u — Br(Q + p(z — Q)u)/hy p,h € [0,1]

Como By € CH(2) entonces g es continua, y por lo tanto acotada, se sigue
del teorema de convergencia dominada de Lebesgue que limy,_,¢ fol g, h)dp =
J limy_y0 g(p. h)dp, por lo tanto,

13
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g sz 1 X
a_-'f-'i/[) Br(Q + p(z — Q))pdp = fo a_i‘(BR(Q + p(z — Q))p)du

i

= fo (3%8&)(@ tule—QNddn

Observemos que o — y| < 6,1 < 1= Q + u(z — Q) — (@ + uly - Q) =
|p(z —y)| < §.Como a%BR es uniformemente continua, dada ¢ > 036 > 0 tal

quesi [z—y| < 6 = |(ZBr)(Q+u(z— Q)1 — (2 Br)(Q+p(y—Q))1?| < €
por lo tanto [y < & = [ (2 Br)(@+ (z — Q)2 — (2 Br) (Q+ 1y -
Q))1?|dp < €. De manera que a%f(;r} es uniformemente continua y de modo
analoga demostramos que f es uniformemente continua.

g
Teorema 1.1.12. A9(z) = O(|z|™"), |z| = oo

Demostracion. sea N € N tal que sop(Bgr) C By(0), sea h = |Q| + N sea x
con |z| > h, entonces:

L h/(lz-Ql)
| Be@-+ uz - @< [ Baleok (12 - Q)
= |Bgloo(h/|z - Q|)?
= |4%(2)| £ |Brlwh?/Iz - Q|
Entonces |A9(z)| = O(|z|™"), |z| = o0 O
Teorema 1.1.13. La restriccion de A9 a Q) estd en C''(Q)

Demostracion. Ya demostramos que A? y sus derivadas de primer orden son
uniformemente continuas, sélo falta ver que son acotadas.

9 0 (q2— z Lo
Q. _ 12 2 B
afo (31.1_ ( )}/0 Br(pz + (1 — p)Q)pdp

T —q
o "8_/[3( + (1= pQud
a-q) oz Jy " b H)& ) ppe
:(i g }/15’ (px + (1 — p)Q)ud
Oz; \&1 — q i R dp

. l -~
* (q2 . 12) /0 (Bi;t:,-BR)(Q +u(x — Q) pdp

Ty —q

14



En donde en la iltima igualdad usamos la férmula obtenida en la demostra-
cién de que A9 es derivable.

Como sop(a%B,q) C Bn(0), ¥ 75 9_Bp es acotada, se concluye como en la de-
mostracién de que AQ( ) = O(|z|™"), |z| = oo que iaz AC| = O(|z|™), |z| =
0o. Como A% Y3 AQ son uniformemente continuas , se concluye entonces
que son acotada.s O

Ademis, A%(z)-Z £ Q|| Jy Br(Q+u(z~Q))dp| < |QI|Brlh®/|z~QI?
si |z| es suficientemente grande, como A? es acotado, se concluye que o (r) =
Supx&ﬁ,h@r{AQ(:‘c) - E.} € LI(O'J OO)

Definicién 1.1.3.
AlQ = Af + 49

Ya demostramos que |A19(z)] = O(|z|™),|z] = oo y que a(r) :=
supjy s, {A"9(z) - Z} € L'(0,00).
Teorema 1.1.14. Vx Vf =0 en D’

Demostracion. De la demostraciéon del teorema 1.1.8 tenemos que Vf =
af =

5 xy)‘ de la forma de Vf, vemos que estd en L', por lo tanto, define
una distribucién. Sea ¢ € D

__fof 08 10 06,
VxVf(o) = /TQGGTCOS(9)6x1+r386 n(ﬁ)axgdx

Usando las ecuaciones 1.3 y 1.4 y cambiando a coordenadas polares, obtene-
mos:

99 0f

V x Vf(o) =] 3 agdﬁ'f =0
L1
Teorema 1.1.15. Si K # (), entonces
(1.9) g = 1/(2?7)[ AP9(z)dr
oK

-
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Demeostracion. Sea ¢ > 0 tal que B.(0) C K, por el teorema de Green ,
porque V x A/ = 0 fuera de B,/2(0) y por la demostracién del teorema

a8 B,
1.1.8, obtenemos que [, AY = [} o AT = (akx —ar)(27) = [, %é— ( :cy) =
(ak — ag)(27).El teorema se cumple porque ap = 1/(27) [, A® O

De todo lo anterior se concluye el siguiente teorema:

Teorema 1.1.16. A/? € Ax(ak, Br), en donde K puede ser el cero.

16



Capitulo 2

Los hamiltonianos del problema

Supongamos que A € Ag(ak,Bgr) en donde K puede ser el conjunto
{0}, el hamiltoniano formal del sistema ( en donde tomamos la constante de
Planck, la velocidad de la luz, y la carga del electrén como iguales a uno )es
el operador
(P=dA)°

2m
Con dominio CZ(f2) donde P = —iV es el operador momento y m > 0 es la
masa del electron.

El simbolo h4 no tiene en realidad un significado preciso puesto que hy no
es necesariamente un observable, por esto es que debemos definir el hamilto-
niano de manera exacta conservando la idea fisica original de h4. En primer
lugar, el hamiltoniano debe ser un operador autoadjunto H, : L*(Q) —
L*(2), pues debe ser un observable!, es también razonable que contenga
en su dominio a C3(Q2) y debe cumplir la siguiente férmula: 1/(2m){(P —
A)f,(P— A)g) = (Haf,9)Vf € Dom(Hx)Vg € Dom(H ) en las siguientes
lineas construiremos de manera formal el hamiltoniano H 4 que cumpla con
lo que queremos.

La forma bilineal asociada al operador formal h, es:

h_,s‘ =

(2.1) 0a(6, ) = 5 (P~ A)8, (P~ 4))

Con dominio C;(2). En el caso de que K = {0}, Q@ = R? — {0}. La forma
g4 es claramente no negativa, se demostrara enseguida que es cerrable:

'Pégina 103 del libro 5]
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Teorema 2.0.17. g,es cerrable
Antes de demostrar el teorema se demostrara el siguiente lema.

Lema 2.0.4. sea {b,}nen C L*(R) 0 una sucesion de funciones tales que el
soporte de cada una de ellas estda contenido en un mismo compacto indepen-
diente de n, supongamos que b, € C}(R)Vn, b, — 0,n — oo(enL;(R) o Ly(R))
y que 2 — b,n — oo(enL;(R) o Ly(R)), entonces b =0 en Ly(R), es decir,

b=0 en cast todo punto.

Demostracion. Como el soporte de todas la funciones b, esta contenido en un
mismo compacto, podemos suponer que el espacio de medida es en realidad
Ls[a,c], en donde sop(b,) C [a+1,c—1]Vn e N

Si la convergencia es en L, entonces como %—b;l b — 0 en Ly([a,c]) y por
la desigualdad de Ho]der si f € La([a,c]) = [If] £ (JIFH)V2([1)Y/? se

obtiene que by, b, 22 € Ly([a,]),Vn € Ny que lim, o by —b =0 € Ly([a,c])

Entonces llm,,_,m fy %a = [Yh. Por el teorema fundamental del célculo se
tiene:
(2.2) lim b,(y) — ba(a) = lim by( ] b
n—o0 n—o0
Entonces la sucesion b,, tiende puntualmente a la funcién f(z f b que

es continua por ser la integral de otra funcién integrable, como ei espacio de
medida es finita, entonces b, — f casi uniformemente: dada m € N,3E,, C
la, ], \(Ep) < 1/m (donde A es la medida de Lebesgue) y tal que b,xge —
fXge, uniformemente, por lo tanto b, xge — fXge, en Lyla,c] como by xpe, —
0, se concluye que fxge = 0(c.t.p) entonces se tiene que fxu,.ve, = 0(c.t.p),
pero A((Upeng,)¢) = 0, se concluye entonces que f = 0(c.t.p), como f es
continua, se tiene que f = 0. Por ende,

/ b=0V z € [a,c]

Esto implica? que b = 0(c.t.p.)

2Pégina 101 del libro [6]
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Demostracion del teorema 2.0.17. Recordemos primero la definicion de que
una forma sea cerrable:
Una forma bilineal es cerrable si siempre que {u,}nen C Dom(ga) y se tie-
ne que limpe0m—o00 §4(Un — Um,Un — Uy,) = 0 y ademds se cumple que
lim,, 400 up, = 0 (en Ly ), entonces limy,_,o0 ga(Un, un) =0
Denotamos por qa(f) = ¢4(f, f)
Sea {u,} C C§°(RQ) con up —nnoo 0¥ ga(tn — Um) 2 nmace— 0
Pero g (un—um) = |(P—A)u,— (P—A)un|3 , entonces la sucesién (P— A)u,
es de Cauchy en L%(Q), como L*(f2) es completo, se concluye que existe un
elemento u € L?() tal que lim, (P — A)u, = u para que g4 sea cerrable,
hay que demostrar que u = 0.
Sea D un compacto de Q y sea ¢ € C°(R2),0 < ¢ < 0,6(y) = 1Vy € D
Entonces:

lim (P — A)u,¢ = llm —ipVun — tuya Vo + Augd

n—>00
Por hipétesis A es acotado en sop(¢), sea M cota de A en sop(¢), entonces:

|Adtugla S Mugpl2

Por lo tanto, A¢u, — 0,n — oco. Por la misma razén: (V¢)u, — 0,n — oo
Por lo tanto, se tiene que:

(2.3) lim (P — A)u,¢ = lim ¢pu,
n—oo =00
= lim ¢(P — A)u,
n—+00
=up = ll’m P(ouy,)
Tenemos que u,¢ — 0, — oj"" — ¢u entonces si demostramos que u¢ = 0
concluiremos que u = () en LQ(Q) puesto que el compacto D es arbitrario.
Sea a, = u,¢ , sea f = ¢u, entonces, todos los a, tienen soporte contenido
en el compacto D por lo tanto como a, — 0, ‘5—?‘: — f en Ly(R?) = a, —
O,‘g—it — fen Ll(sz
Se define b,(y) = [ |an(z,y)|dz, entonces:

n—oo

(2.4) lim /bn(y)d’y =0
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Afirmacién 2.0.1. 2.4 implica que existe una subsucesion de b, que converge
puntualmente a 0 en casi todo punto

Demostracion. Sea E\ , = {z : |by(z)| > ¢/1}, como [ b,(y)dy — 0, entonces
lim, ;00 A(E1n) = 0, entonces Vm € N3in,, € N con /\(El,n,,, LI,
Tenemos queA(Umen{z : |bn, (z)| > 1}) £ Y cn€/2™ = €/2. Sea by, =
bl.Vm. Entonces la subsucesién {b}} cumple con las hipétesis de la suce-
sién {b,}. Hayamos una subsucesién {b2} de la anterior, tal que A(Upen{z :
lbn(z)] > €/2}) < €/22. Por el teorema de recursién para naturales, po-
demos formar la subsucesién {§™*'} a partir de la sucesién {b™} tal que
MUnendz : [B7+1(2)] > ¢/(m +1)}) < e/2m+1).
Sea Fy, = Upen{z : [b*(z)| > 1/m}, entonces A(Fy) < €/2™.
Siz ¢ UpenFn = b2 (2) < 1/n = b2(z) = 0Vz ¢ UpenF, v tenemos también
que /\(URENFH) % Znex 6/2!1 g €.
Dada 1 = € > 0 encontramos una subsucesién de {by}nen llamada {c} }nen
y un conjunto G con A\(G,) < 1 tal que lim,_, c}(z) = 0Vz € G$. Encon-
tramos una subsucesién {c2},en y un conjunto G, con A\(G3) < 1/2 tal que
im0 ¢2(z) = OVz ¢ Gs.
Una vez obtenida {¢"},en se construye una subsucesion de esta {¢"'},en ¥
un conjunto Gri1, A(Gma1) < 1/(m+1) tales que lim,_,o G (z) = O0Vz ¢
G'm+l-
Formamos la subsucesion {c}} de {b,}, si £ ¢ NuenG, = Im tal que = ¢
G = G (z) = 0(n = o0). Como {chin},cn es subsucesion de la anterior,
se concluye que lim,_,o ¢} = 0. Entonces lim, o0 € () = OVZ &€ NpenGa:
Ademds A(NGn) < A(G,) < 1/nVn, por lo tanto, A(NG,) = 0 y se obtiene
que {C} es una subsucesién de {b,} tal que converge a 0 en casi todo punto.
O
Aplicando lo anterior a la sucesién ¢,(y) = [ |a“5if Y) _ f(z,y)|dz, pode-
mos encontrar una subsucesion de esta que converge en casi todo punto a 0.
Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que b, — 0(c.t.p.) v que
cn — 0(c.t.p.).
Sea B = {z:b, » 0}U{z: ¢, - 0}, es claro que A\(B) = 0.
Supongamos que yo ¢ B fija, entonces b,(yo) — 0y ¢,(yo) — 0, esto implica
que a,(z,yo) converge a 0 en L,(R) y que g—if;(x, Yo) — f(z,v0) en Ly(R) se
concluye por el lema 2.0.4 que f(z,y0) = 0(c.t.p), entonces: [ |f(z,y)|*dy =
J([ | f(z,y)Pdz)dy = [([|f(z,y)[*dz)xp = O pues A\(B) = 0 se concluye
que f =0 en Ly(R?).
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Con esto concluimos que f es cerrable. O

El hecho de que g4 sea cerrable implica que existe una extensién cerrada
ga®.
Que g4 sea cerrada significa lo siguiente:
Si {un} C Dom(qa), un — u,qa(un — um) — 0 cuando m,n — oo, entonces
u € Dom(qa) v ga(un, —u) = 0.

Definicién: una forma bilineal q es semiacotada si existe m € R tal que

q(¢) 2 —m|g|*.

Teorema 2.0.18. * Si q es una forma bilineal simétrica densamente definida,
cerrada y semiacotada, entonces existe un inico operador autoadjunto A tal
que q(¢,¢) = (Ap,Y)Vo € Dom(A),Vy € Dom(q) y Dom(A) es denso en
Dom(q).

Antes de demostrar el teorema se hacen algunas observaciones:

Lema 2.0.5. Sea q una forma bilineal definida en un espacio de Hilbert H,
supongamos que q es semiacotada , q(¢) = —M|d|%, sea Q(q) = Dom(q) es
decir: q¢ : Q(q) x Q(g) — C entonces Q(q) es cerrada si y solo si Q(q) es
completo bajo la norma

16l1 = (q() + (M +1)|0[*)"/?

Que viene del producto interior

(6, ¥)+1 =q(8,¥) + (M +1)(9,9)

Demostracion. Supongamos que q es cerrada .

Que (, )41 es un producto interior se se demuestra directamente .
Demostraremos que (Q(q) es completo con la norma anterior .

Sea {@,},| |+1 — Cauchy, entonces como g(¢) + M|¢|> 20, 0 < |[¢| £ |¥]41,
por lo tanto, {¢,} es | |[-Cauchy y como H es completo, existe ¢ = lim,, o ¢n
ademads como limy, ;00 ¢(@n — Om) + (M +1)|0n — Om| = 0, limy, 1y00 ¢(Pn —
®m) = 0 como q es cerrada, ¢ € Q(q) y lim, 00 (0, — @) = 0, por lo tanto,

3Pagina 283 del libro [1)
1Una referencia para este teorema es el libro [7], pagina 278
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limy 00 |@n — @]4+1 = 0 se concluye que Q(q) es | |1, — completo.
Supongamos que Q(q) es | |+ —completo demostraremos que q es cerrada sea
{dn} C Q(q) tal que ¢, > @y q(dpn — &) — 0(n,m — o0), entonces se tiene
que {¢n} es | |+1 — Cauchy, por lo tanto, existe ¥ = lim, 0P, (el limite en
la norma | |41), como | | £ | |+ entonces, ¥ = ¢ y limy00q(dn — @) = 0,
por lo tanto, q es cerrada.

O

Prueba del teorema 2.0.18 . Podemos suponer sin pérdida de generalidad que
q es positiva (g(¢) = 0¥¢ € Q(q)). Por los resultados anteriores tenemos que
q es simétrica y por hipdtesis es cerrada, entonces definidos Hy, como el
espacio de Hilbert Q(q) con el producto interior (, ).

Denotamos por H_; por el espacio de funcionales acotados con dominio H,
sea j : H — H_, dada por ¢ =7 (., @), j() es acotada, pues:

(@) (¥)] < [¥lI¢] < [Y]411¢]

Denotamos por i : Hy; — H a la identidad; ésta funcién es continua puesto
que | | £ | |+ tenemos la siguiente sucesion:

H-H —?i H —}j H_i
Dada ¢ € H,, sea B(¢) € H_, tal que :
B(¢)(¥) = (¥, 9) + (¥,9)

Por el lema de Riesz, B es un isomorfismo isométrico de Hy, en H_, de-
notamos por D(B) = {¢ € H,, : B(¢)) € Ran(j)} se define B en Dom(B)
por
B=j'B

Demostraremos que el rango de j es denso en H_;. De lo contrario existiria
(por el teorema de Hahn-Banach ) A € H*, tal que A # 0y A(j(¢)) = OV €
H, es conocido que los espacios de Hilbert son reflexivos, de manera que
existe ¢y € H, tal que :

0=A((¥)) = jv(er) = (or, Y)W € H

Como ¢y, # 0 esto tltimo no puede pasar y Ran(j) es denso en H_,.
Como B es un isomorfismo isométrico se obtiene que D(B) es denso en H,,
mas ain, como | | £ | |41 y Q(q) es denso en H por hipétesis, se obtiene que
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D(B) es denso en H.
Suponga que ¢,v¥ € D(B) . Entonces

(¢, BY) = q(é,¥) + (6, %)
=Gy + (¥, 9)
= (¥, 9)
= (B¢, v)

Se sigue que B es un operador simétrico y densamente definido.

Enseguida se demuestra que B es autoadjunto.

Sea ¢ = B~!j, entonces Dom(c) = H ¢ : H — H, y c es simétrico pues
(cz,y) = (cz, Bey) = (Bez,y) = (z,cy).

Por el teorema de Hellinger-Toepliz (que demostraremos después de acabar
este teorema), ¢ es un operador acotado autoadjunto.

¢ es inyectivo ya que B es isometria y j es inyectivo, pues si j(¢) = 0 =
(¥, ¢) = 0¥y € Q(q) = ¢ = 0 porque Q(q) es denso en H.

También B es inyectivo, pues B lo es y vimos que j es inyectivo.

Veamos ahora que B = ¢~! es autoadjunto:

La demostracién de lo anterior deriva a partir del hecho de queceslal,y
autoadjunto y que ¢ = B~

Definicion 2.0.4. Definimos la grdfica de una funcidn f como sigue:

9(f) = {(z, f(z)) : = € Dom(f)}

Enseguida recordamos la definicién del adjunto de un operador densa-
mente definido:

Definicion 2.0.5. Sea T un operador T : D(T) C H — H, entonces el
operador adjunto de T, designado por T* es tal que cumple lo siguiente:

y € Dom(T*) si existe z tal que (T'z,y) = (x,2)Vx € Dom(T), en este caso
T*y = z Un operador T es autoadjunto si T =T*

Definicién 2.0.6. sea H un espacio de Hilbert, entonces se define la funcidn
v:Hx H— H x H tal que v(z,y) = (—y, )

Afirmacién 2.0.2. Si H es un espacio de Hilbert, entonces la funcion (, )yxn :

H x H — C tal que ((¢1,02), (V1,¥2))uxn = (61,%1) + (d2,¢) define un

producto interior
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Nota: Para simplificar la notacion, no pondremos el subindice en el producto
interior cuando se entienda por el contezto, cuando hablemos del producto in-
terior en el espacio H x H en donde H es de Hilbert nos referimos al producto
interior previamente mencionado, a menos que se aclare lo contrario.

Demostracion. Se sigue directamente de la definicion O

Afirmacién 2.0.3. Sea T un operador densamente definido en un espacio
de Hilbert H con rango en H, entonces g(T*) = [vg(T)]*

Demostracion.

(y,2) € 9(T")
ey € Dmn( W (y) =
&(T(z),y) = (z,2)Vz € Dom(T)
¢::’<(_T( )7 )s(ysT ( ))) =0Vz € Dom(T)
=((y,2), W) = OVW € vg(T)
& (y,2) € ug(T]*

a

Afirmacién 2.0.4. Sea ¢ un operador definido en un espacio de Hilbert H
(de dominio H ) y con rango denso en H, supongamos que c es inyectivo y
autoadjunto, entonces c!es autoadjunto.

Demostracion. Se demostrara que g(c™') = g((c™')*) = [vg(c™")]*.
Sea (c(x),x) € g(c™!), sea (-y, g(v)) € vg(c™!), entonces

((c(2), 2), (-, ¢(y)) = —(c(z), y) + (2, c(y)) = —(z, c(y)) + (2, c(y)) =0

Por lo tanto g(c™!') € g((¢™')*)

Si (z,w) € g((c™!)*) = {(c!(z),z) = (z,w)Vz € Ran(c), sea x = c(y)

entonces (y,z) = (cy,w)Vy € Dom(c ) w € dom(c*) y ¢*(w) = z pero
como ¢ = ¢* = (z,w) = (cw,w) € g(c™")

0

Entonces tenemos que B es autoadjunto, definimos A = B — I en donde

I es la identidad, entonces Dom(B) = Dom (A), si ¢ € Dom(B), entonces
(¥, B(9)) = q(¢,8) + (¥, 0)V¥ € Hyy . (¥, (B — 1)¢) = q(v, 9)V¥ € Q(q)

O
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Unicidad. Supongamos primero que si T es autoadjunto y cumple lo del
teorema,entonces g(A) C g(T'), de esto se sigue que g(T*) = ¢(T') C g(A*) =
g(A)... T = A.

Entonces es suficiente demostrar que si D cumple con lo del teorema, entonces
9(A) C g(D).

Supongamos que ¥ € Dom(D) , entonces (¢, DY) = q(¢,¢)Vo € Q(q). Si
B(¥) € Ran(j) = v € D(B):

B(¥)(¢) = (¢, %) + a(¢,¥)
= (¢, ¥) + (¢, dv)

= j((I + D)¥)(¢)
-4 € Ran(j) .y € D(B) = D(A) = (¢, DY) = (¢, AY) = q(,%)
Vo € Q(q)
Se concluye que D es extensién autoadjunta de A y por lo tanto g(A) C g(D).

O

En el caso de ¢4 vimos que es cerrable. Si g4 es la cerradura de g4, enton-
ces existe un tnico operador H,4 autoadjunto que cumple con lo establecido
en el teorema anterior (poniendo a g4 en lugar de q ), entonces H, es el
Hamiltoniano del sistema.

Teorema 2.0.19 (Hellinger - Toepliz). Si A es un operador con dominio
todo un espacio de Hilbert H que cumple que (Ax,y) = (z, Ay)Vz,y € H =
A es acotado.

Demostracion. Demostraremos que g(A) es cerrado, por lo tanto, se sigue
que A es cerrado v del teorema de la grafica cerrada se sigue que A es aco-
tado.

Suponga que (zn, yn) = (2,9), (Tn, Yn) € ¢(A)Vn, hay que ver que (z,y) €
9(A) (o bien y = A(x)):
Seaze H



Por lo tanto y = A(x) O

Hasta aqui terminamos de definir el hamiltoniano de un sistema afectado
por el campo magnético Bg definido en Q en el caso de K # {0} o bien
Bpr + 2mayg)d en el caso de que K = {0}.

También usaremos el hamiltoniano de particula libre, pero mencionaremos
mas adelante como se define.
Enseguida procedemos a demostrar algunas propiedades de H 4.

Teorema 2.0.20. Sean A' y A? € A(ak, Br) y sea ) tal que A> = A' +V\
(la X definida como en el capitulo 1), entonces:

HA2 = eil\(I)HAl E—i'\{r)

Demostracion. Sea T = e*®) H 51e~ M),
Sean ¢, 9 € Cy(f2): Veamos primero que

q}l], (e_”\(z)‘vbs e—-i)\(x}w} = QAz(év "‘f))

qai (e—iA(I)é‘ B_i‘\(I}d))
= (P - AY)e g, (P = Al)emely)
= (e"M@(P — A' — VA)p,e PO (P — A' — VA)y)
= qa2(8, )
Por la unicidad en el teorema 2.0.18, para demostrar que Hy2 =T es su-

ficiente demostrar que T satisface las hip6tesis del teorema 2.0.18 . Debemos
demostrar 3 cosas:

)T es autoadjunto
it1)Dom(T) es denso en Dom(qaz)
1) {To. V) = Gaz(0, 0)Vo € Dom(T)V¢ € Dom(qaz)

La cerradura de 42 se construye de la siguiente manera’:
u € Dom(qp2) si existe una sucesién {u,} C Dom(qaz) tal que gq2(u, —

*Pagina 283 del libro [1]
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Upm) = 0, (m,n — 00), up — u.
Si {vn} C Dom(qaz) y qaz(vn — vm) — 0, (m,n — o), v, — v entonces:

qaz(u,v) = lim ga2(u",v")
n—00

De igual forma es la cerradura de g4.

A continuacién se demuestra iii):

Sea u € Dom(T), entonces e~ *@yu € Dom(qa:), por lo tanto, existe una
sucesién {u,} C C}(Q) tal que u, — ey gu(up — u,) — 0. Sea
v, = e*@y, € CHQ), claramente e @y, — e My, g (e Py, —
e 2 @y,) = 0(m,n = 0).

De esto iiltimo se sigue que e~ (P — A' — V\)(v, — vm)|? = 0 de manera
que |(P — A' — VA)(vn — vm)|? = 0 y v, — u, por lo tanto, u € Dom(q42)
se concluye que DomT C Dom(Ga2).

Sea b € Dom(qaz) vy sea {b,} con b, = by qaz2(by — bn) = 0(m,n —
00), sea c,,n € N tal que b, = e*@¢, entonces ¢, — e @b ademis
1945 (bn = )| = |(P — A2)(6X e, — €M)y, |2 = |€2E) (P — Ay)(cn — cm)[? =
[(P = A1)(cn — ¢m)|? = Gar(cn — ¢m), por lo tanto, e=*&)b € Dom(ga,)

qaz(u,b) = lim gq2(e®uy,, b,)

n—oo

= lim (P — A' = V2)e"u,, (P — A" = VA)e? e,
n—oo
= lim (P — AY)uy, (P — A')e,)
— G (e~ P @y, e N@)p)
= (M) H 1e7 )y b)
AV H 51672 @ oy b) = Ga2(u, b)
Es.claro que C3(Q2) C Dom(T), por lo tanto, Dom(gs2) es denso en
Dom(q) v T es autoadjunto, pues e~*(*) es unitario con inverso e® y H

es autoadjunto.
O

Con esto tltimo terminamos con el Hamiltoniano H,4, enseguida proce-
demos a trabajar con el Hamiltoniano de particula libre.

Definicién 2.0.7 (hamiltoniano de particula libre). Denotamos por Hy :=
~V?/2m := P%/2m al hamiltoniano de particula libre.
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El dominio de este operador es el espacio de Sobolev W ,(R?) :

Wa2(R?) :={f € Ly(R?) : las derivadas en sentido distribucional
de f de orden menor o igual que 2 estdn en Lo(R?) }

Se define la norma de f € Wy como sigue: |f[iy,, = Yo |%%f|2

Es Claro que Dom(H,) es denso en Ly(R?), pues CP(R?) C Wop y C°
es denso en L,(R?).
Lo siguiente que hay que demostrar es que Hy es autoadjunto; esta serd nues-
tra siguiente tarea, para esto necesitamos una serie de resultados prelimina-
res, algunos los demostramos aqui y otros los referimos a otros textos.
Para la comprensién de lo siguiente es necesario conocer lo basico de la teoria
de distribuciones , un libro apropiado es [8]
Denotamos por S(U) al espacio de Schwartz de funciones de decrecimiento
rapido en U C R" © en donde U es abierto.
Como normalmente trabajamos con S(R?), entonces ponemos S en lugar de
S(R?) y lo mismo aplicamos para D = C§°(R?). El espacio S'(U) es el espa-
cio de funcionales continuas en S(U), los elementos de este espacio son las
distribuciones temperadas.
Note que como D(U) = Cg°(U) € S(U) entonces se cumple lo siguiente para
en espacio de distribuciones en U, D'(U): S"(U) C D'(U).

Observacién 2.0.1. Dada una funcional continua T € S', la inclusion
1 : D — S induce una una funcional continua T oi : D — C en D'. S
T,T" € S inducen la misma distribucion, entonces T = T' puesto que D es
denso en S.

Entonces las distribuciones temperadas son las distribuciones que se pueden
extender a todo S de manera continua.

Definicién 2.0.8. Sea T una distribucion temperada, la transformada de
Fourier de T es la distribucion temperada T definida por:

T(¢)=T($)Vo € S

En donde (}; es la transformada de Fourier en sentido usual de ¢

8P4gina 184 del libro [8]



Definicién 2.0.9. sea a := (ay,as,...a,) € N* sea v = (z4,...xz,) € R",
entonces:

& = et
o 3ﬂ2 o%n

D2 o=
Oz " Qxn

|a| =a; +as +..a,
= (~i)epe
SiP(z) = >0, ez, b; € N*, entonces:

P(D) = ¢, (=)D
=) (=1)MI(=i)Ple, D*

Teorema 2.0.21. a)La transformada de Fourier ¥ : 8" — S' es continua,
lineal , biyectiva , de periodo 4 y con inversa continua.
b) siu € S"y Pesun polmomso entonces:

(P(D)u ) Puy(Pu) P(-D)u.

Demostracién. Antes que nada recordamos que la topologia de S" y D' es la
topologia débil estrella (W*).

Como la transformada de Fourier es lineal, basta ver que es continua en cero.
Sean ¢, - - - ¢, elementos de S y sea u una vecindad basica del 0 en S”:

u={T €1S:|T(¢)| < Vi =1,2,..n}

Como la transformada de Fourier es continua, biyectiva de S’ en S, en-
tonces existen 6, ...0, tales que ¢; = 6;.
Sea v la vecindad del 0 en S’ dada por:

g=T €S :|[Te)] <t =1,2,..

SiTev=|T(O )|<e=>{T(q.’>1 l—[T |<E=>\I’[]

Por lo tanto V¥ es continua

Antes de continuar hacemos notar que estamos suponiendo que el teorema
anslogo para S en vez de S’ lo conoce el lector 7.

"Para conocer la demostracién, consultar el libro [8], pagina 184
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Como si ¢ € S, 6 = ¢, entonces ¥* = ¥, por lo tanto ¥~! = ¥® de manera
que V¥ es invertible y la inversa es continua.
Ademas:

-~ -~

(P(D)u)(¢) = (P(D)u)(¢)

O

Observacién 2.0.2. si f € Ly(R?) = f define una distribucion temperada
dada por:

f(¢)=/f¢, sc8

Demostracion. Sea N € N tal que [(1 + |z|*)*V < oo , entonces:

([16P)'7 = ([ (1+]2|*) 72N (1+]2[?)?N|])"/2 < (f(1+|z]72V)) /2 sup,ege{(1+
2V 18]} = C|6|um-

En donde la | |y es una de las seminormas que definen la topologia de S.

De lo anterior se concluye que la inclusién de S en Ly(R?) es continua.

1= [ 1o

< |flesldle,
S ClflLyldln
= Bl¢|m
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Por lo tanto f : S — C es continua y lineal, de manera que es una distribucién
temperada.
O

El mismo teorema es vélido para R™ en lugar de R?, la demostracién es
analoga.

Observacién 2.0.3. Sea f € Ly(R?), sea a € N?, entonces D*(f) (en sen-
tido distribucional)e Lo,R? < D°(f)(en sentido distribucional temperado)e
L,(R?)

Demostracion. Se hace en el caso en que D*f = %ff, el caso general se sigue
por induccion. ‘

Supongamos que g = D*(f)(en sentido distribucional) € L, Entonces g defi-
ne una distribucién temperada Sabemos® que D es denso en S y la inclusién
de D en S es continua.

Sea ¢ € S, sea {¢,} C D tales que ¢, — ¢ (La convergencia en S).

Como [ f(D*pp—D¢) < |f|2| D*¢n—D*¢|2 y lainclusién de S en L, es conti-
nua, entonces: lim, o [ fD%n = [ fD*¢, de manera andloga, lim,_, [ g¢n =
[ 9 Entonces:

[ D% = (1) [ g¢.

Se concluye que ¢ = D°f en sentido distribucional temperado.

La otra implicacién es inmediata del hecho de que D se incluye en S.
O

#Pagina 188 del libro (8]
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Teorema 2.0.22. Sea f € L,(R?) = g{;(en sentido distribucional) € L, &

pif(p) € Lo(R?) (en donde f(p) es la transformada de f en sentido usual )
Demostracion. Por la observacién anterior, es lo mismo suponer que las de-

rivadas se toman en el sentido distribucional temperado y eso es lo que ha-
remaos.

Si ¢ € S entonces coinciden la transformada de Fourier en sentido normal y
en sentido distribucional ya que:

o(t) = 1/(2ﬁ}/¢($)e_”"d:€, siteR?
o(h) = f¢ﬁ,si hesS
= 1/(27r)/¢(t)/e‘*’“h{:c)dxdt,usando Fubini, obtenemos

- [ h@)a)

De manera que coinciden las transformadas en sentido distribucional y usual.
Si g € L, entonces sea {¢,} C S,¥, — g en Ly, entonces § = lim,, o ¥n(en
L,) pero también g = lim, . ¥, (en §) 28 = Mo @n(en S"), como la
transformada de Fourier usual coincide con la distribucional en S, se conclu-
ye que la transformada de Fourier usual coincide con la distribucional en L,.

.Por el teorema 2.0.21, se sigue que g = % < g = ip;f, en donde las
derivadas y transfotmada de Fourier se toman en el sentido distribucional,
pero como en L, coinciden la transformada de Fourier usual y la distribucio-
nal, entonces en este caso podemos pensar que la transformada de f es en el

sentido usual.

Si g € Ly, entonces g € Ly y como f € Ly , entonces ip;f € L{"’C es una
funcién que coincide como distribucién con la funcién § € LE°¢ | se conclu-
ye que ip;f y g coinciden casi donde quiera como funciones, por lo tanto,
}Ugf S Lg.

—
—

Supongamos que z’p,-fe L,. Entonces plfe L,. Pero ip;f = g—_ (en sen-
tido distribucional) se sigue que 2= = 2L € L2,
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O
Teorema 2.0.23. Sea f € Lo, supongamos que pf:.p,-z...p,-mfe L, entonces:
pi.f € LoVk =1,2,..m

Demostracion. Supongamos que sin pérdida de generalidad que k = 1 sea
C1(0) = cubo de lado 2 con centro en 0.

12112 = 12172 12172
T NG A

< ] |pi, [P1f1? + / piy--p1 I
C1(0) C(0)¢
< /IJ‘I“[l;crz-l---ir:hmfl2 < o0
O

Teorema 2.0.24. Hy = —V?/(2m) de dominio Wy, := {f € Ly : D°f €
L, paraa € N? |a| £ 2 }. Es un operador autoadjunto.

Demostmciin. Se demosﬁraré que A es autoadjunto en Lo. R

Si (p? +p3)f € Ly = p*f € Ly y por el teorema 2.0.23 resulta que p; f € L,
y como |pipa| S 1/2(p? + p3) = pipef = Lo

. Se concluye que (p? + p3)f € Ly & p°f € LoVa € N?, |a| < 2. Del teorema
2.0.22 y de lo anterior, se concluye lo siguiente:

{feLy:Df € Ly,a € N°0 £ |a| £ 2}
={f €Ly :p*f € Lr,a e N0 < |a] £ 2)

={f€La: (P} +1)f € Lo}
z{fEL;gAfELQ}

Sea G : Ly — Ly tal que dom(G)={g € L, : (p! +pi)g € L} y G(g) =
(p? + p3)g. Entonces G es autoadjunto °

Sea V¥ la transformada de Fourier en L,.Por el teorema 2.0.21, 1/(2m)H, =
U~'G¥ pues tiene dominio {f € L, : (p? +p§)f€ Ly} = Was.

Como G = G* y V¥ es unitario, entonces Hy = 1/(2m)(¥*G¥)* = H, .". Hy
es autoadjunto. O

*Pégina 55 del libro [3]
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Capitulo 3

Un lema técnico

Denotamos por F'(z € M) al operador multiplicar por la funcién carac-
teristica del conjunto M.
En general si f es una funcién Borel medible, f : R?> — R denotamos el opera-
dor f : Ly(R?) = Ly(R?) con dominio {¢ € L, : f¢ € Lo} tal que f(¢) = f¢
por la misma letra f. Se puede demostrar que f es autoadjunto’

Para cualquier funcién de Borel f : R? — R definimos el operador
f(P) = ¥~'f(-)¥ en donde ¥ es la transformada de Fourier en L,(R?) y
P es en operador momento: P = (P, P,) = —z’(%, 3%). Para simplificar la
notacién, usamos P para denotar el operador momento y p para representar

un elemento de R?

Teorema 3.0.25. Si z, es el operador multiplicacion por x,, de dominio
{f € Ly:z,f € Ly} entonces su resolucion de la identidad es:

E(w)¢ = Xwxr®, con w boreleano en R
o bien: E(w) = F(z € w x R)
Demostracion. Claramente E(w)? = E(w),E(@) = 0,si wNw = § =
Efwuw') = E(w) + E(w') y E(w) es autoadjunto, pues es simétrico y aco-

tado.
Sean w;,1 € N borelianos disjuntos, sea w = U,¢n,sean z,y € Lo, entonces:
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(E(w)z,y) = /xwry

e

Ty
w

neN

—_

Por el teorema de convergencia dominada de Lebesgue)
= S (B(wa)z,v)
neN

Por lo tanto (E(-)z,y) es una medida compleja
Ademas si f,g € Lo:

/R)«d(E(—)f,g)z//\d( (I}ngg)

=//\d(/(,)./gfg)-

Definimos una medida sobre los borelianos de R de la siguiente manera:
pig(w) = fw ffg, entonces p es absolutamente continua con respecto a A
(la medida de Lebesgue), entonces se puede aplicar el teorema de Radon-
Nikodym 2.

Es claro que %ﬁi(x) = [ fg(z,y)dy por el corolario al teorema de Radon-
Nikodym demostrado en la referencia antes citada, si ponemos A = z;:

- o)
/Rxld(#ng_/‘RI] I\ dA

=/I1/f9(~‘6h;’~"2)d-’1"-2dI1
R i®

= (71 f,9)

y esto ultimo de cumple si f € Dom/(z,).
Se concluye que E(w) = F(zr € w x R) es resolucién de la identidad para
I O

2Libro [9] pagina 132
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De manera andloga se tiene que la resolucién de la identidad para x, es:
E(w)(#) = xrxw para todo conjunto de Borel w C R

Teorema 3.0.26. Sea u un operador unitario en un espacio de Hilbert H,
sea A: H — H un operador autoadjunto y sea E(w),w € B(R) su resolucién
de la identidad, sea B = u~!Au, entonces la resolucién de la identidad para
Bes F(w) =u'E(w)u,w € B

Demostracién. No es dificil demostrar que F es una resolucién de la identi-
dad, por lo que lo damos por hecho.

Demostraremos entonces que F es resolucion de la identidad para B.
Sea f € Dom(B) y sea g € H, entonces uf € Dom(A).

(Bf,9) = (Auf,ug)
= /,\d((E(-]Uf, ug))

- f A((F() . 9))

Por lo tanto F es resoluciéon de la identidad para A O

Teorema 3.0.27. Sea f : R? — R una funcién Borel-medible, entonces:
e'Pvtf(z)e Pt = f(z + vt).

Demostracidn. supongamos primero que ¢ € Syque feS

[ ePTe=Pp(p) = ¢z — vt).

Sea ¥(z) = ¢z — vt)

/ P (fi) = f(z + vt)d(x)

De lo anterior se concluye que e'P* f(z)e V¢ = f(z + vt)¢.
Supongamos ahora que ¢ € Lo, sea {¢,} C S tal que ¢ = lim, o0 Op.
Entonces ¢ = lim,_,o @p-

También:
e—ip-vt&;: T e—iP-vt&;;
n—00
s U le PG = lim gu(z — vt)
n—eco
= ¢(z — vt)
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Si h(z) = f(z)¢(z — vt) € Ly = PV h = h(z + vt) = f(z + vt)d(z).
Como Dom(f(z+vt)) ={¢p € Ly : f(x+vt)p € Ly} ={p € Ly : f(z)d(z —
vt) € Ly} = Dom(e'f* f(z)e F?t), se concluye que e*F ! f(z)e P = f(z+
vt) O

Teorema 3.0.28. Con la misma notacion del teorema anterior:

_.'mu-zf(p)eim”'z = f(P+ mv)

Tenemos que f(P) = ¥~!f(p)¥, de manera que f(p) = ¥f(P)¥'.
etmvp - q,esmv Pq, l —:mvp et q,e—imv-PlI,—l_ Sea (;5 e L'z.

e—-imv-pf(P)eimv-p = we—imu»Pq’—lf(P)q,eimUvP‘D—l
- ‘De—imU-Pm—Zf(p)lDQeimﬂ-Plp—l

Sabemos que ¥?¢(z) = U2¢(x) = ¢(—x)Vé € L,.
Sea ¢ € Ly
@28_imU'Plp_2f(p)‘I’zeimU'P‘p_2¢(p) - ¢2e—imv-Plp—i!f(p)\pEBimu-P(ﬁ(_p)
= W2 ™ P2 f(p)W2¢(—(p + mw))
(Por la demostracién del teorema anterior)
= VPG [ (p)(p + mw)
= W2em ™ f(—p)o(—p — mv)
= W2 f(—(p — mv))p(—p) (Por la demostracién del teorema anterior).
= f(p+mv)o(p)

De lo anterior se concluye que si ¢ € Dom(f(p + mv)) N Dom(¥2e— P
U2 f(p) V2™ Py-2) f(p + mv)p = lllze_i’"”'PlI!"zf{p)lI'zeim”'PlI"'zr;ﬁ pero
también se hace ver que Dom(¥2e~ ™V PU~2 f(p)W2eimvPy-2) = {t;fJ € Ly :
f(=p)o(—p —mv) € Ly} = Dom(f(p+mv)), pues [ |f( p)qb —-mu)|? =
[1£(2)(p — m) = [ |(p+mo)g(p)P. Se concluye que
\I,2e—tmv-f"1,—2f{p)q,zeimu-Pq,—2 = f(p +m’v)
Por lo tanto
e—:mvpf( ) my-p __ ,I,quuP‘I, 'Zf( )qj'zeimu-}"p—i
=0 f(p+mu)¥
= f(P + mv)
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Corolario 3.0.1.

—iTnu-x —itHueim'a-z‘

—imu® —iP- —i
e e imv t{?e :Pvl‘.e itHy

=e

Demostracién. Tomamos f(p) = e~*?*/(2m) y aplicamos el teorema anterior
O

Dado v € R denotamos por B,,,(mv) a la bola abierta de R"de radio mh.
si v = 0 usamos la notacion B,,p.

Teorema 3.0.29. Vf € C°(Bmn) y Vi € N, eziste una constante C; tal que
la siguiente ecuacion se cumple:

IF(@ € At)e~tHo f(=— T

YF(z € M)|| £ Ci(1 +1v° + hv*|t])~!
Yv € R*, |v| > 0,t € R,p G_R y para todo par de conjuntos medibles M, M
de R™ tales que r := dist(M, M + vt) — h|v|?|t| 20

Demostracién. Nétese que f es acotada y que la funcién e=°/(2m) es aco-
tada,por lo tanto, el operador multiplicar por f((p — mv)/v*) es acotado al
igual que el operador multiplicar por e=*/(2m) y es claro que los operadores
f(z € M), F(z € M) son continuos.

Por el teorema 3.0.28,

f(P/v* —mu/vP) = e*(m”‘x)f(P/v”)e_‘(m”")

IF(z € M)e™ f((P — mv)/v)F(z € M)|| =
”eimv‘zF(I c M)e—imv-zeitﬁoet’mv-zf((‘P}/T}p)e—imu-zF(x € M}H
- HF(.I € M)e—t'mvz.'.',-’Ze-iP-m‘.e—itHof(P/vp)elmUsz(I c M)"
(por el corolario 3.0.1)

HP” UfF(-r € M) —iFP-vt —l[Hof P/'b lml, :F 3: € M]”

Pl o unitario )

(pues e
= ||F(z € M)(x + vt)e " f(P/vP)e™ % F(z € M)||(por el teorema 3.0.27)
= ||(F(z € M)(z + vt)e o f(P/v?)e™ * F(z € M))*||

— |F(z € M)e~™(e=tHo f(p/oP)) F(z € M)(z + vt)|

= [|(F(z € M)(e™"" f(p/v*))"F(z € M)(z +vt))’|

=||F(z € M)(z + vt)e " f(p/v*)) F(z € M)

=||F(xz € J\:/l)(-“"”"f(p/v"))F(:r € M)||(en donde M=M- vt)

39



Obsérvese que dist(M, M) = dist(M, M + vt), por lo tanto, para de-
mostrar el teorema, es suficiente demostrar:

|F(z € M)e ™ f(P/v?)F(z € M)|| £ Ci(1 + rv* + hv*|t])™!

Si r := dist(M, M) — h|v||t| = 0. Supongamos que ¢ € S

(3.1) e o f(P/v?)f(z € M)p = Ul /@™ f(p/vP)(F(z € M)§)
= (2m) 20 (e f(p /o)) x U ((F(z € M)d))

Por otro lado:

(3.2)  WTl(e~#/CM f(p/vP)) = (21)"2 ] e'? (e /m) £ (p/vP))dp
= fi(z)

De 3.1 v 3.2 obtenemos:
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IF(z € M)e™ " f(P/v*)F(z € M)¢||”
= / e f(P/vP)F(z € M)pe~tHo f(P[vP)F(z € M)¢dx
M

= (2m)" [M da ]M dyfilz - 1)) /M dzf(z — 2)4(2))(Por 3.1y 3.2)

< 1/2(2m)" j d [ dy [ dz|fulz — 9)llfulz = 2| (6@ + 16(2))
pues 2|¢(y)d(2)| < (y)* + |6(2)[?
—1/2(2m) /dx/ dy/ dz|fu(@ — )| fulz = 2)|(16@)P)

17200 [ do [ dy [ @i lae - 210660

<1720 [ do [ diia-vlo0)F [ fw)du
w1/20m™ [ do [ delpe-2o@F [ oy

S ™ = t d d : i d
svpem> [ @[ sl [ st
+./vu c:izid:(:/:)|2 - fi(w)dw}

< (2™ V() dz)?) 6|2

< (2m)~( /| o Lo

Por lo tanto;
(3.3)
IF(z € M) f(P/u?)F(z € M)|? < (2m)" / ()| dz)? |

|z|Zr+hve|t|

A continuacién se enuncia sin demostrar® el siguiente teorema:

Teorema 3.0.30. Sea g : R* —» R € C™ sea u € S(R") tal que u tiene
soporte compacto. Sea G un abierto que contiene al compacto {Vg(k) : k €

3La demostracién se encuentra en el libro [7], volumen III pigina 38
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sop()}. Sea
() = (er)""”z/e"("“k‘m(k”ﬁ(k)dk

Entonces, para cada m eziste una constante C,, que depende de m , u y G
tal que

lu(2)| £ Cm(1 + || + [E)) ™™

Vz,t con z/t no en G

Cambiando variable k = p/v” obtenemos
(34) ft(-f) - (zﬂ.)—n;”zvnp / eik.xv"e—iv"’k’!}’(?m)f(k)dk

Usamos el teorema 3.0.30 con & = f ;s = v*t, y = zv” g = k?/(2m),
G = By(0).

us(y)o™ = fu(z) S v"C (1 + |zv? +v*|t]) "V, t con z/(v*|t]) ¢ By(0)

Nétese que |z|/(v°|t]) € Bn(0) < |z| 2 hv?|t|, por lo tanto,

fi(z) £v™Ci(1 + |z|v? +v*|t])"Vzcon|z| 2 ho’|t|

Por lo tanto,

(35) / il / Cnv™(1 + || + v2]t])
|z|Zr+hvP|t|

|z|2r+hve|t]

Cambiando a coordenadas esféricas obtenemos:
< dICN-u“"/ R™'(1+ Rv* + v""’|t[)“""dR
RZr+hve|t|

en donde d; es constante
(3-6)

Supongamos que N = n.
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U”‘”/ R™(1+ Rv? + v¥|t]) " dR
RZr+hve|t|

integrando por partes obtenemos:
=1/(=N + )R 1W"D(1 + Rv? + o®|t]) N4,y
—(n=-1)/(-N+ l)v("_”"/ R (1 + Rv” +v*|t|)"*dR
R2r+hve|t|

Integrando por partes n veces obtenemos
= {1/(N = 1)R" %(*"1DP(1 4+ Rv? 4 v?|t|)~N+!
— (n=1)/((=N +1)(=N +2))R*2("=2°(1 + Ry? + v?|t|)~N+?
+(n—1)(n-2)/((=N +1)(=N 4 2)(=N + 3))R*33*(1 + Rv? + ol el
A
+ (=)™ ((n = 1)/M(n —m)){(N —m — 1)!/((=1)™(N — 1)) R*myp(n—me
(1 + RoP + v?°[t)) "™} 2% ooy
Evaluando la anterior suma, podemos ver que todos los términos son positivos
v de la forma:
constante v*~™P(1 + hv?[t])" "™ (1 + (r + vPh|t|)v? + v?|t])~N+m
Sea z = r + hv?|t|

ML (1 4 ho?|t))" ™ (1 4 (r + vPh|t))vP + v%|t) V™
= (v°2)*™(1 + vz + v*|t|)~V+™
(1+v°z + 0*|t)" (1 + vPz + v*?|t])~ V™
(1 +v°z + v%|g)~m-N+m
(1
(

I A

A

+vPZ)" N
1+T“UP+U2ph|t| n—-N

De lo anterior se sigue que para (n-N) existe una constante C,_y tal que:

y“ﬂ/ R™(1+ Rv? +v™|t])"VdR
RZr+hvP|t|

< Coon(1 +10? + 0|t )" ¥
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De 3.5 y lo anterior se obtiene que dada l. existen constantes C; tales que:

/ \fuldz
R2r+hve|t|

< Ci(1 4 rv? + v*ht)) ™
Finalmente de 3.3 obtenemos que dada | existe C; tal que

|IF(z € M)e™* f(P/v*)F(z € M)g||*
< C(1+ rv? + h®|t|) ™!

O

Corolario 3.0.2. VQ € R%Vf € C(Bu1),V0 < p £ 1,Vl € N eziste una
constante C; tal que:

P—mv

IF(lz—Q—vt| > |vt|/4)e™ " F( VF(lz=Q| < [ut|/8)]| £ Ci(1+vt])™

P
Siv > (8h)1/(1=P) y y > 8l/r

Demostracion. Sea M = {z : |z — Q — vt| > |vt|/4}
Sea M = {z: [z — Q| < |vt|/8}

Entonces: dis(M, M + vt) = |vt|/8, de manera que
r:= dis(M, M + vt) — hv?|t| 2 0 si v > (8h)1/(1-P)
Aplicando el teorema 3.0.29 obtenemos:

P — mu

ve

I1F(lz — Q — vt| > |vt|/4)e™ "o F(
< C(1 +rv° + h®|t|)™

= Cy(1 + |vt|v?/8)"

< (1 + |ut])4(Si v > 8'7)

VF(lz - Q| < [ut|/8)]]
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Capitulo 4

Algunos resultados de teoria
espectral y derivadas
generalizadas

En esta parte denotaremos a la medida de Lebesgue en R como p; = A, a
la medida exterior que da lugar a la medida de Lebesgue la denotamos como

pn

Definicién 4.0.10. Sea ¢ una coleccion de intervalos de R decimos que g
cubre a un conjunto E en el sentido de Vitali si Ve > OVzx € E3I € q tal que
el yAl)<e

Lema 4.0.6. Sea E un conjunto de medida exterior finita, q una coleccion de
intervalos que cubre a E en el sentido de Vitali. Entonces dada € > 0 eziste
una coleccion finita disjunta {I,,---I,} de intervalos de q tal que

W(E - UL L) < e

Demostracion. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que cada in-
tervalo en g es cerrado. Sea O un abierto de medida finita que contiene a
E. Como q es cubierta de Vitali de E, podemos suponer que cada I de q
esta contenido en O. Construimos por recursion una sucesién {I,} de inter-
valo disjuntos como sigue:

Sea I, cualquier intervalo en q, supongamos que I, Iy, - - - I, fueron elegidos,
sea {k,} el supremo de las longitudes de los intervalos en q que no intersectan
aningin I, --- I,, . Como cada I en q esta contenido en O, K, £ p(0) < 0c. A
menos que E C U, [;, podemos encontrar I,4, en q tal que p(lh4y) > 1/2k,
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y ademas que I,,_; sea disjunto de los anteriores.
Entonces la sucesién de intervalos que construimos es disjunta esta contenida
en qy ademds Y o u(l;) < p(O) < 00, por lo tanto, podemos encontrar un
entero N tal que Y| u(ln) < €/5.
Sea R = E —UN,I;, el lema estaria demostrado si p*(R) < ¢, sea x arbitrario
en R. Como UY, I, es cerrado y no tiene a x, podemos encontrar un intervalo
I en q que contiene a x y de longitud tan chica que no intersecta a I, - Iy.
Entonces , como INI; = @ parai £ N = u(I) £ ky < 2u(In41)- Como
lim,, 00 ptl, = 0, el intervalo I debe intersectar al menos a uno de los inter-
valos I,, sea n el minimo entero tal que I intersecta a I,,. Tenemos n > N y
p(I) £ knoy < 2u(1y).
Como x esta en I , e I tiene puntos en comin con I, entonces la distancia
de x al punto medio de I,, es a lo mas u(I) + 1/2u(l,) < 5/2u(1,). Por lo
tanto x esta en el intervalo 7, que tiene al mismo centro que I, pero 5 veces
su longitud .
Se obtiene que R C UX yyJn,.. #*(R) < Y N, 1ldn) <€

Definicién 4.0.11. Sea f : R —> R

D*ila) = linmpt 2 h}i — /@)
h—0+

D~ f(x) = limsup flz+h) - fz)
h—0- h

D, f(z) = Wpmine L2 T8 ~fl&)

h—0+ h

D_1(&) = lilﬁg,ilff(x +h}1 — fl=)

Claramente f es diferenciable Si v sélo si D' (f) = D™ (f) = D.(f) =
Dy(f)

Teorema 4.0.31. Sea f una funcion creciente a valores reales, definida en
[a,b]. Entonces f es diferenciable casi donde quiera, la derivada f' es medible

y [T f' < f(b) - f(a).

Demostracion. Se mostrarda que el conjunto en el que cualquiera de las dos
derivadas de la definicién 4.0.11 tiene medida cero.
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Consideramos sélo al conjunto donde D*(f) > D_(f), lo demas es anélogo.

Sea By, = {z: D*(f)(z) >u>v > D_(f)(z)} para todos los racionales
uyv.
Entonces es suficiente probar que m*(E, ,) = 0.
Sea s = m*(E,,) y sea ¢ > 0. Cubrimos E,, con un abierto O tal que
u(O) < s + €. Para cada punto x en E,, hay un intervalo arbitrariamente
chico [z — h, z] contenido en O tal que f(z) — f(—h) < vh.
Por el lema 4.0.6 podemos elegir una subcoleccién finita disjunta {1, - - - I}
de estos intervalos, cuyos interiores cubren un subconjunto A de E,, de me-
dida exterior mayor que s — €. Sumando estos intervalos obtenemos:

N N
Zf(l'n) — f(zn —hn) < thn <vp(0) <v(s+e)
n=1 n=1
Cada punto y € A es el extremo izquierdo de de un intervalo arbitrariamente
chico (y,y+ k) que estd contenido en algin I, y tal que f(y+k)— f(y) > uk.
Usando el lema 4.0.6, podemos elegir una subcoleccién finita {ji,---jx} de
esos intervalos tal que su unién contiene a un subconjunto de medida mayor
que s — 2¢. Entonces sumando sobre los intervalos obtenemos:

Y Fi+k) = fly) >ud k> u(s —2)

Cada intervalo j; es contenido en algin intervalo I, si sumamos sobre aquéllos
i tales que j; C I, obtenemos

D flyi+k) = ) S D (@) = f(xn — hn)ya que f es creciente
Entonces:
N M
Y f@a) = f(@n—ha) 2D flyi+ ki) — f(w)
n=1 =1
Y por lo tanto
v(s +€) > u(s — 2¢)
Como € es arbitraria, se concluye que vs 2 us, pero como u > v entonces
g={);
Entonces: A B - f(x)
5 T+ — Jlz
ole) = fim =
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Esta definida casi donde quiera y f es diferenciable cuando g es finita.
Sea :

gn(z) = n(f(z +1/n) — f(z))
En donde f(z) = f(b) si x 2 b. Entonces g,(z) — ¢(z) casi donde quiera,
por lo tanto g es medible. Como f es creciente, g, = 0. entonces por el lema
de Fatou.

b b
/g§liminfn/ flx+1/n) - f(z)
+1/n a+l/n
=11'1rninf(1n,/b1 f—n/ 1 f)
b a

a+1/n
= lim inf(f(5) — n / f)
< f(b) - f(a)

Esto muestra que g es integrable y por lo tanto finita casi donde quiera.
Entonces f es diferenciable casi donde quiera y g = f’ casi donde quiera. O

Sea f a valores reales definida en el intervalo [a,b], sea a = 75 < 7, <
-++ < zx = b una particién de [a, b]. Definimos

(f(z:) = flasa))™

=
Il

1=1

S
Il

(f(z:) — f(zim1))”

i=1

Il

k
t=n+p=)_|f(z:) - f(zi1)|
i=1
En donde r* denota rsi 7 2 0 y 0 en otro caso, r~ = |r| — r*. Tenemos
que f(a)-f(b) = p-n, sean:

P = sup(p)
N =sup(n)
T = sup(t)
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En donde tomamos el supremo sobre todas las posibles particiones de
[a,b].
Es claro que P < T £ P+ N. Llamamos P, N y T a la positiva , negativa y
total variacién de f sobre [a,b]. Para indicar el intervalo ponemos en vez de
T, T%(f) o bien T?. Si T < oo decimos que f es de variacién acotada en [a,b]
o bien f € BV

Lema 4.0.7. Si f es de variacion acotada, entonces:

T'=P'+N?

f(0) - fa) = P = N,

Demostracion. Para cualquier particién de [a,b]

p=n+ f(b) - f(a)
S N+ f(b) - f(a)
Tomando supremo sobre las particiones obtenemos:
P = N+ f(b) - f(a).
Como N £T < 0
P—H = [0 —Fr)
Analogamente
P—N < f(a) — f(b)

Por lo tanto
P— N = f(b) — f(a)
Entonces
T2p+n=p+p—(f(b) - f(a) =2p+ NP
)?
TZ22P+N—-P=P+N

ComoT £ P+ N, tenemos T =P+ N O

Una funcién f es de variacién acotada en [a,b] si y sélo si es la diferencia
de dos funciones monétonas a valores reales en [a,b]

Demostracion. Sea f de variacion acotada, sea g(z) = Pf y h(z) = N7.

[/}
Entonces g v h son mondtonas crecientes a valores reales, pues 0 £ P* <
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PP < 00,0 £ N* £ NP < o0. Pero por el lema anterior f(z) = g(z) — h(z) +
f(a) y h — f(a) es mondtona.

Para la otra implicacién, sea f = g — h en [a.b], g ¥ h crecientes, entonces
para toda subdivisién de [a, b] tenemos:

D OIf@) = flic)l £ D (9(:) — 9(@ia)) + D (h(x:) — h(io))

= g(b) — g(a) + h(b) — h(a) < o0
O

Lema 4.0.8. Si f es integrable en [a,b], entonces a funcién F definida por

Flz) = fxf(t)dt

es continua, y de variacion acotada en [a,b]

Demostracion. La continuidad se sigue del teorema de convergencia domina-
da de Lebesgue.

Mostraremos que es de variacién acotada.

Sea a = zy < -+ < zx = b una subdivisién de [a,b]. Entonces

k k %
S 1) - Sl =301 [ s

k
< DIt

b
- / 1 (0)dt
< 00

Lema 4.0.9. Si f es integrable en [a,b] y

/:f(t)dr =0

Vz € [a,b], entonces f(t) = Oc.t.p en [a,b]

20



Demostracién. Supongamos que f(z) > 0, para un conjunto E de medida
positiva. Entonces (por que la medida de Lebesgue es regular) existe un

cerrado F' C E con p(F) > 0. sea O = (a,b) — F. Entonces como fabf =0=
Jof=—Jef#0

Como O es abierto, O es unién numerable de intervalos abiertos disjuntos
{(an, bn)}.Del teorema de convergencia dominada de Lebesgue se sigue:

[r=x[

Entonces para alguna n tenemos:
bn
f#0

in

Entonces f:" #0o f:" # 0y esto contradice la hipdtesis, entonces f no puede
ser positiva en un conjunto de medida positiva y de igual forma f no puede
ser negativa en un conjunto de medida positiva, por lo tanto f =0c.t.p. O

Lema 4.0.10. Si f es medible y acotada en [a,b] y

F(z) = / * H(dt + Pla)

Entonces F'(z) = f(z)c.t.p.

Demostracién. Por el lema 4.0.8. F es de variacién acotada en [a,b]. por lo
tanto existe F'c.t.p.. Sea |f| < k. Ponemos
F(xz +h) — F(z)

h

fn:

Con h = 1/n tenemos:

z+h
fe=1m [ 0t
Por lo tanto
|fal S &

¥y como

Fo(z) — F'(z)c.t.p.



El teorema de convergencia acotada implica que:

/ " Pl = T f fu = lim1/h f (Pl B = Bl

=lim l/h(/wrjll F(z) - l/h/Hh F)
= F(c)— F(a) = [c fya que F es continua

Entonces [ F' — f =0Vc € [a,b] = f = F' c.t.p (por el lema 4.0.9)

Teorema 4.0.32. Sea f integrable en [a,b], suponga que
T
z) = F(a) +/ f(t)dt

Demostracion. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que f 2 0. Sea
fn definida por f,(z) = f(z) si f(z) S ny fa(z) =n en otro caso. Entonces
f = fa 2 0y por lo tanto G,(z) = [ (f — fa) es una funcién creciente de
X, que debe tener derivada en casi todo punto, y su derivada debe ser no
negativa.

Porallema40103—f“—‘r~" factp Y por lo tanto F'(z) = %n + 2 [* f, >
fa ct.p. como n es arbltrarloF(:r)zfctp

En consecuencia
b "
/ F'(z)dz 2 / f(z)dz = F(b) — F(a)

Entonces por el teorema 4.0.31

b b
/ F'(z)dz = F(b) — F(a) = / f(a)dz,

'.- b
/ F'(z) - f(z) = 0

Como F'(z) — f(x) 2 0 se tiene que F'(z) = f(z) c.t.p. O

Entonces F' = f c.t.p.
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Definicién 4.0.12. Una funcion a valores reales f definida en [a,b] se dice
absolutamente continua en [a,b]. si dada € >0 3 6 > 0 tal que

Do Ifah) - fla)l < e

Para toda coleccion finita {(z},z;)} de intervalos disjuntos con

n
Z |zl — x| < 8
i=1

Es facil ver que una funcién absolutamente continua es continua, ademas
toda integral indefinida es absolutamente continua.

Lema 4.0.11. Si f es absolutamente continua en [a,b], entonces es de varia-
cion acotada en [a,b].

Demostracion. Sea é la de la definicidn de absolutamente continua que corres-
ponde a € = 1. Entonces cualquier subdivisién de [a,b] puede ser refinada a en
k conjuntos de intervalos, cada uno de longitud total menor que §. Entonces
para cualquier particiéon tenemos que t < k O

Corolario 4.0.3. Si [ es absolutamente continua, entonces tiene derivada
cast donde quiera.

Lema 4.0.12. Si f es absolutamente continua en [a,b] y f' = 0 c.t.p. Entonces
[ es constante.

Demostracién. Mostraremos que f(a) = f(c)Ve € [a,b]. Sea E C (a,c) el
conjunto de medida c-a en el cual f'(z) = 0, sean € > 0,17 > 0 para cada
z € F existe un intervalo arbitrariamente chico [z,z + h] contenido en [a,c]
talque |f(z + h) — f(z)| < nh. Por el lema 4.0.6, podemos encontrar una
coleccién finita {[zk, yx]} de intervalos disjuntos que cubren a E excepto en
un conjunto de medida menor que 6 en donde ¢ es la correspondiente a €
de la continuidad absoluta de f. Enumeramos los z; de manera creciente y
tenemos:

=@ S mL B LU Eh=¢
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n

Z |Tksr — yi| <0

k=0
pero

S Ifue) = f@)l S0 (v — zw)y
k=1

n
Z |f(zk+1) — f(yx)| < € por la continuidad absoluta de f
k=0

Entonces
1) F@)] = 1 S (Flawer) — Fud) + 37 w) — Fa)
o A R .
Goinio &'y 1y g0t arbitearios, Tic)=1(s) 0

Teorema 4.0.33. Una funcion F es una integral indefinida si y sdlo si es
absolutamente continua.

Demostracion. Sif es integral indefinida entonces es absolutamente continua,
esto se sigue de teoria de la medida bdsica.
Se mostrara la otra implicacién.

Como F es absolutamente continua, entonces es de variacién acotada y

podemos escribir
F(z) = F\(z) — F3(z)

En donde FyyF; son monétonas crecientes. Por lo tanto F' existe casi donde
quiera y

|F'(z)| £ Fi(z) + Fy(x)

Entonces

/|F’(J:)fda: < Fi(b) + F3(b) — Fy(a) — F»(a)(por el teorema 4.0.31)
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Entonces F” es integrable. Sea

G(z) = [ ' F'(t)dt

Entonces G es absolutamente continua y por lo tanto la funcién f = F — G.
Se sigue del teorema 4.0.32 que f' = F' — G'c.t.p. y por el tema anterior se
sigue que f es constante. Entonces:

F(z) = fr F'(t)dt + F(a)
O

Corolario 4.0.4. Toda funcion absolutamente continua es la integral inde-
finida de su derivada

o
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Definicién 4.0.13. Sea A un Operador autoadjunto.

Sea E : B(sp(A)) = P(H), (en donde A tiene como dominio un subconjunto
de H y Ran(A) C H, sp(A) es el espectro de A , P(H) son las proyeccio-
nes sobre el espacio de Hilbert H y B(spA) es la sigma-Algebra de Borel en
sp(A))una resolucién de la identidad para A.

La medida pgq(w) = (E(w)f,g9).f,g € Hyw € B(sp(A)) es una medida
compleja y definimos puy = puy; que es una medida real.

St py es absolutamente continua con respecto a la medida de Lebesgue (es
decir: A(w) = 0= pus(W) =0 ) se dice que f es absolutamente continuo con
respecto a H.

Si py es singular con respecto a A (Es decir, existen wy, ws tales que A(w,) =
0, pp(we) = 0,wy Nwy = 0) entonces decimos que f es singular con res-
pecto a H. El conjunto de elementos de H que son absolutamente continuos
(singulares) con respecto a H se denota como H,.(H,) y es llamado espacio
absolutamente continuo (singular ) con respecto a H.

Un subespacio cerrado V de H reduce a H si pasa lo siguiente:

Sea Py la proyeccion ortogonal sobre V, entonces Py(Dom(A)) C Dom(A)
,APyDom(A) C V,A(1 — Py)D(A) c V*+

Teorema 4.0.34. H,. y H,, son subespacios cerrados, complementos
ortogonales entre si y reducen a H

Demostracion. Primero demostramos que H,. L Hj.

Seaue Hye yv € H,.

Existe un conjunto de Borel sy tal que A(sg) = 0 y tal que E(s§)v =
(1 — E(s0))v =0.. (u,v) = (u, E(so)v) = (E(so)u,v) = 0 pues A(sp) =0y
1y €s absolutamente continua con respecto a A.

Veremos ahora que H,. + H; = H, es decir, Yw € H podemos encontrar
u € Hye y v € Hg, tales que u+ v = w.

Para tales efectos descomponemos la medida finita no negativa y,, en la suma
de dos medidas, una singular (1" ) y otra absolutamente continua (x' ) con
respecto a A L.

Sea sg tal que A(sp) =0y p"(s) = p"(sNsp)Vs € B(sp(A)). Sea v = E(so)w
yu=w-—uv.

Afirmamos que u € H,.,v € H,.

! Estamos usando la descomposicién de Lebesgue de p,,., El teorema de la descomposi-
cion de Lebesgue se puede encontrar en el libro [9] pdgina 141
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De hecho py(s) = |E(s)v* = |E(s)E(so)w|* = |E(s N so)w|* = pu(s
s0) = p"(s N so) ya que p'(sNs) =0y p’(s) = p"(s N sp), ademds py(s)
|1:;((S))u|2 = |E(s)(1 - E(so))w|* = |E(s)w|* — | E(sNso)w|* = pu(s) — " (s)
wi(s).

Por lo tanto u, es singular y pu, es absolutamente continua , entonces u €
H,.,v € H,. Para concluir que H = H,. + H, es necesario ver antes que
H,yH,. son espacios vectoriales.

Si u,v € Hge,a € C sea s tal que A(s) = 0, entonces es claro que (E(s)(u +
av),u + av) = 0 puesto que (E(s)u,u) = (E(s)v,v) = 0. Supongamos ahora
que u,v € Hy,a € C sean s y s; tales que A(sp) = A(s1) = 0y pu(s§) =
y(85) = 0 = A(sp U s1) = 0, Butar((S0 U $1)€) = 0, de manera que 44y €5
absolutamente singular con respecto a A, por lo tanto H,; y H,. son espacios
vectoriales. Se concluye que H = H, + H,,.

Veremos ahora que H,. y H, son cerrados. Sea {u,} C H, tal que u =
lim,, ;0 u,, hay que ver que u € H,.

Comou € H=H, +Hy = u=w+v,w € Hy,v € Hy pero {(u,v) =
limy, 00 (Un, v) = 0 = (u,v) = (v,v) =0=>v=0= u=w € H,. de manera
que H, es cerrado, analogamente se obtiene que H; es cerrado. Falta ver que
H,. v H, reducen a H.

Si u € Hg,, entonces E(w)u € Hy,.Vw € B(sp(A)) puesto que si s es tal que
A(s) = 0 se sigue que E(s)E(w)u = E(w)E(s)u = 0.

Si v e H sea s tal que A(s) = 0, (E(s%)v,v) = 0 = (E(s)E(w)v, E(w)v) =
(E(w) B(s%)v, E(w)v) = (E(w)E(s%)v, v) = (E(s")E(w)v, v) =

(E(s )E(W)U E( Yv) = (E(w)E(s)v, E(s)v) < (E(s)v, E(s)v) =
(E(s%)v,v) = 0, entonces E(w)v € H;

Sabemos por el teorema espectral que Dom(A) = {f : [ |t|*d(E(-)f, ) <
oo} . Sea f € Dom(A) hay que demostrar que Pacf Py,.f € Dom(A) en
donde P,. es la proyeccién sobre H,,.

Sea s € B(sp(A))

n

(E(s)f, )l = |E(s)fI*

= |E(8)(Pacf + P:S)|?

Pues H = H,. + H,

= |E(5)Pacf|* + |E(s) P f|?

pues Hye L Hy y E(5)P,. € Hye, E(s)Ps € H,

Se obtiene que

ot
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(E(5)Pacf, Pacf) < (E(s)f, f)
(E(s)Psf, P.f) < (E(s)f, f)

De manera que como f € Dom(A), [ |t|*d(E(:)f, f) < oo, entonces :

[ 1B Pt Pty < [ 1)1, ) < o0

/ PAEEPS P S [ 1B, ) < 00

Se concluye que P,.f € Dom(A), P;f € Dom(A).

Como parte del teorema espectral se tiene que F(s)A C AE(s) en el sentido
de que E(s)Af = AE(s)f Yf € Dom(A) 2.

Sea f € Dom(A), entonces g = P,.f € Dom(A) N Hy, sea s € B(sp(A)) tal
que A(s) = 0, entonces:

(E(s)Ag, Ag) = (AE(s)g, Ag)
=0 (pues E(s)g = 0)

De manera que AP,.f € H,..
También h = Py(f) € Dom(A) N H,, sea w € B(sp(A)) tal que A(w) =
0, :u'h(wc) =0.

(E(w®)Ah, Ah) = (AE(w®)h, Ah)
=0 (pues E(w)h =0)

De manera que AP f € H,.
Se concluye que H,. y H, reducen a H 0O

Definicion 4.0.14. Sea p una medida con dominio B(R). Denotamos por la
funcion F, a la funcién con dominio los reales y tal que F,(t) = pu((—oc,t])
haciendo abuso de notacion denotaremos también u(t) = F,(t).

Si E es la resolucion espectral de un operador autoadjunto A, nuevamente
haciendo abuso de notacion denotaremos por E(t) = E((—o0,1]),

2Libro [8] pagina 371



Teorema 4.0.35. 3 Sea p una medida con signo en (R,B(R)), entonces
F, es absolutamente continua Si y solo si pu es absolutamente continua con
respecto a la medida de Lebesgue

Teorema 4.0.36 (Radon-Nikodym). * Sea (X,.A) un espacio de medida,

sea p una medida positiva o — finita en (X, A), sea v una medida con signo

finita o compleja en (X, A). Si v es absolutamente continua con respecto a

u, entonces existe una funcion g € L, (X, A, R) (o0 L1(X, A,C)) que satisface
(A) = [,9du VA € A. La funcidn g es dnica p- casi donde quiera.

Observacién 4.0.4. Sea p absolutamente continua, entonces la funcion F,
es absolutamente continua.

Como p es absolutamente continua, por el teorema 4.0.36 eziste una funcion
gu tal que g, = %, es decir, p(w) = [ gudt,Yw € B(R). Como F, es
absolutamente continua, existe la derivada de F), cast donde quiera , ademds
por el Corolario 4.0.4.

Fifi) = / " Fl(t)dt + F,(a)

Supongamos que p es finita, entonces F), es acotada entonces F,(t) = p((—o0, alu
(a,t]) = Fu(a) + p((a,t]) ... pu( at])—f Fi(z da::f:gp(x)dx
Por lo tanto JH(F. — gu) = O¥t,Ya € R se sigue del lema 4.0.9 que F, =

get.p..
Entonces la dertvada de Radon-Nikodym de p es la derivada en sentido usual
de F),

Observacion 4.0.5. El espectro de un operador autoadjunto A es un bore-
liano de los reales, entonces toda medida sobre B(sp(A)) se puede extender
a una en B(R) de la manera natural, por lo tanto podemos pensar que la
resolucion de la identidad tiene como dominio B(sp(A)) o bien B(R).

Teorema 4.0.37. Si f € H,. y g € H, entonces la funcion (E(t)f,g),t € R
es absolutamente continua en t y.

2EOLD e < B g1, 12 (B0 g )

En donde go. = Py

3Libro [9] pagina 147
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Demostracion. Como vimos antes, f € H,e = E(t)f € Hoe = (E(t)f,9) =

(E(t)f, gac)

Es directo verificar lo siguiente:

(E(t)fygac) = 1/4((E(t)f =+ gacaf + Gac) + (E(t)f = Gaes f — gac)

(41)  +i((E(t)f + igac, f +i9ac) — (E(t)f — igacs f — 19ac)) )

Como H,, es espacio vectorial, cada una de las funciones que aparecen como
sumando en 4.1 son absolutamente continuas, de modo que (E(t)f, gac) €s
absolutamente continua. De manera analoga, la medida (E(w)f, goc) es ab-
solutamente continua con respecto a A de manera que (E(w)f, gac) €s abso-
lutamente continua.Sea

C={teR:(E®)f g)o(E@®)f,9g)0(E(t)gac, gac) 0 (E(t)f, f) no es derivable}

Entonces AC = 0 por el corolario 4.0.3.
Sea t ¢ C sea A = (t,t + 7). Por la desigualdad de Schwarz se tiene:

(E(A)f, g (E(D)f, 9) £ (E(D)gac: 9ac)(E(D) ], f)
=

(E(A)f,9)/T(E(D)f,9)/7 < (E(D)ac: Gac) [ T(E(D) f, f) [T

Sacando limite que sabemos que existe pues A ¢ C obtenemos que :

(2EOL Dz < 2 (o)1, o (B0 00

O

Lema 4.0.13. Sea U, un grupo unitario de un pardametro, fuertemente conti-
nuo, con generador infinitesimal A, sea f € H,. entonces U, converge débil-
mente a 0 cuando t =7 oo

Demostracion. Sabemos ® que

(4.2) Uy=eM= /e—*’“dE(,\)

5Libro [8] pagina 382
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Sea g € H. por el teorema 4.0.37 (E()) f, g) es una funcién absolutamente
continua por lo tanto su derivada es definida casi donde quiera y cumple lo
siguiente.

[ CISENLN S (BN gae 90) 5 (BN, 1)
é (]d_A'(E gac:.?ac) lf2 /d/\ f f))w{por Holder)

se sigue del teorema 4.0.33:
= ( lim lim [(E(X)ac, gac) A= )”2( lim lim (E(\)f, f)RZ2)"2

a——00 T—00

= |Gacl| f]
Entonces & (E())f, g) es integrable.

Wit.) = [ NaEWL9) = [N BN, )ar

La tdltima igualdad se sigue de la pagina 138, problema 4 de [9].
Se sigue del lema de Riemann-Lebesgue y de las anteriores igualdades que

lim (Ui f,g) =0
t—-t o

Teorema 4.0.38. Sea H = Ly(R?) y sea A(t),t2) = 2 + t2.
Entonces A es absolutamente continuo.
Sea
wa = {z € R? : |z)® € w}
Entonces la funcion E : B(R) — P(H) (en donde P(H) es el conjunto de

proyecciones en H) dada por E(w)f = Xw, f €s la resolucion de la identidad
de A

Demostracion. Primeramente sabemos que A es autoadjunto ®, de manera
que tiene sentido hablar de su resolucién espectral.
Para cada w € B(R) sea

wa = {z € R? : |z]* € w}

SLibro [5] pagina 57
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Se define
E(w)f = xuwaf

Es claro que E(w) es autoadjunto y que E(w)? = E(w) entonces E(w) es
proyeccién ortogonal.

Como (wy Nwg)a = (wy)a N (w2)a se sigue que E(wy)E(ws) = E(w; Nw,).
Supongamos que wy; N wy = O entonces X(w,)su(ws)a = X(wi)a + X(wa)a» d€
manera queE(w, Uw,) = E(w,) + E(w,) .

Si {w,} C (B(R?)) es disjunta , entonces {(wn)} es disjunta, entonces se si-
gue del teorema de convergencia dominada de Lebesgue que (E(Upenwy) f, g) =
> en(E(wn) f,9).

Se concluye entonces que E es una resolucién de la identidad.

Es claro que la medida p5, tal que pij4(w) = (E(w)f, g) es nulaen R~ por lo
que en lo siguiente consideraremos los conjuntos w C R* Sean f, g € Ly(R?).
Usamos el siguiente sistema de coordenadas:

z =rcos(d),y = rsin(f)

Sea
h(r,0) = (rcos(), rsin(0))
f (E(w)f)gdzdy = / r(E(w)f o h)g o hdrdf
R2 R2
= / TXw, © hf o hg o hdfdr
R2
=/ rf o hg o hdfdr
{rirlew}x|0,27]
Entonces:

(E(w)f, 9) =f rf o hg o hdfdr

{rir?ew}x[0,27]

Hacemos un cambio de variable. r = u!/?, sea G(u) = u'/%.

1
Qul/?

/ rfohgohdﬂdr":f u'?fohoGgohoG( )dfdu
{rir2ew}x[0,2n] wx[0,27]

De esto 1ltimo se obtiene que la medida iy ,(w) = (E(w)f, g) es absolu-
tamente continua con respecto a A y que
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f9 _ 1/2 __1
dx el ][;,'br] wifohoGgohoGlzrm)db

Como consecuencia del teorema de Radon-Nikodym tenemos:

dpy
udps g, = / u—=22d\
/R 197 Jooey  dX

:[ u/ 1/2f oho Ggo hoGdfdu
[0,00) [0,27]

:/qu‘l fohoGoG 'gohoGoG rdr

[0,27]
= ] r’rfohgoh
[0,00) x 27
- j |z fg
R'Z
=(Af,9)

Supongamos ahora que f € Dom(A),= |z|*f € Lyo(R?). Invirtiendo las
anteriores igualdades obtenemos que.

(Af,g) = [ a2 fg = [ td(E()f, 9)

Del teorema espectral se concluye que E : B(R?) — P(H) es la resolucién
de la identidad para en operador A (en donde P(H) son las proyecciones en
H).

De esto ultimo es claro que A es absolutamente continuo.
O

Teorema 4.0.39. El operador —/\ es absolutamente conlinuo.

Demostracion. Denotamos por ¥ la transformada de Fourier en Ly(R?) y sea
A el mismo operador del teorema pasado. Por el teorema 2.0.24 U~'A¥ =
A

Como W es unitario, se sigue del teorema 3.0.26 que la resolucién de la identi-
dad para —A es Y 'E(w)¥,w € B(R), en donde E(w) es como en el teorema
pasado. Si s € B(R) es tal que A(s) = 0, entonces E(s)f = OVf € Ly(R) =
U E(s)¥ = 0Vf € Lyo(R) por lo tanto —A\ es absolutamente continuo . [
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Capitulo 5

Algunos resultados sobre
espacios de Sobolev

Definicién 5.0.15. Sea 2 C R abierto sea u : @ — C sea p € [1,00].
Supongamos que D*u € L,(Q)Va € N*",0 < |a] £ m (la derivada en el
sentido distribucional) Entonces:

[tlmp0 = { Z 1Dau|;}”p:3i 1sp<oo
0=la|Sm

u = max (|D"u
[l = méx (1Dl

Si se entiende por el contexto, omiliremos el subindice €.
Definicién 5.0.16.

W™P(Q) = {u € L,(R) : D*u € L,(N), En donde D*u es la derivada parcial distribucional }.

Note que W™P es un espacio de Banach con la norma de la definicion
anterior !

Definicién 5.0.17. Si u es una funcion definida en un abierto de R™ enton-
ces:

i} u(z) six el
i =
0 reR*—Q

!'Libro [10] pigina 45
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Teorema 5.0.40. Sea 1 £ p £ oo. Un subconjunto acotado K C Ly(R)
es precompacto en L,(?) & Ve > 030 > 0y G C Q, G acotado, tal que
Vu € KVh € R" con |h| < §

(5.1) fn li(z + h) — i(z)Pdz < €

y

G

(5.2) j!;_ |u(z)|Pdz < €

Demostracion. Es suficiente probar el teorema para el caso = R, pues el
caso general sale de éste poniendo K = {i:u € K}.
Para demostrar el teorema haremos uso del siguiente teorema

Teorema 5.0.41. Un conjunto A en un espacio de Banach X es precompacto
si y solo st para toda € > 0 existe un subconjunto finito de puntos N, de X
tal que A C Uyen, B(y).

A N, se le llama € — red finita de A

El teorema anterior lo asumimos sin demostracion.
Supongamos que X es precompacto

Sea € > 0 sea N, una ¢/6 — red finita para K , como C§° es denso en
L,(R™)%. Existe un conjunto finito T de funciones continuas de soporte com-
pacto, tal que tales que para toda u € K existe ¢ € T tal que |u— |, < ¢/3.
Como T es finito, existe r > 0 tal que sop(¢) C B,(0)V¢ € T. Sea G = B,(0),
entonces se obtiene 5.2. También ¢(z + h) — ¢(z) es uniformemente continua
para toda x y es cero fuera de la bola B,,(0), si |[h| < 1. Por lo tanto,

(5.3) lim |é(x + h) — ¢(z)|Pdx = 0.
|h|—0 R
Como T es finito, la anterior ecuacion se cumple uniformemente para toda
¢ € T. Para u € K, sea t;, la traslacion de u por h: tyu(z) = u(z + h).
Si ¢ € T satisface |u — ¢|, < €/3, entonces también se cumple |tyu — t,9)|, <

2Libro [10] péginas 28-30
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€/3, Por lo tanto por 5.3 tenemos que para |h| suficientemente chica (inde-
pendiente de u € K),

thu — ulp £ |thu — thdlp + [thd — Olp + |6 — ul,
< (2¢/3) + [tad — 8| < €

De esto se sigue 5.1
Demostraremos ahora la otra implicacion.
Sea € > 0 v elegimos G C R" tal que para toda u € K

(5.4) /}Rn—é |u(z)|Pdz < €/3

Sea

Definicién 5.0.18.

i) = ke=V/0-1e) i |z| < 1
~ o, siz| 21

En donde k es para que [ j = 1. Sea
Definicién 5.0.19.

Je(x) = e "j(x/e)

Es claro que [ j. =1y que sop(j.) = B.(0)

[ wile] =P = | / i) (ol — y) — )y

< [ wlt,ola) - )Py
Un(U)

Por lo tanto:

—_—
o
o

S

|.?h * '95 ‘E) ¢'|p = Sup |'t_|,rqD - ¢']
yEBL(0)
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Se demostrara en el siguiente teorema que si u € L,(R") = |jp*¢|, < |4],
y que limp_y0 |jn * ¢ — ¢, = 0.
De esto se sigue que si {@,},n € N C Cy(R") es tal que converge en L,(R™)
au {jadn} es una sucesién de Cauchy que converge a jyu en L,(R"). Como
también t,¢, — t,u, 5.5 se extiende para toda u € L,(R"):

(5.6) ln*u@) —ulp < sup [tyu—ul
y€B,(0)
De 5.1 se obtiene que limpj_,q |tpu — ul, = 0 uniformemente para u € K. Por

lo tanto limp_,g [jh * u — u|, = 0 uniformemente para u € K. Fijamos ahora
h > 0 tal que

(5.7) /C lin * u(z) — u(z)Pdz < ¢/(3 - 2°)

Para todo u € K Mostraremos que {j * u : u € K} satisface las hipétesis
del teorema de Arzela-Ascoli en G, y por lo tanto, es precompacto en C(G).
En el siguiente teorema demostraremos que:

l7n * u(2)| £ (sup ja(2))"/7|ul,
rERn
Que es acotado uniformemente para r € R" y u € K porque K es acotado
en L,(Q?) y h es fijo. De igual forma:

lJn * u(z +y) — jn * u(z)| < (fé{g 3n(@)) Pty u — ul,
De manera que limy_,o jn * u(z +y) = jp * u(z) uniformemente para z € R"
yueK.
Por lo tanto, {j, * u : u € K} es precompacto en C(G), por el teorema
5.0.41 existe un conjunto finito de funciones {¢,v, - -1,,} C C(G) tal que
si u € K entonces existe 1 £ 7 < m tal que

(58) ]'qf)l(r) = jh * H(I)l m‘ Vr € G

~ Denotando por ¢; a la extensién de 1; a R* haciéndola valer 0 fuera de
G, obtenemos de 5.4, 5.6, 5.7 y de que (|a| + |b])? < 27(|a? + |b|?)
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@) -dipie= [ @+ [ juie) - )P
<e€/3+2° f@(lu(x) = Jn *w(@)[P + [jn * u(z) — ¥;(2)IP)dz

<€/3+2°(e/(3-2°) +¢€/(3- 2 - volG)volG) = ¢

Por lo tanto, K tiene una € — red en L,(R") llamada {JJJ- :1SjSm},y
por lo tanto es precompacto. O

Teorema 5.0.42. Sea u € L,(R"),1 < p < 0o, entonces:

|7 * ulp s |“|p
lim |j - =0
lim [j» 1~ ul,

|Je * u(z)| < (sup:je ()" 7lul,
TER"

Demostracion. Sea q = p/(p — 1), por la desigualdad de Hélder:

e xu(@)] = | [ 390 = )G - u)

< (/J;(x -~ y))”"(/jf(ﬂf — y)[uly)[Pdy)"/?
(5.9) = ([ e - v)lutw)Pan)

< (ep Felz)) P,

De lo anterior y Fubini obtenemos:

/L?} *u(z)|Pdx < / / Jelz — y)|uly)|Pdydz

= [ |u)Pdy / julz - y)ds

]RFI
(5.10) = [ul?
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Como Cy(R,) es denso en L,(Rn), dada h > 0 existe ¢ € Cp(R") tal que
|u — @, < h/3, por 5.10 se cumple que [je * u — j. x ¢|, < h/3 Por lo tanto:

e * $(z) — $(z)] = | [ iz - v)(Bly) - B(2))ldy
(5.11) S sup [g(z) — é(y)l

lz—yl<e

El lado derecho de 5.11 tiende a 0 cuando € — 0%, ya que ¢ € Cy(R") y por
lo tanto es uniformemente continua.

Ademés si sop(¢) C B,(0), entonces sop(jep * #) C By+1(0) si € < 1, de esto
y 5.11 obtenemos que lim,_,o+ |je * ¢ — ¢|, = 0.

Sea ¢ tal que |je x ¢ — @], < h/3 si € < € entonces si € < €:

!jt*u“ulpg|jc*u_’jc*¢|p+|je*¢_¢|}1+|¢'—u|
<|p—ulp+h/3+h/3
<h/3+h/3+h/3=h

Se concluye que lim,_,o+ |je ¥ u —u|, =0

O

Teorema 5.0.43. Sea Q2 C R™ un conjunto abierto, sea Qy C Q0 , Qy también
abierto. Sean 1 < q; < qo, supongamos que:

(5.12) W™P(Q) — Ly ()
(5.13) W™P(Q) — Ly, (Q)

Son continuos, en donde los mapeos en ambos casos son la restriccion a
Qy, suponga ademds que 5.13 es compacto. Entonces, si q < q¢ < qo, la
TNIMersion.

(5.14) W™ () = Ly(Q)

Es compacta.

Demostracion. ¢ = ¢ + (¢ — ¢1)/(qo — fh)(qu - q) = q((g — 9)/(q -
_L
) + 00((a — @)/ — @), por lo tanto, u” W6 € Lapgy () y u®io-ai €

q0-9
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Lag-q, (§29) de la desigualdad de Hoélder se concluye que uPra e =
9=q1

u? € Li(Q) ..

IulO,q,Qo é |1L|3,Q1,ﬂu|u|§,qo,no

) 20(g —q1)
en donde A = — = =
dw-a) " 9w —a)
(5.15) < k1u|3,q‘ﬂo|u|“m,p‘n, pues el mapeo 5.12 es continuo

(5.16) < K |u|mpaopues el mapeo 5.13 es continuo y A+ p =1

Sea {u;} una sucesién acotada en W™P(2). Como 5.13 es compacto, existe
una subsucesién {u] } que converge y, por lo tanto, es de Cauchy en L, (Q).
Por 5.15, {u} es de Cauchy en L,(f). Por lo tanto 5.14 es compacto.

O

Para el siguiente teorema se necesita conocer lo siguiente del libro [10]:
Teorema 3.18. Si 2 tiene la propiedad de segmento, entonces las restricciones
a § de funciones en C§°(R") son densas en W™P(QQ) para 1 < p < oo.
Teoremas 3.34 y 3.35, teoremas 4.1- 4.8 | teoremas 5.1-5.14 y la teoria bésica
de espacios de Sobolev en el capitulo 3.

Teorema 5.0.44 (Teorema de Rellich-Kandrachov simplificado). Sea 2 un
abierto en R™, sea 2y C 2 abierto acotado. Sea m un entero, m 2 1 y sea
1 £ p < oc. Supongamos que S tiene la propiedad de cono y que mp < n,
entonces las siguientes inmersiones son compactas:

(5.17) W™P(Q) = Ly(Qp), Si0<n—mp<n,1=qS o
n—mp
(5.18) W™P(Q) — Ly(§%), Sin=mp,1Sn,1S¢g< o0
Notas:

El teorema 5.14 del libro [10] dice:

Sea €2 un abierto en R" con la propiedad de cono, si mp < n, entonces el
mapeo identidad W™?(Q) — L,(2) parap < g < "%",;—p existe y es continuo,
st mp = n, entonces el mapeo identidad W™P(Q) — Ly(f2) parap £ ¢ < o0
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existe y es continuo. Las normas de las inmersiones dependen de m, p, n , q
y las propiedades del cono C que caracteriza a la propiedad de cono de 2.

Las inmersiones 5.17 y 5.18 se refieren a lo siguiente:

W™P(Q) = Lq(S)
u — uln,

El subconjunto acotado €y de 2 puede siempre suponerse con la propie-
dad de cono. Si C es un cono finito que determina la propiedad de cono para
2. Sea 2 la unién de todos los conos finitos congruentes con C, contenidos
en ) y teniendo interseccién no vacia con €. Entonces 2 C Q2 C 2, Q es

acotado y tiene la propiedad de cono. si W™P — Lq{f)), entonces también lo
es W™P — L,(Qp).

Demostracidn. Por el teorema 5.14 del libro [10], la funcién
W™P(Q) = Ly(9)

es continua sip S g < 2,

= n-mp

Veamos ahora que la funcion:
W™P(Qp) — Ly()

Es continuasi 1 < ¢ < p.
Primero vemos que W™P(Qy) C L,(). Si u € Ly(Q) = u? € L,;4(Q)
como 2 es acotado, 1 € Ly_q,() = u? -1 € Ly () y por Hélder:

/m < mgﬁgum
= |ultvol(Q) =75
“July < klul,
= klulm,p.0,
Entonces la funcién
W™P(Qp) — Lq(S)

Existe y es continua. Por otro lado es claro que la restriccion W™P(Q2) —
W™P(€y) es continua.



Se concluye que la funcién W™?(Q2) — L9(Q) existe y es continua.

De manera andloga, del hecho de que W™?(Q) — L,(f2) existe y es continua
para p S p < 00, se obtiene que W™?(Q2) — L,(€p) existe y es continua para
1S£¢<oo.

Con esto tltimo probamos que las funciones involucradas en el teorema exis-

ten y son continuas; a continuacién demostraremos la compacidad.

Sea gy = —Ln:'mp

Para probar que las inmersiones

(5.19) W™P(Q) = Le(0),1 S g < qo

Son compactas es suficiente, por el teorema 5.0.43, probar esto para q = 1.
Dada j € N, sea Q; = {z €  : dist(z,00) > 2/j}.

Sea T un conjunto de funciones acotado en WP (Q2), mostraremos que T(restringido
a () es precompacto en L,(§2), se mostrard que T satisface las condiciones

del teorema 5.0.40.

Sea € > 0 dada, para cada u € W™P(Q) sea :

_ Ju(z) sizeQ
0 en otro caso

u:
Por Holder, como W™ — L,(£2). tenemos:

[ w@iaes ([ mampre[  ayreue
Ro—1Y -9, Og=Gi;

< ky |t pa(vol (R — ;)11 1/90))

En donde k, es independiente de u.
Como £y tiene volumen finito, j puede ser suficientemente grande para que

] |u(z)|dx < €
Q-

También podemos hacer j suficientemente grande para que:
(5.20) / li(z + h) — @(z)|dz < ¢/2Vh € R™
Q-1
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Si |h| < 1/27, entonces = + th € Qy;, siempre que z € Q; y 0 <t < 1. Si
u € C™(R) se sigue que:

b Qu(z + th)
[ Jute+ ) @i < /g,. do [P

1
<Ihl [ dt [ lgradtu)o)s

(5.21) < |hlluling, S Kalhllulmpo

Donde k; es independiente de u. Por la prueba del teorema 3.16 de [10], se
concluye que C*(2) es denso en W™P(Q) por lo que 5.21 se cumple para
toda u € W™P(Q).

Entonces si h es suficientemente tenemos por 5.20 y 5.21 que

|a(z + h) — a(z)| < e
Qo

Por lo tanto T es precompacto en L,(£p) (por el teorema 5.0.40) y las in-
mersiones en son compactas.

Supongamos ahora que n = mp,p > 1 y que 1 £ ¢ < oo, sea r tal que
1S r <p,= mr < mp=n, podemos elegir a r lo suficientemente cercana a
p de tal forma que -2~ > ¢. Asumimos que (2 tiene la propiedad de cono,

n-=mr
tenemos entonces:

WP (Q) — W™ ().

Ya que W™? — W™P(Qp) y sirt £ p = W™P(Qy) - W™ (), pues
como A(§)y) < oo, si u € L,y(Q), entonces de la desigualdad de Hélder se
sigue que u € L, y existe una constante ko tal que |u|, < kq|ul,. Si se aplica
lo mismo para D%u,a € N", |a| £ m obtenemos que existe una constante k
tal que |ulym,r S klufmp.

Entonces tenemos lo siguiente:

(5.22) W™P(Q) — W™ () = Ly(Sh)
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La ultima inmersién es compacta, por 5.17 (probada anteriormente), por lo
tanto, se cumple que la funcién W™? — L,(€)) es compacta.
i}

Supongamos ahora que p = 1,n = m 2 2. Sea r = 5 > 1, entonces
n = (n — 1)r, tenemos que:

W) — W™ (Q) — Ly(Q)

En donde que la primera funcién sea inmersion se sigue del teorema 5.14 de
[10], enunciado en las notas escritas después de enunciar el presente teorema.
La tltima inmersién es compacta por 5.22.

Finalmente, sim=m=p =1
Sea qo > 1, se prueba que el mapeo W' — L;(€) es compacto igual que en
5.17, como la funcién Wh(Q) — L,(€) es inmersién para 1 £ ¢ < oo(por
el teorema 5.14 del libro [10]), se sigue del teorema 5.0.43 que todas estas
inmersiones son compactas. O

=]
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Capitulo 6

Teorema espectral para 2
operadores autoadjuntos

Sean E,, E5 : B(R) — P(H) dos resoluciones de la identidad que conmu-
tan entre si, en donde H es un espacio de Hilbert y P(H) son las proyecciones
en este espacio.

Deseamos construir una resolucién de la identidad en la o- dlgebra producto
que conserve en cierto sentido las propiedades de las primeras dos.

Sean
(6.1)
I :={(a,b] : a € RU{~o0},b € R}
(6.2)
I := {{c,0) : c € R}
(6.3)
I=LUl
(6.4)
A, := {uniones finitas disjuntas de elementos de I}
(6.5)

A; := {uniones finita disjuntas de la formaB; x By, By x By, B, x By, By x B,
En donde B, € I, B, € I}

Ay es un algebra de subconjuntos de R?, llamamos rectéangulos basicos a los
elementos de la forma B; x B, B;, B; € I.



Definimos una funcién con dominio A, como sigue:

(6.6)  vy(Bi x B)) = (E\(Bi)E2(B))f, f)
vi(UL,C;) = Z v(C;)(en donde C; es un rectangulo basico Vi)

=1

Es claro que vy(0) = 0 y que vyes finito aditiva. Es un ejercicio de rutina
verificar que vy esta bien definida.

Teorema 6.0.45. Sea j = (a, b] X (c, d], supongamos ademds que j tiene la ez-
presion j = Unengn €n donde j, = (Tn, Yn) X (20, wa) con a, b, ¢, d, Ty, Yn, 20, Wy €
R y la union es disjunta.

Entonces vs(j) = Y oo v5(jn)

Demostracidn. Es claro que (a,b] x (¢, d] = Upen(a + 1/n,b] x (¢ + 1/n,d).
Como E; es una resolucién espectral, entonces E((a,b]) — E(a + 1/n,b))

es una proyeccion como la funcién dada por ,u}{w) = (Ey(w)f, f) es una
medida, se obtiene que lim,_,(E1((a,b] — (a + 1/n,b])f, f) = 0 por lo que
limp, 00 By ((a+1/n,b])¢ = Ei((a, b])Ve € Lo(R?). De igual forma lim,, o Ea((c+
1/n,d])¢ = E((c,d])¢V¢ € L2(R?). De los dos resultados anteriores obtene-
mos el siguiente:

(6.7)
E:((a, b)) Ex((c,d))é = lim Eq((a+1/n,b])Ex((c + 1/n,d])6¥6 € Ly(R?)

Entonces vs((a,b] x (¢,d]) = lim, 0 vf((a+ 1/n,b] x (¢ + 1/n,d]). Dada
¢/2 existe ng € N tal que |vf((a,b] % (¢,d])| —vs((a+1/n,b] x (¢+1/n,d])| <
€/2Vn 2 ng.

De manera andloga para cada n € N existe my, tal que n 2 m, = |v;((x,, yn+
1/n] X (2n, wa+1/n]) — v ((Zn, Yn] X (20, wn])| < €/27*1. Entonces obtenemos
lo siguiente:

(6.8) vi((a,b] % (¢,d) — (a+1/n,b] x (c+ 1/n,d]) < €/2Yn > ngy
Vi((Zn, Yo + 1/mp] X (20, wa + 1/Ma] = (Tn, Ya] X (20, wa]) < €/27*!

78



Como el rectangulo [a+ 1/n,b] x [c+ 1/n,d] es compacto y estd cubierto
por los abiertos (&, yn + 1/mp)(2n, wn + 1/m,), entonces existe un conjunto
finito {(Zn,, Yn, + 1/Mn;] X (2n;, Wn, + 1/mp,]}M, que cubre al compacto [a +
1/n,b] x [c+1/n,d].

vi((a,b] x (¢,d]) £ €/2+ve((a+1/n,bl(c+1/n,d])
M
Sef2+ Z Vf((xnnyn,- + 1/ma ) (20, wa, + l/mnal)

i=1

M
Se+ Z Ty Uy ] 26 (B W]

i=1

Se+ Z Vf((Im yn] X (zn, wn])

i=1
o0

vf((“: b] X (C, d]) é Zuji(xm yn](zm wn])-

n=1
como
Une i {(Imyn] X (zmwn]) C (a,b] x (c,d
entonces

UI(U::I:l((Im yn] X (2n, wp))) = ZVJ'((xm W] % (s ’wn])

n=1
< vy((a, b] x (c,d)).
se obtiene que
Z vi((Zn, Yn) X (20, wn]) < vp((a,b)(c, d))
n=1
De manera que obtenemos lo que queriamos:

[ 4]

(6.9) vy((a,d] x (¢,d)) = Y vs((Zn ya] X (20, wa))

n=1
El

Teorema 6.0.46. Sea j = By x By, By, By € I, supongamos ademds que j
tiene la expresion j = Upenjn en donde j, = C,, x D, con Cp,D, € I y la
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union es disjunta.
Entonces vy (j) = 3nzy vs(jn)

Demostracion. El caso B, = (a,b], B, = (¢,d|.a.c € R fue demostrado en el
teorema anterior.
Supongamos que a = —o0o, b = —co. Entonces existe ny € N tal que

vy (@, b] x (e, d]) = (=, b]  (=n,d])| < €/2¥n 2 ng

Entonces (a, b] x (a,d] = UpenCrN(—ng, b] X D, N (—ny, d] Por el teorema
anterior se concluye que:

v((=no, b] X (=no,d]) = Y v4(Ci N (=ng, b] x D; N (—no, d})

ngeM

Ademas por la finito aditividad de vy, se obtiene:

Zu;(C,v X D; — (—=ng,b] x (—ng,d]) < vs((a,b] x (¢,d] — (—nog, b] x (—=ng,d]) < €/2

neN

Entonces tenemos:

[v}'((a:b] X (C! d]) o ny(cn X Dn)l

nel
< Jvy((a, 6] x (¢, d] = (=m0, b] x (—no, d])]

+[vs((a,b] x (¢, d] N (=no, B] x (no,d]) = > _(vf(Cn N (=10, b] X Dy O (=g, d))|
+ | Z V(Cn X Dy — (—ng, b] x (—np,d])| < €/2+€/2=¢

Se obtiene entonces que

(6.10) vi((a,b] x (c,d]) = > vy(Cn x Dy)

neM

De manera andloga, se obtiene la ecuacion anterior para en caso a = o0
0 ¢ = 00.
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Supongdmoe. ahora que j = (a,b] x (c,00) Sea m € N tal que v((a,b] x

(¢,00) — (a,b] x (¢, m]) < €¢/2 .Entonces:

vy ((a, b] x )= > v(Ca x Dp)| £
n=1

lvs((a,b] x (c,00)) — vy((a,b] % (¢,00) N
+|vp((a,] x (¢;m) = > vy(Cn x D (a,b] x (c,m])|

neN
+ |Zuf(Cﬂ X Dp — (a,b] x (¢,m])| <€/2+¢€/2=¢
neN
En donde usamos el hecho de que vy es finito aditiva y el teorema 6.0.45 y

(a,] x (¢, m])]

la parte ya demostrada.

Entonces:
(6.11) vy((a,b] x (¢,00)) =Y vy(Cp x Dp)
neN
De manera andloga
(6.12) vs((a,00) x (c,d]) = vy(Cr x Dy)
neN

Supongamos ahora que j = (a,o0) x (¢, 00), seam € N tal que v¢((a, o) x

(¢,00) — (a,m](c,m]) < €/2, entonces:

[ ((a,00) x (¢,00)) = Y vy(Ca x D)

neM
= |vy((a, 00] x (e, 00] — (a,m]
+ vs((@,m] x (¢,m]) = > vp(C x Dy (a,m] x (b,m)])|

nel

- |Zv;(Cn x Dp — (a,m] X (e,m])] < €/2+¢€/2=¢

neN

x (¢, m])]

Se concluye que.
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(6.13) v¢((a,o0) X (¢,00)) = Z v§(Cn x Dy)

neN

O

Teorema 6.0.47. sea 0 € A, tal que 0 = UL, B; x C;, D;,C; € I (la unién
ajena) supongamos ademds que 0 = UjenD; X E;, D;, E; € I (la unidn ajena).
Entonces vy(0) = > oy v(D; x Ej)

Demostracion. En vista del teorema anterior, tenemos:

n

ve(0) = Z vy(B; x C)

1

I
M;
e

UJI'(B,; X Ci n DJ X Ej)

]
.
1]

M
M:s

.Uf(B,' X C,'ﬂ Dj X EJ]

i=1

.
Il

UI(D,' x El)

M

=l

O

Se concluye que v, es una medida en el dlgebra A,, por el teorema de
! 2, p
Carathéodory !. Existe una tnica extensién de vy a la o- dlgebra generada
por A, es decir B(R?).Llamaremos a la extension también vy, es consecuencia
del teorema de Carathéodory que la extension es finita, pues la medida en el
] ) |
algebra A, lo es.

Definicién 6.0.20. Denotamos por vy a la inica medida en B(R?) tal que
vi(By x By) = (E\(By)Ex(By) f, f)VB; €

Teorema 6.0.48. vy(a x b) = (Ey(a)Ex(b)f, f)Va,b € B(R)

!Libro [6], Pdgina 257
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Demostracion. Sea
F = {a € BR) : vj(a,b) = (E:(a) Ea(8), )W € I}

Entonces A, C F. Supongamos que A, B € F, B C A, entonces es claro que
A-BeF.

Sea ahora {B, },en C F una sucesién ajena de conjuntos, entonces.

Vf((nnENBn) X b) - Vf((nnENBn X b))
= v(Byxb)

neN

=Y (E(B.)EWY)f. f)

neN

B (EI (UnENBn)E(b)f) f)

Por lo tanto U,en B, € F, es claro que R € F y que 0 € F, se concluye que
la o —algebra generada por A, C F, de manera que B(R) C F. Por lo tanto

vi(a x b) = (Ey(a)Ex(b)f, f)Va € B(R)Vb € I
Sea ahora
G ={be B(R):vs(axb) =(E(a)ED)f, f)Va € B(R)}

De manera andloga a lo anterior se concluye que B(R) C G y con esto se
demuestra el teorema. O

Teorema 6.0.49. Sea g : R? — R, tal que sdlo depende de la primera coor-
denada, entonces: g es vy —integrable & g(z, c) es (E\(-) f, f) — integrable,
ademds se cumple.

f gl iy = / oz, B ()], f)
k2 R

En donde ¢ es una constante.

Demostracion. Primero supongamos que g es de la forma

g = Xaxgr, 4 € B(R)
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Entonces [, gdvy = vi(A x R) = (E\(A)E(R)f, f) = [z9(z,c)d(E\()f, f)
Si g es una funcién simple, entonces g es una combinacion lineal de funciones
caracteristicas como la anterior, puesto que g no depende de la segunda
variable, se sigue entonces que el teorema se cumple para g.
Sea ahora g una funcién integrable (con respecto a cualquiera de la dos
medidas). Existe una sucesion de funciones simples S, : R — R que convergen
de puntualmente a g(x,c) y tales que

[sn(2)| < [sns+1(2)] £ |9(=, )], Vn.
Si Sp = z:‘_‘—__“] ai;, XA,-,, , Sea tn = 2:1“1 ainXA,-an = g’(I, y} = limn—)m tn(xa y);
ltn(z,y)| S [Tota(z,y)| < lg(z, y)[Vn € N.
Se obtiene del teorema de convergencia mondtona que que g es vy —integrable
& g(x, ¢) es (E(-)f, f) — integrable.
Se sigue del teorema de convergencia dominada de Lebesgue que.

/gdvfz lim/ tadyy
R2 n—oo R2

= lim /R‘gnd(El(')fﬁf)

n—+oo

Se concluye que:
[ dle, BV = ] o
R i

O

Es claro que el teorema andlogo para el caso en el que g depende sélo de
la segunda variable es es cierto.

Definicién 6.0.21. Si M € B(R?) escribimos vy(M) = vy (f).
Para cada conjunto de Borel M en el plano, definimos:
vap(x,y) = VAvm(z + y) — va(x — y) +i(var (@ + iy) — var(x = iy))]

Teorema 6.0.50. La funcion vy es antisimétrica y bilineal.
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Demostracion. Primeramente se demuestra esto para el caso de rectangulos
medibles. Sean a,b € B(R).

Vaxb(Z,y) =1/4[(E1(a) E2(b)(z + y), = + y) — (Er(a) E2(b)(z — y), 2 — )
+ i((E1(a) E2(b)(z + 1y), = + 1y) — (E1(a) E2(b)(z — iy), = — 1y))]
= 1/4[2(E\(a) Ex(b)z, y) + 2(E:(a) E2(b)y, x)
+ 2i((E1(a) B2 (b)z, iy) + (Eq(a) E2(b)iy, z)))
= 1/4[4Re(E1(a) E5(b)z, y) + 4ilm(E1(a)E2(b)z, y))
= (Er(a) E2(b)z,y)

En donde en la ultima parte se usé que E;, E5 son proyecciones y conmu-
tan entre si.
Entonces :

(6.14) Vaxs(z,y) = (E)(a) E2(b)z, y)

De 6.14 se sigue lo que queriamos para el caso de rectangulos medibles. Sea F
la clase de conjuntos M para los cuales vy, es antisimétrica y bilineal, veamos
que es cerrada bajo complementos.

sea M € F,

Ume(Z,y) = 1/4[vme( +y) — vme(x — y) + i(vpe(z +1y) — vue(z — iy))]
=14z +y,z+y) —vm(z+y) - ((z—y,2-y) —vu(r —y))

+i((2 + iy, 2 + iy) — (vm(z +iy) — ((z — iy, 2 — ) — vu(z — iy)))]

= (z,y) — vm(z,Yy)

De la tltima ecuacién es claro que v§, es antisimétrica y bilineal.
De hecho de manera analoga a lo anterior se concluye que si B C A

(6.15) va-p(z,y) = va(z,y) — ve(z,y)

Por lo tanto F es cerrada bajo diferencias.

Sea M = U?tENﬁ"Ii ,con M; C j'l/ff+1,i1/f,' € FYi.

va(z,y) = NILTE__ /4[va, (x +y) — v, (z — ) + i(vag (2 + iy) — v, (2 — 1y)))
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Entonces vy es bilineal y antisimétrica por ser limite de funciones bilineales
y antisimétricas .", M € F.
Se concluye que F es un d-sistema que contiene al 7—sistema de los rectangu-
los medibles, se concluye ? que la o— &lgebra de los rectangulos medibles
estd contenida en F, de manera que B(R?) C F. Entonces vy(z,y) es bili-
neal y antisimétrica para todo conjunto de Borel M.

O

Teorema 6.0.51. |vy(z,z)| = vm(z) < |2|°YM € B(R?)

Demostracion. Para la construccién de la medida vy (z) = v(M), se cons-
truye primero la medida exterior sobre la potencia de R? generada por la
medida en el dlgebra A,. Esto se puede ver en el teorema de Carathéodory
citado anterior mente. La medida exterior generada por la medida en el dlge-
bra A, se define como sigue:

(6.16) vi(M) = inf{) " vz(Cp) : Dy € Ay, M C UnenDn}

neM

De la definicién de v}, es claro lo siguiente:

vi(M) = inf{) " v;(Bn x Cn) : B, Cn € I, M C UpenB x Ca,
neN

n#m= By x CaN By X Cpy = 0}

Es claro que v,(B x C) = (E\(B)Ey(C)z,z) < |z|?, pues E; y E; son
proyecciones.

Sea {B, x C,} que cumple con la ecuacién anterior, sea M € B(R?) como
v, es medida positiva, vz(M) £ ve(UpenBn X Cp) = 3 oo z(Bn X Cp) <
v(R?) = (z, z) 0

Entonces dada M € B(R?), la funcién vy, es bilineal, antisimétrica y
positiva, entonces cumple la desigualdad de Schwarz.

(6.17) lva(@.y)| £ var(z, @) o (y, )" < |z]ly]

De manera que a partir teorema de representacion de Riesz se puede concluir
que dada y € H, existe una tnica y' tal que vy (z,y) = (z,y')Vz € H.

2Libro [9], teorema 1.6.1
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Definimos el operador F) x E; = FE tal que E(M)y = y'Vy € H.

De la unicidad se concluye que E es lineal. Ademas |(y',y)| = |lvm(¥',y)| £

1¥'||y| por lo que E(M) es un operador acotado de norma menor o igual que

12

También tenemos (z, E(M)y) = vm(z,y) = vu(y,z) = (y, E(M)z) =

(E(M)z,y)Vx € HYy € H. De manera que E(M) es autoadjunto VM €

B(R?).

Es claro que E(0) =0 y que E(R?) = Id(la identidad en H).

Si wNw' = 0, entonces vy (z,y) = vu(z,y) + vw(z,y) = (z, E(w)y) +

(z, E(w")y) = (z, (E(w)+ E(w'))y), de la unicidad de E(wUw’), se concluye
que E(wUw') = E(w) + E(w').

Es claro que para z,y fijos , la funcién (E(-)z,y) = vw(z,y) es una medida

compleja, pues es combinacion lineal de medidas positivas finitas.

Veamos ahora que E(w Nw') = E(w)E(w')Vw,w' € B(R?)

Teorema 6.0.52. E(wNw') = E(w)E(w')Vw,w' € B(R?)
Demostracion. Supongamos primero que w = a X b,w' = ¢ x d,e,b,¢c,d €
B(R?).

(E(w)z,21) = Vaxs(z,21)

= (Ei(a)Ez(a)z, z)(por el teorema 6.0.48 y la definicién 6.0.21)

De manera que:

E(w) = E\(a)E2(b)

De manera aniloga

E(w') = Ei(c)Ea(d)

(E(wnuw)z,y) = (E(ancx bnd)z,y)

- Vuﬂcxbﬂd(xl y)
= (Ey(anc)Ey(bNd)z,y)
(por el teorema 6.0.48 y la definicién 6.0.21)
= (E1(a) Ex(c) Ey(b) Ex(d)z, y)
= (Er(a) E2(b) Eq () Ex(d), y)
= (E(w)E(w)z,y)

De manera que se concluye que E(w)E(w') = E(wNw').

Sea
F ={w € B(R?) : E(wnNN) = E(w)E(N), ¥ N rectangulo medible}
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Acabamos de demostrar que el conjunto de rectdngulos medibles estd conte-
nido en F. Veamos de F es un d-sistema.
Sean A, B € F, B C A- debemos demostrar que A — B € F.

(E((A - B) n N)x,y) = V(A_B)m\r(ﬂ':,y)
= V(AnN)-(BoN) (T, Y)
= vann(7,y) — vBnn (2, Y)
=(E(A)E(N)z,y) — (E(B)E(N)z,y)
= ((E(A) - E(B))E(N)z,y)
=(E(A—- B)E(N)z,y) SA—-BeF

Supongamos ahora que {B;}ien C F,B; C Bi41Vi0, sea B = UpenBy,
debemos demostrar que B € F.

(E(BN N)z,y) = (E(Upen(B; N N))z, y)
= Vu‘-eNBnﬁN(I! y)
= lim vg,an(z,y)
= lim (E(B, N N)z,y)

n—oc

= (E(UnenBn) E(N)z, y)
sBEF.

Se concluye que F es un d- sistema que contiene al 7 — sistema de los
rectangulos medibles, por el lema de las clases mondtonas * que B(R?) C F.
Sea ahora

= {w € B(R?) : (E(A)E(w)z,y) = (E(ANw)z,y)VA € B(R*)Vz,y € H}.

Por lo que acabamos de ver, los rectangulos medibles estdan en G.

Anadlogamente al procedimiento anterior se concluye que G es un d-sistema
que contiene al m — sistema de los rectangulos medibles. Se concluye por
el lema de las clases monétonas que B(R?*) C G. Entonces E(w)E(w') =
E(wNw)Vw,w' € B(R?) O

3Libro [9], teorema 1.6.1
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De teorema anterior y los comentarios anteriores al teorema, se concluye
que la funcién E : B(R?) — P(H) es una resolucién de la identidad. 4.
De lo anterior se concluye el siguiente teorema.

Teorema 6.0.53. Sean E, : B(R) —» P(H) y E; : B(R) — P(H) dos
resoluciones de la identidad, entonces existe una resolucion de la identidad
E, x Ey: B(R?) — P(H) tal que E, x Ey(a x b) = Ey(a)E,(b)Va,b € B(R)

Teorema 6.0.54. La resolucion de la identidad del teorema anterior es ini-
ca.

Demostracion. Para facilitar notacion , denotamos por E = E; x F,. Sea F
otra resolucién de la identidad que satisface lo del teorema anterior,. Entonces
para los rectdngulos medibles tenemos que F(axb) = E(axb),Va,b € B(R?).
La medida (F(-)z, z) es extensién sobre B(R?) de la medida v, definida en el
algebra A,. Por la unicidad en el teorema de Carathéodory, se concluye que
ve(w) = (F(w)z,z)Vw € B(R?). Por lo tanto (E(w)z,z) = (F(w)z,z)Vw €
R?2. Como

(E(w)z,y) = 1/4[(E(w)(z + y),z +y) — (E(w)(z — y),z — y)
+ i((E(w)(x + 1), x+%y>—(E(w)(z*zy),:‘c-ty)}]

—1/4[(F( (z+y),z+y) — (Flw)(z-y),z—y)
+i((F(w)(x + 1y), 2 + iy) — (F(w)(z — i),z — iy))]

= (F(w)z,y)

De manera que F = E. O

Teorema 6.0.55. Sean B, y B, 2 operadores autoadjuntos definidos en un
espacio de Hilbert H.Supongamos que sus resoluciones de la identidad son
E,\, E5 respectivamente y que estas conmutan entre si. Entonces eziste una
tinica resolucion de la identidad. Ey x E, : B(R?) — P(H) tal que.

(Biz.) = [ Md(EO.y)
(Baz,y) = .[12 Aod(E(-)z,y)

Libro [8] pagina 316, definicién 12.17
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Yy € H,¥x € Dom(B,),Vz € Dom(B,), en donde estamos considerando
R? = {(A,A\2) : Ai € Ri € {1,2}} y denotamos a la medida (E(-)z,y) :
B(R*) — C tal que w — (E(w)z,y)

Demostracion. Primeramente demostramos la existencia.

Proponemos la resolucion de la identidad del teorema 6.0.53, hay que demos-
trar que esta cumple con las condiciones del teorema.

Para facilitar la notacion , ponemos E en lugar de E} x F,.

(E(w)z,y) = 1/4[(E(w)(z +y),z+y) - (E(w)(z - y),z — y) +i((E(w)(z +
1Y),z + iy) — (E(w)(z — 1y),z — 1y))]. de manera que si z,y € Dom(B;):

/ MNd{E(w)z,y) = 1/4[/ Md(E(w)(z +y),z +y)
R2 R?
- ./1;2 AMd(E(w)(z —y),z —y) + z'(/Rz Md(E(w)(z + 1),z + ty)

. [Rz NA(E(w)(z — 1),z — i))]

Del teorema 6.0.49 se obtiene :
=14 M(E @)+ v,2+3) - [ ME@) =13 -
R R

i f Yl Byl + i @i - [ Jd{Bdu)le—i e~y

= 1/4[(Bi(z + y),z + y) — (Bi(z — ),z — y)
+ i((B;z + 1y, + 1y) — {B;x — iy, x — ty))]
= (Biz,y)

Supongamos ahora que r € Dom(B;),y € H

Como Dom(B;) es denso en H, existe una sucesién {y,} C Dom(B;) que
converge a y. Entonces

(6.18) (Biz,y) = lim (B, yn)
= lim /A,-d(E(')fi'f.?n)

Dada una funcién medible definida en R?, definimos un operador ®(f) : H —
H tal que cumple lo siguiente: (®(f)z,y) = fﬁz fd(E(-)x,y)>. Si f es acotada,
entonces se cumple: [(0(f)z,y)| = | [z fA(E()z. )| < |@(f)z|ly]

SLibro [8], teoremas 13.24 y 12.21
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y que |®(f)z|* = [z |f[?d(E(-)z,z). Por lo tanto | [z, fd(E(-)z,y)| <
1 |/ Pd(E (), 2)) V2.
Sea vp = Re((E(-)z,y)) y sea v; = Im((E(-)z,y)). Sean Cr y Dglos con-
juntos vp — positivo y vp — negativo de la descomposicion de Hahn de la
medida con signo vp y sean C; y Dy los equivalentes para la medida v;.
Sea f una funcién con dominio el plano y rango los reales y cuadrado integra-
ble con la medida (E(w)z, z) , sea { f,} una sucesién de funciones acotadas y
medibles que converge a f de manera creciente (es decir, |f,| S [fns1|Vn € N).
| [ Xcalfaldvrl = |Re([ x| fald(E()z, v))| < | [ Xcrlfald(E(-)z,y)|
= (D(xcplfal)z,¥) S |®(Ifalxca)zllyl = 1YI([ | falPXcrd(E()z, 2))/? <
y|([ | fal?d(E()z, z))'/2.
De manera anélogalfxpﬂ|fn|dvg| < WIS | falPdE )z, )2, | [ xc)| fuldvi|
< WIS 1fald(EC)2, )2, | [ X0, | Faldv] S TI([ | falPdE )z, )12,

De manera que

(6.19)
/lfn1dII(E(-)x,y)i] = Iyl(/Ifnlzﬂf(f‘?(-)a«“,--":))”2 = !yl(]Iflzd(a“f('):f«n-’x'r))"’2

En donde |[(E(-)z, y)|| es la variacién de la medida compleja (E(-)z,y).

Como la sucesion |f,| es creciente y converge puntualmente a f, se si-
gue del teorema de convergencia monétona que lim, o [ |fu|d||(E(-)z, y)|| =
JIAEC)z )l < |yl [ 1f1?d(E(-)z,z). Por lo tanto f € Li([(E(-)z,y)l])
y

(6.20) |/fd 12,9)] < [l /|f| UE( )z, 2))"?

Ahora, si x € Dom(B;) entonces A es cuadrado integrable con la medida
(E\(-)z,z) (en donde R = {A : A € R} ), de manera que por el teorema
6.0.49 \; es cuadrado integrable con respecto a la medida (E(-)z, z). Si {y,}
es como en 6.18 tenemos:
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l/mz Nd(E(-)z,y) — /Rz Md(E(-)z, yn)|
= [ AdEOzy -2
< y = gl / Nd(E(),2) —noseo 0.

De esto ultimo y de 6.18 se obtiene:

(6.21)
(Biz,y) = lim MNd(E(-)z, yn) =/ MNd(E(-)z,y)Vy € H,VYz € Dom/(B;)
n—o0 [po R2
Con esta ultima ecuacién acabamos de demostrar la existencia. En seguida
demostramos la unicidad.
Sea F' una resolucién de la identidad que cumple con las premisas del teorema,

hay que ver que F = E.
Definimos las funciones Fy, F, : B(R) — P(H) como sigue:

Fi(w) = F(w x R)
Fy(w) = F(R x w)

Como
waaad Ja,y) = (F(w x R)z,y)
= (Fl( )2, )

. f xud(Fi()2,3)
R

Entonces para cualquier funcién simple s que no dependa de la segunda
coordenada y para cualquier constante ¢ tenemos que.

(6:22) [ sdF Gz = [ stz

\

Sea x € Dom(B,), entonces por hipdtesis se tiene que A, es cuadrado
integrable con respecto a la medida (F(-)z,z) y como la medida es finita,
también es absoluto integrable . Sea {s,}, s, : R — R una sucesién
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de funciones simples que convergen de manera monétona a A (es decir,|s,|

|sn+1|¥n € N), entonces si 8, = Y 1y GinXA;qs 5€8 tn = Y o) GinXA, . xR, S€
obtiene que la sucesién {¢,} converge de manera mondtona a \;, entonces
por el teorema de convergencia monétona [, |Ai|d(F(-)z,z) =

My 00 [go |tald(F(:)z,z), ¥y por 6.22 esto iltimo es igual a lo siguiente
llmﬂ_,mjlR |sn|d(F1 )z, z) y por el teorema de convergencia monétona, esto
ltimo es igual a [ [A|d(F\(-)z,z). Se concluye del teorema de convergencia
dominada de Lebesgue lo siguiente:

(6.23) /R Md(F()z,2) = /R M(Fy(-)z, o)Ve € Dom(B)
y de manera andaloga
[ Md(F()z,x) = / Nd(F\(-)z,z)Vz € Dom(B,)

R? R

Si z,y € Dom(B,), como (F(w)z,y) = 1/4[(F(w)(z + y) T+ y) —
(F(w)(z — ),z — y) +i({F(w)(z + i),z + iy) — (F(w)(z — i),z — 1y )]
(Fi(w)z,y) = 1/4[(Fi(w)(z+y),z+y) — (Fi(w)(z—y), 2 —y) +i((F(w)(z
1),z + 1y) — (F\(w)(z — iy), z — iy))], se obtiene.

(6.24) (Bz,y) = /W MA(F(-)z,y) = /RAd(Fl(-)x,y)V:r,y € Dom(B,)

De manera analoga a la construccion de 6.18-6.21, se concluye que.

(6.25)
(Biz,y) = / MA(F()z,y) = /Ad(Fl(-]:c‘y)Va: € Dom(B))Vy € H
R? R

De la unicidad en el teorema espectral®, se concluye que Fy, = E,. De
manera analoga F) = F,.
Entonces F(w x R) = E,(w)Vw € B(R), F(R x w) = Ey(w)Vw € B(R).
Entonces F(w; X R)F(R x wy) = F(wy Xx RNR x wy) = F(w; X wy) =
Ey(wy)Ey(w)oVw,, we € B(R). Por el teorema 6.0.54, se concluye que F =
EI X E—g
O

Libro [8] teorema 13.30
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Capitulo 7

Los operadores de onda y el
operador de dispersion

Sea J la funcién J : Ly(R?) — Lo(R) dada por J(¢) = xao, En donde
Q=R?- K y K es compacto y 0 € K°. O bien , J es la identidad si K = {
0}

Definicién 7.0.22. Sean H, y Hy como en el capitulo 2. Definimos los ope-
radores de onda como sigue:

We(A) = s — lim etHa e itho
t »to0

Teorema 7.0.56. Los Operadores de onda ezisten y son isométricos, para
toda A € Ag(ak, Br), ademds si A', A? € Ag(agk, Br) con A2 = A + V),
en donde A es como en el capitulo 1 entonces

(7.1) Wi (Az) = e2EW,(A)e PolEP)
En donde A es como en el capitulo 2
Demostracion. Sea x € C*(2) que satisface x(z) = 0 en una vecindad de K
v x(z) = 1 para |z| = M, son M suficientemente grande.
Primeramente sabemos por la demostracion del teorema 2.0.24 que

Hy = 1/(2m)¥~ ' \*¥

95



En donde V¥ es la transformada de Fourier en Ly(R?).

De manera que Hy + 1 = ¥~!(\?/(2m) + 1)¥, el operador multiplicar por
A? 4+ 1 es acotado e invertible , con inverso el operador multiplicar por P]TT
El inverso del operador Hy + 1 es entonces ¥~! I’IITT‘I’ que es acotado.

Afirmacién 7.0.5. Sea {u,} C Lo(R?) una sucesidn acotada en L,(R?),
entonces {w,} tal que w, = (Hy — 1)"'u, es acotada en W?2.

Demostracion. Como la transformada de Fourier es una isometria, entonces
{tn} es acotada también.

i
U S ﬁﬂ — ﬂs. 12
il < ] = funh i € {1,2)
Como (A, — A2)2 2 0, A S A2+ X2 =
Mg "
|1 _:__ iguni < [l
’ ¥ L5
ademas (H0+1) IZ\I’ lﬁ_Ailp’ por lo tanto
1
N famd =
= et
0 0
e ] U(— n
> |- tnl = ()
Ai
= .| <
1/\2+1%ﬂ|:|“ﬂ|
62 82
nl =¥ n
5l = W )
=12 5 )
= 1+ a2 ™= Un

Nétese que podemos hablar de la norma de las derivadas distribucionales
de w, por que de hecho estdn en L,(R?) por los teoremas 2.0.22, 2.0.23 y
la demostracion del teorema 2.0.24.Para acotar la norma de estas derivadas
usamos el teorema 2.0.21 y el teorema de Plancherel.

Se concluye que la sucesién {w,} es acotada en W22, O

Afirmacién 7.0.6. El operador

(1 = x(x))(Ho + 1)~ 'es compacto
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Demostracion. Por el teorema 5.0.44 la funcion:

wh? Ly (B (0))
u — u|BM{0)

Es compacta, como {w,} es acotada en W22  entonces es acotada en
W2, por lo tanto la sucesion {wy|g,,(0)} tiene una subsucesion convergente
que denotamos {w;, }nen. Como 1 — x tiene soporte en By (0) y 1 — x €
C§°(Bwm)(0) = la sucesién {w;, }nen €s convergente en Ly(R) por lo tanto el
operador (1 — x)(Hp + 1)™! es compacto. O

Si ¢ € D(Hp) = w??(R?) entonces: sea ¢ = (Hp + 1)¢

th(A)( (I) :tHu¢= ei!H(A)(l ( ))(H{}"‘ 1) 1 _“H“”!!J

Pues (Hp + 1)~! y e *#o conmutan, pues son ambas funciones de P.
Como por el teorema 4.0.39 Hj es absolutamente continua, se sigue del lema
4.0.13 que

e—itﬂozp _‘)débilmeme 0, t = oo,

Sea {t,} C R con limy_,c t, = 00.

Entonces {e~%"Hoy)} es acotada, pues e *#° es unitario. Como (1—x(z))(1+

H —0)~! es compacto, existe una subsucesién de {e~**0¢)} que denotamos

por {e~tinHoyh} v tal que la sucesién {(1 — x(x))(1 + Hp) le "inHoyp} es

convergente. Como e ”%b

_>deb|1mem.e 0 entonces (1 _ f‘f.(.’l’.‘))(l 4+ HI'J) 1 —tt,n HO’U) _}debllmcnte 0 se SIgue

que (1 5 X ))(1 g H{} —itin How _)fut.rtemultc 0.

Hemos demostrado que dada una sucesién {t,} existe una subsucesién {¢; }

tal que (1 — k(z))(1+ Hy) te tinHoyy fuertemente (' do esto se sigue que (1 —
k(z))(1 + Hy) te tnHoy, yfuertemente o v como ¢, es una sucesién arbitraria

que converge a infinito, se concluye que (1—x(z))(1+ Hy) ~'e "oy —fuertemente
0, (t — 00).

Sea ¥, = (1 — x(z))(1 + Hy) ‘e **Hoy), entonces hmt_mo ¥, = 0. Se sigue que
1m0 €My = 0, pues como e#() es unitario, 0 < lim, o |eVy|

lim;_, o ¥y = 0. Entonces se ha demostrado que si ¢ € Dom.(Ho) =
limy 00 €7 (1 — k(x))e *Ho¢ = 0. Esto implica que si ¢ € Dom(H,)
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tlim etH(A)ye~itHo geyiste <
—00

lim e*(A) Je—itHo gaxiste.
t—o0

Y en el caso en que exista

tl_l'glo e“H(A)Xe_ltﬂaé =

lim e**H(A) je~itHo g

t—oo
Ademas como |etH(4) Je~itHo g < ||, si demostramos que
1im;_, o e'H(A) Je~1tHo g existe V¢ en un denso en L,(R?), obtenemos que
lim,_, o, eH(A) Je~itHoy existe Vip € Lo(R2).
Probaremos que W, (A) existe, la demostracién para W_ es analoga. Por lo
dicho en las anteriores lineas |, es suficiente demostrar que existe el limite
para las funciones ¢, tales que ¢, € C§°(Bma(mv)), Vv, h con |v| > 8h , ya
que el conjunto de estas funcione es denso en L¥’.
Note que @, = €™ ¢y con @y € C§°(Bma(0)). Tomemos por lo pronto las
funciones A/ del capitulo 1 tales que:

(7.2) AR F(|z-Q—o7| L |r/4) =0, T€R

En donde F(|z — Q — 97| < |7/4|)¢ = X{z:|z-Q-r|<|r/41} P
Lema 7.0.14.

;,V+(_4I,Q)¢,u = x(z)d, + z'/ dte“"'(""‘q}i--"[x, P)e“”%v

0

En donde

(7.3)
_AlQ.p —P . AfQ) £ (A4)Q)?
V(z, P) =x(z)] 4 2_) )
m m

+ 2479 (Py)]

|- 5-[(Ax) +2i(Vx) - P
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Demostracién. Como ¢, € C5° (Bmn(mw)) = ¢, € S(R").
Pero e~itfog, = Y-le=it\/2mg = como e N'/2™m ¢ C*(R2), se sigue que
e, € S(R?), y de esto es claro que

(7.4) xe g, € S(R?), ¢, € S(R?)
como S(R?) ¢ W2?(R?) = ¢, € Dom(H,)

Afirmacién 7.0.7. Sea xS(R?) = {xu:u € S(R?)}, entonces:
XS(Rz] C Dom(Ga)VA € .A(Q'KBK)

Demostracion. recordamos como es que se define H(A) en el capitulo 2.
Definimos qa(¢,¥) = ((P — A)¢, (P — A)y) de dominio C}(S2).
Construimos después la cerradura de g4 como sigue:

u € Dom(ga) si existe una sucesién {u,} C C3(R) tal que gu(un — upm) —
0, (m,n — 00) y u,, = u.

Sea f € S ,hay que ver que xf € Dom(Ga).

Sea ¢ € C3°(R?) tal que ¥ = 1 en B(0) C R%. Sea f,(z) = ¢(rz) f(z),r > 0,
es claro que f, € C§°(R?).

Si g es un polinomio y a € N?, entonces.

9(@)(D(f = f)(x) = 9(2) Y Can(D** ) (@)™ ((D(1 = %)) (rz))

b<a
Nuestra elecciéon de ¥ muestra que
Db(1 — ¢)(rz) = OVWV|z| S 1/r, b#0

Como f € S,D%*f € S, se sigue que la suma de arriba tiende a 0 cuando r
tiende a 0 . es decir, f, =% f (f, tiende a f en la topologia de S).

Se obtiene que D(R?) = C§°(R?) es denso en S(R?).

Sea ¥ (z) = ¥(z/n), entonces ¥, f =5 f(n — 00), de manera que ¥, f —=®)
7.
Por otro lado Ay es acotado, pues A es acotado fuera de una vecindad del 0 y
X es cero en una vecindad del 0, de esto se sigue que. Ay, f =& Ay f, de
manera que la sucesién {A(x¥,f)} es de Cauchy en L(R?). Sea f, = ¥, f,
entonces xf, —4®) yf, como D"y tiene soporte compacto para |a| = 1,
entonces Dy € C°(R?),V|a| = 1 entonces como D*f, —+(®*) paf —
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D*xD’f, »®* Dy Dbfva, be N2, a < b
= D*(x/a) =" D*xJ.
= —iV(xfa) 22®®) _iv(xf)

Entonces la sucesién {(P — A)xf.} es de Cauchy en Ly(R*,R?) y (P —
A)xfa = (P = A)xf en Ly(R?).

Como x f, € C§(9) se concluye que xf € Dom(Ga) y quesi g€ S

(7.5) ga(xf,xg) = (P = A)xf, (P — A)xg)

Afirmacién 7.0.8. xs € Dom(H(A))Vs€ S

Demostracion. Recordamos como se definié H(A) en el capitulo 2.
En este caso H = Ly(Q). Denotamos por H., = (Dom(ga),{-,*)+1), en
donde.

H_, es el espacio de funcionales continuas en H,. H se incluye en H_; por
la funcién j tal que

¥ = (-, 9)

Dada ¢ € H,,, definimos el elemento §(¢) € H_,tal que

-~

B(9)(¥) = (¢, 9)

Entonces el dominio de H(A) es D(H(A)) = {¢ € H,, : By € Ran(j)}.
Entonces: H(A)y = j"§ — I en donde I es la identidad.

Se f € S hay que ver que xf € Dom(H(A)).Para tal propdsito debemos
demostrar que existe h € H tal que §a(¢, xf) + (&, xf) = (0. h)Vo € H,,.
Supongamos primero que ¢ € Dom(q,), de la afirmacién 7.0.7 se sigue:
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qa(o, xf) + (&, xf) = (P — A)¢, (P — A)xf) + (&, xf)

= (P¢, Pxf) — (P¢, Axf) — (A¢, Pxf) + (A¢, Axf) + (¢, x[)
Como xf € C®(R?),f € Sy Axf =0 en una vecindad de K
= (¢, P’xf) — (¢, P - Ax[) — (¢, A- Pxf)(&, A’xf)(¢, xf)-

= (¢, P*(xf) — P- Axf — A- Pxf + A*xf + xf)

Ademas por la eleccion de A, A y sus derivadas en primer orden son acotadas
en fuera de una vecindad de K, como f € S, x se anula en una vecindad de K y
es infinitamente diferenciable, se tiene que P?(x f)—P-Axf—A-Pxf+A*’xf+

xf € Ly(R?) , entonces sea h = P?(xf)— P-Axf—A-Pxf+A%xf+xf.
Si @ € Dom(Ga), entonces existe una sucesion de funciones ¢, tales que
@n — ¢y se tiene Ga(d, xf) = limy_00 g4 (&n, X f), de manera que ga (¢, xf)+
(45: Xf) = limp00 QA(¢m Xf) #* (‘i’m Xf) = ll‘mn—mo(gbm h') = (‘351 h’) por lo

tanto.
4a(8, xf) + (¢, xf) = (¢, h)¥Vé € Dom(ga)

Se concluye entonces que xf € Dom(H(A)) y ademds que

(7.6) H(A)(xf) = P*(xf) — P- Axf — A- Pxf + A’Xf
O

Sig € S = ¢ € Dom(Hy), ademas e "0y € S, de manera que x(z)e "¢ ¢
Dom(H(A)).

Afirmacién 7.0.9. Si ¢ € S entonces eV y(z)e "¢ es derivable y

%ef””‘”x(x)e"'”mé = A (G H(A)x(2) — ix(x)Ho)e Hog

Demostracion. Para la demostraciéon haremos uso del siguiente hecho.

Teorema 7.0.57. ! sea Q(t) un semigrupo de un pardmetro, A su generador
infinitesimal, y * € Dom(A), entonces la funcion Q(t)x es derivable y

Q) = AQ(1(x) = Q)A()

!'Libro (8], pgina 376
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En el caso de e 0, su generador infinitesimal es —itHy y en el caso de

etH(4) su generador infinitesimales it H(A)2. Sean X (t) = x(z)e~"*Hog, Y (t) =
GitH(A)

Y(t+h)X(t+h) - Y(t+h)X(t)

h—+0 h - }al—% h
Y(t+h)X(t) - Y ()X ()
h
e X(t+h)—X(t)
= }:_1}1{1} Y(t+h) A
g YR - Y (@) n
h—0 h.

Pero limy_,o XEA=YO X (1) = Y (t)iH(A)X(t), pues X (t) € Dom(H(A)) y
por el teorema 7.0.57.

Veremos ahora que limy_,q Y(H'h)(x(?h)_x(m] =Yt %(t).

- Y(t+ h)(X(th+ h) - X(1) Y(t)%(t)

= lim o h)(X(t; B—-X0) v h]% +Y(E+ h)% . Y(t)dg
ol dX X

=fl£f_}naY{t+h)((X(t+hzl X@)) _ d—?)ﬂm(y(:m) ~Y{i)—

=0 pues|Y(t)] SIVEER
Se concluye entonces que.

%eitff(fl)x(x)e—it!{o¢ — (itH(A) (iH(A)x(z) — ix(z)Ho)e "Hog

O

De 7.6 obtenemos que si f € S :
H(A)(xf) = P*(xf) — P - Axf — A - Pxf + A’xf Como f es derivable

2Libro [8] pagina 383
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en 2 y x = 0 en una vecindad de K, entonces podemos derivar la anterior
expresion de la manera usual, usando la férmula para la derivada del producto
obtenemos:

. - . 2
HA)xf) = x@- 2L+ ZEAX D 1,

+2i(Vx) - P) +2A- (Px))f - %Xﬁf

m 2m

Entonces, sea f = e 'Hog, :

(7.7)

s _ . 2
H{Alif - xHof = qi-A=E 4 TE 24 4)

—itHp _ L
m 2m le Pv o2m (&x
+2i(Vx) - P) + 2A - (Px))e " tHog,

Entonces de 7.7 y la afirmacién 7.5 se obtiene.

deitH(A)X(m)e—itHoqz)U
dt
en donde

V(er) = X(I)[—
+2i(Vx) - P) +2A - (Px))

- eitH(A}v(x1 P)e“"““qﬁ,,

A-P+ —(P- A—I—Az)]_
2m 2m

Como el teorema fundamental del célculo es valido también para este tipo
de derivadas, se obtiene:

;th‘(zl}x( )6_“”"% (I)f.f)v

d . n(s —itHo .
= [ S @,
De manera que
lim ei:‘H{,t’l)X(I)e—ﬂHoqju
t—oc

=W, (4),

*d . ang itH
= X(@o+ [ GET (@),
0
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O

Elegimos ahora A = A/%como en el capitulo 1 que satisfaga 7.2 y para
facilitar la notacién , seguimos escribiendo A en lugar de A/9.
Sea g € C§° ( B,u1(0)) que satisfaga g = 1 en el soporte de ¢y De 7.2 YA =
XAF((|r — Q — vt| > |vi|/4)).
Como ¢, = e"'“’ Tho => qﬁ,,( y e d)g(p mv) y ¢ = 1 en el soporte de ¢50

(78} g(P - mv)¢u = oy

se sigue:

|xAe "Ho(p — m'u)(,b‘,| = |xAF(|z — Q — vt| > |vt|/4)e" "o (P — mv)¢,|

= |xAF(|z — Q — vt| > |vt|/4)e (P — mv)g(P — mv)
(F(lz - Q| £ |vt|/8)+ F(|lz — Q| > |vt|/8)e™ ¢y
(7.9)

S IXAF(|z — Q — vt] > [vt|/4)e™H (P — mv)g(P — mw) F(|z — Q| < |vt|/8)l ol
+ [xAlle"™|lg(P — mv)(P — mo)||F(jz — Q| > |vt]/8)o

Noétese que g(P — mw)(P — mv) es un operador acotado porque sop(g) es
compacto, ademas |e*0| < 1 y |yA| es acotado ,de manera que existe una
constante b, tal que

(7.10)
[xAlle""[|g(P — mv)(P — mv)||F(|z - Q| > |vt|/8)o| < bi|F(|z — Q| > [vt]/8)¢0|

Por la demostracion el corolario 3.0.2, tomando p =0

IXAF (|2 — Q — vt| > |vt|/4)e™""(P — mv)g(P — mv)F(|lx — Q| £ [vt|/8)||¢o|
(7.11) < IxAIC(1 + |vt]/8)7

Afirmacién 7.0.10. Si ¢ € S(R?) , Q € R? y r € R, entonces eziste una
constante by tal que:

[f(lz = QI > [vt|/r)g] < ba(1 + vt]/r)”
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Demostracion. Como ¢ € S, entonces sea C tal que
sup({|(1 + |z — Q|)'é(z)[}) =

Entonces

8(2)] S C(1+ |z - Q|)'Vz
De manera que:

[f(lz = QI > [vt]/r)@] < by(1 + ut|/r) "

Como ¢g € Ssea b, tal que.

(7.12) |f(Iz = Q| > |vt|/8)do| < ba(1 + [ut|/8)™

De 7.9, 7.10, 7.11 y 7.12 se obtiene que existe bs tal que

(7.13) [xAe™ (P — mv)gy| < by(1 + [vt]/8)™

De manera andloga, se demuestra que

(7.14) |xAe *Homue,| < by(1 + |vt|/8)~!
(7.15) IX(VA + A?)e tHog | < bs(1 + |vt]/8) ™

|Ax(z)e”* g, | = |Ax()(F(lz - vt| > |vt|/4) + F(|lz — vt| < |vt]/4))e™* 04,

= Ax
+ Ax(z)(F(|lx — vt| > |vt|/4))e *Hog(P — mu

z) )
)( ) ( )
+ Ax(@)(F(lz = vt| £ [vt]/4))e™Hog(P — mv)
)( ) ( )

(F(lz = vt| > [vt|/4))eog(P — mv)F(|z] £ |vt]/8)4,

F(lz| > |vt|/8)¢

F(lz| < |vt|/8)¢u
)

+ Ax(x)(F(|lx — vt| £ |vt|/4))e Hog(P — mv)F(|z| > |vt|/8)¢.,

Ademas

|AX(2)F(|lz = vt| > [vt]/4)e™Hog(P — mv)F(Jz| 2 |vt]/8)6u| < bs|F(|z] 2 [vt|/8)o

|Ax(@)F(lz — vt] < |vt|/4)eg(P — mv)F(|z| 2 |vt]|/8)6
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Por lo tanto:

(7.16)
|A(z)e™0g,| < bs[|xF(|z — vt| > |vt|/4)e ™ Hog(P — mv)F(|z| £ |vt|/4)|| ol
+bs[| AXF (|z — vt| £ |vt]/4)e *Hog(P — mu) F(|z| £ |vi|/4)]|¢o|
+|F(|z] > |vt|/8)dol-

(717)  |Ax(z)F(lz — vt| £ |vt|/4)e*og(P — mv)F(|a| £ |vt/8])| £
bo| Ax(z) F(|z — vt| < |vt|/4)]
S bo| Ax(z) F(|z] 2 3|vt|/4)|
< byo(1 + |vt|/8) 7

La ultima igualdad es porque Ax € C§°(R?) ¢ S(R?) y por la afirmacién
7.0.10.

De la afirmacién 7.0.10, de 7.16, 7.17 y del corolario 3.0.2 se obtiene que
existe una constante b;; que depende de 1 tal que:

(7.18) |Ax(@)e 06, < bu(1+ [ut]/8)"

Ahora demostraremos que existe una constante b, tal que

IVx - (P —muv)e Hog,| < bo(1 + Ivtt/S)‘I
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VX - (P — mo)e g, | <
|F(|z — vt| > |vt|/4)Vx - e (P — mu)g(P — mv)F(|z| £ |vt|/8)d,)
+|F(|lz — vt| > |vt|/4)Vx - e (P — mv)g(P — mv)F(|z| > |vt|/8)6,]
+|F(|z — vt| £ |vt|/4)Vx - e (P — mv)g(P — mv)F(|z| £ |vt|/8)dy|
+ |F(|z — vt| £ |vt|/4)Vx - e (P — mv)g(P — mv)F(|z| > |vt|/8)d,]
< bis[|F(|z] > |vt|/8)do| + |F(|z — vt| > |vt|/4)e Mo (P — mw)g(P — mv)
F(|z| £ |vt|/8)6|
+ |VXF(|z — vt| £ |vt]/4)e (P — mv)g(P — mv)F(|z| £ |vt|/8)dy|]
< bul|F(|z| > |vt|/8)do| + |VXF(|z — vt| < |vt|/4)|
+|F(|z — vt| > |vt|/4)e” " Ho(P — muv)g(P — mv)F(|z| £ |vt|/8),]]
< bu(|F(|z] > [vt|/8)dol| + |VXF(|z| > 3[vt|/4)|
+|F(|z — vt| > |vt|/4)e " Ho(P — muv)g(P — mv)F(|z| £ |vt|/8),]]
Como cada una de las coordenadas de Vx estan en S, se sigue de la

ultima ecuacién, de la afirmacién 7.0.10, v del corolario 3.0.2 que existe una
constante by, tal que

(7.19) |Vx - (P — mv)e g, | < bia(1 + |vt]/8)™

De manera andloga concluimos que existe una constante b5 tal que.

(7.20) |V x - ve o, | < biglv|(1+ |vt]/8) ™

De 7.19 y 7.20 obtenemos que existe una constante bg

(7.21) |Vx - Pem*0¢,| < big(1 + |v])(1 + |vt]/8)~"

De manera similar probamos que existe una constante by- que depende
de | tal que

(7.22) |4+ (Px)e™0,| < bir(1 + |vt]/8)™
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De 7.13 y 7.14 obtenemos que existe una constante byg tal que

(7.23) [xAe " (P)gy| < big(1 + |vt|/8)7(1 + |v])

De 7.15, 7.18, 7.21, 7.22 y 7.23 obtenemos que existe una constante C; tal
que

(7.24) |V (z, P)e"0g,| < C/(1+ v|)(1 + [vt]/8) ", VI €N

Entonces sir,s € R*,0 < | [T @V (g, P)e™Hog,| £ [T Ci(1+[v])(1+
lvt]/8)~" — 0(s,t — o0). Se | concluye que la red {a,},7 € R* tal que a, =
[y €NV (z, P)eitHog, es de Cauchy. de manera que existe la integral.

00
f eﬂn(a)V(I, P)e—t'ufn ¢v
0

De manera que W, (A)¢, existe, y como los elementos de la forma ¢, son
densos en Ly(R?), se sigue que W, (A)¢ existe V¢ € Ly(R?) y para todo A
que cumpla con 7.2.

Sea A € A(ak, Bi) arbitrario. Sea A(f, Q) que satisface 7.2 y sea A como
en el capitulo 1 tal que A = A/9 + V). Por el teorema 2.0.20 se cumple:

(7_25) (A) oA z)H(AfQ) —iA(z)

Por el teorema 3.0.26, si E(w), w € B(R) es la resolucion de la identidad
para H(A/?), entonces e*®) E(w)e *(*) es la resolucién de la identidad para
H(A).

(eﬂH(A]f, g) = /Eitkd<E(_)e—f/\tr))’, e—-:’;\(z)g)
(eim(.ﬂ@)e-u(x)f‘ [,__z',\(;c)())

Se concluye que
s : s Lt
ctf.‘f( 1) ell{z}eltH(A )l‘? iA(x)

Por lo tanto,

(726) W (A)(ﬂi - ei)\{: §— llill Pn‘.H'l[ IIQ) ,—tA(x) —r-‘!."n(p‘

t—=o0
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Afirmacién 7.0.11. La multiplicacién por e ) —e==() es compacto, en
donde A (x) es como en el capitulo 1

Demostracion. Por el teorema 5.0.44, la funcién

hy : W??(R?) = Ly(B,(0))
(7.27) ho(f) =
Es compacta

Como la multiplicacién por (e *(z) — ¢=#=(2)) es continua, entonces la
funcién

hy : W2(R?) — Lo(B,(0))
(7.28) he(f) = (6728 — e P=C) {5 )

Es compacta. Pero, como se mostré en el capitulo 1, |A(z) — Ax(z)] £
f[ o a(r)dr para |z| 2 M en donde K C By (0). Como ' es uniformemente
continua en [—o00, 00| (porque es periédica y continua ), dada € > 03§ > 0
tal que si |y — z|] < 4§, e — €| < e.
ComanLi(R)=>dada6>OElrg>MeRnalquef r)dr < § Si
|z] > 70 = [MZ) = Aoo()] < 6 = |e7ME) — =1A(@)| < ¢
Entonces si 7 > 0, ([ |h(f) — (e7"2®) — g7ttA=(2)) f|2)1/2 = fB o) le~HAl=) —
el 2| fI2)1/2 =< | f|,.

Por lo tanto |h, — (e7(®) — e==@))| < e¥r > 7y, entonces (e~ —
e =) = lim,_, » h, en donde el limite es tomado con la topologia inducida
por la norma de operadores, como el conjunto de operadores compactos es
cerrado en el espacio de los operadores continuos, v h, es compacto Vr, se
concluye que e™**%) — ¢==(#) eg un operador compacto. O

Como por el lema 4.0.13 y por el teorema 4.0.39, lim% ¢-itHog ——
0y (e7?&) — ¢~=(+))es compacto , entonces se sigue como en la discu-
sién posterior a la afirmacién 7.0.6 que s — lim;_, e‘."'”f{""f'Q)J(e_"”\(I) —
e~ Pel))e-ithog =,

De manera que
§ o Ml e;uf(.-if-q)e—u\g_r]_](,_—mfo% = 5 — lim e‘””"‘m).}e""‘wtrle‘*"fﬂ(;‘;v,

siempre que exista cualquiera de los dos limites.
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Se concluye.

(7.29) Wi (A)py = eX®)s — lim e*HA9) je- Do) gmitHog,
t—o0
Si ¢ € Ly(R?), entonces ¢ define una distribucién temperada, por lo que
haremos los siguientes cdlculos en el sentido de distribuciones temperadas
extendiendo el concepto del operador P de la manera natural (en los que
haremos uso del teorema 2.0.21 ).
Denotamos por ¥ a la transformada de Fourier.

e“”":r,-e_“”"gb o {7 1€i:p2/(2m) Uz, U~ 1 e—i:p’,f(zm)a

- q,—leupznzm)prp"lz'c%e*”?’f @m) 3(p)

= U 2mi(—idtp,/ (2m)e P (p) + e_“pmma%a(p))
a —~

— (13;9,- + (t/m)pi)o(p)

= (U (t/m)p¥ + 2,07 D)

= (z; + Pit/m)¢

Entonces,

(7.30)
etog,e g = 1, + Pit/m(en el sentido de distribuciones temperadas. )

Queremos ver que la igualdad anterior la tenemos en el sentido usual.
Primeramente veremos que los dominios de los dos operadores son iguales.
DOm(B_!HnII'E_ﬁHO) = {t‘,b € LQ : :.c,:e"“‘"r“qﬁ € Lg} = {¢ & LQ : I;q’"lﬂ-ﬂpzﬂm@: &
Ly}={¢€Ly: i%e’”"mz”‘)qﬁ € Ly} esto dltimo se debe al teorema 2.0.22.
Es directo verificar que 3‘:}—(8“"”’2”2”‘5(1})) = —it/mpie~ " /2m G (p)+
e""”zﬂ”‘(ai—la[p))(en el sentido distribucional).

Pero —i(t/m)pie™ " /2" (p) + e~ D6 € Ly & (t/m)pid(p)+iz-o(p) €
L, & \Il“1((t/m)p,-¢(p)+i%5(p)) € Ly & (x;+Pit/m)d € Ly € Dom((z;i+
Pit/m)).
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Se concluye que
(7.31) etfoge~ oy — 7, + Pit/m(en el sentido usual)

Como z; es autoadjunto y e~*H0 es unitario, entonces z; + Pit/m es au-
toadjunto, por lo tanto, tiene su resolucion espectral. Sea E; la resolucién
espectral de z; y sea F; la resolucién espectral de z; + Pit/m, entonces se
sigue de 7.31 y del teorema 3.0.26 que F}(w) = e E;(w)e~*Ho,

Se define la funcién F : B(R?) — P(H) , en donde P(H) son la proyecciones
sobre el espacio de Hilbert L,(R?) como sigue:

(7.32) F(w) = etf B, x Eg(w]e'“”“
En donde E, x F5 es la resolucién de la identidad producto definida en

el capitulo 6.
Es facil verificar que F define una resolucién de la identidad y que cumple

que (z; + Pit/mé,v) = [o, 2id(F (), ¥).
Por la unicidad en el teorema espectral para dos operadores, obtenemos que:

(7.33) Fy % F = et B, x Bpeitho

Si A : R? = R es medible, se define A\(z+ Pt/m) : Ly(R?) — Ly(R?) como
la funcién que cumple lo siguiente

(7.34) Mz + Pt/m)o,v) = [?2 A(z1, 9))d(Fy x Fy(-)¢, ).

Como F, x Fy = e E| x Eye ™0 se obtiene que

Mz + Pt/m)o,v) = [gz M(zy, 22))d(E) x Ey(-)e Hog, e~ "tHoy)

= (/\(I)(?_””"Q'). [,—i.'..'!o,#,-})
— {EJ:IH;)/\(JT)(J—ELHQQ-L 'ﬂ"-‘)

De manera que
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(7.35) Mz + Pt/m) = e'*flo)(z)eHo

Supongamos ahora que A es homogénea de grado 0 y continua cuando la
restringimos a la esfera S'.

Como mz/t + P = m/t(z + Pt/m), se sigue que si G : B(R?) — P(H) es la
resolucién de la identidad para mz/t + P, entonces G(w) = F} x Fy(wt/m),
puesto que.

(m/t(a: + Pit/m)o, ) = [ wd(F x Fa(w)m/t6,0)
=/wwmaxammm
N / zid(Fy x Fy(w(t/m))é, v)

Entonces se sigue de la unicidad del teorema espectral para dos operadores
que G(w) = F; x Fy(wt/m)

(A(ma/t + P), v) = / (21, 22)){G (w) b, )
/ X((z1,22))d(F, x Falwt/m)é, )

Il

A(m/t((x1), 22))d{F\ X Fy(w)o, )

\\

3‘31,3‘32) Fl X Fz(w)ﬁb,w
(Mz + Pt/m)o,¥)

Se obtiene que

(7.36) A(mz/t + P) = XMa + Pt/m)

En el siguiente cdlculo se hacen las operaciones en el sentido de distribu-
ciones temperadas.



5}

_('beizzm}’(?t)

i

e—i:2m}(‘2£)ﬂeix?m;‘(2t}¢ — e—izjm,’(%)(_i)

i
83:1-

= e—i:czm,f('.Zt)(_ieirzm/(%)(z-ml_/teizsz{?t) + eiwzm,?(mj

9))
=mz/(t)p + P

Para verificar a partir de lo anterior que los operadores z/(tm) + P y
e~i'm/(2) pgiz®m/(2t) son jguales, hay que verificar que sus dominios son los
mismos; esto se hace de manera semejante a 7.31, de manera que se omite el
calculo. Entonces:

(737) e—izzm/(ﬂ)geixzm,"('zt} — xm/t + ID1

Sea h; la resolucién de la identidad para P;, entonces se concluye como
antes que la resolucién de la identidad para zm/t + P es e = ™/(20p, x
hee'® ™/ de manera que se demuestra como antes que

(7.38) Aam/t + P) = e~ =™/ \(p)ei=m/(2t)
Y por 7.36 se obtiene que
(7.39) Mz +tP/m) = e‘"Isz(i'-‘t}/\(p)eiz?m,‘(zg)

Sea f € Lo(R?).
Se sigue del teorema de convergencia dominada de Lebesgue que lim,_, o ™/ f =
f,como A es acotada, entonces A(P) es continua, por lo tanto lim,_,., A(P)e*™/(20) f
= A(P)f, de manera que

(7.40) lfim e~#"m/(20) ) (P)ei=*™/ ) = X\(P)

t—oo

De 7.35 y 7.39 se tiene que e~ ™2 \(P)ei=* ™/ () = githo )\(g)e~itHo por
lo tanto.

(7.41) lim ™o \(z)e o f = \(P)f

t—oc
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Pongamos ahora e **<(*) en lugar de \(z), entonces de 7.41 y de 7.29 se
sigue:

W, (A)ﬁbu — e~iM@) tl_f,rg eithare Je—itHo e:zﬂoe—mw(x)e—stﬁu(bu

(7.42) = @AW, (419)e P> Py,

Como los ¢, son densos en L,(R?), se concluye que.

(7.43) W (A)p = eXOW, (AM9)e = PIgvg € Ly(R?)

Esto 1ltimo prueba la existencia del operador de onda al igual que la
féormula para cambio de norma en el potencial magnético, ya que el mismo
argumento se puede usar para el caso de dos potenciales A'yA? arbitrarios.

O

En el caso de W_ procedemos como antes usando el hecho de que Ao (z +
Pt/m) = Apo(—mz/t — P).
El hecho de que los operadores de onda son isométricos es una consecuencia
de que (4 y e~itHo son unitarios y que (1 — xa)(Ho + 1)~! es compacto.
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Capitulo 8

Aproximaciones para los
operadores de onda

Definicién 8.0.23. Dado v € R? definimos
UG :={reQ:z+0r € Wr €R}
En donde v = v/|v|
En este capitulo se demuestra lo siguiente:

Teorema 8.0.58. Para toda A € A(ak, Bk), para toda ¢y € C§°(25).
I(e—{mv-xl,vi(/._l)eimu-r _ e-;‘foiw ﬁv.»'l(I%-ﬁ’r]dT)q-DO} oy 0(1/3) Y — 00

El trabajo en este capitulo estd encaminado a demostrar el teorema que
se acaba de enunciar.
Como ¢y € C§°(€2;). la distancia entre K y el conjunto {z : 2 =y — 7,7 €
R,y € sop(do)} es positiva, de manera que existe una funcion & € C*(R?)
tal que es cero en una vecindad de K y es 1 en el conjunto {z : * = y+97,7 €
R,y € sop(éo)} U {z : |z| 2 M} para alguna M suficientemente grande.
Introducimos la notacién A(z) = x(x)A5?(z). En donde A/? es como en el
capitulo 1.

(81) H1 e 1/1‘”]6_imthIHoeimU'I.
H, := 1/|v|e” ™= H(A/Q)eimv=

Obsérvese que el operador u(¢) = €% ¢ es unitario de adjunto u™'(¢) =

[‘,—nm.--r ;
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Veamos como es e

Usando el teorema 3.0.26 obtenemos que la resolucién de la identidad
para e~V Hoel™vE o5 eI B ™ on donde Ey es la resolucién de la
identidad para Hy .

Es facil verificar (por medio de la unicidad en el teorema espectral) que da-
do un operador autoadjunto B en un espacio de Hilbert H, la resolucién
de la identidad para 1/[v|B es la funcién F : B(R) — P(H) dada por
F(w) = E(w|v|) en donde E es la resolucién de la identidad para B.
Entonces ( —1:!!1f g) f e—ztAd(E(wl,ul) imu- xf eimv: Ig) fe—t'tflvfz\

d(E( ) —muy- zf‘ ezmu zg>

— <e4itmu-ze—it;’lulHoeitmv-:f} g).

De manera que e-§tH1 — e—imv‘xe—itg’lvwaeimv-:_

De manera analoga se concluye que eith? = e=imvzeit/lviH(ATQ) gimv-z
Entonces se concluye de lo anterior , de la afirmacién 7.0.6 y de los comen-
tarios siguientes a ésta que

(8.2) e'im”'IPV'+{Af‘Q)eim"': = s — lim e*H2g(z)e M

n—+00

Como A(z + 97) = A/Q(z + 7)Vz € sop(dy), entonces

(8.3) (e—imu‘xw (AI,Q))eimv»:c _ 8-;‘_{;" ﬁ-(ﬁf'q(x+ﬁr))dr]¢u
B zhm [eatﬂz ke~ itH _ eft: g.,.i[I_,_g.,)dT]%

Sea g € C5°(R?) tal que g(k) =1, k| £ 1y g(k) =0, |k| Z 2. Entonces como
do € S(R?).

(g(p/Iv]?) — 1)do(p)] £ X By, (0)¢ |60(p)]
= (/1o ~ Do) < [ 1Bof?.
By, 10 (0)
Sea M = sup{(1 + |p])*"*?3(p)}

< / M/(1+ p)™ /(1 + [pl)?
By (0)°

A

M/ + Ju|f)?N / 1/(1 + |p|)?
C/lv|*"*

A
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En donde C es una constante, de manera que como la transformada de
Fourier ¥ es una isometria, |¥~!((g(p/|v|?) — 1)do(p))| £ C/|v|?", se obtiene
lo siguiente:

(8.4) (9(P/Iv]?) = 1)golz = O(1/[v]"™), [v] = 00, p > 0.

Como ¢ = ¢o — g(P/[v|P)do + (P/[v]?)do ¥ ]eiaﬁzﬁeifcn,l
< 1, |ke 5" TA+rdn)| < | = |(eitH2geitHY — xe il 0 Ao +ordn))
(0 — 9(P/|v|P)do)|2 = O(1/vN?),v = o0

Para demostrar el teorema 8.0.58 es suficiente demostrar:

(8.5) lim |[e*2ke="1 — ke~ J #A+97)dT) 3] — O(1/v),v — oo.

En donde ¢ = g(P/|v|?) o

Lema 8.0.15. Sea h € C'(R?), tal que ella y sus primeras derivadas son
acotadas, entonces el operador gi—l_h contiene en su dominio a W'?(R?) y
restringido al espacio W2 es igual al operador %"_ + ha—i—‘_(el dominio del
operador a%!_ es WH2(R?) ).

Demostracion. Como C°(R?) es denso en Ly(R?), sea {¢,} C CS° una suce-
sién que converja a f en Ly, sea ¢ € C5°(R?), entonces [ ¢ndp— [ fd < |pn —
fI2|6]3, de manera que ¢, =" f, es claro ademds que h(z)¢, =2 h(z)f,
pues h es acotada.

Como ¢, € Cg°, entonces sus derivadas diqtribucionales coinciden con las
derivadas normales y también es cierto que B hqbn = Py " h -+ hax on (va
sea en sentido distribucional o normal).

Como ¢, =" [ = ;2-¢, = 2 f como a=h es acotado, {%h)(ﬁn D
(= )f Por lo tanto 3%-(hon) = (Zh)¢n + hakbn =2 (32-h)f + hz-f,
pero 5 (ho,) =" 2-(hf), se concluye que hf € W'?(R?) y que c%(hf) =
(3‘; h)f - hdﬁx,f O

Teorema 8.0.59.
(P _ .“i(.'lf})(’._lj{; ﬁ-zi(r+ﬁ'r)d'7 — e—i’fc'; ﬁ-;i{z+i‘r)d7(p L b(l}'f))
En donde b(z,t) := ‘4(I+ﬁt)+fut(ﬁxl§)( +Tu)dp y (TxB) = Z _(F)9;, Fy

— 8 a
— ar, 4 - a_“&
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Demostracion. Notemos primero que como la funcién h(z) =

Pt T . . .
et Jo TAEHITIT o5 derivable y sus primeras derivadas son acotadas, entonces
hf € WY f € W'? y ademés sif € W'2 h~1f € W'? de manera que

hf € Wh? & f € W2, Del lema anterior se sigue que:

(8.6) (P. — A(z))et o T-Ale+r)dr

t
= —/0 v - 3(33; A(z + or)dre” i o 0 A(z+or)dr

s e~ i Jo VA(@4IT)T p _ i fo 0 A(z+ir)dr §
1
Por otro lado,

. = 0 P
(B BYile+5u) = (iAm - o A @+ 00)

d 7. d s . d 9] e
— (8—3:1142 oy — 6—1'2AIU - 8—2‘1441'01 + -a—Al'{‘Jl)(I + U,U.)
-
= 6_:1:1A($ +0p) — — (A, (z + Tp))

j;(ﬁ'x B)(::+i}'p)du=/0 ﬁ-a%(ﬁ(ﬂam)dg
—Al{x+ﬂt)+/il(x]

Por lo tanto,

t t
(8.7) / (U x B)1(z + Op)dp = / v- i[A(:.L" + vp))du
0 0 81'
— Ay(z +9t) + Ay (z)
De manera andloga,
t N t o -
(8.8) / % Bsli-+ T = [ 7. Al + Bk
0 0 Oz,
= .‘12(5," +ﬁt) + AQ(I)
De 8.6, 8.7 v 8.8, se obtiene lo que queremos. O

Observacién 8.0.6. b(x,t) € C'(R? R?)
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Demostracién. Vemos que (3 x B); = (V x A)tp y 5 x By = —(V x A3, de
manera que para ver que b(z,t) € C'(R?, R?), es suficiente ver que V x A €
C'(R?).

A = kA’ y k = 0 en una vecindad de K, como A/Q y sus primeras
derivadas son continuas fuera cualquier vecindad de K, entonces V x A/?
en sentido distribucional y en sentido usual coinciden cuando restringimos el
dominio de la distribucién V x A/9 a conjuntos abiertos que no intersectan
a una vecindad de K, por lo tanto, si u es una vecindad cerrada de K en
la que k se anula y v = u, entonces V x A/Q(z) = Bg(z)¥r € v(ya que
Bpr es la derivada distribucional de A/? y porque tanto V x A/Q y Bp
son continuas en v). Sea u;, una vecindad cerrada de K , en donde k se
anula, sea us una vecindad abierta de k contenida en u,, sea u una vecindad
compacta de K contenida en u; y sea v = uf, entonces V x kA/Q(z) =
KV x (AF8)(z)+ A19(ZE — 25 )(z) = kBr(z) +fl""’;ﬁ’(é}?_f"1 —2)(z)Vz vy
también V x kA/?(z) = 0Vz en una vecindad de dv.Como By € C}(Q), se
concluye que la funcién definida por:

0 sixz € v

/Q _ O i
G(‘r):{nBR(:c)nLA (&= -2) sizev

Esta en C'(R2), y es claro que G = V x A. O

Ty A(x+w)dun¢ € DomHz
Demostracion. Para facilitar la notacién , pondremos A en lugag de A/Q,
Es suficiente demostrar que si ¢ € S(R?), entonces "™ "¢ ~ify7 vA(T+iudp ey €
DomH (A) Sea qa(¢,%) = 1/(2m){((P — A)¢, (P — A)¢) como en el capitulo
2. Con dominio C§ (1) .

Si ¢ € S, existe una sucesién de funciones {¢,} C D(R?) tal que ¢, —° ¢
(pues D es denso en S), por lo tanto, ¢y =S oy Pj¢, —° P;¢ (en don-
de P; = _z'a—f—_). Como A es acotado y sus primeras derivadas también,
e——t’ f‘;_rﬁ'f;l(.r+§y)dp _i@ 5 e——:'fo - A(_r+v;.:)dpA¢ v P e—‘afo U l (r+7p d“@ =y

tr.—.

1)je—1 o l(r+i p)d_ué

Por lo tanto, (P;— A4;)e et lo T AN (P—A)E~
Pero e~iJo " TA+Imdi g € C},(Q) = Domn(q,), por lo tanto,
e--i’f[;—"8-.j.(1‘+ﬁp)d.ueinnr-xﬂ© = D(J?N-((F_q) ]_

Teorema 8.0.60. Sea ¢ € S(R?), entonces e~

: Ty ;l(;c+ﬁ_(.¢){."p&é

'Libro [1] , pagina 283, teorema 5,3
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Sea g = ¢™7k(z) y sea f = el TAEHMMG Veamos que fg €
Dom(H(A)).
Sea h € Dom(qa)

(P—A)fg,(P-AR)={((P-A+A—-A)fg,(P— A+ A— A)h)
=((P - A)fg,(P — A)h) + (A~ A) (P~ A)fg,h)
+ (A= A)fg, (P — A)h) + ((A— A)*fg, h)

Procedemos a analizar cada uno de los términos.

TERMINO ) *
(P —A)fg,(P— Ah)

Como tanto f como g son derivables en R?, entonces (P — fl)(fg) = g(P -
A)f + f(Pg) y por el teorema 8.0.59 esto dltimo es igual a lo siguiente:
g(emiJa™ " A+Idn) (P _ p(z. t — 7))é + f(Pg), entonces:

+T o~

(P — A)(fg) = gleh" #AEHMdu)(P _ p(z,t — 7))é + f(Pg)

Como ¢ € Sy b(x, t) es acotado al igual que g y sus derivadas, entonces
(P — A)fg se anula en infinito. Como b(z,t) € Cj(R? R?), entonces (P —
A)fg € C'(R? R?), de manera que podemos integrar por partes para obtener.

(8.9) (P—A)fg,(P—A)h) = (P - A)fg,h)

Aplicando de nuevo el teorema 8.0.59 obtenemos:

(8.10)

(P—A)(P—A)fg= (P - A)(ge~'Jo " TA@+Md(P _ p(z t — 1))$ + f(Pg))
— e—lfr;—" E.,i(z+£’p)dp[{Pg)(P _ b(x, t— T))¢ + g(P _ b(:r..t . T))

(P = b(z,t — 7)) + (Pg)(P — b(z,t — 7))é + ¢((P - P)g)]

Obsérvese que como b es acotado. entonces (P — A)(P — A) fg € Ly(R?)
TERMINO

(A= A)(P—A)fg,h)
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t—7 =

(A— A)(P - A)fg=(A— A)f(Pg) + (A — A)geiJo T-Alz+Tu)du
(8.11) (P —b(z,t— 1))

Es claro que (A — A)(P — A)fg € Ly(R?)
TERMINO

(A= A)fg,(P— A)h)

Como Ak es derivable en R?, podemos integrar por partes y obtenemos:

(8.12) (A= A)fg,(P — A)h) = (P — A)(A - A)fg,h)

(P == A‘_)(z‘i == A]fg = (AK, = An)feimu-z
= (P - A)(Ak — A) fe™= B
- f(P(riK - .i)e"mv-x) + (.‘iﬁ; A]etmv:c( —i [y rﬁA(z+vy)d,u(P b(x . T))d)

Por lo tanto,

(8.13)
(A= A)fg,(P— A)h) =
(f(P(. Ak — _1)61mu:c) + (AH,— A)ezmv:c( —i 37T v \(1+vﬂ)dﬂ{}') b(z,t — 7))@, h)

Como las primeras derivadas de A son acotadas, entonces (P — A)(A —
A)fg € La(R?)
TERMINO

(8.14) (A= A)*fg,h)

A este término no le tenemos nada que hacer y es claro que estd en (L,R?).
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Por 8.9 8.14 , obtenemos:

(8.15) (P = A)fg, (P - A)h) = (e7h DA+
[(Pg)(P — b(z,t — 7))+ g(P—b(z,t — 7)) - (P — b(z,t —7))¢
+(Pg)(P - b(z,t — 7))¢ + ¢((P - P)g)]
+ (A~ A)f(Pg) + (A — A)ge™h™ A+ (P _ bz, ¢ — 7))¢
+ f(P(Ak — A)e™*)
4 (AK, - ) imu- I( —i [ 77 O A(z+ip)dp
(P—b(z,t —7))p + (A — A)*fg
,h)

Como el primer término en el producto interior estd en L;(R?) y la ecuacién
se cumple para toda h en el dominio de g4, v, por lo tanto, para toda h en
el domino de 4, por la construccién de G2, se sigue de la demostracién del
teorema 2.0.18 que fg € Dom(H(A)) y que

(8.16) H(A)(fg) = 1/(2m)etfo™ " TAlz+iu)du
(Pg)(P — b(z,t = 7))¢ + g(P—b(z,t — 7)) - (P —b(z,t — 7))
+ (Pg)(P — b(z,t — 7))¢ + ¢((P- P)g)]
+ (A= A)f(Pg) + (A — A)geto ™ PACHII(P — bzt — 7))8
+ f(P(Ax — A)e™ =)
+ ( Ak — A) emvE( e—iJo T T-Alz+Du)dp

(P —b(z,t —7))6 + (A - AYfg

*Libro [1]. pagina 283
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Lema 8.0.16. Sea ¢ € S, entonces:

ng—:‘ ‘;—fﬁ-fi(z-l'-ﬁp)dﬂﬁ _ e“,'Jr(;-r ﬁ‘;‘(ﬁﬁ“}d“n[Hl - A(:c 4 (t - T)?f)])(;b =T+
T, + T3, en donde

-7 =

ie—e‘ Jo7T v-Ala+op)dp
|v]

[— 1/(2m)([&[P - b(z,t — T) + b(z,t — T)P — b(z,t — 7)?]

+ (Ak) — 2(Pk) - P+ 2b(z,t — 7) - (PK)] qu

(8.18) Ty =i oAt [

ol
h‘./(?ﬂl)[—P ¥ (A = ;1) + |J“”2 P (‘:1)2]
— k/(m)[(A = A) - (P - bla,t — 1) + A)]

— 1/(m)((Px) - (A - 51))]49

(8.19) Ty =e~th r""i'["r*ﬁ“""“”[{Pm) -0 — k(A - A) - ﬁ]e’)
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Demostracion.

Hze—if;-r 5-A(z+ﬁn)dnﬁ

—e TP AE M, . Az + (¢ — 7)P)])¢ =

1/ (2m)1Jofe~imes [t DA

[(Pg)(P — b(z,t — 7))+ g(P — b(z,t — 7)) - (P — b(z,t — 7))

+ (Pg)(P — b(z,t — 7))¢ + $((P - P)g)]

+ (A= A)f(Pg) + (A — A)ge™ k™ AP _p(z t — 7))
+ f(P(Ax — A)e™=)

+ (Ak — A)emv(emtho TAEHI
(P—b(z,t—7))p+ (A A)zfg:I

gt E-fi(z-{—iip)d;s)n[Hi 5 A+ (= D))
1/|v](1/(2m))e"t o~ P-Alz+Du)du

Il

—
r—

((Pk) + mvk)(P — b(z,t — 7)) + &(P? = P -b(z,t — 7) = b(z,t —7) - P

+ b(a: t — 7)) + ((PK) + mvk)(P — b(z,t — 7)) + mv? + 2mwv - (Pk) + (P%k)
+ (A — A) - ((Pk) + muk) + (A — A)k(P — b(z,t — 7))

+ (P (Ak — A)) + mv - (Ak — A)

+(Ac—A)- (P-b(z,t— 7))+ (A - A)zn](;b

— k/(2m)(mv® +2my - P+ P? =% - (A(z + (t — T)ﬁ)))ﬂb]

Nétese que v-b(z,t —7) = v- (A(x +0(t — 7)) + f(:{? x B)(z +Tpu))dp =
0 Al@+3(t — 7)) + [, (T x B)(z +Bp) - D =0 - A(x + 8(t — 7).
La 1ltima ecuacién es igual a lo siguiente:
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e-;‘f;" T-A(z+0p)dp

[ — 1/(2m|v|)[&[P - b(z,t — T) + b(z,t — T)P — b(x,t — 7)?]

+ Ak —2(Px) - P

K/ (Jv]2m)[-P - (A — A) + |A]* - (A)?]

— k/(lv|m)[(A — A) - (P = b(z,t — 7)) + (A - A) — (A)?]

— 1/(m|v|)((PK) - (A — A))

+(Pk)-T—-kK(A-A)-D

+ 1/(2m|v|)[kP? + 2((Pk) - b(z,t — T) + mvk - P — mvk - b(z,t — 7))

+ &/(2m|v|)(m*v® — m*v? + 2imv - V + V?)] + k(5 A(z + (t — T]ﬁ))](ﬁ.

- e—:’ful_fi?-fi(xﬂ?p)du

[ — 1/(2m|v|)[k[P - b(z,t — T) + b(z,t — T) P — b(z,t — 7)?]
+ Ak — 2(Pk) - P+ 2b(z,t — 7) - (PK)]

5/ (jv|2m)[=P - (A~ A) + |A]” - (4)’]

— &/(lvm)[(A = A) - (P = b(z,t = 7)) + (A A) = (A)?]

= 1/(mlv])((Pr) - (A= A))

+(Pr)-5—k(A— A)-5|¢

De manera que:

ng_’ _,':.; o 5-.‘5.(I+5Lt)dpﬁ

— e T PACYIWd G B F . Az + (t - 7)D)])0
— ’Tl + Tz == T,,

En donde T, T, v Ty son como 8.17, 8.18 v 8.19, respectivamente.
Teorema 8.0.61. Sea t;; como en 8.5, entonces:
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(8.20)

o . . pt~ 3 -~ -
(et!Hzne-—s!H1 _ Ke—ifo U-A{r+u1‘)df)¢ =/ dTBtTH%[H e-t i UA{I'F?J}.I.}G‘.#K

b7~

—gr b ¥ A(‘””“)d“ﬁ(Hl -7 Az + (t - 7)0))]e” "1 4.

Demostracion.

’ . JRRPY - - y % ool " « y
(e“”’ne"ml = ne" fc v-A[I+U"r)d'r)¢ - e:.‘.‘Hz [K. s 6_3“{2}{6_1 fo u'A(z+ur)dreuH1]e—ttﬁl

Se sigue como en la afirmacién 7.0.9 que

E( —1£Hzne 1fDuA(r+ur Jdr :tﬂl)é
dt
(e—:tﬂ’z [Hf’ i uA(I+v‘!)d‘rh

- e—-tfn T-A(x+07)dr (Hl — 7 A('C + 7 t))] :Hh)

De manera que

: R T i -
(K, . e—f”fz ne‘l-fo u.A(r+vT}dreth1 ](p —
t =
/ [e—tsz'z(i)[Hze—zfa v‘ﬂ(r+u,u)dpﬁ’
0

el 5'4(”?“)‘“‘5(5‘1 — 0 - Az + 02))]e* ") ddz

Entonces:



(e””"’ne""”‘ I i fy 3-A(z+ﬁf)dr)¢; -
t .
= eil‘.Hz [/ [e—izﬁg (i)[H_ze—i J"o‘ ':}-A(:+ﬁ;x)dp&
0

i t
_ B—s’f; G.A{xﬁ-ﬁujdun(H] S A(I + ﬁz))]et'z!h]]e—itﬁl (f-)dz = [[ [ei(t~z)H2
0

(z-)[Hze-—ifg ﬁ-fi(:r+f};1)d;tn

o e—if; G.E(x+ﬁp}rIpR(Hl s /i(l‘ + ﬁz))]eq(t-z)&dz o
_ [[t[eg(z—z)ffg [f)[ng_i 5 ?;.,i(x-i-i?p)dpn

0
—e il 5";‘{‘”“"“‘&([11 — 7 Az +92))]e ) ddz2
_ /! dre””z[Hz{’_"fohrﬁ"i(ﬁamduﬁ

0

— e TP AT F . Az + (8 - 7)P))Je " dr

En el siguiente cdlculo usaremos el teorema 3.0.28.

(8.21)
Tle—tr!h (25 = E—mn.--xe:mv-:ch [:__17"7-"3:6_1'”07”"'elfn”'xé =

— pimur ie—x Jo T U A(z+Tp)dp

|v]
[ = 1/(2m)[&[(P — mv) - b(z,t — 7) + b(z,t — T)(P — mv) — b(z,t — 7)?

+ (AK) = 2(Pr) - (P — mv) + 2b(z,t — T) - (Ph:)]]c_i’!”T"l”leim"'IqD
Supondremos de ahora en adelante que A = A/9 es tal que
(8.22) A(@)F(lr—Q—uvr| £ |7|/4) =0
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Observemos que por el teorema 3.0.27, para 0 £ 7 < ¢,

|A(z +8(t = 7))F(le - Q — or| £ 7/4)| = "D A(2)
(8.23) F(lz — Q — 0t| £ v/4)e™Pt=7)|
S|AF(lz - Q-] £ t/4) =0

También se cumple lo siguiente, si g, 7 2 0:

1%(2:4 ]+ tp)F(|z — Q — or| £ 7/4)| = | BF (|z — Q — o1 — 9| £ 7/4)e™* "%
S|BF(lz - Q-9(r + p)| £ (r+p)/4)| =0

Pues |AF(|z — Q — (1 + )| £ (1 + 1)/4)| = 0, y por lo tanto:

(8.25) b(z,t — 7)F(|z — Q — or| £ 7/4) = O¥r € (0,t)

Nétese que

(8.26) eMVEG = eV Tg(P[|u|?)e ™ E ™ E gy

P—muv, ;
— g(_)eamur(bu

vl
Por la demostracién del corolario 3.0.2 sabemos que ||F(|z — @ — vt| >
lvt|/4)e o F(E=)F(lz — Q| < |vt|/8)| £ Ci(1 + |vt|v?/8)~! si tomamos

en lugar de t, 7/|v|, obtenemos que,

IF(z = Q@ =57l > r/a)e= /o p(E=T2) pja — Q] < [ri/8)]| <

)
’

(8.27) Ci(1 +70"/8)™
Si 7/8 — hlv|?|7]/|v| 2 0, en donde p puede ser 0.
Teorema 8.0.62. |T;e~"" | < C/|v|(1+ |7|/8)"
Demostracion. Primero analicemos el término
kb(z, t — )P

128



kb(z,t — 1) - Pe'*Tqu_ﬁ =

= ﬂb(I,t _ T) . Pe—imu-ze—if,{luiﬁoeimv.z&

= kb(z,t —7) - Pe'im"'ze“in‘!”|HOg(_P I;i:n”)eimu-:%
(por 8.26)
2a s ﬁb(l‘,t = T) 2 e—imv-xeimv‘xpe—imv‘xe—ifflvlﬂg (P |_|m1")emw,z¢0
ule
= kb(z,t — 7)e" ™% . (P — my)e "/ IvIHo Q(P J—[:’w)e;—m.z bo
v

(por el teorema 3.0.28)

; , P .
= byt = e eI — g Ty

. N . P _
= kb(z,t — 7)e ™. F(|z — Q — ¥r| > 7/4)e~"/MHo(P — mu)g( |U|Tv)e‘m“‘"‘¢0
(por 8.25)
. —imu-z ~ —it/|v|Ho P - muv P
= Kkb(z,t —T)e “F(lz—Q —7vr| > 1/4)e Q(W)(P — mv)e™ %,
= kb(z,t — 7)™ . F(|lz — Q — ¥r| > 7/4)e~ "/ IWHog( P L_U[;n”)eimuvxq,—l(PgbU‘j‘

En donde ¥ es la transformada de Fourier, y usamos 3.0.28

sea U = ez'mv-x‘p—i(pén’)\ € S(R2)

P —mv

= ,cgb(;[:,t — T)e—imuu: . F(l.’L‘ — Q — ﬁT' = T/4)e_£r'!|u|”09( |t' P )-‘vfI
= Kb(z,t — 7)™ F(|z — Q — 1| > r/4)e-"f'”'”°,q(%)F(u - QIS 7/8)w
fl.'
—imny-x -~ —i7/|u| H, P —muv ;
+ kb(x,t — T)e -F(lx — Q@ —vr| > 7/4)e °9(———)F(lxr — Q| > 7/8)¥

ol

Por lo tanto,



(8.28)
Kb(z,t —7) - Pe~""g =
< C(F (s — @ - 7| > r/a)e~+Twitog P =) p

+|F(z - Q| > 7/8)¥))
SC(1+|7]/8) ! (siv/4 2 h)

(Iz - QI < 7/8)l[¥l

La tltima ecuacién es porque ¥ € S(R?) y por 8.27, tomando p = 0, en
donde tomamos |v| suficientemente grande para que podamos elegir h tal que

Analicemos ahora el término P - b(z,t — 7). Es claro que P-b(z,t — 1) =
(P-b(z,t — 1))+ blz,t —7) - P, el término b(z,t — 7) - P ya fue estudiado
anteriormente, de manera que nos ocupamos del otro término.

k(P - b(z,t — 'r))e“"’H‘qu =
K.(P ) b(l‘ t — T))e—imv-xe—ir/|u|ngimu-zq; =

3

P—-muv

WP - bz, t = 7))e™ ™ *F |z = Q = Br| > r/4)e™7/MHog(——) e ™ g,
(Por 8.25 y 8.26)

= K(P-b(z,t — 7))e ™I F(|z — Q — Br| > 7/4)e "/ '“'”"g(P—;:ﬁ)
F(lz - Q| £ 7/8)e™ =gy

+ &k(P-b(z,t — 7))e "™ F(|lz — Q — o7| > 7/4)6_1-1-;':1”99(%)

F(lz — Q| > 7/8)e™ ¢,
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Por lo tanto,

(8.29)

[&(P - b(z,t —7))e""H1g| <
P—-mv

CllF(le - Q—-7vr| > JTI/4)6_”"”*’f°9(U—p)F(II = QI = lI7/8)lI¢ol
+[F(lz — Q| > |71/8)¢l]

< Gl +|r|/8)™

La tltima ecuacién es porque ¢y € S(R?) y por 8.27, tomando p = 0,
en donde tomamos |v| suficientemente grande para que podamos elegir h tal
que g € C5°(Bmn(0)). o
Procedemos a analizar el término (b(z,t — 7))%e " "1 4.

(8.30)
|(b(z, t — 7))%e" "1 | = b(z, t — 7)2 ™ Eg /o gimv g,
= |b(z,t — T}2€_imu'ze_i71’|”iHﬂg(%}eimv-réoupor $.26)
= |b(z,t — 7)*F(|]z — Q — o7| > ]T|/4]e_"”‘”‘xe_"”’|”|”"g(%)e‘m'zqhd
(por 8.25)
< bz, t — 1)2F(|lz — Q — O7| > |7|/4)e mveir/IvlHo g % )
F(lz = Q| £ |7]/8)e™ 60
+ |b(z,t — 72 F(|Jz — Q — O7| > |7|/4)e~imv2e i/ IolHo g % )

F(lz = Q| > |7|/8)e™ *¢y|
S C(|F(|z — Q — D7 > |r]/4)e "/ WIHog(

+|F(lx — Q| > |7]/8)¢0l)
< Cy(1 + |7]/8) !(para |v| suficientemente grande, p = 0 )

P—muv
vP

VF(lz — Q| = |71/8)]

Continuamos con el término Axe "¢
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P —-mv

Ake™ T g = AxemimvEg=it/lvlHog( - ) g
= Ake"™TF(|x — Q — B7| > 1-/4)3‘"”"'”'39(}—3—_1;;@)6""”%

+ Be= ™= P (| — Q ~ | S 7/4)eiHog(L M) gimvzgy

= Are ™ F(|g — Q ~ 9| € 1/a)e Mg E— ) B(lg - Q) € Irl/8)e ™o
+ D™= F(jz — @ — 1| € r/4)eHog(C ) P(jz — Q| > Ir/8)e ™4,
+ D™ TE (jg = @ = 1) > /) MMog( T F(jz — Q| < Ir/8)e ™4y
+ Dre" ™ (| ~ @~ Br| > 7/4)e~Mog(T T\ P(jz — Q| > Ir/8)e™ o
Entonces se obtiene:

(8.31) |Ake Mgl < C|

|F(lz — Q = 7| > |r|/4)e™"/PIHog( mr VF(lz — Q| < |]/8)]
+|F(lz — Q> [7]/8)¢0| + |AkF(lz — Q — 7| < |7]/4)]]

< Ci(1+|7/8)" + C|AKF(jz — Q| > 37/4)|

Para p = 0, |v] suficientemente grande

< Cy(1 +|7|/8) 'pues Ak tiene soporte compacto

A continuacion se estudia el término —2(Pk) - Pe~'"H1 ¢,
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2(Pk) - Pe "¢ =

) ; ; : P - :
Q{PK,) . @iV T o —imU-T Peulmu-ze—trﬂﬂHug( Upmv )e:mv-zéo(pol. 826)

pP— _
mv)(P — mv)e'™" % go(por el teorema 3.0.28)

= Q(PK.) 5 e—:’mv-ze—ir;’lleog( -
v

Sea ¢ = (P — mv)e™ ¢, € S(R?)

_ _ P -

= 2(PK) - ™= F (| - Q — ¥ < |r|/a)e™"/MHog(——T2) F (|2 — Q1 S Irl/8)y

+2(Pr) - e ™ (ja - Q 7| £ [rl/4)eMHog(T ) Pz — Q1 > Irl/8)y
P—mu

+2(PK) - €™ (| = Q = Ur| > || /4)e™ Mo g(——=)F(lz - Q| £ |r|/8)y

P—mv
ue

+2(Pk) - €™ *F(|z — Q = Tr| > |r|/4)e~ "7/ Fog( JE(lz — Q| > |7]/8)

Entonces obtenemos :
(8.32)
| — 2(PK) - Pe~™M1g| < C|

- _ir/lo|te . P — MW

|F(lz — Q — 97| > |7|/4)e”"/MH 9(———)F (e = QI = |7/8)]
+|F(lz — Q| > I71/8)¢| + |[(Pr)F(jz — Q@ — ¥r| 2 7/4)|
< C(1+|7]/8)7  + C|(Pk)F(|x — Q| > 37/4)|Con p = 0 y para |v| suficientemente grande
< C)(1 + |7|/8)". Pues Pk tiene soporte compacto

De manera analoga se obtiene
(8.33)
12b(z,t — 7) - (PK)e "9 £ Ci(1 + |7|/8) ! (Para |v| suficientemene grande )
Se sigue de 8.28- 8.33 que |Tie~"H1g| < C}/|v|(1 + |7|/8) O
Teorema 8.0.63. |The "1 ¢| < C/|v|(1 + |7]/8)

Demostracion. La demostracién es aniloga a la del teorema anterior O
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Usamos la notacién

(8.34) a(z) = |(PK)(z)| + |x(2)[|A(z) — A(z)|
Entonces,
(8.35) | Tse™ 19| = (f [(PK) - 0 + (A — A) - D)e "1 g|%)!/2

< ([ lala)Ple )
| Tae™ 14| £ |a(z)e™ 1 4|
Teorema 8.0.64. |a(z)e~""1¢| < C(1 + |7]/8)™

Demostracion. La demostracion es andloga a la del teorema anterior O

Es claro que a(z) = |(Pk)| + |||A||]1 — |, ademés ¢y € C§°(%). Por
la definicién de x, ésta vale cero en una vecindad de de K y es uno en el
conjunto {z : z =y + 07,y € sop(¢o), 7 € R}U{z : |z| =2 M}.

Entonces,

(8.36) a(z + 70)po(z) =0

a(x]e‘“”irf) — ae—iTH; (é _ (350) 4 ae—irﬂl%

Ademas

aB—iTHlﬁﬁg i ae—imv-ze—:"ng;"|u|eimv-z¢0

= ae_""“’zT”(zl"”e_i‘p'””‘”e_"""'”"qbg(Por el corolario 3.0.1)

i, s amike i
—e tPu‘rez} v'ra(x)e :Pu‘re 1m‘rj(2|v|)e rTHof|ﬂ|¢u

o e_fP-i}‘-,-—a(I n :&-T]e-im“r/(?)lvle—f'r”uﬂ”'(bo(por el teorema 3.0.27)
— e—t’mr[(?)[ule—t’P-ﬁra(I 4 ﬁT)e—tanflvlqu

y como a(z + U7)dg = 0

e e—imr,—’(?)lvle—iP-ﬁTa(I+£;T)(e—iﬂfof|v| - 1)%

En donde [ es la identidad.
Por 8.4, |¢ — @] = O(1/|v|?N) ,y por lo tanto,
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(8.37) la(z)e™"1( ~ ¢o)| < Clé — ¢ol < C/Iv|(1 +|r])

Por otro lado,
-
(e'iTﬂUlHu — Do = \I‘"l(hipz)/|v|(f e—ip?flvludu)%_
0

Como ¢g € S = —ip°¢y € S, sea ¥ € S tal que ¥ = —ip*dy. Entonces
U (e~tHor/lol — I)gpo| = |1/v [] e~ ®*#/lp|, pero 1/[v|| Jy e P*#/P1| < |7|/v|
de forma que

(8.38) |lIJ“1(f e~ Pl dpap)| = l/ e~ P/l dpy|
0 0
< |rllY]
-, |e~imT/@vle=iPOT g g 4 ) (e~ Hom/Wl _ [)gy|

< C|(eom/M — 1ol £ Clrll9l/Iv] £ C(1 + 7))/ v|
De 8.37 y 8.38, obtenemos
(8.:39) la(z)e™ 1G] < C(1L + [])/lo]
Del teorema 8.0.64 y por 8.39 obtenemos lo siguiente:
(8.40) la(z)e™ " g| < C1 /|vl’(1 + 7)™~

Parale NOSd< 1.

A continuacién justificaremos lo afirmado. Sean r , s con r,s 2 0,r + s =
1. Como [a(z)e 1| < Ci(1 + 7)™, Ja(x)e ™ @|" < CT(1 + |7|)~ y
la(z)e="19] < C(1+ |rl)/Iv] = lale)e ™l < C*(1 + [rl)*/lol.
Entonces |a(z)e " H1g|"*¢ = |a(z)e""H1¢| < CTC(1+|7])I"(1+|7])*/|v|* =
Coal /v (1 + |7|)~Hr*e.

Perosin € Ny —lr+s < —n = (1 +|7])7"** £ (1 + |r|)™". Para ca-
da n € N, sea sea [, tal que —[,r +s < —n y sea Cs, = C;, entonces
la(z)e~ ™M1 g| < Cyn/vl*(1 + |7]) ", VneN,0S s < 1.
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Usaremos la siguiente notacién:

(8.41) I(v) == /’y(v,'r)dr, en donde
Y(v,7) = [|a($)e_m”€3|2 +ev (14 |7])7"%,con e > 0

Se sigue facilmente de 8.40 que I(v) < oo y que limpyo I(v) = 0.

a(x)e—iﬁl‘ré — a(x)e—imu-;:e-ngT“u|eimv‘z¢;
= a(z)e~m7/2= P Pe=ir/lHogPor el corolario 3.0.1
— g iPUT iPBT a(z) e iPIT gmimlvlT/2 o=it/IvlHo g
= e~ mIvIT/2e=1P Vg3 + Br)e o7/ M gpor el teorema 3.0.28
Por lo tanto,
(8.42) la(z)e" ™M1 §| = |a(z + Br)e "t/ WIHog|
Entonces,

d

Frle

la(z)e 7 2| = I(———a(:r +0r)e "o/, a(x + Dr)eHor/ g)

+ (a(z + vr)eHom/lVlg, —a(m + Br)etHor/Iv gy

= |[(ir/v|*a(z + Br)e~Ho7/ |v|Hqu, a(z + or)e~ o7/ )
+ (a(z + Or)e oM g it [|v|2a(x + Tr)e~ o7/ Hy )|
< 2la(z + vr)e“*""”'”“q;liT|/|u|2|a(x + or)etHoT/ Y| H0<,5|

De manera que
(8.43)

ﬁla(x)e-i"'fa% < 2Ja(z + Br)e MG |r|/|o a(x + Tr)eHoT/M Hog
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d| K (v, 7)| = [1/2[lae™ G + efo| (1 + [7]) 472

reilae™03) = aelo|*(1 + Ir) ]

= 11/2{lae= "G + ol (1 + 7))~

[(ir/|v[*a(z + Dr)e " HoT/M Hyd, a(z + Tr)e Hom/ Il §)

+ {a(z + or)e MG it [|v)|2a(z + Tr)e~HoT /M Hyg)
—dev™*(1+ |7])™)|

2 la(z + O )e~HoT/ Wl Hod||a(x + Dr)e~HoT/Ilg|

la(z)e “‘””(ﬁl
delv|2(1 + |7)" 2021 + |7])” ]
(L + 7)) 172
< 2|T|/|’u|2|a(:c -+ ﬁr}e'*H°T”|”'Hg(5| + 46”2|’v|'3(1 + 7))

S 2/l

Eligiendo € de manera adecuada, obtenemos:

(8.44) |—d—

dlvl'r(v, 7)| £ ClIr|/lvfla(z +Tr)e™ o7/ Hog| + Jo| (1 + |7])~?)]

Como en 8.42, cambiando ¢ por Hyé obtenemos
(8.45) la(z)e™ " Hog| = |a(z + Br)e7/1MHo Hyg)|
Sea ¥ = Hyd, se demuestra de manera analoga al teorema 8.0.62 que

(8.46) la(z)e™ 17y < C(1 + |7]/8)7"

Se sigue de lo anterior y de 8.42 que |ﬁ’y(v, t)| < C/|v)*[Cslr|(1 + |7]) 2
[v|71(1 + |7])7?]. Si |v| 2 1, entonces;

(8.47) |—v(¢ t)] £ Clo|™2(1 + |7])72, llv] 2 1
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Por lo tanto,

d d
7/ = / e
< [ e+ inar

(8.48) < Clu|™
Entonces, fl | :I sv)ds = 1(sv)|p; = —I(|v[v) = —I(v) y obtenemos
o 4 R .
(8.49) I(v) =| —I(sv)ds| £ C|v]
o ds

Por 8.35, 8.41 y 8.49 se sigue que

(8.50) / (Tye~M4| < I(v) < Clo| ™, =1

La ecuacién 8.5 se sigue de 8.20, del lema 8.0.16, de los teoremas 8.0.62
y 8.0.63 y de 8.50.
El teorema 8.0.58 para el caso de A = A9 como en 8.22 se sigue de 8.3- 8.5

Procedemos a demostrar el teorema 8.0.58 para el caso de A, € Ax(ag, Br).
Sea A = A/Q como en 8.22 y A, € Ak(ak, Br) .

Por el teorema 7.0.56 y el teorema 3.0.28,

B‘imu'rw (Al)einw-x - e—-ifom ﬁvm(x+i:'1')dr¢‘n
_ P:A(z}( —:mu-zL.V'l.(A))e—i)lw(P)eimv-x _ e—-i fD iF-(A+V)\)(I+Fr)d1'¢B
o el)\(:r}[e—imv‘rl,v_l_(A)eimUvre—i/\m(P+mv)]¢o - E_ift;n oAz +v7)dT

(8.51) — e ilo UVA(z+IT)dr

En donde usamos el teorema 3.0.28.
Obsérvese que

138



e—imvvz Peimu-z¢ - e—imv-ww— ]plI! (emrr-z )Q”

= "™ p(G(p — mv))

= e ™2 (p — mu)d(p — mv) + e TT (mw)d(p — mw)
= mvé + ¥ Pé(p) = (mv + P)o

como €™"® es unitario, entonces

Aoo(P +mu) = e~ ™ F) o (P)e™ 2,

como P=U"'p¥ =

Ao(P) = ¥ )\ (p)¥YEn donde A\ (p) es el operador de multiplicacién por esta funcién
= Aoo(P + mv)d = e" ™I\ (P)e™ %6

s ewimv-I\I’—lAm(p)lI,eimu-xw

= ™™ U (p)S(p — mo)

= T\ (p + mv) o

Por lo tanto,
(8.52) Aoo(P +muv) = ¥ A\ (p + mu) ¥

En donde A (p + mv) es operador de multiplicacién por la funcién. De
manera analoga se sigue que se k > 0,

(8.53) Ao (k(P +muv)) = ™'\ (k(p + mv)) ¥

Poniendo k = 1/(m|v]), |v] > 0 en la dltima ecuacién , obtenemos que
Ao (L/(m|v]) (P +mv)) = ¥ A (1/(m|v])(p+mv))¥ = U\ (p+mu)¥ =
Aoo(P + mu) (pues Ay es homogénea de grado 0), obtenemos :

(8.54) Ao (P/(mlv]) + U) = Ao (P + muv)

Se define la funcién g(7) = Az + vr) = gg = Vg [y gﬁdr ==
lim, o0 Az + 97) — A(z) = [0 - VA(z + O7)dr.
Pero lim; o0 A(z+07) = lim, 00 A(T(2/7+70)) = Ao (V) (pues A es continua

fuera del {0} y por la definicién de A\),por lo tanto,

(8.55) /xﬁ- VA(z + 07)dr = Ao (T) — A(2)

0
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Se sigue de 8.51, 8.54 y 8.55 que

(8.56)
e—imu-zw‘i_(Al)eimv-x . i Qv/‘u(.r+ﬁ'r)d'r¢0

= ei/\(r) [eﬂimu-zw+(A)eimv-Ie~iAx(f+P{{mlv|)) _ e—i)\,_-,.,_-.(5‘)6,—1'_ﬂ;:e v‘fl(z+iir)dr]¢o

Sea
B=A- Al
Entonces, como demostramos antes, \(z f Bdl, zy € Q fijo. Por hipdtesis
B(z) = O(|z]™), |z| = oo, por lo td.l'ltO existen co ¥ 7o tales que |B(z)| £

cof |21, 2] 2 ro.

Ademds, sabemos que a(r) := sup,cq s>, |B(z) - Z| € Li([0,00)) = dada
€ > 0 existe s, > 0 tal que [~ B(rZ) - Zdr < ¢, si 5 2 s..

Sea r; tal que K C B,,(0), sea r, = 2max{rg, 1}, sea p tal que |p/m|v|| <
1/2, supongamos ademds que |v| 2 1. Entonces ponemos:

(8.57) Az) = fc Bdl

T
ro¥0o0

En donde C7; es una curva en €2 que une a 7,0 con x (Por el capitulo 1).

Sea r > 12,7 > Sy/n, supongamos que |[p/(mlv|)| < 1/2, entonces [rov —

r2(P/(m|v]))| 2 |ra| = |re|/2 = 72/2 = méx{ro,m1 }.

Sir 2 13, = [r(T—p/(m|v]))| = |r/r2llr2(0—p/(m|v]))| 2 r2/2 = méx{ro,71}.
Por lo tanto, si 7 > ro,7 > sy, = |A(r?) — A7 (T + p/(m|v])))| =

|:[L(rﬁ.r(9‘+p/(miu|))) Bdl|, en donde L(7,7 + p/(m|v|)) es la linea que une a

v con (v + p/(m]|v|)).

|f1,(r§,r(§+p(u|m[))) Bdll - |f0ipfr!'(m!vl)B(T§ + ﬁT) . ﬁdﬂ é fnipirf(mlvl) ]B(Tﬁ-l—

prydr| < [P ¢/ (1r9 + pri)dr(pues L(r®, (3 + p/(mlvl)) C Bry(0)°)

é (:Ep|ff(m|v|) C@/(?"/?)d?’ _ 2|pi|tt::;i,fm

Por lo tanto,

(8.58) [A(r?) = A(r(T + p/(mw)))] < Clp|/|v|
Si |[p/m|v|| < 1/2, haciendo r tender a infinito, obtenemos:
(8.59) Ao () = Ao (v + p/(mw)))| < Clpl/|v]
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Esto se cumple independientemente de ¥ y para toda p con la propiedad de
que |pl/(mlv]) <1/2. -
Sea g(z,v) = e~ ™IW, (A)e™? y sea h(z,v) = e o TAEHINIT entonces
g(z, v)e~ e +p/(mvD) _p (g U]e—iam(ﬁ} = ¢(z, v)e—i)tm(ﬁ-f—pf(mb]))_g(:r, v)e~ (@ 4
Q(I,U)e_i'\m(ﬁ]_h(ﬂf, -U)e_')oo(g) = g(m}U)(e"'i’\m(ﬁ+p{(ml“”)_,e_i/\oo(a)).i.e_i’\m(m(g(x‘ v)_
h(z,v)), por lo tanto,
(8.60)  |(g(z,v)eA=TH/mID) _ p(z, y)e=P=())g|

< |g(x, v)||(e =@/ (mID) _ =A@\ g) 1 |(g(z,v) — h(z,v))d)|

< I(e—i»\m(ﬁ+p!{mIvIJ) — e P=)g| + O(1/|v])

La ultima igualdad se debe a que W, es isometria por el teorema 7.0.56

y por que ya demostramos el teorema 8.0.58 para el caso de A.
Sea 6, € C§°(R?) tal que 8, = 1 en Bpya(0) y 0, = 0 en (Bpjuy/3(0))° v
0£60,51.Si¢eS=>09€S=>

(f |$(e—i/\m(ﬁ+pf(mlv|)) _ e—ihm(ﬁ))iﬁwu{p”?)l;‘?
]R?

~ [Peo(@p/(mp) 2\1/2
g (/l(ﬁ e md}.lgu(p)l )
Aco(T)

1A

([ 168 [ D@+ B/ i) = Aol@) 000"
< (/ |6>p*C?/|v|*)*/?, Pues |p/m|v|| < 1/2 en el soporte de 6,

< p*61:C/ ol
Se obtiene que
(8:61) (e A=@P/mD) _ e=A=®)g, (P)g| < []oC/v],con ¥ = 6p” € 5
Por otro lado,
|(e—ilm{ﬁ+pl(mivt)) _ e‘““"(‘q’))(l - 0,)(P)9|
< C|(1-6,)(P)ol
= C|(1-6.)()d|
< |F(Jz| 2 m]v|/3)6(p)]
C
v

8.62) < A (Pues ¢ € S(R?))
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De 8.61 y 8.62 obtenemos que
863) (PO ey 0, ol oo

De 8.60,de 8.56 , de 8.63 y por la definicién de g(z,v) y h(z,v) , obtene-
mos:
(8.64) [T (A JeeE ol P tErd )
= |(g(z, v)e~r=E+/ImD) _ (g y)e=e@)g)

o

) || = 0.
vl

Con esta tultima ecuacion termina la demostracion del teorema 8.0.58
El siguiente teorema es una consecuencia directa del teorema 8.0.58.

Teorema 8.0.65. Supongamos que A € A(ak, Br) y que ¢o, o € C5°(2s).
Sean ¢, y V5 dadas por,

(8:65) ¢, 1= €™ ¢, Yy = €™y

Entonces,

(8.66)  (S(A)Buth) = (¢ /P AEHINIrg s 4 (L

)
vl
Demostracion. El operador de dispersion S(A) esta dado por S(A) = Wi(A)W_(A)

(S(A) by, ) = (WI(A)W_(A)dy, ¥)
= (W—(A)qbva W+(A)T%)
= (e ™IW_(A)y, e EW, (A)y)

- (e—imv-zW_(A)Qr}U — gt fo‘“a-A(Hﬁr)drém e_im”‘IW+(A)wu)
% (e"i Jo = T A(z+r)dr o, e—imu-xI,V+(A)wu = e—:‘f;" E-.-'l(z+i?‘r)drwﬂ>
N (e“i Jo = 0-A(z+r)dr o, et i ﬁ-A(x+ﬁ-r)d1-,wD>

- (e—jmu-zw»_(A)é“ = e—ifo_mii-A(I+§r)dr¢m e——imv‘xw/+ (A)‘Af)u)
+ (e—ifo_wﬁv,‘i(z+ﬁ'r)d‘r¢u‘ g imVT W (A, — e~ils ﬁ-,-'l(z+{s‘1')drwn)

+ (eiff; E-A(I+ﬁf}d7¢0‘wn)
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Por lo tanto,

(S(A)gu, ) — (€= > AT g4, )|
é Ie—imv-:rmf_ (A)eimv-:éﬂ - e—ifo_m ﬁ.A(I+ﬁT)dT¢B||"|{)OI

+ |golle" VW, ()™ Fqpy — et No DAlHTNr )

=O(—1—)+O(—1-) [v]| = 00

|v] |v]

En donde en la iltima igualdad usamos que W_(A) y W, (A) son isometrias
y el teorema 8.0.58.
Se concluye que

R B 2 1
(8.67) (S(A)Q'Jt,,l},')v) - (e:f_mva{x+vr)d‘r¢01w0> + O(m)‘ Ivl .00,
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Capitulo 9

Solucién al problema inverso

La finalidad de este capitulo es demostrar el siguiente teorema.

Teorema 9.0.66. Supongamos que A7 € Ay, B%),j = 1,2 y que K es

convezo. Entonces si S(A') = S(A?), tenemos que o}, = % mddulo 2 y que

Bi(x) = Bi(z),x € Q.

Procederemos a desarrollar la teoria que nos permita concluir con la de-
mostracion del teorema anterior.

Definicién 9.0.24.
Ag(z) = 2 (—'@:3) + Ag

En donde o = 1/(27) [ Br(y)dy y A es como en el capitulo 1

En realidad, la definicién anterior introduce el término Ag en funcién de
los otros ya definidos en otros capitulos.

Teorema 9.0.67. Ag(z) = O(1/|z]?), |z| = oo

Demostracion. Segun el capitulo 1 tenemos que

O Au@) =1/Cn) [Ba) = (1)
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En donde By = By en el caso de que K = {0}.

N s g =z =1 -2 [T
Tenemos que Ar = 1/(27) [ Br(y)(|z -yl ’ ( (:.(" e yd)?z) ~lar™ ( Ilz))dy
Por otro lado,

e =o172 ([ 0) = el (2 =1(57) e =i = el

Y2 -2
T T —
(—yl) |z —y| ™

< 2zlyl/(Iz = yPl=l?) + yIP|zl/ (12 = yPzl?) + lyl/|z = y?

=3yl/lz - yI* + yI*/(Izl|z — yI*).

Supongamos que sop(Bg) C B,(0) , que y € B.(0) y que |z| > 2r, |z| > 1
< 3r/(|z] = 121/2)* + 72/ ((|z] = |=1/2)|=]) = 12r/(|z]*) + 4r*/(|z])

< Clz|™®

Se concluye que
(92)  |Arl £ 1/(27)|BrloCA(B:(0)|z| 7 |&| > max{2r, 1}

En donde ) es la medida de Lebesgue. De lo anterior, es claro que A(z) =
O(|z]2), 2| = oo O

Introducimos la siguiente notacidn:

(9.3) QFf :={z€Q,:+z-9>0},en donde ¥ = (—3,7;)

En donde §2, es como en la definicién 8.0.23.

Teorema 9.0.68.

(9.4)
(s o] (o0}
L.(z,?) := [ v Az +97)dr = xan +f v-Ap(z+07)dr z € Qﬁi.
En donde,
(9.5) Ac = (o — ar)/(|z]?) (;zz) + Ag

Con ap = 1/(27) [,, Ap(z)dz
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Demostracion. Sea z € Qy, entonnces 0 ¢ {z + 70 : 7 € R}.

{x+0r,2+07) = |2)> + 21(210) + 2200) + T2 = (T + 2 - D)2 + 22 — (z - D)2,
observamos que |z|? = 9%+ - (U1)?, en donde U es el vector ortogonal a ¥
orientado de manera derecha. Sean b=z -7,a = z-9*. [, 1/(|z+77]*)dr =
[1/((r+b)*+a®) = [1/(r*+a®) =2 [ 1/(7* + a®) = 7/|a| ,por lo tanto,

- =9 —627' v A —T9 i
9.6 v- e T4+ vT|7" = P
# 8 /R (Il"‘”l’f)l | (Il) |z - 04|

Como | (_:2) -9| = |0 - z| = |9+ - z|, obtenemos que
1

(9.7) /a (”2 ‘f”f) |z + 07| 2 = +n z et
R 1

De esto 1ltimo de sigue el teorema 9.0.67, con o = oy — ar + agq y en el caso
k =0 tomamos ap = 0.
]

Observacion 9.0.7.

/ 7. Ap(z +07)dr = O([:rl—i.[)’ lz L | — oo.

Endondex L=z — (x-0)v

Demostracion. Como vimos antes , Ap = O(1/]z|?), |z| = oo, por lo tanto,
existen constantes r y C tales que |Ag| < C/|z|?, |z| 2 r, entonces si |z L | >
r, entonces |z| > 1 = [* T Ap(z+07)dr < [ c/(|z+07|?) y esta tltima
integral es , como en 9.6, igual a lo siguiente: 7C/|z - 0*| = nC/(|z L |). De
esto ultimo de obtiene la observacion 9.0.7.

O

El operador de dispersién esta definido por S(A) = W}(A)W_(A), si
A', A2 € A(ak, Br), entonces se sigue del teorema 7.0.56 que .

(9.8) S(‘;lz) X EM"’"(P}S(AIJe""\W(‘P)
De 9.8 v del teorema 8.0.65 se sigue lo siguiente,
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e—imu-xS(A2)eimv‘x¢n = B—imv-xeAm(P}S(Al)e-—i:\m{P)eémv-xqsn

—zmu»:ce)tm(P)ermv-xe—amu-:cS(Al)etmv‘:ce—zmwxe—t/\w(P)eamu-x ;

=€ )]

= etAm(P—kmu)e-qvaJ:S(Al )etmu-xe—u\m{—F—mu}(’bo

. Por el teorema 3.0.28
- eiAm(P/(m|v|}+1?)e-imu-x3(Al)eimu-ze—ia\m{—P{(mlu|)—ﬁ)¢0

Por 8.54

De 8.63 se sigue que
(9.9) |e e E+p/mbD)) _ g=Real=D g = O(1/|0]), 0] = 00

Por lo tanto,

|ei/\m(Pf(m|u|)+ﬁ]e—imu-zS(Al )eimvxe—i.\m(—P{(mlvl)—ﬁ)¢0
— e:‘/\m(Pj(m|v|)+ﬁ)e—imv-zS(Al)eimv-:e—um(—ﬁ)éol — O(I/IUDs |'U| o

Pues los operadores involucrados tienen norma menor o igual a 1.
De manera que

9.10
E—imu)-zs(AZ)eimv‘xéo = e (THP/(ml])) g=imvz g g1)eimvze=idee(=T) g 4 O(1/|v])
= ¢ oo (=0 giheo(T+P/(ml]) i [2o T AN @+TT)dT 4 4 O(1/|0])(Por el teorema 8.0.65).
Entonces,
(e =S (A)e g, ) =
(™Aoo (=0) gihao (04 P/(mfol)) i [25, DA @ 49T)dr gy 4 o(1/|v])
= (o, A= (—D) i [2o DA @47 i B+P/ v 0y 1 O(1 /|

)
De nuevo por 8.63 |(e~=@+P/(mivD)) _ e=ir=s(@) gy | = O(1/|v]) por lo que .

<¢’Ds ei)\m(—ﬁ}e-iffm E-A'(I+f}r)e-i/\x(E+Pf(miv|))wo) + O(I”?“
= <¢Ur e:‘;\m{-ﬁ]e-:’ff"w ﬁ..-i‘(x+?:r)e-|‘)\x(ﬁ)wo) it O“”"i)
(9.11) - (ei(ff"m ﬁ-zll(:+ﬁr)dr+)\m(fr)—Ax(—t?))oﬂ, Wo) + O(1/v])
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Se sigue del teorema 8.0.65 y de 9.11

(e e TA I A0 @) AT g 2y + O(1/J0])
(9.12)
= (&' 2o T AM AT 4 1y Vo, ¥o € Co° (%)

Afirmacién 9.0.12. Sea A : R? — R? continua fuera del 0 y tal que A =
O(lz|™), |z| = o0 y a(r) := supz>-{A(z) - T} € Li([0, 00)).Entonces ,

&)= / v- A(z + vr)dr
—00

Es finita continua Vz € Q3

Demostracidn. 5+ A(z+0r) = (- (z+797)) - A(z+707) + (2 +97) - Az +97)

pero |(z + @r) A(z +97)| £ a(lz +97]) £ a(r — |z])(s1 || < |7]). Entonces
I% |(z+77)-A (x+w)|—f_“'[z+w) A(z+57)|+ [ (z+47)- Az +

2I:c|
or) + f;‘;l v+79) - Aw+97) £ [2 (=7 + o) + [ (2 +5) - Az +7) +
fm! |:z:| ) < oo (pues z € Q, y A es continua en R? — {0}). Se concluye

que (z + v'r) A(z +vr) € Li((—00, 00)).

Por otro lado, [0—(z+797)| = [0—(z+07)/|z+07|| = ||z+07|0— (z+07)|/|z+
or| £ |z|/|lz+ 07|+ ||z + 07| = 7|/(|z+07]) = |z|/|z+ 07|+ |1 = 7/|z +7|| =
|z|/|z+07|+|1—1/|z/7+73]|. Pero ||z/7+8>—1| = (1/||taul)2(z, D) +|z|? /72,
por lo tanto,

lle/7 + 91 = 1] S g (/17112(2,0)] + |21°/7%) < (1/|7))2l(z, B)] +

|z|?/72. Se concluye que (7 — (z +07)) = O(1/|7|) y obtenemos la férmula:

(9.13) 6= (@ +97)] £ (1/Ir)2l(z, B)] + |[*/7*
Como A(I +97) = O(1/]7]), |7] = 0, se sigue que |((¥ — (z +97))) - (A(z +
7)) = O(1/|7|? )_ |7] = o0, como x € Q5 y A es continua en R? — {0}, se

concluye que [((V — (z +97))) - (A(z + 70))| € Li((—00,00)).

Por lo tanto, v- A(x+79) = (¢ +70) - A(z +70)+ (0 — (z +67T) ‘Az +70) €
L) ((—o0, o0)).

Procedemos ahora a verificar la continuidad.

Sea x,, = z,z, € Q5,x € Q5. Sea ny suficientemente grande para que |z —
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Ta| < 1/290 2 ng. [T |(19 + a) - A(zn + 79)| £ 2[R A(lza] — 7) +
J (79 + ,) - A(zy + 77)| en donde ty > 2(|z| +1),n > ng .

Podemos encontrar n; € N y un compacto K, contenido en ; tal que
el conjunto vy, = {(z, + ™) : n 2 ny, 7 € [~to,t),} C K;.Como A es
continua en R? — {0}, entonces es uniformemente continua en K; y se sigue

que My so0 [, (B7 + 20) - A(zn +7) = [ (37 + 1) - Az +79).

Como a 2 0 es integrable y |(70 + z,,) - A(zn + 70)| £ a(|7| — |2z| = 1)Vn 2
ng, V7 2 ty , se sigue por el teorema de convergencia dominada de Lebesgue
que limp o0 [~ (7 +2,) - A(Tn +07) + S @ +30)- Alwn+07) = [ 2(Br+
z) - Az +v7) + Lzo(i?r + z) - A(z + v7). Se concluye que

oC o0

(9.14) lim (zn + Tﬁj- Az, +77) = / (z+ Tﬁj‘- Az + v1)

Como z, = z y por 9.13 existe una constante C tal que .

-~

i % C
(9.15) [v— (70 + z,)| £ W

Como z € Q,, podemos encontrar n3 € N tal que |z, — (z,,0)7] > € >
0Vn > ng, como A(z) = O(1/|z|), |z| = oo, podemos encontrar 7y > 0,C; y
ny 2 ng tales que,

(9.16) |A(z, + 70)| £ C/|TV|7] 2 71,Yn 2 ny

Como z, = = y = € 2, entonces existe un compacto K, C Q5 vy ns € N
tales que {z, + 70 : 7 € [-1,71),n 2 ns} C N5, como A es continua ,
entonces es uniformemente continua en K5 y de esto se sigue:

(9.17)
lim /_ (B — (13 + 2,)) - A(T5 + z,)dr = /_ (5 — (19 + 7)) - A(T9 + z)dr

n—oo Tl n

-~

Por otro lado, por 9.15 v 9.16, (7 — (70 + z,)) - A(70 + z,,) < C/|7|¥V|7| 2
71 > 0,¥n > ny, se sigue del teorema de convergencia dominada de Lebesgue
que

(9.18)
llinolu/ (- (T + .1:,:) - A(T0 + xp)dr = / (v— (0 + .?:T) - A(TU + x)dT
n2R J[-n,me S=nme
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De 9.17 y 9.18, se sigue.

(9.19)
lim [ (5 (79 + 20) - A(r9 + za)dr = f GGy Al i did

De 9.14 y 9.19 obtenemos.

(9.20) lim / (@) - Al 4 )i = / () - Al + 2)dr
Y esto ultimo implica la continuidad de f. O

Por 9.12, (¢U=c 74 (#+IM)drHAec (D) A =D) g5 a0y + O(1/|v])

= (¢ 5 E-Az(z+ﬁr)d7¢u, o), Vo, Yo € C5°(§25), esto implica que
il o TA (@HT)dT A0 (1) = Ao (D)) — =i J25, T A?(z+07)dr en Qz, por lo tanto, por

la afirmacién 9.0.12, se concluye,
(9.21)
00 o0
( / AU 4 T+ M) — () + Bty = [ 2 T

=00

En donde mg € N es independiente de x y depende de A? y A'. Como vimos
en el capitulo 1, A, € A(ak, Br), entonces si ponemos A' = 4, A = A% y
usamos el teorema 9.0.68, obtenemos.

/ v Az +vT)dr = / V- Ac(x +07)dT + Ao (V) — Aso(—0) + mo2m

o0 —00
(9.22)
= tan +/ 7+ Ap(x 4+ 07)dT + Ao (D) — Aoo(—0) + mo2m

Para A € A(ak, Br) arbitrario, definimos

(9.23) L(z,v) = /O'C v- Az +07)dr

oo

Por la observacion 9.0.7 se tiene:

(9.24) lim L(z,7) = 2am + Ac(T) — Aoc(—0) + mo27

|zLlj—oo
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Para z € Q;f.
Se sigue de lo anterior y del teorema 8.0.65 que si S(A') = S(A?), entonces

(9.25)  alm+ AL (D) — AL (=D) = a?r + AL (D) — AL, (=D) + 27k (D).

En donde la funcién k(7) toma valores enteros. Como las funciones A% ,i =
1, 2 son continuas para v en el circulo de radio 1, se sigue que k es constante
independiente de v. De la ecuacién 9.25, evaluada en ¥ y en —7, obtenemos,

o ,.+A1

Sumando estas dos ecuaciones , obtenemos,
(9.26) wl=of, Médulo 2

Utilicemos la siguiente notacién.

9.27)  I(z,y,5) = f_m (@ (A(z +97) — A(y + r)dr)), 2,y € U

o0

(9:28) R(z,y) = el

De la ecuacién 9.22. se sigue que I(z,y,?7) es invariante bajo cambio
de A € A(ay, Bg), de manera que podemos utilizar cualquier A para de
definicién.

Afirmacién 9.0.13. I(z.y,7) € C'(Q% x Q)
Demostracion. Es suficiente demostrar que la funcion g(z) = ffmﬁ-‘—ig{x +

vr)dr € C'(Q5 x Q3), pues A, € A(ay, Bg), y por 9.4.
Definimos f : R* — R de la siguiente manera

0290 fan) = (o= () <1 ()

I
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Sean e;,7 = 1,2 los vectores de la base canénica de R?

V- (f(x+ 70+ hey,y) — f(z+70,y))/h=T/h- {(;1:2_+y3:!2)

llz + hea —y + 70|72 = |z — y + 79|72 — |z + hey — y + 70|%he,+
(_:2) [lz + 70|72 — |z + he® + 10|72 + |z + hey + 70| 2he,}
1

(9.30) := fi(y,z,7,h)

T — Y1 + T
_ —2(es,z—y—70)—h
- []$+heg~y+rﬁ[2|$—y—rﬁ|2
"" 41 2 |
(le =y + 70| = |2z —y — 70" "(Jz —y+ 79| — |h|)?

1] (‘“’”2 9 - ) (= 4+ hep g+ 7512 - [ —y +752]

||z —y + 77

=

Esto tltimo es vélido para |7| suficientemente grande , digamos |7| > 7y
, para toda y € sop(B,)(que es compacto) y V|h| < 1.Supongamos ademas
que 7y cumple con que 7o > 1+ |z| + sup{ly| : y € sop(Bg)}, entonces
7| 2 70 = |T0+2—y| 2 |7| — |z — y| 2 1Vy € sop(Bg) y que |h| £ 1/2
entonces,

~Ty + Yo — TV, o i
1/|hl]| ( IIZ_ ;{2_{_ 'rﬁlz) |z + hes —y+ 70|72 = |z —y + 70| 7| £
1 N 4 __ & 8 _
lz—y—70]}  |lz—y—7V]2 T |log—y—7U?

4 < 4
P la—y=73* = (|7|~|z|-sup{|y|:yEsop(Br)})
Sea M = sup{|y| : y € sop(Bg)} entonces se sigue que:

Por otro lado

3 € Li([—70, T0]°).

—I2+y2—?'€"2 - i ~=2 _ ~—2
[ oyt 1) 1 Bea =y 4701 = e =y 7917

XR?X[—TO.T:)]"(y'-T) R(y”dy
< |BrlooA(50p(BRr))8/(I7] = |z = M)*X(rp.m)e|*(T) € L1(R)
(9.31)



En la anterior desigualdad suponemos a x fija, [h| £ 1/2 fijay R? x [—19, 7] =
{(y,7) : y € R%, 7 € [—79, 0]}

Por 9.30, podemos proceder como en 9.31 para obtener lo siguiente.

Dada |h| £ 1/2 fija y x fijay R? x [—79,70) = {(y,7) : y € R%, 7 € [~70,70]}
podemos encontrar una funcién f, € Ly(R) y un nimero 7, > 0 tales que

©03) [ BRI 1 ) wosion (h )y S A(7)

Como por el capitulo 1 sabemos que A € C' (2, R?) y como 0 € k°, podemos
concluir que Ag € C'(Q,R?). Sea = € 5 , definimos,

7-A hey +97) —5- A 0
(9.33) .fa(h,‘r)zLT r(Z + EQ-H'Z) 4 R(:BJFW)‘

Sea r tal que dist{0K,z + o7 : 7 € R} = r como Ap € C'(Q, R?), luego
f3 es continua para |h| < r/2 , entonces f; es uniformemente continua en
B, 2(0) x B,,(0), entonces lim;_,o f_”ﬁ fa(h,T)dT = f_ﬁm limy_,q f3(h,7)dT =

T2 a8 -~ T -
vy 9550 - Ar(z +7)dT entonces

(9.34) 5%/ v- Ag(z + 07)dr = f_m a%ﬁ' Ap(z + o7)dr

]

Esta tltima funcién es continua, pues Ag € C*(€, R?).
Sean x, h fijos , |h| < 1/2.

f Br(y) fi(y, =, 7, h)dydr

R2x[—72,m2]¢

:f fz.éﬂ(y)fi(ysxﬁ": h)dydT:
[=7.7]¢ JIRS

(9.35) 211'/ B/h- (Ap(z +0r + hes) — An(z +07))dr
[-7,7]°

154



De 9.32 y del teorema de convergencia dominada de Lebesgue, se sigue:

lim / Br(y) fi(y, =, 7, h)dydr
h=0 JR2 [~ 15,70)c

:/[ | b Log Br(y) fi(y,z,7, h)dydr
P

_ / 210 - /h(Ag(z + 0 + hes) — Ag(z + 7))dr
[=72,72)°

(9.36) = / 2D - ifin{z + Or)dr
[—ra,ma]e Oz

Entonces, la ecuacion dada en 9.35 es derivable y su derivada esta dada por
la ecuacion 9.36.
* La funcion 9.36 es continua como funcién de z € §23, esto es por lo siguiente:

Ag(z) = Ag(z) — agla| 2 (‘“‘”2).

I
. oy —— .
La funcién B—%ag[ﬂ 2 & 2) cumple con las hipétesis de la afirmacién
1

9.0.12, de la demostracion de la afirmacién 9.0.12 es facil ver que la fun-
“lm+ ‘Tl)z) dr es continua para x € .
1

cién [ - 3-(%;059|3: + 70|72 ( (2 + 1)

Por otro lado, -%AR(:E) =1/2n) [ %Bg(x —y)|y| 2 (_y‘?z) dy = 1/(2r)

f Bl -l (702,

Es fécil ver que esta ultima funcién cumple con las hipétesis de la afirmacién
9.0.12, (esto se hace de manera andloga a lo hecho en las lineas anteriores al
teorema 1.1.4 ), por lo tanto la funcion ff‘jm - B%AR(;L' + 07)dr es continua
para z € ()5

De 9.34, 9.35 , 9.36 y de lo anterior, se concluye que,

i/ T:h:_-(’ﬂ +§T)d?’=
();17-2 oo

T =) _
(9.37) ] 5‘?-? Ar(z +5r)dr € C' (% x Q)
—nc OT2
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De manera analoga

d . %
6_ﬁ_[_wﬁ.AR($+ﬁT)dT =

(9.38) / a%ar- Anle+5rdre 0N 5 1)

Por lo tanto, la funcién g(z) = [*_ 7 Ag(z + 97)dr € C' (s x Q).

— o0

O

De la afirmacién 9.0.13, y de 9.28, obtenemos que R(z,y,9) € C*(QF x
Q) ¥ que.

3] d
; @ o _ s o - 0
(9.39) g TR(@,9,9) zR(I,y,v)BILI(x.y,v), T,y €

Esto implica que en el limite de velocidades altas,a partir del operador
de dispersién podemos reconstruir de manera tinica 32-1(z,y,7),z,y € Qs

Teorema 9.0.69.

6 - 6 wh = o0 =
&E—J_I(I,y,v]— axJ_/:mv-(A(ﬂ:-i-vT)d’r)—/;mBR(:c+UTd)T, z,Y €W

En donde tomamos A = A/? como en el capitulo 1.

Consideramos 5%: a la derivada direccional en direccion del vector 7+ =
(D2, —0)) que es el vector ortogonal a © de tal forma que el par (+,7)
estd orientado de manera positiva.

Demostracion. Supongamos primero que U = e, (en donde los vectores de la
base canénica de R? son e, e; ), entonces x L= (z,73) — (z,e3)e2 = 1164,
sea vl =e,.

Sabemos por el capitulo 1 que B = Vx A = a%f{g - a%fll, pero %Al(x-i-
o7) = ZA\(z+77), de manera que [ %Al(:ﬂ+ﬁr)dr = A(z+7€)|%, =
0, pues A(z) = O(|z]™"), |z| = oo. Entonces

(9.40)
oo a oo

og n ~ a -
/_m V x A(z + v7)dr = /. a—I]Ag(&: +07)dT = - mAz(x +U7)dr
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Supongamos que A = A/9 tiene soporte en un cono de 4ngulo menor que
90° y de eje perpendicular a v.

La funcién F(h,7) = 1/h(A(z + The; + 07) — A(z + 7 + V7)), 2 € Q5, ||
min(1,dist({y : y = = + 70,7 € R}, K)/2) tiene soporte compacto , y como
A € C'(Q,R?) , entonces es uniformemente continua y de soporte compacto,
se sigue que limy_o [*_ F(h,7)d7 = [ limy_o F(h,7), por lo tanto,

a oo - o0 6 =
(9.41) —{ Az +vr)dr) = ( —A(z + vr)dr)
6Ii —00 —00 0 1
Por lo tanto , como 537 = a'_iT’ se sigue de 9.41 y 9.40 que

(9.42) ( /_ " Bl SO = ai ( /_ " Aslis 4+ oryde)

Supongamos ahora que v es arbitrario, se considera la siguiente transfor-
macién lineal T : R? — R?, tal que T'(e;) = v, T(e;) = v+, entonces:

- O hn
(9.43) T = (3 2) (%)

Sea u = (u;,us) = ¥, entonces v = (uy, —u;), Sea F = T~' AT, en donde
es claro que :

= (35 ()
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Sea z =T (y)

VxF= %572 - g%
= aim-u AT - aiy?ulAT
zu‘ai““g " ”‘aa A‘gl aa Aggl : A?ng
= ug(ulaixlAl + HgaixlAg) + uy(— ugaiAl + ul-éa—IAg)
— uy(u 33 A+ u2662 Ag) + u?(~uzaix2/ﬂh +uy %Ag)
=t %Ag - 6%*2 1) +u§(aimA2 - %A ) + ulug(éi—Al - E%Al
- At )
"ailAz(th?) %AI(II:IQ)
Se concluye que
(9.44) Vx(T'AT) = (Vx A)oT = BgoT
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Sea x € Q5.

/oo V x A(z + ur)dr = /oo (V x A)oT(T'(z) + Tez)dr

—00 —00

= /m (V x F) (T '(z) + Te)dr

_ / (3‘3{ B (T 'z + 1ep) — 3%1“1 (T 'z + Tey)dr)
*® 9 J
= . le(T T+ Tey)dr — j;m 6_TFI(T_1I + Tey)dr

/ —Fg[T'lx +7er)dr — Fi(T7 'z + 7e2)| %,

oo

F2(T_1I + Te3)dr(De manera analoga a 9.4)

6y1

=8 u-AoT(T 'z + rey)dr.
oy

@ T B B

T oxl )

De manera que

(9.45)
)

or L

[ v Az +07)dr = & I(:c,y,ﬁ):/ Br(z + v7)dr,z,y € Q5
= Oz L r

oo
O

Por el teorema de soporte de Radon !, si K es convexo, By es determinado
de manera unica en 2 por la transformada de Radon

(9.46) / Br(z + vp)dp, z€Qp

oo
En consecuencia, si S(A') = S(A4?), A" € Ag(a’,By),j = 1,2, obtenemos
que Bk(z) = Bi(z),z € Q.
Sea A € AK(QK, BR).
Se sigue del teorema de Green que fK Bp = Joic A - ds. Pero la integral

!'Se puede encontrar este teorema en el libro [11]
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[,x A-ds esta determinada de manera tinica por los valores de Bg(z),z € Q2
. de manera que ag = 1/(2n) [ Bg(z)dz = (27)7"([,, Br(z)dz+ [, Br(z)dz)
estd determinada de manera tnica por los valores de B en 2.

Como V x Ag = Bg y ax = 1/(27) [,, Ards se sigue del teorema de Green
que ak esta determinado por los valores de B en (2.

Se sigue entonces del teorema 9.0.68 ( ya que @ = oy —ap+aq ) yde la
ecuacion 9.26 que

(9.47) Gt =0 (médulo 2)

Notese que si K = {0} = Q3 = {z € R? : z L# 0}. En este caso conocemos
la transformada de Radon de Bp para todas las lineas en R?, porque las
integrales 9.46 son funciones continuas de z L.

Podemos Reconstruir a de R(z,y,?) como sigue:

(9.48) lim R(z,y,0) = ¥~

|z L|—=o0,lyl]—co

En el limite tomamos z € Qf y y € Qp-, de 9.48 reconstruimos o médulo 1.
Del teorema 8.0.58, por un argumento de densidad, obtenemos que V¢ €
Ly(R?) con sop(¢) C Q,

(949) s — lim e—imt.rv;rw'i(fl)eimv-z(b - e-—:‘foim ﬁ-:l(z+ﬁ‘r)dr¢

|v| =00

Ademas, como los operadores de onda son isométricos,entonces tenemos
convergencia fuerte también para los operadores adjuntos de los operadores
de onda, como el siguiente argumento muestra. Usemos la siguiente notacion,

r —imuy- i ? 7% -1 . - +00 ~
'[,I’,-:t.!‘r =g muv J:Wi(A)eiva , w:t,v = e muy J:‘,Vi(A]teimuz } L:I: e f[} o0 7 -
A(zx + vr)dr. Entonces,

7= L = —il L
|(WL, —€e™=)g| = WL, (e7™* — Wy,)et™ |

(9.50) < (et — Wy, )ettto| — 0 cuando, |v| = oo
Por lo tanto

(951) g l Illln e—{mu‘:m}i(‘&nteimv‘ré - ei 15 mf.r‘-:i(:c+ﬁ‘r)df¢
v oc
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Se sigue también que

|W-:,u(A}W—,u(A)¢ PN o ﬁvA(x+ﬁ'f)d-r¢| -

IW:',U(A)W'—,U(A)¢ e W:-,u (A)e—ifo"'” ﬁ.A(I+F‘r}d‘r¢

+ W_; (A)e—i fu—m S.A(x+'€r)dr¢ _ ei fu ﬁ‘A(r"'aT)dTe—ifo"m9-A(z+€ir)d1-¢|
v

S Wi (A)(W-o(A) — e o™ ACHNT) o) o (W, ,(A)* — o FAl+om)ry
e—ifo_mA{x+$T)dr¢l

— 0, cuando, |v| — oo
Por lo tanto, como S(A) = W;(A)W_(A),

g= lim e" R (A) ™= TR ()™ %

[v|—00
=s— lim e ™=*S(A)e™ ¢
[v|—o00

(9.52) = ¢ [ T AT 4
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