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Resumen

El propésito de este trabajo es mostrar ¢cémo, sin abandonar el mecanismo dinamico de
formacién de pares de Cooper electrén-fonén, es posible obtener temperaturas criticas de
transicion superconductoras sustancialmente mas altas que las que predice la teoria BCS
y su extension la teoria BCS-Bose “crossover.” Esto es con el fin de explicar las altas
temperaturas criticas observadas en los sistemas cuasi-bidimensionales llamados cupratos
y de conocer las caracteristicas de los posibles superconductores a temperatura ambiente.
Primero se muestra que la teoria BCS y la BCS-Bose crossover,” estdn restringidas, para
valores fisicamente aceptables del pardmetro de acoplamiento electrén-fonén, a la simetria
perfecta de igual mimero de pares de Cooper de agujeros que de pares de Cooper de
particulas (o electrones). Esto tiene como consecuencia que la temperatura critica no
alcance valores mds altos de los que predice BCS.

Al considerar que los pares de Cooper (haciendo enfisis en la diferencia entre éstos y
los pares de BCS) son bosones (que tienen una relacién de dispersién lineal dependiente del
pardmetro de acoplamiento electrén-fonén), recurrimos a la condensacién Bose-Einstein
como explicacién de la superconductividad. Suponemos inicialmente un sistema de N
fermiones que interaccionan entre sf formando un sistema de N/2 bosones y calculamos
la temperatura critica. En este caso encontramos temperaturas criticas mds grandes que
aquellas obtenidas con la teoria BCS y BCS-Bose “crossover” para valores fisicamente
aceptables del pardmetro de acoplamiento electrén-fonén.

Para considerar €l notable papel que juegan los agujeros en los superconductores,
recurrimos al modelo completo bosén-fermién de la superconductividad, donde se pueden
tener pares de agujeros en una proporcién variable respecto del mimero de pares de
electrones. El modelo describe la mezcla ternaria de: dos gases de Bose (uno de pares
de electrones y otro de pares de agujeros) y un gas de Fermi (electrones desapareados),
donde los estados de equilibrio termodindmico se encuentran al resolver tres ecuaciones
trascendentales acopladas en: a) la densidad de pares de electrones con momento de
centro de masa cero, b) la densidad de agujeros con momento de centro de masa cero
y c) el potencial quimico del sistema. Consideramos la relacién de dispersién lineal y
cuadrdtica de los pares de Cooper y resolvemos el sistema de ecuaciones para encontrar
la temperatura critica como funcién del cociente de la densidad total de electrones (n)
y de una cantidad que depende de la energia en reposo de los pares de electrones y de
agujeros (nys). Las fases que estudiamos son: fase pura de pares de Cooper de electrones
(agujeros), donde no se consideran los pares de agujeros (electrones); una fase mixta
donde el mimero de pares de Cooper de agujeros es cero sélo a la temperatura critica



y otra donde el nimero de pares de Cooper de electrones es cero sélo a la temperatura
critica. Para las cuatro fases estudiadas en este trabajo se observa que cuando n/ny ~ 1,
los valores de temperatura critica se aproximan bastante con los valores que da BCS y
BCS-Bose “crossover.” Encontramos también que las temperaturas criticas mas altas se
dan en la fase pura de pares de Cooper de agujeros para valores suficientemente pequefios
de n/ny. Para valores suficientemente grandes de este cociente, la temperatura critica
en la fase pura de pares de Cooper de electrones es aproximadamente la temperatura
critica de condensacion Bose-Einstein; en el caso particular 2D y relacién de dispersién
cuadratica, se obtiene una temperatura critica distinta de cero contrariamente a lo que se
dice que en 2D no hay condensacién Bose-Einstein.

vi



Capitulo 1

1 Introduccion

La superconductividad de alta temperatura critica es uno de los temas de mayor interés
en la actualidad, ya sea por sus potenciales aplicaciones en diversas dreas (medicina:
obtencién de imdgenes por resonancia magnética; comunicaciones: antenas de microonda;
transporte: disefio de trenes de levitacién magnética, etc.) o porque hasta ahora los
diversos mecanismos dindmicos que la explican siguen sujetos a controversias [1}-[4], en
lo que se refiere a la de formacién de pares de Cooper y a la simetria de éste (simetria de
apareamiento, del inglés “pairing symmetry”).

La simetria de apareamiento en los superconductores de alta temperatura critica es
uno de los temas mds controversiales. El desarrollo de técnicas experimentales que per-
miten deducir la simetria de apareamiento en estos superconductores, favorecen la simetria
de onda d (“d-wave symmetry”) en varios superconductores cupratos [5]. La mayoria de
estos experimentos (que miden: la profundidad de penetracién, el calor especifico, la
conductividad térmica, 6 que usan la fotoemisién de resolucién angular “Angle-resolved
photoemission,” la dispersién Raman, la resonancia magnética nuclear y el efecto Meiss-
ner no lineal) no son sensibles a la fase de la funcién de onda, por lo que aiin cuando
los resultados son compatibles con una simetria de onda d, no distinguen una posible
simetria de onda s extendida. Tsuei y Kirtley [5] hacen una profunda revisién de los
métodos experimentales que son sensibles a la fase de la funcién de onda (interferometria
de SQUID'[6], modulacién de juntura simple Josephson [6],(7] y magnetometria en tri-
cristales (8], basados en el efecto Josephson), estos confirman una simetria de onda d en
los cupratos. En particular, Tsuei y Kirtley usan la magnetometria en tricristales, para
concluir que el efecto de flujo cudntico semi-entero es consecuencia inconfundible de la
simetria de onda d. Sin embargo, Miiller [9] hace una distincién de los experimentos que
exploran la superficie del superconductor de aquellos que exploran el cuerpo (“bulk”).
Los primeros, sin duda alguna, dan como resultado una simetria de onda d; mientras
que los otros sugieren una componente sustancial de simetria de onda s. De este modo,
Miiller considera la posibilidad de que la simetria del apareamiento varie como funcién
de la distancia a la superficie, siendo onda d en la superficie y predominantemente s en

1SQUID es el acrénimo para el término en inglés “Superconducting QUantum Interference Device”
(dispositivo superconductor de interferencia cudntica), es el detector mds sensible conocido en ciencia.



el “bulk” del superconductor. A lo largo de este trabajo supondremos que la simetria del
apareamiento es s.

Resena histérica de la superconductividad. Uno de los acontecimientos mas no-
tables del siglo XX fue el descubrimiento del fenémeno de la superconductividad, que es
observado en una gran variedad de materiales y esta definido por dos hechos: la desapari-
cién de la resistencia eléctrica del material por debajo de cierta temperatura llamada tem-
peratura critica T de transicién superconductora y la expulsién del interior del material
de cualquier campo magnético externo, es decir, el material se vuelve perfectamente dia-
magnético. El estado de resistencia cero fue observado en el mercurio sélido por primera
vez en 1911 por el fisico danés Heike Kamerlingh Onnes [10]. En 1908 Onnes habia
logrado licuar el helio alcanzando temperaturas tan bajas como 4 K y que le permitia
hacer experimentos nunca antes llevados a cabo. Uno de ellos fue medir la resistencia
eléctrica como funcién de la temperatura en el mercurio a bajas temperaturas. Onnes
noté que la primera desaparecia alrededor de 4.2 K. Una investigacién posterior realizada
por Meissner y Ochsenfeld en 1933 [11] demostré que los materiales superconductores en
el estado de resistencia cero expulsan de su interior cualquier campo magnético externo
cuya intensidad no rebase la del campo magnético critico, arriba del cual no es posible
alcanzar el estado superconductor.

Desde el descubrimiento de la superconductividad se ha hecho un gran esfuerzo para
entender este fenémeno, tal es asi que hasta la fecha han aparecido numerosas teorias
que intentan explicarlo. Podemos mencionar las teorias fenomenolégicas de los hermanos
London [12] que explican el efecto Meissner, la de Ginzburg-Landau [13] que se basa en la
teoria de fenémenos criticos de Landau y teorias que relacionan la superconductividad con
la condensacién de Bose-Einstein [14] (primeros modelos Bosén-Fermién de la supercon-
ductividad que no presentan “gap”). Sin embargo, ninguna de estas teorias explican de
manera satisfactoria los hechos experimentales que presentan los llamados superconduc-
tores convencionales (los elementos superconductores se muestran sombreados en la Tabla
periddica de la Fig. 1.1). No fue sino hasta 1957, cuando el trabajo de John Bardeen,
Leon N. Cooper y J. R. Schrieffer (BCS) apareci6, que se explicé de manera microscépica
la superconductividad. La teoria de BCS explica los siguientes fenémenos relacionados
con el estado superconductor en los superconductores convencionales: la transicion del
estado normal (liquido de Fermi) al estado superconductor es una transicién de segundo
orden, la desaparicién de la resistencia eléctrica, el efecto Meissner, la presencia de un
“gap” en el espectro de las cuasi particulas relacionado con el calor especifico, y el efecto
isotépico. Esta teoria ha sido tan exitosa que predice satisfactoriamente los resultados
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Figura 1.1. Tabla Pcriddica de los clementos (tomada del sitio en internet
www.superconductors.org) donde se indican los clementos superconductores.

experimentales observados en la mayoria de los superconductores de baja temperatura
critica, llamados superconductores convencionales. Por ejemplo, uno de los resultados de
la teoria BCS es la famosa razén de la brecha de energia a temperatura cero a la tem-
peratura critica 2A(0)/kpT, =~ 3.53, que para el cadmio es 3.2, para el zinc 3.2, para el
aluminio 3.4, para el estafio 3.5 y para el niobio 3.8, comparan satisfactoriamente (en otros
superconductores convencionales, particularmente el mercurio y el plomo, la discrepancia
teoria-experimento es considerable, por lo que la teoria BCS tuvo que ser extendida para
tomar en cuenta el acoplamiento fuerte en estos materiales, esto fue realizado por Eliash-
berg [15] a través de las ecuaciones que llevan su nombre?). Bardeen, Cooper y Schrieffer
recibieron el premio Nobel de Fisica en 1972 por su trabajo en superconductividad.

En 1986 se creia que la superconductividad estaba totalmente explicada y que la
maxima temperatura critica que un superconductor podria alcanzar seria del orden de
45 K (aunque el record lo poseia la aleacién Nb3Ge con 23 K). Sin embargo en ese
ano J. G. Bednorz y K. A. Miiller [17] hiceron un descubrimiento trascendental cuando

2Un ejemplo de las aplicaciones del formalismo de Eliashberg en los clementos superconductores es
dadlo en [16].
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Figura 1.2. Crafica donde se muestra el dramatico ascenso de la temperatura critica
a partir de 1986. Datos tomados de la Ref. [23]

observaron que para los materiales llamados cerdmicos del tipo La-Ba-Cu-O (en particular
los compuestos Las_,Ba,Cus0s3-,)) se volvian superconductores a T, ~ 35 K. Esto fue
el inicio del descubrimiento de otros materiales de estructura similar, que tienen tempera-
turas criticas tan altas como 164 K (para el sistema HgBaCaCuO a altas presiones), record
que se mantiene desde 1993 (ver Fig. 1.2). Por su trabajo Bednorz y Miiller recibieron el
premio Nobel en fisica un afio después.

Con el mismo criterio que usa la teoria BCS para explicar a los superconductores
convencionales, la comunidad cientifica se encontré incapaz de explicar los nuevos super-
conductores. Por lo que inmediatamente se inicié la biisqueda de nuevos mecanismos que
llavan a la superconductividad manteniendo la teoria BCS [18],{20], y/o de nuevas teorias

que generalizan la de BCS, mismas que no acaban de explicar atin la nueva superconduc-
tividad.

Los primeros modelos bosén-fermién. La primera sugerencia que considera la con-
densacion Bose-Einstein (BEC) como una explicacién de la superconductividad, asi como
para la superfluidez en el helio liquido, la dio London [21] a finales de los afios 30. En
el helio liquido (*He) la idea fue muy atractiva ya que los dtomos del *He obedecen la



estadistica de Bose-Einstein. Sin embargo, esto no fue asi para los materiales superconduc-
tores, ya que los electrones siendo fermiones, no satisfacen la estadistica de Bose. De este
modo, la condensacién Bose-Einstein como explicacién de la superconductividad no fue
tomada en serio sino hasta iniciados de los anos 50, cuando independientemente Ginzburg
[22] (en la ex-Unién Soviética), Feynman (23] (en los Estados Unidos) y Schafroth [24] (en
Australia) demostraron que el gas cargado de Bose en la fase condensada exhibe un com-
portamiento magnético similar al efecto Meissner®. Schafroth junto con Butler y Blatt
[14] siguieron adelante y desarrollaron la teoria del equilibrio cuasi-quimico entre elec-
trones y pares de electrones, donde estos 1ltimos son considerados como cuasi-moléculas
que satisfacen la estadistica de Bose. Asi, intentaron dar una explicacién de la super-
conductividad en términos de una condensacién del tipo BEC pero con la desventaja de
tener ausente el “gap” electrénico de energia. Posteriormente, en 1989 Friedberg y T.D.
Lee (28] desarrollaron un modelo para describir los entonces nuevos superconductores de
alta temperatura, basado en el hecho de que éstos presentan una longitud de coherencia
mucho més pequefia que los superconductores convencionales [29],[30] sugiriendo que los
pares de electrones o de huecos en estos materiales pueden ser aproximados por un cam-
po bosénico local. Considerando tanto el campo bosénico como el campo fermiénico, el
modelo bosén-fermién de Friedberg y Lee relaciona el “gap” de energia fermiénico con
el condensado bosdnico del estado de momento cero. Modelos bosén-fermién posteriores
[31]-[33] que consideran la mezcla binaria ideal de un gas de Fermi y un gas de Bose
describen la transicién superconductora a partir de la fase normal debido a la carencia
de “gap” de energfa. Todos estos modelos bosén-fermién tienen la desventaja de no con-
siderar los pares de Cooper de agujeros que por consistencia deben considerarse, ademds
de que éstos tienen un notable efecto en los superconductores, por ejemplo, en el estado
normal: los cupratos que son contaminados (“doped”) con agujeros tienen temperaturas
criticas del orden de seis veces més altas que los contaminados con electrones [34]; més del
80% de los elementos superconductores convencionales, tienen coeficiente Hall positivo,
lo que significa que los agujeros son los portadores de carga; y que cerca del 90% de los
elementos metdlicos no magnéticos que no son superconductores, son los electrones los
que portan la carga.

El modelo completo bosén-fermién de la superconductividad. En este trabajo
se usa el modelo completo bosén-fermién de la superconductividad [35],[36] (CBFM de
sus siglas en inglés, llamado completo en el sentido de que no se ignora a los pares de
Cooper de agujeros), para calcular la temperatura critica de transicién superconductora

3Para una breve discusién de este hecho ver Refs. [26],[27]
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T. y el objetivo general es contribuir a generar un modelo de la superconductividad capaz
de describir tanto la superconductividad convencional como la de alta temperatura critica
sin abandonar el mecanismo de apareamiento electrén-fonén. Ademaés, pretendemos cono-
cer y sentar las bases para predecir las caracteristicas de los posibles superconductores
a temperatura ambiente. Esto a pesar que se ha dicho que con el mecanismo dindmico
electrén-fonén de formacién de pares de Cooper, las temperaturas maximas de transicién
superconductora (calculadas con la férmula de BCS, T. ~ 1.136pe~"/*) son < 45 K,
debido a que los valores tipicos de la temperatura de Debye son ©p = hwp/kg ~ 300K y
a que valores del pardmetro de acoplamiento A = N(Er)V no sobrepasan 1/2 (Ref. [37]
y Ref. [26] pag. 204). Asi, para conseguir T.'s més altas se tiene que recurrir a otros
mecanismos electrénicos de apareamiento tales como: magnones, excitones, plasmones u
otros [38]. El hecho de mantener el mecanismo de apareamiento fonénico en los supercon-
ductores de alta temperatura critica (principalmente en los sistemas cuasi-bidimensionales
llamados cupratos) se encuentra sustentado en la evidencia experimental de los trabajos
de Lanzara et al. y Kulic [1],[4] donde se argumenta que el mecanismo dominante de
apareamiento es el electrén-fonén. .

Los grados de libertad bosénicos del CBFM representan los pares de Cooper de dos
electrones (2e-CPs) y/o de dos agujeros (2h-CPs) (en pleno contraste con las pares de
BCS, los CPs pueden considerarse como bosones pese a que se ha dicho lo contrario
Ref. [39] pdg. 38), mientras que los grados de libertad fermidnicos estdn dados por los
electrones desapareados. Del CBFM resulta la teoria BCS y la BEC como casos especiales,
por lo que la superconductividad estd intimamente vinculada con la BEC contrariamente
a lo que se ha dicho [40]. Incluso en el caso 2D, del que se ha dicho que la BEC no es
posible [41],[42].

Las energias £k, de los 2e(2h)-CPs, como funcién de su momento K, se obtienen
cuando se resuelve la ecuacién de eigenvalores de Bethe-Salpeter que considera tanto
2e-CPs como 2h-CPs de manera consistente. Como resultado, £k esta definida por el
momento total (6 de centro de masa) K, que a orden dominante resulta lineal £x o« K
(en vez de cuadrética [43] o K2K?/2(2m) y distinta del modo actistico de Anderson-
Bogoliubov-Higgs [43]). El CBFM incluye los CPs con K # 0 (distintos de aquellos que
representan estados con flujo de corriente neta distinta de cero [44]) y no sélo los pares
con K = 0 que, como la teoria BCS, toma en cuenta para dar una descripcién de la
superconductividad [45].

En el Capitulo 2 se describe brevemente la teoria microscopica de la superconductivi-
dad de 1957 formulada por Bardeen, Cooper y Schrieffer. En el Capitulo 3 usamos el
hecho de que los pares de Cooper son bosones para describir la temperatura de transi-



cién superconductora en términos de la temperatura de condensacién Bose-Einstein de
los pares. En el Capitulo 4 usamos la teoria BCS-Bose “crossover” para calcular entre
otras cosas la temperatura de transicién superconductora. En el Capitulo 5 se discute el
modelo bosén-fermién completo (donde los pares de agujeros no son ignorados) y se usa
para calcular la temperatura de transicién superconductora. En el Capitulo 6 damos las
conclusiones.



Capitulo 2

2 La Teoria BCS

En 1957 fue publicada la teoria microscépica de la superconductividad (teoria BCS) hecha
por Bardeen, Cooper y Schrieffer [46], esta teoria explica satisfactoriamente los supercon-
ductores convencionales. En ésta el concepto de pares de Cooper (estados ligados de dos
electrones) es fundamental. En 1956 Cooper descubrié que dos electrones pueden formar
un estado ligado por arriba del mar de Fermi, aun cuando la interaccién atractiva entre
ambos sea muy débil ([47], ver seccién A.2 del Apéndice A).

El mecanismo que permite el apareamiento de dos electrones en los superconductores
convencionales, es la interaccién electron-fonén. Fue Frohlich el primero en sugerir que
dicho mecanismo da origen a la superconductividad, creencia basada experimentalmente
en el efecto isotépico. Dado el cardcter fundamental y general de la teoria BCS, ésta puede
aplicarse considerando otros mecanismos de apareamiento sugeridos que dan origen a la
superconductividad. Maés atin, la teoria BCS se fundamenta en principios tan generales,
que ha sido usada y extendida a otros campos de la fisica como materia nuclear y fisica
de altas energias [48]-[51].

2.1 La concepcién de apareamiento

Parece ser que hasta ahora hay un consenso general entre la comunidad cientifica que
acepta que el ingrediente principal en el fenémeno de la superconductividad es la formacién
de estados ligados de dos particulas, llamados pares de Cooper®. Y es exactamente en
los pares de Cooper (CPs) donde la teoria BCS encuentra sus cimientos. Cooper, al
descubrir que dos electrones que interactian atractivamente arriba del mar Fermi pueden
formar un estado ligado, sin importar que tan pequeria sea la intensidad de la interaccién,
descubre que el estado base del liquido de Fermi es inestable bajo la formacién de pares
de Cooper, es decir, el sistema tiende a disminuir su energia a través de la formacién de
CPs. Basados en esta idea, Bardeen, Cooper y Schrieffer son capaces de construir un
estado base variacional capaz de describir el estado superconductor.

‘En este trabajo consideramos que los pares de Cooper son bosones como es sugerido en el Apendice

B.



2.2 El estado base superconductor

Un sistema capaz de presentar superconductividad es modelado por un gas de fermiones
interactuantes a través de su repulsién coulombiana mas la interaccién electrén-fonén, de
tal forma que su hamiltoniano queda dado por

H = Z €xfiieo + Z lex| (1 = fiko) + Heow (2.1)

k (k>kp) k (k<kg)

2
+1 E 2hwq | My a'lt‘-q,a’ ay o' a‘L-q—q‘oak.r:
2 kk.q (ex — Ekﬂ')z = ('ﬁwq)z

a0’

posteriormente simplificado para ser uasado en la teoria BCS [46]. En (2.1) a{la. Qo SON
operadores fermidnicos de creacién y aniquilacién respectivamente que satisfacen

{onotlon} = ot + ol = Bt 22)
{ako aK0} = kot + Ak orake =0 (2.3)

t 1 t t
{ak,o'ak'.a‘} A g alyy + a'L‘,a’a'k,o =0,

ke = aLaak_g es el operador fermi6nico de mimero y € es la energia de los electrones con
vector de onda k (que caracteriza los estados energéticos de los electrones en el potencial
periédico generado por la red de iones), medida a partir de la energia de Fermi Ep.
El primer (segundo) término estd relacionado con la energia de los electrones (huecos)
cuyos estados con vector de onda k, son de energia mayor (menor) que la energia de
Fermi; el tercer término contribuye a la energia debido a la interaccién coulombiana
efectiva entre los electrones. El ltimo término es la energia de interaccién electrén-
electrén inducida por el intercambio de fonones, donde |M,|* o /i/2w, es el elemento de
matriz de la interaccién electrén-fonén [52] y fuw, es la energia del fonén que interviene
en el proceso de dispersién. La interaccién que produce la diferencia en energia entre la
fase normal y la fase superconductora proviene del intercambio virtual de fonones y la
repulsion coulombiana de los electrones. Basada en el resultado de Cooper, la teoria BCS
se concentra solamente en aquellos términos de (2.1) para los que la interaccion efectiva
(Coulombiana mas electrén-fonén) entre dos electrones estd dada por la dispersién de un
par de electrones en el estado de momento y espin (k T,—k |) al estado (k' T, -k’ |). De
este modo la interaccién efectiva entre dos electrones es escrita como

1 Z 4me? 2hwi—i | My—|* t (2.4)

i
A 10,10k, | Bk, T
267 | (k-K)? (5k — )T = (hp—p)? | TR
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donde 4me?/(k — k')? es la intensidad de interaccién coulombiana entre dos electrones
por unidad de volumen. Debe notarse que el segundo término de los que estan entre
paréntesis cuadrados en (2.4), que corresponde al cuarto término de (2.1), es negativo para
aquellas energias que satisfacen |ex — €| < hwi_p, implicando una parte atractiva en la
interaccion efectiva. BCS hace la suposicién (que después es confirmada) que los estados
electronicos de interés son aquellos que estan muy cerca de la superficie de Fermi tales que
lex — €x| < hwp—pe. Por lo que el criterio de BCS para describir la superconductividad, se
obtiene cuando la intensidad de la interaccién atractiva efectiva entre dos electrones, con
energias muy cerca la superficie de Fermi, puede sustituirse por la siguiente intensidad de
interaccion promedio

_ [4nét  2IM,}
-V= <q—2—ua-— Pr{o, (25)

donde & o
Ne = [ [ G G-k LIXIK T,-K 1),

d es el elemento de dngulo sélido y las integrales se evalian en |k| = |k'| = kg con kr el
momento de Fermi.

Con estas aproximaciones, BCS asume, en vez de (2.1), el siguiente hamiltoniano
reducido

H.g= Z fkﬁkr + Z |fk| ﬁ—k[ - Z Iiya{‘,na_k:_]_a'_k.lam, (25)
K (k>kf) k (k<kg) kK

e introduce los operadores de pares 5{, by (llamados en este trabajo de BCS, definidos en
el Apéndice B por (B.2) y que satisfacen (B.6), (B.7) y (B.9)), que respectivamente crean
y aniquilan un par de electrones uno con momento k y espin 1 y otro con momento —k
y espin | . En términos de éstos, (2.6) se escribe como

Hea=2 Y (ex—Ep)blb+2 Y |(ex— Ep)lbibl — 2> Viwblh,  (27)

k (k>kp) k (k<kg) ke k!

donde hemos puesto explicitamente que la energia de los fermiones estd referida el la
energia de Fermi Ep.
Con H,.q, BCS proponen el siguiente estado base variacional dado por

|Wes) = H (uk +vkaL_TaT_,‘.l) |0}, (2.8)
k

10



donde los coeficientes ug, vx (llamados también coeficientes de Bogoliubov) se escogen
reales® y satisfacen uf + v} = 1. Donde v} representa la probabilidad de que el estado del
par de electrones, uno con momento k y espin T y otro con momento —k y espin | esté
ocupado y u} = 1 — v} la probabilidad que esté desocupado.

2.3 La ecuacion de la brecha de energia

Para encontrar los coeficientes uk, vx que aparecen en la funcién de onda variacional del
estado base minimizamos el valor de expectacién de H,.q en |¥¢g) respecto de vi. Primero
tenemos que

Ey = (Ves| Hred|¥es) (2.9)
=2 Y (x-Ep)vi+2 Y |(ex—Er)lu} (2.10)

Kk (k>kg) k (k<kg)
— Z Vi wvrusvpuy (2.11)

kK
y resolviendo 5
Eq

e —— 2.12
5 =0 (212)

se obtiene la siguiente ecuacién para vy

w1 -7 _ 2w Virow /1 - v ) (2.13)

1- 207 2(ex — Er)

ﬂ;— — s EV’C.*'U’CW / 1- U%r} (2]4)
K

y resolviendo para v se obtiene la siguiente ecuacién de auto-consistencia llamada ecuacién
del “gap”

Definiendo

Ap=— Vir B (2.15)

W@ 2y/(ew - Brp) + A%

5Debido a que la funcion de onda (2.8) no conserva el niimero de particulas esta eleccién siempre
puede hacerse [53].
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Ademas, se encuentran los coeficientes de Bogoliubov dados por

T — % T ek ‘ (2.16)
(ex — Er)? + A2

RN PR = N (2.17)
2 (ex — Br)* + A2

Usando el modelo de interaccion electron-fonén de BCS

~V si Bp — hwp < h2k?/2m, h?k2/2m < Ep + hwp
Vierr = (2.18)
0 otro caso
en (2.15), se tiene &
Bp=V) ' - (2.19)

@ 2\/(ew - Br)’ + 0%

donde la suma primada indica sumar sobre toda k’ que satisface la condicién en 2.18. De
esta tiltima expresién se deduce que Ax = A no depende més de k y obtenemos

1 1

== ) (2:20)
V' o /e— Bl 4o
reemplazando la suma por la integral y considerando que Er > hwp tenemos
WD, ohupe, (2.21)

s

donde A = VN(Eg) y N(EFr) es la densidad de estados evaluada en la energia de Fermi.
La ecuaci6n (2.15) se generaliza a temperaturas finitas minimizando ahora la energia
libre de Hembholtz, obteniéndose [46]

N \/(ew — E 24 AL
Ay = Vi A tanh (e i 2 , (2.22)
@ 2y/(ew — Er) + O} B

donde la A, ahora depende de T. Usando (2.18) tenemos otra vez que Ay = A, por lo que
al pasar la suma a una integral y poniendo A(T,) = 0 en la temperatura critica obtenemos
la ecuacion

(2.23)

hwp [2kpT: t h
1= f dz—22
0 T
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En el limite de acoplamiento débil la Ec. (2.23) puede resolverse para kg7, dando como

resultado 967
ksT. = Tmpe—‘“, (2.24)

donde « =~ 0.577216... es la constante gamma de Euler. De aqui, uno obtiene el cociente
universal de BCS 200) 2

w

e e 3.53, (2.25)

que caracteriza, con “buena” concordancia experimental, a los superconductores con-

vencionales (ver Tabla 2.1). La teoria BCS explica bien los hechos fundamentales que

ocurren en los superconductores convencionales, principalmente, el crecimiento exponen-

cial del calor especifico en la fase superconductora, relacionada con la aparicién de una

brecha de energia en el espectro de las excitaciones del superconductor y el efecto isotopico

relacionado con el mecanismo fonénico de formacién de pares de Cooper.

Elemento T.[K] | 2A/ksT.
Cadmio (Cd) | 0517 | 3.2
Zinc (Zn) 0.85 32

Aluminio (Al) | 1.175 34
Estafio (Sn) |3.722 | 35
Mercurio (Hg) | 4.154 4.6
Plomo (Pb) 7.196 4.3
Niobio (Nb) | 9.25 3.8

Tabla 2.1. Valores experimentales de la temperatura de transicién superconductora
y el cociente universal 2A/kgT, (=~ 3.53 para BCS) para algunos elementos supercon-
ductores.

2.4 Limitaciones

La teoria BCS tiene éxito para describir cualitativamente a los superconductores con-
vencionales, sin embargo, cuantitativamente el éxito es moderado, pues a excepcién del
aluminio y estano, hay una discrepancia notable con los valores experimentales (ver Tabla
2.1). Esto se debe principalmente a dos aproximaciones fundamentales en la teoria: a)
la interaccién efectiva entre dos electrones es atractiva y constante —V alrededor de la
energia de Fermi Ep y b) cuando fwp < Ep la densidad de estados N(e) se sustituye

13



por la constante N(EF). Con estas limitaciones, la teorfa BCS falla cuando es aplicada
a los superconductores de alta temperatura critica. Si se usan los valores tipicos de hwp
encontrados en los superconductores de alta T. (cupratos) y el valor limite de A < 1/2 [37]
uno encuentra que la maxima temperatura critica es del orden de 45 K. Otra limitacién
muy poco reconocida es el hecho de que la teoria BCS, para valores de A fisicamente
aceptables, estd restringida al caso particular de simetria perfecta de igual nimero de
pares de electrones y pares de agujeros, como lo sugiere la deduccién heuristica de la
ecuacién del “gap” de BCS dada en el Apéndice C.
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Capitulo 3

3 Condensacion Bose-Einstein

Ha habido en la literatura numerosos intentos de describrir el fenémeno de la superconduc-
tividad como una condensacién Bose-Einstein [12],[14],[28]. Estos estan fundamentados
en el hecho de que el ingrediente principal para la superconductividad es la formacién
de pares de Cooper (estados ligados de dos fermiones) y, aunque no completamente re-
conocido, que estos dltimos pueden ser considerados como bosones (como se sugiere en
el Apéndice B). La idea “maés sencilla” o quizd més inocente es imaginar al sistema de
N electrones que interactian mutuamente formando un sistema ideal de N/2 bosones
y aplicar la férmula para calcular la temperatura critica de condensacién Bose-Einstein.
Esto ocurre por ejemplo, dentro del esquema BCS-Bose “crossover” (como se discute en el
Capitulo 4) cuando la intensidad de interaccién atractiva de los fermiones es grande y/o la
densidad es baja de tal modo que el niimero de pares de agujeros puede ser despreciable®.

3.1 Temperatura critica de condensacién Bose-Einstein para un
gas de bosones con relacién de dipersiéon £ = C; K*

Si consideramos que los pares de Cooper son bosones, surge de manera natural la pregunta
icudl es la temperatura de condensacién de un gas ideal de pares de Cooper? De la
estadistica de Bose se tiene que el niimero total de particulas estd dado por

1
Np = ; eBléx-pp) _ 1’ (3.1)

donde 3 = 1/kpT, up(T) es el potencial quimico bosénico que por conservacién de Ng
depende de T. Se puede demostrar que por debajo de cierta temperatura T, llamada
temperatura critica de condensacion, el estado base (Ex-p = 0, donde Ex es el espectro
de energia de los bosones que depende sélo de K') surge con una ocupacién macroscopica.
T. queda definida por las dos siguientes condiciones: ug(T) = 0 paratoda T < T, y

SEl niimero de pares de agujeros dado por 237, u?, con k tal que 0 < £, < u y u? dada por (C.6),
es muy pequeiio (incluso cero), en el limite de acoplamiento fuerte. En este limite, el potencial quimico
1t es negativo y se alcanza la “bosonizacion” completa de los pares [54] cuando v? < 1 para toda k (v}
estd dada por (C.5) en el Apéndice C).
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Np4+(T:) = Np para toda T > T, donde Np(T') = 3 x4 [PEx=nn) — 1] ! es el mimero
total de bosones que ocupan los estados excitados. En d dimensiones

> — (%)d f ‘K, (3.2)

K

de tal modo que la férmula general para la temperatura critica de condensacién T, de un
gas no interactuante de bosones en d-dimensiones cuyo espectro de energia es de la forma
Ex = Cs K*, con s > 0, se obtiene de la expresién (3.1) para el niimero de particulas

I8 1
~ 2n)d f ddKexp [C.K*/ksT] -1

Usando el resultado (F.18) de la seccién F.2 del Apéndice F, tenemos que la densidad de
niimero de bosones es

_ NB B 1 00 Kd—:l
"8 = d = ST j,; K G K kT =1 )
(ksTe)"'* T(d/s)gass(1)
24-17d/21(d/2)sCE/*

Np (3.3)

de la cual se obtiene [55] que

o [2d-lxmr{d,'2)s ]”“ 35)

*T ks | T@/9)gan() "

Aqui, g,(2) es la funcién usual de Bose [56]. En particular g,(1) coincide con la funcién
zeta de Riemann ((o) siempre y cuando ¢ > 1; para 0 < ¢ < 1 se tiene que g,(1) diverge,
por inspeccién. La ecuacién (3.5) es vélida para todad > 0y s > 0. En el caso que
s =2,y Cy = I?/2mp, es decir, para el caso en que los bosones se mueven en el vacio con
relacién de dispersién £x = h*K?/2mp, donde mp es la masa de los bosones, la ecuacién
(3.5) da como resultado la expresién bien conocida para la temperatura critica de BEC

en 3D ” "
L= LG‘g” ~ 3. 1h—nf,fa, (3.6)

ksmg [¢(3/2)]/° kpmg

El considerar a los antibosones trae consecuencias profundas en la temperatura critica
de la BEC como se muestra en el siguiente ejemplo (ver detalles Apéndice E). El gas ideal
relativista de bosones en 3D a muy altas temperaturas, donde aparecen tanto bosones
como sus antiparticulas a través de la produccion de pares particula-antiparticula [57],
la temperatura de condensaciéon que se obtiene, al imponer que en este sistema es la
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carga total la cantidad que se mantiene constante, es decir, N — N = constante y no
simplemente N = constante como usualmente se hace (donde N es el nimero de bosones
con carga ¢ y N es el nimero de antibosones con carga —q), es distinta en un caso del
otro. En el limite ultrarelativista del primer caso (N — N = constante) se tiene [57] que
kpTVR-B4 ~ 1.73 [AScn/mp)"* mientras que en el segundo ksTVAB ~ 2.02hcn'/®. En
el limite de masas muy pequefias la dependencia en mg de TV %54 hace que TVR-84 >
TYH-B para T suficientemente alta. Este ejemplo muestra las profundas consecuencias de
incluir o no incluir las antiparticulas (andlogas a los agujeros en el caso no-relativistico).
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Capitulo 4

4 BCS-Bose “crossover”

El descubrimiento del superconductor La-Ba-Cu-O de alta temperatura critica (T, ~ 35
K) por J. G. Bednorz y K. A. Miiller [17] en 1986 atrajo de nuevo la atencién hacia la
superconductividad, primero por que se habia superado la maxima temperatura critica
conocida para los superconductores convencionales (23 K para la aleacién NbzGe donde el
mecanismo de formacién de pares de Cooper se supone ser la interaccién electrén-fonén),
luego porque estos nuevos materiales superconductores no metalicos presentan una longi-
tud de coherencia (o didmetro de los pares) méas pequena que la de los superconductores
convencionales. Puesto que el cuanto de flujo magnético en estos nuevos superconductores
[58] sigue siendo hc/2e, donde h es la constante de Planck, c la velocidad de la luz y e la
carga del electrén, los portadores de carga siguen siendo pares de fermiones con carga 2e,
ademds de electrones individuales, asi que se puede seguir considerando sélo mecanismos
de formacién de pares de electrones. A partir de esto, se sugieren diferentes mecanismos
de formacién de pares de Cooper y puesto que estos mecanismos ain se encuentran en
debate se recurre a una teorfa que no depende de dicho mecanismo de apareamiento [59]-
[61]. En esta teoria, la temperatura critica y otras propiedades superconductoras pueden
ser calculadas como funcién de la intensidad de interaccién atractiva entre dos electrones,
sin importar los detalles del mecanismo dindmico que da origen a tal interaccién.

Puesto que en los nuevos superconductores hay evidencia de brecha superconductora, el
formalismo de BCS sigue siendo aplicable aiin cuando éstos presentan 2A /kgT, = 8, lo que
podria sugerir acoplamiento muy fuerte. En el limite de acoplamiento fuerte la longitud
de coherencia es muy pequefia y se dice que el sistema estd en la region de Bose, region
de bosones bien separados entre si [62]. En el limite de acoplamiento débil la longitud de
coherencia, por el contrario es muy grande y se dice que el sistema se encuentra en la regién
de BCS donde se tienen pares de Cooper traslapados (ver Fig. 4.1). Para acoplamiento
entre los limites de BCS y Bose (region de “crossover”) la longitud de coherencia es del
orden de aquella que se presenta en los superconductores de alta temperatura critica. Ha
sido ampliamente discutido que en el limite de acoplamiento fuerte (limite de Bose), los
pares estan fuertemente ligados y su tamano en el espacio de configuracién es pequefio,
tal que son considerados bosones sin mayores problemas. Sin embargo, como es sugerido
en el Apéndice B, los pares de Cooper son bosones independientemente de su tamano.
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acoplamiento débil acoplamiento fuerte
kE>>1 kE<<1

ke E~ 1 o o

«— Crossover— O

Figura 4.1. El BCS-Bose “crossover” considera la transicién continua de la regién
de Bose donde la longitud de coherencia es muy pequefia (acoplamiento fuerte) a la
regién de BCS donde la longitud de coherencia es muy grande (acoplamiento débil).

4.1 El formalismo BCS-Bose “crossover”

El método variacional de BCS, que usa como funcién de onda variacional |¥gs) =

I1 (uk +v;¢a£‘ra'_k_l_) |0) para encontrar el estado base superconductor de un sistema
k

de fermiones cuyo hamiltoniano es H = Ek', ekaL’,ak.a + Zk,k'.q Vi ya{‘ +q!=,rai—k +a/2.L %
G_k+4q/2,|@k+q/2,1, 1O lleva a resolver dos ecuaciones acopladas en p y A (potencial quimico
y “gap” respectivamente), en funcién del acoplamiento y de la temperatura. De este modo,
el estudio del “crossover” entre los limites BCS y Bose requiere de la solucién autoconsis-
tente de la ecuacién del “gap” de BCS a temperaturas finitas dada por

Ay Ew
Zm;m tanh (%T) (4.1)

y la ecuacién de nimero que proviene de N = (Ugs (3, a}",ak_,| Vgs) = 23, vf, donde
vy, es el coeficiente de Bogoliubov que aparece en la funcién de onda variacional del estado
base. A temperaturas finitas se escribe como

N= Z[ F tan h(mi})}, (4.2)

Ey = [(ex — w)® + AY"? (4.3)

donde
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a) b)

\\\ E= ‘JI('EI "HJ} +4 £ ='J—&a “Ff ‘*A}. /

U Ei B £!

Figura 4.2. La brecha de energia Egqp definida por (4.5). a) A si 2 > 0 pues en este
caso el minimo de 1/(ex — p)2 + AZ se encuentra en e = g. b) /AZ+pZsip <0

pues el minimo de \/(ex — )% + AZ? se encuentra cuando ey = 0.

es el espectro de energia de las cuasi-particulas de Bogoliubov,

h2k?
By (4.4)

u el potencial quimico, en principio distinto de la energia de Fermi Ep y Ay el pardmetro
de orden que en términos de los coeficientes ux y v (variacionales de BCS) se escribe
como Ay = Y, Vi wtwvp. Las ecuaciones (4.1, 4.2) se resuelven para Ax y p.

Dos de las propiedades del estado superconductor que nos interesa calcular son: la
energia minima a T' = 0 que se requiere para formar una excitacién de una particula
del estado superconductor, ésta es llamada la brecha (“gap”) de energia superconductora
Egap, y la temperatura critica T; en la que la brecha es cero. La brecha de energia como
funcién de la temperatura esté dada por [63]

Epy(T) = 2mine 0 { loc— WP + 53D) (@5)

en los casos: > 0y u <0, se tiene (ver Fig. 4.2)

o) =y D s 278
La temperatura critica queda definida por
Egep(T2) = 0, (4.7)
y en vista de (4.6) por
A(T) = 0. (4.8)
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4.2 Modelos de interaccién electrénica

Consideraremos el modelo de interaccién interelectrénica de BCS y la de Nozieres &
Schmitt-Rink. Este nltimo modelo de interaccién puede simular varios mecanismos dindmi-
cos posibles en superconductores como el fonénico, plasménico, exciténico, magnénico,
etc. Incluso es aplicable a la superfluidez fermiénica, como es el caso de *He [64] y de los
recientes experimentos llevados a cabo con dtomos fermiénicos alcalinos ultrafrios “°K [65]
y ®Li [66], [67]. En estos experimentos varios autores han estudiado la fase superfluida en
gases de Fermi degenerados [68]-[72] y otros han observado la BEC de bosones compuestos
de dos dtomos fermidnicos neutros [73]-[76].

4.2.1 Interaccién BCS

Consideramos la interaccién entre electrones de BCS (2.18) que modela el interaccién
efectiva electrén-electrén mediada por fonones. En la teoria BCS, la interaccién entre
dos electrones ocurre alrededor de la energia de Fermi Er en lugar del potencial quimico
1. En nuestro caso quitamos esta restriccién, pero consideramos que la cota minima del
intervalo de interaccién alrededor de y estd dada por max{0, u— fwp}. En otras palabras,
puesto que ex, & > 0, el limite inferior del intervalo de interaccién g — fwp carece de
sentido fisico si p < hwp. Asi, Vi es una constante diferente de cero —V, sélo si &, x
se encuentran en el intervalo [max{0, u — hwp}, p + hwp). Los elementos de matriz de la
interaccién (2.18) no dependen explicitamente de k, k' por lo que puede escribirse fuera
de la suma en (4.1), a saber

' Ak-r Ek.r
= et 4.
- VZ 2 " (2k3T)‘ \59)

donde la suma primada significa sumar sobre todas las k que satisfacen la condicién (2.18).
Nétese que Ay es independiente de k, por lo que simplemente escribimos A. Asi, (4.9) se

reescribe como 5
k

= 4.10

L= VZ 2Ek (QkBT) ( )

y junto con la ecuacién de mimero (4.2), que permanece igual, son las ecuaciones que
describen el modelo en términos de A y p. Haciendo la sustitucién

Z — f N(e)de, (4.11)
k
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donde N(g) es la densidad de estados, las ecuaciones (4.10) y (4.2) pueden reescribirse de
la siguiente manera

pthwp
{ =¥ i T i S — B £ (4.12)

an
24/ (e — p)? + A? 2kgT

max{0,p—fwp}

/m@N@ﬂL- il S A o a2l W (4.13)

Ve i 2kpT

En T = T, la integral que aparece en (4.12) puede resolverse analiticamente en cualquier
dimensién sélo en el limite de acoplamiento débil y numéricamente para cualquier otro
valor del parametro de acoplamiento, mientras que la integral que aparece en (4.13) puede
calcularse analiticamente sélo en dos dimensiones para cualquier acoplamiento.

Gas de electrones en 2D. Con el propésito de modelar los sistemas cupratos nos
restringimos al caso bidimensional. En 2 dimensiones la densidad de estados electrénicos
N(e) = mL?/mh? es una constante, Er = h*rN/mL? y las ecuaciones para el gap y la
ecuacion de niimero a 7' = 0 se escriben como

pthwp 1
1 = A . S (4.14)
2y/(e — p)? + A?
max{0 i~ hwp} =)
7
2B = |[de 4.15
d / [ &-pF+A4 15

donde A = N(EF)V es el parametro de acoplamiento del orden de 1/2 [37].

Para p > hwp las integrales pueden calcularse analiticamente dando como resultado
hwp

... 4.16

sinh1/) 418}

A? R,

L R N ... | S 4.17
4Ep ~ " 4Epsinh®(1/X)’ (i)

p = Ep-—

donde la 1iltima expresién se ha obtenido usando (4.17). En el limite de acoplamiento
débil A < 1 tenemos el resultado bien conocido de la teoria BCS

A ~ 2hwpe VA, (4.18)
2 2, 12
p = Ep—— — Ep—ﬁwne_2

* ~ Fp. 4.19
4Ep A0 Er J (419)
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Como estas cuatro ecuaciones son validas sélo para valores de A tales que p > hwp, de
(4.17) obtenemos que u disminuye hasta el valor fwp cuando

LYY (W S— Y 1+4%‘,‘;]ﬂl . (420)
A 2,/Er (Er — hwp) h2w?,

dandonos un valor limite de A para el cual las Ecs. (4.16)-(4.19) son vilidas. Para el
caso que g < hwp el limite inferior de (4.12) es cero y obtenemos el siguiente par de
ecuaciones implicitas para A y p

Al = (Mh’w% + A+ ﬁwp) e /A [2,u +e7 VA (Jﬁﬂwf, + A%+ rwp)] (4.21)

a‘z
=FEp— —. 4.22
H Ly (4.22)
Tras de un poco de algebra, la ecuacién (4.21) puede escribirse como
1
0 = EA‘{e“”* - 1) + (u+ e‘””‘ﬁwa)'1 - (4.23)

—% (2Kuwh + A?) (7 - 1)% 7 (u+ e"*”‘ﬁ(.un)2

y en el limite A — oo, aunque no fisico, se tiene que p — —hwp y por (4.22) que
A — 2Ep+/1+ (hwp/EFr), como puede apreciarse en la Figura 4.3 para el valor tipico de
los cupratos fwp/Er = 0.05 [77]

La temperatura critica queda definida por A(T.) = 0, las ecuaciones que determinan
Te y p(T:) estan dadas por

Fwp [2kpTe
1= Aj drtar;hx, 4> hwp, (4.24)
hwp (2kpT: h
) A/ it u < hwp, (4.25)
pmmm, 2z
£— F‘(Tc):| }
ded1—tanh | I _ o 4.26
f e {r-m [ (420

La ecuacién (4.26) puede resolverse analiticamente para u dando
w(T.) = kpT, In(eBr/knTe _ 1), (4.27)

En el limite de acoplamiento débil, es decir A < 1, el potencial quimico en T, no cambia
apreciablemente del valor Ep, por lo que (4.27) se satisface si kgT./Er < 1 y entonces
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Figura 4.3. Pardmetro de orden A y el potencial quimico u a temperatura cero
como funcién del pardmetro de acoplamiento A.

podemos usar la aproximacién (ver seccién F.1 del Apéndice F) para calcular (4.24).
Usando (F.6) obtenemos el resultado de BCS

T
kgT. = %mpe‘m, (4.28)

que comparando con (4.18) obtenemos la razén de la brecha de energia a la temperatura
critica
T~ 353 (4.29)

Usando hwp/Er = 0.05 como valor tipico para los cupratos se tiene que T, ~ 0.001TF
para A = 1/4 y T, ~ 0.0008Tf para A = 1/2. Al aumentar la intensidad de la interaccién
por medio del pardmetro de acoplamiento A, el valor del potencial quimico decrece desde
su valor en acoplamiento débil Er hasta hwp cuando A =~ 56.25 que son valores muy
grandes no fisicos para A. Para A ~ 115.42 se tiene u(T.) = 0 con una temperatura de
transicion T./Tr = 1/In(2) =~ 1.4427. Este valor de la temperatura critica coincide con el
valor de la temperatura al cual el potencial quimico de un gas ideal de fermiones en 2D es
cero. En el limite en el que A — oo tenemos que el valor minimo de p/Ep = —hwp/Er
y una cota superior para T, /Tr = 1.47846. Si aplicamos la Ec. (D.6) (donde se imaginan
todos los fermiones apareados) en este limite obtenemos que T,./Tr — o0, el cual carece
totalmente de sentido fisico. El resultado anterior manifiesta las profundas consecuencias
de considerar los pares de agujeros, pues para la interaccién modelo BCS (2.18), el BCS-
Bose “crossover” considera pares de agujeros aun para A muy grandes.
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Figura 4.4. Se muestra la dependencia de la temperatura critica y del potencial
quimico en T, (en unidades de Tr) como funcién del pardmetro de acoplamineto A,
para el potencial modelo BCS.

4.2.2 Interaccién de Noziéres & Schmitt-Rink

Ahora consideramos un gas de electrones en 2D, donde los elementos de matriz del término
de interaccidén en el espacio k entre un par de electrones es modelada por una interaccién
atractiva separable y de alcance finito [78)

Viw = —vogkgr- (4.30)
Aqui vy > 0 es la intensidad de la interaccién y g esta definida por
g = (1+ K /K32, (4.31)

donde kg es el inverso del alcance de la interaccién. Para esta forma particular de inter-
accién electrénica, la ecuacién (4.1) se escribe como

A E
Ap= ;uog,,gyﬁ’: tanh (ﬁ) . (4.32)

Notese que la razén Ay/g, es una cantidad independiente de k y por tanto una constante
que llamaremos A por lo que Ay = Agg. Junto con la ecuacién de niimero (4.2) estudiamos
el “crossoover” para los casos:
o kg — 00, es decir gx = 1, que corresponde al potencial de contacto V(r) = —upd(r),
Y

e ko = kp, es decir, cuando el inverso del alcance de la interaccién es del orden de la
distancia entre particulas.
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En el caso en que kg — o0, cuando se sustituye la sumatoria de (4.32) por la integral,
resulta que esta ultima presenta una divergencia ultravioleta. Por lo que, como se sabe
[79] para el potencial 6(r) en 2 dimensiones, se necesita regularizar la integral. En este
trabajo regularizaremos la integral utilizando la ecuacién de Schrodinger de dos cuerpos
en el vacio, de donde podemos eliminar la intensidad de la interaccién vy (que toma valores
infinitesimales para asegurar un solo estado ligado), en favor de la energia de enlace B,
de dos cuerpos en el vacio que interaccionan con el mismo potencial (ver Apéndice A).

Interaccién de alcance cero ky — co. Las funciones A y p de B; para temperatura
cero se obtienen de resolver las ecuaciones siguientes

/; (Ba+2) fo 2[(ex — p)? + A2 =0, (4.33)
ﬁ‘k%‘ﬁafﬁgﬁﬁﬁ}=”ﬁ- (4.39)

Las integrales en (4.33) pueden calcularse analiticamente, reduciéndose a calcular el sigu-
iente limite
i (e*+AY)+a B, }
(42 + A?) — u By + 20
el cual da como resultado Bs/ [(‘mil + Az}” = ,u]. Por lo que la ecuaci6n (4.33) se reduce
a B,
(w2 + 897 —

A =/B%+2By. (4.37)

Cuando se evalia la integral en (4.34) se obtiene

(4.35)

=00

=1 (4.36)

de la cual se obtiene

2 1/2
alky (% + 1) ] . (4.38)
con lo que
—A2 4.39)
Lo (

Resolviendo (4.37) y (4.39) para A y p como funcién de B; tenemos

A = \2BEr (4.40)

B = E[-"_BQ‘!"2 (441)
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Figura 4.5. La brecha de energia Eg,p y el pardmetro de orden A a T' = 0 como
funcién del pardmetro de acoplamiento By/Ep. Para p > 0 (6 equivalentemente
B3/Ep < 2) se tiene Egap/Er = 2A/Erp y 2/(u/Er): + (AJEF)? para p < 0
(B2/EF > 2). Los puntos en los que terminan las curvas se refieren a los valores de
Egap/Er y AfEp cuando By/Ep alcanza su valor méximo posible (= x/e”In2 para
el caso kg — oo y =~ 3.746 para el caso kg = kp) calculado de apartir del hecho de
que kT, es una cantidad no negativa.

que fueron obtenidas por Miyake en 1983 [80] en el contexto de la superfluidez de peliculas
de *He. El significado fisico del pardmetro de orden A en términos de B es inmediato,
la brecha de energia 2A crece conforme la interaccién entre dos electrones aumenta como
se espera (ver Fig. 4.5). Del potencial quimico obtenemos la siguiente informacién, en el
limite de acoplamiento débil donde By/Er < 1 tenemos que p ~ Ep y A =~ 0, aunque
parece que el estado normal, 4 = Er A = 0, no es afectado de manera dramatica, el
hecho que A # 0 manifiesta la fase superconductora [46],[81] dréisticamente distinta de la
fase normal. Conforme B; aumenta u puede apartarse notablemente del valor Ep (incluso
puede alcanzar valores negativos ver Fig. 4.6) y el sistema se vuelve menos degenerado
debido a la formacién de pares de Cooper. Para B,/ Er > 2 el potencial quimico se hace
negativo lo cual indica, en el contexto del trabajo hecho por Leggett [61], una transicién
al limite de Bose. Como en este caso A es independiente de k se tiene de (4.5) que (ver
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Figura 4.6. El potencial quimico p (en unidades de Ep) a temperatura cero para el
caso de alcance cero (linea en trazas) y alcance rg igual a la distancia entre particulas.
Los puntos corresponden al valor de u/Ep en el valor médximo posible de By/Ep
(= w/e"In2 para el caso kg — oo y =~ 3.746 para el caso ko = kr) calculado a partir
del hecho de que kpT. es una cantidad no negativa.

Fig. 4.2)
p>0

o 4.42
Eqap = {2\/2+A2 ©<0, W)

por lo que sustituyendo (4.40) y (4.41) se tiene que

2v2B:Er (0 < By < 2Ep)
Egop =

4
2Ep+B;  (Ba> 2Er). (4a3)

La temperatura de transicién T, es calculada, como antes, a partir de la condicién
A(T,) = 0. Por lo que necesitamos resolver las ecuaciones siguientes para u(T;) = p. y T

de €= He)
fBg+2£ 2(5__ )ta.nh (QkBTc) =0 (4.44)
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fds [ — tanh (QkBT )} = 2Er. (4.45)
0

La primera integral en (4.44) es inmediata y la segunda da como resultado In(4e*"p./

TkBT?2) + [ ok, . dxle™* [z cosh(z)] que en el limite de acoplamiento débil se reduce
a In(4e®pu./m?*kET?) (ver seccién F.1 del Apéndice F). Asi, sustituyendo en (4.44) y
haciendo un poco de algebra se tiene que

"
kaT. = =/2cBy explf (ue/ k5T, (4.46)
donde vy = 0.57722 es la constante gamma de Euler y
L] e—:!:

(4.47)

F(ue/2ksTy) = f

pe/2kpT.  TCOsShz

Haciendo la integral que aparece en la ecuacién de nimero (4.45) y un poco de algebra,
tenemos

e —
pe + 2kpTeIn [2cosh (ngTc)] 2Ep, (4.48)

una ecuacién implicita para u.. Esta ecuacién coincide con la expresién calculada en la
Ref. [82]. Sin embargo, usando la identidad 1 — tanh(z/2) = 2[e* + 1]' tenemos que
(4.45) puede escribirse como

oo

2
de = 2EF, 4.49
_U[ exp (e — pe) /ksTe) + 1 5 )

que tiene la forma del nimero total de fermiones libres a T = T.. La integral puede
realizarse analiticamente y da como resultado

ksT.In [1 +exp ( k“‘T )] = B, (4.50)
Bic

de donde se obtiene una expresién explicita para p., a saber

pe = kpTeIn [exp (kET ) - 1} ; (4.51)
B

Sustituyendo en (4.46) tenemos una ecuacién implicita para T: como funcién del pardmetro
de acoplamiento B,

2e2 Ep
kpT. = E—Bz In [exp (

T, ) - 1} explh(ksTe)], (4.52)
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Figura 4.7. Dependencia de T, (en unidades de TF) y de p(T¢) (en unidades de
EF) como funcién del pardmetro de acoplamiento B; (en unidades de Ef).

donde ahora
=2
h(ksT,) =
Infexp(Er [kpT:)-1]1/2
De este modo la ecuacién (4.51) junto con (4.52) permiten evaluar T; y p como funciones
del pardmetro de acoplamiento Bs.

Puesto que kpT. es una cantidad no negativa, se requiere por autoconsistencia de la
ecuacién (4.52) que kgT./Er < 1/1In(2) = 1.4427. Esto restringe los valores del potencial
quimico p-al intervalo [0, Er| y los de B; al intervalo entre 0 y 7/e”In2 = 2.545 (ver
Fig. 4.7). Que el valor minimo de p. sea cero es consistente con el hecho de que la
brecha de energia definida en (4.5) para valores de B, menores que 2 sea cero en T.. Con
esto podemos dar el comportamiento del potencial quimico p y del pardmetro de orden
A como funcién de la temperatura para valores fijos del pardmetro de acoplamiento B,
(ver Fig. 4.8 y Fig. 4.9). En el potencial quimico encontramos un “pellizco” (“kink”) en
T = T, ya encontrado por Van der Marel [83].

zcosh(z)
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Figura 4.8. Comportamiento del pardmetro de orden A como funcién de la temper-
atura para valores del pardmetro de acoplamiento By/Er = 0.01, 2, 2.5447.

Si se combina (4.43) con (4.52) tenemos para la razén Ey,p(0)/kpT:

Egop(0) _ 27 Er (4.53)
ksTc e7 kch In [exp {Ep/kgT:) = 1] exp {h{kBT.;)} '

SiU(B—zS?Ep,}'

Bz 27T2
=(z+%) \/ Py Y e gy g ey 1 S

si2Ep < Bp <w/e'In2.
En el limite de acoplamiento débil (B, — 0) se tiene que Er > kgT. por lo que
exp {h(kpT:)} = 1 y siendo g > 0 obtenemos el resultado bien conocido de BCS para la

razén Eg,.,/kpT,, es decir,
Egp 27

e 3.53, (4.55)

Relacién entre B; y A. Experimentalmente la cantidad que tiene significado fisico
independientemente del modelo de interaccién es la brecha de energia Egp. A T = 0
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Figura 4.9. El potencial quimico g como funcién de la temperatura para Be/Er =
0.01, 2, 2.5447.

podemos relacionar B, y A por medio de las cantidades observables Egap y p (4.17),
(4.16) y (4.40), (4.41). Igualando ya sea (4.17) con (4.41) 6 (4.16) con (4.40) obtenemos
la misma relacién entre By y A dada por
ﬁz 2
R L S
2Ep sinh*(1/X)
que se muestra en la Fig. 4.10 para tres valores distintos de hwp/Ep.

(4.56)

Interaccion de alcance finito k; = kr. Con el propésito de ir mads alld de la inter-
accién de contacto, ahora estudiamos el caso particular cuando el inverso del alcance de
la interaccidn es del orden del inverso de la distancia entre particulas. La distancia entre
particulas 79 en un gas de Fermi bidimensional, estd definida por la relacién L?/N = nrd,
donde L? es el 4rea del sistema y N = kp /27 el ntimero total de particulas con kp el
momento de Fermi, por lo que

ro = V2 kpl. (4.57)
Es decir, ponemos ko = kr donde kr es el momento de Fermi. En este caso Ay = Agi =
A[l + k*/k}]"Y2. Uno puede encontrar A resolviendo (4.1) y (4.2) simultineamente
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Figura 4.10. Relacién entre By y A para valores de fwp/Er = 0.03, 0.05, 0.07.

(poniendo T = 0), es decir

) : I 1 n[E@]
fo d£(1 +¢/Ep) (B2 +2) j; dE(l +e/Er)2E(E) " [21:31"] =0, (4.58)
B e—p EE)]\ _
j{; de {l - E)— tanh [W } =2FF, (4.59)

donde E(g) es simplemente [(€ — p)? + A%(1 +¢/Ep)~'|"/? y Er la energia de Fermi. En
este caso, el potencial quimico u a T = 0 disminuye de forma mas lenta con By y no
alcanza valores negativos en contraste con el caso donde la interaccién es de alcance cero
(ver Fig. 4.6). El méximo valor permitido de B, es determinado, como en el caso de
interaccién de alcance cero, por aquel tal que u(T,) = 0 y estd dado aproximadamente
por 3.746. En la Fig. 4.5 se mostré la dependencia de Eyqp(0) y A(0) respecto de B; en
el intervalo de validez y se observa que debido a que el valor méximo de B es mayor para
el caso de interaccién de alcance finito, Ey.p(0) y A(0) alcanzan valores mayores.

Para determinar 7. ponemos A(T.) = 0 en (4.58) y (4.59), lo que da el par de ecua-
ciones

00 de B o0 de . |E _ ,U»cl B
ﬁ (1+¢/Erp)(B2 + 2¢) _/; 2(1+¢/Er)|(e — pe)l tanh okpT. =0, (4.60)
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[ de [1 i ey € = el ] _ 2Bp. (4.61)
Li]

]C o .U-f 2kpT.
Haciendo la primera integral en (4.60), ésta se reduce a
Ep B, /w de € — fe
———In— = tanh : 4.62
By —2Er  2Er  Jo 2(1+4¢/Ep)(e — ) 2kpT. (4.62)

mientras que la integral que aparece en (4.61) ya se ha calculado, dando por resultado
la expresién explicita para el potencial quimico (4.51). Las kgT: y pe (en unidades de
Er) como funcién de B; se muestran en la Fig. 4.7 donde puede notarse que kgT./EFp es
mayor para el caso de interaccién de alcance cero para valores fijos B en el intervalo 0 y
/e’ In2.

4.3 Discusién

Esta extension a la teoria BCS no puede predecir temperaturas mas alld de las que predice
BCS cuando se usa el modelo de interaccién de BCS para valores fisicamente adecuados de
A, es decir menores o del orden a 1/2 (ver Fig. 4.11). Para alcanzar temperaturas criticas
altas uno debe recurrir a valores muy grandes (no fisicos) de A. Esto mismo ocurre para
alcanzar el limite de Bose (v < 1, para toda k [54]), donde de acuerdo con diversos
autores [78],(54] la ecuacién del “gap” se transforma en una ecuacion de Schrodinger para
el movimiento relativo de dos particulas de igual masa siempre que v < 1 para toda
k, lo cual se consigue cuando p < 0, entonces, se dice que la bosonizacién completa del
sistema se ha alcanzado, por lo que sélo los pares de particulas son los que contribuyen al
estado superconductor. Para el caso del modelo de interaccién de BCS el minimo valor de
1 es —hwp el cual no es < 0 para los valores tipicos de los cupratos por lo que el limite
de Bose no se alcanza, alin para valores muy grandes (no fisicos) de A. Asi que en el rango
de valores adecuados de A (acoplamiento débil), el BCS-Bose “crossover” estd limitado a
la simetria perfecta de igual nimero de pares particulas y pares de agujeros como puede
apreciarse del hecho que los coeficientes de Bogoliubov se parecen a la funcién escalén en
acoplamiento débil (ver Fig. 4.12). En el caso de la interaccién delta, el limite de Bose
se alcanza, segin la Ec. (4.41), cuando p ~ —B,/2 ya que By > Er.

El hecho de que en acoplamiento débil tanto pares de particulas como pares de agujeros,
en igual cantidad, contribuyen a la ecuacién del gap, proviene de la ecuacién (4.1), que a
temperatura cero puede escribirse como

Ap (ud - Ay (uk, —vd)
Vi :—— 4.6
Z 2w —u ZVM Z(Ek‘_ﬂ) ' k)
E;,!Wl Skr{jl
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tawylE - = 0.05

0.5 1

Figura 4.11. Temperatura critica de transicién superconductora T, (en unidades de
Tr) calculada a partir de la ecuacién del “gap” BCS (linea en trazas) y a partir de las
dos ecuaciones (“gap” y niimero) del BCS-Bose “crossover” (linea llena). Para valores
de A < 56.25 BCS y BCS-Bose coinciden casi perfectamente y es necesario pasar este
limite de valores de A para tener una diferencia notable entre ellas. La curva BCS
superior se determina de la Ec. (2.23) en tanto que la curva BCS inferior es su limite
de acoplamineto débil (2.24)

donde se ha usado que”Ej = (ex — p)/(u} — v?). En acoplamiento débil, v? y u} pueden
aproximarse por las funciones escalén 8(ex — p) y 8(p2— €x) respectivamente y la Ec. (4.63)
puede reescribirse como

JAYY
Z ka‘ + E N —— ew —p)' (4.64)

E*!>JJ g sk:cp

donde el primer término estd asociado a los pares de particulas y el segundo a los pares
de agujeros. Para el modelo de interaccion BCS, A, no depende de k y después de un

"Esta expresién para Ex = /{ex — )2 +AE se obtiene de las Ecs. (2.16) y (2.17)
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Figura 4.12. Coeficientes de Bogoliubov u?, v} como funcién de ex/Er para dife-
rentes valores del pardmetro de acoplamiento A = 0.01, 0.5, 39 y co. Puede observarse
que el limite de Bose (v} < 1 para toda k) no se alcanza, ni aun para valores muy
grandes (no fisicos) de A. Para el caso A = co el potencial quimico disminuye hasta

su valor minimo posible —fiwp.

poco de algebra la ecuacién (4.63) se reescribe como

1 1
].:V -‘____V H—,
L VL T

donde la suma primada del primer término significa sumar sobre k tal que p < & <
it + hwp, mientras que la suma doblemente primada del segundo término significa sumar
sobre k tal que pu — hwp < €x < p. Asi, en acoplamiento débil esta 1ltima ecuacion se
asemeja mucho a la ecuacién generalizada de pares de Cooper (ver Apéndice G) obtenida
de la ecuacién de Bethe-Salpeter (basada en el estado base del gas ideal de Fermi) que

considera tanto pares de particulas como de agujeros.
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Capitulo 5

5 EIl Modelo Completo Bos6n-Fermion de la Super-
conductividad

5.1 Descripcién del Modelo Completo Bosén-Fermion

Considerando a los pares de Cooper (ya sean de particulas o de agujeros) como bosones, €l
Modelo Completo Bosén-Fermién de la supercoductividad [35],[36] (CBFM de sus siglas
en inglés) describe la mezcla ternaria de dos gases de Bose con un gas de Fermi. El
gas de Fermi estd formado por los electrones desapareados (no ligados) del sistema; los
gases ideales de Bose estdn formados por un gas de pares de Cooper de dos electrones
(2e-CP’s) y un gas de pares de Cooper de dos agujeros (2h-CP’s). El modelo no considera
la interaccion entre electrones desapareados, la interaccién entre 2e-CP’s ni la interaccién
entre 2h-CP’s y s6lo considera la interaccién entre electrones desapareados y 2e-CP’s asf
como con los 2h-CP’s debidas a los procesos elementales de decaimiento de 2e-CP’s o
de 2h-CP’s en pares de electrones o de agujeros y los procesos elementales inversos de
formacién de 2e-CP’s (2h-CP’s) a partir de pares de electrones (agujeros) desapareados.

En el lenguaje de segunda cuantizacién sean (LL, ¥ ax s los operadores de creacién y
aniquilacién de electrones desapareados en d dimensiones que ocupan estados con momen-
to k, espin s, funcién de onda ¥y s(r) = e™*/L4/? y energia ex = i%k?/2m con m la masa
efectiva del electrén. Puesto que son operadores de fermiones satisfacen las siguientes
reglas de anticonmutacién

fonet)
{afc.a!aL'.s‘} = 0, (5.1)

{a'k.-h ak’,s“} 0,

&k.,a{.“, ks a‘ki’"fak,’ = ék’,kéa’,s:

n

1

donde by k y Oy 5 son las usuales delta de Kronecker definidas por

1 siec=¢'
Gigr= 5.2
] { 0 sioc#do'. (5:2)

Los operadores, en segunda cuantizacién, de creacién y aniquilacién de 2e-CP’s de estados
de una particula con momento de centro de masa K, funcién de onda &k (R) = e™®/L4/2
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y energia E,(K) = E.(0) + h2K?*/4m son designados con by y bk . Por simplicidad
asumimos que los 2¢(2h)-CPs corresponden a un solo estado ligado. Puesto que 2e-CP’s
son bosones, sus operadores de creacién y aniquilacién satisfacen las reglas siguientes de
conmutacién

[bxc, e | = brcbles = b = b
[bl{‘ b}(] =0, (5.3)
[bxc, b)) = 0,

Anédlogamente, ci( y ck son los operadores de creacién y aniquilacién de 2h-CP’s en los

estados con momento de centro de masa K, funcién de onda &k (R) = ®®R/L4/? y
energia E_(K) = —E_(0) + h2K?/4m que satisfacen

[r:x,c;(:] = cxck — chock = bk x,
[c;(:c;(-‘] =0, (5.4)
[ex, exr] = 0.

Nétese que E(0) (que supondremos positivas) son las energias de reposo de los 2e(2h)-
CP’s que tienen masa 2m. Ademés supondremos que los operadores de creacién y aniquila-
cién de los electrones aL,, ay, conmutan cada uno, con los de los pares de Cooper 2e-CPs
b;(, bk y con los de 2h-CPs cI(, ¢k, es decir, supondremos que los operadores aL_,, Ak s}
bi(, bk ¥ ci(, ck describen particulas cineméticamente independientes.

El hamiltoniano del modelo se puede escribir como la suma de un hamiltoniano de
orden cero Hy y la de un hamiltoniano de interaccién H;y,, es decir,

H = Hy+ Hi, (5.5)

donde el hamiltoniano de orden cero (que define el estado “normal” del sistema) es la suma
de los hamiltonianos de particula libre de los electrones desapareados, de los 2e-CP’s y
de los 2h-CP’s, explicitamente [35],[36]

Ho = Y exal ,axs+ (5.6)
k,s

+ § E4 (K)bl by — % E_(K)chex.

La presencia de los dos iiltimos miembros, explicarian los experimentos [58],(84],(85] que
detectan portadores de carga de pares en la cuantizacién del flujo magnético atrapado en
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un anillo superconductor. El hamiltoniano de interaccion H;, estd relacionado con los
procesos de decaimiento (formacién) de un par de Cooper en (a partir de) dos electrones
(especificados més adelante) dado por [35],[36]

Hoo = L7 fu(k)(al g 10l ue b + (5.7)
kK

+a—k+§K.5ak+§K,Ib;() +
+L™? Z f-(R)(@yy 3% 10 14 jK, 1 +
kK

t t t
a1 B 1K )

donde fi(k) es la transformada de Fourier de la funcién de onda interna de los pares. El
primer término describe la aniquilacién de un 2e-CP con momento de centro de masas
K, con la respectiva creacién de dos electrones de momento k + %K y -k + %K con
espines opuestos, mds el proceso inverso, es decir, la creacién de un 2e-CP con momento
de centro de masas K con la respectiva aniquilacién de dos electrones de momento k+ %K
y -—k+%K con espines opuestos. El segundo término describe el proceso de la aniquilacién
de un 2h-CP con momento de centro de masas K y la respectiva creacién de dos agujeros
de momento k + 1K y —k + 3K, con espines opuestos maés la creacién de un 2h-CP con
momento de centro de masas K y la respectiva aniquilacién de dos agujeros de momento
k+ 3Ky —k+ 3K, con espines opuestos (ver Fig. 5.1). Como puede notarse, el momento
y espin total se conserva en cada uno de los procesos anteriores asi como el niimero total
de electrones. Consideremos que nuestro sistema puede intercambiar con sus alrededores
energia y electrones. Por lo que es conveniente usar el ensamble gran-canénico, donde
las variables termodindmicas naturales son volumen L¢ = V, temperatura T y potencial
quimico g.
El potencial termodindmico correspondiente que es funcién de las variables termodinamicas

V, T, p es llamado gran potencial y estd dado por

T, L%, y) = —ksTn [Tr {eP(-1Na) }] (5.8)

donde 3 = 1/kgT , H es el hamiltoniano completo del sistema, N.,p es el operador de
nimero total de electrones del sistema, el cual estd dado por

NW e Z aL_sak.s +2 Z b{(bx -2 Z CI{CK, (59)
k,s K K

es decir, el nimero total de electrones del sistema es la suma del mimero de electrones
desapareados mds el mimero de electrones que forman estados ligados de dos electrones,
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2e-CP 2e-CP

(¢}
w

2h-CP

-

Figura 5.1. Diagramas que representan los vértices de interaccién entre un par de
Cooper de dos electrones (2e-CP) y dos electrones desapareados (arriba) y los vértices
de interaccién entre un par de Cooper de dos agujeros (2h-CP) y dos agujeros (abajo).

menos el nimero de agujeros que forman estados ligados de dos agujeros. Nétese que
de (5.6),(5.7), y (5.9) podemos concluir que el hamiltoniano H = Hy + H;n: del sistema
conmuta con el operador de niimero total de electrones Ni,.

A temperaturas T suficientemente bajas y valores definidos del mimero total N de
electrones, los pares de Cooper de dos electrones y pares de Cooper de dos agujeros que
hay en el sistema pueden condensarse en sus estados de cero momento de centro de masa
K = 0. En otras palabras, puede ocurrir una ocupacién macroscépica con Np pares de
Cooper 2e, y My pares de Cooper de 2h que ocupan el estado con K = 0.

Usando el postulado (o “receta”) de Bogoliubov [86], reemplazamos los operadores de
creacién y aniquilacién de pares de Cooper con K = 0 por Ny v My, donde Ny y
M, son el niimero de pares de Cooper con momento de centro de masas cero de 2e y 2h
respectivamente. Explicitamente, reemplazamos b}, by por v/Np y cb, ¢o por VM. Asi, el
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operador H — #Nap se puede escribir como
H - pN,, =~ z lex — 4 aL,ak_,
ks

+[E4(0) = 2u) No+ ) _ [B4(K) — 2] bicbk
K#0

+[2n— E-(0)] Mo+ ) [2n— E_(K)] ckex
K#£0

+Z[ 0 Falk) + %f-(k)} (okral sy +a-saar) - (5:10)
k

Nétese que (5.10) depende explicitamente de los pardmetros independientes Ny y M.
El operador (5.10) puede diagonalizarse usando la transformacién de Bogoliubov-
Valatin [87] dando por resultado (ver seccién F.4 del Apéndice F)

f:f = p.Nop o ZE"QI‘JQ"-’ (5.11)
k,s

+ ) [Bo(K) - 2u) blebk + > (2 — E_(K)] ek, ex
K#0

K#0
+[E+(0) = 24) No + [2u — B-(0)) Mo+ ) (& — Ex)

donde aL, ¥ ks estdn definidas en la transformacién de Bogoliuvob-Valatin (F.22). Aqui

EL(0) y E_(0) son considerados como pardmetros fenomenoldgicos del modelo y Ej cor-
responde al espectro de las cuasi-particulas de Bogoliubov

Ex = \/(ex — u)? + A2, (5.12)

N T ACTRC N ACY (5.13)

con

La termodinidmica estd completamente determinada cuando calculamos (5.8). Por
ejemplo, la presién P, la entropia S y el calor especifico C pueden determinarse a través
de K

L4’
S/Ld = —ksi(nw‘)
m—v 1

P=

9
C/L® = T?ﬁ(SfL“)_
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Los estados y valores propios de H — ,uN son ahora faciles de calcular y estan dados por

I (o)™ IT [ e *)N“l;la—;,_,\/—,—;(ck)”“ 0),
y por
ZEknk,+ ST E(K) - 26 N + Y [20 — E_(K)] My + (5.14)
K#0

K#0
+[B4(0) — 24) No+ 21 — E_(0)] Mo+ ) _ (& — Ex)
k

donde |0} es el nuevo estado de vacio definido de tal manera que ay 4|0) = bx|0) = ck|0) =
0. Entonces la Ec. (5.8) nos da que
—kpTIn [Tr { #H-#Nr)}] (5.15)
> lex—p— B - 2ksT Y In{1 + exp[-B Eul}

k K

T, L, 1, No, Mp)

+[E4(0) — 2u)No + ksT Y In[1 — exp{—B[E+(K) — 2p]}]
K+#0
+2n— E_(0)]Mo + ksT Y In[1 — exp{—B[2u — E_(K)]}].
K#0
El estado de equilibrio del sistema se obtiene minimizando Q(T, L%, u, No, Mp) respecto
de Ny y Mp manteniendo fijo el nimero total de electrones N, es decir, el estado de equi-
librio queda determinado por la siguiente tripleta de ecuaciones trascendentales acopladas

e a9 a9 a0

N am " T
de las que se obtiene
Axfy (k) Ej
d - —
VNoL2 [E4 (0) — 24 Ek: T tanh 5= (5.16)
Ak! {k) £y
VML
MoL4 2 — E_(0)] = Ek tanh T (5.17)
2Np (T) — 2M3p (T) + N, (T) =N, (5.18)

donde Ng (T'), Ng (T) y Ny (T) estan definidas por

s(T) = N(,+KZ#0{ [%—-] 1}_IEN.,(T)+NB+(T)} (5.19)
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My (T Mg+2{exp [2*” £ K)] } = M(T) + Mps(T),  (5:20)

K#0

£ — i E,;
Ny (T)= Zk: [1 - "—Ek—tanh ﬁ] : (5.21)

Las ecuaciones (5.16) y (5.17) son ecuaciones tipo “gap” de BCS mientras (5.18) representa
la conservacion de mimero de electrones, es decir, el niimero total de electrones es la suma
de los electrones que forman 2e-CPs, 2Ng(T'), menos los que forman 2h-CPs, 2Mp(T),
mas los electrones desapareados Ny(T). En el limite termodinamico, las variables ter-
modindmicas extensivas (volumen, energia interna total, el calor especifico, nimero total
de particulas) tienden a infinito de tal modo sus densidades (densidad volumétrica de
energia, del potencial termodindmico, etc.) se mantiene constante y finita. De este modo
tenemos las densidades de nimero de los pares 2e y 2h son

Ng Mg

n3=F ¥ mB=F3

respectivamente. Las ecuaciones (5.16), (5.17) y las (5.19)-(5.21) son escritas, usando
(4.11), como

Va0 -2 = [ deN(s)Af;’;*J(f) tonh 2 (5:22)
1]
Vs 21 — E_ (0)] = f dsN(s)A(;?Et )(5) tanh i(gp (5.23)
1]
_ T B(K)-2u] ™"
= -1
mp(T) = mo+ f dsM(.S){ {Q":CTE,‘;(K)} —1} . (5.25)
» E(e)
N(T) = / de N(e [ T ] mT} (5.26)

donde N(e), M(€) son la densidad de estados fermiénica (de un solo espin) y bosénica,
respectivamente, en d dimensiones. Las energias de los pares de electrones y pares de
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agujeros estan definidas por

E.(K) - 2u
2u— E_(K)

£+ EL(0) —2p,
£ +2u— E_(0). (5.27)

Il

El siguiente modelo de interaccién es el que se usa a lo largo de este trabajo

) f for }[Ex(0) - be] <& < §[E(0) + b¢]
fule) = { 0 ’ otro caso. L2}

Este modelo es en si una generalizacion del modelo de interaccién de BCS donde se
identifica ée = hwp y f = V26V donde V es la intensidad de la interaccion en el modelo
BCS.

Los pardmetros fenomenoldgicos E.(0) pueden reemplazarse por dos nuevos parametros
de energia 6¢, E; definidos por

b = 3[E4(0) — E_(0)], (5.29)
Ey = YE.(0)+E-(0)], (5.30)
de tal modo que
E+(0) = 2E; + 6¢. (5.31)
Asi, (5.28) puede escribirse como
f si By <e < Ej+ ¢,
= 5.32
f+(€) { 0 a— (5.32)
y
) f si Ef-be<e< Ej,
- = { 0 otro caso. (6-38)

Por lo que las Ecs. (5.16),(5.17) y (5.18) se escriben respectivamente como

Eg+ée _ 2 2
f yle—u tol”

be
Q[EI"!"?—#!] = _,;:{ dsN(E)2\/(e—u)2+nof2 tan W, T
be 7 ? (€ — p)* + mof?
2[p + i Efl = f de N(g) tanh T (5.35)
Ejf—te 2\/(5 — 1)’ +mof? B
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n = 2ng— 2myg (5.36)

T M) T M(€)
+2m/ & exp {[E+(K) — 2u)/ksT} —1 20[ o exp{[2n — E-(K)|/ksT} — 1 *
Ep—be ) )
Nie
ki 0[ +E LE o exp[(e — p) /ksT) + 1 *
- . VS
5 f deN(e) |1 - i tanh (E_p)2+m0f2] 3
Byse | Ve w rmop? el
Es+be B
+ _TdsN(e) 1- bl t;anh\‘(“EH'L")Q.‘-MJ'2 :
3, | le— ) +nof? o

Uno puede verificar que a partir de las ecuaciones (5.34), (5.35) y (5.36) que engloban el
CBFM uno obtiene [35]:

1) La ecuacidn del gap y la ecuacidn de nimero del BCS-Bose crossover bajo la simetria
perfecta de igual nimero de 2e-CPs y 2h-CPs, es decir ng(T) = ms(T) y no(T) =
mg(T). Para que se satisfaga ng(T) = mp(T) para toda T debe pasar que E,(K)—
2u = 2p— E_(K), por lo que usando (5.30) tenemos que pu = Ey. Asf (5.34), (5.35)
se escriben como

ptde 2 9
R f de N(e) i VE—p) +nof (537)

tanh
4 2y/(e = w)? + nof? Bl
be = j de N(e) f* N, L ) EP (5.38)
p—be 2J(€ T #)2 +* nl]fz QkBT

Haciendo el cambio de variable £ = € — p y suponiendo que de < p, las ecuaciones
tipo gap (dos primeras ecuaciones de arriba) coinciden en una dada por

be
_ N@)s? 1 VE + A2
L= e Dfd{ 2‘/52 — tanh T (5.39)
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con A? = ng f2. Mientras que la ecuacién de mimero (5.36) se escribe como

N(e)
(f f) exp[(e — p) /ksT] +1 (5.40)

u+be

putbe 2
s B + np
+N () ] de {1 - i - tanh ( 2:)3"' f §
p—be \/(E = ""]2 + nﬂfg N

que son las dos ecuaciones acopladas en A y p del BCS-Bose crossover.

2) Més atin, en el limite de acoplamiento débil uno puede despreciar A = /ngf?
por pequena y suponiendo g = Ep (como ocurre en la teoria BCS) obtenemos la
ecuacién del gap de BCS

NGETS,
= 41
1 = N(Ep)V f d s tanh Yo (5.41)
donde se ha identificado
V = f2/26¢, (5.42)

be = ﬁwp.

3) Las 2 ecuaciones del modelo bosén-fermion de Friedberg y Lee [28] cuando sblo 2e-
CPs son considerados, es decir, mo(T) = 0, f_(e) = 0 y se toma E; = E(0)/2.
Las dos condiciones que definen la fase pura de 2e-CPs nos lleva al siguiente par de
ecuaciones

Ejp+6e \/272
2 E—p) +ng
2E; + e — 2u = j de N(e / € ) (5.43)

tan

& 2\/(5 — ) +nof? At
M(E)

exp{[E+(K) — 2u)/ksT} — 1

Ey oo

N(e)
2 f*f U ol =) RaT] + 1

oo
n = 2no+2fd£ (5.44)
0

0 Eg+ée

Eg+6e _

tan
(6 — 1)* +nof? 25T

Ey
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4) En el limite de acoplamiento cero, es decir f — 0, se tiene que g = Ey + de/2 y el
modelo de Friedberg y Lee se reduce al modelo de la mezcla binaria ideal de un gas
de bosones y un gas de fermiones [33] (IBFM, por sus siglas en inglés) descrito por
la ecuacién

7 N(e)
exp [E_fkgT] -1 2‘0[& exp (e — u) /ksT) +1

n=2mny+2 /dg (5.45)
0

de la cual se calcula la fraccién del condensado ng(n,T) en el intervalo de temper-
aturas 0 < T < T.. Puesto que ng(T) = (n — nyg(T)) /2, donde

_ N(e)
ml) = Qofdgexp[(sﬂ,u)/kgT] 1"

(5.46)

se tiene que la temperatura critica [definida por ng(T) = 0] para el caso en que los
bosones en d dimensiones tienen una relacién de dispersién £ = C,K* con s > 0
queda determinada por la ecuacién

. " oodg gd_l:—l 547)
ns(Te) = 24-11(d/2)m4/2C¢ % s 0‘[ exp [E/ksTe] — 1 &

5) Esto nos lleva a la ecuacién (3.5), excepto que ahora es una ecuacién implicita
en T.. En el caso tridimensional con s = 2, C, = h?/4m, se tiene T, ~ 3.31A%x
[na(T))*® /2mpks (ver Fig. 5.2).

Procederemos ahora a calcular la temperatura critica de transicién superconductora
y construir los diagramas de fase en el plano (T,n) en 2 y 3 dimensiones cuando la
relacién de energia vs momento, del centro de masa de los pares de Cooper es cuadrética
y cuando es lineal. La temperatura critica queda determinada por la condicién A(T,) =

v o(Te) f+(e) + +/ mo(Te) f-(e) = 0 que estudiamos en los siguientes casos:

e fase pura de 2e-CPs (s+): esta fase estd definida por mg(T) = 0 para toda T y la
temperatura critica queda determinada por ng(Tesy) = 0

o fase pura de 2h-CPs (s-): esta fase estd definida por ng(T) = 0 y la temperatura
critica queda determinada por mg(Te,—) =0

e fase mizta (ss+): esta fase estd determinada por ng(Tesss) =0
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f 2e.CPs
H0+Hmt = Hcﬂl+ Hpmsefh + "

2 ecs. tipo "gap" +
sﬁ]q_psres de 1h C B F M 1 ec. de namero
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slnulria perfecta 2e = 2h -CPs sdlo 2e-CPs
ng(T) = mg(T) my(T) = 0

& ny(T)= m.(n E;=E0))2

(1 ec. "gap" + 1 ec. nﬁmero) ﬁ(T)=I.If lflls,u(T)

f=\2hay —)Ol

= u—E
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de la Temp. T) [n- n,(r)]/z ny(T.)
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T =331#°n;" T)/ka
If n>> ny(T,): r,xr,-l—[m mf:)c,mz)]’ f=0218

Figura 5.2. Organigrama donde se muestra cémo a partir del modelo completo
bosén-fermién se obtienen, como casos particulares, la ecuacién del gap de BCS por un
lado y la férmula (ahora implicita) de la temperatura de condensacién Bose-Einstein
por otro.
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o fase mirta (ss-): esta fase estd determinada por mg(Tess-) = 0.

La temperatura critica, el potencial quimico entre otras, son calculados como funcién
del pardmetro n/ny, donde n es la densidad de electrones y ny por definicién relacionada
con Ey via la Ec. (5.30) para valores fijos tipicos de los cupratos [77] hwp/Er y A =
N(EFr)V.

5.2 El CBFM en 3D

La densidad de estados electronica (un solo espin) en d dimensiones N(e) estd dada por

N _ 1 2m 43 df2—1 5.48
©) =t ) & (6:43)
que en tres dimensiones se reduce a
1 [2m\*?

La densidad de estados bosénicos en d dimensiones asociada a los pares de Cooper M (),
estd dada por

KA dK
y se tiene
= 2 m 3/2 1/2

M(&) = 5 (h_g) £ (5.51)

para el caso 3D y relacién de dispersién cuadratica £ = R*K?/4m, y

2,

’: — - 2
M(E) wz)\ah%?,g (5.52)

para el caso de la relacion de dispersion lineal £ ~ MwvpK /4 [88](ver Apéndice G).

5.2.1 Relacion de dispersién cuadratica

Para el caso de la relacién de dipersién cuadraitica, la T, para la fase pura s+ del conden-
sado BE de 2e-CPs denotada con T.,. queda determinada al resolver el siguiente par de

ecuaciones:
Ef +de

2..8/2 1/2 -
Bl e g 1 fde N ol (5.53)
2(e
Ey

2 N R B T
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m¥ r gNe
= d€
2r2h3 ,[ exp (€ + 2Ey + 6 — 2u) [kpTess] — 1
0

= el/2
+ 23“fde 5.54
J " exp (e = w) [kBTess] + 1 )

que resultan de las Ecs. (5.34), (5.35) y (5.36) al poner mo(T) = 0 para toda T,
no(T.) = 0 y sustituir (5.49) y (5.51). Aqui E; = (h?/2m)(3n*ns)?/® = kgTy y Er =
(h*/2m)(37*n)*?® = kpTr. Usando las identidades V = f?/26e y 6 = hwp podemos
relacionarlos con los valores A = 1/5 y hwp/Er = 0.001. La curva T, (en unidades de
Tr) que sirve de frontera de fase entre la fase normal y la fase s+ es representada por la
linea en trazas en la Fig. 5.3, para valores grandes de n/ny ésta se aproxima al conocido
valor 0.218 (D.3). Anélogamente, las dos ecuaciones que se resuelven para encontrar Te,—
para la fase s— del condensado BE de 2h-CPs son

Ey
5e fzmaxz gl/? (E.‘ — ,U-)
A e e 5.55
p¥ 3 = Br = smgs / deg =) tanh o T (i)
E;—b‘:
o0
dE e 5.56)
= = 21r2fi3 'u/ exp [(€ + 2By + 6 — 2p) /kpTess] — 1 &
7 1/2
+ 282 f de = . 5.57
J " exp (e — 1) [kBTess] + 1 (26%)

La curva T, /Tr como funcién del parametro n/ns se muestra con una curva llena en la
Fig. 5.3.

Las curvas T, /Tr ¥ Tesr/TF se intersectan aproximadamente en n/ny = 1 (co-
mo puede apreciarse en la Fig. 5.4) con el valor T,/Tr ~ 7.64 x 107% que coincide
aproximadamente con los valores calculados a partir del BCS-Bose crossover y BCS ex-
plicitamente, usando la relacién (2.24). La frontera de fase T,,_ /Ty cae a cero cuando
n/ny =~ 1+ 9.54 x 10° mientras que la frontera de fase T.,;/Ts cae a cero cuando
nfny ~1-9.55 x 1075 (ver Fig. 5.4).

Las fases mixtas ss+ (donde el nimero de 2e-CPs es cero solamente a T;) y ss-, (donde
el nimero de 2h-CPs es cero solamente a T,) tienen como frontera las curvas Tress ¥ Trss—
(en unidades de Ty) respectivamente (ver Fig. 5.4). Estas curvas resultan de resolver las
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Figura 5.3. Diagrama de fases en el plano T/Ty — n/ny para el caso 3D y pares de
Cooper con relacién de dispersién energfa vs momento de centro de masa cuadritica.
La curva llenaT,,_ /TF corresponde a la frontera de fase entre la fase normal y la fase
pura superconductora s—. La curva en trazas corresponde a la frontera de fases entre
la fase normal y la fase superconductora s+. Esta iltima tiende aproximadamente al
valor Tc/TF = 0.218 (marcado con un tridngulo) cuando no hay electrones desaparea-
dos (D.3). EIl punto indica la interseccién entre las curvas T.,— y Tesy que ocurre
aproximadamente en el valor de T, calculada con BCS-Bose “crossover.”
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tres ecuaciones siguientes acopladas en T.s, gty myg para la fase ss+

2. ajy R i 1/2
3 f*m 3 (e — p)
5= g | gy

E;+
£ £—p) 2kpTess+
Ey

2
gl (e = p)" +mof?

€

— = de tanh (5.59)

5 Ey = 5;‘2 253 f T
2 ﬁha,—ag \/(E—P)2+mof2 2enloms

n = —2mg (5.60)

amd/? ]? £1/2
gt Jgs
0

exp [(8 + 2Ef +6e - 2#)/kBTcaa+] =<1 -

T £1/2
“.!cwm[(g+2u+6€_2Ef)/k8Tcu+]_} *

Ej—fe oo

21{2m3{2 / de 51/2
+

AT of J | “ oole = RaToal +1 *
!

Ef _ 2 2
+ /dsslfﬂ[l— = b A #}-Hnd] ;

(€~ W +mof? A

Ep—6e

y en Togs—, p ¥ ng para la fase ss—

be frm? gt (e —n)
Er+ 5 k= 25!2”253 f de e tanh g T (5.61)
E!—Et

Ep+ée

be frm¥? (e—n)
= 5.62
wt 5 =B = spom ] e A T W
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Figura 5.4. Diagrama de fases en el plano T'/T; — An, para el caso 3D y relacién de
dispersién cuadrética donde An = n/ny—1. Este diagrama muestra con mejor detalle
lo que ocurre alrededor del punto de interseccién de las curvas Te,— /Ty ¥ Tess /T,
donde ademés se muestran las fronteras entre las fases superconductoras puras s+,
s— y las fases superconductoras mixtas ss—, ss+.

n = 2ng (5.63)
a2z | 7 £1/2
T f exp [(€ + 2B + b — 2p) [kpTeas) — 1
(/]
> £1/2
- ]d{,‘ exp (€ + 2u + 8 — 2Ey) [kpTess—] — 1 +
0
01/2,,3/2 2 = £1/2
T f w f “ ol =M RaTa ] ¥1 ©
0 Eyr+ée
Ey+ée [2——2
- e—p) +nof
+ f deet? |1 - = 2” tanh ( T
4 V(€= +nof? —
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5.2.2 Relacion de dispersion lineal

Cuando consideramos la relacién de dispersion lineal £ ~ MwpK /4, [88] las ecuaciones
para calcular T, en las fases puras s+, s— y en las fases mixtas ss+, ss— lucen muy
similares a las anteriores, ya que N () es la misma en ambos casos. Sin embargo, hay una
diferencia fundamental en las ecuaciones donde aparece la densidad de estados bosénica
M(E), pues ahora ésta depende del pardmetro de acoplamiento A. Puesto que es en la
ecuacién de nimero donde aparece M(E), ésta se ve modificada de la siguiente manera:
para la fases puras s+

= =]
9/2,..3/2 2
=t | . (5.64)
Nm2h3EY J exp (€ £ 2Ef + 6e F 2p) [kpTess] — 1
o123z T £1/2
m2h3 b[de exp[(e — p) [kpTess] + 1’
para la fase mixta ss+
= =]
29/2,,3/2 £
= 2mo+——0n—{ [de =
" . A37rzh3E;’2 {6[ exp[(€ + 2E; + 6c — 211) [kpTesss] — 1
_ fdg g
J exp {{8 +2u + be — 2Ef)/k3Ta,+] -1
21;’2m3{2 B E“z
+—
T / +f e s T s
0 E
7 (€ — p)* + mof?
+ ] dee'? [1- gk .l ] (5.65)
E -6 \/(5 — p)* +mof? Blesst
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y finalmente para la fase ss—

99/2,,3/2 3 £2
.- d€
Aaﬂzhagif? ) exp (€ +2E; + 6c — 2p) [kpTess-] — 1

n = 2np+

oc

gz
B _[dg exp [(€ + 2 + be — 2E;) [kpTess-| — 1

21;2 el/2
4
Wzﬁs j f exp [(5 ) ;"kBTr.n—] +1

Eg+6e
Ey+8e \/27
— ! s + ng
+ f dee'? |1 £k tanh (gk”;, L1 (5.66)
/ N e

Las curvas fronteras de fase T+ y Tes— (todas en unidades de Tr) se muestran en la
Fig. 5.5 donde se han usado los valores A = 1/2 y hwp/Er = 0.005. En el diagrama de
fases de la Fig. 5.6 se muestran tanto las fases puras s+, s— como las fases mixtas ss+
y ss—.

Uno puede apreciar que en este caso cuando n/ny = 1 las curvas T,y y Tes— se inter-
sectan aproximadamente en el valor calculado a partir de BCS-Bose crossover T./TF =~
0.0008. En el limite de n/ny > 1 tenemos que la curva T, se aproxima al valor de la
temperatura de condensacion Bose-Einstein T./Tr =~ 0.129 calculado a partir de la Ec.
(D.8) para A = 1/2. Como puede apreciarse en la Fig. 5.5, las temperaturas criticas més
altas se obtienen para la fase pura de 2h-CPs, este resultado es muy importante debido a
que parece ser que el rol de los agujeros es més significativo cuando se trata de encontrar
superconductores con T, altas.

5.3 El CBFM en 2D

En esta seccién aplicamos el modelo completo bosén-fermién a los cupratos, considerados
como sistemas superconductores cuasi-bidimensionales de alta temperatura critica.

5.3.1 Relacién de dispersién lineal

En 2 dimensiones la densidad de estados correpondiente a los electrones desapareados es
calculada a partir de la Ec. (5.48) y resulta constante dada por N(g) = m/2rh?. Usando
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Figura 5.5. Diagrama de fases en el plano T/Tr — n/ny para el caso 3D y pares de
Cooper con relacién de dispersién energfa vs momento de centro de masa lineal. La
curva llena T,,_ /TF corresponde a la frontera de fase entre la fase normal y la fase
pura superconductora s—. La curva en trazas corresponde a la frontera de fases entre
la fase normal y la fase superconductora s+. Esta itltima tiende aproximadamente al
valor T./Tf = 0.129 (marcado con un cuadrado) que corresponde al valor calculado de
la temperatura de condensacién B-E cuando no hay electrones desapareados (D.8). El
punto indica la interseccién entre las curvas Tey— ¥ Tee4 Que ocurre aproximadamente
en el valor de T, calculada con BCS-Bose “crossover.”
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Figura 5.6. Diagrama de fases en el plano T/Ty — An para el caso 3D y relacién
de dispersién lineal, donde An = n/ny — 1 y se han usado los valores A = 1/2 y
hwp/Ep = 0.005. Este diagrama muestra con mejor detalle lo que ocurre alrededor del
punto de interseccién de las curvas Tes_ /Ty y Tes4 /Ty, donde ademds se muestran las
fronteras entre las fases superconductoras puras s+, s— y las fases superconductoras

mixtas ss—, ss+.

la- l'eiaf.‘lon de dlsper‘Slon llnea\i pa.ta 103 pm €s CI 8 189]
— v, ¥

tenemos que la densidad de estados de los CPs estd dada, de la Ec. (5.50), por

- 2m
A2h2v?,

M(E) & (5.68)

Usemos como escala de energia la cantidad Ey = nh®n;/m = kgTy que es andloga
a la energia de Fermi Ep = wh®n/m = kzTr de tal modo que todas las cantidades
son adimensionales, por ejemplo entenderemos p como pu/Ep. La densidad de pares
condensados 2e-CPs (2h-Cps) ng (mo) estd adimensionalizada con noy = moy = E}/f?, es
decir, entenderemos ng como ng/ngys, ademds introducimos la cantidad G = m f?/8wh?E;.
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Asi las Ecs. (5.34), (5.35) y (5.36) se reescriben como

be e I (z - p)* +no
1+ N G / tanh 5T (5.69)
\/(I — ) +no
2
z— +mo
+ —=1=G f dz tanh ( ;;z (5.70)
e - p)’ +mo
Ny — My
= .71
n iC (5.71)

m? | T 1 7 1
b {of % O -1 *! % SO —1}

T 1
1/) * e w1

ll_ T—p tanh\/(’-'—#)g"l'ﬂo}

+
126 V(@ =) +no T
1+4
¥ sda: l ek tanh"(z_'u)z-'.mo]
: V(@ = w? +mo T

5.3.2 La fase pura condensada BE de 2e-CPs

La fase pura de 2e-CPs queda definida como aquella para la cual los 2h-CPs no estin
presentes, es decir, mp(T") = 0. Para esta fase la temperatura critica de transicién super-
conductora se obtiene de resolver para T, y u(T.) el siguiente par de ecuaciones

Ef+hwp

Es + hwp/2 — p = Ahwp/2) f ds— shlE— 8 (5.72)
ul o 2kpT,

[ gl ta“hzk T Y NnE; T

donde se han usado las identidades (5.42).

rr ny /dES[ th£+2(E_r+ﬁwD/2—p = nE!,(5.73}
Ly
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En la Fig. 5.7 mostramos T¢,. /T como funcién del pardametro n/n; (linea a trazos)
para A = 1/4, 1/2. Para n/ny = 1, T, /Tr coincide aproximadamente con la T./Tr
calculada en el BCS-Bose “crossover,” =~ 0.001 para A = 1/4 y ~ 0.0077 para A = 1/2
(ver puntos negros en Fig. 5.7). Por el contrario, si n/ny >> 1 la T,y /Tr tiende
aproximadamente al valor de la temperatura critica de BE ~ 0.088 para A = 1/2 y 0.044
para A = 1/4 (ver cuadrados en la Fig. 5.7).

5.3.3 La fase pura condensada BE de 2h-CPs

La temperatura critica para la fase pura s—, que denotamos con T, se determina al
resolver el siguiente par de ecuaciones a.oopla.das en To,— v pu(Tes-)

p— Ey + hwp/2 = Ahwp/2) f der— mh' .| (5.74)
-y 2kpT.
Eg—hwp
n? nr E+2(u+ hwp (2 — Ef) ﬂ.Ef
[ def1—tanh =) f dE E[coth P =2, (575)

la mteg,'ra.l que aparece en la ecuamén de niimero (5.73) y (5.75) relacionada con el nimero
de fermiones desapareados, ya ha sido calculada antes (ver 4§2.2) y tiene el siguiente valor

upe(z)] o

mientras que las 1ntegra.les restantes estdn relacionadas con las funciones de Bose [56] de
la manera siguiente

oo

I
= dx
0[ exp[(z + 6)/T.] — 1
= 2T2gy(e~¥T) (5.77)

donde g,(z) esta relacionada con la funcién PolyLog|e, ] [90].

En la Fig. 5.7 mostramos T¢,— /Tr como funcién del pardmetro n/ny (con una linea
llena) para A = 1/4, 1/2. Cuando n/ny; = 1, Ty /T coincide aproximadamente con
la T./Tr calculada en el BCS-Bose “crossover,” ~ 0.001 para A = 1/4 y ~ 0.0077 para
A = 1/2 (ver puntos negros en Fig. 5.7). Sin embargo, a diferencia de la fase pura
de 2e-CPs (donde la T, /Tr es menor que ~ 0.088 para A = 1/2 y menor que 0.044
para A = 1/4), si n/n; < 1 la T, /Tr alcanza valores mayores inclusive la temperatura
ambiente (denotada con RTSC del inglés “Room Temperature SuperConductivity”).
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Figura 5.7. Diagrama de fases en el plano T/Tr — n/ny para el caso 2D y pares de
Cooper con relacién de dispersién energia vs momento de centro de masa lineal. Las
curvas llenas T¢s— /T corresponden a la frontera de fase entre la fase normal y la fase
pura superconductora s— mientras que las curvas en trazas corresponden a la frontera
de fases entre la fase normal y la fase superconductora s+ para los valores de A = 1/2,
1/4. Estas tltimas tienden aproximadamente a los valores de la temperatura critica
de condensacién BE (Ec. (D.6)) T./Tr = 0.088, 0.044 respectivamente. El punto
indica la interseccién entre las curvas Tes— y Tes4 que ocurre aproximadamente en el
valor de T, calculada con BCS-Bose “crossover.”
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5.4 2D y la relaciéon de dispersion cuadratica
5.4.1 La fase pura condensada BE de 2e-CP’s

Es un resultado muy conocido que la temperatura de condesacién Bose-Einstein es cero
en el caso del gas ideal de Bose bidimensional (relacion de dispersién cuadratica). Esto
resulta del hecho de que en la temperatura critica el potencial quimico bosénico alcanza
el valor del estado base de energia y el niimero de particulas que ocupan el estado base
Npo(T) es cero, donde Npo(T) + Np+(T) = Np es constante y Np4(T) el niimero de
bosones que ocupan los estados excitados a temperatura T. Esto mismo ocurre en el
CBFM pero en el limite de acoplamiento cero (A = 0). Las dos ecuaciones que describen
la fase pura condensada de 2e-CPs a T' = T, son

E!+MD i

o 1 le —u
By hop/2 = = Mhap/2) [ deZ—tanh ol (5.78)

Ey
om [ de m [ de
= — — .79
"7 SplE+ B 0) -~ 2a)/keTd 1 +o5 | s 6™
0

0

donde E,(0) estd dado por (5.31) y se ha usado que la densidad de estados electrénica
N(g) y bosénica M(E) son m/2mh? y m/mh?, respectivamente. Se deduce de la Ec. (5.78)
que en acoplamiento cero se tiene p = Ej + fwp/2. Haciendo el cambio de variable
z = E/kpT,. = €/kpT. y sustituyendo u en la Ec. (5.79), ésta se reescribe como

_ 2mkpT. [* dx mkgT. [® dz

,  (5.80
mh?  J, expz—1 o o explz — (Ey + hwp/2)/kpT] +1 (:80)
de la cual, la primera integral diverge logaritmicamente pues
®  dr
_— = 1
| = = a0
— Inft - exp (~2)} — oo, (5.81)
mientras que la segunda da como resultado

= dz
./(; explx — (Ey + hwp/2)/kpT] + 1

Para que la ecuacién (5.80) se satisfaga para valores fijos de la densidad de electrones n,
debe pasar que T, vaya a cero de tal modo que el producto T.g,(1) sea constante. Si esto

=In{1 + exp[(Ey + hwp/2)/kpTe]}.  (5.82)
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Figura 5.8. Diagrama de fases en el plano T/Tr — n/ny, para el caso 2D y relacién
de dispersién cuadrética.

pasa, el segundo sumando da como resultado la cantidad finita m(Ey + hwp/2)/mh?, por
lo que podemos escribir

nnh?
= mRa(1) + m(Ey + hwp/2)Jxh?]

kpT. 0, (5.83)
pues g;(1) — co. Por lo tanto, recuperamos el hecho de que en 2D la temperatura critica
de BEC cuando los bosones tienen relacién de dispersién cuadratica es cero.

Sin embargo, en el CBFM en acoplamiento finito, esto deja de ser asi (ver Fig. 5.8).
Para valores finitos (pero diferentes de cero) apropiados de A, el potencial quimico bosénico
(s = 2u) en la temperatura critica no alcanza el estado base del espectro bosénico
E.(0) = 2E; + J¢, esto es debido basicamente al mecanismo de formacién y destruccién
de pares de electrones que estd intimamente relacionado con la ecuacién tipo gap. Dicho
mecanismo impide que el nimero de electrones desapareados se mantenga constante y por
tanto impide que el numero de bosones se conserve.
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6 Conclusiones

Sin abandonar el mecanismo dindmico de apareamiento electrén-fonén (que en este trabajo
juzgamos fundamental en la formacién de pares de Cooper), modelado por la interaccion
efectiva, atractiva de BCS (2.18) entre dos electrones, mostramos cémo el formalismo
BCS-Bose crossover” resulta incapaz de predecir temperaturas criticas mds altas de las
que predice BCS para valores fisicamente adecuados del parimetro de acoplamiento A
(ver Fig. 4.11). También mostramos, para estos valores de A, que el limite de Bose
(vi < 1. para toda k [54]) no se alcanza y mds aiin, que el BCS-Bose “crossover” estd
limitado a la simetria perfecta de igual nimero de pares particulas y pares de agujeros
como puede apreciarse del hecho que los coeficientes de Bogoliubov son praticamente una
funcién escalén (ver Fig. 4.12).

El modelo completo bosén-fermién, que por construccién considera proporciones varia-
bles entre pares de agujeros y pares de particulas, supera la limitacién del BCS-Bose
“crossover” y hemos encontrado que para obtener las altas temperaturas criticas que
se observan en los superconductores de alta temperatura, sin abandonar el mecanismo
electrén-fonén y para valores aceptables de A, es necesario fijarse en aquellos en los que
los pares de agujeros juegan un papel mds importante que los pares de electrones. Incluso
para disenar los posibles materiales superconductores a temperatura ambiente, puede
apreciarse de las Figs. 5.5, 5.8 que es para la fase pura de 2h-CPs donde las temperaturas
ambiente podrian ser alcanzadas. Claramente, son las T,'s asociadas al condensado puro
de 2h-CPs la primera singularidad que aparece en un superconductor modelado por el
CBFM al enfriarse desde temperaturas elevadas. Por consiguiente, en vista del ejemplo
relativista del Apéndice E que establece T,’s sin antibosones (andlogos a los 2h-CPs del
CBFM) como espurias por ser una segunda singularidad mas baja, el CBFM sugiere
que las T,'s asociadas al condensado puro de 2e-CPs son espurias. Esta conclusién no es
inconsistente con los datos experimentales recopilados, e.g. en la Ref. [34], como alegamos
en el Capitulo 1.

Por otra parte, hemos encontrado que la temperatura critica depende fuertemente
del pardmetro fenomenoldgico n/ny = (Er/Ef)"? para valores fijos del pardmetro de
acoplamiento A y de la energia de Debye fwp/Er, donde Ey estd definida en (5.30). Para
todas las fases condensadas (s+, s—, ss+ y ss—) se obtienen los valores de T../E; que da
la teoria BCS-Bose cuando n/ny ~ 1. Es decir, la simetria perfecta de ignal nimero de
2e-CPs y de 2h-CPs estd directamente relacionada para valores de Ey ~ Er. Esto pasa
en las fases puras 2e-CPs y 2h-CPs, porque para n/ny ~ 1, la densidad de nimero de
bosones np(T.) y mp(T.) son cero para todo fin practico (ver Tabla 6.1). El efecto de
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éstos en la ecuacion de niimero puede despreciarse, quedando bésicamente las ecuaciones
del “gap” (5.39) y mimero (5.40) de la teoria BCS-Bose “crossover.” Para la fase pura de
2¢-CPs y para valores muy grandes de n/ny, se obtienen aproximadamente las T,'s de la
BEC analiticas discutidas en el Apéndice D. Aunque la densidad de niimero de bosones
np(T.. ) es mayor que la densidad de electrones desapareados, estos iltimos siempre
estdn presentes, por lo que no se alcanza las T.'s de la BEC; ademds que siempre debe
considerarse la ecuacién tipo “gap.” Es interesante notar que para el caso bidimensional
y relacion de dispersion cuadratica para los pares de Cooper, existe una temperatura de
condensacién Bose-Einstein distinta de cero, contrariamente a lo que se sabe. Lo anterior
es consecuencia principalmente del hecho de que el potencial quimico bosénico en la
temperatura critica no alcanza el valor del estado base del espectro bosénico, esto como
consecuencia de los procesos de decaimiento y formacién de pares de Cooper. Hacemos
notar también que para la fase pura de 2h-CPs, la temperatura critica crece conforme se
disminuye el valor de n/n; de su valor méximo 2 1, y que las T.’s més altas se obtienen
cuando nos apartamos lo suficiente de este valor.

nfns | Tes) /Tr | np(T)/n | Tes—[Tr | mp(T)/n
1 0.008 0.00002 0.008 0.00002

Tabla 6.1. Temperatura critica de condensacién y densidad de mimero de bosones
para las fases s+ v s— cuando n/ny = 1.

Debemos decir que este trabajo puede ser extendido para considerar: a) los términos
con K > 0 en el vértice de la interaccién bosén-fermién; b) la interaccién bosén-bosén;
¢) los efectos debidos a temperatura finita en el tratamiento Bethe-Salpeter de los pares
de Cooper; y d) los efectos de la red cristalina, los cuales pueden ser incluidos a través de
las singularidades de Van Hove en la densidad de estados electrénica.
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Apéndice A

A La ecuacion de Schrodinger de dos cuerpos y el
problema de Cooper

Aqui se discute el problema de dos particulas que interactian entre si, primero en el vacio
y luego en un mar de Fermi. En particular, nos concentramos en el sistema bidimensional
de particulas que interactiian por medio de un potencial de contacto en el vacio y en el
problema de Cooper (las particulas interactiian por medio de un potencial atractivo en el
mar de Fermi).

La ecuacién de Schrodinger en la representacién de las coordenadas para dos cuerpos

€s
Hy(r,rp) = €Y (ryr2), (A.1)
donde H corresponde al hamiltoniano de dos particulas interactuantes de igual masa m
H= —ﬁv? - ﬁ—2v2 + V(|r1—12)) (A.2)
2m 1 m 2 1 2|/

Haciendo el cambio de variables R = (r;+r2) /2, r = r;—r; la ecuacién de Schrodinger

(A.2) se vuelve g g
h h =
Vi~ 92+ V)] 9le ) = (s ), (A3)

donde 7 = |r|. Haciendo la expansién

Y(ry,rz) = Z Py pc T gl (A4)

ky kg

y usando las coordenadas momento de centro de masa K = k; + k; y momento relativo
k = (k1 — k2)/2, la funcién de onda ¥(r, R) tiene la siguiente expansién

P(r,R) = Z#’Jk.xem'neik'r- (A.5)

Kk

Cuando se sustituye (A.5) en (A.3) se obtiene

22 p2g2
> ek [542 + % - S} e ®R = _ N " g kV(r)e™ KR, (A.6)
KK oK
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La Ec. (A.6) se simplifica cuando la multiplicamos por e'® Te’®" R y después integramos

sobre las variable r, R, de tal modo que podemos usar la identidad

1 ,
Ffd"x g%l = Saars (A7)
dando por resultado®
KPK?* R
[ T 5} Yk = ;Vk.k'(x)wk’,!(- (A8)
En (A.8) se tiene®
View (K) = (1/L4) f O (A9)

cuya dependencia en K es consecuencia de la conservacion del momento total K = k; + ko=
k) + k3 [91] (ver Fig. A.1b).

Otra manera de abordar el problema es probar si en las coordenadas de centro de
masa R y relativa r la ecuacién de Schrédinger resulta separable. Esto resulta cierto en
nuestro caso, pues V(ry,r2) es sélo funcién de r = ry — rp. Cuando escribimos 9 (r; r2) =
¥ (r, R) = ®(R)¢(r) resultan el siguiente par de ecuaciones

ﬁz
T am

[-Evz i) ot

Vi®(R) Er®(R), (A.10)

E, ¢(r), (A.11)

donde la energia total es £ = Er + E,. En la representacién de los momentos, la ecuacién
de Schrodinger para la funcién de onda relativa ¢(r) puede escribirse como

h*k?
Pkt ; Vi (K) v x = Er ik, (A.12)

8Este resultado también es vélido para el caso de dos electrones cuya interaccion es independiente del
espin y cuyo estado de espin del par, es el estado singulete (este es el caso para el par de Cooper). El
estado de espin singulete wfl.“. donde s =T, | es el espin de un electrén, es el estado de espin que
antisimétrico ante el intercambio de los dos electrones, es decir, ¥¥ , = —¢¥ | ; explicitamente estd dado
por ¥ | = (p1192,1 — ¥1,1%2,1)/ V2. Sabemos que la funcién de onda total W (ry r2) = ¥(ry, ra)is, s,
para dos electrones debe ser antisimétrica (pues los electrones siendo fermiones, obedecen el principio
de exclusién de Pauli), donde v, ,, es la funcién de onda de espin del par. Entonces cuando se elige el
estado de espin singulete necesariamente la funcién de onda espacial ¥ (r; r2) debe ser simétrica como
precisamente es el caso para {'(ry,rz) dada en (A.4).

9En el caso mds general, Vig: = L™¢ [dr [dr'e=™ "V (r,r')e’® " es la doble transformada de Fourier
de la posible interaccién no lacal V(r,r'), en el espacio d-dimensional.
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donde se ha hecho la expansién ¢(r) = 3, prxe™™ y se ha usado la identidad (A.7).
Como antes, la dependencia en K de Vi (K) y vk se debe a la conservacién del mo-
mento total K. Dependiendo del modelo de interaccién la ecuacién (A.12) es maés facil de
resolver que la original. La solucién de (A.10) es inmediata, pues corresponde a la funcién

de onda de particula libre
$(R) = const. eER, (A.13)

por lo que la funcién de onda total + (r, R) tiene la forma

¥k (r,R) = const. e¥® z Oxxe *r. (A.14)
k

Puesto que 9 (r,R) es el estado de dos particulas con momento total K bien definido,
éste puede considerarse como nimero cuédntico. El significado fisico de este resultado
es inmediato, la funcién de onda de dos cuerpos (A.14) describe el estado de un par de
particulas, como una particula “libre” de masa 2m y momento total K cuyas coordenadas
son las del centro de masa y otra particula de masa reducida m/2 con coordenadas relativas
en un potencial externo V (r).

Puesto que a cada estado cudntico 1k del par de particulas le corresponde su eigenvalor
&€ = £(K), podemos decir que la energia del par depende sélo de K. Esto no se ha podido
demostrar directamente de la Ec. (A.8) para cualquier tipo de interaccién Vi, pero
es posible demostrarlo en algunos casos. Por ejemplo, en el caso que el potencial de
interaccién es separable'?, es decir, Vicie = togegr ¥ en el caso particular de la interaccién
modelo de BCS (ver seccién A.2 de este Apéndice).

A.1 Interaccién é(r) atractiva en 2D

Se conoce que el problema de dos cuerpos que interaccionan con un potencial atractivo de
contacto —vp6(r) presenta una divergencia ultravioleta [79],(92],(93]. Para la interaccién
delta tenemos que los elementos de matriz (A.9) Vi v = —vp/L?, donde L? es el tamaiio
(o drea) del sistema, son constantes. Entonces la ecuacién de valores propios (A.12) puede

escribirse como % 1
1=— — A.15
D a1

donde & = h%k?/2m.

0Los potenciales separables no locales han sido usados para estudiar la fisica de pocos cuerpos ya que
tales potenciales permiten obtener soluciones analiticas simples, por ejemplo, para el problema de dos
cuerpos adem#s de modelar razonablemente bien potenciales débiles de corto alcance.
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Queremos los estados ligados de dos cuerpos para los que E,. = —B;y con By > 0.,

Usando
> - (/2n)? ] &’k = / deN(e) (A.16)
k
la Ec. (A.15) se vuelve
1 m ds
—=— [ — 17
Vg 4wﬁ2f2e+B-_> (A.17)

0
Si integramos hasta € = A primero, y luego se toma el limite A — 0o, se obtiene que

L. lim In (2A; 32) ; (A.18)

Vo - 8175,2 A—oo 2

Esto exhibe una divergencia logaritmica del tipo ultravioleta. Para A grande pero finita
tendriamos

8rh?
By =~ 2A exp (— mm) (A.19)

de modo que para tener un valor finito de B requerimos que vp sea infinitésimalmente
pequerio.

A.1.1 La ecuacién del “gap” en 2D con interaccién 6(r)

La ecuacién del pardmetro de orden (4.1) en dos dimensiones a T" = 0 con la interaccién

6(r) atractiva es
_ W 1 Ej.
1= Ek oE, tanh T (A.20)

En el limite termodindmico esto se puede escribir como

_ . eI

1= voN{Ep)£ W CEEYS tan T (A.21)
que es exacta en 2D ya que N(Er) = cte. Un andlisis dimensional similar al que se hace
en teoria cudntica de campos muestra que la integral anterior diverge logaritmicamente
a altas energfas (divergencia ultravioleta). Una manera de eliminar esas divergencias es
regularizar el potencial delta. Sin embargo, en este trabajo eliminaremos la divergencia
logaritmica que ocurre en la ecuacién del gap usando la ecuacién de Schrodinger (A.17)
de dos cuerpos en el vacio, es decir sustituyendo vy en favor de B;. Combinando (A.21)

con (A.17) tenemos la ecuacién del “gap” a temperatura finita

de f"" de | (ex — p)* + A?
0

—_—= tanh
0 Gl 2y/(ex — p)* + A% 2ksT

(A.22)

68



Ahora tanto el parametro de orden A como el potencial quimico p son funciones de la
energia del estado ligado de dos cuerpos en el vacio Bs, asi como de T

A.2 El problema de Cooper
Para el caso de la interaccién modelo BCS!! (ver Fig. A.1)

=V si Ep < é€x,,6x,Ek, 61y < Ep + hwp,

(A.23)
0 otro caso,

Vi (K) = {
con V > 0, hwp la energia maxima de los fonones asociados con las vibraciones de la red
donde el gas de electrones se encuentra y Er la energia Fermi, la ecuacién (A.8) se puede

escribir como 1

zk: R2k2/m + h2K?/4m — 2Er — Ex
donde se ha puesto explicitamente que el eigenvalor £(K) = 2Ep + £k depende sélo del
momento de centro de masa K, pues el modelo de interaccién (A.23) conserva el momento
total [47], es decir, K = k; + ks =kj +k;. De la Ec. (A.24) uno puede calcular el
eigenvalor £k para cada valor de K (relacién de dispersién energia vs momento de centro
de masa). La suma primada significa que para cada valor de K, la suma sobre k debe
realizarse tinicamente sobre la regién sombreada mostrada en la Fig. A.2. Para el caso
K =0 la ecuacién (A.24) se reduce a

1V, (A.24)

' 1
zk: W2k ]m — 2B — &

=1/V. (A.25)

La ecuacién de Schrédinger en el espacio de momentos para la funcién de onda relativa
de dos cuerpos en el mar de Fermi estd dada por (A.12) con la condicién adicional ¢y =0
para toda k tal que |k| < kr (principio de exclusién de Pauli). Usando (2.18) para el caso
K = 0 tenemos que (A.12) se escribe como

= i 3 (A.26)
PrK = ﬁ.zszm —E, - Pr' K, i

donde la suma primada significa sumar sobre toda k tal que se satisfaga (2.18). Asi,
haciendo esto en ambos lados de la Ec. (A.26) tenemos la ecuacién de eigenvalores E,

1

1= v;m (A.27)

! Nétese que (A.23) se reduce a (2.18) para el caso especial K =0, pues ek, = ek = £k, ¥ €k = Exr = €.
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k +k,= K=K, +k,

Figura A.1. a) En el problema de Cooper la interaccién entre dos electrones ocurre
cuando éstos tienen sus energfas en el intervalo [Ep, Ep + hwp), donde hwp (< EF) es
la energia de Debye asociada a la méxima energfa fonénica de la red. b) La interaccién
efectiva entre dos electrones en el problema de Cooper dada por (A.23), es tal que
conserva el momento total K = k; + ka en el proceso ky,ka — ki, kj.

Usando (A.16) tenemos
Ep+hwp

1 de
VN(Er) % - E,’ (A-28)
E

'F
donde hemos tomado N(e) = N(EFr), lo cual es exacto en 2D y una buena aproximacién
en 1D y 3D siempre y cuando fwp/Er < 1. La integral en (A.28) es inmediata, por lo
que (A.28) se escribe como

1 1 2Ep+2hwp— E,

=21

>

donde hemos definido A = VN(Ef). El eigenvalor E,, correspondiente a la funcién de
onda relativa en la ecuacién de Schrodinger (A.26), puede ser calculado de (A.29), dando

por resultado
2hwp

E. =2Ep — on— = 2Ep — 2hwpe™"/™. (A.30)
Como la energia total £(K = 0) = 2Er + & = E, se tiene que
2hwp

El resultado anterior nos dice que existe un estado ligado (par de Cooper) que baja la
energia del sistema. Para pares de Cooper con momento de centro de masa igual a cero

70



Figura A.2. Seccién transversal del volumen traslapado en el espacio k (regi6n
sombreada) donde debe apuntar el vector de onda relativo del par k = %(kl —ka)
para que el modelo de interaccién de BCS (2.18) sea distinto de cero para cierto valor
del momento total (o de centro de masa) iK = h(k, + k;). El extremo opuesto del
vector k parte de la mitad del vector K.

(\inico caso estudiado por Cooper y posteriormente por BCS) la energia total del par esta
dada por (A.30).
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Apéndice B

B Pares de Cooper y pares de BCS

Debido al hecho de que los pares de BCS, definidos en la Ref. [46] y que distinguimos
de los pares de Cooper [47], no satisfacen [46] las reglas usuales de conmutacién de Bose,
Ecs. (2.11) a (2.13), se concluye que éstos no son bosones y por lo tanto la teoria BCS y
la Condensacién Bose-Einstein no estén de algiin modo relacionadas. Estas afirmaciones
son consecuencia del trabajo de BCS donde textualmente se dice “our transition is not
analogous to a Bose-Einstein condensation (BEC)” (ver pie de pagina 18 en Ref. [46]).
Posteriormente también Bardeen escribié [94] “...the picture by Schafroth (1955)...of elec-
tron pairs...which at low temperature undergo a BEC, is not valid.”

En este Apéndice se hace una clara distincién entre pares de BCS y pares de Cooper
y se propone que los pares de Cooper son bosones como experimentalmente lo sugieren
Samuelsson y Biittiker [95] con su reciente analogo electrénico del experimento tipo “Han-
bury Brown-Twiss photon-effect,” pero con electrones en vez de fotones, aunque parece
que es necesario investigar més para dar una prueba experimental contundente. En la lit-
eratura, algunos autores afirman que los pares de Cooper son bosones pero no dan prueba
alguna de su afirmacién [96)-[100]. La diferencia entre pares de BCS y pares de Cooper
estd, a grandes rasgos, en que para tener un par de BCS bien definido se necesita especi-
ficar tanto el momento relativo k = (k; — k2)/2 como el momento de centro de masas
K = k; + ks del par, mientras que un par de Cooper (como fue demostrado en la seccién
A.2 del Apéndice A) esta definido cuando se especifica inicamente su momento de centro
de masas. Esta diferencia trae como consecuencia que el niimero de pares de Cooper que
pueden ocupar un estado con momento de centro de masa definido no tenga limite (en el
limite termodindmico), por lo que los pares de Cooper obedecen la estadistica de Bose.
Aqui se da primero una prueba heuristica cualitativa de que los pares de Cooper son
bosones y después una demostracién cuantitativa, usando las relaciones de conmutacién,
al hecho de que los pares de Cooper y los pares de BCS son distintos.

Nos enfocaremos en la interaccién interfermiénica de BCS (A.23), donde dos electrones
con vectores de onda k; y ks interaccionan con una atraccién constante —V soélo cuando
la punta del vector de onda relativo k = %(kl — k) apunta dentro de la regién donde se
traslapan los dos cascarones esféricos en el espacio k (ver Fig. A.2) y cuya distancia (en
el espacio k) entre sus centros estd dada por la magnitud del momento total K = k; + k.
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Figura B.1. Dos valores distintos del vector de onda relativok = (k; —kg)/2y k' =
(ki —k5)/2 (con el mismo valor de momento de centro de masa K), correspondientes
a dos pares de BCS distintos, que caen dentro de la regién de traslape de la Fig. A.2
y por tanto que contribuyen en la suma (B.1) para determinar £g. Se ilustra cémo
para un par de Cooper con estos pares de BCS, el término &, j+ siempre es cero sin
violar el principio de exclusién de Pauli.

La ecuacién de eigenvalores para K > 0 con la interaccion (A.23), estd dada por (ver
Ec. (A.24) en el Apéndice A)

> (WK /m+ KB K? [am — 2Ep — Ek) T = 1)V, (B.1)
k

donde €k es el eigenvalor de la energia del par que depende sélo de K y la prima en
la suma significa que se suman aquellos términos que satisfagan la restriccién dada por
(A.23). Asi, los vectores de onda k que ocurren en la suma (A.24), terminan en puntos de
una red ciibica simple (ver Fig. B.1) en el espacio k (en el caso 3D) con constante de red
2w /L (L el tamafo del sistema), pero dentro de la zona sombreada de la Fig. A.2, donde
la interaccién no es cero. En el limite termodindmico hay un nimero infinito de valores
aceptables de k para cada valor fijo de K, por lo que el nimero de pares de Cooper que
pueden ocupar el estado K no tiene limite. Nétese que de (A.8), cualquiera que sea la
interaccién interfermidnica entre portadores de carga o entre 4tomos neutros, el eigenvalor
de la energia de un par de Cooper 2Er + £k asi como la funcién de onda (ver Apéndice
A), dependen sélo de valores definidos de K y no de valores definidos de k, por lo que
K es un buen mimero cudntico. Esto ocurre también en el caso de los pares de Cooper
definidos autoconsistentemente (sin excluir los pares de Cooper de agujeros) a través de
la ecuacién de Bethe-Salpeter en la aproximacién de escalera (“ladder approximation”),
tanto en 3D [88] como en 2D [89]. Por lo anterior, es la estadistica de Bose-Einstein la
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que satisfacen va sean los pares de Cooper ordinarios o los de Bethe-Salpeter pues cada
nivel de energia del par de Cooper £ no tiene un limite de ocupacién. Nétese que lo
anterior es valido para cualquier acoplamiento, es decir, no importa el tamano del par de
Cooper ni su traslape mituo.

En pleno contraste, los pares de BCS definidos por los operadores de aniquilacién y
creacion (Ref. [46], Ees. (2.9) y (2.10))

ba = Gt Y blac = afral,s (B-2)
respectivamente, representan pares de fermiones con valores de K y k fijos, donde
k= %(kl -k2) y K=k +k (B.3)

son los vectores de onda relativo y de centro de masa, respectivamente, asociados con los
vectores de onda de dos fermiones

k=K/2+k y k=K2-k (B.4)

En (B.2), a{m Y ak,s son los operadores de creacién y aniquilacion de fermiones, que
satisfacen las reglas de anticonmutacién de Fermi:

{dwiks} = {amone}=0 (B5)

{a,k‘,‘q‘t,l‘,} - 5k|k;6”r.

Los operadores bk y by satisfacen: a) las reglas de conmutacién de pseudobosones

[bkx.bLK] = (1 — nKj2—x; — NK/2+k1 )0k (B.6)
[ohacs bexe] = [Brac, benc] = 0 (B.7)

donde
M2tk o = a}(,’!ﬂ:k sAK/ 24k s (B.8)

es el operador de niimero de fermiones; y b) la reglas de anticonmutacién de pseudofermi-
ones

{bik, bk } = 2bkkbex (1 — ). (B.9)

La tnica restriccién que se tiene es K = k; + ke = k| + k.
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Para probar (B.6) escribimos

[ka! bL"K]

bracbloy — bloxcbrac (B.10)
; A t t
Tz | Gy 10 1 Ot | — et 104 | Ve | By T

donde se ha usado (B.2). Usando (B.4), (B.10) se puede escribir como

Il

t t i
[k, beg] = K /2-k1 QK /2+k1 Ok f2 101 PR J2- k|
t
_a](ﬂ_f_kt'a;(_,rg_krlax/i—klal(/?+kr‘ (B]']')
Aplicando (B.5) al par de operadores ﬂ-}(/2+kgﬂi()r2 417 del primer término del miembro
derecho, éste se transforma en
t t t
K /2-k| Ok 31| O — OK/2-k| O o101 OK/2+K10K f2 10 - (B.12)

Usando (B.5) y recordando que é;; = 0, etc. los dos términos anteriores se escriben como

“K;‘?—kl“&;z—m'skk' - “quwraK!2+kr“KI2—k1°£qz-w1- (B.13)
Aplicando (B.5) otra vez pero ahora al par de operadores ax/2-x 104( /2-x, tenemos que el
primer término de (B.11) puede escribirse como §y(1 —a;( /2w OK/2-k] —a;( J24k10K J24kT) X
—a}< /2 +maK;‘2+k1“;c J2—kr 0K /2-k(- Después de anticonmutar todos los operadores de crea-
cién a la izquierda en el dltimo término usando que 8;; = 0, etc., y sustituyendo en (B.11)

obtenemos precisamente (B.6) donde hay que usar la definicién del operador de niimero
(B.8). Por otro lado, (B.7) se obtiene como sigue

[brxc, ] bachex — bk (B.14)
Oky | Ok, 101, | Ok 1 — Qi | Tk} 10k | By T

donde (B.2) ha sido usada, o usando (B.4) se tiene que

[ka: bk’K] = OK/2-k|OK/2+k1OK/2—K | QK /24K'T —
—aK/2-K' | OK /24K TAK /2K BK /2+kT. (B.15)
Usando (B.5) el primer término del lado derecho se transforma en el segundo anticonmu-

tando todos los operadores con subindices primados a la izquierda, demostrando (B.7).
Finalmente, para demostrar (B.9) escribimos

{b, bk} = bachex + bexcbk

By | Ay 181 | Ak T+ Aael | O, 10z [ Oy T

1]

aK/2-k| QK /2+k10K/2—-k' | GK/2+k'T T

+aK/2-K | OK/2+K 10K /2- k]| 0K /2+ K] - (B.16)
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Si k # k', usando (B.5) ésta se convierte en

{bix, b }

2aK /2-11 0K /24 kT AK/2—K | AK [2+K'T
Wrachiec. (B.17)

Y cuando k = k' se tiene que (B.16) da como resultado

{bx, bk} =  20x/2-k)OK/24K10K/2-k| QK /2+kT
=0 (B.18)

pues (ax/2:k)* = 0. Por lo que (B.9) se satisface.
Claramente, los pares de BCS no son bosones pues (B.6) hace imposible que se sat-
isfagan [39] las reglas ordinarias de conmutacién de Bose:

[bkxsbe] Biaes (B.19)
[thacs texe] = roc, rexdl =0 (B.20)

En el caso K = 0 (de tal modo que k; = —k; = k, el tnico caso considerado por BCS),
y definiendo bkx-o0 = b, etc., (B.6), (B.7) y (B.9) se transforman en las ecuaciones
(2.11)-(2.13) de la Ref. [46].

A pesar de que indudablemente los pares de BCS no son bosones, hay casos especiales
en los que pueden considerarse como tales. Primero, nétese que existe una correspondencia
uno a uno entre los valores de k y los operadores de pares de BCS (B.2). Asi, si elegimos
k # K/, es evidente que tanto (B.6) como (B.7) se convierten en las reglas de conmutacién
(B.19) y (B.20), respectivamente. Entonces, como un par de Cooper, con K definida,
involucra muchos valores distintos de k en la suma (B.1), los operadores (B.2) asociados
a esos valores de k satisfacen (B.19) y (B.20). Otro caso es, cuando el nimero de valores
posibles de k es mucho mayor que el niimero de particulas del sistema (aproximacién
bosénica [101]), con lo cual, podemos hacer la aproximacion (1 — nx/2-k| — Pk /2+k1) = 1,
de este modo tanto (B.6) como (B.7) se reducen a (B.19) y (B.20), respectivamente.

Hasta donde sabemos, si bien no se han podido deducir los operadores de creacién y
aniquilacién de pares de Cooper (que en el CBFM postulamos bosénicos) a partir de los
operadores fermidnicos del hamiltoniano no perturbado (que define al estado normal) y
por tanto mostrar que obedecen las reglas de conmutacién de Bose, si es un hecho que
los pares de Cooper obedecen la estadistica de Bose (como lo corrobora el hecho que
los eigenvalores de 3, bl bk son 0,1,2,... [102], en correspondencia con la estadistica
de Bose-Einstein a diferencia de los eigenvalores de bLKka que son 0 o 1 en perfecta
concordancia con el principio de exclusién de Pauli), pues no dependen de k sino sélo de

K.
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Apéndice C

C Deduccién heuristica de la ecuacion del gap de
BCSaT=0

Esta simple deduccién heuristica resalta la simetria perfecta entre pares de Cooper de
electrones y de agujeros en el condensado de BCS, aunque sélo a 7' = 0.

Sea k el nimero cuantico que describe el estado cuantico de dos electrones tal que el
estado interno del par corresponde a un electrén con momento k y espin T y otro con
momento —k y espin |. De este modo el momento total o momento de centro de masa del
par serd K = k; + ko = k — k = 0. Los coeficientes variacionales de la funcién de onda
del estado base de BCS, Ec. (2.8) también llamados coeficientes de Bogoliubov, uy, v son
definidos de manera que v} da la probabilidad de que el estado k esté ocupado mientras
que u? = 1—v} da la probabilidad de que el estado k esté desocupado. Fijamos el niimero
de electrones escribiendo N = 23", v} y la energia cinética de los pares estd dada por
23, exvi.

La interaccién efectiva entre dos electrones mediada a través de fonones es modelada
por Vi (2.18) que da la transicién de un par de electrones en el estado k al estado k'.
La transicién requiere, por el principio de exclusién de Pauli, que inicialmente el estado
k del par esté ocupado y el estado del par k' esté vacio. Asi que la probabilidad de dicha
transicién debe ser proporcional a vZu?, = v(1 — v}) mientras que la probabilidad para
la transicién opuesta serfa proporcional a v¥ (1 — v?).

La energia potencial serfa entonces —V 3, 31, v3(1 — v%) pero esta forma no es
simétrica, a menos que se escriba como —V Y, S [vE(1 — v )vi (1 — v})]'/2. Bajo estas
consideraciones, la energia total del estado superconductor puede escribirse como

Bs =23 ewd - VY Yk — vE (1 - o))
k k k'

donde las sumas primadas son sobre todas las k que satisfacen (2.18).
En el limite cuando V' — 0, debemos recuperar la energia del estado normal Ey, es
decir, del gas ideal de Fermi, que seria

ESV_—-U'EN =2 Zk:t:gnk
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conng =0(kp —k)aT =0,donde f(x)eslsiz>0y0siz<0.

Los valores de v} que minimizan Es[vZ] bajo la constriccién de que N = 25, v} es
constante; pueden calcularse minimizando Es[v}] — 213", v} donde el multiplicador de
Lagrange u es el potencial quimico. Entonces calculando §{ Es[vf] — 2u 3", vi}/6vi = 0
mediante la identidad §v?/6u? = 6, tenemos, después de un poco de algebra, que

5! .u) vV E vk(l Uk (1 ik 2”{) (Cl)

Uk[l ”k)'”t 1_”2}]1"2

Definiendo V' 37} /v2(1 — v) = A > 0 y sacando de la suma los términos con subindice
[ tenemos que (C.1) se reescribe como

Yol iy (C2)

26— K" g

Reemplazando el subindice  por k y simplificando, queda la siguiente ecuacién cuadratica
en v}
s — v} 2 0 (C.3)
Vp— U —————— = ;
O e -0+ Y

cuya solucién es

ok €k — B
: 2[‘*«m]' s

Puesto que v} da la probabilidad de tener el estado k ocupado, v} debe reducirse a 8(kp—k)
en acoplamiento cero, es decir cuando A = 0, por lo que se elige el signo negativo en la
Ec. (C.4), quedando (2.16), es decir

z_l _ Ex — M
% =3 [1 ———-—-—W] (C.5)

De aqui
uﬁ = l—vf
1 Exr— l
= -1+ ———. C.6
2[ \/(Ex—#)2+ﬂz] 5

Asi sustituyendo (C.5) en la definicién de A obtenemos la ecuacién BCS del gap a T =0
(2.20)

VZ 1
I:— !——_
25 V(e —ppP+ 42
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. - . x Ep+hw,
Haciendo la sustitucién 37, ' — [, "% deN(¢) tenemos

Ep+hup
L=l L

2 Ep-hwp AV (E = .u)z o &2

y suponiendo hwp < g = Ep la N(e) puede quedar fuera de la integral como la constante
N(EFr). La integral que resulta es analitica y da el conocido resultado (2.21), es decir

hwp
sinh(1/X)

——2hwpe /A
A—0 D 1

donde A = N(Ef)V.

Asi pues, vemos que el condensado de BCS consiste de pares de Cooper de electrones
y de agujeros en simetria perfecta.

ESTA TES1s NO SALE
DE LA BIBLIOTE(“A
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Apéndice D

D Limite de todos los electrones apareados

Si queremos aplicar (3.5) a la superconductividad considerando que un sistema en d
dimensiones de N fermiones (por ejemplo electrones) forman un sistema de Ng = N/2
bosones de masa mp = 2m a través de la formacién de pares de Cooper, y suponiendo la
relacién de dispersién de energia vs momento de centro de masa cuadrética, tenemos que
la BEC ocurre de la (3.5) con s = 2 a la temperatura

ﬂﬁ? 2/d

ksm [2g42(1)] "

donde n = N/L* es la densidad de nimero de fermiones y g4/2(1) la funcién de Bose
evaluada en 1 que coincide con la funcién zeta de Riemann ((d/2) si d/2 > 1. Si usamos
como escala de temperatura la temperatura de Fermi definida a través de Er = kpTF =
h?k%/2m con kp = [2¢?1%/2dT(d/2)n]"/? el momento de Fermi, reescribimos la Ec. (D.1)
como

2/d
L_1 [—_1 ] _ (D.2)
Tr 2 |[I'(d/2+41)¢(d/2)
Esta es igual a 0 para d < 2 pues gg/2(1) = oo siempre que d/2 < 1. En el caso d = 3 se

obtiene el resultado bien conocido

N T
Fp‘2[1"(5/2)<(3/2)} SRS (D-3)

(ver linea en trazas en la Fig. 2 de Uemura de Ref. [103]). Este valor es marcado con
un tridngulo en las Figs. 5.3 y 5.5. De este modo T. = 0si 0 < d < s pues g4/5(1) = o0
siempre que d/s < 1, pero vale ((d/s) y es finita en otro caso.

Uno puede tener temperaturas criticas finitas cuando d = 2 y atin en d = (1 + ¢)
siempre que s = 1 pues para este caso de la Ec. (3.5) uno tiene

(D.4)

Tr B2

T. mC 2 W
[I"(d + )0(d/2 + D)(d)x¥n|

donde C; es el coeficiente que aparece en la relacién de dispersion generalizada £ = C,K*
para el caso s = 1. Para calcular la temperatura de transicion BEC no nula de sistemas
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bidimensionales [104]-[106], como los cupratos, por medio de la férmula general (3.5),
tendriamos, por lo anterior que usar (D.4), es decir, suponer una relacién de dispersioén
de energia vs momento de centro de masa lineal, explicitamente £x = C1K y no la
cuadratica h*K*/4m. Y resulta que si uno resuelve el problema de Cooper donde tanto
la formacion de pares de particulas (bosones) como la de pares de agujeros (antibosones)
es tomada en cuenta (como por consistencia se debe hacer) a través de las funciones de
Green en, por ejemplo, la ecuacion de Bethe-Salpeter (donde se incluyen tanto los pares
de agujeros como los efectos de muchos cuerpos), la relacién de dispersién de los pares
de Cooper, a orden dominante, resulta también lineal, es decir, £ ~ (\/27)hvpK en 2D
[89] y £k ~ (A/4)hvpK en 3D [88]. Aqui, A = VIN(EF) es el pardmetro de acoplamineto
de BCS, N(EF) la densidad de estados electrénica (para un sélo spin) evaluado en la
superficie de Fermi. Nétese que A no aparece en la relacién lineal del problema original
(con pares 2e-CPs nada mds) de Cooper. Por lo tanto, identificando C; con (A/27)hve y
sustituyendo en (D.4) para d = 2 tenemos

I‘E _ mM\vp 2 - (D5)
Tr  27h [2((2)mn ’
Como Er = mv%/2 = h%rn/m, esto da
AT 47
Tr 7 [2«2)] ’ (b#)

que para A = 1/2da T,/Tr ~ 0.088 y para A = 1/4 da T../Tr ~ 0.044 ya que ((2) = 72/6.
Estos valores han sido marcados con unos cuadrados en la Fig. 5.7.
En el caso 3D el andlogo de la Ec. (D.5) serd

o i3 mC, 2 13
T~ R [r(4)1"(5/2)c(3)w3ﬂn] ‘ (B-1)

Usando que ahora C; = (A/4)hvr y que Ep = mv/2 = (I?/2m)[37?n]%/? tenemos

T OXT 4 W
7=l s

lo que resulta ~ 0.129 para A = 1/2 ya que ((3) ~ 1.202 (valor marcado con un cuadrado
en la Fig. 5.5) y ~ 0.065 para A = 1/4.
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Ex T./Tp
hk?
T 0.218
3D %ﬁﬂpﬁ' 0.518
1/3 =
éf’w;.-K A [ 4 ] 0.129 (A=1/2)
2 1|30 0.065 (A= 1/4)
h2k?
4m 0
2
2D ;h‘UFK 0.702
72 =
L 5[ 1 0.088 (A= 1/2)
2n 7 [2¢(2) 0.044 (A=1/4)

Tabla D.1. Temperatura critica de BEC T, cuando se considera que un sistema
de N electrones forma un sistema de N/2 bosones, cuya relacién de dispersién Ex
es: cuadrética h?k?/4m, que correponde a bosones libres; lineal e independiente del
pardmetro de acoplamiento A, aghvp K (ag = 1/2, 2/7 en 3D y 2D respectivamente),
que resulta de resolver la ecuacién de eigenvalores del problema de Cooper en el limite
K — 0; lineal y dependiente de A, AaghivpK (ag = 1/4, 1/2n en 3D y 2D respecti-
vamente), que se obtiene cuando se resuelve el problema de Cooper via la ecuacién
de Bethe-Salpeter (donde tanto pares de partfculas y de agujeros son considerados

consistentemente) en el limite K — 0.
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Apéndice E

E Gas ideal relativista de bosones

En este Apéndice discutimos el concepto de una T, tipo BEC espiria, que lo es por
tratarse de una singularidad posterior (o mds baja) al enfriar un sistema de muchos
cuerpos. Se describen los notables efectos en la temperatura critica cuando se consideran
anti-particulas en la BEC. El caso que aqui se expone es el gas ideal relativista de bosones
de masa mp, ya que en éste, a temperaturas suficientemente elevadas (T 2 mpc?/kg) la
creacion de pares bosén-antibosén debe tomarse en cuenta.

E.1 Condensacién Bose-Einstein (BEC)

La temperatura critica de condensacién de un gas ideal relativista cambia dramaticamente
cuando son consideradas las anti-particulas, en particular en el limite ultrarelativista (UR,
cuando la masa mg de los bosones es muy pequefia), el efecto de las anti-particulas es
reflejado en un aumento de la temperatura critica de condensacién respecto del caso
cuando éstas no son consideradas.

De la estadistica de Bose el niimero total de particulas de un gas ideal de bosones en
d dimensiones sin tomar en cuenta las anti-particulas estd dado por

1
N = ; ET—=T (B.1)

donde 3 = 1/kgT, pu(T) es el potencial quimico bosénico y k es un vector d-dimensional.
Si pedimos que N sea constante entonces g = u(T). Las particulas poseen la relacién de
dispersién exacta
—— R*%?/2mp + mpc® + O(k') NR
Ey=yf 410K+t { MeEme k|l + (mac/hk)2/2 +..] UR, (E2)
hkcBmpc?
donde ¢ es la velocidad de la luz en el vacio, kg es la constante de Boltzmann y NR
significa “no-relativista.” Considerando que el niimero de particulas se conserva tenemos
que para temperaturas T > T, el potencial quimico u < Ey = mpc® donde 7. queda
definida por pu(7,) = mpc? y la densidad de nimero
N 1 1

L (o) fddk exp [Bc (Ex — mpc?)] — 17
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Esta tltima expresién se obtiene al pasar de la suma que aparece en (E.1) a una integral
via la Ec. (3.2) y poner Np = exp{f. [mpc® — u(T)] — 1}~ =0, donde f. = 1/kgT..

E.1.1 El limite no-relativista (NR)
El limite NR se consigue tomando el limite superior en (E.2) y sustituyendo en (E.3), es

decir,
1

1
= oo [k . ‘ E.4
"7 @) | sEmEm— (E4)
Evaluando la integral mediante las Ecs. (F.18) y (F.19) resulta
d /2
myc? kpT.
= ﬁdzd{!wdﬁg“ﬂ(l) (ma p , (E.5)

donde g,(z) = Y., (2'/i%) es la funcién de Bose que para d/2 > 1, gas2(1) concide con la
funcién zeta de Riemann {(o) = 3°i2, i~ (ver Apéndice E.3). De aqui que la temperatura
critica estd dada por

NR _ 2mh? 2/
L K@ -

En 3D se tiene el conocido resultado no-relativista (3.6)

2 2
kpTN R = —&mn’“ ~ 3317203 (E.7)
mp [((3/2)] mp

ya que ((3/2) ~ 2.612. Para d < 2 la funcién de Bose ga/2(1) diverge dando cero para las
temperaturas criticas T, de condensacién.

E.1.2 El limite ultra-relativista (UR) sin antibosones

Usando el primer término del limite inferior de (E.2), la ecuacién (E.3) es

1 1
n= d’k ; E.8
(2n)? [ exp [B: (chk — mpc?)] — 1 B8
Evaluando la integral mediante las Ecs. (F.18) y (F.19) tenemos que
RAC) ksT.\*
e F(d/2)2‘*"17r"f2gd“)( he ) &0
y despejando kgT; resulta
hécd2d-1n4/20(d/2) 1M
kgTIRE = [ ] ne, E.10
’ @@ e
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donde el superindice UR — B se refiere al caso ultrarelativista donde sélo particulas

(bosones) son consideradas y atn no las antiparticulas (antibosones). Para el caso d = 3

esto se reduce a .

sur-p _ her®? g 1/3

Ts =i =~ 2.02hen™”. (E.11)
[€(3)]

A diferencia del caso NR (E.7) tenemos TV # 0 en 2D pues para d = 2

1/2
kgTYR=B = he -?1] ‘ n'/? ~ 1.95hen'/? (E.12)
: ¢(2)
ya que ((2) = 7%/6 ~ 1.645.

Es importante resaltar el hecho de que en este limite, kgT. no depende de la masa en
reposo mp de las particulas, pues en el limite UR la energia en reposo se desprecia frente
a la energia cinética. En la Fig. E.1 se presenta la temperatura critica de condensacién
cuando no hay antibosones tanto para el limite no-relativista usando Ex = k*k?/2mp
como para el ultra-relativista usando Ej = hkc como funcién de la masa mpg en unidades
de hn'/3/c y se compara con el caso exacto utilizando Ej = JM- En la
misma figura se aprecia como para valores grandes de mpc/hn'/? el limite no-relativista
domina mientras que en el caso contrario, es decir, para valores pequefios de mpc/hn'/3,
es el limite ultra-relativista el que domina.

E.2 Los antibosones incluidos

Para temperaturas ksT > mpc® la produccién de pares particula-antiparticula no debe
ignorarse [57],[107]. En este caso el nimero de bosones N ya no es una cantidad conser-
vada, sino la carga total Q = q(IN — N™) del sistema, donde si N es el niimero de bosones
entonces N~ es el niimero de antibosones, g es la carga de cada bosén y —q la de cada
antibosén. En segunda cuantizacién, el operador de carga y el hamiltoniano se escriben
como

Q = q(}i"—f\‘f_) (E.13)
= ¢ (BB — nmd,
k
H =" Ex(BLBx + ime)- (E.14)
k

donde ﬁf‘ (Bx), -r,t () son los operadores de creacién (aniquilacién) de bosones y anti-
bosones respectivamente.
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Figura E.1. T, para el caso 3D cuando no hay antibosones presentes. Para valores
1/3

pequeilos de mpc/fin'/® (masa pequefia y/o densidad grande) es la temperatura critica
de condensacién en el limite ultra-relativista TY2~2 ]a que domina y es practicamente
constante. Por otro lado, en el limite no-relativista, es decir, para valores grandes de
mpe/hn/® la temperatura critica de condensacién estd dada por TNR-B ya como

lfmg.

Las propiedades termodindmicas se obtienen a partir de la gran funcién de particién
E(T,V,p) = {e"Ei [H—u(%-R _)]} de la que se obtiene la carga total promedio Q = g(N —
N~), donde

N-N~

ou

1 1
)3 {p BB —w] -1 exp[B(Ex + )] - 1}
3 (e —n7). (E.15)

k

I

Aqui, ny = {exp [B(Ex + 1)) — 1} (ng = {exp [B(Ek + p)] — 1}7?) es el nimero prome-
dio de bosones (antibosones) en el nivel de energia Ej. Puesto que ng, ny > 0 para
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toda k el potencial quimico satisface la siguiente desigualdad para cada valor de k:
—FEy < p < Ey. Ademas, como Ey = \/c2h?k? + m%(:" es una funcién creciente de k, cada
una de las desigualdades se satisfacen si elegimos u dentro del intervalo [~ Ex=q, Ex=o), €s
decir,

—mpc? < p < mpct. (E.16)

La ecuacién (E.15) puede escribirse como

R sinh(Bu)
e ¥ | | (et

Si empezamos inicialmente con un gas de N bosones, y puesto que a altas temperaturas
se crean pares bosén-antibosén de tal modo que N — N~ es constante, tendriamos que
0 < p < mpc®. En el otro caso, si empezamos con un gas de N~ antibosones, tendriamos
—mp? < p<0.

Para T > T, donde ahora T; queda definida por p(T;) = +mpc? (se toma el signo +
si se empieza con un gas de N bosones y el — si se empieza con uno de N~ antibosones),
tendriamos que

dn?/? sinh(B.mpc?)

e e . (E18
Ind I'(d/2 + 1)(27)¢ n/ coshi (ﬁc [CRKE + m?, c‘) — cosh(f.mpc?) R

donde n = (N — N~) /L?, L? el volumen en d dimensiones y (. = 1/kpT.. Y para pasar
de la suma (E.17) a la integral en (E.18) usamos que @k = A4k? *dk donde A estd dada
por (F.18).

E.2.1 Limite no-relativista (NR)

El limite no-relativista se obtiene cuando ksT < mgac®. En este limite Ex estd dada por
el limite superior de (E.2); ademds

sinh(B:mpc?) ~ [exP(ﬁcmﬂcz)}/ 2,

COSh{JGr.chz) o [exp(ﬁcmﬁcz)]fl

cosh (ﬁc\.fcﬂhzkﬁ +- m},.c“) ~ {exp[Bcmpc?® + B2k [2mp)]} /2.
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Por lo tanto la ecuacién (E.18) se escribe como

o0

1 . 1

.. So— ] E.19

I I‘(d/?)‘zd“wrdﬂf *" R o) =1 VE-18)
0

kb‘T ) df2

mbe?

= hd9d/ig; sz a4/ 2)(

expresién que coincide con (E.5) para n > 0 cuando d/2 > 1 pues entonces gq/»(1) =
¢(d/2) y por tanto a temperaturas bajas el efecto de las antiparticulas puede ignorarse.

E.2.2 Limite ultra-relativista con antibosones

En el limite en que kpT > mpc? tenemos que Ej estd dada por el limite inferior de (E.2);
ademads

sinh(Bcmpc?) ~ Bompc?,

cosh(Bcmpc?) ~ 1,

cosh (,B‘:q| [c2h?k? + m’Bc‘) = cosh(fB.chk).

Por lo que (E.18) se escribe como

Bempdni? T " k-1
T2+ @n)* | cosh (Bechk) — 1

|

28, mgctdm/? _q  ePehek
= Tz D@ f dk k41 @1 (E.20)

Haciendo la integral mediante la Ec. (F.21) se tiene

2mpdr?/?T(d)¢(d — 1)

W2+ e (o1 CEAY

n] ~

de la cual se puede resolver para T, obteniéndose

/(d-1)
kpTUR-BA _ hecd-20(d/2 + 1)(2m)4] V¢ pl/(d-1), (E.22)
2mpdmd/2T(d)((d — 1)
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donde el superindice UR — BA se refiere al caso ultra-relativista cuando tanto bosones
como antibosones son considerados. Noétese que se recupera la dependencia de kT, con
la masa mp. En el caso 3D tenemos

7 bt [Ef} B n'/? ~1.73 [Ef} i n/2., (E.23)

mpg ms
Para valores pequenos de mpc/ En'/3 la temperatura critica de condensacién del gas rela-
tivista estd dada practicamente por (E.23). Por el contrario, para valores suficientemente
grandes de mpgc/hn'/? el efecto de los antibosones pueden ignorarse y la temperatura
critica de condensacién estd dada por el resultado no-relativista (ver Fig. E.2). En el ca-
so 2D se tiene una temperatura critica de condensacién igual a cero debido a la divergencia
de ¢(d — 1) cuando d = 2.

CASO d=3 d=2
UR-BA 1.73ﬂ’.§§;—”n‘ﬂ 0

Mp *B
UR-B | 202n [1.95hcn!/?
NR-B | 3.31 5 -n?? 0

Tabla E.1. Temperatura critica de condensacién en los limites no-relativista (NR)
y ultra-relativista (UR) para el gas ideal en 2D y 3D cuando sélo bosones son consid-
erados (B) y cuando tanto bosones como antibosones (BA) estdn presentes.

La dependencia de la temperatura critica de condensacién con la masa tiene como
consecuencia que la V-8 es espuria. Las correcciones relativistas son considerables
cuando la masa en reposo de los bosones es muy pequefia (limite ultra-relativista) y/o
la densidad de carga muy grande. En este limite y en 3D el cociente de la temperatura
critica de condensacién cuando son tomados en cuenta tanto bosones como antibosones a

la temperatura critica cuando sélo se tienen bosones esta dada por

TCUR-BA _ 31/2 K-(a)]l!a (hnua)lﬂ

TUR-B T2/3 mgc (E-24)

; g -1/2 _—
que a densidad fija crece como mp /2 cuando la masa mg disminuye (o crece con la

densidad de carga como n'/® teniendo fija la masa). El resultado anterior es valido siempre
que fin'/3/mgc > 1.36. Por lo que en este limite (mp — 0), la temperatura critica de
condensacién es més alta cuando son tomadas en cuenta las anti-particulas (ver Fig. E.3).
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Figura E.2. Cuando tanto bosones como antibosones son considerados la temper-

atura critica de condensacién va como TVR-BA o m73'/2 para valores pequefios de
mpc/hin'/? (caso tridimensional). Para valores suficientemente grandes de mpc/fin!/3

la temperatura critica de condensacién va como TY R-BA mél.
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Figura E.3. En esta gréfica se aprecia cémo la temperatura critica de condensacién,
para valores pequefios de mpc/hin!/®, es més alta cuando bosones y antibosones son
considerados que cuando sélo los bosones estdn presentes.
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Apéndice F

F Algunos resultados matematicos

En este Apéndice estan incluidos algunos resultados matemadticos que son utilizados a lo
largo de este trabajo.

F.1 Cdlculo de la integral [)dz (tanhz)/z
Usando las siguientes identidades dadas en [108]

2y
/ dza™ (¢ 1) = -7-In(2)+ Ei(-2)
0
- Yy, (1)
o ’
donde v = 0.577216... es la constante de Euler, asi como
E(-y) = —fdxz_le_" (z>0), (F.2)
¥
- __Twal
fdx—tanhx 1n( )+21 [ (az’4+1;’2)] (a>0), (F.3)
tenemos que
2y

— In (2y) + Ei(—2y)

fd:c g7l (e -1)

- —/dx———(e_2;+ ) tanh z (F.4)
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Figura F.1. En la grdfica se puede apreciar c6mo para valores de y suficientemente
grandes, la aproximacién (C.6) es mejor.

por lo que sustituyendo (F.2) y usando (F.3)

oo

¥
f“‘”it“hx = v+ln(2y)+1n(2/ﬂ)+]m—1 —=+]d$e

v

( ) fd zcoshz’ o)

Para y > 1 es muy buena aproximacién tomar el primer término, es decir,

¥
s
/d:': L tanhz ~ In (4iy) ; (F.6)
T T
i

-2z
tanh z
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F.2 Integral de volumen sobre la esfera d-dimensional

La integral en d dimensiones de una funcién f(x) cuyo argumento toma valores vectoriales
x = (z1, g, ..., Ta) ¥ que depende sélo de la magnitud de |x| = z

I'= [dd:c f(z), (F.7)

puede calcularse [56] usando que por simetria “esférica” se puede escribir dz = Agz? 'dz,
con A4 una constante. Este resultado es una generalizacién de los conocidos casos en dos
y tres dimensiones donde d*z = 2nzdz y d®z = 4nz’dz, respectivamente. Usando este
hecho tenemos que

1= [z fa) = A " dz 24 f(z). (F8)

Para encontrar el valor de Ay usamos la funcién f(x) = e~(i+#i+-+20) = ¢==*_ De este
modo

fd“n: e = Adf dz 2% e (F.9)
0
y la primera integral puede evaluarse asi

/d"m e fdzlfdzg...fdxd eHle .. o % (F.10)
d

Il

+eo0
. [ dze—f] (F1)
+00 d
= [f dy y‘”ze_"] (Fl?)
0
= [(1/2)" (F.13)
= 72, (F.14)
donde 2
M(v)=(v-1)= f e't~tdt. (F.15)
0
es la funcién Gamma. Por otro lado, la segunda integral de (F.9) da
f dr %™ = lf dy y** eV (F.16)
0 2Jo
- %I‘{dﬂ) (F.17)
por lo cual se deduce que
2n%/?
Ag = @) (F.18)



F.3 Integral de Bose

La llamada funcién de Bose g,(z), definida por

go(2) = F(J)/ Py l (F.19)
puede desarrollarse en serie de potencias de z como a continuacion se expone:
00 _,L,o-l o0
f ———dx = f 22" e (1 — ze7%) Mz
0 z-lex — 1 0

= 0
[ z2°7'e™*y (ze7%)'dx
0

1=0
[ x“'lz:(ze")‘dm
L =1
E z‘/ z° e dxr,
i=1 0
haciendo el cambio de variable y = zl, la Wltima integral se escribe como
oo
A e N
> = [ ¥’ leVdy,
=1 0

finalmente usando la definicién (F.15) se tiene que la funcién de Bose (F.19) se escribe
como

1 {= ]

g,(Z) = m A T—f = Z I" {F‘20)

Claramente cuando z << 1 la funcién g,(z) se comporta como z misma para toda o.
Puede observarse que g,(z) es una funcién moné6tona creciente de z cuyo valor limite
para nuestro interés es 1. Asi, cuando z — 1, ¢,(2) se comporta como la funcién zeta de
Riemann [56] {(¢) = Y ;= 1/1°. Algunos valores numéricos de ((c) son

((3/2) ~ 2612, ((2) =n?/6 ~ 1.645,
C(5/2) ~ 1.341, ((3) ~ 1.202,

((7/2) ~1.127, ((4) = 7*/90 ~ 1.082,
¢(5) ~ 1.037. ((6) = n®/945 ~ 1.017.

Para el caso o < 1, g,(2) diverge conforme 2 — 1. Cuando o = 1 se tiene

< dx
a(2) =[ﬂ — o =-In(1-2),

z7lex
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que diverge logaritmicamente a co conforme z — 1.
Anélogamente al cdlculo de la integral que aparece en (F.19) calculamos la integral en

(E.20).

1!
dy y“"e'”Z—-(”’ I' ) v

Il
~—~—3

0 n=0
oo o0

= > (n+1) fdy g lemrieth),
n=0 )

haciendo el cambio de variable z = y(n + 1), la tltima integral resulta I'(d)/(n + 1), ver
(F.15). Asf

o

€& - I'(d)
Ofdyyd 1(ev— 1> E(n+1 d-1
= P(d);%
= T(d)¢(d-1), (F.21)

donde ¢(o) es la funcién zeta de Riemann.

F.4 Diagonalizacién del operador H — uN

Usando la transformacién llamada de Bogoliubov-Valatin [87]

t
UpQp + VkOr_y |

akr =

o t
a = Upx + Up_k

k1 L) L

— t (F.22)

Ak,| = UpQk,| — VpQ_y 1

= i
Q| = UpOy | — VOt
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podemos diagonalizar el operador (5.10)

H-puN =~ Z lex — ) af axs (F.23)
ks
+[E+(0) = 2u No+ ) [B4(K) — 2u) bichk
K#0
+[2n— E-(0)] Mo+ ) _ 20— E_(K)) clex
K#0

+ 22 [VAofo(k) + vimaf-(b)] (alyal sy +a-iaic ).

Sustituyendo (F.22) en el primero y tltimo términos de (5.10) y simplificando tenemos
que

~ Z [fk = 'Uk QAkukUk] ak :akv'

+ Z: 2s [&ukw; + =Ag (u ( = ‘Uk)] (ak, a_y g+ 0K ,ﬂ'_k’_.)

el Z 2 [Ekv,, + Akuwk]

+[E4+(0) — 2u] No + z [E+(K) — 2u1] bbx
K#0

+[2u — E_(0)) Mo + ) [2u — E_(K)] ck, ek, (F.24)
K#0

donde & = e — p, A = /nof+(k) + /mof-(k). Es claro que (F.24) no se obtuvo como
aproximacién de (F.23) por lo que el CBFM va més alld que el tratamiento de campo
medio, es decir, va més alld (por ejemplo) de BCS donde se desprecian més términos que
contienen operadores a.

Para que H — uN quede diagonalizado debemos imponer que

1

Grurvi + 50 (U (vt -vi)=0 (F.25)

o bien que ),

Ay (uf — v§)

=" F.2
Uk U 2%, (F.26)
Definiendo

& (uf — vi) — 2Axurvy = Ey, (F.27)
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y combinando esto con la Ec. (F.26) se tiene que

By
uy—-v= g1 AT (F.28)
Como ademss u? + v? = 1 se tiene que
2 _ 1 Byl
_1 . F.2
N 2[1+££+Ai N
21 Bk
=—|1-—=]. F.30
%73 [ g+57 e

Sustituyendo (F.29) y (F.30) en (F.26) obtenemos que Ej vale

Bi= /8 + AL (F.31)

De aqui que
2 _ 1 &
1 V22 .
2 _ 1 &k
=< |l- =—=—=]. (F.33)
2 V& + Ak
Por tanto, H — uN queda diagonalizado, a saber,
H-uN =~ E Exof joxs + Z (& — Ex) (F-34)
k,s k
+[E4(0) — 24 No+ Y [E+(K) — 2] Blebxc
K#0
+2n - E_(0)] Mo+ )_ [2n — E_(K)] cexk-
K#0

Su estado y valores propios serian dados por la Ec. (5.14).
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Apéndice G

G La relacion de dispersion de 2e-CP’s y 2h-CP’s

Resolviendo el problema de Cooper con la interaccién modelo BCS (2.18) para el caso en
que el momento de centro de masa K es distinto de cero uno puede encontrar el eigenvalor
de la energia correspondiente al estado con K definido. Para el caso 2D se tiene el siguiente
resultado en acoplamiento débil [109]

2 2
Ex iy & + ;-’WPK +O(K"), (G.1)
mientras que en 3D se tiene (y ya se conocia en Ref. [39] p. 33) que
1 2
Ek K—_.D' &+ EﬁﬂpK + O(K } {G2)

En ambos casos la relacién de dispersién es lineal en acoplamiento débil y K pequena.
Resultados similares se obtienen para el caso de la interaccién interelectrénica de alcance
cero —vpé(r) en 2D y en 3D [110],[111]. A diferencia del problema original de Cooper,
que en esencia es un problema de dos cuerpos donde sélo se considera el estado ligado
estacionario de un par de electrones arriba del mar de Fermi (ver Apéndice A), la ecuacién
de Bethe-Salpeter (que es una ecuacién que considera el efecto muchos cuerpos) en la
aproximacion de escalera (“ladder approximation”), que trata tanto a pares de particulas
como pares de agujeros, ambos como entes fundamentales [112], da como resultado que
el problema original de Cooper (basado en el estado base del gas ideal de Fermi) no
posee estados ligados estables [89], es decir, la energfa resultante es imaginaria pura. Sin
embargo, los CPs basados no en el mar de Fermi correspondiente al gas ideal de Fermi
sino en el estado base de BCS [88],[89] recobran su estabilidad aunque por un tiempo
finito como sugiere el hecho de que junto con la solucién trivial del modo sonoro, aparece
una solucién no-trivial llamado “par de Cooper mévil” (moving CP, o en esencia un par
de Cooper generalizado). Este también es lineal en K a orden dominante. Esta solucién
resulta ser una resonancia de energia positiva con una parte imaginaria implicando que
el par de Cooper tiene un tiempo de vida finito.
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G.1 Tratamiento Bethe-Salpeter del problema de Cooper

Consideremos el hamiltoniano de un sistema no relativista de muchos fermiones

H = Ze;‘ailgak.,+ Z ‘U(iq—k|)aL.,aL.‘u,ak‘,ak:,,r
k.o

kk'.qq'
ao’

— HQ + H,'ng. (Gg)

La ecuacién de Bethe-Salpeter para la funcién de onda del estado ligado de dos fermi-
ones [88] en la aproximacion de escalera (“ladder approximation”), tomando en cuenta
particulas y agujeros en el estado base del gas ideal de Fermi, estd dada por

-y 2
YoE) = -(,%) Go(K/2 +k,Ex/2 + E) Go (K/2 — k,Ex /2 — E) X
+00
oo [ 4B Y (k- KK, B) -
- k,

donde L? es el volumen del sistema en d dimensiones, K = k; + k; es el momento de
centro de masa y k = (k; — k2)/2 es el vector de onda relativo del estado ligado de
dos fermiones cuya funcién de onda es ¥(k,E); £x = E; + E» es la energia del estado
ligado y Go (K/2 + k,Ek/2 + E) es la funcién de Green de un solo fermién en ausencia
de interaccién (es decir, a orden cero), mientras que v(|k — k'|) corresponde, con fines de
estudiar el sistema de muchos electrones interactuando, a la interaccién tipo BCS cuya
doble transformada de Fourier es

v(ki = K|) = =V if kp —kp < ki, K, < kr + kp, (G.5)

y 0 en cualquier otro caso. Aqui V > 0, hkr = mur es el momento de Fermi, m
es la masa efectiva del electrén, y kp = wp/vr con wp la frecuencia de Debye. La
condicién (que se verifica en muchos superconductores) fwp < Ep = h*k%/2m implica
que kp/kr = hwp/2Er <« 1. La Gy (ki, E1) basada en el estado base del gas ideal de
Fermi estd dada por

h 0(ky — kr) (ke — ki)
k =— :
GO( I‘El) i{‘-E1+Ek1—Ep—?:€+"E1+€k,—Ep+i£ (GG)
donde e, = h?k?/2m y 6(z) es la funcién escalén de Heaviside
1 siz>0
f(zx) = — T
(@) {D siz < 0. (GT)
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De este modo el primer término en (G.6) se refiere a electrones y el segundo a agujeros.
Ya que ¥(k, E) en (G.4) depende de E sélo a través de las funciones de Green, es

conveniente definir la funcién auxiliar
400
1
o) = 75 [ aF > vk = KDUK.E),
con lo que (G.4) se escribe en terminos de ¢(k) como

o) = 5 (3) > vl = K)olk) x

" f dE Go (K/2 + X, Ex/2 + E) Go (K/2 — k, £ /2 — E).

Haciendo las integrales en el plano complejo sobre E uno encuentra que

1 [B(K/2 + K| — kr)]* ;
k) = —— Y v(k-X|) K) +
o(k) Ldgj (e =) e k)

B(kr — |K/2+K)))°

1

vk -k k).
L‘* ( D —Ex + Ex a4 + EK/2-W — 2Epp( )

Para el caso K = 0 esta ecuacién se vuelve
_ 1 i 6K = ke))’
olk) = —13 Zv{lk ) ) +
o [6(kr = K)*
Ld ”(“‘ K =g 2y = 28,7

Con la interaccién (G.5) esto da

o(k')
pk) = -1
iz Ik“lzb-;c —&o + 2ep — 2EF

¥ o (k)

—= ———tee
i <kp Eo + 260 — 2Ep

(G.8)

(G.9)

(G.10)

(G.11)

(G.12)

donde las primas significan sumar sobre k' que satisfacen (G.5). Introduciendo la defini-

cién i = (k) [~ + 2ex — 2Ep| ™" se tiene que

(2 — 2Br — €)W =V Y ‘Y =V D “the.
k' K
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La primera suma primada (asociada a los pares de Cooper de electrones) significa sumar
sobre los términos que satisfacen Er < ep < Ep + hwp mientras que la suma doblemente
primada (asociada a los pares de Cooper de agujeros) estd sujeta a la restriccién Ep —
hwp < ex < Ep . El caso original de Cooper se recupera [47] si suprimimos el iltimo
término de (G.13), quedando la ecuacion ¥ = (2ex — 2Er — €)'V Yy the, ver (A.24),
que nos lleva al conocido resultado de Cooper para & (A.31). Si la primera suma es
suprimida en (G.13) se obtiene el mismo resultado para & (A.31) pero con un cambio de
signo, y corresponde a los 2h-CPs.

Si uno considera el problema completo, es decir, tanto pares de agujeros como pares
de particulas, la ecuacién (G.13) no puede ser deducida de una ecuacién tipo Schrodinger,
como sucede cuando o bien pares de agujeros o pares de electrones se suprimen. Para
resolver la ecuacién completa (G.13) procedemos como sigue: definimos

A= VY 't (G.14)
VY e, (G.15)
K

B

con lo que (G.13) se escribe como
Y= (A— B) (2 — 2Er — &) (G.16)
Tomando ¥, sobre (G.16) obtenemos

’ 1
A=(U-BV) oo ey (G.17)
y tomando E: sobre (G.16) tenemos
L 1

Puesto que ¥y depende de A y B que a su vez denpenden de 1y es necesario eliminarlas.
Para hacerlo resolvemos el sistema homogéneo de dos ecuaciones en A y B dadas por
(G.17) y (G.18). Para tener una solucién no trivial es necesario que

’ ]. " 1
1-V) etV )y ——— = . <
; (2&*251-'—'50)4- zk: (2ex — 2Ep — &) ¢ (G.19)

Pasando las sumas a integrales sobre ¢ estas tltimas pueden evaluarse inmediatamente
dando por resultado

A
1~ 2 In(1 ~ 2hwp/Er) - %mu + 2wp/€) =0, (G.20)
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donde A = VN(Er). De este modo se obtiene que
1 i
] -5,\111[1 — (2hwp/&o)7]. (G.21)

De aqui se tiene el eigenvalor explicitamente
E(; = :l:z2ﬁwg,/v 82’“ - 1. (022)

Puesto que la energia del par de Cooper (de particulas o agujeros) es puramente imaginar-
ia, lo que carece de sentido fisico, esto implica una inestabilidad del problema de Cooper
cuando tanto pares de particulas como pares de agujeros son considerados. Este resultado
no es nuevo, pues ya ha sido reportado en Refs. [113] pdg. 44 y [114] Sec. 33, aunque
los casos donde sélo pares de particulas 6 sélo pares de agujeros estdn presentes (arriba
discutidos) no son discutidos en las referencias mencionadas.

Un ejemplo donde se exhibe el profundo efecto de considerar tanto particulas como
antiparticulas es el caso del gas ideal relativista de bosones a muy altas temperaturas
donde la produccién de pares bosén-antibosén debe tomarse en cuenta (ver Apéndice E).

G.2 Apareamiento de Cooper generalizado

Sin embargo, si uno usa el tratamiento de Bethe-Salpeter basado en el estado base de
BCS en lugar del estado base del gas ideal de Fermi el concepto de par de Cooper es
restaurado. Uno sustituye (G.6) por

2

Golls, Ey) = 1 L U (G.23)
T T —Ey + E, —ie —Ey + E, + ¢ '

donde By = \/(ex — p)? + A% con A el “gap” fermiénico, v2 = [1 — (ex — p) /Ex] /2 ¥
u? = 1 — v} son los coeficientes de Bogoliubov [87]. En el limite A — 0 las cantidades an-
teriores se vuelven |ex— |, (k1 —kr) y 8(kr— k1), respectivamente, y de este modo (G.23)
se convierte en (G.6). La sustitucién Go(k,, Ey) por Go(k,, E;) corresponde basicamente
a reescribir el hamiltoniano completo (G.3) de tal modo que el nuevo hamiltoniano no
perturbado Hj, corresponda al hamiltoniano de BCS y los términos restantes se suponen
adecuados para hacer un tratamiento pertubativo. La sustitucién anterior se justifica
experimentalmente en base a los trabajos [58],[84],(85], y tedricamente en el hecho de que
uno recupera el modo sonoro de Anderson-Bogoliubov-Higgs y un tiempo de vida finito
para el nuevo par de Cooper mévil (“moving CP”) [88],[89]. El formalismo de Bethe-
Salpeter consiste de un conjunto de tres ecuaciones acopladas, una para cada funcién de
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onda (2-particulas, 2-agujeros y particula-agujero). Pero como la ecuacién para la funcién
de onda particula-agujero se desacopla, sélo quedan dos ecuaciones acopladas. La solu-
cién no trivial llamada par de Cooper mévil nos lleva a la relacion de dispersion energia
vs momento de centro de masa del par £k, la que para el caso bidimensional (el caso de
interés en el estudio de los superconductores cupratos por su estructura casi-bidimensional
[106]) esta contenida en la ecuacién [88]

1 kp+kp ¥ig
— Mg f dk dipuk 2+ kUK /2K %
2m kp—kp 0

Exj24x + Ex/2-x

=3 G.24
+ (Bx/24x + Fxj2-x)? (G24)

X {uK /21U /24K — UK/24KVK/2-k } — £z

De la anterior ecuacién, haciendo una expansién de Taylor para £k en potencias de K
alrededor de K = 0, e introduciendo el factor de amortiguamiento —il'x en el denomi-
nador, se obtiene a segundo orden en K para A pequeiia

+Ex ~2A + %ﬁw;}{ + %T—:e‘/*w — ihvpK [% - ﬁelﬂ‘}{] +0(K® (G.25)
donde el signo + corresponde a la solucién para el par de Cooper de dos particulas y
— para el de dos agujeros. Nétese que aparece una relacién de dispersién lineal a orden
dominante en K asociada con el par de Cooper mévil.

La contribucién de un término imaginario en la energia del par de Cooper (signo
negativo en (G.25)) significa que este iltimo decae como e™*/ con una vida media dada
por

i = h/20k = k)2 [(A\/m)hvr K + (hvp/12kp)e'*K?] . (G.26)

Esta diverge solamente para K = 0, y cae rdpidamente conforme K crece (ver Fig. G.1).
Asi, pares de Cooper con K # 0 tienen una vida media que decrece conforme K crece,
mientras que los pares de Cooper con K = 0 tienen una vida media infinita (son estados
estacionarios). Debemos hacer notar que el término lineal (real) (A\/27)hvrK en (G.25)
depende del pardmetro de acoplamiento A en pleno contraste con los resultados citados
arriba (G.1), (G.2) que resultan de resolver el problema de Cooper original donde no se
consideran los agujeros. Esto en si garantiza que, como se esperaria fisicamente, T, — 0
en la mezcla binaria del IBFM [115] sin pares 2h-CP, en vez de diverger como venia
ocurriendo en 3D con la relacién (G.2).
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Figura G.1. Vida media de los pares de Cooper, la cual diverge para K = 0 y cae
a cero conforme K crece, segin la generalizacién via la ecuacién de Bethe-Salpeter.
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de Bose donde la longitud de coherencia es muy pequena (acoplamiento

fuerte) a la region de BCS donde la longitud de coherencia es muy grande

{acoplataieitn débil).  « = svees o = s @ s B EEE @ @ RS @ 8w 19
4.2 La brecha de energia Ey,p definida por (4.5). a) A si > 0 pues en este

caso el minimo de Vm se encuentra en g = . b) /A? + p?

si 4 < 0 pues el minimo de \/m se encuentra cuando ex = 0. . 20
4.3 Pardmetro de orden A y el potencial quimico p a temperatura cero como

funcién del parametro de acoplamiento A.. . . . . .. ... ... ... L. 24
4.4 Se muestra la dependencia de la temperatura critica y del potencial quimico

en T,, (en unidades de Tr) como funcién del pardmetro de acoplamineto

A, para el potencial modelo BCS. . . . . ... ... .. ... .. ...... 25
4.5 La brecha de energia E,,;, y el pardmetro de orden A a T' = 0 como funcién

del pardimetro de acoplamiento By/Ep. Para p > 0 (6 equivalentemente

By/Ep < 2) se tiene Egep/Er = 2A/Er y 24/(u/Er)? + (A/Er)? para

i <0 (By/Er > 2). Los puntos en los que terminan las curvas se refieren

a los valores de Egp/Er y A/Ep cuando By/Er alcanza su valor maximo

posible (= 7/e”In2 para el caso kg — 0o y =~ 3.746 para el caso ky = kp)

calculado de apartir del hecho de que kgT, es una cantidad no negativa. . . 27
4.6 El potencial quimico g (en unidades de Er) a temperatura cero para el

caso de alcance cero (linea en trazas) y alcance ry igual a la distancia entre

particulas. Los puntos corresponden al valor de p/Er en el valor mdximo

posible de By/Er (= w/e"In2 para el caso kg — oo y ~ 3.746 para el

caso ko = kr) calculado a partir del hecho de que kgT. es una cantidad no

REEAliNBes & o wemn v @ swsh B 0 SRRTE W A B RS S D N M e 28
4.7 Dependencia de T, (en unidades de Tr) y de u(T.) (en unidades de Ef)

como funcién del parametro de acoplamiento B; (en unidades de Ef). . . . 30
4.8 Comportamiento del pardmetro de orden A como funcién de la temperatura

para valores del pardmetro de acoplamiento By/Epr = 0.01, 2, 2.5447. . . .. 31
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4.9

4.10
4.11

4.12

5.1

5.2

5.3

El potencial quimico g como funcién de la temperatura para B/Ep =
O0L; B, 204470 v S S B S DRk R S awi s 6 e ¥ 5 EER B F s
Relacion entre By y A para valores de hwp/Er = 0.03, 0.05, 0.07.
Temperatura critica de transicién superconductora 7T, (en unidades de Tr)
calculada a partir de la ecuacién del “gap” BCS (linea en trazas) y a partir
de las dos ecuaciones (“gap” y nimero) del BCS-Bose “crossover” (linea llena).
Para valores de A < 56.25 BCS y BCS-Bose coinciden casi perfectamente y es
necesario pasar este limite de valores de A para tener una diferencia notable
entre ellas. La curva BCS superior se determina de la Ec. (2.23) en tanto
que la curva BCS inferior es su limite de acoplamineto débil (2.24) . . . . .
Coeficientes de Bogoliubov u2, vf como funcién de 4/ E para diferentes valores
del pardmetro de acoplamiento A = 0.01, 0.5, 39 y co. Puede observarse que
el limite de Bose (v} < 1 para toda k) no se alcanza, ni aun para valores muy
grandes (no fisicos) de A. Para el caso A = 0o el potencial quimico disminuye
hasta su valor minimo posible —hwp. . . . . . ... ... 0.0 .o
Diagramas que representan los vértices de interaccién entre un par de Cooper
de dos electrones (2e-CP) y dos electrones desapareados (arriba) y los vértices
de interaccién entre un par de Cooper de dos agujeros (2h-CP) y dos agujeros

Organigrama donde se muestra cémo a partir del modelo completo bosén-fermién
se obtienen, como casos particulares, la ecuacién del gap de BCS por un lado
y la férmula (ahora implicita) de la temperatura de condensacién Bose-Einstein
POE GRS, w 5 s 8w somin i % m piss & o SR B R BENE 4 W RS B ® 5w
Diagrama de fases en el plano T'/Ty — n/ny para el caso 3D y pares de Cooper
con relacién de dispersién energia vs momento de centro de masa cuadrética.
La curva llenaT¢,_ /T corresponde a la frontera de fase entre la fase normal y
la fase pura superconductora s—. La curva en trazas corresponde a la frontera
de fases entre la fase normal y la fase superconductora s+. Esta iltima tiende
aproximadamente al valor T, /Ty = 0.218 (marcado con un tridngulo) cuando
no hay electrones desapareados (D.3). El punto indica la interseccién entre las
curvas Tos— ¥ T¢sq que ocurre aproximadamente en el valor de T, calculada con

BES-Bose “CrosS0Ver:"  ciiis & & wanais 5w dSeiaow v B ST B R Saeth R B ahees
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5.4

5.5

5.6

5.7

5.8

Diagrama de fases en el plano T'/Ty— An, para el caso 3D y relacién de dispersién
cuadritica donde An = n/n; — 1. Este diagrama muestra con mejor detalle lo
que ocurre alrededor del punto de interseccién de las curvas Ty, /Ty y Togs [Ty,
donde ademds se muestran las fronteras entre las fases superconductoras
puras s+, s— y las fases superconductoras mixtas ss—, ss+. . .. ... ..
Diagrama de fases en el plano T/Tr — n/ny para el caso 3D y pares de Cooper
con relacién de dispersién energia vs momento de centro de masa lineal. La
curva llena T,,_ /T corresponde a la frontera de fase entre la fase normal y
la fase pura superconductora s—. La curva en trazas corresponde a la frontera
de fases entre la fase normal y la fase superconductora s+. Esta iiltima tiende
aproximadamente al valor T, /T = 0.129 (marcado con un cuadrado) que cor-
responde al valor calculado de la temperatura de condensacién B-E cuando no
hay electrones desapareados (D.8). El punto indica la interseccién entre las cur-
vas Ty~ y Tesq que ocurre aproximadamente en el valor de T calculada con
BCS-Bogei "orosgover” . .o i wean 5 s F Ve d 8 ¥ min e B e d 8 o
Diagrama de fases en el plano T/Ty — An para el caso 3D y relacién de dis-
persién lineal, donde An = n/ny — 1 y se han usado los valores A = 1/2 y
hwp/Ep = 0.005. Este diagrama muestra con mejor detalle lo que ocurre alrede-
dor del punto de interseccién de las curvas Tes— /Ty ¥ Tes+. /Ty, donde ademds se
muestran las fronteras entre las fases superconductoras puras s+, s— y las fases
SUPAFCODANCLOPRE MTEEAS BFim. S84, o ¢ sy o Soess § 5 ©EELE S B e
Diagrama de fases en el plano T'//Tr — n/n; para el caso 2D y pares de Cooper
con relacién de dispersién energfa vs momento de centro de masa lineal. Las
curvas llenas T, /TF corresponden a la frontera de fase entre la fase normal y
la fase pura superconductora s— mientras que las curvas en trazas corresponden
a la frontera de fases entre la fase normal y la fase superconductora s+ para los
valores de A = 1/2, 1/4. Estas dltimas tienden aproximadamente a los valores
de la temperatura critica de condensacién BE (Ec. (D.6)) T./Tr = 0.088, 0.044
respectivamente. El punto indica la interseccién entre las curvas Ty ¥ Tess que
ocurre aproximadamente en el valor de T, calculada con BCS-Bose “crossover.” .
Diagrama de fases en el plano T/Tr — n/ny, para el caso 2D y relacién de
dispersién cuadrdtica. . . . . . . . .. ... e e e e e e e
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Al

A2

B.1

E1l

E.2

E3

F1

G.1

a) En el problema de Cooper la interaccién entre dos electrones ocurre cuando
éstos tienen sus energias en el intervalo [Ep, Ep +hwp), donde fiwp (< Ep)esla
energia de Debye asociada a la mdxima energia fonénica de la red. b) La inter-

acci6n efectiva entre dos electrones en el problema de Cooper dada por (A.23),

es tal que conserva el momento total K = k; + kg en el proceso ky, ks — ki, k3. 70

Seccidén transversal del volumen traslapado en el espacio k (regién sombreada)
donde debe apuntar el vector de onda relativo del par k = §(k; — kz) para que
el modelo de interaccién de BCS (2.18) sea distinto de cero para cierto valor del
momento total (o de centro de masa) hK = h(k, + kz). El extremo opuesto del
vector k parte de lamitaddel vector K. . . . . . . ... .. .. ...,
Dos valores distintos del vector de onda relativo k = (k; — k2)/2 y k' =
(kj — k5)/2 (con el mismo valor de momento de centro de masa K), corre-
spondientes a dos pares de BCS distintos, que caen dentro de la regién de
traslape de la Fig. A.2 y por tanto que contribuyen en la suma (B.1) para
determinar £k. Se ilustra cémo para un par de Cooper con estos pares de
BCS, el término 8y \+ siempre es cero sin violar el principio de exclusién de
PRI 55 = snpmn 2 o s @ 3 et B B D00 & smaeim o Sia B
T, para el caso 3D cuando no hay antibosones presentes. Para valores pequefios
de mpe/hn'/3 (masa pequefia y/o densidad grande) es la temperatura critica de
condensacién en el limite ultra-relativista T #~® la que domina y es précticamente
constante. Por otro lado, en el limite no-relativista, es decir, para valores grandes
de mpe/hn'/3 la temperatura critica de condensacién est4 dada por TVR-B va
oG Elvmer: & u v sehE RS U B 4 A ¥ B ST b & SRR T R 0 D SN
Cuando tanto bosones como antibosones son considerados la temperatura critica
de condensacién va como TCUR"B Ao m;m para valores pequeiios de mgc/hnlf 4
(caso tridimensional). Para valores suficientemente grandes de mpc/hn'/? la

NR-BA -1
T MGG = & e & v &

temperatura critica de condensacién va como
En esta grifica se aprecia cémo la temperatura critica de condensacién, para
valores pequefios de mpc/hin!/3, es més alta cuando bosones y antibosones son
considerados que cuando sélo los bosones estdn presentes. . . . . . .. .. ...
En la gréfica se puede apreciar cémo para valores de y suficientemente grandes,
la:apromimacion (C6) esejor, o » » e o 5 sse & & 508 § 5 585 556 5
Vida media de los pares de Cooper, la cual diverge para K = 0 y cae a cero

conforme K crece, segiin la generalizacién via la ecuacién de Bethe-Salpeter. .
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Lista de Tablas

2.1

6.1

D.1

E1l

Valores experimentales de la temperatura de transicién superconductora y
el cociente universal 2A/kgT. (~ 3.53 para BCS) para algunos elementos
SUDELCONAUGEOTES v 5 v & v 3 % v & & ¥ E0alE % B e0es ¥ ¥ B R o ¥
Temperatura critica de condensacién y densidad de niimero de bosones
para las fases s+ y s—cuandon/ny=1. . . . .. .. ... .. .......
Temperatura critica de BEC T, cuando se considera que un sistema de N
electrones forma un sistema de N/2 bosones, cuya relacién de dispersién
Ex es: cuadrética h’k?/4m, que correponde a bosones libres; lineal e inde-
pendiente del parametro de acoplamiento A, aghvpK (aq = 1/2, 2/m en 3D
y 2D respectivamente), que resulta de resolver la ecuacién de eigenvalores
del problema de Cooper en el limite K — 0; lineal y dependiente de A,
AaghvpK (aq = 1/4, 1/27 en 3D y 2D respectivamente), que se obtiene
cuando se resuelve el problema de Cooper via la ecuacién de Bethe-Salpeter
(donde tanto pares de particulas y de agujeros son considerados consisten-
temente)enellimite K —0.. . . .. .. ... ... n
Temperatura critica de condensacién en los limites no-relativista (NR) y
ultra-relativista (UR) para el gas ideal en 2D y 3D cuando sélo bosones
son considerados (B) y cuando tanto bosones como antibosones (BA) estdn
Presentel: ~ ¢ e 9w S S IR B E AR B 0 ReN A B B B ¥
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