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En este trabajo. se presenta un procedimiento general para la obtención de cunas de 
fragilidad sí smica de estructuras. El estudio se enfoca particularrnente a estructuras 
n1lnerables típicas edificadas en la zona del lago de la Ciudad de México. La demanda 
sísmica considerada, es la correspondiente a la fuente de mayor riesgo sísmico que 
existe en la actualidad: la brecha de Guerrero. Estos sismos se caracteri zaron a través de 
un proceso estocástico Gauss iano no estacionario en la media y en la CO\ ari anza. La 
técnica de simulación utilizada fue el método de la función de Green empírica y para 
obtener el ambiente sísmico deseado, se utili zó como funci ón de Green empírica al 
sismo registrado en SCT del 23 de abril de 1989 de magnitud 6.9. La estructura 
considerada, se modela como un sistema equivalente de un grado de libertad con 
propiedades de histéresis dadas por un modelo bilineal, correspondiente a una 
simpli fi cac ión de Ja cun a de capacidad de Ja estructura original La ecuación diferencial 
que modela al osc ilador. es lineal izada usando el método de la linea lización eq ui\ a lente. 
considerando tanto coeficientes Gaussianos como no Gaussianos. El caso Ga ussiano es 
considerado cuando la respuesta es lineal o incursiona en comportamiento no lineal con 
bajas ductilidades (1 < µ < 1.3). El caso no Gaussi ano se apl ica cuando la respuesta 
irn o luc ra altas ductilidades ( 1.3 < µ). Manipulando las ecuac iones diferenciales 
estoc isti carnente equi\alentes lineales. se obtienen las ecuaciones diferenc ia les pa ra la 
media y la co\·aria nza de la respues ta. cuyas sol uciones se obtienen a tra\ és de un 
método de integración iterati vo. Usand o estos resultados y la teo ría de extremos. se 
obtiene la funci ón de densidad de probabilidad condic iona l de los picos de la respuesta 
;:uietJ a una intensidad sis rni ca dada. Evaluando la probabilidad de que los pi cos 
e\cc:jJn e l estado limi te de: colapso incipi me de la estrc!c:UrJ pJra dist1:~:J:; !111<.:nsidadc' :o. 
sismicas. se obtiene la cuna de fragilidad sísmica del edificio para este estado limité . 
Los resu ltados obtenidos se\ eri fic an rea li zando extensas si mulaciones de \1 onte Cario. 



SUM!VIARY 

In thi s \vo rk 1s presentecl a ge neral proceclure to ob tain se1s1111c Cragility cun es or 
structures. Particul ar!\ . th1 s \\ ork IS foc used on buildings located al the lake-bed 1.one or 
Me;-.,:ico City. when subj ected to ea11hquakes. generated al th e Guerrero gap in the 
pacific coas t or Mex ico. T h1 s earthquakes \\ here charactenzed w1th a non-stati onary 
Gauss ian stochasti c process. that has non-stationary mean and covanance The 
sirnul ati on technique used is the ernpirical Green· s function rn ethod. and in order to 
at1ain the des 1red seisrnic environrnent, the empincal Green·s run cti on used 1s th e 23 
Apnl l <J8l) earthquake reg istered at SCT station of G <) magnitud e. The considered 
structure is modeled as an equivalent SDOF system with hystereti c properti es given by 
a bi-l1near rn odel. the b1-linear curve corres ponds to a s1mpl1fi cati on or the capacitv 
cun e or th e o r1 g1nal structure. The differenti al equat1 on that models the sys tern is 
lineari 1.ed us1ng th e equ11alent l1neari 1.ati on method. th e l1nea 11 1.ed coe lTici ents \\ere 
ob tamed co ns1derin g that the probab il1t \ dens1t\ ru nct 1on or th e response could be 
Gauss ian or non-Ga uss1an The Gauss ian case is cons1dered " hen the res ponse is linea r 
or i1 intrucles 111 non 1 inear behm 1or \\ ith lo\\ cluctilit y ( 1 < p < 1 3) The non- Gauss ian 
case is appl1ed ' ' hen th e res ponse is non-linear and attarn hi gh cluctilit\ ( 1 3 < p) 
Manipulat111g the equ1rnl ent linear d1fferenti al equations are ob tained the mean and 
covariance rnatrix equa11 ons o l'the res ponse. whose so luti ons are ob tained by foll om ng 
an iterati\e integrat1 on scheme Using th1 s res ult s and th e ex tremes theo ry. is obtained 
the condit1onal probab 1lit \ dens1l\ runction orthe peaks of the res ponse gi\ ell a se1sm1 c 
in tens 11\· Ernluatin g the prob ab1l1ty th at the peaks exceed the limit state that 
correspond s to the incipient co ll apse of the structure fo r d1fferent se isrnic intensiti es. it 
is obtained the se ism1c Cragility curve of the building The res ults are compared w1th 
those ob tained by Monte Cari o simul ations. 
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l . lm roducción 

CAPÍTULO 1 

INTRODUCCIÓN 

1.1 La medida de la vulnerabilidad sísmica de las estructuras 

Evaluar el impacto que tienen Jos sismos en las estructuras es una tarea importante por las 

pérd idas de vidas y económicas que ocas ionan. por lo que es necesario contar con un 

método que cuantifiq ue. confiab le y eficazmente, la probabil idad de que una estruct ura 

incursione en cierto ni vel de daño por estar sujeta a un sismo de intensidad dada . Esto 

penrntiría, a la sociedad en su conjunto y especialmente a k1 s ,:;:'mros ded1cJ.dos a la 

prevención de desastres. desarroll ar estrategias para miti gar el riesgo sísm ico en que se 

encuentran las estructuras y planes de acción cuando una ocurra un sismo. 

Los autores (\ er p.e . Casc iati, 1991) que se han abocado a la e\·aluación del 

comportamiento sísmico de las estructuras, coinciden en métodos generales, que han 

derivado en la construcción de una teoría denominada vulnerabil idad sísmica. Esta teoría 

estudia la probabilidad condicional de que una estructura incursione en cierto estado de 

daño por estar sujeta a un sismo de cierta intensidad. Existen di versos metodos para eva luar 

la vulnerabilidad sísmica de una estructura. Corsanego y Petrini (1990), los clasificaron en: 

directos, indirectos, convencionales y mixtos . Basado en esta clasificación. Dolce (Sati na. 

2002), propone una nue \ a cl as ificaci ón: métodos estadí sti cos. mecarncos v basados en 

juicios de expertos . 



J. lntroducción 

Aunque e:xi s ten o tras cl asificaciones de la \·ulnerJb ilid ad sísmica. que l!l \ c1lucran d istint as 

técnicas y métodos para su evaluac ión , es difícil desde un punto de \ ista teórico. po r las 

diferencias intrínsecas que existen entre ellas, eYaluar las ventajas que tienen un as sobre 

otras, ya que en distintas circunstancias que se establecen por la in fo m1 ac ión di sponib le. 

unas involucran el tratamiento de un volumen de información considerable y otras. métodos 

matemáticos sofisticados. Otros autores, por ejemplo, Caicedo et al. ( 1994 ), prefi eren 

separar los métodos de evaluación de vulnerabilidad en dos clases: analíticos y subjeti vos . 

En este trabajo se utiliza el método analítico, que consiste en modelar matemáticamente 

tanto a los sismos corno a la estructura y en detem1inar la respu esta en témi inos 

pro babi lísta. 

La vu lnerabilidad sísmica de una estructura depende del tipo de dai1o que se desea 

considerar y de los sismos a los que la estructura. se espera, estará sujeta . La relación entre 

estos parámetros suele formularse en forma discreta mediante matrices (Sarabandis, 2003 ), 

ó en fom1a continua m ed iante curvas de fragi lidad. El presente estudio se ded ica a la 

evaluación de la vulnerabilidad sí smica de las estructuras utilizando cu!\ as de fragilidad. 

La fragilidad sísm ica de un edific io, se defi ne como la probab i l1d ~d c\.•nJ1 c1onal l: ;: c;.: c su 

respuesta exceda un estado límite dado cuando se le somete a sismos de cierta intensidad . 

La fragilidad se expresa por una función entre dos conjuntos: el dominio y el contradominio 

de dicha función, en la que el dominio de la función (abscisas) . es una medida de intensi dad 

sísmica y el contradominio (ordenadas), la probabilidad condici onal de que la respuesta de 

la estructura exceda un estado límite cuando se le sujeta a un sismo de int ensidad dada. 

La fragilidad sísmica tiene diferentes aplicaciones como son: la estimación de daños 

probables debidos a sismo, la definición y/o evaluación de los parámetros que detemiinan 

el desempeño estructural ante sismo, la definición de medidas de preYención de desastres, 

el cálculo de la inversión óptima para obtener diseños de estructuras con un ni\ el de 

seguridad establ ec ido, y el desarro llo de códigos de diseño basados en pro babil idad. 

utilizando las curvas de fragili°dad como una herramienta para determinar la confiabilidad 

de las estructuras diseñadas. Algunos ejemplos de la orientación probab ilista que los 
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códi gos están tomando se refl eja en: la metodología de e' aluación de riesgo probab ilist J 

para plantas nucl eares, l\RC, desarrollada en 1970 y actualizada en 1980, l\ucl ear 

Regulatory Commission (1983 ). el Eurocódigo desarrollado dentro de la com unidad 

Europea en 1993, Eurocódigo ( 1998), y los criterios de diseño propuestos por el comité 

Visión 2000, SEAOC (1995) . 

El desempeño de una estructura frente a un sismo está dado por la relación que guarda su 

respuesta con la resistencia de los elementos que la componen . La respuesta de la estrnctura 

puede ser representada por: el desplazamiento de uno o varios puntos característicos, la 

distorsión de un entrepiso, o las fuerzas actuantes en un elemento de la misma 

estructuracomo consecuencia de su deformación . Diferentes ni\·eles de respuesta ocasionan 

que la estructura se dañe y hasta falle . La respuesta de una estructura se correlaciona con el 

daño experimentado por la misma, ya que mientras más dañada esté, menor resistencia 

tendrá para resistir las fuerzas de inercia ocasionadas por los sismos (Xianguo et al., 1994 ). 

Hay diferentes aproximaci ones para obtener la fragilidad sísmica de estrncturas (Waisman 

y Grigoriu, 1996), que se basan en : i) observaciones de campo, ii) ex perimentos de 

labo ratorio y iii) modelos nun~encos. Este trabajo se enfoc;:i al desarrollo de mode los 

numéricos y se divide en : 1) el método de Monte Carlo y 2) el método de vibraci ones 

aleatorias (Casciati, 1991 ). En el método de Monte Cario , la fragilidad sísmica de una 

estructura se obti ene calculando primero las respuestas de la estructura sujeta a una gran 

cantidad de sismos de la misma intensidad, para rnri as intensidades, y después calc ular la 

frecuencia relativa condicional a una intensidad sísmica dada de que las respuestas excedan 

un valor dado. Los sismos deben ser simulados mediante un método que permita obtener 

gran cantidad de ellos con una intensidad dada y características que reflejen el lugar de 

desplante de Ja estructura, el período dominante del sitio, la duración, y el contenido de 

frecuencias, entre otros . Algunos métodos de simulación deben contener además ciertas 

características de la fuente sísmica. Estudios de este tipo han sido realizados por Mosalam 

et al. ( 1997), encontránd ose que este método tiene la des\ entaja de irn o lucrar un esfuerzo 

computacional considerable que riorrnalmente esta fuera del alcancé . de la ingeniería 

prác tica. 
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El método de \·ibraciones aleatorias, en cambio, calcula directamente las estadísticas de la 

respuesta estructural frente a Ja demanda sísmica considerada, por lo que llega a resultados 

similares que los que se obtienen usando el método de Monte Cario , involucrando un 

esfuerzo computacional considerablemente menor. 

Las diferencias entre el método de Monte Cario y el método de vibraciones aleatorias se 

debe a que sus resultados dependen en general de variables e incluso hipótesis de partida 

distintas. En ocasiones estas diferencias se pueden reducir hasta donde se desee . Sin 

embargo, existen casos, en los que los resultados de ambos métodos son muy diferentes por 

causas inherentes a sus fundamentos. En ambos métodos es necesario contar con un modelo 

de simulación sísmica. 

Para el cálculo de las estadísticas de la respuesta de sistemas no· lineales histeréticos, Ja 

teoria de \·ibraciones aleatorias normalmen te utiliza el método de la lineali zac ión 

equivalente, ya que presenta ventajas sobre otros métodos (Hurtado, 1998 ). La aplicación 

del método de la linealización equi\ al ente, requiere que se suponga a priori una función de 

densidad de probabilidad (fdp) de '. 2 resp uesta. hipótes is que se \ en!ica posteriormente. 

Con el primer y el segundo momentos estadísticos de Ja respu esta. se encuentra la funci ón 

de distribución de probabilidad de Jos máximos de la respuesta, que permite evaluar la 

fragilidad sísmica de Ja estructura directamente. Investigaciones que utili zan este método 

han sido realizadas por Hurtado (1 993) y por Banón ( 1999) . 

El método de la linealización equi\alente se aplica generalmente utilizando técni cas de 

simulación sísmica que se basan en filtrar ruido blanco, obteniéndose sismos Gaussianos 

con una intensidad y densidad espectral de potencia dada, correspondiente a un sismo 

registrado en el sitio de interés . Los sismos simulados son matemáticamente aceptables; sin 

embargo, el procedimiento de simulación carece de sentido fisico. En este trabajo se utili za 

el método de simulación de la función de Green empírica, y se pl an tea un esq uema dentro 

··d~ la linealización equivalente que toma en cuenta las 'caraéterísticas de la simulación, 

pri ncipalmente considerando el hecho de que la densidad espectral de potencia no proviene 
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de ruido blanco. Con esto se pretende sacar \ entaja sobre el método tradicioll31 de 

simul ación, debido a que el método de la función de Green empírica se basa en un modelo 

físico de simulación de señales y el método utilizado filtrando ruido blanco se basa en un 

ajuste estadístico de datos (Hurtado, 1993). 

1.2 Objetivo 

El objetivo de la presente tesis doctoral es la obtención de curvas de fragilidad sísmica 

de estructuras hechas a base de marcos, utilizando modelos simplificados de análisis 

no lineal y conceptos novedosos de la teoría de vibraciones aleatorias. Se aplicarán las 

curvas de fragilidad en la evaluación de la vulnerabilidad sísmica de una estructura 

vulnerable típica del Valle de México. 

Para el cálculo de la fragi lidad sísmica de una estructura se desarrolla un método que consta 

de cinco pasos . El pri mero reduce, con fundamentos en la teoría de la dinámica estructura l. 

una estructura de múltiples grados de libertad (MGDL) a un sistema equiYalente con 

comportamiento no lineal de un grado de libertad ( 1 GDL ), de finido con la cun a de 

capacidad obtenida de un análisis de cargas incrementales. En el segundo paso, uti lizando 

el método de la funci ón de Green empírica, se caracteriza como un proceso estocást ico los 

sismos que provienen de la Costa de Guerrero, fuente a la que se le atribuye el máximo 

peligro sí smico, como lo explic an Ordaz et al. (199 1). El tercer paso. determ ina las 

estadísticas de primer y segundo orden de la respuesta del sistema de 1 GDL equi\ alente 

sujeto a un proceso estocástico cuyas reali zaciones corresponden a sismos de intensidad 

dada. Las estadísticas se obtienen utilizando la teoría de vibraciones aleatorias . El cuarto 

paso utili za las estadísti cas de la respuesta obtenidas del tercer paso y calcula la función de 

distribución de probabilidad de los picos de la respuesta a través de la teoría de tasas de 

ocurrencia y distribución de extremos. En el quinto y último paso, se calcula la 

probabilidad de excedenci a de los estados límites de interés. 

En este trabajo los resultados obtenidos en cada paso del método propuesto también se 

obtienen con el método de Monte Cario para su validación . Con este método se calculan las 
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mi smas estJdíst icas que las que se obtienen con la teoría de la vibración aleato ri a a tra\·és 

de rea li zar un número sufici ente de experimentos. Esta suficiencia se demuestra con base 

en la realización de mas experimentos no modifica las estadísticas que se desea estimar. 
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CAPÍTULO 2 

MÉTODO SIMPLIFICADO DE EVALUACIÓN SÍSMICA 

2.1 Antecedentes del método 

Hasta ahora, los análisis dinámicos no lineales son realizados sólo en el marco de la 

im·estigación y para estructuras especiales, y todavía no representan una opción viab le para 

los ingenieros de la práctica, debido al gran número de factores que dificultan su aplicación. 

La identificación de un sismo con el cual realizar el análisis dinámico de estructuras es una 

rnrea compleja. ya que lüs sismos presentan una gran \ ariab1 ::¿.::. é'. debido a: el mecanismo 

de fa lla que los genera, la distancia a la fuente y la estratigra fia del punto donde se quiera 

desplantar la estructura. Puesto que los registros sísmicos se obtienen para un sitio dado, 

esta infonnación en realidad no se puede utilizar para ningún otro lugar, si n que se consulte 

a un experto como puede ser un sismólogo ó ingeni ero geofísi co . Combinadas con lo 

anterior, las características del material y la fonna de caracterizar el comportamiento no 

lineal de la estructura prod ucen sistemas muy complejos. Esto ha motindo el desaJTollo de 

métodos simplificados de análisis no lineal. Se debe a Freeman et al. (1975), la creación de 

un método rápido para la evaluación sísmica de instalaciones militares, ahora denominado 

método del espectro de capacidad, que utiliza un procedimiento para determinar la 

capacidad de una estructura frente a sismos, al que se le llama pushover análisis (análisis 

de l empujón). El análisis del empuj ón. se defin e como L.::1 procedimiento de análisis 

sucesívos con el que se determinan las respuestas de una estructura sujeta a un sistema de 

cargas estáticas equivalentes a las sísmicas, que se incrementan monótonamente hasta que 
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la estructura alcanza un estado limite prees tableci do . El método desa1Tollado por Freeman. 

ha sido modificado y mejorado en sus alcances por diversos autores como, Fajfar \ 

Gaspersic ( 1996), Xianguo (1996), y Ayala (1999), pudiéndose actualmente aplicar con 

confianza a diversos tipos de estructuras como son: marcos planos de cualquier altura. 

edificios asimétricos y puentes . 

2.2 Reducción de una estructura a un sistema equivalente de I GDL 

Con el fin de contar con un método simplificado de análisis no lineal , un sistema de 

múltiples grados de libertad se reduce a un sistema equivalente de un grado de libertad 

utili zando la curva de capacidad del sistema original. La curva de capacidad se define corno 

la relación funcional que existe entre el cortante basal de la estructura y e~ desplazamiento 

de un nodo de control de la misma; nom1almente, en el caso de marcos, se considera al 

centro de masa de la azotea. Por simplicidad, la curva de capacidad se aproxima por una 

cuf\ a bi lineal y esta última se transfonna del espacio de cortante basal contra 

desplazami ento de un punto característico al espacio de pseudos-aceleraciones espec trales 

con tra desplazamientos espectrales . A esta función se le denomina curn de 

comportamiento, y de ella se obtienen las propiedades del sistema equivalente de 1 GO L. 

La curva de cortante basal contra desplazamiento resulta de aplicar sobre la estructura 

cargas laterales monótonas que se \·an increm entando paso a paso hasta alcanzar un 

desplazamiento objetivo del nodo característico. La distribución de las cargas en la altura se 

defi ne de acuerdo a los modos de \·ibración que contribu yen a la respuesta de la estructura. 

Cuando los desplazamientos producidos por cierto modo de vibración de la estructura 

predominan sobre los desplazamientos debidos a los otros modos, es posible aproximar la 

distribución de cargas en términos de una distribución correspondiente a dicho modo. Sin 

embargo, la formulación general pem1ite considerar la contribución de todos los modos que 

se requi eran. Durante la etapa de carga, cuando alguno de los elementos de la estructura 

fluye, los modos de vibración cambian, por lo que es necesario actuali zar durante el 
. : . . . ' 

proceso de carga la distribución de las cargas cada vez que la rigidez cambie (A yala. 

(1999). 
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Defini endo las siguientes variables (Clough y Penzien, 1993): Sa, S, y Sd, como seudo

aceleración espectral , seudo-velocidad espectral y desplazamiento espectral, 

respectivamente, úJ; la frecuenci a angular del modo j de vibración de la estructura, 0 la 

relación de amortiguami ento del modo de vibrar j , W, el peso del piso i , m1 la masa del piso 

j , [M} la matriz diagonal de masas, f 9h el vector de forma modal}, 9 jn la componente del 

vector de forma modal} para el nivel n, F}n la fuerza en el nivel n para el modo de vibrar j , 

N el número de pisos de la estructura, Nm el número de formas modales consideradas, g la 

aceleración de la gravedad, y Ij el factor de participación correspondiente al modo j dado 

por: 

(2 .1) 

Se tiene que el cortante basal y el desplazamiento de azotea, para el caso en el que se 

considera solo la contribución del modo fundamental de vibrar, están dados por: 

V = { 1} T [ M ] { 9} I r 1 s a ( úJ í • {¡ ) , y (2 .2 ) 

El co rtante basal V, es el resultado de apl icar sobre la estructura la siguiente dis tri bución de 

cargas: 

F =Tm ."' . S (OJ .!=). ¡n n ¡ 'f' ¡n a ' ~ 1 
(2 .3) 

La curva de comportami ento se obti ene de la siguiente transformación: 

y (2 .4) 

Si se considera la contrib uc ión de los n modos de vibrar de la estructura. , . una regla 

particular de combinación de contribuciones modales, por ej emplo la de la raíz cuadrada de 
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la suma de los cuad rados de las contribuciones modal (regla de Rosenb1Lk': 1; 1. las 

ecuaciones anteriores quedan : 

V = ~ W"' r Sa(T,..;¡)(<Pr )SRSS 
¿ ,'f',¡ I ' 
i = I g 

12 5) 

( 

M ) ' ! 
donde: SRSS = SRSS,~r\ = ~x,! (C/Jr) sRss = SRSS '"' [ r¡ . r J 

; = } } ~¡ r ,Ja . 

~ _ SJTJ ,~¡) 
Y JJTJ ,T, ,~i'c;, ) - S (T ;: ) . La distribución de las cargas en este caso es: 

a /' '-;, ¡ 

(2 .6) 

La transfom1ación a las coordenadas espectrales. Req uena ( 199S), está éada por:-

12. 7) 

Por simplicidad en el proceso la curva de capacidad de la estructura se aproxima por una 

curva bilineal y de esta se obtiene la curva de comportamiento, con la que se definen las 

propiedades del sistema equivalente de 1 GDL. Estas propi edades son la rigidez in ic:..:1 K,,, 

la ri gidez de fluencia K1 , y el desplazamiento de fluenc ia Ll1 . La masa de l sistema 

equi valente se obtiene utilizando : 

(2.8) 

Los modos natu rales (9 } .. se detem1i nan a traYés de l problena de eigem alores t Ck,~1gh y 

Penzien, 1993 ), pero las condiciones a las que están sujetos los modos los determinan sólo 

hasta un fac tor multiplicativo. Si el vector (9)J, es un modo natural, cualqu ier \ ec tor 
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proporcional a el. es esencialmente el mi smo modo natural p t..:~:< que tamb ién sati sface el 

mismo problema de eigenvalores. Algunas veces a los \ ecto;-es modales se les aplican 

factores de escala para estandarizar sus elementos. Este proceso es llamado norn1ali zación. 

En este trabajo los modos que se consideran presentan su máx imo valor igual a uno. 

En la Figura 2.1 , se muestra el proceso de obtener la curva de capacidad a partir de aplicar a 

la estructura en estudio un sistema monotónico de cargas incrementales. En donde además 

se muestra la aproximación bilineal a la curva de capacidad. cuya ecuación está dada por: 

(2.9) 

donde Vy es el cortante de fluencia, r¡ es el cociente de la rigidez de posíluencia a la rigidez 

inicial y U es la función de Heaviside : 

U(x)= {~ Sl 

SI 

X 2'. 0 

x< O 

En este trabajo la aproximación bilineal a la curva de capac1.=_2.= se obtiene considerando 

que el área bajo ella es la misma que el área bajo la curva de c apa~idad original. Si A111 es el 

área bajo la curva de capacidad entonces: 

(2.1 O) 

donde Vu y Llu son la resistencia y la deformación, respectiYamente, correspondientes al 

máximo desplazamiento experimentado por la estructura equi\ aJente de 1 GOL cuando esta 

sujeta a la demanda sí smica que se considera; a la coorden::c.:: t _J , . V,). se le denomina 

punto de desempeño y satisface: Vu = Vy [ 1 + r¡(µ-1)} y L1u = ,LLLl_i, y µ es la ductilidad 

desarrollada por la estructura (Sandoval , 2000) . El desplazam;e:.:o de fl uencia satisface: 
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82 

K = tan(81) 

Ky= tan(82) 

Figura _, J Ohte11 ció11 de la curva de capacidad a partir del sistema de múltiples grados 
de libertad y s11 uproxi111ació11 bi/ineal. 

La Figura 2.2, muestra la aproximación bilineal de la cun·a de comportamiento en el 

espacio espectral , y cómo de las propiedades de esta se obtienen las propiedades del 

sistema de 1 GOL equivalente. El sistema de 1 GOL que resulta está dado por la ecuación: 

mi( t ) + ci( t ) + akx( t ) + ( 1 - a ; /cu ; = -ma( r) 

i( t ) = H(x,z), (::i .1 2) 

donde x es el desplazamiento relativo del sistema equinlente. z la variable de estado que 

acopla la ecuación diferencial de la dinámica del sistema equivalente con la regla de 

hi stéresis. 111 . c. : k. son la masa. el amortiguamiento : la ri gidez inicial del sistema 

equivalente, respectivamente. El coeficiente a, es el cociente de la rigidez de post uenci et 

con la rigidez inic ial. La función del tiempo a(!) corresponde a un proceso estocástico que 

representa la historia de aceleraciones del terreno. El comportamiento no lineal del sistema 
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se modela a tra\ ¿:; del ac oplamiento de las ecuac iones di túenci31es y ...ie la función H. que 

según el modelo bilineal debe satisfacer: 

.'lt)= H(X,: )=X[l-U(<}U( :, -1)-L(-X}U(-: -1)] . t ~ .13) 

El tipo de cuna de histéresis que modela la ec . (2.13 ) se ilustra en la Fig . 2.3. para un 

sistema de período T == 2 s, sujeto a una excitación sísmica de magnitud 8.1. En esta Figura, 

se grafican en el eje de las abscisas (Sd) el desplazamiento x(t) , y en el de las ordenadas 

(Sa) la fuerza de restitución por unidad de masa del oscilador equivalente: alcx(O 'm - 0-

a)k:(t)! m . 

a== kl/(kl + k2) 

k1 = tan(y2) 

k = k1 +k2 = tan(y1) 

X---> 

m 

Figura 2.2. Sistema de JGDL equivalente definido a partir de la curva de comportamiento 
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l . Sistema de un Grado de Libertad Equh alrn1t' 

1.3 Estructura y sistema equiYalente de l GDL 

Para ilustrar la aplicación del método desarroll ado en este trabajo , se estudia el edi fí co 

simétrico de 8 pisos y tres crujías que se muestra en la Figura 2.1, con pisos de 3.3 m de 

altura y crujías de 7 m de claro . Las propiedades de Ja estructura fu eron determinadas por 

Sandoval (2000), y sus propiedades equivalentes son : M = 44.34 t-s2/m (t = 1000 Kg * 9.8 1 

mis\ kl = 2311.3 1 ton/m, k2 = 627. 76 t/m, v·y = 71.21 t/m y e;= 5%. Las propiedades de 

la curva de comportamiento son: !/ elástico= 1.2979, !/ inelástico = 1.2365, y X ¡ = 0.0308 

m. 

~ 
_§, 
ro 

(}) 

Propiedad del sistema 
Xy = 0.0308 m 
T=2s 

o.5 · alfa = 0.285 

o 

-0.5 

- 1 

-1.5 
-0.4 -0.3 -0.2 -0.1 

Punto de desempeño 

Magnitud del sismo = 8.1 

o o 1 0.2 

Sd (m) 

Figura 2. 3. Curvas de histéresis modeladas por la ec. (2 .13). 

0.3 

Después de obtener el punto de desempeño del si stema de la Fig. 2.3, se obti ene medi ante 

un análi sis del em pujón una aproximación al desempeño de la estructura. 
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3. Sim ulación Sísmica Uti/i:ando el Método de la Función de Crt!t!n Empírica 

CAPÍTUL03 

SIMULACIÓN SÍSMICA USANDO EL MÉTODO DE LA 

FUNCIÓN DE GREEl\ EMPÍRICA 

3.1 Descripción del método de simulación sísmica utilizado 

El método de simulación sísmica llamado de la función de Green empíri ca supone que el 

sismo que se registra en cierto lugar, debido al deslizamiento de una falla tectónica, se 

puede obtener considerando las contribuci ones del 111 0 \ imi ento d~: su el o. en el lugar dado. 

debidas al deslizamiento de distintos puntos sobre dicha falla. Para hacer esto. primero hay 

que especificar cómo se desli za cada punto sobre la falla durante el sismo. y determinar 

para cada punto sobre Ja misma, cómo se mueve el suelo en el lugar donde se realiza el 

registro cuando uno solo de estos puntos se desliza. Cna \·ez que se conoce el mo\ imiento 

del suelo en el Jugar de registro debido al desli zamiento de cada punto sobre la falla, el 

movimiento "total" del suelo es la suma de todos los movimientos del suelo causados por el 

deslizamiento individual de todos los puntos sobre Ja falla, Fig. 3.:2. 

Lo primero que es necesario hacer para simular sismos con el método de la función de 

Green empírica es Ja especificación de Ja fuente sísmica. La fuente sísmica se describe 

pro porci onando la local izac ión de la falla y la función de deslizam iento (l a historia 

temporal del desplazamiento relativo entre los dos lados de la falla) en cada punto sobre la 

falla. Para crear un modelo de la fuente, se deben considerar las propiedades conocidas de 

15 



3. Simulac1ón Sismica L'1i/i:. ando el Afé1odo J<' la Función de Green Empin, "< 1 

rupt ura s1s m1ca. que han sido estudiadas por di stintos autl'ires . entre ell os Spudich : 

I-larztell ( 198-t). Las funci ones de desl izamiento que pueden caracte ri zar un sismo 

hipotético en diversos puntos sobre una falla se muestran en la Figura 3.1. donde se 

aprecian algunas de las características comunes que presentan dichas funci ones : todas elbs 

son no decrecientes, comienzan de cero y terminan con un Yalor constante en el tiempo. 

consistente con el hecho de que los sismos resultan del deslizamiento relati\O entre Jos 

lados de una falla. También se aprecia en la Figura 3.1. que el deslizamiento en los di stintos 

puntos puede comenzar en diferentes momentos. La fuente sísmica se caracteri za 

completamente haciendo gráficas como estas para las tres componentes de deslizamiento 

para cada punto de la falla. 

s 

t 

Figura 3. J. Funciones de desli::amiento en varios puntos sobre una supe1:flcie de f alla 
hipotética. Tanto la forma como la amplitud de las f unciones de deslizamiento pueden 
variar irregularmente sobre la f alla. 

La segunda parte del problema es la descripción de cómo se propagan y se alteran las ondas 

sísmicas que viajan desde la falla donde se producen, hasta el lugar de registro. Esta parte 

del problema se caracteri za por las fu nciones de Green. Para defini r una fun ción de Green. 

supóngase que un punto de la falla se desplaza mediante un deslizamiento caracterizado por 

5(tJ (delta de Dirac), tal como se ilustra en el punto A de la Fig. 3.2. El mo\ imiento del 
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3. Simulación Sísm ica L úli::ando el Método dt! la Función dt! Creen Empírica 

suci o en el lugar de regi stro (punro de obsen ac ión). causado por esta fuente rum ua l 

individual. se denomina funci ón de Green para la fuente puntual. La función de Green es en 

esencia la respuesta de la estructura geológica al impulso unitario. La razó n para introducir 

funciones de Green es que una \ ez conocida dicha función para un punto de la fo lla. el 

movimiento del terreno. causado por una función de deslizamiento arbitraria de dicho 

punto, se puede conocer a través de realizar el producto de conYolución de la historia 

temporal del deslizamiento del punto que se encuentra en la falla. con la funci ón de Green. 

Por lo tanto. para determinar la contribución de cada punto de la falla en el lugar de 

registro , primero se determinan las funciones de Green para cada punto de ella, tal cümo los 

puntos A, B y C en la Fig. 3.2. Las funciones de Green para cada punto de la falla, en 

general. di ferirán una de otra. ya que la di stanc ia de la fuente al punto de obserYac i'-~ n y la 

estructura geológica a través de la cual las ondas viajarán son di stintas. Después se reali za 

el producto de convolución de la función de Green con la funci ón de desplazamiento del 

punto fuente de la falla para obtener la contribución puntual al movimiento del terreno en el 

lugar de obsen·ación. 

Obsenador 

t 

Figura 3. 2. Desaip ción de las fimciones d2 Green. Puntos indi,·id110/es sohre /u 1 '•/' l nicle 

de falla , se desplazan con funciones 15(t) de deslizamiento, como se indica en el gr~tico El 
mO\' Ímiento del rerreno que ocurre en la posición del obsermdor debido a una de las 
fuenres p untuales es la función de Green. Se indican las funcion es de Green causadas por 

los puntos A, By C. 
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3. Simulación Sísnlica Uti!i::ando el Método de la Función de C reen Empiri( o 

Lna w z conocida las comribuciones de cada punto de la fa ll a. estJ.s se suman sob re todos 

los puntos de la falla para obtener el movimiento total causado por la ruptu ra de la fa ll a 

entera. Lo que se debe hacer matemáticamente, es una integral de área sobre toda la 

superficie de la falla , y el procedimiento de la suma de puntos descrito en el párrafo 

anterior es el método más simple posible para esta integral. En la prác tica, se debe tomar 

una muestra suficientemente densa de puntos sobre la falla para alcanzar una aproxi mación 

apropiada en la integral. 

El método de la función de Green, permite expresar al acelerograma generado por un sismo 

en la forma: 

aJ t ) = Kf ( t) * r( t ) * ! ( t ). (3.1) 

donde K es una constante, * es el producto de convol ución, r(l) es un tém1ino que incluye 

las modificaciones que sufre la señal por efectos de trayecto , f(l) incluye los efectos de sitio 

y j{l) es la acele ración en la fuente sísmica. De acuerdo con el mode lo ox' de Brune ( 197 0). 

el espectro de f(t) esta dado por: 

donde M 0 es el momento sísmico y OJc es la llamada frecuenci a de esquma. dada por 

(Brune, 1970): 

,, 9 106 fJ , \ ,{ . ¡ _, OJc = .: . .:rr4. x (,Jo- , .vi 
0

) ( 3 3) 

donde fJ es la velocidad de propagación de las ondas de cortante en Km!s, Mo está en dinas

cm (1 Dina = 10-5 N) y .10- es Ja caída de esfuerzos en bares (lbar = 100 kilopascales) . 

Considerando dos eventos generados en la misma región y registrados en el mismo sitio. 

con los parámetros del sismo de mayor magnitud dados por: M as, L1o-s Y OJcs , Y con los 

parámetros del sismo de menor magnitud dados por: M 0e, L1o-c y O c2· Suponiendo que el 

espectro de fuente sigue la ley de Brune, el cociente entre los dos conespond1entes 

espectros Q( ru) será: 
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Se observa que : 

3. Simulación Sísmica Utili::ando el .'vféwdo de la FunC/Ón d, C•·,, •: E111p1n, <1 

¡\,f 
Q(O}= M as ' 

oe 

( 3 -+) 

Y /im Q( úJ} = M os ( úJcs )~ . 

CJ -+x: M oe ( Ú)ce )° 
(3 .5) 

El método de simulación sísmica que se utiliza en este trabajo se debe a Ordaz el al. ( 1995), 

quienes suponen que la falla es puntual y que emite una sola función de Green en tiempos 

aleatorios. La única función de Green utilizada es un registro sísmico en un sitio de interés. 

Los sismos que se simulan con este método tienen un contenido de frec uencias predicho 

por el modelo de fuente de Brune (Ordaz et al., 1995). El método consiste en construir un 

sismo de magnitud dada con base en otro de menor magnitud registrado en cierto lugar de 

interés. Se requiere también conocer, las características de Ja falla y la \ elocidad de las 

ondas de cortante . Al sismo regís rado se le denomina función de Green emp íri c2 .i,.ru. Las 

características de la falla que se requieren son el momento sísmico y Ja caida de esfuerzos. 

Al momento sísmico de la falla que produce la función de Green se le denomina .\ /0 , y a su 

caída de es fuerzos ,Jue, al momento sísmico de Ja falla que produce la ser1a l pe~ s::::ubr \fu, 

y a su caída de esfuerzos L1cr5 . 

Considerando que el evento que produce el sismo por simular se genera en una superficie 

de falla dividida en N celdas concentradas en un punto, cada una de las cuales produce al 

tiempo r; un sismo c;ae(t}, el sismo simulado resulta de Ja superposición escalada del sismo 

registrado y se expresa como: 

N 

aJtJ = (¿a/t- r), (3 .6) 
i=I 

donde las r; son rnriables aleatorias , independientes e igualmente distribu id2s C-:' :1 func ión 

de densidad de probabilidad (fdp) p(tJ . Los coeficientes ~y N están dados de fonna tal que 

el cociente de espectros de Ja señal registrada a Ja señal simulada satisfaga las condiciones 
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3. Simulación Sísmica Urili::ando el Método de la Función de Green Empmca 

límite del cociente espectral dado por la ec. (3 .5) . Tomando la transfo rmada de Fourier de 

la ec . (3 .6) se obtiene: 

s 
F { aJ t)} = AJ úJ) = ~AJ{¡)) L exp( -iúJr1 ). ( 3. 7) 

j = I 

Utilizando los resultados del Apéndice A, se tiene que Aj cu) satisface : 

(3.8) 

donde P( w), es la transformada de Fourier de p(t). El cociente entre los espectros de 

amplitudes de la señal simulada a la señal registrada se puede estimar entonces con: 

( 3 9) 

Como R(O) = {V ya que P(ü) = 1. y como lim P ( ('J ) =O. se deduce que para qu~ se 
<:J - Y. 

satisfaga (3 .5) , es necesario que {N = M 0 / M 0 e y que $Y1
: = (.\/º-' J1ac/

13
( iJa/ iJCJe/-

1

• de 

donde: 

( 
M )4 

1 

3 ( )-
4 

lJ N = _..!!!!.. iJ CJ e 

M os Ll CJS 
(3 .10) 

( J
-/ /J ( J'/J ;: _ M oe ¿j(je .,,- - - --

Mas ¿j(js 
(3 .11) 

Para la falla que produce la función de Green empírica la frecuencia de esquina es úJce y 

para la falla que produce el sismo por simular la frecuencia de esquina es OJcs· De acuerdo 

con Ordaz et al. (1995), para diseñar un esquema de funciones de Green empíricas tal l1ue. 

en promedio y para todas las frecuencias, se obtengan temblores con un contenido espectral 

congruente con el modelo de escalamiento úJ
2

, es necesario que R ( úJ) = Q( w), para toda cu, 
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3. Simulaciór. Sísmica L'ri/i::ando el .\ frrodo de la Función de Grr!l!n Empinca 

para lo cual además de sa ti sfacerse b~ ~cs . (3 .1 Ül y (311 l. es :iecesario que se satisfaga b 

sigui ente relación : 

, con 
::r:/ a = -~ce~ (3.12) 

(!);e + w;J 

Si además se impone la condición de que P(w) sea real para evitar cambios de faseen el 

proceso de suma, resulta que el esquema de suma en que los tiempos de ruptura de las 

celdas elementales tienen una fdp que es la antitransfonnada de Fourier de la ec. (3.12): 

p(t) = _1_ ¡ ~] + a(úJ /{¡)ce/ e 'aJ/ dúJ. 
2Tr l+(úJ / úJ F -:x: ce 

(3.13) 

3.2 Características estadísticas del método de simulación sísmica 

utilizado 

La media de la simu lación está dada por: 

" 
E[aJ t J]={ N f a/t -r )pf 7' Jdr. (3.14) 

donde se aprecia que la media de la simulación no es cero, puesto que p(t) es una función 

picuda que ti ende a infinito en t = O. y aproximando p(t) con un delta de Dirac (ver 

Apéndice C), la media que resulta es (Nae(t), cuyo Yalor no solo no es cero sino que 

depende de t. A pesar de este resultado , comúnmente se simulan sismos utili zando la 

hipótesis de media cero como lo hacen di \ ·ersos autores ( Ki n ura. 1994 y Hurtado . 1998 l 

La función de correlación R(t ,.f:) = E[a/tl )aJ t.? J]. está dada por: 
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3. Simulación Sísmica Utili::ando el Método dt:' la Función de Green Empínca 

y 

E[u,r rl)a ,U ..:' )] =;··_\ · JaJ r, -r)c'c(r_. -r)p(r)dr+ ;-' .\ 1S- .' 1E [u _u 1] E [t1rr_.J ] (3 . 15) 

Puesto que la condición que establece que un proceso estocástico sea evolutivo, es el hecho 

de que sus estadísticas dependan del tiempo, en las últimas dos ecuaciones se aprecia que el 

método de simulación sísmica dado por (3 .6) produce esta clase de procesos estocásticos, 

(Soong y Grigoriu, 1993). Utilizando el marco teórico de Johnson y Kotz ( 1972), los 

resultados de un estudio estadístico llevado a cabo sobre una muestra de 1000 sismos y 

utilizando una prueba de Kolmogorov para un 0.05 de nivel de significancia se confinnó 

que las señales simuladas corresponden a un proceso estocástico Gaussiano no estacionario. 

Este resu ltado era de esperarse por el teorema central de l límite (Papoul is. 198-+). el cual 

establece que dado un conjunto de variables aleatorias independientes x1, con 

\ 

entonces la suma x = L x, , que ti ene por media y varianza: 
i=I 

,. 
E[x] = 17 = L 'li 

i= I 

y por fdp a: 

satisface que bajo ciertas condiciones generales,/(.~) se aproxima a una nonnal conforme n 

aumenta : 

j(x)- ~ exp [ (x-~)
1

1_ 
-v 2nu 2u· ) 

La densidad espectral de potencia evolutiva (DEPE) de los sismos, se calculó utili zando el 

marco teórico de la función de Green empírica, parti endo de la transfom1ada de Fourier de 

la ec . (3 .6), definiendo: AJ m) = F { aJt )- E[aJtJ]} , y tomando la esperanza de la 

nonna cuadrada de la ecuación anterior, se sigue del apéndice A que: 
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3. Simulación Sísmica Utih:ando el Método de la Función de Creen E111pírirn 

y (3 16) 

Si Ja transfom1ada de Fourier de a
5
(t), se aplica tomando ventanas temporales sobre la 

señal simulada, se puede demostrar que esta ecuación depende del tiempo en la fonna : 

y ~3 .1 7) 

La dependencia temporal se discute con detalle en e i Apéndice B. La DEPE se c3Jc ula 

usando, (Clo ugh y Penzien, 1975) : 

EllA,(eJ.:(l 
S(w, t) = lim L J , 

T-+>: 2TrT 

y (3.18) 

y dado que la señal es finita, la ec . (3.18) se aproxima como: 

E[IAs (w,r)J"] 
S'e((J) t)= . 

' 2TrT 

V 
(3. 19) 
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3. Simulación Sísmica Utili::.ando el Método de la Función de Green Empírica 

El superíndice "re" de S ind ica que la DEPE se calcul a a tra,·és de l3 teo ría de la funci ón de 

Green empírica y el subíndi ce "e" indica que se trata de señales con media cero. 

3.3 Media y densidad espectral de potencia de un proceso estocástico 

evolutivo generado usando una función de Green empírica dada 

Las Figuras 3.3 y 3.4, muestran las características ernlutivas de la medi a, ec. (3 .14), y de la 

DEPE, ec. (3.19), del proceso estocástico generado usando la función de Green empírica 

del sismo del 25 de abril de 1989 de Guerrero registrado en el si tio SCT, con M0 e = 

2.5*la26 dinas-cm (Magnitud sísmica de 6.9), L1 ae = 150 bar, M0 s = 1. 5*1028 dinas-cm, L1 as 

= 150 bar, y con una veloc idad de cortante de fJ = 0.06 Km!s. Este sismo en particular fue 

seleccionado, debido a que presenta las características morfológicas de un temblor grande 

(se apreci a claramente la ll egada de la onda S), y es de magru tud 6.9, que permite simular 

sismos de magnitud mayor o igual a .7 , con el método de simulación que se decidió util izar. 

Por otro lado. este sismo fu e generado por la fu ente sí smica de mayor peligro para las 

estructuras del Vall e de Méx ico : la brecha de Guerrero , lo que pem1ite estudi ar el estado 

límite de colapso incipiente de la estructura considerada. 

0.4 -

0 .3 

í 
0 .2 

0 .1 8 

1 o 

-0 .1 

i -0 .2 

~ -0 .3 --ro 

~ -0.4 

-0 .5 o 5 0 1 0 0 150 

T iempo (s) 

Figura 3. J. Media evoluiiva, ec. ( 3.14). 

200 
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3. Simulación Sísmica Utili:ando el Método de la Función de Creen E111pirica 

o 
o 

Frecuencia (Hz) 200 Tiempo (s) 

Figura 3.4. Densidad espectral de potencia evolutiva, ec. (3.19). 

o 

3.4 Cálculo de la media y de la densidad espectral de potencia evolutivas 

del proceso estocástico estudiado usando el método de :\Ionte Cario 

Con el fin de comparar la media y la DEPE del proceso estocástico que arroja la teoria de la 

función de Green empírica, se simularon 1000 señales usando la ec. (3 .6) , para obtener la 

media y la DEPE util izando el método de Monte Cario . Las mil señales simuladas se 

denotan: asi(t) , i = 1, .. . , l 000, y con ellas le media se calcula: 

1 1000 

µ s(t) = 1000 ~ a,¡(t) . 
(3 .20) 

En la Figura 3.5 , se compara la media calculada con la ec . (3.14) con la calculada con la ec. 

(3.20) . 
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3. Simulación Sísmica Utili:ando el Método dt' la Función dt' Crt'en Empinen 

Para ca lcular la DEPE util iza ndo el método de Monte Carlo. se obtiene de cada uno de los 

sismos si m ulados la nom1 a cuadrada de la transfonnada de Fouri er de la sei'l al: 

IA
5

, ((ú ,!)1
2 

i = 1, ... , 1000. La D EPE correspondi ente se calcul a promedi ando en el ensamble 

de 1000 seña les estos valores: 

set (w, t) == 
1 I /Asi ( úJ, l ) / ~ . 

2Jr J1000 i = I 

(3 .2 l) 

El superindice ex de S, indica que la DEPE se calculó a tra\·és del promedio de l to tal de 

simulaciones. La T que se utiliza es un coeficiente que consef\ a la potenc ia de la señal. La 

DEPE centrada se obtiene: 

1 1000 - 2 

sex cw 1) - ' IA (w r)/ 
e ' - 2Jr T1 000i1 si ' 

(3 .22) 

En la Fi gura 3.6, se presenta la diferencia entre las DEPES calcu ladas con las ecs . (3 .19) y 

(3 .22), la dife rencia q ue resulta p ico a pico es menor del 10%. 

0.4 

o 3 
C"\(/) 

102 o . 
e 
~ 
$ 0 .1 

ai 
'O 
e o~~..-.~W..:"lff'lllil. 
o 
u 
~ w -O .1 
ai 
ü 
ro 
~ -0.2 
aJ 
'O 

. ~ -0 .3 
~ 
~ 

-0.4 

-0 .5 o 2000 4000 6000 
Pasos (Paso = 0 .02 s) 

Monte Cario 
Ec (31 4 ) 

8000 10000 

Figura 3. 5 Comparación de las medias. en línea discontinua la calculada con la ec. (3. 14) 
y en lín ea contin ua la calculada con la ec. (3.20) . 
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3. Simulación Sísmica Utili::ando el Método de la F1111ció 11 de Green Empirica 

1 

o.os ¡ 
~0.05 1 
~0 .04 1 

joo3 ~ 
!ºº21 

0.01 l 
o,; 
o 

Tiempo (s) 

1 

·f; 
t J' 

200 o 
Frecuencia (Hz) 

Figura 3. 6 Diferencia de las DEPES calculadas con las ecs. (3 . J 9) ·' r3 ] } ) 

3.5 Cálculo del numero de simulaciones necesa rias para que las 

estadísticas estimadas usando Monte Cario sean significativas 

Para determinar el número de simulaciones necesarias para estimar la media y la DEPE se 

sigui eron dos caminos; en el primero, se buscó que la media del ensemble en cada instante 

del tiempo como función del número de sismos fuera prácticamente constante, y se buscó 

también que su coeficiente de \·ariación fuera pequeño, de fom1a tal que al incrementar el 

número de sismos considerados la media del ensamble no tuviera variaciones importantes. 

Fue necesario considerar distintos tiempos puesto que cada una de las señales del ensamble 

que se buscaba obtener, era una realización de un proceso estocástico evolutivo. En la 

Figura 3. 7 se presentan curvas de distintos colores, cada color representa la media de las 

señales considerJdas de l ensamble para un ti empo dado. la media se calcula en función del 

número de sismos del ensamble. Lo mismo se hizo con los picos de la DEPEs. En la Figura 

3. 7, se muestra la dependencia de las medias para dist into núm ero de sismos; se apreci a la 

estabilización de las medias alrededor de un valor conforme aumenta el número de sismos. 
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3. Simulación Sísmica Uri!i::ando el Mérodo de la Fu11 c1( •:,;,· Creen E111p irica 

3. - . se muestra la dependenc ia de las medias para di stinto número de sis~; ,•5 : se aprecia la 

estabilizaci ón de las medi as alrededor de un valor confo m1e aumenta el número de sismos . 

~ --E ...__.. 

~ 
..o 
E 
<lJ 
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e 
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<lJ 
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cu 
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<lJ 
~ 
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0.4 

0.2 

o 

-0.2 

-0.4 

-0 .6 

-0.8 o 

- ·---
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Figura 3. 7. Compon am iento de la media en f unción del número de szn::<..clCiones. cada 
línea co111 i11ua corresponde a un valor de la media del p roceso es1ocásnc0 _:>ara un !lempo 

dado. 

El segundo camino que se buscó para determinar si el número de elementos del ensemble 

era estadísticamente significati vo fue utili zando la desigualdad de Tcheb:•cheff (Papou li s. 

1984): 

donde P (A} es la probabilidad del evento A. En el caso que nos compete. se apl ica la 

desigualdad de Tchebycheff al promedio de la respuesta aJ t) para un r d.:.:'.c . y puesto que 

al t) para un t dado es nomrnl, también lo es su promedio. El prorrc<lio es el mejor 

estimador de la media del proceso estocástico para ese tiempo r¡{t) , la ec . (3. : 0) se reduce a: 
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\ -~ ~-+) 

Ja n en el denominador aparece puesto que Ja varianza del promedio muestra! es igual a Ja 

varianza de la variable aleatoria considerada di vidida entre el número de elemen tos de la 

muestra. Dividiendo Ja desigualdad entre O"!n112
, con el fin de obtener una vari able aleatoria 

estándar se obtiene: 

que se reduce a: 

(3 .26) 

y considerando un niYel de significancia de y= 0.00 1 (z r = 4). se dete1111ina el caso mas 

crítico para Ja 11: 

y = p { z 2 z , } :S -ª-
11 :: 

de donde: 

a 
n = 

De acuerdo con Jos resultados obtenidos para el valor máximo de la varianza del ensamble 

if = 0.4005 (rn/s2) 2, y sustituyendo Jos datos en Ja ec. (3 .27) se obtienen*= 1000. 
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4. Linea!i::ación Eq11inJ!e111e no Ga 11ssia11a 

CAPÍTUL04 

LINEALIZACIÓN EQUIVALENTE 1\0 GAUSSIANA 

4.1 Antecedentes de la linealización equiYalente 

El método de la lineal ización equivalente pem1ite la estimación de los momentos 

estadísticos de pnmer y segundo orden del vector de respuesta de estructuras 

determi nís ti cas no lineales sujetas a vib ración Jleatoria. Este método no es el u111co 

disponible para este propósito; están, por ejemplo, el método de perturbación y el de 

promedio estocástico. Sin embargo estos métodos son aplicables a sistemas débilmente no 

lineales, por lo que la linealización equivalente tiene clara \ entaja (Hurtado, 1998) . El 

método de la linealización equivalente tiene sus raíces en el trabajo de Krylov y 

Bogoliubov (1 943) , de linealización detem1inista. y aparece después en una fo1mulación 

probabilis ta en los artículos de Caughey (1963), y Iwan y Yang ( 1972). Banón (2000). si n 

embargo señala, que el método de Krylov-Bogoliubov es una técnica distinta de la 

linealizac ión equi valente, ya que este método supone que la respuesta tiene cambios de 

signo en el desplazamiento y en la velocidad en cada ciclo, que no es el caso de sistemas 

inelásticos cuyo comportamiento presenta el conocido comportamiento de deriva bajo 

cargas aleato ri as (Lutes y Sarkani. 1997). El método de linealizaci ón equi\ alen te reemplaza 

el sistema no lineal por un sistema lineal cuyos coeficientes se obtienen de minimizar la 

esperanza de la media cuadrática del "error", y no utiliza ningún otro tipo de hipótesis sobre 
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4. Li11eali::ació11Eq11ivale11te 11 0 Ga11ss la11a 

la respuesta. La sol uci ón así obt enida , es la mej or aproximación lineal a la respue::;ta del 

sistema no lineal. 

Un gran impulso en las aplicaciones prác ticas del método se debe a un artículo de . ..\ tal ik v 

Utku (1996), que demuestran que la suposición de Gaussianidad del comportami ento de las 

variables de estado simplifica el cálculo de los coeficientes de lineal ización. Cn artículo 

posterior de Faravelli et al (1988), demuestra que tal simplificación sólo es pos ible bajo tal 

hipótesis . Gran parte del interés recibido por el método para aplicaciones prácticas se debe 

a la introducción de modelos de histéresis suaves debidos a Bouc ( 1967), y a su desarrollo 

posterior debido a Wen ( 1976), a Baber y Wen ( 1979), a Casciati ( 1987) y a otros. 

Los modelos de histéresis suaves tienen la ventaja de que penniten el cálculo de los 

coeficientes linealizadores en forma explícita. lo cual es difícil de lograr en osciladores con 

modelos de histéresis elastoplástico, bilineal , orientado al origen, etc. Los últimos modelos 

han sido estudiados por Kim ura et al.(1994) . entre otros . 

En el método de la linea li zación equivalente es necesario el conocimiento a priori de la fd p 

multi\·ariada de la respuesta de l sistema de 1 GOL. Puesto que no se cuen¡.:i con esta 

infonnación, es nec esari o reali zar simulaciones de Monte Carlo para poder estimarla de 

antemano. Los trabajos de Kimura et al. (1994) y de Sih·a (2003), conti enen los aYances 

más reci ent es en las técnicas de construir una fdp mult i\ ari ada no Gaussiana de la 

respuesta. 

En todos los métodos que se mencionan anteriormente, el método de simulación sísmica 

que se utili za consiste en filtrar ruido blanco como se menciona en la introducción . En este 

trabajo se utiliza como método de simulación sísmica el método de la función de Green 

empírica; esta técnica, no ha sido mencionada en la literatura dentro del método de la 

linealización equivalente. Además se utili za una generalización del método de Kimura et al. 

(199.+), para caracterizar la fdp nrnlti\·ariada de la respuesta del sistema de l GOL 

equivalente . 
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4.2 Linealización equiYalente 

Una vez detem1inado el proceso estocásticv que cJ.ract eri za a Jos sismos provenientes de la 

brecha de Guerrero , se procede a deterrn ir.3.I las ;:stadisticas de Ja respuesta del sistema de 

1 GDL, ec . (2 .12), sujeto a esta excitaci ón. Par::i obtener las matrices del primer y del 

segundo estadístico de la respuesta, se uti liza el método de la lineali zación equ ivalente, el 

cual consiste en obtener un sistema lin~a l estocásticamente equivalen te al no li neal. 

encontrando: 

mx(t) + ci(t )+ak:dt J4-( 1-a )k= f l) = -ma( t )' 

i(t) = a0 +a e U - E [:i: ]) - ª~ (: - E (:)). (-U) 

Los coeficientes a0, a2 y a3, se obtienen de la minimización d el error medio cuadrático: 

E E~ ~ rnin11 11 0 . !-L ::! ) 

donde: &=H(i: , :::.)-a0 +ac(.x- -E[.r ]) +c: l :- E ( : I) y H ;:srá dado por la ec. (2 .13 ). Los 

coeficientes que cumplen esta condici ón s..msfac ;:n : 

( -+ . 3) 

esto es: 

ªº =E[_: ], 

E [ ( z - E ( z ]) ' ] E [ ( :i: - E ( x ]) z) - E ( (: - i (: )) ( x - ~ ( i ]) ) E [ (: - E ( : )) : ] 

a 
1 

= E [ ( .-r - E (.t))2 ] E [ ( z - E ( : JY ~ - E ( (-t - E [.i]) ( = - E ( : ])]' ' 

(4.4) 

E [ ( ;r - E ( .\ ) ) : ] E ( ( : - E ( z ) ) : ] - ~ ( ( : - ~ ( : ) ) ( -~ - ~ [ r ) ) ] E ( ( r - E [ .\ ) ) : ] 

a 3 
= E [ (,r - E ( .-C ])' ] E [ (: - E (:] ): ~ - E (U - E ( ~ ]) (: - E [:]) r . 
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Los coeficient es linea liz0do res se calcu lan como se indica en el Apéndice C Di\ idiendo el 

primer renglón de la ec. ( 4.1) por la masa y definiendo : 

OJ = -Jk I m, e;= e I 2mw, f ( t) = -a( t), 

( 4.5) 

I 

-2:;cv 

a, 

la ecuación ( 4. 1) se reduce a : 

(4 .6) 

Para obtener la ecuación diferencial de la media se toma la esperanza de la ec. ( 4.6), esto 

es : 

E[x)¡ 
- o 

d ' E(.t) 1 = -aúJ-
dt 

E[ .:L o 

O 1lE[x]l r O l 
-(1-a)OJ

2 E[x]J+lE[JJI, 
O E[.: ) a0 J 

(4. 7) 

Restando la ec. ( 4. 7) a la ( 4 .6) se obtiene: 

dX =AX+ Gr 
dt '} ' 

( 4.8 ) 

[

01 

donde G = ~ l X= X - E[ X] , y j = f - E[/] 
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Soong y Grigoriu ( 1993 ), se detem1ina la ecuación para la matriz de covarianza de la 

respuesta r.Jt) , quedando: 

d 
dr I'Jt) = A(t)T . .Jt )+ r .. J t ) A T (t)+ D(t) + D T (r) ' 

donde: 

1 

D(t) = G JE[]rt)](r) pr <t>r (t. r )dr. 
o 

Si A es constante, <D es: 

<P(t,to) = e.4 11- 10 1 _ 

La matriz A, depende de la respuesta, según la ec. (4.5) y por lo tanto es fu nción del 

tiempo. 

(-l . 9) 

(-l.10) 

!-U 1) 

El acoplamiento de las ecs. (4.7) y (4.9) está dado por los coeficientes lineali zadores. El 

cálculo de estos coeficientes requiere del conocimiento previo de la fdp conjunta de la 

respuesta, la cual depende de la amplitud de la misma. Para casos lineales o con 

ductilidades del orden de uno. se supuso que la fdp era Gaussiana multi\ ariada. Para el caso 

de respuesta no lineal el procedimiento de cálculo desarrollado en este trabajo es una 

ampl iac ión del método de Kimura et al. (1994 ), y considera que la respuesta ti ene medi a no 

cero. 

El método de Kimura et al., supone que la respuesta x y dxldt, son \ ariables aleatorias con 

fdp Gaussiana bivariada <p(x, dx/dt), con medias y correlación distintas de cero. v la 

variable de estado z es una variable aleatoria con fdp dada por: 

f(::) = <p(z)rect(z) + ó(z -x,.)S- + ó(z + x , )S - , (-l.12) 
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4. Lineali::ación Eq11i\'lrlenre no Ca11ssicmu 

donde : 
T . 

s- = f rp(z)d::, 
- \"\ 

s- = f rp( :: )dz 

¡ : - m:) . 

rp(;:) = 1 e 2a ' 
.¡¡;(J_ 

y recr(z) = U(z + x,)- U( :: - x.,), con {

l six :'.:'.0 
U(x) = . 

Ü Si X< Ü 

La fdp conjunta bivariada para x y:: es: 

:x: -x\ 

f(x,z)=<p(x,z)rect( z)+ ó(z-xy) f rp(x,z)dz+ó(z+xJ f rp(x,z)dz. (4.14) 

.t , 

La fdp conjunta bivariada para dx/dt y z es: 

X -.'(\ 

JU: ,z)=rp(-t,z)rect(:::)+ó(z - xJ f rp(x,z)dz +ó(z +x.) J rp(x,z)dz . (4.15) 

Para determinar los parámetros que caracterizan a las funciones de densidad de 

probabilidad de la respuesta es necesario invertir el siguiente sistema de ecuaciones: 

E[x] = mx , 

E[_t) =mi , 

X i 

E [:] = -rJ; rp = ( x.) + rJ; rp = ( - x,) + mz J rp (:: ~: 7 x , s- - x , s- , 

E[(x-E[xJ/ ] =rJ;, 

E[(x -E[xJf ] = rJJ, 

" E [ ( : -111: ) 2 ~=-cr,' (x , -m::)<pJl,) -a;(x, + 111::) 9:(-xJ +a~ f <p (::)d: 

-(x, -mz)' f <P (::)dz+(x , +mz)' -f o(::)d:: 

( ~.1 6) 
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4. Lineali:ación Equivalente 11 0 Gaussiana 

E ~ ( x - E [ .r ]) ( .\- - E [ .t ])] = a \, . 

.\" 1 

E [ ( .i - E [ .t]) ( z - E [ z])] = ª <= f rp( z )dz, 
-x\ 

X 1 

E [ ( x - E [ x]) ( z - E [ z])] = a,= f rp( z )dz. 
-x , 

La entrada de las ecs. (4. 7) y (4.9) se muestra en las Figuras 3.3 y 4.1, respectivamente, en 

el primer caso se tiene E[f] y en el segundo E[]Ct)](r)J que es la transformada de 

Fourier de S'e ó de S ec , ec. (3 .19). 

0.5 l 
0.4 -1 

03 ~ 
J 

·¡ o 2 ' 

N; 0.1 ~ 
~ o 
('\l 

·;:: 

~ -0 .1 
o 

ü -0 .2 

-0 .3 

-0.4 

tiempo (s) 

::: ·i- : . . .. .. .. ·· ·· ·· ·· ·· 

tiempo (s) 

Figura -l . J. La marri: de cornrian:a no esracionaria para el ensamble sísmico si11111/udo 

con la ec. ( 4. 9). 
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4. Linealización Equivalente 11 0 Gaussiana 

4.3 Solución numérica de las ecuaciones diferenciales matriciales 

acopladas de la media y covarianza 

Las ecs. (4 .7) y (4.9) son desconocidas a priori puesto que los elementos a0• ª-' y a3 

dependen de la respuesta, como lo indican las ecs . (4.4). Para resolver los sistemas 

acoplados, se consideró al tiempo como una variable discreta en los enteros y consiste de 

una serie creciente de N puntos equiespaciados que comi enza de cero ; la separación entre 

dos puntos consecutivos está dada por el tiempo de muestreo ~t de la función de Green 

empírica. Para encontrar la solución de las ecuaciones, se aprovechó la fonna de la matriz 

de transición </J en el caso en que A es constante, como se observa en la ecuación ( 4 .11 ), 

por lo que se separó a los N puntos del ti empo en conjuntos de puntos consecuti vos de igual 

tamaño a los que se denominó ventanas de solución, donde A se supuso constante. Con el 

fin de hacer que la transición de la respuesta entre las ventanas de solución tuviera mayo r 

orden de continuidad que el que corresponde a la deri vada y al despl azami ento de la 

respuesta, las ventanas de soluc ión se tras lapan , como se muestra en la Figura 4.2. Las 

ventanas de solución se separan en las así denominadas ventanas de ti empo y ventanas de 

tr asl ape . Las w ntanas de tiempo tienen la propied ad de que son conj untos di sj untos y su 

unión contiene a todos los N puntos del ti empo. Al número de ventanas temporales se le 

denominó Nv y al número de puntos que ti ene cada una n, el extremo izquierdo de cada 

ventana temporal se localiza en los puntos tpi. Las ventanas de traslape son de longitud fija 

y tienen tras puntos (ver Figura 4.2). Partiendo de una A arbitraria, se resolvieron ( 4. 7) y 

(4.9) iteratinrnente en cada ventana de so lución hasta que los coeficientes de A y a0 

tu vieron vari aciones menores que un valor preestablec ido. Se resuelven ( 4. 7) y ( 4. 9) 

iterativamente en cada intervalo de solución, actualizando A y a0 en cada iteración según el 

valor de la respuesta a la mitad de la ventana de trasl ape, hasta que la vari ac ión de los 

coeficientes de A son menores que una tolerancia dada. Para el primer intervalo de 

solución se toman valores arbitrarios para a0, a2 y a3. El valor inicial de los coefici entes en 

los siguientes inten ·alos de so luci ón se toma del intervalo de soluci ón anterior. El esqu ema 

de integración de la ecuación se representa en la Figura 4.2. 
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A l-~ AJ 

tp 1 

~t 

n 

tµ3 tp4 tpi 

Se itera en cada 

paso mas traslape 

Ai 

D 

Aj-1 Aj 

tpj-1 

Ventana 

de 

solución 

tpN 

drxldt = F(Ajk, f x, f J} 
hasta que Ak 
converge ~ XL ME[ x J+[ o E[Jul J ";' 

Figura 4.2. Esquema de integración de las ecs. (4. 7) y (4.9). 

4.4 'tedia y Yarianza utilizando Monte Cario 

Con el fin de comparar las medias y varianzas que se obtuvieron con el método de la 

linealización equi,alente, se obtienen con el método de Monte Cario . Las mil señales que 

se calcularon as/t), i = 1, .. . , 1000, se usan para excitar la ecuación (2.12), y se obtienen mil 

respuestas x,, dr, dr y ::,, que son promediadas. para ob tener la medi a en la fom1a 

1 1000 

u(t) = - Iu,(t) . 
1000 i=I 

donde u es cualquiera de x, dxldt y z, y para obtener la varianza se utiliza: 

1 1000 o 

\·ar [u U) ] = I[u,(r )-/l(r) r . 
1000-1 1=1 

(-+. 1 7) 

!-U 8 ) 

38 



4. Linea!i:::ación Equi\'G/enre 110 Gaussiana 

..t.5 'ledia y' arianza utilizando linealización equiYalente 

Con el fi n de obtener la solución de las ecuaciones diferenciales acopladas (4. 7) y (4.9). 

con las condiciones dadas por las ecs. (4.12), (4.15) y (4.16), reali zaron diferentes 

aproximaciones, ya que el problema es complejo. Los sistemas que fueron estudiados y 

modelados a través de las ecs. ( 4. 7) y ( 4.9), fueron seleccionados con el fin de ver las 

diferencias entre comportamiento lineal ó no lineal con ductilidades bajas y no lineal 

cuando estos se sujetan a sismos de magnitud 8.1. 

La pnmera estructura estudiada corresponde a la descrita en la sección 2.2, cuyo 

comportamiento es no lineal con ductilidad de 1.3, correspondiente a una duct ilidad baja en 

el sentido de que al suponer comportamiento Gaussiano de la respuesta al resolver las ecs. 

( 4. 7) y ( 4. 9), se obti enen resultados que se comparan bien con los que se obtienen usando el 

método de Monte Cario. Se estudio otro sistema de 1 GDL con período de 2 s. 

desplazamiento de fluenc ia \ , = 0.0308 m, razón de posfluencia a = 0.285 : coeficiente de 

amortiguamiento~= 0.05. con comportamiento no lineal. 

En los primeros casos que se estudiaron para los dos sistemas, se resoh·ió Ja ec. (4.9) 

considerando que la media era cero, es decir : E[/] = O en la ec. ( 4. 7), y que la fdp 

multivariada de la respuesta de la ec. (4.6) era Gaussiana, sin embargo la hipótesis de 

componamiento Gaussiano para el sistema con período de 2 s. estaba muy alejada de la top 

de la variable de estado z. 

En la Fig. 4.3 , se presenta el histograma evolutivo de la variable de estado ::: cuando el 

sistema de T = 2 s incursiona en una ductilidad de 7.73, el cual fue calculado a través del 

método de Monte Cario. En la Figura se aprecia que la probabilidad tiende a acumularse en 

la vecindad del desplazamiento de fluencia del sistema, en ella se indican los valores 

máximo (0.0 155 m). mínimo (-0.0 155 m) y el número de marcas de clase del histograma. 

El histograma correspondiente a los 1000 primeros pasos (paso = 0.02 s), corresponde a 

una distribución Gaussiana para luego pasar, entre los 2000 y 8000 pasos restantes a una 

distribución con la probabilidad concentrada en los puntos de fluencia del sistema. En la 
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4. Linealización Equivalente no Gaussiunu 

Fi g. 4 .3 se puede apreci ar que el valor medio del histograma \·a \ ari:rn do a lo la r~o del 

tiempo, ya que las barras no son simétricas. 

Cuando el método de la linealización equ ivalente considera que la fdp de la respuesta es 

Gaussiana con sismos de media cero, produce los mismos resultados de la varianza. para 

fines prácticos, que cuando se le obtiene usando Monte Cario, para el caso en el que el 

sistema tiene un comportamiento lineal , o no lineal con ductilidades bajas (menores de 1.4 ). 

Para satisfacer la condición de media cero, se usó como entrada a la ec . (-l .9), la covari anza 

sísmica evolutiva obtenida de la DEPE centrada, ec. (3 .19), y para obtener la varianza por 

el método de Monte Cario se usó le ec. ( 4.18). Los resultados se muestran en la Fig. 4.4 

para casos con una ductilidad menor de 1.3 . En los casos de ductili dades mayores. las 

varianzas obtenidas con la ec. (4.9) estaban muy lejos de predecir el comportamiento que 

resultaba de Monte Cario . Esto debido al hecho de que la fdp de z se aleja mucho de ser 

Gaussiana como se aprecia en la Fig. 4.3 . Esto se explica por el hecho de que la suposición 

Gaussiana del comportamiento probab ilístico de la respuesta es ta asoci ado con 

comport amiento lineal. 

Puesto que la \ ari anza calcu lada con la ec. (4.9) y con la hipótesis de rc-sp uesta Gaussia112 

se alejaba mucho de la varianza obtenida a través del método de Monte Cario . se cambió la 

hipótesis de la fdp de z, y se aplicó el método de Kimura et al. ( 1994) para encontrar la 

varianza de la respuesta del sistema con periodo de 2 s, considerando que el proceso 

estocástico al que estaba sujeto era de media cero. La respuesta de l si stema a un a 

reali zación del proceso presentaba una ductilidad de 7. 76, y la comparac ión de \ arianzas 

entre el método de la lineali zación equivalente y el método de \1onte Car io se muestran en 

la Fig. 4 .5, dejando claro que en caso de que el sistema equivalente de 1 GDL incursione en 

comportamiento inelástico es preferible usar la hipótesis de Kimura con medi a cero. 

En la Fig. 4.6 , se presenta una comparación entre el histograma evolutirn de:: obtenido con 

:V1onte Cario para el corte del paso 4000 de la respuesta del si5tema con J eri odo de 2 s y ei 

resultado obtenido utilizando linealización equivalente con la aproximación de Kimura. 
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Histograma de z. T=2 s. Xy=O 0308 m 
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Figura 4. 3. Histograma evolutivo de la variable de estado ::. 
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Para períodos mayores de 1.5 s. se estudió la kurtósis de la respuesta del resorte bilineal 

sujeto a ensambles de señales correspondientes a sismos de distintas magnit udes y se halló 

que la variable de estado z tiende a tener una kurtósis menor que 3 (en el caso Gaussiano la 

kurtósis es igual a tres), mientras que las variables x y d-ddt tienen una kurtósis que se 

aproxima en promedio a la Gaussiana, como se aprecia en la Fig. 4.7, para un oscilador de 

T = 2 s. A esto se atribuye la diferencia de areas entre el histograma evolutivo obtenido con 

Monte Cario y el resultado obtenido con linealización equivalente de la Figura 4.6. Para 

períodos menores de 1.5 s, el oscilador bilineal arroja respuestas con kurtósis muy altas 

comparadas con la Gaussiana, por lo cual los resultados obtenidos con la ec. (4.9) para 

ductilidades altas en estas circunstancias siguen estando alejados de las respuestas 

obtenidas con Monte Cario, aún utilizando el método de Kimura, significando esto que las 

hipótesis de la fdp de la respuesta utilizadas en el método de Kimura, están alejadas de su 

verdadera fdp, y será necesario en un futuro mejorar esta aproximación. En la Fig. 4.8 . se 

muestra la kurtósis de la respuesta para un oscilador bilineal con período de 0.8 7 s, 

obtenida con el método de Monte Carlo, incursionando en ductilidades de 1. 7. Es notab le 

que mientras las variables x y dx/dt, alcanzan kurtósis muy altas, la variable de estado : 

toma valores menores que 3, de donde se aprecia que la fdp de la respuesta de x y dxldr 

esta lejos de ser una Gaussiana bi\ ariada. 

Puesto que la media de las señales simuladas se elimina restando la media a todas las 

señales del ensamble en los ejemplos pasados, estos resultados son solamente una 

aproximación al problema, aún cuando el método de la vibración aleatoria produce 

varianzas cercanas a aquellas obtenidas con el método de Monte Cario. Como el ensamble 

sísmico y el proceso estocástico tienen media, la forma correcta de modelar el problema es 

acoplar la ecuación diferencial de la media no nula ec. ( 4. 7), con la ec. ( 4. 9), y obtener la 

media y la varianza de la respuesta. Para el caso de la estructura con período de 0.87 s, se 

obtuvieron las soluciones de estas ecuaciones considerando que la respuesta del sistema 

equivalente es Gaussiana, y la media y la desviación estándar obtenidas se compararon con 

los resultados obtenidos usando el método de Monte Carlo en la Fig. 4.9 . Los resultados 

obt.enidos son aceptables en ambos casos. En el caso del sistema de 1 GDL con período de 2 

s, se comparan la media y la desviación estándar obtenidos usando linealización 
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equ i\ aleme con los result aJos o'::> ienidos usando \1onte Cario en b Fig . ..+ 1 O. ' los 

resu ltados son aceptab les para fines prácticos. 
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Figura 4. 7. Kurtósis de la respue5:u de un oscilador con período de 2 s. incursionando en 
una ductilidad promedio de 1. 7. 
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5. Estadística de Máximos 

CAPÍTULO 5 

ESTADÍSTICA DE MÁXIMOS 

5.1 Antecedentes de funciones de distribución y de densidad ·de 

probabilidad de picos de señales no estacionarias 

En el capítulo anterior se ha estudiado la respuesta estadística de primer y segundo orden de 

un sistema de 1 GOL, no lineal, equi\·alente a un sistema de múltiples grados de libenad 

sujeto a un proceso estocástico que caracteriza los sismos de subducción provenientes de Ja 

costa de Guerrero. Los parámetros fundx:ien tales que describen el comportam ie1110 ,::- : 

sistema, son el primer y el segundo momento estadístico de las funciones de entrada y de 

respuesta. Sin embargo, en las aplicaciones a la ingeniería esta información no es de gran 

ayuda para el análisis o diseño de un sistema. Para alcanzar este objetivo, es necesario 

determinar la distribución de probabilidad de los máximos de la respuesta y la probabilidad 

que tienen de exceder un cierto estado lími te. El sistema podría dejar de funcionar si la 

respuesta excede un umbral tan sólo una vez, para lo cual se buscaría entonces Ja 

probabilidad de la primera excedencia. En otros casos, el comportamiento del sistema 

puede ser tal que, el sistema fisico en cuestión tolere varias excursiones de la respuesta 

arriba del umbral antes de que se dañe. 

La detem1inaci ó11 de la probabilidad de que la respuesta de un si stema exceda cierto e_L: o 

límite por estar sujeto a un proceso estocástico ha sido, por su complejidad, normalmente 

realizada sobre respuestas estacionarias . Para ello es necesario determinar si se trat a de 
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5. Estadística de Máximos 

sel'iaks de banda ancha o angosta. El desarrollo de la teo ría y la capacidJd de resol\ er estos 

problemas por primera vez se debe a los trabajos de Rice t 194..+) y t 19..+5 ). qui en estaba 

interesado en el ruido que aparecía en las señales eléctricas. Avances significati vos en esta 

teoría se deben a Cartwright y Longuet-Higgins (1956), que buscaban la descripción 

probabilística de los máximos de olas marítimas, encontrando una técnica matemáticamente 

poderosa para su cálculo. En el área del análisis estructural, son de importancia los trabajos 

de Crandall et al. ( 1963 a), y ( 1963 b ). Es de interés, para el cálculo de los momentos 

estadísticos, la interpretación que realiza Yanmarke (1972). Sin embargo, en este trabajo se 

está interesado en señales que tienen comportamiento probabilístico evolutivo, que conduce 

a que las teorías anteriores no sean aplicables a este caso, como lo muestran Micheelov et 

al. ( 1999), para el cálculo de los momentos estadísticos de la respuesta. necesarios para la 

detenninación de las probabilidades de máximos. En este trabajo se hace una aproximación, 

que pennite el cálculo de las funciones de distribución y densidad de probabilidad de 

máximos de señales que provienen de un proceso estocástico subyacente evolutivo. 

5.2 Funciones de distribución y de densidad de probabilidad de picos 

La función de distribución de probabilidad condicional a una intensidad dada de los picos 

del proceso estocástico X (t) , se puede encontrar a través de detenninar la tasa de ocurrencia 

de los máximos del proceso. Sea: 

. E [Número de pi cos::;; u en [r.r + _jf JI! l 
v P [ t ; X ( t) ::;; u 11 J = ! un - . ( 5. 1 ) 

. l t --> 0 ¿j [ 

la tasa esperada condicional para una intensidad fija al tiempo t de la ocurrencia de picos 

menores que el umbral u. Puesto que durante el intervalo de tiempo infinitesimal {t. t+ .1t}, 

se espera que a lo sumo un pico suceda, entonces la ec. (5 .1) se puede expresar en la forn1a: 

P[ Un pico::;; u en [t,t + L1t ]11 J 
vP[ t;X(t):=;;u l!]=lim . (5.2) 

. 11-->0 Llt 
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donde P[A /1} es la probabilidad condicional de que suceda A dado que sucedió el evento/; 

la ec. (5 .2) se debe a que se puede despreciar la posibilidad de que dos o más picos sucedan 

en el internlo de tiempo. Si se hace u tender a infinito, se obtiene Ja probabilidad de que un 

pico suceda: 

[ J 
. P[picoen[t,t+L1t]J1] 

V p tlf = lzm . 
,1t-> 0 L1t 

(5 .3) 

De acuerdo con las propiedades de la probablidad condicional, dados los sucesos )l, :By e, 

se satiface: 

P [Jl I e ] = P [Jl 1 113 , e ] P [ 113 1 e ] , 

si y sólo si :)!::=: :13. De acuerdo con esto, se tiene: 

y puesto que L1 función de di stribuc ión de probab ilidad de los picos satisface: 

F Pu / u ) = P [ pi e o ~ u en [ t , t + L1t ] 1 pi e o en [ t , t + L1t ] ,1 ], ( 5 A) 

entonces : 

(5 .5) 

De la ec. (5 .5), se aprecia que se puede determinar la distribución de probabilidad a tra\·és 

de la tasa del número esperado de picos menores que cierto valor u; para calcularla. se 

obsen a que si Lú) es la funci ón escalón unitario. entonces L'(-dX/drJ es un proceso 

estocástico con un escalón positivo unitario en cada pico de X(t) y con un escalón negativo 

unitario en cada mínimo de X(t) . La derivada de este proceso es: -d
1
Xldt

2 
&-dX:1dlJ y 

corresponde a funciones delta de Dirac unitarias positivas y negativas ubicadas en los 
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máximos \ ' en Jos mín imos del proceso X(t) . respectivamente, que multiplic;ida por 

Li(-d-'X/d¡-'). sólo proporciona funciones delta positi\ as. Si además, el producto de las dos 

funciones anteriores se multiplica por: U(u-X(t}) . se obtienen deltas sólo para aq uellos picos 

menores de u. En consecuencia, la tasa esperada de picos menores de u se puede expresar 

en la forma: 

vp[ t;X(t)~ ulI J =E[-x(tJ8[-X(tJ]U[-X(tJ]U [u- X( tJJ l r ]. (5.6) 

Sustituyendo la ec. (5.6) en la ec . (5.5), se obtiene: 

E [-X ( t )8 [-X ( t) Ju [-X ( t) Ju [u - X ( [)JI [ J 
F [uiIJ = (5.7) 

Prr; E[-X(tJ8[ -X(t J]U[ -X(tJJl 1 J 

que se puede expresar en tém1inos de las funciones de densidad de probab ilidad conjunta en 

la forma: 

[ [ I" --5[-v]U[-z]U[u-w]f · · (vvvz lf )dwdvdz 
[ 1 

1 - X r ; 1 .. Y I 1 / .. '( r t • . ' ' F u 1 = ~":.....=- .'.:..." ~-:..::~---------------------

P i i i J [, [~ -z5[-v]U[-z]frrr; .. rfl/v .z l!Jdvdz 
(5.8) 

La ec. (5.8) conduce a: 

r° [ lz\f . .. ( w O zl l jdwdz F í ¡ 1 J = l .,, _,,, X 11 1.X {/ / .. '( 1 1 1 ' • 

? 1111 u [ - lz lfr r (O,z!J )dz 
-a;, . 1 1 ) .• {I / 

(5 .9) 

La función de densidad de probabilidad de los picos se obtiene derivando con respecto a 11 

la ec. (5.9 ) quedando: 
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5. Estadística de Máximos 

f, '-=- l/ 11, , \ ! 1 (11. 0 . .:- ¡ id: 

[JzlfXruí'u/ 0 . .:- j l ) d.:-
( 5 l U) 

En esta tesis, X(t), dX/dt y d1Xldt2
, se suponen conjuntamente Gaussianos aún para 

ductilidades altas, ya que X(t) es el proceso que resulta de resol\'er la ec . ( 4.1 ), que es la 

respuesta del sistema equivalente de lGDL sujeto al proceso estocástico que caracteriza los 

sismos generados por la brecha sísmica de Guerrero correspondientes a cierta magnitud. En 

el Capítulo 4, se supuso que la función de densidad de probabilidad conjunta de la respuesta 

era Gaussiana para X(t) y dX/dt , lo que llevó a obtener soluciones a través del método de la 

linealización equivalente "iguales" (dentro de cierta tolerancia aceptable para fines de 

ingeniería) , a soluciones obtenidas usando el método de \fonte Cario . La suposición de 

Gausussianidad se justificó a posteriori. En el Capítulo 4, para el caso no lineal, en realidad 

no se supone que las tres funciones sean conjuntamente Gaussianas : el método de Kimura 

sólo supone conjuntamente Gaussianas a X(t) y a dX!dt; sin embargo . puesto que la 

derivada es un operador lineal se justifica Ja hipótesis de Gaussi ani dad conjunta de ){O;. 

dX/dt y cf)C/dt2
, para los casos lineal y no lineal (Lutes, 1997) . De esta forma : 

/ ,,., '· '' 

donde: 

,\ - [ .\ 

v - E[.\·< :-< \· ! ])r- ' i , - E[,\·< 
~ = -E [ Y · I~ /} 

f(x -E[x/1J)(x-E[x/1]) (x-E[x /1J)(x-E[xj1J) (x-ELX1IJ)(X-E[>:"¡1])1 
T=E lu·-E [xJ1J)(x- E[x11J) (x-E[x ¡ 1 ] )( -~ ' -E [ x ¡ 1 ~) ( . \'-E~.\· 1J)( .\' -E[Xj1J)>. 

l(x-E [x¡1 ])(x-E [x¡1J) (x-E [x] )(x-E[x¡1]) (.\·-ELx·¡1])(x-E[xJ1J)! _, 

En la Figura 5.1 se muestran las funciones de densidad de probabilidad condicional de 

picos para los sistemas de período 0.87 s y 2 s descritos en el Capítulo 4, en el punto de 

, arianza máxima t = 4000*0.02 s. ' -er Figuras 4.9 y 4.1 O. Para encont rar estas funcion es fue 

necesario obtener los parámetros de las mismas que son: E[X'f]. E[dX!dt/I} . E[d
2
Xldr:J]. y 
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la matri z r Las so luciones de las ecs . (4 .7) y (-t 9). propo:--: i01an E[ X !}. Ef d\. dr !J. 

E[d2Xldr2¡Jj, [f] 11, [f] 12 y [fJ 22. el tém1ino (I] 13 . se calculó utilizando la relación: 

de donde: 

0 .9 
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0 .7 
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~06 
x 
~05 
Q) 
"O 

15 04 
u.. 
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[r] = d [ r] ,_, -[r] . 
13 dt ~ 
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I 
I 
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' ' 1 

' 1 
1 
1 
1 
I 

' 1 
1 
I 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
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1 
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o~~~~~~~~~~~~'-
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Desplazamiento (m) 
0 .2 0 .3 

Figura 5.1 . FDP de máximos para los sistema de T =: s _, . T = 0.87 s. 

El elemento [ I] 23 , se calculó utilizando la relación: 

:t E[ (X - E[ x¡1])2¡1J=2E[ ( .k - E[ xi 1 ])(.\" -E[ .ti 1J)I1 J. 
De donde: 

[r] = _!_~[r] . 
¡_; 2 dt ~ 

(5 .1 1) 

0.4 

(5 .12) 
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[r] = _!_~[r] 
¡; 2 dt :_· . 

El elemento [ !] 33 , se calculó usando la matriz de covarianza condicional de respuesta del 

sistema de 1 GDL equivalente: 

r x(t,s) =E[ X(t)X(s )II J' 

que satisface, (Soong y Grigoriu, 1993): 

1 s 

I'x(t,s)= J f<P(t,u)G(u)r1 (u,v)GT( v)<PT(s,\')dvdu, (5 .13) 
o o 

donde <P, y G están dados por las ecs. (4.11), y (4.8) , respectivamente. La matriz del 

sistema A, necesaria para caracteri zar <P, se obtiene determinando los coeficientes 

linealizadores como funciones del tiempo al resolver la ec. ( 4. 9). El elemento buscado 

sat isface: 

Sustituyendo en la ec . (5.14) la ec. (5.13) se obtiene: 

De las ecs. ( 4.8) y ( 4.11) se tiene : 

~J) j 
~23 ' 

,¡,,, 
'f'o. 

y G(t) =m , y 

(5.15) se puede expresar en la forma: 

t=s 

(5.15) 

como E[](t)](t)II J es un escalar_ 
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(5 16) 

5.3 Funciones de distribución y de densidad de probabilidad de picos 

utilizando el método de Monte Cario 

Para evalu ar las funciones de distribución y de densidad de probabilidad de los picos 

usando el método de Monte Cari o, se procedió a realizar estadísticas de los picos de las mil 

señales de respuesta discutidas en el Capítulo 4 xi(t) , i / , ... ,1000 Primero se 

identifi caron, para cada señal los picos de la respuesta como se muestra en la Fig 5.2 para 

el sistema de periodo T = 2 s A continuación , se determinó para todas las señales, el 

intervalo de tiempo donde la varianza y media de la respuesta alcanzan sus valores 

máximos, y se identificaron los 111áxi111 os en el intervalo encontrado, que se indica por los 

círcu los en los máximo s de la Fig 5 2 La longitud del intervalo alrededor del punto de 

varianza máxima, fue eleg id o lo sufíciente111ente grande para contar con el nlim ero de pi cos 

necesarios para rea li zar una estadíst ica y lo suficientemente pequeño co1110 para que ese 

intervalo describa un comportam iento local de la fünción de densidad de probabilidad de 

máx imos alrededor del in stante de varianza máxima. La Fig 5 3 corresponde a una señal 

del conjunto de señales que caracterizan al proceso estocástico (ensamb le) de respuesta del 

sistema de período T = 0.87 s, donde los máximos y la banda han sido identificados. 

Finalmente se encontró el histograma de frecuencias de los máximos correspondientes al 

intervalo dado correspondiente a las mil señales de respuesta En las Figs 5.4 y 5 5, se 

muestran los hi stogramas de fr ecuencia s correspondientes a los sistemas de 0.87 s y 2 s, 

respectivamente En estas 1·iguras se superponen las !'unciones de densidad de probabilidad 

encontradas en la sección anteri or con el fin de co mparar las Utilizando una prueba de 

hipótesis Kolmogorov - Srn irnov con un ni vel de signifi cancia del 95%, se comprobó que 

las funciones teóricas son aqu ell as que describen el comportami ento estad ísti co de lo s 

histogramas de fre cuencia s 
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Figura 5.2. Identificación de los máximos de una señal del ensemble de respuestas. _i · de la 
banda donde la varianza del ensemble es máxima (círculos) . Sistema T = ] s. 
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Figura 5.4. Función de densidad de probabilidad de máximos obtenida desde la teoría de 
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CAPÍTULO 6 

CURVAS DE FRAGILIDAD 

6.1 Fragilidad sísmica 

Para calcular las curvas de fragilidad sísmica de cierta estructura con base a la respuesta del 

sistema de 1 GDL equivalente sujeto a un proceso estocástico, es necesari o determinar el ó 

los estados límite que se desean estudiar y dependiendo de ellos, identificar las fuentes y las 

magnitudes sísmicas para las cuales es necesario detem1inar la probabi lidad de que el 

sistema equ i\al ente exceda el estado límite deseado . Para obtener la fdp de los máximos de 

la respuesta en el caso evolutivo se utiliza la teoría de extremos (Lutes y Sarkani, 1997). 

Denotando con M (t) al máx imo de x(t) para el ti empo t, la fdp de máximos es: 

o 

J !z!fr(1J.r(1).r(1) (u, O, z! I)dz 
f M <ri (u 11) = _-oo'--o-------

J !z! f r(1 ).<1' ¡ (O, zl I)dz 
( 6.1) 

donde : las funciones en el interior de las integrales son las fdp multivariadas Gaussianas , 

debido al hecho de que en las suposiciones de las fdp multivariadas de la respuesta xUJ y 

dx/dt son consideradas conjuntamente Gaussianas. La fragilidad sísmica, para el estado 

límite xr* queda expresada en téminos de la ec . (6.1) en la fonna: 
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x, 
P[x > x;¡1J=1-P[x :S: x;/1J=1- J fM(rJ(u /J)du . (6 .2) 

6.2 Estados límites 

El estado límite que se desea estudiar en este trabajo es el de colapso incipiente, y puesto 

que la "brecha de Guerrero" representa el sitio con más alto potencial sísmico, se consideró 

como única fuente ésta. Los sismos provenientes de la "brecha de Guerrero" de magnitud 

menor de 7 no han causado que estructuras típicas vulnerables del Valle de México 

incursionen en estados cercanos al colapso, por lo que para el estudio del estado límite de 

colapso incipiente se consideran magnitudes sísmicas de 7 a 8.2. Si se quisiera estudiar el 

estado límite de servicio para el Valle de México, sería necesario considerar todas las 

fuentes y magnitudes que pudieran hacer incurrir la estructura en este estado lími te . 

Los estados límite de las estructuras, se pueden definir en términos de la distorsión de 

ernrepiso. la cual representa un índice que se correlaciona muy bien con el da i1o 

experimentado por ellas en el caso de sismos Reyes (1999). La distorsión de entrepiso para 

el caso de edificios a base de marcos, se define como la diferencia de desplazamientos entre 

dos niveles consecutivos dividida por la altura del entrepiso. En el documento SLAC 

(2000), se establece el significado de dal'io en tém1inos de la capacidad de transmitir cargas 

laterales de los elementos de la estructura, del daño a sistemas arquitectónicos y de la 

obstrucción en las salidas del sistema con el fin de que haya posibilidad de evacuac ión de la 

gente que se encuentre en el inmueble en caso de sismo. Si la respuesta de la estructura, en 

tém1inos de distorsión de entrepiso, no excede del 0.5%, el daño en la totalidad de la 

estructura es moderado, queriendo decir con esto, que tanto la resistencia del sistema como 

su rigidez se han visto reducidos aun cuando el sistema de soporte de cargas laterales 

pennanezca funcional. Si la distorsión de entrepiso se encuentra entre el 0. 5% y el 2.5 % el 

daño es severo, implicando que la resistencia y la rigidez disponible de la estructura han 

quedado muy reducidas, que se tienen grandes defomrnciones permanentes y que los 
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elementos estructura les sec undari os han fa ll ado com pktamente. Si la respuest;:i e:\cede de l 

2.5%, la estructura puede colapsar total o parcialmente. 

El estado límite se debe traducir en desplazamiento espectral, ecs . (2.4) ó (2. 7) según se 

consideren uno o múltiples modos de vibración de la estructura, respectivamente, para que 

se pueda introducir el valor en la ec. (6.2) para el cálculo de Ja curva de fragilidad. Esto se 

consigue a partir de Ja curva de comportamiento de Ja estructura en estudio. La curn de 

comportamiento, como se indicó, está aproximada por dos líneas rectas en el espacio de 

seudo aceleraciones contra desplazamientos espectrales , Fig. 2.2, cada una corresponde a 

dos distintos períodos de vibrar, dados para cada recta por Ja ecuación, Sandoval (2000): 

(6.3) 

La curva de compor1amiento entonces. representa a la estructura en dos estados distintos. 

uno sin daño y otro con daño. La recta que tiene una mayor pendiente, está asociada al 

período de vibración T 1 R que domina a Ja estructura que se encuentra en su estado inicial 

sin daño , y la recta que tiene menor pendiente, coITespond e al períodl1 T ~ ''' de 13 es truct ura 

que se encuentra en su estado dañado por Ja demanda sísmica. Una estructura tiene \arios 

períodos de vibración, y para cada uno de ellos se tiene asociada una forma modal , Jo cual 

no implica que estructuras con distintos modos de vi brar deban tener distintos períodos: se 

puede dar el caso de estructuras distintas con el mismo pe ríodo de \ ibraci ón y dist in tos 

modos. La simplificación de Ja curva de comportamiento de una estructura. indica que Ja 

estructura en su estado inicial está "dominada" por cierto modo de vibrar, es decir, asociado 

a uno de sus modos se presentan los desplazamientos que contribuyen más a Ja respuesta. 

Lo mismo se puede decir para la estructura en su estado dañado . Asociados a Jos períodos 

T 1 R y T 2R, hay un modo de vibración para cada uno que caracteriza Ja configuración de 

desplazamientos de los pisos . Estos modos, a los que se les puede denominar modo de la 

primera rama y modo de la segunda rama, preseman un entrepiso particular con una 

distorsión mayor que el resto de los entrepisos. Los entrepisos críticos no son 
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necesariamente el mismo para los modos, y será en ellos donde se producirá la ma\or 

distorsión al deformarse la estructura. 

El estado límite de colapso incipi en te, para el caso que se estudia. corresponde a un 

desplazamiento que ha excedido el desplazamiento de fluenc ia xy de la estructura 

equivalente, y por lo tanto, el desplazamiento espectral correspondiente a este estado límite 

se debe calcular utili zando sólo el modo de la segunda rama, como se muestra en la Fig. 

6.1, en donde se aprecia que el desplazamiento asociado al estado límite de colapso esta 

dado por la suma de dos desplazamientos: xy y xd. El desplazamiento xr, que define la 

incursión de la estructura en el estado límite de colapso. resu lta de multiplicar la 

coordenada modal asociada al modo de la segunda rama: z2R1, con dicho modo, para obtener 

una distorsión de 2.5%, en el entrepiso critico. Para expresar esto matemáticamente, se 

utili za el modo de vibrar correspondiente a la segunda rama: <1>2R, y se denota la 

componente modal para el nivel j , con: <J>2Rj· Como la componente del modo de vibrar de 

la segunda rama a ni vel de azotea j = a, tiene el valor de <1>2Ra = l. ya que el modo esta 

normalizado, se tiene que: 

Suponiendo que el entrepiso critico estuviera localizado entre los ni veles j y j + 1 de la 

estructura, entonces, los desplazamientos de esos niveles serian : 

X ; = <l> 2 R; X 1 ' Y X ; - 1 = <l> : ? - 1 X i · 

El valor de x1 que se busca, es el que produzca una distorsión de entre piso de : 

= (x - x ) / H = 2. 5 % , 
J + 1 J 

donde H. es la altura del entrepiso. 

Puesto que los desplazamientos que se utilizan en el cálculo de la fra gilidad son 

desplazamientos espectrales, el desplazamiento límite xi*, que se usa dentro de la ec. (6 .2) 
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para el calculo de la fragilidad, se obti ene de transfon11 ar el desplazamien to .r.: a 

coordenadas espectrales mediante la ec. (2.4) ó (2. 7) según sea el caso . 

El caso de estudio considerado, en este trabajo, es la estructura calculada por Sando\ al 

(2000) cuyas alturas de entrepiso son de 3.3 m, y el entrepiso critico para el modo 

correspondiente a la segunda rama de la curva de comportamiento, está ubicado entre la 

tercera y cuarta losa. La diferencia de desplazamientos de pisos consecutiYos que produce 

la distorsión requerida está dada por: 

Dif = (3 .3 m) * 2.5 % = 0.08 25 111. (64) 

El desplazamiento de azotea que produce la distorsión requerida en el entrepiso critico se 

muestra en la Fig. 6.2, y su valor es x1 = 0.3815 . El valor del desplazamiento espectral esta 

dado por: 

x, 0.3815 
x, = = = O. 3 08 6 . 

CfJ: Rar 1 ( l ) * 1.2365 
( 6.5) 

Por lo que x1*, es el valor que debe ser introducido en la ec. (6. 2 l para obtener la fragi lidad 

de la estructura calculada por Sandoval (2000). 

En este trabajo, la estructura de T = 2 s, se considera que tiene el mismo despl azamiento 

límite, ya que esta fue introducida con el fin de estudiar el comportamiento de un sistema 

de l GOL con comportamiento no lineal para sismos de magnitud 8. 1 y no se cuenta para 

ella con datos de los modos de vibración. 

6.3 Curvas de fragilidad de los sistemas equivalentes de 1 GDL 

La curva de fragilidad para el estado lími te de colapso incipiente de la estruc; ura 

equivalente calculada por Sandoval (2000), se muestra en la Fig. 6.3. La curYa de fragilidad 

resulta de calcular la ec. (6.2) para distintas intensidades; los parámetros de la fdp 
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multi\ ariada de la ec . (6 2) . para cada int ensidad. se obtienen de b s respuestas de las ecs. 

(4.7), (4.9) y (5. 16). 

Modo 1R Modo 2R 

2.5% = ~e/H. 

Distorsión de entrepiso 
correspondiente a estado 
límite de colapso incipiente. 

Xf = Des plazimiento ' fodal 

Co rres po ndi ente a 

Es tado lími te de Colapso 

Inci pie nte 

Figura 6.1. Determinación del desplazamiento modal correspondienre al estado límite de 
colapso incipiente. 
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Figura 6.2. Despla::.amienro espectral del modo correspondienre a 'u sEgundu rwno de la 
curva de comportamiento que produce una distorsión de 2.5% del entrepiso crírico. 
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Debido a la buena co rrelación que presenta la in tensidad de . .\rí as con el da11o estructural 

Xianguo et al. ( 1994 ), la intensidad considerada en este trabajo para el cálculo de la 

fragilidad es la del valor esperado de la intensidad de Arias (Arias. 1990), el cual se calcula 

en ténninos de la varianza del proceso estocástico, en la fomia: 

E[I]=E !!_ fa: (t)dt =!!_ fcr;(r)dt, 
[ 

I¿ ] I d 

2g o 2g o 
(6.6) 

donde td, es el tiempo de duración de Ja señal. La probabilidad de exceder el estado límite 

considerado se graficó con las intensidades calculadas a tra\ ·és de la ec. (6 .6) y se 

interpolaron los puntos graficados con la curva lognormal que mejor ajustaba los datos. 

La curva de fragilidad correspondiente a Ja estructura de T = 2 s, se muestra en la Fig. 6.3. 

con trazo discontinuo. Esta curva ajusta Jos \·alores de fragilidad que resultan de reso l\ er 

las ecuaciones obtenidas a tra\·és del método de la lineali zación equi val ente. Los ' alores 

que se obtienen usando el método de Monte Cario también se muestran y quedan dentro de 

un erro r razo nabl e (menos del 10°10). En la m isma gráfica . se muestra la cun a de fragi lidad 

de la estructura de T = 0.8 7 s, los valores de fragilidad que resultan de ut ili zar las 

ecuaciones de la linealización equivalente y los de Monte Cario, dando igualmente 

resultados razonables . 

62 



0 .9 

0.8 

0.7 

~0 .6 
E 

.:::: 
~05 - . .o 
o 

el: o .4 

0.3 -

0.2 

0.1 

o o 

. 
• . . 

• . . . . 
o 
• • • • a . 

• . . . • . . . • . . • . . 
• • • . . . 

• • . • . : . .: . . . 
• • . ,· ............. 

10 20 

6. Curvas de Fragilidad 

: ··········-----------······--· 
.,·· o . e . • 

30 40 

--- T2 LE. Ajuste 

+ T2 L .. E . 

o T2 Monte Cano 

Tp87 Ajuste 

* Tp87 L.E . 

x Tp87 Monte Carlo 

50 60 70 

Intensidad Energia/g (m*s3
) 
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CAPÍTULO 7 

CONCLUSIONES 

7.1 Conclusiones sobre el método para el cálculo de la fragilidad sísmica 

de una estructura 

En esta tesis, se desarrolla un método para el cálculo de curvas de frag ilidad sismica de 

estructuras hechas a base de marcos. Los resultados encontrados se comparan con 

simulaciones de Monte Carlo para su verificación, demostrando que el método planteado 

tiene grandes posibilidades de ser una herramienta práctica. 

El método propuesto parte de la posibilidad de reducir un sistema de múltiples grados de 

libertad a un sistema equivalente de uno sólo, cuya regla de disipación hi sterét ica este dado 

por un modelo bilineal ex traído de la curva de capacidad de la estructura. La obtención de 

la curva de comportamiento y el sistema de 1 GDL equi\'alente ha sido estudiada 

ampli amente por di stintos autores (p.e. Ayala, 1999 y Requena, 1998), que concluyen no 

sólo con el validamiento del método sino con interesantes posibilidades corno la del diseño 

sísmico por desempeño de estructuras. El método aquí propuesto requiere de esta 

simplificación. y brinda grandes posibi lidades teóricas y prácticas al aná lisis y di seño de las 

estructuras que se estudi an mediante su curva de comportamiento . 
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La caracteri zación del ensamble sísmico de sei'lales simul adas con funcion es de Green 

empíricas como un proceso estocástico, condujo a que el ensamble es el resultado de 

reali zaciones de un proceso Gaussiano evolutivo en la media y en la densidad espectral de 

potencia. Esto llevó a la necesidad de acoplar a la ecuación diferencial de la matri z del 

segundo momento estadístico de la respuesta del oscilador bilineal con la ecuación 

diferencial de la media del mismo. 

Para la obtención de las curvas de fragilidad sísmica se incorporó el método de simulación 

sísmica de la función de Green empírica, dentro del marco teórico de la linealización 

equivalente, obteniendo un sistema lineal cuyos resultados estad ísticos de primer y segundo 

orden son iguales (dentro de un error razonable) a aquellos que se obtienen con 

simulaciones de Monte Cario; demostrando que el método de la linealización equivalente es 

una herramienta útil para obtener las matrices de primer y segundo momento estadístico de 

la respuesta de un oscilador bilineal sujeto a un proceso estocástico que caracteriza un 

ensamble sísmico simulado a través del método de la función de Green empírica. En los 

casos en los que la respuesta del oscilador es prácticamente lineal , se puede suponer que la 

respues ta del oscilador es Gauss iana, pero es nec esario suroner d~stin t o comport amient o 

probabilístico de la respuesta en los casos en que el oscilador incursiona en el in ten alo no 

lineal. Esto se debe al hecho de que la variable de estado z, presenta un comportamiento 

muy alejado del Gaussiano, tendiendo a concentrar la probabil idad en los Yal ores de 

fluencia del desplazamiento. El modelo de Kimura et al. se aplicó para el caso de media 

cero e incursiones del sistema equivalente en ductilidades mucho mayores que uno. y se 

obtuvieron resultados para la varianza que se comparan bien (errores del 10%) con las 

varianzas obtenidas utilizando el modelo de Monte Carlo. Para el caso de comportamiento 

lineal del sistema equivalente y considerando que el proceso estocástico que caracteri za al 

ensamble sísmico tiene media evolutiva, la media y la varianza de la respuesta del sistema 

equivalente obtenida utilizando vibración aleatoria se comparan bien con los resultados 

obtenidos util izando el método de Monte Cario. como se ilustra en la Fig . (4.9). El modelo 

extendido de Kimura et al. es adecuado para el marco de la linealización equivalente. y nos 

proporciona la posibilidad de considerar el comportamiento de concentrac ión de 

probabilidad de la variable de estado z en el caso de incursión del sistema equivalente en 
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ductilidades mayores que 1.3 . Para estos casos. la \ ananza \ la medi a de la respuesta. 

calculadas conjuntamente utilizando el método de la linealización equiYaknte. se 

encuentran dentro del 10% de error de aquellos que resultan de utilizar el método de Monte 

Cario. 

Las funciones de densidad de probabilidad (fdp) de los má...:imos de la respuesta del 

oscilador condicionadas a una intensidad sísmica dada. se obtu\·ieron por dos caminos: por 

un lado se utilizó la teoría de la vibración aleatoria para el cálculo de las distribuciones de 

extremos, utilizando la media y la varianza que resultan del método de la linealización 

equivalente. y por el otro camino, se utilizó el método de Monte Cario. Los máximos de las 

respuestas. obtenidos usando el método de Monte Cario. fueron organizados en un 

histograma que fue comparado con la fdp que resulta de la vibración aleatoria utilizando 

una prueba de Kolmogorov con un nivel de significancia de 0.05. indicando que el camino 

por el que se calcule la fdp es indistinto. 

El cálculo de las curvas de fragilidad requiere de las fdp de los máximos de la respuesta 

para di stintas intens idades sísmicas . y del valor de la respuesta que define la incursión de la 

estructura en el estado límite de interés. En este estudio, el inter¿s fue puesto en el estado 

límite correspondiente a un estado de colapso incipiente, caracterizado en términos de una 

distorsión de entrepiso de mas del 2.5%. Asociado a este estado límite. la estructura tiene 

un período fundamental y un modo fundamental correspondiente. con el conocimiento de 

dicho modo, se estuvo en la posibilidad de calcular el valor del desplazamiento asociado 

que produce en el entrepiso crítico la distorsión requerida. Sustituyendo este valor dentro de 

las fdp de los máximos se calcularon las curvas de fragilidad del sistema de período T = 

0 .87 s y el sistema de 1 GDL de T = 2 s. 

Las curvas de fragilidad tienen gran aplicación en la práctica de la ingeniería y su 

ap licación en la evaluaci ón de la nrlnerabilidad sísmica de estrnc turas del Valle de Mé:\ico 

demuestra ser una herramienta útil para la prevención de daño y de desastres . Si bien el 

cálculo de las curvas de fragilidad representa una cantidad considerable de trabajo. se 
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espera que esta tes is contribuya al en tend imiento de las mismas \ permita su cálculo de 

fo rma racional y de manera relati vamente rápida. 

7.2 Contribuciones 

El camino que se adoptó para evaluar las curvas de fragilidad tiene la novedad de utilizar 

linealización equivalente con un método de simulación sísmica que no resulta de filtrar 

ruido blanco. Esto ha resultado en que las ecuaciones por resolver y sus métodos de 

solución, sean distintas a las que se utilizan (Hurtado. 1998). Este hecho llevó a la 

necesidad de caracterizar mediante un proceso estocástico el ensamble que resulta de los 

métodos de simulación de la función de Green empírica, resultando en un proceso 

estocástico Gaussiano evolutivo tanto en la media como en la densidad espectral de 

potencia. 

Para el método de la linealizac ión equivalente. es no\edoso el hecho de que se utilicen una 

covarianza y una media evolutivas como entrada del sistema de ecuac iones por resol\ e r. 

Las top conju ntas . supuestas a pri ori para la caracteri zación probabilí sti ca de la re spuesta 

del oscilador es la primera vez que se plantean, puesto que consideran la media ern lutiva. 

lo que resulta en una extensión al método de Kimura. 

El método planteado para el cálculo de las curvas de fragilidad . utilizando el método de la 

linealización equivalente con el método de simulación sísmica de la funci ón de Green 

empírica. ll evó a que todo el procedimiento a seguir tu\·iera que ser novedoso. tanto para el 

cálculo de las fdp de los máximos como para el cálculo de las curvas de fragilidad mismas. 
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, 
APENDICE A 

ESPERANZA DE LA NORMA CUADRADA DE LA 

TRANSFORMADA DE FOLRIER DE LA SEI\'AL 

SIMULADA Y DE LA SEÑAL SIMULADA CENTRADA 

A.l Esperanza de la norma cuadrada de la transformada de Fourier de la 

señal simulada 

El cálculo de E[jA, (w)!"], se desarrolla a partir de: 

que lleva a: 

y sustituyendo la eq . (3 .1 ), en la última expresión se obtiene: 

donde F {a(t)} , es la transformada de Fourier de a(l) . Ltilizando la propiedad de linealidad 
de la transformada de Fourier se obtiene: 

-..¡ 



y aplicando la transfom1ada de Fourier en su forma integral: 

haciendo el cambio de variable que se indica, se obtiene : 

u= t - r* 

V= l-r 
J 

Extrayendo de las sumas los elementos que no dependen de los índices: 

Apendice A 

y sustituyendo la transfom1ada de Fouri er por una función dependiente de la frecuenciJ 

y por tratarse de funciones conjugadas complejas: 

Utilizando la propiedad de linealidad del operador de esperanza: 

E[IAs ( úJ )¡2] = ( IAe(w) l
2 f ±E[ e-iah -r1

) J · 
k: I ¡ :I 

Separando las sumas en los elementos con) = k, y con) ;r k, se obtiene: 
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. { 1 si k = j 
donde la funci ón 81.:J es la delta de Kronecker definida: '5. = . 

9 O si k -:;.: j 

La esperanza de una función de variables con subíndices j y k, idénticamente distribuidas. 
hace que estos se pierdan, ya que los pone bajo el signo de integral vol viéndolos variabl e 
comodín. Conduciendo a : 

Sumando se obtiene: 

Aplicando la definición integral de la esperanza sobre la función bi\·ariada, se obti ene: 

Por hipótesis las variables aleatorias T , son independientes lo que conduce a : 

En la última expresión se observa que las expresiones bajo el signo de integr:: l 
corresponden a la transformada de Fourier de las funciones involucradas: 

Puesto que se trata de fun ciones conjugadas complejas se obtiene finalmente: 

que es lo que se queria demostrar. 
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A.2 Esperanza de la norma cuadrada de la transformada de Fourier de la 

señal simulada centrada 

La esperanza de la transformada de Fouri er de la señal centrada se define: 

Utilizando las propiedades de multiplicación en los complejos es equivalente a: 

E [IA, ( m )1
2 J =E [ (A, ( m )- µ, ( m)) (A, ( w) - µ, ( w)). J, 

y a: 

E [I As ( ú) )12 J = E [IAs ( úJ )1
1 

- A, ( úJ ) µ; ( úJ ) - Á; ( úJ) µ, ( úJ ) + lµs ( úJ )/
1 J. 

Utili zando la propiedad de linealidad de la esperanza y de la transfonnada de Fouri er se 
obtiene : 

E [I A, ( ú) )1
2 J = E [i A, ( (t) )!2 

] - ,u . ( úJ ) µ; ( (t) ) - µ; ( (t)) µ, ( (ú ) + lfl, ( (ú )1
2

• 

que es equinlente a: 

Utili zando la definición de la transformada de Fourier de la media de la señal se obtiene: 

E [IA, ( w )1
2 J =E [lA, ( m )1

2 ]-\F {E (a, (t) )}¡". 

Sustituyendo en la última expresión la ec. (2.1 ), se obtiene: 

Utilizando la propiedad de linealidad de la esperanza se obtiene: 
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Como la esperanza de una variable con subíndice la pone bajo el signo de integral y 
transfonna dicha vari able en una variable comodín, la función pierde la dependenci a de su 
subíndice y conduce a: 

Aplicando la defin ición integral de la esperanza: 

E[IA, ("'JI} E[IA, ("'JI']- F { w[ a,(t - r)p( r)dr}'' 

y utilizando la propiedad de linealidad de la transformada de Fourier se obtiene: 

o 

E[lii, ( w)¡2J = E[IA, (w )!2 ]- ~ N J F {ae(t - r)}p(r)dr - . 
- <!O 

Aplicando la definición integral de la transformada de Fourier conduce a: 

. , o 

E [IA, ('"Ji' ]= E [IA, ("' ll} I~ N U a.(t - r )e ·~ dtp(T)d• I 

Haciendo el cambio de variable: u= t - r, y por lo tanto du = dt , se obtiene: 

a: :e 12 

E[lii, (w)I"] = E[IA, (m)!
2
]- ;N J J ae(u)e -iw( u+r)dup(r)dr l , 

- -X - OC ! 

y separando las integrales según sus argumentos se obtiene : 

E[IA, ( "'ll' ] = E[IA, ( "')I' ]- ~ N 1 a,(uV'~ du 1 p(TV'"' dr " 
-<r) -<!O 

donde se pueden identificar claramente la transfom1ada de Fourier de las funciones que se 
encuentran bajo el signo de integral: 
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L ilizando las prop iedades de las operaci ones de los complej os se obtiene: 

Sustituyendo el resultado de la sección A 1, en la última expresión: 

y reduciendo términos: 

Que es lo que se quería demostrar. 
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APÉNDICE B 

DEPENDENCIA TEMPORAL DE LA NORMA CUADRADA 

DE LA TRANSFORMADA DE FOURIER DE LA SEÑAL 

SIMULADA 

B.1 La transformada de Fourier discreta (TFD) 

Cna señal x (r) es periódi ca, si ex iste un número T a partir del cual se cumple: x(l ) = xu - T! 

Bajo ci ertas condiciones generales, una función periódica x(t} se puede expresar en la fo nna 

de una seri e infinita de funciones exponenciales, Papoulis (1984): 

00 

x(t) = L C*eihkr 1r ' (B.1) 
k=-00 

donde los coeficientes ck satisfacen: 

} T/2 

ck = - f X(t)e i2:rkt iT dt. 
T -T /2 

(B.2) 

Estas ecuaciones se pueden di screti zar si el ti empo se toma: t = jiJ t, j = O ..... n-1 . _'i:(j.J r) = 

x1 y T = ndt, donde L1 t, es la taza de muestreo de la señal. Utilizando la aproximación de 

sumas de Ri emann para las integrales: 
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j T 2 j n - 1 j n - 1 j 

e = - f (t) e' c.Tkl Tdt = - ' - 12.Tk¡:>.1 n:>.1 Ar= - ' 11:rk¡ n = - ;= , x ¿-' ,e u ¿x e ~ ,. 

T -T 1 n ~! ;=o n ;=o 
/ 

n -
(8.3) 

Si el factor 1 In de (8.3 ), se pasa a Ja ecuación (B. 1 ), y se consideran sólo los elementos de 

la TFD con que se cuenta, el par de transfonnadas de Fourier di scretas queda: 

(B.4) 

donde: 

n-1 

c;k = Ixi e -12.>rki n k = O, .. . ,n -1 . (B .5) 
J=O 

El hecho de que al sustituir (B.5) en (B.4) se cumpla Ja identidad, se debe a la propi edad de 

onogonalidad de las funciones exponenciales. Para apreciar este hecho, se pane de la 

siguiente expresión matemát ica con r < 1: 

y multiplicando por r se obtiene: 

n ' ·1 rSn = L.i r1
+ • 

j=O 

Restando (B .7) a (B.6) y despejando Sn se obtiene: 

r n+ I - 1 
s = ---

n r -1 

Sustituyendo (B .5) en (B.4) se obtiene: 

1 n-l n-i 
_ ' ' -i]. ~1km n 1'2.:1kj ri x1 - - L.i ¿xme e , 

n l: =O m=O 

(8 .6) 

(B.7) 

(B.8) 

(B.9) 
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cambiando el orden de las sumas. se obtiene: 

1 n-1 n-1 

= _' . ' -í c.7(m-i)k 11 x j ¿~m¿e . 
ll m=O k= O 

(8.1 0) 

Considerando: 

n- 1 

S =' - í2.T(m- j ).I: n 
n-1 ¿e ' (B.11) 

k =O 

y tomando: 

r =e -íl:r( m - J) n 

' 
(B.12) 

y sustituyendo (B.11) y (B.12) en (B.8 ), considerando que el sub indice en (B.11 ) es n-1. se 

obtiene: 

{ 

n } -ílr.(m-j ) 1 r - e -- -- -o S - } - -1 2dm - j ) n } -
n-1 - r - e -

n si 111 = j 

si m = J ¡ ~ 
> = nó 

m ! 
( B 13) 

{ 
1 si m = j 

donde: i5mi = 
0 

. . . Al hecho de que Sn. J, satisfaga la ec. ( B.13) se le conoce como la 
SI m 'j:. j 

propiedad de ortogonalidad de las funciones exponenciales. Susli ru yendo (B. 13) en (B. l O). 

se obtiene: 

(B .14) 

Que era a lo que se quería llegar. Utilizando la propiedad de ortogonalidad, es fácil obtener 

el principio de Parseval, Papoulis (1984), en forma discreta: 

n-1 ¡e 1 n-1 , ,, 

' ,. ' = - "" ¡,o- ¡-¿ · 1 ¿ ¡':' k . 
=: 11 k= O 

B.2 Periodicidad de la TFD y frecuencia máxima 
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Cna de las consecuencias de obtener x1 a través de la ec . (B.4) , es el \alor que obti ene x 

cuando j se encuentra fuera del intervalo [O. n-1}. Especialmente cuando se evalúa en; -

mn , con m entero, se obtiene: 

(B.15) 

Por Jo que x1 resulta ser una variable periódica de período n. Lo mismo sucede para Ja TFD 

~k · Expresando la ec. (B.5), en términos de su parte real e imaginaria, se obtiene: 

n-1 n-1 

;k = 'I.,x1 cos(2Jrkj / n)-i'I., x¡Sen(2Jrkj l n) . (B.16) 
j =O j =O 

Debido a las propiedades de peri odicidad de ~k, se pueden evaluar estos coeficientes en - k. 

y definiendo Re(z) y lm(z), como las parte real e imaginaria del número complejo z. 

respecti vamente, se tiene: 

Re(;_k) =Re(~.) y lm ( ~-k ) = - Im ( ;k), (B.17) 

debido a que el coseno es una función par y el coseno es impar. Como la TFD, es una 

función periódica de período n, se tiene: 

y (B .18) 

El primer término de la última expresión establece que la parte real de la TFD de una señal 

real. es una funció n par alrededor del índice k = n/2 . La expresión del lado derecho. 

establece que la parte imaginaria de la TFD de una señal real , es una función impar 

alrededor del índice k = 11 , 2. Esto implica que la información que arroja la TFD es 
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redundante . Esta es una condición lógica si se toma en cuenta, de acuerdo con la eq. (8 . l 6). 

que : 

(B.19) 

ya que el sen(m 7r) = O = sen(O), cuando m es un entero. De la ec . (B .18), queda que la 

componente de mayor frecuencia de la TFD, corresponde al término n/2, cuya frecuencia 

corresponde a 11(2/J t). Lo cual se aprecia de la ec. (B .5), ya que: 

n-1 n-1 ., k .
61 

J: _ " e-i2tr/cj I n _ " - ¡ _fC n6J} sk - ¿x1 - ¿x1e , (B .20) 
J=O J=O 

y como el tiempo se discretiza: t = jtJt, j = O, .... n-1 . a la frecuencia le corresponde: f = 

kl(n!J t). k = O, ... , n-1. Puesto que el valor máximo de k es k = n/2 , antes de que la TFD se 

\·ue lva a repetir, la frecu encia máxima, o frecuencia de ~yquist , corresponde a: /mar = 

(n/ 2)/ (niJ t) = 11(2/J t). Por lo que, si la señal x(tJ. eq. (B. l ), tiene frecuencias mayores de 

/ 1r2!J t) Hz. entonces es imposible para la TFD representar acertadamente a la sef1al en 

estas frecuencias, ya que la tasa de muestreo, .J r, es demasiado grande. 

B.3 La TFD de segmentos de señales digitales 

Cuando se desea analizar un segmento de una señal digital utili zando la TFD, es necesario 

cuidar el hecho de que la TFD depende de la forma en que el segmento se extrae de la señal 

original. Esto, se debe a que la TFD supone intrínsecamente que los datos cuya 

transformada de Fourier se desea obtener, corresponden a un período de una función que se 

repite periódicamente. Lo que en ocasiones puede producir discontinuidades de la función 

en su expansión periódica, ocasionando que la TFD de la señal con discontinuidad contenga 

componentes de frecuencias que no aparecen en la señal original. En la Fi gura B.1 , se 

presenta una se!'"1al periódica que se muestrea en un número entero del período de la sella!. 

La señal corresponde a una función coseno con 2 Hz de frecuencia, y por lo tanto, la TFD 

de esta señal corresponde a un pico en esta frecuencia, como se enseña en la Figura B.2. Si 

84 



Apéndice B 

el muestreo se hubiera reali zado un número no entero del período. como en el caso de la 

Figura B.3, Ja expansión periódica de Ja señal presenta una discontinuidad, ocasionando 

que su TFD presente un pico mas ancho como se aprecia en Ja Figura B.4. Pareciendo. 

como si la energía asociada a una frecuencia se hubiera "fugado" a otras frec uencias. 

produciendo el fenómeno conocido como fuga espectral. 

1 

0 .8 
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g 04 

·~ 
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1 -0 .2 

-0.6 

-0.8 

3 · 

2 .5 
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C1l 1 .5 § 
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0 .5 1 . 5 2 
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2 .5 3 

Figura B. J. Función coseno de 2 Hz de frecu encia. 

0 .6 08 1 .2 

frecuencia (Hertz) 

Figura B.2. TFD de la función de la Figura B.!. 
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Figura B. 3. Función coseno de 2 Hz, muestreada cada 3 segundos. 
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Figura B.4. TFD de la Figura B.3, que ilustra lajilga espectral. 
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La fuga del ejemplo representado en las Figuras B.3 y B.4, sucede por tratarse de la TFD de 

una señal finita, si se hubiera considerado el registro de - x < t < ex.,', la TFD hubi era 

producido una línea espectral en el lugar correcto . Sin embargo, esto en la prác tica res ult a 

imposible, por lo que se utiliza una técnica conocida como ventaneo para reducir la fuga 

espectral. 

La cantidad de energía fugada depende de la amplitud de la discontinuidad. Mientras más 

grande sea la discontinuidad mayor será la fuga espectral. El ventaneo se utiliza para 

reducir las discontinuidades en las fronteras del segmento de la señal que se extrae, y 

consiste en multiplicar la señal por una función de longitud finita cuya amplitud di sminuye 

a cero poco a poco en los extremos. Este efecto se muestra en la Figura B.5 , en la cual la 

señal original es ventaneada utili zando una ventana de Hamming. En la Fi gura B.6, se 

comparan las TFDes de las señales correspondientes a la Figura B. l , a la B.3 y a Ja B.5 , y 

se aprecia que la potencia de la señal ventaneada se ha red ucido por el efec to atenuador de 

la ventana, e igualmente se aprecia, la disminución de la fuga espectral. 

0 .8 
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I 0.4 

~ 0 .2 

m o 

! 
-0.4 
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2 3 4 5 6 7 8 9 o 
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Figura B.5. Sei"ial de la Figura B. l . multiplicada por una H?ntana de Hamming de 3 s de 
longitud (intervalo de muestreo) y l m de amplitud. 
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Figura B.6. TFDes de la Figura B. l . de la Figura B.3 ·' · de la Figura B.5. 

La TFD de la Fig. B.1, se puede recuperar aproximadamente a partir de la TFD de la señal 

ventaneada si se divide entre la potencia de Ja señal ventaneada y se multiplica por Ja 

potencia de Ja señal original. 

B.4 La transformada de Fourier discreta corta (TFDC) de una señal 

Una de las supos1c10nes para utilizar la TFD para el cálculo del espectro de una señal 

discreta, es que Ja señal observada sea estacionaria durante todo el tiempo de muestreo nLJ t , 

eq. (B.4). En otras palabras, el espectro de la señal se supone que permanece igual durante 

el tiempo de observación. Para Ja mayoría de las señales prácticas, esta suposición no es 

\ álida. Por ejemplo, en las seii ales sísm icas. el espect ro de Ja señal puede vari ar 

significativamente de un punto a otro. Esto depende del contenido de la señal , y del tiempo 

de muestreo. En este caso, y en otros similares, la TFD se modifica de fonna tal que se 
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obti ene una representación bidimensional en tiempo y frecuencia de la seiial. Esta -:-F O 

modificada es llamada la TFDC de la señal y tiene la particularidad de que depende de una 

función a la que se le denomina ventana, la cual se define : 

w m = { -:;:. O para O :::; m :::; L - 1 . 
O para O 2 m u L :S: m 

(B.21) 

La pareja de ecuaciones que definen la TFDC de una señal, Quian y Chen (1996), esta dada 

por: 

1 n-1 

' - 1"2-Tkj n 
X j+ m = --L., c;m _ke 

nwi k =O 

j=O,. .. ,L-I, m=O,. .. ,n-1. (B 22) 

k=O,. .. ,n-I . (B.23) 

El índice k en la ec. (B.23), es similar al índice de frecuenc ia de la TFD en la ec. (B.5 l. La 

TFDC directa ( f k m) en este caso. proporciona una estimación de el espectro de frecuencia 

instantáneo para cualquier tiempo. La ventana w1, tiene un origen estacionario, y conforme 

n cambia, la señal se desliza a través de la ventana, y para cada valor de n, una distinta 

porción de la señal es observada. El detalle de la operación realizado en la ec. (B .23 l. se 

puede llevar a cabo utilizando un filtro lineal. Por ejemplo. la k ésima componente de la 

TFDC directa, 6 .111 , se puede obtener filtrando x1, eq. (B.4). con un filtro cuya respu esu al 

impulso sea: 

h _ W -12trk¡ 1n 
k .n - 1e (B.24) 

El propósito principal de la ventana en la TFDC, es lim itar la extensión de la señal por 

transformar, de forma tal que las características espec trales sean razonablemente 

estacionarias sobre la duración de la ventana. Mientras mas rápido las características de la 

señal cambien, la ventana debe ser más pequeña. La resolución de la TFDC en el dominio 
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de la frecuencia para la \·entana unifom1e (constante en toda su longitud). esta dada en 

tém1inos de la taza de muestreo. Jt, y es igual a: Jf = 1 LJt, que es el inverso de la 

duración de la ventana. Para otras formas de ventanas, como la de Hamming ó Hanning, Ja 

resolución se obtiene de: !Jf = a, L!Jt, en donde O _:;a::; 1 y depende de la fonnad de Ja 

ventana. En general, la resolución de la TFDC se relaciona con el ancho de banda de la 

ventana, Papoulis (1978) y Cohen (1995): 

(B.25) 

en donde Wk, es la TFD de la ventana: 

L-1 
"'\"" -lc .•kj " Wk = ¿ wie , k = O,. . ., n - 1. (B.26) 
j =O 

Similarmente la resolución en el tiempo de la TFDC es: 

1 1 

tiJ = J=O n-1 (B.27) 

I lw.I" 
j=O 

Este parámetro indica la resolución en el tiempo. Es decir, dos pulsos en el tiempo se 

pueden discriminar sólo si están separados en más de !JT. Conforme la longitud de la 

ventana se vuelve menor, la resolución en el dominio de la frecuencia decrece. Por otro 

lado, confom1e la longitud de la \'entana decrece, la habilidad de la TFDC de encontrar 

cambios en la señal en el dominio del tiempo aumenta. En consec uencia. escoger la 

longitud de la ventana se vuelve un compromiso entre la resolución de la frecuencia y la 

resolución del tiempo. La resolución entre la frecuencia y el tiempo no puede ser 
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arbitrariamente pequeña. ya que su producto esta acotado por abajo. Cohen ( 1995) . en la 

fomrn: 

D.TD.f 2:'.-1 . 
4JT 

(B.28) 

Conocido como el principio de incertidumbre, ó desigualdad de Heisenberg. Cuando la 

ventana, wk, es Gaussiana, el producto en la ec . (B.28) satisface Ja igualdad. El significado 

general de esta expresión establece que sólo se puede mejorar Ja resolución en el tiempo a 

cambio de perder resolución en la frecuencia. 
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, 
APENDICE C 

COEFICIENTES LINEALIZADORES 

C.1 Coeficientes linealizadores por la teoría de vibración aleatoria 

Los coeficientes linea li zadores son: 

(C. l ) 

E [ ( z - E ( z ) )2 ] E ( ( .i: - E ( x ]) : ] - E ( ( : - E ( : ]) ( .i: - E ( .i: ]) ] E ( ( : - E ( z ]) :? ] 
a = -=-~~;o---=~~-:,--~~~~-=-~~~~~~~~~~~ 

1 

E [ ( .i: - E ( .i: ) ) 
1 

] E [ ( z - E ( z ) ) : ] - E ( ( .i: - E ( .i: ) ) ( z - E ( z ) ) ] 
2 

(C.2) 

E [ ( x - E [ x ] ) 1 
] E ( ( z - E [ z ] ) :? ] - E ( ( z - E ( z ] ) ( ,i: - E [ x ] ) ] E ( ( x - E ( .i: ] ) z ] 

a 
3 

= E [ ( x - E [-i:])2 ] E [ ( z - E [ z ])2 ] - E ( (x - E [ .i: ]) ( z - E [ z ]) f . (C.3) 

C.2 El coeficiente a0 

El coeficiente a0 se calcu la a través de determinar la esperanza de la derivada de la Yariab le 
de estado que acop la la ecuac ión diferencial de moYimiento con el modelo de hi stéresis. 
esta variable satisface la siguiente expresión: 
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Oit) =H(iz) =+ - U(i) U( :, -/)-L(-i )L[-:, -/)J (2. 13) 

Cuya interp retac ión y elementos se discuten en el Capítulo 2. Como se aprecia de los 
elementos de Ja eq . (2.13), es necesario conocer Ja función de densidad de probabilidad 
conjunta de las variables de estado dx/dt y z, para poder calcular Ja ec . (C. l ), que de 
acuerdo a la teoría de Kimura es: 

ce -x~. 

f( :(,z)=qJ(:i:,z)rect(z)+ó(z-xY) JqJ(x,z)dz+ó(z+x,) J qJ(x,z)dz. (4.15) 

La razón de la forma de esta ecuación se describe en el Capítulo 4. Para calcular el valor 
del coeficiente aO, se requiere: 

E[ HtJ] = e(x[1-u(x)u(; -1 )-u(-x)L'[ <, -1) JJ 
y expresando Ja esperanza en términos de su expresión integral 

y separando los elementos: 

de las propiedades de la función U(x), y de la región de integración se obtiene: 

~ ~ O".l - x , o 

= f .\-f ( .\- ) d.\- - f J-t- f (X , .:: ) d.\- d z - f f .\- f ( .l: . : J d.\- d z = ll + I 2 + I 3 . 
' () 

-Y:. -:t: 

donde Ja asignación de estas integrales Il, 12 e 13, obedece a la posición. Se realiza esto, 
puesto que la ec. ( 4.15) debe ser introducida en esta última expresión, quedando para !I: 
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>: 

l 1 = J .\j( .\-) rl.\· = J J .i:f ( x,::: )d:::dr. 

/1 = _11 X l cp(X, z )rect( z) + S( z - x, )} 9(t, z')dz' +S (: + x , ) -I cp(X , z ')dc}rd: . 

separando las integrales, utilizando las propiedades de las funciones rect(z) , y de las deltas 
de dirac y observando la región de integración se obtiene: 

XV 00 00 X CC -.ti 

Il = J f úp(,t,z)dxdz + f x f q;(x,z')dz'dx + f ,\- f q;(.\-,::')dz'di, 
-00 .IJ 

y cambiando el orden de integración que se puede hacer porque suponemos que la integral 
existe: 

-x 1 ro x i x: -:c. :e 

ll= f f .xq;(X,z)dzdx+ f f xq;(X,z)didz++ f f-t rp(.\-,z)dxdz. 
X 1 -':L:: 

De las propiedades de la integral, la última expresión es equi valente a: 

~ ~ ~ 

!l = f f.iq;(x,z)d.:dx = f-r q;(.\-)d.\- = m.\-. 
- ce -oc 

La integral: 
"'"' 

12= f fxf(X ,z )d.~dz, 

se transforma en la siguiente expresión al sustituir la fdp: 

l2 = l f Xl cp(X, z )rect( z) + S( z - x , ) l cp(X, z')dz' +S(z + x,) _! cp(X, z')dz}tdz, 

observando que la función rect(z) es nula para la región de la primera integral y separando 
las integrales se obtiene: 

'1'"_ T. r:r.. J.J X - .t . 

12 = J 5(z - xJdz f x f q;(x,z')dz'dx + f 5(z + x, )dz f J q;(,t,z')dz'di, 
o --«: o x,. 
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la segunda integral de la ex presión anteri or es nula por que el valo r donde el argum ento de 
la delta de dirac se anula esta fuera del intervalo de integración, de donde: 

00 "" 

12 = f x f <p(X, z')dz'dx 
o x , 

De una forma análoga se obtiene: 

o - x ,. 

13 = f x f <p(x,z')dz'dX 
-C() -00 

C.3 Los coeficiente a2 y a3 

Estos coeficientes dependen del cálculo de las esperanzas de: 

E [ ( z - E ( z ])
2
], 

E [ (i: - E ( .t)) 
2 J. 

E [ (:: - E ( z ])( x - E ( t ])] , 

E [ (.t - E [.x]) z], 

E[(: -E [z])z ]. 

La varianza de z satisface: 

E[(z-E[z]f ]= f( z -E[:])2 f(:)dz, 
- ;-; 

donde : 

f(z) = <p(z)rect( z ) + S(z -x.)S+ + S(z + x.,)S - . 

Por lo que : 

y utilizando las propiedades de la delta de dirac: 

x , 

E[(z-E[zJ)2
] = f (z-E[zJ)

2 
<p(z)dz + (xv -E[ z )) 2 S+ +(x, -E[: ])

2 s- . 
-x 1 
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Integrando por partes, la primera expresión del lado derecho de la última ecuación y 
tomando: 

u = z - E [ z J y dv = ( z - E [ z]) exp [-H: -: [ z J} }= se obtiene 

con mz = E[zj, 

E[ (z - mz) 2
] =-a: (x, -m:}p,(x.)- a: ( x, + mz )1P, (-x, ) + a~ 'J ip( z )dz 

- ' 

+ ( x, - mz) 
2 J <p ( z) dz + ( x, + mz) 

2 -J <p ( z) d::. 
:r, - ·:J'.: 

Puesto que la variable dxldt es Gaussiana, se tiene: 

E [ (i- E ( i ])"]=o-.¡ . 

El cálculo de E [ ( z - E [ z]) (x - E [ x])], se realiza usando (4.15): 

E [ ( z - E ( z]) ( .t - E ( .t])] = J J ( z - E [::]) ( :i: - E [ .t ]) f ( _\·, : ) d.t d z , 
- 00 -00 

que conduce a: 

00 00 

E [(x-E[x])(z-E[z])]= J J[(x-E[.i])(z-E[z])]{rp(.i ,z )rect(z) 
--:e-~ 

::e - :r \ 

+5(z - xJ J rp(X,z')dz' +5(z + x_J J rp(X,z')dz'}(frdz. 

y separando las integrales e identificándolas con las variables que se indica de acuerdo a la 
posición: 

E [ ( x - E [ x]) ( z - E [ z])] = J J ( i - E [ i]) ( z - E [ z] }'p( .i, z) rec t( z )didz 

~ ~ oc 

+ f f(x-E[x])(z-E[ z ])5(z-xJ dz frp( .i, .:' )d.:'di -- ~ 
oc :X -x , 

+ J f(x-E[x])(z-E[z])5(z+xY)dz J rp(.i,z')dz'didz=ll+J2+13. 
-<I) -<I) 
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l'tili zando las propiedades de rec1(:: ;. JI satisface: 

X t 7:: 

JI= f f (: -E[ z ])(:e - E [.i ])qJ(.\·, z)did::, 
- _r l -'X) 

como ;; es nom1al bivariada: 

Rescribiendo la última expresión en la forma: 

Puesto que la segunda integral del lado derecho de la ecuac ión. se realiza sobre una 
func ión normal con media y varianza dadas por: 

• p<J (z- mz ) 
m , = m-' + ' , 

(J_ 

la integral resulta en: 

:e 1 (--mz ~ ' 
(J . ' ~ 1 -:; =--;--- ' 

JI = p -' f ( z - E (:]) e - ' d::. 
<J. &<J • .. -.x_, -

Integrando por partes: 

{ 

l(:-m.:: ',: '• :e , 1' :-mz )' } 
(J , - , ---;;--- ! , f -:;-¡ - (j-

Jl = p " -(z-mz )<J~e - J +<J; __ ,_e -, ' dz , 
&(J~ -

- x , 
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desa1Tol lando los tém1 inos : 

.r 1 :-.e 

+ p¿ f e -: ~ d::.. 
"27í -.r 

y recordando que p = ª '= , la expresión anterior se reduce a: 

ª 'ª = 
.r , 

JI= -a .u(xY -mz)<p(xJ-a.cr (x.r + mz~-.r.) + ª <= f <p(z)dz. 
-x\ 

La integral J2 es: 

a) "' :e 

12= f f(x- E[ .~ ])(z-E[z])c5( .:-x. ~.: f <p( .\' , .:' ) d.:'d~. 

Apéndice C 

y utili zando las propiedades de la delta, cambiando el orden de integración y recordando 
que la \'ariable::: ·es una variable comodín que describe a z 

y utilizando la misma técnica que para integrar Ji , se obtiene: 

:e "' 

12 = ( xY - mz) f <p(z) f (.t- E[.i-] )<p. (.\')d~~d.:. 
X \. -:e 

donde 'P*, es una normal con media y varianza dadas por: 

integral se reduce a: 

. 
mi y a .r . Por lo que la 

oc 

12=(x, -mz)p:, J(.:-m.: )o( .:)dz. 
= .r.) 

Integrando, usando el siguiente cambio de variable: 
- - E [z] 

u= - J2 , J2 resulta en: 
2a. 
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De forma análoga J3 satisface: 

J 3 = <Te (X v + mz) <p ( - x, ) . 

Por lo que : 

.r , 

E [ (.X - E [.X]) ( z - E ( z])] = J 1 + J 2 + J 3 = ª<= f cp( z )d: . 

La esperanza de las variables de estado que sigue es: E ~ (.t- E[.\-]) i J, que satisface: 

Utili zando el hecho de que la esperanza es un operador lineal: 

[ J [ J 
1 r 7 "; I 

E ( x - E [ x]) i = E (x - E [ x]) x - E 1 (.t - E ( .\- ]) .\- [; ( x) U l .: -1 1 ! 
~ -

-E[( X - E [.x ]) xU (-.t)u[-__::_ -1Jl = K1 +K2 +K3 . 
x_, J 

Cada una de las esperanzas se ha identificado con las variables K 1, K2 y K3 de acuerdo a la 
posición. Kl satisface: 

K1 = E[(x - E[x])x J =E[ (x- E[.t ]) (.r -E(i] + E[x])]' 
que conduce a: 

K 1 = E [ ( x - E ( .x]) ( i - E ( i ])] + E [ ( i - E ( .\-]) ] E ( .\-] , 

por las propiedades Gaussianas de dxldt, resulta : 

K1 = a 2 , . 

En el caso de K2 se tiene: 
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La expresión integral de K2 es: 

K2 = - f Í ( x -E[.x ])xu( ,x )u (~ -1 l J(x ,z )dxdz. 
-oo -'"I: xY ) 

Utilizando las propiedades de la función U(x}, se tiene : 

K2 = - f f(x-E[ x])XJ(x,z)d\-dz . 
.r " O 

Sustituyendo la funci ón de densidad de probabilidad ( 4.15) , en la última expresión: 

L'tili zando las propiedades de la función rect(z), de las deltas y observando el dominio de 
integración, K2 se puede expresar en la forma: 

-r_ T y y "1'. - \ 

K2=-f6(z-xJ dz f(x - E[xlf\-f<f'CX,z')dz'dx- f o(: +x,)dz f(-\--E[ .\-]).\- f <f! (.\- ,::.')d: 'd\- . 
. t , O :c

1 
r , O -x: 

que se reduce a: 

X X 

K2 = - f (x -E [x ])x f <f!{X,z)dzdx, 
0 .t 1 

considerando las características de las variables comodín. 

La esperanza identificada con K3 es: 

y expresándola en su forma integral : 

K3=-] }(X-E[x])xu(-x)u( - ;-1Jf(X ,z)di:d: . 
-«> --«> J 
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Utilizando las propiedades de U(r), se tiene: 

o - x , 

K3=- f J (x-E[:c])-if('i: .z)dxdz. 

Sustituyendo la función de densidad de probabilidad ( 4.15), en Ja última expresión: 

Kl ~ -1] (X- E[X J)x[ q>(X,z)rect(z) + ó(z-x, )} ¡i(X, z')dz'+ó(z + x,l] q>(X,z')dz } tidz. 

Utilizando las propiedades de la función rect(::.) , de las deltas y observando el dominio de 
integración, K2 se puede expresar en la forma: 

O x -r , O - r 

K3 =- J c5( z -xJ dz f(.x-E[x])x fY?U,z')dz 'dX - J c5(:: +xJdz f(.x -E [.,·]).-i: J Y?U. ::')d::'d.'i:. 
r , - X 

L1tilizando las propiedades de la función rect(z) , de las deltas y observando el dominio de 
integración, K:l se puede expresar en la fom1a : 

- r o ::x:. - t , o - r , 

K3=- J c5(z -x,)d:: f(x-E[ .i])x fY?( .:t, z')dz'd'i:- J c5(::+x, )dz f(x-E[ x ])x J Y?(X ,z')d::'d.i: , 
r , - Y_ - t: 

que se reduce a: 

O - :r . 

K3=- J(x-E[.:t])x J Y?( .1: ,z)dzdX. 

Por lo que: 

X X 

E[ (x - E[ x ])z] = K1 + K2 + K3 = cr; - f (x - E(-'i:])x f Y?( .1: , z )dzdX 
O r , 

o - :e , 

- f(x-E[x])x J Y?(.'i: ,z)dzdX . 

Finalmente, la esperanza de las variables de estado para el cálculo de los coeficientes 

linealizadores es: E [ ( z - E [ z]) z J. 
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E[(::-E[::])z]= f f(:: - E[::])zf( .\ ,::)d\d:: . 

Sustituyendo la ec. (2.13) en la última expresión: 

Y utilizando las propiedades de la función U(t} y observando el dominio de integración: 

X X 

E[ ( z - E[ z ])z J == J J (z -E[z ])4(X, z )dXdz - J f(z -E[ z ])xf(x ,z)dxdz 
.tr O 

o -.r , 

- J J (z-E[ z]) .xf(.\.:: )d.\dz == Ll + L2 + L3 . 

Donde las integrales han sido asignadas a las variables Ll, L2 y L3 de acuerdo a su 
posición. Sustituyendo la ec. (4.15) en la expresión para Ll se tiene: 

( - .t } 

LI ~ 11 ( z - E [ z]) + l>(X,z)nct(z ) + 0(> x,)} q>(i, z ')dz'+O(z +x , ) 1 ¡>(i , z ')dz' didz. 

Uti li zando las propiedades de las funciones rect(z). de las deltas y considerando el dominio 
de integración, L 1 se expresa en la forma: 

.t 
1 

r.. r.. - X 1 

Ll= J f(z-E[z])x<p(i ,z)dXdz+(xY-mz) J x J<p(x,z')dz'dX-(x, +mz) J x J <p(.x ,::')dz'd.x. 
-x , -Y. - x X

1 

Cambiando el orden de integración y usando el hecho de que la variable z' es una variable 

comodín se obtiene: 

r -r. - 1 -r_ 

Ll == f (z- E[z]) f .x<p(i,z)dXdz+(xy -mz) f f x<p(x,z)didz-(x> +mz) f f x<p{,t.::)d.xd::.. 
- r , r, - r.. 

Utilizando el mismo procedimiento que para integrar Ji, la última expresión resulta: 

r X 

Ll == f (:: -E ( z}) <p( z) f x<p. ( \ )d,\dz + ( x, - mz) f f .x<p( .\' , z )<frdz 
-X, - a: .t , - X 

- .t , X 

-(x> + mz) J J ,x<p(X,z)dxdz. 
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donde -,:: *, es una nom1al con media y varianza dadas por: m; y a , . Por lo que L J queda: 

LI : ( m, + P:, l} ( z- E[ z ])' rp(z)dz + (x , - mz),n .i rpU, z)did2 

- t , :c. 

-(x,+mz) f f irp(X,z)didz. 

El cálculo para L2 es: 

L2 = - f f(z-E[z])xf(X ,z)didz . 

Sustituyendo la eq. ( 4 .15) en la última expresión se obtiene: 

Utilizando las propiedades de la función rect(z), de la delta y observando el dominio de 
integración: 

L2 = - (x , -m::) f f.úp(.\- , :: )d\-dz . 
. l" , o 

El cálculo para L3 es: 

0 -X 

L3= - f f (::-E[z]) .\-f(.\-, ::)did.:. 

Sustituyendo la eq. ( 4.15) en la última expresión se obtiene: 

L3 = - J-f ( z - E [ z ]) .J G?(.\-, z)rect(z) + ó(z - x,) J rp(.\- , z ')dz '+ó(z + x , )-f rp( .\- , z ')dz '} dxd::: . 
->: -<f) l x, _,,, 

Utili zando las propiedades de la función rect(z), de la delta y observando el dominio de 
integración: 

- :c . o 

L3=(x,+ mz) f f .X-rp( .\- ,z)dxdz. 

' 

Por lo que: 
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- f ' Y.. 

- (x , + mz) f f.rqi(x,z)a'Xdz. 
- 'T. o 
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