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Prélogo

Desde los primeros trabajos sobre el estudio de las especies, existia la idea de
que habia ciertos mecanismos en la naturaleza que regian su crecimiento poblacio-
nal o su extincién. Fue en el siglo XIX, con la revolucién industrial que se empezé a
sustentar esta idea. Dandole prioridad a la competencia entre individuos y a la de-
predaci6én, que si bien son factores importantes dentro de la naturaleza, no son
los unicos tipos de relaciones entre especies que hay en el mundo natural. Siguien-
do un poco el desarrollo de los primeros trabajos sobre estos temas, en el primer
capitulo se introducira la dindmica bisica de las relaciones interespecificas. Es en
éste, que se presentara una clasificacién, en términos de los resultados netos: bene-
ficio, perjuicio e indiferencia. Ademads se proporcionaran algunos resultados sobre
estabilidad para los sistemas de competencia y de los del tipo presa-depredador,
asi como ejemplos cldsicos para cada uno de éstos.

Mientras la competencia y la depredacién era uno de los temas dominantes de
la ciencia natural y de la ciencia social en el siglo XIX, una corriente intelectual
de oposicién surgié: la de las sociedades amistosas o mutualistas, en donde los
miembros se organizaban para juntar sus recursos para que tuvieran un apoyo en
enfermedades o muertes accidentales. Al principio, éstas eran, en teoria, totalmen-
te apoliticas, pero poco a poco fueron transformandose en lugares propicios para
ideas subversivas a los regimenes basados en el libre comercio.

Es asi, como el mutualismo se desarrollé como una idea politica, en contra-
parte al énfasis predominante que se daba a la competencia o depredacién. Bajo
este contexto, fue que en 1873 el término de mutualismo se introdujo dentro de la
biologia y fue el zodlogo belga Pierre Van Beneden quien lo hizo. Esta definicién
fue rdpidamente tomada para trabajos posteriores, los cuales presentaban ejemplos
concretos sobre las relaciones mutualista entre animales.
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En el segundo capitulo de este trabajo, continuando con la presentacién de
las interacciones interespecificas, se introducira a la dinamica basica de éstas, las
mutuamente benéficas. Comprendiendo desde su clasificacién — segiin los trabajos
mas recientes sobre el tema—, pasando por los ejemplos clasicos para cada caso,
hasta los modelos matematicos que las representan. Los modelos matematicos irdn
aumentando en complejidad, es decir, se empezara con modelos simples, deducidos
de las primeras hipétesis sobre el mutualismo y se continuara con algunos mas que
suponen elementos regulatorios mas complejos. En todos los casos, se abordaran
algunas de las deficiencias que posee cada uno de ellos. Para finalizar este capitulo,
se expondran algunas coincidencias en cuanto a la estabilidad de los modelos se
refiere. Estas se agruparan en resultados generales y se proporcionaran elementos
para su andlisis apropiado.

Para 1879, De Barry introdujo los conceptos de mutualismo y de simbiosis,
los cuales eran aplicados para describir las relaciones entre distintos organismos
que viven con cierto contacto entre si. Fue entonces, cuando las diferencias entre
los conceptos de parasitismo, mutualismo y comensalismo fueron aclaradas. Pero
para el botanico Roscoe Pound la discusién sobre el tema no acababa ahi, como lo
sugiere su presentacién ante un Seminario de la Universidad de Nebraska. En ésta,
se explicaba que el mutualismo y la simbiosis eran confundidos y por tal razén se
debia tener mucho cuidado al establecer qué tipo de relacién tienen los animales
(simbi6ticas o mutualistas). Es entonces que la idea del mutualismo se convierte en
un hecho importante para la biologia. Con la publicacién del libro Ayuda Mutua
de Pioto Kroppotkin, se retoman las corrientes a favor de la competencia y se le
dan atribuciones que ayudan a los organismos a sobrevivir y reproducirse.

No es sino hasta el siglo XX, con la publicacién de varios articulos, que se renue-
va el interés en los investigadores por elaborar una teoria matematica que muestre
las caracteristicas primordiales de las interacciones mutualistas. Este interés ha
guiado las investigaciones sobre el tema hacia un mejor entendimiento de la exis-
tencia, distribucién y la importancia de las interacciones benéficas entre especies.
Apegandose al desarrollo sobre las relaciones mutualistas, en el tercer capitulo se
expondran las dos vertientes importantes en las que se puede continuar su estudio,
a la vez que se escoger4 una de ellas. Esta consistir4 del aumento del nimero de
las especies a considerar, es decir, se incorporara a las relaciones de competencia y
de presa-depredador un tercer tipo que, dependiendo del caso, fungird como mu-
tualista de alguna de las otras dos especies. En ello, se pretende mostrar elementos
para justificar la hipotésis de Charles Elton, la cual dice en palabras breves, que
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al incrementar los eslabones de la cadena tréfica, se obtendran relaciones estables.
Esto deriva en sistemas que no poseen dindmicas mas complejas que las que se
presentan en sistemas de dos especies. Para terminar el capitulo, se presentaran
ejemplos concretos, en donde se exhibirdn algunos de los resultados expuestos.

En el cuarto capitulo y iltimo de este trabajo, se hace una presentacién con-
ceptual de los resultados que contiene este escrito. A su vez, se indican algunas de
las lineas que, a nuestro juicio, serian una continuacién de este estudio.
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Capitulo 1

Distintas interacciones, diferentes
dinamicas

1.1. Introduccién

Los organismos que viven en la naturaleza tienen relaciones que los afectan de
diferentes maneras, desde las que influyen directamente sobre la capacidad repro-
ductiva y de sobrevivencia, hasta las que no les provocan un cambio significativo.
En estas asociaciones, en términos de resultados netos, existen tres tipos de inter-
acciones: las que benefician a un individuo, las que lo dafian y las que le resultan
indiferentes.

A fin de clasificar todas las interacciones posibles entre dos especies, se intro-
duce un recurso nemotécnico. Es asi que se adopta como convencién el uso de
los simbolos: +, — y 0 para representar el beneficio, el perjuicio y la indiferencia
respectivamente, de las asociaciones entre los individuos de diferentes poblacio-
nes. Con base en esto, se construye un “cuadro de interacciones” como se muestra
en la Tabla 1.1-(a). En éste, podemos observar nueve combinaciones de parejas de
simbolos; de éstas solamente seis son cualitativamente diferentes. Las restantes son
permutaciones de alguna de las seis anteriores. Las interacciones que se representan
con estas parejas se muestran en la Tabla 1.1-(b).

Esta divisién, aunque rigurosa, cubre una gama de posibilidades biolégicas que,
siendo muy distintas en cuanto a los mecanismos que las generan, producen los mis-

1
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Interaccién | Influencia
0 Neutralismo 00
t - Comensalismo +0
0|00]+4+0]|-0 ‘
Amensalismo -0
+ [0+ |[++]|-+ 4 _
= | 0= | e | o ompetencia o
Depredacién =
Mutualismo + +
(a) (b)

Tabla 1.1: Tabla de interacciones entre especies. (a) Cuadro de interacciones para dos
especies. (b) Las seis interacciones resultantes con su respectivas parejas de simbolos.

mos resultados demograficos. Por ejemplo las interacciones' de presa-depredador
estricto, parasito-hospedero, parasitoide-hospedero, y herbivoro-planta. Todas se
caracterizan por la presencia de una especie que toma ventaja sobre la otra. Sin
embargo, cada una posee diferencias en cuanto a la manera de tomar ventanja
sobre su contraparte bioldgica.

De forma similar se procede para clasificar el tipo de interacciones posibles
entre individuos pertenecientes a tres especies. En este caso, tendremos un “cubo
de interacciones”. De las posibles ternas compuestas por los mismos simbolos, uno
puede percatarse que en el caso de tres especies en interaccion, existen solamente
diez asociaciones cualitativamente diferentes.

Cabe destacar que, al clasificar este tipo de interacciones entre individuos per-
tenecientes a especies diferentes, facilita el tratar de entender la dindmica poblacio-
nal. Sin embargo, como todo proceso de clasificacién, distinguir el tipo de interac-
ciones ecoldgicas dentro de varias clases, conlleva sus limitantes. En parte porque
no se toma en cuenta que algunas interacciones son mutables, es decir cambian
dependiendo de diversos factores. Por ejemplo, hay especies que dependiendo de la
proporcién relativa pueden ser presas o depredadores. De igual manera, la forma
en que se delimitan las fronteras entre categorias suele conducir a interacciones que
estando en el limite, sean puestas dentro de una a la que no pertenece del todo.
Ademas, puede ser que un mismo resultado demografico, el cual motivé la clasifi-

1Para una clasificacién del tipo de interacciones posibles entre dos poblaciones véase la Tabla
1.1
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cacién, provenga de diferentes causas provocandole una inconsistencia estructural
a su estudio.

Asi, el objetivo de este capitulo es hacer una sucinta descripcién conceptual de
los distintos tipos de interaccién entre dos especies. En éste, ademas de la parte
estrictamente ecolégica, se pondré atencién en los modelos matematicos mas sim-
ples que contienen los rasgos esenciales de la interaccién especifica de que se trate.

Respecto al tipo de modelos mateméticos, debemos mencionar que seran sis-
temas auténomos de ecuaciones diferenciales ordinarias en los que centramos la
atencién, no sélo en este primer capitulo, sino en todo el trabajo. Estamos cons-
cientes de que las ecuaciones diferenciales ordinarias® son modelos que describen
la dindmica de poblaciones, sélo bajo un conjunto de premisas®. No obstante, su
andlisis arroja resultados importantes que permite entender de manera simple cémo
es el comportamiento de las especies al interactuar.

1.2. Interacciones inocuas entre especies
Los ecosistemas estan formados por muchas poblaciones que interactiian de va-

rias maneras. Algunas de estas relaciones producen cambios en la organizacién de
las comunidades, pero existen otras que no tienen una influencia en la forma de

236lo para ejemplificar, témese el caso de una sola poblacién. Luego, si denotamos por N(t) el
tamaiio poblacional al tiempo ¢, siendo N una funcién real de variable real con primera derivada
continua, entonces el cociente ﬁﬁ% representa la velocidad instantinea per capita de cambio de
la poblacién, la cual es razonable suponer que sea una funcién de tamafio poblacional al tiempo
t. Es decir,

1 dN
oK f(N()),

donde la forma explicita de la funcién f dependerd de las condiciones particulares. En este
enfoque, resulta natural suponer que si se tienen mas de una poblacién en interaccién, entonces
el modelo apropiado es un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias.

3 Algunas de éstas son:

P.1 Poblacién homogénea por lo que se ignora cualquier tipo de estructura (sexo, edad, ta-
mafio). Todos los individuos tienen la misma probabilidad de reproducirse o morir.

P.2 Espacio homogéneo, es decir, las caracteristicas fisicas y biolégicas del medio son iguales en
todo punto, por lo que sélo interesan los tamaifios poblacionales como funcién del tiempo.

P.3 Cambios en generaciones continuas.
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agrupacién de las especies. Una de ellas son las interaciones neutras. Estas apa-
recen con cierta regularidad en las comunidades, pero por su misma naturaleza,
carecen de interés desde el punto de vista de la dindmica poblacional, ya que las
poblaciones que presentan este tipo de asociacién no influye sobre la organizacién
del ecosistema (véase [10]). Esto no significa que las poblaciones nunca muestren
un efecto, sino que no se influye una a la otra de forma directa. Es decir, cada es-
pecie interaccionara con otras en su hébitat, y por tanto, influird en la estructura
global de su comunidad.

Otra de las asociaciones que no producen un cambio significativo en la orga-
nizacién de las comunidades naturales, es el comensalismo. En ésta, una de las
poblaciones involucradas presenta un beneficio sobre su crecimiento poblacional,
el cual no obtendria sin este tipo de interacciones. La otra especie involucrada no
percibe beneficio o perjuicio para su crecimiento, es decir, le resulta indiferente. Un
ejemplo es la relacién que sostienen algunos organismos que viajan dentro o sobre
otros. En algunos casos, podria parecer que estos organismos no tienen un efecto
sobre su hospedero, pero la presencia de estos huéspedes podria influir negativa-
mente, haciéndolo ligeramente mas desprotegido a la depredacion o que presente
menos capacidad al buscar alimento. De la misma manera, puede ocurrir un efecto
positivo, incluso ponen a la disposicién de su hospedero nutrientes que, de alguna
otra forma, serian inalcanzables para él.

La tltima relacién de este tipo, es el amensalismo, una interaccién con efecto
negativo para una poblacién y sin ninguno para la otra. Un ejemplo es el que
aparece en las selvas. Ahi los drboles que poseen una mayor altura, impiden el
libre paso de la luz, ocasionando que las hierbas que se encuentran al ras del
suelo no reciban la cantidad suficiente de energia para su desarrollo. Una critica
importante a la clasificacién de este tipo de asociaciones su la existencia, ya que
si una especie produce un efecto negativo sobre otra, presentara algin tipo de
desgaste, sea éste energético o metabdlico. Como resultado, su estudio se enfoca
en tratar de exhibirlo.

1.3. La competencia entre especies
Como suele ocurrir con algunos términos ecoldgicos, no hay un consenso entre

los ecélogos para definir competencia. Por tal razén, la definicién més aceptada, y
por ende mas usada, es la que establece que las especies perciben un efecto nega-
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tivo sobre sus tasas de crecimiento, al estar un recurso necesario para ambas y en
cantidades limitadas, en disputa. Es decir, los organismos compiten por el mejor
alimento, la mejor pareja reproductora, por los mejores lugares para establecerse
y hacer su nido, o por las zonas protegidas contra depredadores.

Un primer ejemplo experimental que exhibe la dindmica de las especies en com-
petencia, proviene de un trabajo del ecélogo ruso G.F. Gause. En éste, se expone
una competencia en condiciones controladas entre tres especies de protozoarios del
género Paramecium (Gause [23]). Las tres especies crecen bien por separado y al-
canzan capacidades de carga estables en tubos de ensaye que contienen nutrientes
disueltos en liquido.

Cuando Gause cultivé los protozoarios P. aurelia y P. caudatum en un mis-
mo tubo, observé que la poblacién de P. caudatum siempre decaia, dejando como
vencedor a P. aurelia (véase la Figura 1.1). La metodologia de este experimento
consistié en la extraccién diaria del 10 % de cultivo con protozoarios, lo que pro-
voc6 que el P. caudatum se extinguiera mas rdpido de lo que hubiera sucedido
estando solo. Esto ocurria porque la poblacién de P. aurelia cerca del punto donde
su tamaifio poblacional era nivelado con el de P. caudatum, incrementaba 10 % su
poblacién al dia. En contraste con la de P. caudatum, ésta se incrementaba sola-
mente 1.5% al dia.

Por otra parte, cuando las especies de P. caudatum y de P. bursaria crecian
juntas, ninguna de las dos se extinguia sino que coexistian?, alcanzando niveles
sin variacién mucho antes de cuando crecian por separado. Esto mostraba que las
especies se encontraban en competencia.

Otro ejemplo representativo de especies en competencia, es el que se presenta en
las costas rocosas intermareales del hemisferio norte. Ahi dos especies de bellotas
de mar, Chthamalus stellatus y Balanus balanoides, se encuentran a menudo jun-
tas en las mismas costas. Sin embargo, los Chthamalus adultos suelen presentarse
en una zona intermareal mas alta que los Balanus adultos, aunque los Chthama-
lus jévenes se establecen en numero considerable en la zona de Balanus, véase
figura (1.2). En un intento de comprender esta zonacién, Connell [14] estudi6 la
supervivencia de los Chthamalus jévenes en la zona que ocupaban los Balanus.
Tomo repetidos censos de individuos marcados a lo largo de un afio y, lo que es

4Més adelante se precisa el sentido que se le da en ecologia a la palabra coexistencia.
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a)

e)
s % O P covedatum
E o @  Pousie
50
o [ barane
S
L] - ] 12 " o
Dias

Figura 1.1: Competencia en protozoarios Paramecium. (a) (b) (c) Poblaciones de P. bursa-
ria, P. caudatum y P. aurelia, cuando crecen por separado. (d) Poblaciones de P. aurelia y P.
caudatum, cuando P. caudatum se dirige a la extincion. (e) Poblaciones de P. caudatum y P.
bursaria, cuando ambas coezisten (Gause [23]).

muy importante, se aseguré de que en alguna de las localidades estudiadas de los
Chthamalus jovenes que se establecian en la zona de Balanus quedaron libres del
contacto con Balanus. A diferencia de lo que sucedia normalmente, estos indivi-
duos sobrevivian bien, independientemente del nivel intermareal. Por ello, parecia
que la causa habitual de la mortalidad de los Chthamalus jévenes no era el mayor
tiempo de sumersion en las zonas inferiores, sino la competencia con Balanus. La
observacion directa confirmé que Balanus asfixiaba, socavaba o aplastaba a Chtha-
malus y la mayor mortalidad de Chthamalus se producia durante las estaciones de
mas rapido crecimiento de Balanus. Ademas, los pocos individuos de Chthamalus
que sobrevivieron un afio en proximidad de Balanus eran mucho mas pequeiios, lo
que muestra, ya que los balanos mas pequenios dejan menos descendencia, que la
competencia interespecifica reducia también la fecundidad.

Asi pues, ambas especies compiten. Balanus excluye por competencia a Chtha-
malus de las zonas inferiores, mientras que éste sobrevive en las zonas altas donde
no puede hacerlo Balanus a causa de su mayor sensibilidad a la desecacién.

De los ejemplos mencionados, se sigue que la competencia es un proceso activo,
el cual tiene sus efectos mas importantes en la capacidad de los individuos compe-
tidores a sobrevivir y reproducirse. Los tipos de influencias pueden variar entre la
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Balanus Chthamalus
A, ~
l Y r ]
de marea alta q Y ’
Marea alta
muer a :
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1
1
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- E
! [
! o
Marea baja " " i
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Limite de 1
marea baja
Adulios Larvas | Desecacidn Competencia Aduitos  Larvas | Desecacion  Compaelencia
interespecifica interespecifica
con Balanus
| S I I ]
A v v
Distribucidn Efecios relativos Distribucion Efectos  relativos
de estos factores de estos faciores

Figura 1.2: Distribucidn intermareal de los adultos y las larvas recién establecidas de Balanus
balanoides y Chthamalus stellatus, con representacidn esquemdtica de los efectos relativos de la
desecacién y compentencia. Las zonas se indican a la izquierda: desde el surgimiento de marea
alta hasta el limite de marea alta (Connell [14]).

interferencia directa al acceso de un recurso (competencia por interferencia) y la
reduccién de la disponibilidad de un recurso, y por tanto, su eficiencia de explota-
cién (competencia por explotacién).

Cuando los miembros de una misma especie compiten por un recurso, se deno-
mina competencia intraespecifica; mientras que cuando se da entre miembros
de distintas especies, se le llama competencia interespecifica.

Una de las caracteristicas sobresalientes de la competencia interespecifica es
que al estar en disputa un recurso, uno de los competidores puede extinguirse
localmente o puede coexistir con su contraparte competitiva. En el caso de que
se extinga una de las poblaciones (el mejor competidor) —quien goza de mejores
capacidades de explotacion— gana antes de que la otra poblacién pueda ajustarse
ecolégicamente para lograr una coexistencia. En cambio, cuando las poblaciones
han logrado la coexistencia es decir, han compartido un recurso sin tener algin
efecto negativo sobre sus tasas de crecimiento, no obtienen un detrimento en sus
densidades poblacionales por efecto de la interaccién. En la teoria matematica de
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la competencia, el detrimento se expresa generalmente como una disminucién de
la tasa de crecimiento de la poblacién.

1.3.1. Un modelo de competencia interespecifica

Un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias que modelan la competencia
entre dos especies distintas, es el llamado de Lotka-Volterra. Algunas suposiciones
sobre las cuales se construye éste son®:

1. Las poblaciones son homogéneas.

2. La poblacién de ambas especies en ausencia de una de las dos crece en forma
logistica.

3. Ambas especies no sobrepasan sus respectivas capacidades de carga, K; y
K2;

4. Las especies se encuentran en un medio homogéneo.

El modelo es

% :rlNl(K|—NK;—lalzN3)
%’:ﬁ = 1l (Ka=zeutts ) (1.1)

donde N, y N, son las densidades poblaciones de las especies que compiten por un
recurso en comin. Las tasas de crecimiento intrinseco para cada especie estan de-
notadas por r; y 79, respectivamente. El término a4, la competencia interespecifica
desde el punto de vista de la especie 1, es el efecto de relativo de un individuo de la
especie 2 en la tasa de crecimiento de la poblacién de la especie 1. De igual manera,
o representa el efecto de un individuo de la especie 1 en la tasa de crecimiento
de la poblacién 2. Finalmente K, y K, representan las capacidades de carga del
habitat para cada especie.

Desde el punto de vista ecolégico, uno de los problemas importantes a estudiar
es la coeristencia ecoldgica entre especies, entendida como la interaccién entre las
especies sin que ninguna de ellas se extinga. Desde el punto de vista matematico

5Para una explicacién del significado de este tipo de premisas, véase la nota niimero 3
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cuando se modela la interaccién con sistemas de ecuaciones diferenciales ordina-
rias, la coexistencia ecoldgica puede ser representada por varios comportamientos
dindmicos, por ejemplo: a través de un atractor global o de la existencia de un ciclo
limite.

Antes de llevar a cabo el andlisis cualitativo del sistema (1.1) es conveniente
reescalar las variables a fin de reducir el niimero de parametros que en él aparecen.
Asi, definamos uy, ug, T, p, 12 ¥ a2 como

‘u‘.—N1 u-—Nz T=nrt S a2 = & K I = @ i
1—Kl, 2-K2, =ni, P—Tl, 12 = 12K1, 3 = 21K2‘
En estos términos, el sistema (1.1) toma la forma
d’!}q
— = w1 —uy — apus) = fi(uy,u
o 1 1 — aty) = fi(ug, ug)
du
_&_;2 = puz(l — up — anuy) = fouy, uz). (1.2)

Para determinar algunas de las propiedades cualitativas de interés de este mo-
delo, se hace un andlisis local! de sus puntos de equilibrio. Estos se obtienen de la
interseccién de las cero-clinas, fi(u;,u2) =0y fo(u1,us) = 0. Aquéllas son: (0,0),
(1,0), (0,1) y (uj,u3) con

1 - 12

* -
Uy=—y up=
11— apan ?

1- an
1 —apan
El tltimo punto de equilibrio sélo tiene interpretacién ecolégica cuando uy > 0
y u3 > 0 son finitos, en tal caso aja2 # 1.

La estabilidad de los puntos de equilibrio se determina a partir de la aproxima-
cién lineal a (1.2) alrededor de cada uno de éstos. A su vez, la aproximacién lineal
la define la matriz de Jacobi del campo vectorial asociado al sistema (1.2), es decir

) 3
A= (g_% ‘g—‘%) = (1_2”1_012“2 —ayal) )
5531 5:% (u1,u2) —pan ity p(1 = 2u — agu)

Evaluando la matriz A en (0,0) se tiene que sus valores propios, es decir las
raices del polinomio caracteristico

det.(A—,\I):‘l_’\ 0 |

0 p—A
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son: A\; = 1y A, = p. Como ambos son positivos, el origen de coordenadas es un
nodo inestable.

Para el punto de equilibrio (1,0), se obtiene que los valores propios de A son:
A= =1y X = p(1 — az)- Por lo que este equilibrio es asintéticamente estable
localmente, si ag; > 1 e inestable, si az; < 1. Procediendo de forma andloga para
el tercer punto, tenemos que los valores propios asociados a la matriz A evaluada
en (0,1),son Ay = —p y A2 = 1 — ay2; es asintéticamente estable localmente, si
aip > 1 e inestable, si a;» < 1. Véase Figura (1.3-(a)).

Finalmente, para el punto de equilibrio (uj,u3), la matriz A toma la forma

a;p—1 arz(a — 1) )

=(1- e
A= (1~ apan) (pam(am—l) plaz —1)

cuyos valores propios, son:
=
A = [2(1 = 312321)] [{012 —-1)+plan — 1) [[(012 -1)

1/2
+ p(agl o 1)}2 v 4,0(1 s 012021)(012 ot 1)((121 _ 1)] ]

La estabilidad del equilibrio (uj,u3) depende del signo que tenga la parte real
de A;, es decir de Re();) con 7 = 1,2, el cual a su vez depende del valor de a2 y ay;.

Para la dindmica global del sistema (1.2) hay cuatro casos a considerar, en cada
uno de éstos se obtendra una dindmica distinta cuyas implicaciones biolégicas seran
discutidas a continuacién.

(i) a12 > 1, ag; > 1, que corresponde a la figura 1.3. En este caso los puntos
(1,0) y (0,1) son asintéticamente estables localmente. Ademads, por hip6tesis
se sigue que 1 — ajpay; < 0, lo que provoca que los valores propios para
el caso del cuarto equilibrio cumplan con A, < 0 < Ay, por lo que este
punto es un punto silla. Al dibujar el campo vectorial del sistema (1.2),
observamos que las trayectorias pueden dirigirse a uno de los dos puntos
estables y por tanto, la existencia de una trayectoria del sistema (1.2) que
delimita las regiones de atraccién de cada equilibrio. El andlisis muestra que
la capacidad para ganar de una de las especies en competencia, depende de
las densidades iniciales de ambas. Si éstas se localizan por encima de la linea
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l que separa a las dos cuencas de atraccion (la separatriz que aparece en
linea punteada divide las cuencas de atraccién de cada punto), la segunda
especie en competencia eventualmente sobrevivira y la otra pereceri. Por el
contrario, si las condiciones iniciales se localizan por debajo de esta linea, la
primer especie sera quien sobreviva.

u;
» . -
¥ 14 ¥ * > & * /
e
-
r r » % # &= P
1 .7
Py
» # # ;J- & P -
-
P
1 * e /l - -~ - “
/J-
< & - “~ - - -
1 § ul‘,u._‘,'jk’
a e -
21 ~g7 4 i % 3 %
'T/ “‘-._‘_‘\
~ - . = = - - - Uy
(0,0) e
a2

Figura 1.3: Campo vectorial y trayectorias para el sistema (1.2) cuando a1z > 1, az > 1.

(i)

(i)

a2 < 1, az; < 1, que se representa en la figura 1.4. Aqui el \inico equilibrio
asintéticamente estable localmente es (uf, u3); mientras que (0,1) y (1,0) son
inestables. En este caso, las poblaciones coexisten, debido, biolégicamente
hablando, a que cada una tiene algin recurso no compartido con la otra, es
decir, una parte importante del lugar donde habitan es exclusivo, o al menos,
importante para una especie y nada para la otra.

ap < 1, az; > 1, que se relaciona a la figura 1.5. El unico punto estable es
(1,0). Para este caso, la ventaja competitiva de una de las especies es mds
marcada que la de la otra y dominard mientras que su competidor eventual-
mente se extinguird. Un resultado similar ocurre en el siguiente caso, sélo
que las desigualdades se invierten.

ajp > 1, an < 1, que se muestra en la figura 1.6. Al igual que en el caso
anterior, sélo existe un punto de equilibrio estable (0, 1) con una tinica cuenca
de atraccién en el primer cuadrante del plano cartesiano.
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12
uz
1
daz v ¥ r s » -
¥ ¥ r 4 r 3 » - - 4
™,
v ] \ ' » - - * &
1le & " i = > =
4 4
— & = = =
(uy,u3) i
—
: 4 T
T - -
e
- - \ - - - H"‘Ir-..“_ u
4 1
(0,0) 1 1
a2

1e,
1 Y v ¥ r » » »
A
\J L ¥ » > - ~
4
- - -
= = i = - - - u;
(0,0) 2
an

Figura 1.5: Campo vectorial y trayectorias para el sistema (1.2) cuando a2 < 1, ag; > 1.

Algo notable de estos dos tiltimos casos, es que el punto (u},u3) deja de existir
en la regién de interés ecoldgico (el primer cuadrante), lo que se traduce en que

una de las especies prolifera y la otra se extingue.
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uz
¥ » / % P “ = i i
¥ £ - - - - - - -
1 a - « < - -
A i
e I TR N o
1 e
an |4 A - .“\“"‘?-H % & 4
e -x“"*-«.__
i e
- B - - S
.I uy
(0,0) 1
aiz

Figura 1.6: Campo vectorial del sistema (1.2) cuando a2 > 1, ay < 1.

Una observacién importante sobre los casos discutidos, es que no se realizé con
demasiado rigor el andlisis gobal, por lo que hay que mencionar que las conclusio-
nes que hemos presentado en este trabajo se obtuvieron al esbozar y dibujar los
respectivos campos vectoriales que definen a los sistemas de ecuaciones diferencia-

les.

Una de las premisas bésicas en la construccién del modelo de competencia,
fue la homogeneidad del medio. Sin embargo, la inhomogeneidad espacial puede
alterar el resultado de nuestro analisis.

1.3.2. El principio de exclusién competitiva

Una de las conclusiones con mas importancia en estos sistemas de competencia,
es que las especies son capaces de coexistir® o alguna de las dos se extingue. A este
resultado se le conoce en la literatura como Principio de Ezclusion Competitiva,
que fue formulado por G. F. Gause [23]. El enunciado que adoptamos de este
principio es (véase [23]):

SEl conjunto de condiciones iniciales para las que las trayectorias del sistema (1.1) tienden
asint6ticamente al equilibrio (uj,u3), se encuentran sobre la separatriz [. Para esas condiciones
iniciales se da la coexistencia. Por el contrario, si la condicién inicial no est4 sobre [, alguna de
las especies se extingue.
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Como resultado de la competencia, dos especies ecolégicamente si-
milares rara vez cohabitan y coexisten. Una especie desplaza (elimina)
a la otra de manera que toma posesién unica sobre un recurso que
estd en cantidades limitadas ya que tiene ventaja competitiva sobre su
competidor.

En la actualidad, se han mostrado deficiencias al tratar de comprobar experi-
mentalmente la existencia del principio de exclusién competitiva en casos donde las
especies son lo “suficientemente parecidas”. Por parecidas, se entiende que utilizan
los mismos recursos en forma similar. En consecuencia, para poder explicar qué su-
cedia, se introdujo el concepto de semejanza limitante. Con éste, se sugiere que es
posible que exista un limite en la intensidad de la competencia interespecifica y la
subexplotacion de lo recursos y que al no sobrepasarlo, las especies competidoras
lograran coexistir. Esta coexistencia, bajo condiciones restrictivas, es lograda con
una superposicién minima de los nichos ecoldgicos, los recursos en el ecosistema.

La idea de que dos especies que compiten tienen nichos sobrepuestos, junto
con la demostracién de que las diferencias en los nichos, pueden ser muy sutiles y
dificiles de observar. Estas han estimulado una sucesién de estudios de campo en
donde se pretende explicar la coexistencia de especies cercanas mediante el des-
cubrimiento de inevitables diferencias en sus nichos. Por tal motivo, el concepto
de nicho ecoldgico ha sido modificado desde su primera introduccién, hecha por
Joseph Grinnell (véase [29]). En su trabajo, se utiliza el término nicho para re-
ferirse al habitat de los organismos. Hoy en dia este término ha sido descartado
por los ecélogos debido a que solamente toma en cuenta las caracteristicas fisicas
del medio. Charles Elton [18] contribuyé a estos estudios proponiendo el concepto
de nicho funcional o nicho eltoniano. En éste, se define el término como el papel
ecoldgico que los organismos tienen en su comunidad. Aunque resulta 1til, este tipo
de nicho no puede ser cuantificado. La definicién més aceptada es la propuesta por
Hutchinson [40], quien establece que el nicho es una interseccién de los rangos de
tolerancia para un conjunto de recursos utilizados por los organismos. Hutchinson
presenté en términos matemadticos la vieja idea de que los organismos, al ocupar
un determinado espacio fisico, al estar activos a horas definidas del dia y al utilizar
ciertos recursos con preferencia a otros, definen un cierto “espacio” o nicho, propio
de cada especie o poblacién; la competencia se da dentro de las partes en comin
de los nichos de diferentes especies.
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Algunas de las consecuencias de la competencia interespecifica para las especies
son, en primer lugar, que al ser la competencia una presion selectiva, tiene con-
secuencias adaptativas directas para aquellas especies que han evolucionado bajo
su influencia. Las diferencias o segregacién en los nichos de especies competidoras
son a menudo atribuidas a los efectos de la competencia. Por ejemplo, cuando dos
especies habitan el mismo sitio, las graficas de sus tamafios poblacionales como
funcién del tiempo no se intersecan. Esto es, la poblacién de una especie es menor
en tamano que la otra. Por el contrario, si los tamafios promedio son aproximada-
mente iguales, las especies no coexisten.

De manera similar, la competencia afecta las dreas de distribucion de los or-
ganismos competidores, de tal forma que especies cercanas o de requerimientos
ecolégicos muy parecidos, deben de coexistir geograficamente en un grado menor a
lo que ocurriria si fueran muy distintas. Sin embargo, deberian encontrarse excep-
ciones a la regla anterior en medios ambientes complejos, en donde se presentan
posibilidades de subdividir el habitat en diferentes zonas, o los recursos en diferen-
tes partes, segregando los nichos, como se mencioné anteriormente.

En segundo lugar, la competencia puede inducir importantes semejanzas en
grupos completos de organismos en diferentes partes del mundo. Por ejemplo, en
sitios similares climética y topograficamente, las comunidades tienden a parecerse
hasta en un grado sorprendente. Tanto el nimero de especies, como sus tamanos
y la forma de utilizar los recursos son muy semejantes de un sitio a otro, pese a
que las especies son diferentes en los distintos sitios.

En resumen, el estudio de las interacciones competitivas en la ecologia de pobla-
ciones ha tenido una gran importancia tedrica, y aunque en la actualidad resulta
claro que la competencia no es un fenémeno muy extendido, ni sus consecuen-
cias son tan importantes como se pensaba hace pocos afios, tampoco hay duda
de que en ciertos sistemas y grupos biolégicos constituye una interaccién de gran
relevancia y capaz de proporcionar cierta estructura a las comunidades.

1.4. La dinamica basica de la depredacién
Desde hace tiempo, los ecélogos han reconocido la importancia de la depreda-

cién sobre el crecimiento de las poblaciones. El fundamento teérico de los estudios
sobre la depredacion es, en pocas palabras, que organismos coman a otros par-
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cial o totalmente. A los individuos que son consumidos se les llama presas. Con
esto, cualquier individuo que coma a otro es un depredador, incluyendo tanto a
herbivoros como a carnivoros. Generalmente, se restringe la definicién a un animal
cuya accién es extraer a un individuo presa de su poblacién. Un individuo presa
extraido, deja de actuar sobre los recursos de su poblacién y no contribuye al cre-
cimiento de ésta. En consecuencia, un individuo presa ayuda al crecimiento de la
poblacién del depredador.

Hay que tener claro que las interacciones que “parecen” depredativas no lo son
del todo. Tal es el caso de algunos consumidores de polen, ya que al alimentarse
destruyen partes importantes (para la reproduccién) de las plantas; estos consu-
midores no se consideran depredadores. Un ave que se alimenta de frutos, por
ejemplo, que dispersa las semillas de una planta no es un depredador en el mismo
sentido que la larva de un coleéptero que destruye la semilla. Tampoco se incluyen
los parasitos, por el hecho de que han desarrollado una relacién suficientemente
estrecha con su hospedero habitual como para continuar con vida y proporcionar-
les alimento. En cambio, los parasitoides, organismos parasitos que gradualmente
matan a sus hospederos, se incluyen en la interaccién presa-depredador. El para-
sitoide adulto localiza a su hospedero y deposita un huevo dentro o sobre él, es
entonces cuando la larva come al hospedero, la presa. Las diferentes etapas del
ciclo biolégico del parasitoide son las responsables de la blisqueda y muerte de
la presa, las cuales no estan consideradas dentro de las interacciones clasicas de
presa-depredador, en donde el tiempo de separacién entre el ataque y la muerte se
considera generalmente insignificante.

1.4.1. El modelo clasico presa-depredador

Un ejemplo de la relacién entre presas y depredadores es la que existe en la
tundra canadiense. Ahi, el lince del género Felis canadensis caza a una especie de
liebres del genéro Lepus americanus (Leigh [54]). Leigh propone que entre las po-
blaciones de ambas especies existe una dependencia en sus densidades poblaciones,
es decir, mientras existan liebres qué cazar, la poblacién del lince aumentard, pero
si disminuye la provisién de presas, disminuira su tamano poblacional. Esto queda
ilustrado en los datos de las graficas de la Figura (1.7), los cuales fueron provistos
por la comparnia Hudson Bay (Leigh [54]).

Un modelo que describe la dindmica que resulta de la interaccién entre depreda-
dores y presas es el que propusieron por separado Alfred Lotka [56] y Vito Volterra
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Figura 1.7: Fluctuaciones en el nimero de pieles vendides por Hudson Bay Company.

[74]. Mientras Lotka proponia un modelo que describia la dindmica de reacciones
quimicas oscilatorias, Volterra hacia lo mismo pero para dos especies, en el que una
se alimentaba de otra. En el &mbito ecolégico, el modelo de presa-depresador trata
de representar las pérdidas sufridas por las presas al interactuar con los depredado-
res y éstos, a su vez, se ven beneficiados por la caza de presas. Aunque este modelo
sintetiza la dindmica entre presas y depredadores, no puede ser considerado como
el mejor modelo que la describa. Sus limitaciones provienen de las premisas sobre
las que se basa. Sin embargo, este sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias
puede ser utilizado como base para entender las fluctuaciones en la abundancia de
las poblaciones en esta interaccién, incluso en otras condiciones. Por ejemplo, a
través de ciclos limite. Algunas de las hipétesis subyacentes del modelo clésico de
Lotka-Volterra son (tomadas de [30] y [61]):

1. La especie depredadora se alimenta exclusivamente de la especie presa, en
tanto que ésta se alimenta de un recurso existente en el ecosistema en canti-
dades ilimitadas.

2. Ambas poblaciones son homogéneas, es decir, se hace caso omiso de estruc-
tura alguna (edad y sexo, por ejemplo).

3. El medio es homogéneo, es decir, las caracteristicas fisicas y bioldgicas son
las mismas en el habitat.

4. Los encuentros entre individuos de la especie depredadora e individuos de la
especie presa son igualmente probables. Los encuentros redundan en beneficio
para la especie depredadora y en perjuicio para las presas.
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Una vez establecidas estas premisas, procedemos a la introduccién del modelo
clasico de los sistemas presa-depredador. Para esto, denotemos por N(t) y P(t) al
tamafio poblacional de la especie presa y de la depredadora al tiempo ¢, respecti-
vamente. El sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias es:

dN

Y =alN — aNP
% =pBNP - bP, (1.3)

donde a es la tasa per capita del crecimiento de las presa en ausencia de depre-
dadores, b es la tasa de mortalidad per capita de los depredadores en ausencia de
presas, « es la tasa de depredacién por depredador y B es la eficacia depredativa,
es decir la eficacia que tienen los depredadores en consumir a las presas.

A fin de facilitar el analisis del sistema (1.3) se reescala. Asi, introduzcamos
u(7), v(7), 7 y € definidos como:

u(r) = '6————“;“), v(1) = ﬂ—}:(t), T=at y £=b/a.
En estos términos, el sistema (1.3) toma la forma
du
E‘; = 1,.!.(1 —TJ)
dv
= fv(u —1). (1.4)

Como parte fundamental de su analisis, se necesita determinar los puntos de
equilibrio del sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias. Estos se obtienen de la
interseccién de las cero-clinas, u(1 —v) = 0 y v(u — 1) = 0. Los puntos resultantes
son: (0,0) y (1,1). Para encontrar su caricter de estabilidad, se calcular4 la apro-
ximacién lineal del sistema (1.4) en una vecindad de ellos. Como primer paso en
el andlisis local, calcularemos la aproximacién lineal a (1.4) alrededor del origen.
Este es el sistema resultante

(£)-( %) (0)=()

Debido a que los valores propios de la matriz A, i. e., las raices del polinomio

caracteristico
0

det(A—/\I)=‘lgA .

=
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son \; = 1y Ay = —€ (niimeros reales con signo distinto) entonces al usar los cri-
terios conocidos, concluimos que (0, 0) es un punto silla. Por lo que las trayectorias
del sistema (1.4) linealizado en una vecindad del origen son como se ilustra en la
figura (1.8).

(0,0}

Figura 1.8: Campo vectorial alrededor del punto de equilibrio (0,0) con trayectorias cerca de
éste para el sistema (1.4).

Para el punto de equilibrio (1,1), la aproximacién lineal es el sistema:

(£)-( 7))

Dado que los valores propios de la matriz de coeficientes que define a este sis-
tema, son A, A2 = +i/¢. Entonces el punto (1, 1) es no hiperbélico, por lo que no
se puede concluir alguna caracteristica de estabilidad para este equilibrio. Por lo
tanto, en breve, presentamos un método alternativo para lograr extraer informa-
cién precisa al sistema (1.4), en cuanto a estabilidad se refiere.

Como es bien sabido, el analisis local es insuficiente para tener idea del compor-
tamiento cualitativo de las trayectorias en las regiones “grandes” del plano fase.
Para el caso que nos ocupa, interesaria el primer cuadrante. Aunque no deseamos
aclarar aqui los detalles’, basta decir las ideas centrales.

"El lector interesado en revisar los detalles de este anélisis puede consultar [30]
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La introduccién de las variables u; y v, definidas como u; = Inu(r) y v; =
Inv(7), hace que el sistema (1.4) se escriba como un sistema hamiltoniano®, siendo
H definido como

H(uy,v) = E[e* —uy] + v, — €.

Al regresar a las variables originales, H se escribe como
V(u,v) =€u—E€lnu+1Inv — v,

pero también )
V(u,v) = V(u,v) - V(1,1)

es primera integral® del sistema (1.4) y adem4s esta funcién tiene las siguientes
propiedades geométricas:

= Se anula en (1,1) y s6lo aqui.
» V(u,v) > 0 para todo (uq,v;) # (1,1) con u; >0y v, > 0.
= Tiene un minimo aislado en (1,1).

Ademds, las trayectorias de sistema (1.4) estdn contenidas en las curvas de nivel
de V. Un anélisis detallado de éstas permite concluir que las trayectorias de éste son
é6valos achatados, centrados en el equilibrio (1, 1). Como se ilustra en la figura (1.9).

Una de las criticas o deficiencias al modelo cldsico de presa-depredador de
Lotka-Volterra, es que es estructuralmente inestable, pues un pequefio cambio en

8Un sistema auténomo plano
u(t) = fluv)
'}{ t} g{ui 1"}1

se llama hamiltoniano en un conjunto  C R?, si existe una funcién H : R2 — R tal que V
(u,v) € Q ocurra

OH
flu,v) = "f;é-v_
H
swy) = =

9Por primera integral de un sistema auténomo plano, se entiende a una funcién H : R —» R
tal que si x = z(t), y = y(t) es cualquier solucién de este sistema, sucede que H(z(t),y(t)) es
constante para todo t.
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(0,0}

Figura 1.9: Campo vectorial y trayectorias para el sistema presa-depredador (1.4).

la forma de las ecuaciones, por ejemplo introduciendo competencia interna entre
las presas a través de la capacidad de carga del habitat, trae consigo la destruccién
de los évalos, para dar lugar a un equilibrio asintéticamente estable que, desde
luego, no es topoldgicamente equivalente a un centro.

Otra critica es que en el modelo (1.3), los depredadores consumen presas sin
limite. Es decir, nunca sacian su apetito.

Hay varias formas de agregarle més realismo al sistema (1.3). Ademds de la
mencionadas, estd la de considerar tres especies interactuando en vez de sélo to-
mar dos. Este tipo modelos toman en cuenta agentes patégenos que afectan a los
depredadores o parasitoides que a su vez atacan a las presas, las que se ven favo-
recidas en su sobrevivencia (Hassell [34]).

Por iltimo, las interacciones depredativas presentan una tendencia a las os-
cilaciones que puede ser neutralizada por factores puramente ecoldgicos, como la
heterogeneidad medioambiental, o por cambios evolutivos o coevolutivos, como
la aparicién de diversas versiones de “depredadores prudentes” (presas altamente
defendidas o depredadores menos efectivos). El papel que tienen éstas en la es-
tructuracién de las comunidades puede ser muy importante, tanto por su misma
naturaleza como por su efecto en otras interacciones (competencia o mutualismo).
Las presiones selectivas originadas por esta asociacidon han generado adaptacio-
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nes verdaderamente espectaculares en los depredadores para obtener su alimento,
asi como en las presas para evitar ser comidas, y en muchos casos el proceso selec-
tivo se va alternando en la llamada coevolucion.

Como el motivo de este trabajo es el de estudiar las interaciones mutualistas,
asi como los modelos matematicos mas sencillos que las describen, terminaremos
este capitulo para dar comienzo al siguiente donde trataremos con mucho mayor
detalle las interacciones mutuamente beneficiosas. Ademas del anélisis, expondre-
mos las deficiencias y mejoras que han recibido estos modelos mutualistas, sin
ingnorar los conceptos biolégicos en los que se sustentan.



Capitulo 2

La dinamica poblacional del
mutualismo

2.1. Introduccion

A pesar de la gran diversidad y cantidad de las relaciones mutualistas en la
naturaleza, al comparar con otro tipo de interacciones, su teoria matemadtica no
ha tenido un desarrollo significativo. Esto se debe a que los trabajos sobre temas
relacionados con interacciones mutuamente beneficiosas eran considerados de poca
relevancia. De hecho, los investigadores mostraban un interés prioritario hacia otro
tipo de relaciones como la competencia o la depredacién, pues éstas van més acorde
con las ideas de las sociedades capitalistas. Con la publicacién de varios articulos,
se ha renovado el interés en los investigadores por elaborar una teoria matemaética
que muestre las caracteristicas primordiales de las interacciones mutualistas (King
et al., [51]; Whittaker [77]; Vandeermeer y Boucher [73]; May [58]; Goh [28]). Este
interés ha guiado las investigaciones sobre el tema hacia un mejor entendimiento
de la existencia, distribucién y la importancia de las interacciones benéficas entre
especies. Aunque ha habido avances, alin permanecen dos grandes preguntas sin
respuesta convincente: jcémo evolucionan en tiempos grandes las relaciones mu-
tuamente beneficiosas? (Roughgarden [64], Keeler [50], Thompson [71]) y jcuéles
son las consecuencias sobre las poblaciones bajo una interaccién mutualista?

El objetivo de este capitulo es el tratar de comprender, con tanto detalle como
sea posible, las consecuencias de las relaciones mutualistas. Empezaremos haciendo
un recuento de los modelos matematicos sobre el tema: desde los mas simples y,
paulatinamente, iremos presentando otros que incorporen elementos que los ha-

23
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gan mas realistas. Ademads de exhibir sus diferencias, en lo posible, trataremos de
extraer resultados, en cuanto al rubro de estabilidad global. En todos los casos,
el andlisis de los modelos sera desde el punto de vista cualitativo, intentando dar
respuesta a las preguntas formuladas en el parrafo anterior. Aunque el objetivo
es hacer el analisis cualitativo, también trataremos de presentar los antecedentes
ecoldgicos de los modelos, asi como las interpretaciones ecoldgicas de los resultados
obtenidos.

2.2. Las relaciones mutualistas

Los ecélogos han definido las relaciones mutualistas como una interaccién sos-
tenida por los individuos de dos especies que resulta “beneficiosa” para ambas
(véanse [10], [12] y [45]). Este intercambio de beneficios tiene un efecto positivo en
el cambio de sus respectivos tamarfios poblacionales: se incrementan los nacimientos
y se disminuyen las muertes, contrariamente a lo que sucede en la competencia. Sin
embargo, esto no ocurre tan bellamente en la naturaleza como se cree, usualmente
existe un “costo” para alguna de las dos epecies. Esto provoca que no se pueda di-
ferenciar facilmente entre una relacién mutualista de una parasitaria (Beattie [10]).

La principal dificultad que presentan las asociaciones mutualistas en su estudio
tedrico, es el planteamiento de un modelo matematico que contenga los rasgos esen-
ciales de esta interaccién. Para este fin debemos decir que, no obstante agruparse
bajo el rubro genérico “asociaciones mutualistas”, existen varios tipos de éstas y
cada una responde a un cierto criterio de clasificacion. En consecuencia, el modelo
especifico que se construya, caerd, necesariamente, entre uno de ese tipo.

La primera, es del tipo de los que se presentan en algunos sistemas de poliniza-
cién. Aqui los agentes de polinizacién no poseen una dependencia con una especie
vegetal en particular y por lo tanto, estos agentes podrian sobrevivir si la plan-
ta llegase a desaparecer del ecosistema. Cosa contraria a lo que se ve con ciertos
liquenes, algas u hongos, los cuales no logran sobrevivir al ser retirados de sus
hospederos. Usualmente, a estos casos se les denomina mutualismos facultativos
y mutualismos obligados, respectivamente. Aunque esta forma de clasificar a las
asociaciones mutualistas es la mas usada, existe otra que involucra la especializa-
cién de la relacién que hay entre las especies interactuantes, es decir, la necesidad
que tienen las especies con una en particular. Ateniéndose a esto, el mutualismo
puede ser de dos tipos: mutualismo especializado y mutualismo no especializado
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(Wolin [80]). Una observacién a esta forma de clasificar, es que en las relaciones
mutualistas especializadas, los organismos interactuantes tendran una asociacién
obligada. Lo mismo ocurre en las relaciones mutualistas no especializadas, los in-
dividuos dispondran de una asociacién facultativa.

Cabe destacar que los diferentes tipos de mutualismos, también se pueden ca-
talogar desde el punto de vista de su historia natural (Janzen [45]). En ella, se
propone que las relaciones mutuamente beneficiosas, se pueden agrupar en cuatro
clases distintas: dispersion de semillas, polinizacién, proteccién y provisién de nu-
trientes. A continuacién las describimos brevemente.

En la dispersion de semillas, las especies vegetales se ven beneficiadas por la
presencia de especies animales. Cerca del 10 % de las plantas con flores poseen se-
millas o frutos que se adhieren al pelaje de los animales. A menudo, esta situacién
representa una molestia para el animal, el cual eventualmente se limpia las semi-
llas, no sin antes haberlas transportado cierta distancia. En algunos casos ésta es
precisamente donde germinardn. Cabe mencionar que en estos casos, el beneficio
lo obtiene la planta, ya que el animal no recibe una recompensa alimenticia. En
una verdadera relacién mutualista, la especie vegetal proporciona una recompensa
al animal y éste a su vez, da transporte a las semillas, como sucede en la relacion
sostenida por los murciélagos y ciertas especies de arboles frutales del trépico su-
damericano, en la cual la recompensa es alimenticia (Begon et al. [10]).

La polinizacién es un proceso el cual consiste en la transferencia de granos de
polen por un agente polinizador para lograr la reproduccién de la especie vegetal.
Dentro de los agentes polinizadores que llevan a cabo esta tarea, se encuentran
agentes activos como los animales que se alimentan del polen o del néctar y los
agentes pasivos, como el viento o la lluvia. Estos ultimos, resultan poco eficientes
pues, en la mayoria de las veces, no se logra fertilizar a las plantas con el polen
transportado, lo que ocasiona que sélo se desperdicie.

Las asociaciones de proteccién se caracterizan por el resguardo que se ofrecen
ciertas especies a otras en contra de los depredadores de estas tltimas. General-
mente, las que logran este tipo de relaciones no sélo proveen seguridad, sino que
también facilitan la obtencién de alimento. Un ejemplo es el citado por Fricke
(vedse [10]), en el que el pez payaso Amphiprion encuentra refugio de sus depre-
dadores entre los tentdculos de una anémona marina (por ejemplo, Anthopleura
zanthogrammica).
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La mayoria de las interacciones mutualistas discutidas hasta ahora dependen de
los patrones del comportamiento animal. En este tipo de relaciones, los individuos
son organismos multicelulares y muchas veces no conviven maés que lo necesario con
su contraparte mutualista. Pero existen varios ejemplos donde una de las especies
es unicelular y estd integrada de forma permanente dentro del sistema digesti-
vo de su companero mutualista. Estos les ayudan a sus hospederos a degradar,
sintetizar o simplemente absorber sustancias nutritivas. El intestino de las termi-
tas Reticulitermes flavipes y los organismos (protozoarios, bacterias formadoras de
endosporas y espiroquetas) proporcionan un ejemplo importante de este fenémeno.

Empecemos nuestra revisién estudiando un modelo que si bien, es muy simpli-
ficado, capta la esencia de las relaciones mutualistas: la mejora de las condiciones
de reproduccién, alimentacién y supervivencia de las especies.

2.2.1. Un modelo simple de mutualismo

Con base en lo anteriormente expuesto, se propuso (vease [58]) un primer siste-
ma de ecuaciones diferenciales ordinarias para describir las relaciones mutualistas.
Este tiene por sustento las siguientes suposiciones:

1. La poblacién de ambas especies en ausencia de una de las dos, crece ilimita-
damente en forma malthusiana.

2. Ambas especies disponen de recursos ilimitados.
3. Las especies se encuentran en un medio homogéneo.

4. Cuando las dos estdn presentes, se favorece el crecimiento de cada una, en
una razén propocional al nimero de encuentros.

El sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias que incorpora estas suposicio-
nes es:

dN.
_dil = aN; + aN, N,
dN.
2 = bNy 4+ BN} N,, (2.1)

dt
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donde N; y N, son las densidades poblacionales de cada una de las dos especies
interactuantes, a y b (ambas positivas) son las tasas de crecimiento de los miem-
bros de una especie en ausencia de la otra, respectivamente, « es el coeficiente que
mide el beneficio de la presencia de la especie 1 sobre la tasa de crecimiento de
la especie 2 y S es el coeficiente que cuantifica el beneficio de la presencia de la
especie 2 sobre la tasa de crecimiento de la especie 1.

Al igual que en los modelos discutidos en el Capitulo 1, es conveniente reescalar
las variables que aparecen en (2.1) a fin de reducir el niimero de pardmetros. Por
ello, definamos u,(7), uz(7), 7(t) y € como:

Ni(7(t)) _ alVa(7(2))

uy (1) = —5 ua(T) e at y £=b/a.

En estos términos, el sistema (2.1) toma la forma

% = w(1+u) = fi(uy,up)
W2~ (14 w) = foln, ). 22)

Los puntos de equilibrio de este sistema, se obtienen al intersecar las cero-clinas,
fi(ur,u2) =0y fa(uy,u2) = 0. Las intersecciones son: (0,0) y (—1,—1).

Empezamos el analisis local obteniendo la matriz de Jacobi del campo vectorial
que define al sistema (2.2) y la evaluamos en el equilibrio (0,0). EI resultado es la

maftriz s 2
1=(0 ¢):

por lo que, los valores propios asociados a la matriz A son: Ay =1y Aa =€ > 0.
Dado que ambos, A; y A;, son positivos concluimos que este punto es un nodo
inestable.

El equilibrio (—1, —1) carece de una interpretacion bioldgica, esto debido a que
el tamafio poblacional no toma valores negativos. El analisis local correspondiente
a este punto, lo hacemos sélo por completez. Asi, se obtiene que los valores propios
de la matriz de Jacobi, son A; = ++/€, con @ = 1,2. Por lo que (—1,—1) es un
punto silla.
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Al dibujar el campo vectorial, se observa que la dindmica local del sistema
(2.1) cerca de los equilibrios (—1,—1) y (0,0) es como la que se ilustra en la
figura (2.1). De éste, se ve que toda trayectoria del sistema (2.1) que empiece
en el primer cuadrante, se aleja del origen y la “ruta” seguida es mondtona. Las
demas trayectorias de (2.1), se comportan como se observa en la figura (2.1) cuando
aumenta el tiempo.

N,

Ny

w%
f

/ A ¥ ¥ Y ¥ ¥
* >

Figura 2.1: Campo vectorial y trayectorias para el sistema (2.2).

En conclusién, este sistema basado en premisas muy restrictivas, nos indica
que ambas densidades tienen un crecimiento ilimitado para las poblaciones en la
regién del plano con interpretacién bioldgica. Luego, en el modelo (2.2) se prevee
que las especies, al permanecer juntas —segin R. May [59]— se comportan como
si se tratara de una “orgia de beneficios mutuos”. Es decir, las capacidades de
sobrevivencia y reproducién de ambas especies, se ven altamente mejoradas, esto
debido a la interaccién. Es de notarse, no obstante, que la premisa 1, listada al
pincipio de esta seccion, es una limitante fundamental del sistema (2.1).

Las deficiencias que presenta este modelo, pueden ser superadas mediante la
incorporacién de recursos limitados para ambas poblaciones, (Vandermeer y Bou-
cher [73]) o bien modificando los términos de beneficios que perciben las especies
(Wolin y Lawlor [77]), por ejemplificar algunos. En los siguientes secciones de este
capitulo, trataremos algunas de las modificaciones que se han hecho a este primer
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modelo basico de mutualismo (el (2.2)). Su presentacién la haremos atendiéndose
a la clasificacién de tipos de mutualismo mencionados en la seccién 2.2.

2.3. Modelos mutualistas obligados

Las asociaciones mutuamente beneficiosas que involucran la obligatoriedad en-
tre especies, han sido habitualmente modeladas utilizando sistemas de ecuaciones
diferenciales de primer orden. Estos sistemas presentan comportamientos cualita-
tivamente distintos a los que se obtienen en modelos totalmente facultativos. Las
caracteristicas que los diferencian de éstos, como veremos mas adelante, son la
inestabilidad y la posibilidad de que las especies se extingan.

2.3.1. Modelo con recursos limitados

Un primer modelo matematico que describe la dindmica de las relaciones mu-
tualistas obligadas es el propuesto por Vandermeer y Boucher (véase [73]). Este
modelo es una modificacién a las ecuaciones de competencia de Lokta-Volterra,
vistas en el capitulo anterior. En su trabajo, ellos introducen parametros que re-
presentan la capacidad de carga de cada especie, lo cual no era tomado en cuenta
para el planteamiento del modelo mutualista (2.1). Adema4s, se incorporan con-
diciones sobre las constantes de efecto positivo de las especies en interaccién. A
continuacién mostramos las suposiciones que se hicieron para la construccién de
este modelo:

1. Cada una de las poblaciones en ausencia de la otra, crece en forma logistica.

2. Ambas poblaciones son homogéneas, es decir, se hace caso omiso de alguna
estructura (edad y sexo, por ejemplo).

3. El medio es homogéneo, luego, las caracteristicas fisicas y biolégicas son las
misma en todo el habitat.

4. Ambas especies se ven beneficiadas por su interaccidn, lo cual se refleja en
sus capacidades de sobrevivencia, en tanto permanezcan juntas.

5. El beneficio de ambas especies es constante, i. e., no varia con el tiempo.
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Con estas suposiciones, el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias que
describe la interaccién es:

% :rlNl(Kl—NK]tnmNz)
W o oy (fa=gtoats), (2.3)

donde N; y N, son las densidades poblacionales de las especies que mantienen
una relacién mutualista. Las tasas de crecimiento estin denotadas por r; para la
especie 1 y por r, para la especie 2. Los términos a2 ¥ ag;, ambos positivos, miden
la fuerza del efecto benéfico de la especie 2 sobre la especie 1 y de la 1 sobre la
2, respectivamente (véase la premisa nimero cinco). La capacidad de carga para
cada especie las denotamos por K; y Ks.

A fin de facilitar el analisis del sistema (2.3) se efectiia un reescalamiento. Asi,
hagamos

1—K1, 2—K2, = Tnt, p_n’ 13 = 12K1, ot= 21K2-
En estos términos, el sistema (2.3) toma la forma
du
= = u;(l — U +a12u2) = f‘(ul,ug)
dr
d’!.&z _
E = pu;(l — U + 821111) = fz{ﬂl, HZ)- (24)

Al igual que en el capitulo anterior, el anélisis cualitativo de (2.4) empieza por
determinar sus puntos de equilibrio, los cuales se obtienen al intersecarse las cero-
clinas, fi(u1,u2) =0y fa(uy,u2) = 0. Los puntos de equilibrio son: (0,0), (0,1), y
(1,0). Si 1 > ajqas, las cero-clinas se intersecaran en el primer cuadrante, dando
como resultado un cuarto punto de equilibrio. Este es:

P‘_( 1+ a2 1+ayn )
1 —apay’1—apan/’

Continuemos con el andlisis local obteniendo la matriz de Jacobi del campo
vectorial que define al sistema (2.4) y evaluémosla en el equilibrio (0,0). La matriz

resultante es
1 0
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por lo que, los valores propios asociados a la matriz A son: A; =1y Ay = p, am-
bos positivos. Por tanto, concluimos que el origen es un nodo inestable. Ademas,
no resulta dificil concluir que los vectores propios asociados respectivamente a los
valores propios Ay =1y Ay = p, son (1,0) y (0,1).

Como segundo paso, calcularemos las soluciones del sistema lineal que aproxima
a (2.4), en una vecindad del equilibrio (0, 0). Estas son

u(t) = CreMt y  uy(t) = Cre,

donde C; y C; son constantes.

Al despejar ¢t de ambas ecuaciones, se obtiene

1 1

1 Ju(?)] [Iﬂl(t)l] & Jua| [Iﬂz( )I] 32
t=—In =In l =In ;
YTy [ ¢ [Cal C,
Por lo que, u; y us estan relacionadas asi:
A
u;;:a—uff con a= Cii
et

Ahora bien, para determinar como son las rutas de las trayectorias cerca del
equilibrio (0, 0), procedemos a derivar u, con respecto a u,;, para llegar a que

donde hemos hecho las sustituciones Ay =1y Ay = p

Observamos que en la ecuacién anterior, el comportamiento de las trayectorias
cerca del origen, depende del parametro p.

Si p—1 > 0 entonces j—:z — 0, cuando u; — 0. Por lo que u; como funcién
de u,, tiende a 0, y por tanto su gréfica tiene como tangente al eje u;. Véase la
figura (2.2).

Para obtener el retrato fase alrededor del equilibrio (0, 1), evaluamos la matriz
de Jacobi en este punto. La matriz resultante es

A=(l+a12 0)‘
pazn  —p
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Figura 2.2: Retrato fase del sistema (2.4) linealizado alrededor del equilibrio (0,0).

la cual tiene como polinomio caracteristico
P(A) =[(1+a12) = A[-(p+ )] =0,

cuyas raices son A\; = 1+ aj3 ¥ A2 = —p, ambos reales y de signo contrario. Por lo
que concluimos que el equilibrio (0, 1) es un punto silla.

Con el fin de dibujar el retrato fase local, calculamos los vectores propios aso-
ciados a A; y A; de la misma forma que en el caso del equilibrio (0, 0). Estos son
{‘L;l:liﬂ, 1) y (0, 1), respectivamente. Ahora procedemos a calcular las soluciones
del sistema (2.4) en una vecindad del punto (0,1) y después despejar e igualar ¢

de ambas ecuaciones, tenemos

l'l'_uu C‘Z
Uz =a-u con a= ——.
l+ayz
G

Para determinar la forma como se comportan las trayectorias cerca de este
equilibrio, derivamos a u, con respecto de u;, para llegar a

dup RO i
d‘l&l 1 + a2

1

donde, como antes, aqui hicimos las sustituciones A\; = 1+ a2y As = —p.
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En este caso, $2 — oo, cuando u; — 0, mientras que 42—, 0, cuando
u; — 0o. Por lo que hay exactamente una direccién que atrae: la variedad esta-
ble y una que repele: la variedad inestable. Los estados intermedios que no caen

precisamente en ninguna de ellas, evolucionan segin lo ilustra la figura (2.3).

Figura 2.3: Retrato fase del sistema (2.4) linealizado en una vecindad del equilibrio (0,1).

Para el anélisis local alrededor del equilibrio (1,0), una vez més evaluamos la
matriz de Jacobi en (1,0), obteniéndose

-1 a2
A= ;
( 0 pan )

la cual tiene como polinomio caracteristico
P(A) = =(1+ A)(paz — A) = 0.

Este tiene por raices Ay = —1 y A; = pas;, ambos reales y de signo contrario. Por
lo que concluimos que el equilibrio (1,0) es también un punto silla.

Luego, calularemos los vectores propios asociados a A; = —1 y Ay = pas; para
dibujar el retrato fase local. Estos son (1,0) y (1, 1—‘;‘:‘:—"-}. Una vez obtenidos los
vectores propios, procedemos de igual manera que en del equilibrio (0,1) para
determinar el comportamiento de las rutas de las trayectorias en una vecindad del
punto (1,0). Después de lo cual, no es dificil concluir que el retrato fase es como
se ilustra en la figura (2.4).
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Figura 2.4: Retrato fase del sistema (2.4) linealizado en una vecindad del equilibrio (1,0).

Como mencionamos anteriormente, un cuarto punto de equilibrio aparece en
el primer cuadrante siempre que 1 > ajpa. Evaluando la matriz de Jacobi en el
equilibrio P*, obtenemos

1
i (1 - 2 +enlrlizg) an(rones) ) ,
ponlrizan) A0~ 2D+ on(2igE)
la cual tiene como polinomio caracteristico
1+ Q2 1+ Qg1 ) )
PQ) = ((1-26————)+6u(———) ) -2
*) (( (1 - 0!12&21) 12(1 = 0120‘21)
1+ ay 1+ a
: =B —— —)) =) -
(p (( (1 — Q12091 )+ 321{1 — Q201 )) ) e
14+ oo 2
(1 = 012021) ‘ a5

cuyas raices son

N - CXAN VIV 4D X +Y)
1,142 = 2 )

donde, hemos introducido la siguiente notacion:
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1+ a l+a
X = 1_2(&)4.&21—12
1-— X120 1- 23010551
1+O’.21 ]-+Q'12
¥ = 1-2 +a
. (( (1 = 012021) 21(1 — Q209 })
2
1+ ap, )
D = —paypa (—
12021 -

Las raices A; y A, dadas en (2.6) son reales, ya que se cumple la desigualdad
(X+Y)?>4(D+ X +Y). Més atin, si D+ X +Y > 0, entonces son negativas.
Por lo que se concluye que

P‘—( 1+ﬂ.12 1+0.21
1 - @205’ 1 — ajpan

) = i

es un nodo asintoticamente estable localmente, segiin lo ilustra la figura (2.5).

Figura 2.5: Retrato fase del sistema (2.4) linealizado en una vecindad del equilibrio P*.

Debido a que sélo hemos obtenido el retrato fase local alrededor de cada equi-
librio, procederemos a hacer el analisis global. Para esto, usaremos el Método de
Lyapunov', segin el cual, la estabilidad de un equilibrio en regiones “grandes”
puede ser deducida si se determina una funcién de Lyapunov para el sistema y

1Véase apéndice C para mayor detalle sobre el Método de Lyapunov.
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para el equilibrio del que se desea estudiar su estabilidad (véase [62]). Asi, en el
caso presente se puede demostrar el siguiente resultado para el sistema (2.4).

Resultado 2.3.1 El punto de equilibrio P* del sistema (2.4) es globalmente esta-
ble en el primer cuadrante (el espacio de las densidades poblacionales).

Demostracién. Esta se concluye si exhibimos una funcién de Lyapunov para el
sistema (2.4) y para el equilibrio P*. Para esto, haciendo las adaptaciones corres-
pondientes de la introducida por Charles Walter (véase [75]), tenemos que la fun-

cién gy 7 "\ b
up - e*l Uy - €2 i
V(‘u], ‘b‘.z) — L — eTtH
Uy Uz

- (012 + 1) == (612 + 1)
con = . = ; 2.7
i a1z (a12a2 — 1) F R payz (arzaz — 1) (24)
es funcién de Lyapunov del sistema (2.4) y para el equilibrio P*. En efecto, V tiene

las siguientes propiedades:

(a) V (u3,u3) =0.

(b) V(u3,up) > 0 si u; #w;*, ya que 1 > ay2a2 (la condicién para la existencia
de P* en el primer cuadrante). Ademds de que todas las constantes son
supuestas positivas desde la formulacion de este modelo.

() V <0en U — (u},u}), donde U es una vecindad alrededor de (u},u3). Utili-
zando (2.7), se llega sin dificultad a que

1+aj3 4 1+a "
ui(l—ajzaz;) u;il—ﬂlzﬂ:l) uy-n-(1-ajgaz;)

V U, u = —_ -e 1+a)g
( 1y 2) n ll_nu uy
—=G1262)
ug Iz
1-aj2a2;
U2

ug-p-(l-ajza9y)

( 1+ag )*‘ ( 1+az) )“
== - e 1+ag;

uz(l-aizaz21) uz(l—ajzan)
1—az;
1—6102821 U2
_[T; n
(ML) e T=a1z821
1—a1z2a2; (2 8)
uy

+u
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y como los términos g y 7 son negativos entonces resulta que V (uy,u,) es
negativa definida.

Por lo tanto, utilizando el Teorema de Lyapunov?, concluimos que el equilibrio
es asintéticamente estable globalmente. El retrato fase del sistema (2.4) en la regién
de interés ecolégico se muestra en la figura 2.6-(a). [}

Como hemos visto, el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias (2.4) repre-
senta un avance con respecto al modelo (2.3). Sin embargo, ain contiene ciertos
inconvenientes. Uno de ellos es la sensibilidad entre un crecimiento ilimitado y uno
limitado. Esto depende de las desigualdades 1 > aj2a2; y 1 < aj2a2;, es decir, si el
producto de las tasa de los beneficios mutuos entre las especies involucradas es me-
nor que uno, el crecimiento de éstas sera limitado, véase la figura 2.6-(a). En caso
contrario, si el producto es mayor que uno, ambas especies crecen ilimitadamente,
véase la figura 2.6-(b). (Boucher y Vandermeer [73]).

(a) |

0,0) h o, 0 Uy

Figura 2.6: Plano fase para un modelo mutualista de dos especies con recursos limitados dado
por el sistema (2.4). (a) a12a2; < 1: todas la trayectorias tienden hacia el equilibrio P*. (b)
ay2a91 > 1: el crecimiento de ambas especies es ilimitado.

2.3.2. Modelo independiente de la densidad

La siguiente propuesta es una extensién de los modelos para dos especies ela-
borados por May (véase [58]) y Boucher y Vandermeer (véase [73]), hecha por
Soberén y Martinez del Rio (véase [67]). Al igual que los anteriores sistemas de

2Véase apéndice C para mayor detalle sobre los Teoremas de Lyapunov.
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ecuaciones diferenciales, el que presentamos en esta seccién tiene como fundamento
el beneficio mutuo que reciben ambas especies al realizarse el proceso de polini-
zacién. De las suposiciones que se hacen y que diferencian a éste de los modelos
anteriores, se encuentran:

1. Un sistema ecolégico que consista unicamente de una especie vegetal que
produzca flores y un tnico polinizador potencialmente capaz de explotar
otras especies vegetales.

2. Una fertilizaciéon que consista en la transferencia de polen de un polinizador
de los estambres hacia el estigma de la planta en cuestién. Se excluyen otros
agentes fertilizadores como el viento o la lluvia.

3. La polinizacién como tnico proceso para la creacion de semillas.

Para comenzar la deduccién del modelo, se supondrd que la especie poliniza-
dora, cuya densidad al tiempo ¢ denotaremos por a, actiia como un depredador
de plantas con una repuesta funcional del tipo II de Holling (véase [37]). Por lo
que, bajo esta suposicion, se tomara a v, la tasa instantdnea de visitas de los po-
linizadores a una especie vegetal, cuya densidad al tiempo ¢ denotaremos por p,

como ap
0=—-- 2.9
1+ afp 43)
donde a y B representan respectivamente las tasas de busqueda y manejo por cada
visita a la planta del polinizador. Esta forma de representar la tasa instantdnea de
visitas, se basa en un hecho biolégico. Este es: los polinizadores no excenden la co-
ta superior para la tasa de visitas, dada por 1/, por més recursos que éstos tengan.

La tasa de nacimientos de la planta 91,, bajo la suposicién de que se ignorara el
suministro finito de évulos u otros factores limitantes, es

O, el = kyaap

= m, (2.10)

para ki, la constante de eficiencia, representando el nimero de évulos fertilizados
por cada visita.

Adema4s, se supone que la probabilidad de encuentros entre ambas especies es
constante y que la tasa de bisqueda del polinizador es una funcién de la recompensa
energética u. Si ésta es buena, el polinizador aprendera a visitar este tipo especifico
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de especie vegetal con mayor frecuencia que si lo contrario ocurriera (Heinrich [35]).
A falta de mayor informacién detallada sobre este tema, adoptamos el caso més
simple. Este es

a=ou, (2.11)

con o, la probabilidad de encuentros entres plantas y polinizadores.

De manera analoga, la tasa de manejo por cada visita /3, serd una funcién de la
recompesa energética p, la cual se comporta de manera lineal (Wolf [78]), es decir

B=E+dp, (2.12)

para ¢, una constante que representa la velocidad de extraccién de néctar y Z,
el tiempo invertido en plantas vacias. En aras de una simplicidad matemaética, se
considerara Z = 0. Debido, principalmente a que se obtienen resultados semejantes.
Por tanto, sustituyendo las ecuaciones (2.11) y (2.12) en (2.10), tenemos

kioguap

Thodutp’ (2.13)

N, =

Ahora suponemos que la tasa mortandad de las plantas es independiente de la

densidad, lo que probablemente es cierto para muchas especies a bajas densidades
poblacionales (Harper [32]; Harper y MacNaughton [33]). Es decir,

M, = vp (2.14)

donde y representa la tasa de mortandad de la poblacién de plantas.

Luego, restando (2.14) a (2.13), obtenemos la ecuacién para el crecimiento de
la especie vegetal, la cual se escribe como

@ _ kogpap

dt ~ 1+odu?p " (215)

Para obtener una expresién similar pero para los polinizadores, primeramente
supongamos que la tasa de mortandad 9, estd relacionada inversamente con la
tasa de energia consumida, la cual es proporcional a la tasa de visitas, mutiplicada
a su vez por la recompensa energética. La ecuacién resultante es

kyop?ap

M, =da— ——,
¢ 1+ o¢p’p

(2.16)
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donde k, es la constante de la transformacion energética y A representa la tasa de
muertes en ausencia de la especie vegetal. La tasa de mortandad ha sido tomada
como una funcién de la energia consumida, caso contrario al de la tasa de naci-
mientos. Para ésta se supondra que es dependiente a la densidad poblacional de
polinizadores. Por consiguiente, la tasa de nacimientos M, para los polinizadores
es

N, = a(d — ea), (2.17)
para 4, la tasa per capita de nacimientos y ¢, una constante regulatoria para la
densidad dependiente. Agrupando todas esta suposiciones y haciendo 6 — A = K
(la capacidad de carga), tenemos que la tasa de crecimiento de los polinizadores
estd dada por

da kyouap

T - ea(K —a)+ i Ll

El valor de K se usard como un parametro en la especializacién de los poliniza-
dores hacia las plantas. En el caso K = 0, el polinizador no logrard sobrevivir sin
la especie vegetal. Mas aun, si K > 0, la ausencia de plantas tendrad un efecto en
la poblacién de los polinizadores. Lo que se interpreta como si el polinizador fuera
més especifico, mientras K es pequeio. Algo similar se mostré en el modelo (2.3),
solamente que esto mismo ahora es expresado en términos de las capacicdades de
carga. Lo que Vandermeer y Boucher (véase [73]) expresaron como mutualismos
obligados.

(2.18)

El sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias, determinado por (2.18) y
(2.15), es:

dp _ kwodpap

&~ T+osu 7 = F(a,p)

da koop?ap

= = ea(K —a)+ T+ odup - G(a,p). (2.19)

Algunas de la propiedades de este modelo pueden ser estudiadas mediante un
anilisis de sus puntos de equilibrio. Estos se obtienen de la interseccién de las
cero-clinas.

La cero-clina horizontal del sistema (2.19) tiene dos ramas: el eje horizontal
(p=0) y la gréfica de la funcién

p=1te) =—-—3 (220)
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Asimismo, la cero-clina vertical del sistema (2.19), también posee dos ramas:
el eje vertical (a = 0) y la grafica de la funcién

p = Pala) = e i (2.21)

opu? (K—a+§il

Las gréficas correspondientes a las ramas (2.20) y (2.21) de ambas cero-clinas
son como se ilustra en la figura (2.8) y en la figura (2.7).

(K,0)

\__/(o.oa a

Figura 2.7: Cero-clina correspondiente a la especie polinizadora.

!

a

(0,0) (y/pok,,0)

/ (0, -1/adp’)

Figura 2.8: Cero-clina correspondiente a la especie vegetal.

Los puntos de equilibrio son: (0,0) y (K,0). Ademads, si uno se pregunta por
los valores de a tales que ¥, (a) = ¥2(a), se tiene que las abscisas de los puntos de
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equilibrio restantes del sistema (2.19), son:

1 ks k2\* 4k,
= — — 4 il =
*=3 K+ e \/(K + gﬁe) kiouge

Obviamente, si la expresion dentro de la raiz es negativa, no existe solucién
real alguna. Por lo que las cero-clinas no se intersectaran en el espacio fase, véase
figura (2.9). Luego, para que existan soluciones reales, basta con

4vk,
- kioge (K+ 2)2

P
~ Sy
"
(K, 0
(0,0) a

Figura 2.9: Campo vectorial del sistema (2.19) correspondiente al caso cuando las plantas
eventualmente se extinguen.

Sin embargo, el que se satisfaga la iltima desigualdad, no excluye la posibilidad
de que p tome valores negativos. Por consiguiente, al suponer
¥ ko
K< —=.
koK 7 p
se garantiza p > 0. Contrariamente, si se supone a—;kLl < K, existira p < 0, véase
figura (2.10).

pu<

En el caso de que
2y

p>—1
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(ay",py°)

(0,0) (K, 0) a

Figura 2.10: Campo vectorial del sistema (2.19) correspondiente al caso cuando las plantas
eventualmente se ezlinguen.

existirdn dos valores de a para los que ¥;(a) = 1,(a), por lo que tendremos dos
equilibrios en el primer cuadrante: (aj,p}) y (a3, p3), véase figura (2.11). El anélisis
de estabilidad de ambos lo llevaremos a cabo a continuacién.

(ay*,py"

(0,0) / a

Figura 2.11: Campo vectorial del sistema (2.19) cuando dos equilibrios ezisten en el primer
cuadrante.

Primeramente, se calcula la matriz de Jacobi asociada al sistema (2.19) evaluada
en el equilibrio (a3, p;). Esta se escribe como

cral cap;
Jo= ((Hc:p;)’ -7 1+c2p; )
e c3as * c p"z
(1+:::p-;)"= e(K - 2{12) + 1+3:::p;
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con ¢; = kyop, ca = opu® y ¢z = kyop®. Como es sabido, la estabilidad de este
equilibrio estard determinada por la parte real de los valores propios de la matriz
J. Estos, a su vez, dependeran de los signos de la traza y del derminante de J. Es
decir,

Ai = % [Tr (J) £ (Tr* (J) — 4 det(J]]”z] , con t={1, 2}.
Ahora consideremos &, ( > 1, K > %f y hagamos

29€

p=——"—"——1y a;=K(
kIU(K+%§’)

Incorporando estas suposiciones en la expresién para la traza de J, obtenemos

(K +ka/80)] . [ka [, . (K +ka/ge)
2KEC ]“[eﬁe [” 2K

Anélogamente para el determinante de J, se tiene

'Il-(J):—'r[l— ]+K(1—2()]<O.

k+ ky/de

det J = —ve [1—( 2KEC ] . [K(1—2£)+E] > 0.

de

Por consiguiente, A; y A, son negativas, por lo que el (a3, p3) es un nodo estable.
Para el caso del equilibrio (a*,p*) = (0,0), la matiz de Jacobi se escribe como
[ 0
e ( 0 €K )

y los valores propios asociados a ésta son: A} = —y y As = €K. Por lo tanto, como
ambos tienen signos contrarios y ademas son reales, el origen es un punto silla.

Si (a*,p*) = (K, 0), entonces tenemos que los valores propios son
M=kopK -7 y A= —¢€K. (2.22)
Por lo tanto, el punto (K, 0) es estable toda vez que p < k_u7:? y se concluye

que cualquier punto (aj,p}) distinto de (a3, p3), serd silla ya que (k,0) y (a3,p3)
son nodos estables.
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Ahora, en el caso de que
dyedks = pok, (Ked + kz)2 §

solamente existird una solucién de la ecuacién 1, (a) = 1)2(a), es decir, existird un
tinico equilibrio en el cuadrante de interés biolégico, véase figura (2.12). A continua-
cién mostramos el andlisis hecho para determinar la estabilidad de este equilibrio.

P1

(0,0)

Figura 2.12: Campo vectorial del sistema (2.19) cuando solamente eziste un punto en el primer
cuadrante en el que las cero-clinas se tocan tangencialmente.

Consideremos el tinico punto de equilibrio en el primer cuadrante, el (a*,p*) y
supongamos que en una vecindad de éste, se cuamplen las hipdtesis del Teorema de
la Funcién Implicita. Asi, en una vecindad de (a*, p*), las igualdades F(a,p) =0y
G(a,p) = 0 definen implicitamente a p = ®;(a) y p = ®»(a), respectivamente. En
particular, se tiene

F(a,®:(a)) =0 y G(a,®(a)) =0.

Las que, al ser derivadas implicitamente respecto a a, se sigue

oF OF _.
Far Bl
oG a8G _,
Bt

Si suponemos que (a*, p*) es punto de equilibrio que resulta de la interseccién
tangencial de las cero-clinas, tenemos que ®,(a*) = ®,(a*). Haciendo las debidas
operaciones y re-ordenando términos, no resulta dificil mostrar que, en a = a*,
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OF oG _ 0G oF
da dp  Oa Op’
o bien,
OF 0G 0GOF
da dp Oa Op
Como puede verse, lo anterior corresponde al determinante de J evaluado en
(a*,p*), es decir
OF 3G _ 9GOF _
da Op Oa Op
Por lo tanto, el punto en cuestién es un equilibrio no hiperbdlico. De hecho, por

provenir del colapso de un punto silla y de un nodo estable, tal equilibrio resulta
ser silla-nodo. Esto puede mostrarse que asi es de la siguiente manera.

det J =

Si tomamos la sucesién de puntos de equilibrio con sus respectivas dindmicas,
es decir

{a3 — a}, 73 — pi}; =3 (0,0),

ésta convergerd a un equilibrio con un sector con caracteristica de punto silla y con
otro sector del tipo nodo asintéticamente estable, véase la figura (2.13).

(a;*,py")

P

(0,0)

Figura 2.13: Retrato fase del sistema (2.19) cuando solamente ezxiste un punto en el primer
cuadrante.
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La correcta utilizacién de los modelos matematicos incluye el conocimiento de
sus deficiencias. En este caso, hemos ignorado, entre varias cosas, el proceso indi-
viual de aprendizaje para la explotacién de ciertos recursos en especifico (Faegri y
van der Pijil [19]), las complicaciones que se presenta en la explotacién de polen,
la distribuci6n espacial de las plantas (Janzen [46]) y los factores competitivos que
pudieran surgir entre individuos de distintas especies (Levin y Anderson [55]). Sin
embargo, podemos decir del anélisis mostrado que existe un equilibrio estable. No
obstante, cuando éste aparece, también lo hace una regién alrededor del origen,
donde cualquier perturbacién hacia ésta, ocasionara la extincién de las plantas. La
regién de extincion esta definida por el equilibrio inestable, que a vez lo determina
la interseccion de las ceroclinas de la especie vegetal y animal.

Ademds, si uno se basa en el tipo de inclinacién de la ceroclina (2.20) y en
donde interseca la ceroclinas de las plantas al eje p, se pueden caracterizar cuatro
tipos de ellas, véase figura 2.14. Para una recompensa relativa dada, si la tasa de
reproduccion es alta, se producen ceroclinas muy inclinadas, mientras que si son
bajas, se obtendrdn unas con menos inclinacién. Esto conduce a que si la planta
tiene una ceroclina como la del primer caso, la cual es ocasionada por una tasa de
reproduccién alta y una recompensa relativa baja, serd del tipo no especializado.
Esta clase de plantas son capaces de obtener un equilibrio con una gran variedad
de especies polinizadoras. Por otro lado, las probabilidades de que se tenga un
equilibrio cuando la inclinacién de la ceroclina es menor en comparacién con la del
caso anterior, son escasas. Por consiguiente, una tasa de reproduccién baja y una
recompensa alta, representadas en una recta con poca inclinacién, determinarin a
una especie vegetal especializada.

Por 1ltimo, para la especie animal tenemos que si su capacidad de carga es gran-
de, ésta incrementara el mimero de especies vegetales con las que pueda sostener
una relacién mutualista. Este tipo de polinizadores se consideran no especializados.
Contrariamente, si poseen capacidades menores en comparacién al caso anterior,
resulta que existe una relacién altamente coevolucionada (especializada), con una
o varias especies de plantas (Wells [76]). Cabe mencionar, que si la especie animal
es no especializada, poseerd habilidades sensoriales agudas y serd muy activo. Esto
no conlleva a que la polinizacién sea eficiente, sélo se mejoran las condiciones para
relacionarse con nuevas especies vegetales.
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(a) (b)

(d)

(0,0) s

Figura 2.14: Cuatro tipos distintos de ceroclinas para las plantas. (a) no especializada-
constante (b) no especializada-interrumptora (c) especializada-constante (d) especializado-
interrumptora.

2.3.3. Modelo dependiente de la densidad

Los modelos vistos hasta ahora, se han basado en modificaciones de las ecuacio-
nes de competencia de Lokta-Volterra. Algunas de ellas han sido limitar el beneficio
compartido por ambas especies o incorporar términos no lineales que proporcio-
nen un equilibrio estable aunque no se encuentre una interpretacién biolégica para
éstos. En caso contrario, las poblaciones crecerian ilimitadamente; una nocién que
resulta un absurdo bioldgico, ya que para estos individuos existen niveles de satu-
racién determinados por factores como espacio o recursos alimenticios reducidos.
Todos ellos, por razones de simplicidad en los modelos, quedan excluidos parcial
o completamente, por lo que en algunos casos, su uso para determinar los efectos
del mutualismo sobre las especies en interaccion no es el indicado (Dean [17]).

Por tal razén, en el siguiente modelo que estudiaremos se incorpora una depen-
dencia de la densidad como principal mecanismo regulatario. Es decir, se usarén
funciones k, y k, que describan la relacién entre las capacidades de carga de dos
poblaciones, cuyas densidades denotamos por Y y X.

Para determinar la dindmica de este primer sistema, supongamos que una de
las especies, cuya densidad es Y, crece hasta que su capacidad de carga se haya
alcanzado en un ambiente que no varia con el tiempo. También, supongamos que
k, queda limitada por la densidad poblacional X de la otra especie, de tal forma
que mientras que X crece, otros factores ambientales empezaran a limitar a ky.
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En el caso de que X crezca ilimitadamente, k, alcanzard su méaximo, K,. Estas
relaciones quedan ilustradas en la figura (2.15). Asi, la funcién maés sencilla que
incorpora estas suposiciones para una poblacién Y, es:

dk, (K. — k)

v - K Vi
Aniélogamente para la poblacién X, se tiene:
fi_'k_ll o G(Ky = kb') . (2.24)

X K,

Las ecuaciones (2.23) y (2.24) son lineales por lo que su solucién se obtiene inme-
diatamente. Estas son:

—(aX+Cy)
k, = K, (1 = e_i’v_") y (2.25)
k=K, (1 Y e ) , (2.26)

respectivamente, donde C, y C, son constantes de integracién. K, y K, son el
maximo valor de la capacidad de carga para las poblaciones X y Y. Por iltimo, a
y b son constantes de proporcionalidad.

Ky ______________________
dy_
Y at=?
(0,0) X

Figura 2.15: La relacién entre la capacidad de carga, ky para una especie Y beneficiandose por
la presencia de la especie X .
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El sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias que modelan la razén de cre-
cimiento de las especies en interaccién es:

&y _ rk-Y)Y

dat k,
X _ r(k.-X)X
- = T (2.27)

en donde 7, y 7, son las tasas intrinsicas de crecimiento de las especies Y y X, res-
pectivamente. N6tense que &, y k, no son constantes, como si lo son en la ecuacién
logistica y estdn determinadas por las ecuaciones (2.25) y (2.26), respectivamente.

Debido a que el anélisis de estabilidad es andlogo al sistema (2.19), presentare-
mos solamente los resultados asi como, una visién general de su comportamiento
dindmico.

Primeramente, obtengamos las cero-clinas correpondientes del sistema (2.27),
las cuales quedan descritas como Y = k, y X = k., cuando % =0y % =0,
respectivamente. Para el caso que nos compete, los valores de X y Y deberan

satisfacer con

&=, (1 _ei’%’ﬂ) , =(C+ K, (ln{K;— X)) - In (K.))

b B (1 B e:m%-zﬂ) o (Cy+ Ky(In(Ky —Y))—In (K,,))‘
a
Dichas desigualdades provienen del considerar que la grafica de la cero-clina
ky del sistema (2.27) se encuentra por arriba de la gréfica de la cero-clina k, para
algin intervalo dado. Lo anterior puede ser explicado en términos biolégicos como
sigue.

Una de las poblaciones involucradas necesariamente requerira de cierto nivel de
densidad poblacional para que éste sea mantenido e impulsado por la otra poblacién
mutualista, la cual deberd poseer una densidad mayor a la de su contraparte para
que ésta 1ltima se vea beneficiada por la primera. Es decir, se necesita cierto nivel
poblacional de ambas especies para que se “enganchen” en la relacién mutualista
y asi mejorar sus tasas de crecimiento. De ocurrir esto, las densidades de ambas
poblaciones aumentaran hasta que sus capacidades de carga limiten su crecimiento,
de modo que las cero-clinas k, y k., se intersecaran en un punto de equilibrio, el
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cual se encontraré en el primer cuadrante, figura (2.16).

1
¥ 1
l
dy_o|!
1

% SE— sl ) S
I
1
1
1
I
1
dX_gi
dt_ol
1

(0,0) Kx X

Figura 2.16: Cero-clinas cuando se intersecan en el primer cuadrante.

Al igual que en el modelo (2.19), en éste también existen tres posibles situacio-
nes:

1. No existe equilibrio en el primer cuadrante. Esto ocurre cuando C; = C, =0
y ab < 1. Adems4s, bajo estas condiciones, el modelo (2.27) describird un
mutualismo obligado, por lo que al no recibir los beneficios propios de esta
interaccién, ambas especies se extinguirdn. Esto corresponde grificamente a
que la cero-clina k, se encontrard por debajo de la k, en el plano fase. Véase
la figura (2.17).

2. Existe solamente un equilibrio en el primer cuadrante y éste ser4 del tipo silla-
nodo cuando las constantes de integracién C, y C, son positivas. Entonces el
modelo (2.27) describird un mutualismo obligado y las epecies involucradas
sera capaces de sobrevivir siempre que alcancen su densidad de equilibrio.
Véase figura (2.18).

3. Existen dos equilibrios como resultado de una bifurcacion del tipo nodo silla.
Esto se debe a que C, y C, son negativas. Por lo que el modelo (2.27) bajo
estas condiciones, describird un mutualismo obligado con un punto umbral.
Si las especies no logran sobrepasarlo, se extinguiran irremediablemente. El
retrato fase correspondiente a este caso, se ilustra en la figura (2.19).
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(0,0) Kx X

{o,0)

Figura 2.18: Campo vectorial del sistema (2.27) cuando C, y C, son positivas.

Las ecuaciones modificadas de Lotka-Volterra, como las (2.27), sugieren que el
mutualismo debe ser estabilizado por factores externos para este tipo de modelos
sencillos. Ya sea con competencia o depredacién por una tercera especie (Heithaus
[36]), introduciendo recursos limitados, competencia por éstos y recursos inhibido-
res (Meyer et al. [60]). Para el caso de este modelo, la estabilidad es alcanzada por
la introduccién de capacidades de carga dependientes de las poblaciones mutualis-
tas que son dependientes a la abundancia que muestren las especies involucradas
en la interaccién.
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(0,0)

Figura 2.19: Campo vectorial del sistema (2.27) cuendo C; y Cy son negativas.

Cabe resaltar que dependiendo de la regién de parametros, el modelo (2.27)
describird a uno del tipo facultativo. Este tipo de modelos, como veremos en la
siguiente secci6n, posee comportamientos mucho mas estables, es decir, las especies
en ausencia de alguna de las dos, lograran subsistir. Por lo que su estudio debera ser
conducido por la vias de la interpretacién biolégica, principalmente porque son
aplicables a un tipo determinado interaccién.

2.4. Modelos mutualistas facultativos

Los modelos mutualistas facultativos son mas estables que los vistos en la sec-
cién anterior, debido en gran medida, a que los miembros interactuantes logran
sobrevivir y reproducirse sin la necesidad de relacionarse de forma permanente-
mente en una asociacién. Por tal motivo, los modelos que se enfocan al estudio
de las interacciones facultativas, incorporan artificios matemdticos para poder des-
cribirlas. De entre los que destacan, se encuentra el considerar el impacto de la
asociacion mutualista en los individuos como una funcién, de entre varias cosas, de
la densidad receptora®. En algunos sistemas mutualistas, el beneficio se incrementa
con el aumento de esta densidad (Beattie [9]; Platt [63]; Silander [66]), mientras
que en otros, decrece (Addicott [1]; Antonovics y Levin [7]; Gilbert [24]).

3Término utilizado por Wolin y Lawlor [79] para referirse a la densidad poblacional de la
especie que recibe el beneficio directo por la asociacién mutualista.
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Para formulaciones generales de los sistemas mutualistas del tipo facultativo,
se consideran sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias de la forma:

N; = N;fi(Ny, Np) coni=1,2
donde las funciones f; han de ser tales que

of; o e o

(9_Nj Z 0! 1 ‘-Ié J
para todo (N;, N2) en la region del plano con interpretacién ecolégica. Para los
mutualismos de este tipo, cuando existe un tnico punto de equilibrio factible en
el primer cuadrante, éste siempre serd globalmente estable (Albrecht [6], Freed-
man [20], Goh 1979 [28]). Estas condiciones se mantienen para las ecuaciones de
mutualismo facultativo propuestas por Addicott (véase [2]), Gause y Witt (véase
[23]), Goh (véase [28]), May (véase [59]), Travis y Post (véase [72]), Vandermeer y
Boucher (véase [73]).

Con el fin de agrupar resultados, tomaremos solamente tres modelos faculta-
tivos de los propuestos y representativos de cada uno de los tipos de densidad
independiente, alta densidad mutualista y baja densidad mutualista, clasificados
asi por Wolin y Lawlor (véase [80]).

2.4.1. Modelo independiente de la densidad

Como punto inicial en el plantamiento de este modelo, se supondra que para
dos especies, sus tasas per capita de nacimientos, asi como de muertes, las cuales
estardn representadas por ¢ y o, respectivamente y seran funciones lineales de las
densidades cuando ambas no se encuentren en interaccion. En estas funciones, la
tasa per capita de los nacimientos se incrementara como resultado de la relacién
mutualista; mientras que la tasa de muertes permanece sin alteraciéon del mutua-
lismo. Es decir, ambas tasas se escriben como:

bu = bN; + G]zNz
dy + dNy,

S
a

donde by y dy, denotan respectivamente las tasas de nacimientos y muertes para
una densidad inicial de cero, d y b son respectivamente las tasas per capita de
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nacimientos y muertes dependientes de las densidades a factores regulatorios am-
bientales. Finalmente, a, es el efecto per capita de la poblacién N; sobre la Nj.

Asi, el cambio instantineo per capita de la densidad poblacional de una de las
especies, se escribe asi

Nl/N1 = bn == le +(112N2 = (dﬂ + dN])
Haciendo r; = (by — do) y (b+ d) = ay1, la ecuacién anterior se escribe como
NI/NI = f+ﬁ;2N2 — ﬂ.uNl.

Por tanto, el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias que describe la in-
teraccién mutualista es

dN

d_tl = (r1+a1N; — a1 )M,

dN:-

-EE?- = (?“2 +agy Ny — aggNg)Nz. (228)

Para determinar algunas propiedades cualitativas de este sistema, se hace un
andlisis de los puntos de equilibrio. Estos se obtienen mediante el mismo método
que se ha usado a lo largo de este capitulo. Asi, los equilibrios resultantes son:
(0,0), (2,0), (0, 2) y
QT + 81272 G217y + a2

N, N3) =
( . 2) (011022—012021} a11022

= 012021)-

Este tltimo sélo con interpretacién ecoldgica cuando Ny, N3 > 0, en tal caso
a2 5 %2
azy apl

Continuemos el anlisis local obteniendo la matriz de Jacobi del sistema (2.28)
evaluada en el primer equilibrio, el (0,0). La matriz resultante es

T1 0
A= .
la cual tiene por valores propios a r; y 12, ambos reales y con signo positivo. Lo

que conduce a que este equilibrio es un nodo inestable. Como se ilustra en la figura
(2.20).



56 2. LA DINAMICA POBLACIONAL DEL MUTUALISMO

—— e — = —

—————= —— - ——— -

——— e =

Figura 2.20: Retrato fase del sistema (2.28) linealizado en una vecindad del equilibrio (0,0).

Para obtener el retrato fase alrededor del equilibrio (ﬂ—’?;, 0), una vez mds, eva-
luamos la matriz de Jacobi en este punto. Para tener

w0, AL
A"( 0 JLJ‘+T2)

a1y

cuyos valores propios son: —ry y %I 4 r,, ambos reales y con signo contrario.
Por lo que este equilibrio es del tipo silla. Ademds, los vectores propios asociados

a éstos estdn dados por: (1,0) y (mﬁfﬁ_?l, 1). Asi, el retrato fase local del sistema
(2.28) queda ilustrado en la figura (2.21).

Figura 2.21: Retrato fase del sistema (2.28) linealizado en una vecindad del equilibrio (-, 0).
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Al igual que en el caso anterior, para esbozar el retrato fase local en el equilibrio
(0, £2), evaluamos la matriz de Jacobi en el punto en cuestién, obteniéndose

' az
A=(°_:§Z+7—1 0 ),

Gja73 —

a2 2
que posee los valores propios Ay = —r2 y Ay = %22 + 1, ambos reales y con
signo contrario. Por tanto, este equilibrio es un tipo silla (véase la figura 2.22). Los
vectores propios asociados a los valores propios son: (0,1) y o_zzn+_:g§:ﬂm‘ 1),
respectivamente.

Figura 2.22: Retrato fase del sistema (2.28) linealizado en una vecindad del equilibrio (0, 22).

Y a2

De forma andloga, evaluamos la matriz de Jacobi asociada al sistema (2.28) en
(N7, N3), para después obtener los valores propios de ésta. Estos son:

1
A, A = Qo18os11 + G11(G10T> + Bon(Ty + T
e 2(013021 -~ allﬂn)[ 2132271 11( 1272 22( 1 2))

+4 [(012021 — anag)(aanr: + anrz)(aznr + azrs)

1/2
+ ((an + az1)azr: + an(az + 0-22)?"2)2] ] .

Debido a que se ha supuesto §:§ > ﬁﬁ, la estabilidad de este equilibrio es del
tipo nodo estable localmente.
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La caracteristica de estabilidad global de este equilibrio puede ser probada
haciendo u y v, tales que

u(t) = InN(t)
o(t) = InNy(t).

Derivando con respecto a t ambos lados de cada una de estas igualdades, tene-
mos
Ny . N,
]

u

A N,
Haciendo las sustituciones pertinentes, el sistema (2.28) se reescribe como
U = 1+ape’ - ane* = F
= T2+ agle" - ngev = Fz (229)

Ademas para F= (F1, F2), tenemos que la divergencia es
div F = —(ane" + axe’).

Por lo que, para toda u y v ocurre que div F < 0, siempre que a;; y @22 sean
positivos. Luego, si tal es el caso, el sistema (2.29), por el Criterio Negativo de
Bendizon (véase [47]), no tiene trayectorias cerradas en el plano uv. Consecuen-
temente, ya que la transformacién introducida manda trayectorias cerradas en
trayectorias cerradas, se asegura que tampoco el sistema original las tiene.

De hecho, usando un resultado debido a Goh (véase [28]), se concluye que es
globalmente estable. Véase la seccién 2.5. Por lo tanto, la dindmica global del
sistema es como la que se muestra en la figura (2.23).

Como hemos visto del anélisis, la estabilidad de este modelo dependera de
las magnitudes relativas de densidad y del beneficio mutuo, a;; y az (May [59];
Travis y Post [72]; Wolin and Lawlor [79]). A diferencia de los modelos mutualistas
obligados, este sistema se comportara de forma estable como si fuera uno en donde
las parejas no interactuan entre si, tal y como se describe en un modelo logistico.
Es decir, ambas poblaciones no veran afectadas las capacidades reproductivas por
la ausencia de su contraparte mutualista. Las especies serdn persistentes en su
medio (Addicott [2], May [59], Wolin y Lawlor [79]). Como observacién general,
este modelo es matematicamente equivalente al propuesto por Gause y Witt (véase
(23]), Vandeermeer y Boucher (véase [73]) y al de Addicott (véase [2]).
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Ny

(0,0)

Figura 2.23: Retrato fase del sistema (2.28).

2.4.2. Modelo facultativo a alta densidad mutualista

De manera alternativa al modelo (2.28), si el efecto benéfico de la relacién
mutualista actia de tal manera que reducen las densidades dependientes en altas
cantidades de densidad poblacional o cuando simplemente la poblacién en cues-
tién posee altas densidades poblacionales; el siguiente modelo puede usarse para
describir la fenomenologia de esta relacién interespecifica.

Para iniciar el planteamiento del sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias,
se supondrd que solamente la tasa de nacimientos se vera afectada por el mutua-
lismo. Esta, al igual que la tasa de mortandad, estardn descritas respectivamente
por

i bN,
¢ =N 1+CI'.13N2
o = dyp+dN,

donde by y dy representan respectivamente, la tasa de nacimientos y mortandad
para una densidad inicial de cero. d y b son respectivamente las tasas per capita
de nacimientos y muertes de las densidades dependientes a factores regulatorios
ambientales. Finalmente, a;5 es efecto per capita de la poblacién N; sobre la Ny.
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Por lo tanto, el cambio con respecto al tiempo de la densidad poblacional de
una de las especies serd:

bN,

Ny /Ny = by~ o———
1/1 0 1+ a;2N;

— (do + dVy).

Renombrando términos y haciendo r, = (by—dp), la ecuacién anterior se escribe
como

Ni/Ny =y ————
1/ A T 1+ a;2Ns

Para la otra especie se tiene una ecuacién andloga, por lo que el sistema de ecua-
ciones diferenciales ordinarias que describe la dindmica es:

B, = W (ﬁ_&_dlm)

dt 1+ GuNg
ng — szz
dt = Nz (T2 1 e alel dgNg) " (230)

Algunas de las propiedades de estabilidad de este sistema de ecuaciones pue-
den ser esbozadas haciendo un anilisis de los puntos de equilibrio. Empecemos
éste calculando las intersecciones de las ceroclinas del sistema. Por abreviar, s6lo
mostraremos los puntos resultantes, éstos son: (0,0), (0, 32—?&;), (31—3&?1 0), (N1, N,)
y (= N1, —N3). Los dos tltimos les expresamos usando una notacién compacta de-
bido a la extension de sus términos que los definen.

Empecemos con el (0,0). La matriz de Jacobi asociada al sistema (2.30) eva-
luada en este equilibro es
_ T 0
e ( L ) |

Esta tiene por valores propios a r; y rz, ambos reales y con signo positivo. Luego,
este equilibrio es un nodo inestable.

. e . : . .
Continuemos el andlisis evaluando la matriz de Jacobi en (0, ;72-) y (555, 0)

y asi obtener sus valores propios. Estos son: r; y —r», para el primer equilibrio y
—71, T2, para el restante. Todo esto conduce a que ambos puntos son puntos silla.
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La matriz de Jacobi en el equilibrio (Ny, N;) es

— V, — 2Ny ayby Ny?
- A ey (231)
ag;QgN’gg Y, %NZ Z '
(1+a21 Ny) =23y = I+anM e

Esta tiene por valores propios a:

—An — Ap £ \/(An + An)? — 4(An A1z — A As)

/\1,/\2 = 9 k]

ambos reales y negativos cuando (Ay + An)? > 4(AnAz — Andx) y 24;:N; +
1_42::% > r;. Por lo que concluimos que este equilibrio es un nodo estable localmen-
te. Ademds es globalmente estable. Esto lo asegura un resultado de Goh, (véase
[28])%. Por consiguiente, el retrato fase global del sistema (2.30) es como el que se

muestra en la figura (2.24).

Ny

Iz
b +dz

Ny
(0,0)

Figura 2.24: Retrato fase global del sistema (2.30).

4El resultado sobre el que se basa esta conclusién, se prueba en la seccién 2.5
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Debido a que los célculos del anaélisis local son similares, sélo mencionamos que
el equilibrio (—Nj, —N,) es un punto silla. Esto es porque al evaluar la matriz
(2.31) en éste, obtenemos valores propios de signo contrario.

El analisis de estabilidad de los puntos de equilibrio muestra que este tipo de
modelos, los de alta concentracién de densidades mutualistas, seran menos estables
que uno en donde las especies no presentan interaccién alguna, como en el modelo
logistico. Por lo que, éste dependerd de las magnitudes iniciales de sus densida-
des poblacionales (Addicott (2], May [59], Wolin y Lawlor [80]). Ademads, por las
mismas razones expuestas en el modelo anterior, las especies de éste, presentaran
persistencia.

2.4.3. Modelo facultativo a baja densidad mutualista

Para el caso en el que el beneficio mutuo decrezca de forma lineal mientras
que se mejoren las tasas de nacimientos, ambas en densidades poblacionales bajas.
Consideraremos, para este modelo, que la tasa de nacimientos es

¢ = (bu + mNg) = {b + HNZ)NL.
De igual manera para la tasa de muertes, para ésta tenemos
o=dy+dN,

Sumando ambas tasas y sustituyendo r = (by + do), el cambio per capita en la
densidad poblacional se escribe como

Nl/Nl =r+mNy — (b + ‘H.Ng)Nl

Observamos que si u se aproxima a cero, describird uno de densidad indepen-
diente (como el 2.28). Con el fin de garantizar que el mutualismo actue a densidades
bajas, consideraremos u = m/K.

Sustituyendo en la igualdad anterior el valor de u y el de (b+ d) = r/K,
obtenemos
N]/N] = (‘f’ + mNg)(l = N}/K)
Por lo que el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias que describe una
interaccion interespecifica de este tipo, se escribe como
dN;
dt
dN,
dt

= Nl (T‘] +G.12N2) (1 == N]/Kl}

No (?“2+!121N1}(1 - Ng/K;g) (232)
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Como parte fundamental del analisis local de estabilidad, se necesita determinar
los puntos de equilibrio del sistema (2.32). Estos se obtienen de la interseccién de
las cero-clinas,

Ni(r1+612N2) (1 - N1 /Ky) =0 y

Ng (Tz + Gz]Nl} (1 i Nz/Kg) =0.
Los puntos resultantes son: (0,0), (0, K2), (K1,0), (K1, K3) y (—2*,—ZL). Para

an' a2

encontrar el caracter de estabilidad de cada uno, se calculard la matriz de Jacobi
del sistema (2.32) evaluada en cada equilibrio. Como primer paso, calcularemos la
matriz de Jacobi del sistema (2.32) evaluada en el origen. La matriz resultante es

_ T 0
A_(O '."‘2)’

Dado que A es una matriz diagonal, los valores propios son 7, y r,. Por tanto,
el origen es nodo inestable.

Para el equilibrio (0, K3), tenemos por matriz de Jacobi a

A:(612K2+T1 0 )
0 =Tz

Esta tiene por valores propios a a;2K,+r; y —72, ambos reales y de signo contrario.
Por lo que se concluye que este equilibrio es un punto silla.

De igual manera para el equilibrio (K}, 0), evaluando la matriz de Jacobi en

éste obtenemos la matriz
—r
a=(T 0 ),
0 an Ky + 1

la cual tiene por valores propios a —r; y ag; K; + 2, ambos reales y de signo con-
trario. Por consiguiente este equilibrio también es un punto silla.

El equilibrio (K7, K3) es un nodo estable localmente, dado que obtenemos de

la matriz de Jacobi,
'—ﬂlng — 11 0
0 —anK; —13 )’

valores propios, —a;2K — 11 ¥ —ag K7 — 72, reales y con signo negativo. Ademés
aplicando el resultado de la seccién 2.5, también es nodo estable globalmente. Por



64 2. LA DINAMICA POBLACIONAL DEL MUTUALISMO

(Zm)!
anfaa l |

Figura 2.25: Retrato fase global del sistema (2.52).

lo que el retrato fase queda descrito como el de la figura (2.25).

Finalmente el punto (-;‘;31-, - ﬂ_?; ), por encontrarse en el tercer cuadrante, carece
de interpretacién ecolégica. S6lo por completez, hacemos el andlisis local resultan-

do que tal punto es un punto silla del sistema (2.32).

Al igual que el modelo anterior, el (2.30), de este modelo se puede concluir que
las especies pueden ser persistentes. Primordialmente, porque este tipo de sistema
de ecuaciones diferenciales se comportan de forma estable, como ya ha sido expli-
cado en su momento. Por otro lado, una propiedad que posee este modelo y que no
poseen anteriores es que, a densidades poblaciones por arriba de las capacidades de
carga (K, y K>), la tasa de nacimientos es més baja que la que se presenta cuan-
do no hay interaccién entre especies. Lo que provoca, en este caso particular, que
exista un fenémeno de densidad dependiente, ejemplificado por el modelo (2.27).
Por consiguiente, la especie con una densidad receptora baja, comparativamente a
la otra especie, se comportard como un competidor o un parasito si su densidad se
comporta como hemos explicado en las lineas anteriores. (Addicott [2], May [59],
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Wolin y Lawlor [79] y [80]). Como nota especial, este modelo es matemdticamente
equivalente al propuesto por Addicott (véase [2]), haciendo mK/r = a.

Una vez establecidas las diferencias que poseen los modelos mutualistas facul-
tativos y obligatorios, nos encontramos en momento apropiado para presentar las
coincidencias que éstos poseen. Estas se condensan en criterios para determinar
cuando un modelo, del tipo Lokta-Volterra para mutualismo, posee un equilibrio
globalmente estable en el primer cuadrante del plano cartesiano, (Goh [28]). Dichos
resultados, se expondrdn en la seccién que sigue.

2.5. Estabilidad global en los modelos mutualis-
tas

Como se ha probado a lo largo de este capitulo, los modelos mutualistas ba-
sados en las ecuaciones de Lotka-Volterra, poseen ciertas coincidencias en cuanto
a resultados de estabilidad global. En realidad, la estabilidad global del punto de
equilibrio en el primer cuadrante, también la tienen sistemas més generales que
describen una interaccién del tipo mutualista. Esto es lo que presentamos en esta
seccién, a lo largo de la cual seguimos muy de cerca el trabajo de B. S Goh (véase
(28)).

Para llevar a cabo dicha generalizacién, haremos algunas suposiciones globales.
Primeramente, consideremos la definicién de las relaciones mutualista para luego
proponer a

Ns’ = NIF; (NllNR:--"Nm)l para 1= 11' 2‘ ceey M, (233)

como el modelo general que las describe. En éste, N;(t) representa la densidad
poblacional para la i-ésima especie.

Supongamos que el sistema (2.33) posee un equilibrio en (Ny, Na, ..., Npn), que
por convencién lo denotamos por N. A su vez, si éste se encuentra en el primer
cuadrante, N; >0 parai =1, 2, ..., m, y, desde luego, satisface

F;(Ny,N,,...,N,) =0, para i=1,2, ..., m,

se le llamard equilibrio factible o punto factible.
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Asimismo, supondremos que las especies presentan una asociacién del tipo mu-

tualista, es decir, las tasas per capita F; son tales que
OF; ; o
— (N1, N3, ..., Ny,) >0, para cualesquiera i # j.
ON;

Finalmente, para cualquier conjunto de funciones F;(N) donde, i = 1, 2, ...,
m, si sus derivadas parciales dF;/ON; son continuas en una vecindad de N, el
sistema (2.33) puede aproximarse en dicha vecindad de N, por las ecuaciones de
Lotka-Volterra,

\ ™ OF;(N) .
N; = Nizl aN; (N; = N;)
J=

= N" Ea,-_,- (NJ — Nj) N (234)
§=1

donde a;; = %}il.

A continuacién presentamos los resultados sobre estabilidad global del equilibrio
factible del sistema (2.33), éstos los resumimos en teoremas. Asi, introduzcamos el
primero.

Teorema 2.5.1 El sistema (2.33) es globalmente estable en {N|N; > 0,i=1, 2, ..., m},
si existen constantes positivas ¢, c3, ..., ¢y tal que

Y i (N; = N;) Fi(Ny, N, ..., Nin)

j=1
es negativa en la region {N|N; >0,i=1, 2, ..., m; N # N}.

Demostracién. El teorema se prueba usando el Método de Lyapunov®. Para esto,
probaremos que si existen ¢, ¢s, ..., ¢y, constantes positivas, la funcién

V(N) = ic, [Ni — N; = N;In (%)] (2.35)

i=1 %

es de Lyapunov para el sistema (2.33) y para el equilibrio (Ny, Ny, ..., Ny).

5Véase el apéndice C.
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£(x)

(0,0} ® x

Figura 2.26: El aspecto cualitativo de f(z)

A continuacién mostraremos que esta funcién tiene un tinico minimo global en
el equilibrio no trivial (Ny, Ny, ..., Np).

Primeramente, para z > 0 consideremos la funcién
fl) =z —-% — zln(z/%),

donde Z > 0. Esta funcién estd definida para todo z > 0 y su derivada es

8|8

fil@)=1-

Cuando 0 < z < %, f'(z) es negativa y si ¢ > Z, f'(z) es positiva. Por lo tanto,
f(z) tiene un tnico minimo global en Z. El aspecto cualitativo de f es el que se
ilustra en la figura (2.26).

Sea ¢; >0 parai =1, 2, ..., m. La funcién definida en (2.35), se descompone
como la suma de m funciones, cada una de las cuales depende sélo de N;. Mis
aun, cada sumando tiene las mismas propiedades cualitativas que la funcién f,
considerada en lineas atrds. Por este argumente, se concluye que la funcién (2.35)
alcanza su mfnimo global en el punto de equilibrio (N1, N, ..., N) y es positiva
para (Ny, Ny, ..., N,,) diferente al equilibrio.

La estabilidad de este equilibrio estara intimamente relacionada con la existen-
cia de la matriz C = diag (c1, ¢z, - - -, ¢m), tal que CA + ATC es definida negativa,
donde A = {a;;}. Por tal razén, nos apegaremos al hecho de que existe cuando ¢;,
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¢z, ..., Cm SON positivos, una hipotesis de este teorema.

Continuemos la demostracién calculando la derivada (2.35) a lo largo de las
soluciones del sistema (2.33). Esta es

Vo= 3 aNi- W) (%-)

= Y c(Ni = N)F,(Ny, Ny, ..., Np). (2.36)

i=1

Claramente V es definida negativa cuando se satisfacen las condiciones de este
teorema. Por lo que el equilibrio factible del sistema (2.33) es globalmente estable
en laregién {N|N; >0,:=1, 2, ..., m}. |}

Existe un inconveniente al tratar de usar directamente el Teorema 2.5.1. Este
es, el verificar que existen constantes c;, ¢, ..., ¢, positivas, tal que la funcién
V(N) sea negativa definida en la regién factible {N|N; >0, i=1, 2, ..., m}. Un
camino para escoger constantes positivas es selecionarlas de manera que el sistema
(2.34), el cual aproxima en una vecindad de N a (2.33), sea globalmente estable.
No obstante, si no se encuentran dichas constantes, el siguiente corolario puede ser

una herramienta para determinar la estabilidad en una region finita.

Corolario 2.5.2 Sea V(N), para N = _(Nl,Ng,...,Nm), una funcién como en
(2.35). Si p es una constante positiva y V(N) es negativa en el conjunto

W = {NIV(N) < u,N # N},
entonces W es un regién finita de atraccion del equilibrio N.

. El siguiente teorema proporciona una manera conveniente para establecer si
V(N) es negativa en la regién factible, menos el equilibrio N. Este resultado es el
que presentamos a continuacion.

Teorema 2.5.3 El sistema (2.33) es globalmente estable en la region factible, si
el equilibrio N se halla en ésta y erxisten ¢y, ¢, - .., Cm, tales que la matriz

‘aN; T N,

es negativa definida para todo punto en la region {N|N; > 0,1 =1, 2, ..., m}.
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Demostracién. Aplicando el teorema de Taylor a las funciones F; que aparecen
en (2.36) y quedandose hasta el término de primer orden, obtenemos

BF &
N;—N;). 2.37
e E ) aw; ) (2.37)
Para un valor dado de 4, el vector % es calculado en N +6;(N —N),0< 6; < 1.
N +6;(N — N) es un punto en el segmento de recta que une a los puntos N y N.
En notacién matricial, la igualdad (2.37) se escribe como

ciOF;  c¢;0F; s
o, + aNj)(N N). (2.38)

V=%(N—N]T(

Si la matriz

ciOF; 5 ¢;0F;
dN; ~ ON;

es negativa definida en todo punto factible, la derivada (2.38) es negativa definida.

Esto completa la demostracién del teorema. |

El siguiente corolario es una consecuencia del Teorema 2.5.3

Corolario 2.5.4 Sean ¢; = ¢; = = ¢n = 1. El sistema (2.33) es globalmen-
te estable, si el equilibrio N se encuentra en la region factible y (ﬂ‘L g—;t) es

negativa definida en todo punto factible.

Bajo la misma linea, el siguiente teorema proporciona criterios para determinar
cuando un sistema como el (2.33), que tiene un equilibrio en la regién de interés
—punto factible—, es globalmente estable. El siguiente teorema resulta ser menos
general que el Teorema 2.5.1, ya que se piden condiciones sobre una vecindad de
N. Este se muestra a continuacién.

Teorema 2.5.5 Supdngase que para E, una matriz constante de m X m, se satis-
face

g§<Eg,<0 para t=1,2, ..., m y
F;
E;; >gT>0 para i # j.

Si el sistema (2.33) tiene un punto de equilibrio factible en N y todos los menores
principales de la matriz —E son positivos, entonces (2.33) serd estable en la region
{N|N;>0,i=1, 2, ..., m}.
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Demostracién. Consideremos el sistema mutualista
Ni = N;Fi(N,;,Ns,...,Np), i=1,2, ..., m, (2.39)
para m especies con un equilibrio factible en
N = (N, N, W)

Asimismo, en una vecindad de este equilibrio, el sistema (2.39) se aproxima por

Ni=NiZ§—IFGi—(N§—N§)‘ '?,:1, 2, ey ML (2.40)
= T
donde OF(N)
n"l < Ba i = "
N, = E; <0, 1=1, 2, ,my (2.41)
dF;(N) .,
Wl 1 8 ;
Ey 2 3N >0 sii3#j, (2.42)
para toda N en {N|N; >0,i=1, 2, ..., m} y con E = (E;;), una matriz cons-
tance.

La demostracién la haremos usando la funcién
V(N)—i AR i (2.43)
- ar (& i i i ﬁ:‘ ) .

que sabemos que es positiva definida en la region factible. S6lo queda verificar que
su derivada temporal a lo largo de las soluciones de (2.39) es negativa definida.
Veamos

V() = i i N,-)anéﬁ HA -] , (2.44)

para 0 < #8; <1.

De las condiciones (2.41), (2.42) y (2.44), se implica

V(N) < ic;Eﬁ{N,— A Ni)z + i CiEij |N; = N,l rN_,. s Nfi 3 (245)

i=1 i£]
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Haciendo p; = |N; — Ni|, p = (p) y C = diag (c1,¢2,.-.,¢m) con¢; > 0ei =1,
2, ..., m, se sigue de (2.45) que

V(N) < %pT(CE + ETC)p. (2.46)

Conviene aqui introducir la siguiente definicién.

Definicién 2.5.6 Una matriz con entradas en la diagonal negativas y en las demds
positivas es una M-matriz.

De (2.41) y (2.42), la matriz E es una M-matriz. Si los menores principales de
—F son positivos, entonces ésta poseeria una matriz diagonal positiva C, tal que
CE + ETC es negativa definida. Véase Johnson (1974). Luego, esto implica que
V(N) es negativa para toda N, tal que N; > 0,7 = 1,2,...,my N # N. Por
consiguiente, (2.39) es globalmente estable. |}

Nuevamente, este teorema subraya la importancia de los modelos Lotka-Volterra
para entender la estabilidad de los modelos poblacionales no lineales. Nétese que
el Teorema 2.5.5 es menos general que el Teorema 2.5.1.

El siguiente corolario subraya un caso particular del Teorema 2.5.5, cuando la
vecindad, de la que se habla en el Teorema (2.5.5), es una regién con radio menor
o igual a un nimero y'.

Corolario 2.5.7 Supdngase que (2.33) satisface (2.39) y (2.41) en la region
W'={N|V(N) < '},

donde pi' es un nimero positivo. Para cada valor de p de las condiciones (2.39)
y (2.41), obtenemos una matriz E. Sea N el equilibrio un equilibrio factible. El
sistema (2.33) es estable st todo menor principal de —E es positivo.

En comparacién con los modelos de competencia o depredacién, los mutualistas
presentan dindmicas favorables para el anilisis matematico en la medida que se
entiendan los modelos del tipo Lotka-Volterra. Hecho que resulta de gran ayuda,
debido a que si uno piensa en modelos de varias especies, aplicando alguno de los
teoremas expuestos en esta seccién, su estabilidad global quedara justificada. Sin
embargo, estos resultados presentan algunos inconvenientes. Ciertamente, justifi-
can el hecho de que estabilidad local implica estabilidad global, pero solamente si el
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sistema estudiado se puede reducir a uno del tipo Lotka-Volterra para mutualismo.

Por otro lado, del anilisis realizado, cabe la posibilidad de que existan re-
giones de parametros que conduzcan a la estabilidad global de los modelos de
Lotka-Volterra para mutualismo entre tres o mds especies. Estas seran pequenas
en comparacién con las que se presentan en modelos de competencia o depredacién
con el mismo niimero de especies. Esto presta soporte a la idea de algunos ecélogos
que sostienen que las relaciones mutualistas, asi como las comensalistas, son rela-
tivamente menos comunes en la naturaleza como lo pudieran ser las competitivas
o las del tipo presa-depredador. Sin embargo, existe una inconsistencia seria entre
lo que pasa en la naturaleza y lo que se muestra en estos resultados matematicos.
Uno de ellos es el hecho de que los ecélogos de campo no han logrado medir la
frecuencia en que ocurren cada una de las interacciones en la naturaleza.

Sin lugar a dudas, cada uno de los resultados expuestos en este capitulo, asi co-
mo los de esta seccién, proporcionan una cierta inclinacién a cudles son los factores
que afectan la estabilidad de un ecosistema complejo. Es por ello que en el siguiente
capitulo, se estudiardn con mayor detalle las interacciones mutualistas entre tres
especies, para asi establecer conclusiones sobre c6mo es la estabilidad en interac-
ciones con cierto grado de complejidad.



Capitulo 3

El mutualismo en sistemas
ecolégicos complejos

3.1. Introduccion

Uno de los temas centrales dentro del estudio de la dindmica de poblaciones es
el estudiar la dindmica que se da como resultado de las relaciones interespecificas.
Las complicadas redes de interaccién entre especies, conlleva a modelos mateméti-
cos no lineales en los que, ademds, aparecen muchos pardmetros con interpretacion
ecoldgica precisa. Al variar éstos, la dindmica asociada es muy rica para los ecélo-
gos tedricos dedicados al estudio de las relaciones mutualistas. Este hecho, los ha
llevado a formular modelos matematicos que, teniendo la no linealidad como una
de sus carécteristicas, describan este tipo de asociaciones. Con esta idea en mente,
May (véase [58]) y Boucher (véase [12]) han propuesto modelos no lineales para
asi alcanzar el realismo deseado. Otra posibilidad de este hecho, es variar el be-
neficio que obtienen las especies al vincularse (Gilbert [25]). Dichos enfoques, que
si bien abren nuevos caminos en el uso de métodos mas especializados para su
estudio cualitativo, presentan inconvenientes, esto debido en gran medida, a que
no se toman en cuenta factores externos, tales como la distribucién espacial de las
especies involucradas o la consideracién de mas poblaciones interactuando.

En este capitulo, parcialmente motivados por los trabajos hechos por R. May
[59] en cuanto a la extensién realizada al modelo presa-depredador, analizaremos
algunos modelos mutualistas para tres especies.

Se tiene por sabido en la Teoria cualitativa de ecuaciones diferenciales ordina-

73
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rias que dindmicas complicadas como comportamientos cadticos o la existencia de
atractores extranos, pueden aparecer sélo si el nimero de ecuaciones diferenciales
en el sistema no lineal que se estudia, es mayor o igual a tres. Teniendo esto en
mente, nuestra biisqueda no obstante, intentaremos se mantenga lo més sencilla
posible.

En las secciones subsecuentes consideraremos los casos en que una tercer espe-
cie modifica las relaciones como la depredacién o la competencia hacia un beneficio
de una presa o de un competidor.

3.2. Sistemas depredacion-mutualismo

Dada la relacién de tipo presa-depredador entre dos especies, hay mas de una
forma en la que una relacién mutualista con una tercera especie puede afectar
a aquélla. Por ejemplo, bien puede ocurrir que la relacién mutuamente benéfica
se dé con la especie presa o con la depredadora o con ambas. En esta revisién
solamente analizaremos una, a saber: un mutualista que disuade la depredacién de
una presa. Probablemente este tipo de interaccién entre un depredador, una presa
y un mutualista con estas cualidades, sea de las mas comunes en la naturaleza.
Existen ejemplos como el de las hormigas que impiden el consumo de plantas por
parte de herbivoros (Bently [11]) o el de crusticeos que limitan el cosumo de corales
a estrellas de mar (Glynn [27]), que constatan este hecho.

3.2.1. Sistemas depredador-presa-mutualista

En esta seccidn, se presentara un modelo general para la interaccién depredador-
presa-mutualista. Asi, y(t) denotara la densidad de los depredadores al tiempo ¢,
z(t) serd la correspondiente para la presa mutualista; mientras que u(t) represen-
tard el tamano poblacional de la especie mutualista que limita la depredacién de
la presa-mutualista.

El modelo consistird en un sistema de tres ecuaciones diferenciales ordinarias
definidas por funciones lo suficientemente “suaves” para asi garantizar que un pro-
blema de condiciones iniciales asociado, tiene una tnica solucién. Asi, el modelo
que consideramos es
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U = ﬂh(uvf)
= az g(u,z) —yp(u,z)
j = y(-s+ep(u,). &)

donde la tasa de cambio per capita del mutualista u, estd dada por la funcién

h(u,

(H1)

z). Para ésta, se supondra:

a“g‘;"} <0, ahf;_‘_"“] >0V u,z>0,hk(0,z) >0,V z > 0. La primera de estas
condiciones tiene la siguiente interpretacion: la tasa de cambio per capita
de la especie mutualista, ademds de ser dependiente de las densidades de u
y z, decrece al aumentar la densidad de la especie mutualista, es decir, ella
misma inhibe su crecimiento; mientras que la segunda de las desigualdades, se
interpreta asi: un aumento en la densidad poblacional de la especie mutualista
presa, favorece su crecimiento poblacional.

Existe L(z) tal que h(L(z),z) = 0y & > 0, donde L : Ry — R;. Esto
implica la existencia de una capacidad de carga dependiente de la densidad
para la especie mutualista que se incrementa monétonamente con el aumento
de la especie presa.

La funcién g(u,z) representa la tasa de cambio per capite de la poblacién de
la presa z en ausencia del depredador y. Para ésta, supondremos:

(G1)

(G2)

g(u,0) >0, 2-"%;4‘1 < 0,V u,z > 0. De esta condicién se sigue que en ausencia
de depredacién, la tasa de cambio per capita de la poblacién de la presa, es
dependiente de la densidad y disminuye cuando la poblacién de éstas se
incrementa. Si 9%‘;&1 > 0, entonces aun en ausencia de depredacion, u actua

como mutualista con respecto a z. Sin embargo, si 2%'%’1 < 0, entonces existe

un costo para z el asociarse con u. En el caso de que 99-%9 = 0, la relacién
entre u y = sin depredacién es de comensalismo.

Existe K (u) tal que g(u, K(u)) = 0 donde K : Ry — R;. Esto implica que
existe una capacidad de carga para la presa dependiente de la densidad en
ausencia de depredacidn, es decir, el mutualista se vuelve parte del ambiente
de la presa.
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Finalmente, la funcién p(u,z) que aparece en la tercera ecuacién del sistema
(3.1), es la funcién de respuesta del depredador y. Esta representa el cambio en
el nimero de presas por depredador por unidad de tiempo como una funcién del
nimero de presas disponibles. Se supondréa que p(u, z) posee las siguientes propie-
dades:

(P1) p(u,0) =0, &) < g 2L2) > g vy 1 > 0.

Ademas de las condiciones para las funciones h, g y p, se supondra que a, s y
¢ son constantes positivas.

En el primer paso del andlisis del modelo (3.1), se probard, bajo las condicio-
nes antes mencionadas, que las soluciones correspondientes a condiciones iniciales
del sistema en el primer octante estan acotadas. Este es el contenido del siguiente
teorema.

Teorema 3.2.1 Supdngase que (H1), (H2), (G1), (G2) y (P1) se cumplen. Ademds,
supongase que

(G3) Q%%ﬂ < 0 o que existe 0 < K < 0o tal que lim, o K(u) = K.

St (uo, To,Yo) es una condicion inicial en el primer octante del plano cartesiano,
entonces la solucién del sistema (3.1) correspondiente a (ug, o, Yo), estd acotada.

Demostracién. Primeramente se mostrard que z(t) esta acotada para todot > 0.
Para ello, consideremos

z = az g(u,z) — y p(u, ).

Para u fija, tenemos que g(u,0) > 0. Entonces por (G2) y u fija, se obtiene
9(u,0) > g(u,z), de donde se sigue que

azg(u,z) < azg(u,0).

Por lo que, 7’ < azg(u,0) para toda t > 0.

Ahora, considérese el siguiente problema de valor inicial:
z=azg(0,z) con 2z(0) =z,

del cual, dependiendo del comportamiento de g(0, z), se puede dar lugar a diferentes
situaciones:
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(i) Si 29—%‘;—“1 < 0, entonces por (G2), existe K (u) tal que g(0, K(u)) = 0. Por lo
que usando el comportamiento de limite, se obtiene

lim azg(0, K (u())) = Jim sup 2(t) < .

(ii) Si %;;ﬁl > 0, entonces por (G2),_existe K (u) tal que g(0, K (u)) = 0. Usando
(G3), se asegura que existe 0 < K < oo tal que

lim K(u) = K.

U—+00

Si ademés z, < K, entonces para ¢ > 0 con t > T(e) tenemos que las
soluciones del problema alterno

z=0azg(0,2) con 2(0) =z,
son tales que

tl_i}:{}o azg(O,K{u(t))) = }ir&sup z(t) < K(u) +e < K +e

Por lo tanto, sea Z = max{zo, K €} la cota buscada. Por consiguiente,
z(t) < Z.
Luego, para mostrar que u(t) estd acotada para todo ¢t > 0, considere
i =u h(u, ).

Siguiendo un procedimiento semejante al caso anterior, se tiene h(0,z) > 0 para
todo z > 0. En particular para £ = %, obtenemos

h(0,z) > h(u,z)
de donde se sigue que uh(u,z) < h(0,Z). Por lo que, v’ < h(0,Z).
Ahora, considere el problema alterno:
z=zh(z,%(t)) con z(0) = up.

De nueva cuenta, dependiendo de c6mo sea h se tienen varias posibilidades:
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(1) Si ﬂé:il < 0, entonces por (H2) y usando el comportamiento de limite, se

tiene
lim zh (L (z(t)) ,x) = }L‘& sup u(t) < ug

t—oo

(i1) Si gfia‘%”l > 0 entonces por (H1), (H2) y usando el comportamiento de limite,
obtenemos
lim :T:h(L (2),3) = Jim sup u(t) < L (7).
t—oo t—+o0
Por lo tanto, sea @ = max{K (%), uo} la cota buscada. Por consiguiente,
u(t) < a.
Finalmente para probar que y(t) estd acotada, considérese
ci + 9§ = cazx g(u, z) — yp(u, ) — sy + yp(u, 7).
Por (P1), la ecuacién anterior se reduce a

et +y = cazg(u,0) — sy.

Ahora, para u fija, en particular para u = @ y dado que z(t) < Z y g(u,z) <
9(@,0), tenemos

ck + 9§ = cazg(u,0) — sy < cazg(,0) — sy < A - s(cz +y),

donde A = caZmaxy z>o (g(u, :c}) +csz. Con razonamientos semejantes a los casos
anteriores, tenemos

lim sup (z +y) < A—s(cz +y).

t—oo

Por lo que,
+y < i
cT —
=14
y entonces se tiene
A
t) < —¢Z,Vt > 0.
y(t) < 7 >

Por lo demostrado en los tres casos, se concluye que u(t), z(t) y y(t) estan
acotadas para todoV¢>0. |}
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Una vez mostrado que las soluciones de (3.1), bajo las condiciones establecidas,
estdn acotadas para todo t > 0, procederemos a calcular los puntos de equilibrio
del sistema (3.1). Estos se obtienen resolviendo el siguiente sistema de ecuaciones
algebraicas

uh(u,z) = 0,
oz g(u,z) —y plu,z) = 0,
y(=s+cp(u,z)) = 0. 3.2)

Claramente, Ey = (0,0,0) es un equilibrio. Adem4s, dado que ¢(0, K(0)) = 0,
el punto E; = (0, K(0),0) es también un equilibrio de (3.1).

Aunque existen mds equilibrios, basta decir se pueden dar condiciones bajo las
cuales efectivamente existen los puntos

E; = (0::‘%: 3}): E; = (L(O}‘ 0, 0)‘ Ey= (ﬁ! zZ, 0) y Es= (x‘,y‘, z*)'

Sin embargo, por considerar que presentar en esta parte del texto los detalles de
tal andlisis, nos desviaria del objetivo principal, se decidié hacer esa presentacion
en el Apéndice A.

A continuacién, se determinard la caracteristica de estabilidad local para cada
equilibrio. Para ello, primeramente se calculara la matriz de Jacobi asociada al

sistema (3.1) para cualquier punto (u,z,y). Esta es

h(u,z) + u hu(u,z) u hz(u,z) 0
M(u,z,y) = | ar gu(u,z) — y pulu,z) aglu,z)+ azx gz(u,z) — y p(u,x) —p(u,x) (3.3)
cy pulu, ) cy pu(u,z) —s+cp(u,z)

Ahora se procedera a evaluarla en cada uno de los equilibrios. La matriz resultante
evaluada en el equilibrio Ey es

h(0,0) 0 0
M(E,) = 0 oz g(u,z) + azr g.(0,0) 0 |,
0 0 -8
y su polinomio caracteristico es
P()) = (,\ § s) (,\ ~ @ g(0,0)) (,\ ~ h(0,0)).
Por consiguiente, los valores propios son:

M =-8, A=ag(0,0) ¥y A;=h(0,0).
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Se trata de dos positivos y uno negativo por lo que localmente hay una varie-
dad de dimensién uno (una recta) que atrae y otra de dimensién dos (un plano)
que repele. A los puntos de equilibrio con esta dindmica local, por extensién a lo
que ocurre en sistemas planos, los llamaremos “puntos silla”!. Véase la figura (3.1).

Figura 3.1: Retrato fase local de (3.1) cuando \; < 0 < A3, A3 contraccién en una direccién y
una ezpansion en las dos restantes.

La matriz (3.3) evaluada en el equilibrio E, es

h((}, K (0)) 0 0
M(Ey) = | aK(0)z gu (0, K(U}) aK(0) g. (0, K(O)) —p((}, K({])) ;
0 0 —s+cp(U,K(O))

con un polinomio caracteristico dado por

P()) = (,\ +s—c p(o, K(O))) (,\ — aK(0) g (o, K(O))) (,\ - h((}, K(n))),

1También denominaremos punto silla a aquel equilibrio cuya matriz de Jacobi tiene dos valores
propios negativos y un valor propio positivo.
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del cual se sigue que los valores propios son:
M =h(0,K(0), % =aK(0)g.(0,K(0) y d==-s+cp(0,K(0),

por lo que se tienen dos valores positivos A; y Ay y uno negativo A3 para s >
¢p(0, k(0)). Por tanto, el equilibrio E; es un punto “silla”.

Evaluando el equilibrio E, en la matriz (3.3), obtenemos

h(0, %) 0 0
M(Ez) - ai gu(uré) i ﬁpu({}ai] ag{{)ai) + af g,[[). i') = y. p{o'j] ”p{osi) '
cii pu(0, %) ¢ pu(0,2) 0

la cual tiene por polinomio caracteristico a
PO = (A-50.8) (3+ (57:(0.8) - 2 9(0.) - a2 5.(0,2))

+¢7 p(0,3) 2 0, oe)) ,

del que a su vez, se determinan los valores propios:
o 1 . 2 . A
M=h(0,2) ¥ des=3 (H(x) + (H(:;:)2 — 4car g(0, %) pa(0 — m)) ’)

donde H(z) = a ¢(0,%) + az ¢.(0,%) — & ¢(0,%)p-(0,%)/p(0, ). Dado que Ay =
h(0,z) > 0, cualquiera que sean A, y A3, el equilibrio E, es inestable.

Al evaluar la matriz (3.3) en el equilibrio Es, obtenemos

L(O)hu(L(O),O) L(o)h,(L(o),o) 0

M(E3) = 0 crg(L(O)‘O) (VN
0 0 -8

cuyo polinomio caracteristico es:
Py(A) = (,\ + s) (,\ il g(L(o),o)) (,\ ~ L(0) hy (L(O),O)),
el cual, tiene por los valores propios:

Ny, dg= ag(L{[}),O) v Ay=L(0)h (L(O),o).
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Dado que por (G1), se tiene g(L(0),0) > 0. Entonces para cualquier A3, se concluye
que el equilibrio E3 es un punto “silla”.

Evaluando (3.3) en el equilibrio Fy, obtenemos la matriz

ho(@, %)  thg(u, ) 0
M(Ey) = u(ﬁs z) ozg.(u,z)  -p(u,3z) 3
0 0 —s+cp(i,T)

la cual tiene como polinomio caracteristico a
P\ = (,\ +s—cpl(, ::r)) ()F - (ﬂ ha(it, &) + o gq (i, :E)),\ + aiiF

x (h,.(ﬁ, %) go(ih, %) — ha(@, %) gu(d, :c)))

Por tanto, los valores propios son:
’\l = —S+Cp(ﬂ,£') ¥
1 2
Mg = i(ﬁhu(ﬁ, 2) + af go(@,3) % (iha (3, 2) - (oF 9.(3,2))
3

+4iiF ho (i, 7) gu(@, i)) )
Si ihy (@, %) + af g.(%,%) < 0, entonces Re(A) < 0 y Re(A2) < 0. Ademas, si
se supone —s > cp(t, ), entonces A; > 0. Por lo que, el punto en cuestién es
“silla”. En caso contrario, —s > c¢p(i, &), entonces A; < 0 y se tiene una espiral
que, dependiendo de sus magnitudes son como se ilustran en las figuras (3.2) y en
(3.3). Para el caso de A; = 0, dado que entonces se tendrd un punto de equilibrio

no hiperbélico, no se puede determinar el retrato fase local de sistema (3.1) con la
aproximacién lineal. Por lo que, anilisis locales no lineales serian necesarios.

La matriz (3.3) evaluada en F; es

u*hy(u®,z%) uthe (", 2% )u 0
M(Es) = | az® gu(u®,2°) — v* pu(u®,2*) ag(u’,z*) —y'pe(u”,2%) + az® gz(u®,2%) —p(u”,z°) | .
ey pulu®,z*) cy*pr(u,z*) 0
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Figura 3.2: Retrato fase local de (3.1) cuando Re(A23) < Ay < 0: contraccion en direccidn de
v3 y rotacion sequida de una contraccion en el plano de v; y vs.

Figura 3.3: Retrato fase local de (3.1)cuando Ay < Re()\2,3) < 0: contraccidn en la direccién
de v3 y rotacion sequida de una contraccion en el plano de vy y vs.

az® g(u®,z*)

oy ¥ p(u*,z*) = s/c, el polinomio caracteristico toma la

Haciendo y* =
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forma

P&(A) = As + al)\2 + (12/\ + as,
donde

a = - (a g(u',:c')(l —cz* p_r(u',:c")s_l) + az® gy (u*, z*)
+L(a") hu(u’, %)),

a = ag(u",x')(cr" pe(w,2%) + L(z) hu(u",3"))
+az" L(a") (hu(u”, 2) 9.0, 2%) = ho(u",2°)gu (4", 7°))
caz* L(z*)g(u*,z*)s™
% (ha(w,2)pu(,2%) = hu(u,2)pa (0", 7)),

a3 = caz'L(z")g(u",z")
X (halu', 2 )pulu’,2%) = hu(u', 2" )pa (0", 2°)). (3.4)

Para examinar las propiedades de estabilidad de Ej, utilizaremos los criterios
de Routh-Hurwitz para el polinomio Ps(A). Segin éstos, si @y > 0, a3 > 0y
a1a; — a3 > 0, entonces Es5 asintoticamente estable localmente.

A

continuacién expondremos las conclusiones que se desprenden de este andlisis.

De las mas importantes, se encuentran:

El mutualismo en esta relacion, no es el factor que establece una cota supe-
rior a la densidad de las especies y justo por tal razén, los comportamientos
dindmicos resultan ser realistas bajo condiciones biolégicamente razonables.
Algunas de éstas, como ya se dijo al principio de esta seccién, son: (i) la
presa mutualista = posee una capacidad de carga y el mutualista u no ejerce
un efecto positivo directo a la presa, %‘;ﬁl < 0 o en caso contrario (ii) el
mutualista si ejerce un efecto de caracter positivo hacia la especie z y K (u)

esta acotada.

Dependiendo de la regién de pardmetros, el depredador y la presa, en ausencia
del mutualista, coexisten. [gualmente, se observa en el caso de que el depreda-
dor no esté presente, el mutualista y la presa coexisten. Ambos casos resultan
interesantes, dado que no siempre al incorporar una especie mutualista, se
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observa coexistencia entre las especies. Esto se constanta al considerar uno
como el siguiente y bajo las hipétesis:
(1) El mutualista crece de modo logistico.

(11) El crecimiento de la presa en ausencia de depredadores es independiente
y crece que manera logistica.

(11) La depredacién en ausencia de mutualismo es del tipo Lotka-Volterra.

El modelo, propuesto por Addicott [3] es

i = yu(l- ——)

Lo+ Iz
_— _z\  Pay
¢ = a(l-2) -1

;= s+ b
E=9 14+ mu

En este tipo de sistemas y bajo estas suposiciones anteriores, en [3] los auto-
res mostraron que las especies no logran coexistir y algo importante sucede:
el mutualista conduce a la extincién del depredador.

En la siguiente seccidn, analizaremos con mayor detalle un caso especial de la
relacién depredador-presa-mutualista.

3.2.2. Un modelo herbivoro-planta-polinizador

Los polinizadores son conocidos por actuar negativamente ante la variacién en
la morfologia floral. Por consiguiente, cuando un herbivoro se alimenta de una flor,
indirectamente reduce la reproduccién de la planta. El dafio puede rebajar las pro-
piedades llamativas de ésta, y con ello, las visitas que hace la especie polinizadora
disminuyen, lo que conduce a que la planta no se reproduzca exitosamente (Karban
[48], Krupnick [49] y Lehtila [53]).

En esta seccién, basdndose en el estudio realizado por Soberén y Martinez del
Rio [67], se propone un modelo planta-polinizador-herbivoro (Jang [43]). Especifi-
camente, se incorpora la relacién planta-polinizador-herbivoro, descrita en lineas
anteriores.
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Como primer paso en el planteamiento del modelo, se supondra que la especie
vegetal, cuya densidad al tiempo ¢ denotaremos por y(t), es incompatible consigo
misma, es decir, no realizard ninguna fecundacion sin la intervencién de un poli-
nizador y se excluyen otros medios. Dado que la tasa polinizacién es proporcional
a la tasa de visitas hechas por la especie polinizadora, cuya densidad al tiempo ¢
es z(t), se tomard a v, la tasa instantdnea de visitas por un polinizador (Holling
[37]), como

=%

LA afy’
donde o representan la tasa de biisqueda del polinizador. Esta forma de representar
la tasa instantdnea de visitas, se basa en un hecho biolégico. Este es: los poliniza-
dores no excenden la cota superior para la tasa de visitas, dada por 1/8, por més
recursos que éstos tengan. Por otro lado, la tasa de manejo por cada visita a la
planta se denotara con 3. Entendiéndose por tasa de manejo, a la constante que
mide el empleo de los recursos que proporciona la especie vegetal (polen néctar)
por parte del polinizador.

(3.5)

La tasa de nacimientos de la planta 9,, bajo la suposicién de que se ignorara el
suministro finito de 6vulos u otros factores limitantes, es

0, = kiazy

= m, (36)

donde k; es la constante de eficiencia para el nimero de évulos fertilizados por
cada visita (Lungberg et al.[57]).

Asimismo, si se supone que la probabilidad de encuentros entre ambas especies
es constante y que la tasa de biisqueda del polinizador, representada por a, serd una
funcién de la recompensa energética que obtiene por cada visita. De resultar buena,
aprenderd a visitar a este tipo particular de especie vegetal (Heinrich [35]). Se
supondra el caso mds sencillo, es decir,

a=op, (3.7)

donde o denota la probabilidad de encuentros y i es la recompensa energética.

De manera andloga, la tasa de manejo por cada visita, representada por 3,
sera una funcién de la recompensa energética, denotada por p, es decir,



3.2. SISTEMAS DEPREDACION-MUTUALISMO 87

donde ¢, la tasa de extraccién de la recompensa energética (Wolf [78]) y &, el tiempo
invertido en plantas vacias. Por simplicidad matematica, se considerara £ = 0. Por
tanto, sustituyendo (3.7) y (3.8) en (3.6), tenemos

_ kogpzy
T=1r opuy’

Dado que el herbivoro puede reducir la tasa de visitas, se tomard a g(z) como una
funcién dependiente de la densidad de los herbivoros que describe dicha reduccién.
Por consiguiente, al incorporar este hecho, la ecuacién (3.9) se escribe como

(39)

9(z)krodpry

N, = T+ oduly (3.10)

donde g(z) cumple con
g€ C'0,00) talque g(0)=1, g(z)>0, y g'(z) <0, para z>0

Cuando las plantas son consumidas en su totalidad por los herbivoros, su ta-
sa de mortandad 901,, en ausencia de éstos, se incrementa. En términos de la
efectividad que tienen los herbivoros al consumir plantas, denotada por D, ésta
quedard descrita por

M, = vy + Dz, (3.11)

donde <y representa la tasa maxima de mortandad de plantas.

Luego, restando (3.11) a (3.10), obtenemos la ecuacién para el crecimiento de
la especie vegetal, la cual se escribe como
z)k T
Y= % —yy — Dz (3.12)
El siguiente paso es obtener una ecuacién similiar para la especie polinizadora.
Para esto, se supondré que en presencia de la poblacién de plantas, la tasa maxima
de mortandad de los polinizadores, denotada por ), decrece por un aumento en la
tasa de energia consumida, que a su vez, es proporcional al producto de visitas con
la recompensa energética. Por consiguiente, la tasa instantanea de muertes 90,, se
escribe como
koop*zy
1+ pop?y’
donde k; es la constante de transformacién energética. Como habiamos mencio-
nado, el herbivoro puede influir negativamente en la tasa de visitas, se tomard a

M, = Az — (3.13)
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g(z) como la funcién que describe dicha influencia. Por lo que la ecuacién (3.13),
se reecribe como

k 2
g2)ksopay (3.14)
1+ ¢opy
También se supondrd que la tasa de nacimientos para los polinizadores 91,
serd dependiente de la densidad, debido a la competencia por los recursos protéicos
o parejas. La tasa de nacimientos, bajo estas suposiciones, es

M, = Ar —

N, = z(6, — bz), (3.15)

donde 4, es la tasa maxima de nacimientos y b denota una constante de regula-
cién de la dependencia de la densidad. Sumando las ecuaciones (3.14) y (3.15),
obtenemos
9(2)ksop’zy
1+ ¢op?y -
Haciendo K = ‘5—1;—", la constante que mide la especializacién del polinizador a
la planta, tenemos que la ecuacién para el crecimiento de los polinizadores es

z=2z(6 — bz) + Az —

g(z)keop’zy
1+ oduy (319)

Finalmente, para la poblacién de herbivoros, cuyo tamano poblacional repre-
sentamos por z(t), se interpretard como una poblacién depredadores de plantas,
por lo que se usara una respuesta funcional del tipo II de Holling para describir el
consumo (depredacién) de éstas. La respuesta funcional es

& = bz (K - z)+

_ My
a+y’

donde m, representa la tasa de ingestion maxima. A la constante de saturacién
media, la denotamos por a.

Por simplicidad del modelo, se supondrd que la tasa de mortandad del depre-
dador (herbivoro), d, es independientede la densidad. La tasa de crecimiento de la
especie herbivora se denotard con mg, con 0 < m, < m,. Incorporando todas las
suposiciones, la ecuacion para el crecimiento de la especie herbivora es

_ mayz

Yo (3.17)
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Bajo estas premisas y haciendo las debidas sustituciones, el modelo planta-
polinizador-herbivoro queda dado por el siguiente sistema de ecuaciones diferen-
ciales ordinarias

. 9(2)kaop’zy

i = br(K—-z)+ 1+ ooy

_— 9(2)kiopzy myyz

¥ 1+ odpy a+y

o= D88 e (3.18)
a+y

Dado que el tamafio poblacional no toma valores negativos, nos restringimos sola-
mente al octante no negativo, es decir, {(z,y,2))|lz >0, y >0, 2 >0} C R? y al
octante positivo, R} = {(z,y,2)|z >0, y >0, 2> 0} CR3.

Ahora, verificaremos que las poblaciones no crecen ilimitadamente y permane-
cen no negativas. Este es el contenido del siguiente teorema.

Teorema 3.2.2 Las soluciones del sistema (3.18) son no negativas y estdn aco-
tadas para todo t > 0.

Demostracién. Primero veamos que le ocurre al campo vectorial definido por
(3.18), es decir, consideremos la restriccién del campo vectorial definido por (3.18)
a los ejes coordenados. Asi,

(a) Siy =z =0, entonces el sistema (3.18) se escribe como
= bo(K - z)
0
z = 0.

Por consiguiente, toda solucién con condiciones iniciales (o, 0, 0) tiende, por
ambos lados, hacia z = K.

(b) Si z =y =0, entonces el sistema (3.18) se escribe como
=0
= 0
z = -6z

Por consiguiente, toda solucién con condiciones iniciales (0, 0, zo) tiende hacia
z=0.
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(b) Si x =2z =0, entonces el sistema (3.18) se escribe como

=0
= =y
2= 0,
Por consiguiente, toda solucién con condiciones iniciales (0, o, 0) tiende, ha-
ciay=0.

Por lo tanto, las soluciones del sistema (3.18) con condicién inicial (z, Yo, o)
en el octante positivo, permanecen en éste y cumplen con z(t) > 0, y(t) > 0y
z(t) > 0 para todo t.

A continuacién haremos el andlisis para probar que la terna de funciones z(t),
y(t) y z(t) estd acotada para t > 0. Empecemos con la primera de éstas. De la
primera ecuacién (3.18), se tiene que para z fija que

, koop® zks
imz|+——s ==
yaoo |\ o+ dop ¢

Ahora del hecho que

tenemos &
z(t) < bz K+—2—x].
® [ =

En el caso de darse la igualdad, se tiene una ecuacion diferencial logistica, es decir

o ks
x—bx(K+$—r)

cuya capacidad de carga es k = K + f; Luego, a la solucién del problema
isz[fc—x} con z(0) =mz¢ >0,
le ocurre que

lim z(t) = K +

ko
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Ahora regresando al problema
< bz [fc-:c] con z(0)>0

y usando el comportamiento del limite (3.19), se tiene que

z k2
slirgo (sup z(t )) <K+ b6

Por lo tanto, se concluye que
k2
z(t) < K + —,
(t) b
por lo que z(t) es acotada para toda t > 0.

Para probar que y(t) estd acotada, se sigue un razonamiento similar. Es decir,
para t grande se tiene, por lo anterior

x(c)<x+f_;.

Luego, y(t) satisface la desigualdad

k
y(t)s-q;f-*ﬂ/ < g [K+ ]ﬁ'w-

En el caso extremo, se tiene la ecuaciéon diferencial ordinaria de primer orden

h ks
K+
 pu [ b¢] I

a cuyas soluciones les pasa que

; ky [ kz]
lim y(t) = — | K+ —|,
Hwy( ) You bo

por lo que, en el caso de la desigualdad

ky ko
O | o (S
=% [ + b(;b] 1Y,
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se tiene, al usar el comportamiento limite cuando ¢ — oo, que

ko
lim (su [K + }
Jim (sup y(t)) < - | K+ 32
Por lo tanto, se concluye que
ki ( kg)
)< — K+
MO = 50\ 5
es decir, y(t) estd acotada para todo t > 0.
Para probar que z(t) estd acotada, notamos que
klI
J+2< — —qy— 0z
Yy = op 7Y
y haciendo ¢ = min{~, d}, se tiene

ks (K + f—;)
Pu

Con razonamientos semejantes a los casos anteriores, se tiene que las soluciones de
la ecuacién diferencial ordinaria para la suma y(t) + z(t), dada por

y+z< —c(y + 2).

ky (K+’;—;)

T duka)

y+z=
cumplen con
: k1 ko
tgrg(sup (y(t) + Z(tJJ) S (K ¢) ;
por lo que

y(t) + 2(t) < ’; (K # :¢)

para t > 0. Por tanto, una cota para z(t) es

(8

Por lo demostrado en los tres casos, se concluye que z(t), y(¢) y z(t) estdn
acotadas ¢ > 0 y son no negativas. |
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Una vez probado que las soluciones del sistema (3.18) estan acotadas, se proce-
derd con el respectivo anlisis local alrededor de los puntos de equilibrio del sistema
(3.18). Estos son: (0,0,0), (K,0,0) y (Z,9,Z), donde

i, kap*ay
§ = &% b(1 + popuy’
_ ad
Yy = mz—0 y
_ _ (a+g)kpoz
T omid (14 ¢yu?y)’

con (my — &) > 0. Para encontrar su cardcter de estabilidad, se calcularé la matriz
de Jacobi asociada al sistema (3.18). Esta, para todo punto (z, v, z), es

bK — 2bx + kapg(2) f(y) kapg(z) f'(y)= kapg'(z) f(y)z
k1g(2) f(y) kig(2)f'(y)x =y —mih'(y)z  kig'(2)f(y)z —mih(y) |,
0 mah'(y)z mah(y) — &

donde f(y) = 3ts v h(y) = &5
En particular, evaluada en (0,0,0) es
bk 0 0
J(0,0,0)=| 0 -y 0 |,
0 0 =9¢

por lo que (0,0,0) siempre es un punto silla. Por otra parte, para el equilibrio
(K,0,0) tenemos que la matriz resultante es

—bK  kouf'(0)K 0
JK,0,00=| 0 kfOK-v 0
0 0 -6
y su polinomio caracteristico es
P(3) = (A+0) A +bK) (A= (kS (O)K +7))

lo que conduce a que este equilibrio sea un atractor local si

¥
it
H kla
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y punto silla si

Y
e klor
Asimismo, la matriz de Jacobi evaluada en el equilibrio (Z, 3, ) es
—-bK — 2bt kaug(2) f'(§)z kapg'(2) f(9)%
J(%,5,2) kg(2)f@) kf(@z—v-mbk(§)z kg'(2)f(§)Z — mh(7)
0 mah'(§)2 mah(y) — 6

y su polinomio caracteristico es

P()) =X+ AN +BA+C

A = bK + 2bkif'(§)Z + 7 + mik'(§)z — mah(y) + &
B = (kug(df@)7) (ko(2)/ @) + (6K +2) (kS @)z — v - muh'(7)2)
+(kd' (2)1 @)z - mh(@)) (mak §)2) + (6K +207) (mah(@) - 6)
(kS @z — v — k! (@)2) (mah(3) - 6)
C = (kmg(2)f(3)z) (hg(f)f(s‘r)) (mat (9)2)
(bK+2b ( )% - mlh(ﬁ)) (mzh'(g}z)
~(kan9(2) @) )(k.g 2@ ) (mah(a) - 6)
( —bK — 2b)(k1f(y:c—'y mk!(5)7 )(mgh() 5).

Al usar el criterio Routh-Hurwitz, se concluye que el equilibrio (Z, 7, Z) es asint6ti-
camente estable localmente si y solamente si A >0, B>0y AB > C,con A, By
C definidas en lineas anteriores.

Una vez hecho el analisis local del sistema (3.18) alrededor de cada equilibrio, el
siguiente paso seria realizar el correspondiente anélisis global. Sin embargo, debido
al mimero de ecuaciones diferenciales, a la cantidad de pardmetros involucrados y
sobre todo, al caracter no lineal del sistema, no lo realizaremos. En vez de adoptar
el enfoque analitico para extraer propiedades cualitativas de las trayectorias, deci-
dimos realizar exploraciones numéricas. Con ellas, pretendemos tener un indicativo
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del tipo de dindmicas que pueden aparecer, pero de ninguna manera a través de
ellas, dar un resultado que nos de la dindmica global del sistema (3.18) para los
diferentes conjuntos de parametros. Por otro lado, si las simulaciones numéricas
fuesen exhaustivas, tendriamos elementos que apoyarian un eventual resultado de
caracter global.

Asi, al ser simplemente un indicativo, podemos mencionar que para una cierta
regién de parametros puede existir un ciclo limite atractor que rodea al equilibrio
(%,9, z), véase la figura (3.4- a)). Ademads, al ir variando justo la tasa de mortan-
dad 8, se comprueba la destruccién de dicho ciclo y se obtiene una espiral, véase
la figura (3.4- b)). Asimismo, al igualar numéricamente la saturacion media a y
la probabilidad de encuentros o, se obtiene una espiral que es cuantitativamente
distinta a la anterior, véase (3.4- c)). Finalmente, al variar de igual manera las
magnitudes de los pardmetros 7y y a, se observa un comportamiento de las trayec-
torias como se muestra en la figura (3.4- d)).

De acuerdo con estos resultados numéricos, la inclusién de una tercera especie,
bajo las suposiciones anteriormente descritas, trae como consecuencia una coexis-
tencia de las especies involucradas. Esto, debido a que el herbivoro promueve las
visitas de los polinizadores en cierto nivel poblacional. Es decir, la presencia de éste
vuelve mds atractiva a la planta. Por consiguiente, el polinizador frecuentard mas
a la especie vegetal. Por tanto, tal mecanismo promoverd la coexistencia de la
poblaciones interactuantes y producira niveles altos de densidad poblacional de
polinizadores y plantas. Por lo que ateniéndose a los resultados numéricos obteni-
dos, se concluye que al agregar un “depredador” se lograria estabilizar una relacién
polinizador-planta.

En la siguiente seccién, se explorard la dindmica de los sistemas mutualistas al
considerar a un competidor como tercera especie interactuante.

3.3. Sistemas competencia-mutualismo

Las relaciones mutualistas, con la participacién de especies competidoras, son
poco estudiadas, debido en gran medida, a que resulta dificil de comprobar expe-
rimentalmente la competencia entre especies. Sin embargo, existe un gran nimero
de ejemplos de este tipo de relaciones, desde sistemas que involucran a distintas
especies herbaceas y hormigas (Heithaus [36]), hasta larvas de escarabajos, moscas
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a) b)
c) d)
[y [
— —
m)

Figura 3.4: Soluciones numéricas del sistema (3.18) correspondiente a los pardmetros b = 1,
K=1k=350=2p=1,¢=1,m =2, m=3yg(z)=1(a)a=1,6=Tyy=1.
(b)a=1,6=1yy=1(c)a=2,6=1yy=1 (d)a=2,6=1yy=2.
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y 4caros. Estos tltimos, interfieren con las moscas que a su vez compiten con las
larvas por recursos enterrados (Springett [68]).

3.3.1. Sistemas competidor-mutualista-competidor

En esta seccién, apegindose lo més posible a la fenomenologia de estas asocia-
ciones, mostraremos un modelo general de la interaccién competidor-mutualista-
competidor (Adiccott [3]). Asi, consideraremos a una especie mutualista-competidora,
una competidora y una mutualista, cuyas densidades poblacionales son denotadas
respectivamente como: z, z; y u. Asi, el sistema de ecuaciones diferenciales ordi-
narias que abstrae dicha relacion, es

& = uh(u,z1)
i = an (gxtu, 1) — q(u, :c1.:cz))
Ty = Iy (92(1‘2) - 9‘2(9«'1,1'2)): (3.20)

donde @ > 0. Né6tese que en este modelo, el mutualista no proporciona algiin efecto
al segundo competidor o viceversa. De esta manera, el sistema que nos proponemos
estudiar es un caso particular de la forma en la que una especie mutualista puede
interactuar con una relacién de competencia.

La forma particular a la que nos referimos, la definen las condiciones impues-
tas a las funciones h, g1, g2, @1 ¥y g2 que aparecen en (3.20). A continuacién las
presentaremos.

La funcién h(u,z,) representa la tasas per capita de cambio para la especie
mutualista. Supondremos que h tiene las siguiente propiedades:

H1) h(0,z;) > 0, 22 o o 1) 5 g 2, >0, u>0.
du dx,
H2) 3 L(z,) tal que h(L(zy),21) =0y % > 0, donde L : Ry — R,
dxl —+ +

Las funciones g; y g, son las tasas per capita de cambio para los competidores z;
y 2, respectivamente, en ausencia de competencia. Se supondra que estas funciones
safisfacen las siguientes condiciones:

(G1) 91(0) > 0, ga(u,0) > 0, 28{21) < 0, 22(2) < 0, 4, 20 >0, u, 23 > 0.

(G2) 3 K,(u) tal que gy(u, K;(u)) = 0y 3 K>(u) tal que go(K>(u)) = 0 donde
KI,KQ . R+ o R+.
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(G3) Qf—‘—%ﬂ{< 0, Q%?l < 0 0 que existe 0 < I:(l < oo tal que lim, 0 Ki1(u) = K;
y 0 < K5 < oo tal que lim,_,o K2(u) = K.

(G4) Existe K, > 0 tal que ¢;(K2) = 0.

Las funciones q; y g, representan las competencia interespecifica entre los com-
petidores z; y 3. Se supondra que estas funciones cumplen con:

(Q1) @, 1,0) = 0, 2zl <o, Sulman) > gy 2ulyman) 5,

(Q2) g2(0,22) =0, 225222) > Sqalerm) > 0,

Las condiciones (Q1) y (Q2) implican que la competencia se intensifica a medida
que se da un incremento de las densidades poblaciones de ambos competidores. Al
mismo tiempo, el mutualismo tiende a reducir el efecto de esta interaccién de z,
en ;.

Una vez establecidas las condiciones para todas la funciones involucradas en el
sistema (3.20), procedemos a enunciar un resultado que asegura que las soluciones
de (3.20) estan acotadas. Este es:

Teorema 3.3.1 Supdngase que (H1), (H2),(G1),(G2) y (G3) se cumplen. En-
tonces todas las soluciones del sistema (3.20), con condicion inicial en el primer

octante, estdn acotadas.

Demostracion. Esta, salvo algunos detalles, es andloga a la correspondiente del
Teorema 3.2.1, por lo que serd omitida.  |j

A continuacién haremos el andlisis local del sistema (3.20) para esto, se deter-
minaran los puntos de equilibrio del sistema. Estos son:

Fo T (OIU)O)! Fl = (01 Kl(O);O) F2 = (O,U,Kz),

F= (L(o),o,o) y Fy= (L(O),O,kz)

Bajo ciertas condiciones, puede existir un quinto equilibrio de la forma Fy =
(0, %y, #2). Estas son las siguientes:
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(C1a) 3 r(io) > 0 tal que

lim ¢, (0, Igo),l"z) = (0, 33(10))-

Ta2—++00
(C1b) 3 Z, > 0 tal que ¢,(0,0,%2) = 61(0,0).
(C2a) 3z > 0 tal que
lim gz(z1, 2 ) = ga(2?)).

(C2b) 3 & > 0 tal que ga(&2,0) = g2(0).

Para cualquiera de los siguientes casos, se tiene la existencia de Fs con %), %, >
0.

(i) (Cla)y (C2a),
(i) (Cla), (C2b) y 2, > K(0),
(iii) (C1b), (C2a)y z, > Ko,
(iv) (C1b), (C2b), z; > K1(0) y T2 > K>,
(v) (C1b), (C2b) y #,%2 < K>.

Un sexto equilibrio de la forma (%, #,0), con @, % > 0 existe bajo las siguientes
suposiciones:

1) Si %’{1 < 0, entonces para u = L(z;) y z; = K, (u), ambas curvas se intersecaran
solamente en (%, Z).

2) Si 251 > 0, entonces por (G3), limy—00 Ki(u) = Kj, por lo que, pueden existir
una o mas intersecciones entre L(z;) y K;(u). Sin embargo, bajo las suposiciones
generales (H1, H2, G1, G2, G3, Q1 y Q2), solamente existe uno.

Dendtese al equilibrio que cumple con estas condiciones asi Fg = (i, 1, 0).

La pregunta de que si hay o no un equilibrio, lldmese a éste F; = (u*, =}, z3),
en la regi6én factible, es un poco mas laborioso de ser analizada. Para que exista
tal, debe de haber una solucién positiva al siguiente sistema algebraico:

h(ﬂs 1:1) = 01
g1(u, 1) @ (u, 71, T2),
92(z2) = @1, 22). (3:21)

I
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Aunque hay varias posibilidades, basta decir que se pueden dar las condiciones
bajo las cuales efectivamente existe un séptimo punto de equilibrio. Sin embargo,
por considerar que presentar en esta parte del texto los detalles de tal andlisis, nos
desviaria del objetivo principal, decidimos hacer esa presentacién en el Apéndice B.

A continuacién, se determinara la caracteristica de estabilidad para cada equi-
librio. Para ello, se calcula la matriz de Jacobi asociada al sistema (3.20) en el

punto (u,z;,Zs). Esta es

whu(u, z1) + h(u,z1) uhg, (u,21) 0
az) (yi.(“.zl) = m..('-hw,r'a)) a(yl(ﬂ,z:) - ql(u.xl‘m]) —aziqi,, (4, 21,72)
+azy (91:; (u,21) — (“'1‘1))
0 ~2q2,, (Z1,%2) T2 (92.,(12) = Qz.,(:,m})

+92(22) — q2(x1,22)

Una vez calculada, se evalia en cada uno de los equilibrios. La matriz evaluada
en Fj es

h(0,0) 0 0
0 ag(0,0) 0
0 0 92(0)

y su polimonio caracteristico es

QoA = (A= 1(0,0)) (A~ aas(0,0)) (A - 92(0) ).

Dado que las tres raices A, Ay y A3 son positivas, se concluye que F es inestable
en las tres direcciones.

La matriz de Jacobi evaluada en Fj es

h(ﬂ, K, (0}) 0 0
aKi 00, (0.K:0) akiOa, (0.K:0) -aKiOla, (0. KI(O),O)
0 0 #(0) - (K1(0).0)

y su polimonio caracteristico es
Q) = (A-4(0.£1(0)) (A~ aKi(0)gs,, (0. K:(0)))
(A +a (£:(0),0) - 93(0)),
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por lo que, se concluye que F; es inestable en la direccién u, estable en la z; vy,
dependiendo si g2 K(0), 0) — g2(0) es positivo o negativo, es estable o no en la
direccién z,. En cualquier caso, F} es un punto silla.

La matriz de Jacobi evaluada en el equilibrio F; es

h(0,0) 0 0
0 a(a00-au00K) 0
0 —-K>q1,, (0, K>) K392.,(K>)

y su polinomio caracteristico es

Q:(Y) = (A=1(0,0)) (A= a(e:(0,0) - (0,0, K2)) ) (A - Kaga,, (K2)),

lo que conduce a que el equilibrio F;, sea inestable en la direccién u, estable en la
x5 y, dependiendo si ¢,(0,0) — ¢;(0, 0, K) es positivo o negativo, se concluye si es
estable o no en la direccién z;. De cualquier manera, F, es un punto silla.

La matriz de Jacobi evaluada en el equilibrio F3 es

L(o)h,,(L(o},o) L(0)ha, (L(O),o) 0
0 —ag, (L(O), 0) 0
0 0 92(0)

y su polimonio caracteristico es
Qs(Y) = (A= LO)A (L(0),0) ) (A + a1 (£(0),0) ) (A - 22(0)).

por lo que se concluye que F3 es un punto silla, es decir, estable en direccién u e
inestable en las direcciones z; y 3.

La matriz de Jacobi evaluada en el equilibrio Fj es
L(0)hu(L(0),0) L(0)hs, (L(0),0) 0

0 a(gl (L(O), 0) - ql(L(O), 0, Kz)) 0
—K3¢s,, (0, K?) K22, (K2)
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y su polimonio caracteristico es
QN = (A= LOA(L(0),0)) (A~ a(91(£(0),0) - 01 (L(0), 0, K2)) )
(A - Koo, (K2)),

por lo que este equilibrio es estable en las direcciones u y x5 y, dependiendo del
signo de g, (L(O),O) -q (L(O), 0, Kg), estable o inestable en la direccién z;.

La matriz de Jacobi evaluada en el equilibrio Fj es

h(ﬂ.:h} 0 0
azy (91.(0,51} = m.(ﬂ.il,i'z)) ai) (m.l 0,21) —qu,, (U,ihfz)) —aZiq1,,(0,21,%2)
0 ~#2q2,, (81,22) 23(92., (42) = a2, (41,22))

y su polinomio caracteristico es
%) = (A= h0.20) (¥~ (o (0, 0.80) - 1., 0.31,2)
+i; (92,, (22) — g2, (21, fz]) ) A
boiy ( (01,020 = g1, (0.1, 52))
(5.'2=2 (£2) — 2., (21, -’32))
—1.,(0,21,22)q2,, (fh-’?z)) )1

por lo que se concluye que Fj es inestable en direccién u. En el plano z,z,, Fj
puede ser asintéticamente estable, o bien, un punto silla. Todo dependera de las
raices del polinomio de segundo grado que aparece como segundo factor en Qs(\).

La matriz de Jacobi evaluada en el equilibrio Fg es

dhy(@,3))  dhe, (@, 5) 0
afge,(4,%1) aiig,, (4,3)) —adiq,,(d,11,0)
0 0 92(0) — g2(1,0)

y su polinomio caracteristico es
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Q) = (A= 9(0) +:(31,0)) ()F— (@ha(@ 2) + adigu,, (@,32) ) A

+aiid (hu(ﬁ, 1)1, (@, ) — hay (8, %1) g1, (%, :‘a’:n))).

por lo que, se concluye que este equilibrio es estable o no en direccién z,, todo
depende del signo de g2(0) — g2(%;,0). En el plano uz,, si g1, (%,%;) < 0, entonces
F; es asint6ticamente estable. Sin embargo, si g1, (%, Z;) > 0, entonces Fg puede
ser estable o punto silla, hecho que dependera del signo de los demads términos.

La matriz de Jacobi evaluada en el equilibrio F; es

u*hy(u®,z])  u*hy, (u®,z7) 0
azy az; 2 —aziq,, (u*, 71, 73)
0 —T3q2,, (21,73) 7302, (%3) — 7342, (21, 73)

donde & = g1,(v",2]) — @, (v",23,23) y Q2 = g1, (u*,2}) — @, (v*,21,33).
Ademaés, su polinomio caracteristico es

Q7(A) = X* + a1 )% + ax) + a3
donde
a = (vh+asilon, - o) + 230, - 6,)),
az = u'hy (0-1';[91:, - q,,) +73(92., — 2., )))
+a2i23 (91, = 1e,) (922, — 22,) = 1, Gy )
—ou'zihe, (91, — q1.,) Y
o = sz ({0, -~ 0)02, - ) ~ )

~hz, (91., — @1, )(92., — ¢2.,)

donde todas las funciones estan evaluadas en u*,z] o en z3 segin sea el caso. Al
usar el criterio Routh-Hurwitz, se concluye que F; es asintéticamente estable si y
solamente si a; > 0, az > 0 y aya; > a3.

En la siguiente seccién presentaremos un ejemplo sencillo donde se podra apre-
ciar algunas de las propiedades vistas previamente.
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3.3.2. Un modelo hormiga-planta-competidor

En esta seccién, se estudiard una relacién mutualista entre dos especies, la
cual serd estabilizada por una tercera. Esta fungird con el papel de una especie
competidora del otro mutualista y contendera por los recursos que favorezcan su
crecimiento poblacional. Concretamente, se formulara un modelo para la mirme-
cocoria, es decir, la interaccién entre las didsporas de algunas plantas herbaceas y
sus dispersores, las hormigas (Formicidae) (Heithaus [36]).

La dispersi6n de las didsporas de algunas especies herbaceas, tales como la ma-
yoria de las especies de Viola (Beatie y Lyons [9]), Carex pendunculata (Handel et
al. [31]) y Trillium grandifiora (Gates [22]), poseen un fuerte vinculo con algunas
especies de hormigas. Varias muestran morfologias altamente llamativas, por lo
que son recolectadas para después ser llevadas a los nidos.

Aunque en la mirmecocoria se muestra una relacién un tanto obligada por par-
te de las especies herbaceas, las hormigas no poseen un alto grado de dependencia
como aquéllas. La ventaja que toman de la interaccién es alimenticia, puesto que
los elaiosomas son una fuente importante de los digliceridos para las hormigas. Sin
embargo, existen otras fuentes de mayor importancia como los insectos muertos
(Dadd [16]). Por tal razén, el proceso de dispersién de didsporas tiene un pequefio
efecto positivo en las hormigas.

Para el caso de las especies herb4ceas, Handel [31] mostré que, aun con mirme-
cocoria, Carezr pedunculata no compite favorablemente con otras especies de Carer,
es decir, se presenté una disminucién de nuevos brotes en C. pedunculata. De igual
manera para su peso neto, éste se redujo considerablemente. Dado los factores des-
favorables, C. pedunculata utiliza a la dispersién de didsporas como una salida a
la competencia. Por tal motivo, la mirmecocoria, ayuda a C. pedunculata a actuar
como una especie fugitiva.

Una vez explicado el proceso de dispersiéon de semillas y los beneficios para
todas las especies involucradas, procederemos a plantear el modelo adecuado para
describir su dindmica de competidor-mutualista-competidor. Este, como otros que
hemos planteado aqui, se basara en suposiciones, las mas importantes son:

1. La poblacién de hormigas, en ausencia de mirmecocoria, crece en forma
logistica.
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2. Cuando todas las especies estidn presentes, disponen de recursos limitados,
por lo que hay competencia intraespecifica.

3. Las especies se encuentran en un medio homogéneo.

4. Cuando todas de las especies herbiceas estdn presentes, se desfavorece el
crecimiento de cada una, en una razon propocional al nimero de encuentros
por unidad de tiempo entre las especies involucradas en la competencia.

El sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias que incorporan estas suposi-
ciones es

) T
T = % (kl —-I+ 01252)

1

T2

%y = ? (k2 + anzy — T3 — az3T3)

2
. T3T3
Iz = ;_3 (ks —ilige— 03232) ) (322)

donde z, es la densidad poblacional del nimero de trabajadores hormigas que acti-
vamente transportan semillas. z; y z3 son las densidades poblacionales de didspo-
ras de la especie Carexr pedunculata que son transportadas y de un competidor (C.
plantaginea), respectivamente. 71, 72 y r3 denotan la tasa de crecimiento intrinseco
para cada especie. ky, k; y k3 representan la capacidad de carga de cada especie.
Finalmente, los términos a3, as;, a3 ¥ a3z describen las influencia que reciben
las especies de su contraparte, sea ésta la especie herbicea mutualista o la compe-
tidora. Es decir, a;; con ¢ # j, denota la intensidad de la interacci6n.

Antes de llevar a cabo el andlisis cualitativo del sistema(3.22) es conveniente
reescalar las variables a fin de reducir el niimero de los pAmetros que en él aparecen.
Asi, definamos ay1, g2, as3, B1, P2, B3 y B4 como

POPEER . | 033=T—3 JB=0f12‘*“1 B=021?‘2
11 k], 22 kzj ks’ 1 kl y 2 kg y
_ Q372 _ Q3273
B3 = Es Yy Bs ks
En estos términos, el sistema (3.22) se reescribe asi
£y = o1 (r —enzy + Aiza) = fi(z1, 22, 73)
Ty = To(ra+ oty — GnTs — P3x3) = foz1, T2, 23)

T3 = 3(r3 — a33z3 — Paz2) = f3(21, 22, 23) (3.23)
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Para determinar algunas de sus caracteristicas de estabilidad del sistema (3.23),
se realizard un andlisis local, para lo cual se determinan sus puntos de equilibrio.
Estos son obtenidos mediante el método ya conocido, es decir, se resuelve el sistema
fi(z1,z2,23) = 0 con ¢ = 1,2, 3. Los puntos resultantes son:

asst2 — T3l axnrs +Taf4 ) ( ™ )
P,=(0,0,0), =10, ; , Bh=[—,0,0]),
v={ Ju B ( 22033 + B3fs azaszs + B3Py : an

T2 apr +1r2b  anra + 1162 )
Pa=10,—,0], Py= : ,01,
: ( ) ‘ (ﬂnaas — BB anazn — Bif2

22

P5 — (0!01 r_3) ) Pﬁ =t (T_I,O"T_s) y P'i' = (flli'Z:f:’:)
Qa33 an 33

con
azas371 + G332 — 1381 Bar1 83

® = 11022033 — a33P1 P2 + 1534

75 = anassry + asar P2 — anuraPs
a11a22a33 — a33P1 02 + a1 B354

g = a1102273 — 135152 + anr2fy + 1152054

@11822033 — a33P1 B2 + a1P3P4

Nétese que una condicién para que P; exista, es que el denominador de las expre-
siones 7; sean diferentes de cero, cosa que supondremos.

A continuacién, se determinard el tipo de estabilidad de cada equilibrio. Para
ello, primeramente se calculard la matriz de Jacobi asociada al sistema (3.23) en

cualquier punto (z,, 3, z3). Esta es

ry = 2an 71 + fiz2 By 0
M (z1,22,23) = Baza r2 + Baxy — 202229 — P3x3 — By 5
0 —Bax2 r3 — 2a33T3 — f4T2

Evaluando la matriz M en el equilibrio P, obtenemos

™ 0 0
M@P)=|0 rn o],
0 0 T3

cuyo polinomio caracteristico estd dado por

Qo(A) = (A —11)(A = 72)(A —13),
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cuyas raices son reales y positivas. Por lo que se concluye que P, es inestable.

Evaluando la matriz M en el equilibrio P, obtenemos

T1 0 0
M (P) = | Box; 72— 2a7; — B3z ;
0 Baz; T3 — 2a3373 — P45

donde zj = 2mr2=rsbs o gx — emratnabe g polinomio caracteristico asociado a

az2a33+P384 azzass+PB3Ps”

M(P,), esta determinado por
QN = A=) (N + Ar+ 4,)
donde

Ay = -1y —r3+ 20207 + 2a337; + 7554
Ag = Tol3 — 2{122?"3.3; = 23331‘233; 1 o 4022{1331-';33; e Tg$;ﬁ4
»2 2
+2a227; Bs + 73 Paps,

donde todas las constantes son positivas. Los valores propios asociados a la matriz
M(P,) son:
-A; £ /A2 - 44,
2 ?

lo que conduce a que el equilibrio P; atrae en la direccién z,; mientras que repele
en las direcciones z, y 3, si A2 < 0. Por tanto, P, es punto silla.

AM=T11y f\z,s =

Evaluando la matriz M en el equilibrio P, obtenemos

-7 i ey 0
M(R) = 0 rz+ﬁgffl~ 01,
0 0 T3
cuyo polinomio caracteristico es
T
Q) = (A +m) (,\ s Bzf) B},
11

por lo que, se concluye que P, es, al menos, inestable en una variedad de dimensién
dos. A saber, aquella cuya aproximaci6n local es el plano generado por los vectores
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propios asociados a Az y A3. Por lo tanto, se concluye que el punto en cuestién, es
del tipo silla.

Evaluando la matriz M en el equilibrio P;, otenemos

T+ 31;';2; 0 0
M (P;) = = —T2 Pyt ;
0 Bs 13— Bt

az2

cuyo polinomio caracteristico esta dado por

Qs(A) = (,\ i 31:—2) (Az == (Tz =gt 134:—2) A —ToT3

22 22

2 2
T Ta
+Ba—2 + BsPa (—) )
azz az2
por lo que, los valores propios son: Ay =71 — 172 y
1 T2 2 \? r3
Ag = 3 (7'3 —rofy— £ ((Tz -r3+ 134‘3) = 4("254—2 — ToT3
2 a2 az a2z

«(2)'m))

N o
lo que conduce a que, por lo menos repele en direccién zy, si fy7% > r1. La parte
real de Ay y A; es % (ra - 1‘264;?:- , por lo que si ésta es negativa, entonces el sis-
tema tendria una variedad estable de dimensi6én dos.

Evaluando la matriz M en el equilibrio Py, obtenemos

. — 2a12; + s By 0
M (Py) = Patsy Te + Body — 2a082  —Paia y
0 Pt T3 — Pad2

donde #; = 220infL v 3, — eundnifs  Ademis su polinomio caracteristico es
anazz—p1f2 ayaz2—p1f2
de la forma

Qi()) = X2+ BiA? + Bo) + By,
donde

By, = mi+ra+13—ani + fifz — 262032 + T162 — 254
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By = —rirp —rirs — rar3 + anra®y + anrsy + 2491132 — Pirads — Pirsis
+2a20T3%s — 2an 208152 + 2P102085 — 118152 — 138152 + anit Pa
+7182B4 + T282Bs — anf128s + Prd3Ps — 2208584 +
1222 B4 — £3P3P4

By = —riror3 + anrarady + 2am73ts — Pirarsds
—2a11a207381%2 + 2B100273%5 — 11738182 + anTaEife
+717282Bs — anrad1828s — 2020718584 + Prr2E3 Py
+2a11a20813504 — 20102285B4 + T13132P2P4
—anE3%2P2Bs — r123BsPa + anni123PsPs

—p123PBsPa,

donde todas las constantes son positivas. Al aplicar el criterio de Routh-Hurwitz,
se concluye que P; es asintéticamente estable si y solamente si B; > 0, B, > 0y
B]Bz > Bg.

Evaluando la matriz M en el equilibrio P5, obtenemos

ri 0 0
MP)=[0 n-gz o |,
0 0 -T3

cuyo polinomio caracteristico es
T
Qs(,\} = ()\ o 1‘1) (/\ e o ﬁaa—;) ()b + 1‘3) i

por tanto, cualquiera que sea el signo de r, — ﬁaf;- se concluye que P; es inestable
en una direccién, lo que conduce a que este equilibrio sea punto silla.

Al evaluar la matriz M en el equilibrio Fs, obtenemos

=1 Pk 0
MP)=| 0o sanTan o |,
0 0 —Tr3

cuyo polinomio caracteristico es

Goldy = (V) (A - a2 +53§:;) Buctns).
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por tanto, se concluye que Pg repele en las direcciones de z; y z3 y, dependiendo
si ﬁzﬁ;;f:; > ,83‘—]‘5; 0 PaPst < B3, , atrae o repele en la direccién z», respectiva-
mente.

Evaluando la matriz M en el equilibrio P;, obtenemos

T —anZ) + fiE2 o 0
M(P;) = PaZs T2 + BaZy — 2a20%2 — P33 — B3 ;
0 PaZa T3 — 2a33T3 — PsT2

cuyo polinomio caracteristico es

Q7(A) = X + C1A% + Co) + Cs,

donde
Ci = ni+ra+r3—anZ; + Tz — 2057 — 2a33T3 + 2182 — T3f3 — 24
Cy = —mry — 1173 — Tar3 + anredy + anrs®y + 2ax1132 — Prazs — firsTs

+2a073Ty — 201)a20%1 T2 + 2P102275 + 203371 T3 + 20337273 — 1371 P2
—2a11a33%1 %3 + 2B1a33T2T3 — 4022033T2T3 — 117152 — 73 Ps s
+a11Z1 B + 203381232 + 1133 + 13Z3Ps — anZ1Z3Ps + Pi172336s
“20335353 + 19T9 4 — @11 1320 + ﬁligﬁ.; - 20nf§ﬁ4 — TaZ30384
+Z1320284 + 117254

C3 = —Tirors + anrarsy + 202117372 — Pi72r3Te — 2a1102:T3T122
+2B1a2273T5 + 205371 72T3 — 2011a3372%1 T3 — 4az0a3371 T3
+2B103372 T2 T3 + 4011022033F1 T2 T3 — 4B1022033T 53 — T173T1 By
+2a337151%32 — 2011033738302 + 1173303 — a1 73T1T3P3
+B1T3E2T3Ps — 2a53m1 T3P + 2011053T1 7383 — 2B1a33%2755
—an a1 E2fy — 20001\ T5P4 + Prir2d5Ps + 201100081 3P4 + Ti72Z2P4
—2B1a0T5B4 + 11Z1Z2B2B4 — anZiZ2P2Bs — 11Z5P3Ba + an 1758304
—BrE3Ba By — 11727303 Pa + anirZ2E3PsBs — Priazafabs + anrsifa,

con todas las constantes positivas. Por lo tanto, segiin el criterio Routh-Hurwitz,
P; es asintéticamente estable si y solamente si Cy >0, Co > 0y C,Cs > Cs.

Una vez efectuado el analisis local, el siguiente paso seria llevar a cabo el corres-
pondiente andlisis global del sistema (3.23). Por la cantidad de pardmetros invo-
lucrados, seguro la dindmica es rica. Por ejemplo, una posiblidad es que el punto
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de equilibrio P; sea un atractor global cosa que podria probarse usando el método
el método de Lyapunov. En efecto, al usar los resultados de Goh, expuestos en el
Capitulo 2, tenemos que siempre que exista una matriz C diagonal con elementos
de la diagonal positivos de manera que (C A + A'C) sea negativa definida. Por lo
que P; seria globalmente estable.

Un ciclo heteroclinico

Una vez hecho este andlisis del sistema (3.22), a continuacién presentamos otro
aspecto de la dindmica a la que dan lugar aquéllos. Para esto introducimos la
siguiente definicién.

Definicién 3.3.2 Sean Py, P, y P; tres puntos de equilibrio hiperbdlico de un
sistema autonomo de tres ecuaciones diferenciales y supongase que existen trayec-
torias heteroclinicas de tal sistema conectando los equilibrios Py con Py, P con P
y P; con Py. A la unién de estas trayectorias le llamaremos ciclo heteroclinico del
sistema en cuestion.

Aunque es evidente, no estd por demds sefialar que un ciclo heteroclinico no es
un ciclo limite, pues los puntos de equilibrio son parte de aquél. Sin embargo, al
igual que los ciclos limite se les puede caracterizar en términos de su estabilidad,
también a los ciclos heteroclinicos se les puede asociar tal caracteristica.

Para el sistema (3.22), la terna de puntos de equilibrios hiperbélicos (de hecho
son puntos silla) son:

Flz(r_lvoio)r F2=(Osr_2:0) y F3=(0;01E)
an az2 as3

A fin de hacer el anilisis, introduzcamos la siguiente notacién:

_an _ B _ B2 _ Q2 Ps
Cl=rey CI=TTN G =y Ty G
T b1 T2 T2 T2

Q33

4
Cay = —- ¥ 8 ="—
T3 T3

En estos términos, el sistema (3.22) toma la forma

Ty = nzy (1 — ez — c1azs) (3.24)
T2 2% (1 — c21%) — C22% — PBax3)
£3 = 7323 (1 — c3a%p — C3323),

I
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de igual manera, los puntos de equilibrio F;, con i = 1,2, 3, se reescriben asi

1 1 1
Fl=(_:0v0)s FZ:(O:_vﬂ) y F3=(0,0,—).
1 C22 C33

Una vez hechas las sustituciones adecuadas, introduzcamos otra definicion.

Definicion 3.3.3 Por valor propio transversal en F; en la direccion e; entende-
mos el nimero

- P
V|F1.ea_ r‘?( Cii) para t,7] {11233}: i #£ . (325)

Notese que, dependiendo del término entre paréntesis en (3.25), los valores pro-
pios transversales de un equilibrio, pueden ser positivos o negativos. Por ejemplo,
los valores propios transversales en F) en las direcciones e, y e3 son:

V‘| :rz(l—cﬂ) y V‘| =r3(1—£),
F e 11 F,€;3 11

respectivamente. Por lo tanto, siempre que c;; > ¢;;, tenemos que V* <0y

F,€e;

& > 0.
F1,€3

Andlogamente, los valores propios transversales en F; en las direcciones e; y e3

son:
V=| =r1(1—cl—2) y V‘ :ra(l_cﬁ)
2. Ca2 F.e;3 Co2

Por consiguiente, si cs2 > ca2 > ¢12, tenemos que V* <0y Vt
F,€
2,%1

> 0.

F2,€3

Finalmente, los valores propios transversales en F3 en las direcciones e; y e

son:
=r1(1—£) y V‘J =r2(1—&).
F3.8, C33 F3,€; Ca3

>0y V!

3,1

V!

< 0.

F3,€2

Por lo que, siempre que ¢33 < B3, V*

A continuacién enunciamos un lema que asegura la existencia de un ciclo hete-
roclinico para el sistema (3.24).
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Lema 3.3.4 Sean los puntos F; puntos silla con un valor propio transversal posi-
tivo y otro negativo, de tal manera que todos estén ordenados en un patron ciclico,
es decir que los coeficientes c;; estén relacionados asi:

€31 > C11 > Cn
C12 > C22 > C32
C23 > C33 > C13,

entonces, para m; > 0 y ai; <0 con @ = {1, 2, 3}, el sistema (3.24) tiene un ciclo
heteroclinico.

En el siguiente teorema? se muestra el caricter de estabilidad que poseen los
ciclo heteroclinicos.

Teorema 3.3.5 (tomado de [38])
Sea C' la matriz diagonal asociada al sistema (5.24).

(a) Sieldet C>0y
3

f[ (";‘ - 1) <11 (1 - c‘i) ; (3.26)

i=1 i=1 Cii

entonces (3.24) es permanente’.

(b) Si

H(%—1)>]3[(1—@-) (3.27)

i=1 i=1 Cii

entonces el ciclo heteroclinico de (3.24) es un atractor.

En nuestro caso, segiin lo muestran los cdlculos hechos anteriormente, bajo las
condiciones sobre los coeficientes 33 y ¢;j, con ¢ = 1, 2, 3, cada puntos de equilibrio,

2La demostracién de este teorema puede consultarse en [38]
3Un sistema dindmico, definido en R", se llamar4 permanente, si existe § > 0 tal que z;(0) > 0
parai=1,2,...,n entonces

,_‘f&““”*(‘)} >4, para 1=12,...,n
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ademds de ser punto silla, tiene su par de valores propios transversales: uno posi-
tivo y otro negativo. Por tanto, el sistema (3.24) tiene un ciclo heteroclinico estable.

Con objeto de tener una imagen de este aspecto dindmico del sistema (3.24),
realizamos una simulacién numérica en la regién apropiada de los pardmetros y
consideramos como condicién inicial un punto (29,29, z3), con z? > 0 para i =
1,2, 3, perteneciente al plano B determinado por los equilibrios Fy, F, y F3. El
resultado se ilustra en la figura (3.5). En ella, con trazos interrumpidos se ve el
ciclo heteroclinico; mientras que con trazos continuos se muestra la trayectoria de
(3.24) que parte de (29,23, 73). Nétese que efectivamente, la trayectoria tiende al
ciclo heteroclinico cuando ¢ aumenta y lo hace en forma de espiral contenida en
el plano B. Este comportamiento lo tienen todas las trayectorias de (3.24) cuya
condicién inicial sea un punto perteneciente al plano ‘B y a la regién encerrada por
éste.

En términos ecoldgicos, las trayectorias heteroclinicas del sistema (3.24) que
forman el ciclo, tienen la siguiente interpretacion:

Sea Py una condicién incial sobre la trayectoria heteroclinica que conecta F; con
F; y sea T; una trayectoria de (3.24) que parte de F, y termina en F3. Dado que Ty
esta contenida en el plano ,z,, la especie denotada por z;, cuando ¢ = oo, redu-
cird su tamano poblacional hasta anularse justamente en el equilibrio F3; mientras
que la especie denotada z3, aumentara su densidad poblacional hasta alcanzar $
Mutatis mutandis, la interpretacién de las otras trayectorias heteroclinicas es simi-
lar

Para los casos en donde la condicién inicial se encuentre sobre la trayectoria
heteroclinica que conecta F3 con F; o F, con Fj, se observan comportamientos
similares al caso mencionado en lineas anteriores para las especie denotadas por z,
y z3. Es decir, estas especies se extinguirdn al aproximarse su respectivo tamano
poblacional a F3 o Fj3, dependiendo de la situacién que se trate.

Mientras que el comportamiento asintético de las trayectorias de (3.24) con
condicién inicial (29, 23, 3) como dijimos antes, significa que, a la larga, el tamafio

poblacional de las tres especies tiende a ser periédica como funcién del tiempo.

En conclusién, la competencia entre un mutualista y uno que no lo es, tiene
mas efectos, diferentes entre ellos, que un mutualista y un depredador. En este



3.3. SISTEMAS COMPETENCIA-MUTUALISMO 115

X2 X,

0,0)

Figura 3.5: Con linea punteada se muestra el ciclo heteroclinico F, - F3 —+ F», — F;. Con
linea continua se ilustra una trayectoria del sistema (3.24) que tiende al ciclo Fy — F3 —
Fg — Fj ) I

modelo, se ha mostrado que un equilibrio en la regién factible es posible para dos
mutualistas y un competidor. Sin embargo, la introduccién de éste, no conlleva
a una establizacién del sistema, como en el caso de la depredacién. Es decir, la
competencia reduce la regién de pardmetros donde se logra la coexistencia. Por
ello, bajo las suposiciones, se sugiere como uno de los efectos que provoca la com-
petencia en las relaciones mutualistas, esta la tendencia a desestabilizarlo.

Sin lugar a dudas, con los modelos estudiados en este capitulo, si bien se lo-
gra dar pautas para entender como es que se afectan las relaciones mutualistas al
incluir una tercera especie, no se logra examinar completamente sus dindmicas glo-
bales. Por ello y por la faltan de datos experimentales, sélo nos podemos dar una
idea de c6mo es que se limitan los costos y beneficios para cada una de las especies
involucradas. Esta es, justamente, la que proporciona la consideracién de inter-
acciones complejas, a decir, depredacién-mutualismo y competencia-mutualismo.
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Ambas, en términos de los resultados netos obtenidos, podemos decir que resultan
beneficiosas y perjuiciosas, respectivamente, para un relacién mutualista.

Asi, el papel que desempefie cada una de las especies, serd determinante en
el tipo de beneficio o costo que se obtenga. Sin embargo, atin falta por explorar
cuales son los benecificios y costos al considerar tres especies mutualistas. Algunos
de estos ya han sido estudiados de manera muy general en los resultados propues-
tos por Goh (véase [28]) en el Capitulo 2. Algunas de las consecuencias de éstos,
serdn listadas en el siguiente y tltimo capitulo que, ademds de incluirlas, se pre-
sentaran las conclusiones de este trabajo, asi como los posibles caminos s través
de los cuales se podria continuar el estudio de las relaciones mutuamente benéficas.



Capitulo 4

Conclusiones

A lo largo de este trabajo hemos estudiado la dindmica asociada a modelos que
describen las interacciones mutuamente benéficas. Estas poseen propiedades parti-
cularmente interesantes desde el punto de vista de la modelacién matemaética. Esto
se debe a que el planteamiento de los modelos que las describen, presenta diversas
suposiciones que los hacen apegarse de manera distinta a la variada fenomenologia
del mutualismo. Aunque todos ellos describen el intercambio de efectos positivos,
unos cuantos incorporan suposiciones que van més alld de la simple consideracién
de éstos. Pero jcudl es la mejor forma de explorar la dindmica bésica de este tipo
de relaciones?

Ante esta pregunta, se ha sugerido que la mejor manera de estudiar a las rela-
ciones mutualistas no es el considerar modelos que las engloben todas, sino todo
lo contrario (véase [79]), es decir, proponer modelos que, basados en premisas “ra-
zonables” capturen las caracteristicas cualitativas de cada tipo. Es asi que en este
trabajo, se opté por la clasificacion mas comin de esta clase de asociaciones, la
de mutualismos facultativos y mutualismos obligados. Con ella, se observé un des-
arrollo significativo de los modelos matematicos.

Desde el primer modelo matemadtico expuesto en este trabajo (May [59]), se
observa una preocupacién por ver cémo es que cambian los tamanos poblacionales
de las especies involucradas en este tipo de relaciones en periodos largos. A pesar
de que en este modelo, basado en las ecuaciones de Lokta-Voterra, no se logra
representar correctamente como es que las especies interactian, si se logra captar
la esencia basica de la interaccién. Esta es, la de la disminucién de las muertes
e incremento de nacimientos en ambas especies. Una de éstas se ve beneficiada a

117
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tal grado que se observa un crecimiento ilimitado, al considerar una tasa de creci-
miento constante. Las deficiencias observadas en los modelos tipo Lotka-Volterra
para mutualismo, pueden ser superadas al incorporar dentro de un conjunto de
suposiciones, unas que regulen los recursos para cada poblacién (Vandeermeer y
Boucher [73]).

Al incorporar dichas consideraciones, si bien se logra controlar el crecimiento
desmedido, no se garantiza uno controlado. De hecho, dado que el modelo propues-
to por Vandeermeer y Boucher (véase [73]), muestra ser altamente dependiente de
una relacién fuerte entre mutualistas, el desarrollo de su crecimiento poblacional en
periodos de tiempo largo podra ser un ilimitado o limitado. Es decir, si la tasa de
beneficios mutuos entre las especies involucradas es mayor que uno, el crecimien-
to del tamano poblacional de ambas especies, serd ilimitado. En caso contrario,
se observard uno limitado. Dicho lo anterior y dada la interaccién de mutualismo
obligado que presentan las especies, se estudiaron modelos que representan avances
significativos para este modelo. Los que resaltan por sus propiedades de estabilidad
global son: el propuesto por Sober6én y Martinez del Rio (véase [67]) y el propuesto
por Dean (véase [17]). Ambos modelos proporcionan dindmicas sumamente pare-
cidas. Por tal razén, su estudio es importante.

Estos modelos de mutualismo obligado provienen de suposiciones diferentes
y, por tanto, contienen sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias un cuan-
to distintas. Por lo que uno pensaria que las dindmicas que proporcionan no son
parecidas. Sin embargo, en nuestro estudio se observd que, a pesar de esto, sus
dindmicas no distan mucho de una equivalencia. Es decir, en ambos se presenta-
ron comportamientos muy semejantes. Entre los que destaca la aparicién de dos
equilibrios a partir de uno en la regién factible de estudio. Este comportamiento se
conoce en la literatura como una bifurcacién silla-nodo. Cabe resaltar que dentro
de las suposiciones que los hacen distintos son: la dependencia o no de la densi-
dad de las especies involucradas. Esto es, en la formulacién del modelo debido a
Dean (véase [17]), se tomaron en cuenta factores que correlacionan directamente la
densidad poblacional de las especies con su crecimiento. Caso contrario ocurrié pa-
ra el modelo que Soberén y Martinez del Rio proponen (véase [67]), en donde se
opt6 por consideraciones de independencia de la densidad.

La aplicabilidad de estos modelos a los sistemas de polinizacién es la ideal. Pues
al poseer una dinamica rica, de éstos se pueden desprender conclusiones ecolégicas
importantes con respecto a las especies y su grado de especializaciéon. La inde-
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pendencia de una respecto a la otra estard dada cuando la poblacién de la planta
presente una tasa de reproduccién alta y una de recompensa baja. Por consiguiente,
si estas tasas son bajas y altas, respectivamente, determinardn una especie vegetal
especializada. Mds aun, si la capacidad de carga para la especie polinizadora es
considerablemente mayor a las tasas de reproduccién y de recompensa relativa,
ésta incrementara el nimero de especies vegetales con las que pueda sostener una
relacién mutualista. A este tipo de polinizadores se les considera no especializados.
Contrariamente, si poseen capacidades menores en comparacién al caso anterior,
resulta que se infiere una asociacién altamente coevolucionada (especializada), con
una o varias especies (Wells [76]).

Los modelos de Soberén y Martinez del Rio [67] y Dean [17], como modifica-
ciones del propuesto por Lotka y Volterra, sugieren que el mutualismo deber ser
estabilizado por factores externos. Esto se logra, ya sea con la introduccién de
una tercera especie, incorporando recursos limitados o inhibidores. Para el caso del
modelo de Dean (véase [17]), la estabilidad es alcanzada porque al considerar de
capacidades de carga dependientes de la densidad poblacional. Por lo tanto, se in-
fiere que las poblaciones necesariamente requerirdn de cierto nivel poblacional para
que los beneficios de la interaccién se hagan presentes. En caso contrario, no se re-
cibirdn éstos y por consiguiente, una extincién de las especies involucradas ocurrira.

Cabe resaltar que dependiendo de la regién de pardmetros, el modelo propuesto
por Dean (véase [17]) describird a una asociacién del tipo facultativo. Este tipo
de modelos, como se vio en el Capitulo 2, poseen comportamientos méas estables
que los obligados. Tal caracteristica es debida a que los individuos de cada especie
logran sobrevivir y reproducirse sin la necesidad de relacionarse permanentemente
en una interaccién como la facultativa. Por tal motivo, los modelos que se enfocan a
éstas, incorporan ciertas suposiciones, asi como artificios matematicos para poder
describirlos. Con el fin de agrupar resultados, se tomaron modelos representati-
vos de cada uno de los tipos de densidad independiente, alta densidad mutualista
y baja densidad mutualista (véase [80]). En ella se hace énfasis en el tipo de re-
lacién que existe entre la tasa per capita de beneficios del mutualista y su densidad.

Para los modelos de los tipos de densidad independiente y alta densidad mu-
tualista, su estabilidad dependera de sus magnitudes relativas de la autoregulacién
dependiente de la densidad que posean y de sus tasas de beneficios mutuos. Es
decir, para la existencia de un equilibrio globalmente estable en la regi6n factible,
necesariamente las tasas de beneficios mutuos, asi como los factores autoregulato-
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rios dependientes de la densidad deberan estar por debajo de cierta cota, la cual,
a su vez, dependerd del modelo que se trate. Con ello, se asegura que los tamafios
poblacionales no aumenten ilimitadamente.

La baja densidad mutualista, en la que la tasa per capita de beneficios para un
mutualista se disminuye al aumentar la densidad de éste, puede prensentarse en
los modelos que describen solamente una relacién mutuamente benéfica facultati-
va. Esto es, cuando los factores dependientes de la densidad no son sobrepasados
o cuando la contraparte mutualista presenta un efecto perjudicial en altos niveles
poblacionales. En cuanto a estabilidad se refiere, en este tipo de modelos y usando
los resultados de los trabajos de Goh (véase [28]), la estabilidad local del punto
factible cambia a estabilidad global. Hecho que dependera de que se logren satisfa-
cer todas las condiciones establecidas de antemano en cada uno de estos resultados
que se deseen aplicar.

Un resultado importante de los trabajos de Goh (véase [28]) es la posibilidad
de que existan regiones de pardmetros, comparativamente menores a los que pu-
dieran aparecer en modelos del tipo de Lotka-Volterra para compentencia o presa-
depredador con el mismo nimero de especies que conduzcan a una estabilidad
global. Esto apoya la idea de algunos ecélogos quienes sostienen que las relaciones
mutualistas, asi como las comensalistas, son relativamente menos comunes en la
naturaleza como lo pudieran se las competitivas o las del tipo presa-depredador.
Sin embargo, existe una inconsistencia seria entre lo que pasa en la naturaleza y
lo que se muestra en estos resultados mateméticos. Uno de ellos es el hecho de que
los ec6logos de campo no han logrado medir la frecuencia en que ocurren cada una
de las interacciones en la naturaleza.

Sin lugar a dudas, a lo largo de cada uno de los resultados expuestos, se pro-
porciona una cierta inclinacién a cudles son los factores relevantes en una relacién
interespecifica del tipo mutualista y con ellos, se dan nociones de cémo es que
evolucionan en tiempos grandes este tipo de asociaciones. Sin embargo, estos re-
sultados se basan solamente en una interaccién entre dos especies, lo que conlleva
a que se descarten cadenas tréficas complejas. Por tal razén, en el Capitulo 3, se
presentaron modelos que las consideran. Todos ellos se apoyan en premisas, dentro
de las cuales destaca: el tipo de beneficio que obtendran las especies. Es asi que se
adopta un papel especifico para el mutualista en la cadena tréfica de que se trate.
Para el caso de la depredacién, se opt6 por una, a saber: un mutualista que disuade
la depredacién de una presa. Para especies en competencia, se eligié una donde el
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mutualista inhibe el efecto del competidor. En ambas situaciones, se observaron
comportamientos cualitativamente distintos.

Los comportamientos dindmicos que se desprenden de los modelos que descri-
ben los sistemas depredacién-mutualismo, son un tanto interesantes. Debido a que
la incorporacién de una tercera especie mutualista, bajo las condiciones descritas
en lineas anteriores, provoca una estabilizacién de este tipo de interaccidn, es de-
cir, dependiendo de la regién pardmetros, el depredador y la presa, en ausencia
del mutualista, coexisten. Igualmente, se observa en el caso de que el depredador
no esté presente, el mutualista y la presa coexisten. Sin embargo, esto no es lo
inico que sucede en este tipo de asociaciones. Tal hecho, lo constata el trabajo
elaborado por Jang [43], en él se presenta un modelo para un sistema herbivoro-
planta-polinizador. Este se basa, en la relacién que existe entre estas especies y en
los perjuicios que provoca el herbivoro a la planta que, a su vez, pueden rebajar las
propiedades llamativas de ésta y con ello, las visitas de realiza la especie poliniza-
dora se disminuyen. Contrariamente a lo que se infiere de este tipo de asociacion,
las especies coexisten, en una cierta regién de parametros. Lo que se traduce no
solamente en una reproduccién exitosa de la planta, sino también de las demas
especies involucradas.

Para el caso de los modelos de competencia-mutualismo, (véanse (3] y [36]),
el resultados que se obtiene es que las especies coexisten, para una regién de
parametros comparativamente menor que en el caso de los modelos de depreda-
cién-mutualismo. Es decir, la competencia reduce la regién de parametros donde
se logra la coexistencia. Con ello, se sugiere como uno de los efectos que provoca
la competencia en las relaciones mutualistas, es la tendencia a desestabilizarlo,
contrariamente a lo que sucede en los sistemas depredacién-mutualismo, en donde
la incorporacién de la depredacién en este tipo de asociaciones, causa un efecto
estabilizador.

Sin lugar a dudas, con los modelos propuestos por Addicott, Freedman (véase
[3]), Heithaus (véase [36]) y Jang (véase [43]), si bien se logra dar pautas para
entender como es que se afectan las relaciones mutualistas al incluir una tercera
especie, no se logra examinar completamente sus dindmicas globales. Por ello y
por la faltan de datos experimentales, s6lo nos podemos dar una idea de como es
que se limitan los costos y beneficios para cada una de las especies involucradas en
este tipo de interacciones. Esta es, justamente, la que proporciona la consideracién
de cadenas tréficas complejas, a decir, depredacién-mutualismo y competencia-
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mutualismo. Ambas, en términos de los resultados netos obtenidos, podemos decir
que resultan beneficiosas y perjudiciales, respectivamente, para un relacién mutua-
lista.

Asi, el papel que desempeiie cada una de las especies, serd determinate en el tipo
de beneficio o costo que se obtenga. Sin embargo, aiin falta por explorar cuiles son
los benecificios y costos al considerar tres especies mutualistas. Algunos de estos ya
han sido estudiados de manera muy general en los resultados propuestos por Goh
(véase [28]) en el Capitulo 2. Por lo que podemos esperar dindmicas poco comple-
jas. Ademas, considerando a la coexistencia entre especies como la caracteristica
fundamental que se busca, podemos decir que, apoyidndonos en los resultados obte-
nidos para dos especies, la region de pardmetros donde se logre aquélla, no serd més
grande que la mostrada en los sistemas depredacién-mutualismo.

En el desarrollo de este trabajo, presentamos solamente un camino por el cual
se ha continuado el estudio de las interacciones mutuamente benéficas. Una de las
premisas que nos condujo a introducir ecuaciones diferenciales ordinarias como mo-
delos para estudiar las interacciones mutualistas fue que el habitat es homogéneo.
Desde el punto de vista de la modelacién matemadtica, seria importante considerar
el hecho de que el lugar donde viven las especies es no homogéneo. Asi, la incor-
poracién de la componente espacial puede hacerse de varias formas; una, quizas la
clasica, es la de tomar modelos que incluyan difusién. El planteamiento de éstos se
hara en términos de las ecuaciones de reaccién-difusién.

Como se puede observar, existen varios caminos por dénde seguir lineas nuevas
de investigacién que nos ayuden a entender los beneficios y perjuicios que reciben
las especies en una interaccién del tipo mutualista.



Apéndice A

La existencia de los equilibrios FEs,
B3, Eyy Es

A continuacién presentamos la deducién de los equilibrios Es, Ej, Ey y Es ala
que se hace referencia en la seccién 3.2.1.

Para tener un sistema viable del tipo depredador-presa en ausencia de la especie
mutualista u, debemos tener que s/c € R(p(u,z)), en particular, basta con que
s/c € R(p(0,z)). Aqui R denota el rango de la funcién p(0, z). Supongamos que
existe £ tal que p(0, %) = s/c, entonces £ < K(0), en tal caso obtendremos que un
segundo equilibro E; = (0, £, §) existe con

at g(0,%)
»(0,%)

En caso de no existir depredacién, E3 = (L(0),0,0) es siempre un equilibrio.

Para que exista un cuarto equilibrio con segunda coordenada positiva, en particu-

lar, las funciones h(u,z) = g(u,z) = 0 deberén intersecarse en el primer cuadrante
del plano uz. Esto es equivalente a tener que la gréfica de las funciones!

u = L(z)
z = K(u)

§= > 0.

se intersequen para valores positivos de u y z. Por (H2), la funcién u = L(z)
es mondtonamente creciente que pasa por (L(0),0). La funcién £ = K(u), cuya
gréafica pasa por (0, k(0)), puede decrecer o aumentar. Si 8—%:—”—1 < 0, entonces la
funcién en cuestién es monétona creciente (véase figura (A.1)),

'Propiamente para poder graficar la funcién u = L(z), se toma su inversa.
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Figura A.l: Ezistencia de E; cuando %g(u,z} < 0.

por consiguiente, ambas gréficas se intersecardn dinicamente en el punto (%, %), a
menos de que el costo para la presa, a pesar del mutualismo, sea demasiado grande
como para llevarla a la extincién u = L71(0) (se excluye este caso, dado que u
representaria un depredador con capacidades depredativas muy altas en vez de un
mutualista). En el caso de que 99—5,%’1 > 0, entonces por (G3), limy_, K(u) = K.
En ese caso, existirdn uno o mas puntos de interseccién. En cualquier caso, bajo las
suposiciones anteriores solamente existird un equilibrio de la forma E4 = (&, Z,0).
Véanse las figuras (A.2) y (A.3).

Figura A.2: Ernistencia de E4 cuando %g{u,z) > 0.
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Figura A.3: Eristencia de E4 cuando B%g(u,z) <0.

La existencia de un equilibrio en la regién de interés, quedara determinada por
las soluciones para u y = de

h(u,z) = —s + ¢ p(u,z) =0,

esto ocurre si y solamente si u = L(z). Por otro lado, la curva de nivel determinada
por p(u,z) = s/c deberé ser creciente en el plano uz y a su vez, pasa por (0,z),
condicién establecida de antemano en (P1). Dependiendo de los pardmetros que
las caracterizan, ambas graficas podran o no intersecarse, véanse la figura (A.4) y
(A.5). Para que se intersequen, se supondra que

(I1) la gréfica de la funcién u = L(z) y la curva de nivel p(u, ) = s/c se intersecan
en al menos un punto de la forma u = u*, z = z* > 0.

En tal caso, se define y* como
. oz’ g(u,z*)
e Y Al
o) el

Ademas, y* necesariamente tendra que ser positiva. Para ello, se requiere suponer
que

(I2) z* < K(u*).

Asi, al equilibrio con estas caracteristicas, se le denotard como E5 = (z*,y*, 2*).
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p(u,x)=s/c

Figura A.4: Ezistencia de Ej

p(u,x)=s/c

Figura A.5: La no ezistencia de Es.



Apéndice B
La existencia del equilibrio E7

A continuacién presentamos la deducién del equilibrio E7 al que se refiere en
la seccién 3.3.1.

De la primera ecuacién sistema algebraico (3.21), se satisface si y solamente si
u = L(z,), cosa que ocurre por la condicién (H2). Por tanto, al hacer la sustitucién
u = L(z;) en las tltimas igualdades del sistema (3.21), éste se reduce a

Il

a1 (Liz),21,22)
¢2(Z1, 22). (B.1)

)1 (L(-‘El): 31)

g2(x2)

Para cuando existe al menos una solucién del sistema (B.1), considérese la curva
I', dada por el conjunto de soluciones de

92(72) = qa(21,22)

en el primer cuadrante. Claramente el punto (0, K,) se encuentra en I'. Ademas,
dado que

0zy _ 0g2 (dgz 3@2)<0

azlﬂé‘x; E_a_xg

I" es una funcién decreciente en el plano z;z,. Por lo que, I' puede ser de dos tipos:
(a) 'y, una funcién decreciente de (0, K3) a (,0), o
(b) T, una funcién decreciente que pasa por (0, K5).
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Ahora, considérense a A, dada por las soluciones de

N (L(I1),$1) =q (L(fl)-l'hffz)

en el primer cuadrante. Debido a que puede o no existir un valor z; > 0 tal que
(z,,0) € A. Por tal razén, se define respectivamente, para cada caso, a las curvas
Ay A,

Al considerar A; = A, se observan los siguientes casos posibles:
(a) I' =T}, z; < #;. Ambas funciones I' y A se pueden o no intersecar, véanse las

figuras (B.1) y (B.2). Una condicién suficiente para que ocurra es que exista
un punto (z1,2) en A, tal que z2 > K3, o equivalentemente, i—”f >0en A;.

X,

K,

0 X, X, X,

Figura B.1: Caso en donde ambas curvas, T =T y A = A, con g—:f > 0, se intersecan.

(b) ['=Ty, z; > Z. Si $ < 0en Ay, las dos funciones I' y A podrén o no inter-
secarse, véanse las figuras (B.3) y (B.4) para mayor referencia. Una condicién
suficiente para que ocurra es que exista un punto de la forma (0, Z;) tal que
Ty < K.

(¢) T'=T9, z; > 0. Una vez més las funciones I' y A se pueden o no intersecar,
véanse las figuras (B.5) y (B.6) para més detalles.

Ahora, considérese A, = A, en cuyo caso, se necesitard suponer

lim g (u, 21, 72) = 00,
Iz2—+00
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r '\ r

Figura B.2: (a) Caso en donde ambas curvas, ' =T y A = A, con gff < 0, se intersecan.
(b) Caso en donde ambas curvas, I =T, y A = A; con :—zf < 0, no se intersecan.

X,

K

0 il J_<1xl

Figura B.3: Caso en donde ambas curvas, T =T, y A = A congzy, > %1 y 5%} < 0, se
intersecan.

Para z; fija y haciendo
f(i'?z) =q (L(xl)'-'ﬁl:-’ﬂz) -0 (L(I1),Tl),

notamos que f(0) = —g (L(x;),rl) < 0y limg, 00 f(z2) = +o00. Es decir, Ay
estd bien definida. Por lo que tiene sentido analizar los siguientes casos:

(a) I' =T, 22(0) < K». Las curvas A, y Iy se intersecan, véanse las figuras (B.7)
y (B.8) para mayor referencia

(b) I' = I'y. Las funciones A, y I'; podrén o no intersecase, véanse las figuras (B.9)
y (B.10).



130 B. LA EXISTENCIA DEL EQUILIBRIO E;

o
Rl
S
e
o
i
I
»

Figura B.4: (a) Caso en donde las grificas de ambas, T =T, y A = Ay conz), > Z ¥ %ﬁf <0,
no se intersecan. (b) Caso en donde las grificas de ambas, ' =T, y A = A, conz; >3, y
g—if > 0, no se intersecan.

X, X,
K, K, A
r r
/A_
0 X, x, 0 X, X,

Figura B.5: (a) Caso en donde las grdficas de ambas, T =T} y A = A, con g—:f <0, no
se intersecan. (b) Caso en donde las grificas de ambas, ' =T, y A = Ay con :—2 > 0, se
intersecan.

Nétese que todas las intersecciones no son necesariamente tnicas, por lo que
si las grificas de las funciones A y T, se intersecan en (z},z3), entonces F; =

(L(a:;),x;,:c;) es un equilibrio.
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0 X X 0 P9 X,

=4

Figura B.6: (a) Caso en donde las grdficas de ambas, T =T, y A = A; con gﬁ < 0, se
intersecan. (b) Caso en donde las grdficas de ambas, ' =T}, y A = A; con f’;ﬁ < 0, no se
intersecan.

x|

5 A A
e

X

Figura B.T: Caso en donde las grdficas de ambas, T =T} y A = Ay con z2(0) > K>, no se
intersecan

X, X

Figura B.8: (a) Caso en donde las grdficas de ambas, T = 'y y A = A con 22(0) > K,
se intersecan. (b) Caso en donde las grdficas de ambas, T = 'y y A = A, con 12(0) < K», se
intersecan.
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b X3

K.} K,

Figura B.9: (a) Caso en donde las grdificas de ambas, I =Ty y A = Ay con z2(0) > K3, no
se intersecan. (b) Caso en donde las grdficas de ambas, I' = I'2 y A = Ay con z2(0) > Ko, se
intersecan.

X, X,

r
r M

0 X 0 X,

Figura B.10: (a) Caso en donde las grdficas de ambas, T = T3 y A = A, con 22(0) > K3, no
se intersecan. (b) Caso en donde las grdficas de ambas, I' = Ta y A = Ay con z22(0) < K, se
intersecan.



Apéndice C
Método de Lyapunov

Un concepto de fundamental importancia en la teoria cualitativa de los sistemas
de ecuaciones difenciales ordinarias, es el concepto de estabilidad de las soluciones.
Una forma de estudiar la estabilidad de las soluciones, es hacerlo directamente
después de haberlas obtenido. Pero como sabemos, dicha tarea suele ser bastante
complicada. Por ello, se han buscado formas alternas para hacer este estudio sin
la necesidad de obtener las soluciones. Actualemente se cuenta con un método de
este tipo, el cual permite estudiar la estabilidad de las soluciones de los sistemas de
ecuaciones diferenciales a través de las propiedades de una cierta funcién, llamada
Juncion de Lyapunov, en honor del matematico ruso Mijail Aleksandrov Lyapunov,
quien descubrié el también llamado Método de Lyapunov.

A continuacién, se enunciaran y demostraran los teoremas sobre estabilidad en
el sentido de Lyapunov.
C.1. Teoremas de estabilidad de Lyapunov
Sea W un conjunto abierto de R". Consideremos el sistema dindmico
7' = f(z) (C.1)

donde
f:UCR* —R"* feC!.

Teorema C.1.1 Seai € W un equilibrio para (C.1) y seaV : U — R una funcién
continua definida en la vecindad U C W de z, diferenciales en U — T, tal que
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(a) V() =0y V(z) >0 siz #Z;
(b) V<0enU - .

Entonces T es estable. Ademds, si
(c) V<0enlU -3,

entonces T es asintdticamente estable.

Una funcién que satisface con (a) y (b), es llamada funcion de Lyapunov para
#. Si a su vez, cumple con (c), es llamada “V una funcion estricta de Lyapunov”.

Demostracién. Sea § > 0 lo suficientemente pequefia para que la bola cerrada
B; alrededor de Z con radio é permanezca completamente en U. Sea a el minimo
valor de V en la frontera de B;(%), esto es, en la esfera S;5(Z) de radio d y centro en
z. Entonces a > 0 por (a). Sea Uy = {z € Bs(Z) | |V (z) < a}. Entonces ninguna
solucién que empieza en U; podra encontrarse en S5(Z), ya que V es no creciente en
la solucién de curvas. Por tanto, toda solucién que empieza en U;, nunca abandona
Bj(Z). Esto prueba que Z es estable. Ahora supongamos que (c) se cumple, por lo
que v es estrictamente decreciente sobre érbitas en U — #. Sea z(t) una solucién
que empieza en U; — I y supdéngase que z(t,) — 2o € B;(Z) para alguna sucesién
t, — oo; dicha sucesién existe por compacticidad de B;(Z). Afirmamos que z, = 7.
Para probarlo, obsérvese que V(z(t)) > V(z) para toda t > 0, ya que V(z(t)) es
decreciente y por continuidad de V, V(z(t,)) = V(20). Si 2 # Z, sea z(t) la
solucién que empieza en zp. Para cualquier s > 0, tenemos V(z(s)) < V(z).
Por tanto, para cualquier solucién y(s) que empieza suficientemente cerca de z,
tenemos
V(y(s)) < V(z);

haciendo y(0) = z(t,), para n suficientemente grande, tenemos la contradiccion
V(z(ta + s)) < V(20).

Por consiguiente, zp = Z. Esto prueba que Z es el tinico punto limite del conjunto
{z(t) | t > 0}. Esto completa la demostracién del teorema de Lyapunov. |}

Teorema C.1.2 Sea £ € W un equilibrio del sistema dindmico (C.1) y sea V :
U — R una funcion de Lyapunov para T, U es una vecindad de . Sea P C U
una vecindad de I, la cual es cerrada en W. Supéngase que P es positivamente
invariante, y que no existe una orbita entera en P — I, en la cual, V es constante.
Entonces & es asintéticamente estable y P C B(%).
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Demostracién. Imaginese una trayectoria z(t),0 < t < oo, en un conjunto posi-
tivamente invariante P. Supdéngase que z(t) no tiende a Z cuando ¢t — oco. Entonces,
deberia existir un punto a # & en P y la sucesién t, — co, tal que

rlh_’n‘:‘);r:(t,,] =a.

Si @ = V(a), entonces a es el supremo de {V(z(t) |t > 0}; esto se sigue de la
continuidad de V y del hecho de que V decrece entre trayectorias.

Sea L el conjunto de todos los puntos a en W tal que
L = {a € W | existe t, — oo con z(t,) — a},

donde z(t) es la trayectoria descrita en lineas anteriores. Dado que todo punto de
L es punto limite en P, que a su vez es cerrado en W. Por lo que se concluye que
L C P. Ademds, si a € L, entonces la érbita entera de a estd en L, es decir, ¢;(a)
se define en L para toda ¢t € R y es definidad asi debido a que P es positivamente
invariant. Por otro lado, cada punto ¢(z(t,)) est definido para todo t € [—t,, 0].
Dado que —t, = —00, ¢:(a) estd definida para toda t < 0.

Para probar que ¢;(a) € L, para algiin s en particular, nétese que si z(t,) — a,
entonces z(t, + s) — ¢¢(a). Por tanto, V(a) = a para toda a € L. Lo que conduce
a que V es constante en una érbita entera de P, lo cual no es posible. Por lo que,
Ii t)=1%
o e =2

para toda trayectoria en P. Por tanto & es asintéticamente estable y P C B(Z).
Esto completa la demostracién del teorema. |}
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