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Resumen

En el presente trabajo se estudia el proceso de solidificacion del galio, en
una cavidad sujeta a fuerzas centrifugas, en dos dimensiones, tomando en
cuenta unicamente la fuerza centrifuga, esto es porque la fuerza de flotacion
debida a la gravedad, cuando se presenta la conveccién, es 130 veces menor
que la debida a la fuerza centrifuga.

La solidificacion se lleva acabo en una cavidad de relacion de aspecto 1/3
(H/L), lo cual representa una cavidad esbelta. Se analizan tres casos.

El primer caso es una comparacién de los resultados obtenidos numérica-
mente con una solucién analitica, en esta solucion no se presenta conveccion,
por lo que en la solucion numérica no se considera ninguna fuerza de cuerpo
Ra = 0. La solucién analitica es para un medio seminfinito y en la solucién
numérica los resultados son para un medio finito, por lo que se llega a un
tiempo de 3.75 segundos en el cual las dos soluciones dejan de coincidir, es-
to es por la distribucion de temperaturas en el medio liquido, la condicion
de frontera en todo momento para la solucién analitica cuando z — oo es
dT'/0z = 0, mientras que para la solucion numeérica existe un tiempo en el
cual z — L es 8T/dx > 0, para el intervalo de tiempo en donde las dos
condiciones coinciden, se obtuvieron resultados satisfactorios.

El segundo caso es cuando se tiene solidificacion sin conveccién natural,
pero en este caso ya existe una fuerza de cuerpo Ra =3.26x 10, este segundo
caso es para verificar que con fuerzas de cuerpo se siguen obteniendo resulta-
dos satisfactorios, en el caso de solidificacién con difusién. El Ra. es funcién
de la relacion de aspecto y va disminuyendo conforme se va solidificando el
material, para este segundo caso el Ra siempre se mantiene por debajo del
critico.

El tercer caso es cuando se presenta la conveccion natural y a la vez se
tienen solidificaciéon. En este caso se tiene un Ra = 1 x 108, con lo cual



Resumen

se garantiza que se va a tener movimiento de conveccion natural, ya que el
Ra. =5.2 x10*. Cuando se presenta la conveccién natural, se observa que se
forma un patron de flujo de seis celdas simétrico, el cual es debido a la fuerza
centrifuga, la cual tiene dos componentes, para una cavidad con la misma
relacion de aspecto y con conveccion natural, en presencia de la gravedad
inicamente, la configuracién del patrén de flujo es de una sola celda (celdas
de Bénard).

En este tercer caso se aprecio, que cuando se inicié la conveccion natu-
ral incremento la transferencia de calor, de la pared caliente hacia el fluido,
viéndose disminuida al formarse el patréon de flujo de seis celdas. Este pa-
tron flujo de seis celdas parece ser satisfactorio ya que por una parte podria
mantener atrapada la escoria lejos de la interfase, mientras que cerca de la
interfase esta el constante movimiento el cual aporta material a la interfase.



Capitulo 1

Introduccion

1.1. Motivacion

Los monocristales son utilizados principalmente en los circuitos electrénicos,
por las propiedades eléctricas de éstos, la calidad de los monocristales debe
ser excepcional para un mejor rendimiento.

El estudio del comportamiento de la solidificacién bajo ciertas condiciones
nos permite conocer qué factores intervienen en mayor peso para la formacion
de defectos en la solidificacion, como la contaminacion de todo el material
por escoria, ademés del efecto de las corrientes dentro del material para el
correcto acomodo de los atomos y asi contar con un mono cristal de buena
calidad.

El estudio de estas corrientes se puede extrapolar a otro tipo de problemas
que también tengan que ver con la solidificacién , o bien, con las corrientes
originadas por las fuerzas a las que estd sujeto el sistema a estudiar, como
lo son la fuerza centrifuga y la fuerza de Coriolis. Por ejemplo, las corrientes
de aire (las cuales originan lluvias, tormentas, tornados, etc.), las corrientes
maritimas, el movimiento de las placas tecténicas, el movimiento de las con-
stelaciones, la solidificacion de la lava, ete.

Por otra parte la implementacion de herramientas potentes como lo son
las computadoras para realizar la solucién de estos fenémenos de manera
numérica, resulta una gran ventaja puesto que en las soluciones analiticas,
por la complejidad de las ecuaciones, es indispensable hacer simplificaciones
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en la mayoria de los casos para obtener una solucion, las soluciones numéri-
cas requieren de ecuaciones pero se resuelven con métodos numéricos los
cuales nos dan una aproximacion de la solucién del problema. Particular-
mente en transferencia de calor existen ecuaciones con derivadas parciales,
lo que dificulta su solucién analitica, por lo que los métodos numéricos son
una herramienta deseable para obtener las soluciones a estos problemas.

Existe pocos estudios realizados de conveccién con cambio de fase, ya
sea solidificacién o licuefaccién, para toda la diversidad de problemas que
se podrian plantear. Es muy interesante este tipo de fendmenos puesto que
se tiene una longitud caracteristica de la cavidad variable por el cambio de
fase, cuando existe licuefaccién la cavidad al principio tiene una longitud
caracteristica pequefia, que muy probablemente no permita la conveccién
natural, el Rayleigh es pequefio, pero conforme pasa el tiempo la cavidad se
va haciendo més grande, y por lo tanto la longitud caracteristica, hasta que
sea considerablemente grande para que se produzca la conveccion natural. En
el caso de solidificacion, al principio todo el material dentro de la cavidad se
encuentra a una temperatura uniforme y conforme transcurre el tiempo, va
adquiriendo un gradiente de temperaturas, y dependiendo de las condiciones,
puede presentar conveccion, pero al transcurrir del tiempo la cavidad se va
haciendo més pequena y tal vez se pueda frenar la conveccion.

En ambos casos, tanto de licuefaccion como la solidificacion, se puede
presentar un fenémeno interesante, el cual consiste en la igualdad de los
flujos de calor. El movimiento de la interfase est4 modelado a partir de los
flujos de calor que entran y salen de estd, en el caso de la solidificacién sale
maés calor de la interfase del que estd entrando, para la licuefaccién entra mas
calor que el que sale, por lo que, si los flujos de calor que actian en la interfase
son iguales, esto indicaria que la interfase se encuentra en equilibrio, lo cual
no es lo que se quiere, puesto que se pretende estudiar la interaccion del
movimiento de la interfase con los patrones de flujo. Para el caso de difusién
es facil de determinar el punto de equilibrio de la interfase, cuando se tiene
conveccién es dificil predecir la posicion, ademas de que la interfase puede
sufrir deformaciones por el transporte de energia.

1.2. Antecedentes

Desde hace mucho tiempo el hombre ha tratado de explicar la composicion
de la materia, hubieron muchas conjeturas, hasta que se comprendié que
la materia estaba hecha de pequefias estructuras que se les llamo dtomos.
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Estos atomos estan a su vez constituidos por otros componentes: electrones,
protones y neutrones.

Se llegaron a estudiar las relaciones entre los atomos y el por qué la ma-
teria podia estar en estado sélido, liquido o gaseoso, y a su vez por qué la
materia en estado sélido podia tener varias propiedades, y asi surgié el es-
tudio de los enlaces los cuales pueden ser idnicos, covalentes, metdlicos, de
Hidrogeno o enlace de Van der Walls

Durante el experimento de DAVISSON-GERMER del caracter ondulato-
rio de las particulas (1927), el cual consistia en reflejar un haz de rayo ldser
en un trozo de niquel pulido, ocurrié un accidente por el cual se oxidé el trozo
de niquel que actuaba como blanco. Luego de remover el oxido, los resultados
experimentales cambiaron rotundamente.

Dedujeron que la estructura policristalina original del niquel habia cam-
biado por efectos del calentamiento, debido al cual, el trozo de niquel se
convirtié en un gran monocristal.

Un cristal se compone de dtomos dispuestos en un modelo que se repite
periddicamente en las tres dimensiones. !

Se empezaron a estudiar las propiedades de este tipo de arreglo y fue
cuando se encontré que el cristal de un material semiconductor es la materia
prima para la creacion de dispositivos electronicos y fotoeléctricos. Estas
aplicaciones necesitan cristales con propiedades bien definidas y una alta
pureza del material.

Los defectos que puede tener un cristal son: defectos puntuales (vacantes
e intersticios) que son un mal acomodo de los d4tomos, lo cual se podria inter-
pretar como una. desviacion de la estructura periddica del cristal, impurezas,
defectos lineales (dislocaciones), defectos superficiales (paredes del cristal) y
defectos espaciales. En el material el tipo de defectos que se puede tener es
la contaminacion del material por impurezas (Askeland, 1998). Estos defec-
tos en la estructura ocasionan influencias apreciables en las propiedades del
cristal.

Las caracteristicas del cristal que se ven afectadas por los defectos son:

* Conductividad.

* Fotoconductividad.

1C.S., Structure of metals, 2° ed., McGraw-Hill, New York,1952, pag. 1.
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* Resistencia mecédnica.

* Plasticidad.

Existen varios métodos para el crecimiento de monocristales, muchos de
los cuales se diferencian, unos de otros, sélo en pequefios detalles. Desde un
punto de vista fisico, el cambio de fase que controla el crecimiento puede
ofrecernos una primera clasificacién:

* Crecimiento a partir de una fase sdlida. Las transiciones de fase impli-
cadas son aqui sélido-sélido.

* Crecimiento a partir de una fase fundida. El crecimiento ocurre a través
de una transicién liquido-sélido.

* Crecimiento a partir de una fase vapor. El aporte a la fase cristalina se
realiza directamente desde una fase gaseosa.

* Crecimiento a partir de una solucién. La fase sélida se nutre a partir
de uno o varios solutos, o incluso del mismo solvente.

El crecimiento a partir de la fase fundida es el mejor método para obtener
en forma rapida monocristales de gran tamafio y con elevado grado de per-
feccién cristalina. Sin embargo, el crecimiento a partir del fundente requiere
que el material funda congruentemente, es decir, que no se descomponga por
debajo o cerca del punto de fusién y tenga una presién manejable en éste.

Los métodos més populares de crecimiento que operan cerca del punto de
fusion pueden agruparse como se indica a continuacion:

* Enfriamiento normal o direccional (normal or direccional freezing)

* Tirado de cristales (crystal pulling),

* Fusién por zonas,

* Evaporacion incongruente.

El arreglo de los d4tomos de un material es muy importante puesto que

define las propiedades y el comportamiento de un material metdlico. Los
atomos forman un patrén repetitivo, regular en forma de rejilla o de red.
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La red difiere de un material a otro dependiendo del tamano de los atomos
y del tipo de enlace entre ellos. La red se puede ver como el conjunto de
subdivisiones llamadas celdas unitarias. El acomodo de varias celdas en una
misma direccién se le conoce como cristal o grano.

Un metal fundido empieza a cristalizarse cuando las condiciones del medio
son tales que son energéticamente favorables para que los dtomos formen
uniones permanentes (Gay, 1977). O bien, visto desde otro punto de vista,
el metal fundido empieza a perder energia y el estado en equilibrio cuando
pierde energia es el estado sélido.

Cuando se dan estas condiciones se empiezan a formar embriones los
cuales crecen hasta formar micleos, todo esto pasa porque los 4tomos pierden
energia y al perder energia forman enlaces, que a su vez, forman estructuras
cristalinas segiin su disposicion, todo esto en pequefios voliimenes del medio,
llamados embriones. En el medio, los 4tomos que se encuentran en movimien-
to constante y al azar, provocan la aportacion de material al niicleo, ayudado
también por las fuerzas de atraccion desarrolladas por la proximidad entre
particulas, cuando este nucleo choca con otro nicleo se forma un limite de
grano. Como no se tiene control del movimiento, existen varios micleos en la
solidificacion del material y cada nicleo puede tener una orientacién distinta.

La forma de poder manipular la orientacién de los 4tomos, cuando es-
tos se estén acomodando para la solidificacion, es la convececién natural. La
conveccidn natural es debida a la diferencia de densidades en el fluido, es-
ta diferencia de densidades causa fuerzas de cuerpo (en presencia de alguna
aceleracion como la aceleracion de la gravedad, o bien, para el caso de esta
tesis la aceleracion centrifuga)(Incropera, 1990). La diferencia de densidades
puede causar gradientes de temperatura o de concentraciones. La conveccion
térmica es muy comiin en la naturaleza, cuando esta en conjunto con la acel-
eracion de Coriolis se produce el movimiento de la atmdésfera, las corrientes
maritimas y muy posiblemente el movimiento del magma, el cual ocasiona el
movimiento de las placas continentales.

El primer estudio a cerca de la conveccion fue realizado por Rayleigh-
Bénard. En este estudio se colocaron dos placas horizontales a cierta distancia
y con diferente temperatura, debido a la gravedad existe un gradiente de
presiones con lo cual, cuando la placa superior estaba mas caliente que la
placa inferior el sistema es estable y no se presentaba movimiento en el fluido,
cuando la placa inferior estaba més caliente que la superior el sistema es
inestable y aparece un movimiento convectivo en el fluido. El experimento
original del estudio de este flujo fue hecho por Bénard, y el primer analisis
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teodrico fue hecho por Rayleigh en 1917.

El analisis del movimiento de un fluido por conveccion natural ha cambi-
ado, enfocdndose no nada més al caso cuando se tienen dos placas infinitas
paralelas, horizontales o verticales, si no también cuando se trata de un medio
finito confinado en una cavidad rectangular, para este tipo de analisis se ha
variado la relacién de aspecto de la cavidad, también las condiciones de fron-
tera en las paredes de la cavidad bidimensional (Corcione, 2003), los estudios
convencionales de cavidades bidimensionales, se tienen dos paredes a difer-
ente temperatura, pero Corcione varia la temperatura de dos o mds de dos
paredes, incluso las cuatro, manteniendo las restantes aisladas.

En el afio de 1891, J. Stefan analiz6 el problema concerniente a la for-
macién de hielo en el océano de los casquetes polares. Las condiciones que
él asumio para este problema son: que se trataba de un medio semi-infinito
de temperatura en la superficie constante y que a un £ = 0 s la fase liqui-
da se encuentra a la temperatura de cambio de fase T},. El caso cuando la
temperatura de la fase liquida es més alta que la del cambio de fase T, fue
estudiado por F. Neumann en la década de 1860, pero publico sus resultados
hasta el afio de 1912 (Grigull and Sandner, 1984).

En el caso cuando se tiene un material confinado en una cavidad finita,
independientemente de si se estd solidificando o licuando y existe las condi-
ciones necesarias para la conveccién natural, se presentan ciertos regimenes
de flujo. Jonathan A. Dantzig (Dantzig, 1989) presenta un estudio del pa-
trén de flujo en un material que se estd licuando, el estudio que presenta es
numérico, y se basa en el estudio de Gau y Viskanta quienes reportan que el
flujo se ve afectado por el movimiento de la interfase. Dantzig presenta en-
tre otros casos la solidificacion de un material con una zona pastosa, donde
se puede observar la deformacién de la interfase y el decrecimiento de las
velocidades conforme avanza la interfase y el numero de Rayleigh decrece.

La fuerza de Coriolis interviene de gran forma en los patrones de flujo que
se tienen en una cavidad que se encuentra girando en un brazo giratorio, de
igual manera interviene en la estabilidad de la energia cinética dependiendo
de la direccién de giro (Miiller et al., 1992), en principio con forme el nimero
de Grashof aumenta empieza a existir fluctuaciones en la energia cinética
(Gr=5x10%), cuando esto pasa la fuerza de Coriolis puede estabilizar esta
fluctuacién dependiendo del sentido de giro (Tao et al., 1994)

El estudio de crecimiento de cristales bajo la influencia de fuerzas debidas
a la rotacion es tal que se ha estudiado la influencia de la rotacion y cam-
pos magnéticos en la intervencion del disparo de la conveccion (Aurnou and
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Olson, 2001). La rotacion retarda el inicio de la conveccion al igual que los
campos magnéticos, Aurnou y Olson eportan también, que mientras mayor
sca el numero de Taylor mayor es el numero de Rayleigh critico.

1.3. Objetivos

+ Obtencion de las soluciones de los problemas a tratar, solidificacion con
difusiéon pura y solidificacién con conveccién natural en el fluido, por
medio de métodos numéricos (elementos espectrales).

+ Analizar la influencia de la fuerza centrifuga en los patrones de flujo
dentro de la cavidad, cuando existe conveccion natural.

* Estudiar la interaccién entre el movimiento del fluido, debido a la con-
veccién natural, y el movimiento de la interfase, y la influencia que
tienen uno sobre el otro.

* Estudio de la transferencia de calor de la pared calienta hacia el fluido.
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Modelos Matematicos

2.1. Planteamiento del problema

El problema que se va a tratar es el de una cavidad que se encuentra
en el extremo de un brazo giratorio como se muestra en la figura (2.1). En
dicha cavidad se encuentra un material metdlico en estado liquido, el cual se
estd solidificando.

Eje de -
—~>Trotacion L
/ LYY A
- .1\._{_...?‘ ;{: — e = — |_____ “__]— ?r
N ' \
<=7 B A
kS o b
50 | EJ,le‘a vidad
R
o o
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ACELERACION
CENTRIFUGA
Eq‘ ) P
a ~5¢
> ~
3 e,
e \\:
& M

Figura 2.1: Vista superior y lateral del brazo de giro, y arreglo de los vectores
de las aceleraciones que actiian en la cavidad
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Esta cavidad se encuentra sujeta a las fuerzas de gravedad, fuerzas debidas
a la aceleracion centrifuga y fuerzas debidas a la aceleraciéon de Coriolis, estas
dos ultimas fuerzas son denominadas fuerzas ficticias, ya que son debidas al
sistema de referencia. El estudio que se realiza en estd tesis solo contempla la
fuerza centrifuga, despreciando los efectos que produce la gravedad y la acel-
eracion de Coriolis. Se desprecian los efectos de la gravedad porque, para el
caso cuando hay movimiento de conveccién natural en el fluido, la aceleracion
centrifuga es 130 veces mayor que la gravedad. En el caso de la aceleracion
de Coriolis, se desprecia porque en un trabajo a futuro se pretende estudiar
la influencia de esta en los patrones de flujo.

El arreglo de la cavidad se muestra en la figura (2.2) donde el extremo
mas cercano al eje de rotacion tiene una temperatura 7. menor a la de cambio
de fase y el extremo més alejado del eje de rotacion tiene una temperatura
T, mayor a la de cambio de fase y las caras laterales estdn aisladas.

A~

Figura 2.2: Arreglo de la cavidad que contiene el material que se va a solidi-
ficar

Las consideraciones que se van a tomar para todos los casos que se van a
tratar, son las siguientes:

* Se considera que la densidad del material liquido es igual a la del ma-
terial sélido, solamente se considera el cambio de la densidad cuando
se calculan las fuerzas de flotacion (aproximacion de Boussinesq).

* Las propiedades termofisicas del material se mantienen constantes.

* Las temperaturas de las paredes, fria y caliente, son invariantes en el
tiempo.
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Tabla 2.1: Propiedades del Galio a la temperatura de cambio de fase

Propiedad Simbolo  Unidades Valor
Densidad P kg/m?® 6116
Temperatura de cambio de fase Tin °C 29.78
Coeficiente de expansion térmica B ! L1~
Calor especifico Gy J kg™! K™! 360
Calor latente A J/kg 13397
Viscosidad cinematica v m?/s 3.2x10-7
Difusividad térmica « m?/s 1.27x107°
Conductividad térmica k W m! K! 40.6

* La velocidad angular es constante.

* Las tinicas fuerzas de cuerpo son las producidas por la aceleracion cen-
trifuga.

El material que se esta utilizando es Galio; las propiedades de este mate-
rial se presentan en la tabla 2.1

En las siguientes secciones se presentardan los modelos matematicos que
son utilizados para la solucion de los distintos casos que se tratan en esta
tesis.

2.2. Ecuacion de continuidad

La siguiente ecuacion nos dice que se trata de un fluido incompresible
(White, 1979)

ou v
= G

=5t 5 =" (2.1)

V-u

donde u es el vector velocidad del fluido, = y y son las coordenadas, u y v son
las componentes de la velocidad en las direcciones de x y ¥ respectivamente.
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2.3. Ecuacion de conservacion de la cantidad
de movimiento

La ecuacion de conservacion de la cantidad de movimiento, para las condi-
ciones mencionadas en el apartado 2.1, pagina 10, estd expresada de la sigu-
iente manera.

a 1
—u|-u‘Vu:—EVp+uV2u~2£}><u—u3x:;5xr (2.2)

ot
donde p es la densidad del fluido, p es la presion, v es la viscosidad cinematica,
w es la velocidad angular y r es el vector de posicion desde el eje de rotacion
hasta un punto dentro de la cavidad.
Ademas
20 x u

WXWxXr
son respectivamente la aceleracion de Coriolis y la aceleracion centrifuga (ver
apéndice A).

La distribucion de la presion, densidad y velocidad durante el movimiento
convectivo son:

p=po+p
p=potp (2.3)
u=0+1u"

donde pg ¥ po son la presion y la densidad, respectivamente, cuando existe
equilibrio estético, es decir, no hay movimiento del fluido.

Por lo tanto, en la ausencia de cualquier movimiento del fluido, la ecuacién
de cantidad de movimiento queda como:

~Vpg—ppdx@xr=0 (2.4)

Multiplicando todo por la densidad y sustituyendo (2.3) en (2.2) tenemos
la siguiente ecuacién:

-a - - - -
(Po-l'ﬂlal; + (po + p*)u’ - Vu* = —V(po + p*)

+uV3u* — 2(po + p° )0 x u* — (po+ p°)d X G x r

(2.5)
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Utilizando la ecuacion (2.4) en (2.5) tenemos la siguiente expresion:

Fai

- du » = - -
(po + p") T (po + p*)u* - Vu* = —Vp

(2.6)
V2t = 2(po + p* ) x ut + p*@ X G xT

La aproximacién de Boussinesq consiste en enfatizar los términos que me-
diante la variacién de la densidad propician el movimiento de Aotacién. Por
lo comin el término que estd asociado con la flotacion es la gravedad. En
este analisis se estudiard el caso donde se tiene un cuerpo sujeto a fuerzas
centrifugas inicamente, como ya se menciond, se desprecia la gravedad que
seria perpendicular al eje de accion del brazo giratorio, por lo tanto, el térmi-
no que esta asociado con la flotacion es la aceleracion centrifuga, para efectos
préacticos en los demas términos se considera la densidad como constante, por
lo tanto tenemos que:

POt pu- Vu= —Vpt uVPu-2pixut g xdxr  (27)

Donde Ap = p — pg de la ecuacién (2.3)

2.4. Ecuacion de energia

2 2
8—T+ua—T+va—T—a(aT GT) (2.8)

o Yor TVey " *\oZ T oy
donde o es la difusividad térmica, T es la temperatura del fluido y ¢ es el
tiempo (Incropera, 1990).

Para el caso cuando no hay conveccién ya sea libre o forzada, tenemos
una condicién de difusion, el flujo de calor esta dado por la ley de Fourier:

oT
Q= —kAz (2.9)

donde k es la conductividad térmica del material y A es el area de la seccion
transversal.
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Fase
Matinz

Xy
dXe

|
§ 0 —

Figura 2.3: Cambio de fase por difusion

En la condicion de flujo de calor en una dimension, la distribucién de
temperaturas a lo largo de 2 se obtiene de la ecuacion (2.8) que quedaria de
la siguiente forma:

10T _ 8°T

TR 2.10)

2.5. Ecuacion de la interfase

En el cambio de fase de solidificacion, la fase liquida pierde material
mientras la fase sélida lo gana, visto desde otro punto de vista, la interfase
se desplaza hacia la fase liquida. En la licuefaccién la interfase se desplaza
hacia el lado de la fase sélida. En el siguiente analisis se mostrard qué es lo
que ocasiona el desplazamiento de la interfase, cuando el desplazamiento de
la interfase es unidireccional (flujo de calor en una dimensién).

De la figura 2.3 podemos observar que durante un intervalo de tiempo dt
crece la fase hija ¢ una distancia dx;, donde x; marca la localizacién de la
interfase. En la fase matriz un punto arbitrario z, se desplaza, en el mismo
incremento de tiempo, una distancia dz,. Si p, < p, entonces dz, > dz;.

El material ganado en la fase g, p,dz;, es igual al perdido en la fase p,
ppdzr — ppdz, (Lock, 1996). Por lo tanto:

ppdxy — ppdz, = pyda (2.11)
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Despejando el desplazamiento dz, de la ecuacién (2.11) tenemos:

gy, = (p———F = ﬂ_q) dr; (2.12)

Pp
Como todo es en un determinado tiempo por lo tanto tenemos de la

ecuacion (2.12)
— (P - pg) E
. Pr dt

Donde dz,/dt es la velocidad de la fase matriz y dx;/dt es la velocidad de
la interfase, ambas relativas a la fase hija que esta creciendo. De la ecuacion
(2.13) se puede observar que cuando la densidad de la fase hija es mucho
menor que la fase matriz, las velocidades de la interfase y del punto p dentro
de la fase matriz son iguales, esto se puede explicar de la siguiente manera,
para formar un cierto volumen de fase hija no se necesita una gran canti-
dad de fase matriz, ocasionando un desplazamiento de igual magnitud de la
interfase como del punto p. Cuando las densidades son iguales se puede in-
terpretar como que no hay cambios en el volumen y por lo tanto el volumen
del material perdido por la fase matriz es el mismo que el ganado por la fase
hija. Cuando la densidad de la fase hija es mucho mayor que el de la fase
matriz, la velocidad del punto p es negativa, esto es por que para formar
cierto volumen de la fase hija se necesita una gran cantidad de la fase matriz,
por lo tanto, al formarse la fase hija absorbe una gran cantidad de la fase
matriz lo que ocasiona un desplazamiento negativo.

dx

o (2.13)

I

El trabajo producido por el cambio de fase es un trabajo de compresion,
no hay trabajo debido a esfuerzos viscosos ni a elementos externos como
algin agitador, por lo tanto el trabajo es (White, 1979):

w:/ p(vy - n)dA

4 integrando:
dr
w=pA—
P

r

El trabajo de compresién neto referido a la interfase y por unidad de édrea

es:
(. dx
v P( Pp ) dt

(2.14)
1
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El flujo de calor en la interfase se debe a la difusion o conduccién térmica
cuya ecuacion es (2.9), por lo tanto, el flujo de calor neto por unidad de area,
en la interfase, estd dado por la siguiente ecuacién:

r’)

ar or
q—kg(a 9) I—%(a

El cambio de energia especifica en el tiempo, es igual al cambio de la
energia interna por la velocidad de la interfase, la densidad y por unidad de
area (Lock, 1996):

(2.15)

I

de dx

E = pg(uy - up)a (2'16)

I
Aplicando la primera ley de la termodinamica para un sistema cerrado y

despreciando los cambios de energia cinética y potencial tenemos la siguiente
expresion:

@:‘q—w (2.17)

Sustituyendo (2.14) y (2.16) en (2.17) tenemos:

dx - dz
1= =Py I(ug —up) —p (%) a

£ (2.18)

[u u p1+p1}
I T T, Pp

Pero como 1/p = v por lo tanto de la ecuacién (2.18) tenemos:

0= 152 | (0= 7)1~ ) 219)
I

Por definicién:
h=u—pv

A=hy—hyp



2.6 El rotacional

Donde h es la entalpia y A es el calor latente por unidad de masa

Sustituyendo la ecnacion (2.15) en (2.19) tenemos:

ar ar
4 (5; 9) If_kp(g; P)

La ecuacion (2.20) es la ecuacion de la interfase. IEn esta ecuacion aparece
la velocidad de la interfase en funcién de la diferencia de calor, transmitido
por las fases hija y matriz hacia la interfase, por lo que sin importar cual sea
la fase sdlida o liquida, esta ecuaciéon nos puede indicar si hay solidificacion
o licuefaccion.

(2.20)

0t

Para el caso de la solidificacidn, la fase hija es el medio sélido y la fase ma-
triz es el medio liquido, por lo que la ecuacién que representa el movimiento
de la interfase para la solidificacion es:

= pA— (2.21)

T, a1,
s (3x,) o ki (69:;) di

donde los subindices s y [ se refieren a si se trata del solido o del liquido.

dX

=X

2.6. Ecuacion del rotacional de la ecuacion de
momento

En el apéndice B se desarrolla la ecuacion del rotacional de la ecuacién
de cantidad de movimiento.

3& dw, fw, 8w, Ow,

5t T e )

o () ()

donde @, la componente del vector rotacional en la direccion z

(2.22)

17
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En el capitulo anterior se presentd la descripcion del problema fisico que
se pretende abordar y las ecuaciones que gobiernan el campo de velocidades,
presiones, temperaturas y desplazamiento de la interfase. En este capitulo se
presentan los diversos problemas que se propusieron asi como los resultados
que se obtuvieron.

Los problemas que se van a tratar se muestran en la tabla siguiente:

Tabla 3.1: Casos que se analizan en esta tesis para el Galio con un mimero
de Prandtl, Pr = 0.025

Casos Ty [K] T.[K] w [rad/s|
1 305.43 298.93 0
2 307.93 295.93 0.7
3 303.93 296.93  27.41

Si las ecuaciones de transporte formuladas en el capitulo anterior se adi-
mensionalizan, como se muestra en el apéndice C, es posible obtener los
parametros adimensionales relevantes del sistema en estudio, estos pardme-
tros son los siguientes:

Nimero de Prandtl

v
Pr=—
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Nimero de Rayleigh
 GBATLL?
T va

Ra

donde § es la aceleracién centrifuga y se define como § = w?R; R es el radio de
giro (ver figura 2.1) y w la velocidad angular, /3 es el coeficiente de expansion
volumétrica, AT}, es la diferencia de temperaturas entre la pared caliente
Ty y la temperatura de la interfase T, L es la longitud caracteristica de la
cavidad (ver figura 2.2), v es la viscosidad cinemdtica y a es la difusividad
térmica.

Niuimero de Stefan

A
St= oo

donde AT, es la diferencia de temperaturas entre la interfase T, y la pared
fria T, A es el calor latente y C,, es el calor especifico a presion constante.

Numero de Taylor

4u? L8
Ta = “ 5
1h
Niimero de Nusselt local
Nu = hH
ok

donde h es el coeficiente local de transferencia de calor por conveccion y k es
el coeficiente de transferencia de calor por conduccion.

Puede observarse que tres de los pardmetros adimensionales (Ra, Nu y
Ta) tienen en comun la longitud caracteristica L, la cual es variable con
respecto al tiempo. Debido a que la longitud caracteristica del sistema es la
longitud de la pared caliente a la interfase, no es deseable tener los pardmetros
en funcién de esta longitud variable, por lo que se recurrié a la generacién
de un pardmetro adimensional que no incluya la longitud L.

El niimero de Rayleigh nos indica la razén de las fuerzas de flotacion a
las viscosas, suponiendo que se tiene un Rayleigh arriba del critico (Ra. =
1708, para cavidades con relaciéon de aspecto H/L > 1, y para cavidades con
relacién de aspecto H/L < 1, Ra. = 900(L/H)*" (Cappelli et al., 2003)),
se esperaria que se obtenga un movimiento de conveccién natural pero tal
vez el nimero Stefan es muy pequefio (el nimero de Stefan nos indica la
razén de la energia que se necesita para el cambio de fase a la energia que se
estd retirando del sistema por la pared fria), es decir, que se estd extrayendo
mucha energia y en consecuencia hay un desplazamiento muy rapido de la
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interfase (ecuacion (2.21)), lo que provoca que la longitud caracteristica L
del sistema se esté haciendo cada vez menor, un movimiento de la interfase
relativamente rapido provocaria que no se iniciara la conveccion natural.

En el afan de obtener un mimero adimensional que nos pueda dar infor-
macion sobre la relacion que existe entre la energia que se extrae del sistema
(nimero de Stefan St), la relacion entre las fuerzas de flotacion y las fuerzas
viscosas (niimero de Rayleigh Ra) y la relacién que existe entre la fuerza
de Coriolis y las fuerzas viscosas (ntimero de Taylor Ta), se combinan los
nimero adimensionales (fa, St y T'a) para obtener un parametro adimen-
sional el cual se espera que pueda ser un Unico nimero adimensional que
gobierne el sistema.

1/2
_ RaSt _ngRAT;, BpAv (3.1)

Be= Tad/4 AT. 2,828k

donde 2.828 sale de elevar el coeficiente 4 a la 3/4 del nimero de Taylor
En base a las condiciones de cada caso (ver tabla 3.1) y a los pardmetros
adimensionales relevantes del sistema en estudio, se obtiene la siguiente tabla:

Tabla 3.2: Parametros adimensionales para cada caso, con un nimero de
Prandtl, Pr=0.025

Caso Ra b Ta E
1 0 18.61 0 0
2 326x10° 5.32 1.55x107 5.21x107?
3  1.00x10° 4.65 2.38x10% 5.70x10°2

3.1. Método Numérico

Para todos los casos mencionados, la soluciéon numérica se obtiene para
una cavidad, la cual tiene una relacién de aspecto (H/L) de 3:1 (ver figura
3.1). El método que se emplea para la solucién del problema es el de ele-
mentos espectrales. La malla numérica que se emplea para este caso es de
300 elementos, 10 en la direccion de y y 30 en la direccion de z, la pared
més cercana al eje de rotacion tiene una temperatura constante 7, inferior
a la temperatura de cambio de fase T, y la pared mas alejada tiene una
temperatura por arriba de la temperatura de cambio de fase T}, las demas
paredes son aislada, es decir que 97 /dy = 0.
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Figura 3.1: Configuracion de la celda para la solucién numérica, las condi-
ciones de frontera son: las paredes verticales de la cavidad tienen temper-
atura constante y las paredes horizontales son aisladas, se emplea una malla
numérica de 300 elementos.

El método de elementos espectrales esta basado en el método de elemen-
to finito de alto orden para ecuaciones diferenciales parciales, el dominio
computacional estd representado por macro-elementos, los cuales estdn divi-
didos por una malla de NxN puntos de colocacién Gauss-Lobatto Legendre,
la solucién y la geometria son aproximadas con polinomios de expansion de
alto orden para cada macro-elemento.

Cada macro-elemento depende de la velocidad, presién y temperatura, el
cual es representado por un producto tensorial de interpolantes Lagrangianos
a través de los puntos de colocacion de Gauss-Lobatto Legendre.

El método de elementos espectrales es una extension del método de resid-
uos pesados. El método de residuos pesados es una técnica para resolver
ecuaciones diferenciales parciales (Avila, 2004).

3.2. Problema unidimensional (difusion)

En esta seccion se presenta la solucién del caso 1 (ver tablas 3.1 y 3.2).
Cuando no hay movimiento de conveccion o las velocidades del fluido son des-
preciables se tiene una situacién de difusion pura (solidificacién del material
liquido).



3.2 Problema unidimensional (difusién)

¢ Xt
: Uz ) _Th
| b o
| \
! WTHdT!
i
g | | Temperatura de
= 1_].}_+ i & S J soliditicncstn
4 T
e 1 :
' . 74! {
72 i
| b 59’-"9“‘// H Liqusdo
| Tz~ |
Frea]
o
Te | A= NiT+dT]
Superficie imictal k
hqude) —t+—=11

Iigura 3.2: Representacion del gradiente de temperaturas en un proceso de
solidificacion (difusién pura) de un sistema unidimensional semi-infinito (Eck-
ert and Robert M. Drake, 1972)

3.2.1. Problema de Neumann

Se supone que tenemos un medio semi-infinito como el que se muestra en
la figura 3.2 el cual inicialmente es liquido y se encuentra a una temperatura
Ty por arriba del cambio de fase. Al principio del proceso de solidificacién,
L = to, la velocidad de formacion de la fase sélida es muy grande, de la
ecuacion (2.21) se puede observar que el gradiente de temperaturas en la parte
solida tiende al infinito, porque la seccion de material sélido es relativamente
muy pequena con respecto a la diferencia de temperaturas, lo que ocasiona
que un flujo de calor muy grande salga del sistema. Ante este desplazamiento
rapido de la interfase, el sistema es incapaz de responder, la velocidad de
la interfase al inicio es mayor que la velocidad de respuesta del sistema,
esto hace que la distribucion de temperaturas en el sélido, al inicio de la
solidificacion, no sea lineal. Al tiempo t = 1o el material sélido se encuentra
a la temperatura de la pared fria T, un instante después, { = 7, la porcién
solida crece y adquiere una distribucién de temperaturas no lineal.

El medio liquido (el cual es infinitamente mayor que el medio sdlido)
cerca de la interfase, al tiempo t = 7, adquiere una distribucion de temper-
aturas que no es lineal, después de un incremento de tiempo { = 7+ dr la
parte solida crece y adquiere una distribucion de temperaturas casi lineal. El
movimiento de la interfase empieza a disminuir, el material en estado soli-
do va creciendo. De la ecuaciéon (3.11), como se vera mds adelante, y de la
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ecuacion (2.21) se puede observar que si la zona sélida va creciendo el gradi-
ente va disminuyendo, al ir disminuyendo la velocidad de desplazamiento de
la interfase el sistema responde a la diferencia de temperaturas en el material
solidificado adquiriendo una distribucion de temperaturas casi lineal, mien-
tras que la parte liquida por ser infinitamente mayor que el sdlido adquiere
una distribucién de temperaturas que tiene una forma no lineal.

En un incremento de tiempo muy grande, la velocidad de la interfase
serda menor que la velocidad de respuesta del sistema permitiendo que la
parte solida tenga una distribucion de temperaturas practicamente lineal
(conductividad térmica del sélido constante) mientras que la distribucién de
temperatura de la parte liquida cerca de la interfase sigue siendo no lineal.

Como se trata de un problema de difusién pura, puesto que no hay
movimiento del fluido, por lo tanto a partir de la ecuacién de la energia
(2.8) podemos obtener la distribucion de temperaturas para el medio sdlido
y el medio liquido:

Para el medio sélido de la ecuacion (2.10) obtenemos la siguiente ecuacion:

T, 1 T, .
3$_35 - E; N 0 con T,=T. en z,=0 (3.2)
Para el medio liquido, de la ecuacién (2.10), tenemos la siguiente ecuacion:
T 1
?:T,; - a%? =0 con T}=T, en z — o (3.3)

De la solucién analitica de Neumann (Solomon, 1976), debido a que la
distribucién de temperatura es una funcién del tiempo y de la posicién, se
hace el siguiente cambio de variable:

T(z,t) = F(£)

donde F(£) es una funcién desconocida y € es una variable de similitud la
cual es de la forma:

Az
et

Obteniendo las derivadas parciales de € con respecto al tiempo y la segun-
da derivada con respecto a z y sustituyendo en la ecuacién (2.10) llegamos
a la siguiente ecuacion:
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A2 d%T n€ dT

T_z__f_ (3.4)

{2 de al €
donde n = 1/2 para eliminar al tiempo £, quedando una ecuacién diferencial
de dos variables. Resolviendo esta ecuacion tenemos que la solucién para el
sélido y el liquido son las siguientes (Eckert and Robert M. Drake, 1972):

Qs =T, —Tn=(Te—Tn +Aerf (3.5)
m) =
. Ly
=T = T=(Th — T _—— .
] 1 (Th T}+Berfc2m (3.6)

donde A y B son constantes, T es la temperatura del sélido en el punto z;
y Ty es la temperatura del liquido en el punto ;.

Para las condiciones en la interfase, Ty = T} = T y zs = X5, @ = X}
evaluadas en las ecuaciones (3.5) y (3.6) se obtiene lo siguiente:

T — Ty = Aerf 3.7
erf~ \/E (3.7)
T.-—Ti=Be fc Al (3.8)
T ;
R 2v/aqt

Del problema de Stefan, en donde la temperatura de todo el liquido es la
temperatura del cambio de fase, es decir que no hay flujo de calor del liquido
hacia la interfase, obtenemos que la posicion de la interfaz es proporcional a
la raiz del tiempo, es decir:

X ~CVt (3.9)

donde ' es una constante.

Para la parte liquida de la ecuacién (3.9) tenemos:

X, =KVt (3.10)

Para la parte sélida de la ecuacion (3.9) tenemos:

X, =KoVt (3.11)

25
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donde g esta definida como:
pi
o

T Ps
donde p; es la densidad del liquido y p, es la densidad del sélido.
De la ecuacion (3.9) K es una constante a determinar y para determinarla

se sustituyen las ecuaciones (3.5), (3.6), (3.10) y (3.11) en la ecuacién (2.21)
por lo que tenemos la siguiente ecuacion:

Ak, _§§23 Bk _k ApKo
NLTD ik VT ¢ 2 %)

Y finalmente sustituyendo las ecuaciones (3.7) y (3.8) en (3.12) tenemos
la siguiente ecuacion:

2,2

(Tn— T koo™ @ (Tn—T)ke is _ ApKo

VB, S5k (;{_LF) ) VT erfe (2L‘/a_|) p) (3.13)

De la ecuacién (3.13) se obtiene la constante K de forma numérica en
términos de las temperaturas T, T}, y T, y de las propiedades termofisicas
del material. Cuando K es conocida y de las ecuaciones (3.7), (3.8), (3.10) y
(3.11) sustituidas en (3.5) y (3.6) tenemos que:

La distribucion en la parte sélida es de la forma:

g
T, - T, erf (2 u_t)
=1~ (3.14)
Te =Tn erf (E—LK._W)
v la distribucion para la parte liquida es de la forma:
xz
5 erfc ( )
: . (3.15)
Ty =T erfe (—2 5071)

Para la solucion analitica es indispensable obtener el valor de la constante
K de la ecuacion (3.13), la posicion de la interfase en un tiempo dado se
obtiene a partir de las ecuaciones (3.11) y (3.10), donde se considera g = 1,
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Figura 3.3: Distribucién de temperaturas para el caso 1 al tiempo {=1 s,
donde los signos + representan la solucion numérica y la linea continua —
representa la solucién analitica ecuaciones (3.14) y (3.15). La interfase se en-
cuentra localizada en la interseccion de la linea horizontal (temperatura de
cambio de fase T},) con la curva que representa la distribucion de temperat-
uras.

y de las ecuaciones (3.14) y (3.15) se obtiene la distribucion de temperaturas
en la parte sélida y en la parte liquida respectivamente.

Es importante mencionar que la solucion analitica se obtuvo para un
medio semi-infinito el cual cumple con la condicién:

oty

T =0 (3.16)

I=—+00

En la figura 3.3 se puede observar tanto la solucion numérica como la
analitica a un tiempo t=1 s, la solucion numérica representada con + mientras
la analitica con linea continua. En esta figura se puede observar que las dos
soluciones coinciden perfectamente, relativamente lejos de la interfase las dos
soluciones cumplen con la condicion (3.16)

Como ya se menciond, la velocidad de la interfase va disminuyendo con-
forme se va solidificando el material (ecuacién (2.21)). Esto permite que la
distribucién de temperaturas cambie, a un cierto tiempo t=7 s empieza a
percibirse una diferencia en la distribucion de temperaturas (material liqui-
do) entre ambas soluciones como se puede ver en la figura 3.4, esto es porque
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Figura 3.4: Diferencias entre la solucién numérica y la solucién analitica,
donde los signos + representan la solucién numérica y la linea continua —
representa la soluciéon analitica ecuaciones (3.14) y (3.15).

la solucién numérica es para un medio finito (ver figura 3.1). Es posible ob-
servar que para un cierto tiempo la solucién numeérica en la zona liquida
adquiere una distribucion de temperaturas lineal (ver figura 3.5).

. Pero a que tiempo deja de coincidir la solucién analitica con la solu-
cion numérica?. Iista respuesta se puede obtener al derivar con respecto x la
ecuacién (3.6), es decir:

oty .

—=—¢ (3.17)

8$; \/‘.-'_T

Para que la solucién numérica y la solucion analitica sean similares el gra-

diente de temperaturas de la solucién numérica evaluado en la pared caliente
debe ser muy pequefio, casi cero. Para encontrar el tiempo en el cual las
dos soluciones no coinciden, se resuelve la ecuacién (3.17) para el tiempo, es
decir:

(ot (T) 018

5* dr; 2
donde z es la longitud de la cavidad que es de 0.03 m y el gradiente de
temperaturas se propone que tenga un valor de 0.01 °K/m ,lo cual nos da un
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tiempo de £=3.75 s, es decir que aproximadamente a este tiempo la solucion
numérica ya no coincide con la solucién analitica. Como se puede observar
en la figura 3.5, cuando t=4 s, la distribucion de temperaturas cerca de la

pared caliente empieza a tener una cierta pendiente.
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Figura 3.5: Distribucién de temperaturas en las cercanias de la pared caliente
para diversos tiempos, donde los signos -+ representan la solucion numérica y
la linea continua — representa la solucion analitica ecuaciones (3.14) y (3.15).
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Figura 3.6: Distribucion de temperaturas para el caso 1 al tiempo {=4 s donde
la linea continua corresponde a la solucién analitica (3.14) y (3.15). Simbolo

+ representa la soluciéon numeérica. Posicidn de la interfase en 0.00354 m
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3.2.2. Solidificacién

Debido a que se pretende determinar la influencia del movimiento con-
vectivo sobre el frente de solidificacion, es necesario fijar la temperatura de
la pared caliente T}, por arriba de la temperatura del cambio de fase, con el
proposito de garantizar que la temperatura 7}, permita el inicio de la convec-
cion (Ra > Ra.) pero que a su vez permita que se lleve a cabo el proceso de
solidificacion en lugar de la licuefaccion, se analizé la ecuacion de la inter-
fase (2.21). Si se considera que la conductividad de la parte solida y la parte
liquida son iguales, la ecuacion de la interfase queda de la siguiente manera.

oT, o) ., dX
k[ﬁ_a_ﬂ]_’\pdt

Despejando la conductividad y manejando las diferenciales como incre-
mentos (difusion de calor) tenemos:

Tm_Tc T‘h_Tm_Qﬁ

== Al
& b k di (B18)
Ty =TT — Ts (3.20)
donde zr es la longitud total de la cavidad ver figura 3.1.
Sustituyendo (3.20) en (3.19) tenemos lo siguiente:
(21)(Tn = T) + (@)(T. = Ta) _ Modo o

(33,) (xT - 393} k dt

Para que exista solidificacidn, la velocidad de la interfase segun el sistema
de referencia que se esta utilizando (ver figura 2.2), debe ser positiva, por lo
que analizando la ecuacién (3.21) se puede afirmar que lo que puede hacer
negativa a la velocidad es el numerador ya que el denominador nunca po-
dré ser negativo, si acaso sera cero cuando toda la cavidad se solidifique, por
lo que tenemos lo siguiente:

(27) (T — T2) + (2,)(T. — Th) 2 0 (3.22)

donde z, < zp
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Manejando la ecuacion (3.22) llegamos a la siguiente expresion:

T 3.23
Tis 2

5

Finalmente sustituyendo la ecuacion (3.11) en (3.23), llegamos a la ecuacién:

xT
Tt ——AT,

Kovi
que quiere decir que para que exista el proceso de solidificacion se tiene
que cumplir la desigualdad anterior, de lo contrario, es posible que se tenga
proceso de licuefaccion que es no deseable, la constante K se obtiene de forma
numeérica de la ecuacion (3.13).

—T)+T.=pt (3.24)

En las figuras 3.7 y 3.8 se grafica el parametro pt como funcién del tiempo
y la distancia respectivamente, se puede observa hasta donde se espera que
se cumpla la ecuacién (3.24). Por un lado tenemos hasta que tiempo (después
de iniciarse el proceso de solidificacion) la desigualdad se cumple (ver figura
3.7). Por el otro lado tenemos hasta donde llega la interfase (ver figura 3.8).
El punto donde la grafica de pt coincide con la temperatura de la pared
caliente, es la posicién o el tiempo para el cual se cumple con la ecuacion
(3.24), y es hasta donde se espera que llegue la interfase. Si consideramos que
la conductividad térmica del liquido y del sélido son iguales y sustituimos
pt = T}, en la ecuacion (3.21) llegamos al siguiente resultado:

A dX
%E =0 (3.25)

donde lo tinico que puede valer cero, para que se cumpla la igualdad, es
dX/dt, lo que significa que la interfase deja de moverse.

Si se igualan los flujos de calor de la ecuacion (3.21), y se despeja la
temperatura de la pared caliente, se obtiene que T}, para que la velocidad sea
cero, es igual al pardmetro pt.

Observando la grafica del pardmetro pt contra el tiempo (ver figura 3.7)
y de la ecuacion (3.24), se espera que el tiempo para que la interfase llegue a
un equilibrio (el flujo calor que esté entrando a la interfase sea el flujo calor
que estd saliendo), sea de 108.8 s y la posicion a la que llegue la interfase sea
de 0.0185 m (ver figura 3.8).

De la solucién numérica se tienen la figura 3.9, que es a un tiempo cercano
al del equilibrio, y la figura 3.10, que es a un tiempo que se considera ya en
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Figura 3.7: Parametro pt en funcién del tiempo para una K=1.77x10"*

equilibrio la interfase, segiin la figura 3.8, pero no se puede decir que la
interfase llegue a la posicién que se espera, esto es porque al sustituir la
ecuacion (3.11) en (3.23), se pretende obtener una ecuacién que solo este en
funcién de una variable ¢, pero no hay que olvidar que la ecuacién (3.10), es
tan sélo una aprezimacion para un medio semi-infinito, problema Stefan, y
que el problema que estamos tratando es para un medio finito.

En la figura 3.10 se pueden observar tres lineas de apoyo, la primera de
ellas es la linea horizontal que indica la temperatura de cambio de fase T,
la interseccién de la grafica (simbolos +) con esta linea nos da la localizacién
de la interfase, se tiene una segunda linea que es la vertical, la cual nos
indica la posicion de la interfase al tiempo ¢t =100 s, esto es tan sélo para
poder observar cuanto avanzd la interfase después de 12 segundos, y la tercera
linea (recta continua) de apoyo es la recta que se encuentra con una cierta
pendiente.

La tercera linea de la figura 3.10 nos indica por una parte la localizacion
de la interfase en equilibrio, recordando que se toman las conductividades
térmicas del liquido igual que la del sélido por lo que lo tinico que puede
hacer variar el flujo de calor, tanto en el liquido como en el solido, es el
gradiente de temperaturas, con lo cual se concluye que si los gradientes de
temperatura son iguales entonces la interfase se encuentra en equilibrio, como
se muestra en la figura 3.10 y la interfase quedard en la interseccion de esta
linea con la linea horizontal (aproximadamente en 0.0185 m).
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Figura 3.8: Pardmetro pt en funcién de la distancia para una K'=1.77x1073

Por lo que se puede concluir que la gréfica de pt en funcion del tiempo no
representa una solucién para este problema y la grafica de pt en funcién de
la distancia representa la posicién de equilibrio a la que tiende la interfase,
con lo cual se espera que a un tiempo muy grande la interfase llegue a esta
posicion.

Como comprobacién tanto del Ra, para cavidades y que al ponerle fuerzas
de cuerpo al sistema. (Ra < Ra.), se sigue teniendo solidificacion por difusion,
se propone el caso 2 (ver tablas 3.1 y 3.2) en donde se tiene un nimero de
Rayleigh Ra=3.26x10%, con el cual no se espera que se tenga conveccion
natural, ya que el nimero de Rayleigh critico es Ra, =5.24x10", para una
cavidad de relacion L/H = 3 y calentamiento en la parte inferior, (Cappelli
et al., 2003).

Para el caso 2 los resultados que se obtuvieron indican que la conveccion
natural no se presentd, tal como se esperaba, esto se puede observar en la
figura 3.11 en donde la interfase se encuentra en X =0.74x10~2 m, la longitud
caracteristica de la cavidad al tiempo t=9.25 s es de 2.26x107? m, con esta
longitud caracteristica se tiene un niimero de Rayleigh Ra=1.39 x 10° el cual
esta por debajo del critico, por lo que en la cavidad en el liquido no se observa
movimiento convectivo, el Ra siempre se mantiene por debajo del critico.
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Figura 3.9: Posicién de la interfase a los 100 s, la linea vertical indica la
posicion de la interfase a los 100 s, la linea horizontal indica la temperatura de
cambio de fase, la interseccion de esta linea con la distribucion de temperatu-
ras nos indica la posicién de la interfase, donde lo que se encuentre abajo de
esta linea es el material solido y lo que se encuentre arriba es el material
liquido.

3.3. Conveccion natural

En esta seccion se presenta el caso 3, cuando las condiciones son tales
que se espera en el fluido un movimiento de conveccién natural y a la vez
la solidificacién del material liquido (ver tablas 3.1 y 3.2). Se estudia cémo
la conveccién natural es afectada por el movimiento de la interfase. La lon-
gitud caracteristica del sistema sélido-liquido va decreciendo y con ello el
niumero de Rayleigh. Si decrece el nimero de Rayleigh, esto nos indica que la
fuerza de flotacién se va haciendo mas pequefia, con respecto a la fuerza vis-
cosa, por lo que es mas dificil que exista movimiento de conveccién natural,
aparentemente.

El Ra., como se menciono anterior mente, es funcién de la relacion de
aspecto (Ra. = 900(L/H)*"), como tenemos una cavidad que varia con forme
se va solidificando el material, el Ra. también va cambiando con lo que
probablemente se pudiera iniciar la conveccién.

Planteando un posible caso donde las condiciones iniciales en la cavidad
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Figura 3.10: Posicién de la interfase a los 112 s, la linea vertical indica la
posicién de la interfase a los 100 s, la linea horizontal indica la temperatura
de cambio de fase, la interseccion de esta linea con la grafica indica la posicién
de la interfase, donde lo que se encuentre abajo de esta linea es el material
solido y lo que se encuentre arriba es el material liquido, la linea inclinada
indica la posicién de la interfase a un tiempo muy grande.

nos den un Ra =5.2x10%, conforme se solidifique la cavidad va disminuyendo
el Ra, supongamos que la cavidad llega de una relacion de aspecto 3 a 2, del
niimero de Rayleigh

_ gBAT,L?

- iy

se puede observar que lo tinico que cambia, para un mismo caso, es la longitud
L, por lo que cuando la posicién de la interfase nos de una relacion de aspecto
de la cavidad igual a 2, el Rayleigh serd de Ra =1.55x10" y el Ra, para esta
relacién de aspecto es Ra. =1.17x10%, por lo que se puede concluir que, la
condicién critica disminuye a una mayor razén que el nimero de Rayliegh.

Ra

En este problema es donde se le da importancia al niimero adimensional
encontrado anteriormente (ver ecuacion (3.1)), tratando de caracterizarlo y
asi obtener informacién sobre el comportamiento del fluido.

Las condiciones iniciales del problema son las siguientes: tanto en la zona
liquida como en la sélida se parte de una distribucion de temperaturas lineal,
esto es, en la zona solida la distribucion de temperaturas lineal va de la pared
fria a la interfase y en la zona liquida va de la interfase a la pared caliente,
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Figura 3.11: Distribucién de temperaturas para el caso 2, para el tiempo
t=9.25 s, y posicién de la interfase en 0.74x1072 m

esto es con el afdn de ganar tiempo de computo y esperar un movimiento de
conveccidn lo mas pronto posible.

Las condiciones de frontera en la pared caliente T}, y en la fria T, para
que exista solidificacion y a su vez conveccion se determinan con la ecuacion
(3.24), ya que en un principio se parte de velocidades del fluido iguales a cero
con lo cual se tiene difusién hasta que se inicia la conveccion natural.

Como ya se comenté en la seccién anterior, el movimiento de la interfase,
cuando el sélido tiene un espesor delgado, es muy répido. Si la longitud car-
acteristica disminuye, el mimero de Rayleigh disminuye mucho, puesto que
la longitud caracteristica estd elevada al cubo. Para tiempos muy pequefios
la velocidad de la interfase en muy grande lo que hace que las fuerzas de
flotacion, que estan actuando al principio del proceso, disminuyan rapida-
mente para que el sistema se entere y asi se pueda llevar a cabo la conveccidon
natural.

Con el proposito de que en el sistema se tenga conveccion natural, se
propone el caso 3 (ver tablas 3.1 y 3.2) en el cual se tiene al inicio de la
solidificacién un Rayleigh super-critico, y del cual se obtuvieron los patrones
de flujo mostrados en la figura 3.12

En la figura 3.12 se puede observar que al tiempo ¢=0.15 s se tiene una
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Figura 3.12: Patrones de flujo del caso 3, para los tiempos 0.15 s, 24.15 s,
27.75s,28.2s,288sy30. s

velocidad muy pequena, casi cero a pesar de que se tiene al inicio del proceso
un mimero de Rayleigh super-critico, esto se puede explicar de igual manera
con el movimiento relativamente rapido de la interfase, inicialmente el sistema
estd enterado de que tiene una fuerza centrifuga muy grande pero el sistema
se tarda en responder, esto es debido a que existen fuerzas viscosas. Aun
cuando las velocidades se incrementen conforme va pasando el tiempo, no son
lo suficientemente grandes como para transportar calor y asi verse afectadas
las isolineas de temperatura, como se muestra en la figura 3.13 para el mismo
tiempo, t=0.15 s. Puede decirse que la transferencia de calor en la fase liquida
es por difusion (régimen conductivo).

Es después de un cierto tiempo que el sistema logra vencer la fuerza
viscosa y el estado inicial de reposo (u = 0), esto se puede ver en la figura
3.12 al tiempo t=24.15 s. A este tiempo el nimero de Rayleigh es igual a
Ra=0.2026 x10° por lo que la velocidad es tal que es capaz de transportar
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calor por conveccion natural (se puede decir que en este momento empieza
la conveccién natural para el tercer caso).

Para el tiempo £=24.15 s, se observa de la figura 3.13, en el centro de la
cavidad y a lo largo de esta, que se modifica la distribucién de temperaturas
de una forma uniforme, para un tiempo t= 27.75 s, la deformacién de la
distribucién de temperaturas es mayor cerca de la interfase. Observando la
figura 3.12 para este mismo tiempo, se puede apreciar que se forma un vértice
cerca de la interfase, lo cual hace que la distribucién de temperaturas se
deforme mas donde se encuentra el vértice que en el resto de la cavidad.

Al tiempo t= 28.2 s las velocidades del vortice formado se incrementan
(ver figura 3.12), en el centro de la interfase, se puede apreciar (ver figura
3.13), que existe un gradiente de temperatura muy grande (87/0z de la
ecuacion (2.9)), por lo que en el centro de la cavidad, a lo largo de ésta, se
forma un chorro, €l cual transporta a la interfase energia de una forma severa
ocasionando que se deforme y licue la interfase. La viscosidad del fluido hace
que se empieza a trasmitir energia cinética al resto del fluido empezando a
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Figura 3.14: Configuracion del movimiento del fluido al tiempo {=27.6 5

formar seis celdas.

Para el tiempo i= 28.8 s, las velocidades del vortice llegan a su maximo,
las lineas isotérmicas (ver figura 3.13) fuera de la zona del vortice se recuperan
de la deformacion, debido a que se han trasmitido suficiente energia cinética
al resto del fluido con lo cual se a formado dos vortices que giran al sentido
contrario existiendo una recirculacion.

Para el tiempo t= 30. s, el gradiente de temperaturas cerca de la interfase
ha disminuido (figura 3.13), las velocidades disminuyen y el patrén de flujo
de seis celdas es més claro, aprecidndose de la figura 3.12 que los vortices
tienden a tener el mismo tamafio y la misma cantidad de energia cinética.

En la figura 3.14 se observa un patron de flujo de dos celdas comple-
tamente simétricas a lo largo de la cavidad. Para una cavidad esbelta con
conveccién natural, celdas de Bénard, no se espera que se tenga este tipo
de configuracién. Segin lo reportado por Corcione (2003), para una cavidad
sin rotacion y con una relacion de aspecto (H/L) 1.5 (que es la que se tiene
cuando se presenta el patrén de flujo de seis celdas) se tiene una celda simple
axisimétrica, en este articulo es reportado como la configuracion AA, que es
cuando las paredes laterales de la cavidad estén aisladas. Por lo que todo hace
suponer que se debe a la fuerza centrifuga, ya que en las celdas de Bénard
solo se tiene fuerzas de cuerpo en una sola direccién, mientras que para los
casos reportados se presenta una fuerza centrifuga con componente en dos
direcciones (ver ecuacién en el apéndice A).

Como se puede observar en la figura 3.15, el Rayleigh va decreciendo

39
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Figura 3.15: Nimero de Rayleigh contra tiempo para el tercer caso

conforme aumenta el tiempo, esto es porque el material se va solidificando y
la longitud L va decreciendo, también se puede observar que el Rayleigh se
mantiene en el rango supercritico.

El nimero de Nusselt promedio evaluado en la pared caliente nos indica
la transferencia de calor de la pared caliente hacia el fluido. Para obtener
este parametro es necesario obtener el coeficiente de transferencia de calor
por conveccion promedio, el cual estd definido como:

Coeficiente de conveccién local.

g
— o LE .2(‘
h T (3.26)
Coeficiente de conveccién promedio.
H ar
B W dz (3.27)

H Iy =T
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para el tercer caso

Utilizando la ecuacién (3.26) en la definicion del niimero de Nusselt local

tenemos: o H
Nu = -8'—;%;_—,1_}“ (328)
El nimero de Nusselt promedio estd definido como:
% 1 H
Nu = 2 dz (3.29)

HYJy 0zTh—Tn

De los resultados obtenidos de la simulacion numérica se determinaron
funciones de la distribucion de la temperatura a lo largo de x para diversos
valores de y y a su vez para distintos tiempos, estas funciones se determinaron
utilizando polinomios de Chebyshev de noveno orden. Después de obtener el
polinomio que describe la distribucion de temperaturas a lo largo de x, se
derivé numéricamente y se evalud en la pared caliente el niimero de Nusselt
promedio con lo cual obtuvimos la grafica 3.16.
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Resultados

De la ecuacion (3.28) se puede observar que para el caso de difusion pura,
el nimero de Nusselt es igual a la relacion de aspecto de la cavidad, ya que
si tomamos la siguiente aproximacién:

F _ T—Tn

— = 3.30
Oz L @20}
Al ser evaluado en el Nusselt tenemos que:
H
= — 3:31
Nu 7 (3.31)

Por lo tanto, el Nusselt va creciendo conforme se solidifica el material, pero
cuando despierta la conveccion natural, la transferencia de calor aumenta.
Esto se puede ver en la figura 3.16 al tiempo {= 25. s, que es cuando se
observa que nimero de Nusselt inicia una tendencia no lineal, y de las figuras
3.12 y 3.13 al tiempo t= 24.15 s se puede observar que es cuando inicia la
conveccion natural.
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Capitulo 4

Conclusiones y trabajo a futuro

4.1. Conclusiones

Para la parte de solidificacion con difusién pura se concluye que:

* Para el primer caso

e [l parametro pt en funcién de la distancia  (ecuacién 3.24), para
las propiedades y condiciones que usamos, se tiene solidificacion
cuando se presenta difusion pura.

e Se pudo observar que para tiempos pequefios la solucién analitica
coincide con la solucién numeérica (distribuciéon de temperaturas y
posicién de la interfase).

* Para el segundo caso:

* Se obtuvieron resultados satisfactorios con lo cual se comprobé el
Ra. y la coincidencia de la solucién numérica con la solucién
analitica.

Para la parte de conveccién natural se puede concluir que:

* Para el tercer caso que es cuando se presenta la conveccién natural:
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Conclusiones y trabajo a futuro

4.2.

¢ Se concluye que la configuracion del patron de flujo dentro de la

cavidad, que es simétrico a lo largo de la cavidad, es debido a la
fuerza centrifuga ya que le da al fluido informacién de la fuerza de
cuerpo en dos direcciones. Este tipo de configuracion no se puede
comparar con las celdas de Bénard ya que en este tipo de celdas
solo se tiene fuerzas de cuerpo en una sola direccion.

Para el comportamiento del Rayleigh con respecto al tiempo, la
figura 3.15 muestra que a tiempos pequefios el niimero de Rayleigh
decrece rapido, esto como ya se menciond por el movimiento de la
interfase que al inicio del proceso es relativamente répido.

El polinomio de interpolacién que se obtuvo a partir de los datos
obtenidos en la simulacién numérica, por medio del método de
polinomios de Chebyshev de noveno orden, tienen una muy buena
aproximacion como se puede observar en la figura 4.1

El mimero de Nusselt al inicio del proceso, difusién pura, es igual
a la relacion de aspecto de la cavidad.

El nimero de Nusselt al transcurrir del tiempo se va incremen-
tando, debido a que la longitud L se va haciendo menor pero el
ATy es el mismo. Cuando inicia la conveccion natural existe mayor
transferencia de calor de la pared caliente hacia el fluido, cuando
se forma la configuracion de seis celdas la transferencia de calor
disminuye.

La configuracién de seis celdas es un muy buen prospecto para los
fines de obtener un material de alta calidad, ya que por una parte
existe conveccién natural pero no llega a la interfase escoria, al
no llegar directamente material de la pared caliente a la interfase,
tampoco llega energia, por lo que la interfase no se deforma.

Trabajo a futuro

* Implementacién de la fuerza de Coriolis en la soluciéon numérica.

* Bstudio en tres dimensiones del crecimiento de cristales en centrifugas

(Arnold et al., 1992).

* Ponerle rotacion en su eje de simetria a la cavidad a la vez que es

trasladada por el brazo giratorio (movimiento de rotacion y traslacion).
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Apéndice A

Obtencion de la aceleracion
centrifuga y de Coriolis

Supongamos que se tienen dos sistemas uno fijo y otro maévil como se
muestra en la figura A.1, para el sistema de referencia fijo el vector de posi-
cion, de la velocidad y de la aceleracion de una particula P son los siguientes:

= W E
F = X.I: (A.1)
F= Xuli
‘:\ o )
A
: v
f '

Figura A.1: Representacion del sistema
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Il movimiento absoluto referido al sistema en movimiento, es decir si
las expresiones (A.1) las referimos al sistema movil llegamos a las siguientes
expresiones.

Para la posicion o
r=R+d

Fe Rt Tl

Para la velocidad

=

F= R4 &i; + x0;
donde K es la velocidad del sistema movil con respecto al sistema fijo v
i; =« x 1; por lo que tenemos

F= R+ & +2:(@ x 1) = R+ s + @ x z43;
donde dotx;1; es el vector velocidad referido al sistema mévil

Para la aceleracion
F= R+ ks + i+ 6 X 24s + @ X Gk + @ X Tets
= é&-:ﬁi;‘-+d}xxf€} + @ X @ X Tty + 20 X Fils
pero la velocidad angular se considera constante por lo tanto @ X Zy1; = 0
Fe R+ B+ & X & X 2yt + 20 X bt (A2)

donde R es la aceleracién del sistema mévil con respecto al fijo, #:1; es la
aceleracion del punto P referida al sistema mdvil, & x & x z;1; es la aceleracion
centrifuga y 24 x ;4; es la aceleracion de Coriolis.

Desarrollando la aceleracion centrifuga tenemos:
w.-i,- x w,-ij ¥t == c,-;mcjk;wgw_,-x;,z'm

En dos dimensiones tenemos que la aceleracion centrifuga queda:

@ X @ X Tty = —wird — wiryg (A.3)

Desarrollando la aceleracion de Coriolis:

Zw;f, X ;,?'JJ'E:j = QQ_,-;,w‘-x'jik

EEn dos dimensiones tenemos que la aceleracién de Coriolis queda:

25 X #d,  woui — w;vj" (A.4)



Apéndice B

Ecuacion del rotacional de la
ecuacion de momento

IXl rotacional esta definido como (White, 1991)

Vxv=wm (B.1)
Por lo tanto de la ecuacién (2.7) el rotacional queda:

V x (@) +V x (u-V)u= -V x (lv”p) 1
at p

V x (¥V?u) =V x (20 x u) — V x (%@)(ﬁxﬁxr}

(B.2)

En el siguiente desarrollo se presentara el rotacional de cada término de
la ecuacion de momento para el caso donde se tiene tinicamente fuerzas de
Coriolis y centrifuga tridimensional y el caso propiamente de esta tesis el cual
es en dos dimensiones por lo tanto las condiciones para el caso de esta tesis
son:

Uy =Tz = 0
a (B.3)
ok
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B.1. Término temporal

v x (Ou) g -  duj a Ju; -

= —_lx_ =ik —
o) et e “p ot

QK%&%F+@L@EmP%_%* (BA)
ot 6.3}2 83)3 . 8I3 6;17] = 83‘:] ('11:2 ™ '

IZ1 vector rotacional se puede definir en sus tres componentes como:

ﬁ:(@ﬁ_@ga+(%'_@ga+

8332 3.’)33 6.?3 6.-’5‘1 =
(B.5)
dw _Om\e . w2
oz, 9z, i3 = Wil + Walz 313
Sustituyendo la ecuacion (B.5) en (B.4) tenemos :
0 = - - 0w
(‘3‘{) (@11 + w2ty + wat3) = B (B.6)

Con las restricciones (B.3) el término temporal (B.6) queda de la siguiente
forma en la direccién de z:

O3 - O,

Bt o (B7)
B.2. Término convectivo
% ol 2T 500 7 Y iy (B.8)

Ore 7 "MOx; " Oxi

Oz H

Desarrollando la ecuacion (B.8) tenemos lo siguiente :



B.3 Gradiente de presiones -

[ Ouy Ouy 8uy d*u J*ugy Oug Quz | Juz Juy

3
BBy T By | Bpabrs S S | BBy T Bmslims
du,y Ous Fus 8%y F*us Hug Gup  Ouz Ous | -
O3 0z, 010wy | l0ma0zs  Owadrs 0wy Ozs  OwaOna)
" %, aﬁdﬂ . &, S Fuy Bul dul Ouz duy
| Om0xy Oz Oy 6.172().1:3 S 022033  Oxy Ovs  Oxs Oy
g Hug Ousy O*uy B Sy 0wy Oug Oug Duy ]
35,0z, 01,0z, 0Oz Ox9 ug(’);rl(')a:z e dr\dxy ) Oy Oz 1 | Yol
'“l 9Puy il 0%u, Guz Guy by d*uy Ouy duy ; Ouy Quy
| 0 dr,0r, 01, Oxa *02,0z3 Oz, 0z, O, 0r
d*u 8%, 8113 311; 9%, B %dﬂ - (32% A

1
“ 1012 u281:28x2 Oro O3 36;::283:3 dry Ozy  Owy Oag |

Pu 10us _ Ouy O, -(ul———-l-ug—-lu—-a—{ iy, a—uf)f— i1+
Oz, 071 O3 0my O, d1q *0r; ' Ory = Oxs M_ :
Oug Ouy 8u26u3+( i_}_ a " a %4_%) '-_-+
Oz3 0y 01y Ox2 ”‘az] Y2 5re dxg Y s 83:3 dzy O wzdie
[aﬂaﬂ-@ﬁ@l+(uli+ug +u3i+ aﬁ+au2)m}{-
Oz, Oxy Oy Oxs R R R A

(B.9)

Con las restricciones (B.3) el término convectivo (B.9) queda de la sigu-
iente forma en la direccion de z:

6@3 653 8w: 6@3
U - + ug B =W + By (B.10)

B.3. Gradiente de presiones

1 o - 16;:*__ 1 & - (1 »p
vE (pr) el pdz; 7 ‘*""‘Eax,-axf'" B (5) ([Bxgaxs_

62;0 i 82 B azp i 5'2 6213 ;> -0
A0 811013 01,014 82,0z, 01,014 )
(B.11)




Ecuacién del rotacional de la ecuaciéon de momento

B.4. Término viscoso

VX(NQUJ_J 8 8 4 0 0%u;-.

U X Ve Ujlj = (,,;.ua o2, —Zi

Oy O,y

([i((‘)zu-; s g 62‘&3) B i(@ % ; 62_3;2)“%. :
Oxo \ Oz 922 023 Az \ 022 0x2 ' 923 )|
[_?__(()211. &Pu,y : 3211;) d (82u3 F*us 82113)
ar,

2

+ = 4
drg \ dz3 O3 O ar? = dr}  Oud

[i(d Ug azug 82’&2) _ i(r’)?u] + 82'&,1 4 02“1)]1-_) B
) dz? 8.::9 dx? Oz, \ 822 ' 8x2  8a2 )|°)

—

fgl

([T 20, 200 0 Fu_ oS o,
Ory 823 Ozp O2F  Oxy 022  O23 B2 O3 022 O3 023
a 32‘0.1 8 621..‘.1 d 32U| 8 62%'.'1 8 82u3 0 621!3 -.-
3 3211.2 3 321'4',2 d 32?.{2 8 82111 6‘ (92111 6 ()QTH - -
{3;6x?+3-_.m6m§ 'éz—,@zg_éx_gaz?_a-_maxg_a__ma;xﬁ} )_

0? 52 -
[3—‘}:? : ;:}12 + @] walat (B.12)

I I .

[87:? Yozt 8_52} w«;eg) oV

Con las restricciones (B.3) el término viscoso (B.12) queda de la signiente
forma en la direccion de z:

8wy % O w, 8w,
s = ; B.13
2 0x? + 0x? =8 3 dy? ) LRI
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B.5. Aceleracion de Coriolis

n d -
V(20 ) = — X Gk 20m il =

dx;
L - = .
‘r-'l'.kp' "lj-l'za“‘:"lujzl" = ((5,,;,16,}' = Jp;d:m] QEW,.IH)-EP —
e ..
2 | ——(wug — wouy) + w— - l :
[fh‘z (Wi 21 ) b5 (wiuz — waur) | 11+ (B.14)

[ a 3]
2 | s (wouy — wytta) + +— (wous — waug)| i+
dxy s

d d ;
2 {E{mhuz — ;.1)2113) -+ 8'—J:1{w37..|‘.1 — t.u‘}'ﬂ_'])} i3

Con las restricciones (B.3) el término de la aceleracion de Coriolis (B.14)
es igual a cero tal parece que el término de Coriolis no interviene en la
formacion de turbulencia.

B.6. Aceleracion centrifuga

= a - = = 0, =
WV x (ﬁ__ﬂg)(ﬁ XWxr)= Tz,v X (%)(wﬂj K K Tl ) =
P ;

B s -
B % X (,0 ppn) (010 jm — OimOjk JwjwiTmty =

d - .
Ciln (5{k6jm =" 6Im5jk)g (p_p_pﬂ)ijkrmzn ==

B ey
{— (p ,00) (wiwsTy + wawsre — wiTy — wWars)
g P

‘] — o "
i D (u“) (’*‘f?’z + 'w’gf'z — Whwaly — w‘z’w's'?'s)} 0+
I P
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a -
[8__131 (%) (LL'JQ‘T‘:; + u.‘g'f'g — Wsr) — Lt)gh}gfg)"l'
a (p — o

drs\ p

)(wlu}gf’;}, + Wiwara — Wary — w_-fr;}] ia

9 (p—po
{ (p 4 )(Wlw'z?'l + wowsry — wiry — wira) 4

gx‘ p (B.15)
E (.0 pp@) (bu'%'-"[ + u..'gﬁ — Wy — Lu‘|.'.|.’3'."‘3}] 2:;

Con las restricciones (B.3) el término de la aceleracion centrifuga (B.15)
queda de la siguiente forma en la direccion de z:

2 (1Y _ ok @ (1N
Poy 26:]’;| p Pows 18:1:2 p -

i @ LN ..._2,,2(1)
po"“’zr?ax p Pow; Iay p

Sumando todos los términos tenemos como resultado la siguiente ecuacion
que es el rotacional de la ecuacion de momento.

(B.16)

0w, Ow, Ow, FPw, 0w,

B Vgt Aas T aR

*Vox \p oy \p/ |

(B.17)



Apéndice C

Adimensionalizacion de las
ecuaciones de gobierno

C.1. Ecuacion de continuidad

du v
Viu=s — 4+ — =
dr  dy
Desarrollando la ecuacion de continuidad para el caso bidimensional ten-
emos:
au,-_a“av_o 1)
8:1!1' h or (')’g B a
Parametros adimensionales
- I * y
T = — -
H Y<@
* u 4 k)
u = U=
Uref Uref

donde H es la longitud caracteristica de la cavidad y v,.; es una velocidad
de referencia.

Sustituyendo los parametros adimensionales en la ecuacion (C.1) tenemos
la ecuacion de continuidad adimensionalizada

ou* o ’
7w i 0 (C.2)
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Adimensionalizacién de las ecuaciones de gobierno

C.2. Ecuacién de conservacion de cantidad
de movimiento

du
ot
donde g = x & xry T es la temperatura de referencia

1
+u-Vu=—-Vp+vViu+B(T -To)§— 26 xu  (C.3)
p

Desarrollando la ecuacién (C.3) para el caso bidimensional con rotacion
inicamente en la direccién en z tenemos:

Para la direccion en z:

u Ou  Gu  1dp 8u  Bu _

e Sy Siafyn ’ T _ 7 o (\)1

6!‘ T 6 2 ay de+V a2 + 83} i’,@{] {n)(}iQ T { }
donde g = —f-‘-’f?’x

Para la direccion en y:

v v Ov 18p {82‘0 8201 - (C.5)

t U + v = v 5
dz?  dy? |

ot Toxr by pdy

Parametros adimensionales:

vrc_f - Uref
Uref *
4 p =
H V2P
T-To
Th == 'Tm
donde H es la longitud caracteristica de la cavidad, vr.; es una velocidad de

referencia, Ty es una temperatura de referencia, T}, es la temperatura de la
pared caliente y 7}, es la temperatura del cambio de fase.

=

=

Sustituyendo los pardmetros adimensionales en las ecuaciones (C.4) y
(C.5) llegamos a las siguientes ecuaciones adimensionales:

Para la direccién en z:

du* dp* 1 5 H . 2H
il L s i * * i i g W »
a Y X oz Re(v i+ vfcfﬁ( w=Tmll" Ures =

(C.6)



C.3 Ecuacién de la energia

Para la direccion en y:

't e dap* 1 e 2H .
s MG =N _ Wy i3
e u*-Vu o 1 RB(V u) o u (C.7)

Si la velocidad de referencia se toma como (Cappelli et al., 2003):

14
Upef = E

y se sutituye en las ecuaciones (C.6) y (C.7) se tiene:

Para la direccion en z:

ou* dapr 1 i 1/2
- . * ¥ _ . e, * * i ; s ald i L7 Al . C.8
5 T V'u ax.+ﬁe(v u') + GrT* + Ta''* (C.8)

Para la direccion en y:

fd?“ - - - af)‘
I. u - —r—

& o _]_ *2 = o 1/2. % -
T ut = o } e V*“u')—Ta'"u (C.9)

C.3. Ecuacién de la energia

ar aT aT (82’1' (’)2'1“)
— tu—+tv—=a

5 g, tUg SUl ST T 5a (C.10)

Pardametros adimensionales:

o ESTA TESIS NO SALE
ws ““ws "7  DELABIBLIOTECA
. t_}ffi(, - T-Ts

H  Th =T

| ==

Sustituyendo los pardmetros adimensionales en la ecuacion (C.10) obten-
emos la siguiente ecuacion:

or* *u*éT‘+U,6T’_ a 82T‘+82T‘
ot ox* 0y* Ve H \ 022 Oy?
o bien, sustituyendo wrey

BT | LGOI 1(623"‘ 62’1“)
s

a o ay* "~ Pr\ 9z d dy*?

(C.11)



C.4. Ecuacién de la interfase

aT, o, dz
k| — ) =pr— 12
k‘(a.-rj) h((’)x;) PAg ($18)

donde los subindices s y I se refieren a si se trata del medio sélido o del
liquido.

Parametros adimensionales

= ¥ t* = i
N

=0 i

/‘,t: — - 0 rn- = - ‘f 0
:‘rm s T(‘ I.h e 711:1

Sustituyendo los pardmetros adimensionales en la ecuacién (C.12) ten-
emos la siguiente ecuacion:

ko(Tm = T) OT:  ki(Th = To) OT; _ pAada’

H ox? H gzt H ot

(C.13)

Dividiendo la ecuacion (C.13) entre ky(7},, — T.) y multiplicindola por #/
tenemos lo siguiente:

ar: a1y pra Ozt
s gt = T C.14
dzt or;  ks(Tm — T) Ot* ( )
donde
.k
K= L
T}e = f!f‘m
0 B 7;:; - ?:‘

Pero como a = k/pC, entonces la ecuacion (C.14) queda de la siguiente
forma:

or: . oly . o
£ - ™ = I "v ]:’
A T T vl
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