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C. Operadores de Proyeccién 59

0.1. Resumen

El objetivo de la presente tesis es mostrar la compatibilidad de la elec-
trodindmica cuéntica, al nivel de construccion de los propagadores, con las
soluciones para fermiones de masa nula obtenidas a partir de la teorfa de
unificacién de simetrias de norma y de espacio-tiempo, o teorfa de espacio
extendido de espin como también es conocida.

El trabajo se divide en cinco capftulos. En el primero se discuten breve-
mente algunas de las teorfas de unificacién méis importantes en la historia
de la fisica, para dar paso a una descripcion general de la teorfa de espacio
extendido de espin y, finalmente, presentar las soluciones para fermiones de
masa nula y la forma de clasificarlas.

El segundo capitulo trata con la ecuacién de Dirac estAndar. Se descri-
ben someramente las dificultades en la interpretacién de las soluciones pa-
ra energia negativa y la teoria de agujeros, con la posterior reformulacién
de Feynman-Stiickelberg. A continuacién se construye el propagador causal
asociado a la ecuaci6n de Dirac, y se muestra su aplicacién para obtener la
solucién en presencia de un campo electromagnético. El capitulo concluye
con una visién general de como se interpreta el propagador en los procesos
dispersivos.

En el tercer capitulo se construye el propagador para las soluciones fer-
miénicas de masa nula de la teoria de espacio extendido de espin. Se calculan
las sumas sobre los estados de polarizacién y se obtienen los operadores de
proyeccién asociados. Por 1ltimo, se obtiene la forma explicita del propagador
en el espacio de configuracién.

En el capitulo cuatro se describe el propagador para el campo electromag-
nético. Se discuten los problemas en la construccién del propagador asociados
con la invariancia de norma inherente a la teoria; posteriormente se mues-
tra, de manera general, c6mo se obtiene el mismo resultado a partir de las
relaciones de conmutacién para los operadores del campo, dentro del marco
de trabajo de la teoria cuéntica de campos. Finalmente se inducen dichas
relaciones de conmutacién empleando linicamente teoria cuntica relativista.

En el dltimo capitulo se presentan las conclusiones. Se incluyen también
tres apéndices. El apéndice A proporciona la convencién de métrica y la
representacion para las matrices gama empleadas a lo largo del trabajo, el
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apéndice B establece las propiedades més importantes de la funcién invarian-
te A, las cuales se emplean en el desarrollo del capftulo cuatro, mientras que
en el apéndice C se muestran algunos resultados basicos sobre operadores de
proyeccion de la teorfa estandar, los cuales se comparan en las conclusiones
con los resultados obtenidos.



Capitulo 1

Ecuacion de Dirac Extendida

1.1. Antecedentes

A lo largo de la historia, la unificacién ha demostrado ser una idea pode-
rosa en la Ciencia, particularmente en Fisica, donde ha servido para estable-
cer vinculos entre hechos que no habian sido relacionados con anterioridad;
vinculos que a su vez han llevado, en la mayoria de los casos, a la prediccién
de nuevos fenémenos, asi como a una mejor comprensién del conocimiento
establecido. Las ideas de unificacién difieren tanto en objetivos como en el
método de aplicacion, pudiendo este tltimo ser tedrico, experimental o una
combinacién de ambos. No importando cuél sea el caso, podemos afirmar
que los avances més relevantes en la historia de la Fisica han estado basa-
dos, de una forma u otra, en ideas de unificacién, por lo que a continuacién
repasaremos brevemente algunos de estos avances.

Un primer ejemplo de unificacién podemos rastrearlo hasta la época de
la Grecia antigua, de donde proviene la idea de suponer que existe una es-
tructura matematica detras de todo fen6meno fisico, idea que generalmente
se le atribuye a Pitégoras. Asi, mediante el vinculo de las matematicas con la
Fisica naci6 una de las herramientas més poderosas para la Ciencia de todos
los tiempos.

Mucho tiempo después Newton relacionaria, mediante su teoria de la
gravitacion, dos hechos de la naturaleza que hasta entonces parecian deberse
a causas totalmente distintas, como son el movimiento de cuerpos terrestres
y el movimiento de cuerpos celestes. El trabajo de Newton demostré por
primera vez que ambos fenémenos obedecen las mismas leyes. En el siglo
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XIX tenemos otro gran ejemplo de unificacion con la unién de los fenémenos
eléctricos y magnéticos dentro de un tunico marco tedrico. Dicha conexién
se pudo dar, en un principio, gracias a una serie de brillantes experimentos
realizados por Ampére y Faraday. Algunos afios después Maxwell formalizaria
y sintetizaria todo el conocimiento empirico del electromagnetismo, mediante
un conjunto de ecuaciones que permitieron entender a la luz como una onda
maés de las muchas que conforman el espectro electromagnético, propagindose
con una velocidad predicha por la misma teoria.

En el siglo XX, bas4dndose en las ecuaciones de Maxwell y rechazando la
hipotesis del éter, Einstein propuso su teoria de la relatividad especial, esta-
bleciendo el principio de una velocidad constante para la luz, y apartandose
de la formulacién Newtoniana para la dindmica de los cuerpos. En la teoria
de la relatividad el tiempo pierde su caraicter absoluto, para volverse una
cantidad dependiente del sistema de referencia respecto al cual es medido.
Ademaés, tanto el tiempo como el espacio pueden estudiarse desde un solo
punto de vista geométrico, como fue demostrado por Minkowsky. Esta nueva
union entre el espacio y el tiempo dio origen, a su vez, a nuevas predicciones
tedricas, tal como la equivalencia entre la masa y la energia, y logré explicar
muchos fen6menos interesantes, como el flujo de muones césmicos medido
sobre la superficie de la tierra.

Posteriormente, Einstein ampliaria los fundamentos de la teoria de la re-
latividad al campo gravitatorio, empleando para ello la nocién de geometria
curva (no euclidiana), la cual habia sido estudiada extensamente por Riem-
man unas décadas antes, asi como el concepto de campo, desarrollado con
anterioridad por Faraday. La relatividad general surge entonces de conside-
rar el campo gravitacional como una propiedad de la geometria del espacio-
tiempo, uniendo asf los conceptos de materia, gravedad y espacio-tiempo. A
partir de esta teoria se pudieron hacer pequefias correcciones, en el limite
gravitatorio débil, a la teoria de Newton, y se obtuvieron, posteriormente,
predicciones teéricas importantes, como la existencia de los hoyos negros.

El siguiente gran paso en la biisqueda de una descripcién unificada de la
naturaleza se dio al relacionar las dos teorias mas importantes desarrolladas
en la primera mitad del siglo XX: La relatividad especial y la mecanica
cuéntica. Esta tltima ya habia tenido éxito al proporcionar un vinculo entre
los conceptos de onda y particula, lo cual es inédito en la fisica anterior.
Durante algiin tiempo se pensé que la ecuacion de Klein-Gordon era la tinica
ecuacion relativista posible en mecénica cuantica, pero el problema de no
tener una densidad de probabilidad positiva definida, que sirviera para una
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interpretacién probabilistica como en el caso de la ecuacién de Scrhddinger,
dejaba insatisfechos a muchos fisicos. Al intentar resolver dicho problema,
P.AM. Dirac obtuvo la ecuacién que lleva su nombre, proporcionando con
ello una teoria de unificacién elegante y poderosa. En palabras del propio
Dirac[10]

Recuerdo una ocasion, cuando estaba en Copenhagen, que
Bohr me pregunt6 en qué estaba trabajando, y le respondi que
estaba intentando obtener una teorfa relativista del electrén sa-
tisfactoria, a lo que Bohr repuso: jPero Klein y Gordon ya han
hecho eso! Esa respuesta me molest6 en primera instancia. Bohr
parecia bastante satisfecho con la solucién de Klein, pero yo no,
debido a las probabilidades negativas a las que conducia. Sim-
plemente segui intentandolo, preocupdndome por conseguir una
teoria que tuviera Gnicamente probabilidades positivas.

Con gran intuicién, Dirac se dio a la tarea[3] de buscar otra ecuacién que
fuera lineal en la derivada temporal o, equivalentemente, en el operador py,
correspondiente a la componente cero del cuadrimomento. La razén de pedir
dicha propiedad es que para una ecuacién de segundo orden en la derivada
temporal, la evolucién en el tiempo del sistema puede hacer cambiar el signo
de la cantidad asociada a la densidad de probabilidad; llevando precisamente
a las probabilidades negativas que hacian insatisfactoria la ecuaci6n de Klein
- Gordon. Ademas, para que la nueva ecuaciéon de onda fuera invariante
bajo transformaciones de Lorentz, también era necesario que fuera lineal
en las componentes vectoriales del momento p;, p, ¥ ps, con coeficientes
independientes de las coordenadas y el momento. Tomando estas ideas como
base Dirac propuso la ecuaci6n|2]

i _=_ o 0% ol a8 2ol = Iy
zhat - 013':1 +028x3+036:r3)+6mc U= Hy (1.1)

donde los coeficientes son ahora matrices de 4 x 4 que cumplen con el algebra

aior + ara; = 20
a8 + PBo; = (1.2)

t

La ecuacion de Dirac no so6lo incluye una cuadricorriente conservada, con su
componente temporal positiva definida, sino que también incorpora el espin
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del electrén de forma natural, y conduce a la predicci6n de las antiparticu-
las, aunque es posible deducir la existencia de antiparticulas a partir de la
ecuacién de Klein-Gordon.

En la fisica moderna, el cuerpo teérico que describe de manera correcta
a las particulas fundamentales de la naturaleza y sus interacciones se co-
noce como modelo estandar, y es dentro del mismo que encontramos otro
gran ejemplo de unificacién con la teoria electro-débil de Weinberg-Salam,
la cual unifica la interaccion electromagnética con la débil a partir de una
energia de 100 GeV, considerando que ambas se originan a partir de una
simetria de norma. El modelo describe tres de las cuatro fuerzas conocidas:
el electromagnetismo, la interaccién débil y la interaccién fuerte. Esta tltima
mantiene unidos a protones, neutrones y nicleos, mientras que la segunda se
encuentra implicada en la formacién de los elementos quimicos y procesos de
decaimiento 8+, . Las interacciones son mediadas por el intercambio de
particulas bosénicas: fotones en el electromagnetismo, bosones W* y Z0 en
la interaccién débil, y gluones en la fuerte. Para la gravedad se postularon
los gravitones, aunque la interaccién gravitacional no se incluye propiamente
dentro de la teoria.

La forma como explica las interacciones fundamentales y predice las par-
ticulas asociadas correspondientes, constituye uno de los grandes éxitos del
modelo esténdar. Para el electromagnetismo, la validez de la electrodindmica
cuéntica implica que debe existir el fotén e interactuar tal como lo hace, lo
que lleva al entendimiento de la naturaleza de la luz. Razonamientos similares
conducen a predecir la existencia de los gluones y de los bosones W* y Z°
asi como sus propiedades. Por ejemplo, para éstos tltimos el modelo predice
que deberian ser muy masivos, con una masa de aproximadamente 80 GeV
para los W* y de 90 GeV para el Z°, propiedades que fueron confirmadas
experimentalmente tiempo después. El modelo predice también la existencia
del bosén de Higgs, el cual interactia con las particulas de una manera que
les confiere masa y que aiin no ha sido detectado experimentalmente.

A pesar de sus logros, el modelo estindar tiene serias limitaciones, pues
existen fenémenos que no puede explicar o, en ciertos casos, ni siquiera ad-
mitir, algunos de los cuales se mencionan a continuacién:

= El modelo no puede explicar el origen del rompimiento de la simetria
por el campo de Higgs para que las particulas adquieran masa.

=« No abarca la gravedad, pues ésta no tiene la misma estructura que las
otras fuerzas.
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= Los valores de las masas de cuarks y leptones no pueden explicarse con
el modelo estandar.

s Aunque las describe, el modelo no explica el nimero de generaciones,
ni sus jerarquias.

= El modelo no explica las constantes de acoplamiento.

En la bisqueda de una unificacién de las interacciones de la naturaleza cabe
destacar la teoria de Kaluza-Klein, la cual tuvo como motivacién principal
el tratar de unificar el electromagnetismo con la relatividad general; objetivo
que el mismo Einstein persigui6 en los ultimos afios de su vida, sin resul-
tados satisfactorios. La idea original de Kaluza-Klein consiste en suponer la
existencia de una quinta dimensién espacial compactada, asociada a la si-
metria de norma de la teoria electromagnética. El que la dimensién extra se
encuentre compactada implica que deberia tener la topologia de un circulo,
con un radio del orden de la longitud de Planck, lo que a su vez explicaria
el por qué no ha sido detectada. Hasta ahora, dicha idea no ha aportado
mayor informacién, ni ha llevado a la prediccién de fenémenos nuevos que
puedan ser sujetos a comprobacién experimental, por lo que no puede ser
clasificada como una unificacién exitosa en sentido estricto, pero incluso asi
sigue representando una posibilidad viable, y continda siendo utilizada como
hipétesis de trabajo en teorias como supercuerdas o supergravedad.

Para poder describir el comportamiento de una particula relativista con
espin dado, requerimos tanto del espacio de espines como del espacio de con-
figuracién (o de momento), lo que nos obliga a tener una combinacién de
los generadores correspondientes de ambos espacios, manteniendo asi la es-
tructura de las ecuaciones relativistas. Retomando la idea de Kaluza-Klein,
cabria preguntarse si es posible encontrar una conexioén entre las interaccio-
nes fundamentales y un espacio de espin extendido, en lugar de temer un
espacio de configuracién con més dimensiones. Por otro lado, al buscar una
relaciéon méas profunda entre los grados de libertad bosénicos y fermiénicos,
es importante tener presente que la representacion para particulas de espin
1/2 del grupo de Lorentz SO(3, 1) es mas fundamental que la representacién
vectorial, pues se puede obtener esta tltima a partir de un producto tensorial
de la primera, pero no al revés. Estas son las ideas basicas que sugieren consi-
derar una teoria de unificaciéon de simetrias de norma y de espacio-tiempol[1].
la cual se desarrolla dentro del marco de la mecanica cuéantica relativista. La
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propuesta original de la teoria se basa en la posibilidad de considerar espa-
cios extendidos de espin, como una forma de restringir las interacciones y
representaciones de las particulas, y se implementa mediante la introducci6n
de una nueva ecuacién de campo, basada en la de Dirac, la cual permite
obtener un tratamiento unificado de grados de libertad de espin bosénicos y
fermidnicos. Lo anterior se logra al hacer que las soluciones para ambos casos
compartan el mismo espacio. Dichas soluciones también conllevan grados de
libertad que pueden ser atribuidos a los grupos de norma.

1.2. Ecuacién de Dirac Extendida

Para construir la nueva teoria es deseable que se satisfagan dos aspectos
basicos: debe proveer una descripcién para vectores y escalares lo méas cer-
cana posible a la ya existente para los fermiones, de forma que sea posible
relacionar ambas representaciones, y es conveniente que se sitiie dentro del
marco de trabajo de un principio variacional. Estos aspectos quedan cubier-
tos si en vez de tomar al operador de Dirac, para particula libre, actuando
sobre un espinor de la manera usual|2]

(187" = M) ¢ =0 (1.3)

con ¥ el vector columna de componentes :,, suponemos que actia sobre
una matriz ¥ de 4 x 4, con componentes V,g, y la ecuacion se escribe ahora
comol|1]

(184" — M)W =0 (1.4)

Esta forma extendida de la ecuacion de Dirac implica que todos los operado-
res de simetria vélidos para (1.3), ya sea para los casos con o sin masa, son
también vélidos para (1.4). La nueva ecuacién contiene cuatro condiciones
sobre cuatro espinores, por lo que se tienen condiciones adicionales para cla-
sificar U mas alla de las estandares. Asi, las transformaciones y operaciones
de simetria que actian sobre el operador de Dirac de la forma

(i8,4* = M) — U (i9,7* — M) U™ (1.5)

inducen el lado izquierdo de la transformacion

v — UeUt (1.6)
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Aqui la U del lado izquierdo se fija por la transformacién del operador de
Dirac, pero hay una libertad en la eleccion del término para el lado derecho.
Por otro lado, podemos ver a ¥ como construida a partir del producto ten--
sorial del espacio de configuracién (o de momentos) usual y dos estados a
determinar (incluyendo la posibilidad de que sean espinores), de acuerdo con
la expansién

m:i}gmnw| (1.7)

Donde a;; son los coeficientes arbitrarios de la expansién. El producto tenso-
rial de operadores que resulta de (1.7), conduce a que los generadores corres-
pondientes del dlgebra de Poincaré, en la transformacion U, estén formados
de dos operadores de espin, actuando en ambos lados de ¥, y de operadores
diferenciales, que actian una sola vez en alguno de los dos lados, como en
el caso de la ecuacién de Dirac, por lo que la eleccién de U es relevante en
este punto. Los productos de operadores diferenciales y de espin actiian en
ambos lados con el mismo signo. La expansién (1.7) implica que los com-
ponentes de ¥ se transforman bajo las transformaciones de Lorentz como
escalares, vectores y tensores antisimétricos. De hecho, abajo se demuestra
que es posible clasificar algunas de las soluciones como fermiones, mediante
el empleo de operadores de simetria modificados, y con la eleccién adecuada
de proyecciones sobre la ecuacion de Dirac.

Las soluciones matriciales generan un espacio vectorial, donde el producto
estd dado por el producto matricial ordinario, el cual define el algebra del
espacio, es decir, si A y B son soluciones, tenemos entonces que el nuevo
campo dado por

C=AB (1.8)

también es un elemento del algebra y vive en el mismo espacio vectorial,
aunque no necesariamente sea solucién. El producto punto de A y B se
define como

(A| B) = tr(A'B) (1.9)

definicién que lleva implicita una traza sobre las coordenadas. Puede com-
probarse directamente que (1.9) satisface las propiedades usuales para una
medida, dentro del espacio extendido formado por el producto tensorial de
espinores.
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Es importante notar que la transformacién (1.6) también es véilida para
los campos conjugados Hermitianos W1, los cuales satisfacen la ecuacion

0= (=i9,+ - M) (1.10)

lo que extiende el espacio de soluciones, al considerar también combinaciones
de los campos A, BY, de la forma

A+ B (1.11)

Al igual que en el caso de la ecuacién de Dirac para particula libre, nos
interesan las soluciones de onda plana de la ecuacién (1.4), que podemos
escribir como

U (z) = u(k)e ™ (1.12)

U (z) = v(k)e** (1.13)

con k = (E, k) el cuadrivector de energia-momento y u, v matrices que con-
tienen la informacién sobre el estado de polarizaciéon. Aplicando el operador
de (1.4) a cada uno de los estados (1.12) y (1.13) encontramos las ecuaciones
estacionarias que satisfacen las matrices u y v

Y0 (kv + M) u(k) = Eu(k) (1.14)

Yo (=k -7+ M) u(k) = —Eu(k) (1.15)
A partir de los generadores del grupo de Lorentz

Ju = 1(2,6, — 2,8,) + %aﬂy (1.16)

con los operadores de espin dados por

.
Ow = 3 s %) (1.17)

construimos el vector de Pauli-Lubansky

1
“,p = _§E;wpa Juppo [].18)
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donde el operador de momento es p* = i9”. El vector de Pauli-Lubansky,
junto con el hamiltoniano definido por
H = (kay+ M) (1.19)

son empleados para clasificar las solucicnes. Si proyectamos 17, sobre el cua-
drivector de tipo espacio n; de norma —1

_(lk| Ek
= ( M MK ket
el cual es ortogonal al momento, obtenemos
S (1.21
MRS A4
donde
1
= 5% (1.22)

es el operador de espin, relacionado con (1.17) por medio de

T = gno’* (1.23)

La ecuacién (1.21) es valida para los casos con y sin masa.

1.3. Soluciones fermiénicas de masa nula
Consideremos la expresién

(1= 175)i%748,¥ =0 (1.24)

El algebra de Clifford que define a esta forma reducida de la ecuacion (1.4)
contiene al generador de Lorentz

(1= %) [ (@48, = 2,0,) + 30, (1.25)

N 1
Jpv = '2_(1 == ..'E}J.uu =

B =

junto con el resto de operadores del grupo de Poincaré. El operador (1 —
~5)i707"0, en (1.24) se encuentra definido sobre un espacio de matrices de
2 x 2, pero sus soluciones pertenecen al espacio mas grande de matrices de
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4 x 4. Es precisamente dicha estructura la que permite clasificar un conjunto
de las soluciones como particulas de espfn 1/2 bajo J,,. Esto muestra que
la ecuacién (1.24) tiene una libertad en la eleccion de la transformacion de
Lorentz empleada, por lo que se puede elegir una del tipo (1.6) tal que uno de
los lados se transforme trivialmente, obteniendo asi objetos de espin 1/2, los
cuales se transforman de acuerdo a las representaciones (1/2,0) o (0,1/2) del
grupo de Lorentz. Adem4s, bajo el mismo generador, tenemos como simetria
adicional el grupo de las transformaciones lineales complejas G(2,C), con
ocho componentes generadas por

S(1+%) (1.26)

o -3‘(1 +%48) s (1.27)

La naturaleza de las soluciones dependeré entonces del Hamiltoniano y del
conjunto de transformaciones que se escojan para clasificarlas, pero una vez
hecha dicha eleccién, que en el presente caso se limita a J,, , podemos in-
terpretar a las soluciones como particulas izquierdas de espin 1/2 con masa
nula.

Los subgrupos unitarios SU(2) x U(1) de G(2,C) dan lugar a dos nime-
ros cuanticos adicionales que podemos asignar a las soluciones. Tomando en
cuenta los niimeros cuénticos conocidos para los fermiones en la naturaleza,
se asocian estos operadores con el sabor y el nimero lepténico, respectiva-
mente. Escogiendo f3; de entre los generadores de SU(2) para clasificar las
soluciones de (1.24), éstas se muestran en el cuadro 1.1, donde se ha usa-
do el caret para distinguir los dos sabores. El valor del sabor se muestra en
la dltima columna. La dependencia completa en las coordenadas se escribe
entonces como

VD™ (2) = woypp(k)e ™ (1.28)

U7 (2) = woyo(k)e™ (1.29)

El signo entre paréntesis corresponde al valor de la energia, mientras que el
signo adicional en el superindice proporciona el valor de la quiralidad. Se
tienen expresiones semejantes para el otro valor del sabor.
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Las soluciones se encuentran normalizadas de acuerdo con

tr (w}(k)w,-(k)) = (1.30)

Las conjugadas Hermitianas de (1.29) son interpretadas como antiparticulas
derechas. Las soluciones con dependencia en k corresponden a ondas propa-
gandose en la direccién z, mientras que los otros términos, denotados por k,
corresponden a ondas propagéndose en la direccién —z. Dichas soluciones no
representan componentes de polarizacién independientes, ya que se obtienen
a partir de las primeras mediante una rotacién. El caso con masa no se puede
dar para el espacio de soluciones considerado, pues para tener un término de
masa se necesita una ecuacion que mezcle soluciones con ambas quiralidades,
lo cual no puede realizarse en el espacio de matrices de 4 x 4 del presente
€aso.

Particulas izquierdas de espin 1/2 | 3 (1 — ) %7 | 5 (1 —¥5) 1172 | [fs0, 9] |
w_yyp (k) = 3 (1= 75) (% + 1) 1 12| 1/2
W-1/2 ("5) =;(1-%)(m+in) —1 /2| 1/2
W_yy3 (k) = 3 (1 —15) (1 — %) 1 =1/2| =1/2
W-1/2 ("’5) =11 -7)(0—") -1 1/2 | -1/2

Cuadro 1.1: Fermiones sin masa



Capitulo 2

Propagador fermiénico estandar

2.1. Teoria de agujeros

La ecuacion de Dirac (ecuacién 1.3) predice correctamente el espectro de
energia del Atomo de hidrégeno y proporciona el valor de la razén giro mag-
nética del electron con muy buena precisién. Pero incluso con el éxito que
tiene en la descripcion de la naturaleza, existe el problema de interpretar las
soluciones de energia negativa que dicha ecuacién admite[2, 3]. La dificultad
es la siguiente: Dada una cierta energia, podria inducirse a los electrones
con energia positiva a caer en cascada hacia estados de energia negativa, lo
que harfa inestable a la materia. En ausencia de interacciones los electrones
con energia positiva permanecen inalterados, y podria postularse en principio
que no existen estados con energia negativa. Seria posible, entonces, calcular
soluciones estacionarias y encontrar valores propios para la energia, asi co-
mo amplitudes de transicién, que concuerden muy bien, en general, con los
experimentos. Sin embargo, desde el punto de vista fisico, la teoria tendria
muy poca aplicabilidad si no incluyera interacciones, pues siempre existen
algunas perturbaciones, debidas al campo de radiacién, actuando sobre las
particulas. Estas perturbaciones tienen que tomarse en cuenta si se desea, por
ejemplo, calcular propiedades atémicas incluyendo la interaccién con el cam-
po de radiacién. Ademas, existe el fenomeno de produccién y aniquilacion
de pares, el cual se produce al colisionar particulas a energias relativistas,
¥ que no podria ser explicado considerando tnicamente soluciones que no
tomen en cuenta dichas colisiones. Desde un punto de vista formal tampo-
co es posible eliminar las soluciones de energia negativa de la ecuacién de

15
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Dirac, pues entonces se tendria un conjunto de soluciones matemdticamente
incompleto, lo que llevaria a incongruencias en el desarrollo de la teoria. De
lo anterior se sigue que no es posible eliminar las soluciones de energia nega-
tiva del formalismo, por lo que se tiene entonces el problema de proporcionar
una interpretacion de las mismas que sea coherente con las interacciones y la
estabilidad de la materia.

El camino para salvar este obstaculo lo propuso el mismo Dirac en 1930[4],
postulando que los estados de energia negativa estan todos ocupados de
acuerdo con el principio de exclusién de Pauli. El estado correspondiente
al vacio es entonces aquél con todos los niveles de electrones con energia
negativa llenos, pero inobservables, y todos los niveles de energia positiva
vacios. De esta forma el asunto de la estabilidad queda resuelto gracias al
principio de exclusi6n, el cual evita que los electrones de energia positiva
decaigan a los estados ocupados de energia negativa.

Esta imagen de un mar lleno de electrones con energia negativa implica
la posibilidad de que un electrén con energia negativa absorba radiacion
suficiente para ser excitado a un estado de energia positiva, como se muestra
esquemAticamente en la figura 2.1. Si esto ocurre se observa un electrén de
carga — |e| y energia +E, pero también se ha creado un agujero en el mar de
Dirac. El hoyo registra la ausencia de un electré6n de carga — |e| y energia —E,
el cual serfa descrito por un observador relativo al vacio como una particula de
carga + |e| y energia +Ej es decir, como un positrén. Esto constituye la base
de la teoria de agujeros para la produccién de pares. Correspondientemente,
un hoyo en el mar de energia negativa (un positrén) es una trampa para
electrones con energia positiva, y lleva a la aniquilacién del par electréon -
positrén, emitiendo radiacién en el proceso, como se ilustra en la figura 2.2.

La teoria de agujeros de Dirac explica satisfactoriamente la creacién y
aniquilacién de pares, pero persiste la dificultad de que no es aplicable a
particulas sin espin, las cuales no obedecen el principio de Pauli y al mismo
tiempo presentan el problema de soluciones con energia negativa, como pue-
de verificarse al insertar una solucién de onda plana en la ecuacién de Klein
- Gordon|2, 7]. En 1942, pensando en resolver este problema, Stiickelberg
concibié por primera vez la idea de que los positrones pueden ser interpreta-
dos como electrones moviéndose hacia atrds en el tiempo. Posteriormente en
1949, tanto Feynman como el mismo Stiickelberg, en trabajos independien-
tes, formalizaron dicha idea con la aplicacién del propagador causal (que sera
descrito en la siguiente secci6n) al célculo de la matriz de dispersion[5, 11].
La interpretacién de Feynman y Stiickelberg, aplicable a bosones y fermio-
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Figura 2.1: Creacién de un hoyo en el mar de Dirac

Figura 2.2: Aniquilacién de un par electrén-positrén

17
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nes, consiste basicamente en describir a las particulas con energia negativa
como si viajaran hacia atrés en el tiempo. En la figura 2.3 se muestra una
particula con energia negativa creada en el punto espacio-temporal ¢, la cual
viaja hacia atréas al punto d, donde es destruida. Un observador moviéndose
adelante en el tiempo describe el proceso como sigue:

(i) t <ty No seobserva nada,

(ii) t=ty Sedestruyen energia negativa — |E| y carga —e,
i.e. la energia se incrementa por |E| y la carga
por e en relacién con el pasado. Se ha creado un
positron.

(iii) ¢=t. Se crean energia negativa y carga —e, lo que

' destruye al positron.

(iv) t>t. No se observa nada.

Figura 2.3: Creacién y aniquilacién de un positrén

De esta forma el proceso tiene sentido fisico y representa un positrén crea-
do en c y destruido en d. Mediante una aplicacién adecuada de las relaciones
de causalidad en la construccién del propagador, se asegura que los estados
de energia negativa se propaguen hacia atrés en el tiempo, como se veri en
la préxima seccién.

2.2. Funcién de Green y propagador

Dentro del marco de trabajo de la teorfa de Dirac para electrones y posi-
trones, los calculos de probabilidades de transicién y de secciones eficaces de
dispersién, se realizan utilizando teoria de perturbaciones principalmente, la
cual es en esencia una expansion en términos de parametros de interaccién pe-
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queiios. En el método del propagador de Feynman, los procesos de dispersion
son descritos por medio de ecuaciones integrales, siguiendo la interpretacién
para electrones y positrones establecida en la seccién anterior.

Como un primer paso en la descripcién matemaética de los procesos de
dispersion, necesitamos encontrar la funcién de Green adecuada para elec-
trones y positrones. Esta funcion se conoce como el propagador relativista o
propagador de Feynman, y se denota por Sg(z’,r; A) cuando se tiene inte-
raccion, o simplemente Sg(z’, r) cuando la propagacion es libre. En general
se puede interpretar una funcién de Green como el inverso del operador que
actia sobre ella, por lo que, para el caso con interaccién, el propagador debe
satisfacer la ecuacién matricial

(i@ + eAd —m) Sp(2',z; A) = §*(2’ — 2) (2.1)

donde se ha seguido la convencién usual de no mostrar explicitamente la
matriz unidad. Esta ecuaci6én se toma, de hecho, como la definicién del pro-
pagador. Por lo tanto Sg(z’,z; A) es una matriz de 4 x 4, como corresponde
a la dimensi6én de las matrices gama. El caso mas simple corresponde a la
particula libre, donde se anula el término de interaccién en (2.1), obtenién-
dose

(iff —m) Sp(2',z) = 8*(' — 7) (2.2)
Debido al hecho de que una onda emitida de la fuente en x al tiempo t, y que
llega a x' al tiempo t’, depende unicamente de la distancia {x’' — x,t' — t},
también Sp(z’, r) debe depender nicamente del cuadrivector distancia, da-
do por ' — z. Tenemos entonces que esta propiedad del propagador libre es
una manifestacién de la homogeneidad del espacio - tiempo y no sera vali-
da, en general, para el caso con interaccién. Lo anterior nos permite escribir
Sp(z', 7) en el espacio de momentos mediante una integral sencilla. Enton-
ces, realizando la transformacién de Fourier correspondiente al espacio de
cuadrimomentos, la expresién para el propagador libre es

Sl ) = Sl <= / %e"w’-”sp(p) (2.3)

Insertando (2.3) en (2. 2) y empleando la representacion de Fourier para la

funcién delta: 8 (2’ — z) = [ {—é—";—e"p(’ -2), asi como la representacién para

el operador de cuadrimomento p, — iJ,, se obtiene la expresion
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d4p . —ip(z'—z) _ / dép —ip(z'—z)
G (#—m)Sk(p)e = | oo (2.4)
La ecuacién (2.4) implica que
(#—m)Sr(p) =1 (2.5)
Para obtener Sg(p), multiplicamos (2.-5) por la izquierda con el factor p+m
(#+m)(®—m)Sk(p) = (b +m) (2.6)

¥, puesto que

L 1 Lr
=727 P = 2P = (W + 1 1)PPP” = gu b’ = pupt = p*

2
(2.7)
entonces (2.6) se convierte en
(p* —m?)Sk(p) = (p+m) (2.8)
de donde se obtiene finalmente la expresién para la amplitud
Se(p) = Fo PP #m (2.9)

Para completar la definicién de Sg(p) falta dar la prescripciéon que permita
manejar las singularidades en p*> = m?, la cual es simplemente la condicién
de la capa de masa p; — p? = m?. La informacién adicional se obtiene de las
condiciones a la frontera que debe satisfacer Sp(z' — z) para tener significado
fisico, es decir, para que cumpla con las relaciones de causalidad adecuadas
para electrones y positrones. Al resolver una ecuacién inhomogénea existen
varias soluciones homogéneas que se pueden agregar, dando lugar a una li-
bertad en la eleccion de las soluciones, libertad que se elimina escogiendo
las condiciones a la frontera apropiadas. Por lo tanto es aqui donde hay que
poner en préactica la interpretacién de Feynman para los positrones, al elegir
el contorno de integracién adecuado para cada polo pues, como se mues-
tra mas abajo, existen otros contornos posibles, los cuales, sin embargo, son
incompatibles con las condiciones fisicas requeridas. Para aplicar dichas con-
diciones sustituimos (2.9) en la representacién de Fourier (2.3) y realizamos
la integracién para la energia (la integral de dp,), a lo largo del contorno C
mostrado en la figura 2.4, obteniéndose
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Se@—2) = [ &R S

= f(%;%SF(p}e-flyo(!'-fl-p-(!t'—!t)i (2.10)
= d* —ip-(x'—x d| —ipg(t'— m
= f(2w} e~ipl )ch R giro t) -

’ ‘ hm

t'<t
(F"_VF“"_‘-'"%""EI = G Re__m
' n-ﬁ/r’fm.‘.-x,/t':-:

; CI

Figura 2.4: Contorno de integracién para Sr

Para t' > t cerramos el contorno de integracién en el semi-plano inferior,
puesto que en este caso la integral del semicirculo inferior, parametrizado por
po = pe'?, no contribuye cuando p — oc. De acuerdo al teorema del residuo,
tinicamente contribuye el polo para la energia positiva, el cual esta situado
en po = E, = ++/p? + m?. Por lo tanto, la integral queda como

dpg ,~ipo(t'~t) ;-#+_m = dpo ,—ipo(t'—t) (o +pivi+m)
pr € 5—p2—-m? pr+Cl e

2n 2n w(m—Ep)(m+£,) (2.11)
= —QHiE"Ep(t’—t)@,ﬁ'ﬂ
y entonces (2.10) da por resultado
SF(I’ —_ 1‘) = —1i f Qﬁ%eip'{x‘_x}e—iﬁp(t’—”
: 2.12
BT para t' >t (2.12)

2E,

El signo menos en (2.12) se debe a que el contorno Cr + C; seguido se reco-
rre en sentido horario, lo cual es matematicamente negativo. Este propagador
describe el movimiento de las particulas hacia adelante en el tiempo, de la
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posicién r a z'. En el punto z’ = (x/,t'), Sr tiene solamente componentes de
energia positiva, ya que el factor de energia en el exponente de (2.12) es posi-
tivo definido, E, = ++/p? + m?2. Por otro lado, al considerar la propagacién
de las particulas hacia atras en el tiempo tenemos que ¢ —t es negativo, lo
que implica que la integracién para p, debe ser hecha a lo largo del contorno
que se cierra en el semi-plano superior, de forma que no contribuya al semi-
circulo cuando p — oc. Entonces la tnica contribucion proviene del polo de
energia negativa situado en py = —E, = —+/p? + m?, lo que resulta en

/ Py —ipm(e-0) (P01° + PV + ™)
Cr+Ca 2n (pﬂ - EP) (pﬂ + EP)

iE,(t'—t) (=B’ -py+m)

= 2mie T, (2.13)
En consecuencia, la expresion para el propagador cuando t' < t, es
SF(I? il J,‘) - _z‘féif%eip.(x’-x)eiﬁ‘,(t’-—t)
i 2.14
xﬂ‘%ﬁ—m’ para t' <t (3:34)

Este describe la propagacién de particulas con energia negativa hacia atras
en el tiempo. Es importante notar que existen otras alternativas a la elegida
para el contorno de integracién, como las que se muestran en la figura 2.5,
por ejemplo. En el caso (a) tendriamos contribuciones de ondas de energia
negativa propagandose hacia el futuro, mientras que en el caso (b) las ondas
de energia positiva se propagarfan hacia el pasado.

Como se ve, la eleccion de contorno de acuerdo con la figura 2.4 nos
garantiza que las ondas de energia positiva se muevan hacia adelante en el
tiempo y las de energia negativa hacia atras, tal como es requerido por la
interpretacién de Feynman de la teoria de agujeros. Una forma alternativa
de caracterizar completamente el contorno de integracién correcto es afiadir
una pequena parte imaginaria positiva +i¢ al denominador de (2.10) y tomar
el limite ¢ — 0 al final de los célculos. Es decir

d? —
St = ap= / (217}!))‘l p? (f ;:’2 ic i 218)

Entonces, la singularidad cori‘espondiente a los estados de energia positiva
queda abajo del eje real p, y la escribimos como
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po = +v/p? + m? — ie = +1/p? + m? — in(e) (2.16)

mientras que el polo para los estados de energia negativa es

po = —V/p?+m? —ie = —/p? + m? + in(e) (2.17)

y se encuentra arriba del eje py, cumpliendo con los requisitos del contorno
Cr. Dada la utilidad de dicha prescripcién, podemos elevarla a la categoria
de regla y enunciar: Para asegurar las condiciones a la frontera correctas, se
le tiene que proporcionar a la masa una pequenia parte imaginaria negativa.
2.3. Solucién en presencia de un campo elec-
tromagnético

Las ecuaciones (2.12) y (2.14) determinan al propagador de particula
libre de la Electrodinamica Cuéntica, y a partir de ellas es posible construir
formalmente la funcién de Green completa para el caso de interaccién con un

potencial electromagnético A. Para ver esto, empezamos por reescribir (2.1)
como

(i@ —m) Sp(2’,z; A) = 6*(2' — z) + ed(2')Sr (2, z; A) (2.18)

expresién que puede ser vista como una ecuacion de Dirac inhomogénea de
la forma

(i —m) ¥ = p(a) (2.19)
La funcién de Green libre asociada a (2.19) es

(i@ —m) Sp(z',z) = 8*(a’ — 1) (2.20)

De acuerdo con el principio de superposicién, las soluciones de (2.19) se
generan a partir de

¥(z) = Vo(z) + ] dySe(z - v)oly) (2.21)
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donde ¥y (z) satisface la ecuacién homogénea y las condiciones a la frontera
que se requieran. Empleando (2.18), (2.19) y (2.21) se obtiene una expresion
integral para el propagador

-

Sp(z',z; A)

[ d'ySe(a’ =) [8'(y = 7) + eAW)Sp(y, 7 A)] (9 99
Sr(z' — ) + e [ d*ySe(z',y) A(y) Sk (v, 7; 4)

Un proceso iterativo aplicado a (2.22), anélogo al caso no relativista[2], con-
duce a la expansion para dispersiones miiltiples

Sr(z,2;A) = Sp(z'—z)+e [d'0,Sr (' — 21) A(21) Sp (21 — 7)
+€? [ d'z,d'z,Sp (' — 1) A (21) Sk (21 — 22) A (z2) SF (22— 1)
a0
(2.23)
En consecuencia, la solucion exacta de la ecuacién de Dirac completa

(i —m) ¥(z) = ed(2)¥ () (2.24)

queda completamente determinada en términos de Sy si uno impone las
condiciones a la frontera de Feynman y Stiickelberg

U(z) = ¥(z) + ] d'ySp(z — y)ed(y)¥(y) (2.25)

¥(z) corresponde a la solucién de la ecuacién de Dirac libre. El segundo tér-
mino de la derecha representa la onda dispersada, la cual contiene solamente
frecuencias positivas para el futuro distante, y inicamente frecuencias nega-
tivas en el pasado lejano. Fisicamente, dentro de la interpretaciéon de agujeros
de Dirac, dichas propiedades de las soluciones expresan el hecho de que un
electron, después de haber sido dispersado por un campo externo A(y), no
puede caer en el mar de estados de energia negativa ocupados, puesto que
solamente se encuentran disponibles los estados de energia positiva desocu-
pados. En contraste, los positrones son dispersados a tiempos anteriores, de
regreso a otros estados de energia negativa.
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2.4. Interpretaciéon del propagador en los pro-
~ cesos dispersivos

En la figura 2.6 se muestra esqueméaticamente un proceso de dispersion
miultiple de una particula. En dicho proceso la amplitud de probabilidad
de la onda asociada a la particula, que describe su propagacion del punto
z al punto z’ en el espacio-tiempo, puede descomponerse en una suma de
amplitudes parciales, y se construye a partir de los factores individuales de
propagacion entre cada punto de dispersion, los que a su vez son causados
por la interaccién con A(z). El proceso de dispersién de orden n estara dado,
entonces, por la integracion sobre las coordenadas espacio - temporales de
los puntos de interaccion.

Cada linea de la figura 2.6 representa una funcién de Green, con los pe-
queifios circulos indicando los puntos donde sucede la interaccion, los cuales se
conocen como vértices. También es posible describir los procesos de dispersion
individuales estableciendo que la interacci6n en el i-ésimo vértice aniquila la
particula que se ha propagado libremente hasta z;, mientras que crea una
particula que se propaga libremente a z,,;, con t;,; > t,. La situaci6n fisica
en general queda descrita, en términos del propagador para particula libre,
mediante la expansién 2.23.

En la figura 2.7 se muestran algunos procesos tipicos que deben poder ser
descritos dentro del formalismo del propagador. Tenemos asi, los procesos
ordinarios de dispersién de un electrén (Fig. 2.7a) y de un positrén (Fig.
2.7b, en la dispersién de r; a z’ se tiene velocidad negativa), y los procesos
de creaci6én y aniquilacion de pares (Fig. 2.7c-f). En la figura 2.7c el par
electron-positron es creado por un potencial que actia en el punto r; del
espacio-tiempo. Una vez creadas, las dos particulas se propagan libremente
hacia adelante en el tiempo, el positrén a ' y el electrén a z. De igual forma,
la figura 2.7d muestra las trayectorias de un electrén y un positron, los cuales
parten de los puntos r y 7/, respectivamente, para encontrarse en el punto
7, donde se aniquilan.

El diagrama 2.7e representa un electrén originado en r moviéndose hacia
delante en el tiempo y experimentando varias dispersiones para terminar
en 1'. En el camino de r a 7’ es producido un par debido al potencial que
actia en r,, con las particulas creadas propagandose hacia adelante en el
tiempo. El positréon de este par y el electron original convergen en r3 y
son aniquilados, mientras que el electrén sobreviviente del par creado se
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(a) jimpo
L o = Re py
_/H-"B: rp=E,
() |imp
-— -,E'
] E, l._ j[-—'—'-‘ s

Figura 2.5: Contornos de integraci6n alternativos para Sg

- -

Figura 2.6: Dispersién miltiple de una particula
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propaga a z’. Finalmente el diagrama 2.7f muestra un par producido en z,
propagandose hasta r;, donde se aniquila. Solamente estuvo “virtualmente”
presente por un periodo de tiempo especifico: aquél permitido por el principio
de incertidumbre de Heisenberg. Dicho proceso se conoce como la polarizacién
del vacio.

Estos ejemplos simples nos sirven para mostrar que la teoria necesaria-
mente debe ser capaz de proporcionar la amplitud para la creacién de un
positrén que se propaga de un punto del espacio-tiempo a otro, donde es a su
vez destruido, y no Gnicamente la amplitud para el electréon que se propaga
de z, a 7, como sucede en la teoria no relativista ordinaria. Una vez obtenida
la nueva amplitud del positrdn, podemos encontrar la amplitud total para los
distintos procesos considerados en la figura 2.7, sumando o integrando sobre
todos los puntos intermedios que puedan contribuir al proceso total. En ge-
neral, tanto la amplitud para el electron como la amplitud para el positron
contribuiréan en un evento dispersivo.

Tomemos como ejemplo la figura 2.7e. Lo anterior sugiere la posibilidad
de que la amplitud para la creacién del positrén en z;, y su posterior des-
truccién en rj, esté relacionada con la amplitud para crear un electrén de
energia negativa en 3 y que es destruido en r;, donde el tiempo transcurre
de forma que ¢; < t3. Desde esta perspectiva, los procesos de creacién de pa-
res, tales como los de las figuras 2.7c y 2.7e, nos llevan a la interpretacién de
Stiickelberg-Feynman para positrones y electrones descrita con anterioridad.

Tenemos entonces que un proceso como el ilustrado en la figura 2.8 pue-
de ser interpretado de dos formas distintas pero equivalentes. En principio
podemos decir que un electrén originado en r se propaga hacia adelante en
el tiempo y posteriormente es dispersado a un estado de energia negativa en
T, debido a la interaccién A(z,), lo que provoca que se propague hacia atras
en el tiempo de regreso a r;, donde es dispersado nuevamente a un estado
de energia positiva, para finalmente propagarse hacia adelante en el tiempo
a r’. Alternativamente, podemos ver el proceso como un electron, originado
en z, moviéndose adelante en el tiempo hacia z,, donde es destruido por
la interaccion A(r;) junto con el positron del par electrén-positrén creado
con anterioridad en r; por A(x;). El electron sobreviviente de dicho par se
propaga libremente adelante en el tiempo hacia z'.

Finalmente consideremos la figura 2.9. Los procesos representados por
lazos cerrados, como el de dicho diagrama, son interpretados en términos de
la creacion de un par electrén-positrén en r;, debido a la interaccién A(x;),
el cual se propaga hacia delante en el tiempo hacia ,, donde es destruido



CAPITULO 2. PROPAGADOR FERMIONICO ESTANDAR 28

Figura 2.7: Procesos tipicos de dispersién

Figura 2.8: Propagacién de un electrén
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por A(z2). Equivalentemente, podemos decir que el potencial A(z;) en z;
dispersa un electrén del mar de estados de energia negativa, hacia un estado
de energia positiva, dejando un agujero en su lugar. Entonces, es dispersado
de regreso al mar, combinéndose con el hoyo en z, bajo la acciéon de A(z,).
En el lenguaje del propagador, lo anterior se simplifica a decir que el electrén
creado en r; es dispersado en z, hacia atras en el tiempo, para destruirse a
si mismo en ;.

Figura 2.9: Proceso de auto interacci6n



Capitulo 3

Propagador Extendido sin Masa

3.1. Sumas de Polarizaciéon

Una vez establecidas las propiedades principales del propagador fermi6ni-
co estandar, el objetivo es construir ahora el propagador para el caso de masa
nula, dentro del modelo de espacio extendido de espin discutido en el capitulo
1, siguiendo para ello un procedimiento anélogo al presentado en el capitulo
anterior. Como un primer paso se obtendran las sumas sobre los estados de
polarizacion de las soluciones a la ecuacién (1.24). De la forma completa de
las soluciones, dada por las expresiones (1.28) y (1.29), se puede apreciar
que la parte matricial w_,;, permanece inalterada al cambiar el signo de la
energia, distinguiéndose inicamente por las direcciones de propagacién k y k
definidas en la seccién 1.3; lo anterior para cada sabor. Entonces, empleando
la representacién explicita para las matrices w mostrada en el cuadro 1, la
suma sobre los estados de polarizacién k, que mezcla ambos valores del sabor,
resulta

w—-l/z(k)u‘t_”g(k) T @—If‘z(k}ﬁ:iug(k)

%(1 —7s) (0 +73) [(1 —5) (’]’t!'+“]f3)]T + fg(l—‘ifs)(‘h =11) [(1 =) (m *f’Ya)]i

G (1=5) (4 + 2v3% = 2im72) (1 =) 5 (1=15) (24 7137 + 70%M127378) (1 — 7s)
§ 8 - ‘Ya% E"’ (1 —)'1’5) Y3%)] (1 = 7s) s(1=7)2(1=15)+2(1—15) %)
sll=7s + 3%

o
Il

Analogamente, para los estados de polarizacion k

30
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o ()t F) 0 (1) 21, 1)

%) (m+ 1) (1 =15) (n + 3‘?2)11 + % =(1- %) (Y0 = a) [(1 = ¥5) (70 — ’Ts)]*

—7) (4 = 2937 + 2im2) (1 = 75)
=) (2 — 3% — 0N 12737%) (1 — 75)
=) [2(1=15)—2(1 —75) 157 =

Asi pues, se han obtenido los resultados

Il

I
aol-m1-—|...°,|...
Il

—_—
y_. |—l"“-’“\

%(1 — ) [2 = (1 = 5) %) (1 — 7s)
3(1=7) (1 —1%)

Zw (k)w}(k (1 =) (1+71370) (3.1)

Zwr( ) f( ) = -(1—‘75)(1—7370) (3.2)

los cuales, por lo mencionado en el primer parrafo, son independientes del
signo de la energia considerado, y donde r = 1, 2 corresponde al sabor +1/2
respectivamente.

3.2. Operadores de proyecciéon

El operador P_ = % (1 — 7s), que corresponde a soluciones de quiralidad
negativa, junto con P, = (1 + v5) para quiralidad positiva, son operadores
de proyeccion con las siguientes propiedades

P.i = P
P.+P. =1
P.P. =0 (33)
t?".Pi = 2

Las primeras tres propiedades son esenciales para todo operador de pro-
yeccién bien definido, y corresponden respectivamente a las condiciones de
idempotencia, completez y ortogonalidad. Si ahora se definen los operadores

1
Ze= 3 (1% 73%) (3.4)

es facil comprobar que cumplen con las propiedades (3.3). De igual forma,
un calculo directo conduce a la relacion de conmutacion
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[Pd:s zt] =0 (3.5)

Con la finalidad de mostrar la relevancia de (3.4) se aplica el operador iy, y*8,
a las soluciones W (z) dadas por (1.28), correspondientes a estados de energia
positiva y propagacion a lo largo del eje k

i"{o’Y“a,_. wke—:'koteik-x

i70 (—ikovo + 1K - ) wee ™= (3.6)
0 (Koo — k- ) wre™*=

YoKwie

Debido a que las soluciones (1.28) satisfacen la ecuaci6n de Dirac sin masa
48, UM () = 0, se sigue entonces de (3.6) la ecuacion estacionaria

Il

7070, %} (z)

Fuwe =0 (3.7)

cuya adjunta es

wiok =0 (3.8)

Ambas ecuaciones se pueden reescribir de la forma

koyows = k - yw; (3.9)

wikoy = —wik -y (3.10)
Multiplicando (3.7) por (3.8), y empleando (3.9) junto con (3.10), se obtiene

(kovown — Kk - yuwr) (whkoro + wik ) = 0
= 2v0koYowkwjkoYo = (k - ywrw) + koYowrw} ) kovo
= 2ku'mwkwl = (kovo + k - ) wyw,,
= Yowkwh = g (ko +k-v)ww
= wkwl = 5%'?‘0“»‘& w;
(3.11)

De acuerdo con este resultado, y puesto que ky = Ej, se define el operador
de proyeccién sobre los estados wy
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_ Ko
A = 5E, ‘ (3.12)

Por otro lado, aplicando el operador iv7#3d, a las soluciones con propagacién
a lo largo del eje —k, manteniendo energia positiva pero sustituyendo k ——k
en el exponente, se tiene '

Y8,V (2) = inr O wpe otk
—i7vo (koo + 1k - ) wie™® (3.13)

= Frouge™

expresi6n que conduce a las ecuaciones estacionarias

Frowg = 0 (3.14)
w%.i‘ =0 (3.15)
de las cuales se siguen
kovowg = —k - ywy (3.16)
w%km = wgk y (3.17)

Entonces, siguiendo un procedimiento analogo a (3.11), se llega a

(kovowg + k - yuwg) (w%ko‘lfo —wlk- 7) = 0
= —2k070w;w%k0'}-0 = (k : ‘rw;w% - ko'ygw-,;wfgp koo
- 2korowywh = (koo — k - ) wguwy
= gy = g (koo — k) wpul
= Wiy = o3k LR

(3.18)
resultado que sugiere la siguiente definicién para el operador de proyeccién
sobre los estados wyg

A= QL; (3.19)
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Los operadores A, y A_ proyectan sobre estados de polarizacién definidos,
y a partir de las expresiones (3.12) y (3.19) es posible mostrar directamente
que satisfacen las propiedades correctas para operadores de proyeccién

A:i —_— J"\:

tTAd: = 2

Ak = 1 (3.20)
A+ A_ — 0 -

Empleando la forma explicita de las matrices gama en la representacién de
Dirac (Apéndice A), se obtienen las representaciones matriciales de (3.12) y

de (3.19)
1( 1 &
1f 1 4K
= - ko
A-=3 ( —gx ) (3.22)

Para el caso especifico de propagacién a lo largo del eje z, k = (0,0, k,) y en
consecuencia (3.21) se reduce a

& 1 01 0

1 1 &= 110 1 0 -1

= = a ko = - A

i ( ok ) 21 0 1 0 (323)
0 -1 0 1

donde se ha empleado la relacion relativista para masa cero k = E? = k?,

de la cual se desprende kg = Ey = |[k|| = |k.| = k..

Por otro lado, usando la misma representacién de Dirac, la forma explicita
del operador X, definido por (3.4), es

1 01 0
1 10 1 0 -1
Zi=50+m0)=35[ 7 o 1 o (3.24)
0 -1 0 1
entonces, de (3.23) y (3.24) se concluye
1
AL=Z%, = 5(1 = o ?3"}0) (325]
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Pasando al caso de propagacién a lo largo de —Z, el vector k es ahora k =
(0,0, —k.), y la relacién kg = Ej = | k|| = |k.| = k. permanece vélida, por lo
que (3.22) se simplifica a

B 1 0 -10
1 1 =k 1101 0 1
A“E(-—-J—fok 1 )‘2 -10 1 0 (3-26)
0 1 0 1
Comparando (3.26) con la forma explicita del operador £_
1 0 -10
! 0 1 0 1
T-=3 (1= 5%) = 101 0 (3.27)
0 1 0 1
se llega a la conclusion
1
A=Z%_=:(1-7m%) (3.28)

2
Estos resultados muestran que A toman las formas simples (3.25) y (3.28)
para polarizacién a lo largo de +Z, respectivamente, por lo que finalmente se
puede establecer una relacién entre los operadores de proyeccién y las sumas

(3.1) y (3.2)

—

> wo(k)wl(k) = 5 (1= 15) (1+ %) = (1 - 15) A+ (3.29)

M

Ya (F)ut (F) =50 -0 -w0)=(1-w)A (330

r=1

Para el caso méas general, con el vector k apuntando en una direccién arbi-
traria, se tiene entonces

Zw,(k = (=)A= (1= ) 22 (3:31)

fw, (F) wt (F) =@ =)Ao = (1= ) % (3.32)

r=1
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3.3. El propagador en el espacio de momentos

Para que el propagador sea una funcion de Green de la ecuacion (1.24),
se debe satisfacer la relacién
(1 =15) i%@Sr(x' — 1) = (1 = 75) %d*(z' — 7) (3.33)

v una ecuacién similar para la proyeccién sobre (1 + =), por lo que sumando
ambas proyecciones se tiene

i@Sp(r' — 1) = 8 (2’ - 1) (3.34)

La transformacion correspondiente al espacio de momentos da por resultado
/ d*k —ik(z'—x =

Seld — &) = /me Ka'=2) g, (k) (3.35)

Sustituyendo (3.35) en (3.34) junto con la representacién de Fourier de la
delta se obtiene

KSk(k) =1 (3.36)

de donde, empleando (2.7), se sigue directamente la expresién para el propa-
gador sin masa en el espacio de momentos

¥
Se(k) = 5 (3.37)
La ecuacién (3.37) permite reescribir (3.35) como
’ d‘”“ 'i( —ik(z'—x1)
SF(.]" —J') = ‘/ET??T_)‘IWE ¢ (338)

Nuevamente aparece aqui el problema de manejar la singularidad en el de-
nominador de (3.38), la cual no es otra cosa que la condicién para la capa de
energia k7 = E} = k*. Retomando la discusién de la seccién 3.2 es posible
asegurar la correcta aplicacion de las condiciones de causalidad, realizando la
integracion de kg a lo largo del contorno sefialado en la figura 2.4 (la evalua-
cién explicita de las integrales se muestra en la siguiente seccién). esto para
el caso t' >t
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dky o —iko(t' —t) K dkg ,—ikg(t'—t) _ (kov0+kin")
fc; 2 © Mok2 = Jop+cy 20 € (Fo—Ex)(ko+E5) (3.39)
= -—Q?rie"fa-{f'—-'}fEl-‘"-'k- Y *
AT E,

En consecuencia (3.38) cambia a

Sp(r' —7) = —if (gii; eik-(x'=x) g—iEx(t'~t)

3.40
X_.‘__._J.IEP;J‘- : para t' >t (318)

De forma similar, para el polo de energia negativa

dkg —iko(t'—t) Ko _ dkg ,—iko(t'~t) (ko0 k7' )vo
Cr 2r € [S fcp+c2 27 € Tho—Er)(ko+Ex) (3.41)
= 9rieiEx(t'-t) (CE-kY)
=47 E}

Por lo tanto

. 3 Ko : ;.
SF(JJ _ .I') = % d-k elk.(x x_]e:ngt t)
{27)3

3.42
x (=B k) para t' <t (3.42)

2E,
Aunque se est4 considerando el régimen de masa nula, también es posible

aplicar en (3.38) la prescripcion +ic que garantiza el contorno de integracion
adecuado

! d4k —ik(z'—x

Es decir, la masa compleja de la descripcion estandar tiene ahora solamente
la parte imaginaria ¢. Utilizando las propiedades de la funcién escalén se
pueden reescribir (3.40) y (3.42) en una sola expresién. Ademés, puesto que la
integral sobre el momento vectorial incluye todas las direcciones permisibles,
es valido cambiar k por —k en (3.42) sin alterar el resultado. La finalidad de
lo anterior se vera en seguida. Entonces

SF{I’ i I} o j (g‘:;q {e—:E;,.(t'—t]eik.(x'—x]
(Ep~¥=k. Ej !
T gt —t) (3.44)
+Er’£;.-{r'~!]e-ik.[x’—x‘; .
(= Ep+%+k.Y) o
% BN gy gy
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Recordando que t' —t < 0 y que kg = —Ey = —+/K? para la parte de energia
negativa, la dependencia en las coordenadas mostrada en el tercer renglon de
(3.44) se reescribe como

Il

iEy(t —t) —tk- (X —x) = i(—Ex,—Kk)(=(t —t),x —x)
i (ko, —k) (—(¢' — ), %’ — x) (3.45)

= ik, (2 — 2)* = ik(z' — z)

por lo que (3.44) cambia a

SF(_-T? _ .."S) = {e—:k(: -z)
Xﬂr_g —t)
+e¢k(z ——z) (3‘46)

x%—ﬂ(t—t’)}

Multiplicando (3.46) por v, por la derecha, y sustituyendo (3.12) junto con
(3.19), se llega a una expresién para el propagador extendido sin masa en
términos de los operadores de proyeccién sobre estados de polarizacién

1Sl — )= / (‘fT"P {Ase* =201t — 1) + A_e*= (e - 1)}

(3.47)
Finalmente, multiplicando (3.47) por (1 — 7;s) por la izquierda, y haciendo
uso de (3.31) y (3.32), se tiene

(1= %) Sr(2’ — 20 = [ s {(1 —75) Are™ =200t — 1) + (1 — ) A-e™='-2g(t — ') }
2—,,,5{2 wy(K)ul(K)e*@=g(¢ — 1) + 3, w, (k) ut (k) 6t — t)}
- G(t’ —t)fg—w)g _we(k)wl(k)e #*E-2) :
=01 () ()
(3.48)

ecuacién que proporciona la descomposicién del propagador en términos de
ondas planas.
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3.4. Forma explicita del propagador en el espa-
~ cio de configuracién
El punto de partida para calcular explicitamente el propagador es la ecua-

cién (3.43), la cual se simplifica factorizando el operador de Dirac fuera de
la integral

Se(x) = [Ehple
= ki —lkz‘
_2;')'-{ +|: i (349)
= 107" fz_w}‘kg—kiw'e
= i0,y*Ap(x)
donde se ha definido
d4k e—ikx ddk e—ikz‘
Ar@) = | G-t /CF (2m) k2 — k2 o)
pree
Cr
-E, - pi
+E,
E, = '\/l“‘_2

Figura 3.1: Contorno de integracién para Ap

Cr corresponde al contorno de integracion mostrado en la figura 3.1. De
igual forma a lo mencionado en la seccién 4.2, la integral sobre kq en (3.50)
se calcula usando el teorema del residuo, el cual determina los valores de
integrales realizadas sobre contornos cerrados en el plano complejo. Puesto
que el integrando lleva un factor exp (—ikozo + tk - x), es claro que para
xo > 0 se anula asintéticamente para |ky| grandes en el semi-plano inferior.
Asi pues, para 7y > 0, se puede anadir un semicirculo infinito al contorno
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CF en el semi-plano inferior sin afectar el valor de la integral. Debido a que
el integrando es regular en todos lados excepto en los dos polos, el camino
de integracion puede ser contraido al contorno C™, el cual encierra al punto
ko = + Ej, como se muestra en la figura 3.2

jimpo
[ XY
—— * -=Re po

Figura 3.2: Contraccién del contorno Cp

Anélogamente, para z, < 0 el contorno Cr necesita cerrarse en el semi-
plano superior, por lo que se integra a lo largo del contorno —C~ (la direccién
de integracion es esencial). De esta forma se tiene

Ar(z) = 8 (z0) AF(z) — © (—20) AR(7) (3.51)
donde
- d4k —tkz
A%(z) = f; : Wh (3.52)

Se procede reescribiendo el denominador en (3.52) como

1 1 1 1
k%—kfﬁ(ku—m'ma) )

con E; = +Vk?, para aislar los dos polos y obtener

+ == Bk ik 1 dkg —ikox N |
Az(z) = &3¢ 2B $ e (kg—sﬂr ko+Eg) (3.54)

3 5
?fﬁ-ﬁgﬁ exp [—i (£ Exzo — k- x)]

Con este resultado se pueden combinar las dos contribuciones en (3.51) dentro
de una sola expresion
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([ Pk 1

(27)3 2E;
Para evaluar esta integral tridimensional se emplean coordenadas polares
esféricas, de esta forma las integrales angulares son inmediatas. Entonces,
escribiendo |k| = k y [x| = z se tiene

Ap(r) = - exp (—1Ey |zo| + tk - %) (3.55)

Ap(z) = —gis [7° dk [ deosd [ dse- exp (—iEy |zo| + ikrcosf)

i 00 2 . . .
— ey 27 [ dk35 7 exp (—iEj |2o|) [exp (ikr) — exp (—ikr)]
e dkﬁ: exp (—iEy |zo|) [exp (ikr) — exp (—ikr))

Il

(3.56)
El calculo de la integral resultante en (3.56) depende del tamafio relativo de
los argumentos de espacio y tiempo, |z,| y 7. El caso cuando la separaci6n
es de tipo luz, es decir |zo| = 7, tiene que tratarse de forma especial puesto
que para valores grandes de k el integrando se aproxima a

kll’rn Eiexp (—iExr) [exp (ikr) — exp (—tkr)] = klim [1 — exp (—2ikr)]
—00 k =20

(3.57)
El primer término en (3.57) se aproxima a una constante, provocando que la
integral (3.56) diverja. Reemplazando E; por k y tomando el limite 2y —
en (3.57) se obtiene

Ap(a)|poer = —gm Jy dk {exp[—ik (|zo| — r)] — exp [—ik (|zo| + )]}
~ — (3276 (|zo| — 1) — 3276 (|zo| + 7))
= -Li@ -
(3.58)

Para el calculo de (3.58) tinicamente se ha tomado en cuenta la contribucién
de la funcion delta. Con la finalidad de obtener la contribuci6én para los casos
|zo| # 7 se hace notar primero que la funcién de Green para el operador [J,
en el espacio de coordenadas, esta dada por|9, 12]

G(2?) = —g3z poralr| #7 (3.59)

es decir, G satisface la ecuacién

0G (22) = 6 (2?) (3.60)
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Tomando la transformada de Fourier de G

G (2?) = / G (k) SK o-ike (3.61)
(2m)*
y sustituyendo en (3.60) junto con la representaciéon de Fourier para 6 (z2)y
O se obtiene

&k &k
_k2 k2 —ikx =/ —ikzx :
[ 6 (k) e e (3.62)
de donde se sigue
1

G(K)=-5 (3.63)

Reemplazando (3.63) en (3.61) e igualando con (3.59) se llega al resultado

i d*l e

4n2z2 / (2m)* k2 (3.64)

La integral en (3.64) es justamente la integral que aparece en (3.50) sin la

prescripcién te, por lo que la contribucién buscada para los casos |zg| # T,

ya sea que [zg| > r 0 7| < r, es simplemente ——;. Formalmente
1

20T~ 4p2n2

Ar(z)| (3.65)

Sumando (3.58) y (3.66) se tiene entonces
Ap(z)

—Li(n -7+ 2

e (% + imé (22)) (3.66)

4m? 22 —i¢

donde en la dltima linea se ha usado la bien conocida identidad

1

1
= P; Fime (3.67)

Sustituyendo (3.66) en (3.49) se llega finalmente a la forma explicita del
propagador en el espacio de coordenadas

Sr(z) = 074 s

42 72 — je

(3.68)



Capitulo 4

Propagador Foténico Estandar

4.1. Invariancia de Norma

Si se quiere calcular el propagador en el espacio de momentos para la
ecuacién de onda del fot6n, siguiendo para ello el método general aplicado en
los capitulos anteriores, se encuentra inmediatamente una dificultad insupe-
rable: no es posible obtener tal propagador. Para verificar dicha afirmacion
partimos de la ecuacién covariante para los potenciales [8]

DA -0 (8,4%) = j* (4.1)

la cual se reescribe como

(¢0 - 088" Ay = j* (4.2)

En la representacién de momentos el operador que actia en el lado izquierdo
de (4.2) se transforma a

-9°¢ +¢'¢" (4.3)
Esencialmente lo que se quiere es encontrar el inverso de (4.3), de manera
que sea posible despejar la expresién para la amplitud después de realizar
la transformacién de Fourier correspondiente en (4.2). Este procedimiento
asegura la evaluacién correcta de la funcién de Green para el operador di-
ferencial como se ha visto anteriormente. Suponiendo la existencia de dicho
inverso, se puede escribir de manera general como

Aq2g,‘., + Bquq, (4.4)

43
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donde A y B son funciones arbitrarias de g2. Entonces, al aplicar (4.4) a (4.3)
se obtiene

(A9 + Baua,) (94 + ¢'0") = A (-¢*6) + qug*)  (4.5)

expresién que tnicamente depende de A, y de la forma de (4.5) se concluye
que no es posible elegir A de tal forma que el producto de (4.4) por su inverso
resulte en 5;, como se esperaria si la suposicién inicial fuera correcta. Por lo
tanto, sin importar la forma que tomen las funciones A y B, no puede cons-
truirse un inverso para el operador (4.4). Dicho resultado obedece, en esencia,
a la libertad de norma asociada al campo electromagnético. Recordando que
el campo queda invariante bajo la transformaci6n[6, 8]

AF — AF 4+ 9y (4.6)
es necesario en consecuencia fijar dicha condicién antes de intentar la cons-
truccién del propagador. Puesto que se tiene la libertad de escoger la norma
més conveniente en la realizacién de los célculos, de aqui en adelante se tra-
bajaré en la norma de Lorentz

9, A% () =0 (4.7)

De acuerdo con (4.7) la ecuacién (4.1) se simplifica a

DA* = j# (4.8)

Como es natural, la solucién de (4.8) puede obtenerse mediante la funcién de
Green correspondiente, la cual, para el caso cuintico estudiado aqui, cons-
tituye el propagador de Feynman para el campo electromagnético. Dicho
propagador se denotaré con el simbolo Df siguiendo la convencion usual.

4.2. El Propagador foténico en el espacio de
momentos

Al igual que en el caso del electrén, el propagador asociado al fotén debe
cumplir el requisito de ser una funcién de Green para el operador en (4.8).
Entonces, en ausencia de fuentes

ODp(z —y) = 8*(z — y) (4.9)
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La transformada de Fourier de (4.9) es

dig .
Dr(z~y)= [ e ™I De () (4.10)
Usando
. 4
M —1z) = gfﬁe'*ﬂm) (4.11)

se obtiene inmediatamente

1
Dr()=-5 (4.12)
Una vez més hay que tener cuidado al evaluar el polo en ¢ = 0. Siguiendo la
discusi6n de los capitulos anteriores, se aseguran las condiciones a la frontera
correctas proporcionandole al foton una pequena masa tmaginaria positiva.

1

Dr () = g1
Esta receta para tratar al polo garantiza el principio de causalidad. Los foto-
nes con frecuencia positiva solamente pueden propagarse hacia adelante en
el tiempo. Las contribuciones al campo A* que tengan frecuencia negativa se
moveran hacia atras en el tiempo. Puesto que el foton, en contraste con el
electrén, no tiene carga y es su propia antiparticula, estos dos procesos son
fisicamente idénticos, por lo que no hay necesidad de hablar de fotones con
energfa negativa. Para obtener la descripcién completa se sustituye (4.13) en
(4.10)

(4.13)

dq . —igo(zo—yo)
Dr(z—y) = _/_q eiax-y) [ 90 € (4.14)

(2m)3 2m g2 —q? + i
De acuerdo con la figura 4.1, el camino de integraciéon en el plano g
complejo tiene que cerrarse en el semi-plano inferior para ry > yo, lo que da
una contribucién en gy = + | q |. Este resultado establece simplemente que
unicamente las ondas con energia positiva (g, > 0) se mueven hacia el futuro,
de yo a ry. Analogamente, para y, > 7, el polo en g = — | q | contribuye al
propagador y puede interpretarse como un fotén de energia positiva (—gy > 0)
moviéndose de 7y a y,. Finalmente, en términos del propagador, la solucién
de (4.8) es
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A4(z) = f dyDr(x - 4)1*(y) (4.15)

4.3. Teoria Cuantica de Campos

Hasta aquf se han derivado resultados para los propagadores dentro del
marco de trabajo de la teoria de agujeros de Dirac y la interpretacién que
Feynman hace de ella. Esto constituye una primera aproximacion a la elec-
trodindmica cuéntica pero existe al menos otra forma de derivar dichos re-
sultados, matematicamente mas rigurosa y conceptualmente mas adecuada,
conocida como Teorfa Cuéantica de Campos (QFT por sus siglas en inglés).
Las objeciones principales a la teoria de agujeros fueron ya explicadas breve-
mente en la seccién 2.1.

Considerando entonces que los sistemas fisicos estudiados por la Electro-
dindmica Cuéntica pueden tener un nimero infinito de grados de libertad,
lo que hace necesario recurrir a la interpretaciéon de campos, y sin entrar en
antecedentes formales ni conceptuales de la teoria, simplemente se establecen
aqui las reglas de conmutaci6én para tiempos iguales (RCTI) que deben satis-
facer los campos dentro del esquema canénico de cuantizaci6n|7, 6]. Dichas
reglas se obtendran de manera heuristica en la siguiente seccién.

[A(t, %), A(3)] = [Au(t,%), Ault,y)] =0 (4.16)
[Au(t.%0, 4,(.3)] = igud*(x - ¥) (417)

Asimismo, para analizar el campo se recurre a su expansién de Fourier en
términos de soluciones de ondas planas

Im g0
-h]ﬁq(z][

Figura 4.1: Contorno de integracién para Dy
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3
A = [ @3 @@ + 0 @el @) (418)
A=0

donde

= pkw  w=lq (419)

Por otro lado, los vectores de polarizacién cumplen con las relaciones de
completez

e (9)el) (g)
(g0 (q) ~ e

eM(g)e™ (g) = g™ (4.21)

Sustituyendo (4.18) en (4.17) y (4.16) se encuentran las reglas de conmutacién
que satisfacen los operadores a

[4¥(),a"(g)] = —g*2¢°(27)**(a — @) (4.22)

[¥(@).a™(@)] = [a*'(9),a*""(g)] =0 (4:23)

Dentro del presente formalismo el propagador se define como el valor de ex-
pectacion para el vacio del producto ordenado en el tiempo. Este tltimo se
realiza a través de las funciones escalén correspondientes, las cuales multi-
plican a los productos de los campos asegurando asf el cumplimiento de las
condiciones de causalidad correctas

TA(z)A(y) =0 (2° — 1°) Au(x)Au(y) + 0 (1° — 2°) AL (y)Au(z)  (4.24)

Insertando la expansion (4.18) y usando los conmutadores (4.22) y (4.23) se
obtiene la expresion final para el propagador

d‘1q e“iq{r"yl

O TAD)Av) [ 0) = i Dz = 3) = =ig [ oz o

(4.25)
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4.4. Relaciones de conmutacion

El punto de partida para obtener heuristicamente las reglas de conmuta-
ci6én es la ecuacién de onda para los campos en el vacio

OAu(z) =0 (4.26)

junto con la descomposicién de Fourier de A, en ondas viajando a la velocidad
de la luz

A(z) = f (Asue™ + Agie=™) &% (4.27)

El indice ¢ en los coeficientes de Fourier indica que son constantes en el
tiempo. Cada Aj, tiene una parte Af, que viene de Ay(z) y una parte A, r =
(1,2,3) que es un vector tridimensional. Este tiltimo puede descomponerse
a su vez en dos partes, una longitudinal en la direccién de k, es decir, en la
direccion de movimiento de las ondas, y una parte transversal, perpendicular
a k. Se sabe de la teoria electromagnética que inicamente la parte transversal
de los campos contribuye a la radiaci6n [8], y el estudio de la radiacién dentro
del formalismo cuéantico no relativista lleva a obtener las siguientes reglas de
conmutacién para las componentes transversales|3)

(Al Au] = [Ah, 4n] = i 4:;% (4.28)

donde sy es la densidad de particulas y los coeficientes no son constantes en
el tiempo, sino que estan formados por el producto de los Af, de (4.27) con

el factor temporal effo%o :
Ay e = A, (4.29)

Claramente la ecuaci6én (4.28) no es invariante ante transformaciones de Lo-
rentez, por lo que tiene que ser extendida a un conjunto relativista, y la forma
mas simple de hacerlo es exigiendo que las componentes Az, y Ag, cumplan
con las relaciones

Sk
4?’{'2;{'{]

(Al Ase| = = [ A o] = - (4.30)
Asi, (4.29) y (4.30), junto con la condicién de que ALk y A,k conmuten para
i # v (como debe suceder pues se refieren a grados de libertad distintos), se
combinan para formar la ecuacién tensorial
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GuvS
[l ] = 135 (431)
la cual puede ser extendida a
G SO’
(Al A | = idee = (4.32)

La ecuacion (4.32) proporciona las reglas de conmutacién para todas las
variables dindmicas. El objetivo ahora es pasar de valores discretos de k a
valores continuos, como corresponde a la descripcién de campo. Para ello
se emplea la siguiente aproximacién para una funcién arbitraria f(k) en
el espacio k tridimensional, valida cuando el volumen del espacio tiende a
infinito.

Y fk)bee = f(K) = ] f(k)d(k — K)d’k (4.33)
k

Por otro lado, la relacién general para pasar de valores discretos p’ a valores
continuos, y viceversa, estd dada por(3]

f / ] J(e)dp.dp,dp. = 3 f(B)s (4.34)

Entonces, con la finalidad de hacer que (4.33) esté en conformidad con (4.34)
se debe tener

Sk = 0(k — k') (4.35)
Por lo tanto, la ecuacién (4.32) cambia a
[A#k,A.,k;} =1 49‘;; (k- k') (4.36)

la cual, junto con las relaciones

[Apk: Auk’ [A_uk" vk’] =0 (43?)

proveen todos los conmutadores de la teoria para valores de k continuos.
Notese que estos conmutadores permanecen validos para los coeficientes de
Fourier constantes A, y A,,k Para establecer que la teoria es completa-
mente relativista es necesario mostrar explicitamente que las relaciones de
conmutacién lo son, lo cual no es del todo evidente de la forma como estan
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escritas (4.36) y (4.37) en términos de componentes de Fourier. El objetivo
es entonces obtener una version relativista de las relaciones de conmutacién
mediante la evaluacion de [A,(z), A,(2')], con z y =’ dos puntos cualesquiera
en el espacio-tiempo. Para ello se emplear la funcién A(z) definida como

26 (z2#) 2o
|Zo]

cuyas propiedades generales se describen en el apéndice II. Empleando (4.27),
(4.36) y (4.37) se tiene

A(z) = (4.38)

A, (2),A2)) = [[ [A é*e 4 Al e, A 4 Aj,k.eﬂ'k'x'] BkdK
iy [ {e“"‘e"" 7' — gikze—K''} 5(k — K')dPkd®k’
iirv —lk{:—: i :k(z—z")} &Lk

(4.39)
Aqui ky esta definido como |k| y por lo tanto siempre es positivo. Intercam-
biando k por —k en la segunda parte del integrando se encuentra que (4.39)
es igual a la integral

1925 [ g {8(ko = [Kl) — 8(ko + [k|)} e*===dk
= 12 [ A(k)e *C=—=dik
(4.40)
En la cual ko toma todos los valores, tanto positivos como negativos, y donde
se ha empleado la ecuaci6n (B.3) del apéndice. Evaluando (4.40) con la ayuda
de (B.6) se obtiene finalmente

{ u(2), A )} Guv Az - 7') (4.41)

resultado que muestra la invariancia de las relaciones de conmutacién bajo
transformaciones de Lorentz. La ecuacion (4.41) implica que los potenciales
electromagnéticos, evaluados en dos puntos del espacio-tiempo, siempre con-
mutan a menos que el intervalo entre dichos puntos sea de tipo nulo, es decir,
la trayectoria de un rayo de luz. Por otro lado, (4.41) cumple adecuadamente
con la condicién de satisfacer la ecuacién de campo (4.26), pues al aplicar el
operador [J al lado derecho resulta en cero, como se muestra en (B.8).
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Finalmente, para obtener las RCTI se escribe z, = z; en (4.41) lo que
resulta en :

[Aus Ae] =0 (4.42)

Diferenciando (4.41) con respecto a z, y haciendo después z;, = z; se tiene,
con la ayuda de (B.10)

[A,,,, A.,,cf] = 4mg,, 8 (x — X) (4.43)

Donde A,‘ = %—‘:5. Diferenciando (4.41) con respecto a zp y zp, y haciendo
después z;; = z, se obtiene

[AM, A,,,] =0 (4.44)

Las ecuaciones (4.42), (4.43) y (4.44) proporcionan las RCTI buscadas, equi-
valentes, aparte de constantes de normalizacion, a las relaciones (4.16) y
(4.17) de la teorfa cuéntica de campos.



Capitulo 5

Conclusiones

Tomando como referencia los resultados de la teoria estindar mostrados
en el apéndice C, se hace notar, como primer punto, que la normalizacién
(1.30) para las soluciones del cuadro 1, se puede interpretar como la extensién
matricial de (C.9), por lo que se tiene congruencia con el caso de masa cero
estandar. Como segundo punto se tiene, comparando (C.21) y (C.22) con las
ecuaciones (3.12) y (3.19) del capitulo 3, que los operadores de proyeccién
sobre estados de polarizacién, dentro del modelo de espacio extendido de es-
pin considerado, no tienen precisamente la misma forma que los operadores
correspondientes para la ecuacién de Dirac en el limite de masa cero, pero sa-
tisfacen las propiedades basicas de idempotencia, ortogonalidad y completez,
mientras que los dltimos no. La 4, en el caso extendido proviene del ope-
rador (1 — 7s)ivoy“d,en (1.24), y es una consecuencia de la representacién
empleada. Mas atin, las ecuaciones (3.29) a (3.32) establecen una importan-
te relacion, para el modelo extendido, entre las sumas sobre los estados de
polarizacién y los operadores de proyeccion correspondientes. Dicha relacién
es anéloga a la que se tiene en la teorfa estandar, de acuerdo con (C.21) y
(C.22).

Al nivel de los propagadores, el resultado (3.43) define correctamente al
propagador extendido, y es la generalizacién correspondiente para el propa-
gador de Feynman de la ecuacién de Dirac sin masa, como se ve enseguida
de (2.15) tomando el limite m — 0. Las relaciones (3.37), (3.44) y (3.47) son
asimismo congruentes con los resultados respectivos (2.9), (2.12) y (2.14) de
la teorfa usual, siempre dentro del limite de masa cero.

Por otro lado, la funcién Ag(z), definida en (3.50), no depende de las
soluciones fermiénicas, por lo que deberia producir el mismo resultado inde-
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pendientemente del formalismo. Dicha funcién es, de hecho, el propagador de
Feynman para la ecuacién de Klein-Gordon sin masal2, 7], aplicable a parti-
culas de espin cero, por lo que también seria de esperar que Ag(x) estuviera
relacionada de alguna forma con el propagador fot6nico. Esto sucede asf pues
en la referencia 7] se muestra que el propagador para el fot6n en el espacio de
configuracion, es precisamente el resultado (3.66). Lo anterior se sigue tam-
bién de comparar (3.50) con los resultados de la seccion 4.2, especificamente
con las relaciones (4.12), (4.13) y (4.14). En consecuencia Ar(z) tiene la mis-
ma forma en el espacio de espin extendido que en el espacio espinorial usual
de la ecuacién de Dirac sin masa y, por lo tanto, no hay diferencia alguna
entre la expresién explicita del propagador en el espacio de coordenadas para
ambos casos.

Finalmente, es importante resaltar que todo lo mencionado en los parrafos
anteriores es aplicable a los dos valores del sabor. Esto debido al hecho de
que las soluciones para ambos sabores estdn incluidas en las sumas sobre los
estados de polarizacién (3.1) y (3.2), y en consecuencia para los operadores de
proyeccién, como se detalla en la seccién 3.2. En consecuencia, la construccion
del propagador es independiente del sabor considerado.

De esta forma se ha concluido la comparacién de resultados de la Teoria de
Unificaci6n de Simetrias de Norma y Espacio-Tiempo con la Electrodindmica
CuAntica, para soluciones fermi6nicas de masa cero.



Apéndice A
Meétrica y matrices gama

En el espacio-tiempo de 4 dimensiones se emplea la métrica

1 0 0 0
0 -1 0 0
pr _
=10 0-1 o0 (A1)
0 0 0 -1

las matrices gama de 4 x 4 utilizadas en el texto se encuentran en la represen-
tacién de Dirac, y se definen a partir de las matrices de Pauli ¢;, 1 = 1,2,3
y la matriz identidad de 2 x 2 1,

1 0
w=%®b=(;_h) (A.2)
; 0
-y:zgz@o'z(_a 00) (A3)
: 1
Y =—tnNeB=081= ( 102 02 ) (A.4)

Las matrices gama cumplen con las siguientes relaciones
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79} =9y oyt = 29"
R=1
{17} =0

PP = o, Py = —f
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Apéndice B
Propiedades de la funcién A

Por definicién

Az) = -2—3:—06 (Zux®) (B.1)
|zo|

Claramente la funcién 6 (z,z*) es invariante de Lorentz. Se anula en todas
partes excepto en el cono de luz con vértice en el origen, i.e. para z,z* = (.
El cono de luz estd formado de dos partes, una parte futura, para la cual
zo > 0, y una parte pasada, para la cual z; < 0. La funcién A toma el valor
26 (z,2*) en la parte futura y —20 (z,2*) en la parte pasada. De acuerdo con
la propiedad de la funcién delta

5(2® - a?) = £ {6(z — a) + &z + )} (a>0) (B.2)
se puede expresar 4 (z,2*) de la siguiente forma

6 (z,) = = {8z = bx) + 8z + [x)} (B3)
por lo que (B.1) cambia a

1
1|
Por definicién A(z) tiene el valor cero en el origen, y ademas es una funcién

impar A(—z) = —A(z). Realizando la transformada inversa de Fourier de
(B.4) se tiene

Alz) {6(z — |xl) + é(z + [xI)} (B4)
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[ A(z)e**d*z

I

f&_| {6(= — [x]) +d(z + |x])} eilkozo—(kx)] 74

fli_l {eu:om o e—ikgix|}e—ik-xd‘3z (B-5)

Introduciendo las coordenadas esféricas |x|, 6 y ¢, con la direccién de la parte
tridimensional de k* como polo, (B.5) resulta en

[ Az)e*=diz

J [ [ {e*oXl — etholx|} g-ilklixicost || senfdfdad x|
2m [ {etkolx| — g=tholxl} g |x| [[7 e~ilkllxIcost |x| sengdf
%.- o2 {eitolel — g=ikolxl} g |x] {iklix| — gslkiix}

2 [ {gitko-li)e _ gitio+ii)a} dg

i {8 (ko — |k|) — & (ko + [KI)}

= 4n2iA(k)

(B.6)
En consecuencia, la transformada inversa de Fourier produce la misma fun-
cién multiplicada por el coeficiente 47%. Intercambiando k y z en (B.6) se
obtiene

Az) = 4'—?; / A(K)e™ =k (B.7)

Algunas de las propiedades importantes de A(z) pueden deducirse facilmente
de su transformada de Fourier. En primer lugar la ecuaci6én (B.7) muestra
que A(z) puede escribirse en términos de ondas viajando a la velocidad de la
luz. Con el propésito de obtener una ecuacion para este resultado se aplica
el operador [J a ambos lados de (B.7), entonces

OA(z) = % / A(k)De*=d*k = A(z) = 4—;2- ] k“k,A(k)e*d'k  (B.8)

Por otro lado, de acuerdo con la definicion (B.1), k*k,A(k) = 0 y por lo
tanto

OA(z) =0 (B.9)

Ecuacién que permanece valida para todo punto del espacio-tiempo. Se le
puede dar significado a OJA(z) en un punto donde A(z) sea singular to-
mando la integral de JA(r) sobre un pequefio espacio cuadrudimensional

1
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alrededor del punto, y transforméandola a una integral de superficie tridimen-
sional mediante el teorema de Gauss. La ecuacién (B.9) nos dice que dicha
integral de superficie se anula siempre.

La funcién A(z) se anula sobre toda la superficie tridimensional z; = 0,
y la derivada 8A(r)/dz, evidentemente también se anula en todas partes
excepto en el punto z; = 7, = r3 = 0, donde tiene una singularidad que
puede evaluarse como sigue. Diferenciando ambos lados de (B.7) con respecto
de z, se tiene

) = L [koA(k)e*=dik
= o [ 15 {6 (ko — [k|) — 8 (ko + [K])} e*=dk (B.10)
rizf{é(ko Ik|) + 8 (ko + |k|)} e*=d*k

Evaluando (B.10) para z, = 0 se obtiene finalmente

Az
dzg #5=0

2z {8 (ko — [KI) + & (ko + |K[)} e=t*xdtk
sty [e R xd®k (B.11)
470 (z1) 0 (x2) 6 (x3) = 4md(x)

Asf pues la singularidad § ordinaria, multiplicada por 4r, aparece en el punto
=1y =13=0.



Apéndice C
Operadores de Proyeccién

Dentro del formalismo para la ecuacién de Dirac estdndar, los espino-
res u y v, que corresponden a las soluciones de energia positiva y negativa
respectivamente, satisfacen las ecuaciones|2, 7]

(K—m)uxe =0 (C.1)
(K+m) o =0 (C.2)
los espinores se encuentran normalizados de acuerdo con
lioUko' = G0 (C.3)
TkoUke' = Og0’ (C.4)

donde los adjuntos de Dirac, definidos de la forma usual @ = u'yg, 7 = vy,
cumplen a su vez con las relaciones

o (K—m) =0 (C.5)

ko (K+m) =0 (C.6)

A partir de estas expresiones, es posible obtener los operadores de proyeccién
correspondientes sobre estados de energia positiva y negativa|2, 7]

+m
P+ = Zukgﬁkg = g‘2_m {C?)
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B S g “‘;;m (C8)

Ahora bien, si en lugar de normalizar los espinores como se muestra en (C.3)
y (C.4), se escoge la normalizacion

@aukd' = t‘:lt;ovkd" = Ogg’ (Cg)

entonces los operadores de proyeccién (C.7) y (C.8) cambian a

+m
P, = E Upo ke = ngk (C.10)
- —K+m
P =- E UkoUke = 2E, (Cll)

La normalizacion (C.9) es la correcta para fermiones de masa cero. De (C.10)
y (C.11) se sigue directamente que, para el caso de masa cero

Po=Y thoihe = 5b (C12)
Bosi= 3 i % (C.13)

Sin embargo, un célculo directo muestra que (C.12) y (C.13) dan cero para
todas las propiedades (3.3)

PZ(k) =0

trPy(k) = 0
P.(K)+P_(k) = 0 (Gdd)
P.(KP.(k) = 0

Por lo anterior, y debido al hecho de que la normalizaciéon (C.9) no emplea
la definicién de adjunto de Dirac. es conveniente reescribir los operadores de
proyeccion (C.12) y (C.13) como

L (C.15)
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_ v __ k¥
P_= _;?}kgbkﬁ = '—E"'E]:']fg (016)
los cuales satisfacen las propiedades
Pik) = 3
tTPi(k) = Zt?
Pi(k)+P.(k) = 0 (B43)
Py (k)P_(k) = -%gX

Ninguna de las propiedades (C.14) y (C.17) cumple con las condiciones ba-
sicas de idempotencia, ortogonalidad y completez.

Por otro lado, siguiendo en la teoria de Dirac estandar, se puede mostrar
que los operadores de proyeccion sobre estados de polarizacién, definidos a lo
largo de un cuadrivector n de tipo espacio ortogonal a p, estan dados por|7]

_ _p+ml+it
u(p,n) ®U(p,n) = Z—— (C.18)
” m—p1+ s
—u(p, \n) = ——— C1
v(pin) @Upin) = =g (C.19)
Si se escoge n, tal que n es proporcional a p en el plano de referencia
_(lpl _#’p
"’”‘(M‘M|p[ {Q.20)
y se toma el limite ultrarelativista, (C.18) y (C.19) cambian a
+ml-—
u(p.n) ® a(p.n) = ﬁTmT% (C.21)
. —p+ml-
-v(p,n) ® ¥(p,n) = ——%E—EJE (C.22)

donde dnicamente se ha considerado helicidad negativa.
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