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Introducción 

En la sección III del libro The Theory 01 Groups, Hans Zassenhaus trata "el 
problema de la extensión" propuesto por Otto Schreir, que dice: Dados dos grupos 
abstractos, K y F, encontrar todos los grupos que contienen a K como subgrupo 
normal con grupo cociente isomorfo a F. Como caso particular de este problema, 
Zassenhaus menciona los grupos que tienen un subgrupo normal cíclico con gru
po cociente cíclico. Un grupo con estas características es llamado metacíclico y su 
estructura resulta sorprendentemente compleja. Como el título lo indica, sólo tra
taremos grupos metacíclicos finitos, así que, en el futuro , al referirnos a un grupo 
metacíclico, supondremos que es finito. Un grupo metacíclico G puede ser escrito 
G = SK con S ~ G, K ~ G Y ambos cíclicos, este producto es llamado una factori
zación metacíclica de G. Si G tiene una factorización metacíclica tal que S n K = 1, 
entonces decimos que G se escinde. Como ejemplos de grupos metacíclicos tenemos a 
los grupos cíclicos, productos semidirectos de éstos y los cuaterniones. 

La mayor parte de este trabajo está basada en el artículo Metacyclic groups 01 
odd order [8J de Hyo-Seob Sim, publicado en 1994 y que, según Sim, presenta una 
determinación de los tipos de isomorfismo de grupos metacíclicos de orden impar en 
términos de presentaciones. Nuestro objetivo será describir detalladamente el proceso 
seguido por Sim para llegar a estas presentaciones y a la solución del problema de 
isomorfismo. Los resultados preliminares están enfocados a este objetivo, y por ello 
podrán parecer un poco extraños o desligados unos de otros, mas su función que
dará clara conforme avancemos. Aquí incluimos también, los resultados que C. E. 
Hempel, en su artículo Metacyclic groups [4J de 2000, considera necesarios para clasi
ficar los 2-grupos metacíclicos. En la primera sección del capítulo 2 construimos una 
factorización metacíclica para p-grupos metacíclicos con p primo impar que resul
tará muy conveniente para la clasificación de los grupos metacíclicos de orden impar. 
La segunda parte de este capítulo trata la clasificación de los 2-grupos metacíclicos. 
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En el Capítulo 3 construimos la descomposición de Hall estándar para un grupo 
metacíclico finito G. Para hacer esto, llamamos N a la intersección de todos los 
complementos de Sylow normales en G, como veremos, el complemento de Sylow 
correspondiente al primo más pequeño que divide el orden de G debe ser normal , por 
lo que esta definición tiene sentido. N será minimal entre los subgrupos de Hall de G 
normales con grupo factor nilpotente. En el Teorema 3.6 probamos que N se escinde. 
Así, en el Capítulo 4 construimos la presentación estándar para grupos metacíclicos 
de orden impar tomando un generador por cada factor cíclico en una descomposición 
semidirecta de N como 2 elementos en un conjunto generador de 4 elementos para G. 
Los otros dos elementos de este conjunto son escogidos de tal forma que generen un 
subgrupo de Hall nilpotente, H, que sea un complemento semidirecto de N en G. Con 
esta construcción, Sim asegura que todas las dificultades que arriban cuando G no 
se escinde sean localizadas en el subgrupo nilpotente H. El Teorema 4.2 asegura que 
todo grupo metacíclico no cíclico de orden impar tiene una presentación estándar. 

Para combinar nuestro entendimiento de H y N en un resultado con respecto 
a G, requerimos conocimiento de las posibles acciones de H en N que resulten en 
un producto semidirecto H ~ N que sea metacíclico, y del efecto que la elección de 
esta acción tiene en el tipo de isomorfismo de G, así que, en el Capítulo 5 tratamos 
cuestiones concernientes a los automorfismos de p-grupos metacíclicos con p impar 
y, finalmente, el Teorema 6.6 nos da una prueba para decidir cuando dos grupos 
definidos por presentaciones estándar son isomorfos. 



Capítulo 1 

Resultados preliminares 

1.1. Generales 

Si G es un grupo, escribiremos Z(G) para su centro. Si K Y Y son subgrupos 
de G, el centralizador de K en Y será denotado por CK(Y) y el conmutador 
por [X, Y], para el conmutador de G escribiremos G' . La conjugación x-lyx de un 
elemento y por x, sera representada por yX. El neutro será denotado por 1. 

Definición 1.1. Un grupo G es llamado metacíclico si tiene un subgrupo normal 
cíclico K tal que GI K también es cíclico. Llamaremos a K un núcleo de G. 

Si G es un grupo metacíclico y K = (y) es un núcleo de G , entonces existe x E G 
tal que xK genera a GI K. Para cualquier g E G tenemos gK = x' K , s E Z, luego 
x-'g E K . Es decir g = x'yt, tEZ y G = SK con S = (x) , como se dijo en la 
Introducción, este producto es llamado una factorización metacíclica de G. 

Lema 1.2. Un grupo G es metacíclico con un subgrupo normal cíclico de orden m y 
grupo cociente cíclico de orden k si, y sólo si, tiene la siguiente presentación: 

donde k , 1, m y n son enteros positivos tales que mi (nk 
- 1) Y m Il(n - 1). 

Prueba. Sea G un grupo con una factorización metacíclica G = SK. G tiene dos 
generadores x, y, (x) = S Y (y) = K . Si el orden de K es m, entonces tenemos 
ym = 1, ahora, si el índice de K en G es k, entonces xk = yl p. a. 1 entero positivo, 
y claramente tenemos yX = yn, p.a. n entero positivo. Así obtenemos las igualdades 
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y = yXk = ynk y yl = ylX = yln y por lo tanto, mi (nk - 1) Y m Il(n - 1). Con esto 
tenemos que G es una imagen homomórfica del grupo descrito por las tres relaciones 
de la presentación de arriba, pero el grupo descrito por ésta tiene orden a lo más mk, 
es decir, estos grupos son isomorfos y por lo tanto, esta es una presentación para G. 

Ahora supongamos k, l , m , n enteros positivos tales que mi (nk -1) y m Il(n -1). 
Consideremos el conjunto A de los km elementos xiyi, i módulo k y j módulo m, con 
el siguiente producto: 

i + s < k 
i + s = k + a, 

donde [hl = [jn' + tl en los enteros módulo m. Como i + s < 2k tenemos O ::::: a < k y 
de ser necesario, tomaremos el representante de la clase [h + l] en los enteros módulo 
m. Verificaremos que (A, .) es un grupo. Para la asociatividad tenemos que probar: 

(Xiyi . x'yt) . XUyv = xiyi . (x'yt . XUyV). 

Observemos . . {xi+'yi n
8

+t si i + s < k x,yJ . xSyt = . • 
xaoyJn +t+1 si i + s = k + ao 

y su producto por la derecha con XUyv depende de si i + s + u < k, i + s + u ~ k, 
u + ao < k ó u + ao ~ k . Por otro lado 

s+u<k 
s+u=k+bo 

y el producto xiyi . (XSyt . XUyV) depende de si i + s + u < k, i + s + u ~ k, u + bo < 
k ó u + bo ~ k. Haciendo todas las posibles combinaciones de estas condiciones 
obtenemos el resultado. 

Ahora obtendremos el inverso de un elemento xiyi en A. Tomemos s = k - i Y t 
el representante de la clase en los enteros módulo m inversa aditiva a [jn" + ll. Por la 
definición de producto tenemos xiyi . x' yt = l. 

Así que (A, .) es un grupo que cumple las relaciones de la presentación de arriba 
y por lo tanto, es una imagen homomórfica del grupo que ésta genera, cuyo orden es 
menor o igual que km y entonces, es igual a A. La presentación del grupo cociente 
Aj(y), es (x I xk = 1), luego el grupo generado por y es normal y tiene orden m y su 
grupo cociente tiene orden k. 

En el futuro, denotaremos por C(n) al grupo cíclico de orden n. 
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Lema 1.3. Subgr-upos y grupos cociente de grupos metacíclicos son metacíclicos. 

Prueba. Sean G un grupo metacíclico y H un subgrupo de G. Si G tiene una facto
rización metacíclica G = SK, tomamos KI = H n K ~ K . Entonces KI es un 
subgrupo normal cíclico de H y por el Segundo Teorema de Isomorfismo, H I KI ~ 
H KI K ~ GI K que es cíclico. 

Ahora supongamos T un subgrupo normal de e , KTIT es cíclico y por el Tercer 
Teorema de Isomorfismo, KT IT es normal en G IT y 

y este último es cíclico. Es decir, KTIT es un subgrupo normal cíclico de elT tal 
que su cociente es cíclico. 

Continuamos enlistando varios resultados de la teoría de grupos a los que recu
rriremos constantemente para alcanzar nuestro objetivo. En las secciones siguientes 
omitiremos la demostración de algunas afirmaciones por ser resultados conocidos de la 
teoría de grupos, o porque su demostración es muy larga y se utilizará sólo en puntos 
particulares de algunas pruebas. Sin embargo, en todos los casos acompañamos la 
afirmación con una referencia bibliográfica en la que se encuentra una prueba. 

Lema 1.4 (5.42 en [7]). Sean x, y elementos de un grupo e y supongamos que 
ambos ronmutan con [x, y]. Entonces: 

(i) [x, y]n = [xn, y] = [x, yn] para todo O::; n E Z; y 

(ii) xnyn = (xy)n[x , y]n(n-I} /2 para todo O ::; n E Z. 

Prueba. (i)La prueba es por inducción sobre n. Claramente es verdad para n = O. 
Para el paso inductivo observemos que 

[x , y¡n[x, y] x - I [x, y¡ny-I xy, por hipótesis 

x-I[xn, y]y-I xy, por inducción 
x- I (x-ny- Ixny)y- Ixy 

[xn+I, y]. 

Análogamente para la otra igualdad. 
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(ii)También haremos la prueba por inducción sobre n, claramente es verdad para 
n = O. Para el paso inductivo observemos que 

x(xyt[x, y¡n(n-l)/2y , por inducción 

x(xyty[x, y]n(n-l)/2, por hipótesis 

xy(xyt[(xyt, y][x, y]n(n- l)/2 

(xyt+1[x, yrlx, y]n(n-l)/2, por hipótesis y (i) 

(xy t+ 1 [x , y¡n(n+l)/2 

Definición 1.5. Decimos que un grupo G tiene exponente n > O, si xn = 1 para 
toda x en G. Si el grupo es finito, su exponente minimal será denotado por exp G. 

Lema 1.6 (2.2 en [8]). Sea A un grupo abeliano finito con un subgrupo cíclico C, 
tal que ICI = exp A. Entonces C es un factor directo de A. 

Prueba. Sea C = (y). AjC es abeliano finito, luego es la suma directa de, digamos r, 
subgrupos cíclicos Dk = (XkC) con IDkl = Sk. Observemos que para cada Dk podemos 
encontrar un elemento de la forma Xkyl en A cuyo orden sea Sk: 

Sabemos que, bajo el mapeo natural, 'l/J : A --> AjC, xkC es la imagen de Xk. 
Así que sklo(xk) Y o(xk)n = expA = o(y) p.a. entero n , luego 

( Sk) _ o(xk)n _ o(y) _ ( Sk ) o x k n - --- - -- - o Y 
Sk Sk 

Concluimos (X~k) ~ (ySk), es decir X~k = (ySk)j, j E Z. Así que (xky-j)Sk = 1, pero la 
imagen de Xky-j bajo 'l/J es XkC , cuyo orden es Sk, por tanto el orden de xky-j es Sk. 
Podemos, entonces, definir un homomorfismo fk : Dk --> A, A(xkC) = Xky-j. 

Con esto tenemos un grupo abeliano A y una familia de homomorfismos {Jk : 
Dk --> A, k = 1, ... , r}, por lo que existe un único homomorfismo cp : Al C --> A 
tal que que si ik es la inclusión de cada Dk en AjC entonces cpik = fk para toda 
k = 1, ... r. Luego 'l/Jcp = idA / C , de donde se sigue el resultado. 

Lema 1.7 (2.3 en [8]). Sean H y K subgrupos de un grupo finito G tales que 
G = H x K. Supongamos que 
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Sean O un isomorfismo de H¡j H2 en K¡j K 2 Y 

Entonces L es un subgrupo de orden IHIK21 tal que 

H n L = H2, K n L = K 2 Y HIL = HIKl = LKl. 

Además, el mapeo 
(Hl, H2, K¡, K 2 , O) t---> L 

es una biyección del conjunto de todos los 'quintetos' (Hl, H 2 , K¡, K 2 , O) con tales 
características al conjunto de todos los subgrupos de G. 

El grupo L es llamado la diagonal definida por O. 

Prueba. La imagen de L bajo la proyección en H es Hl y su kernel es K2, por lo 
tanto, ILI = IHIK21· 

Ahora sea 9 en H n L, 9 = h1k¡, h1 E H¡, k1 E Kl Y O(h1H2) = k1K 2 . Como 
9 está en H, entonces k1 E H así que k1 = 1, luego 9 está en H2 y H n L = H2. 
Análogamente K n L = K 2 . 

Claramente HIL está contenido en HIKl y 

IH LI = IHIIILI = IH IIIKIIIH21 = IH K I 
1 IHl n LI IH21 1 l· 

Análogamente el otro caso, es decir HIL = HIKl = LKl. 
En la última afirmación es claro que el mapeo está bien definido. Para ver que es 

inyectivo supongamos L = L' donde 

L':= {h'k' I O'(h'H~) = k'K~, h' E H~, k' E Ka. 

Tomemos hk E L, h E H¡, k E K¡, luego hk = h'k' , con h' E H~ Y k' E K~; 

obtenemos h = h', k = k' y podemos concluir Hl = H~ Y Kl = K~. Además LnH1 = 
H 2 y L'nH; = H~ , entonces H 2 = H~. Análogamente y K 2 = K~ . Con esto claramente 
O = O'. 

Para ver que es suprayectivo tomemos M ~ G. Sean Hl y K 2 la imagen y el kernel 
de la proyección sobre H de M; Kl Y H2 la imagen y el kernel de la proyección sobre 
K del mismo. Tenemos entonces 
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M KI M ~ HI 
H K ~ !( , análogamente H K - H 

2 X 2 2 2 X 2 2 

Si hk(H2K2) f-> kK2 es el primer isomorfismo y hk(H2K2) f-> hH2 es el segundo, 
entonces 8(kK2) = hH2 es un isomorfismo entre H¡j H2 Y K¡j K 2 . Así, L la imagen de 
(HI , H2 , K 1, K2 , 8) , es un grupo de orden IHIK21 = IMI y L ~ M, luego L = M . 

Notación 1.8. Denotaremos por 1m mod ni al entero positivo más pequeño i tal que 
mi = 1 mod n , este es llamado el orden multiplicativo de m m6dulo n y no 
está definido a menos que (m, n)= l. 

Sean p un primo y a un entero, escribiremos pT 11 a si pT I a y pT+I fa . 

Los siguientes resultados de carácter técnico nos serán de mucha utilidad en el 
tratamiento de los p-grupos metacíclicos. 

Proposición 1.9 (2.1 en [8]). Sean p primo impar, m y n enteros no negativos, y 
r un entero. 

(i) Si r = 1 mod p, entonces Ir mod pn 1= (pn,P~_ I) ' 

(ii) Si rpm = 1 mod pn , entonces 1 + r + ... + rpm-I = pm mod pn. 

Prueba. La prueba de esta proposición se divide en varios lemas. 

Lema 1.9.1. Sea p un primo y supongamos r = 1 mod p. Si po. I (r - 1) , o: 2: 1, 
entonces po.+! I (rP - 1). 

Prueba. Tenemos r = po.k + 1 p.a. k E Z, entonces rP = (po.k + 1)P = I:f=ü (~)po.iki, 
luego: 

rP - 1 = (~)po.k + ... + (:)po.pkP. 

Claramente po.+1 divide cada sumando, de donde obtenemos el resultado. 

Corolario 1.9.2. Sea p un primo y supongamos r = 1 mod p. Si po. I (r - 1) , o: 2: 1, 
entonces p o.+s I (r'" - 1), para todo s entero positivo. 

Lema 1.9.3. Sea p f= 2 un primo y supongamos r = 1 mod p. Si po. II (r -1) , o: 2: 1, 
entonces po.+1 11 (r" - 1). 

Prueba. Sabemos que rP - 1 = I:f=1 (~)pQiki, ahora con (p, k) = l. 
Para i = 1, po.+2 f (P)pQk . 
Para 1 < i < p, p I (~) y po.+ l I pQiki luego po.+2 1 (~)po.iki. 
Para i = p, po.+2 I (:) po.p kP, ya que o:p 2: 0:3 2: o: + 2. Por lo tanto po.+2 f rP - l. 
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Corolario 1.9.4. Sea Pi: 2 un primo y supongamos r == 1 mod p. Si po 11 (r - 1), 
Q ? 1, entonces pO+s 11 (rPS 

- 1) , para todo s entero positivo. 

Prueba de 1.9(i) . Si pn 1 (r - 1), entonces 1 r mod pn 1= l. 
Supongamos ahora po = (pn, r - 1) , con 1 ::; Q < n , entonces po 11 r - 1, luego: 

Lema 1.9.5. Sean p primo y l un entero tales que (p , l) = 1 Y prl < pm, entonces 
pm-r I (:~) . 

Prueba. 

(
pm) pm! m-r (pm - 1)! 
prl = (prl)!(pm - prl)! = p l(prl - 1)!(pm - pTl)! = 

m-T (pm - 1)(pm - 2) ... (pm - (pTl - 1)) 
P = l(pTl - 1)(pTl- 2)··· (pTl - (prl - 1)) 

m_Tpm - (pTl - 1) pm - (prl - 2) pm - (prl - (prl_ 1)) 
p l(prl-1) · pTl-2 . .. pTl-(pTl-1) . 

Ahora, si pO! I pTl - i, entonces po 1 pm - (prl - i), por lo tanto pm-r divide a 

(:~). 

Prueba de 1.9(ii). Observemos primero que rpm == 1 mod pn * rpm == 1 mod p, 
luego por el pequeño teorema de Fermat r == 1 mod p. 

Supongamos entonces p i: 2, r == 1 mod p y rpm == 1 mod pn. Si pn 1 r -1 , entonces 
pn divide cada uno de los sumandos de: 

(1 - 1) + (r - 1) + ... + (rpm- l - 1) = 

Supongamos po 11 r - 1, con 1 ::; Q < n, por l.9(i), 1 r mod pn 1= pn-o , y como 
rpm == 1 mod pn , entonces pn- o I pm, es decir n ::; m + Q. Ahora como r = pOk + 1 
con (k, p) = 1, entonces: 
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luego: 

y tenemos 1 + r + ... + r pm-1 - pm = 2::f:2 (p~)pa(i-l)k(i-l) . 

Como n :s: m + a, basta probar que pm+a I 2::f:2 (p~)pa(i-l) k(i-l) , es decir basta 
m I (pm) i-2 d ' - m S . {m} . - rl que p i P para to o z - 2, ... , p . ea z E 2, ... , p , supongamos z - p 

con (t, p) = 1, entonces pm-r I (~~), por el Lema 1.9.5, y pr I pprl
-

2 porque r :s: pr l- 2 
de donde se sigue el resultado. 

Lema 1.10. Si n es un número natural y p es un primo, entonces el exponente de la 
máxima potencia de p que divide a n! es 

n - (ao + ... + ak) 

p-1 

donde n = ao + alP + ... + akpk, con P > ai 2: O. 

Prueba. La prueba es por inducción sobre n. El resultado es claramente cierto si 
n = O. Supongámos que es cierto para n - 1 Y demostrémoslo para n. 

n = ao + alP + ... + akpk , con P > ai 2: O, 

Además, n! = n(n - 1)!. Así que, debemos calcular la máxima potencia de p que 
divide a n y la máxima potencia de p que divide a (n - 1)!' Si ao i= O, entonces p f n 
y la máxima potencia de p que divide a n! es la máxima potencia de p que divide a 
(n - 1)!. Por otro lado, n - 1 = (ao - 1) + alP + ... + akpk , luego, esta es: 

n - 1 - ((ao - 1) + al + ... + ak) 

p-1 
n - (ao + ... + ak) 

p-1 

Supongamos ahora que ao = O Y sea ai el primer coeficiente tal que ai i= O. Entonces 
la máxima potencia de p que divide a n es i, mientras que 

n-1 akpk + ... + aipi - 1 = akpk + .. . (ai - l)pi + pi - 1 
akpk + ... + ai+lPi+1 + (ai - l)pi + (p - l)pi-1 + ... + (p - 1). 
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Por inducción, la máxima potencia de p que divide a (n - 1)! es 

n - 1 - «ak + ... + aHI + (ai - 1) + i(p - 1)) 
p-1 

Por lo que la máxima potencia de p que divide a n! es 

. + n - 1 - «ak + .. . + aHI + (ai - 1) + i(p - 1)) n - (ai + ... + ak) 
z =. 

p-1 p-1 
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Lema 1.11 (4.2 en[4]). Sean m y n números naturales y p un primo. Supongamos 
que m y n se expresan en base p-aritmética como 

con p > ai, bi 2: O. Entonces el exponente de la máxima potencia de p que divide a 
(m:n) es co + ... + Ck, donde 

ao + bo 
co + al + bl 

CI + a2 + b2 

CoP + Co, 
CIP + CI, 

C2P + C2, 

Prueba. Dado que O ::; ai, bi < p, por el algoritmo de la división, tenemos que 
O ::; c; < p y los enteros Ci valen 1 ó O. Multiplicando la primera igualdad por 1, la 
segunda por p, la tercera por p2, etc., y sumándolas, obtenemos: 

Denotemos por A a la cantidad de veces que el factor p aparece en el coeficiente 
binomial (m + n)!j(m!n!). Sabemos que A es igual a 

m + n - (Co + ... + Ck + Ck) 

p-1 

simplificando 

m - (bo + .. . + bk ) 

p-1 
n - (ao + ... + ak) 

p-1 

A = _a0C-.-+_·_·_·_+_a_k _+_b_o_+_·_· _. _+....,b.....;k_-_C..:..O_-_· _. ·_-_C.:.:..k_----'.:.Ck 
p-1 ' 
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de la adición y desarrollo del sistema de igualdades se obtiene: 

Finalmente 
A = co + ... + ck. 

Lema 1.12 (4.3 en [4]). Si a , b y c son números naturales, a 2': 1 Y P es un primo, 
b 

entonces (± 1 + pa)p C es congruente con 

módulo p2a+b, donde 8 es la función delta de K ronecker. 

Prueba. 

Analizemos los tres primeros sumandos, es decir: 

(±1)pbC, 
(±1)pbc- lpa+bc, 

para i = O 
para i = 1 

para i = 2 (± 1 )pbC-2 ( p2a+bc~bc_l)). 

Si p es impar, entonces esta última fracción es un múltiplo de p2a+b, 8(p, 2) = O Y 
tenemos que (p;C)p2a es congruente con 8(p, 2)(1 - 8(b, 0))p2a+b- lc módulo p2a+b. 
Veamos que esto también se cumple para p = 2. Tenemos dos casos: b = O ó b =1 O. Si 
b= O, 

p2a+bc(pbC - 1) = p2aC(C - 1). 
2 2 

Si b =1 O, 

En ambos casos tenemos (p;C)p2a congruente con 8(p, 2)(1- 8(b, 0))p2a+b-l c módulo 
b 

p2a+b. Luego, basta demostrar que si d 2': 3, entonces (p/)pad es divisible por p2a+b. 
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Como pad = p2a+(d-2)a y d ~ 3, basta que (P:C) sea divisible por pb+2- d, suponiendo 
b + 2 - d ~ O (con d ~ 3) , ya que pb+2- d+2a+(d-2)a = p2a+b+(d-2)(a-l) y a ~ 1. Sea 
e el entero más grande tal que pe ::; d. No es difícil ver que si d ~ 3, entonces para 
cualquier primo p, e ::; d - 2, y como O ::; 2 - d + b, entonces O ::; b - e. Al sumar 
pbC - d con d en base p-aritmética, como el resultado es pbC, se llevan, al menos, b - e 

b 
elementos. Luego, por el Lema l.11, (P/) es divisible por pb-e , esto es suficiente ya 
que b + 2 - d ::; b - e. 

Corolario 1.13 (4.4 en [8]). Si m ~ n ~ 1, P es un primo, n + p ~ 4 Y r ~ 1, 
entonces cada una de las afirmaciones 

es equivalente a r ~ m - n. 

Prueba. Del Lema l.12 tenemos 

Si p = 2, entonces, de esta congruencia y nuestras hipótesis, tenemos: 

2n+r(1 + 2n - 1 + 2ny) 
2m x, 

para algunos enteros x, y. Si r < m - n, entonces 2m-(r+n)x = 1 + 2n - 1 + 2ny. Como 
n + p ~ 4, entonces n ~ 2, luego 1 + 2n

-
1 + 2ny es impar, lo que contradice la última 

igualdad. El regreso es inmediato de (1 + 2n)2
r 

- 1 = 2n+r(1 + 2n - 1 + 2ny). 
La prueba para (-1 + 2n fr == 1 mod 2m es análoga a ésta. Ahora, si p es impar, 

entonces Ó(p, 2) = O, luego 

Si suponemos (1 + pn)p
r == 1 mod pm , lo primero que observamos es que m ::; 2n + r , 

ya que si m > 2n + r , entonces (1 + pn )p
r == 1 mod p2n+r, y tenemos pn+r congruente 

con O módulo p2n+r, lo que es contradictorio. Así, m ::; 2n + r implica (1 + pn)pr == 
1 +pn+r mod pm y obtenemos pn+r congruente con O módulo pm, de donde concluimos 
el resultado. 
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1.2. p-grupos 

Para abordar la clasificación de los p-grupos metacíclicos necesitamos considerar 
diversas propiedades de los p-grupos, por ejemplo el Teorema 1.17 y su Corolario 
1.18. Los siguientes resultados sobre p-grupos serán utilizados en éste y los siguientes 
capítulos. 

Teorema 1.14 (4.6 en [7]). Sea e un p-grupo finito. Todo subgrupo maximal es 
normal y tiene índice p. 

Definición 1.15. Sea p un primo y e un p-grupo finito. Decimos que e es abeliano 
elemental si e isomorfo a cep) x ... x cep). 

Lema 1.16 (Ejercicio 2.78 en [7]), Sea e un p-grupo abeliano finito. e es abeliano 
elemental si y sólo si, e tiene exponente p. 

Lema 1.17 (5.3.4 en [6]). Un grupo de orden pn tiene un subgrupo maximal cíclico 
si, y sólo si, es uno de los siguientes tipos: 

(i) un grupo cíclico de orden pn , 

(ii) el producto directo de un grupo cíclico de orden pn-l y uno de orden p, 

(iii) Mn(p) := (x , al xP = apn
-

1 
= 1, aX = al+pn

- ' ), n ~ 3, 

(iv) el dihédrico de orden 2n, n ~ 3: 

Dn = (x, y I X2 = y2n- l = 1, yX = y-l), 

(v) los cuaterniones generalizados de orden 2n
, n ~ 3: 

Qn = (x, y I X2 = y2n-' , y2n-l = 1, yX = y-l) , 

(vi) el semidihédrico de orden 2n, n ~ 3: 

Sn = (x, y I X2 = y2n-l = 1, yX = y- 1+2n-'). 

Prueba. Sea lel = pn. Supongamos que N = (a) es un subgrupo maximal cíclico, 
entonces N <l e y le/NI = p. Si e/N = (xN), entonces e = (x, a), lal = pn-l y 
x P E N. Si G es abeliano y xP = lf' con b E N , entonces (xb-1)P = 1 Y e = (xb- 1) x N ; 
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de lo contrario xP = ai donde (i, p) = 1, Y G = (x). Por lo tanto, G es del tipo (i) 
o del tipo (ii). A partir de ahora podemos suponer que G no es abeliano, entonces 
n> 2. 

El elemento x induce un automorfismo en N que debe tener orden p; por lo tanto, 
aX = am donde m P == 1 mod pn-l y 1 < m < pn-l. Ahora, por el Pequeño Teorema 
de Fermat, m P-

l == 1 mod p, luego tenemos m == 1 mod p. 

Por el momento, supongamos que p es impar. Escribimos m = 1 + kpi donde 
(p, k) = 1 y, desde luego, O < i < n - 1. Ahora, los dos primeros sumandos de 
m P = (1 + kpi)p son 1 y kpi+l y, como p es impar, el resto de los sumandos son 
divisibles por pi+2, luego m P == 1 + kpi+l mod pi+2. Pero m P == 1 mod pn-l, luego 
kpi+l + [pi+2 = ['pn-l con enteros [, ['. De esta igualdad y, dado que i + 1 :5 n - 1 Y 
(p, k) = 1, concluimos que i + 1 = n - 1 e i = n - 2. Por lo tanto, m = 1 + kpn-2. 
Ahora, existe un entero k' tal que kk' == 1 mod p, entonces, los dos primeros sumandos 
de (1 + kpn- 2)kl, es decir 1 + kk'pn-2, es congruente con 1 + pn-2 módulo pn-l y como 
éste divide al resto de los sumandos, entonces (1 + kpn-2)kl == 1 + pn-2 mod pn-l, 

luego a
xkl = a(1+kpn- 2 )k' = al+pn- 2

, y podemos reemplazar x por Xk' y suponer que 
m = 1 + pn-2. Resta entonces, discutir la posición de xP en N. Ahora, xP E (aP), ya 
que si xP ~ (aP), entonces o(x) = pn y G sería cíclico, así xP = lJ', b E N . Además 
[a , x] = apn-

2 
y pn-2m == pn-2 mod pn- l , por lo que [a, x] conmuta con todos los 

elementos de G y podemos utilizar la igualdad 

demostrada en el Lema 1.4, de la que obtenemos (xb-l)P = xPb-P = 1, ya que [x, b] 
tiene orden menor o igual a p. Reemplazando x por xb- l podemos suponer xP = 1 y, 
por lo tanto, G es de tipo (iii) . 

Ahora supongamos p = 2. Ciertamente m es impar, digamos m = 2k + 1. Dado 
que m2 == 1 mod 2n -1, tenemos k(k + 1) == O mod 2n-3 y k es congruente con O ó con 
-1 módulo 2n- 3. Ahora, como m < pn- l, en el primer caso m = 2n-2[ + 1 con [ 
impar. Podemos, de la misma forma en que lo hicimos unas líneas arriba, reemplazar 
x por una potencia adecuada y suponer m = 2n - 2 + 1. En el segundo caso tenemos 
m = 2n-2[ - 1, si [ es par m = 2n

-
l - 1; mientras que si [ es impar podemos, 

nuevamente, suponer m = 2n
-

2 - 1. Examinemos, entonces, estos tres casos. 
Si m = 2n - l - 1, entonces aX = a-l . Ahora, para alguna t, at = X2 = (x2y = 

atx = a-t, luego el elemento X2 tiene orden 1 ó 2 en N, lo que muestra que X2 es igual 
a 1 ó a a2n-

2 
y G es isomorfo a D2n o a Q2n, respectivamente. Ahora supongamos que 

m = 2n- 2 + 1. Como X2 no genera N, ya que en este caso x tendría orden 2n y G sería 
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cíclico, entonces X2 = a 2r para algún entero r. Sea b = a r (2
n

-
3

- 1) , observamos que 

Como 2n - 5 = n - 1 + n - 4, si n 2:: 4 entonces esta potencia de a es igual a 1, y 
sustituyendo x por x b tenemos que G es de tipo (iii). Si n = 3, entonces aX = a-1 y 
X2 es igual a 1 ó a a 2 , por lo tanto, G es isomorfo a Ds o a Qs. 

Finalmente, sea m = 2n-2 - l. Si X2 = a 2r , entonces a 2r = (a 2r y = a 2r(2
n

-
2
- 1) = 

a-2r , y X2 es igual a 1 ó a a 2n-
2

• Si X2 i- 1, entonces (xa- 1 f = a
2n

-
2 

a - 2a -(2
n

-
2

- 2) = 1 
y G es de t ipo (vi) . 

Corolario 1.18. Sea G un p-grupo finito con p impar. Si G tiene un único subgrupo 
de orden p, entonces es cíclico. 

Prueba. Supongamos p impar y 1 G 1= pn. La prueba es por inducción sobre n; 
claramente el teorema es cierto si n = 1. Si n > 1, entonces G tiene un subgrupo H de 
índice p, H es cíclico por inducción y G es uno de los tres primeros grupos enlistados 
en el lema anterior, pero los grupos de tipo (ii) y (iii) tienen más de un subgrupo de 
orden p, luego G es cíclico. 

Teorema 1.19 (7.3 en [7]). Si p es un primo impar, entonces AutC(pm) ~ C(l) 
donde l = (p - l)pm-l. 

Teorema 1.20 (5.44 en [7]). Sea U(C(2m)) el grupo de unidades del anillo C(2m
) , 

es decir: 
U(C(2m

)) = {[a] E C(2m
) 1 a es impar}. 

Si m 2:: 3, entonces 

Lema 1.21. Si e es un subgrupo cíclico de U(C(2m
)) (m 2:: 3), entonces existe l, 

2::::: l ::::: m , tal que 

Prueba. Del Teorema anterior sabemos que cada elemento de U(C(2m
)) es de la forma 

(±I)[5]a donde 1 ::::: a ::::: 2m- 2. Observemos que ([-1]) y ([5j2m-3) son subgrupos 
cíclicos de orden 2 y si a i- 2m- 3

, entonces ([W) i- (-[5]a). Así, U(C(2m)) tiene 
2 + 2(m - 2) = 2(m - 1) subgrupos cíclicos distintos. Por otro lado, hay m - 1 
naturales desde 2 hasta m. Es decir, los grupos cíclicos de la forma ([±l + 21]) son 
2(m - 1). Probaremos que todos son distintos. 
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Por el Corolario 1.13, 11 + 21 mod 2ml = 2m-1 para toda 2:::; l :::; m y 

{ 
2m-1 si 

1 - 1 + 21 
mod 2

m 
1 = 2 si 

Luego, si [1, [2 E {2, ... m} y [1 #- [2 , tenemos 

l < m 
l=m. 

([1 + 211]) #- ([1 + 21,]), ([-1 + 2/¡]) #- ([-1 + 21,]) Y 

([1 + 2/¡]) #- ([-1 + 21,]). 
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Para probar ([1 + 21]) #- ([-1 + 21]) con 2 :::; [ :::; m, basta probar que la congruencia 
(1 +21)k == -1 +21 mod 2m, con k < 2m

-
1 impar, no tiene solución. Supongamos que 

la tiene: 
-1 + 21 mod 2m => 
- 2 + 21 mod 2m => 
2(2 1- 1 - 1) mod 2m • 

Entonces L~=l 2 il- 1 - 21-1 + 1 = 2m-Ix, p. a. X E Z, mas 

k k 

L 2 il
-

1 
- 21

-
1 + 1 = L 2 il

-
1 + 1, 

i=l i=2 

que es impar, por lo tanto la congruencia no tiene solución y concluimos la afirmación. 

1.3. Regularidad 

Definición 1.22. Si G es un p-grupo finito, On(G) denota el subgrupo generado 
por todos los elementos de orden pn y Un(G) denota el subgrupo generado por las 
potencias pn-ésimas de los elementos de G. 

Un p-grupo G es regular si para cualesquiera dos elementos x y y de G, existe 
un elemento e en U1(H'), (H = (x, y)) tal que xPyP = (xy)Pc. 

No es difícil verificar que subgrupos y grupos cociente de un p-grupo regular son 
regulares. 

Para entrar en materia debemos, desde luego, recordar la siguiente fórmula de P. 
Hall. Definimos, de manera inductiva, los conmutadores superiores C1 (G) = G y 

Ci+l(G) = [Ci(G), GJ . 
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Teorema 1.23 (4.3.5 en (9)). Si x y y son elementos de un grupo G y n ~ 2 un 
entero, entonces 

Donde Cr es un elemento de Cr((x, y)) y el exponenete er es el r-ésimo coeficiente 
binomial 

er = n(n - 1)··· (n - r + l)/r! 

El siguiente lema nos permitirá concluir que todo p-grupo metacíclico con p impar 
es regular. 

Lema 1.24 (4.3.13 en (9)). Sea G un p-grupo. Si Cp-1(G) es cíclico, entonces G 
es regular. Si p > 2 Y C2 (G) es cíclico, entonces G es regular. 

Prueba. Sea G un p-grupo con Cp_1(G) cíclico. Si p=2, entonces G = C1(G) es cíclico 
por hipótesis y por tanto regular. Supongamos p> 2. Sean x y y dos elementos de G 
y sea H = (x, y). Entonces Cp_1(H) e Cp-1(G) y por lo tanto Cp_1(H) es cíclico. 
Si Cp_1(H) =1= 1, como G es nilpotente, entonces Cp(H) es un subgrupo propio de 
Cp_1(H). Luego, un generador de Cp(H) pertenece a U1(H'). 

Para terminar, aplicamos la fórmula 1.23 a x y y con n=p obteniendo 

er =p(p-1)···(p-r+ l)/r! 

Así que los exponentes e2, ... ep-l son divisibles por p y no importa que ep = 1, ya 
que cp E Cp ( H) e U1 (H'). Esto prueba que G es regular. 

Si suponemos p > 2 y C2 ( G) cíclico, entonces Cp- 1 (G) e C2 ( G) de donde se sigue 
el resultado. 

Corolario 1.25. Si P es un p-grupo metacíclico con p impar, entonces P es regular. 

Lema 1.26 (4.3.14 en (9)). Sea G un p-grupo regular, entonces para todo x , y en 
G y todo entero no negativo n tenemos: 

Prueba. Sea (Rn) la proposición 

Probaremos (Rn) por inducción sobre n. 
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Base de inducción: 
Usamos inducción sobre I G l. Supongamos xP = yP, que G no es abeliano y que 

(x, y) = G. 
Sea M un subgrupo maximal de G que contenga a x. Por 1.14, M es normal en 

G y de índice p. Como xP = yP tenemos: 

Es decir, x y xY son elementos de M tales que xP= (xY)P. Por hipótesis inductiva, 
(R l ) se satisface en M, entonces tenemos (x- l xY)P = 1, concluyendo que [x, y] tiene 
orden p. Como G = (x, y), entonces un elemento b =f. 1 en G' ~ M es el producto 
de elementos de la forma [x, y]U con u E G, pero ([x, y)U)P = ([x, y]P)U = 1, 
entonces b es el producto de elementos de orden p. Dado que Rl se satisface en 
M, entonces b tiene orden p . En particular, Ul (G') = 1. Pero, por hipótesis, G es 
regular, luego x-PyP = (X-ly)PC donde e es un elemento de Ul (G'), por tanto e = 1 Y 
(X-ly)P = x-PyP = 1. Con lo que terminamos la base inductiva. 

Supongamos ahora xp
n = yp

n
. Como la hipótesis inductiva es (Rn-l), tenemos 

(x-PyP)Pn
-

1 = 1, es decir, x-PyP pertenece a Dn- l (G). El grupo cociente GjDn_I(G) 
es regular, aplicando R l a este obtenemos que (X-ly)p está en Dn- l (G). 

Pero, como (Rn-l) se satisface, el grupo Dn-l (G) consiste de elementos cuyo orden 
es, a lo más, pn- l, lo que nos lleva a 

Esto prueba que (Rn) se satisface en G. 

Sea (Sn) la proposición 

(Sn) : (X-Iy)pn = 1 => xpn = ypn
• 

Probamos primero que (SI) se cumple. 
Supongamos (X-ly)p = 1. Entonces 

Luego, por (R1 ) , tenemos 

Como en la prueba de (R¡) , observamos que los elementos del conmutador de 
(x , y) tienen orden, a lo más, p. Luego, por la regularidad de G, x- PyP = (X-ly)P = 1. 
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Supollgamos ahora que (x- Iy)pn = 1. Entonces (X- Iy)p E Dn-I(G). Como en el 
grupo cociente GjDn-1(G) se cumple (SI), tenemos que x-PyP pertenece a Dn_I(G) . 
Por (Rn- l) , los elementos del subgrupo Dn- dG) tienen orden, a lo más, pn- l . Luego 
(x- PyP)Pn- 1 = 1, Y por (Sn- I) , (xP)pn-l = (yP)Pn- 1

• Es decir, (Sn) se cumple en G. 

1.4. Solubilidad 

Sea 'Ir un conjunto no vacío de primos. Un 'Ir-número es un entero positivo cuyos 
primos divisores pertenecen a 'Ir y un 'Ir/-número es aquel cuyos primos divisores no 
pertenecen a 'Ir. Un elemento de un grupo es llamado un 'Ir-elemento si su orden es 
un 'Ir-número. Si todo elemento es un 'Ir-elemento, el grupo es llamado un 'Ir-grupo, 
análogamente podemos definir 'Ir/-elemento y 'Ir/_grupo. 

Si H Y K son 'Ir-subgrupos de un grupo G y K es normal, entonces claramente H K 
es un 'Ir-grupo. Consecuentemente el subgrupo generado por todos los 'Ir-subgrupos 
normales de G es un 'Ir-grupo. 

Definición 1.27. Dados 'Ir un conjunto no vacío de primos y G un grupo, el subgrupo 
generado por todos los 'Ir-subgrupos normales de G será denotado por O".(G) . Éste es 
el único 'Ir-subgrupo de G que es maximal normal. 

Un 'Ir-subgrupo de Sylow se define como un 'Ir-subgrupo maximal. Los 'Ir
subgrupos de Sylow siempre existen pero, usualmente, no son conjugados si 'Ir con
tiene más de un primo, paga grupos finitos solubles es más conveniente considerar la 
siguiente definición. 

Definición 1.28. Sea G un grupo finito y H un 'Ir-subgrupo tal que [G : H] es un 
'Ir/-número, llamaremos a H un 'Ir-subgrupo de Hall de G. 

Es claro que todo 'Ir-subgrupo de Hall es un 'Ir-subgrupo de Sylow, sin embargo, 
en general, G no necesariamente contiene un 'Ir-subgrupo de Hall. 

Lema 1.29 (9.1.1 en [6]). Sean G un grupo Y 'Ir un conjunto de primos, O".(G) es 
la intersección de todos los 'Ir -subgrupos de Sylow de G. 

Teorema 1.30 (9.1.7 en [6]). Si G es un grupo finito soluble, entonces todo 'Ir 
subgrupo está contenido en un 'Ir-subgrupo de Hall de G. Más aún, todos los 'Ir
subgrupos de Hall de G son conjugados. 

Teorema 1.31 (9.1.8 en [6]). Sea G un grupo finito y supongamos que para cada 
primo p hay un p' -subgrupo de Hall. Entonces G es soluble. 
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Si tenemos lel = p~l .. . p~k Y suponemos que Qi es un p~-subgrupo de Hall de e, 
entonces llamamos al conjunto {Ql, . . . , Qk} un sistema de Sylow de e. De los dos 
lemas anteriores se obtiene que un grupo finito tiene un sistema de Sylow si, y sólo 
si, es soluble. 

Lema 1.32 (9.2.1 en [6)). Sea {Q¡, . . . , Qd un sistema de Sylow para un grupo 
finito soluble e. Si T i- 0 es un conjunto de primos, entonces npi(tr Qi es un T

subgrupo de H al! de e. 

Prueba. Sea M = npi(tr Qi' No es difícil verificar que el mapeo definido del conjunto 
de las clases laterales izquierdas de M en el producto cartesiano de los Qi , Pi f/. T, 

gM f-> (gQi)Pi(tT> es inyectivo, luego 

Sabemos que cada [e : Qi] divide a [e : M]. Como [e : Qi] = p:i, entonces su 
producto divide a [G : M) y tenemos [G : M) = TIpi(tr p:i, lo que muestra que M es 
un T-subgrupo de Hall de G. 

Teorema 1.33 (P. Hall, 9.2.3 en [6)). En un grupo finito soluble e cualesquiera 
dos sistemas de Sylow son conjugados. 

Claramente un grupo metacíclico es soluble, de hecho tiene una serie normal cu
yos elementos son subgrupos normales y cada grupo factor es cíclico, es decir, es 
supersoluble. 

El siguiente lema muestra que, en un grupo metacíclico, el p'-subgrupo de Hall, 
también llamado complemento de Sylow, para p el primo divisor más pequeño del 
orden de e es normal. Esto nos permitirá, en el Capítulo 3, construir la descompo
sición de Hall estándar para grupos metacíclicos finitos . 

Proposición 1.34 (2.6 en [8)). Si PI < pz < ... < Pr es la secuencia creciente 
de todos los primos divisores del orden de un grupo metacíclico e, entonces cada 'lri

subgrupo de Hall de e es normal para 'lri = {Pi , . . . , Pr} . En particular, el subgrupo de 
Sylow para el primo divisor más grande es normal. 

Prueba. Dividimos la prueba en un par de lemas. 

Lema 1.34.1 (10.5.2 en [3)). Un grupo finito supersoluble e tiene una serie normal 
e = Bo ~ ... ~ Bk = 1 en la que cada Bi es normal en e y cada grupo factor Bi- d Bi 
es cíclico de orden primo. 
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Prueba. e tiene una serie normal e = Ao 2: ... 2: Ar = 1 con Ai :Q e y cada 
Ai-d Ai cíclico. Sean PI, ... ,Pk los primos divisores del orden de e no necesariamente 
distintos. Si IAi-dAil = PI" 'Ps, entonces Ai-dAi tiene un único subgrupo de orden 
PI, PlP2 , ' " ,PI'" Ps- l Y son subgrupos característicos. Como Ai- l es normal en e, 
la conjugación por un elemento de e define un automorfismo de Ai-dA;, luego, los 
s - 1 subgrupos correspondientes entre A i- l y Ai son normales en e. 

Refinando de esta forma cada grupo factor Ai-dAi , obtenemos una serie normal 
en la que cada factor es cíclico de orden primo. 

Lema 1.34.2 (10.5.3 en [3]). Un grupo finito supersoluble G tiene una serie normal 
e = Co 2: ... 2: Ck = 1 (Ci :Q e) en la que cada Ci-dCi es cíclico de orden primo y 
si Ci-dCi y C;jCi+1 son de órdenes Pi y Pi+1 tenemos Pi ~ Pi+1' 

Prueba. Por la proposición anterior, e tiene una serie normal e = Bo 2: ... 2: Bk = 1 
en la que Bi :Q e y para cada i, Bi-d Bi Y B;j Bi+1 son cíclicos de orden primo q y 
P respectivamente. Supongamos q > p, Bi-d Bi+1 tiene orden pq y por tanto tiene 
un subgrupo característico de orden q, sea éste B; / Bi+I' Luego, como en el lema 
anterior, B; es normal en e. Si remplazamos Bi por B; , entonces 1 Bi-d Bi*1 = P y 
1 B; / Bi+11 = q. Continuando con este proceso, el cual no altera la longitud de la serie 
normal, llegaremos a una serie en la que los órdenes de grupos factores consecutivos 
son primos y no aumentan. 

Supongamos ahora 1 e 1= p~1 . .. p~r. Como e es supersoluble, por la proposición 
anterior, tiene una serie normal e = Co 2: ... 2: Ck = 1, (Bi :Q e) con: 

ICOI ICa-ll C
l 

= PI, . .. , Ca = PI y IcCa 1= P2, a+l 
y así sucesivamente, por lo que un elemento de la serie, digamos Cz es tal que 
ICo/ Czl = p~' " .p~r, es decir, es un 7fi-subgrupo de Hall de e. 

Lema 1.35 (5.2.3 en [2]). Sea A un p' -grupo de automorfismos del grupo abeliano 
e. Entonces tenemos 

G = CG(A) x [e, AJ. 

Lema 1.36 (Corolario, p. 74 en [9]). Sea P un primo impar. Supongamos que un 
p' -grupo Q actúa en un p-grupo P y que Q actúa trivialmente en nI (P) . Entonces la 
acción de Q en P es trivial. 



Capítulo 2 

p-grupos metacíclicos 

2.1. p-grupos metacíclicos con p primo impar 

En el siguiente capítulo, dado un grupo metacíclico finito G, le construiremos 
una descomposición semidirecta que tendrá un factor nilpotente. Razón por la cual, 
explorar algunas propiedades de los p-grupos metacíclicos es de crucial importancia. 
Como consecuencia de este estudio, tendremos una forma canónica de presentación 
para los p-grupos metacíclicos con p impar. 

Empezaremos estudiando los núcleos de los p-grupos metacíclicos. Desde luego, 
en esta sección nos interesaremos más por los núcleos de p-grupos metacíclicos con 
p impar, sin embargo, uno de nuestros resultados es aplicable a p-grupos metacílicos 
arbitrarios, y una muestra de su utilidad es el cálculo de exp G. 

Sobre los núcleos 

Definición 2.1. El subgrupo de Frattini de un grupo arbitrario G es la intersección 
de todos los subgrupos maximales de G. Se denota por <I>(G). Si G no tiene subgrupos 
maximales, entonces <I>(G) := G. 

Un elemento g en G será llamado un no generador de G si G = (g, X) siempre 
implica G = (X). 

El subgrupo de Frattini cumple la siguiente propiedad. 

Lema 2.2 (5.2.12 en [6]). En cualquier grupo G el subgrupo de Frattini es igual al 
conjunto de no generadores de G. 



32 p-grupos metacíclicos 

Lema 2.3. Sea G un grupo finito. Si N es un subgrupo normal de G entonces 
if>(G)N/N ~ if>(G/N). 

Prueba. Si x es un elemento de if>( G) entonces x pertenece a todo subgrupo maximal 
de G, en particular a aquellos que contienen a N, luego xN es un elemento de todo 
subgrupo maximal de G/N. 

Lema 2.4 (2.10 en [8]). Si P es un p-grupo metacíclico no cíclico, entonces: 

(i) P/if>(P) ~ C(p) x C(p). 

(ii) DI(P) ~ C(p) X C(p), para p impar. 

Prueba. (i) Si M es un subgrupo maximal de P, entonces M es normal en P y de 
Índice p, luego P / M es abeliano, por lo que P' ~ M; más aún P / M tiene exponente 
p, esto es xP está en M para todo x en P, luego P'UI(P) ~ if>(P) . 

Ahora observemos que P / P'UI (P) es un grupo abeliano de exponente p, por lo 
tanto, abeliano elemental. Claramente tenemos if>(P/P'UI(P)) = 1 y, por 2.3, 

if>(PjP'UI(P)) ~ if>(P)P'UI(P)/P'UI(P) , 

luego if>(P)P'UI (P)/ P'UI (P) = 1, así concluimos P'UI (P) = if>(P). Finalmente, 
como P/if>(P) es un grupo metacíclico de exponente p entonces IP/if>(P) I ::; p2 . Supon
gamos P/if>(P) ~ C(p), con un generador aif>(P). Como P no es cíclico, a pertenece 
a algún subgrupo maximal de P , digamos H. Entonces H/if>(P) sería un subgrupo 
maximal de P/ if>(P) lo que es contradictorio. Por lo tanto P/if>(P) ~ C(p) x C(p) . 

(ii) Como P es regular, por el Lema 1.26, nI (P) es en realidad el conjunto de todos 
los elementos de P de orden menor o igual que p. Como p es impar, si nl(p) fuera 
cíclico, por el Corolario 1.18, P sería cíclico. Es decir, nI(p) es un grupo metacíclico 
de exponenete p no cíclico, por tanto es de orden p2, luego nI (P) ~ C(p) x C(p). 

Lema 2.5 (2.11 en [8]). Sea P un p-grupo metacíclico no cíclico y K un subgrupo 
de P. Entonces: 

(i) Si p es impar, K es cíclico si y sólo si K no contiene a nI (P). 

(ii) K es normal y P / K es cíclico si y sólo si K contiene a P' y K no está contenido 
en if>(P). 
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Prueba. (i) Por el Lema 2.4, DI(P) es isomorfo a C(p) x C(p) . Supongamos que K no 
es cíclico. Entonces DI (K) es también isomorfo a C(p) x C(p), es decir DI(P) = DI (K), 
por lo tanto K contiene a DI (P). Por otro lado, si K es cíclico, obviamente, no contiene 
a DI(P). 

(ii) 'sólo si' Como K es normal y P/ K es cíclico, obviamente K contiene a P'. 
Si K está contenido en <I>(P), entonces P/<I>(P), que es una imagen homomórfica del 
cíclico P/ K, es cíclico, en contradicción con el Lema 2.4. 

'si' Como K contiene a P', K es normal en P y como K no está contenido en 
<I>(P), <I>(P) está propiamente contenido en <I>(P)K, es decir, 

!PI !PI 2 

I<I>(P)KI < I<I>(P)I = p , 

luego P/<I>(P)K es cíclico. Si P = <I>(P)K, por 2.2, entonces P es cíclico, lo que no 
ocurre. Finalmente, ya que <I>(P/K) contiene a <I>(P)K/K y 

!P/KI 
I<I>(P)KI = p, 

!PI 
I<I>(P)K/ KI 

entonces (P / K) / <I>( P / K) es cíclico y, por el lema anterior, también P / K lo es. 

Clasificación 

Lema 2.6 (2.7 en [8)). Sea G un grupo metacíclico con una factorización meta
cíclica G = SK. Sean S = (x), K = (y) y r un entero tal que yX = yr. Definimos 
8 := Ir mod I K 11 y t :=1 K 1/(1 K 1, r - 1). Entonces tenemos: 

G' = (yr-I) ~ C(t), Z(e) = (X S
, yt) y S/Cs(K) ~ C(8). 

Prueba. e' es generado por yr-I y sus conjugados, mas (yr-I) es un subgrupo carac
terístico de K, luego e' = (yr-I) y claramente le/l= t. 

Como 8 es el mínimo entero positivo tal que rS =: 1 mod I K 1, entonces Cs(K) = 
(X S

) ya su vez CK(S) = (yt), luego (X S
, yt) ~ Z(e). Por otro lado, si xiyj E Z(G) 

entonces 
xiy = (Xiyi)yy-j = yxi , xyj = X-iX(Xiyj) = yjx, 

es decir Xi E Cs(K) y yj E CK(S), y concluimos Z(e) = (x" yt). Finalmente 
tenemos S/Cs(K) = (x)/{X S

) ~ C(8). 

Corolario 2.7 (2.8 en [8)). Sea P un p-grupo metacíclico con p impar y sea P = SK 
una factorización metacíclica. Entonces S/Cs(K) ~ P'. 
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Prueba. Como S es un p-grupo finito , si (:c) = S, xP' = 1 para algún entero no 
negativo i, luego rP' == 1 mod p , entonces por el Pequeño Teorema de Fermat r == 1 
mod p. Finalmente, por la Proposición l.9(i ), s = t. 

Lema 2.8 (3.1 en [8]). Sea P un p-grupo metacíclico con p impar. Si K :Q P y 
PI K son cíclicos, entonces existe un subgrupo cíclico S de P tal que P = SK y 
ISI = expP. 

Prueba. Sea P = SoK una factorización metacíclica. Como P es regular, del Lema 
l.26 obtenemos expP = max{ISol , IKI}. Si IKI =1- expP, entonces ISol = expP. 
Así que supongamos IKI = exp P y ISol < IKI. También podemos suponer que 
P no es cíclico. Definimos S = (ab- l ), donde a y b son generadores de So y K, 
respectivamente. Sea I K I = pk+ 1. Como ISo I < I K 1, entonces apk = 1 =1- bP

k
• De esto 

y la regularidad de P obtenemos (ab- l )pi =1- 1 para todo i ::; k, de donde se sigue 
ISI = exp P. Sabemos que SK = P porque a y b están contenidos en SK. 

Si y es un subgrupo de un grupo H, decimos que X es un suplemento para Y 
en H si XY = H . Si Y n X = 1, llamaremos a X un complemento de Y en H. 

Corolario 2.9 (3.2 en [8]). Sea H un grupo metacíclico nilpotente de orden impar. 
Si y es un subgrupo normal cíclico de H tal que HIY también es cíclico, entonces 
existe un suplemento cíclico X, para Y en H tal que IXI = exp H . 

Prueba. Sean PI, ... , Pr los primos que dividen al orden de H. Definimos Y; = YnHi 
por cada H i , Pi-subgrupo de Sylow de H . Como cada Y; es un subgrupo característico 
de Y, entonces Y; :Q G para toda i = 1, .. . , r y H;jY; ~ Y H;jY ~ HIY, es 
decir H;jY; es cíclico. Por el lema anterior, existe Si subgrupo cíclico de Hi tal que 
Hi = SiY; y ISil = expHi · Entonces H = PI·· ·pr = SIYl·· ·SrYr¡ así que H = 
SI ... SrYl ... Y,. . Claramente Y = Yí . .. Y,. y X := SI ... Sr es un subgrupo cíclico de 
H cuyo orden es exp H . 

Lema 2.10 (3.3 en [8]). Sean p un primo y P = SK una factorización metacíclica 
de un p-grupo P . Sea e un subgrupo propio de P que contiene a K. Entonces todo 
suplemento de e en P es un suplemento de K . 

Prueba. El resultado es obvio si P es cíclico, así que podemos suponer que P no es 
cíclico. Por el Lema 2.5(ii) , K no está contenido en <I>(P) y e<I>(p) es un subgrupo 
propio de P, porque e lo es. Luego, por el Lema 2.4(i), 

IPI 2Ien<I>(p)1 
1 =1- le<I>(p)1 = p lel ' 
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y tenemos ICl/IC n cp(P)1 = 1 ó p, pero si ICl/IC n cp(P)1 = 1 entonces K estaría 
contenido en CP(P) lo cual no sucede. Entonces ICl/IC n cp(P)1 = p, y por lo tanto 
IPI/ICcp(P)1 = p = IPI/IKcp(P)I, por la prueba del Lema 2.5(ii). Así obtenemos 
que Kcp(P) = CCP(P) . Entonces si X es un suplemento de C en P , XKcp(P) = 
XCcp(P) = P, y, por lo tanto, XK = P. 

Definición 2.11. Sea P un p-grupo metacíclico con p impar. Para un subgrupo C 
de P, consideremos el conjunto 

{K: K ~ C, K Q P, K y PIK cíclicos}. 

Los grupos de orden mínimo en este conjunto serán llamados núcleos C-minimales. 
Una factorización metacíclica P = SK es llamada C-estándar si ISI = exp P y K 
es un núcleo C-minimal. 

Del Lema 2.8, observamos que P tiene una factorización metacíclica C-estándar 
si el conjunto definido arriba es no vacío. 

Lema 2.12 (3.4 en [8)). Sea P un p-grupo con p primo impar, y P = SK una 
factorización metacíclica. Definimos 0:, {J, I yo como sigue: 

pU = [S : S n K], ¡I = [K : S n K], p1 = IK¡' po = [K : PI]. 

Entonces 

(i) I ? {J, {J + O ? I ? o; 
(ii) si O = O, entonces {J = O. 

Si P = S K es C -estándar para un subgrupo C de índice pI< conteniendo a K , entonces 

(iii) o: ? {J; 

(iv) si {J < o, entonces o: - K < {J. 

En cualquier caso, P tiene la siguiente presentación 

" (J.., 1+ 6 (x, y I xP = yP , yP = 1, yX = y P). 

Prueba. De la definición de los parámetros obtenemos 
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Probaremos la última relación de esta presentación suponiendo que P no es abe
liano, ya que es obvia si lo es. Como SICs(K) ~ P' por el Corolario 2.7, S actúa 
en K como un grupo de automorfismos de orden p"f-J . Por otro lado, de la Propo
sición 1.9(i), tenemos que b f--> bl+p" define un automorfismo de orden p"f-J . Por el 
Teorema 1.19, Aut K es cíclico, luego tiene un solo subgrupo de este orden, así que 
podemos elegir un x en S tal que bX = bl+p" para todo b en K, es decir xCs(K) genera 
SICs(K). Como P no es abeliano, ISICs(K) 1 = pt con t > O. Si (xo) = S, con x = x: 
entonces (m, pt) = 1 es decir, (m, p) = 1 y tenemos (x) = S. Claramente I ~ (3. Si 

1= (3, fácilmente observamos que xP<> = y( donde (Yo) = K. Si 1-(3 > O, entonces 
xP<> = (y()n y este último tiene orden p"f-f3 por lo que (n, p"f-f3) = 1 => (n, p) = 1 Y 
(Yo) = K . Así que, definiendo Y := Yo tenemos 

xP<> = yrf3, yP-' = 1, yX = yl+P". 

Entonces P es una imagen homomórfica del grupo presentado por 

(x , Y I xP<> = yrf3, yP-' = 1, yX = yl+p"). 

Pero esta presentación da origen a un grupo de orden menor o igual que pOl+"f, así que 
P es isomorfo al grupo definido por ella. 

I ~ 8 porque P' ~ K. Del hecho de que yrf3 = (yrf3y = yrf3(l+p"), se sigue 
(3 + 8 ~ ,. Esto completa la prueba de (i). Para probar (ii), observamos primero que 
si 8 = O y P es cíclico, claramente tenemos (3 = O. Supongamos entonces (3 ~ 1 Y que 
P no es cíclico. El subgrupo de Frattini <I>(P) contiene al conmutador P' , pero, por 
el Lema 2.5(ii), no contiene a K, así que P' es un subgrupo propio de K y por tanto 
8 ~ 1. 

Supongamos ahora que P = SK es e-estándar. Como expP = ISI = pOl+"f-f3, 
entonces pOl+"f = expPp/3 , mas expP es un múltiplo de p"f, luego a ~ (3 y tenemos 
(iii). Supongamos (3 < 8, es decir P' ~ S n K, queremos probar a - K, < (3. 

Como IKI divide a ISI , entonces ISIP'I es un múltiplo de IKIP'I . Además PIP' 
es abeliano finito por lo que, si pr = ISI P'!, para cualquier elemento zP' en PI P' 
tenemos (zp,)pr = P' y con ello exp (PI P')I pr, pero pr es el orden de xP', luego 
exp (PI P') = ISI P'I. Ahora podemos aplicar el Lema 1.6 a PI P' y obtenemos un 
subgrupo T de P, tal que ST = P y S n T = P'. Más aún, SIP' y TIP' son 
cíclicos, el último por ser isomorfo a KI(S n K) , y como ISTI = ISKI, entonces 
ITI = p"f-Hf3 < p"f ya que estamos suponiendo (3 < 8. 

Supongamos que T no es cíclico. Sea cjJ un isomorfismo de TI P' en un subgrupo 
de SI P' , digamos W I P'. Definimos 

y = {t8: cjJ(tP') = 8P', tE T} . 
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Aplicamos el Teorema l.7 a (T/P', 1, W/P', 1, <p), entonces Y es un subgrupo tal 
que S n y = T n y = P' . Por el Lema 2.5(i), P'D.1(P) ~ T, esto implica que Y no 
contiene a D.1(P) ya que de no ser así, P'D.1(P) ~ T n y y P' no sería cíclico, lo 
que es contradictorio, por lo tanto Y es cíclico. Además Y es normal en P porque 
P' ~ Y. Nuevamente por el Lema l.7 IYI = ITI, luego IYI < IKI. Con esto tenemos 
que IP/P'I = IS/ P'IIY/ P'!, y como SnY = P', entonces P = SY y y es un subgrupo 
normal cíclico de P tal que P/Y es cíclico. 

Si T es cíclico, definimos Y := T, así que también se tiene IYI < IKI. Por lo tanto, 
en cualquier caso tenemos un subgrupo cíclico normal Y tal que P/Y es cíclico, y 
IYI < IKI· Finalmente, si suponemos a - K, ~ {J, entonces IY / P'I :::; le / KI, luego 

IY:I = IY~KI:::; 1;,1:::; I~I· 
Como P/K es cíclico, entonces YK/K ~ e/K, luego Y ~ e. Pero P = SY es 
también una factorización metacíclica, esto contradice la e-minimalidad de K. Por 
lo tanto a - K, < {J . 

Aplicaremos este lema con e = P , obteniendo un teorema de clasificación para 
p-grupos metacíclicos con p impar. 

Teorema 2.13 (3.5 en [8]). Con p impar, todo p-grupo metacíclico no cíclico P 
tiene una presentación de la forma 

donde a, {J , " 8 son enteros no negativos, tales que a ~ {J ~ , ~ 8, Y , ~ l. 
Inversamente, cada presentación de este tipo define un p-grupo meta cíclico no cíclico 
de orden pO+{3+á , distintos valores para los parámetros a , {J , " 8 (con la condición 
de arriba) dan grupos no isomorfos . 

Prueba. El Lema 2.8 nos garantiza que podemos escoger una factorización metacíclica 
P = SK tal que el orden de S sea exp P y K tenga el menor orden posible. Aplicando 
el último lema con K, = ° y redefiniendo pá := IS n KI y p"l := IK/P' I, obtenemos la 
presentación deseada. Como K, = 0, de 2.12(iii) y 2.12(iv) obtenemos a ~ {J ~ , y de 
2.12(i) tenemos , ~ 8. , ~ 1 se obtiene de 2.12(ii) y del hecho de que P no es cíclico. 
Inversamente, si a, {J , " 8 son enteros no negativos tales que a ~ {J ~ , ~ 8 y, ~ 1, 
entonces p +, ~ 4 Y a ~ {J ~ {J + 8 - " con lo que podemos aplicar el Corolario 1.13 
y obtenemos (1 + p"l)p

O == 1 mod pf3+á. Además {J + 8:::; {J +" es decir pf3+á divide a 
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¡JJ+"I, entonces, por el Lema 1.2 la presentación de arriba define un grupo metacíclico 
de orden ¡JJ+fJ+o.. 

Para la última afirmación, consideremos los grupos S P' / P' y K / P'. Dado que 
(3 2: 'Y tenemos S n K ~ P', así que S n P' = S n K y por tanto ISP'/P'I = po., 

además por la Ley Modular de Dedekind tenemos SP' n K = P', es decir 

P SP' K o. 
- = - x - ~ C(p ) X C(p"l ) 
P' P' P' ' 

así que a Y 'Y son invariantes de P. Por otro lado, exp P = po.+f, y IPI = po.+{3+f, por 
lo que (3 y b también son invariantes del grupo. 
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2.2. 2-grupos metacíclicos 

Pero el dos no ha sido nunca un número 
porque es una angustia y su sombro, 
porque es la guitarro donde el amor se desespero, 
porque es la demostroción de otro infinito que no es suyo 
y es las murollas del muerto 
y es el castigo de la nueva resurrección sin finales. 

Fragmento de 'Pequeño poema infinito', de Federico García Lorca. 

Lema 2.14 (2.1 en [4]). Sea G un grupo meta cíclico con una presentación: 

(x, ylxk=yl, ym=l, yX=yT), 
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donde k, l, m y r son enteros positivos tales que ml(rk-l) y mll(r-l). Reemplazando 
y por una potencia adecuada del mismo, podemos suponer que llm. Con tall, tenemos 
expG = m.c.m.(km/l, m). 

Prueba. Sea a = l/(m, l), claramente (a, m) = 1 por lo que (ya) = (y). Además 
yl = ya(m, 1) y (m, l) divide a m. Remplazando y por ya y l por (m, l) tenemos la 
primera afirmación. Para la segunda tenemos m.c.m.(km/l, m) = m.c.m·(lxl, Iyl) y 
este múltiplo común divide a exp G. Tomemos p el primo más pequeño que divide al 
orden de G y sea t el entero más grande tal que pt divide a m.c.m.(km/l, m). Como 
(x) (y) es una factorización metacíclica de G, (x)p(Y)p es una factorización metacíclica 
de un p-subgrupo de Sylow P de G. Por la Proposición 1.34, G = PN con N un p'
subgrupo de Hall normal. Por otro lado, si P es cíclico, claramente (xy)P = xPyP para 
todos x, y E P. Sabemos que iP(P) contiene a P', pero por 2.5(ii), si P no es cíclico; 
iP(P) no contiene a K, luego pi es un subgrupo propio de K y pi ~ (y)~. Así que 

pP = (x)~(y)~, y por inducción PP' = 1. Por lo tanto GP' ~ N. Repetimos este 
proceso para N = PoNo, donde Po se define de manera análoga a P para q el primo 
divisor más pequeño del orden de N y No es el respectivo complemento, obteniendo 
GP'q'2 ~ Nq'2 ~ No . Continuamos este procedimiento para primos progresivamente 
más grandes y tenemos 

Gm.c.m.(km/l, m) ~ Nm.c.m.(km/l, m)/p' ~ ... ~ 1. 

Luego (expG) I m.c.m.(km/l, m) y (expG) = m.c.m.(km/l, m). 

Lema 2.15 (4.5 en [4]). Si P es el grupo presentado por 
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donde m - n:::: l:::: m, 1:::: n:::: m y m-n:::: k , entonces Z(P) = (xpm-n , ypm-n). Si 
P es el grupo presentado por 

(x, y I X2k = y21, y2m = 1, yX = y- l+2n), 

donde m -1 :::: l :::: m, 2 :::: n :::: m y m-n :::: k, entonces Z(P) = (x2, y2m-l) cuando 
m = n, en cualquier otro caso Z(P) = (x2m-n, y2m-l) . 

Prueba. Del Lema 2.14, sabemos que Z(P) = (X S
, yt), con s = 11 + pn mod pml y t = 

pm / (pm , pn). Para la primera presentación, claramente, t = pm-n y, por el Corolario 
1.13, s = pm-n, es decir, Z(P) = (xpm-n, ypm-n). Para la segunda presentación, 
t = 2m- 1 y, por 1.13, s = 2m - n , por lo que Z(P) = (x2m-n, y2m-l), y si m = n, 
entonces Z(P) = (x2, y2m-l) . 

Para la clasificación de los 2-grupos metacíclicos, Hempel dice haber tomado una 
clasificación no publicada de Newman y Xu que prefigura en [5], y la modifica un 
poco con miras a la clasificación de los grupos metacíclicos finitos. Para llegar a ella 
necesitaremos algunos lemas, el primero de ellos es parte del Teorema 5.4.3 en [2], en 
el que Gorenstein describe diversas propiedades de cuatro p-grupos metacíclicos; los 
dihédricos , cuaterniones generalizados, semidihédricos y los p-grupos Mm(p). 

Lema 2.16. Los grupos de orden 2m
; dihédrico Dm (m ~ 2), cuaterniones genera

lizados Qm (m ~ 3), semidihédrico Sm (m> 3) Y Mm(2) (m> 3) no son isomorfos. 

Prueba. Tomemos 

Mm (2) = (x, y I X2 = y2m-l = 1, yX = yl+2m-2). 

Si z = [x, y] = y2m-2 , entonces 

x (2m-2){1+2m-2) 22m- 4 2m- 2 
Z = y = y y = z porque m > 3, 

luego, z conmuta con x y y. Del Lema 1.4 obtenemos 

(xyj)2 = zj y2j = y2j+j2m
-
2 = y2j{l+2m-3), 

luego xyi tiene orden menor o igual a 2 si, y sólo si, 2j(1 + 2m- 3) == O mod 2m- J , 

esto es, si y sólo si j es un múltiplo de 2m-2 . Por lo tanto r2 1(Mm (2)) = (x , y2m- 2) ~ 
C(2) x C(2). Ahora consideremos 

D ( I 2 2m
-

1 x - 1) 
m = X, Y x = y = 1, Y = Y , 
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en este grupo tenemos (xy? = (xyx)y = y-Iy = 1, así que xy y y tienen orden 2, 
luego Dm = (x, y) = (xy, y) ~ nl(Dm), es decir Dm = nl(Dm). Para 

observamos 
(xyi)2 = (xyix)yi = y2m-2 x - Iyixyi = y2m-2 

para toda i, luego xyi nunca tiene orden 2. Entonces nI (Qm) 
Finalmente, en 

tenemos 
(xyi)2 = (xyiX)yi = yi(-1+2m-2)yi = yi2m-2, 

así que xyi tiene orden 2 si, y sólo si, i es par. Pero entonces nl(Sm) = (xy2, x) = 
(y2, x). Si llamamos YI = y2, entonces o(YI) = 2m - 1 y 

yf = (y2)x = y2(-1+2m-2) = y-2 = YI\ 

es decir, nl(Sm) es isomorfo a Qm-I' 
Tenemos entonces Inl(Dm)1 = 2m, Inl(Qm)1 = 2 Y Inl(Sm)1 = 2m-l; así que, Dm, 

Qm y Sm no son isomorfos. Por otro lado, nI (Mm(2)) ~ C(2) x C(2) por lo que Mm(2) 
no es isomorfo a alguno de los otros tres grupos. 

Lema 2.17 (4.1 en [4]). Si m y n son enteros positivos, entonces 

Prueba. Escribiremos PI para el primer grupo y P2 para el segundo. En m = 1, si 
n = 1, entonces g es abeliano y PI no lo es. Si n > 1, entonces PI es dihédrico y P2 
es semidihédrico por lo que no son isomorfos. Supongamos entonces, m 2 2. Para PI, 
es claro que 2n+II« -1)2m - 1), luego, por el Lema 1.2, IPII = 2m+n+l . Para P2 , 

y claramente 2n+1 divide a cada uno de estos sumandos, así que, por 1.2, P2 también 
tiene orden 2m+n+!. Para i = 1, 2, consideremos los conjuntos: 

2 {2 } P¡=gI9Ep; . 
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Sean i, j, enteros. En PI tenemos que si i es par, entonces !Jiai = ai!Ji y si i es impar, 
!Ji ai = aib- j , luego 

a'O' 2 = . .. {a2ib2j si 21i 
() a2' en cualquier otro caso. 

Claramente tenemos 2m - 1 elementos ak con k par y 2n elementos br con r par, luego, 
2m

-
2 elementos son de la forma a2i con i par y 2m

-
2 lo son con i impar. Entonces 

!Pll = 2m+n-2 + 2m-2. 

Ahora, en P2 tenemos: Si i es par, desarrollando un binomio análogo al desarro
llado al principio de esta prueba, (-1 + 2n )i es congruente con 1 módulo 2n+l, luego 
!Jiai = ai!Ji; si i es impar y j es par, desarrollando ahora j(-1 + 2n )i obtenemos que 
éste es congruente con -j módulo 2n+l, luego !Jiai = aib- j . Finalmente, si tanto i 
como j son impares, tenemos que los dos primeros sumandos del binomio j ( -1 + 2n )i 
son -j y 2nij = 2n(2r+ 1) = 2n+lr+2n, p. a. entero r, como el resto de lo sumandos 
es divisible por 2n+\ entonces j(-1 + 2n)i == -j + 2n mod 2n+\ y concluimos: 

si 21i 
si 2 f i, Y 21j 
en cualquier otro caso. 

Entonces !Pi 1 = 2m+n-2 + 2m - 2 + 2m - 2 > !pn Por lo tanto, PI ~ P2. 

Lema 2.18. Sea P un 2-grupo metacíclico que tiene la siguiente presentación 

(x, y 1 X2k = y21, y2m = 1, yX = yl+2n) , 

con m, k , l Y n enteros positivos, 2mI2n+l, 2m l((1 + 2n?k - 1) Y m > n 2: 2. Para 
cualesquiera i, j enteros, tenemos: 

( 
i j )2m-n i2 m - n j2m - n ij2m - 1 

xy =x y y . 

Prueba. Del Teorema 1.23 obtenemos 

donde Cr es un elemento de Cr((xi
, yj)) y el exponenete er es el r-ésimo coeficiente 

binomial er = n(n - 1)··· (n - (r - 1))/rL Como P' es un subgrupo de (y), entonces 
C2 = [Xi , yj] Y Cr = [Cr-I, Xi] para toda r = 3, ... , 2m - n , de hecho: 
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j( - ¿~=l (!)2n<»2m-n-l(2m-n - 1) 
j( - ¿~=l (!)2m+{o-1)n-l)(2m- n -1) 
_ij2m-l(2m-n - 1) 
+j( - ¿~=2 (!)2m+{o-1)n- l)(2m- n - 1) 
ij2m- 1 _ ij2m+{m-n-l) 

+j( - ¿~=2 (!)2m+{o-1)n-l)(2m- n - 1) 
ij2m- 1 mod 2m 

y este último es congruente con -ij2m- 1 módulo 2m, por lo que 

Ahora, si T ~ 3 

.( _ ",i (i)2no)r- l 
J úo=l o 
.( _ ",i (i)2n+{o-1)n)r-l 

J úo=l o 
·2n{r-l)( _ ",i (i)2{o-1)n)r-l 

J úo=l o . 

43 

Llamemos a este resultado j2n{r-l)a. Para el coeficiente binomial er , observamos que 
la máxima potencia de 2 que lo divide es m-n - T2, donde T2 es la máxima potencia 
de 2 que divide a T. Así, er = 2m - n - r2b con b impar. Si T es impar, T2 = O Y 

j2n {r-l)+m-nab 

j2n {r-2)+mab 

O mod 2m . 

Por otro lado, si T es par, T ~ 4 Y T2 :::; T - 2 < n(T - 2) porque n ~ 2. Luego 

De donde obtenemos el resultado. 

j2n {r-l)+m-n-r2ab 
j2n {r-2)-r2+mab 

O mod 2m . 
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Teorema 2.19 (4.6 en [4] o 'two is the only odd prime'). Todo 2-grupo 
metacíclico tiene uno de los siguientes ocho tipos de presentaciones, en la cual los 
parámetros r, s, t, u, v y w son números naturales. 

(i) (a I a2r = 1) con r ~ O, 

(ii) (a , bla2r =b2 =1, ba=b) conr~l , 

(v) (a, b I a2 = b2r
+

1 = 1, ba = b1+2r ) con r ~ 2, 

(vi) (a, b I a2 = b2r
+

1 = 1, ba = b-1+2r ) con r ~ 2, 

(vii) (a, b I a2r = b26 , b26+t = 1, ba = b1+2U ) con r ~ s ~ u ~ 2 Y u ~ t, 

(viii) (a, b I a2r+6+t = b2r+6+U+u, b2r+6+u+u+W = 1, ba = b-1+2r+U) donde r ~ 2, v s:: r , 

w s:: 1, su = tu = tv = O, Y si v ~ r - 1, entonces w = O. 

Grupos de diferentes tipos o del mismo tipo pero con parámetros diferentes son no 
isomorfos. 

Prueba. Sea P un 2-grupo metacíclico, claramente P es finito. Supongamos primero 
que P tiene un subgrupo cíclico maximal. Por el Teorema 1.17, P es isomorfo a uno 
de los primeros seis tipos enlistados. 

Supongamos ahora que P no tiene subgrupo cíclico maximal. Por el Lema 1.2, P 
tiene una presentación de la forma 

donde c es una potencia de 2, como podemos tomar b tal que blc entonces b es una 
potencia de 2 y por lo tanto, a lo es también. Por el Lema 1.21, cambiando, si es 
necesario, los generadores x y y, podemos suponer que d es de la forma ±1 + 2A para 
algún entero no negativo A. Suponiendo que P no tiene subgrupos cíclicos maximales , 
concluimos que P tiene una presentación de la forma 

(2.1 ) 
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I 2k 

donde é = ±1 , m ~ n ~ 2, k ~ 2, m ~ l ~ 2, 2m l(é + 2n 
- 1)2 , 2m l(é + 2n

) - 1 Y 
!PI = 2k+m. La primera condición de divisibilidad se puede expresar como 

l ~ { m-n s~ é = 1 
m -1 SI é =-1 

y por el Corolario 1.13, la segunda equivale a k + n ~ m. 
Supongamos primero que é = 1 Y que m > n. Por el Lema 2.18 tenemos 

S12J es par , 
si ij es impar. 

Este resultado será muy útil en los cálculos que siguen, de los cuales sólo el primero 
haremos con detalle. Tenemos cuatro casos: k ~ l ~ n, l > k ~ n, l > k < n y 
k ~ l < n. En el primer caso, P es claramente de tipo (vii). En el segundo caso, 

1 21- k 
observamos que si a = xy - y 

{ 

1+2n-1 
b= y 

Y 

sik=m-n 
si k > m - n, 

entonces x, y E (a, b), luego (a, b) = P. Si k > m - n, entonces 

para algún entero d porque p' = (y2n) 

por el resultado de arriba 

Si k = m - n, obtenemos rápidamente la misma conclusión. En ambos subcasos, 
también tenemos b2m = 1 Y ba = bl+2n

. Por lo tanto, P es una imagen homomórfica 
del grupo definido por la presentación (a, b I a 2k = b2\ b2m = 1, ba = bl+2n

) . Como 
el grupo definido por ésta tiene orden menor o igual a 2k +m , debe ser isomorfo a P , 
luego P es de tipo (vii). Si l > k < n, entonces de una forma análoga, probamos que 
con a = y - l Y b = x-ly{21- k_2n-k )(I - 2n) tenemos 
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que también es un grupo de tipo (vii). Si k 2: l < n, entonces (x) n (y) contiene a P', 

así que x y y conmutan con todo elemento de P' . Por 1.4 (uv)O = UOVO[u, vl(~) para 
todo u, ven P, Q 2: 2. Utilizando esta igualdad, observamos que con a = X 2k-ly-1 y 
b = x tenemos 

donde 

{ 
1 si k +n = m, 

t = ° si k + n > m. 

Esto nos lleva de regreso a uno de los tres casos que consideramos anteriormente. 
Hemos mostrado que cuando € = 1, P es de tipo (vii). 

Ahora consideremos € = -1, en este caso l = m ó l = m - L Primero supongamos 
l = m. Tomemos a = x y b = y. Para llevar la presentación 2.1 a una de tipo (viii), 
tenemos que mostrar que el sistema de ecuaciones simultáneas 

r+s+t 
r+s+u+v 

r+u 

k, 
r + s + u + v + w = m, 
n, 

tiene una solución que satisface las condiciones impuestas a los parámetros en (viii). 
Claramente, w = O. Si z = min{k, m} , entonces 

( t )={(n,z -n,k- z, O,m-z) sin~k, 
r, s, ,u, v (k, 0, 0, n-k, m - n) en otro caso 

es una solución. 
Si l = m - 1, entonces m = l + 1 2: 3. Primero supongamos que n < m. También 

podemos suponer que k + n > m, ya que de otra forma, con Xl = xy, 

p ~ (Xl , y I xt = y2m = 1, yXI = y - 1+2
n

), 

que es el caso considerado en el párrafo anterior. Cuando k + n > m > l 2: 2, la 
presentación 2.1 puede ser llevada a una de tipo (viii) con a = x, b = y; verificando 
que el sistema de ecuaciones simultáneas 

r+s+t 
r+s+u+v 

r+u 

k, 
r + s + u + v + w - 1 = m - 1, 
n, 



2.2 2-grupos metacíclicos 47 

tiene una solución que satisface las condiciones impuestas a los parámetros en (viii) . 
Análogamente al caso anterior, una solución es 

( t )
_ {(n, z-n, k-z, O, m-1-z) sin::; k, 

r, s, ,u, v - (k, O, O, n-k, m - 1 - n) en otro caso 

donde, en este caso, Z = min{k, m - 1} . 
Ahora supongamos m = n. Entonces yX = y-l Y x 2 E Z(P) , entonces es fácil ver 

2k - 1 
que con Yl = X y, 

'" ( I 2
k 2m

-
1 2m X _ 1+2m-l) P = X, Yl X = Yl = 1, Yl = 1, Yl = Yl , 

que es el caso tratado en el párrafo anterior. Esto prueba que todo 2-grupo metacíclico 
tiene una presentación de las enlistadas aquí. 

Del Lema 2.16, sabemos que los primeros seis tipos de grupos son no isomorfos 
entre ellos, y es claro que los parámetros son invariantes para cada uno. Como estos 
grupos tienen subgrupos cíclicos maximales, IPl/expG ::; 2. 

Supongamos que P es un grupo de tipo (vii). El Lema 1.2 muestra que IPI = 
2T +s+t , del Lema 2.14 tenemos que expP = 2TH Y sabemos que P' = (b2U

) . Entonces 
PI P' ~ C(2") x C(2U

). Tenemos entonces que, r + s + t, r + t, r y u son invariantes de 
P, por lo tanto, también lo son s y t. Como IPl/exp P = 2S > 2, P no es isomorfo a 
ninguno de los primeros seis tipos enlistados. Como r ~ u ~ 2, observamos también 
que C(4) x C(4) es una imagen homomórfica de P. 

Ahora supongamos que P es un grupo de tipo (viii). Por el Lema 2.15 

{ 

( 
2 b2r+s+u+v+W-I ) . O 

a , SI S + V + w = , 
Z(P) = (25+v+w b2r+5+u+v+W- I ) t a , en o ro caso, 

que es cíclico de orden mayor a 2 si w = 1, cíclico de orden 2 si w = O Y v = r. Esto 
prueba que w es un invariante de P. Además pi = (b2 ) y PI pi ~ C(2) x C(2T+sH ) . 

En particular, C(4) x C(4) no es una imagen homomórfica de P y por lo tanto, un 
grupo de tipo (viii) no es un grupo de tipo (vii) . Por el Lema 2.14 tenemos 

por lo que un grupo de tipo (viii) no es un grupo de alguno de los primeros seis tipos. 
Supongamos que w = O para un grupo de tipo (viii) P. Entonces exp PI P' = 

2T +sH Y los tres enunciados siguientes son verdaderos: 

(a) expP= expPIp l = IPI I
/

2 si, y sólo si t = u = v = O; 
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(b) expP = expPIP' > IP1 1
/
2 si, y sólo si t > O Y lL = V = O; 

(c) expP > expPIP' si, y sólo si t = O Y u + v> o. 

En el caso (a) tenemos P ~ (a, b I a2r+, = b2r+. = 1, ba = b-l+2r) donde r ~ 2 Y 
s ~ o. En este caso, 

Z P ~ { C(2) X C(2T
-

1
) si s = O, 

( ) - C(2) X C(2T
) en otro caso 

y PI P' ~ C(2) XC(2T+S), por lo tanto IPI P'I/IZ(P)I = 2max{1, .}. Si IPI P'I/IZ(P)I > 
2, podemos concluir que los parámetros son invariantes. Cuando IPIP'I/IZ(P)I = 2, 
tendremos que distinguir los dos grupos obtenidos al hacer (r, s) igual a (q , 1) ó a 
(q + 1, O), para cualquier q ~ 2. Ahora, por el Lema 2.17 

Para el caso (b), tenemos P ~ (a, b I a2r+.+. = b2r+. = 1, ba = b-l+2r ) donde 
r ~ 2, s ~ O Y t ~ 1. En este caso, 

Z P ~ { C(2) X C(2T +t
-

1
) si s = O, 

( ) - C(2) X C(2T+t ) en otro caso 

y PIP' ~ C(2) x C(2T+s+t ) . Tenemos (expp)2/IPI = 2t , luego t es un invariante de 
P. Además, IPI P'I/IZ(P)I = 2max{l, s}. Si IPI P'I/IZ(P)I > 2, podemos concluir que 
los parámetros son invariantes. Cuando IPI P'I/IZ(P)I = 2, tendremos que distinguir 
los dos grupos obtenidos al hacer (r, s) igual a (q, 1) ó a (q + 1, O), para cualquier 
q ~ 2. Ahora, por el Lema 2.17 

En el último caso, P ~ (a, b I a2r+8 = b2r+s+u+v = 1, ba = b-l+2r+
U

) donde r ~ 2, 
v:::; 1' , su = O Y u + v> O. En este caso, 

Z P ~ { C(2) X C(2T
-

1
) si s = v = O, 

() C(2) X C(2T
-

V
) en otro caso 

y PI P' ~ C(2) X C(2T+'). También tenemos IPI P'I/IZ(P)I = 2max{1 , .+v}. Como, en 
este caso, expP = 2T +S+U +V

, tenemos que 1'+s, u+ v y max{l , s+v} son invariantes 
de P . Si s + v > 1, entonces s + ves un invariante, luego us = O implica que r· , s, u 
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y v son invariantes de P . Supongamos que s + v ::; 1. Entonces s = O Y u > v = O 
Ó v = 1, resta entonces distinguir los dos grupos obtenidos al hacer (u, v) igual a 
(q + 1, O) ó a (q, 1), para cualquier q 2: 2. Ahora, por el Lema 2.17 

(a, b I a2r = b2r
+

q
+

1 = 1, ba = b-1) ';p (a, b I a2r = b2r
+

q
+

1 = 1, ba = b-I+2
r
+

Q
). 

Si w = 1, entonces P / (b2r
+.+

u
+

v
) es de ti po (viii) con w = O Y los argumentos usados 

en los párrafos anteriores pueden ser usados para probar que los otros parámetros son 
invariantes. Con esto terminamos la prueba. 



Capítulo 3 

Descomposición de Hall estándar 

Si H Y N son grupos y 4J: H -+ Aut N es un homomorfismo, éste define un producto 
semidirecto de H y N que denotaremos por H ~4> N, o simplemente por H ~ N. 
Consideraremos a H y N como subgrupos de H ~ N por medio de las identificaciones 
naturales. 

A continuación probaremos que todo grupo metacíclico finito se descompone 
canónicamente como el producto semidirecto de dos subgrupos de Hall, uno de ellos 
nilpotente. Además, el factor normal será construido de tal forma que resulte ser el 
más pequeño de los subgrupos de Hall normales con cociente nilpotente. Con esta 
descomposición procederemos a clasificar los grupos metacíclicos de orden impar. 

Notación. Sea n un entero, 7f(n) denotará el conjunto de los primos divisores de 
n. Extendiendo esta idea, si G es un grupo finito, escribiremos 7f( G) para referirnos 
al conjunto de los primos divisores del orden de G. Si G es nilpotente, el único 7f
subgrupo de Hall será denotado por G" para cada conjunto de primos 7f. 

Lema 3.1 (5.3 en [8]). Sea G un grupo con unafactorización metacíclica G = SK. 
Para cada conjunto 7f de primos, el subgrupo H = S"K" es el único 7f-subgrupo de 
Hall de G tal que S" = S n H y K" = K n H, así H = (S n H)(K n H). 

Prueba. Como S y K son cíclicos S = S"S"I y K = K"K"" es decir G = S"S¡rIK"K"" 
pero K" es normal en G, luego G = S"K"S",K7f/. Por otro lado S7fK7f n S7fIK7f1 = 1, 
luego IGI = IS"K7f llS"IK"/I· Entonces H = S"K" es un 7f-subgrupo de Hall de G que, 
por la regla modular de Dedekind, satisface S" = S n H y K" = K n H , por lo que 
la unicidad es obvia. 
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Definición 3.2 (5.4 en [8]). Sea e un grupo con una factorización metacíclica 
e = SK, en lo que resta de este capítulo, denotaremos por -rr al conjunto: 

-rr := {p E -rr(e) I G tiene un p~subgrupo de Hall normal}, 

por H al -rr-subgrupo de Hall S."K." y por N al -rr'-subgrupo de Hall S.",K.",. 

Lema 3.3 (5.5 en [8]). S ean e un grupo con unafactorización metacíclica e = SK , 
N y H definidos según 3.2, entonces N = (S n N)(K n N) es un subgrupo normal de 
e y H = (S n H)(K n H) es nilpotente. 

Prueba. Por el Lema l.32 tenemos que N es la intersección de todos los p'-subgrupos 
de Hall normales para p en -rr( e), entonces, por la prueba del Lema 3.1, e = H N es 
una descomposición semidirecta de e. Si p E -rr y T / N es un p-subgrupo de Sylow 
de e/N entonces T es un -rr' U {p}-subgrupo de Hall de e. Nuevamente por l.32, la 
intersección de los q'-subgrupos de Hall normales de e con q E -rr(e) y q #- p es un 
(-rr - {p} )'-subgrupo de Hall de e, es decir es un -rr' U {p}-subgrupo de Hall de e que 
por ser normal es igual a T. Entonces T/N es un subgrupo normal de e/N, es decir 
H ~ e/N es nilpotente. 

N = (S n N)(K n N) y H = (S n H)(K n H) se siguen del Lema 3.l. 

Como parte de la Definición 3.2, dado e grupo finito con una factorización meta
cíclica e = S K, e = H N será llamada la descomposición de Hall estándar para 
la factorización metacíclica e = SK. 

Los dos siguientes resultados serán utilizados en la prueba del Teorema 3.6, en el 
que abordamos importantes características de la descomposición de Hall estándar. 

Lema 3.4 (5.2 en [8]). Sean q un primo, e un grupo metacíclico con un q'-subgrupo 
H y Q un q-subgrupo de Sylow de e. Sea e = SK una factorización metacíclica tal 
que: 

H=(SnH)(KnH) y Q=(SnQ)(KnQ). 

y sean 

x = S n H , y = K n H , U = S n Q y V = K n Q. 

Si H normaliza Q, entonces [H, Q] = 1 ó 

y ~ CH(Q), V = [H, Q], U = CQ(H) y U n V = l. 
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Prueba. De las hipótesis observamos que H = XY y Q = UV son factorizaciones 
metacíclicas de H y Q respectivamente. 
Como K es un subgrupo cíclico normal de G, Y es un q'-subgrupo normal de G que 
normaliza Q, pero H n Q = 1, ya que H es un q'-subgrupo de G y Q es un q-subgrupo 
de G, entonces si x E Q y y E Y, y-Ix -Iyx E Q Y y - Ix-Iyx E Y de lo que obtenemos 
Y ~ CH(Q) y como U y X son subgrupos de 8 que es abeliano, entonces U ~ CQ(H). 

Ahora si h E H y a E Q: 

y-Ix-Iv-Iu-Ixyuv 
y-Ix-Iv-Ixyv 
x-Iy'v-Iy'- Ixv 
X-IV-IXV 

porque U ~ CQ(H) 
porque Y ~ H 
porque Y ~ CH(Q) , 

es decir, [H, Q] = [X, V]. Supongamos [H, Q] =1- 1, como V es normal en Q y 
[X, V] =1- 1, entonces X actúa en V de manera no trivial, luego V = Cy(X) x [X, V] 
(Lema 1.35), pero al ser V cíclico y de orden primo, si se descompone como un 
producto directo, uno de los factores es igual a 1, así Cy(X) = 1 y V = [H, Q]. Luego, 
si v E V n CQ(H) y h E H de 1 = h-Iv-l hv = y-Ix-Iv-Ixyv = X-IV-IXV obtenemos 
v = 1, luego V n Cq(H) = 1 y, por lo tanto, U n V = 1. Finalmente, como Q = UV 
y U ~ Cq(H), por la regla modular de Dedekind CQ(H) = Q n CQ(H) = U. 

Para un primo q E 'Tr', introducimos los conjuntos ij := {p E 'Tr' I p < q} y 
ij := {p E 'Tr' I p < q} que nos serán útiles en la prueba de los dos siguientes resultados. 
Para cualquier subconjunto w de 'Tr' definimos Nw := 8wKw. 

Lema 3.5 (5.6 en [8]). 

(i) K", = G/nN; 

(ii) 8", = fIqE" , CNq(H Nq) ~ CN(H) ; 

(iii) K", n 8", = 1. 

Prueba. Si G es nilpotente, entonces 'Tr(N) es vacío y, por lo tanto, los resultados 
también. 

Si G no es nilpotente, entonces N no es trivial. Sea q en 'Tr(N), por el Lema 3.1 
8 n Nq = 8q y K n Nq = Kq. Como K" es un 'Tr-subgrupo normal de G, está contenido 
en O,,(G), por otro lado, como G es soluble y H es 'Tr-subgrupo de Hall, O •. (G) ~ H, 
más aún, si o E O,,(G) y n E N, tenemos n - lo-In E O,,(G) y o- lno E N, luego 
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n-Io-Ino E O,,(G) n N = 1, es decir O,,(G) está contenido en CH(N). Por lo tanto, 
K1f ~ O,,(G) ~ CH(N). Probaremos ahora que H normaliza Nq. Como H = S" K" , 
basta conjugar por s E S" Y tenemos: 

S- I Nqs = S-I SqKqs = S-I SqsKq = Nq 

Consideremos ahora SqSq ~ S y KqKq :Q G, su producto es subgrupo de G y, 
como Kq es normal en G: 

SqSqKqKq = SqKqSqKq = NqNq 

Esto es: NqNq es un subgrupo de G, y su orden tiene como primo divisor más grande 
a q, luego por la Proposición 1.34 el q-subgrupo de Sylow de NqNq es normal en NqNq, 
por lo tanto Nq normaliza Nq, y H Nq también. 

Este último resultado completa las hipótesis del lema anterior, por lo que si pro
bamos [H Nq, Nq) i- 1 podremos conluir (ii) y (iii). 

Supongamos [HNq, Nq) = 1, probaremos que HNqNij es un q'-subgrupo de Hall 
de G normal para llegar a una contradicción. Procediendo igual que para NqNq arriba, 
H NqNij es un subgrupo de G. Observemos que N = NqNqNij, así que, basta conjugar 
H NqN{¡ por n E Nq arbitrario. Sea hm¡m2 en H NqNq, tenemos: 

n-Ihmlm2n = n-Ihmlnm~ con m~ E N{¡ porque Nij :Q N 
= hmlm~ 

que es un elemento de H NqNij, esto contradice el hecho de que q E 1f'. Así, por el Lema 
3.4 , Sq = CNq(HNq) ~ CN(H), Kq = [HNq, Nq) y Sq n Kq = 1 para toda q E 1f(N), 
por lo tanto (ii) se sigue inmediatamente. Para (iii), tomemos a en K", n S"' entonces 
a = IIi=1 ki = IIi=1 Si con ki y Si en el qi-subgrupo de Sylow Kq¡ de K y Sq¡ de S, 
respectivamente. Entonces k11 SI = IIi=2kis;1 ... s2"1 E K q2 ·· · KqrSq2 .. . Sqr. Por lo 
tanto k11 SI = 1, mas Sq¡ nKq¡ = 1, luego kl = SI = 1 Y IIi=2ki = IIi=2si, continuamos 
con este proceso y concluimos (iii). 

Finalmente, para probar (i), observemos que de Kq = [H Nq, Nq) concluimos 
K", ~ G' , es decir K", ~ G' n N , y como G' ~ K también tenemos G' n N ~ 
K n N = K"" por lo tanto K", = G' n N. 

Teorema 3.6 (5.7 en [8)) . Si G es un grupo con una factorización metacíclica 
G = SK y G = H N es la descomposición de Hall estándar para la misma, entonces 
N = (S n N) (K n N) es una factorización metacíclica que se escinde, con S n N ~ 
CN(H) . El subgrupo K n N y la clase de conjugación de S n N son independientes 
de la elección de la factorización metacíclica. 
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Prueba. La factorización metacíclica N = (SnN)(KnN) se escinde por (iii) del lema 
anterior, S n N ~ CN(H) por (ii). Para probar la última afirmación, sea S* K* otra 
factorización metacíclica de e con descomposición de Hall estándar H* N*, como N 
es un 7I"'-subgrupo de Hall normal, N = N". Por el Lema l.32, para cualquier p E 71"', 
np :S qE1r' H NijNij es un ({p} U p)'-subgrupo de Hall de e, luego 

IH Nijl = InP:SqE1r' H NfiN;¡I· 

Además, para todo q E 71"' tal que p ::; q tenemos K n Np :Q K n NijN¡¡ y S n Np :Q 
S n NijN;¡ , por lo tanto Np ~ NijN(¡, luego 

H Np = n p:sqE1r' H NfiN;¡ Y análogamente, H* N; = n p:SQE1r' H* N; Nq. 

También tenemos 

IH Npl = I n#QE1r' H NijNql Y Np ~ NijNq para toda p =f. q E 71"', 

Y de manera análoga para H* N;, esto es 

H Np = np#QE1r' H NijNq Y H" N; = n#QE1r' H* N; N;. 

Además, Np = (H n N)Np = HNp n N y N; = H*N; n N. Por el Teorema l.33, 
existe 9 E e tal que (H" N; N;)9 = H NijN;¡ para toda q E 71"', entonces 

H Np n N n#QE1r' H NijN;¡ n N 
n#QE1r' (H* N; N;)9 n N 
(n#QE1r' H" N; N;)9 n N 
(np #QE1r' H* N; N; n N)9 = (H" N; n N)9, 

es decir Np = (N;)9. Por otro lado, si A es un grupo y R, B ~ A, para todo a E A 
tenemos CR(Ba) = (C(Ra-1)(BW, luego 

SnN TIp E1r' CNp(HNp) 

TIpE1r' CNp(np:SQE1r' H N¡¡N;¡) 

TIQE1r' CNp (np:sQE1r' (H* N; N; )9) 

TIQE1r' CNp((np:S QE1r' H" N;N;)9) 

TIQE1r' (C(Nr1) (np :SQE1r' H * N; N;))9 

TIQE1r,(CN;(H* N;))9 

(TIQE1r' CN;(H" N;))9 

(S" n N)9 . 
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Para la independencia de K n N , tenemos 

I~~INI = IS n NI = I(S' n N)91, luego I(S,I~~)91 = IK n NI y 

INI 
IK' n NI = IS' n NI = IK n NI· 

Es decir K' n N y K n N tienen el mismo orden y por (i) del lema anterior son 
subgrupos de G' que es cíclico, por lo tanto son iguales. 

Definición 3.7. Una factorización metacíclica G = SK es estándar si ISI :::: IXI y 
IKI ~ IYI para toda factorización metacíclica G = XY. Si G = SK es una factori
zación metacíclica estándar con descomposición de Hall estándar G = H N, entonces 
la factorización G = (S n H) (K n H) (S n N) (K n N) es llamada una factorización 
estándar de G. 

Como parte final de este capítulo probaremos la existencia de las factorizaciones 
metacíclicas estándar para grupos metacíclicos de orden impar y daremos una condi
ción de suficiencia y necesidad para que una factorización metacíclica sea estándar. 

Lema 3.8 (5.1 en [8]). Sea G = H ~ N un grupo finito con (IHI, INi) = 1. Si 
H = XY (Y ~ H) Y N = UV (V ~ N) son factorizaciones metacíclicas tales 
que X ~ NfdV), Y ~ CH(N) y U ~ CN(H), entonces G = (XU)(YV) es una 
fa ctorización metacíclica de G. 

Prueba. De las hipótesis tenemos G = (XU)(YV). Sean x, y , u , v los generadores 
de X , Y , U , V respectivamente. Como x y u conmutan y (IXI , IUi) = 1, tenemos 
XU = (xu) ~ G, análogamente YV = (yv) ~ G. Ahora, si tomamos hn en G y ya va 
en YV y conjugamos, nuestras hipótesis implican: 

Por lo tanto YV es un subgrupo normal de G. 

Lema 3.9 (5.9 en [8]). Todo grupo metacíclico de orden impar tiene una facto
rización meta cíclica estándar. 

Prueba. Sea G un grupo metacíclico de orden impar y G = SK una factori zación 
metacíclica con la descomposición de Hall estándar G = H N . Denotemos por X el 
conjunto de todos los subgrupos normales cíclicos de H tales que H IY sea cíclico 



57 

y y ::;; O'lr(e). K n H pertenece a X, así que el conjunto es no vacío. Tomemos 
y en X con el menor orden posible en el conjunto. Por el Corolario 2.9, existe un 
subgrupo cíclico X de H tal que H = XY y IXI = expH. Definimos S· := X(SnN) 
y K· := Y(K n N) . Por 3.5 tenemos 

X::;; NH(KnN) porque KnN ~ e; y::;; CH(N) y SnN::;; CN(H), 

así que por 3.8, e = S· K· es una factorización metacíclica de e. Ahora tomemos 
otra factorización metacíclica e = S' K' con descomposición de Hall estándar e = 
H' N. Como H = H'9 p. a. g E e, entonces exp H = exp H' y por el Teorema 3.6, 
ISnNI = IS' n NI, así que 

IS·I = (expH)ISnNI ~ IS'nH'lls'nNI = IS'I· 

Por otro lado, si y' es un subgrupo cíclico de H' cuyo cociente es cíclico, entonces 
Y'9 es un subgrupo cíclico de H'9 = H cuyo cociente es cíclico, es decir Y'9 E X y 
IY'I = IY'91 ~ IYI· Por el Teorema 3.6 IK n NI = IK' n NI, luego 

IK·I = IYIIK n NI:::; IK' n H'IIK' n NI = IK'I· 

Por lo tanto, e = S· K· es una factorización metacíclica estándar. Más aún, S· n H = 
X, K· n H = y , S· n N = S n N y K· n N = K n N. 

Lema 3.10 (5.10 en [8]). Una fa ctorización metacíclica e = SK de un grupo 
metacíclico de orden impar es estándar si y sólo si para cada p en 7r, Hp = SpKp es 
una factorización metacíclica Op(e)-estándar. 

Prueba. Sea e un grupo metacíclico de orden impar con una factorización metacíclica 
e = SK. Supongamos primero que es estándar, como en el lema anterior, sabemos 
que existen X y Y tales que H = XY, IXI = exp H y IYI es de orden minimal en X. 
También sabemos que si S· := X(S n N) y K· := Y(K n N), entonces e = S· K· es 
una factorización metacíclica estándar, luego 

IsnHIIsnNI = ISI = IS·I = IXIISnN)1 y 
IK n HIIK n NI = IKI = IK·I = IYIIK n N)I 

Así que ISnHI = exp H y IKnHI es de orden minimal en X. Para cada pE 7r, sean np 
la máxima potencia de p que divide a exp H y mp la máxima potencia de p que divide a 
IKnHI. Como IKnHI divide a ISnHI, entonces np ~ mp, es decir ISpl = pnp ~ pmp = 
IKpl . Por otro lado, Hp es regular, por lo tanto exp Hp = max{ISpl, IKpl} = ISpl . 
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Ahora, es claro que, para cada p E 7r , /(p es un núcleo de Hp contenido en Op(G) , 
podemos entonces tomar Bp un núcleo Op(G)-minimal de Hp y B := IlPE 7f Bp está en 
.A:. Así que IBI ~ l/(nHI. Si IBI > l/(nHI, entonces IBpl > pmp = IKpl p. a. p E 7r, 

lo que contradice la Op(G)-minimalidad de Bp, luego IBI = IK n HI y IBpl = IKpl · 
Por lo tanto Hp = SpKp es una factorización metacíclica Op(G)-estándar. 

Ahora sea Hp = Sp/(p una factorización metacíclica Op(G)-estándar para cada 
pE 7r. Tomemos G = S'/(' otra factorización metacíclica de G con descomposición de 
Hall estándar G = H' N. Como H es un conjugado de H', entonces para cada pE 7r, 

IS~ I divide a exp H~ = exp Hp = ISpl, luego 

IS n HI = IlpE 7f ISpl ~ IlpE7f IS~I = IS' n H'I· 

De 3.6 sabemos que ISnNI = IS'nNI y ISI = ISnHllSnNI ~ IS'nH'lls'nNI = IS'I· 
Como H es un conjugado de H' , análogamente al lema anterior, observamos que 
IKpl ::; IK~I para todo pE 7r, así que 

II< n HI = IlPE7f IKpl ::; IlPE7f IK~I = I/(' n H'I · 

Del Teorema 3.6 , sabemos que K n N = /(' n N y II<I = I/( n HIIK n N I < 
IK' n H'IIK' n NI = IK'I . Por lo tanto G = SK es una factorización metacíclica 
estándar. 



Capítulo 4 

Presentación estándar para grupos 
metacíclicos de orden impar 

Ahora construiremos la presentación para grupos metacíclicos de orden impar 
propuesta por Hyo-Seob Sim, basándonos en los principales resultados de los dos 
capítulos anteriores. Probaremos que la mayoría de los parámetros involucrados son 
invariantes de los tipos de isomorfismo de los grupos definidos por éstas. 

Notación. Sean m y n enteros positivos y p un número primo. Denotaremos por m(p) 
al entero más grande i tal que pi divide a m. El conjunto {p 1 p primo, m(p) > n(p)} 
será denotado por 7f(m/n). 

Llamaremos n al conjunto de todos los 'octetos' (o , /3, " Ó, é, (, r¡, e) de enteros 
positivos tales que para K, := le mod (1, se satisfacen las siguientes condiciones: 

/310, /31" ólI, , 1/3ó, 
7f(/3) ~ 7f(Ó) , 
7f(é) ~ 7f((), 

7f(Ó//3) ~ 7f(/3K,/0) , 
7f(o,) n 7f(() = 0, 

r¡ó == 1 mod ( , 
eo == 1 mod (, 
(er¡-l , ()=1, 

En el artículo Metacyclic groups of odd order [8], encontramos una última con
dición. Para ji, := m.c.m{q - 1 : q E 7f(()} , (cuando ( = 1, ji, := 1) , Sim considera 
también el'- == 1 mod ( , mas el siguiente lema de Hempel prueba que no es necesaria. 
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Lema 4.1 (6.1 en [4]). Sean a , ( y B enteTOs con (a, () = 1. Si ¡l está definido 
como arriba y (Jo == 1 mod ( , entonces (JI" == 1 mod (. 

Prueba. Tomemos q en 7r«(). Como (a, () = 1 tenemos q t a. Además lB mod (1 divide 
a a por lo que q no divide a lO mod (1. Por otro lado, lB mod q«(q) I divide a lO mod (1. 
luego q no divide a lO mod q«(q)l. Sabemos que el grupo de las unidades de los residuos 
reducidos módulo q«(q) tiene tamaño q«(q) - I (q - 1), luego lO mod q«(q) I divide a q - l. 
Pero (q - 1) IJL, luego 01" == 1 mod q«(q) , con esto obtenemos el resultado. 

Notación. Dados dos enteros positivos m y n el número (mln), denota la solución 
no negativa más pequeña del sistema de congruencias simultáneas 

x == pm(p) mod pn(p) , pE 7r(n) . 

Observamos que si m divide a n, entonces para todo primo p E 7r(n), (mln) = 
pn(p)a + pm(p) = pm(p) (1 + apk) con a y k enteros. Si k > 0, el máximo exponente de 
p que divide a (mln) es precisamente m(p). Ahora, si k = 0, entonces (mln) es un 
múltiplo de pn(p) = pm(p), así que m = «mln), n). 

Sea (a, (3, " b, E, (, Ti, B) un elemento fijo en n con a, (3, " b, E, (números 
impares. Definimos una presentación con el conjunto generador {x, y , u , v} y las 
relaciones: 

XO = yf3, 
y"l = 1, 
UO = 1, 
v( = 1, 

y X = yl+(ó l"!) , 

U
X = u , 

V
X = vo, 

uy = u , 
vY = v , 

Denotamos esta presentación por p(a , {J, " b, E, (, Ti , O) Y la llamaremos una 
presentación estándar. Manteniendo los otros parámetros fijos, algunas veces abre
viaremos esta presentación como p(Ti, O) , p(Ti) , p(O), o simplemente p. 

N uestro objetivo ahora es probar el siguiente teorema. 

Teorema 4.2 (6.3 en [8]). Todo grupo metacíclico de m'den impar tienen una pre
sentación estándar y cada presentación estándar define un grupo metacíclico de orden 
impar. Los parámetros a, {J, " b, E, ( Y el orden multiplicativo, K, de O módulo ( 
son determinados por el tipo de isomorfismo del grupo presentado por ésta. 

Dividimos la prueba de este teorema en tres lemas. 
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Lema 4.3 (6.4 en [8]). Si G es un gmpo metacíclico de orden impar con una 
factorización estándar G = XY UV, entonces G tiene una presentación estándar 
~(a, (3, " 8, e , (, TI, 8) donde 

a = Ix ~YI, (3 = Ix ~YI , , = [V I, 8 = I(~),I, e = tUl , (= [V[ . 

Prueba. Sean H := XV, N := UV, S := XU y K := VV . Recordemos que G = H N 
es la descomposición de Hall estándar para la factorización metacíclica G = SK. 
Definamos 1f, w como los conjuntos de todos los primos divisores de los órdenes de 
H y N respectivamente. Entonces 1f = 1f(a,), ya que [H[ = a,. Por otro lado, 
observamos que si Kq = 1 para algún q en w, entonces Sq,Kq' es un q'-subgrupo de 
Hall normal, ya que G = SqSq,Kq,Kq = SqSq,Kq" así que conjugar por un elemento de 
G se reduce a conjugar por uno de Sqo Concluiríamos entonces que q está en 1f, pero 
esto no ocurre, así que para todo q en w tenemos Kq =f. 1. Como V = Kr;:;, entonces 
V =I1qEr;:; Kq y, por lo tanto, w = 1f«() . Tenemos entonces 1f(e) ~ 1f«(), además como 
1f y W son disjuntos, 1f(a,) n 1f«() = 0 . 

Para cada p E 1f, por el Lema 3.10, Hp = SpKp es una factorización metacíclica 
Op(G)-estándar. Además, [Kp [ = [Yp [ y J( es cíclico, así que Yp es el p-subgrupo de 
Sylow de K . Análogamente, X p es el p-subgrupo de Sylow de S. Luego por el Lema 
2.12(iii), (3 [a , por 2.12(i) (311, 8[" , [(38 y por 2.12(ii) 1f«(3) ~ 1f(8). Por este mismo 
lema, cada Hp tiene la siguiente presentación: 

( [ 
pQ(p) _ pf3(p) p~(p) _ 1 Xp _ I+PÓ(P)) 

xp, YP xp - Yp , Yp -, Yp - Yp . 

Sean x := JIpE7r xp y y:= (JIpE7r YpQp')S donde ap' es la p'-componente de a y 
s = «(3[,)/(3. Claramente yp"'P' genera Yp y «(3[,), ,) = (3, luego (s , ,) = 1, así que 
(x) = X Y (y) = Y. Además x y y satisfacen las siguientes relaciones: 

ya que 

x Q = yf3, y'Y = 1, yX = y1+(dI'Y), 

Y
f3 - (JI y Qp,)(f3I'Y) - TI yQp'pf3(P) - TI xpQ(P)"p' - x'" - pE7r P - pE;; p - pE" p - , 

y'Y = 1 es inmediata, y finalmente: 

yX X- l (TI pE7rY;"P')x = TIpE7rX;l( TIpE7ry;"P') TIpE"Xp 

TI -1 s"p' . ../. PE7rXp yp xp porque xpYq = yqxp SI P r q 

TI ( - 1 )SQp' 
pE" Xp YpXp 

JI ( l +pÓ(p))s"p' - (TI Qp' )S(1+(dI'Y)) 
pE7rYP - pE"YP 

y1+(8 1'Y). 
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Sean u y v generadores de U y V respectivamente, claramente tenemos U Ó = 1 
Y ve. = l. Sea e un entero positivo tal que V

X = vo, definimos r¡, := le mod (l . 
Probaremos r¡, = [H : ((])" (G) l. Claramente Y ~ ((])" (G) , por lo que basta probar que 
XK es la primera potencia de x en ((]),,( G) . Como G es soluble y H es un 7r-subgrupo 
de Hall , cualquier otro 7r-subgrupo de Hall es conjugado de H , así que por l.29, 
basta demostrar XK E 9 - ¡ H 9 para toda 9 E G y que r¡, es la primera potencia. Como 
y ~ ((]),,(G) ~ CH(N) y X , U ~ S, entonce~ basta conjugar XK por v, pero esto es 
precisamente XK y r¡, = [H : ((]),,(G)l porque es la primera potencia de x que conmuta 
con v. Como el orden de Y divide al orden de ((]),,(G) , tenemos Kicl, así que ea: == 1 
mod ( . Como la factorización metacíclica (xp) (Yp) de cada Hp es ((])p( G)-estándar, del 
Lema 2.12(iv), tenemos que si [3 (p) < Ó(p) , entonces a(p) - r¡,(p) < [3(p), por tanto 
7r(ó/[3) <;;; 7r([3r¡,/a). 

Ahora sea r¡ un entero positivo tal que V
U = v'1. Entonces r¡ó == 1 mod (. Si G es 

nilpotente, N = 1, esto es ( = l. Si G no es nilpotente, sea q un primo en w. Como 
G = H N es la descomposición de Hall estándar para G = SK, los q'-subgrupos de 
Hall no son normales. Por lo tanto Sq' actúa de manera no trivial en Kq y, por el 
Lema l.36, así mismo en O¡(Kq). Luego, S actúa no trivialmente en O¡(Kq) = C(q) 
y (er¡ - 1, q) = l. En cualquier caso, obtenemos (er¡ - 1, () = l. 

Hemos observado que los parámetros a, [3, {, Ó, E, (, r¡ Y e satisfacen las condi
ciones para los parámetros de las presentaciones estándar, así que dan origen a una 
presentación estándar p(a , [3, {, Ó, E, (, r¡, e). Por otro lado el conjunto {x , y, u, v} 
genera a G. Las relaciones U X = u y vY = v son obvias y uY = u se obtiene del Teorema 
3.6, así que {x, y , u, v } satisface las relaciones de p. Por lo tanto, G es una imagen 
homomórfica del grupo definido por la presentación estándar p. La presentación p 
define un grupo de orden a lo más a{E(, así que p es una presentación estándar para 
G. 

Consideremos una presentación estándar da, [3, {, Ó, E, ( , r¡ , e) , sea G := 

(x, y , u, v) el grupo definido por ella. En lo que resta de este capítulo, r¡, denota el 
orden multiplicativo le mod (1 y mantenemos la siguiente notación fij a: 

H := (x, y), X:= (x), Y:= (y), S:= XU, 7r:= rr(H) 

N := (u , v), U:= (u), V:= (v), K:= YV, w:= rr(N) 
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Lema 4.4 (6.5 en [8]). 

(i) H es un subgrupo metacíclieo nilpotente con una presentación: 

IHI = a" IHjH'1 = ao y expH = a,j(3; 

(ii) N es un subgrupo metacíclieo normal de orden €( con una presentación: 

( U v I u" = 1 v( = 1 V
u = vr¡)· , , , , 

(iii) G = SK es una faetorizaeión metaeícliea y su descomposición de Hall estándar 
es G = HN; 

(iv) O.".(G) = (x"', y) y por lo tanto, [H : O.".(G)] = "-. 

Prueba. Sean 
R := (a, b I aO = b{3, b'l = 1, ba = bl+(6b)) Y 

f¡ := (e, die" = 1, é = 1, de = dr¡) . 

Obviamente IRI :::; a¡. Consideremos el grupo presentado por: 

( b I p",(p) = bpll(P) bP"(P) = 1 bap = b1+p6(P») 
ap, p ap p' p , PP' 

Si r p ;= a p' j (3p" entonces (r p, p) = 1 Y por lo tanto, la pareja ap, b;t genera el 
grupo definido por esta última presentación. Ahora 

(b;ptp = b~l+p6(P»)rp = (b;p)1+(6b). 

Es decir, ap , b;v satisfacen las relaciones de fI y el grupo que generan es una imagen 
homomórfica de fI , supongamos que lo es bajo f p . Sabemos que este grupo tiene 
orden po(p)+'1(p) = IR jker fpl, luego, si p y q son primos distintos en 7r(a,) tenemos 
(IR jkerfpl, IR jkerfql) = 1. Entonces IR j npE.".(O'l) kerfpl = a¡. Esto muestra que 
IRI = a, y que R es el producto directo de los p-grupos definidos por las presen
taciones de arriba con p corriendo en 7r(a,) . En particular, estos p-grupos son los 
subgrupos de Sylow de R, luego fI es nilpotente. Por otro lado, f¡ es un grupo me
tacíclico de orden €(. Como ea == 1 mod (, entonces "-la, luego el grupo (a" , b) es 
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un subgrupo normal de índice K en H, mientras que en N, el automorfismo e >---+ e, 
d>---+ dO tiene orden K. Como consecuencia tenernos que 

definen una acción de H en N con kernel H* = (a", b) y podemos formar el producto 
semidirecto correspondiente G = H 1>( N. El conj unto {a , b, e, d} genera a G y sus 
elementos satisfacen todas las relaciones de e. Luego G es una imagen homomórfica de 
e. Por otro lado, el subgrupo H de e es una imagen homomórfica de H, al igual que 
el subgrupo N de e es una imagen homomórfica de N. Además e = H N. Entonces 

Luego 

IHI < IHI = I~I = IC?I < 1.8 = IHI. 
- INI INI - INI 

Es decir H ~ H, N ~ N y e ~ G. De esto tenemos lel = a,e(. Del Lema 3.8, 
sabernos que e = s K es una factorización metacíclica. 

Verificaremos ahora que e = H N es la descomposición de Hall estándar para 
e = SK. Supongamos que existe un primo q en !V tal que un q'-subgrupo de Hall es 
normal en e. Es decir, Sq,Kq, es normal en e. Ahora 

Por lo tanto, s-lk- 1sk = 1, es decir [Sq" Kq] = 1. Como S = XU y 7r(X)n7r(U) = 0 

entonces ISq'l = eq,IXI . De aquí obtenemos que (xuq«q») = Sq' . Además, la condición 
(Br¡ - 1, () = 1 implica (Br¡ - 1, q) = 1 Y r¡q«q) == r¡ mod q por el Pequeño Teorema 
de Fermat. Así que (Br¡q«q) - 1, q) = 1, luego conjugar a los elementos de Kq por 
xu'l,(q) define una acción no trivial, es decir Sq' actúa de manera no trivial en Kq , 
contradiciendo [Sq" Kq] = 1. Concluimos 

7r = {p E 7r (e) I e tiene un p'-su bgru po de Hall normal} 

Por lo tanto, e = H N es la descomposición de Hall estándar para la factorización 
metacíclica e = SK. Como ólr tenemos ((61r), ,) = 6, así que IH'I = ,Ió y IHI H'I = 
a Ó. Para cada pE 7r , Hp es regular, luego expHp = max{o(x), o(y)} = po(p)+-r(p)-/3(p), 

por tanto exp H = a, 1 (J . Finalmente, de la prueba del lema anterior obtenemos 
<07T (G) = w . 
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Lema 4.5 (6.6 en [8]). Los parámetros a, (3, " 5, E, ( Y K, son invariantes de O. 

Prueba. Como N es la intersección de los complementos de Sylow normales, tenemos 
que INI = E( es un invariante de O, y, por lo tanto, IHI = a, es también un invariante. 
Por el lema anterior exp H = a,/(3 y [H : O,,(O)J = K" así que (3 y K, son invariantes. 

Como consecuencia, si para cada p E 7r, definimos 9p := ¡f3(P)+K(P), éste también 
es un invariante. Para cada p-subgrupo de Sylow de H , Hp, ep :=exp (Hp/ H~) Y 
fp := IHpl/expOp(O) son invariantes. Podemos calcular explícitamente ep y fp. 

Como Hp es regular, ep = max{o(apH~), o(bpH~)}. Si (3(p) > o(p), entonces 
a(p) ~ (3(p) > o(p), por lo tanto ep = po(p). Si o(p) ~ (3(p), entonces o(apH~) = 
po(p)+.5(p)-IJ(p), luego ep = po(p)+.5(p)-IJ(p). Esto es, ep = max{po(p), po(p)H(p)-IJ(p)}. 

Como Op(O) = (a~"(P) , bp), tenemos expOp(O) = max{p"y(p)+O(p)-K(p)-IJ(p), p"y(p)} y 

por lo tanto, fp = min{¡f3(P)+K(p), po(p)}. Sea 7r* el conjunto {p E 7r I fp = 9p}. Como 
fp y 9p son invariantes para cada p E 7r, entonces 7r* y 7r \ 7r* están determinados por el 
tipo de isomorfismo de O. Observamos que, cualquiera que sea el valor de expOp(O), 
fp ::; 9p' Si fp = 9p, entonces a(p) ~ (3(p) + K(p) y, como 7r( 0/(3) ~ 7r((3K,/ a), tenemos 
(3(p) ~ o(p) , luego ep = po(p). Si fp < 9p, entonces fp = po(p). Concluimos entonces 
a = IIp E7T o ep IIpE7T\7T o f p , y, por lo tanto, es un invariante. Como exp H = a, / O y 
IH/H'I = aO son invariantes, entonces, y 5 también lo son. 

Del Teorema 3.6, sabemos que IUI = 15 n NI = E y IVI = IK n NI = ( son 
invariantes de O. 

Los tres lemas anteriores proporcionan una prueba del Teorema 4.2. Manteniendo 
la misma notación, de estos lemas tenemos también la siguiente consecuencia. 

Corolario 4.6 (6.7 en [8]). La factorización O = XYUV es estándar. 

Pr-ueba. Sea 0= 50YoUoVo una factorización estándar. Como IXol =expH = IXI , 
entonces, por el Teorema 3.6, sólo tenemos que probar !YI = !Yol. Por el Lema 4.3, O 
tiene una presentación estándar p(ao, (30, ' o, 50, co, (o, 1/0, 80) con !Yo I = 'o, pero, 
por el Lema 4.5, , = 'o· Es decir !YI = , = 'o = !Yol· 

Observación (6.2 en [8]). Una presentación metacíclica consistente para el grupo 
definido por una presentación estándar puede ser dada de la siguiente manera: 

(a, blao, =~(, b"Y(=l , bU = b") 



66 Presentación estándar para grupos metacíclicos de orden impar 

Donde n es el entero no negativo más pequeño tal que 

{ 
n ~ 1 + (<5b) mod " 
n = r¡() mod (, 

ya que y< es un generador de Y, entonces para algún entero d 

Como X W tiene orden p'Y- /3 , entonces (d, p) = 1 Y yd genera Y. Así que a := xu , b := 

ydv son los generadores de la presentación de arriba. 



Capítulo 5 

Ciertos automorfismos de p-grupos 
metacíclicos con p impar 

Hemos visto que seis de los ocho parámetros de una presentación estándar son 
invariantes del grupo. En el siguiente capítulo determinaremos cuándo dos grupos 
definidos por dos presentaciones estándar son isomorfos, claramente, esta determina
ción estará basada en los parámetros B y r¡. Como veremos al principio del siguiente 
capítulo, podremos investigar este problema en dos partes, cada una con uno de estos 
parámetros fijo . 

Siendo r¡ el parámetro para la conjugación de v por u (utilizando la notación del 
capítulo anterior), el Teorema 3.6 nos permitirá resolver fácilmente el caso B fijo. Para 
r¡ fijo tendremos que investigar la acción de H en N . Recordemos que H es el producto 
directo de sus p-grupos de Sylow Hp y la presentación estándar está basada en una 
factorización Op(G)-estándar para H p . Por este motivo, nuestro objeto de estudio en 
este capítulo será cierto subgrupo de Aut(P/C) , donde P es un p-grupo metacíclico 
con p impar y una factorización metacíclica C-estándar para algún subgrupo C. Este 
capítulo tendrá como objetivo conocer, en términos de una factorización metacíclica 
C-estándar fija, el tamaño del subgrupo de Aut(P/C) cuyos elementos se han obtenido 
de todos los automorfismos de P que normalizan, es decir, fijan conjuntistamente a 
C. Como resultado de este estudio sabremos, dada una factorización metacíclica C
estándar, cuántos y cómo son todos los núcleos de P que dan origen a factorizaciones 
metacíclicas C -estándar. 

Definición 5.1. Sean Y ~ X ~ P y N un grupo de automorfismos de P que 
normalizan a X y Y . Cada elemento de N define un automorfismo de X/Y de manera 
natural , el conjunto de todos estos automorfismos, será denotado por N !x/y· 
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Escribiremos NAut p( C) para el subgrupo de automorfismos de P que normalizan C 
y CAutP(PjC) denotará a los elementos de NAutP(C) tales que al obtener de manera 
natural un automorfismo de PjC, éste es la función identidad. 

Lema 5.2 (4.1 en [8]). Sea P = SK una factorización meta cíclica de un p-grupo 
P para p un primo arbitrario. Supongamos que C es un subgrupo de P que contiene 
a J(. Entonces 

(i) si P es abeliano, NAutP(C)!P/c= Aut(PjC); 

(ii) en cualquier caso, NAutP(C) = [NAutP(S) n NAutP(C)]CAutP(PjC). 

Prueba. Como PjC es cíclico, todo automorfismo suyo es de la forma aC I---t aSC 
para algún entero s con (8, p) = 1. Si Pes abeliano, el mapeo x I---t x S

, x E Pes 
inyectivo, ya que XS = 1 implica O(X) 18 , luego x = 1, así que éste es un automorfismo 
de P. Claramente, este mapeo normaliza todo subgrupo de P y por lo tanto, 

NAutP(C)!P/c "-+ Aut(PjC) Y 

[NAutP(S) n NAutP(C)]lP/c "-+ Aut(PjC) 

son suprayectivos, obtenemos entonces 

De esta última igualdad obtenemos también que, si O" E NAut p( C) entonces O" lp/c= 
alp/c para algún a E NAutP(S) n NAut p(C). Luego O" = a(a-10") ya-lO" pertenece a 
CAutP(PjC), obteniendo el segundo resultado para P abeliano. 

Supongamos ahora P no abeliano. El resultado es obvio si C = P , así que supon
gamos e subgrupo propio de P. Sólo tenemos que demostrar 

ya que la otra inclusión es obvia. 
Sea x un generador fijo de S. Sabemos que existe un entero m tal que bX = 

bm para toda b en K. También podemos encontrar un generador y de K tal que 
xls/(SnK)I = y IK/(SnK)I. Entonces P tiene una presentación en los generadores x , y 

con las relaciones 
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En el futuro, si A es un grupo y o: es un homomorfismo de grupos, denotaremos por 
Aa a la imagen de A bajo 0:. Tomemos entonces, (J un automorfismo en NAut p( C). Así, 
P = So KU , KU es cíclico normal y Su es cíclico, por lo que ésta es una factorización 
metacíclica para P con KU ~ C. Por el Lema 2.10, P = Su K . Supongamos x = 
xb p.a. x E Su, b E K. Entonces xC = xC y (x) es un suplemento de C en P , 
luego (x) es un suplemento de K en P. Por la Ley Modular de Dedekind obtenemos 
Su = (x}(SU n K). Como Su es cíclico, SunK ~ (x) ó (x) < SunK, mas este último 
caso implicaría P cíclico, así que (x) = Su. Podemos encontrar un generador y de K 
tal que xls"/WnK)1 = yIK/(S"nK)I. Como Isul = ISI y IS n KI = ISu n KI, entonces 
xls/(SnK)1 = yIK/(SnK)I. Claramente yX = ym y ylKI = 1. 

Hemos obtenido una presentación para P de la anterior remplazando x con x y y 
con y. El mapeo x ...... x, y ...... y define un automorfismo de P, al que llamaremos T. 

Sabemos que C y CT son subgrupos de P del mismo orden conteniendo a K; como 
P / K es cíclico, entonces C / K = CT / K, así que C = CT. Claramente (SU r = S, 
así que T(J E NAutP(S) n NAutP(C). Por otro lado T-1XC = xC = xC, es decir 
TE CAutP(P/C). Por lo tanto (J = T-1(TO') E [NAutP(S)nNAutP(C)]CAutP(P/C). 

Como hemos dicho, determinaremos el orden de NAutP(C)lP/c, esto resulta su
ficiente para conocer a este grupo, ya que Aut(P/C) es cíclico por el Teorema 1.19, 
así que tiene un único subgrupo de este orden. Para este fin será de gran ayuda 
recordar las siguientes nociones sobre G-conjuntos. 

Definición 5.3. Si X es un conjunto y G es un grupo, entonces X es un G-conjunto 
si existe una función G x X -> X (llamada una acción), denotada por (g , x) ...... gx, 
tal que: 

(i) Ix = x para toda x en X ; y 

(ii) g(hx) = (gh)x para todos g, h en G y x en X. 

Si X es un G-conjunto y x E X, entonces el conjunto {gx I 9 E G} es llamado la 
G-órbita de x. 

Diremos que la acción es transitiva si X tiene una sola G-órbita y la llamaremos 
regular si es transitiva y 9 E G, gx = x implican 9 = 1 para toda x EX. 

Lema 5.4 (Lema de Burnside, 3.22 en [7]). Si X es un G-conjunto finito y N 
es el número de G-órbitas, entonces 

N = (1/IGI)LrEG F(T) , 

donde, para T E G, F(T) es el número de x en X tales que TX = x. 
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En lo sucesivo, P rlenotará un p-grupo metacíclico con p un primo impar y P = 
XY será una factorización metacíclica C-estándar fija para C un subgrupo de P. 
Definimos a, (3, " 6 Y /'í, como 

Si /'í, = O (C = P) , entonces el orden de NAutP(C)!P/c es 1 ya que Aut(PjC) = l. 
Si /'í, > O Y 1 = 6, P es abeliano, por el lema anterior NAutP(C)lP/c= Aut(PjC) 
y su orden es (p - 1 )pK- l. Así que, podemos suponer", > O Y 1 > 6. Definimos los 
conjuntos: 

%:= {K I P = XK es una factorización metacíclica C-estándar} , 

para K en % , A(K):= {a E X I ba = b!+p· para toda b E K} y A := UKE X A(K) . 
Definimos también 

U := XjCx(P), V := Xj(X n C). 

Lema 5.5. 

(i) Nl u actúa regularmente en {A(K) I K E %}. 

(ii) Nl v actúa regularmente en {(C n X)x I x E A}. 

Prueba. Dada K E %, probaremos que A(K) es una clase lateral derecha de Cx(P) 
en X. Como la factorización metacíclica P = XK es C-estándar, tenemos IKI = IYI. 
luego IK j Pl1 = IYjpll, así que, de las primeras líneas del Lema 2.12, sabemos que 
podemos encontrar x E X tal que bX = b!+p· para todo b E K , es decir, A(K) f 0 , 

y, de hecho, sabemos que (x) = X. Si w es un elemento arbitrario de A(K), entonces 
para todo b E K tenemos 

Concluimos wx- 1 E Cx(P) Y w E Cx(P)x. Para la otra inclusión , supongamos 
Z E Cx(P)x, entonces bZ x - '= b, luego bZ = b(J+p·). Es decir, A(K) es una clase lateral 
derecha de Cx(P) en X. Ahora, si v E P , v = xlb, (b E K). Sea zx un elemento de 
A(K), entonces 
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por lo tanto, cada subgrupo generado por un elemento de A(K) es un suplemento 
de Cp(K) en P, luego, por el Lema 2.10, es también un suplemento de K en P. Si 
í E A(K) , por la Ley Modular de Dedekind obtenemos X = (í)(X n K), como X es 
cíclico y P no es abeliano, concluimos (í) = X. 

Consideremos la acción natural de N en A: Sean a E A Y P E N, sabemos que 
a E A(K) p.a. K E X, luego pa E A(pK) <;;; A. Mostraremos que esta acción es 
transitiva. Sea x E A(Y), tomemos y E Y tal que xP" = ypp. Entonces x y y son 
generadores de X y Y, respectivamente, y satisfacen las relaciones del Lema 2.12. 
Como cada K en X es un grupo cíclico de orden IYI , tenemos X n y = X n K . 

Se sigue entonces que para cualquier a en A(K) podemos escoger b en K con 
aP" = ~ , y a y b son generadores de X y K, respectivamente, que también satisfacen 
las relaciones del Lema 2.12. Luego x 1-+ a, y 1-+ b define un automorfismo p en 
AutP que normaliza X y manda YaK. Ahora C = CnXY = (CnX)Y, luego 
pC = p(X n C)pY = (X n C)K = C, es decir, p normaliza C. Esto prueba que A 
tienen una sola N-órbita y por lo tanto, la acción es transitiva. 

Veamos ahora que tenemos una acción de N lu en {A(K) I K E X} que es 
regular. Si p E N, escribiremos p lu para el automorfismo en N lu obtenido de p. 
Esta acción trabaja de la siguiente manera 

plu A(K) = plu (Cx(P)x) = Cx(P)px = A(pK), 

por lo que hemos dicho, esta acción está bien definida y es transitiva. Como he
mos visto, todo A(K) es igual a un Cx(P)x, donde x es un generador de X, luego 
(Cx(P)x) = XjCx(P). Ahora, pluA(K) = A(K) implica plu(Cx(P)x) = Cx(P)x, 
entonces plu= 1. Esto prueba que la acción es regular y tenemos (i). 

Como N actúa en A transitivamente, el mapeo (p, (CnX)x) 1-+ (CnX)px define 
una acción transitiva de N en el conjunto {(C n X)x I x E A}. Análogamente al 
párrafo anterior, N 1 v actúa regularmente en {( C n X)x I x EA}. 

Definimos 
.:¿ := {K E X I A(K) = A(Y)} . 

Ahora podemos probar el siguiente teorema. 

Teorema 5.6 (4.2 en [8)). Si", > O Y 1> J, entonces 

{ 
mj(m, p'Y-8- K) si '" < I - J 

INAut p( C)lP/c I = mpK+8-'Y en cualquier otro caso, 

donde m = IXljl.:¿l . 
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Prueba. Del Lema 5.2(ii), sabemos que NAutP(e) lp/c= N lp/c . Existe un isomor
fismo natural entre X/(X n e) y Pie, digamos a, luego si a E N, entonces alv r-t 

aalv a- I define un isomorfismo de Nlv en NLP/c. Por lo tanto NAutP(e)lp/c::::=: Nl v , 
así, sólo tenemos que investigar el orden de Nlv . 

Definimos 

W .= { Cx(P)/(X n e) si Cx(P) ~ (X n e) 
. (X n e)/cx(p) si Cx(P) < (X n e). 

Supongamos Cx(P) ~ X ne. Si x E A, entonces (X n e)x ~ Cx(P)x ~ A, 
luego, 

{(enx)x I x E A} = {(enX)x I (enX)x ~ A}. 

Por el Lema 5.5(ii), N lv actúa regularmente en este último, así que, por el Lema 
5.4, basta conocer el tamaño del mismo para determinar el de N 1 v. Asociar a cada 
K E X el conjunto A(K) es una función definida de X en {A (K) I K E X} yel 
número de preimágenes de cada A(K) es 12'1. Luego I{A(K) I K E X}II2'1 = IXI, 
es decir I{A(K) I K E X}I = IXI/I2'I· Por otro lado, cada A(K) se divide en IWI 
clases laterales derechas distintas de xne, por lo tanto INAutP(e)lp/c I = (\:Z:I)IWI. 

Ahora consideramos el caso Cx(P) < xne. Si tomamos un automorfismo a en N, 
observamos que el mapeo alur-t al v define un homomorfismo suprayectivo de N lu 
en Nlv . Está bien definido porque si alu= ¡3lu, entonces Cx(P)a(x) = Cx (P) ¡3(x), 
luego a(x)(¡3(x)-I) E X n e, por lo tanto alv= ¡3lv y claramente es suprayectivo. El 
kernel de este homomorfismo son las a E N lu que satisfacen el siguiente diagrama: 

V~V 

* * V-¡V 

Claramente, este conjunto es CNJu(V) y CNJu(V) = Nlu nCAutU(V) . Además, como 
V::::=: V/W, tenemos CAutU(V) = CAutU(V/W). Por otro lado W = (X n e)/cx(p) 
está propiamente contenido en V = X/Cx(P) , ya que 

xne 
Cx (P) 

X 
Cx(P) =* X ~ e =* P = e, 

contradiciendo nuestras hipótesis. Esto implica que el mapeo g(a) := (au)u- I , donde 
a E CAutU(V/W) y u es un generador fijo de V, sea una biyección entre CAutU(V/W) 
y W. Como a!u/w es la identidad en V/W, entonces (au)u- I E W , además, es fácil 
ver que este mapeo es una función inyectiva. Es suprayectiva porque si IV /WI = pa , 
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entonces todo elemento de W es de la fOITll a w = ukp" donde k = 1, . .. , IUI/pa . Como 
a > O implica (kpa + 1, p) = 1, entonces '\(u) := U kp"+l define un automorfismo 
de U. Ahora, u kp• E W , por lo que Wu = WUkp"+l, es decir '\lv= l. Entonces, 
,\ E ICAutU(U/W) y g('\) = w. Así que, IICAutU(U/W)1 = IWI . Conlcuimos entonces 

IICN1u(V)1 = (INl u ¡, IWI). 

Como Nlu actúa regularmente en {A(J<) I J< E X} , tenemos INlu 1= IX I/I2'I, 
por lo tanto, 

INl u I IXI/I2'1 
INl v 1= IICN1u(V)1 (IXI/I2'¡' IWI)" 

Sabemos que Ix/xnel = pK Y IX/lCx(P)1 = IPII = p"-ó, por lo que si m = IXI/I2'I, 
entonces 

IN (e) 1= { m/(m, p,,-Ó-K) si K < , - Ó 
AutP lp/c mpK+ó-" en cualquier otro caso. 

Desde luego, ahora calcularemos los tamaños de X y 2'. Comenzaremos por el 
deX. 

Como Y es un p-grupo cíclico, sabemos que X n y ~ pi Ó X n y > Pi. Estas dos 
situaciones influirán de manera decisiva tanto en el tamaño de X, en términos de la 
factorización metacíclica P = XY, como en la descripción de los posibles núcleos para 
factorizaciones metacíclicas e-estándar. Las siguientes figuras ilustran la situación que 
afrontaremos. La primera presenta el caso /3 S Ó, la segunda es para /3 > Ó. 

P P 

x 
"' y y 

/3 . / . 

, - (3 .. / .... 

pi 

1 1 
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Si K Y N son grupos, Hom(K, N) denotará el conjunto de homomorfismos de K 
en N. 

Lema 5.7 (2.4 en [1]). Si G = N x K para un subgrupo abeliano N, entonces 
todo complemento de N es normal en G. El número de complementos de N en G es 

IHom(K, N)I. 

Este lema es un corolario al Teorema 2 del artículo On semidirect products de H. 
Bechtell. La prueba de este teorema no resulta complicada, por el contrario, el autor 
la desarrolla de manera natural. Si G cumple las condiciones de 5.7, del teorema se 
obtiene la biyección explícita entre Hom(K, N) y los complementos de N en G. Si 
4; E Hom(K, N), entonces 4; se corresponde con K1+ </I, donde 1 + 4; : K -> G se define 
por k ...... k4;(k). En la prueba del siguiente lema veremos su aplicación. 

Lema 5.8 (4.3 en[8]). Si "1 > 8 entonces 

J(! = { (p - l)pI'-l si a - K, ~ (3 y (3 ~ 8 
1 1 min(p<>-I<, p8) en cualquier otro caso. 

Prueba. Sean x un elemento fijo de A(Y) y Y un elemento fijo en Y tal que xP" = ypp. 
Sabemos que x y y son generadores de X y Y, respectivamente. Definimos D .
X P' n y y E := X P' n C. Por la Ley Modular de Dedekind, tenemos 

E = (X n C)P', D = (X n Y)P', EY = C, y E n y = D. 

Esto prueba que CI D = YI D x El D. Como Y es cíclico, X n y ~ P' ó X nY > P', 
luego YI D ~ C(min{pI', p8}), Y de las dos últimas igualdades, obtenemos El D ~ 
C(p<>-K). A continuación probaremos que K E J(! si, y sólo si, K es un subgrupo 
cíclico de C conteniendo D con K ID como complemento directo de El D en CID. 
Supongamos P = X K una factorización metacíclica C-estándar. K es un grupo cíclico 
de orden IYI, así que X n K = X n Y. Entonces 

D = (X n Y)P' = (X n K)P' = X P' n K = E n K. 

Por otro lado , EK = (X p'nC)K = C. Por lo tanto, KI D es un complemento directo 
de El D en CID. Ahora, sea K un subgrupo cíclico que contiene a D tal que K ID 
es un complemento directo de El D en CID. Entonces K ~ P' y K es normal en P. 
Como E = (XnC)p' ~ XK , tenemos X K = XKE = XC = P. Además, IKI = IYI, 
debido a que IJ(/DI = IY/DI. Es decir , K EJ(!. 



Si definimos 

X*:= {K I K/D es un complemento directo de E/D en C/D}; 

entonces X = {K E X* I K es cíclico}. 
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Como C/D = Y / D x E/ D, por el Lema 5.7, sabemos que existe una biyección entre 
los complementos directos de E/D en C/D y Hom(Y/D , E/D), ésta se encuentra 
dada por </> f-> (Y/D)l+tJ>. Sabemos que existe un isomorfismo </>' entre </>(Y/D) y 
(Y/ D)/ker</> así que, según el Lema 1.7, cada (Y/ D)l+tJ> es la diagonal definida por 
(Y/D, ker</>, </>(Y/D), 1, </>'). 

Tenemos, entonces, una biyección entre X* y Hom(Y/ D, E/ D) , el grupo corres
pondiente a </> será denotado por K tJ> . Claramente KtJ> = {baD I </>(bD) = aD, b E Y}. 
Describiremos ahora la naturaleza de cada </>. Dado que Y/D y E/D son p-grupos 
cíclicos, el orden de Hom(Y/ D, E/ D) es min{IY/ DI, lE/DI}, Y IY/ DI = min{¡:I3, ptÍ} 
mientras que lE/DI = pcx-"" el orden es igual a min{pCX-"', ¡:13, ptÍ}. Como (xP~) = 
(X n C) , entonces (xP~ D) = E/D. Supongamos lE/DI < IY/ DI. En este caso, </> 
está definido por yD f-> xsp~ D con s un entero único tal que O ~ s < pCX-I<. Si 
IY/!:?J ~ lE/DI, entonces E/D ot~~ne un único subgrupo de orden IY/DI, éste es 
(xP D), si IY/ DI = ¡:13; y es (xP D), si IY/ DI = pÓ. Sea 

a* := max{K, a - {J, a - Ó}. 

Entonces, dado </> E Hom(Y/ D , E/ D), </> está definido por yD f-> xsp"" D con s 
un entero único tal que O ~ s < pcx-cx·. Si escribimos K. en lugar de Kq" entonces 
X* = {Ks I O ~ s < pcx-cx·}. Lo que resta ahora es decidir cuántos Ks son cíclicos. 

Para este fin , consideremos D* el único subgrupo de Y de índice pcx-cx', (en los 
tres casos posibles para a* tenemos a - a* ~ ')'). Entonces 

D* = X n Y {:} a - a* = {J {:} (a - K 2: {J y (J ~ Ó) . 

Nuestra discusión se divide en dos casos, que dependen de que D* = X n Yo no. 
Caso 1: a - K 2: {J y {J ~ Ó. Esto es D* = D = X n Y. La regularidad de P y 

xP'" = yrf3 implican (Xp"'-l y-rf3- 1 )p = 1, es decir 

C(p) x C(p) ~ (yp~-l, xp"'-ly-rf3- 1
) = D¡(P) . 

Como P no es abeliano (J ~ Ó < ')', así que (yp~- l) ~ (yrf3), entonces DD¡(P) 
(yrf3 , X p"'-l y-rf3- I

) y tenemos 

DD~(P) = (Xp"' - ly_p~-l D) . 
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Dado que xp
"'- ¡ D y yPP- ¡ D t ienen orden p y, bajo nuestras condiciones numéricas, 

Q - 1 2: K" entonces xPO
- ¡ E (xK

) y 

Por lo tanto, (xPO-¡ y-PP-¡ D) es la diagonal definida por 'l/J, el isomorfismo definido 
por y_pIJ- ¡ D f--7 xPO

-¡ D entre 0,1 (Y ID) y rl¡ (El D). Observamos que K4> es cíclico si, 
y sólo si , K4> no contiene a Drl¡ (P). Ahora, dado K4>' si 1J restringido a 0,1 (Y ID) es 
igual a 'l/J, entonces DD.¡ (P) está contenido en /(4)' Por otro lado , si Drl¡ (P) ~ K4>' 
entonces 

Drl¡(P) K4> _ { D,/,( D) I Y} D ~ D-a 'f'a aE. 

Luego xPO- ¡ y-PP-¡ D = aD1J(aD) p. a. a E Y y tenemos y-PP-¡ a- 1 D = x-pO-¡ D1J(aD) , 
el primer término de esta igualdad pertenece a Y ID y el segundo a El D, luego 
y-PP-¡ D = aD y xPO-¡ D = 1J(aD). Es decir, 

luego la restricción de 1J a 0,1 (Y I D) es igual a 'l/J. Tenemos entonces, que K4> es cíclico 
si y sólo si, 1J IO¡(Y/D) no es igual a 'l/J. 

Sea 1Jo en Hom(C(r), C(r)) tal que 1Jo lcep) = 'l/J. Si 1J E Hom(C(pi3), C(pi3 )) y 
1Jlcep) = 'l/J, entonces 1J = 1Jo + 1J - 1Jo y 1J - 1Jo E Hom(C(pi3) , C(pi3)) con ker1J ~ C(p). 

Es decir 

{1J E Hom(C(pi3), C(pi3)) 11J lcep) = 'l/J } 

= {1Jo + cp I cp E Hom( C(pi3) , C(pi3 )) kercp ~ C(p)} 

y obtenemos una correspondencia biyectiva entre 

{1J E Hom(C(ptJ ), C(pi3 )) 11Jlcep) = 'l/J } 

y Hom(C(pi3 )/c(p) , C(ptJ )) . Finalmente 

IX I = IHom (C(~) , c(~)) I -IHom(C(ptJ-l) , C(p8)) I· 

Es decir , IX I = (p - l)pi3- ¡ si Q - K, 2: {J y ,8::; O. 
Caso II: Q - K, < {J Ó {J > O. Esto es Q' > Q - {J , y por lo tanto {J > Q - Q'. Es 

decir, X nY es un subgrupo propio de D*, luego yp¡3- ¡ E D*. Si definimos X* := X D' , 
éste no es cíclico, ya que (x , ypi3- ¡) /( X n Y) ~ C(pO) x C(p). Así que, X * contiene a 



77 

S/1(P). Ahora, si 0:-0:* = Ó, entonces D* = p' ~ K. Por la ley Modular de Dedekind, 
tenemos X' n K = (X n K)D' = D' para toda K E X*, luego, K no contiene a 
S/1 (P) . Si Q - 0:* = o: - Ii, entonces 

IYI 
ID'I 

IXI 
IxnYI 

ICI 
IPI 

y obtenemos ID*I(IC/Y KI) = IY n KI· Es decir ID'I ~ IY n KI, como Y es cíclico, 
entonces D' ~ K y nuevamente, X' n K = D*. Concluimos K cíclico para toda K 
en X*. Por lo tanto X = X' y IXI = pOI-O'. Con esto terminamos la prueba. 

Observemos que si o: - Ii 2:: (3 y (3 ~ Ó, entonces el tamaño de X es la cantidad de 
números naturales menores que rJ y primos relativos a él. El siguiente lema muestra 
que, en este caso, cada s que determina a K. es menor que rJ y (s + 1, p) = 1. 

Lema 5.9 (4.4 en [8]). Suponiendo 'Y > Ó tenemos: 

(i) Si Q - Ii 2:: (3 y (3 ~ Ó, entonces X = {(X·p"- l1 y ) I O ~ s < ¡I, (s + 1, p) = 1} ; 

(ii) en cualquier otro caso, X = {(x'P", y) I O ~ s < pOI-a'}, donde Q* se reduce a 
max{li, o: - Ó}. 

Prueba. De la regularidad de P y la definición de los parámentros tenemos 

lo que ocurre, si , y sólo si 

{
'Y> (3, 

{::} 1 + spo'+{3-o == O mod p. 

Es claro que x'P" " y E K •. Si s no es solución de 1 + spo"+{3- a == O mod p, entonces 
x'P""y tiene orden p"t y K. = (x'P"·y). 

Si o: - ,. 2:: (3 y (3 ~ Ó, entonces 'Y > (3 porque 'Y > Ó. En este caso 0:* = o: - (3 y, 
por lo tanto, las soluciones a dicha congruencia son aquellas s con s == -1 mod p. 

En el caso 0:* > o: - (3 no hay solución para la congruencia. Por el Lema 4.3, hay 
exactamente IXI elecciones de s que no son soluciones de la congruencia y tenemos 
(ii) . 
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Además de este lema, para determinar el tamaño de 2 también necesitamos lo 
siguiente. 

Lema 5.10 (4.5 en [8]). Si, > 15 entonces 

A(Y) = A(Ks ) {:} sr!-HI! == O mod pO-o* , 

donde a* = max{ 1\:, a - {3, a - i5} . 

Prueba. Sean 

I! ó-l 
y B(p):= BP + ... + B + 1. 

Apoyados en el Lema 2.12, para los tres casos de a* es fácil verificar a* + 215 ~ ,. 
Ahora 

donde t es un natural y a* + 15 ~ 1 porque a* + 15 ~ , - 15 > O. Así que po* +1! < 
(p"'l, B - 1), entonces, por (i) de la Proposición 1. 9 

lB d "'11 - p"'l < L - "'I-o*-I! <_pI!. mo p - ( B ) - *+I! - P p"'l, - 1 po 

Luego BPó == 1 mod p"'l, y por 1.9(ii) B(pl!) == pI! mod p"'l. Observemos también que, 
si a y c son enteros, entonces 

De aquí desprendemos 

A(Y) = A(Ks ) {:} (X Spo
* yy = ( XSpo ' y)l+pó 

-"-'- spo' I+pó (I+pÓ)spo' BPó +B(pÓ) 
.,..,.. X Y = x Y 
{:} xspo*+ó = 1 

{:} spo* +I! == O mod pO+"'I-iJ 
{:} sr!-"'I+Ii == O mod pet-et* . 
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Lema 5.11 (4.6 en [8]). Si, > 6 entonces 121 = min{pfi-"Y+d, p'>-It}. 

Prueba. Observemos primero que (3 -,+6 = O Y K s E 2, implican s == O mod pO-o'. 
Mas s debe cumplir O ::; s < pO-o' , por lo tanto, s = O Y 2 = {Y}. 

Supongamos o - K, ~ (3 y (3 ::; 6. Por los dos lemas anteriores, Ks E 2 si, y sólo 
si, s es un múltiplo de p"Y-ó y S < pfi. Por otro lado pfi = pfi-b-ó)+"Y-ó, si suponemos 
(3 > , - 6, entonces tenemos pfi-"Y+d posibilidades para s, es decir 121 = pfi-"Y+ó. 
Si o - 0* = 6 la situación es similar a la anterior y tenemos 121 = pfi-"Y+ó. Si 
o - 0* = K" seguimos nuevamente el razonamiento de arriba, mas en este ocasión 
tenemos dos casos, o - K, ~ (3 - , + 6 ó o - K, < (3 - , + 6 que nos llevan a 
121 = min{pfi-"Y+d , pO-K}. 

En cualquier caso concluimos 121 = min{pfi-"Y+d, pO-K}. 

Corolario 5.12 (4.7 en [8]). Sea w el segundo término de la secuencia obtenida al 
arreglar O-K" (3 - K" 6, (3 - , + 6 en orden no creciente. Si K, > O entonces 

{ 
(p_l)pK-l si(3::;w, 

INAutP(C)!P/c 1 = pK-f3+W en cualquier otro caso. 

Prueba. Probamos primero que 

(¡ = 6 ó (o - K, ~ (3 y (3 ::; 6)) ~ (3 ::; w. 

Si o - K, ~ (3 y 6 ~ (3, entonces o - K, ~ (3 > (3 - K, y 6 ~ (3 > (3 - K,. Por lo tanto 
w ~ (3. Supongamos ahora, = 6. Como 6 ~ 6 + (3 - " entonces w ~ (3 -, + 6 y 
tenemos w ~ (3. 

Para probar la otra implicación, supongamos w ~ (3 . Entonces w = O-K" W = 6 
o finalmente, w = (3 - , + 6. Supongamos w = O-K" es decir, o - K, es el segundo 
término de la secuencia mencionada. Como 6 ~ 6 + (3 - , y o - K, ~ (3 - K" entonces 
6 ~ o - K, ~ (3. Si w = 6, las desigualdades del caso anterior arrojan o - K, ~ 6 ~ (3. 
Finalmente observamos que (3 - , + ¿j ::; (3, luego, si w = (3 - , + 6 entonces (3 ::; 
(3 - , + ¿j ::; (3 y , = 6. 

Ahora dividimos la prueba en dos casos. 
(i) (3 ::; w. En este caso tenemos, = 6 ó o - K, ~ (3 y (3 ::; 6. Cuando, = 6, por el 

Lema 5.2, INAut p(C)!P/c 1 = IAut(P/C)1 = (p_l)pK-l. Supongamos, > 0, O-K, ~ (3 
y (3 ::; 6. Por el Lema 5.8, IXI = (p - l)pfi-\ Y como o - K, ~ (3 > (3 -, + 6, del 
Lema 5.11 obtenemos 121 = pfi-"Y+ó. Así, IXI/121 = (p _1)p"Y-Ó-

1 , ahora utilizamos 
el Teorema 5.6; de su primer caso obtenemos 
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( 1) ,.-Ó-1 
P - P = (p _ 1 )pl<- l , 

p"-Ó-I< 

y del segundo obtenemos también 

INAutP(C)lp/c l = (p_l)p,.-Ó-1pl<+Ó- ,. = (p_l)pl<- l. 

(ii) (3 > w. En este caso, > (3 ya-K, < (3 ó (3 > b. Entonces IXI = min{pO-K, pÓ} 

y 12'1 = min{pO-I<, ¡t-,.+Ó}. Sabemos que a - K, ;::: j3 - K, y b ;::: j3 -, + b, entonces 
hay seis posibles formas de ordenar a-K" j3 - K" b, (3 -, + b en orden no creciente. 
Usando nuevamente las fórmulas del Teorema 5.6, cálculos similares a los de arriba 
muestran que INAut p (C)lP/c I = pl<-lJ+w . 



Capítulo 6 

El problema de isomorfismo para 
presentaciones estándar 

A continuación resolveremos el problema de isomorfismo para grupos definidos por 
presentaciones estándar ¡::¡(a, /3, ¡, 8, e, (, r¡ , B). Sabemos ahora que los parámetros 
a, /3, ¡, 8, e y e son invariantes del grupo, al igual que el orden multiplicativo de 
B módulo e, que seguiremos denotando por le Así que, sólo necesitamos determinar 
cuales valores de r¡ y B originan grupos metacíclicos isomorfos con los parámetros 
a, /3, ¡, 8, e, e y r;, fijos. 

Enunciamos primero un par de resultados sobre productos semidirectos que nos 
servirán en el tratamiento del problema. 

Lema 6.1 (2.4 en [8)). Sean P y Q grupos finitos y cjJ, 'l/J:P --> AutQ homomorfis
mos. Si ¡ es un isomorfismo de P IX</> Q en P IX", Q que normaliza P y Q, entonces 
,((cjJx)y) = ('l/J(¡x))(¡y) , para todos x E P , Y E Q. 

Prueba. Observemos 

(¡x)¡((cjJx)y) = ¡(x(cjJx)y) = (¡y)(¡x) E P IX", Q, 

por otro lado, 

(¡x)('l/J(¡x))¡y = (¡X)(¡X) - l¡ (y)¡(X) = (¡y) (¡x) . 

De donde obtenemos la conclusión deseada. 

Lema 6.2 (2.5 en [8)). Sean P y Q grupos finitos solubles con (IPI, IQI) = l. 
Supongamos que cjJ y'l/J son homomorfismos de P en AutQ. Entonces PIX </> Q ~ PIX ,¡;Q 
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si, y sólo si, existen a E AutP y {J E AutQ tales que (J (</>(x)y) = (7/J(ax)) {Jy, paTa 
todos :c E P , y E Q. 

Pr"Ueba. Sea (x, y) la imagen de un elemento en Q bajo" un isomorfismo de P t><q, Q 
en P t>< ,¡, Q y supongamos que su orden es d, un divisor de IQI. Observamos que 
(x, y)d = 1 implica xd = 1 Y como (IPI, IQI) = 1, entonces x = 1. Es decir, Q es un 
subgrupo característico, luego, normaliza Q. Como , es un isomorfismo, , P es un 
subgrupo de orden !PI y ya que (IPI, IQI) = 1, entonces ,P y P son 1f(P)-subgrupos 
de Hall de P t>< ,¡; Q y, por lo tanto , son conjugados. Así que podemos suponer que, 
normaliza P si la sustituimos con un automorfismo interior de P t><,¡; Q. Tomamos las 
restricciones de , a P y Q, sean éstas a y {J, respectivamente. Entonces a E Aut P y 
{J E AutQ. La relación (J(</>(x)y) = (7/J(ax)){Jy se obtiene del Lema 6.1. 

Supongamos que a y (J son automorfismos que relacionan a </> y 7/J en la forma 
mencionada. Definimos el mapeo , de P t><q, Q en P t><,¡; Q como ,(xy) = (ax)({Jy), 
que, se puede demostrar fácilmente, es un isomorfismo. 

Cuando sea necesario, escribiremos G(7]) , G(O) ó G(7], O) en lugar de G para 
indicar que el grupo depende de 7], O ó de ambos. Observemos que el rango relevante 
de (7] , O) es el conjunto 

{(7], O) I (a, {J, " 6, é, (, 7] , O) En, IOmod(1 = K:} 

para a, {J, " 6, é, ( Y K: enteros positivos fijos. 

Lema 6.3 (7.1 en [8]). 

G(7]I, ( 1 ) ~ G(7]2, ( 2) {::> G(7]I, ( 1 ) ~ G(7]I, ( 2), G(7]I, ( 2) ~ G(7]2 , (2). 

Prueba. Si G(7]I , ( 1) ~ G(7]2 , (2), entonces existe un grupo metacíclico G que tiene 
presentaciones estándar P(7]I , ( 1 ) Y P(7]2 , ( 2). Para i = 1, 2, sea {Xi, Yi, Ui , vd un 
conjunto generador de G que satisface las relaciones de P(r¡i , Oi) . Como (Ui> Vi) es un 
subgrupo de Hall normal en G, tenemos (UI, VI) = (U2, V2), grupo al que denotaremos 
por N. Sabemos que H := (X I, y¡) es un conjugado de (X2, Y2) . Cambiando los 
generadores de H por sus imágenes bajo esta conjugación, podemos suponer H = 
(Xl, YI) = (X2, Y2). Por las relaciones que definen a la presentación estándar tenemos 
[H , Ui] = 1 Y [N, y;] = 1 para cada i = 1, 2. Además, por el Corolario 4.6, G = 
(Xi)(Yi)(Ui)(Vi) es una factorización estándar, luego, por el Teorema 3.6 (VI) = (V2). 
Entonces VI = v~ , y tenemos: 
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Concluimos que el conjunto generador {X2, Y2, U¡, vd satisface las relaciones de 
p(r¡¡, O2), es decir G(r¡¡, 01 ) ~ G(r¡¡, O2) y G(r¡¡ , O2) ~ G(r¡2, B2). La otra dirección 
de nuestra afirmación es obvia. 

Este resultado nos permite investigar el problema de isomorfismo en dos partes, 
una para '17 fija y otra con O fija. Primero consideraremos el problema para O fija. 
Veremos que este caso es mucho más sencillo que el otro. 

Lema 6.4 (7.2 en [8]). 

G(r¡¡) ~ G(r¡2) {::} :ls E Z, s 2: O tal que r¡¡ == r¡~ mod (, (s, e) = L 

Prueba. Sea G un grupo metacíclico con presentaciones estándar p(r¡¡) y P(r¡2) y su
pongamos G(r¡¡) ~ G(r¡2). Para cada i = 1, 2, tomemos una factorización estándar 
G = XiYiUiVi y generadores Xi, Yi, Ui, Vi que satisfacen las relaciones de la pre
sentación estándar P(r¡i). Recordemos que VI = V2 y U1 es un conjugado de U2 por 
un elemento, digamos y, de V2 . Entonces existe un entero s, que podemos tomar no 
negativo, tal que U¡ = (u~)Y y (s, e) = L Luego 

111 U1 -¡ -s -1 s -1 11~ 11~ v¡ = v¡ = Y u2 yV¡Y u2Y = Y V¡ Y = V¡ 

Por lo tanto, r¡¡ == r¡~ mod (. 
Para el regreso, es fácil observar que p( r¡¡) se obtiene de p ( '172) cambiando el 

generador u por uso 

Ahora investigaremos el problema parar¡ fija. 

Definimos 

H := (x, y I xC< = yf3, y"l = 1, yX = yl+(ól"!)) Y 

N := (u, v I u" = 1, v< = 1, v" = v l1 ). 

Escribimos e: H --+ Aut N para la acción de H en N definida por ex : u f---> u, V f---> 

vO y ey = L Podemos ver a G(B) como H f¡(o N. Obviamente, (x", y) es el kernel 
común de las acciones definidas por e para todas los posibles valores de O, llamaremos 
a este grupo H*. Probaremos, entonces, el siguiente lema. 

Lema 6.5 (7.3 en [8]). 

H f¡(o¡ N ~ H f¡( 02 N {:} :lp E NAutH(H*) tal que O¡ == O~mod( 

para algún entero t que satisface (px) H* = XL H* . 
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Prueba. Continuaremos escribiendo rv para 7r( N) Y 7r para 7r( H) . 
Sea Gi := H Kili N para i = 1, 2. Supongamos que T es un isomorfismo entre 

G I y G2 . Estos dos grupos se forman con el mismo conjunto de elementos; H, N Y 
todos los subgrupos de ambos son subgrupos en G I y G2 . Como N es el único Hall 
rv-subgrupo de GI y G2 tenemos Ow(GI ) = N = Oro(G2), y, por el Teorema 3.5, 
G; n N = (v) = G~ n N, tenemos entonces T(N) = N y T(V) = (v). Hemos visto 
ya que O".(GI ) = H* = O".(G2 ), así que T también manda H* a H*. Como H es 
un 7r-subgrupo de Hall, T(H) lo es también y, por lo tanto , es un conjugado de H, 
luego, si es necesario, podemos remplazar T por su composición con un automorfismo 
interior y suponer que T normaliza H . En este caso, T induce un automorfismo de 
H / H*. Como H / H* es generado por xH*, tenemos 

(Tx)H* = xtH* 

para algún entero t, determinado por T y que puede ser escogido con O < t < K. Del 
Lema 6.1 tenemos 

Por lo tanto 
V1h = (Blx)v 

= T- I((B2TX)TV) 
=T-I((B2xt)TV) (porque TX == xt mod ker(2) 
=vo~. 

La última igualdad es debida a que, como T normaliza (v) , la imagen de v bajo T es 
una potencia de éste, es decir (B2xt)TV = VTO~ donde T-IVT = v. Esto prueba que 

el == e~ mod ( , 

y, como hemos observado, T!HE NAutH(H*) Y (Tx)H* = xtH'. 
Inversamente, supongamos que p E NAutH(H') con (px )H* = xtH' para algún 

entero t tal que el == e~ mod ( . Consideremos la permutación T : (h, n) t-> (ph, n) 
del conjunto común de elementos H x N de H KO¡ N y H K 02 N. T fija a H x 1 ya 
1 x N y sus restricciones a estos subgrupos son automorfismos. Para probar , usando 
el Lema 6.2, que T es un isomorfismo de H KO¡ N en H K 02 N, tenemos que verificar 
T((Blh)n) = (02Th)Tn cuando h y n corren sobre los conjuntos generadores de H y 
N, respectivamente. Con h = y , esto ocurre porque y y py se encuentran en el kernel 
común H* de 01 y O2 • Con n = u , se cumple porque u es un punto fijo de la imagen 
común de 01 y O2 . El caso restante es h = x , n = v y 



mientras que 

(Ozpx) v 

(iJzxt)v 
VO~ 

VOl. 
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Observamos que t puede ser determinada por el isomorfismo natural que existe en
tre Aut(Hj H*) y el grupo multiplicativo de unidades de los residuos reducidos módulo 
K (los más pequeños representates no negativos de las clases de residuos módulo K). 
Sea el> la copia isomórfica del grupo NAutH(H*)!H/H* en el grupo multiplicativo de 
unidades de los residuos reducidos módulo K,. Podemos, entonces, concluir el siguiente 
resultado. 

Teorema 6.6 (7.4 en [8]). Las presentaciones estándar ~(r¡, e) y ~(r¡', e') definen 
grupos isomorfos si, y sólo si 

(i) existe un entero positivo s tal que r¡' == r¡8 mod( y (s , 10) = 1, Y 

(ii) existe un entero t en el> tal que e' == etmod <;. 

Ahora daremos una explícita descripción de <P , basándonos en el último resultado 
del capítulo anterior. 

Para cada entero positivo t y cada primo p, sea t[p] el residuo obtenido al dividir 
t entre p"'(p) , es decir, el único entero tal que 

o ~ t[p] < pK(P) , t == t[p] mod pK(P). 

Como H es nilpotente, es el producto directo I1PE7T Hp de sus p-subgrupos de Sylow 
Hp , que son característicos en H , así que también tenemos Aut H = I1PE7T Aut Hp ; 

más aún, 
NAutH(H*) = I1PE7TNAutHp(H;) , 

NAutH(H*)lH/H*= I1PE7TNAutHp(H;)lHp/H; . 

En términos de los residuos reducidos módulo K y módulo pK(P) , esto se traduce en 
lo siguiente. Si pE NAutH(H*) Y (px)H* = x t H* con 0 < t < K, entonces t[p] se corres
ponde con la componente de plH/ fl' indexada por p en su descomposición dada por la 
última igualdad, en el mismo sentido en que t se corresponde con plH/H-. Ahora, dado 
t[p] un elemento en, digamos el>(p), el único subgrupo de orden INAutHp(H;HHp/H; I 
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en el grupo cíclico de unidades de los residuos reducidos módulo pK(p), por el Teorema 
Chino del Residuo, podemos recuperar t un elemento en <I> de los tlP]. ASÍ, en base al 
Corolario 5.11, tenemos el siguiente teorema. 

Para cualquier p E 'Ir, definimos w(p) como el segundo término de la secuencia 
obtenida al arreglar o:(p) - ",(p) , j3(p) - "'(p), 8(p), j3(p) - ,(p) + 8(p) en orden no 
creciente. 

Teorema 6.7 (7.5 en [8]). Si ",(p) = O entonces <I>(p) = 1. Supongamos "'(p) > O. 
Si tenemos j3(p) ::; w (p), entonces 

<I>(p) = {t E Z I 0 < t < pK(P) , (t, p) = l} , 

mientras que si j3(p) > w(p) entonces 

<I>(p) = {t E Z I O < t < pK(p), t == 1 mod ¡/(p)-w(p)}. 

Más aún, <I> = {t E Z I O < t < "', tlP] E <I>(p) para todo p E 'Ir}. 
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Con la descomposición de Hall estándar, la clasificación de los grupos metacíclicos 
finitos es inminente. Esta descomposición, que se puede encontrar para todo grupo 
metacíclico finito, no sólo nos da un producto semidirecto del mismo en el que los 
factores tienen órdenes que son primos relativos, sino que remonta el problema de 
expresar a un grupo metacíclico finito de una manera más conveniente que a través 
de la factorización metacíclica, cuando esta no se escinde. Esto es posible gracias a 
esa pequeña parte del trabajo de P. Hall que concierne a los Sistemas de Sylow. 

Un grupo metacíclico finito e, no sólo tiene un Sistema de Sylow, sino que, al 
menos, uno de los subgrupos de Hall que lo conforman es normal. Esto nos permite 
definir N como la intersección de todos los elementos de algún Sistema de Sylow que 
sean normales y, por la solubilidad de e, únicos. N resulta ser un subgrupo de Hall 
de e con características que son de gran utilidad: N es de orden impar y es el más 
pequeño de los subgrupos de Hall de e con cociente nilpotente, así, e = H 1>< N con 
H un subgupo de Hall nilpotente; si e = SK es una factorización metacíclica de e, 
la factorización metacíclica N = (S n N) (K n N) se escinde y K n N y la clase de 
conjugación de S n N no dependen de la elección de la factorización metacíclica. Así, 
I(S n N)I y I(K n N)I son invariantes del grupo y las posibles accciones de (S n N) 
en (K n N) que redunden en grupos isomorfos a e se determinan fácilmente. Las 
pruebas de las afirmaciones de independencia descansan, principalmente, en el uso 
de los Sistemas de Sylow. Además, S n N ~ CN(H) y H = (S n H)(K n H) , por 
lo que la acción de H en N se reduce a la acción de (S n H) en (K n N). Por otro 
lado, esta factorización metacíclica de H dependerá de la factorización metacíclica 
que tomemos para e. 

Para los grupos metacíclicos de orden impar, Sim descubre que trabajar con una 
factorización metacíclica estándar, es decir, e = SK con ISI ~ IS'I y IKI :::; IK'I para 
cualquier otra factorización metacíclica e = S' K' , produce condiciones numéricas 
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en la presentación de cada p-subgrupo de Sylow de H que desembocan en una 
presentación de G en la que los parámetros que corresponden a los generadores de H 
son invariantes. Con esto, el problema de isomorfismo depende sólo de las acciones 
de (S n N) y (S n H) en (K n N) . 

Si G es un grupo metacíclico finito con una factorización metacíclica G = SK y 
descomposición de Hall estandar G = H N , para encontrar una factorización metací
c1ica estándar basta con encontrar X , Y ::;:: H tales que H = XY , X = exp H y Y 
sea un elemento con el menor orden posible en el conjunto 

x = {Y ::;:: H I Y es un núcleo de H con Y ::;:: O"(H)(G)}. 

Sabemos que KnN E X, por lo que podemos tomar un elemento Y de X de tamaño 
mínimo. Esto basta, ya que definiendo S* = X(S n N) y K* = Y(K n N), por 3.8, 
G = S* K* es una factorización metacíclica y por el Teorema 3.6 es estándar. Para G 
de orden impar, es la nilpotencia de H y la regularidad de cada Hp , lo que nos permi
te encontrar dicho X. Como H es nilpotente, encontrar una factorización metacíclica 
estándar es equivalente a encontrar una Op( G)-estándar para cada Hp p-subgrupo de 
Sylow de H. Si trataramos de seguir este camino para grupos metacíclicos de orden 
par, el primer paso sería encontrar una factorización 02(G)-estándar para H2 el 2-
subgrupo de Sylow de H. 

Como vimos, existen ocho tipos de 2-grupos metacíclicos. Los que son abelianos 
son regulares y por lo tanto, para éstos tenemos una factorización metacíclica 02(G)
estándar, pero ¿para el resto? Ahora bien, suponiendo que encontremos dicha facto
rización para todo 2-grupo metacíclico, la construcción de la presentación podría 
tornarse complicada ya que, en el caso de los grupos metacíclicos de orden impar, sa
bemos que todos los Hp tienen una presentación que tiene la misma forma, ver Lema 
4.3. Entonces, también tendríamos que unificar las presentaciones de los 2-grupos me
tacíclicos en una sola forma general para presentarlos, distinguiéndolos en base a las 
condiciones numéricas, con el propósito de obtener los generadores de SnH y KnH. 
Además, esta nueva presentación debería poder combinarse bien con la presentación 
que tenemos para los p-grupos metacíclicos con p impar. Esto tal vez , teniendo el 
mismo tipo de condiciones numéricas para los parámetros de ambas o aumentando 
las condiciones numéricas de la presentación para G. Y depués de esto, queda todavía 
la resolución del problema de isomorfismo, en el que ahora tenemos que investigar la 
acción de un 2-grupo metacíclico sobre K n N. 
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Sin embargo, ahora podemos ver el probema de los grupos metacíclicos de orden 
par de la siguiente forma: Para cualquier factorización metacíclica G = S K, no consi
deramos explícitamente G = H N, sino el producto G = H 2H 2,N. H 2,N es un subgru
po normal de G de orden impar, por lo tanto tiene una presentación estándar. Aún 
con esto, el camino a partir de aquí no deberá ser muy distinto al que describimos en 
el párrafo anterior. Deberemos combinar los ocho tipos de 2-grupos metacíclicos que 
existen con la presentación estándar para H 2,N. Esto podría cambiar drásticamente 
las condiciones numéricas de la presentación para G en relación a las consideradas 
en una presentación estándar. Además, la acción de H en N dependerá del tipo de 
2-grupo metacíclico que tengamos en G. 
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