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Introduccion

El presente trabajo tiene como fin mostrar algunos resultados de combinatoria
utilizando herramientas categoricas. En general, una categoria E es una coleccién
de objetos y morfismos (entre los objetos), de tal manera que la composicién de
morfismos (que se puedan componer) es asociativa y que para cada objeto de
la coleccién exista un morfismo con las propiedades de un idéntico. Un funtor
F : E — F entre categorias, es una operacién que a los objetos y morfismos de
E les asigna objetos y morfismos de F, respectivamente, de tal manera que si

X2 Y, entonces F(X) 20, F(Y) y ademas que

i xLvys Z, entonces F(ge°f) =F(g9)°F(g) v
F(ldx) = IdF(X),V objeto X € E.

Nuetro objeto primordial de analisis en este trabajo son las especies (funtores de
la categoria Bij; a la categoria Sety), y sobre todo, aquellas que nos ofrezcan
estrucuras algebraicas que ya conocemos, como por ejemplo le especie de permu-
taciones, la de permutaciones pares, la de endofunciones, etc. Cabe mencionar
que este trabajo estd basado en gran medida en el articulo (1] de Yoshida, el
cual ofrece una buena cantidad de material indispensable para los ejemplos del
capitulo 6. El otro trabajo en el que esté basada esta tesis es en el articulo [2] de
Joyal, el cual nos sirvi6 para la elaboracién del capitulo 4.

En el capitulo 1 se define el concepto de E-estructuras con respecto a un fun-
tor fiel F : E — D. La importancia de esta definicién se reflejara en los capitulos
posteriores. En este mismo capitulo Yosida [1] afirma de manera erronea que si
G es un grupo finitamente generado y H un subgrupo de G, el funtor restriccion
(definido en el capitulo 1) Res : Set? — Set}'l tiene adjunto derecho y ad-
junto izquierdo. Esta afirmacion resulta ser falsa y se muestran contraejemplos,
asi como una version corecta para el enunciado. No obstante, el ejemplo seguido
a la afirmacién no requiere de este resultado y dicho ejemplo tiene su aplicacién
en el capitulo 6.

il



En el capitulo 2 definimos el concepto fundamental de este trabajo, las espe-
cies. Se exhibe ademas una equivalencia entre la categoria de especies,

[Bij,, Set/],

H Set?".

Algunos ejemplos interesantes de especies y de morfismos de especies son expues-
tos a continuacién, definiendo también lo que entenderemos por funcién genera-
dora de una especie o serie de Hurwitz seguida de algunos ejemplos. Al final del
capitulo se enuncia un resultado mas de este trabajo que debido a que su demos-
tracién es larga y que el resultado no es trascendental para el resto del trabajo,
decidimos colocar la demostracién en la seccién de apéndices.

y la categoria

El espacio de las series de potencias formales y las funciones exponenciales
generadoras de especies E, esqueléticamente pequenas y localmente finitas, se
definen en el capitulo 3. También se definine para un funtor fiel F : E — D con
fibras finitas entre categorias esqueléticamente pequenas lo que entenderemos por
funcién exponencial generadora de E a lo largo de F. Se enuncia y se demuestra el
teorema 3.3.1 que nos muestra la relacion que existe entre la funcién exponencial
generadora de E a lo largo de F y las estructuras definidas en el capitulo 1. Con
la teoria abarcada hasta esta parte de la tesis, se muestran dos ejemplos de lo
que se puede hacer con los resultados obtenidos, el primero de ellos es en grupos
finitos y el segundo es en G-conjuntos.

El capitulo 4 no es una continuacién de los capitulos anteriores, sin embargo,
nos sirve como una pauta para mostrar los resultados que se pueden arrojar
teniendo poco material. En este capitulo se ofrecen una serie de definiciones,
ejemplos y unos cuentos resultados enfocados a demostrar de manera categorica
el teorema de Cayley (4.5.1), el cual nos dice que el niimero a,, de estructuras de
arbol sobre un conjunto de cardinalidad n es n™ 2.

En el capitulo 5 se define lo que son los objetos conexos y lo que llamaremos
categorias de Krull-Schmidt (KS). Estas categorias serdn nuestro objeto de estu-
dio en los dos 1ltimos capitulos (5 y 6). Cuatro resultados (un lema, un corolario
y dos teoremas) acerca de las categorias KS son demostrados al final del capitulo,
estos resultados son de gran importancia para los dos ejemplos del capitulo 6 y nos
exponen la relacién que existe (dentro de las categorias KS) entre las funciones
generadoras de las subcategorias de objetos conexos y las definidas previamente.

Tenemos por 1ltimo en el capitulo 6 dos ejemplos: la féormula de Wohlfahrt,

o [Hom(G, 8,)| ,, G
B e— =e"p( > {G:H))'

n=0

v



seguida de una aplicacién sobre particiones. La demostraciéon de la férmula de
Wohlfahrt requiere de algunos resultados de G-conjuntos situados en la seccién
de apéndices y de algunos otros en los capitulos anteriores. El segundo ejemplo
es sobre representacion de permutaciones pares, donde nuevamente Yoshida [1]
comete un error afirmando que un G-conjunto transitivo G/H asociado a un
subgrupo H es par, si y solo si

[()\G/H| = (G : H) (mod 2)

para cualquier 2-elemento de G. Damos de nuevo un ejemplo en el que mostramos
que la afirmacion es falsa. El ejemplo no sufre alteraciones por la falsa afirmacién
y se logra demostrar satisfactoriamente la férmula

= [Hom(G,A,)| , 1 /G/H
S mempble o 5 &)

n=0 H<,G
1 sgn(G/H)tG/H)
+-exp( Z ).
2P\~ © 1



Capitulo 1

Estructuras

1.1. Notaciéon y terminologia

Decimos que una categoria es finita si tiene un nimero finito de objetos y
morfismos; una categoria es esqueléticamente finita si es equivalente a una cate-
goria finita; una categoria es localmente finita si para cualquier par de objetos
X, Y en dicha categoria, Hom(X, Y) es un conjunto finito; una categoria tiene
grupos de automorfismo finitos si para cualquier objeto de la categoria el grupo
Aut(X) es finito; un esqueleto de una categoria es una subcategoria plena, tal
que para cada clase de isomorfia uno y sélo uno de los objetos de la clase estd en la
subcategoria; una categoria es esqueléticamente pequeiia si es equivalente a una
categoria pequeiia; por C/ = entenderemos el conjunto de clases de isomorfismo
de los objetos de la categoria C, mientras que [X] denotard la clase del objeto X.

Para una categoria C, definimos al grupoide C;;, como la categoria cuyos
objetos son los mismos de la categoria C, mientras que los morfismos de C;,, son
todos los isomorfismos de C. La notacién X € C significa que X es un objeto
de la categoria C. Dadas las categorias C y D, denotaremos por [C,D] o D€ala
categoria de todos los funtores de C a D.

Usaremos las siguientes notaciones para algunas categorias importantes. Set
es la categoria de los conjuntos con todas las funciones entre ellos; Sety es la
subcategoria plena de Set de conjuntos finitos; Bij; = (Sety)iso; si G es un
grupo, Set}; es la categoria de G-conjuntos finitos (izquierdos) y G-funciones
como morfismos; Gpd denota a la categoria de grupoides y Cat a la categoria
de todas las categorias.

Para cada natural n, [n] := {1,2,...,n}, [0] :== 0. Dado un conjunto N, deno-
tamos por Sym(N) al grupo simétrico en N. En particular, S,, = Sym([n]) es el

1
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grupo simétrico de grado n.

1.2. Categorias Coma

Definicién 1.2.1. Para una categoria C y un objeto X € C, la categoria coma
C/X (también C | X) es la categoria de morfismos sobre X, es decir, un objeto
de esta categoria es un morfismo a : A — X, donde A € C, y un morfismo f de
a:A—> XafB:B— X esun morfismo f: A— B en C tal que B-f= a.

Tenemos también un funtor llamado localizador tal que

Ex:C/X—=Ca:(A—-X)— A fi(a:A-X)—»(B:B-X)— f

En general, dados dos funtores F : A - Cy G : B — (, la categoria
coma F | G se define como la categoria de ternas (X, a, Y), donde X € A,
YeBya: FX) — G(Y). Un morfismo en la categoria coma es un par
(f9: (X,a,Y) » (X.o',Y)talque f: X - X' y g: Y — Y son morfis-
mos en A y B respectivamente, con la condicién G(f)ea = o/<F({).

En particular, para un funtor F : C — D y un objeto A de D, la categoria
coma A | F tiene como elementos a pares de la forma (e, Y), donde Y es un
objetoen Cy a : A — F(Y). Un morfismo ¢ : (o, Y) — (8, Z) es un morfismo
g: Y— Zen C tal que F(g)ea = .

Sea C una categoria y X un objeto de C. Denotaremos por (C | X),, a la
subcategoria plena de (C | X) compuesta por todos los objetos que son mono-
morfismos. Definimos la relacién de equivalencia ~ sobre (C | X),, como

(60:Y— X))~ (M: Z— X) & existen morfismos
h:(c: Y=X)=(A:Z-X)ytz:(A:Z—-X)—>(0: Y- X).

Dicha relacién es claramente una relacién de equivalencia.

Definicion 1.2.2. A las clases de equivalencia bajo dicha relacién les llamaremos
subobjetos de X.

Observacion. Si (o : Y — X) y (A : Z — X) pertenecen a la misma clase de
subobjetos de X, entonces Y = Z
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Dem. Como (0 : ¥ — X) y (A : Z — X) pertenecen a la misma clase de
subobjetos de X, entonces existen ¢, : Z— Yy tp: Y — Z tales que

conmutan. Tenemos entonces que 0 = Aet; = gelyet; y como o es monomorfismo,
entonces fyef; = idy, andlogamente t;ot, = idz. Por lo tanto, Y = Z.
(m]

1.3. La categoria de elementos

Definicién 1.3.1. Dado un funtor F : C — Set, un elemento del funtor F
es un par (X,s) con X € C y s un elemento del conjunto F(X). Un morfismo
f:(X,s) = (Y,t) entre elementos de F es un morfismo f: X — Y en C tal que

F(f)(s) = t.

Los elementos de F, a los que denotaremos por Elts(F'), forman una categoria,
pues si f: (X,8) — (,0) y 9: (Y,8) = (Z,u), F(gof)(s) = (F(9)F()(s) =
F(9)(F(f)(s)) = F(g)(t) = u, por lo tanto, la composicién estd bien definida y al
heredar Elts(F) las propiedades de C, Elts(F') es también una categoria.

Tenemos asi un funtor fiel llamado proyeccién

Sr : Elts(F) — C
tal que (X, s) — X;g: (X,s) — (X,5)— g.

Por lo tanto, podemos construir un funtor

A : [C,Set] — Cat/C

donde A(F) = Sy para un funtor F en [C,Set] y si 4 : F = F’ es una transfor-
macién natural entonces A(y) : Sp — Sg es el funtor tal que para un elemento
(X, ), A(u)(X, s) = (X, ux(s)), claramente (X, ux(s)) es un elemento de F’ por
ser p1x un morfismo de F(X) en F'(X),si g: (X, s) — (X, ¢) entonces A(u)(g) = g,
esta manera de definirla esta bien, ya que por ser x una transformacion natural
tenemos que F'(g) ux(s) = pux (F(9)(s)) = ux(s)-
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1.4. E-estructuras

Definicién 1.4.1. Dado un funtor fiel F: E — D y un objeto N de D, una
E-estructura sobre N (a lo largo de F) es un par (X, o) tal que X es un objeto de
E yo: F(X)— N es un isomorfismo. A N se le llamard el conjunto etiqueta.

Un morfismo f: (X,0) — (Y, 7) entre E-estructuras sobre N a lo largo de F
es un morfismo f: X — Y en E tal que 7F(f) = 0. De esta manera tenemos
Str(E/N), la categoria de E-estructuras sobre N a lo largo F. El conjunto de las
clases de isomorfismo de E-estructuras sobre N es denotado por Str(E/N)/ 2. Un
elemento de Str(E/N)/ = tiene la forma [X, o], con X un objeto y o : F(X) — N
un isomorfismo. Asi, tenemos que:

[X,0] = [V, 7] @ 3f: X5 Ytal que e F(f) = ¢

1.5. Funtores con fibras finitas

Definicién 1.5.1. Decimos que un funtor F: C — D tiene fibras finitas si para
cualguier objeto Y de D, eziste sélo un ndmero finito de clases de isomorfismo
de objetos X tales que F(X) = Y. Es decir,

{X € QF(X) = ¥}/ 2| < co.

Lema 1.5.1. Sea F: E — D un funtor fiel sobre una categoria D con grupos de
automorfismos finitos. Entonces:

1.- Bajo cualquiera de las dos siguientes hipédtesis, F tiene fibras finitas:

(a) F tiene un adjunto derecho y cada objeto X de E tiene sélo un nimero
finito de subobjetos.

(b) F tiene un adjunto izquierdo y cada objeto X de E tiene sdlo un nimero
finito de cocientes.

2.- |Str(E/N)/ = | < 0o para todo objeto N de D si y sélo si F tiene fibras
finitas.

Dem. 2)[=>]. Supongamos que [Str(E/N)/ = | < co. Sea H : Str(E/N)/ =—
{X € C|[F(X) = Y}/ & definida por H([X, 0]) = [X]. La funcién est4 bien definida,
pues si [X,o0] = [X',0’] entonces L)q = [X']. Como resulta claro que la funcién
es suprayectiva, tenemos que |[F~"(N)/ = | < |Str(E/N)/ = |, .. F tiene fibras
finitas.

[«<]. Supongamos que F tiene fibras finitas. Sea [X] € {X € C|F(X) = N}/ <,
H™([X)) = {[Y,0] € Str(E/N)/ = | [Y] = [X]}, asi que

[H([(X)] < {(X,0)lo : F(X) 2% N}| = |Aut(N)| < co.
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Por lo tanto, tenemos que

[Str(E/N)/ = | = [H (X)II{X € CIF(X) = N}/ =|
< |Aut(N)|{X € CIF(X) = N}/ | < 0.

1). Bastar4 con demostrarlo solo para a), pues las hipétesis a) y b) son duales una
de la otra. Supongamos entonces que F tiene adjunto derecho y cada objeto X
de E tiene asociado sélo un nimero finito de subobjetos. Sea R : D — E adjunto
derecho de F : E — D y sea ¢ : F(X) — N un isomorfismo. Demostraremos
que ¢ : X — R(N), el morfismo correspondiente en la biyeccién natural de la
adjuncién, es un monomorfismo. Sean u, v: A — X tales que e u = g° v, entonces
F(g°u) = F(g°v). Como

F(A) —= F(X) =2 FR(N)

F(v) N
\ l(N
a

N.

bl

donde ¢ es la counidad. Entonces o°F(u) = 0°F(v) y como ¢ es un isomorfismo
se tiene que F(u) = F(v) y por la fidelidad de F, u = v. De esta manera se tiene
que & es un monomorfismo.

Como 7 : X — R(N) es un monomorfismo, entonces & : X — R(N) pertenece
a la clase de subobjeto de algiin g; : Z; — R(N). Definimos la funcién

w: {X € E[F(X) = N}/ = Sub(R(N)),

de la siguiente manera. Si [X] € {X € E|F(X) = N}/ =, entonces elegimos
primero un representante de la clase (en este caso ya elegimos a X) y elegimos

una o : F(X) E Nyle asignamos
w(X) =a.

Es claro que w estd bien definida. Si w(X) = w(X'), existen o, : F(X) S Ny
o9 : F(X') = N tales que a1 : X — R(N) y 73 : X' — R(N) pertenecen a la
misma clase de subobjeto y por lo tanto, X = X’ (X = X', por la eleccién que se
hizo del representante de cada clase). Con esto 1ltimo tenemos que w es inyectiva,
asi que

{X € E|F(X) = N}/ = | < [Sub(R(N))| < oo.

Por lo tanto, F tiene fibras finitas. L
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Ejemplos

SUPRAYECCIONES.-Sea Surj la categoria de funciones suprayectivas entre
conjuntos finitos, es decir, un objeto de la categoria es una funcién suprayectiva

X5 Xx
(X y X' conjuntos finitos) y un morfismo
FH:(XBX)-(YLY)

(p y g suprayectivas) es un par de funciones f: X - Y f : X’ — Y tales que
f°p = ¢ f Tenemos un funtor fiel F : Surj — Set; definido como F(X % X') =
X en los objetos y F(f,f) = fen los morfismos. Entonces, una Surj-estructura
(X & X',0) sobre N da una particién {o[p~(¢')]}»ex de la misma N. Por otra
parte, tenemos que una particién {Bj, ..., Bx} de N genera una Surj-estructura
(N 2 [K,idy) donde p(z) = i si £ € B;. Veamos primero que si dos Surj-
estructuras son equivalentes, entonces las particiones generadas por ellas son la
misma.

Sean (X & X',0) y (Y% Y',w) dos Surj-estructuras equivalentes entre ellas,
existe entonces un isomorfismo

G : (XL X)-=(YSY)
tal que weF(f,f) = o i.e wef = ¢ con f un isomorfismo. Consideremos entonces
el siguiente diagrama.
X
X

-_—
I

-4—>-~<—»-'-§

'd

Lo que nos muestra este diagrama es que si 7 € X, entonces existe una inica
Yy € Y tal que o[p~ ()] = w[g"}(¥)], con lo que podemos concluir que las
particiones que arrojan ambas son la misma.

Si empezamos tomando una Surj-estructura (X X ,0) vy obtenemos la
particién

{olp™ (@)}rex
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generamos con esta a la Surj-estructura
(NS {olp™ (2)]}wex, idn)
donde ¢(n) = {o[p~1(2)]} si plo~1(n)) = 2.
Veamos que (X 2 X', o) y (N5 {o[p~1(«')]} wex, idn) son isomorfas.

P

X =X
o n
N = {o(p™'(Z)}rex

n(z') = {o[p~(2')]}. n es claramente inyectiva, pues si z # 2’ entonces p~1(z) N
p 1(2/) = 0 y como o es biyectiva entonces a[p~!(z)] # olp~ (). Si z € X,
o(z) € N'y como p(o~'eo(z)) = p(z) se tiene que ¢(o(z)) = {a(p™'(p(2)))} =
n° p(z), concluimos entonces que (X 2 X',0) y (N % {o[p~ (¢')]} rex:,idn) son
isomorfas.

Por otra parte, si comenzamos con una particién { By, Ba, ..., B }, obtenemos la
Surj-estructura (N 2 [K], id), esta a su vez nos induce la particién {p71(%)}iey =
{Bi, B, ..., B }. Por lo tanto tenemos una biyeccién entre Str(Surj/[n])/ = vy el
nimero de relaciones de equivalencia sobre [n], es decir, |Str(Surj/[n])/ = | es
igual al niimero de Bell b(n).

En el articulo de Yoshida [1] se menciona que si tomamos un grupo G finita-
mente generado y H un subgrupo de G, el funtor restriccion
Resy : Set? — Set}"; X— X

tiene adjunto izquierdo, asi como derecho. El siguiente ejemplo muestra que dicha
afirmacién es falsa.

Ejemplo. Sean G = Z y H = {e¢}. Para cada n € Z* con n > 2, definimos la
accién de Z sobre Z,, como a * b = a + b. Supongamos que Resﬁ tiene adjunto
izquierdo

L: Set} — Set§.
Existe entonces una biyeccién natural entre

Set}(L(Zm), Zn) y Set( (Zm, Zn) = Set f(Zm, Zn).
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Sea f€ Set?(L(Zm),Zﬂ) y sea z € L(Z,,). Si j # k(mod(n)), entonces

7+ f(z) # k + flz) = fjz) # flkz) = jz # kz.

| W(Zm)| = n Vn > 2, lo cual es una contradiccién. Podemos concluir que no
tiene adjunto izquierdo.

Supongamos que tiene adjunto derecho
4 H G
Existe una biyeccién natural entre
Set' (Zn, Z2) = Sety(Z,,Z>) y Set?(Z., D(Zy)).

Sife Set?(Z“,Zg) f estd completamente determinada por lo que hace en 0
(o en cualquier otro elemento), pues

fl@) = fla +0) = (a) * f0).

Esto quiere decir que !Setf(sz(Zz)N < |ID(Zy)| = 2" = |Sets(Zn,Z2)| =
|Set%(Z,,,D(Zg))1 < |D(Z)| para cualquier n, .". [D(Z2)| = oo teniendo de nuevo
una contradiccién. Concluimos que tampoco existe adjunto derecho.

Podemos cambiar la afirmacién anterior por la siguiente proposicién.

Proposicién 1.5.1. Si H < G tal que el nimero de clases laterales izquierdas ,
(G : H), es finito, entonces el funtor

Res$ Set}; — Set}’r

tiene adjunto derecho.

Dem. Comencemos primero por observar que si Y € Set}", entonces
|Set™(G, V)| < o0 :

Sea v € SetH(G, Y), como

G= |J Hy
9€{gy,.-19:}

con la unién ajena, tenemos que para cualquier ¢ € G, g = hg, para algin
r € {1,...,k}. Evaluando en ¢ en g,

w(9) = p(hg,) = ho(g,).
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Por lo tanto ¢ estd completamente determinada por {¢(g,)}re(1.....k} ¥ asi,
ISet™(G, ¥)| < |18 = | ¥* < co.

Le daremos ahora a Set™(G, Y) una estructura de G-conjunto: Si g € G y
fe Set?(G, Y), definimos g * f como

9% flz) = fzg).

Veamos que g* f € Set™(G, Y). Sea h € H, h(g * f)(z) = h(fzg)) = flhzg) =
(g f)(hz), con lo cual g* f€ Set™ (G, Y). Tenemos que

1. exf=f de manera trivial

2. Sig,, 9, € G, entonces para £ € G, ((9192) *)(2) = flzg,9,) = f(z9,)92) =
(92 * )(zg1) = g1 * (92 * N(2).
Por lo tanto, Set™ (G, Y) es un G-conjunto finito bajo esta accién.

Definimos entonces el funtor L : Set}'I — Set}; de la siguiente manera. Si
Y € Set},
L(Y) = Set™(G, V)
ysi f: Y1 — Ya, entonces L(f) : Set™(G, Y)) — SetH(G, Y2) estd dada por

L()(o) = feo,

con o € Set?(G, Y1), ademads, foo € SetH(G, Y2). Como podemos observar,

L(fi°f£)(0) = (ficf2)(0) = L(H)(f°0)

= L(f)E(f2(0))) = (L(f)°L(£))(0),
asi que L es funtor (es claro que L manda la identidad en la identidad).

Veamos tambien que L(f) : Set™ (G, Y1) — Set™®(G, Y3) es una G-funcién.
Si ¢ € Set™(G, Y1) y g € G, entonces
9*L(N(P)(9) = 9% (f0)(d) = foe(d9)
= fg*(9)) = fo(g*)(d) =L(N(9*¥)(9),

para toda ¢ € G. Por lo tanto L(f) es G-funcién.

Tenemos que encontrar una biyeccién natural entre Set}'l(Resg{X)‘ Y) y
Set$(X,L(Y)), donde X € Setf y Y € Set}. Si @ : X — L(Y), entonces
definimos & : Resﬁ(X} — Y como

a(z) = a(z)(e).
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Si h € H, ha(z) = ha(z)(e) = a(hz)(e) = a(hz), asi que en efecto a es una
H-funcion.

Si B : Resgj(X) — Y, entonces definimos  : X — L(Y) como
B(z)(9) = Blg - 2).

Tenemos que ver que B(x) es un morfismo de H-conjuntos. Sean g € G y
h € H, entonces

B(x)(hg) = B((hg) - 7) = hB(g- 2) = h* (B())(9)-

Veamos también que 3 es un morfismo de G-conjuntos. Sean g,¢ € G y
z € X, entonces

B(g-2)(g') = ((¢'9) - 2) = B(z)(¢'9) = (9% B())(g)-

Veremos a continuacién que si 8 € Set}'l(Resg(X}, Y), entonces § = f.
Tomemos pues (3 € Set}{(RAesﬁ{X), Y), entonces 3 € Set.};(X,L{Y)) es tal que

B(z)(g) = B(g- z), entonces 3 € Set} (Resgj(X), ¥) cumple que

B(z) = B(z)(e) = Ble- 7) = B(a).

Por otra parte, si « € Set?{X.L(Y)), entonces & € Set?(Resg{X), Y)ya(z)=
a(z)(e), asi que @ € Set?(X, L(Y)) cumple que

a(z)(9) = a(g- 2) = alg- 2)(€) = g* a(z)(e) = a(z)(9).

Resta probar que la biyeccién que hemos dado, a la que llamaremos 17, es
natural. Sean #; : X — X' y t, : Y/ — Y, tenemos que demostrar que el cuadrado

Set¥(Res§(X), ¥) — > Set$ (X, Set?(G, V)

ol Je

Set!(Res ('), V') ——» Setf (X', Set}!(G, V"))

conmuta, donde ¢1(-) = to_t1 y ¢2(-) = L(t2)° > t;. Sea a € Set}!(Res§(X'), V'),
entonces

nx,v(61())(2)(9) = nx.y(2a°t1)(2)(9) = Lo ti(2)(9) = (e ti)(g- 2),



1.5. FUNTORES CON FIBRAS FINITAS 11

por otra parte,
¢2(nx, v (@))(2)(9) = $2(@)(2)(9) = (L(t2)°aet1)(z)(9) = L(t2)((a° t1)(2))(9)
= (e (@(t1(2)))(9)) = t2(a(g- t1(2))) = t2(a(t1(g- 2))) = (2°at1)(g- 2).

O

Pese a haber sido incorrecta la afirmacion, la siguiente afirmacién que hace

Yoshida [1] es verdadera. El funtor Res§} tiene fibras finitas si G es finitamente
generado. Si tomamos X € SetI}I,

[{Y € Setf[Resfj(¥) = X}| < [Hom(G,Sx)| < [Sx|'*! < oo,

donde K es un subconjunto finito generador de G.

Sea N un H-conjunto finito con su representacion de permutacién asociada
pn:H — Sy h— (i — hi)

y denotaremos por Hom(G,Sx; H, py) al conjunto {n € Hom(G,Sy)|m,, =
pn}- Como G es finitamente generado, Hom(G, Sy) es finito. Tenemos entonces
la siguiente biyeccion.

Str(Set$ /N)/ =~ Hom(G,Sy; H, pn)
dada por

M([X,0]) = (m: g (n(g) : i a(g*07'(1))))

Veamos que n(g) € Hom(G,Sy). Si 91,9, € G = 7(9:9,) (%) = 0((9192) *
o71(i)) = a(g * 07 (o(g2 ¥ 071(1)))) = 7(g1)(0(g2 * 071(3))) = 7(g1)(m(g2)(3))
= (m(g,)°7(g5))(%) .". ™ es homomorfismo.

Si h € H, entonces w(h)(i) = o(h*0™(i)) = hxo(071(i)) = hxi = pn(i) .".
T = PN-

Veamos que \; estd bien definida. Sean [X, o] = [Y,w], existe f: X =, Ytal
que woResG(f) = 0. Tenemos entonces que 7(h)(i) = o(h* o~ 1(i)) = (wef)(h*
(Frow1)(4))) = (weH(f (hrw=1(3))) = w(h*w~1(3)), por lo que no depende del
representante. Tenemos ademdas A2 : Hom(G,Sy; H, py) — Str(Set}:' /N)/ =
definida como

/\g{ﬂ' A G — SNlﬂ'[H = PN) = [N!.l]:

donde la accién sobre N esta dada por g+ i = 7(g)(7).
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Si comenzamos tomando # € Hom(G, Sy; H, pn) y le aplicamos A;, obtene-
mos [N, 1], si aplicamos A, se tiene 7 € Hom(G, Sy; H, pn) tal que 7(g)(z) =
gxi=mn(g)z) .. 7T =m.

Por otra parte, si tomamos [X,0]| una Set?»estructura sobre N, entonces
M([X,0]) = (7 : g = (n(g) : i — o(g*07'(i)))), aplicando A, tenemos que
Aa(m) = [N, 1], cuya accién esta dada por g% i = 7(g)(i) = a(g* o~"(i)). Como
g* (a(ﬁ)) = 7m(g)(o(z)) = o(g* o7 (o(i))) = o(9* 1) y 0 es un isomorfismo
en Set;’, entonces o es isomorfismo en Set? y 1°Resg (o) = Resg(0). Por lo
tanto, [N,1] = [X,0]. Cuando H = {e} y N = [n], entonces el funtor Res es el
funtor que olvida y la biyeccion que se tiene es

Str(Set§ /[n])/ =~ Hom(G, S,). (1.1)



Capitulo 2

Especies

2.1. Especies

Definicién 2.1.1. Entenderemos por una especie a cualquier funtor A : Bij, —
Sety. Un morfismo entre especies es una transformacion natural. De esta ma-
nera tenemos definida a la categoria de especies, a la cual se le denotard por
[Bij 1 Set 7l- La imagen de un conjunto E bajo la especie A se escribird como
A[E)] y sus elementos serdn llamados A-estructuras (etiquetadas por E).

Veremos a continuacién que una especie A esta completamente determinada,
salvo equivalencias, por la serie {A[n]}nen, donde A[n] es un S,-conjunto.

Proposicion 2.1.1. Las categorias [Bij 51 5et fly H Setf" son equivalentes, con
ki3

H Set‘fg" la categoria de sucesiones de S,-conjuntos finitos cuyos morfismos son
mm
S,-funciones en sus respectivas coordenadas.

Dem. Definimos el funtor

o : [Bij;,Sets] = [ ] Set}"

de la siguiente manera. Si F : Bij; — Sety, entonces p(F) = {F[n]}.en donde la
accién de S,, sobre F[n] estd dada por c#a = F(¢)(a). Si p es una transformacién
natural de F; a Fy, entonces p(u) = {fin}nen. Tenemos que ver que p, es una S,,-
funcién ¥n € N, pero esto se desprende del hecho de que i es una transformacion
natural: Si o € S,, y a € Fy[n], entonces u,(Fi(0)(a)) = Fa(o)(n(a)), como se
ilustra en el diagrama conmutativo.

13
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Pl ——= F[n]

F;(c)l lFe(a}

Fl [n] T} leﬂ].

Definiremos a continuacién el funtor

R : [ Set}" = [Bij;, Set].

n

Sea {X,}nen una sucesién donde cada X, es un S,-conjunto, definimos el
funtor Ax de la siguiente manera.

Para cada Y € Bij; 3 n € N tinica tal que Y = [n]. Sea fy una biyeccién de
Ya [n], si Y= [n] tomaremos la identidad. Sea Ax : Bij, — Set; la especie que
le asigna a un conjunto finito Y, X,, donde n es tal que [n] = Y. Sea g: Y — Y
una funcién biyectiva, definiremos a Ax(g) : Ax(Y) — Ax(Y’) como Ax(g)(a) =
(fyr2g°fy") * a (* es la accién de S, sobre X,,). Si g, : Y1 — Yoy go: Yo — V3,
entonces Ax(9,°91)(a) = (fy,*(92°91)°fy,) * a = (fy,° 9223 )° fy,o 1oy ) * a =
(Ax(g9)eAx(9,))(a), ademas, Ax(id) = id ... Ax es funtor.

Si T : {Xn}nen — { Yn}nen, entonces {Tg} pen estd dada para cada E € Bij,
de la siguiente manera. Si E € Bij,, existe una tnica n € N tal que E = [n],
entonces

Tg: Ax(E) — Ay(E)

es Tg=Tpn: X, — Yy Dicha {Tg}gemij, es una transformacién natural, pues
si K1 y K> son objetos de Bij, , t : K1 — K, Ax(K;) = Ax(K2) = Xny
Ay(X;) = Ay(Xz2) = Y,, entonces el siguiente diagrama conmuta al ser T, una
S,-accion.

TN
X,— T Ly
A,\'(f-)l lA v(t)
Xn = Y

con Ax(t) = (fg,° tof;{:)* y Ay(t) = (szotof;(: )* (* es la accion sobre X, y * es
la accién sobre Yy,).

Tenemos que ver ahora que existen isomorfismos naturales

i ldsi, set,) = Rp
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2.2. EJEMPLOS DE ESPECIES 1

w:Id s, = pR.
H:Set.)r

T

Definimos w como w(x,}..x = 1d{x,},cn» Pues pR es el funtor identidad en
{Sn-Sets}. A plo definimos por pp la transformacién natural cuyas componentes
son F(fy) : F(X) — F(n). Se afirma que el siguiente cuadrado conmuta

1Fy
Fi =———2= A(F, ()} e (2.1)

.\H |

Fy === AF20m)}uen

Si tomamos X, X' en Bij;yg: X— X', entonces

Fi(9)

Fi(X) ———F (X))

| e

F2(X) TFQ(X’)

conmuta por ser A una transformacién natural, por lo tanto

Fy(X) — . Fi(n)

Fy(X) HF—Z(L\—)—_} Fy(n)

conmuta, asi que el diagrama 2.1 en efecto conmuta.

2.2. Ejemplos de especies

Ejemplo 1. Un esquema simplicial sobre un conjunto E, es un subconjunto <
del conjunto potencia de E tal que

1. YaeS,a#0

2. Sia#0conacC f paraalguna 8 € G, entonces o € §
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3. VzeE, {z} €S.

A los elementos de S se les llama simplejos. La dimensién de un simplejo es
su cardinalidad menos uno. Una grifica es un esquema simplicial en la que la
dimension de los simplejos es menor o igual a 1.

Siu: E — F es una biyeccion, es claro que u(S) = {u(S)|S € 3} es también
un esquema simplicial sobre F. Podemos definir la especie de esquemas simpli-
ciales como

S : Bij; — Sety ; S(E) = Conjunto de esquemas simpliciales de E.

Para u : E — F biyectiva, definimos S(u) : S(E) — S(F') como S(u)(SF) =
1(3), la cual es biyectiva. Podemos de esta menera obtener por ejemplo la subes-
pecie de graficas, la de gréficas conexas, la de drboles y otras tantas, esto gracias
a que dichas propiedades son invariantes bajo isomorfismos.

Ejemplo 2. Si ¢ : E — FE es una endofuncién y u : E — F una biyeccién,
entonces ucgeu~! : F — F es una endofuncién en F. Asi, tenemos la especie
End : Bij; — Set; dada por End(E) = {f: E — E}, si u: E — F entonces
End(u) = ue_ou~!, que también es biyectiva. Si definimos Per(E) = {f: E —
E|f es biyectiva}, entonces tenemos la subespecie de End llamada especie de
permutaciones. Si pedimos que la grifica de la endofuncién sea conexa, obtenemos
la especie de endofunciones conexas, lo mismo con la de permutaciones circulares
y con la de contracciones (las que eventualmente se convierten en una costante,
es decir, que exista un punto fijo de la funcién 2y, para el cual, para toda =z € E
exista un entero positivo m tal que ¢™(z) = x9).

2.3. Ejemplos de morfismos de especies

Ejemplo 1. La construccién de la cerradura transitiva de una gréfica determi-
na un morfismo de la especie de graficas a la de particiones (o relaciones de
equivalencia).

S : Graph; — Part;.

Para [n] € Bij;, Graph([n])= Conjunto de todos los esquemas simpliciales
en [n, a los que denotaremos por p,, tales que sus simplejos tienen dimensién
menor o igual a 1. El morfismo

Sn : Graph([n]) — Parts([n]),

esta dado por
Sn(pn) = Pn,
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donde pn = po U {{a,c}| 3 {b1, b2, ..., b} C [n], con k€ Z*, tal que
{a-. bl}!{bllb?}!"'l{bk‘l C} Epn}-

Como se puede observar, 7, es una particién sobre [n] en donde la relacién de
equivalencia esta dada por

a~b<s {a b} € pn

Ejemplo 2. Una arborescencia es un arbol provisto de una raiz (la raiz es un
punto arbitrario del conjunto subyacente). Si orientamos las aristas de una arbo-
rescencia en direccion a la raiz y colocamos en esta ultima un bucle, obtenemos

la grafica de una contraccion.
L L ] L]
\ . \ / .

.

2.4. Funciones exponenciales de especies

Coeec——o0o<—0»

Definicion 2.4.1. La funcién generadora (exponencial) de una especie A estd de-
finida por la serie formal

Al =) @xf‘. (2.2)

n=0

Otro nombre con el que se le conoce a la ecuacién 2.2 es cardinalidad de la
especie A y se denota por Card(A4), también se le conoce como serie de Hurwitz.

Definicion 2.4.2. La funcidn generadora etiquetada es la serie

[+ =]

A(z) = Y |A[n)/Snla™, (23)

n=0
donde A[n]/S, denota al conjunto de Sy-drbitas de A[n].

Mas adelante retomaremos a estas series.
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2.5. Ejemplos de funciones generadores de espe-
cies

Ejemplo 1. Sea 0 : E — 0 la especie que manda todo al vacio. El funtor fiel

asociado a esta especie es
S : Elts(0) — Set,,

como Elts(0) = @ entonces S : ) — Set ;. Por lo tanto,

o) = 52 00l _

Ejl:c" =0.

M8

Il
=]

T

Ejemplo 2. Sea I una especie tal que I|E] = {0} si E= 0 y I[E] = 0 en otro
caso. Elts(I) = {(N, a)|N € Bij; y a€ I(N)} = {(0,0)}.

I(z) = i |I£l+?)|x“ = %zﬂ =],
n=(0 : :

Ejemplo 3. Una especie uniforme U se define como U[E] = {E} para todo
conjunto finito E. Elts(U) = {(N, a)|N € Bij; y a € U[N] = {N}} = {(N,N)|N €
Bij;} = Bij;. S : Elts(U) = Bij; — Sety es el funtor inclusién.

U(I) - Z lUi!n”zn o Z %{Iﬂ — eZ.
n=0 ’

n=0

2.6. [Bijf, Setf] = (Gpd/Setf)fff
Como el nombre de esta seccién lo sugiere, las categorias
[Bijy, Sets] y (Gpd/Sets);sy

son equivalentes, sin embargo, debido a que la demostracién es muy larga y el
resultado no es trascendental, se puede ver la demostracién en el apéndice D.
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Funciones exponenciales

3.1. El espacio de las series de potencias formales

Sea R una (Q-dlgebra conmutativa y sea E una categoria esqueléticamente
pequenia. R[[E’?/ 2] denota al R-médulo compuesto por las series de potencias
con exponentes en E

fH) = Z,aNtN, an € R. (3.1)

NeE

La suma Z’ denota la suma sobre todas las clases de isomorfismo de objetos de
E y t" representa a la clase de isomorfismo a la que pertenece el objeto N en la
categoria E°?, de esta manera tenemos que tV = tM <& M = N. Si la suma de
la ecuacién 3.1 es finita entonces la llamaremos polinomial y denotaremos por
R[E’?/ 2] al R-m6dulo compuesto por las polinomiales.

En el caso de la categoria Sety, la ecuaciéon 3.1 tiene la forma
oo
S ot
n=0

3.2. Funciones generadoras

Definicién 3.2.1. La funcidn exponencial generadora de una categoria esqueléti-
camente pequena y localmente finita E es la suma formal

= }.._...E.X.,._._.__, P o

19
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La funcién generadora ordinaria de una categoria E esqueléticamente pequeria
y localmente finita es la suma formal

E= Z'cx € R[[E™=)).

XeE

3.3. Una funcién lineal inducida por un funtor

Sea F : E — D un funtor con fibras finitas entre categorias esqueléticamente
pequenas. F induce una transformacién lineal

F.:R[[E”/ =] - R[[D*™"/ =]]
definida como
P oxt) = ¥ axt @ = 3 (3 ax)e,

XeE X€eE NeD XEE:
F(X)=N

en donde agrupamos a los X € E/ = tales que F(X) = N, obteniendo la suma

i’
E ax'
X€E:
F(X)=N

que es finita por ser F un funtor con fibras finitas.

Definicién 3.3.1. A la serie
By = Z |Aut At

la llamaremos funcidn exponencial generadora de E a lo largo de F, mientras que

a la serie .
Fy=F.(El)=3 &9,
XeE
la llamaremos funcion generadora ordinaria de E a lo largo de F.

Dichas funciones generadoras corresponden a la funcién generadora exponen-
cial y a la funcién generadora etiqueta de especies, respectivamente:

Proposicién 3.3.1. Sea A : Bij; — Sets una especie. Sea F el funtor proyec-
cion

F: Elts(A) — Sety.
Entonces A(t) = F(t).
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Dem. Para un elemento s € A(n), denotaremos por S,,, al estabilizador de s bajo
S, y por S,(s) a la érbita de s bajo S,. Utilizando el resultado de G-conjuntos
que nos permite calcular el tamano de una érbita, tenemos

' $(Xs)
F(t) = F.(Elts()) = F*( Z M—llm)

(X,s)EEIts(A)

-S> mwxa)”
Y€Set, (X,s)EEIts(A):lAUt(X’ s)l
F(X,s) = Y

>
n=0 “X,s)€Elts(.A):
F(X, 3} =0

S T me)2( T gg)e

(n,s)EEIts(.A) n=0 “(n,s)cElts(A)

S(EA-E( 5

n=0 “(n,s)EElts(.A) n=0 “(n,s)eElts(A)

‘

1 mn
JAut(X, 5)1) g

?Z%( > lsn(s)l)f‘=2@t"=.4(t),

n=0 (n,s)EEIts(A) n=0

por otra parte

Fy= > 'f{(x, s) € Elts(A)/ & |X = N}|&¥

NeSet

=Y {(ns) € Elts(A)/ =}|¢"
n=0
=" A(n)/Salt" = A(t).

Teorema 3.3.1. Sea F: E— D un funtor fiel con fibras finitas entre categorias
esqueléticamente pequenas. Entonces

" Crxy FO0 _ "|Str(E/N)/ =, N
)é%fmaxn Nze‘; Aut(y) N
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donde los coeficientes Cy cumplen que si N = N, entonces Cy = Cpr. En par-
ticular,

'|Str(E/N)/ = |
F(t) = Ladhh Yo A L ¥
,é%, Aut(N)

Dem. [Str(E/N)/ = | = |{[X,0]|X € E/ &, ¢ : F(X) = N}|. Tenemos que
l{[X,0]|X € E/ =, o : F(X) = N}| es igual a

S KX ollo : F(X) 2 Ny, (3.3)

XeE

por otro lado, si fijamos X tenemos que |{[X,d]|o : F(X) = N}| = |{(X,0)|o :
F(X) = N}/ 2| = }E,W[, pues como Aut(X) es un grupo que actua sobre
el conjunto Iso(F(X),N) (a* o = o°F(a)™?), {(X,0)|o : F(X) 2 N}/ = | es
igual al niimero de 6rbitas de Iso(F(X), N), pues [X,0] = [X,0'] & 3A: X =X
tal que e F(A) =0’ < 3N : X =, X tal que 0’*F(A\)~! = 0 & o y o' pertenecen
a la misma 6rbita. Asi las cosas, aplicando Burnside tenemos que

{(Xollo : B S M= s 3 1,

heAut(X)
donde X} = {a: F(X) 2, Nlach = a}, pero ach = a & h = idg(x). Por lo tanto,

> Xkl = Xidpe | = [Iso(F(X), N)|.

heF(Aut(X))

Concluimos entonces que 3.3 puede expresarse como

'[Iso(F(X), N)| N)|
Z |Aut .

que a su vez puede expresarse como

Z' |Aut(N)|

22 |Aut(X)
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Asi |

[Str(E/N)/ 2|y
h% Aut(N)

1
=30 Y., grm)att=
©  NeD XeE/x:F(X)=N |Aut(X)]
Z Cro
= |Aut(X)|

O

Corolario 3.3.1. Sea E una categoria esqueléticamente pequeria con grupos de
automorfismos finitos. Sea EC la categoria de objetos ciclicos (C es un grupo
infinito ciclico visto como una categoria) con el funtor proyeccién F : ES — E.
Entonces tenemos que

F.(E°(1)) = E(t).
Dem. Tenemos una biyeccién de Str(EC/N)/ = a Aut(N) dada por
[(X,a),0] = 0°aca™! (a € Aut(X), o € Iso(X, N))

cuya inversa es
B~ [(N,B),1n].

Si [(X, @), 0] € Str(EC/N)/ = (a&;el generador),ent.onces[ X,a),0] — geaca™!
est4 bien definida. Sean [(X,a),0] = [(X, '), 0’], existe A : (X,a) — (X', o) tal
que 0°A =0 (A : (X,a) — (X' a) & oled = A°a), tenemos entonces que
geaco™! = (0o A)eae (070 A) 7! = g’edeae Ao (') 7! = g’ea’o(0’) ! .". estd bien
definida.

(X,@),0] = g°aca™! s [(N,0cac0™1),1p]

y [(X,a),0] = [(N,o°a°c1),1y], pues o : (X,a) — (N,0°ac0~!) es un isomor-
fismo tal que 1y°0 = 0. Por otra parte 3 — [(N, (), 1n] 1N°ﬁ°1}1 = 3. Por
lo tanto, |Str(E€/N)/ 2 | = |Aut(N)|. Podemos ver ahora que

_ 3 ISEC/ N/ 2|y ' [Aut(X)
F.(Ec(t)}—g [Aut(X)| p= Z [Au tX)|tx J%tx b
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3.4. Ejemplo en grupos finitos

Proposicién 3.4.1. Sea Gp la categoria de grupos finitos y sea F: Gp — Set;
el funtor que olvida. Erxiste una correspondencia biyectiva entre las clases de
isomorfismo de Gp-estructuras sobre un congunto finito N y las estructuras de
grupo p sobre N,

p: NxN— N.

Dem. Sea [X, 0] una Gp-estructura sobre N. Definimos p(x 5} : NxN — N como
Hix.0) (M1, n2) = o(o™ (m) x o~ (ny)).
Veamos primero que yx,) es una estrutura de grupo. Sea n, = o(e),
Kix.o)(ne;n) = o(ex o™} (n) = a(0™}(n)) = n
(andlogamente en el otro orden). Dados n;, n2 y ng se tiene que
1(x,0) (1, #x,0)(n2, m3)) = 0 (07" (m1) * 07 (1x,0)(n2, n3))
=007 (m) * (67 (m2) ¥ ™ (na)))
=o((07 (m) * o (m)) * 7' (n3)) = pix,0) (Hx,0) (11, m2), M3)-
Dado n, 0~1(n) tiene inverso y existe n’ tinica para este inverso tal que o~ (n’) =
(¢=1(n))~1, por ser ¢ una biyeccién.
pix.o)(n, 1) = a(c™ (n) x 07} (n')) = o(e) = ne
=o(e) =o(c~ (W) x o7 (n)) = Bix,q) (7', 7).
Por lo tanto, p(x o) es una estructura de grupo.
Veamos ahora que px,) estd bien definida. Sea [X,g] = [Y,w], existe ¢ :
X3 Yen Gp tal que wep = 0.

Hix.o)(n1, m) = o(0™ (m) x 0™ (n2)) = wep((wop) ™ (1) * (wop) ™' (ng))
= wopep ™ (wH (m) *w (n2)) = w(w H(m) *w (M) = py.w)(n, n2).

Dada g : NxN — N una estructura de grupo, definimos la Gp-estructura
[N,,1dy|, donde N, es N con su estructura de grupo p.
Tenemos entonces que

{Xr 0’] = X0 F [Nu[x,apidN]!

como idn0 = o y o(z1 x1) = o (07 (o(z:1)) 071 (0(22))) = pyx.0)(0(m1),0(22)),
entonces [X, 0] = [Ny, ,,»idn]. Por otra parte

p= [Ny, inn] = pn, idy) = 1
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La formula exponencial 3.2 del funtor que olvida F tiene la forma

' 1
"= 25 @

GeGp

y el nimero de estructuras de grupo sobre [n], por la demostracién del teorema
3.3.1 y por el resultado anterior, es

" Aut([n]) .
[Str(Gp/([n])/ Z Aut(G) l; Aut(G) Z: AUt(G)

IGI=

En particular,
-n
ﬂ.
G IZ Aut

representa la probabilidad de que una operacién binaria p : NxN — N satisfaga
las propiedades de operaciones de grupo.

3.5. Ejemplo en G-conjuntos

Proposicién 3.5.1. Sea [n, p] el G-conjunto correspondiente al homomorfismo
G 5 S,. [n,p] = [n, p') como G-conjuntos < existe un automorfismo interno i
de S, tal que p' = i0p.

Dem|[=]. Supongamos que [n,p] 2 [n, p'], existe entonces ¢ : n — n tal que
Vg € G, p(9)(¢(a)) = ¢(¢'(9)(a)), para cualquier a € [n], entonces (¢ p(g))(a) =
(p(9)°¢)(a) para toda a € [n], entonces p(g)(a) = (¢°p'(9)>¢~")(a) y por tanto,
i: 8, — S, definido por
i(a) = p leacp

es un automorfismo interno de S, que cumple que (icp)(9) = ¢ top(g)ep =
oo p'(g)op™ oo = p(g).

[«<]. Supongamos que existe un automorfismo interno i de S, tal que p’ = icp,
digamos que ¢ tiene la forma

i(0) = w leg°w para algln w € Aut(S,).
Si a€ [n] y g € G, entonces

p'(9)(a) = (i°p)(9)(a) = p'(g)(a) = (w "> p(g9)°w)(a)
w(p'(9)(a)) = p(g)(w(a)).



26 CAPITULO 3. FUNCIONES EXPONENCIALES

Por lo tanto, w : [n, p'] — [n, p] es un isomorfismo de G-conjuntos.

Si fijamos p, definimos ¢ : S,, — {p' : G — S,|[n, p] = [n, p]} como ¢(o)(g) =
o~ 1ep(g)eo. La funcién es suprayectiva por la afirmacién anterior.

Sean o, A en S, tales que 0o p(_)eo = A" Yo p(_)e A, entonces
(Aea™)ep()e(e° A7) = p.

Por lo tanto, el nimero de automorfismos de n que bajo ¢ van a dar a la misma
p' es igual a |Aut[n, p||. Asi, tenemos que

nl

o' G = Salln o] = Imp DI = oy

Tenemos entonces que la funcién exponencial generadora de la especie Set}; es

! 1 ‘ 1 n,
Setf() = ). |Au't(X)itx: 2 iAut(In,p})lt{ ’

XeSetF [n.p]€Set$
'|{p':G—»Snl[mp]=[nsP'J}|t[ 7 i 1 ( [ )
s Z: LT ) - s t "1‘9]
! ] Z 3
[n.pleSet§ = o pEHom(G,S,)

también tenemos que

‘ 1 o -
F0= 5 e 5, )

XESetIG n=0 *peHom(G,S,)

_ 3" [Hom(G. 8.,

n!
n=0

De manera similar, si consideramos al funtor Resg que restringe a un G-conjunto
en un H-conjunto (H < G), obtenemos

(Resg). (Set§ (1)) = (ReSS)*( > | ]_Aui(X)| LJ)

c
XESetf

XeSetF pEHom(G,S,)
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Para p: H — S,, tenemos que contar cuantos p’' : G — S, tales que piH = p, por
lo tanto,

S A= S G o Sl = o)l

pEHom(G,S,) peHom(H,S,)
= ) |Hom(G,S,H,p)|t"7,
peHom(H,S,)
donde Hom(G, S,; H, p) lo definimos al final del capitulo 1. Concluimos entonces
que

oo

' 1 y
Z mtxi“ - Z "r]_i ( Z ]Hom(G, Sn; H, p][ti“"’]) "

XeSet$ n=0  *peHom(H,S,)
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Capitulo 4

Teorema de Cayley

En el presente capitulo se expondra la versién de la desmostracién del teo-
rema de Cayley que dio Joyal en su articulo [2]. El teorema de Cayley al que
nos referimos dice que el nimero de estructuras de arbol sobre un conjunto de
cardinalidad n es n™ 2. Para ver dicha desmostracién necesitaremos de ciertas
definiciones y resultados preliminares.

Lo primero que tenemos que hacer es definir operaciones sobre las especies de
tal manera que dichas operaciones (suma, producto y composicién) sean compa-
tibles con las operaciones de las series formales.

4.1. Operaciones de especies

Dadas dos especies M, N, podemos definir la operacién suma (en la categoria
de especies) como el coproducto

(M + N)[E] = ME] + NIE]

en cada conjunto finito E. En general, dada una familia arbitraria de especies
{M;}ier, diremos que dicha familia es sumable si para cada conjunto finito E, el
conjunto de indices 7 € I para los cuales M;[E] # 0, es finito. Tenemos entonces

. (Zm)im =% min

el i€l
Definamos ahora el producto de especies. Diremos que una particion de un

conjunto E en dos pedazos es un par (E), E;) talque EyUE, = Ey EyNE; = 0.
Se puede definir también el concepto de particién de E en n pedazos (n € N), en

29
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tal caso escribiremos E = E; +---+ E, en vez de (E), ..., E,). Es claro que Card
(ver la ecucién 2.2) preserva la suma, para demostrar que preserva el producto
daremos primero una definicion.

Definicién 4.1.1. Una estructura de especie M - N sobre un conjunto finito E
es una cuarteta (Ey, Es, s,t), donde E = E\ + E> y (s,t) € M|E\]xN|Es]. Asi,
tenemos definida la especie M- N dada por

M- NE) = {(E\, Es, 5, t)|[E= Ei + By y (s,1) € M{E\]XE>]}
en los objetos y
M- N()(Ey, Bz, 5.t) = (1], 1 2], f(s). (1))
en los morfismos.

Teorema 4.1.1. Dadas dos especies M, N, tenemos que
Card(M- N) = Card(M) - Card(N).

Dem. Por definicién tenemos que

(M-N)E|= ) MExNE).

E=E\+E2

Si |[E| = ny 0 < k < n, existen entonces (}) subconjuntos E; de F tales que
|E1| = k, por lo tanto, existen (}) formas de partir a E en E; + E; con |Ey| = k.
Tenemos que

Card(M- M) = Y_(3(&) MK Nn— H)

n=0 k=0

L |M(K)] |N(n— k M(K)| |[N(n— K
E(an JI{(!(LI (kr;‘ )y = Z(ZI (U)1(L (11)1 My g

n—DkU n=0 k=0

(Z IM(n}I

oo

= Card(M) - Card(N).

n=0

O
Ejemplo 1. Sea S la especie de permutaciones, Sg la de permutaciones sin punto
fijo y U la especie uniforme. Dados el conjunto n y ¢ una permutacién en n,
podemos partir a n en dos conjuntos, digamos n; y ng, de la siguiente manera.
El conjunto n; consta de todos los elementos de n que no quedaron fijos bajo
o, mientras que ny consta de los elementos de n que quedaron fijos. o], es una
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permutacion sin puntos fijos sobre n;, 0},, = idn, €s la permutacion sobre ny que
deja a todos fijos. Por lo tanto,

S=5,-1U,

donde esta ultima igualdad denota la existencia de un isomorfismo natural entre
la especie S y la especie Sg - U. En adelante este tipo de igualdades denotara lo
mismo.

Tenemos que Card(U) = ¢* y Card(S) = Z z", pero Z z" es la serie de
n=0 n=0

Taylor de la funcién f{z) = L, entonces Card(So) = So(z) = £ (o la serie de
Taylor de esta funcién).

Ejemplo 2. Sea D la especie de endofunciones, Dy la especie de endofunciones
provistas de un punto fijo y A la de arboresencias, es decir, la especie que a un
conjunto finito £ lo mapea en el conjunto de todas las estructuras de arbol sobre
E, provistas de un punto fijo y con las aristas orientadas en direccién de dicho
punto (en el caso del punto fijo colocamos un bucle). Dados un conjunto finito £
y un endomorfismo ¢ provisto de un punto fijo 7y, podemos partir al conjunto £
en (E, E») de la siguiente manera. E) estd formado por todos los puntos a € E
tales que ¢"(a) = 19, p-a. 1 < n. La gréfica de ¢, resulta ser una arboresencia
(con raiz z). Si E; = E— Ey, ¢ £, € Un endomorfismo arbitrario sobre Es. De
esta forma tenemos que
Do=A-D.

4.2. Ejemplo de Joyal

Podemos pensar al producto de especies

MzﬁM,-
1=1

como la especie tal que dado un conjunto finito E, una estructura de especie M
sobre E es una particién E = Ey + - - -+ E,, donde cada pedazo E; (posiblemente
vacio) estd provisto de una estructura de especie M;.

Podemos también describir la potencia N°, donde N es una especie y S es
un conjunto finito, como la especie en la que dado un conjunto finito E, una
estructura de especie N° sobre E es una funcién ¢ : E — S donde cada fibra
esta provista de una estructura de especie N.

Entenderemos por un vertebrado a un arbol bipunteado por un par de nodos
(pg, p1)- Diremos que p, es la vertebra de cola y p, la vertebra de cabeza. Al
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camino més corto de la vertebra de cola a la vertebra de cabeza se le llama
columna vertebral. Los nodos sobre la columna vertebral son llamados vertebras.
Para cada nodo p en el vertebrado, denotaremos por v(p) a la vertebra mas
cercana a p. Dicha notacién nos permite definir una funcién del vertebrado a la
columna vertebral, la llamaremos obviamente v. Es claro que como la imagen de la
columna vertebral queda fija bajo v, la funcién v es idempotente y si consideramos
cada fibra de v obtenemos una estructura de arboresencia, donde la raiz de cada
arboresencia es una vertebra. De esta manera, un vertebrado sobre E determina
una particién de longitud variada E = Ey + - - - + E,, donde cada pedazo E;
esta provisto de una estructura de arbolesencia. Tenemos entonces que

(= =]
V:A—f—Az-}-AS'{‘"':z-Ai}
i=1

donde V es la especie de vertebrados y A la de arbolesencias.

4.3. Potencia dividida y sustitucién

Sea N una especie tal que N[] = 0 y sea E un conjunto finito. Un ensamblado
de estructuras de especie N sobre E es una particién de E en la que cada clase
estd provista de una estructura de especie N. Un miembro de un ensamblado es
una clase provista de la N-estructura correspondiente. La potecia dividida y,(N)
es la especie de ensamblados de N-estructuras que tienen exactamente n miem-
bros. La especie exp(N) es la especie de todos los ensamblados de N-estructuras.
La razén por la que pedimos que N[@] = 0 se aclara en la demostracién del
siguiente teorema.

Teorema 4.3.1. Sea N una especie y n > 0, entonces
N T T
Cardiya(M) = 22

n!
Dem. Sabemos que una estructura de especie N" sobre E determina una particién
E = Ey +---+ E, en pedazos no vacios, pues N[@] = 0. Si nos olvidamos del
orden lineal entre los pedazos obtenemos una particién {Ey, ..., E,,} donde cada
pedazo estd provisto de una N-estructura. Con esto podemos observar que una
N"-estructura es un N-ensamblado en donde los miembros estan colocados en
orden lineal. Asi,

Card(V") = 3 [Nl S = 3 (Nl nt) 2
m=0 : m=0 )

=l 3" (Ml S; = niCard(1a(N)).

m=0
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Por lo tanto,

N(z)™  N"(z) Card(N")
B - n!

n! n!

= Card(7,(N))-

Corolario 4.3.1. Card(exp(N))=exp(N(z)). *
Dem. Sabemos por el teorema anterior que

N(z)"
n!

Cardy,(N) =

]

y por definicién de la especie exp(N) tenemos

exp(N) =Y _ va(N).

n=0
Desarrollando se tiene que

exp(N(@) = 3 22 _ S Gardy, ()
n=0

n=0

— Card(Y. 12(M) = Card(exp(M)

n=0
a
*Nota: La exponencial en exp(N(z)) representa la serie de la funcidn exponen-
cial que conocemos, mientras que Card(exp(N)) representa a la serie formal de

exp(N).

Definicién 4.3.1. Sean R y N dos especies y supongamos que N[0] = 0. La espe-
cie R(N) es la de las parejas (a, p), donde a es un ensamblado de N-estructuras y
p es una R-estructura sobre el conjunto de ensamblados de a. Diremos que R(N)
es la especie que resulta de sustituir N en R. Diremos ademds que un elemento
de R(N) es un R-ensamblado de N-estructuras.

Teorema 4.3.2. Sea N una especie tal que N|] =0, entonces
CardR(N) = R(N()).

Dem. Dada n > 0, denotaremos por R, a la especie de R-estructuras donde el
conjunto subyacente es de cardinalidad n. Podemos descomponer a R como

R= iRm
n=0
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que induce una descomposicion de R-ensamblados en funcién del nimero de
miembros

oo
R(N) = 3 Ru(N).
n=0
Un elemento de R,(N) es un ensamblado de n miembros dotado de una R-

estructura, donde cada miembro estd provisto de una N-estructura. Tenemos
entonces que

Card(Ra(N)) = |R[N)|Card(ya(N)),

asi que

Card(R(N)) = »_ Card(Rn(N))

n=0
=Y |R[n)|Card(ya(N)) = ) [R[”“Nfs)n
n=0 =
= R(N(z)).

4.4. Ejemplo de endofunciones

Sea D la especie de endofunciones, S la de permutaciones y A la de arbore-
sencias. Veremos que

D = S(A).

Sea ¢ € D(E). Un elemento z € E se dice que es periddico si existe un entero
n > 1 tal que ¢™(z) = z. La funcién ¢ es una permutacion entre los elementos
periodicos, pues si z es periodico, claramente ¢(z) también lo es y si z;, 22 son
periodicos tales que ¢(z1) = ¢(z2), entonces 3 m > 1 tal que ¢™(z;) = z; y 3
n > 1 tal que ¢™(z2) = z», por lo tanto,

7 =¢™(m) = ¢™(w) ¥y 2 =¢"(2:) = ¢" (1),

con lo que se tiene que ¢™ (1)) = 33 y ™ (22) = 22, asi que m|n y n|m, lo
que nos dice que m = n y por tanto, r; = o.

Para cada z € E, sea v(z) el primer punto periédico de la serie z, ¢(z), ¢%(z), ....
La funcién v es idempotente. Para cada = € Im(v) (z punto periodico), la fibra
v~ 1{z} estd provista de una estructura de arboresencia, donde z es la rafz. In-
versamente, si tenemos un ensamblado de arboresencias y una permutacién de
las raices, entonces podemos construir la endofuncién correspondiente ¢. Por lo
tanto,
D = S(A).
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4.5. Teorema de Cayley

Teorema 4.5.1. El nimero a, de estructuras de drbol sobre un conjunto de
cardinalidad n es n"2.

Dem. Si el niimero de estructuras de arbol que podemos darle a n es a,, entonces
el niimero de vertebrados es igual a n%ay,, pues n? es el nimero de posibilidades
que tenemos para elegir un par de puntos (o elegir dos veces el mismo punto) de
n. El ejemplo de Joyal nos dice que los vertebrados son ensamblados ordenados en
forma lineal de arboresencias. El ejemplo de endofunciones que acabamos de ver
nos muestra que las endofunciones son ensamblados permutados de arboresencias.
Como el niimero de ordenes lineales en un conjunto finito coincide con el nimero
de permutaciones en dicho conjunto, es decir, dado n € N, el nimero de permu-
taciones sobre n es n!, que es el numero de ordenes lineales que podemos darle
a n, entonces n®a, es igual al nimero de ensamblados ordenados en forma lineal
de arboresencias sobre n, que es igual al niimero de ensamblados permutados de
arboresencias y este a su vez es igual al nimero de endofunciones en un conjunto
de cardinalidad n, que sabemos que es n". Por lo tanto, a, = n™-n~2 = a2,
]
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Capitulo 5

Formulas exponenciales

5.1. El anillo de polinomios

Sea E una categoria esqueléticamente pequeiia con coproductos finitos (y por
lo tanto con objeto inicial). El conjunto E°?/ = de clases de isomorfismo de
la categoria E forma un monoide multiplicativo con neutro, donde el producto

estd dado por
(M. gV = VM

y el neutro es por supuesto t? = 1. El producto est4 bien definido, pues si N = N’
y M= M, entonces N+ M= N + M.

Sea R un anillo con 1, denotaremos por R[E’?/ =] al R-médulo de los poli-
nomios de la forma

fH) = z’aNtN, av €R,

NeE

donde la suma es finita. Es claro que R[E°?/ =] es un anillo con 1. Llamaremos
a R[E?/ 2] el anillo de polinomios con exponentes en E. En el caso en que
E = Setys, R[E”?/ 4] = R][f] con la identificacién tV = #M.

5.2. El anillo de series formales de potencia

Sea E una categoria esqueléticamente pequena con coproductos finitos. Para
extender la multiplicacién de polinomios a la de series formales necesitaremos la
siguiente hipdtesis.

Para cualquier objeto N € E, existe sélo un nimero finito de clases de isomor-
fismo de pares (E, E') de objetos en E tales que N~ E+ E'.

37
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Bajo esta hipétesis, el R-médulo R[[E??/ =] de combinaciones R-lineales
infinitas de t¥ (N € E/ =), se convierte en una R-algebra, con el producto
definido como

(Z’GNtN) (Z’bNtN) = Z,CNCN, CN = Z ’aE;- be.
NeE NeE NeE E+E'>N

5.3. Sustitucién

Definicién 5.3.1. Sea R un anillo conmutativo tal que R C R. Una invariante
multiplicativa de E es una funcién 7 : E — R tal que satisface las siguientes
condiciones:

1. MEZN=71(M)=1(N)
2. 7(0)=1
3. T(M+ N)=1(M)-7(N).
Podemos entonces sustituir 7 por ¢ en f(t)
i)=Y anr(M).
NeE

La serie puede no converger, sin embargo, la sustitucién f(t) — f{7) es un mor-
fismo de anillos cuando la serie converge.

5.4. Ejemplos de invariantes multiplicativos

Ejemplo 1. Para una categoria E esqueléticamente pequena y localmente finita
con productos finitos, tenemos el invariante de Yoneda asociado a X € E definido
como

nx : N— |[Hom(N, X)|.
Veamos que en efecto es un invariante multiplicativo.
1. nx(0) = [Hom(0, X)| =1
2. Si M= N, entonces resulta claro que |Hom(M, X)| = |[Hom(N, X)|

3. Tenemos que demostrar que [Hom(M+N, X)| = |Hom(M, X)|-|Hom(N, X)|.
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Por la propiedad universal del coproducto

M+N-"-3» X
- | N
s |
M~ N
existe una correspondencia biyectiva entre los pares de morfismos
(M o, XN X)

y los morfismos
M+N% X
Por lo tanto, |[Hom(M + N, X)| = [Hom(M, X)| - [ Hom(N, X)|.

Ejemplo 2. Si F : E — Set; es un funtor que preserva el coproducto, entonces
7% : N— XIFM ¢ R(X],
donde X es una indeterminada, es un invariante multiplicativo.
1. e(0) = XFOI _ X101 _
2. Si M= N, entonces XIFM) _ xiF(M)

3. Como F preserva coproductos,
XIF(M+N| _ xiF(M+FN| _ xFDI+FN] _ xFOD| | xiF (V)]

Ejemplo 3. Supongamos que E es una subcategoria plena, localmente finita y
esqueléticamente pequeiia de un Topos (ver C.0.13), cerrada bajo subobjetos y
coproductos. Denotemos por Sub(X) al conjunto de subobjetos de X. Entonces

sub : N — |Sub(N)|

es un invariante multiplicativo.

1. sub(f) = |Sub(0)| =1

2. Si M2 N, entonces [Sub(M)| = [Sub(N)|

3. Queremos demostrar que |Sub(M + N)| = |Sub(M)| - |Sub(N)|.
Tenemos que Sub(M) = Hom(M,2), Sub(N) = Hom(N, ) y Sub(M + N) =
Hom(M + N, ), donde {2 es el clasificador. Se tiene que

|Sub(M + N)| = |[Hom(M + N, Q)|
= [Hom(M, Q)| - [Hom(N, Q)|
— [Sub(M)) - [Sub(M).
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5.5. Categorias de Krull-Schmidt

Definicién 5.5.1. Sea E una categoria en la que existen todos los coproductos
finitos. Un objeto J no inicial es conexo si para cualquier descomposicién de J,
J= A+ B, se tiene que A o B es un objeto inicial. A la subcategoria plena de E
compuesta por todos los objetos conexos, se le denotard por Con(E).

Definicién 5.5.2. Diremos que la categoria E es de Krull-Schmidt (estricta) si
cumple la siguiente propiedad.

Propiedad KS. Cualguier objeto X de la categoria E es isomorfo a un copro-
ducto de un nimero finito de objetos conexos, dicha descomposicion es inica en
el siguiente sentido: si Iy + I+ -+ -+ I, y Jy + Jo+ - - - + Jp, son dos descompo-
siciones de X en coproductos de objetos coneros con sus respectivas inclusiones
candnicas i : Iy — X y jg : Jg — X, entoces m = n y existe una permutacion
T € Sy e isomorfismos f, : Io — Jr(a) tales que ja(a)°fy = ia Ya € {1,2,...,n}.
Si E es una KS categoria estricta, entonces

X H’nJ(X]J,
J

donde J es un representante de su clase de isomorfismo de objetos conezos,
ny(X)J es el coproducto de nj(X) copias de J y nj(X) = 0 para casi todas
las J's. Dicha descomposicion serd llamada KS descomposicion de X.

Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 1. La categoria Sets es una categoria de Krull-Schmidt, pues dado un
objeto A en Sety, como A es un conjunto finito, podemos dar una descomposicién
finita de A en conjuntos conexos

A= J{d},
a€A

donde la unién es disjunta (coproducto) y {a} es conexo ¥V a € A. Resulta claro -

que esta descomposicién es tnica en el sentido de la propiedad KS.

Ejemplo 2. La categoria Set}; es también una categoria de Krull-Schmidt. Si
X es un G-conjunto finito y z € X, entonces la 6rbita Gz es un G-conjunto
con la accién de G sobre X restringida a Gz. Si tenemos que {Guzy, ..., Gz,} es
un conjunto completo érbitas de X, entonces X = Gz; + - - - + Gz, ademas,
cada drbita Gz es un conjunto conexo y cada conjunto conexo tiene que estar
compuesto de una sola orbita, asi que como esta descomposicién es tinica entonces
Set? es una categoria de Krull-Schmidt.
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Lema 5.5.1. Sea E una categoria esqueléticamente pequena y KS con sumas
universales y disjuntas (ver definiciones C.0.11 y C.0.12). Sea F = Con(E) la
subcategoria plena de objetos conezos. Sea [], naJo una KS descomposicion de
X. Entonces

Aut(X) = [[(Aut(Ja)) wr Sp,,

donde wr representa al producto “wreath”(Ver [3]).

Dem. Dada f€ Aut(X), como X =[], naJa el monomorfismo fej, 5: Ja — X,
con f# € {1,2,...,nq}, se factoriza a través de un 1nico copedazo de X al tener
como hipétesis que tenemos sumas universales, pues si

o a2
Ty—rJpg=——T5

| if":'a‘e |

A—> X<~—0B8,
ia s

donde A, B son sumas de copedazos de X de tal manera que A+ B = X, como J,
es conexo y las sumas son universales tenemos que el renglén de la parte superior
del diagrama es una suma y por lo tanto que Ty = () y Ty = J, (o viceversa),
con lo cual o = id;, y por lo tanto, fe°j. 3 = jB °A2, con lo cual el morfismo
Ja,p se factorizé a través del copedazo B. Repitiendo este proceso un nimero
finito de veces podemos ver que existe Jo y 3’ € {1,2,..., no} tales que existe
A Jo — Jor, con la propiedad de que

Ja.8 T Tja’.ﬁ"

JQ __A-* JQJ

conmuta. Analogamente, existe bajo el mismo argumento J,, " € {1,2, ..., ngn}
y w: Jor — Jon tales que

£

X—X

jaf_BrT ]jn”.ﬁ”

Jﬂ’ T- JQ" )
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conmuta, componiendo los dos diagramas se obtiene el diagrama conmutativo

idx

X

Jo —> Jor.
wo A

Supongamos que J, # J,~, entonces el producto fibrado de jo 8 ¥ jar .5 es el
objeto inicial (), por ser las sumas disjuntas,

idy,

0 —> Ja

-

Jﬂ" e X
Jat gt

tenemos entonces un morfismo de J, a 0, lo cual nos dice que J, = @) por tener
objeto inicial estricto, contradiccion. Por lo tanto, J, = Ju~. De manera similar
obtenemos un diagrama de la forma

idy
X—X

Ja.B8 T Tjo.ﬂ”

Jo 50 o

Tenemos entonces que wed = idj, y Acw = idy,. Definimos 7y : 1y — nq la
permutacién tal que 7(8) = ' y denotaremos a A por (f, 5)-

Definimos H : Aut(X) — [], Aut(Ja) wr S,, como

ﬁ(f) = (fa,ﬁ' "'Tf-'!)'

Sean f, 5 en Aut(J,) (8 € {1,2,...,na}) ¥ 7o una permutacion en n,. Tene-
mos ahora

((farp)s Ta)a € [[ Aut(Ja) wr Sy,
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Entonces la familia de funciones {j, ~.(3)} que esta definida sobre todos los
copedazos, define un unico automorfismo f: X — X tal que

Ja.
Ja,8 =% Ja-ﬂu(»@}

ju.Bl Jja."aiﬁl
X b X
conmuta para toda a y toda B € {1,2,...,ny,}. Definimos por lo tanto H :
[1, Aut(J,) wr S, — Aut(X) como
H((fa,8): Ma)a = [.
Dados ((f, g), Ta)as ((fa5)s Ta)a n [], Aut(Js) wr S, , como los cuadrados

fu.ﬂ;,w}

Ja,p ——> Jan1,(8) Joma(n,(8))
Ja.8 Ja.wh (8) Ja,ma (= (8))
X - X - > X

conmutan, entonces
H((Ua,ﬁ)'ﬂﬂ)ﬂl : (Ua,.ﬂ)! ?r:z)ﬂ) = H(fa,ﬂ‘;(ﬂ] ofa,ﬁ’ ‘.‘Tﬂ'-"ﬂ'; )Cl
= H(((fa,8) Ta)a)*H(((fo,8): Ta)a)-
Por lo tanto, H es homomorfismo.

Si comenzamos tomando f € Aut(X), entonces H(f) = (f, 3, Ta) y claramente
H(fa’ﬁ,ara)a = f, por la unicidad de la f. Por otra parte, si tomamos (f, 5, Ta)a>
entonces HUa‘ﬁ,ﬂa)a = f, con ftal que

Jop = o)

atﬁl lju.wa(ﬂ)
f

X X,

con esto tltimo tenemos que H(f) = ( fo8rTa)a- Concluimos que

Aut(X) = HAut(.}u) wrS,, ¥

|Aut(X)| = []|Aut(Ja)|™ - na!.

o
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Teorema 5.5.1. (Funcion Ezponencial). Sea E una categoria esqueléticamente
pequenia y KS con sumas universales y disjuntas, y sea F = Con(E). Entonces

E(f) = exp(F(1)).

Dem. Desarrollando, tenemos que
i T
f."
oo ( IAut(J)I)

exp(F(?)) :exp(Z:M) 5 _er 5

JEF n=0

Dado un objeto X = n;Jy +npJo+---+ni.Jy. en la categoria E, el coeﬁciente asigna-
doa Xen (ZJeij::(J}!) donde n. = ny+ng+---+nk, €s

n! JIE, |Aut(J it
pues tenemos que calcular de cuantas maneras podemos or denar a la unién de n;
veces J; para toda i € {1,2,...,k}, que son combinaciones con repeticion.

Tenemos entonces que el coeficiente asignado a X en exp (Z JeFm)

nl 1 1 1
k JR— = Tk ’ (5.1)
[Ticy mat ™ Ty [Aut()™ [T [Aut(:)[mn;!
por el lema anterior, el termino del lado derecho de 5.1 es igual a
1 4
|[Aut(nyJy + naJa + - -+ + mpJi )| - [Aut(X)]
Por lo tanto,
F(t)).
> ey = PE()
X€eE
]

Corolario 5.5.1. Sea E una categoria esqueléticamente pequena y KS con sumas
unwersales y disjuntas, y sean C = Con(E) y F: E — F un funtor fiel con fibras
finitas que preserva coproductos. Entonces se tiene la siguiente igualdad

'|Str{E/N)/ 2| _ |Str(C/N)/ = |
2 Ay ! ”(,VZEF [Aut() )

Dem. Por el teorema anterior tenemos que

F.(exp(C(?))) = F.(E(?)) ()§E |[Aut(X) |) XZE:E |[Aut(X)|’
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por otra parte, como F preserva coproductos entonces, si X = [[nyJ = F(X) =
LI nsF(J), asi que

.. (% o)

£F(X)

exp(F. (C(1)) = ) € =y L~ REY).
nZ=o n! xZe:ElAut(X)|
Come 'Ste(E/N)/ = |
RO =3 S
,

'|Str(C/N)/ = |
F.(C(t) = 3 ol — N
2 [Aut(N)|

por el teorema 3.3.1, tenemos demostrado el corolario.
m]

Teorema 5.5.2. (Teorema binomial). Sea E una categoria esqueléticamente pe-
quenia y KS con sumas universales y disjuntas, y sea F = Con(E). Entonces

Eo =11 =

donde en general, en el caso que tengamos convergencia de los coeficientes de las
series, el producto infinito denota a la serie definida por

H (Z aNatN'*) = Z ( H aNntN"),
€A “N,€E A'CIA NagA’
. donde A’ Cy A significa que A’ es un subconjunto de cardinalidad finita de A.

Note que en el caso finito la notacién del producto infinito coincide con el producto
finito que ya conocemos.
Dem. Desarrollando, tenemos que

E(t) = Z’tx = Z dinsd — Z H‘(tl)“’

XeE (ns) (ny) JEF
' o0 1] 1
- (@) -1 =5
JEF n=0 JEF

donde los dos ltimos porductos denotan lo que ya hemos explicado.
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Capitulo 6

Ejemplos

6.1. La formula de Wohlfahrt

Proposicién 6.1.1. Cualgquier G-conjunto finito conexo es isomorfo al G-con-
junto homogeneo G/H (con la accién que se hereda del producto del grupo G),
para alguin H < G de indice finito.

Dem. Como ya vimos en el ejemplo 2 de categorias de Krull-Schmidt, los tinicos
G-conjuntos conexos son los que tienen solamente una orbita (los transitivos).
Por lo tanto, si tomamos cualquier elemento z del G-conjunto, entonces el G-
conjunto es isomorfo a G/G, por el teorema A.0.2.

O

Teorema 6.1.1. (Wohlfahrt). Sea G un grupo finitamente generado. Entonces

se tiene que
o |Hom(G, S,)| .. _ #95)
e el T o)

donde H <; G denota que H es un subgrupo de G de indice finito.

Dem. Denotemos por T al conjunto de subgrupos de G que son conjugados de
H. Observese que T es un G-conjunto transitivo con la accién de conjugacion,
pues dados aHa™! y bHb ' en T,

ba~'(aHa™') = ba 'aHa '(ba~1)"! = bHa '(ab™') = bBHb L.
Tambien tenemos que
g € Gy(el estabilizador de H) < g+ H=H & gHg ! = H & g € Ng(H).

47
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Por el teorema A.0.2 tenemos que
IT| = (G : Ng(H)).

Tenemos entonces por la proposicion 6.1.1 que
& : {G/H {G/H
Con(Set t) = E ——— e =

(donde H corre sobre todos los subgrupos de indice finito), pues

(G : N (H))(NG(H) : H) = (G : H) = (G : Ng(H))|Aut(G/H)|
=(G:H) = 1/|Aut(G/H)| = (G : Ng(H))/(G : H).

Con esto y con las proposiciones A.0.2 y A.0.3 tenemos que

zf tG,/H B Z L !‘.G/H _ Z _1_ [T| G/H
&ty 1Au(G/H)] — o Y[ TAut(G/H)| — 2= [Y[(G - H)
{G/H
= 2 @

H<,G
aplicando el teorema de la funcién exponencial (teorema 5.5.1) obtenemos
C & (G/H
Z ———— = Set (t):exp( Z ——*)
f ;
Xésatg |Aut(X)] HSG (G:H)

y por el corolario 5.5.1 aplicado al funtor F y por la ecuacién 1.1 tenemos que

|Str(Set?/[n]/ =31 ;o Z [Hom(G, S,,)| i

F(f) = Fu(Setf()) = ) —gims

n=0

|
=0 n

F.(Set$ F.(Con(Set? F i
(Set§ () = exp(F. (ConSet§ () = exp(F. ( ¥ Tor))
{F(G/H) HG:H)
= exp( e ) =exp( 7ol = ) )
ng,:c (G:H) H§G (G:H)
Por lo tanto, tenemos la férmula de Wohlfahrt

= |Hom(G,S,)| , yem
D :ex"( )3 (G:H))'

n=0
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Veamos a continuacién un ejemplo.

Sea G un grupo abeliano libre de rango 2. El nimero |[Hom(G, S,)| es igual al
nimero de elementos (01,02) € S, xS, tales que 01°09 = 02°0}, puessip: G —
S, es un homomorfismo y {z, y} es una base de G, entonces ¢ estd completamente
determinada por sus valores en {z, y}. Si ¢(z) = 01 y ©(y) = o2, entonces

01°02 = p(z)°p(y) = p(z* y) = @y * z) = p(y)°p(z) = 02°01.

Por atra parte, como {z, y} es una base de G, entonces para cualesquiera oy, 02
que conmuten entre ellos, existe un dinico homomorfismo ¢ : G — S,, tal que
¢(z) = 01y p(y) = 02.

Por lo tanto,

Z {(o1,02) € S, x Sylo1°002 = 02001 }] Z |Hom(G, S,,)|

! n=0 n!
* {SH) = o(m)

oo ) e £ )
H<,G (G:H) = m

donde o(m) representa al nimero de subgrupos de G que tienen indice m.
Demostremos el siguiente resultado.

Lema 6.1.1. Con la notacién anterior, a(m) es igual a la suma de todos los
divisores de m.

Dem. Podemos suponer que G = Z x Z por ser G un grupo abeliano libre de
rango 2. Sea H un subgrupo de G tal que (G : H) = m. Sean d el menor entero
positivo tal que (d,0) € H y (a,b) € H tal que si (a, ') € H, entonces b < b'.
Aplicando algoritmo de la divisién a d y a tenemos que a = dg+r,con0 < r< d.
Veremos a continuacién que H = {(d, 0), (r, b)).

Sea (z,y) € H, entonces como b es minimo con la propiedad mencionada
tenemos que si y = bt+ k, con 0 < k < b, entonces

(z—tr k) = (z, bt + k) — (tr, th) = (z, bt + k) — t(r, b) = (z,y) — t(r, b) € H,

por lo tanto, k = 0 y por consiguiente b|y. Tenemos que (z,y) = (z, th), asi que
(z—tr,0) = (z, bt) — t(r, b) € H, con lo que (z— tr,0) = h(d, 0) para algiin entero
h. Concluimos entonces que

(z,y) = h(d,0) + t(r, b)

y por lo tanto, H =< (d,0), (r, b)) >. Queremos ver ahora que b= % (o bien, que
bd = m).
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Dado cualquier (z, y) € G, nuevamente por algoritmo de la divisién tenemos
que y= by’ + ¢/, donde 0 < i < b. Desarrollando, tenemos que

(y) = (@b +9) =¢(nb) + (z-¢'nY),

aplicando ahora algoritmo de la divisién a z—3/'ry d, se tiene que z—y/'r = d2”’+2,
con 0 < 7 < d, con lo cual

Y'(nb) +(z—y'ny) = y'(rn,b) +2'(d,0) + (7, ¥).
Esto 1ltimo nos dice que
(z,y) +H=(Z,y) + H.

Lo que hemos demostrado es que (z,y) + Hes igual a («/,¢)+ H,con0< 2 < d
y 0 < ¢ < b. Dicha (2, ) es tnica por la siguiente razén. Si (z1,y;) + H =
(z2,9) +H,con 0 < z1,70 < dy 0 < y;,y, < b, entonces (z1,y,) — (22,9) € H
y por razonamientos que hicimos anteriormente, d|(z; — 22) y b|(y; — ¥»), asi que
nn—2=0yy —y =0

Hemos visto que H =< (d,0),(r, %) >, con 0 < r < d. Resulta claro que
si d # d, entonces < (d,0),(r, %) >#< (d,0),(r, 3) >, tenemos que observar
solamente que si 7 # 7/, entonces < (d,0),(r, §) >#< (4,0),(', ) >, pero
esto es cierto debido a que si < (d,0),(r, %) >=< (d,0),(r, %) >, entonces
tendriamos que

(r, ) = a1(d,0) + aa(r, )

(rs Ti‘) = ﬁl(dso) 5 62(711 E)

para algunos aj,as, 1,02 € Z. Podemos observar que as = 2 = 1, y por lo
tanto,
Y=ad+ry r=pd+r1.

Sustituyendo una igualdad en la otra tenemos
" =od+pid+ 7,
entonces a; = —f3;. Con esto ltimo tenemos
Y=—pfd+r y r=p5d+7.
Restando las igualdades se tiene que

¥ —r=-261d+r—1=22(r-7)=281d= (r—1) = pd
———>d|r—-r’=‘»r—‘.r"=0.
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Hemos demostrado que H =< (d,0),(r, %) >, con 0 < r < d. Como existen
exactamente d enteros positivos entre 0 y d — 1, podemos afirmar que en efecto
o(m) es igual a la suma de todos los divisores de m o, en otras palabras, la suma
de los divisores de m es igual al niimero de subgrupos de G con indice m.

O

Tenemos entonces la formula

5 M) 8 x b=l _ o $° el )

n!

n=0 m=1

Si tomamos en cuenta la accién de un grupo finito G sobre el mismo, dada
por la conjugacién (g * h = ghg™!) y aplicamos el teorema de Burnside [3] se
obtiene la siguiente igualdad,

Y IXal Y g€ Glghg™ = h}|
. heG _ heG
G| G|

> {9 € Glgh = hg}|
heG _ (g, k) € G x Glgh = hg}|
G| |G| '

donde r representa el nimero de orbitas de G bajo la conjugacién (o bien, el
numero de clases de conjugacién).

Si ¢ € S,, entonces ¢ arroja una particién sobre n dada por la siguiente
relacién de equivalencia. Sean z,y € n, entonces = ~, y < In € Z — {0} tal que
o™(z) = y. Veamos que g,0’ € S,, son una conjugada de la otra si y solo si las
particiones que arrojan son isomorfas (o que las relaciones de equivalencia son
isomorfas).

Sean 0,0’ € S,, tales que 3\ € S, con AeceA~! = ¢’. Entonces
T~ y& Ine Z— {0} tal que (o')"(z) = (y)
&Ao" AN (2) =y & " (A (2)) = A7 (y)
& A Yz) ~e A71(y).
La ultima equivalencia nos dice que ambas relaciones son isomorfas.

Por lo tanto, la equacion que hemos obtenido es

3" o)t = exp 3 ),

n=0 m=1

donde p(n) denota al niimero de particiones de n no isomorfas.
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6.2. Representacion de permutaciones pares

Definicién 6.2.1. Sea G un grupo finitamente generado. Diremos que un G-
conjunto finito es par st el homomorfismo G — S,, correspondiente a la accion
se puede factorizar a través del grupo alternante A,,, para alguna n € Zt,

G_“___"Sn

N
~ /
2,
4

An

En el articulo de Yoshida [1] se enuncia de manera erronea el siguiente enun-
ciado.

Un G-conjunto transitivo G/H asociado a un subgrupo H es par, si y solo si
{\G/H| = (G : H) (mod 2)
para cualquier 2-elemento de G.

Sin embargo, si G = Z y H = 2Z, entonces como Z no tiene ningin 2-elemento
la segunda parte de la equivalencia se cumple, pero G/H = Z,, cuya accién de
Z-conjunto estd dada por

@:Z— Sz, ; n— n+ (),

pero el morfismo 1+ (_) se descompone como la permutacién impar (0,1). Por
lo tanto, no podemos descomponer a ¢ a través de Az, = {Id}. No obstante, si
pedimos que G sea finito, entonces la proposicién es verdadera.

Proposicién 6.2.1. Sea G un grupo finito. Un G-conjunto transitivo G/ H aso-
ciado a un subgrupo H es par, si y solo si

(2\G/H| = (G : H) (mod 2)
para cualquier 2-elemento de G.

Dem|=]. Supongamos que G/H es par. Sea z un 2-elemento de G y sea {g;H}icm
un conjunto completo de representantes de G/H, entonces

(H\G/H = | J(s)g,H.
i=1

Sea ¢ : G — Sg/u el momorfismo correspondiente al G-conjunto G /H, podemos
expresar a (z)g;H como

(2)g;H = g;HU p(2)(g;H) U p*(z)(g;H) U ...,
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para cada ¢ € m. Si descomponemos a ¢(z) en ciclos ajenos,
e(z) =CiCy--- Cy,

entonces |{z)\G/H|=t, el nimero de ciclos ajenos de la descomposicion de p(z).

Sabemos que sgn(p(z)) = 1 < ¢(z) es par, asi que sgn(yp(z)) = 1. Si recor-
damos como calcular el signo de ¢(z) veremos que

1 = sgn(p(z)) = (—1)IG/HI=t = (_1)(GH)=t,
Por lo tanto, 2 divide (G : H) — ¢, es decir, (G : H) 2 {(mod 2) o en otra forma,

[(z)\G/H| = (G : H)(mod 2).

[«<]. Supongamos que para todo 2-elemento z de G,
[(z)\G/H| = (G : H)(mod 2).

Obsérvese que si z es un 2-elemento de G, entonces (G : H) — t = 27 (r el nimero
de ciclos de la descomposicién de ¢(z)), con lo cual p(z) € Ag/n- Sea y € G
y digamos que o(y) = 2¥m, con o(y) el orden de y y m impar. Como ™ es un
2-elemento, entonces (y™) € Ag/u. Por otro lado, y?* tiene orden impar y

como o(go(fk})|o(y2k), entonces o((p{yf)) es impar y si suponemos que np(yzk) se
descompone como

&
e(y’)=nm- T
producto de permutaciones, con s impar, entonces tendriamos que

Id= ((p(y?'i))"' = (72 -75)* ¢ Ag/n,

donde a = o(cp(yzk)), lo cual seria una cotradiccién, por lo tanto, tp(ygi) € Ag/n-
Ahora, como (2%, m) = 1, entonces existen enteros [y, [ tales que 1 = 25I; 4 mls,

con lo cual ; "
it et i o

Podemos concluir que ¢(y) € Ag/u-
O

Definiremos ahora lo que entenderemos por el signo de un G-conjunto finito.

Definicién 6.2.2. Sea X un G-conjunto finito. El signo de X, al que denotaremos
como sgn(X), es la funcion

[ +1 si Xesun G-conjunto par
sgn(X) = { —1 en otro caso.
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Es evidente que sgn(X+ Y) = sgn(X)-sgn(Y). La categoria de G-conjuntos
pares no es una KS-categoria, sin embargo, podemos hacer los siguientes desa-
rrollos.

Como ya vimos en la férmula de Wohlfahrt tenemos que

¥ X {G/H
2 A =‘°"""( 2. (G:H))' (61)

XeSet$
Si substituimos t* por sgn(X)t* tenemos

"sgn(X)tX
2 Taut(0)] ‘e""(

XGSet?

sgn(G/H)t¢/H
Z 5w )

y al sumar a la ecuacion 6.1 la ecuacién 6.2 obtenemos la ecuacién
{S/H sgn(G/H)tS/H
2 exp( ) + exp( ——-7),
X;e |Aut(X)| Z (G H) ngfc (G:H)
o que es lo mismo,
S e/ 1 sgn(G/H)G/H
2 TRue()] 2"""( Z (G HJ)+ e"p( 2 TG )

X:pa H<,G

Siguiendo los mismos desarrollos que seguimos en la formula de Wohlfahrt tene-

mos que
o~ [Hom(G,A,)| , 1 {G/H
2 n! t=gexp| (G H)

n=0 H<,G
1 sgn(G/H){G/H
+Eexp( Z _(G:H) )

H<;G

Si G es un grupo ciclico de orden m, tenemos

~{reAyrm =1}, 1 &\ 1 o (=1JF 2P
> et le = Jon( T F) + 3o ( X ),

klm klm

donde sgn(G/H) = (—1)*1, pues si G es ciclico finito , entonces G/H tiene
estructura de grupo ciclico finito y como (G : H) = k, entonces podemos suponer
que G/H tiene la forma

G/H = {H,¢H, ¢’H, ¢’H, ..., ¢* " 'H},
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y para cada g € G, el morfismo de G-conjuntos ¢(-) cumple que
9(¢'H) = g(¢H) & ¢'H = ¢'H,
con t # j, entonces g(.) se descompone en un solo ciclo, digamos

9(-) = (t1, b2y ooy t) = (t1, t) (b1, te—1) - - - (t1, 82)

y por lo tanto que sgn(G/H) = (—1)*~1, lo cual justifica la férmula.

55
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Apéndice A

La funcién signo y
G-conjuntos

Definicion A.0.3. Sia € 8§, y a = [3,...0; es una factorizacion completa de o
en ciclos ajenos, entonces la funcion signo se define como

sgn(a) = (~1)*".
Teorema A.0.1. Una permutacion o € S, es par si y solo si sgn(a) =1

Dem. Ver 3]
O

Dados los conjuntos A;, A; y la funcién # : A; x Ay — As, si (a1,a2) € A; X As,
denotaremos por a; * az al elemento *(a;,asz).

Definicién A.0.4. Sea G un grupo y X un conjunto. Una accion de G sobre X
es una funcion
x:GxX— X

que cumple lo siguiente:
1. VzeX exz=1z
2. S1g9y,9, € G, entonces (9,9p) * T= gy * (g * 7).

Si X estd dotado por una accién de G sobre él, diremos que X es un G-
conjunto.

Observacién. Existe una correspondencia biyectiva entre el conjunto de acciones
de G sobre X v el conjunto de morfismos de grupo G — Sy.

o7
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Dem. Sea * una accion de G sobre X. Definimos
p:G — Sy

de la siguiente manera. Si ¢ € G, entonces ¢(g) = ¢, : X — X dado por
pq(x) = g+ z. Es facil notar que ¢, es un isomorfismo de grupos y que ¢ es
un homomorfismo de grupos. Si tenemos dada

¢:G — Sy,

entonces definimos la acciéon de G sobre X como g* z = ¢(g)(z). La correspon-

dencia que hemos descrito es biyectiva.
O

Definicién A.0.5. Sea G un grupo y X un G-conjunto. Para cada r € X,
G, = {9 € Glg*z = z} se llama el subgrupo de isotropia de z (el cual es un
subgrupo de G).

Denotaremos en todo momento por G a un grupo y por X a un G-conjunto.

Es ficil ver que la relacién ~ dada por, 71 ~ 23 < Jg € G tal que g* 71 = 73,
es una relaciéon de equivalencia. En base a esto damos la siguiente definicién.

Definicién A.0.6. La drbita de x € X es la clase de equivalencia a la que
pertenece bajo la relacion ~. Dicha drbita es denotada como Gr.

Observacion. La é6rbita de z, Gz, es igual al conjunto {y € X|y = g=* z, para
algin g € G}.

Teorema A.0.2. |Gx| = (G : Gy,) para toda 19 € X

Dem. En realidad se demuestra que Gy = G/Gy,.
Tomemos cualquier elemento zy € X. Sea
Gz = {9 € Glg* 20 = 2}
el estabilizador de z9. Definimos
p:Gx = G/Gg ;. 9(2) = ¢Guy,
donde g € G es tal que g * 1y = 7. Veamos que ¢ estd bien definida.

Supongamos que 9142 € G v gy * Ip = gy * Ty, entonces 1y = g,_lg2 * Tp =
-1
g 9 € GT{: = glGIﬂ = .Q'_?Gu:ﬂ-



Si ¢ € Gy z€ X, entonces ¢(¢(2) = ¢(9Gz) = (§9)Gay = (g * ), pues
como g* 1y = I, entonces (¢ g) * o = ¢ * . Por lo tanto, ¢ es homomorfismo de
G-conjuntos. Veamos ahora que ¢ es biyectiva. Si ¢(z) = ¢(y), entonces existen
91,92 €Gcon g ¥ =2y go* 70 =YY Gz, = 9,Gx,, entonces g; ' g, € Gy
= (g7'gx) ¥ 20 =2 = g, * T = go * Tp = T = y, con lo cual ¢ es inyectiva. Si
9G4, € G/Gg,, elegimos cualquier ¢ € G, entonces (g¢') * 7p = g* 1 y por lo
tanto, ¢((9¢') * 7o) = ¢G4, Entonces ¢ es un isomorfismo de G-conjuntos.

O

Proposicién A.0.2. Si M, N < G, entonces
G/M= G/N como G-conjuntos < My N son conjugados.
Dem[=]. Sean M, N < G tales que G/M = G /N como G-conjuntos, sea
¢:G/N—-G/M

un isomorfismo. Entonces ¢(N) = gM para algin ¢ € G. Si a € N entonces

p(aN) = ap(N) = agM, por otra parte, p(aN) = @(N) = gM, entonces g~ ag €
M, por lo que g"!Ng < M. Anélogamente con ¢~ ! : G/M — G/ N se tiene que
gMg=! < N. Por lo tanto,

M=g'(gMg')g< g 'Ng< M,

con lo cual g~ Ng= M.

[«]. Sea M = g~!Ng para algin g € G. Definimos ¢ : G/N — G/M como
@(g'N) = ¢(gM). Sean gy, g, € G, tenemos que g, (gM) = g,gM <> g 'g7 ' go9€ M
& 9719, € N& g, N = g, N, por lo tanto, ¢ esté bien definida y es inyectiva. Para
cualquier ¢ M € G/M se tiene que ¢(¢dg~'N) = ¢g 'gM = ¢ M y es claro que

¢ es una G-funcién, pues ¢(¢”¢ N) = ¢'(¢gM) = ¢’(¢(g N)). Tenemos entonces
que

G/M=G/N& My N son conjugados.
O

Proposicién A.0.3. Sea H < G, entonces los grupos Aut(G/H) y Ne(H)/H
son isomorfos, donde Ng(H) denota al normalizador de H.

Dem. Definimos la funcion
¢:Ng(H) - Aut(G/H)

como ¢(g) = f,, donde f, es el automorfismo de G/H tal que f,(¢H) = ¢(¢H).
En efecto f; es una G-funcién, pues
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9'f,(¢H) = ¢"(¢'gH) = (¢"¢)gH = f,(¢" gH).
ademas,
aH=H o b 'acHe g (b la)gec H
& (bg) 'age H & agH = bgH,

asique f, estd bien definida y es inyectiva. Dada ¢H en G/H, fg(g’g_‘H) =
¢g 'gH = ¢H y por lo tanto f, resulta ser un automorfismo en G/H. Por otra
parte

fog (aH) = agg'H = a(gfy (H)) = a(fy° f, (H)) = f;° fo (aH),

con lo cual ¢ es un homomorfismo de grupos. Tenemos tambien que si f: G/H —
G/H es un automorfismo, entonces

flgH) = ¢f(H),

V g € G, entonces si f{(H) = aH, para alguna a € G, f(¢H) = gaH = f,(gH)
Y g € G y entonces f = f,, tambien se tiene que para toda h € H, a 'haH =
(a *W)f(H) = fla 'hH) = fla_'H) = a~'aH = H, lo cual nos dice que a €
Ng(H). Podemos decir entonces que  es suprayectiva. El nucleo de ¢ lo podemos
calcular con el siguiente razonamiento,

p(9) = id & ¢(g)(aH) = fy(aH) =aH YVae H agH=aH Yace Hs g€ H.
Aplicando el primer teorema de isomorfismos de grupos tenemos que
Aut(G/H) = Ng(H)/H.
(m]

Teorema A.0.3. (Burnside). Consideremos en esta ocasion a G un grupo finito
y a X un G-conjunto finito. El nimero de drbitas en X bajo G, al que denotaremos

por v, estd dado por
> 1Xyl

_ 9€G
G|

donde X, = {z € X|g* = z}.

Dem. Ver [3].



Apéndice B
Series de potencias

Definicién B.0.7. Una serie de potencia sobre el conjunto N con coeficientes

en R es una serie de la forma
o0

ant™.

Al anillo formado por estas series con las operaciones de suma y producto que
definiremos a continuacion, le llamaremos el anillo de las series de potencia con
coeficientes en R.

oo (s o]

Definicién B.0.8. Sean Zant“ y ant“ dos series de potencia (sobre el
n=0 n=0

mismo anillo). Definimos las operaciones suma (+) y producto (-) como

oo oo o0
Dt + D bat" = (an+ bn)t"
n=0 n=0 n=0

(Z a‘ntn) & (Z bntn) - Z(Cn)tna
n=0 n=0 n=0

donde c,, = Z a;ibn_;.
i=0

Definiremos por tltimo una operaciéon mas, la cual es de gran importancia en
el capitulo 4.
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o0 oo

Definicién B.0.9. Sean f(t) = Z ant™ y g(t) = Z b,t" dos series de potencia
n=0 n=0

(sobre el mismo anillo). Definimos la composicion en el orden (feg)(t), como

(foa)t) = an(D_ but™™,

n=0 m=0

oc
donde (Z b t™)" representa el producto de n copias de g(t).

m={)



Apéndice C

Algunas definiciones
categoricas

Definicién C.0.10. Dada E una categoria, diremos que un objeto inicial de E

es estricto si siempre que erista A 2 0 implica que A = 0, donde 0 es el objeto
inicial.

Definicién C.0.11. Sea E una categoria con sumas y sean A, B objetos en E.
Diremos que la suma A+ B es universal si para cualquier morfismo f: E — A+B,
los productos fibrados a lo largo de las inyecciones existen y el renglon superior
del diagrama

Ey > F =< E,
Lo
A—> A+B<~—28,

donde los cuadrados son productos fibrados, es una suma.

Lema C.0.1. Si E es una categoria con sumas universales, entonces el objeto
inicial es estricto.

Dem. Ver [4]
a

Definicién C.0.12. Sea E una categoria. Diremos que las sumas universales
son disjuntas si las inyecciones en la suma son monomorfismos y si su producto
fibrado es el objeto inicial.
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Definicién C.0.13. Una categoria E es un topos si tiene todos los limites finitos,
una objeto €1 (llamado clasificador de subobjetos) y una funcién P que asigna a
cada objeto B de E un objeto P(B) de E, tal que para cada objeto A de E, se
tienen dos isomorfismos naturales en A,

Subg(A) = Home(A,Q) y
Homeg(B x A, Q) = Homg(A, P(B)).



Apéndice D

Demostracion del teorema
del capitulo 2

Definicién D.0.14. Un grupoide es una categoria (esqueléticamente pequeria)
en la que todos los morfismos son isomorfismos. Todos los grupoides y funtores
entre ellos forman la categoria de grupoides, Gpd.

Definicién D.0.15. Definimos la categoria (Cat/Sety)sss como la categoria
que cumple las siguientes condiciones.

1. Un objeto es un funtor fiel S: C — Sety con fibras finitas proveniente de
una categoria C.

2. Un morfismo de S : E — Sety a T : F — Sety es un par [F, )], donde
F:E— Fy\: ToF = S es un isomorfismo natural. Si [F,\],[F,\] :
(S: E— Sety) — (T: F— Sety), entonces diremos que [F, )\ = [F,X]
si y solo si existe p : F — F isomorfismo tal que X'o(T * @) = A, donde
T+ = 17* ¢ denota la composicion horizontal.
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(Observemos que st S : E — Sety es un objeto en esta categoria. entonces
la categoria E es esqueléticamente pequena, pues sabemos que una categoria
es equivalente a cualquiera de sus esqueletos, digamos que E es un esqueleto
de E. Para cada objeto X de E existe una inica n € N tal que S(X) = [n].
La cantidad de objetos de Ees

Y HXeBS(X) =)}/ =| <) |{Xe EBSX) =[]}/ 2| < Ro.

n=0 n=0

Por lo tanto la categoria E es esqueléticamente pequena.)

3. La composicion

e fety) 22 (T B0y e (55 B

estd definida por

uxF A

(G, u)e[F,\] = [G-F, U- G- F T F s).

Proposiciéon D.0.4. La composicion estd bien definida.

Dem. Sean [F, )| = [F',X] y [G,u] = [G', /], existen p : F = F' y v : G = G’
tales que N'o(T*p) = Ay p'o(Uxy) = p.

Set f

Queremos demostrar que A'e (pup. )e (U * (¥ x @) = Ao (up).

No ()2 (U * (3% 9)) = N (1) (U * (= G())
= Moo Ut ) U(G(9)).
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Sabemos que p es natural y conocemos sus propiedades, asi como las de A. Por lo
tanto, para E objeto de la categoria E se tiene el siguiente diagrama conmutativo

UGF'(E)
UGF'(E) T TF'(E)
X%
UG(¢r) T(ps) S(E)
UGF(E) — TF(E)

Por lo tanto, la dltima igualdad de la ecuacién D.1 es igual a Ae(ug), con lo
que la composicién estd bien definida.
O
Nuestro propésito serd demostrar que las categorias [Bij;, Set;] y (Gpd, Sety) ¢
son equivalentes, donde (Gpd, Sets)sss es la subcategoria plena de

(Cat, Set;)f”

en la que los objetos son funtores fieles con fibras finitas provenientes de un
grupoide. Para ello necesitamos definir los siguientes funtores:

Construiremos primero el funtor A : [Bij;,Sets] — (Gpd,Setys)sss de la
siguiente manera. Para una especie A : Bij; — Sety, la categoria de elementos
de A

Elts(A) = {(N, a)|N € Bij;, a € A(N)}

es un grupoide, ademds, la proyeccién S 4 : Elts(A) — Set tiene fibras finitas y
es fiel. Argumentemos por qué Elts(A) es un grupoide. Sea f: (N, a) — (N, d),
entonces fes una biyeccién de Na N’ tal que A(f)(a) = @, entonces f ' : (N, a) —
(N, d') y como claramente Elts(.A) es esqueléticamente pequena .. Elts(.A) es un
grupoide.

Definimos entonces A(A) = S 4 en los objetos. Si 8 : A = B es una transfor-
macién natural, entonces definimos A(6) : Elts(A) — Elts(B) como A(8)(N, a) =
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(N,0n(a)) (como a € A(N), On(a) € B(N)). Si g: (N, a) — (N, b) el diagrama

A(N) =2~ B(N)

A(gll 13(9}

AN ——B(N)

conmuta, asi que definimos A(8)(g) = g: (N,0n(a)) — (N, 0 (d’)), pues
B(9)(0n(a)) = On (A(g)(a)) = O (d').

Como S4 = SgeA(f) tenemos que A es funtor y [A(f),Id] es un morfismo de
Elts(.A) a Elts(B).

Sea S : E — Set; un funtor fiel con fibras finitas. Dados N, Ny g: N — N’
en Bij;, definimos el funtor As : Bij; — Set; de la siguiente manera

As(N) = Str(E/N)/ =
As(g) : Str(E/N)/ =— Str(E/N')/ =; As(9)[X, o] = [X, g 0]

Si el funtor S : E — Set; tiene fibras finitas, entonces por el lema 1.5.1
tenemos que |As(N)| = |Str(E/N)/ = | < oo, asi que Ag es una especie. Demos-
traremos a continuacién que Ag(g) esta bien definida.

Si [X,0] = [X,0'], entonces 3 ¢ : X — X biyectiva tal que o’°S(p) = o,
entonces (geo’')°S(p) = geo . |X, g°o] = [X', g°0’].

Definimos ahora el funtor
I':(Cat,Sety)srs — [Bij;, Sety]
de la siguiente manera. Sean
S:E — Sety, T:F — Sety y [F, )] en (Cat,Sety);sy,

entonces I'(S) = Ag y I'([F, A]) : As = At es la transformacién natural para la
cual, la componente sobre N € Set; es

T[F, A]y : Str(E/N)/ = Str(F/N)/ =X, 0] = [F(X), 0°Ax],

como o : S(X) — Ny Ax: TF(X) — X son isomorfismos, entonces la composicién
o°Ax : TF(X) — N es un isomorfismo. Veamos primero que I'[F, A]y est4 bien
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definida. Sea [X,0] = [X',0’], existe entonces » : X — X' biyectiva tal que
a'°S(p) = o, si nos fijamos en el siguiente diagrama conmutativo

TF(X) 22> S(X) 2> N

TF(w)l ls(sﬂ) “

TF(X') 5— S(X') = N,

podemos observar que g Ax = o’ Ay T(F(¢)), lo que nos dice que

[F(X),0°Ax] = [F(X), 0" Ax].

Veamos que I'[F, A] es una transformacién natural. Tenemos que ver que el
cuadrado

Str(E/N)/ = — 2 ser(F/N)/ = (D.2)
As(g) Ar(g)

Str(E/N)/ = Str(F/N)/ =

EE—
[F ]

conmuta. Si [X,0] € Str(E/N)/ =, entonces

Ar(9)°T[F, \|n([X, 0]) = Ax(9)([F(X),0°Ax]) = [F(X), 9° 0°Ax],

por otra parte, I[F, A y-° As(9)([X, 0]) = ['[F,Aln([X, g°0]) = [F(X), go°Ax],
por lo tanto, el cuadrado D.2 conmuta.

También tenemos que ver que no depende de la eleccién de [F, )\]. Sea [F, \] =
[F’, X], tenemos que demostrar que [F(X),0°Ax] = [F'(X),0°)\y] V X € E. Si
[F,\] = [F’, '] entonces existe ¢ : F = F’ isomorfismo natural tal que Ao (T *
@) = A, si X € E entonces g°X\yT(px) = o°Ax, pues Ay>T(px) = Ax y por lo
tanto tenemos la igualdad que buscabamos.

Veamos finalmente que I' es funtor. Es claro que I'[Id, id]y = [Id,id]n. Sean
[F,A\]:8 - Ty |[G,u]: T— U, entonces [G, pu]s[F,\] = [GeF, Ao ug]. Si N€E,
entonces

I([G, ple [F, A n([X, 0]) = T[G°F, Ao up]([X, 0]) = [GDF(X),af’/\xﬂ,uF(x}]
= I[G, uln([F(X). *Ax]) = TIG, uln=T[F, An([X, o).
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Lema D.0.2. SeanI': E— F y A : F — E funtores tales que

1. Emziste p: I'A = Idg isomorfismo natural.
2. T es fiel

3. A es denso, es decir, para cada objeto S en E, existe un objeto As en F tal
que A(Ag) = S

Entonces E y F son equivalentes.

Tenemos que demostrar que existe A : AI' = Idg isomorfismo natural. Sea
S € E, como A es denso existe Ag € F tal que A(Ag) = S. Sea pa, : S — A(As)
un isomorfismo, entonces

AT(pa Alpa A
AT'(S) __(LFL,. ATA(Asg) A_, A(As) s s

es un isomorfismo de AI'(S) a S. Para ver que estos morfismos forman una trans-
o 4 i "
formacién natural veremos que si g: S — S, entonces el diagrama
-
S"AS

Al (vag) Alpag)

AI'(S) ———— AT'A(As) A(As) > S
| l
AT (g) AT(t) : : 9
| I
AT(¢ag,) Y Apag,) 4 Pag
AL'(S") AT'A(As) A(As) 5
(D.3)

conmuta, donde t = p4,° go(p;;. Los cuadrados de los extremos en el diagrama
D.3 obviamente conmutan, por lo tanto, tenemos que demostrar solamente la
conmutatividad del diagrama de enmedio.

Por la naturalidad de p

(¢As: e AS

I‘AI‘A(AS) — VAT (D.4)
Hra(Aag) .ur‘,'\[As,J
TCA(As) T'A(As)

D(pag°9°az)
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conmuta. Por otra parte, upaca) = I'A(p4), para cuarquier objeto A en F, pues
nuevamente por la naturalidad de u se tiene que

HIA(A)

PATALAY A A LA
TA(pa) A

TA(A) —— A

conmuta y como ji4 es un isomorfismo concluimos que praca) = I'A(p4). Asi, el
diagrama D.4 es igual al diagrama

TA(pag,°9°¢ay)

I‘AI‘A(AS) — & S rarA{ds)

PA(uas) TA(pag,)

I'A(As)

>T'A(Ag/
T(pag °P°¥3y) (As)

y por ser I fiel entonces

ATA ° go-p;;)
I'ATA(As) ————— > AT'A(As/)

Alpag) Apag,)

A(As) A(As)

~1
‘;045;090 Ag

conmuta. Por lo tanto I y A son equivalentes.

Teorema D.0.4. [Bij;,Set;] y (Gpd,Sets)sss son equivalentes.

Dem. Observemos que el funtor I' : (Cat,Sets)ss; — [Bij;,Sets] se puede
restringir a la subcategoria de (Cat,Sety)ss, (Gpd,Sets)sss. Pensaremos en
el funtor restringido cuando hablemos de T'.
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1.- Demostraremos primero que I'A = Jd. Sea A una especie, llamaremos B a la
especie I'A(A). Si N € Bijy, entonces

B(N) = TA(A)(N) = T'(S.4 : Elts(A4) — Set) = As ,(N) =
Str(Elts(A)/N)/ == {(M, a),0)}/ =

tal que ¢ : S4(M,a) — N es un isomorfismo. Sea b = o(a), veremos que
[(M,a),0] = [(N,b),1]. Queremos ver que existe ¢ : (M,a) — (N, b) isomor-
fismo tal que 1°S 4(¢) = . Proponemos o : (M, a) — (N, b). entonces 1S 4(¢) =
leg = 0.

Si [(N, a),1] = [(N, @', 1)], entonces existe ¢ : N — N biveccién tal que 1o =
1, entonces ¢ = 1, por lo que a' = p(a) = 1(a) = a. Tenemos entonces una
biyeccion entre A(N) y B(N) dada por

en(a) = [(N,a),1].

Para cada N € Bijy, tenemos que demostrar que ¢y es un isomorfismo natu-
ral.

Sea g: N— N, tenemos que demostrar que el diagrama

A(N) —=—>TA(A)(N) (D.5)
A(g)i lI‘A(A)(s-)
A(N) o I‘A(A)(N‘)

conmuta. Si a € A(N) entonces pn(a) = [(N, a), 1], evaluando en T'A(A)(g) obte-
nemos [(N, a), g]. Por otra parte se tiene que g2 A(g)(a) = [(N', A(g)(a)), 1]. Res-
ta probar que [(N, a), g] = [(V', A(9)()), 1], pero g: [(N, a), g] — [(NV', A(9)(a),1)]
asi que se da la igualdad. Por lo tanto, el diagrama D.5 en conmuta.

Tenemos que ver ahora que si f : 4 = A’ es una transformacién natural,
entonces

A TA(A) (D.6)

eﬂ JJT‘MS)

A’ ==>TA(A)
oA

conmuta. Veamos quién es I'A(8)

A(f) : Elts(A) — Elts(.A’) cumple lo siguiente.



73

L. A(6)(N,a) = (N,0n(a))
2. AB)(g: (N,a) —» (N',d)) = g: (N,0x(a)) = (N, 0n(a)).

F([n(g)vidElts(A)])[(N! a]! 1] = [A(g)(N$ G), 1"‘G'z(n’\(.ﬂ)] = [(N= 9N(a)}védN]‘ Entonces
tenemos que si a € A(N),

(CeA(8)n)>¢n(a) =T A(B)N[(N, a),1] = [(N,0x(a)), idn],

pero por otra parte (pﬁfoﬂfu(a) = [(N,8n(a)),idn]. Por lo tanto el diagrama D.6
conmuta. Concluimos que I'A = Id.

2.- Demostraremos a continuacion que I' es fiel. Sean
S:G — Sety, T:H — Sety
en (Gpd/Sety)ssys, queremos demostrar que
I': (Gpd/Sety);ss(S, T) — [Bijy, Set|(As, Ar)

es inyectiva.

Sean [F, )], [G,pu] : S — T tales que I'|F,\] =T'(G,pu] : Ag — Ar.Si Ne
Bij;, [[F,\|y = I'[G, | n. Para cualquier [X, o] en Str(G/N)/ =, [F(X),0°Ax| =
[G(X),0°px], es decir, existe un isomorfismo 7x : F(X) — G(X) tal que

oeuxT(rx) =0°Ax.

Como ¢ es un isomorfismo, entonces ux°T(7x) = Ax. Queremos ver que 7 =
(7x)xeg es una transformacién natural. Si h: X — X', entonces

A By

TF(X) 2> S(X) %> TG(X)
TF(h)l S(h}l Tc{h)l
TF(X') 5> S(X) — TG(X)

y como T(7;) = px > Ax y es fiel, entonces

F(X) —2> G(X)

F(h}l lG(h)

F(X) ——= G(X')
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.. 7 es un isomorfismo natural, asi que [F,\] = [G, p].

3.- Demostraremos finalmente que A es denso. Sea S : G — Sety un funtor fiel
con fibras finitas con G un grupoide. Sean la especie As y el funtor T dados por

As = (T(S) : N Str(G/N)/ =)
T = A(As) : Elts(As) — Set; (N, [X,0]) — N.
Sea F : G — Elts(Asg) tal que X — (S(X),[X.1]). Si g: X — X' enton-

[0;‘3 Fi(ﬂ) = S(g) : (S(X),[X,1]) — (S(X),[X'.1]), As(S(9))[X,1] = [X,S(g)] =
Al

Elts(As)

Queremos demostrar que [F,1g| : S — T es un isomorfismo, por lo tanto, debe-
mos demostrar que F da una equivalencia de grupoides.

Demostraremos que F es fiel y pleno. Sean G;,G2 objetos de G, queremos
ver que F : G(G,,G2) — Elts(Ag)(F(G1),F(G2)) es biyectiva. Supongamos que
f,9: G — G, tales que F(f) = F(g), entonces S(f) = S(g), como S es fiel entonces
f = g. Veamos ahora que la funcién es suprayectiva. Sea g : (S(X),[X,1]) —
(S(Y),[Y,1]) un morfismo en Elts(As), entonces g : S(X) — S(Y) con [X, g =
[Y,1] en Str(G/S(Y))/ =, pues [Y,1] = As(g)[X,1] = [X, g]. Esto quiere decir
que existe un isomorfismo f: X — Yen G tal que S(f) = g, es decir, F(f) = g.

.. F es fiel y pleno.

Si (N, [X, o]) es un objeto de Elts(Ag), o es un isomorfismo

o : F(X) = (S(X),[X,1]) = (N, [X, o)),

pues ¢ : S(X) — N es un isomorfismo tal que Ag[X,1] = [X,0°1] = [X, 0], por lo
tanto, F es una equivalencia.

Sea (F, G,7,€) una adjuncién de equivalencia.

Elts(Ag) —2 ~G

€ 1s
F
id T

Set f

Elts(As)



75

Queremos demostrar que |G, T(¢)|°[F.1s] = [ldg,ids] y [F,1s]°[G,T(e)] =
[{dEies(as), tdT]-

(G, T(€)]°[F,1s] = [G°F, 15°T(€)r| = [GF, T(¢)r], como

F*1
F—==FGF

AN

F,

entonces T(e)peS(n) = T(er)*TF(n) = T(erpF(n)) = T(idg) = tdrr = ids,
por lo tanto, [GoF,T(e)r] = [Idg,ids]. Por otra parte, [F,1g|°|G,T(€)] =
[FeG,T(e)°(1s)c] = [F° G, T(¢)], como idyeT(€) = T(¢), entonces [Fe G, T(€)] =
(IdEits 44 - 1dT).

.. \ es denso.

Por el lema D.0.2 [Bij,, Sets] = (Gpd, Sety) ;.
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