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Introducción 

El propósito fundamental de este trabajo, es el proporcionar una introduccón 
sencilla y directa al tema de las distribuciones y los procesos estocásticos esta
bles. El intéres en los procesos estócasticos estables ha crecido en los últimos 
años, y actualmente es difícil encontrar un texto que haga accesible este tema 
al lector con conocimientos básicos de probabilidad. 
El teorema del límite central ofrece la justificación fundamental de la importan
cia de las distribuciones estables: son las únicas distribuciones que son límite de 
sumas de variables aleatorias independientes, estandarizadas, e idénticamente 
distribuidas, y por ende incluyen a la distribución gaussiana como miembro 
destacado. Las distribuciones y los procesos gaussianos han sido ampliamente 
estudiados y su utilidad tanto como herramientas análiticas como dentro de la 
modelación estocástica es bien aceptada. Sin embargo no permiten grandes fluc
tuaciones y son por tanto inadecuadas al modelar alta variabilidad. Los modelos 
estables no gaussianos, por otro lado, no comparten dichas limitaciones. En gen
eral, las colas superiores e inferiores de sus distribuciones marginales decrecen 
como una función potencia. La razón de decaimiento depende de un parámetro 
a, que toma valores entre O y 2. Entre mas pequeño sea el valor de a , mas lento 
será el decaimiento y mas pesadas serán las colas. Las distribuciones siempre 
tienen varianza infinita y cuando a :<:; 1, también tienen media infinita. 
En las tres últimas décadas, muestras con colas pesadas han sido obtenidas 
en campos tan diversos como economía, telecomunicaciones, hidrología y física, 
que sugieren el utilizar procesos estables no gaussianos como posibles modelos. 
Estos modelos ofrecen el mérito adicional de proporcionar mayor flexibilidad y 
variedad que los procesos gaussianos. Estos últimos están completamente es
pecificados por su media y sus funciones de autocovarianza, mientras que los 
procesos estables no gaussianos demandan una parametrización mucho más rica. 
Mas aún las distribuciones gaussianas, son simétricas alrededor de la media, 
mientrás que las distribuciones estables no gaussianas pueden tener un grado 
arbitrario de sesgo. 
El enfoque dado al tema en la tesis es distinto al que usualmente se encuentra en 
la mayoría de los textos que llegan a tratarlo. Para facilitar el acceso al material 
se prescindió de la teoría de las funciones de variación regular y de los teoremas 
Tauberianos, utilizando en su lugar la definición que utiliza Keni-Iti Sato de 
distribucón estable. Este enfoque facilita la obtención de la forma canónica que 
adopta la función característica de estas distribuciones. El resto de la tesis esta 

iii 



iv INTRODUCCIÓN 

basado en el trabajo desarrollado por Taqqu y Samorodnitsky sobre procesos 
estocásticos estables no gaussianos. 
Las distribuciones estables pertencén a la vasta clase de distribuciones conoci
das como infinitamente divisibles. Estas se caracterizan por la forma canónica 
que adopta su función característica conocida como representación de Lévy
Khintchine. Por lo que en el primer capítulo se introduce la teoría básica 
para encontrar la representación de Lévy-Khintchine para distribuciones infini
tamente divisibles en Rd

• 

En el segundo capítulo se introduce el concepto de distribución o-estable en 
Rd • Se define el índice de estabilidad, y se trabaja con la representación de 
Lévy-Khintchine para encontrar la forma específica que toma en este tipo de 
distribuciones. Esta forma desempeña un papel fundamental en el resto del 
trabajo desarrollado en la tesis. 
En el tercer capítulo se introducen las variables aleatorias estables unidimen
sionales, se derivan propiedades básicas de estas variables aleatorias y se obtiene 
una interpretación sobre los parámetros que caracterizan a una distribución es
table en R. También en este capítulo se retoma el tema de las distribuciones 
o-estables en Rd o vectores estables. Se estudia la relación entre la estabilidad 
de un vector estable y la estabilidad de las combinaciones lineales de sus com
ponentes. 
En el cuarto capítulo se estudian los procesos estocásticos o-estables, es decir 
elementos aleatorios cuyas distribuciones finito-dimensionales son o-estables. 
Esta definición se utiliza para introducir la noción de integrales estocásticas a
estables, que son integrales de funciones no aleatorias con respecto a una medida 
aleatoria o-estable. Todo el trabajo anterior se realizó con el objeto de estu
diarlas, ya que el representar procesos estocásticos o-estables como integrales 
proporciona valiosas ventajas. También se desarrolla la teoría básica de estas 
integrales. 
Por último en el quinto capítulo se introducen resultados nuevos (al menos no 
se encuentran en la literatura consultada) . Estos resultados toman dos direc
ciones. El primero es un teorema de Radon-Nikodym para medidas aleatorias 
o-estables, y el segundo explora la representación de martingalas continuas uti
lizando integrales estocásticas o-estables. Hay que mencionar que estos resul
tados son apenas un comienzo y un claro ejemplo del amplio campo que existe 
por explorar entorno a este vasto y apasionante tema. 



Capítulo 1 

Distribuciones 
Infinitamente Divisibles 

En este capítulo estudiaremos las distribuciones infinitamente divisibles. Esta 
clase especial de distribuciones desempeña un papel clave en el estudio de los 
teoremas límite, asi oomo en el estudio de la desoomposición de distribuciones 
de probabilidad. 

Definición 1 Una medida de probabilidad ¡J en R d es infinitamente divisible 
si, para todo entero positivo n, existe una medida de probabilidad ¡Jn en R d tal 
que ¡J = (¡Jn)n . 

Observación 1 Como la función característica de la convolución es el producto 
de las funciones características, ¡J resulta ser infinitamente divisible si y solo si 
para cada n, alguna raíz n-ésima de la función característica puede ser elegida 
de tal forma que sea la función característica de una medida de probabilidad. 

Ejemplo 1 a)Sea cp la función característica de una distribución normal con 
media ¡J y varianza u2 . Entonces 

u 2t2 
cp(t) = exp(it¡J - -2-) 

¡J u 2 t2 = [exp(it- - __ )]n 
n n 2 

= cp~(t) 

y como CPn ( t) es la función característica de una distribución normal con me
dia ¡J/n y varianza u 2 /n, se sigue que la distribución normal es infinitamente 
divisible . 
b)La distribución Poisson con parámetro A también es infinitamente divisible. 
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Dado que si <¡) es Stl función característica entonces 

<p(t) = exp{A(eit - 1)} 
Á . = [exp{ _(e't - l)W 
n 

= <¡)n(tt 

y el reStlltado se sigue de que <¡)n (t) es la función característica de una dis
tribución Poisson con parámetro Á/n . 
c)Sea <p la función característica de una distribución gamma con parámetros 
(a, (3). Entonces 

it _ 
<¡)(t) =(1--) Q 

(3 

= [(1 - ~)-Q/n¡n 
(3 

= <¡)n(W 

pero como <Pn(t) es la función característica de una distribución gamma con 
parámetros (a/n, (3), entonces la distribución gamma es infinitamente divisible. 

Ejemplo 2 Si {Xdt~o es un proceso de Lévy en ¡rJ, tenemos que para cada t, 
la distribución de X t es infinitamente divisible. 

Sea n un entero postivo y tER, entonces consideremos tk = t;!. y hagamos 
J.I. = px • Y J.l.n = PX(tk)-X(tk_I)' lo cual no depende de k por la homogeneidad 
del proceso de Lévy. Como para un proceso de Lévy Xo = O, se sigue que: 

Entonces como los incrementos tienen la misma distribución J.l.n, Y son indepen
dientes, la distribución de la suma de los incrementos es igual J.I.~, es decir: 

J.I.=PX. =J.I.~ 

A continuación demostraremos el siguiente teorema. 

Teorema 1 Si J.l.l Y J.l.2 son infinitamente divisibles, entonces J.l.l * J.l.2 es infini
tamente divisible. 

Prueba. 
Como J.l.l y J.l.2 son infinitamente divisibles, entonces para cualquier entero pos
itivo n, existen J.l.ln Y J.l.2,. tal que, en términos de sus funciones características: 

Ji2 = ¡¡;,. 
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De lo anterior se sigue que: 

¡;'1¡;'2 = íilJi2n = (¡;'ln ¡;'2n t 
Pero como la función característica de la convolución es el producto de las 
respectivas funciones características 

J1.í*J1.2 = ¡;'1¡;'2 = íilníi2n = (¡;'ln¡;'2nt 
Por lo que 

J1.1 * J1.2 = (J1.ln * J1.2 nt 
A continuación demostraremos una propiedad que nos pemitirá definir el loga
ritmo de la función característica de las distribuciones infinitamente divisibles. 

Teorema 2 Si J1. es infinitamente divisible, entonces ¡;'(z) no tiene ceros, es 
decir ¡;'(z) =1 ° para toda z E Jrl . 
Prueba. 
Como J1. es infinitamente indivisible, entonces para todo entero positivo n existe 
Jl.n tal que ¡;'(z) = ~(z) . Entonces 1¡;'(z)j2 = l¡;'n(z)12n. Como la norma de la 
función característica es una función que toma valores en los reales positivos, 
entonces podemos extraer la raiz enésima, y obtenemos que l¡;'n(z)12 = 1¡;'(z)12/n, 
y además l¡;'n(z)j2 es la función característica de la distribución J1.n * (-Jl.n). 
Ahora definamos cp(z) por: 

( ) _ l. I~ ( )1 2 _ {o, si ¡;'(z) = 0, cp z - 1m J1.n z -
n-+oo 1, si ¡;'(z) =1 O. 

Esto se debe a que 1¡;'(z)j2 ~ 1 Y a que l¡;'n(z)j2 = 1¡;'(z)12/n. Ahora como ¡;'(z) es 
continua y ¡;.(O) = 1 entonces existe una vecindad V de cero en la cual ¡;'(z) =1 0, 
entonces cp(z) = 1 para toda z E V, por lo que cp(z ) es continua en cero. En
tonces por el teorema de continuidad cp(z) es una función característica, y por 
ende es continua en todo Rd • Ahora como cp( z) solo toma dos valores, necesari
amente cp(z) = 1 para toda z E Rd . Lo que por la definición de cp(z ) implica 
que ¡;. =1 ° para toda z E Rd

. 

Observación 2 Hay que tener cuidado pues el que la función caracteristística 
de una distribución no tenga ceros no implica que la distribución sea infini
tamente divisible. Por ejemplo una distribución binomial con parámetros (n,p) 
tiene función característica sin ceros si p =12, pero no es infinitamente divisible . 

A continuación enunciaremos un lema de análisis que nos será útil en el desar
roUo de este cápitulo 

Lema 1 Sea cp(z) una función continua de R d en e tal que cp(O) = 1 y cp(z) =1 ° 
paro toda z. Entonces, existe una única función continua f(z) de Rd en e tal 
que f(O)=O yef(z) = cp(z) . Para cualquier entero positivo n existe una única 
función continua gn(z ) de R d en e tal que gn(O) = 1 y gn(z)n = cp( z ). Donde 
gn(z) = ef(z)/n . 
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En lo siguiente denotaremos f(z) = log(<p(z)) y gn(z) = <p(z)l/n y los llamare
mos el logaritmo distinguido y la raíz enésima distinguida de <p(z), respecti
vamente. Notemos que f(z) no es la composición de <p(z) y una rama fija de 
la función logaritmo. Esto es, <p(z¡) = <P(Z2) no implica que f(z¡) = f(Z2) ' 
De forma mas general, definimos, para t ~ O, <p(z)t = etf(z), y le llamamos 
la potencia t-ésima distinguida de <p. Y aplicamos esto a las funciones carac
terísticas. Supongamos que í1(z) ,¡, O para toda z. Entonces í1(z)t esta definida 
para toda t ~ O, aunque no siempre es una función característica. Si í1(z)t es la 
función característica de una medida de probabilidad, entonces esta medida de 
probabilidad es denotada por J.tt. 

Teorema 3 Si J.tk es una sucesión de distribuciones infinitamente divisibles y 

J.tk .!!. J.t, entonces J.t es infinitamente divisible. 

Prueba. 
Primero demostraremos que í1(z) ,¡, O. Como J.tk .!!. J.t, por el teorema de con
tinuidad í1k -+ í1 puntualmente. Por otro lado como J.tk es infinitamente divis
ible procedemos como se hizo en el teorema anterior y tenemos que lí1k(Z)1 2/n 

es función característica. Dado que í1(z) es continua, 1í1(z)12
/
n también es con

tinua. Y por ende como 1í1(z)12
/
n es límite de funciones caracteristicas y es 

continua, por el teorema de continuidad también es una función característica. 
y como 1í1(z)12 = (1í1(z)f/n)n, tenemos que 1í1(z)12 es la función característica 
de una distribución infinitamente divisible y por el teorema anterior 1í11 2 (z) ,¡, O, 
Y por ende í1(z) ,¡, O. Como í1 ,¡, O, entonces podemos definir log í1. Ahora 
como í1k -+ í1 uniformemente en cualquier conjunto compacto, tenemos que, 
log(í1k) -+ log(í1) . Por lo tanto í1k(z)l/n -+ í1(z)l/n conforme k -+ oo. Pero 
como J.tk es infinitamente divisible entonces í1k(z)l/n es una función carac
terística y como í1(z)l/n es continua, tenemos que es la función característica 
de una medida de probabilidadj y como í1 = (í11/ n)n, J.t es infinitamente divisible. 

Teorema 4 Si J.t es infinitamente divisible, entonces, para toda t E [0,00), J-lt 
esta bien definido y es infinitamente divisible. 

Prueba. 
Tenemos que como J-l es infinitamente divisible, entonces para todo entero pos
itivo n existe una distribución J.tl/n con función característica í1(z)l/n . 
Sin embargo í1(z)l/n = (í1(z)l/(kn»)k, para todo entero positivo kj como J.t es 
infinitamente divisible, í1(z)l/(kn) es una función característica, y por ende J-ll/n 
es infinitamente divisible. 
Asi que por el teorema 1, tenemos que para todo par de enteros positivos m y 
n, J-lm/n es una distribución infinitamente divisible. 
Ahora consideremos un numero irracional t ~ O, entonces existe una sucesión 
de racionales r n > O que convergen a t. Entonces es claro que í1(ztn -+ í1(z)t 
puntualmente (dado que í1(ztn = exp(r: 10g(í1(z))))j pero como í1(z) yelloga
ritmo son funciones continuas, tenemos que í1(z)t = t10gí1(z) también lo es. 
Asi que como í1(z)t es límite de funciones características y es continua, entonces 
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por el teorema de continuidad ¡i(z)t también es una función característica, y 
por el teorema anterior la distribución correspondiente a ¡i(z)t es infinitamente 
divisible. 
Obviamente ¡.¿O es 60. A continuación mostraremos la correspondencia entre los 
procesos de Lévy en ley y las distribuciones infinitamente divisibles. 

Teorema 5 i)Si {Xt : t ~ O} es un proceso de Lévy en ley Jld, entonces, para 
toda t ~ O, Px , es infinitamente divisible y, si Px, = ¡.¿, tenemos que Px, = ¡.¿t . 
ii) Si ¡.¿ es una distribución infinitamente divisible en Rd , entonces existe un 
proceso de Lévy en ley {Xt : t ~ O} tal que Px, = ¡.¿. 
iii)Si {Xt} y {X;} son procesos de Lévy en ley en Rd tal que Px, = ¡.¿, entonces 
{Xd y {X:} son idénticos en ley. 

Prueba. i)Sea {Xd un un proceso de Lévy en ley. La divisibilidad infinita 
de Px , se demostró en el ejemplo 1. Ahora sea ¡.¿ = Px" entonces por la 
homogeneidad de los procesos de Lévy en ley tenemos que ¡.¿ = (Px'/n t, y por 
lo tanto tenemos que PX'/n = ¡.¿l/n. Ahora como el proceso tiene incrementos 

independientes tenemos que PX
m

/ n = ¡.¿m/n. Ahora si t > O es irracional, 
elegimos una sucesion de numeros racionales T n tal que T n -+ t. Ahora como 
{Xt} un un proceso de Lévy en ley entonces es estocasticamente continuo y por 
lo tanto X(Tn ) -+ X(t) en probabilidad, y como convergencia en probabilidad 
implica convergencia en distribución, PX(rn ) -+ PX(t) . y por la unicidad del 
limite Px(t) = ¡.¿t . 
ii)Sea ¡.¿ infinitamente divisible. Entonces ¡.¿t es una distribución con función 
característica etlog-¡¡(z) por como se definió en el teorema anterior. Asi que: 

(1.1) 

(1.2) 

conforme t 1 O. (1.3) 

A continuación utilizaremos el teorema de extensión de Kolmogorov para con
struir el correspondiente proceso de Lévy en ley. Asi que consideremos n = 
(Rd)IO,oo) el conjunto de todas las funciones w = (w(t»tEIO,oo) de [0, 00) a Rd; 
y ~ la a-álgebra de Kolmogorov. Entonces para toda n ~ O Y para cualquiera 
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to :S tI :S ... :S tn , definamos: 

J1-to, ... ,tJBo x ... x Bn) (1.4) 

= J . .. J J1-tO(dYo)lBo(YO)J1-tl-tO(dYI}lBl (Yo + y¡) 

x . . . J1-t .. -t .. -l (dYn)lBn (Yo + ... + Yn) . 

Ahora supongamos que Bm = ¡r1, entonces al aplicar Fubini 

= J ... J J1-t~-t~- l(dYm)lB~(YO+ ··· +Ym} 
J1-t~+l-t~ (dYm+¡)lB~+l (Yo + ... + Ym+¡) 

x .. . J1- tn-tn- l (dYn)lBn(YO + ... + Yn)J1-tO(dYO}lBo(Yo} 

x .. . J1-t~ - 1-t~-2(dYm_¡)lBm_ l (Yo + .. . + Ym-¡) 

por otro lado fijémonos en las integrales con respecto a J1-t~-t~- l y J1-t~+l-t~, 

como Bm = Rd tenemos que 1B~ (Yo + ... + Yn) = 1, de donde se sigue que 

J J 1Bm (YO + ... + Ym)lB~+l (Yo + ... + Ym+I) ... 

1Bn (Yo + ... + Yn)J1-tm-t~ - l (dYm}J1-t~+l-t~(dYm+¡) 

= J J1 Bm+1(YO+···+Ym+I) . . . 

lB .. (Yo + ... + Yn)J1-tm-tm - l (dYm)J1- tm+1- t"'(dYm+¡) 

(1.5) 

pero 07=m+1 lB, (YO + .. ·+Yi) = 1A(Ym +Ym+¡) donde A = {x E Rd 
: Yo +YI + 

... + x E Bm+I, ... , Yo + . . . + Ym-I + X + Ym +2 + ... + Yn E Bn}, por lo que 

(1.6) 

pero la expresión anterior corresponde a la convolución entre J1- t", - t", _ l Y J1- t"'+l -t", 
por lo que por (1.1) 
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por lo que al sustituir en (1.4) y aplicando otra vez el teorema de Fubini 

¡;'to, ... ,t " (Bo x ... x Bn) 

= J ... J ¡;,t~ -t~_l (dYm)lB~(Yo + ... + Ym) 

¡;,tm+l-t~ (dYm+¡)lB~+l (Yo + .. . + Ym+¡) 

X ... ¡;,t" -t,,_l (dYn)lB" (Yo + ... + Yn)¡;,tO(dYo)lBo (Yo) 

x ... ¡;,t~ _ l-tm_ ' (dYm-¡)lB~_ l (Yo + ... + Ym-¡) 

= J ... J ¡;,to (dYo)l Bo (Yo)¡;,t,-tO (dy¡)lBl (Yo + y¡) 

x . .. ¡;,tm _ l-t~_ 2 (dYm-¡)lBm_l (Yo + ... + Ym- ¡) 

¡;,t~+,-t~_l (dYm+l)lB~+ , (Yo + ... + Ym+¡) 

X •• . l,,-tn
-

1 (dYn)lB" (Yo + ... + Yn) . 

= ¡;'to, ... ,t~_l ,t~+" ... ,t,,(Bo x .. . x Bm-l x Bm+l x ... x Bn ). (1.7) 

Entonces ¡;'to, ... ,t" (Bo x ... x Bn) se extiende a un medida de probabilidad en 
B((~)n+l) y la familia {¡;'to, ... ,t,,(Bo x ... x Bn}} satisface la condición de 
consistencia por (1.7)) . Entonces por el teorema de extensión de Kolmogorov 
(ver apéndice), obtenemos una medida de probabilidad única P en ~ tal que: 

P[Xto E Bo,· .. , Xt" E Bn] = ¡;'to , ... ,t" (Bo x . .. x Bn ). (1.8) 

En particular por la consistencia de {¡;'to, ... ,t,,(Bo x ... x Bn)}, X t tiene dis
tribución ¡;,t . Ahora mostraremos que [Xt : t 2: O] es un proceso de Lévy en rey. 
Si O :S to :S t¡ :S ... :S tn, entonces por (1.4) y (1.8) , 

E(¡(Xto "" ,Xt .,)] 

= J .. . J ¡(Yo, Yo + y¡, . . . , Yo + ... + Yn)¡;,tO(dyo) 

x ¡;,t,-tO(dy¡) ... ¡;,t,,-t,, _, (dYn) 

para toda funcion medible y acotada f. Sea Z¡, ... , Zn E Rd y 

n 

¡(xo, . .. , Xn) = exp(i ~)Zj, Xj - Xj-l)). 
j = l 

(1.9) 
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Entonces: 

n 

E[exp(i L(Zj,Xj - Xj-l))] 
j=l 

= J ... J exp(i f)zj, Xj - Xj-l) )p.tO(dyo) x p.tl-tO(dy¡) .. ·l,,-t"-l (dYn) 
] = 1 

asi que haciendo Yj = Xj - Xj-l se sigue que 

= fI J exp(i(zj, Yj))p.tj-t j_l (dYj) 
j=l 

Haciendo Z = ej donde (ej = (0, ... ,1, O, ... , O) con 1 en la j-ésima posición), 
se sigue que 

lo cual muestra que X tj - X tj _
l 

tiene distribución p.tj-tj_l , y por ende que el 
proceso es temporalmente homogéneo, por otro lado 

n n 

E[exp(iL(Zj,Xtj -Xtj_J)] = rr E[exp(i(zj,Xtj -Xtj_ l ))] (1.10) 
j=l j=l 

Lo que implica que {Xt} tiene incrementos independientes. Por otro lado por 
(1.3) tenemos que X t -+ O en distribución, sin embargo convergencia en dis
tribución a cero implica convergencia en probabilidad a cero. Por lo que por 
la homogeneidad temporal P[IXs - Xtl ~ é] = P[lXl s- td ~ é] -+ O conforme 
s -+ t . Entonces {X¡} es un proceso de Lévy en ley. 

iii)Sean {Xt} y {X:} procesos de Lévy en ley y Xli::. X~ . Entonces por i) ten

emos quePx. = p.t = Px :, por lo que Xt i::. X~ . Se sigue por la homogeneidad 

temporal que Xs+t - X s i::. X~+t - X~ para toda t y s. Entonces 

(Xt,,, X t, - X to , .. · , Xt" - X t,,_.) i::. (X~o' X~, - X~o, .. · , XL - X~ .. _,) 
para toda to 2: tI 2: . .. 2: tn por independencia. Pero como (Xto' X tl , · · . , X t,.) 
es una función de (Xto, X tl - X to, ... , X t .. - Xt .. _ l ), entonces obtenemos 

(Xto, X t" .. . , X t..) i::. (X;o' X;" . .. , X;J. Lo cual completa la prueba. 

1.1 Representación de las Distribuciones Infini
tamente Divisibles 

A continuación demostraremos un teorema que nos permite obtener una repre
sentación de todas las distribuciones infinitamente divisibles. Se conoce como 
la representación de Lévy-Khintchine. Fue obtenida en R alrededor de 1930 por 
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de Finetti y Kolmogorov en casos particulares, y por Lévy en el caso general. 
Así que sea D= {x: Ixl::; 1}. 

Teorema 6 i)Si J.L es una distribución infinitamente divisible en R d
, entonces 

¡¡(z) = exp[-~(z, Az) + i(¡, z) + r (ei(z,x) - 1 - i(z, x)lD(x))v(dx)], z E Rd
, 

2 JR" 
(1.11) 

donde A es una matriz de dx d simétrica definida positiva, y v es una medida 
en R d que satisface 

v( {a}) = a 

Y'YERd
• 

r (lxl2
/\ l)v(dx) < 00 JRa 

ii)La representación de ¡¡(z) en i) por A, v, Y'Y es única. 

(1.12) 

iii)De manera análoga si A es una matriz de d x d simétrica definida positiva, 
v es una medida que satisface (1.12), y 'Y E R d

, entonces existe una distribución 
infinitamente divisible J.L cuya función característica está dada por (1.11). 

Definición 2 Llamamos a (A , v, 'Y) la terna generadora de J.L. A y v se conocen, 
respectivamente, como la matriz de covarianzas Gaussiana y la medida de Lévy 
de J.L. 

Corolario 1 Si J.L tiene terna generadora (A,v,'Y), entonces J.Lt tiene terna gen
eradora (tA, tv, t-y) . 

El resto de esta sección esta dedicado a la demostración del teorema 6, pero 
antes necesitaremos el siguiente lema: 

Lema 2 Para toda u E R y n E N 

n-l (")k I In 
e
iu = '" ~+O~ ~ k! n! 

k =O 

con alguna O E C tal que 101 :s 1. 

Prueba Tenemos que expandiendo la función en serie de Taylor: 

n-l (" )k "n 1'" 
eiu = '" ~ + ~ (u _ v)n-1eiVdv 

~ k! (n -1)! o 
k =O 

Pero 
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Es decir si u =1= O 

siu=l=O 

Asi que si se define 

{ 

iUn ru(u _ v)n-1eivdv si u..J. O 
B = füF Jo -r 

O si u = O 

demostramos el lema. 
Hay que notar que el integrando en el lado derecho de (1.11) es integrable con 
respecto a v, porque es acotada fuera de cualquier vecindad de O, y por el lema 
anterior tenemos que 

ei(Z,x) _ 1- i(z,x}lD(X) = i(z,x}lR/D(X) + BI(z,~W 
2. 

::; IzllxllR/D(X) + B(lzl~71? 

::; IzllxI 2 lR/D(X) + B(izl~71? 
= O(ixI2) conforme Ixl -> O 

para z fija. Pero existen otras formas de obtener un integrando integrable. Sea 
c(x) una función medible y acotada de Rd en Rd y que satisface 

c(x) = 1 + o(x) cuando Ixl-> O 

c(x) = O(l/Ix!) cuando Ixl -> 00 

Asi (1.11) puede ser reescrita como 

(1.13) 

(1.14) 

pez) = exp[-~(z, Az) + i(¡e, z) + la (ei(Z ,x) - 1 - i(z,x)c(x»v(dx)] (1.15) 

con "fe E Rd definida por 

"fe = "f + r x(c(x) - 1D(x»v(dx) 
iR" 

la expresión anterior tiene sumandos finitos dado que por (1.11) 

Ix l(c(x) - lD(X» = O(lxI2) conforme Ixl-> O, y 

Ix l(c(x) - lv(x» = O conforme Ixl-> oo. 

(1.16) 

Asi que por (1.12) IR" Ixl(c(x) -lD(x»v(dx) < 00, y por ende "fe tiene suman
dos finitos. Algunos ejemplo de c(x) usualmente utilizados son 
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c(x) = llxl:St:(x) con é ~ 0, 

c(x) = 1/(1 + IxI2), 

c(x) = llxI9(x) + 11:Slxl:S2(X)(2 -Ixl). 
(1.17) 

Denotamos a la terna en (1.15) por (A, v, I'c)c. Por otro lado si v satisface la 
condición adicional !¡XI:S1 Ixlv(dx) < 00, entonces podemos utilizar la función 
cero como c, y obtenemos 

¡L(z) = exp[-~(z, Az) + i(--yo, z) + [ (ei(z .x) - l)v(dx)) 
2 iR" 

(1.18) 

con 1'0 E Rd . Esta es la representación por la terna (A, v, 1'0)0. A la constante 
1'0 se le conoce como el corrimiento de /1-. Si v stisface !¡xl~1 Ixlv(dx) < 00, 

entonces, permitiendo que c(x) sea la constante 1, tenemos una representación 
por la terna (A, v, 1'1)¡: 

¡L(z) = exp[-~(z,Az) + i(--y1,Z) + r (ei(z .x) - 1- i(z,x))v(dx)) 
2 iR" 

(1.19) 

y llamamos a la constante 1'1 el centro de /1-. Por último notamos que A y v 
son invariantes no importando que función c(x) elijamos. 
Existen dos formas de acercarse al teorema(6). Uno es el enfoque probabilista 
que analiza la estructura de los saltos de las funciones muestrales de un proceso 
de Lévy general y obtiene la representación como su distribución en un tiempo 
fijo. La segunda es el metodo analítico inciado por Khintchine en 1937, que 
obtiene la representación de forma directa. Aqui se utilizará el método analítico, 
para derivar la representación de Lévy- Khintchine. 
Prueba de Teorema (6) (ii). 
Suponga que ¡L(z) se expresa como (1.11) con A, v, 1'. Y notemos que 

(1.20) 

por el Lema anterior. Ahora como el lado derecho de la igualdad anterior es 
integrable utilizando el teorema de convergencia dominada, la expresion dentro 
de los corchetes en (1.11) es continua en z. Asi 

log¡L(sz) = - ~s2( z, Az) +is(--y,z) + [ (ei(sz.x ) -1-i(sz,x) lv(x))v(dx)) 
2 iR" 

para s E R. Utilizando (1.20) y el teorema de convergencia dominada de nuevo, 
tenemos 

s-21og¡L(sz) --t -~(z, Az) cuando s --t 00 
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Asi tenemos que A esta unívocamete determinada por ¡.L. Sea 'Ij; (z) = logíi(z) + 
1(z,Az) y C = [-1, l]d. Entonces podemos probar 

r (1/J(z) - 1/J(z + w))dw = 2d r ei(z,x) (1 - IT sin(xj) )v(dx), (1.21) 
Je JRd j=1 xJ 

donde Sir:,(X j ) vale 1 cuando Xj = O. En efecto, tenemos 
J 

y 

1/J(z) -1/J(z+w) = r (ei(z,x) _ei(z+w,x) +i(w,x)lv(x))v(dx) -ib,w) 
JRd 

I(ei(z,x) - ei(z+w,x} + i(w, x)lv(x)1 

:o:::: 11 - ei(w,x) + i(w,x)lv(x)1 + l(w,x)lv(x)lll- ei(Z,x} 1 

1 
:o:::: ("2lwI2IxI2 + IwllxI2Izl)lv(x), 

(11w121x12 + IwllxI2Izl)lv(x)) es integrable con respecto a la medida de Lévy v 
entonces podemos utilizar el teorema de Fubini y obtenemos 

r (1/J(z) - 1/J(z + w))dw = r ei(z+w,x}v(dx) r (1 - ei(w,x})dw, 
Je JRd Je 

y ahora como 

lid r (1 - ei(w,x»)dw = r ... r (1 - TI ei(W¡X'»)dw; 
Je Ll J-l ;= 1 

lid 1 

= r ... r dWi - TI r ei(w,X¡»)dwi 
Ll Ll ; = 1 Ll 

d 1 

= 2d 
- g(ll(COS(WiXi ) +isin(w;x;))dw¡) 

d 1 1 

= 2d 
- g (11 cos(w;xi)dw; + i 11 sin(w;x;)dwi 

=2d_ IT(2 sin(x;)) 
;= 1 X; 

= 2d (1 _ sin(x;)) 
X; 

asíobtenemos (1.21). Ahora sea 

dsin(X) 
p(dx) = 2 --J-v(dx) 

Xj 

(1.22) 
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Entonces p es una medida finita ya que 

rrd sin(xj) = 1 _ ~ IxI2 + O(lxI4) conforme Ixl ----> O. 
x· 6 

j = 1 J 

(1.23) 

Ahora como el lado derecho de (1.21) es la transformada de Fourier de p, en
tonces por la existencia de la transformada inversa de Fourier, p esta unívocamente 
determinada por 1jJ, esto es, por 1-'. Pero como v(O) = O, v esta unívocamente 
determinada por 1-'. Ahora por (1.11) 'Y esta determinada por 1-', A, y por v. 
Prueba de Teorema (6) (iii). 
Dadas A,v, y 'Y, sea cp(z) el lado derecho de (1.11) . Y sea 

CPn(z) = exp[-~(z, Az) + i('Y, z) + r (ei(z.x) - 1 - i(-y, Z)lD(X))v(dx)] 
2 1Ixl>l/n 

= exp[-~(z, Az) + i(-yn, z) + !(ei(z.X) - 1)vn(dx)] (1.24) 

Ahora como la medida v restringida a {Ixl > 1/n} es finita, entonces V n es finita 
y por ende, CPn(z) es la función característica de la convolución de distribuciónes 
gaussiana y Poisson compuesta; y por lo tanto de una distribución infinitamente 
divisible. Ahora por el teorema de convergencia dominada, converge a cp(z) 
conforme n ----> oo. Por otro lado como se demostró al inicio de la demostración 
de la parte ii), cp( z) es continua y por ende es una función característica. Y por 
el teorema 3 cp(z) es la función característica de una distribución infinitamente 
divisible. 
Esto demuestra la parte ii) y iii) del teorema 6 y ahora veremos un resultado que 
relaciona la convergencia de las medidas I-'n a 1-' la convergencia de sus respectivas 
ternas generadoras y que nos permitirá demostrar el resto del teorema 6. 
En el siguiente teorema escribiremos f E Cv si f es una función acotada de Rd 

en R que se anula en una vecindad del origen. 

Teorema 7 Sea c(x) una función continua y acotada de R d en R que satis
face (1 .13) y (1 .14). Suponga que I-'n(n = 1,2, . . . ) distribuciones infinitamente 
divisibles en R d y que cada ¡in (z) tiene la representación de Lévy-Khintchine 
con triada generadora (An , vn , .8n k Sea 1-' una medida de probabilidad en R d . 

Entonces I-'n ----> 1-' en distribución si y solo si 1-' es infinitamente divisible y 
¡i(z) tiene la representación de Lévy-Khintchine con triada generadora (A, v, .8)e 
donde (A, v,.8) cumplen las siguientes tres condiciones. 
1) Si f E Cv , entonces 

lim r f(x)vn(dx) = r f(x)v(dx) 
n-oo}Rd JRd 

2) Defina matrices simetricas definidas no negativas An.E por 
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Entonces 
lim limsup I(z, An,€) - (z,A)1 = O 
dO n~oo 

Hay que notar que si utilizamos (8.1) para la representación de Lévy-Khintchine, 
este teorema no puede ser probado, debido a la discontinuidad de 1D(X). 

Prueba de Teorema. Primero supongamos que J-Ln -> J-L. Entonces como las 
distribuciones J-Ln son infinitamente divisibles entonces J-L es infinitamente di
visible y por el teorema 2, ji(z) f= O, entonces podemos definir el logaritmo. 
Ahora como J-Ln --> J-L, entonces jin(z) -> ji(z) uniformemente en compactos y 
por lo tanto logJin(z) -> logji(z) uniformemente en cualquier compacto. Ahora 
definamos Pn(dx) = (lxl2 /\ l)vn(dx). Entonces aseguramos que la sucesión de 
medidas {Pn} es tensa, es decir 

(1.25) 

lim sUP! Pn(dx) = O 
I~oo n Ixl>1 

(1.26) 

Supongamos por el momento que las relaciones anteriores han sido probadas. 
Entonces por el teorema de selección existe una subsucesión {Pn.}que converge 
a una medida finita p. Definamos v por v( {O}) = O y v(dx) = (lxl 2 /\ 1)- l p(dx) 
en {Ixl > O}. Ahora sea 

g(z , x) = ei (z ,x) - 1 - i(z, x)c(x) , (1.27) 

que es continua en x para z fija, y por la condición (1.14) sobre c(x), también 
acotada. Entonces tenemos 

logjin(z) = - ~(z,Anz)+i(,Bn,Z)+ J g(z,x)vn(dx) (1.28) 

1 . 
= - 2 (z, An,€z) + z(,Bn, z) + I n,€ + Jn,€, 

donde 

I n,€ =! (g(z,x) + ~(z,x)2)(lxI2/\ l)-lpn(dx) 
IxlSE 2 

Jn,€ =! g(z,x)(lxI2 /\ 1)- l pn(dx) . 
Ixl>E 

Sea E el conjunto de é > O para las cuales !¡xl=€ p(dx) = O. Entonces como 

Pn. -> P conforme k -> 00, limk~oo Jnk ,€ = !¡xl >€ g(z,x)(lxI2/\ l) - lp(dx) para 
é E E . Por lo que como v( {O}) = O tenemos 

}im lim Jnk ,€ = r g(z, x)v(dx) . 
E 3 d O k~oo J R" 

(1.29) 
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Por otro lado por la condición (1.13) tenemos que (g( z , x) + ~ (z, x)2)(lxI2 ¡\ 1)-1 
tiende a O conforme x -+ O. Entonces por (1.25) tenemos que 

limsup IIn . .,1 = O 
.,!O n 

(1.30) 

Asi que al utilizar (1.21),(1.29),(1.30) en (1.28) y considerando las partes reales 
e imaginarias por separado tenemos que 

lim limsup(z,An • • .,) = lim liminf(z , An • • .,), 
E3E!O k-.oo E3E!O k-.oo 

(1.31 ) 

lim Sup(/3n., z) = lim inf(/3n., z) , (1.32) 
k-+oo k-oc> 

y ambos lados de las relaciones anteriores son finitos. Ahora por (1.32) existe /3 
tal que /3n. -+ /3. Ahora como como cada lado de (1.31) es una forma cuadrática 
no negativa de z, es igual a (z, Az) con alguna matriz simétrica definida posi
tiva A. Y por otro lado como (z, An •. .,) es monótona en é podemos olvidar la 
restricción de é E E . De aqui se sigue que ji(z) tiene la representación (24) con 
A,v, y /3, y que (1),(2),(3) se cumplen con n -+ 00 a través de la subsucesión 
{J.Ln.}. Tenemos que A,v, y /3, de la triada (A,v,/3)c son únicas, ya que se 
demostró la parte ii) de l teorema 6. Como la discusión anterior es válida si 
comenzamos con cualquier subsucesión de {J.Ln}, entonces por la unicidad expli
cada anteriormente (1) y (2) se cumplen para la sucesión completa. Por otro 
lado como 

lim limsup(z, An •. ., ) = lim lim inf(z, An •. ., ) = (z , Az). 
E 3E!O k-.oo E3.,!O k-oo 

(1.33) 

Lo cual es equivalente a (2). Y con eso finalizamos la primera parte de la 
demostración, a continuación probaremos (1.25) y (1.26) . Sea [-h, h]d = C(h) , 
entonces por ((1.27» 

- f log[in(z )dz = ~ f (z , Anz)dz - f vn(dx) f g(z, x)dz 
J C (h) J C (h) JRd J C (h) 

Por Fubini, dado que por (1.13) y (1.14) g(z,x) es integrable con respecto a V n 

11 1 1 1 rrd 

sinhx · - (z, Anz)dz - vn(dx) g( z, x)dz ~ (2h)d (1 - __ J )vn(dx) 
2 C (h) Rd C (h) Rd j = 1 hXj 

dado que A es una matriz definida no negativa, y por ende f (z, Anz)dz ~ O 
JC(h) 

(1.34) 

Ahora el primer término de la expresión anterior tiende a JC(h) log([i(z ))dz 
conforme n -+ oo. Por lo que haciendo h = 1 tenemos que existe M E R tal que 
I JC(h) logjin(z)dzl S; M . Ahora por (1.23) 

d . 

rr sznx · 2 
i~f(1 - ~ )(Ixl ¡\ 1)- 1 > O 

j = 1 J 

(1.35) 
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tenemos que por (1.34) 

De donde se sigue que 

:::: 1d (2)-d(1 - fl Si;;j )(lxI2
/\ l)-IPn(dX) 

:::: [ (2)-d(1 - rr sinxj )vn(dx) 
lR" j = 1 Xj 

y por (1.34) 

:::: - [ logíJ,n(z)dz 
lC(h) 

:::: I [ logíJ,n(z)dzl < M 
lC(h) 

d . 

Pn(Rd ) :::: (2)-d(i~f(1- rr S't;Xj )(lxI 2
/\ 1)-1)-1 M < 00 

j = 1 ] 

Para toda n E N Y por ende SUPn Pn(Rd
) < M < 00, lo que prueba (1.25) . 

Ahora como logíJ,(z) es continua en C(h), tenemos 

lim (-h
1
)d [ log(¡i(z))dz = 0, 

h¡O 2 l C(h) 
(1.36) 

Entonces por (1.34) y (1.36) tenemos que 

Por lo que para cualquier é > 0, existen no y ho tal que 

1 
d. h 

S10 oX ' 
(1 - rr h ] )vn(dx) < é para n ~ no· 

Rd j = 1 OXj 

Si Ixl > 2 -:::' entonces IXjol > ';0 para alguna jo y 

rr
d 

sin hoxj I sin hoxjo I 1 1 
1- > 1- > 1- --- > -. 

j = l hoxj - hoxjo - holxjol 2 
(1.37) 

y por ende al integrar la expresión anterior con respecto a V n obtenemos 

~ [ vn(dx) < é para n 2: no 
ll x l>2f.i! 

(1.38) 
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Pero como 

11 - Pn(dx) 
2 Ixl>2~ 

Lo que prueba (1.26). 

= ~ 1 (lx12/\ l)vn(dx) 
2 Ixl>2~ 

~ ~1 vn(dx) 
2 IX I>2# 

y por (1.38) 

< E para n 2 no 

Ahora haremos la segunda parte de la demostración. Definamos Pn(dx) = 
(lxl2/\ l)vn(dx) y p(dx) = (lx12/\ l)v(dx). Sea E como se definió anteriormente. 
Entonces aproximando g(z, x)l{lxl>E} por funciones continuas que se anulan en 
una vecindad del cero, y utilizando la propiedad (1) obtenemos (1.29). Ahora 
como las condiciones (1) y (2) implican que {Pn} esta uniformemente acotada, 
entonces obtenemos (1.30) también. Asi que por lo anterior y utilizando (2) y 
(3) en (1.28), tenemos 

lim log¡in(z) = -~(z,Az) +i(/3,z) + !g(z,X)V(dX). 
n-+oo 2 

Ahora como el lado derecho de la relación anterior es igual allog¡i(z) . entonces 
/ln --+ /l. 
Ahora probaremos la primera parte del teorema 6. 
J>rueba del teore~a 6 
i)Entonces dada una medida de probabilidad /l infinitamente divisible, elegimos 
una sucesión tn 1 O. Ahora definimos /ln por 

La distribución /ln es Poisson compuesta. Notemos que 

para cada z conforme n --+ oo. Asi ¡in(z) --+ e 1og¡i(z) = ¡i(z). Ahora como /ln 

tiene la representación (1.15) en el teorema 7, podemos aplicarlo y concluir que 
¡i( z) tiene la representación con triada (a, v, /3lc. y esta representación pueden 
ser escrita como (1.11) . 

Corolario 2 Toda distribución infinita~ente divisible es ellí~ite de una sucesión 
de distribuciones J>oisson co~puesta. 
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Capítulo 2 

Distribuciones Estables 

Las distribuciones estables constituyen una clase muy rica de distribuciones de 
probabilidad que exhiben colas pesadas y sesgo y tienen propiedades matemáticas 
muy importantes, fueron introducidas por Lévy en los 1920's y han sido estudi
adas extensivamente desde los 1930's. 
Parte de la importancia de las distribuciones estables radica en que han sido 
propuestas como modelos para diversos sistemas físicos y económicos. Existen 
dos razones priomordiales por las que se utilizan las distribuciones estables para 
describir un sistema. La primera es que existen razones teóricas sólidas para 
esperar un modelo estable, por ejemplo la reflexión sobre un espejo en rotación 
cuyo modelo es una distribución Cauchy, o los campos gravitatorios de estrellas, 
que se modelan a partir de una distribución Holtsmark. El segundo argumento 
para modelar sistemas utilizando distribuciones estables es empírica, ya que 
una gran cantidad de conjuntos de datos exhiben colas pesadas o algún tipo de 
sesgo. 
Comenzaremos esta sección por definir a las distribuciones estables, y a las 
estrictamente estables, posteriormente exhibiremos la forma que toma la repre
sentación de Lévy-Khintchine, para esta clase de distribuciones. 

Definición 3 Sea /-L una medida de probabilidad infinitamente divisible en R d
. 

Es llamada estable si, para cualquier a > O, existen b > O Y c E Rd tales que 

¡¡( z t = ¡¡( bz )ei(c,z) . (2.1) 

Es llamada estrictamente estable si, para cualquier a > O, existe b > O tal que 

¡¡(z)a = ¡¡(bz). 

Antes de enfocarnos en la existencia del exponente, demostraremos algunos 
lemas. 

Lema 3 i)Sea X una variable aleatoria distinta de cero en R d . Suponga que 

b¡,~ E (0,00) satisfacen b¡X ~ ~X. Entonces b¡ = b2 . ii)Sea X una vari-

19 
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able aleatoria no constante en R d . Suponga que bl , b2 E (0 , 00) Y cI,C2 E R d 

satisfacen blX + CI 40 b2 X + C2. Entonces bl =;' ~ y CI = C2· 

Prueba 
i) Supongamos que bl =1= h Entonces X 40 bX con b E (O, 1). Por lo que iterando 

la relación anterior tenernos que X 40 bn X para n = 1,2, . . . , asi que haciendo 
n ---> 00 tenernos que X = O a.s. lo cual es una contradicción. ii) Tenernos 

que X 40 b2"l(b I X + CI - C2). Asi que podernos suponer que X 40 bX + c con 
b > O Y cE R d Y afirmarnos que b=1 y c=O. Sean Xl y X2 variables aleatorias 
independientes, cada una con la misma distribución que X. Entonces 

La variable aleatoria Xl - X 2 es distinta de cero, dado que X es no constante. 

Entonces por i) b=l. Por lo tanto X 40 X + nc para n = 1,2, . . . , de lo que se 
sigue que c=O. 

Lema 4 Sea X una variable aleatoria no constante con distribución estable en 
~. Entonces b, y c en la definición (1) estan unívocamente determinadas por 
a. 

Prueba. Supongamos que existen bl > O, CI E ~ Y ~ > O C2 E R d tal que 
satisfacen la relación de estabilidad definida en (2.1), entonces 

d 
blX + CI = ~X + C2 

Ahora corno X es una variable aleatoria no constente entonces por el lema 
anterior podernos concluir que bl = ~ y CI = C2. Por lo que b y c, estan 
unívocamente determinadas por a. 

Teorema 8 Sea X una variable aleatoria con distribución estable y a, b > O las 
constantes de la definición (3), entonces existe H > O tal que, b = aH. 

Prueba. Corno sabernos que b esta unívocamente determinada por a, denotare
mos a b por b(a). 
i)Primero demostraremos que b(a- l ) = b-l(a). Sea J.L la distribución de la 
variable aleatoria X, entonces por la definición de estabilidad tenernos que 

¡¡(z)a = ¡¡(b(a)z)ei(c(a),z) (2.2) 

Ahora corno la distribución J.L es infinitamente divisible entonces podernos definir 
al logaritmo por lo que 

¡¡(z) = ¡¡(b(a)z)l/aei«l/a)c(a) ,z) 

Asi que haciendo z'=bz 

¡¡(z' / b( a)) = ¡¡( z') l/aei« l/a)c(a),(z' /b(a» ) 
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Entonces 
ji(z') l/a = ji(z' /b(a) )e-i«l/a)c(a),(z' /b(a))) 

Por lo que por la unicidad de b(a-l),b(a- l ) = b-l(a). ii)Ahora veremos que 
b(aa') = b(a)b(a'). Tenemos que por la definición de estabilidad 

ji(z)a = ji(b(a)z)ei(c(a),z), y ji(zt' = ji(b(a')z)ei(c(a') ,z) 

Asi que 

ji(zta' = (ji(ztt' = (ji(b(a)z)ei(c(a),z)t' 

= (ji(b( a)z) t' ei(a' c(a),z) = (ji(b(a )b(a')z )ei(c(a'),b(a)z) )ei(a' c(a),z) 

= ji(b( a )b(a')z )ei(a' c(a)+b(a)c(a'),z) 

Asi que por la unicidad de b(aa'), b(aa') = b(a)b(a') -Por último demostraremos 
que si an ...... a con O < a < 00, entonces b(an) ...... b(a) Tenemos que para toda 
n = 1, 2, . . . por la definicón de estabilidad 

ji(z)an = ji(b(an)z)ei(c(Gn),z) 

Por lo que por un lado 

lim ji(z)an = lim exp(anlnji(z)) = exp( lim anlnji(z)) 
n--oo n-+oo n--oc 

= exp(alnji(z)) = ji(zt 

Por otro aprovechando la continuidad de ji(z) tenemos que 

lim ji(b(an)(z)ei(c(an),z) = ji( lim b(an)Z)eilim .. -oo(c(a .. ),z) 
n--oo n __ oo 

Asi que igualando ambos lados obtenemos 

ji(zt = ji( lim b(an)Z)eilim .. -oo(c(a .. ),z) 
n-oc 

Por lo que por la unicidad de b(a), concluimos que b(a) = limn_oc b(an). Ahora 
definamos H = ln b( e), entonces por la definición de estabilidad tenemos 

ji(z)e = ji(b(e)z)ei(c,z) = ji(exp(lnb(e))z)ei(c,z) = ji(eH z)ei(c,z) 

Entonces utilizando i) y ii) tenemos que para toda s E Z 

Por otro lado supongamos que s = * entonces 

Por lo que al extraer raíz enésima obtenemos 
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Asi que podemos concluir que para s E Q 

Ahora sea x en R entonces existe una sucesión {an } E Q tal que an -t x, por lo 
que utilizando la relación anterior tenemos 

b(eX
) = lim b(ea,,) = lim b(etn = b(e)X 

n ........ oo n-+oo 

Ahora tomemos t > O entonces como la función ¡(x) = eX es suprayectiva en 
los reales positivos, tenemos que existe s E R tal que t = eS. Por lo que 

¡i(z)t = ¡i(b(t)z)ei(c(t),z) = ¡i(b(es)z)ei(c(t),z} 

= ¡i( b( e)S z )ei(c(t) ,z) = ¡i( (eH)" z )ei(c(t),z) 

= ¡i( t H z )ei(c(t),z} 

Con lo anterior podemos concluir por la unicidad de b(t) que b(t)=tH para toda 
t > O. Gracias al resultado anterior estamos en condicion de definir al exponente 

Definición 4 La H obtenida anteriormente es conocida como el exponente de 
la distribución estable. Por otro lado a a = k se le conoce como elíndice 
de estabilidad; y a una distribución con índice de estabilidad a , se le llama 
distribución a-estable. 

A continuación determinaremos las funciones características de las distribu
ciones estables. Para hacerlo sea S = {x E Rd : Ixl = l}, la esfera unitaria, y 
sea, para b > l Y n E Z , Sn(b) = {x E R d 

: bn < Ixl:=; bn+1
}. y consideremos 

la siguiente transformación Tr definida sobre medidas p en Rd por 

(TrP)(B) = p(r- 1 B) (2.3) 

Teorema 9 Sea J-L infinitamente divisible y no trivial en R d con terna gen
eradora (A, v, ,). Sea O < a < 2. Entonces las siguientes afirmaciones son 
equivalentes: 
l)J-L es a-estable 
2)A=O y 

v = b-onv para toda b> O 

3)A=O y existe una m edida finita>. en S tal que 

(2.4) 

v(B) = r >'(~) roo IB(rO ~:o para BE B(Rd
) (2 .5) Js Jo r 

Prueba. 
Supongamos i) entonces para a > O tenemos que ¡i(z)G tiene terna generadora 
(aA , av, aa). Por otro lado como la distribución J-L es a-estable entonces por la 
definición de estabilidad tenemos que 

¡i( z t = ¡i( a H z )ei(c,z} 
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La distribución con función característica dada por el lado derecho de la ecuación 
anterior tiene terna generadora (a2H A, nv, ,/,(a)) para algun ,/,(a) E R d Y b = 
aH. Asi que por la unicidad de la representación de Lévy-Khintchine tenemos 
que aA = a2H A y av = nv. Ahora como la distribución es no trivial tenemos 
que A t= O o v t= O. Si A t= O, entonces H = i lo cual como O < o < 2 hace el 
caso A = O imposible. Supongamos que v t= O, entonces se sigue que av = nv, 
pero como b = aH y H = ~ entonces v = b-anv. y como es válido para 
toda a> O, tenemos que Ii = b-anv para toda b > o. Ahora supongamos 2). 
Entonces escribamos, para E e (0,00) y C e S, 

EC = {x E ~ - {O} : Ixl E E Y lxi-Ix E C}. (2.6) 

y definamos una medida finita A en S mediante 

A(C)=ov((l,oo)C) para CEB(S). (2.7) 

Ahora definamos v'(B) por el lado derecho de (2.5). Entonces Vi es una medida 
en~, con v'({O}) = O y, para b > O Y C E B(S), 

v'((b,oo)C) = A(C) [X> r~:a = o-lb-aA(C) 

= v(b(l,oo)C) = v((b,oo)C) 

por(2.4) . Se sigue que v'(B) = v(B) para todo B E B(Rd - {O}). (Para el 
resultado anterior utilizamos el lema de Dynkin. Se fija e > O Y se considera al 
conjunto {x: Ixl > e} . Sea Ae la colección de todos los conjuntos de la forma 
(b, oo)C con b > e y C E B(S). El uso del lema de Dynkin lleva a la conclusión 
de que v = Vi en u(Ae), donde u(Ae) es la colección de todos los borelianos en 
{x : Ixl > e}. Se sigue que v = Vi en B E B(Rd - {O}).) Y asi obtenemos 3). 
Ahora supongamos 3) y sea b > O Y B E B(Rd - {O}) entonces 

1 1000 dr 1 1000 

dr' 
v(B) = A(d{) lB(rO~ = b-a A(dO lB(r'O-( ')1+ 

S o rO S orO 
con r'=r/b 

= b-Ov(b- 1 B) = b-OTw(B) 

y como es válido para todo b > O Y B E B(~ - {O}), tenemos que v = 
b-onv para todo b > O, Y obtenemos 2). Ahora supongamos 2), tenemos que 
como ¡¡(Z)b

O

, tiene terna generadora (bOA, bav, b°'/') , dado que por hipotesis 
A = O Y v = b-oTbV para toda b > O, entonces la terna generadora para 
¡¡(z)b

o 

es (O, nv, b°,/,). Dado que ¡¡(bz) tiene terna generadora (O, nv, '/'b) con 
'/'b = h + J bx(lo(bx) - lo(x»v(dx) donde D = {x E R d 

: Ixl :S l}. Entonces 
por la unicidad de la representación de Lévy-Khintchine tenemos que 

Lo que muestra que J1. es o-estable, y asi obtenemos 1. 
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Observación 3 Hay que notar que en el teorema anterior la medida A en S 
esta unívocamente determinada por v, ya que (2.5) implica (2.7). Se acostumbra 
llamar al múltiplo positivo constante de A "la parte esférica de la medida de Lévy 
v". Para cualquier medida finita no trivial A en S y para cualquier O < o < 2 
podemos encontrar una distribución o-estable ¡.t con medida de Lévy definida 
por (2.5). En realidad se sigue de (2.5) que 

( f( x)v(dx) = ( A(d.;) 100 f(rE,) ~:a lRd ls o r 
(2.8) 

para cualquier función medible no negativa f. Asi que 

{ (ixI 2 111)v(dx) = ( A(d~)1°O(lr~12111) ~:a lRd ls o r 

11 100 dr 1 1 
= A(S)( r 1- adr + -¡::¡:-) = A(S)(-- + -) < 00 

o o r '" 2-0 o 

Como f(lxl 2 11 l)v(dx) es finita, existe una distribución infinitamente divisi
ble ¡.t con medida de Lévy v y se aplica el teorema anterior. Podemos consid
erar r-(l+"')dr como la parte radial de la medida de Lévy de la distribución 
o-estable. Hay que notar que conforme o decrece, r -( l+a) se hace mas pequeña 
para 0< r < 1 Y mas grande para 1 < r < oo. A continuación demostraremos 
una proposición que nos permitira caracterizar a la medida de Lévy v de una 
distribución o-estable, en términos del índice. 

Proposición 1 Sea ¡.t una distribución o-estable no trivial en R d con O < o < 
2. Sea v su medida de Lévy. Entonces, !¡xI9Ixlv(dx) es finita si y solo si 

O < o < 1. La integral !¡XI>1 Ixlv(dx) es finita si y solo si 1 < o < 2. La masa 
total de v siempre es infinita. 

Prueba. Sea b > 1 Y Sn(b) = {x E R d 
: bn < Ixl :S bn+1

} para n E Z, en
tonces tenemos que Sn(b) = bnSo(b). Ahora por el teorema anterior sabemos 
que b"'v = Tbv, asi que 

v(Sn(b)) = v(bnSo(b)) = Tb - .. v(So(b)) por la definición (2 .3)de Tbv, 

= b-nav(So(b)) por(2.4) 

Con un cambio de variable, y con la relación anterior obtenemos 

( Ixlv(dx) = bn(I-a) ( Ixlvdx 
1 Sn(b) 1 Sn(b) 

Ahora como x E So(b) , Ixl :S b, asi que 

{ Ix lvdx:s b ( vdx:S J(l x l2 IIl)v(dx) :S 00 
J~(~ ~(~ 
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Sea Z- = {z E Z : z < O} Y Z+ = {z E Z : z ~ O}, Y como ISo(b) Ixlvdx::; 00, 

tenemos que 

1 Ixlv(dx) = L ( Ixlv(dx) = Lbn1 - a ¡ Ixlvdx 
Ixl9 z- JSn(b) z- So(b) 

= ( Ixlvdx L bn(l-a) 
JSo(b) z -

que es finita si y solo si a < 1 

Por otro lado 

1 Ixlv(dx) = L ( Ixlv(dx) = L bn1 - a ( Ixlvdx 
Ixl>1 z+ JSn(b) z+ JSo(b) 

= ( Ixlvdx L bn(l-a) 
JSo(b) z+ 

la cual es finita si y solo si a > 1 

Ahora 

v(So(b)) = { v(dx)::; { (lxl2
/\ l)v(dx) < 00 

JSo(b) JRd 

Por otro lado como v(Sn(b)) = b- nav(So(b)), y v(So(b)) < 00 

n EZ nEZ 

= v(So(b)) Lb-na = 00 

nEZ 

y asi finalizamos la proposición. 
Por la proposición anterior tenemos la siguiente representación de una dis
tribución a-estable no trivial J.L con O < a < 2. Si O < a < 1, entonces J.L 

tiene corrimiento 1'0 y 

¡ ¡oo . dr 
¡i(z) = exp[ A(dO (e,( z,r~) - 1) I+a- + i(fo,z)]. 

S o r 
(2.9) 

Si 1 < a < 2, entonces J.L tiene centro 1'1 y 

¡ ¡ oo . • ¡:L( z )=exp[ A(~) (e,(z,r~)-I -i (z, r€)) 1+a-+i(fl'Z)] . 
S o r 

(2.10) 

Que son casos particulares de (1.19) y (1.18). Si a = 1 entonces 

¡ ¡ oo . • ¡:L(z) = exp[ A(dO (e,(z,r~) -1 - i(z, r€)I(O,IJ(r))2 + i(f, z) ]. 
S o r 



26 CAPÍTULO 2. DISTRIBUCIONES ESTABLES 

Teorema 10 Sea J.L infinitamente divisible y no trivial en R d con terna gener
adora (A , v, ")'). 
(i)Sea O < a < 1. Entonces J.L es estrictamente a-estable si y solo si J.L es a
estable y el corrimiento ")'0 = O. 
(ii)Sea a = 1. Entonces J.L es estrictamente 1-estable si y solo si J.L es 1-estable, 
v =1 O, Y la medida>. en el teorema (9) satisface 

fs ~>.(d{) = O (2.11) 

o A=O, v = O, y")' =1 O. 
(iii)Sea 1 < a < 2. Entonces J.L es estrictamente a-estable si y solo si J.L es 
a-estable y el centro ")'1 = O. 

Prueba 
i)Sea O < a < 1, Y b > O entonces por (2.9) 

¡:t(bz )=exp[ (>'(d{) ( oo(ei(bZ,rt;) -1) ~: +i(")'o,bz)] 
Js Jo r o 

= exp[ { >.(d{) roo (ei(z,brt;) - 1) ~: + ib(")'o, z)] 
Js Jo r o 

= exp[bO 
{ >.(d{) roo (ei(z ,r{) - 1) ~:o + ib(")'o, z)] 

Js Jo r 
= ¡:t(z)b" (exp[i(b - bQ)(")'o, z)]) 

Asi que ¡:t(bz) = ¡:t(Z)b" si y solo si ")'0 = O. 
(ii)Supongamos que v =1 O entonces sea b > O 

¡:t(bz) = exp[ { >.(d{) roo (ei(bz,r{) - 1 - i(bz, r01(0,1)(r)) d~ + i(")', bz )] 
Js Jo r 

= exp[ { >'(dO roo (ei( z,brt;) _ 1 _ i(z, br~)l(o,I)(r)) d~ + ib(")', z)] 
Js Jo r 

= exp[b { >'(d~) roo (ei(z ,rO _ 1 - i(z, r01(0, 1)(r)/~ + ib(")', z) 
Js Jo r 

+ fs >'(dO 100 i(z,br~)(l(o,I)(br) -l(O,l)(r))~~] 
= ¡:t(z)b(exp[ib(z, fs >'(d~) 100 r~(l(o,I)(br) - l(o,1)(r)) ~~)]) 

Entonces ¡:t(bz) = ¡:t(z)b si y solo si Js >.(d{) Jo
oo 

r~(l(o , 1)(br) - l(O,l)(r))% = O. 
Pero 

1 lOO dr 1 loo dr >.(d{) r~(l(o,1)(br) - l(o,1)(r))2" = (>.(dO r(l(1/b,l))2" 
s o r S o r 

= ( ~>'(d~) t r d~ = ln(b) ( ~>.(d{) 
Js Jl /b r Js 
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Por lo que como la relación anterior es válida para toda b > O tenemos que¡J;( bz) = 
¡J;(Z)b si y solo si fs ~A(~) = o. Ahora supongamos que /1 = O entonces como jJ 

es no trivial necesariamente , # O Y 

¡J;(bz) = i(r, bz) = ib(r, z) = ¡J;(z)b 

Lo que muestra que jJ es 1-estable. 
(iii)Sea 1 < o < 2, Y b > O entonces por (2.10) 

¡J;(bz) = exp[ ( A(~) ro (ei(bz,r~) -1 - i(bz, rm ~:'" + i(rl, bz )] 
l s lo r 

1 100. dr 
= exp[ A(~) (et(z,br~) - 1 - i(z, br~))) 1+", + ib('l, z) ] 

S o r 

1 100. ~ 
= exp[b'" A(d€) (et(z,r~) - 1 - i(z, r~))) 1+'" + ib(rl, z)] 

S o r 

= ¡¡(zr (exp[i(b - b"')('l, z)]) 

Asi que ¡J;(bz) = ¡¡(zr si y solo si ,1 = o. 
En el siguiente teorema mostraremos la representación mas usual de la funcion 
característica de las distribuciones estables. 

Teorema 11 Sea O < o < 2. Si jJ es o-estable y no trivial en R d , entonces 
existe una medida finita distinta de cero Al en S y T en R d tal que 

¡J;(z) = exp[- ( l( z, OI"'(l-itan 1fO sgn(z,~))Al(d~)+i(T, z)] 
ls 2 

para 0# 1, 

(2.12) 

¡J;(z) = exp[- { (1 (z, 01 + i~ (z, Ologl (z,~) I)Al (d~) + i(T, z)] ls 'Ir 
para 0=1. 

(2.13) 
La medida Al y el vector Testan unívocamente determinados por jJ. Del mismo 
modo para toda medida finita distinta de cero Al en S y T E R d , el lado derecho 
de (2.12) o (2.13) es la función característica de una distribución o-estable no 
trivial. Si O < o < 1 o 1 < o < 2 entonces una condición necesaria y suficiente 
para una distribución o-estable no trivial jJ para se estrictamente o-estable es 
que T = O. Una. condición necesaria y suficiente para una distribución 1-estable 
no trivial para ser estrictamente 1 - estable es que 

(2.14) 

Prueba. Denotaremos al producto interior simplemente como (z, O = z~. Si 
O < 0< 1, notamos que al conjugar la relación (5 .11) del apéndice obtenemos: 

(2.15) 



28 CAPÍTULO 2. DISTRiBUCIONES ESTABLES 

Entonces utilizando (A2.1) y su conjugado tenemos: 

100 (eirz~ - 1)r-(1+<»dr = 1z~~o 100 (eir1z{1 - 1)r-(1+<»dr 

+ 1z{<o 100 (e-irlz~1 - 1)r-(1+<»dr 

<> . ?rO . ?rO 
= Iz~1 r( -o)(exp[-z211z{~o + exp[z211z~<o) 

= Iz~l<>r( -o)exp[-i ?r
2
0 sign(z~)l 

?rO . ?rO . 
= r( -o)(coS

2 
)lz~I<>(1 - ztan

2
szgn(zm, 

Asi que 

( A(~) roo (eirz~ _ 1)r-(1+<»dr = { A(dor( -o)(cos 7rO )lz~I<>(1 _ itan 7rO sign(zm 
ls lo ls 2 2 

= - fs Al (~)lz~I<>(1 - itan 7r
2
0 sign(zm 

y haciendo Al = -r(-o)(cos 1f
;) reescribimos (2.9).Si 1 < o < 2 entonces 

utilizando (2.10) y la relación (5.12)del apéndice en lugar de (2.9) y (5.11), 
obtenemos (2 .12) de manera similar. Si o = 1, tenemos que el complejo conju
gado de la relación (5.13) es 

100 (e-irz~ - 1 + irz~1(o.¡I(r»r-2dr = - ~z + izlog(z) - icz (2.16) 

Asi que utilizando (A2.3) y su complejo conjugado tenemos 

100 (eirz~ - 1 - irz~1(o.1\(r»r-2dr = 1z~~o 100 (eirl z~ 1 - 1 - irlz~11(o.¡J(r»r-2dr 

+ 1 z~<o 100 (e-irlz~1 - 1 + irlz~11(o.IJ(r»r-2dr 
7rl z~ 1 7rlz~1 = 1z~~o( --2- - ilz~llog(lzW + iclzW + 1z~<o( --2- + ilz~llog(lzW - iclzW 

7rlz~1 . . 7rI Z~1 . . = 1z{~o( - -2- - zz~log(lzW + zczO + 1z{<o( - -2- - zz~log(lzW + zczO 

7rlz~1 . . 
= --2- - zz~log(lz~1) + zcz~ 

(con la convención de que z~loglz~1 = O si z~ = O), asi que aplicando la relación 
anterior a (2.10) obtenemos 

1 ¡ OO . ~ 
A(~) (e,(z.rO - 1 - i(z, r(}1(o.lJ(r»2' + i(-y, z) 

s o r 

= fs (-7r1;~1 - iz~log(lzWA(dO + iczO + i(-y, z) 

= - {(lz~1 + i~z~log(lzW + iCZOA¡ (d~) + i(T, z) ls 7r 
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Haciendo Al = ~A Y T = c Js (A(dO + "(, obtenemos (2.13). La unicidad de 
Al y T Y la afirmación opuesta se deducen de la observación 3. Si O < O' < 1, 
entonces T es igual al corrimiento "(o; si 1 < O' < 2, entonces T es el centro "(l. 
Asi que en los dos casos anteriores la condición para la estabilidad estricta es 
que T = O, como puede ser visto del teorema 10. En el caso O' = 1, la condición 
(2.11) para la estabilidad estricta es equivalente a (2 .14) (dado que Al = ~A). 
A continuación discutiremos el caso unidimensional , es decir cuando d=1. 

Teorema 12 Sea d=l, y O < O' < 2 . Si J1. es no trivial ya-estable, entonces 

íJ( O) = exp{ _ a'" 101'" (1 - i{3sign( O)tan( 'Ir; ) + iTO} para o' =1 1, 

2 
íJ(O) = exp{ -aIOI(1 - i-{3sign(O)lnIOI) + iTO} para o' = 1, 

'Ir 

(2.17) 

(2.18) 

con a > O, {3 E [-1, 1], Y TER. Aqui a, {3, y T, estan unívocamente determina
dos por J1.. Del mismo modo, para toda a> O, {3 E [-1,1], Y TER, existe una 
distribución no trivial a-estabLe J1. que satisface (2.17) o (2.18). Una condición 
necesaria y suficiente para que una distribución a-estabLe J1. , sea estrictamente 
a-estable es que T = O si o' =1 1, o que {3 = O si o' = 1. 

Prueba Tenemos que S = {- 1, 1}, por lo que sea Cl = A¡{I} , Y C2 = A¡{ -1} , 
para la medida Al del teorema 10. Ahora denotemos por a'" = Cl + C2, Y 
{3 = (Cl - C2)/(C¡ + C2)· Entonces por el teorema anterior para o' =1 1 

íJ(O) = exp[- fs 10(1"'(1 - itan( 'lr
2
0')sign(O()A¡(dO + iTO) 

'Ira = exp[-IOI"'(1 - itan( 2" )sign(O)Al {1} 

_101"'(1 + itan( 'lr
2
0')sign(O)A¡ {-1} + iTO) 

'Ira = exp[-IOI"'(c¡ + C2) -llIICt itan( 2" )sign(lI)(c¡ - C2) + iTlI] 

= exp[-llIl"'(CI + c2)(1 - {l - C2 tanta )sign(lI) + iTBj 
CI + C2 2 
'Ira 

= exp[ _a'" 101 '" (1 - i{3tan( 2" )sign( O) + iTlI] 

El caso O' = 1 se hace de manera análoga. Por otro lado como Al es una medida 
sobre S, claramente aCt = C¡ + C2 = A¡{I} + At{ -1} 2': O, del mismo modo 
como Cl + C2 > CI - C2 > - (CI + C2), entonces {3 = c, +-c2 E [- 1,1]. Como 

- - e l e2 

(2.12) y (2.13), se convierten en (2.17) y (2.18), el resto se sigue del teorema 10. 
Ahora por el teorema anterior una condición necesaria y suficiente para que J1. 
sea estrictamente a-estable, cuando O' =1 1, es que T = O. Por otro lado para 
que J1. sea estrictamente 1-estable una condición necesaria y suficiente es que 
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Esto es lo mismo que pedir en el caso d=l que 

Pero como (3 = ~ : ~~~, entonces (3 = O si y solo si Cl - C2 = O. Asi que la 
condición necesaria y suficiente para que ¡J. sea estrictamente l-estable es que 
(3 = O. 



Capítulo 3 

Variables Aleatorias y 
Vectores Estables 

3.1 Variables Aleatorias Estables 

En este capítulo analizaremos algunas propiedades de las distribuciones esta
bles univariadas. Las distribuciones estables univariadas estan caracterizadas 
por cuatro parámetros. Estos son: el índice de estabilidad a, el parámetro 
de escala u, el parámetro de sesgo {3, y el parámetro de corrimiento 1-1 . Una 
distribución estable es Gaussiana cuando a = 2, Y en este caso, u es propor
cional a la desviación estándar, {3 puede tomarse como cero y 1-1 es la media. 
Las distribuciones estables con a < 2 comparten muchas propiedades con la 
distribución gaussiana, pero también difieren de ella de muchas formas signi
ficativas . Cuando a < 2, por ejemplo, las colas de las distribuciones decaen 
como una función potencia. Esto significa que la variable aleatoria estable ex
hibe mucha mayor variabilidad que la gaussiana, es decir es mas común para este 
tipo de distribuciones el tomar valores lejos de la media. La alta variabilidad 
de las distribuciones estables es una de las razones por las que toman un papel 
importente dentro de la modelación matemática. Las distribuciones estables se 
han utilizado para modela r diversos fenómenos como los campos gravitatorias 
de estrellas, distribuciones de temperatura en reactores nucleares, estres en ar
reglos cristalinos, precios en el mercado de valores y la caída de lluvia anual. 
Ahora recordemos del capítulo 2 que una variable aleatoria X tiene una dis
tribución estable si existen parámetros O < a S; 2, u 2 O, - 1 S; {3 S; 1, Y un real 
1-1 tal que su función característica toma la siguiente forma: 

E[exp{ i8X} ] = { exP{ - 17"'181"'(1 - i{3(sign8)tan ":;) + i1-l8} 
exp{ - 17181(1 + i{3~(sign8)ln I81) + i1-l8} 

siai=l , 

si 0=1. 

(3.1 ) 

Donde los parámetros a , {3, y 1-1 son únicos ({3 es irrelevante cuando 0=2). 
Las densidades de probabilidad de las variables aleatorias a-estables existen 

31 
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y son continuas pero con, unas pocas excepciones, no se conocen de forma 
explícita. 
Las excepciones son: 
a)La distribución Gaussiana S2(17, 0, ¡.L) ó N(¡.L, 2(72), cuya densidad es 

1 _(x_¡t)2/4".2 
--le . 
2177r1 

b)La distribución Cauchy SI (17,0, ¡.L), cuya densidad es 

17 

c)La distribución Lévy SI/2(17, 1, ¡.L), cuya densidad 

esta concentrada en (¡.L, 00). 
d)La constante ¡.L que tiene distribución degenerada S,,(O, 0, ¡.L) para cualquier ° < a :S: 2. En general se excluyen las distribuciones degeneradas por tener 
propiedades inusuales. Por ejemplo, todos los momentos de una distribución 
degenerada son finitos, mientras que una distribución a-estable no degenerada 
con ° < a < 2 tiene segundo momento infinito. 
Una herramienta útil en el estudio de las distribuciones a-estables es su función 
característica. A continuación la utilizaremos para obtener algunas propiedades 
de las variables aleatorias estables y para obtener una interpretación de los 
parámetros 17, {3, y ¡.L. 

Propiedad 1 Sean Xl y X 2 variables aleatorias independientes con 
X; ~ S,,(I7;, (3;, ¡.Li), i=1,2. Entonces XI + X 2 ~ S,,(I7, (3, ¡.L), con 

17 = (uf + 17~)l /Q , 

{3 = (3wf + fh 172 
uf + 172 ' 

¡.L= ¡.LI +¡.L2· (3.2) 

Prueba. Primero haremos el caso en el que a 1= l. Entonces por independencia 
tenemos que, 

lnE[exp{i8(X¡ + X 2)}] = InE[exp{i8(Xtl] + InE[exp{i8(X2}] 

= (-uf /8/"(1 - i{3¡ (sign8)tan 7ra) + i¡.L¡8) + (-172'/8/"'(1 - i{J2 (sign8)tan 7ra ) 
2 2 

+ i¡.L28) 

. {31171 + fh172. 7rQ. 
= -(171 + O'2')/fJ/"'(l - 2( )(s1gn8)tan-) + 1(¡.Ll + ¡.L2)fJ 

0'1 + 172 2 
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Ahora veamos el caso a = 1 

lnE[exp{iO(X1 + X 2)}] = lnE[exp{iO(Xtl] + lnE[exp{iO(X2}] 

= (-0"1101(1 + i{Jl ~(signO)lnIOi) + iJ.tl0) + (-0"2101(1 - if37. ~(signO)lnIOI) 
~ ~ 

+ iJ.t20) 

= -(0"1 + 0"2)101(1 + i~({JIO"l + f37.0"2 )(signO)ln¡ei) + i(J.tl + J.t2)0 
~ 0"1 + 0"2 

La conclusión se sigue de la unicidad de la representación de la función carac
terística de una variable aleatoria estable. 
El parámetro J.t es conocido como parámetro de corrimiento, y la razón proviene 
de la siguiente propiedad. 

Propiedad 2 Sea X rv Sa(O",{J,J.t) y sea a una constante real. Entonces X + 
a rv So (O", (J, J.t + a) . 

Prueba Para a -1 1 

lnE[exp{iO(X + a)}] = iaO + lnE[exp{iOX}] 

= iaO + (-0"01010 (1 - i{J( signO) tan ~; ) + iJ.tO) 

= -0"01010(1 - i{J(signO)tan ~;) + i(J.t + a)O 

y como en el caso anterior la conclusión se sigue la unicidad de la representación. 
El caso a = 1 es totalmente análogo. 

Propiedad 3 Sea X rv So (O", (J , J.t) y sea a una constante real distinta de cero. 
Entonces 

aX rv So(laIO", sign(a){J, aJ.t) si a -1 1, 

. 2 
aX rv Sa(lalO", szgn(a){J, aJ.t - -a(lnlai)O"{J) si a = l. 

~ 

Prueba Para a -1 1 tenemos por (3.1) 

lnE[exp{iO(aX)}] = lnE[exp{i(aO)X}] 

= -O"°laOIO(l - i{J(sign(aO))tan ~;) + iJ.t(aO) 

= - (laIO")OIOIQ(l - isign(a){J(signO)tan ~;) + i(aJ.t)O 

(3.3) 
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Ahora para a = 1 tambien por (3.1) tenemos 

lnE[exp{ iO(aX)}] = lnE[exp{ i(aO)X}] 

= -ulaOl(l + i~.8(sign(aO»lnlaOI) + i¡.t(aO) 
7r 

= -(/alu)IOI(l + i~sign(a).8(signO)(lnlal + lnlOI) + i(a¡.t)O 
7r 

2 2 
= -(lalu)IOI(l + i-sign(a).8(signO)lnl01) + ia¡.tO - ilalu-sign(a).8lnlal) 

7r 7r 

(IOlsign(O» 
2 2 = -(lalu)IOI(l + i-sign(a).8(signO)lnIOI) + i(a¡.t - -a(lnlal).8u)(} 
7r 7r 

y por la unicidad de la representación se sigue la conclusión. El parámetro u es 
conocido como el parámetro de escala. Hay que observar que cuando a = 1, la 
multiplicación por una constante afecta al parámetro de corrimiento de forma 
no-lineal. 

Propiedad 4 Para toda ° < a < 2, 

x ~ S",(u,.8,O) <=> -X ~ S",(u, -.8,O) 

Prueba Se sigue directamente de la Propiedad (3) . 
La siguiente propiedad identifica a .8 como el parámetro de sesgo. 

Propiedad 5 X ~ Sor (u, .8, ¡.t) es simétrica si y solo si .8 = ° y ¡.t = O. Es 
simétrica con respecto a ¡.t si y solo si .8 = O. 

Prueba Para que una variable aleatoria sea simétrica, es necesario y suficiente 
que su función característica sea real. Pero por (3.1) esto ocurre si y solo si .8 = ° 
y ¡.t = O. Por otro lado, que X sea simétrica con respecto a ¡.t es equivalente 
a pedir que X - ¡.t sea simétrica con respecto a O. Ahora por la propiedad (2) 
X - ¡.t ~ S",(u,.8, O), asi que por lo anterior X - ¡.t es simétrica con respecto a 
cero si y solo si .8 = O. 

Propiedad 6 Sea X ~ S",(u,.8,¡.t) con a i= 1. Entonces X es estrictamente 
estable si y solo si ¡.t = O. 

Prueba Recordemos que X es estrictamente estable, si para toda a ~ 0, 

(E[exp{iOX}])a = E[exp{iB(a1 /"')X}] 
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Por lo que por ((3.1)) tenemos 

(E[exp{ i8X}]t 

= (exp{ -(u)" 181"'(1 - i{3(sign8)tan 'Ir;) + i¡;,8)} t 
'Ira 

= exp{ -a(u)'" 181"'(1 - i{3(sign(8))tan2 ) + i(a)¡;,8)}) 

Ahora como a ~ O 
/ 'Ira = exp{ - (u)"'I(al "')81"'(1 - i{3(sign(a8))tan2 ) + i(a)¡;,8)}) 

= E[exp{i8(a l /"')X}]exp{i(a - a l /"')¡;,8} (3.4) 

Lo que implica que X es estrictamente estable si y solo si ¡;, = O. 
Observación 
De los cuatro parámetros a, u, {3 y ¡;" el parámetro ¡;, es el menos importante ya 
que solo afecta la localización. Asi que asumiremos por simplicidad que ¡;, = O. 
Por otro lado, como podemos notar de la propiedad (4), X rv S", (u, - (3, O) <=? 

-X rv S",(u,{3,O). Decimos que la distribución S",(u,{3,O) esta sesgada a la 
derecha si {3 > O, Y a la izquierda si {3 < O. Se dice que esta totalmente sesgada 
a la derecha si {3 = 1, Y totalmente sesgada a la izquierda si (3 = -1. 
La siguiente proposición establece que el soporte de una distribución S",(u, 1, O), 
esta contenido en el semieje real positivo, esto se logra representando a la 
variable aleatoria X rv S",(u, 1, O) como el límite de una sucesión de variables 
aleatorias positivas con distribución Poisson compuesta. La variable aleatoria 
X rv S",(u, 1, O), con O < a < 1, es conocida como un subordinador estable. 

Proposición 2 Sean O < a < 1, 8 > O fijos, y Nó una variable aleatoria 
Poisson con media E[Nó] = 8-'" Y sean Yó,k, k = 1,2, ... , variables aleatorias 
positivas i.i.d., independientes de Nd , y con distribución 

{
8"'A-'" 

P(Yó,k > A) = 1 
si A> 8, 
si A::; 8. 

Entonces la variable aleatoria Poisson compuesta 

N. 

X ó = ¿Yó,k 
k = 1 

converge en distribución conforme 8 -> O al subordinador estable 

con 
u'" = r(1 - a)cos( 'lra/2). 

Mas aún, la transformada de Laplace de X esta dada por 

E[e-"'X] = e-au
..," , 'Y ~ O, (3.5) 
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cona>Oy 
aO = r(1 - o) = aO /cos(1r0/2). (3.6) 

Prueba. Tenemos que 

00 

= E['L E[exp(iOXó)INó = k]I{N6=k}] 
k=O 
00 

= E['LE[exp(iOXó)INó = k]I{No=k}] 
k=O 

y por la independencia entre Nó, y las (Yó,j)j=1,2, ... , 
00 k 

= E['L E[exp(iO 'L Yó,j)]I{N.=k}] 
k=O j=1 
00 k 

= E['L E[II exp(iOv.s,j )]l{No=k}] 
k=O j=1 
00 k 

= E['L II E[exp(iOYó,j)]I{NO=k}] 
k=Oj=1 

y como las Yó,jj = 1,2, ... son idénticamente distribuidas, entonces 
00 

= E['L E[exp(iOYó,j )]k1{No=k}] 
k=O 

= E[E[exp(iOYÓ,j)]N6] 

= exp{o-0(E[exp(iOYó,1)]- 1)} 

= exp{o-0 loo ooor(0+1)(ei9 >. _ l)dA} . 

Ahora se tome el límite: 

lim E[exp(iOXó)] = exp{ roo OA-(o+1)(ei9>. - l)dA} . 
5~0 Jo 

1r0 .. . 1r0 = exp{ -101°r(1 - o)(cos- - lSlgn(O)sm- )} 
2 2 

° 1r0. . 1r0 
= exp{ -101 r(1 - o)cos-(1 - lszgn(O)tan-)} , 

2 2 

Lo que prueba que Xli converge en distribución a 

X ~ So «r(1 - o)cos 1r
2
0)1/0, 1, O) , 

Similarmente, si "1 > O, 
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haciendo Ó ...... O 

E[exp( - ,X)] = eXP{l°O a..\-(a+l) (e-'YA -l)d..\} 

= expba 100 ax-(a+l)(e-X - l)dx} 

= expba 100 ax-("'+l)(e-X -l)dx} 

y al integrar por partes obtenemos 

= exp{ _,'" 100 ax-"'e- Xdx} 

= exp{ -,"T(l - a)}, 

lo que establece (3). 
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Las variables aleatorias que estan totalmente sesgadas a la derecha se pueden 
considerar como bloques de construcción básicos por lo siguiente: 

Propiedad 7 Sea X una variable aleatoria con distribución S"'(u, (3, O) con a < 
2. Entonces existen dos variables aleatorias i. i. d. Y1 Y 1'2 con distribución 
común S"'(u, 1, O) tal que 

(3.7) 

y 

Prueba Supongamos que a =1- 1, entonces como (3 E [-1, 1] , 1 + (3 ~ O, y1- (3 ~ O, 
asi que por la propiedad (3) , tenemos que 

( 1 + (3)l / "'Y rvS (1+(31/'" 10) 
2 1 a 2 u" 

1 - (3 1 - (31 / 0 

-(-2-)1/0Y2 rv S"'(-2- U , -1, O) 
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Para poder hacer uso de la propiedad (3), primero obtendremos las siguientes 
relaciones 

0")\ = (1: {31/0 0")0 = 1: (3 0"0 

de manera análoga, 

0")\ = (1; {31/0 0")0 = 1; {30"0 

asi que por lo anterior tenemos que 

1+{3 1-{3 0"0 + 0"0 = _-0"0 + _-0"0 = 0"0 
Y, Y, 2 2 

o o 1+{30 1-{30 ao 
O"y, - O"y, = -2-0" - -2-0" = ¡JO" 

Ahora por la propiedad (3), dado que YI y Y2 son independientes, tenemos 

Supongamos que Q = 1, entonces 

1+ {3 1+ {3 21+{3 1+ {3 
(-2-)YI rv SI (-2-0",1, -;(-2-)ln(-2-)0") 

1- {3 1- {3 21-{3 1 -{3 
-(-2-)Y2 rv SI (-2-0", -1 , -;(-2-)ln(-2-)0") 

Al proceder como en el caso Q # 1 tenemos que 

1+ {3 
O"y, = -2-0" 

de manera análoga, 

1- {3 
O"Y2 = -2-0" 

asi que por lo anterior tenemos que 

1+{3 1- {3 
O"y + O"y. = --O" + --O" = O" , , 2 2 

1 +{3 1 -{3 
O" y, - O"y, = -2-0" - - 2-0" = {30" 

por otro lado 

21+{3 1 +{3 2 1 -{3 1 -{3 
¡.Ly, + ¡.L y, = -;(-2-)ln(-2-)0" - ;(-2-)ln(-2-)0" 

= _ 0"(1+{3ln(1+ {3 )_ 1 -{3 ln(1 -{3)) 
rr 2 rr 2 

Por lo que por la propiedad (3) tenemos que 

1 +{3 1 - {3 1+ {3 1+ {3 1 -{3 1-{3 
(-2-)Y¡ - (-2-)Y2 rv S¡(O",{3, - 0"(-rr- ln(-2-) - -rr-ln(-2-)) 
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y por ultimo al hacer uso de la propiedad (2), obtenemos que 

1+.8 1-.8 1+.8 1+.8 1 - .8 1-.8 
(--)YI - (--)Y2 + o-(--ln(--) - --ln(--)) '" SI(o-,.8,O) 

2 2 7r 2 7r 2 

Lo que finaliza la demostración. 
Como -1'2'" So (o-, -1, O) esta concentrada en el eje real negativo, cuando a < 1, 
tenemos por la propiedad (6) la siguiente propiedad 

Propiedad 8 Para a < 1 yo- fija, la familia de distribuciones So (o-, {3, O) esta 
estocásticamente ordenada en -1 :S {3 :S 1; es decir, si X{3 '" So(o-,.8,O) y 
.81:S.82, entonces P{X{3, ~ x}:S P{X{3, ~ x} para toda x, Mas aún, So (o-, {3, O) 
tiene soporte en todo el eje real para -1 < {3 < l. 

Hemos visto que X es SaS (simetrica a-estable) si y solo si X '" So (o-, 0, O) 
(propiedad 5) . Por lo que de ((3.1)), observamos que si X '" SoS, entonces su 
función característica toma la particular forma de 

E[exp{i8X}] = e-u"IW (3.8) 

Asi que una distribución SaS esta caracterizada solo por el parámetro de escala 
0-. Una variable aleatoria X es llamada estándar SaS si o- = 1. Las variables 
aleatorias SaS jugaran un papel importante en lo sucesivo. El siguiente resul
tado muestra que siempre podemos transformar una variable aleatoria Sa' S en 
una variable aleatoria SaS para cualquier ° < a < a' . 

Proposición 3 Sea X '" So (o-, 0, O) con ° < a' :S 2 Y sea ° < a < a'. Sea 
A una variable aleatoria a/a' - estable totalmente sesgada a la derecha con 
transformada de Laplace 

E[exp(-,A)] = exp{-,<>/<>'} , , > 0, 

es decir, A", So/<>,((cos1<;)<>'/o, 1,0), y supongamos que X y A son independi
entes. 
Entonces 

z = A~ X", So (o-, 0,0) . 
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Prueba 
Para cualquier real O, tenemos que, por (3.8), 

E[exp(iOZ)] = E[exp{iOA~ X}] 

= E[E[exp{i(OA~)X}]IA] 
Ahora como X y A son independientes 

Pero por Fubini 

ahora por (3.8) 

= L E[exp{i(OA~)x}]dPx(x) 

= (L E[exp{i(Oy~)x}]dPx(x)) o A 

= (E[L exp{i(Oy~)x}dPx(x)]) o A 

= (E[exp{ -a'" 101'" y]) o A 

= E [exp{ -a'" 101'" A] 

= exp{ -(a"'IOI"');;"} 

= exp{ -a"IOI"}. 

En particular, esto implica que si X es una variable aleatoria Gaussiana con 
media cero y si A es una variable aleatoria ~ - estable independiente de X, 
entonces 

Z = A~X '" SoS. 

Esto muestra que toda varaible aleatoria SoS es condicionalmente Gaussiana. 
La siguiente propiedad nos provee información sobre el comportamiento de las 
colas de las distribuciones estables. 

Propiedad 9 Sea X", SO< (a, {3, ¡.¡,) con O < o < 1. Entonces 

donde 

Prueba 

{
lim>. _ooAO< p{X > A} = Co<~aQ, 
lim>._ooA"P{X < -A} = Ca)·~'ºaQ , 

si o =1= 1, 

Para el caso o < 1, sea X '" So< (a, 1, O). Por la proposición 1, E[e'"!X] 
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exp{ -a"'1''''}, con aO< = a'" /cos(1f:;) . Entonces 

l:>O e-1'Ap{X > A}dA 

1- E[e-1'Xj 
al integrar por partes 

l' 
1 - exp{ -a"'1''''} 

l' 
rv a"'1'''' 
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conforme l' --t O, por el teorema de la densidad monótona (Apéndice) se tiene 
que, 

a'" 
P{X > A} rv f(l-a)A-'" 

O< 

a A-a 
f(1 - a)cos(7ra/2) 

= 170< Ca A -a 

conforme A --t oo. Esto demuestra la proposición para a < 1 Y (3 = 1. Y 
utilizando (3.7) obtenemos el resultado para a < 1 Y para toda -1 :s; (3 :s; 1. 
La proposición también resulta ser válida para toda O < a < 2, sin embargo la 
demostración es mucho mas complicada y escapa de los objetivos de este tra
bajo. Y por lo tanto se remite a la bibliografía en caso que se desee consultar 
la demostración. 
El comportamiento de las colas de las distribuciones estables es muy utilizada, 
como veremos en la siguiente propiedad. Recordemos que EIIX ¡r] = JoDO P {IXlr > 
A }dA, lo que nos permitirá obtener el siguiente resultado: 

Propiedad 10 Sea X rv Sa(a, (3, ¡..¡,) con O < a < 1. Entonces 

Prueba 

EIIXIPj < 00 

EIIXIPj = 00 

para toda O < p < a, 

para toda p 2: a . 

Supongamos que O < p < a entonces por la propiedad (9) existe K E R tal que 
si x 2: K tenemos que 

(3.9) 
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Asi que por la propiedad (9) se sigue que: 

E[¡X¡P] = 100 P{¡X¡P > A}dA = l K 

P{¡X¡P > A}dA + loo P{¡X¡P > A}dA 

::; K + loo P{¡X¡P > A}dA dado que P{¡X¡P > A} ::; 1 para toda A 

= K + loo PAP- 1 P{¡X¡ > A}dA al hacer un cambio de variable, 

::; K + loo PAP-1-ar(1 + CarUar)dA 

::; K + p(l + Caruar) loo AP-1-ardA 

K p(1 + Caruar ) KP-ar 
= + < 00 

p-a 

Ahora sea p ~ a y supongamos que E[lX¡P] < 00 entonces 

Entonces como la integral anterior es finita podemos concluir que 

lim AP -
1 P{¡X¡ > A} = O 

A~OO 

De donde se sigue que 
lim APP{¡X¡ > A} = O 
A~OO 

pero por hipótesis tenemos que p ~ a entonces 

Pero lo anterior es una contradicción ya que Car u > O para toda O < a < 2. 
Entonces para p ~ a , E[¡X¡P] = oo. 
El hecho de que las variables aleatorias a-estables con a < 2 tengan un segundo 
momento infinito implica que las tecnicas válidas para el caso gaussiano no se 
apliquen a este tipo de variables. Una complicación adicional surge del hecho 
de que incluso E[¡x¡ar] sea infinita, ya que en el caso a = 1, uno tiene que 
E[lXIl = 00, lo que impide el uso de esperanzas. 

3.2 Vectores Aleatorios Estables 

Recordemos que en la sección anterior ya hemos definido lo que es una dis
tribución estable en Rn . Los vectores gaussianos, sin embargo, también pueden 
ser definidos de la siguiente forma: un vector aleatorio es gaussiano si y solo 
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si cualquier combinación lineal de sus componentes es una variable aleatoria 
gaussiana. Como en el caso gaussiano, cualquier combinación lineal de los com
ponentes de un vector aleatorio estable es una variable aleatoria estable, sin 
embargo lo contrario no siempre es cierto. Como veremos mas adelante sola
mente sera válido cuando a 2: l. 
Como en el caso univariado, las funciones de densidad usualmente no son cono
cidas en forma explícita y por ende uno trabaja con las funciones características. 
Recordemos que la función característica involucra una medida fillita r en la 
esfera unitaria en Rd

, Y un vector de corrimiento p,0 que desempeña un papel 
similar que el parámetro de corrimiento en el caso univariado. La medida r es 
conocida como medida espectral, y reemplaza a los parámetros de escala y de 
sesgo que entran en la descripción de la distribución estable univariada. 
Las condiciones para la estabilidad estricta de X también se discuten en este 
capítulo. Cuando a =f 1, X es estrictamente estable si el vector de corrimiento 
p,0 = O. Las condiciones para la estabilidad estricta en el caso cuando a = 1 
son mas complicadas porque involucran a la medida espectral r. Sin embargo, 
la estabilidad estricta resulta ser una propiedad de las componentes es decir: X 
es estrictamente estable si y solo si todas sus componentes son estrictamente 
estables. 
Por último también se discutirán las condiciones para que X sea simétrico. En 
contraste con la estabilidad estricta, la simetria no es una propiedad de las com
ponentes ya que: X es simetrico si y solo si el vector de corrimiento p,0 es cero 
y la medida espectral res simetrica (es decir, r da igual peso a cualquiera dos 
conjuntos antipodales). A continuación probaremos una equivalencia que nos 
será útil mas adelante 

Teorema 13 Un vector aleatorio es estable si y solo si para toda n 2: 2, existe 
a E (0, 2] Y un vector Dn tal que 

Xl + X2 + ... + X n ~ ni / O X + Dn 

donde XI , X 2 , . .. , xn son copias independientes de X. 

PruebaComo XI , X 2 , .. • , x n son copias independientes de X, y si cp( fJ) es la 
función característica de X, tenemos que 

n n n 

j = 1 j = 1 j = 1 

= (E[exp{i(Xj ,fJ)}])n = cp(fJt 

Pero como X es un vector estable, entonces cp(fJ)n = cp(nl/CtfJ)exp{i(Dn , fJ)} , y 
como 

Entonces por la unicidad de la función característica tenemos que 
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Ahora supongamos que se cumple la relación anterior, entonces en términos de 
la función característica se sigue que 

(3.10) 

Pero si en la relación anterior hacemos un cambio de variable y llamamos B' = 
nI/OtO tenemos que 

Por lo que al extraer raíz enésima 

de lo anterior podemos concluir que 3.10 es válida para toda T E Q. Consid
eremos a > O irracional, entonces existe una sucesión T n de racionales tal que 
Tn -> a. Ahora como X es un vector aleatorio, su distribución es infinitamente 
divisible, y por ende su función característica no se anula; y por lo que por 
(3.10) 

. :p(ot .. 
exp{ z(Dr " , O)} = l/Ot 

cp(Tn O) 

En particular para O = ei, (donde ei = (O, ... , O, 1, O . . . , O) con 1 en la posición 
i-ésima). 

exp{iDi } = :p(eit" 
r" cp(T~/Otei) 

donde D~ .. denota a la componente i-ésima del vector Dr .. , por lo que al tomar 
logaritmo tenemos que 

Di = -ilog( cp(eit" ) 
r.. cp(T~/Otei) 

y por último por la continuidad de la función característica y del logaritmo se 
sigue que 

Entonces cada una de las componentes del vector Dr .. converge; esto nos permite 
afirmar que para toda O E Rd tenemos que 
limn~CXl(Dr .. , O) = (Da, O). 

cp(ot = lim cp(oy" = lim cp(T~/OtO)exp{ i(Dr .. , O)} 
n --+ ex> n --+ 00 

= cp(a 1/(0)exp{ i(Da , O)} 

y como la relación anterior es válida para toda a > 0, tenemos que X es un 
vector estable. 
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El siguiente teorema caracteriza a todas las combinaciones lineales de las com
ponentes de un vector estable. 

Teorema 14 Sea X = (Xl, X 2 , .. . , Xd) un vector estable (respectivamente, 
estrictamente estable, simetrico estable) en Rd. Entonces cualquier combinación 
lineal de las componentes de X del tipo Y = L~=l bkXk es una variable aleatoria 
o-estable (respectivamente, estrictamente o-estable, simetrica o-estable). 

Prueba Como X es un vector aleatorio estable para todo real a > O, existe 
c = (Cl, ... ' Cd) E Rd, tal que 

(E[exp{ i(z, X) })t = (E[exp{ i((al/o<)z, X) }]}exp{ i(c, z)} 

Ahora sea 8 E R y se hace z = (b18, .. . , bd8) en la ecuación anterior. Obtenemos 
que 

d 

(E[exp{iY8}W = (E[exp{i8(¿ bkXk)})t = (E[exp{i(z,X)}])a 
k=1 

= (E[exp{ i((al/o<)z, X)} ])exp{ i(c, z)} 
d d 

= (E[exp{i(a l /0<)8(¿ bkXk)}))exp{i8(L bkCk)} 
k=l k= 1 

d 

= (E[exp{i(a l /0<)8Y}])exp{i8/-L} donde /-L = ¿ bkCk 
k= 1 

Por lo que podemos concluir que para todo real a > O existe cE R tal que 

(E[exp{ iY8}W = (E[exp{ i(a l /0<)8Y}))exp{ i8/-L} 

Lo que demuestra que Y = L~= l bkXk es una variable aleatoria o-estable. 
Obviamente en el caso en el que X sea estrictamente o-estable tenemos que 
c = 0, para todo real a > o. y como /-L = L~=l bkCk, entonces /-L = 0, lo que 
implica que Y es una variable aleatoria estrictamente o-estable. 

y por último si además X es un vector aleatorio simétrico entonces X ¿; -X, 
por lo que términos de su función característica tenemos 

E[exp{i(z, X)}) = E[exp{i(z, -X)}) 

Por lo que al hacer z = (b I 8, . .. , bd8) en la ecuación anterior obtenemos que 

d 

E[exp{iY8) = E[exp{i8(¿bkXk)}) = E[exp{i(z, X)} ) 
k = 1 

d 

= E[exp{i(z , -X)}) = E[exp{i8(L bk( -Xk))}) 
k = 1 

d 

= E[exp{i8 - (L bkXk)}) = E[exp{i - Y8}) 
k = 1 
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y por ende podemos concluir queY es una variable aleatoria simétrica. 
El teorema anterior establece que si X es un vector aleatorio a-estable, entonces 
todas las combinaciones lineales (b, X) = ¿~= I bkXk son variables aleatorias 
a-estables. Pero se cumplirá lo contrario? si todas las combinaciones lineales de 
las componentes de un vector aleatorio X son a-estables, es necesariamente el 
vector X a-estable? La pregunta surge de manera natural dado que en el caso 
gaussiano 0'= 2, la respuesta es afirmativa. Desgraciadamente, cuando a < 2, 
la respuesta es, en general que no, ya que solo se cumple como veremos en el 
siguiente teorema si todas las combinaciones lineales son estrictamente estables, 
osia:::::!. 

Teorema 15 Sea X un vector aleatorio en R d . 

a)Si todas las combinaciones Y = ¿~=I bkXk tienen una distribución estricta
mente estable, entonces X es un vector estrictamente estable en Rd . 

b)Si todas las combinaciones son simetricamente estables, enonces X es un vec
tor aleatorio simetrico estable en Rd . 

c)Si todas las combinaciones son estables con índice de estabilidad mayor o igual 
a uno, entonces X es un vector estable en Rd

• 

Prueba El Índice de estabilidad de la combinación lineal Y = ¿~=I bkXk = 
(b, X) puede a priori depender de b. Entonces lo primero que haremos es mostrar 
que si todas las combinaciones lineales son estables, entonces todas aquellas que 
sean no degeneradas tienen el mismo Índice de estabilidad. 
Asi que supongamos que esto no es cierto, es decir que existen vectores b E Rd 

Y c E ~ distintos de cero tal que, Yb = (b, X), Y Ye = (c, X) son variables 
aleatorias no degeneradas, y tal que Yb tiene Índice de estabilidad al Y Ye tiene 
índice de estabilidad 0'2 con O < al < 0'2 :S 2. Sea PI, P2 numeros reales 
distintos de cero y fijemos a = Plb + P2c. 
Consideremos la variable aleatoria Ya. Por hipótesis, Ya tiene que ser estable 
con un Índice de estabilidad, 0'3 . Asi que para toda ,\ > O, 

P(IYal > ,\) = P(l(a, X)I > ,\) 
= P(lpI (b, X) + P2(c, X)I > ,\) 
= P(IPIYb + P2Ye l > ,\) 
= P(lplYbl > 2'\) - P(IP2Ye l > ,\) 

Ahora por la propiedad (9) tenemos que 

~ canst.'\ -a, - canst.'\ -<>2 Pero dado que al < 0'2 

~ canst.'\ -a, 

conforme ,\ -t oo. (si 0'2 = 2, como nos encontramos con el caso gaus
siano podemos reemplazar ,\ -"'2 por ,\ -I exp{ _,\2 j4a2 }.)Esto implica que 0'3 :S 
min(a¡, 0'2) (pues de lo contrario limA_oo ,\"'3 P(lYal >'\) = O lo que contradice 
la proposición (9)). Asi que el índice de estabilidad de Ya es, por lo tanto no 
mayor que el mínimo entre al Y 0'2 · Pero como Yb y Ye son no degeneradas, 
entonces existe una sucesión de numeros reales distintos de cero {An};:"=I ' que 
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convergen a O conforme n -t 00, tal que para toda n, Zn = An Yb + Yc es distinta 
de cero en distribución. Entonces Zn ~ S<>(n)(O'n, f3n, !-Ln), n = 1,2, . .. Asi que 
por lo demostrado anteriormente, 

a(n) ~ al :S a2, n=1,2, ... 

Claramente, Zn -t Yc en distribución conforme n -t oo. La convergencia de la 
parte real de la función característica de Zn a la de Yc implica 

lim O'~(n)IOI<>(n) = O'~2181<>2, O E R, 
n--+oo 

donde 0'2 es el parámetro de escala de Yc . Asi que limn--+oo O'::(n)101<>(n)-<>2 = 

O'~2 . Entonces como es válido para toda O E R, tenemos que al hacer O = 1. 

pero lo anterior implica que 

lim 101<>(n)-<>2 = 1 
n--+oo 

entonces si O i= O, al aplicar logaritmo obtenemos que 

( lim (a(n) - (2))lnI01 = O 
n--+oo 

para toda () E R, 

y por lo tanto limn--+oo(a(n) - (2) = O, lo cual contradice el hecho de que 
a(n) - a2 < a(l) - a2 < O. Asi que podemos concluir que 0'2 = O, es decir Yc 

es degenerada, lo cual es una contradicción. Por ende todas las combinaciones 
lineales de la forma (b,X) tienen que tener el mismo índice de estabilidad. 
Ahora para establecer la primera parte del teorema, supondremos que todas las 
combinaciones lineales (b,X) son variables aleatoria estrictamente estables con 
índice de estabilidad a. Entonces sea () = (01, O2 , .. . , Od) un vector arbitrario 
en Rd distinto de cero, entonces existe n = 1,2, . .. , d tal que On i= O, por lo que 
a O lo podemos expresar como O = On(8'l, O!¿, . .. ,~) donde O~ = (}k/On para 
k = 1, 2, ... , d. 
Entonces por hipótesis al hacer 8' = (8'1 , O~ , . .. , O~) , se tiene que Y = (8', X) 
es una variable aleatoria estrictamente estable; es decir para todo número real 
a>O 

pero como (}nY = (O, X) , entonces al sustituir en la ecuación anterior obtenemos 
que 

(E[exp{i(O, X)}W = E[exp{ial /<> (O,X)}] = E[exp{i(al/<>O,X)}] 

obviamente si O = O la relación anterior también se cumple; por lo que al 
ser válida para toda O E Rd , podemos concluir que X es un vector aleatorio 
estrictamente estable. 
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b)Ahora supongamos que todas las combinaciones lineales (b,X) son variables 
aleatorias estables simétricas. Entonces como una variable aleatoria simétrica 
estable es estricatmente estable, podemos concluir por la primera parte del 
teorema que X es un vector estrictamente estable. Por lo que lo único que hay 
que probar es que X es un vector simétrico. 
Entonces sea () = ((}I, (}2, ... ,(}d) un vector arbitrario en Rd distinto de cero, 
entonces existe n = 1,2, ... , d tal que (}n i- 0, por lo que a () lo podemos 
expresar como () = (}n(lY¡, (}~, ... ,~) donde ()~ = (}k/(}n para k = 1,2, ... , d. 
Entonces por hipótesis haciendo ()' = (lY¡,(}~, .. . ,~), tenemos que Y = (()',X) 
es una variable aleatoria simétrica, por lo que 

E[exp{ iY(}n}] = E[exp{i( -Y)8n}] = E[exp{ -iY(}n}] 

pero como (}nY = ((), X), entonces al sustituir en la ecuación anterior obtenemos 
que 

E[exp{i(e, X)}] = E[exp{ -i(e, X)}] = E[exp{i((}, -X)}] 

y por lo anterior podemos concluir que X ~ -X. Es decir X es un vector 
aleatorio estable simétrico. 
c)Ahora supongamos que todas las combinaciones lineales son variables aleato
rias estables con índice de estabilidad Q 2: l. primero supongamos que Q = l. 
Por hipótesis, para todo b E Rd , 

Yb = (b, X) '" SI(a(b), f3(b), J1.(b)) 

para algún a(b) > 0, f3(b) E [-1,1], y J1.(b) E R. Si ak, f3k, y J1.k denotan, respecti
vamente, a(ek), f3(ek), J1.(ek), correspondientes al vector ek = (O, ... ,0,1,0, ... , O) 
con 1 en la k-ésima posición, entonces 

k=l, ... ,d. 

Sean X(1), X (2) , ... copias independientes e idénticamente distribuidas de X y 
definamos, para toda n 2: 1, 

1 n 2 
s(n) = (- LXi) - -(ln(n))(a x f3), 

n "Ir 
j = 1 

utilizando la propiedad (1) , 

utilizando la propiedad (3), 

(3.11) 
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Por otro lado como 

Pero como ~ 2:::7=1 X~j) ~ SI (Uk, f3k, ¡.Lk+~(ln(n))ukf3k), entonces por la relación 
anterior y la propiedad (2) tenemos que 

d Y por ende tenemos que Sk = X k para cada k = 1, . .. , n. Entonces dado que la 
distribución de Sk no depende de n, la sucesión {Sk, n ~ 1} es tensa; es decir, 
para toda € > 0, existe un conjunto acotado [a,b] tal que P(a ~ Sk ~ b) > 1- € 

se cumple para toda n. La sucesión de vectores {S", n ~ 1} es por ende tensa, 
y por lo tanto, existe una subsucesión {S"', n ~ 1} que converge débilmente a 
una medida de probabilidad en [id. En particular, (b, S"') converge débilmente 
para todo vector b = (b l , b2 , .. . , bn ) en Rd . Pero el teorema 1 implica que 

n 

L)b,Xj) ~ S¡(nu(b),f3(b),n¡.L(b)), por la propiedad (1), 
j =1 
1 n . 2 
- ¿(b, XJ) ~ S¡(u(b),f3(b),¡.L(b) + -(ln(n»(u(b)f3(b») 
n ~ j =1 

por la propiedad (3) , 

1 n . 2 
- "'(b, XJ) - -(ln(n»)(b,u x f3) 
nL.- ~ 

j =1 
2 

~ SI(u(b) , f3(b), ¡.L(b) + -(ln(n»(u(b)f3(b) - (b,u x f3») 
~ 

por la propiedad (2) . 

y como (b, u x f3 ) = 2:::~= 1 bkukf3k, entonces por (3.11) 

2 d 

(b, 8") ~ SI (u(b), f3(b) , ¡.L(b) + -(ln(n»(u(b)f3(b) - ¿ bkukf3k» . (3 .12) 
~ j =1 

Pero para que (b, s(n¡) pueda converger debilmente, el coeficiente de In(n) tiene 
que ser cero, es decir 

d 

u(b)f3(b) = ¿ bkukf3k para toda b E Rd
. (3.13) 

j = l 
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Asi que por el teorema 1, (3.14) , Y (3.13) tenemos que (b,s(n» g, (b,x) para 

toda b E Rd Y toda n ~ 1. Y por lo tanto X g, s(n) para toda n ~ 1. Entonces 
por (3.11) 

n 2 L X(j) = nX + -n(ln(n))(u x (3) 
j = 1 11" 

lo que implica que X es una vector aleatorio l-estable. 
Una prueba similar es válida para el caso 1 < a -:; 2, sea 

entonces 

1 n 
s(n) = (--~ X(j» - nl-l/o.J.L + J.L 

ni/o. ~ 
j = 1 

d d 

(b, s(n» '" So. (u(b), (3(b) , nl-l/o.(J.L(b) - L bkJ.Lk) + L bkJ.Lk). 
j = 1 j=1 

y de manera análoga al caso a = 1, el resultado se sigue del hecho de que 
ni-l/o. --t 00 conforme n --t oo. Es importante notar que la prueba falla cuando 
O < a < 1 dado que ni-l / o. --t O conforme n --t oo. 
Observación 
Recordemos que en la sección anterior encontramos que si O < a < 2. Entonces 
el vector aleatorio X = (XI, X 2 , . .. , X d ) es un vector aleatorio a-estable en Rd 

si y solo si existe una medida finita r en la esfera unitaria Sd y un vector J.L0 en 
Rd tal que: 
a)Si a =f- 1, 

E[exp{iOX}] = exp{ - r 1(0, sW(1- isign((O, s»tan 1I"a )r(ds) + i(O, J.L0
) k. 2 

b) Si a = 1, 

E[exp{iOX}] = exp{ - r 1(0, s)I(1 + i'!..sign((O, s»lnl(O, s)l)r(ds) + i(O, J.L0 ) ls,¡ 11" 

Ahora consideremos a X un vector aleatorio a-estable, entonces sabemos por el 
Teorema 2 que cualquier combinación lineal Yb = E;=I bkXk es una variable 
aleatoria a-estable. Entonces a continuación determinaremos los parámetros 
Ub, {3b, y J.Lb que caracterizan a la distribución. Para eso sea 1 cualquier número 
real y sea ° = -yb; asi que al sustituir en las expresiones anteriores obtenemos 
que la funció característica de Yb es la siguiente 
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a)Si a i= 1 tenemos 

E[exp{i)'Yb}J = E[exp{ i(¡b, X)}J 

= exp{ - r I(,b, s)I"'(1 - isign[(¡b, s)Jtan 1r; )r(ds) + i(¡b, ¡.LO)} 
lSd 

= exp{ -111"'[ r I(b, s)l"'f(ds) - isign(,)( r I(b, s)l"'sign[(¡b, s)Jf(ds)) 
lSd lSd 

tan 1r
2
a)J + i)'(b,¡.L°)} 

'" r '" . . JSd I(b, s)l'" sign[(¡b, s)Jf(ds) 
= exp{ -111 lSd I(b, s)1 r(ds)(1 - tS1gn(¡) JSd I(b, s)l"'f(ds) 

7ra . ° tanT) + t,(b, ¡.L )} 

b )Si a = 1 tenemos 

E[exp{i)'Yi,}J = E[exp{i(¡b,X)}J = 

= exp{ - r I(¡b, s)I(1 + i~sign[(,b, s)Jlnl(,b, s)l)f(ds) + i(¡b, ¡.Lo)} 
lSd 7r 
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= exp{ -bl[ r I(b, s)lf(ds) + i~sign(¡)( r I(b, s) lsign[(b, s)Jln l(¡b, s)lf(ds))J 
lSd 7r 1 Sd 

+ i,(b, ¡.LO)} 

= exp{ -1111 r I(b, s)lr(ds) + i~sign(,)( r I(b, s)lsign[(b, s)Jr(ds))lnl,1J lSd 7r l Sd 
+ i)'((b, ¡.Lo) - ~ r (b, s)sign[(b, s)Jf(ds))} 

7r l Sd 
r .2. JSd I(b, s)lsign[(b, s)Jf(ds) 

= exp{ -111 lSd I(b, s)lf(ds)(1 + t;stgn(¡) JS
d 

I(b, s) lf(ds) Inl,IJ 

+ i,((b, ¡.Lo) 

- ~ r (b, s)sign[(b, s)Jr(ds))} 
7r lSd 

por lo que al comparar con (3.1) tenemos que Yb rv S",(Ub,f3b, ¡.Lb) con 

Ub = (r l(b, s)l"'f(ds))l/"', 
lSd 
Js I(b, s)l'" sign[(b, s)Jr(ds) 

f3b = " JSd I(b, s)I"'r(ds) , 

{
(b, ¡.LO) siai=l, 

¡.Lb = (b, ¡.LO) - ~ JS
d 

(b, s)sign[(b, s)Jr(ds) si a = 1. (3.14) 

Eligiendo b's adecuadas podemos fácilmente obtener las distribuciones (marginales) 
de las componentes X k , k = 1, 2, ... , d, del vector X. Es fácil ver, por ejem-
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plo, que el parámetro de corrimiento de X k es J.L2 cuando a 1= 1 pero J.L2 -
~ Js)b, s)lnl(b, s)lr(ds) si a = l. 

Teorema 16 La medida espectral r d de un vector a-estable X = (Xl, X 2 , •.. , X d) 
esta concentrada en un número finito de puntos en la esfera unitaria Sd si 
X = (Xl, X2, . . . , Xd) puede ser expresada como una transfonnación lineal de 
variables aleatorias independientes a-estables. 

Suponga que X = (Xl, X 2 , . .• , X d) puede ser expresada como una transfor
mación lineal de variables aleatorias independientes a-estables. Asi que sean 
Yk rv S(AUk, f3k, J.Lk), k = 1, .. . , m, variables aleatorias independientes y sea 
A = {ajk}, j = l, . . . ,m, una matriz real. Consideremos que las componentes 
de X son combinaciones lineales de la siguiente forma 

m 

X j = LajkYk,j = l, . .. ,d, 
k=l 

Entonces la función caracteristica de X es la siguiente 

d Tn d m d 

E[exp{iLOjXj}l = E[exp{iL(LOjajk)Ydl = rr E[exp{iLOjajkYdl 
j=l k=l j = l k=1 j=1 

(3.15) 
Asi que cuando a 1= 1, como Yk rv S",(Uk, f3k, J.Lk), la relación anterior es igual a 

m d d d rr exp{ -u'k I L Ojajkl"'(l - if3ksign(L Ojajk)tan 7r;) + iJ.Lk L Ojajk} 
k=1 j = l j=1 j =1 

m d d m d 

= exp{ - L u'kl L Ojajkl"'(l - if3ksign(L Ojajk)tan 7r;) + i L J.Lk L Ojajk} 
k=1 j=1 j=1 k=1 j=l 

d d d 
= exp{ - ¡ I L OjSjl"'(l - isign(L OjSj )tan 7r

2
a r (ds)) + i L 8jJ.L~}, 

S" j=1 j = l j=1 

donde 

y 
m 

J.L~ = LajkJ.Lk (3.16) 
1< = 1 
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Ahora si a = 1, la relación (2.3.6) se convierte en 

m d 2 d d d rr exp{ -Ukl L Bjajkl(l + i-.Bksign(L Bjajk)lnl L Bjajkl) + iJ.Lk L Bjajk} 
7r 

k=l j=l j=l j = l j = l 

Tn d 2 d d 

= exp{ - L ukl L Bjajkl(l + i-.Bksign(L Bjajk)lnl L Bjajkl) 
k = l j = l 7r j=l j=l 

m d 

+ i LJ.Lk LBjajk} 
k=l j = l 

con r como se definió anteriormente y 

Notemos que para ambos casos la función característica de X es la de un vector 
aleatorio a-estable, y que la medida espectral r es discreta y concentrada en m 
pares simetricos de puntos (s(k), _s(k»), k = 1, ... , m, en Sd . 
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Capítulo 4 

Procesos Estocásticos 
Estables e Integrales 
Estables 

Un proceso a-estable es un elemento aleatorio cuyas distribuciones finito dimen
sionales son vectores a-estables. En este capítulo introduciremos la noción de 
integral estocástica estable, es decir según la definición que daremos mas ade
lante, integrales de funciones no aleatorias con respecto a alguna medida aleato
ria a-estable. Es conveniente el ver a estas integrales como procesos estocásticos 
a-estables parametrizados por sus integrandos. De este modo los podemos es
pecificar a través de sus distribuciones finito-dimensionales. En este cápitulo 
procederemos en tres pasos: introduciremos las medidas a-estables, construire
mos la integral de funciones simples con respecto a estas medidas y mostraremos 
que la integral estable es el limite en (probabilidad) de integrales de funciones 
simples. También incluiremos algunos ejemplos de integrales estocásticas; estos 
incluyen el proceso de Lévy SaS, que es el análogo del movimiento Browni
ano para a < 2, el proceso (SaS) de Ornstein-Uhlenbeck, el proceso (SaS) de 
Ornstein-Uhlenbeck reverso, el proceso lineal fraccionario estable, y el proceso 
estable log-fraccionario. Como mencionamos al principio del capítulo empezare
mos especificando las distribuciones finito-dimensionales. Entonces sea (E , E, m) 
un espacio de medida y sea 

{3 : E ~ [- 1 , 11 

una función medible. Elijamos 

F = {LO(E, E, m) 
F(m, {3) 

55 

si a # 1, 

si a = 1. 
(4.1 ) 
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donde 

L"'(E, E, m) = {f: f es medible, fe If(x)l"'m(dx) < oo}, 

F(m,{3) = {J: f E LI(E,E,m) y fe If(x){3(x)lnlf(x)llm(dx) < oo}. 

Podemos suponer sin pérdida de generalidad que m es (J - finita, ya que f E F 
implica que el soporte de F esta contenido en una región de E donde m es 
(J - finita. 

4.1 Especificación de las Distribuciones Finito
Dimensionales: 

Dadas f¡, ... , fd E F, definimos una medida de probabilidad Pit , ... '/d en ¡r1 por 
la vía de dar explícitamente su función característica, como sigue: 
i)Si a i- 1: 

</>it, ... '/d(OI, ... ,Od) = 
d d 

exp{-1 1 LOj!i(x)I"'(l- i{3(x)sign(L Ojfj(x))tan ?r
2
°)m(dx)}; 

E j = 1 j = 1 

ii)Si 0=1: 

</>it , ... ,/,,(01 , ... , Od) = 
r d 2 d d 

exp{ - JF I L Oj!i(x)1 (1 + i;{3(X)Sign(L Ojfj(x))lnl L Oj!i(x)l)m(dx)}. 
E j = 1 j = 1 j = 1 

(4.2) 

Ahora necesitamos probar que </>it , ... '/d (01 , ... , Od) es efectivamente la función 
característica de una medida de probabilidad en Rd ; a continuación mostraremos 
que es la función característica de una distribución a-estable. Esto lo con
seguiremos con un cambio de variable que transformará la integral sobre E a 
una integral sobre la esfera unitaria Sd en Rd. Notemos que m no es nece
sariamente la medida espectral de una distribución a-estable dado que E no es 
necesariamente la esfera unitaria Sd (recordemos que en la función caracteris
tica de una distribución a-estable la medida espectral esta definida en Sd). En 
realidad tenemos la ventaja de que la medida m es utilizada para todos los val
ores de d y todas las funciones f¡, ... , fd en F. Denotemos por O = (01 , • • . , Od) , 
f = (JI , .. . , fd) y sea u",(O, f, (3(x)) elintegrando en (4.2) es decir , 

d d 

ucr(O, f, ,6(x)) = I L Oj!i(x)I"'(l - i,6(x)sign(L Oj!i(x))tan ?ro) 
. . 2 

) = 1 ) = 1 
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si el' '" 1, Y 

d 2 d d 

uo.(B, f, ,B(x)) = I L Bj/j (x)l(l + i-,B(x)sign(L Bj/j(x))lnl L Bj/j(x)1) 
j=1 7f j=1 j=1 

Si el' = 1. 
Sea tambien 

d 

E+ = {x E E : L/j(x? > O} . 
j=1 

Supongamos primero que el' '" 1. Es claro que si x E E - E+ entonces /j (x) = O 
para toda j = 1, .. . ,d yen consecuencia uo.(B,f,,B(x)) = O. 

<j>¡., .. ,fd(B1 , ... ,Bd ) = 

= exp{ - r uo.(B,J, ,B(x))m(dx)} 
lE+ 

d 

Y al dividir y multiplicar por (L /j(xf)~ con x E E+ 
j=1 

r f d 
= exp{- lE uo.(B, d 1 ,,B(x))(L/j(xf)~(m(dx)} 

E+ O:=j=I/j(x)2)'1 j=1 

= exp{ - r u,,(B, g, ,B(x))ml (dx)} 
lE+ 

donde 

y 

d 

m¡(dx) = (Lfj(x)2)~(m(dx)). 
j=1 
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Hay que notar que mI es una medida finita en (E+, €) dado que 

d r ml(dx) = r (L!i(x)2)l-m(dx) 
JE+ JE+ j = 1 

d 

:S h+ (f;(!i(xf )':>/2)m(dX) 

d 

:S 1 (L 1!i(x)l"m(dx) 
E+ j = 1 

d 

= L (1 1!i(x)l"m(dx)) < 00 

j=1 E+ 

dado que fk E L"(E, €, m) para k = 1, . .. , d. 

Por otro lado, 'L:=I gj(X)2 = 1, para toda x E E+ . Entonces: 

<Pf¡, ... ./d(fh, . . . ,8d ) = 

1 1 + ¡3(x) = exp{ - u,,(8,g(x),1) mI (dx) 
E+ 2 

1 1 -¡3(x) 
+exp{- u",(8,-g(x) , 1) ml(dx)} , 

E+ 2 

Ahora utilizaremos el teorema de cambio de variable que se encuentra en el 
apéndice para cambiar la integral sobre E+ en una sobre la esfera unitaria Sd; 
al hacer Sj = gj(x) en la primera integral y Sj = -gj(x) en la segunda, podemos 
concluir que 

donde r es una medida finita en Sd dada por 

r(A) = r 1 + ¡3(x) mI (dx) + r 1 - ¡3(x) mI (dx) , 
Jg-l(A) 2 Jg - l(-A) 2 

donde A es un conjunto de Borel en Sd y 

g- I(A) = {x E E+ : (g¡(x), ... , gd(X)) E A}. 

Esto muestra que (4.2) es la función característica de una distribución a-estable 
en R;d cuando a i= 1. 
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En el caso a = 1, tenemos que poner especial atención con la presencia del 
logaritmo, dado que 

al proceder de manera similar al caso anterior concluimos que: 

d 

4>¡., .. . ,jd(f}¡,···,Od) = exp{-l uQ(O,g(x),fJ(x))ml(dx)+iLOjtL~}, 
E+ j=1 

donde g = (gt, ... , gd) Y mI estan definidas igual que en el caso a 1= 1 Y donde 

d 

tL~ = -~ r f;(x)fJ(x)ln(¿ A(x)2)m(dx),j = 1, ... , d. 
7r JE+ k=1 

Yal hacer un desarrollo análogo al efectuado en el caso a 1= 1, se conclutye que 

4>¡., ... ,jd(OI, . .. ,Od) = 
d 2 d d d 

= exp{ -1 1 ¿ OjSjl(l + i;sign(¿ Ojsj)lnl L OjSj I)r(ds) + i ¿ OjtL~}. 
Sd j=1 j=1 j=1 j=1 

Esto muestra que (4.2) es también la función característica de una distribución 
a-estable en Rd para el caso a = 1. 
Ahora para poder recurrir al teorema de Kolmogorov tenemos que mostrar la 
consistencia de las medidas de probabilidad P¡. , ... ,j,,' Para hacerlo notamos que 
para cualquier permutación (7r( 1), . .. , 7r( d)) de (1 , .. . , d), tenemos que 

lo cual es inmediato del hecho que en la función característica de las medidas de 
probabilidad P¡. , .. . ,j" solo intervienen sumas de productos de la forma f; (x )Oj 
para j = 1, ... , d, las cuales son invariantes bajo permutaciones de los sumandos. 
Ahora para n :s: d, 

4>It, .. ,j,,(OI , ... ,On) = 4>¡., ... ,jd(OI, ... ,On,O, ... , O). 

Lo cual demuestra la consistencia. Ahora gracias a la versión del Teorema 
de Kolmogorov para función característica, tenemos que existe un proceso es
tocástico con valores en R que denotaremos por {fU), f E F} cuyas distribu
ciones finito dimensionales estan dadas por (4.2) . 
A I(f) se le conoce como integral a-estable de f. La medida m es llamada me
dida control y la función /3 es llamada intensidad del sesgo. A continuación 
estableceremos algunas propiedades elementales de la integral. Diremos que 
una función f es integrable si pertenece al conjunto de indices F en (4 .1). 
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Propiedad 11 Para f¡, 12, . .. , fd integrables, las integrales /(t¡), /(12), · .. , /(id) 
forman un vector a-estable con función característica conjunta dada por (4.2); 
o un vector SaS si la intensidad del sesgo es cero. 

Propiedad 12 Seafintegrable. Entonces /(t),...., SOl(U¡,¡3¡,¡.t¡) donde 

U¡ = (hlf(x)IOlm(dX»¡ /Ol, 

fE f(X)(Ol) ¡3(x)m(dx) 

f3¡ = fE If(x)IOlm(dx) , 

¡.t¡ = {~~ fE f(x)¡3(x)lnlf(x)lm(dx) 
si a '" 1, 
sia=1. 

La propiedad (11) se sigue de la definición del proceso {f(t), f E F} . La 
propiedad (12) es inmediata (al sustituir fh = ... = Od = O en (4.2). Hay que 
notar que cuando a '" 1, I(f) tiene parametro de corrimiento cero, y es por 
lo tanto, estable estricta, pero usualmente no es estrictamente estable cuando 
a = 1. I(f) es simetricamente a-estable cuando 13(.) = O. 
La siguiente propiedad establece que la integral 1(.) es una funcional lineal. 

Propiedad 13 Si f¡ Y 12 son integrables, entonces 

c.s. 

para cualquier par de números reales a¡ ya2 . 

Prueba 
Tenemos que mostrar que 

Entonces basta probar para todo real O 

Por lo que 

E[exp{iO[/(ad¡ + a2h) - a¡/(t¡) + a2/(hn] 

= E[exp{i[O/(ad¡ + a2h) - (Oa¡)/(t¡) - (Oa2)/(h)])] 

por (4 .2) 

dado que 

= <Pa,!t+a2h.f¡.f,(O,a¡O,a20) 

=1 

(4.3) 
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4.2 Medidas Aleatorias a-Estables 

Es conveniente el considerar a las medidas aleatorias como procesos estocásticos 
indexados por conjuntos A. Se les conoce como medidas aleatorias por que por 
un lado: (M(AJ), ... , M(Ad » es un vector aleatorio y por el hecho de que M 
es aditiva, es decir M(UiAi) = Li M(Ai ) c.s. si los conjuntos Aj son disjuntos. 
La última relación no implica que M es una medida ordinaria con signo para 
casi toda realización de w ya que, por ejemplo, M(.,w) puede no tener variación 
acotada. Como podremos ver mas adelante, M aun puede servir como integrador 
en una definición alternativa de la integral estable. 
Denotemos por (O, F, P) al espacio de probabilidad subyacente y por LO(O) 
al conjunto de todas las variables aleatorias definidas en el. Sea (E, E, m) un 
espacio de medida, 

(3:E~[-l,lJ 

una función medible, y sea 

EO = {A E E: m(A) < oc} 

la subfamilia de E de conjuntos de medida-m finita. 
Por independientemente dispersa entenderemos que si Al, A2 , ... , Ak pertenecen 
a EO Y son disjuntas, entonces las variables aleatorias M(AJ), M(A2 ), .. . , M(Ak) 
son independientes. Y obviamente por u - aditividad entendemos que si 
Al, A 2 , .. . , Ak pertenecen a EO, son disjuntos y UJ=l Aj E EO, entonces 

00 

M(UJ=lAj) = LM(Aj ) c.s. 
j=l 

Definición 5 Una función conjuntista u - aditiva independientemente disper-
sada 

(4.4) 

tal que para cada A E EO , 

(4.5) 

es llamada una medida aleatoria a-estable en (E, E) con medida de control m e 
intensidad de sesgamiento (3. 

Es importante notar que el parámetro de corrimiento ¡;. es igual a cero para 
cada M(A). Esto significa que la medida aleatoria M esta caracterizada por 
una medida (no aleatoria) m y una función (3. 

Teorema 17 Dado una espacio de medida (E, E, m) , y una función (3 : E ~ 
[-1,1], entonces existe una medida aleatoria a-estable en (E, E) con medida de 
control m e intensidad de sesgamiento (3. 
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Prueba 
Para poder mostrar que la medida aleatoria M existe, definimos 

{M(A), A E fa} 

como un proceso estocástico. Si utilizó la existencia del proceso estocástico 
{I(I), f E F} establecido anteriormente y si defino M(A) = I(lA) para A E fa , 
obtenemos la existencia del proceso estocástico {M (A), A E fO} con las sigu
ientes distribuciones finito-dimensionales: para Al , A2 , . .• , Ak E fa Y el, (h, ... , ed 

números reales, 

d 

¿BjM(Aj ) ~ So(u,/J,/-L) , 
j = l 

donde 

si CI' tI, 
si CI' = 1. 

A continuación demostraremos que M definida como se hizo anteriormente en 
realidad es independientemente dispersada. Consideremos Al , A2 , . •. ,Ak E fO 
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disjuntos, entonces para o =t 1, por (4.5) tenemos, 

d 

E[exp{ i L (Jj M(Aj )}] 
j=1 

d d 

= exp{ - J I L (Jj lA; (x)IQ(l - i,B(x)sign(L Oj lA; (x))tan 7l'2
0

)m(dx)} 
E j=1 j=1 

ahora notamos que como los Ajs son disjuntos entonces 
d d 

= exp{ - J L l(JjIQ1A;(X)(1 - i,B(x) L sign(Oj )lA; tan 7l'2
o

)m(dx)} 
Ej=1 j=1 

d d d 

= exp{ -1 (L l(JjIQ1A;(X) - i,B(x) L L sign((Ji)lA; lA; l(JjlQtan 7l'o)m(dx) 
E j=1 j=1 i=1 2 

d d 

= exp{ - J (L l(Jj IQ1A; (X) - i,B(x) L sign(Oj )lA; l(JjlQtan 7l'2
o

)m(dx) 
E j=1 j=1 
d d 

= exp{ -(f; 10jIQm(Aj ) - i f; 10jlQsign(Oj )tan 71'2
0 L; ,B(x)m(dx))} 

d fA ,B(x)m(dx) 71'0 
=exp{-LIOjIQm(Aj)(l-i 1 (A) sign(Oj)tan-)} 

j=1 m J 2 

d fA ,B(x)m(dx) 71'0 =}1 exp{-I(JjIQm(Aj)(l-i 1 m(A
j
) sign(Oj)tanT)} 

d 

= TI E[exp{iOjM(Aj )} ]. 
j=1 

Esto muestra que M es independientemente dispersa. El argumento para o =t 1 
es similar. 
Por otro lado tenemos que a aditividad finita se sigue de la linealidad de la 
integral (Propiedad (3)), ya que 

d 

M(U1=IA j) = [(lu1=¡A) = [(L lA; ) 
j=1 

d d 

= ¿[(lA,) = ¿M(Aj ) 

j=1 j=1 
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La aditividad finita, permitirá probar la O' - aditividad, sean Al, A2 , ... E EO, Y 
B = U~l Aj E EO. Tenemos que probar que 

00 

M(B) = ¿M(Aj ) C.S., 

j=l 
es decir 

n 

lim " M(Aj ) = M(B) c.s. n-oo~ 
j=l 

o 
n 

}~¿M(Aj) = M(B) en probabilidad 
j=l 

ya que como la serie L:j=l M(Aj ) tiene sumandos independientes, la convergen
cia de la serie en probabilidad es equivalente a la convergencia casi donde sea (ver 
apéndice). Porla aditividad finita, tenemos que L:j=l M(Aj ) = M(U1=IAj ) C.s. 
y, por lo tanto, casi seguramente 

n 

M(B) - ¿M(Aj ) = M(B) - M(Uj=IAj ) = M(U~n+IAj), 
j=l 

se utlizó otra vez la aditividad finita. Pero por otro lado sabemos que 
M(U~n+IAj) "" So< (O'n,{3n , O), donde 

00 

= ¿ m(Aj ) (por la O' - aditividad de la medida m) 
j =n+l 

<00 

A continución se mostrará que O'n converge a cero conforme n tiende a infinito , 
es decir que la función característica de M(U~n+IAj) converge puntualmente 
a 1. Lo que por el teorema de continuidad de Lévy implica que M(U~n+ IAj) 
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converge a cero en distribución. Entonces: 

lim Un = lim (m(U~n+ 1Aj))1/0 
n_CX) n-CX) 

= ( lim m(U~n+ 1Aj))1/0 
n-+oo 

por la continuidad de la medida m 

= (m(n~n+1 U~i Ai))l/O 

haciendo i' = i - n 

= (m(nf.'=l U~i Ai))1 /0 

= (m(limsupAj ))l/o = O 
00 

por el teorema de Borel-Cantelli dado que L m(Aj ) < 00 
j=n+1 
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Entonces como liIDn-+oo Un = O, tenemos que M(U~n+lAj) -+ O en distribución. 
Pero como la convergencia a cero en distribución es equivalente a convergencia 
a cero en probabilidad tenemos que 

y por lo tanto 
n 

lim ~ M(Aj ) = M(B) 
n-+ooL.-t 

j = l 

en probabilidad 

en probabilidad 

Lo que prueba que M es u - aditiva. 

Definición 6 M es llamada una medida SoS aleatoria si la intensidad de sesgo 
{3 es cero. 

Ejemplo 3 Sea M una m edida o-estable en ([0, 00], B) con medida de control 
de Lebesgue e intensidad de sesgo constante (3(x) = (3, O :S x < oo. Entonces 
sea 

X(t) = M([O , t]) ~ So ((m([O, t])) l/o , (3, O) O:S t < oo. 

tenemos que M([O, t}) esta bien definida dado que m([O, t]) < 00 para toda t > O. 
Entonces {X (t) , O :S t < oo} cumple lo siguiente: 

i )X(O) = O c.s. dado que m({O})=O 

Ahora sean tI :S t2 :S . .. :S t n entonces 

Los conjuntos [tk, tk_¡)k = 2, .. . , n son disjuntos y como M es independiente
mente dispersa, las variables M ([tk , tk - 1))k = 2, ... , n son independientes y por 
lo tanto 

ii)X(t) tiene incrementios independientes 
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y por ultimo tenemos que si O :s: s < t < 00, entonces 

iii)X(t) - X(s) = M([O, t]) - M([O, s]) = M([t, s))""" S",«t - S)I/"',,6, O) 

Por lo que por lo anterior podemos concluir que el proceso estocástico {X(t), O :s: 
t < oo} es un Proceso de Lévy a-estable. 

4.3 Construcción de la Integral Estable 

Las integrales a-estables I(f) se definieron al principio del cápitulo como un pro
ceso estocástico indexado por los integrandos f. A continuación mostraremos que 
I(f) puede ser construida como una integral con respecto a una medida aleato
ria a-estable M, a la que denotamos por fE f(x)M(dx). Para poder definir 
fE f(x)M(dx), procederemos de la siguiente forma: definiremos fE f(x)M(dx) 
para funciones simples, y luego aproximaremos a cualquier función f E F, por 
funciones simples fin} y tomaremos el limite en probabilidad conforme n -> 00 

de fE f{n}(x)M(dx). Este limite es denotado por fE f(x)M(dx). Y finalmente 
demostraremos que esta definición coincide con la definición de la integral dada 
al inicio del capítulo. 
Sea M una medida aleatoria a-estable en (E, 1') con medida de control m e in
tensidad de sesgo,6, y sea 1'0 = {A El': meA) < oo}. Recordemos que queremos 
definir 

fU) = l f(x)M(dx) 

para todas las funciones medibles f : E -> R que pertenecen a F (definido en 
4.1). Hay que observar que F es un espacio lineal. Como es usual, para cualquier 

función simple de la forma f(x) = L~= 1 Cj 1A j donde Aj son conjuntos disjuntos 
que pertenecen a 1'0, definimos 

d 

f(f) = r f(x)M(dx) = L cjM(Aj ). 
lE j = l 

(4.6) 

Como M es una medida aleatoria, es independientemente esparcida, asi que las 
variables aleatorias a-estables M(A¡) , ... , M(An) son independientes. Y como 
la suma de variables aleatorias independientes a-estables es a-estable, entonces 
fU) """ So(U¡,(3¡,J.l¡) 
Ahora por la propiedades (1) y (2) , y como 
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d 

uI = (L ICjl<>m(Aj»l / <> 
j=l 

d 

= (L ICjl<>(1 1Aj m(dx)))1/<> 
j=l E 

d 

= (L f; ICjl<>lAjm(dx»l/<> 

= (L If(x)l<>m(dx))l/<> 

d JAj ¡'3(x)m(dx) . <> 

(3 
Lj=l( m(Aj ) )Stgn(cj)lcjl m(Aj ) 

1= d 
Lj=llcjl<>m(Aj ) 

Ahora, para a = 1 

L~= l (fE {3(x)lAjm(dx))ICj I <<» 

L~=lICjl<>(fE lAjm(dx)) 

_ fE (3(x) L~=llcjl<<»lAjm(dx) 
- fE L~= l ICjl<>lA j m(dx) 

J (3(x)(f(x))<<» _ E 

- fE If(x)l<>m(dx) 

= -~(1 (3(x) t ICjllnlcjllAjm(dx) 
'Ir E j =l 

= -~ { (3(x)lf(x)llnlJ(x)lm(dx) 
'Ir lE 

Obviamente para el caso a f. 1 tenemos que ¡.L I = O. Entonces 

J.LI = {~~ fE (3(x)lf(x)llnlf(x)lm(dx) 
siaf.l , 

si a = 1. 
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(4.7) 

(4.8) 

(4.9) 
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Asi que la definición para la integral estable (4.6) coincide con la dada en la 
sección anterior. Entonces por la propiedad (3), podemos concluir que la integral 
estable es lineal para funciones simples. Ahora consideremos f E F. Entonces 
podemos elegir una sucesión de funciones simples u(n)};:O=J que posean las 
siguientes propiedades: 

f(n) (x) -t f(x) 

If(n) (x) 1 :S fJ(x) 

para casi toda x E E, 

para toda n, x, y alguna fJ E F. 

(4.10) 

La sucesión anterior siempre existe, ya que podemos tomar, por ejemplo, 

si ~ :S f(x) < ~,i = 0,1, . . . ,n2 - 1, 
. -(i+l) f() < -i . - O 1 2 - 1 SI n < x_n,~-,,· · ·,n , 

si If(x)1 ~ n, 

y para este caso tenemos que fJ = Ifl. Entonces tenemos que por (4.6) la 
sucesión de integrales I(f(n», n = 1,2, ... , esta bien definida, y demostraremos 
que converge en probabilidad. Para hacerlo, probaremos que {I(f(n»}n~1 es 
de Cauchy en probabilidad. 

I(f(n» - I(f(m» = I(f(n) - f(m» '" SO/(un,m,f3n,m,J.Ln,m) , 

y por la propiedad (4.2) tenemos que 

un,m = (fe If(n) - f(m)IO/m(dx»ljO/, 

-1:Sf3:S1y 

J.Ln,m = {~~ JE(f(n) - f(m»f3(x)lnlf(n) - f(m) Im(dx) 
sia=l-l, 

si a = 1. 

Ahora tenemos por (4.10) que If(n) - f(m)1 :S 2fJ(x), asi que por el teorema de 
convergencia dominada, como Ifl E F , entonces 

lim un,m = lim (r I¡<n) - f(m) IO/m(dx»l jo 
n,m-+<x> n,m-oo J E 

= (r lim If(n) - f(m) IO/m(dx» Jjo = O 
JEn,m-+oo 

Ahora para mostrar que J.Ln,m --+ O en el caso a = 1, definamos la siguiente 
función 

1jJ(y) = {:~~(Y)I 
yln(y) 

si y = O, 

siO<y:Se- 1 , 

si e- l < y :S r , 

si y> r, 
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donde T es la solución de la ecuación t In(t)=e- 1 . Obviamente, 'IjJ es una función 
continua no decreciente y, además es fácil demostrar que 

'IjJ(y) 2 ylln(y)1 (4.11) 

para toda y > O. Notemos que para cualquier 8 E F, 

fe 'IjJ(18(x)l)I.B(x)lm(dx) 

= r 'IjJ(18(x)l)I.B(x)lm(dx) + r 'IjJ(18(x)I)I.B(x)lm(dx) 
} {1//(x)IE(e- 1 ,T]} } {I//(X)I~(e-l ,T]} 

= e- 1 r 1.B(x)lm(dx) + r 18(x)(lnI8(x)I).B(x)lm(dx) 
J{I//(x)I~(e-l ,T]} } {1//(x)I~(e- l,T]} 

Ahora como 1.B(x)1 ::; 1, 

::; e-1m{x: 18(x)1 E (e- 1
, T]} + fe 18(x)(lnI8(x)l).B(x)lm(dx), 

Sin embargo como 8 E F por (4.1) tenemos que 

e-Om{x: 18(x)1 E (e-I,T]}::; r 18(x)IOm(dx) 
} {I//(x)I~(e-l ,TI} 

::; fe 18(x)IOm(dx) < 00 

Por lo que tenemos que m{x: 18(x)1 E (e-I,T]} < 00, y por (4.1) concluimos 
que fE'IjJ(18(x)l)I.B(x)lm(dx) < oo. Asi que por 4.11, 

(J(n) - ¡(m) )lnlf(n) - ¡(m) I ::; 'IjJ(J(n) - ¡(m») 

Por otro lado como 'IjJ es no decreciente y por (4.10) tenemos 

Ahora como 20 E F entonces fE 'IjJ(120(x)l)I.B(x)lm(dx) < 00, asi que el teorema 
de convergencia dominada implica que 

fe 'IjJ (I¡(n) - ¡(rn)I)I.B(x)lm(dx) -; O conforme n,m -; 00, 

y por ende 

Asi que para Q = 1 tenemos que I-Ln,m -; O conforme n , m -> oo. Entonces 
hemos demostrado que I-Ln ,m, U n .m -; O conforme n, m -; 00, lo que implica que 
la sucesión de integrales I(J(n) - ¡(m») ----> O conforme n, m -; 00 en distribución. 
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Pero como la convergencia a cero en distribución es equivalente a la convergencia 
a cero en probabilidad tenemos que 

1(J(n) - f(m» -+ O conforme n, m -+ 00 en probabilidad, 

Lo anterior implica que la sucesión {I(J(n», n = 1,2, ... } es de Cauchy en 
probabilidad, entonces existe una función 1(J) ~-medible (ver Billingsley[3]) tal 
que 

1(J) = p - lim 1(1(n», 
n-oo 

Por otro lado hay que notar que el limite anterior no depende de la elección de 
la sucesión f(n). Ya que si ambas f(n) y g(n) convergen a f y satisface (4.10) , 
entonces haciendo 

(n) _ {f(m) 
h - g(m) 

si n=2m, 

si n=2m-1, 

obtenemos que 1(h(n» -+ 1(J) en probabilidad, lo que muestra que los límites 
de 1(J(n» y 1(g(n» coinciden. Ahora como la convergencia en probabilidad 
implica convergencia en distribución, tenemos que 

Proposición 4 Sea u ¡, (3 ¡, J.L ¡ definidas, respectivamentes, como en (4·7), (4.8) 
Y (4·g)· Entonces 

es decir, 
i)si (} =1- 1: 

E[exp(i81(J»] 

1(J) ~ S",(U¡,(3¡,J.L¡), 

= exp{ - r IOf(x)I"'(l - i(3(x)sign(Of(x»tan lT(} )m(dx)}; l E 2 

ii)si (} = 1: 

E[exp(iOl(J»] 

= exp{ - r IOf(x)I(1 + i~(3(x)sign(Of(x»lnI8f(x)l)m(dx)} . lE lT 

(4.12) 

Ahora mostraremos que 1(J) es lineal en f. Sean f E F, 9 E F y u(n)};:,,=¡, 
{g(n)};:,,=¡ dos sucesiones de funciones simples que satisfacen (4.10) para f y g, 
respectivamente. Hagamos h = af + bg y Mn) = af(n) + bg(n), donde a y b 
son dos números reales. Claramente, {h(n)};:,,=¡ es una sucesión de funciones 
simples tal que h(n)(x) -+ h(x) conforme n -+ 00 para casi toda· x, y 

Ih(n)(x)1 :S lallf(n)(x)1 + Ibllg(n)(x)1 

:S laIO¡(x) + IbI02 (x) 
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para alguna 01 y 02 en F. Asi que la sucesión {h(n)};:>=l satisface (4.10) para h. 
Por lo que 

I(h) = p - lim I(h(n») 
n-+oo 

= p - lim I(af(n) + bg(n») 
n-+oo 

= p - lim aI(f(n») + bI(g(n») 
n-+oo 

dado que la integral es lineal para funciones simples 

= ap - lim I(f(n») + bp - lim I(g(n») 
n --+00 n--+oo 

= aI(f) + bI(g), 

Lo que prueba la linealidad. Ahora utilizando la linealidad de la integral y la 
proposición (4) tenemos 

Proposición 5 Para cualquier J¡, . .. ,fd en P, la función característica del 
vector aleatorio (I(f1), . . . , I(fd)) esta dada por (4.2). 

Prueba. 
Consideremos la función característica del vector aleatorio I(f) = (I(J¡), .. . , I(fd)), 

d 

E[exp{i(O, I(f))}] = E[exp{i L OjI(hn ] 
j=l 

pero por la linealidad de la integral 
d 

= E[exp{iOI(L 8jfjn] 
j = l 

donde O; = O-lOj 

Ahora por la proposición (4) tenemos que 
i)si Q =1= 1: 

d 

E[exp(iBI(L Bjh))] 
j = l 

ii)si Q = 1: 

E[exp(iOI(f))] 

r d 2 d d 

= exp{ - lf I L Ojfjl(1 + i;,B(x)sign(L Ojfj)lnl L Ojhl)m(dx)} . 
E j=l j=l j=l 

Lo que demuestra la proposición. 
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4.4 Propiedades de las integrales estables 

Proposición 6 Sea X j = fEh(x)M(dx),j = 1,2, ... , Y X = fEf(x)M(dx), 
donde M es una medida aleatoria o-estable con medida de control m e intensidad 
de sesgo (3. Entonces 

Prueba. 

p- lim X j = X 
J-+OO 

si y solo si 

lim (Ifj(x) - f(x)l"'m(dx) = ° 
J-+ooJE 

y en el caso o = 1, si se tiene la siguiente hipótesis adicional 

lim ((h(x) - f(x»lnlh(x) - f(x)I(3(x)m(dx) = O 
J-+ooJ E 

también se da la equivalencia anterior 

Tenemos que la convergencia p - limj-+oo X j = X es equivalente a que p -
limj-+oo(Xj - X) = 0, y por lo tanto a la convergencia en distribución a cero de 
la sucesión {Xj - X,j = 1,2, ... } (dado que la convergencia en probabilidad a 
cero es equivalente a la convergencia en distribución) . Ahora por la linealidad 
de la integral tenemos que 

X j - X = L h(x)M(dx) -L f(x)M(dx) = L (h(x) - f(x»M(dx) (4.13) 

Pero la proposición (4) implica que X j - X ~ S",(aj , (3j, Pj) , donde 

aj = (Llh(X) - f(x)l"'m(dx»I / '" 

y 

{
O, 

Pj = _~ fE(h(x) - f(x»lnlh(x) - f(x)I(3(x)m(dx), 

si o i 1, 

si 0=1. 

j=I,2, . . . , 

Pero la convergencia en distribución es equivalente a la convergencia puntual 
de la funciones caracteristicas, por lo que limj-+oo(Xj - X) = ° en distribución 
si y solo si limj-+oo E[exp{ iBI(fj - f)} 1 = 1. Por lo que la convergencia p -
limj-+oo X j = X es equivalente a la convergencia de la sucesiones {aj , j = 
1, 2, ... } y {Pj, 1, 2, ... } a cero, lo que establece la proposición. 

Teorema 18 Sea XI = fE f¡ (x)M(dx) y X 2 = fE !2(x)M(dx) dos integrales 
o-estables con respecto a una medida aleatoria o-estable M con ° < o < 2 Y 
medida de control m, Entonces XI y X 2 son independientes si y solo si 

f¡(x)!2(x)=O m -c.s. enE. 
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Prueba. 
Por conveniencia, supongamos Q f= 1, ya que el caso Q = 1 se demuestra de 
manera análoga. Entonces Xl y X2 son independientes si y solo si para toda 
pareja de reales Oly(h, 

Pero 

E[exp{i(OlXl + 02 X 2)}] = 
2 2 

exp{ -1 1 L Okfk(XW[l - i,B(x)sign(L Ok!k(x»tan 1r;]m(dx)} , 
E k=l k = l 

donde 

E[exp{iOl Xd]E[exp{i02X 2}] = 

exp{ - { 10dl (x)I"[l - i,B(x)sign(Ol h (x»tan 1rQ]m(dx) lE 2 

- r 102h(x)I"[1- i,B(x)sign(02h(x»tan 1rQ]m(dx)} . lE 2 

Por lo que al igualar los módulos tenemos que 

lIOdl(X) + 02h(x)l'" 

= 10d'" llh(x)l"m(dX) + 102 1'" llh(x)l"m(dx) , 

Lo cual se cumple para cualquier pareja de reales 01 y O2 solo si 

h(x)h(x) = O m-c.s. 
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Ahora supongamos que f¡(x)h(x) = O m-c.s., entonces 

E[exp{i(I}¡X1 + 82X2)}j 
2 2 

= exp{ -ti f; 8k fk(x)I"[1 - i,B(X)sign(f; 8k/k(x))tan 7r;jm(dx)} 

2 2 

= exp{ - r I L 8k/k(x)I"[1 - i,B(x)sign(L 8k fk(x))tan 7r;jm(dx) 
lUl(x)=O} k = l k = l 

2 2 - r I L 8k/k(x)I"[1- i,B(x)sign(L 8k/k(x))tan 7r
2
° jm(dx)} 

lUl(:r;)#O} k = l k = l 

Ahora como f¡(x)h(x) = O m-c.s. 
2 2 

= exp{ - ! I L 8k!k(x)I"[1 - i,B(x)sign(L 8k fk(x))tan 7r° jm(dx) 
{/J(x)=O} k=l k = l 2 

2 2 -! I L 8k/k(x)I"[1 - i,B(x)sign(L 8k fk (x))tan 7r° jm(dx)} 
{h(x)=O} k=l k = l 2 

= exp{ -tI82h(x)I"[1 - i,B(x)sign(82 h(x))tan 7r;jm(dx) 

-tI81f¡(x)I"[1- i,B(x)sign(81f¡(x))tan7l"20jm(dx)} 

= (exp{ - r 181f¡ (x)I"[l - i,B(x)sign(81 f¡ (x))tan 7r° jm(dx)}) lE 2 

(exp{~' -r 182h(x)I"[1 - i,B(x)sign(82h(x))tan 7r° jm(dx)}) 
lE 2 

= E[exp{i81XdjE[exp{i82X2}j 

y por ende Xl y X 2 son independientes, lo que finaliza la prueba. 

Proposición 7 (Cambio de Variable). Sean Mm y Mv dos medidas aleatorias 
o-estables con O < ° ::; 2, ° # lodos medidas aleatorias SlS; con intensidad 
de sesgo igual y medidas de control m y v, respectivamente, y que satisfacen: 

m(dx) = ( ( ))0 
v(dx) r x, xE E , 

donde r(x) 2 O. Entonces 

t f(x)Mm(dx) = t f(x)r(x)Mv(dx) 

para toda fE LO(E, m). 

Prueba. 
Sea ,B(x) , x E E la intensidad de sesgo de las medidas aleatorias Mm y Mv . y 
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sea U m el parámetro de escala de la integral de f(x) con respecto a Mm Y U rv 
el de la integral f(x)r(x) con respecto a Mv; entonces 

U m = (!slf(x)l<>m(dx»I /<> 

= (!slf(x)I<>(r(xW v(dX»I/<> 

= (!slf(x)r(XW v(dx»I/<> 

= (Trv 

Del mismo modo si denotamos por !3m, a la intensidad de sesgo de la integral 
de f(x) con respecto a Mm Y por !3rv a la intensidad de sesgo de la integral de 
r(x)f(x) con respecto a Mv, tenemos que 

!3m = ~J E<...:..( st--=·gn~f (:...,..x ):,:.,:) I~f (.:...-x:-.:..W-:,-!3,..:,( x,...:..)m----,--( d-,-x ) 
fE If(x)l<>m(dx) 

_ fE(signf(x»lf(xW!3(x)r(x)<>v(dx) 
- fE If(x)l<>r(x)<>m(dx) 

pero como r(x) ~ ° entonces 

_ fE(signf(x)r(x»lf(x)r(xW!3(x)v(dx) 
- fE If(x)r(x)l<>m(dx) 

= !3rv 

Ahora dado que la integral de f(x) con respecto a Mm Y la integral de r(x)f(x) 
con respecto a Mv son estrictamente o-estables (ver proposición (4». Entonces 
el parametro de corrimiento de ambas es cero. 
Por lo que podemos concluir que ambas integrales son iguales en distribución al 
tener los tres parámetros que definen a una variable aleatoria o-estable idénticos 
(por coincidir sus funciones características). 

Ejemplo 4 El movimiento de Lévy BaS. 
Sea 

X(t) = 100 

l{x~t}M(dx) = 1t 

M(dx), t :2: 0, 

donde M es BaS en [0,00] con medida de control m(dx) = dx. Entonces 

X(O) = ° c.s., 

X(t) - X(O) = 1.t 

M(dx) = M([s, tD '" S<>(It - sll/<>,O,O). 

Si ° ~ ti < t2 < . . . < tn , entonces 
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Las componentes de este vector aleatorio son independientes dado que los inte
grandos tienen soportes disjuntos. Entonces, {X (t), t 2 O} es un proceso que 
comienza en 0, tiene incrementos estacionarios independientes y distribuciones 
finto-dimensionales So:S. 



Capítulo 5 

Resultados Posteriores 

En este capítulo se presentarán algunos resultados que surgieron durante el 
desarrollo de este trabajo. Estos resultados son inéditos, y representan la cul
minación del contenido y propósito de esta tesis. La idea central detrás del 
siguiente trabajo es la de demostrar un teorema de Radon-Nikodym para medi
das aleatorias Q-estables. Para ello se va a generalizar el concepto de continuidad 
absoluta en medidas deterministas a medidas aleatorias. 
Hay que hacer notar que los siguientes resultados constituyen una posible nueva 
ruta de investigación y establecen una continuación al trabajo hasta ahora de
sarrollado. 

5.1 Teorema de Radon-Nikodym para Medidas 
Aleatorias Q-Estables 

Definición 7 Sean Mi y M2 dos medidas aleatorias Q-estables en (E, é) con 
O < Q :S 2, Q i= 1, con intensidades de sesgo idénticas y con medidas de control 
mi Y m2, respectivamente, entonces decimos que Mi es absolutamente continua 
con respecto a M2 (o Mi « M2) si para todo A E é tal que 

Entonces 

La definición anterior nos permite extender la idea de continuidad absoluta a 
medidas aleatorias, a continuación probaremos un lema que nos será muy útil 
en la demostración del teorema de Radon-NikodYm. 

Lema 5 Sea una M una medida aleatoria Q-estable en (E , é) con O < Q :S 2 
Q i= 1, medida de control m e intensidad de sesgo (3, entonces para toda A E éO 

M(A) !f: O 
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si y solo si 
m(A) = O 

Prueba 
. ( ())1/ f ¡3(x)m(dx) ) Recordemos que SI A E éO, M(A) ~ SQ (m A Q, A m(A) ,O, entonces su 

función caracteristica es la siguiente 

f j3(x)m(dx) 'Ira 
epA(B) = exp{ - m(A)IBIO(1 - i A m(A) (sign(B))tan( 2)} 

= exp{ - m(A)IBIQ - i(! j3(x)m(dx))(sign(B))tan( 'Ira )IBIQ} (5.1) 
A 2 

Ahora supongamos que M(A) 4: O, entonces por la unicidad de la función 
característica epA = 1, entonces por (5.1) 

exp{ - m(A)IBIQ - i( j3(x)m(dx))(S'tgn(B))tan(-)IBIO} = 1 1 . 'Ira 

A 2 

Pero al tomar la norma en ambos lados de la desigualdad anterior tenemos 

exp{ -m(A)IBn = 1 

y al tomar logaritmo 
-m(A)lBIQ = O 

Pero como la igualdad anterior es válida para toda B E R, se sigue que m( a) = O. 
Por otro lado si m(a) = O, entonces fA j3(x)m(dx) por lo que al sustituir en (5.1) 

obtenemos que epA = 1, Y por ende que M(A) 4: O. Lo que finaliza la prueba. 

A continuación demostraremos el teorema de Radon-Nikodym para medidas 
aleatorias a-estables con O < a S 2, ya#- l. 
Para esto definamos éi = {A E é: mi(A) < oo} para i = 1, 2. 

Teorema 19 Sean MI y M2 dos medidas aleatorias a-estables en (E,é) con 
O < a S 2, a #- 1, con intensidades de sesgo idénticas j3(x) y con medidas 
de control mi Y m2, respectivamente. Si MI es absolutamente continua con 
respecto a M2, entonces existe una funcón é-medible y positiva f tal que 

para toda A E él. (5.2) 

Si además m2 es finita, entonces f esta unívocamente determinada m2-C.S. 

Prueba 
Tomemos A E é de tal forma que m2(A) = O; por el lema probado anteriormente 

tenernos que M 2 (A) ª' O. Pero corno MI es absolutamente continua con respecto 



5.1. TEOREMA DE RADON-NIKODYM PARA MEDIDAS ALEATORIAS a-ESTABLES79 

a M2, tenemos que M¡ (A) = O. De nuevo por el lema anterior se sigue que 
m¡(A) = O. 
Es decir se ha probado que m¡ es absolutamente continua con respecto a m2, Y 
como m¡ y m2 son medidas u-finitas (ver Capítulo 4) entonces por el teorema 
de Radon-Nikodym para medidas deterministas tenemos que existe f é-medible 
y positiva tal que: 

m¡(A) = l f(x)m2(dx) para toda A E é 

Para A E él, al definir g(x) = f(x)¡/O< tenemos que 

m¡(A) = llg(xW m2(dx) 

= lI1A(x)g(xWm2(dx) 

l {3(x~m¡(dx) = l g(x)O<m2(dx) 

= l g(x)(O<) m2 (dx) 

= I(1A(x)g(x))(0<)m2(dx) 

y como M¡(A) ~ So< ((m¡ (A))¡/O<, fA f3;:!(~ydx), O), por (5.4) 

M¡(A) ~ So< ((1 11Ag(xWm2(dx))¡/0<, J(1A(X)g(x))(0<)m2(dx) ,O) 
J I 1A(x)g(x)l<>m2(dx) 

y por la propiedad (12) se sigue que 

(5.3) 

(5.4) 

Si además tenemos que m2 es una medida finita, entonces é2 = é. Asi que sea 
A E é, Y supongamos que existen f y 9 é-medibles y positivas tal que 

M¡(A) ~ l f(x)M2(dx) 

MI (A) ~ l g(x)M2(dx) 

De lo anterior tenemos que 

para toda A E él 

para toda A E é¡ 

para toda A E é¡ 

Si además tenemos que m2 es una medida finita, entonces E E é2 Y por ende 
podemos definir M 2 (E). Ahora supongamos que existen f y 9 é-medibles y 

ESTA TESIS NO SAU 
DE lA BIBll0TECt\ 
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positivas tal que 

MI (A) ~ L f(x)M2(dx) 

MI(A) ~ L g(x)M2(dx) 

De lo anterior tenemos que 

Ahora supongamos que 

para toda A E El 

para toda A E El 

para toda A E El 

L f(x)M2(dx) ~ So(Uf,{3f, O) 

L g(x)M2(dx) ~ So(ug,{3g,O) 

Por lo que al igualar las funciones características respectivas tenemos por (3.1) 
que para toda O E R 

exp{ -u,101"(1 - i{3f(signO)tan 7r;} = exp{ -u;IOI"(l _ i{3g(signO)tan 7r;} 
entonces al igualar las normas 

exp{-u,IOI"} = exp{-u;IOI"} para toda O E R 

Por lo que al aplicar logaritmo de ambos lados de la igualdad anterior, se obtiene 
que u,IOI" = u~IOI" para toda O E R, lo que implica que u, = u~. Pero por la 
propiedad (12) 

y por ende 

u, = L f(x)Ct m2 (dx) 

u; = L g(xtm2(dx) 

(5.5) 

y como (5.5) se cumple para toda A E E, entonces f(x) = g(x) m2-C.S. , lo que 
finaliza la prueba. 
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5.2 Representación de Martingalas Continuas por 
medio de Integrales Estocásticas Estables 

Sea (n, F, P) el espacio de probabilidad en el que se encuentran definidas las 
integrales estocásticas estables, definidas en el capítulo 4. El siguiente resultado 
n06 permitirá representar ciertas martingalas continuas definidas en este espacio 
por medio de integrales estocásticas estables. 

Teorema 20 Si M es una (F,P)-martingala local continua (con la filtración 
natural) que se anula en cero y tal que (M, M)oo = 00 (donde (M, M)" repre
senta al bracket de M). Entonces 

donde M es fhS en [0,00) con la medida de Lebesgue como medida de control. 

Sea g(w,x) = (M,M),,(w) entonces como para w E n fija, el bracket de M es 
una función creciente, continua, que se anula en cero, entonces podem06 definir 
la inversa de g como función de x. Y tenemos que para w fija 

110,t) o g-l(W,X) = 110,g(w,t)) 

Por otro lado como m([O, g(w, t)]) = g(w, t) < 00 entonces 110,g(w,t)) E L2 (R, B, m) 
y por ende podem06 definir la integral estocástica 2-estable de 110,t) o g-l(w, x), 
asi que 

J 110,t) o g-l(w, x)M(dx) = J 110,g(w,t))M(dx) 

Sin embargo por el ejemplo 4 se sigue que 

Bg(w,t) = J 110,g(w,t))M(dx) = J 110,t) o g-l(w, x)M(dx) (5.6) 

Pero por el teorema de (Dambis, Dubins-Schwarz) como g(w, x) = (M, M)" se 
sigue que 

Bg(w,t) = Mt 

Entonces por (5.6) y (5.7) se concluye que 

Mt = J 110,t) o g-l(W, x)M(dx) 

Lo que finaliza la dem06tración. 

(5.7) 
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Apéndice 

En este apéndice estan reunidos los teoremas que se utilizaron en el desarrollo 
de este trabajo. Muchos de estos teoremas se presentan sin demostración, pero 
con la referencia correspondiente para su consulta. A continuación se enunciará 
una definición que nos va a permitir, el definir un proceso de Lévy. 

Definición 8 Un proceso estocástico {Xt } en ¡rl es estocásticamente continuo 
o continuo en probabilidad si, para toda t ::::: O y e > O, 

limP[lX. - Xtl > el = O .-t 
El proceso estocástico mas básico utilizado para modelar movimientos aleatorios 
continuos es el movimiento Browniano, y para los movimientos aleatorios con 
saltos es el proceso Poisson. Estos dos pertenencen a una clase conocida como 
procesos de Lévy. Los procesos de Lévy son en escencia procesos estocásticos 
con incrementos estacionarios e independientes. 

Definición 9 Un proceso estocástico {Xt : t ::::: O} en R d es un proceso de Lévy 
si las siguientes condiciones se satisafacen. 
l)Para cualquier elección de n ::::: 1 y O :S to < ti < ... < tn , las variables 
aleatorias X to ' X t , - X to , ... , X t ,. - X t ,. _ , son independientes (propiedad de los 
incrementos independientes) . 
2)Xo = O c.s. 
3)La distribución de X.+t - X. no depende de s (homogeneidad temporal o 
propiedad de incrementos estacionarios). 
4)Es estocásticamente continuo 
5)Existe no E F con p[nol = 1 tal que, para toda w E no, Xt(w) es continuo 
por la derecha en t ::::: O i tiene límites por la izquierda en t > O. 
Un proceso de Lévy en ¡rl es llamado un proceso de Lévy d-dimensional. Omi
tiendo la condición 5, se conoce a un proceso que satisface las primeras cuatro 
condiciones como un proceso de Lévy en ley. 

Observación 
Vale la pena mencionar que Jean Bertoin en su libro Procesos de Lévy define 
a un proceso de Lévy como un proceso estocástico que satisface las condiciones 
(1),(2) ,(3),y (5) enunciadas en el teorema anterior. Sin embargo esta diferen
cia no influye mucho en el desarrollo de este trabajo. Sabemos que un proceso 

83 



84 APÉNDICE 

estocástico es una colección {Xt : t E T} de variables aleatorias en espacio de 
probabilidad (n, F, P) . Un proceso esta descrito en términos de las distribu
ciones que induce en los espacios Euclidianos. Para cada conjunto (tb" ., tk) 
de elementos distitos en T, el vector aleatorio (Xt" . . . , X t.) tiene sobre (Rd)k 
una distribución J-tt, , ... ,t. : 

J-tt" ... ,h = P[(Xt" ... , X t.) E H], (5.8) 

Estas medidas de probabilidad Ji-t, , ... ,t. son las distribuciones finito-dimensionales 
del proceso estocástico {Xt : t E T}. El sistema de las distribuciones finito
dimensionales no determina completamente las propiedades del proceso. 
Ahora 5.8 implica dos propiedades de consistencia del sistema J-tt, , ... ,h' Supong
amos que H en 5.8 tiene la forma H = Hl x·· ·xHk (Hi E (Rd)k) y consideremos 
una permutación 7r de (1,2, .. . , k). Como [(Xtl> ... , X t.) E (Hl X . • • x Hk)] y 
[(Xt"" . .. , Xtü ) E (Htrl x . . . x Htrk)] es el mismo evento entonces se sigue de 
5.8 que 

J-tt" ... ,t.(Hl x .. . x Hk) = J-tt"" ... ,t".(Htrl x ... X Htrk) . (5.9) 

La segunda condición de consistencia es 

J-tt" ... ,t._, (Hl x . . . x Hk - l) = J-tt" ... ,t._"t. (Hl X .. . X Hk- l X ~) (5 .10) 

Las medidas J-tt" .. . ,t. que provienen de un proceso {Xt : t E T} por medio de 
5.8 necesariamente satisfacen 5.9 y 5.10. De manera recíproca el teorema de 
existencia de Kolmogorov que enunciaremos a continuación establece que si un 
sistema de medidas satisface las dos condiciones de consistencia, entonces existe 
un proceso estocástico con esas distribuciones finito-dimensionales. 

Teorema 21 Si J-tt" .. . ,t. es un sistema de distribuciones que satisfacen las condi
ciones de consistencia 5.9 Y 5.10, entonces existe en un espacio de probabilidad 
(n, F, P) un proceso estocástico {Xt : t E T} que tiene a J-tt, , ... ,tk como sus 
distribuciones finito-dimensionales . 

La prueba se puede encontrar en Breiman [5] y Billingsley [3] . A continuación 
enunciaremos el lema de Dynkin, que se utilizó al obtener la representación de 
Lévy-Khintchine para las distribuciones estables. 

Proposición 8 Sea A una colección de subconjuntos de n tal que 
l)A E A Y B E A implica A n BE A. 
Sea CJA tal que satisface lo siguiente. 
2)Si An E e, n = 1,2, ... , y {An} es creciente, entonces U;;"'=,An E C. 
3)Si A E e, B E e, y A J B , entonces A - BE C. 
4)n E C. 
Entonces CJ u (A) . 

La demostración de esta proposición se puede encontrar en Jacod , Protter[6] . 

El siguiente lema de variable compleja nos permite conocer explícitamente el 
valor de ciertas integrales, que se obtuvieron al hacer el cambio de variable 
en la medida de Lévy de la representación de Lévy-Khintchine para la función 
característica de las distribuciones estables. 
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Lema 6 

para O < 0< 1, (5.11) 

100C> (eir - 1 - ir)r-1-"'dr = f( _o)e- i11'01/2 para 1 < o < 2, (5.12) 

100C> (eizr - 1 - izr1(o,lj(r))r-2dr = - 7r
2
Z - izlog(z) + icz para z>O con 

(5.13) 

e = loo r-2sen(r)dr + 10
1 

r-2 (sen(r) - r)dr. 

Prueba Sea O < o < 1. Para demostrar 5.11 utilizaré el teorema del residuo 
integrando la función f(z) = :;¡.! sobre el siguiente contorno T 

! R 

Tenemos que como la función f(z) = ~;¡; es analítica dentro del contorno 
1 la suma de los residuos dentro del contorno es cero, por lo que por el teorema 
del residuo: 

1, f(z)dz + 12 f(z)dz + 13 f(z)dz + l. f( z )dz = O (5.14) 

A continuación se demostrará que las integrales sobre 12 y 14 son cero. A lo 
largo de 12 tenemos que z = ReiO por lo que: 
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Asi que tomando el límite cuando R tiende a infinito se sigue que: 

lim 1 --dzl < lim - =0 ¡ eZ -1 11" 

R-oo 1'2 Zl+o - R-oo RO 
(5.15) 

Para la integral sobre 14, z = EeiIJ asi que manera análoga al caso anterior: 

¡ eZ-l ¡ lez
- 11 

1 ¡:¡:;:;-dzl::; -1 11+0 Idzl 
1'4 z 1'2 Z 

{
"/2 e< - 1 

<- --dO 
- 7r EQ 

= ~« -1) 
2 EO 

Tomando el límite cuando E tiende a cero: 

¡ eZ - 1 11" e< - 1 
lim 1 ¡:¡:-dzl::; lim -(--) = O 
t-O 1'4 Z O t-O 2 EO 

(5.16) 

Entonces por 5.15 y 5.16 al tomar límite en 5.14 cuando E tiende a cero, y R 
tiene a infinito, se sigue que: 

lim r f(z)dz = lim r f(z)dz 
(t,R)-(O,oo) J1'I (t,R)-(O,oo) J1'4 

(5.17) 

Pero a lo largo de 11 tenemos que z = ir con r > O, por lo que: 

lim r e
Z - 1 dz = lim ¡OO e

ir 
- 1 idr 

(t ,R)-(O,oo) 11'1 z1+o (t ,R)-(O,oo) t (ir) 1+0 

_ Loo (eir 
- 1) . - 1+ tdr oro 

= (i)-O 1000 
(eir _ l)r- (1+o )dr 

= e-io"/2 Loo (e ir _ l)r-(1+O)dr (5.18) 
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Por otro lado a lo largo de "(2 tenemos que z = - r con r > O, asi que: 

haciendo un cambio en el orden de integración 

= _e- ia1r foOO e- Ydy i OO 

r-(l+a)dr 

-i",,, lOO -y -1 - ad = -e e o y y 
o 

= _e- i"'''o-1 foOO e-Yy-ady 

= -e-ia"o- lr(l - o) 

= - e- ia"r( - o) (5.19) 

Asi que al sustituir 5.18 y 5.19 en 5.17 se sigue que: 

y asi se obtiene 5.11. 
Por otro lado si 1 < o < 2, integrando por partes 5.11 obtenemos 5.12 como 
sigue: 

foOO (eir _ 1 - ir)r - 1 - a dr = _ 0 - 1 foOO (ei r - 1 - ir)d(r-a ) 

= 0- 1 fo OO r -ai(eir - l)dr = io-1r(1 _ 0)e- i ,,(a-l)/2 

= r( _0)e- i7ra / 2 
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por último utilizando que fo
oo 

r - 2(1- cos(r))dr = 1r/2, tenemos que: 

10<, (eizr 
- 1 - izrl(o,I)(r))r-2 dr 

= 100 r-2 (cos(zr) - l)dr+ i 11 

r-2 (sin(zr) - zr)dr + i Joo r-Isin(zr)dr 

= z 100 r-2(cos(r) - l)dr + i 1I

/

Z 

r-2 (sin(zr) - zr)dr 

+i fOO r-2 sin(zr)dr - i t r-2zrdr 
JI /Z Jl/Z 

= _ 7rZ + iz( t r-2 (sin(r) _ r)dr + fOO r-2sin(r)dr -log(z)). 
2 Jo JI 

lo que demuestra 5.13. 
A continuación se enunciará un resultado que se desprende del teorema Taube
riano de Karamata, utilizado al analizar el comportamiento de las colas de las 
distribuciones de las variables aleatorias estables. 

Teorema 22 (Teorema de la densidad monótona). Sea O < p < oo. Si U es una 
medida concentrada en [0,00) que admite una densidad eventualmente monótona 
u y tal que la transformada de Laplace t.p de U existe en (0,00) entonces 

1 
t.p(r) ~ -L(I/T) 

TP 

si y sólo si 
1 

u(x) ~ r(p) x P L(x) (x -t 00) 

donde L es una función de variación lenta. 

La demostraciÓn de este teorema se puede encontrar en [11]. 

Lema 7 Sean u y v números reales. Si O < p ::; 1, entonces 

Por otro lado si 1 ::; p < 00, entonces 

Prueba 
Como (Iu + vl)P ::; (Iul + IvI)P, entonces podemos suponer que u 2 O Y v 2 O. 
Si O < p ::; 1, entonces, para v > O fija y para cualquier u 2 O, tenemos que 
g,,(u) = uP + vP - (u + v)P 2 O, dado que g,,(O) = O Y g~(u) > O para u> O. Por 
otro lado si 1 ::; p < 00, entonces, por la desigualdad de Jensen 
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Con lo que finaliza la demostración. 

Teorema 23 Para una sucesión de variables aleatorias independientes {Xn}, 
Sn = L:7=1 X n converge casi seguramente si y solo si converge en probabilidad. 

La prueba del teorema anterior se puede encontrar en Billingsley[3] . 
Los dos siguientes teoremas relacionan la convergencia en probabilidad con la 
converegncia en distribución. 

Teorema 24 Sean (Xnk~l, X definidas en un espacio de probabilidad fijo y 
dado (O, A, P). Si X n converge a X en probabilidad, entonces X n converge a 
X en distribución. 

Teorema 25 Sean (Xnk:~l, X definidas en un espacio de probabilidad fijo y 
dado (O, A, P) . Si X n converge a X en distribución, y si X es una variable 
aleatoria casi seguramente igual a una constante, entonces X n converge a X en 
probabilidad. 

La demostración de estos dos teoremas se puede encontar en Jacod, Protter[6]. 
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