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INTRODUCCION:

La asignatura de cinematica se imparte en el 3er. Semestre de la carrera de
Ingenieria Mecénica- Eléctrica de la Facultad de Estudios Superiores Cuautitlan.
UNAM asignatura comin para las dreas de mecanica, eléctrica- electronica y el
area industrial.

Este manual se realizd con la finalidad de contar con un material sencillo de
manera que el lector entienda cada concento y se complementa con ejercicios
resueltos en clase, pero de ninguna manera se pretende que sea un sustituto de
ningtn libro de texto, sino solo como un elemento mas de apoyo auxiliar al
estudiante, al cual pueda tener acceso y consultar sus dudas. Ademas de servir

como una guia para resolver un problema determinado.

Este manual cuenta con teoria basica y una serie de ejercicios resueltos al final de
cada capitulo, sin tener la ambigiiedad de algunos textos. Pues posee la
caracteristica distintiva de contener notas que generalmente no se encuentran en
libros de texto. Las cuales son comentarios, de la explicacion que el académico da
al desarrollar su clase, donde se desarrollan paso a paso. Hasta llegar a la solucion
que la mayoria de las veces los estudiantes no toman nota, debido a la naturaleza

de la clase.

Se han agregado en los problemas resueltos un problema hecho por computadora
en lenguaje de programacién Visual Basic, estos programas se dan con su
formulario y su cédigo, que aunque sencillo. Sera de apoyo al estudiante que no
ha tenido contacto con este lenguaje y le sea de utilidad para resolver algin otro
problema que quiera realizar en este lenguaje ya que en la actualidad el uso de la
computadora es una gran herramienta para el estudiante de ingenieria que realiza
calculos repetitivos, aunque el estudiante puede realizar los programas en algin
otro lenguaje de programacion.
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Cabe hacer mencionar que el tratamiento de un curso de cinematica para
ingenieria se fundamenta en la teoria, pero la mayoria de sus ejercicios y
problemas son de tipo algebraico y numérico. Para que de esta manera se puede
cuantificar el avance de los estudiantes.

Los temas que se abordan en este trabajo de tesis estan contenidos dentro de los

capitulos siguientes:

. — Cinematica de particulas.
.- Movimiento en sistemas de referencias inerciales.
. — Movimiento Plano.

. — Cinematica del cuerpo rigido.

El capitulo 1: Al principio del tema se dan los conceptos basicos manejados en la
mecanica clasica o Newtoniana, los cuales son utilizados en la cinematica.
Se maneja los conceptos de modelos de cuerpo o particulas para analizar los

conceptos del movimiento en un sistema de referencia.

Se da una definicion de cinematica, la cual menciona que es el estudio del

movimiento de los cuerpos, sin importar las causas que la producen.

En este tema se analiza a la particula, que es la forma mas facil de analizar el
movimiento.

Se estudia a la particula usando ilustraciones que complementen su comprension
y mostrar como se obtienen sus ecuaciones: de posicion, velocidad y aceleracién,
las cuales definen la cinematica del movimiento de una particula. En un sistema

de referencia fijo.

Se estudia el movimiento angular de manera general ya que en el capitulo 3 se
tratara mas a fondo. En donde las particulas se mueven a lo largo de una
trayectoria curva, en un eje de referencia fijo, este estudio se complementa

igualmente con ilustraciones de apoyo, para desarrollar las ecuaciones de

v



posicion, velocidad angular. v aceleracion angular, en donde el tiempo es un

factor fundamental para el movimiento en la cinematica.

Al final del tema emplearemos las ecuaciones obtenidas para resolver ejercicios,
en donde la particula esta involucrada. Se hace la prueba escrita de un problema
por computadora, dandose la ilustracién del formulario y el codigo de este.

Con lo que se refuerza la teoria estudiada en este tema.

El capitulo 2. En este se estudia el movimiento rectilineo de la particula. Asi
como también se dan los casos cuando el movimiento es rectilineo uniforme. Y
rectilineo uniformemente acelerado.
Se tratan los casos particulares del movimiento rectilineo, como lo son la caida
libre, tiro vertical y el horizontal.

El estudio del movimiento rectilineo uniforme acelerado, se analizard,
considerando que la aceleracion es constante, o sea que la velocidad se mantiene
uniforme a través del tiempo, obteniéndose la ecuacion cinematica de la posicién

y la velocidad.

Se estudia el caso del movimiento dependiente que se presenta en las poleas. Que
se encuentran unidas por una cuerda o cable, y presentan un movimiento
rectilineo, por medio de las ilustraciones dadas, se realizara la obtencion de sus
ecuaciones, donde primeramente se obtiene las longitudes de los cables que los

unen, tomando un eje de referencia fijo.

Capitulo 3: En este tema se trata el movimiento plano, que es el movimiento que
presenta una ftrayectoria curva que se encuentra en un plano fijo, casos
particulares de este movimiento son; ¢l movimiento parabélico, el movimiento
circular y angular.

El movimiento angular se estudia partiendo de que la aceleracion es constante, de
las ilustraciones que se dan en este tema se deducen las ecuaciones de posicion,

velocidad angular, respecto al tiempo.



E!l movimiento circular, se estudiara considerando una circunferencia con radio
constante v usando vectores unitarios tangencial y normal para obtener las

ecuaciones cinematicas de aceleracion y velocidad con respecto al tiempo.

Se analizara con detalle las relaciones cinematicas relativas, este caso cuando la
particula que se mueve con respecto a un sistema de movimiento animado de
movimiento en rotacion, lo que implica que gira con velocidad angular, se da la
aceleracion de Coriolis, que es debida a la interaccion que tiene la velocidad
angular del sistema coordenado mévil y la velocidad relativa de la particula en

movimiento

Capitulo 4: El estudio del cuerpo rigido se estudia considerando un marco de
referencia fijo y otro mévil, cuyo origen puede estar o no en dicho cuerpo, pero
que esta ligado a el.

El cuerpo rigido se analiza cuando para dos instantes t;, y t, este tiene
desplazamiento lineal y angular.

Se analizara los movimientos del cuerpo rigido corno lo son:

» Translacion plana y no plana (curvilinea y rectilinea y caracterizado porque las
particulas describen trayectorias paralelas, ademas de conservar su direccion
durante el movimiento.

* Rotacién en torno a un eje, caracterizado porque todo punto del cuerpo conserva

su distancia con respecto al eje, al transcurrir el tiempo.

* Rotacion excéntrica, se presenta cuando el eje de rotacién queda fuera del centro
de gravedad del sélido.

* Movimiento plano general. Se analiza como la superposicion de dos tipos de
movimiento, translacién plana y de rotacién en torno a un eje perpendicular al

plano del movimiento.
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CAPITULO 1

CINEMATICA DE LA PARTICULA



Tesistza: Alberto Juarez Carmen
Asesor: IME, Juan Manuel Torres Merino,

1.1 INTRODUCCION A LA CINEMATICA.

La ingenieria: Es la capacidad de utilizar herramientas basicas para estudiar,
comprender, desarrollar, explicar diversas formas, asi como aplicarlas en la solucion de
problemas que nuestra sociedad demanda.

La fisica tiene en su haber una rama de estudio que es la mecanica clasica o
Newtoniana, la cual tiene como postulados las leyes de Newton, se divide en las
siguientes ramas: Estatica, (Cinematica y Cinética) siendo estas dos ultimas las que
corresponden a dindmica. En este trabajo en particular nos interesa estudiar a la
cinematica la cual estudia el movimiento de los cuerpos al transcurrir el tiempo, en

donde las causas que lo producen no son significativas.

Las mediciones se expresan en valores de unidad o unidades, las cuales son unidades
estandar, un grupo o combinacion de estas unidades, se llama un sistema de unidades.
En la actualidad se usan dos sistemas de unidades: El sistema métrico o sistema
internacional de unidades y el sistema britanico. El sistema métrico es el mas utilizado
en la actualidad.

La longitud, la masa y el tiempo son magnitudes fisicas que describen numerosos
objetos y fenomenos. De hecho el estudio del movimiento, requiere solo de estas

magnitudes fisicas.

LONGITUD: Cominmente se dice que es la distancia que hay entre dos puntos, la
magnitud fundamental para medir distancias o dimension en el espacio. Es la unidad en
el SI el metro (m). Actualmente el metro se refiere en términos de la velocidad de la iuz

¥ 13
en el vacio.
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Tesista: Alberto Juarez Carmen
Asesor: IME. Juan Manuei Torres Merino

MASA: Es una medida de la inercia de los cuerpos. entendiéndose por inercia la
propiedad de la materia que mide la resistencia de modificar el estado de movimiento de
dichos cuerpos. La unidad SI de masa es el kilogramo (Kg.) Se refiere a un estandar
material especifico; de la masa de un cilindro de platino e iridio prototipo. ©

TIEMPO: Es un concepto dificil de definir. Por lo que se toman los eventos que tienen
un flujo hacia delante, es decir que tomaremos los eventos para marcar las mediciones
del tiempo, estos son anélogos a las marcas de una cinta métrica utilizada para medir la
longitud. La unidad SI de tiempo es el segundo (s). Se da en términos de la frecuencia

de radiacion asociada con una transicion atémica del atomo de cesio-133. ¥

SISTEMAS DE REFERENCIA
Sistema coordenado lineal: Esquema por medio del cual se establece una
correspondencia biunivoca entre puntos de una recta y los numeros reales y los puntos

que la forman estan sobre esta misma recta. (Llamamos linea recta al lugar geométrico

de los puntos que tienen la misma pendiente, calculada por m = :ﬂ.:é’z, xex) "
X =X
Este esquema se le conoce como sistema coordenado lineal. Fig. (1.0.0)
a R D A R P
G | | | | | | X
-~ xp @ W < 0

Figura (1.0.0) Sistema coordenado lineal
Sistema de coordenadas rectangulares: Esquema que esta representado por 2 rectas

dirigidas X’X y Y'Y perpendiculares entre si y su punto de interseccion O, el origen, de

estas dos rectas llamadas ejes de coordenadas, que ademas dividen el plano en 4

U Referencia de bibliografia. 2



Tesista: Alberto Juarez Carmen
Asesor: IME, Juan Manuel Torres Merino

regiones llamadas cuadrantes, en donde la direccion positiva del eje x es hacia la

derecha y la direccion positiva del eje v, es hacia arriba. en donde un punto en el plano
' 1 12 1]

se representa por un par ordenado de nimeros reales (x. v). al v como se muestra en

la Fig. (1.0.1)

[ (%
jafe)

P,y
Bl— —
I

4 1 > X

o A

1¢==2 VG, =S

Fig. (1.0.1) Sistema rectangular de coordenadas

Sistema coordenado rectangular en el espacio: Este esquema esta representado por
tres planos perpendiculares que se cortan en un punto comun O, tal como se indica en la
Fig. (1.0.2), un punto en el espacio se localiza con referencia a estos elementos, los
planos se llaman planos coordenados, las rectas de interseccion de estos planos, ejes
coordenados (X°X, Y'Y, y Z'Z) x, y, z. Respectivamente, estos ejes son rectas dirigidas
cuya direccion positiva esta indicada por una flecha. Y el punto O, origen del sistema.

Un punto en el espacio P tiene una y solamente una terna de coordenadas (x, y, z) y una

terna de numeros reales, relativa a un sistema de coordenadas rectangulares. a2)

U Referencia de bibliografia. 3



Tesista: Alberto Juarez Carmen
Asesor: IME. Juan Manuel Torres Merino.

|| X

o -

Fig. (1.0.2)Sistema coordenado en el espacio.

Las cantidades cineméticas, tales como posicidn, velocidad y aceleracion se expresan
con respecto a un sistema de ejes de referencia.

Cuando un sistema de referencia se encuentra fijo a la tierra, el movimiento se
denomina absoluto, a diferencia del movimiento relativo que se mide con respecto a ejes
en movimiento.

Aunque estrictamente un movimiento absoluto es medido con respecto a un sistema de
coordenadas fijo en el espacio; es decir un sistema de referencia inercial o0 Newtoniano
(Se considera con velocidad constante). Como la tierra se encuentra en movimiento,
cualquier movimiento que se determine con respecto a un sistema de coordenadas fijo a

ella, es un movimiento relativo.

) Referencia de bibliografia. 4



Tesista: Alberto Juarez Carmien
Asesor: IME. Juan Manuel Torres Merino.

Consideraremos como movimiento absoluto al determinado con respecto a un sistema
de coordenadas fijo a la tierra.

LAS CANTIDADES ESCALARES: Es toda aquella que por definicion. estan
especificadas cuando se da su magnitud, es decir, su tamafio o numero de unidades.
Ejemplo de las cantidades de este tipo se tiene en la masa de un cuerpo, la resistencia de

un resistor, el didmetro de un circulo, el area de un tridngulo, tiempo, temperatura. etc.
®)

LAS CANTIDADES VECTORIALES: Son aquellas en la que sus magnitudes o
unidades son compuestas y ademas suelen relacionarse cantidades que poseen magnitud
y direccion, tales cantidades se representan geométricamente por un segmento rectilineo
dirigido o un vector, ejemplos de estas cantidades vectoriales son la velocidad,
aceleracion, la fuerza, campo eléctrico, cantidad de movimiento angular. etc.

Aunque algunas magnitudes no quedan determinadas completamente por su magnitud y
direccion, sino que también importa su linea de accion y su punto de aplicacion. ®
VECTOR: Se le llama vector a la representacion de una magnitud vectorial,
representado por una flecha, de un analisis geométrico, en donde primeramente se

define un segmento rectilineo dirigido desde un punto 0 hasta un punto Q y lo

representamos por 00, en donde 0 es el punto inicial o de aplicacion en un eje de

referencia fijo y el punto Q se llama punto terminal, el segmento rectilineo 0Q ., es el

vector de 0 a Q. Un vector se representa por una letra negrita, tal como A, o también

con una letra cursiva con una flecha arriba, ejempio: A

El vector se representa en la Fig. (1.1.0) graficamente por medio de una flecha. La
magnitud del vector se indica por la longitud de la flecha, la direccion por el angulo
entre el eje de referencia y la linea de accion de la flecha, y el sentido lo indica la punta

de la flecha. ©

O Referencia de bibliografia. 5



Tesista: Alberto Juarez Carmen
Asesor: IME. Juan Manuel Torres Menino

Linea de occid

Punte de flecho

Puntoc de
aplicaclé

0 0_/
Eje de referenci

Fig. (1.1.0) Representacion del vector

Para la aplicacion de cualquier teoria, se requieren modelos que faciliten o simplifiquen
la interpretacion del comportamiento de un fenémeno, un sistema o una estructura; es
decir que reflejen de algiin modo su comportamiento. Asi con los modelos es posible
comprender aquello que la teoria desea explicar. Por lo que adoptaremos ciertas
simplificaciones de los modelos de cuerpos, consistentes en idealizaciones que toman en
cuenta las propiedades que de ellos se estudien. Los modelos que analizaremos para el

estudio de la cinematica son los siguientes:

CUERPO: Se refiere a toda consideracion material de lo que ocupa un lugar en el

espacié y que es susceptible de estar sujeta a la accion de fuerzas.

PUNTO MASA O PARTICULA MATERIAL: Es la representacion de un cuerpo al
que se asocia masa. La idealizacion de punto masa se empleara en este trabajo, cuando
las dimensiones del cuerpo son irrelevantes o pudiese representarse sin importar sus

dimensiones. ' Y cuerpo rigido cuando el cuerpo no puede considerarse como un

punto o sus dimensiones intervienen en el planteamiento que se analiza.

) Referencia de bibliografia. 6



Tesista: Albertc Juarez Carmen
Asesor: IME. Juan Manuel Torres Merine.

CUERPO RIGIDO: Es un cuerpo que no acepta deformaciones. es decir. todas sus
particulas se conservan a la misma distancia entre si bajo cualquier condicion. Si no se
cumple esta caracteristica, el cuerpo sera deformable. (En realidad todos los cuerpos son

deformables, de manera que el cuerpo rigido es solo una idealizacion). '

ESPACIO: Es la region geométrica ocupada por los cuerpos. La posicion en el espacio

se determina respecto a un cierto sistema geométrico de referencia mediante medidas

lineales y angulares. !

TRAYECTORIAS DE UN CUERPO: La linea que une las diferentes posiciones

sucesivas de un cuerpo, o sea el camino que este recorre en el espacio se llama

(10
trayectora. ao

El movimiento se clasifica segiin su trayectoria Fig. (1.1.0a):

Movimiento Rectilineo: Cuando su trayectoria es una recta.

Movimiento Curvilineo: Cuando la trayectoria es una curva. ¥

Recillineo

Clrcutar Q

Eliptico O

?323333”5 Cur‘vll.meo< : /\
Porabolico

Dsclln‘tor*lo\\/'\\/‘\/“\

—  Etc

Fig. (I1.1.0a) Esquema del Movimiento segin su trayectoria

O Referencia de bibliografia. 7



Tesista: Alberto Juarez Carmen
Asesor: IME. Juan Manuel Torres Mering

El movimiento también puede clasificarse por su forma en:
Uniforme: Cuando recorre distancias iguales en tiempos iguales.

Acelerado: Cuando en tiempos iguales recorre distancias diferentes. '

Otra forma de clasificar el movimiento es segiin el marco de referencia:

Absoluto: Cuando se compara el movimiento de un cuerpo respecto al otro que se
considera fijo (en reposo).

Relativo: Cuando se compara el movimiento de un cuerpo con respecto a otro que

también se mueve. ¥

DEFINICION DE CINEMATICA: “Estudio de la geometria del movimiento en
forma grafica y /o analitica de los cuerpos de manera tal que no importa las causas que
lo producen”.

Las cantidades cineméticas empleadas para su estudio en este trabajo son:

— Desplazamiento lineal. — Desplazamiento angular.
— Velocidad lineal. — Velocidad angular.
— Aceleracion lineal. — Aceleracion angular.

) Referencia de bibliografia. 8



Tesista: Alberto Juarez Carmen
Asesor: IME. Juan Manuel Torres Merinc

1.2 CINEMATICA DE LAS PARTICULAS.

CINEMATICA DE LA PARTICULA

Movimiento de una Particula l Movimiento de un segmento de recta

—  Desplazamiento — Desplazamiento angular
— Velocidad —  Velocidad angular
- Aceleracion —  Aceleracion angular

1.3 ECUACIONES CINEMATICAS DE LA PARTICULA.

Posicion: La posicién instantanea de una particula que describe alguna trayectoria se
describe mediante el vector de posicion r definido desde el origen de un sistema de
coordenadas fijo hasta la particula Fig. (1.1.1) La posicion de la particula también puede
especificarse mediante sus coordenadas o especificando la distancia s, medida sobre la
trayectoria que describe, y desde un punto fijo sobre ella hasta la particula.

Estas cantidades se expresan como funciones del tiempo. Es indispensable definir una
convencion de signo consistente que permita interpretar fisicamente las soluciones
algebraicas que se obtengan de los analisis. Las direcciones positivas son las de los ejes

de coordenadas cuando éstos se especifican.

O Referencia de bibliografia. 9



Tesista: Alberto Juarez Carmen
Asesor: IME. Juan Manuel Torres Merino

El desplazamiento lineal, Ar. de una particula durante el intervalo de tiempo es el
cambio de su posicion durante el intervalo de tiempo considerado. Por tanto si la
particula de la Fig. (1.1.1) se mueve desde la posicion P hasta la posicién P* durante
cierto intervalo de tiempo, su desplazamiento es.

Ar=r -r (1.1.1)

Sus unidades del desplazamiento en el SI son metros.

>

Fig. (1.1.1) posicién del punto P.

La velocidad media: de un punto o particula P durante un intervalo de tiempo entre t y
(t + At), se desplaza o cambia de posicion de r a (r + Ar), es decir su cambio de

posicion por unidad de tiempo.

Bia 28 (1.1.1)
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Velocidad promedio: Es la suma de todas las velocidades medias entre el numero de

ellas.

- - - - - -+

[;P} i l.b]-!‘ Vies2+ EE_,_\‘I' Viaa+ Vaas+ i + Viwsn ( l l I i a)

]

-

La velocidad instantanea: (v ) del punto P en el instante t es el limite de la velocidad

media cuando el incremento de tiempo tiende a cero como limite. Es decir.

v=lmAr4r _3 (1.12)
m—-ON df

-

v

distancia recorrida
tiempo

La magnitud de la velocidad, se denomina rapidez =

Sus unidades en el SI son: Metros por segundo (m / s).

Se da una representacion en la Fig. (1.1.2) de la velocidad y el incremento de esta.

Fig. (1.1.2) Velocidad del punto P
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La aceleracion media: de un punto P durante el intervaio de tiempo entre 7 y (r + Az).
— — —»\‘
durante el cual su velocidad varia de v y {v+ AvJ es decir: el cambio promedio por

unidad de tiempo de la velocidad del punto P es:

S Av (1.1.3)
m (2 —fl N A

Representando esta en una pendiente por medio de un objeto que baja y sube como en la

Fig. (I.1.2a)

¥, =0mis

I
NS

Fig. (1.1.2a) Cambio de velocidad de un cuerpo.
La aceleracion instantanea del punto P en el instante 7 es el limite de la aceleracion

media cuando el incremento de tiempo tiende a cero como limite.

> . Av dv d'r >
a=lJlim—=-—=
M=o At dt dt?
Tambien (1.1.4)
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Donde sus unidades en el SI son metros por segundo al cuadrado (m / s”). En algunas
ocasiones las aceleraciones se expresan en términos de g. donde g es la aceleracion de la

gravedad (9.81 m / s* aproximadamente) en la superficie de la tierra.

1.4 ECUACIONES DE LA VELOCIDAD Y LA POSICION EN FUNCION DEL
TIEMPO.

Si se conoce la abscisa x de una particula que se mueve sobre el eje Ox en funcién del

tiempo, puede hallarse la velocidad por derivacion, partir de la ecuacion v= d’-‘ dt Una

~ —
segunda derivacion da la aceleracion, ya que a = d Y o - Considerando el proceso

inverso: dada la aceleracion, hallar la velocidad y la posicién. Esto se hace por los
métodos de integracion de calculo integral. Daremos primeramente la integral indefinida
y posteriormente la integral definida.

Supongamos que se conoce la aceleracion a (t) en funcion del tiempo. Entonces, dado

que 4 Y= at), separando variables:

dv =adt, Integrando
[dv=[awad

v=[amdi+C, [1.1.5]

Donde C; es una constante de integracion cuyo valor puede determinarse si se conoce la

velocidad en un cierto instante. Generalmente se expresa C; en funcion de la velocidad

vo cuando ¢ = 0. Una vez calculada la integral anterior, obtenemos la velocidad v(t) en

funcién del tiempo. Entonces, puesto que X = v(7), separando variables.
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dx =;{1'_sz_.

[ax = [vyar

X=J;{f)d.“+C2 [1.1.6]

Donde C; es una constante de integraciéon cuyo valor puede determinarse si se conoce la
abscisa en un cierto instante. Es costumbre expresar C; en funcion de la abscisa x, para

t= 0. Si la aceleracion viene expresada en funcion de x, se utilizara la ecuacion:

-+
-

dv -
V- =a(x
o (x)
Entonces

[vav=[a(x)x, [1-17]

(%1

|<

= [a(x)dx +C..

Fig. (1.1.3) Grafica velocidad — tiempo.

Consideremos ahora la integral definida. Dividamos el area comprendida entre la curva

velocidad-tiempo y las ordenadas correspondientes a ¢; y £; Fig. (1.1.3)
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En franjas estrechas rectangulares de anchura Ar. la ordenada correspondiente a un
instante cualquiera ¢ es igual a la velocidad instantanea v en dicho instante. Si la
velocidad permanece constante durante el intervalo As. El desplazamiento Ax en este
intervalo de tiempo seria v Ar. Pero esto es el area de la zona rayada, ya que su altura es
vy su base Ar. La suma de las areas de todos esos rectangulos, desde #; a ,, es igual, al

desplazamiento total x-x; en este intervalo de tiempo:

5
X5 —X; & Z VAL

Cuanto menores son los intervalos de tiempo, Ar. tanto mas aproximado es el valor

(vAr) al desplazamiento. En el limite, cuando Ar. Tiende a cero, la suma de las areas se

hace igual al total del area situada bajo la curva, o sea, al desplazamiento total (x;- x;)

el limite de la suma de las areas es la integral definida desde #; a #;; asi,

x,-x = [*vd (1.1.8]

]
El desplazamiento en cualquier intervalo de tiempo es igual, por tanto al area
comprendida entre la curva velocidad — tiempo'y el eje de el tiempo, limitada por las
ordenadas correspondientes a los instantes inicial y final del intervalo.

Del mismo modo, el area que se encuentra bajo la grafica aceleracion — tiempo puede
dividirse en franjas verticales de altura a y anchura Az Si la aceleracion permaneciese

constante, la variacion de velocidad Av en el intervalo Af seré igual a (c_z Ar), que es el

area de una franja recténgular, La variacion total v, — v; de la velocidad, en un intervalo
de tiempo comprendido entre t; y f;, es aproximadamente igual a la suma de todas las
areas:

@

.
va—vi & Y aAl

En el limite, cuando At tiende a cero:

-+ -

va—vi = [Cads [1.1.9]
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La variacion de velocidad en un intervalo de tiempo cualquiera es igual. por tanto, al
area comprendida entre la curva aceleracion — tiempo y el eje del tiempo, limitada por

las ordenadas correspondientes a los instantes inicial y final del intervalo.

1.5 ECUACIONES DEL MOVIMIENTO ANGULAR

MOVIMIENTO ANGULAR

Un segmento de recta posee movimiento angular cuando cambia el angulo que forma
con respecto a un eje de referencia fijo. Fig. (I.1.4) Considérese en un instante en
particular el Segmento de recta, se puede definir por sus coordenadas cartesianas x y y.
No obstante, la posicion se pude designar por sus coordenadas polares r y 6, donde r es
la distancia del punto de origen del sistema coordenado, al punto final del segmento de
recta, y 6 se mide por convencion en el sentido contrario de lasa manecillas del reloj, a
partir del eje horizontal del sistema coordenado a la linea de accion del segmento de

recta. La relacion que existe entre el conjunto de coordenadas es la siguiente.

x=rcosf, y=rsen, r=-/x"+)°

y
6=0

x X

¥
Al R
*x -92 P x

Fig. (1.1.4) Posiciones Angulares
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:
(=P -
T A=

L= Bf
v ¥
8; ¥ S
1 » eg
A o
Fay
Fig. (1.1.4a) Desplazamiento Angular
B’ ,
Bf
B
By B
& 2
A’ A
/B fat
A

Fig. (1.1.4b) Segmento de recta

Consideremos un segmento de recta AB, que considerado como un vector de posicion,
a partir de un punto de referencia A, hacia cualquier otro punto B, con la misma

pendiente, o como una sucesion de particulas de un cuerpo a lo largo del segmento de

recta AB. Fig. (1.1.4b)
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La posicion angular del segmento de recta 4B la define en cualquier instante, el angulo
(8), la funcion de posicion angular es una funcion escalar del tiempo es decir:

0=1f(t) (1.2.0)
Donde 0 tiene como unidades los grados o también, el radian.
Definimos ahora A8 como el desplazamiento angular del segmento de recta 4B durante
el intervalo de tiempo At es decir, como una cantidad vectorial con magnitud, direccion

y sentido, como sigue:

Magnitud: Del segmento AB representado por:

| —_— -
‘A =./a +a; ,endonde (a,,a,) son las componentes del vector A
.

Direccion: Si el vector es distinto de cero, es el angulo 6 que se mide desde el lado
positivo del eje x en sentido contrario al del reloj hasta la representacion de posicion del

vector. Fig. (1.1.4),

Sentido: El avance del eje de acuerdo con la regla de la mano derecha.
AB=6, -6, (1.2.1)

Si @ es funcién del tiempo t, el angulo barrido en un tiempo At, dado de la forma

siguiente:
I
——dt _[a)(r)dr (122)
]

La velocidad angular tiene dimensiones de angulo por unidad de tiempo, las unidades
mas comunes en que es expresada la velocidad angular es radianes por segundo (rad/s)

revoluciones por minuto (rev. / min.) etc.
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De donde, el radian es la medida del anguio subtendido por un arco cuya longitud es el
radio del circulo. Puesto que la circunferencia de un circulo de radio R es un arco de
longitud (2r R), habra (2x) radianes en una revolucion de 360°. Si 6 es el angulo que

subtiende en el centro de un circulo de radio R, un arco de longitud S. su valor
expresado en radianes es: =— (1.2.3)

De este modo. 6 es la razon entre dos longitudes y, por tanto. es una cantidad
adimensional, esto es, un niimero puro.

La relacion entre radianes y grados es:

360° = 2nrad
a 124
Irid= 22 - 573 (.29
2n S

Velocidad angular media: Si en el instante t;, la posicion angular del punto es 8, y en el

instante t, es 0, la velocidad angular media esta dada por:

aot2m6 A8 (12.5)
-t At
La velocidad angular (;), de un segmento de recta se define como el cambio por
unidad de tiempo de su posicion angular. La velocidad angular es una cantidad vectorial
libre que puede representarse mediante un vector perpendicular al plano del movimiento
de un segmento de recta y su sentido lo define la regla de la mano derecha Fig.(1.1.5)

Cuando el movimiento de un segmento de recta es coplanar, la magnitud de la velocidad

angular es:
-+ A6 dO

w=lim—=—=90 126
a0 At dt ( )
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48

Fig. (1.1.5) Velocidad angular

Fig. (I.1.6) Vector velocidad angular.

-
La aceleracion angular (& ), de una linea se define como el cambio por unidad de
tiempo de su velocidad angular. Como es una cantidad vectorial, puede cambiar en
magnitud y en direcciéon. Como en este tema solo se considera el movimiento coplanar,

la velocidad angular puede cambiar inicamente en magnitud y sentido.
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La magnitud de la aceleracion angular de una linea es:

a:]imﬂ_"?:d_‘ﬂ:?j?:ﬁ (12.9)
a0 At dt dt”

La aceleracion angular de una linea puede representarse mediante un vector libre. v en el
caso del movimiento coplanar de una linea, el vector es perpendicular al plano del
movimiento y su sentido se define mediante la regla de la mano derecha.

Cuando el movimiento es coplanar la aceleracion angular se representa mediante un

arco dirigido en sentido horario u antihorario segin corresponda.
La aceleracion angular tiene unidades comunes como son:
Radianes por segundo al cuadrado (Rad. /s?)

Revoluciones por segundo al cuadrado (Rev. /s%)

ACELERACION ANGULAR MEDIA.

Si en el instante t;. la velocidad angular es @, y en el instante t,, es ,, entonces la

aceleracion angular media es:

=SB, NG (12.8)
-1, A
VELOCIDAD TANGENCIAL

Cuando la posicion angular, de un punto que se mueve en un circulo de radio r, cambia
en AB, el punto recorre, a lo largo del circulo, una distancia r A6, tal como se indica en

la figura (I.1.4), (nétese que r AO es la longitud del arco solo si A® se expresa en
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radianes). De este modo. la velocidad tangencial. esto es. la velocidad del punto
tangente al circulo, esta dado por:

= A¢

v, =lim r—

. Ag - } .
Como lim r—q15 =, la velocidad tangencial es
Al AI
Vi=ro (1.2.9)

Donde @ se expresa en Rad. /seg.

Ve

PM

Fig. (1.1.7) Velocidad Tangencial

-3

En la figura (1.1.7), la velocidad angular se representa por un vector @ perpendicular al

plano de movimiento. La direccién @ de se obtiene mediante la regla de la mano

derecha.

Por la ecuacion (1.2.3), la velocidad tangencial :, de un punto que se mueve en un

circulo de radio a es:

— -

V. =dw
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En términos del vector de posicion 1. el radio a esta dado por:

a=rseng
Asi,
Vi =@rseng

En funcion de los vectores @ y 1, el vector velocidad tangencial v, tomara la forma.

—- - =

Vi=@Xr (1.3.0)
Y su magnitud es:
Vi =|vi| =|oxr = orsend (13.1)

Siendo la direccion de @ X ¥ la correspondiente a v,.

*) Referencia de bibliografia.
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1.5 Ejercicios referentes al capitulo L

Ejercicio 1.

La magnitud de la aceleracion de una particula cuyo movimiento es rectilineo se expresa
como: a=12t-8

Donde a y t se expresan en metros por segundo por segundo. respectivamente. Cuando t

=0 la velocidad inicial es de 20 m/s y X, =-10 m
Calcule:

(a) La velocidad del punto cuando t = 2s

(b) La posicion del punto a t = 2s.

Solucion:
La solucién a este ejercicio corresponde a un caso en donde la aceleracion es funcion del

tiempo, de tal manera que utilizaremos la expresion de la formula (1.1.4)
(a) la velocidad del puntoent=2s

Tenemos que es un movimiento en una dimension por lo que:
A=ai
De nuestra ecuacion (1.1.4) definida en el capitulo 1 la cual expresa que:
-
= dv
a=—

dt

Separando variables obtenemos, la diferencial de la velocidad.

d;=;m
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Integrando esta expresion con respecto al tiempo

[dv=[ad
v

.
=[adi+C,
Sustituyendo el valor de la aceleracion en nuestra ecuacion anterior

v=[2e-8)dt+C,,
Desarrollando.

v=[12tdt- [8dt+C,,

Integrando obtenemos.
V=6t —8t+ 3

Ahora evaluando y sustituyendo t = 0, en la ecuacion anterior, obtenemos la velocidad
en t=0:

Calculando el valor de la constante con el valor correspondiente del tiempo
despejando y evaluando obtenemos.

¥(0)=6(0) ~8(0)+C, =20(m)

¢, =v(0)=20(m)

Ahora si en t = 2s, sustituimos y evaluamos en la ecuacién de velocidad.
v(2) = 6(2)° —8(2)+ 20
v(2)=24-16+20
v(2)=28(m ;_)
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(b) Para calcular la posicion del punto en t = 2s, consideraremos la ecuacion (1.1.2)

De la definicion de velocidad instantanea la cual esta dice:

Wy

V=—
dt

diferencial de la posicion.

. Separando variables de nuestra ecuacion de velocidad obtenemos la

dx = ;dt, Integrando esta expresion;
[dx = [vat

X = I vdt + C, , Se obtiene la ecuacion de posicion.

Sustituyendo la velocidad en funcién del tiempo, la cual expresa que:

v =6> —81+20

Por lo que sustituyendo lo anterior en nuestra ecuacion de posicion.

x=[(6r* -8+ 20)dt + C,
Desarrollando la integral

x=[6r’dt— [8t dt+[20 dr+C,
Integrando.
x=20"—4r* +20t + C,

Sien t=0, x =-10, sustituyendo estos valores y evaluando en nuestra ecuacion de

posicion anteriormente obtenida tenemos:

x(0) = 2(0)’ — 4(0)* + 20(0) + C,

) Referencia de bibliografia.
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Despejando la constante y evaluando:
x(0)=C;=-10 (m)

Ahora si en el intervalo de tiempo t = 2s, lo sustituimos y evaluamos en nuestra

ecuacion de posicion:

x(2)=2(2) -4(2)" +20(2)-10
x(2)=16-16+40-10
x(2)=30(m)
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Ejercicio 2.
Un punto se mueve en el espacio cuya posicion esta definida por:

r=3%1-5C7+10tk

Donde r esta dado en metros y t en segundos.

(a) Calcule la posicion del punto en t=2s

(b) El desplazamiento del punto en el intervalode t=2s yt=4s
(c) La velocidad media en el intervalode t=2sy t=4s

(d) La velocidad instantanea en t = 2s

(e) La aceleracion instantanea en t = 2s
La solucidn a este ejercicio implica una posicion variable en el tiempo de tal manera que
para calcular las funciones de velocidad y aceleracion de esta particula utilizaremos las

ecuaciones (1.1.0),(1.1.1), (1.1.2) y (1.1.4) respectivamente

(a) Para este enciso donde el valor de tiempo t = 2s, lo sustituimos y evaluamos en

nuestra ecuacion de posicion que expresada.

r=3%71-5C7+10tk, Evaluando.

r(2)=3(2)*1-5(2)' j+10(2)k

Por lo que la posicion en (t=2s) es:
r(2)=121-40j+ 20k (m)
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(b) El desplazamiento en el intervalo de tiempo en t = 4s. sustituimos y evaluamos en la

ecuacion de posicion de la misma manera que en el paso anterior.
r(4)= 3(4)* 7 =5(4)° j+10(4)k

Realizando la operacién obtenemos la posicion en t =4s.
r(4)=481-320j+40k (m)

Para obtener el desplazamiento durante el intervalo de tiempo de t = 2s y t = 4s,

utilizaremos la formula (1.1.0) la cual esta expresada de la siguiente manera:
Ar=r'-r

Por lo que el desplazamiento ent=2sy t=4s
r(4)=487-320)+40k (m)
Ar(t)=ruw—r

Sustituyendo y evaluando, de las ecuaciones de posicion obtenidas respectivamente para

cada posicion en el intervalo de tiempo.
Ar(t)= (487-3207+40k) - (12 -407+20k ) (m)

Ar= [(48-12)7 +(~320 + 40) j + (40 - 20)%]
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Realizando la operacion obtenemos el desplazamiento:
Ar=36i-280j+20k (m)

(c) La velocidad media en el intervalo de tiempo de t = 2s y t = 4s la obtendremos
De la ecuacion (1.1.1) que esta dada por la expresion siguiente, v, = A

Sustituyendo y evaluando el desplazamiento en el intervalo de tiempo de la ecuacion

anteriormente obtenida.

, _36i-280j+20k
¥ 4-2

Realizando la operacién obtenemos :

v, =187 ~140 +104 (”3]
s

(d) La velocidad instantanea en t = 2s esta dada por la ecuacion (1.1.2) la cual se
expresa de la siguiente manera:
> dr
v=—
dt
Utilizando esta ecuacion y sustituyendo el valor de posicion obtenemos.
d3t* -5t j+10tk)
dt

2

V=
Derivando la ecuacion anterior.

v=6ti-15t j+10k
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Ahora usando el valor t =2s, y sustituyendo en la ecuacion anterior.
v(2)=6(2)i-15(2)* j+10k
Evaluando esta expresion.

v(2)=121-60}+10k [m]
s

(e) Usando la ecuacion (1.1.4) para aceleracion instantanea que esta dada de la siguiente
manera:
= dv
a=—,
dt

Como la velocidad esta dada por la expresion:

v=6ti-15t2]+10k

Sustituyendo el valor de velocidad en la ecuacion (1.1.4)

dl6t i-15¢° } +10£)
dt
Derivando esta expresion

; -
= = {\“_ A m )
a=6i-30t; ( /s

Ahora evaluando esta ecuaciéon ent=2s

O Referencia de bibliografia. 31



Tesista: Alberto Juarez Carmen
Asesor: IME. Juan Manuel Torres Merino.

a(2) =67 -30(2)]

Realizando la operacién obtenemos :

a(2)=67-60] (m-sz)
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Ejercicio 3:

Para la siguiente ecuacion r: (t* — t + 10) m, obtener su representacion grafica.

velocidad media. velocidad instantanea, velocidad promedio.
Solucion: Utilizando valores determinados para graficar la ecuacion y ver su

comportamiento de la trayectoria que sigue, obtenemos:

a) Meétodo grafico.

:
1; tD 30_‘[;'
B0 =t
E1P ot
a 15 15—
10—

o T 7 3 T

b) Solucion de la velocidad media.

Utilizando la ecuacion (1.1.1)

AF =[r(t=55)]-[F(t=4s)] = AF= (—-t+10)m
A7 =[(5) -5+10]-[(4)’-4+10](m) = AF=30m-2m
AF=8m

Sustituyendo valores en nuestra ecuacion de velocidad media obtenemos:

P=

Ar 8m
= =5 7=8(m/s
T 8(m/s)

55 —4s
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Ft=4.55)= (f=t+10)m =  r=[(45'-45+10]m Fr=2575m
F(t=445)= (£ —t+10)m = r=[(@44’-44+10]m r=249m
Fr=46s)= (F=t+10)m = F=[(46-46+10]m r=2656m
AP =[F(1 =4.65)]-[F(1=445)] =  Ar=[(4.6)-4.6+10]-[(4.4)°-4.4+10](m)

A7 = (26.56 — 24.96)m = ArF =1.6m

Si el incremento del tiempo es:

At =(t,-1) = Ar=(4.6-44)s = Ar=02s

Nuestra velocidad media es:

= Ar
y=— = v=~—-1'6m = v=8m/s
dt 0.2s

Evaluandopara t =4.55s y t=4.45s:

F(t=4555)= (F=t+10)m = r=[(4557-455+10]m = 7=26.1525m
F(t=4455)= (£ =t+10)m = r=[(445-445+10]1m = r=253325m
AP =[F(1=4.555)]-[F(1 =4.455)] = AF=(25.79-257)m =  Ar=008m
Ahora en un incremento de tiempo:

At =(t,-1) = Ar=(4.55-4.45)s = Ar=0.1s

La velocidad media es:

1
ot
oo
K]

= v=8m/s

=
[}
|
U
=
I
(=}
=

Evaluando para 1 =4.505s y t=4.495s:
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F1=4.505s)= (' =t+10)m = 7=[(4.505°-4505+10]m = r=2579m
F(1=4495s)= (£ =t+10)m = Fr=[(4495/-4495+10]m = r=2571m
AF =[F(r =4.505s)]-[F(r =4.495s)] = AF=(25.79-25.71)m = AF=0.08m
El incremento de tiempo es:

Ar=(t,-1) = Ar=(4.505-4.495)ss = Ar=001s

La velocidad media es:

AF 0.08m
= .

V=— V=
dt 0.01s

v=8m/s

¢) Solucion de la velocidad instantanea: Utilizando la ecuacion (1.1.2)

2 —]
& i di0

di dt dt

= v=2-1

Evaluando para: r=1Isyt=2s

P(r=05)=2(0)-1 = v=-l(m/s)
Pr=1s)=2D-1 = v=1(mls)

Pi=25)=2(2)-1 = v¥=3(m/s)

d) Solucion de la velocidad promedio: Utilizando la ecuacion (1.1.1a)

= F(r=1s)-F(1 = 0s)

i_’n_-_:l "l"!o
F(t=1s)= (1)*=1+10(m) F=10m
F(t=0s)= (0’ =0+ 10(m) F=10m
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__(10-10)m (O _
Pous = T(1=0)s Vous = Hj.j:‘_ Vo =0m/s
Evaluando parat =2syt =Is
g O _P(t=25)=F(t=1s)
A =2 L1,
F(r=2s)= (2Y-2+10(m) F=12m
F(t=1s)= (1) =1+10(m) F=10m
_(12-10)m _(m _
Evaluando parat =3syt=2s
g =& o _FU=35)-Fr(1=2s)
22237 p 223 tomty
P(t=3s)=(3)-3+10(m) F=16m
F(t=2s)=(2)-2+10(m) F=12m
J16=2m L Gm
—3=2 (3"2)S _}21_(1)5 232

Evaluando parat = 4sy ¢ =3s
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s 5 Tt=4s)-F(t=3s)

—A=pd T A T ',4_‘,;
P(r=3s)=(3)Y=3+10(m) F=16m
F(t=4s)= (4 -4+10(m) F=22m

_(@-16)m _©m
p T | (4 - 3).\, 43 (le 32

Evaluando parat =355yt =4s

AP (1 = 55)—F(t = 4s)
i’_«}jﬁ =

Tems Ty o1,
F(t=5s)=(5)=5+10(m) F=30m
F(r=4s)= (4 -4+10(m) F=22m

_(30-22)m , _(®m E
257 (5-4)s 1| =

Calculamos la velocidad promedio:

v, +V +V, ;+ 7V +7
- 0l 1—=2 23 F—+d d4—=5 = [V]

.=6m/s

=8m/s

_ 0+2(m/s)+4(m/s)+6(m/s)+8(m/s)

] L] 5

r1=2 [v]=4(m/s)

Parat=2.99s y t=3.01s:
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F(1=2.99s)= (2.99 ) =2.95+10(m) F=159501 m
F(r=3.01s)= (3.01 »=3.01+10(m) 7= 16.0501 m
AF =[F(r=3.015)]-[F(r=2.99s)] = AF=(15.9501-16.0501)m = AF=0.1m
Ar=301-299 = Ar=002¢ . v= T = ¥= b L = v =5(m/s)
Y 0.02(s)

Si lo anterior lo plantemos en una tabla, obtenemos:

t r |¥| [v]
0.0]110 -1
0.5 8]
1.0]110 1
1.5 2
20 )12 5
2.5 l
3.0]16 5
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Ejercicio 4.

Un segmento de recta gira en el plano xy. cuya posicion angular esta definida por:
0 =(3t" -5t")k
Donde 6 se mide en radianes v t en segundos.
Calcule:
A) La posicion angular del segmento de recta en t =2s
B) El desplazamiento angular de la recta en el intervalo entre t =2s y t = 4s
C) La velocidad angular instantanea en t = 2s

D) La aceleracion angular instantanea en t = 2s.

La solucion a este problema esta dado en funcion del tiempo por lo que sera variable la
posicion con respecto a este.
Solucion:

a) La posicion al evaluarse en t = 2s seré:

Al sustituir en nuestra ecuacion de posicion nos da que:

02)=[32y)- (57|
8(2)=(24-20)k

Por lo que la posicién en 8 en t = 2s es:
8(2) =4k (Rad.)

b) El desplazamiento entre t=2sy t=4s
En el paso anterior evaluamos la posicion de 6 en t = 2s, por lo que evaluando de la

misma manera para t = 4s, en nuestra ecuacion de posicion:
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0(4)=34) -54)' k
8(4)=(192-80)k

La posicion en t = 4s es:
0(4)=112k [Rad ]
Ahora evaluamos el desplazamiento que hay con respecto al tiempoent=2sy
t=4s
A0=0, -0, =(112-4)k(rad.)
A8 =108 £ (rad)

¢) La velocidad angular instantanea en t = 2s

De la ecuacion (1.2.1) la cual expresa que:

_ de

w = —dt , Por lo que derivando la ecuacion, y evaluando

O}:d_(-”t;t—iﬁz):m:(w_wt)l&

0@ =) -100) Jk=0@ =36 -20) &k

@) =16k [Rad 4 ]

d) La aceleracion instantanea en t = 2s la obtenemos. Usando la ecuacion (1.2.2) la

cual esta dada de la forma siguiente:
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_do

Q= —
dt

, Derivando la ecuacion de velocidad angular tenemos.
diot® -

o 46t -101)
dt

a= (18 -10)k
s B t=2
@@ = [182) -10]k valuando en S

a2 =26k [Rad s',]
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Ejercicio 5, Resuelto por programa de computadora.

Se tiene una transmisién por banda, el motor gira a 1725 rpm y tiene una polea de 3

pulgadas de diametro, si la polea inducida tiene 6 in de didmetro., calcule:
a)— La velocidad tangencial de las poleas.
b) — La velocidad angular de la polea inducida.

Solucion:
Primeramente realizamos la transformacion de (rev. / min.) A (rad / s).

lrev=2mrad , por lo que realizando el calculo.

rey
1725— )
min rad 1min rad
=27454 —x =457T—=w
2z min  60s MOTOR
De la relacion.
157
Vel motor _ Diam.polea carga _ "~ s _6in

Vel poleacarga Diam. polea motor Vpc 3in

La velocidad angular de la polea inducida es:

_3in rad’ — rad/
=>457712d =28 rad/

6 1n
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De la ecuacion (1.2 4) la velocidad tangencial es:

Vimo =20 =3*457=1371in/s

Vicaga =20 =6*228= 1371 in/s
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Realizaremos el programa de este ejercicio en Visual Basic por ser sencillo y de facil
comprension. Primeramente se define los botones a usar, esto es los datos dados en el
problema y el nimero de incognitas a calcular, para posteriormente enlazarlos por

medio de lenguaje de programacion. Como se muestra a continuacion.

T ransmicon pot poles

Uimmetio de pales 2 ‘Puig

miGtriz |

Veloogad del mator f

Chametrs de poles I : Puly

inducsde L

‘Veloodad de la poies | RPM.
de cams e

Veloodad nosnos) l mle
ae poles motn:

Veloodad Tangencsal r—-_ mis
e poles de cargs i

Cuadro de formulario del programa
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PROGRAMA PARA VELOCIDAD TANGENCIAL

Option Explicit

Dim Dm As Double, Nm As Double
Dim Dpi As Double, N¢ As Double
Dim Wa As Double, Wb As Double
Dim Vpa As Double, Vpb As Double

‘REALIZACION DE LOS CALCULOS

Private Sub Calculo_Click()

End Sub

Dm = Diapolmotor. Text

Nm = Revmotor. Text

Dpi = Diapolcarga. Text

Const pi =3.1416

Nc=Nm * Dm / Dpi

Wa=Nm/ (2 * pi * 60) * 0.0254
Vpa=(Dm/2)* Wa

Wb =Nc/(2*pi*60)*0.0254
Vpb=(Dpi/2)* Wb
Revpolcarga. Text = Format(Nc, "#,##0.000")
Velpolea_A.Text = Format(Vpa, "#,##0.000")
Velpolea_B.Text = Format(Vpb, "#,##0.000")
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2.0 MOVIMIENTO EN SISTEMAS DE REFERENCIAS INERCIALES.

Un sistema de referencia inercial: se define como aquel respecto al cual un
cuerpo
permanece en reposo o se mueve uniformemente en linea recta cuando no actua sobre €l
ninguna fuerza, o bien es nula la resultante de fuerzas aplicadas.
Analisis del movimiento rectilineo a partir de valores conocidos de la velocidad o la

aceleracion.
2.1 MOVIMIENTO RECTILINEO.

Unos de los tipos mas sencillos de movimiento lineal, de aplicacion mas sencilla y al
mismo tiempo mds frecuente, el movimiento rectilineo. En este caso la trayectoria es
una recta. Antes de generalizar el estudio del movimiento rectilineo consideraremos

casos particulares:

2.2 MOVIMIENTO RECTILINEO UNIFORME.
Este movimiento es en linea recta que se encuentra con frecuencia en aplicaciones
practicas. En este movimiento la aceleracion de la particula es cero para cualquier valor

de ¢, por consiguiente, la velocidad es constante y la ecuacion (1.1.2) se transforma en:

— = v =constante
dt

La coordenada de posicion x se obtiene integrando esta ecuacion:
x = e
dx=v | dt
X 0

X=X, = ;I
[2.0.0]

—

x=x,+vt
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Donde xq es el valor inicial de x, Esta ecuacion se aplica si se sabe que la velocidad es

constante.
2.3 MOVIMIENTO RECTILINEO UNIFORME ACELERADO.

En este tipo de movimiento la aceleracion es constante, esto es, aquel en el cual la
velocidad se mantiene uniforme en el tiempo durante el movimiento.

De la ecuacion [1.1.4] se transforma en:

-
-

5
—— = @ = constante .
dt

De donde se obtiene la velocidad de la particula integrando la ecuacion anterior:

Ld;=§£m

R =
vV—vy=at
B [2.0.1]
v=vo+al

Esta ecuacion relaciona la velocidad, la aceleracion y el tiempo, por lo que se usa
cuando se quiere conocer la velocidad a un valor dado de £ Donde v, es la velocidad
inicial.

Sustituyendo este valor de v en (1.1.2) escribimos:

—=Vvo+at
dt

Sea x, el valor inicial de x e integrando:
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x i - =
j dx = L[m arJdr

- -

X=X, = vnr+iarz

Lo,
X=Xx,+vol+ ia!‘ [2.0.2]

Esta ecuacion relaciona la posicion y el tiempo.

También podemos usar la ecuacion [1.1.4] y escribir:

—odv “¥
— =a = constante
dx

vdv=adx

Integrando ambos miembros encontramos que:

— — —
fvdv=a dx
0 o

2 2
L e . Y,

2
-2 -2 -
v =vo+2alx-x,) [2.0.3]

Esta ecuacion relaciona la velocidad vy la posicién.

Las tres ecuaciones anteriores nos proporcionan relaciones ttiles entre la coordenada de
posicion, la velocidad y el tiempo. Por lo que se usan cuando la aceleracion es
constante.

Una de las aplicaciones es el movimiento de un cuerpo en caida libre y tiro vertical.
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2.4 CAIDA LIBRE.

Usando el plano x-y, de donde una particula que se deja caer Fig. (11.1.0), obtendremos

sus ecuaciones de movimiento.

B0
]

Yo

Fig. (11.1.0) Caida libre.

Donde la aceleracion de la particula es:
a=-g (2.04)

La posicion en cualquier tiempo la obtenemos de la ecuacion (2.0.2) y sustituimos las

literales de posicion esto es:

- -

Fy =v.+at, separando variables e integrando.
t

jdy = J‘(;o + ;r]dt , resolviendo

y:y‘,—%gr2 (2.0.5)

La velocidad de la particula en funcion del tiempo esta dada por:
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- = a , separando variables e integrando.
I

[d; = J';dr, integrando.

v, =gt (2.0.6)

Y la velocidad en funcion de la posicion esta expresada:

—

Side la ecuacion (1.1.4) :g = ;, Separando variables e integrando
[vav=alay
Yo Yo
l -2 L2 -
o7 -5
: =—2;Ay

vi=-2g(y-7,) @.0.7)
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2.5 TIRO HORIZONTAL

En este tipo de movimiento analizaremos sus ecuaciones de movimiento. De la figura

L1.1)

V ox

5 O—

Yo

—t

Fig. (I1.1.1) Tiro vertical.

La ecuacion para la posicion en cualquier tiempo esta dada de la ecuacion (2.0.2):

-+

x:xo+v“(t—to)+%;,(r—tn)?‘ (2.0.8)

La velocidad en funcion del tiempo se expresa de la ecuacion (2.0.1):

-+ - -

Ve=vortast-1,) (2.0.9)

Y la velocidad en funcion de la posicion es de la forma siguiente de la ecuacion (2.0.3):

vi=v?+2a,(x-x,) (2.1.0)
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2.6 TIRO VERTICAL

En este caso la particula primeramente sube una altura maxima y después cae, por lo

que es un caso de caida libre, lo ilustraremos por medio de una sencilla figura. (11.1.2)

N F
/ LS
\
hY
Vny \
|
i
J )"nax.
l
|
Yo !
|
§
|
] l\ 1
Ve Pl i

Fig. (11.1.2) Tiro vertical.

De donde las ecuaciones de movimiento estan dadas de la siguiente manera
Para la posicion de la particula en cualquier tiempo:

- -+

y=y0+vpy+-‘iayrz (2.1.1)
En la ecuacién de velocidad dada en funcion del tiempo, tenemos:

- - -3

Vy=Voyt+ayl (21‘2)

Y para la velocidad dada en funcion de la posicion:
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—_

v,=v, +2a, Ay (2.1.3)

Cuando y, .. lavelocidad v ] =0. Porlo que en nuestra ecuacion de velocidad.

0=v2,-28V e~ ¥,)

Vor =28 Vom ~3.) (2.1.4)
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2.7 MOVIMIENTO RELATIVO O DEPENDIENTE

Cuando dos 0 mas particulas se encuentran simultaneamente en movimiento, sus
movimientos pueden ser independientes, si las particulas se encuentran interconectadas
mediante cuerdas barras, resortes, el movimiento de una particula afectara a las otras. En
la Fig. [I1.1.3] se ilustran varios casos de este tipo de movimiento, en donde cada
particula o cuerpo de ellos posee movimiento rectilineo, y estan interconectados

mediante cuerdas o cables.

awy

Fig. (11.1.3) Movimiento relativo movimiento de varias particulas.

Estos ejemplos ilustran la posicion de cada uno de los cuerpos que se relaciona con la de
otros cuerpos mediante la cuerda o cable de interconexion.

Las relaciones entre las velocidades y aceleraciones de los cuerpos interconectados se
obtiene mediante diferenciacion con respecto al tiempo de las expresiones que

relacionan la posicién de los cuerpos. Para interpretar la posicion de cada cuerpo es
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indispensable definir o adoptar una convencion de signos, como en la Fig. (II.1.) en
donde la posicion de cada cuerpo, la flecha identifica la direccion positiva. En estos
ejemplos la posicion se mide a partir de una referencia fija en lugar de un origen movil.
Como en la Fig. (d) en donde la posicion de A se define desde las poleas fijas y no de la
polea mévil D.

Las relaciones de velocidad y aceleracion de la Fig. (b)

Obtenemos primeramente la relacion de longitudes que conectan al cuerpo C y D.
L=3S8Sc+Sp+> Lp

Donde ¥ Lp. es la sumatoria de las longitudes de la cuerda arrollada en cada una de las
poleas considerando que son del mismo diametro, puesto que es constante, la
expresaremos Como:

3Sc¢c+Sp=L-3 Lp=L"

3S¢+Sp=L’
Donde L es una constante. Diferenciando la ecuacion con respecto al tiempo para
obtener la ecuacion de velocidad, esto es:

dsc , dsp

I— =0
ar  dt

3ve +v, =0
Lo que indica que si v es positiva (hacia abajo), vp es negativa (hacia arriba)

Si volvemos a diferenciar la ecuacion anterior obtenemos la aceleracion:
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2.8 ECUACIONES DEL MOVIMIENTO RELATIVO.

Para la solucion de algunos problemas relativos al movimiento de una particula, es
conveniente analizar dicha particula con respecto a otra particula también movil (que
usualmente se hace coincidir con el origen de un marco de referencia mévil) en un
marco de referencia considerado fijo.

Para el estudio del movimiento relativo utilizaremos los conceptos cinematicos
absolutos y relativos, o sea con un marco de referencia fijo o uno movil segun sea el
caso.

Posicion, velocidad y aceleracion absolutas:

Considérese una particula P y una O’, en movimiento y ésta Gltima coincidiendo con un

marco de referencia que se traslada, como en la figura (I1.1.4) mostrada.

4
Z
0 b
F
B
% b o8
o __ ¥

Fig. (I11.1.4) Movimiento relativo

De acuerdo con la figura (I1.1.4), la posicion absoluta de la particula P, referida en el

marco de referencia fijo XYZ, queda expresada por la siguiente expresion cinematica.
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r=R+p (2.1.5)
A partir de esta ecuacion se obtienen la velocidad y la aceleracion absolutas por
derivaciones sucesivas, de la siguiente forma:

v=r=R+p (2.1.6)

-4

a=v=r=R+p (2.1.7)
En estas ecuaciones empleamos la notacion Newtoniana para indicar la primera y

segunda derivada con respecto al tiempo.
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2.9 Ejercicios referentes al capitulo II.
Ejercicio 1:
Se tiene un cuerpo que se lanza hacia arriba con una velocidad inicial de 30 m/s, si la

persona que lanza tiene una estatura de 2 m. De altura, determine el tiempo de vuelo de

la altura maxima y la altura que alcanza.

Vo = 30 (n/s>
Y max.

Yo = 2 <m

De las ecuaciones de tiro vertical. (2.1.2) y (2.1.3)

Usando la ecuacion (2.1.2) que relaciona la velocidad con el tiempo.

v, =vo, —gti = 0=30(m/)-(9.81)
_30m

t=|— S [=3058s
-9.81m/,

*) Referencia de bibliografia. 58



Tesista: Alberto Juarez Carmen
Asesor: IME. Juan Manuel Torres Merino

De la ecuacion (2.1.8) de donde relacionamos la velocidad con la posicion. obtenemos:
V\ =Y f,_‘.— 2g(y - ,); De donde

v_“ =i ya que se encuentra en su altura maxima.

2
v,f_,.=2g{y—yo), = [BGEJ =2(9.81EJ(y—2m)
&) s

900(m_2_32)

= +2m
19.62 ”}32

¥

y=458Tm+2m, =  y=458Tm

Que es la altura maxima que alcanza el cuerpo al ser lanzado.
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Programa hecho por computadora

Voow 30 /s

i I Iniax

J

Welooidad micia!

Alure inicial

Tiempo de vusio de
altura elcanzado

Alura sicanzade

Formulario de Tiro vertical
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'PROGRAMA DE TIRO VERTICAL

Private Sub Calcular_Click()
Dim Vo As Double, Yo As Double
Dim Tiempo As Double, Ymax As Double
Const g =9.81

'CALCULOS DEL PROBLEMA
Vo = Velinicial. Text
Yo = Altinicial. Text
Tiempo=Vo/g
Ymax=(Vo”*2/(2*g))+ Yo
Time.Text = Format(Tiempo, "#.##0.00")
Altmaxima.Text = Format(Ymax, "# ##0.00")

End Sub
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Ejercicio 2.
Se deja caer un objeto desde una altura de 10 m. con una velocidad inicial = 0. con una

aceleracion de la gravedad = 10 m/s”, tal y como se ilustra en la figura.

Calcule el tiempo que tarda en tocar el piso y la velocidad, con la que llega.

vo = U m/s

T g = 10 m/s

Yo =10 m

Solucion:
Se trata de un movimiento de caida libre. Por lo que usando las ecuaciones(2.0.5),

(2.0.6)y (2.0.7).

Usaremos la ecuacion (2.0.5) para calcular el tiempo de caida.

2
Y=Y, — &, despejando el tiempo de la manera siguiente.

2

2

20v-v,)
g

y*yo=-% gt’s, = —=AWp-y,)=gl’, H-——"""=¢
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De donde obtenemos la ecuacion del tiempo.

2,)

— . Sustituyendo los datos dados

= 2

.'—_).'
\ 4

~2(0-10)

= , = t=A235
\ 10

Para calcular, la velocidad con la que toca el piso, procederemos a utilizar la ecuacion

(2.12)

1‘_‘2 =-2g (y = y(,) , de donde despejaremos la velocidad,
YV, = — 2g ( i )a Sustituyendo en la ecuacion los valores dados.

v, =--2(10)0-10), = v, =_,.Jr’:zoom_z_..s2 =-14.142 (ms)

Donde el signo menos indica que va hacia abajo.

También obtenemos el mismo resultado, con la ecuacién (2.1.1)

vV, =81, sustituyendo datos. v, =-10(-2)=-14.142"7/

Ejercicio 3.
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El cuerpo A del sistema representado en la Fig.(A) posee una velocidad constante de
0.5 m. / s. hacia la derecha. Calcule el desplazamiento del cuerpo B relativo al cuerpo A

durante un intervalo de 3 s.

L

A NN

B

Fig. (A) Ejercicio de velocidad relativa

Solucion:

Primeramente haremos la suma de la longitud de la cuerda que une a los cuerpos A y B

L=2Lb+La+ZLp

Donde Lp = longitud de la cuerda en las poleas, considerando que son del mismo

tamafio las poleas.

2Llb+La=L-ZLp=L"
2Lb+La=L", Donde L’ es constante.

Derivando esta Ecuacion con respecto al tiempo, obtenemos las ecuaciones de

velocidad.
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HdLb  dla _
di di

2Zvy+v,=0, comov,=05(m/s)

Vp=v,/2=05/2=025(m/s)

Y la velocidad relativa de B con respecto a A esta dada por:

Yy =V —V,=-0.5 (m-;}to.zs[ms)}

Vaa =035 (ms}f— 025(’"5_)}

vy, =-/(0.5) +(-0.25)" =0.559 (ms)

El desplazamiento que tiene B respecto de A es:

D=(0.559)3)=1.677m.
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3.1 MOVIMIENTO PLANO.

Cuando una particula se mueve en el plano x-y. lo expresamos por su vector de
posicion en funcion de sus componentes rectangulares, en direccion de los ejes fijos xy,
Fig. (111.0.0)

R=xi+y] (3.0.0)

i Xi X

Fig. (I11.0.0) Movimiento plano.

En la cual los vectores unitarios i, j, son a lo largo de los ejes x y y respectivamente.
Debe observarse que como la particula esta en movimiento, sus coordenadas x y y, son
en funcion del tiempo (#), sin embargo los vectores i y j no varian con el tiempo, ya que
sus magnitudes permanecen constantes.

Derivando la ecuacion (3.0.0) con respecto a (f), se obtiene el vector velocidad. En

funciéon de sus componentes rectangulares. Fig. (111.1.0)

- - - .

v=r=xi+y] (3.1.0)
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0 i X

Fig. (I11.1.0) Componentes rectangulares de la velocidad.
Si derivamos la ecuacion (3.1.0) con respecto al tiempo obtenemos el vector aceleracion

en funcion de sus componentes rectangulares. Fig. (111.1.1)

;=1:’=r=xi+;zj (3.1.2)

0 Xi X

Fig. (II1.1.1) Componentes rectangulares de la aceleracion.

Las magnitudes de los vectores de posicion, velocidad y aceleracion estan expresadas

por:
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3.2 MOVIMIENTO ANGULAR.

El movimiento periodico es aquel que se repite en forma idéntica, forma a intervalos
iguales de tiempo. El periodo del movimiento periodico es el tiempo requerido para
completar un ciclo o revolucion. Asi. en un movimiento circular, el periodo es el tiempo

T requerido para que un objeto gire una vez alrededor del circulo.
La frecuencia (f) del movimiento periodico es el numero de ciclos o revoluciones que
se completan en un segundo, Asi, si T es el nimero de segundos requeridos para

completar un ciclo o revolucion, la frecuencia esta dada por:

]
=— 314
S/ T (3.1.4)

. - . e s -1
Obsérvese que la frecuencia f tiene dimensiones de por segundo, esto es, §

La relacion entre velocidad angular ( del movimiento periddico (f) y el tiempo (T) es:

27 rad z rad (3.15)

ACELERACION ANGULAR CONSTANTE.

Sien el instante t = 0, el desplazamiento angular y la velocidad angular de un punto, son
B0y Wo. Y si la aceleracion angular es constante, deduciremos la posicion angular y la
velocidad angular para un instante posterior t.

De la ecuacion & = 9@ d: , donde separando variables:

do=adt
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Por lo tanto al integrar esta ecuacion. utilizando las condiciones antes mencionadas:

&:{dm = ]a dt

t=0
Al resolver. la velocidad angular:
w=0,+at

Analogamente, para la posicion angular:

db=wdt =(w, +at)dl
Que integrando:

a
e:,[dg =

(@, +at)dt

=

Al resolver la integral anterior, encontramos posicion angular:

9=90+a)ut+%at2

- dew do _r
De la relacion & = ———— , Reagrupando términos:
dt do

dw do do

& =————, Pero — =@, Porloque:
deo dt dt

do ; ;
a=w E , Separando variables e integrando:
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J w

&
Ja dé = Ja;da), Resolviendo la integral.
0o

@y

a(6)

& 1 2
, =—@ |7 . Desarrollando:
0 2 ag

1
6-6,)=—(0'-0;
CZ( o) 2(&) wc') , Reagrupando términos:
2e¢(0-6,)=0- !

Obtenemos la ecuacion de velocidad angular:
2 2
o=0+2a(0-0,) (3.18)

Ecuaciones cuando la aceleracion es constante
1,
0=6,+w,t+-at
2

o=0l+2a(0-6,)
vi=vi+2a(r-r,)
v:vo-!-a’(t—to)

o= +alt-t,)
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3.3 MOVIMIENTO CIRCULAR

Para relacionar la velocidad angular con la aceleracion radial. en €l movimiento circular

de un punto, a velocidad constante.

N )

p

Fig. (I11.1.2) Aceleracién radial
Usaremos la Fig. (I11.1.2) donde se observa que el cambio de direccion de ves d@; yel

cambio en V es: dv=vdg

Dividiendo ambos miembros por dt,

Como dv/dt es una aceleracion orientada a lo largo de p y hacia el centro del circulo,

dv/dt sera la aceleracion radial (a;), Puesto que v = wp;
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Consecuentemente. el movimiento circular esté caracterizado por las velocidades
tangencial y angular (v,, ®) y por las aceleraciones tangencial y radial (a.. &) las cuales

estan dadas en términos de .

a

a —@—v@—vw—h af—i (3.1.9)
"odt dt P o

De la ecuacion v, = wr senf se ve que si @ cambia solo en magnitud. entonces o estd

orientada a lo largo de ®, tal como se sefala en la figura (I1.1.3) la magnitud de la

aceleracion tangencial a, es:

a=r—-=roa (3.2.0)

Y en forma vectorial: a=axr (3.2.1)

Fig. (I11.1.3) Aceleracion tangencial
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3.4 COMPONENTES NORMALES Y TANGENCIALES

% =7, +,
¥y =iy

#,=vector unttario

Fig. (111.1.4) Vectores de velocidad tangencial.
Si de la figura anterior analizamos un punto. Considerando lo siguiente.
r=Constante Y v= Constante
v=rni+ni+v,k [m/s]

Por lo que si derivamos lo anterior, tenemos:

- av, .
a=% = i(vxi+v‘.]+vzlﬁ ) = dv‘i+ o J+£E
t dt : dt dt dt
d
dat dt dt
a—dvl a =dv." a = m‘:
I R L

Considerando la velocidad v; y v, como se muestra en la figura (I11.1.5)

©) Referencia de bibliografia.
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—vi—

Fig. (I11.1.5) Que muestra los vectores de velocidad unitarios.

V1=V, V2=V, Vy=Vg="V
V£V, H=V,hr 9=V,

Donde:

nr= vector unitario tangencial, ny = vector unitario normal.

Analizando los vectores normal y tangencial de la forma siguiente:

o+ 90°- 6 =90°

b o=00%+¢" - 9p°
90 -6 A fir =6

&

Por lo que nuestra velocidad y aceleracion estén dadas por:
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v = Vhr g=T =Py Py ivia,

dr dr di dt

Si desarrollamos:

X fir = cos®i+senB]

Cos B = ?:x x sen9=%=y
Que sustituyendo las anteriores relaciones:
e d - A
A pymtCO80 g 0§ o Hgm.gen g Dt ho0g0 29 3
dt dr dr dt dt
d de

fir="" (-sen®i+cos07)
di
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Analizando nuestro vector normal:

\\
fiy = -g'1 +yJ
9 ! =
1 Y fw= _gen ® i+ cos 67
0 = @
sen8=—=X", cosB="=)"
fix 1 1
r
: /
Tor: Sen6=r0 v=i=rd—€ : L
1 dt dt roodt
Sustituyendo las relaciones anteriores:
dﬁzgeﬁ\, ﬂﬁr:éﬁn‘:rﬁn
dardt dr r

Sustituyendo lo anterior en la ecuacion de aceleracion obtenemos:

2=Paaevia = a=Pa+vtn) o 2= ¥ fat(vYr)tn
dt dt ©odt r

A

a=rm+(r/r)nx (322)
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Si consideramos una diferencial de arco como en la Fig. (111.1.6) siguiente:

r=dé=ds=dr

=dr
Fig (I.1.6)

P=2mr 6=2m
L=Tr n
dé v

@ r

t=r8=s

Si ahora consideramos la diferencial de arco de la Fig. (I11.1.6) en la relacién de

velocidad obtenemos: dud) = § =y
dt dt
da, v dv v
——=—R,, d=—~Rn+Vv| A, 323
a r " da " v[r "j ( )
Cuando r es constante:
dv ¥ v
d=—~Rh,+—~h a, = —
& * g Yooy
a=a.n, +a,n, dv
ar =—
dt
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35 TIRO PARABOLICO

Un caso especial del movimiento curvilineo plano, como por ejemplo una bala, un misil,
una esfera o cualquier otro objeto que transite libremente por el aire. Determinaremos el
movimiento de un proyectil desde que es disparado de una posicion inicial.

To=X,ol+ YoJ, Con velocidad inicial Vo, = Vyo1+ Vyo]. Fig. (II1.1.7)

Q o Yrax

Lt

|_.-— S

Fig. (I11.1.7) Tiro parabolico simétrico.
v, =v,cos8i+v, sen 0] (32.4)

Dada en términos de un vector unitario. De las ecuaciones de aceleracion constante, de

donde es conocida la posicion y velocidad inicial.

Sila v,, =cte. es constante.

y :éx_ :v"cosﬂz% (3.2.5)
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La posicion esta expresada de la forma siguiente:
S L
y=y, +vn}_z—£gt
Pero y, es cero. Por lo que:

i,
y=v,, 1= 58’
y=v, senf—gt

La velocidad de la particula esta expresada:

v, =v, t-gl

v, =v,sent gt

La otra ecuacion de movimiento que expresa.

vi=vi-2g(y-,)

2

%

3 o
v,=v,—28y

2 2 2
v,=v,sen"6-2gy

Para calcular el tiempo total de vuelo tenemos y = 0:

O=v,senf r—%grz
O—I[v senﬂ-lng
’ 2

v, sen@= % gt, Despejando ¢ obtenemos el tiempo total:

i 2v,senf
g

©) Referencia de bibliografia.
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S -4 s Ax
De la expresion v, cosf = — ,
i

Sustituimos el tiempo para obtener el desplazamiento en x.

2y
Ax=(vocost9{ “‘Seng—]
, &/ (33.1)
g Yo SENT Y
g

De la relacion trigonométrica sen 26 =2sen 6 cos, la cual sustituyendo en nuestra

ecuacion. Obtendremos el desplazamiento en x:

AX=M (332)
g

Si sustituimos la ecuacion (3.3.2) en la ecuacioén (3.2.8)

2v_ senf o
2 |, por lo que reagrupando términos:

v, =v,sen G-g(

v, =v,sen @-2v, sen @, La velocidad en y es:

v, =-v, send (3.3.3)

¥y

Sustituyendo la anterior en la ecuacion (3.2.8) Tenemos:

(~v,sen)*=v sen’0-2gy,Como v, =0, cuando y,
O=v2sen’f§-2gy , Despejando y:

2
- v, senl (33.4)
2g

) Referencia de bibliografia. 80



Tesista: Albertc Juarez Carmen
Asesor: IME. Juan Manuel Torres Merino

3.6 MOVIMIENTO ESPACIAL

Cuando el movimiento de una particula tiene lugar segin una curva del espacio

tridimensional, como se ilustra en la Fig. (I11.1.8)

Y 4
f Yi
J Xi =
L
z
Fig. (111.1.8)

Los vectores de posicion, velocidad y aceleracion de una particula, en cualquier

momento del tiempo, pueden expresarse en funcion de sus componentes rectangulares:

r=xi+yj+zk

v=xi+yj+zk (3.3.5)

a=xi+ yj+ zck
Las magnitudes de los vectores de posicion, velocidad y aceleracion se dan de la

siguiente manera:

r=x*+y*+2% v=_VI+vI+v], a=/al +d] +a] (3.3.6)
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37 ECUACIONES DE LA POSICION, VELOCIDAD Y ACELERACION
RELATIVAS.

Los conceptos cinematicas relativos de una particula en movimiento son aquellos que se
refieren a la otra particula movil que en la figura (111.1.9) es a la vez el origen de un

sistema coordenado movil de referencia.

-

Asi la posicion relativa, con respecto al punto mévil O’. De la particula P es p, que se

-

suele designar también como 7,,,. (posicion de P con respecto a O’) o bien

EE A A

P - (vector desplazamiento de P hacia O’) entonces la ecuaciéon R =xi+ y j, expresa

lo siguiente:

La posicion absoluta ;de la particula P es igual a la posicion absoluta :é del mévil O,
mas la posicion relativa de P con respecto a O°. Nétese que los conceptos absolutos
estan referidos al marco fijo, en tanto que los relativos lo estdn al sistema coordenado
movil.

De forma similar, la velocidad relativa de la particula P cuyo movimiento se analiza,

-

esta representada por el término p de la ecuacion (3.1.0) que expresa: la velocidad

absoluta v =r de una particula que se mueve con respecto a otro movil es igual a la

velocidad absoluta R de tal punto, mas la velocidad relativa p de P con respecto a O’

- -
(que también puede designarse como 7 p/o 0 bien p,)
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. ™
- —

N
Finalmente, la ecuacion (3.1.2) expresa la aceleracion absoluta a=v=r de una

particula en movimiento referido a otra, es igual a la aceleracion absoluta de ésta R,

.-
-

mas la aceleracion relativa p de P con respecto a O, segun la figura (IIL.1.9).

Ahora estudiaremos el caso de una particula que se mueve con respecto a un sistema

animado de movimiento de rotacion, lo cual implica que tal sistema gira con velocidad

-
angular @, para este caso se estableceran los conceptos cinematicas absolutos y
relativos y los correspondientes a velocidad y aceleracion de arrastre, asi como el de

aceleracion de Coriolis, basados en la figura (111.1.9)

Fig. (I11.1.9) Posicion, velocidad, aceleracion relativas.
De la figura se tiene:
P — Es la particula movil en estudio.

O’ — Es un punto, también mavil, con respecto al cual se mueve la particula P, y
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Con el que coincide el origen del sistema coordenado movil.

X, y.z — Es el sistema coordenado movil al que corresponde una velocidad angular
.

-

R — Es el vector de posicion del punto movil O, con respecto al origen del

Marco fijo de referencia.

— -

r y p — Son los vectores de posicion de la particula P en movimiento, con

Relacion a los sistemas coordenados fijo y moévil, respectivamente.
X.Y,Z — Eselmarco de referencia considerado fijo con origen en O.
1, j, k — Son los vectores unitarios asociados a los ejes coordenados x, y. z
Respectivamente.
1,J,K — Son los vectores unitarios asociados a los ejes coordenados X. Y, Z,

Respectivamente.

VELOCIDAD Y ACELERACION DE ARRASTRE.

De la misma forma que establecimos la ecuacion (3.0.0) se puede establecer que:

r=R+p
Pero
B: X+ jy +kz,
Por lo que
r=R+ix+ jy+ie (3.3.7)

Derivando la ecuacion anterior con respecto del tiempo, se obtiene la ecuacion

cinematica de la velocidad.

- —; d
=R+ —ix+ jy+kz
r +df(u+jy+ )
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En este caso los vectores unitarios 1. ] v k han de considerarse variables pues cambian de

direccion, en virtud de que el sistema coordenado al que estan asociados gira con

-

velocidad angular @ . Por lo que empleando la notacion Newtoniana se tiene:

%(b%_;‘yﬂc): i-x+i.;+}'y+jy+}.{:+k;

Reagrupando términos:

. .
- - . . - ». .

r=R+ix+ix+jy+jy+kz+kz
Ahora bien, de acuerdo con la formula de Poisson, la primera derivada de un vector
variable respecto del tiempo es igual al producto vectorial de la velocidad angular por el

propio vector variable. Es decir:

d, . - d . -+ . -+

R ity D= jmni y Pmdpnk
dr dr

Por lo anterior:

. .
- e

r =R+mx(:’x+;y+kz)+(i.‘x+j;:+k;)
Como:
;=ix+jy+kz
(;x(ix+jy+kz)=;)><|-:;

Por otro lado, si

-
=

p:i;c+j3::+ k;.'

Nuestra ecuacion de velocidad estara dada por la expresion:
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r

=v=R+oxp+p (3.3.8)

En donde:
,

=v Es la velocidad absoluta de la particula P en movimiento.

p Es la velocidad relativa de la particula movil con respecto al origen del sistema
coordenado mévil O’
R Es la velocidad absoluta del origen del sistema mévil de referencia y es asi

mismo la velocidad de translacion de tal sistema.

"

oxp Esla velocidad absoluta impuesta al sistema movil por su rotacion con

respecto al marco fijo.

-

- = o

R+ ox p Es lo que se conoce como velocidad de arrastre.

ACELERACION DE CORIOLIS

-

La ecuacion cinematica de la aceleracion se obtiene por la segunda derivada de » con

respecto al tiempo, como sigue:

. . . .
-+ - =5 - -+ = . - . - .

r=R+oxp+ mxp+ix+ix+jy+jy+k.:+k;
Agrupando:

- e e . . e
R T e e T

r=R+oxp+ox|oxp+p|+oxp+p

De donde se obtiene:
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- : : —.; — - Jrf-v -7 -3 -3 —
a=r=R+mxp+wawpr+2wxp+p (3.3.9)
Por lo que:
r Es la aceleracion absoluta de la particula P en movimiento.
p Es la aceleracion relativa de P con respecto al origen O’ del sistema movil
de referencia del movil.
R Es la aceleracion absoluta del origen del sistema de referencia del sistema
movil.

ox p  Es la aceleracion tangencial debida a la aceleracion angular del sistema
movil.

- -+ =

@x| @xp | Eslaaceleracion normal debida a la aceleracion angular del sistema

movil de referencia.

2mx p  Eslaaceleracion de Coriolis debida a la interaccion de la velocidad
angular del sistema coordenado movil y la velocidad relativa de la

particula P en movimiento y

- e e — - =
R+wx p+ ox [mx p] Es la suma de vectores que se le conoce como aceleracion

de arrastre.
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3.8 Ejercicios referentes al capitulo 111

Ejercicio 1:

Un automovilista esta viajando sobre una porcion curva de una carretera de 350

m de radio, con una rapidez de 72 km/h. Se aplica repentinamente los frenos
ocasionando una disminucion en la rapidez a razon de 1.25 m/s’. Determinese la
magnitud de la aceleracion total del automovil.

a) Inmediatamente después de que los frenos se aplicaron.

b) 4 segundos después.
Solucion: Usando la ecuacion (3.2.3)

a = apfy +ayhy

72@(1000»«13600.7]:20 (m/s)

h \ lkm 1h
2
a=125m/s’ = a=-125n(m/s’) > a=a +ay, = ay=—
r
go o @Omisy o _400m - _400m - 8m
N 350m N 35057 ¥ 35052 SO

a=a,+ay = a=-125n, +-§ Ay
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= d;:c;{ =  @=-(-1250+@®/7° = a=1.6937m/s*)

vy, +al = v(i=45)=20+(-125%4) = v=15(m/s)

s =8, +vf +1/2ar* = s(1=4s)=(0)+(20)(4)+1/2(~1.25)4)* = s=80-10

s=70m
§ 70 1
= 9 = 9=— = = —rad
= s T gy = W=
(1]
%rad[lsod} =  9=114592°
Jordi
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Ejercicio 2.

Una particula P se mueve en una travectoria circular de radio » = 2m con una velocidad
v =35 m/sen 6= 30". La velocidad esta aumentando en la posicion dada, a una razon de

3 m/s”. Calcule la aceleracion total de la particula utilizando coordenadas polares.

v=5mfs
r=2im
a;=3mfs}
=30’

Solucion: Usando la ecuacion (3.2.3) y (3.2.3a)

2 d
a=afi.+ah, = a,= Z ;oap= sl
: r dr
5m/s)
y = Om/s) ay = 22’:" = a,=125m/s’
2m v 2s i

a=af, +ahy = a=3n+1250, = a= ..,._.-'E,E +a; = a=-/(1257+(3)

a=-[1257+(B) = a=12.8549(m/s")
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Ejercicio 3.

Una particula P se mueve sobre una pista circular como se ilustra; calcule la maxima

velocidad v si la aceleracion total de la particula no debe exceder de 300 fi/s”.

i, '\a, =3 mfs’

N\

g
w
a dyr
) cosf=-2L cos@=2L
Ay 4
aycosf=a
* d apcosb=ay
Gy ay aysent=ay
apsenfi=a,

Solucion:

ay =a,c0s0' = a,=3c0s30° = a,=3%0.866 = a, =2.5980(m/s?)

a, =apsend’ = a,=3sen30" = a,=3*05 = a,=15(m/s%)

a, =aysend’ = a, =1255en30° = a,=125%05 = a, =625m/s’)

a, =aycosd’ = a, =125c0s30° = a,=12.5%0.866 = a, =10.825(m/s")

aT = 3ﬁ'l = aT = -ax?'f + ay?'} ; a.‘\" = 125&’\’ = a,\' = —ax.’\'; - ay.’\'}

Bponiy, =8 +8y =  Bpopy = +1258, = By =i(-a, ‘a;\')"‘}("yr ‘“y.v)
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Gopy = 1(=1.5-10.825km/s%)+ j(2.598-6.25)m/ s*)

Bropy =1(~12.325Km/ 5% )+ j(~3.652)km/s*) = TS L

Gropy = (=12.3252 +(=3.652)  |ayory |=/1652427  Gpppy =

2

3 = v .
Gropy =3000m/s*) = appy =ai+di, = ay= P = 4 =(300m/s*) -a?

3

P 2

']

_ [z - S gt 3 _ b
ay =-/ar ~apory T (ar —aropy.) v=(ar —aropy )

1-'4r1r'2

O Referencia de bibliografia.



Tesista: Alberto Juarez Ca:
Asesor: IME. Juan Mzanue. . orres Merino

Ejercicio 4.

Un hombre esta a 60 ft. Del muro y lanza una pelota hacia arriba este con una rapidez

v, = SU-ﬁ Lo Determine:

a) El angulo 6 en que debera arrojar la pelota de modo que esta toque el muro en el

punto mas elevado posible.
b) (Cual es la altura de dicho punto?
Si la habitacion tiene el techo a una altura de 20 fi.
Solucion: La solucién a este problema usaremos las ecuaciones de tiro parabolico

Utilizaremos un diagrama que nos ayude a visualizar el problema, para plantear nuestras

incognitas.

8
h |20 ft

5 £t

60 ft
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Para el enciso a).- Usando la ecuacion de tiro parabolico (3.2.9) que expresa:

vi=y?-2g(y- ¥,), Donde v, =0, Por lo que:
0=v?sen’d-2g(y-y,) , Despejando el seno de 6:

sen’ @ = ?igm"—) , despejando el cuadrado del seno.
vo

I."2 i ]_r..._: .
send = M , por lo que el angulo buscado es:
v

o

280-2.)

‘.'I g - ya - - w

6 = arcsen| ——————="~ |, dandole valores a nuestra ecuacion:
vd

\

,_."'2(32.2f‘ -s';)(zo-S) fi
50/t

@ = arc sen

6=384"
Solucién enciso b).- De la ecuacién (3.2.5) tenemos:

v,, =v,cosé, Pero también:

x : >
, = 1 =— Por lo tanto evaluando en la primera relacion.
1

ox

| | —

ax

b
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v, =[50/ Jcos3g.4
\ . Obtenemos la velocidad de la manera siguiente:

N St
v, =39.18 %

Sustituyendo en nuestra segunda relacion:

De la ecuacion (3.2.6) de tiro parabolico sustituimos el tiempo y los valores conocidos:

y=5fi+ {[soff‘.s'){sen(ss.4)}(1 i s)} [32.2{?;){1 55)°
y=1536fi

Que es la altura maxima en el muro que toca la pelota.

1
2
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PROGRAMA DE TIRO PARABOLICO.

Velooidad Inicia!
Altyre
Altura imicia!
Longituc
Angulo
Velocidad Honzonta!
Tempo

Ahurs del puntc

Formulario del programa
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Codigo del programa.

‘Programa para Tiro parabdlico

Option Explicit

Dim Vel As Double, Alt As Double

Dim Altin As Double, largo As Double

Dim Rad As Double, grados As Double

Dim Vox As Double, Tiem As Double

Dim Punt As Double, Ang As Double

Private Sub Calcular_Click()
Vel = Velocidad.Text
Alt = Altura.Text
Altin = Alturainicial. Text
largo = Longitud.Text
Constg =322
Const p1=3.1416
'Calculos de los resultados
Rad = Sqr(2 * g * (Alt - Altin)) / Vel
* Ang = Atn(Rad / Sqr(-Rad * Rad + 1))
grados = Ang * 180/ pi
Angulo.Text = Format(grados, "#,##0.00")
Vox = Vel * Cos(Ang)
Velhorizon. Text = Format(Vox, "#.##0.00")
Tiem = largo / Vox
Clock.Text = Format(Tiem, "###0.00")
Punt = Altin + (Vel * Sin(Ang) * Tiem) - (0.5 * g * Tiem " 2)
Altcal Text = Format(Punt, "# ##0.00")
End Sub
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4.1 CINEMATICA DEL CUERPO RIiGIDO.

El movimiento del cuerpo rigido se estudiara considerando un marco de referencia
fijo x. y, z. y otro movil X, y. z cuyo origen puede estar o no en dicho cuerpo, pero que
siempre estara solidamente ligado a él.

Si se analiza el movimiento general del cuerpo rigido, para dos instantes t; y t;. éste

sufre desplazamiento lineal y angular, como se muestra Fig. (1V.0.0)

r

Sigbaribie: 4 Instante t2

Fig. (IV.0.0)

Se distinguen los siguientes tipos de movimiento para el cuerpo rigido:

a) Translacion.- plana y no plana; rectilinea o curvilinea.

b) Rotacién en torno a un eje.- Concéntrica y excéntrica.

c¢) Rotacion alrededor de un punto.- Concéntrica y excéntrica.

d) Movimiento plano general.

Trataremos por separado los movimientos del cuerpo rigido, de acuerdo con la figura

(IV.0.0) y las consideraciones anteriores, observando en la figura que el segmento
dirigido OP, de magnitud constante, cambia de posicion y direccion al transcurrir el

tiempo.
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42 TRANSLACION PLANA Y NO PLANA, RECTILINEA Y CURVILINEA

El movimiento de translacion se caracteriza porque todo segmento dirigido del cuerpo
(tal como el OP, de las figuras (IV.1.0) (a) v (b) conserva su direccién durante el
movimiento; todas las particulas de dicho cuerpo describen trayectorias paralelas.

La translacion, cuando ocurre en un plano, recibe el nombre de translacion plana y las

trayectorias descritas pueden ser rectilineas o curvilineas.

Ay
\
Ay

Tr‘onsl;clbn Flano

— — Curvitinea,
Rectiines

a2 I [}

Fig. (IV.1.0) Translacién plana

El movimiento de translacion puede representarse en el espacio tridimensional,

denominandose translacion no plana, este se ilustra en la Fig. (IV.1.1)
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Fig. (IV.1.1)
- 4.3 ROTACIONES EN TORNO DE UN EJE Y ALREDEDOR DE UN PUNTO.

El movimiento de rotacion de un cuerpo rigido en torno de un eje se caracteriza porque
todo punto del cuerpo conserva constante su distancia con respecto al eje, al transcurrir
el tiempo.

Si el eje con respecto al cual se estudia el movimiento del cuerpo rigido pertenece a éste,
los puntos contenidos en dicho eje, denominado eje de rotacion, permanecen fijos; todos
los demas puntos del cuerpo describen trayectorias circunferenciales contenidas en
planos perpendiculares a dicho eje. Cuando el eje de rotacién contiene al centro de
gravedad del cuerpo, a este movimiento se le denomina de rotacion concéntrica, en

torno de un eje.
También se presenta el movimiento de rotacion excéntrica, que corresponde al caso

para el cual el eje de rotacion queda fuera del centro de gravedad del solido, como se

muestra en las figuras (IV.1.2) siguientes los casos antes descritos.
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Rotoclén er tornc

de un eje
Concentrice)
§ Rotackn en torno
! de un e
i (Excéntrica?

Fig. (IV.1.2)

El movimiento de rotacion de un cuerpo rigido alrededor de un punto se caracteriza

porque la distancia de un punto cualquiera de dicho cuerpo, con respecto al punto fijo de

giro, es constante al transcurrir el tiempo.

Cuando el punto con respecto al cual gira el cuerpo contiene el centro de gravedad, se

dice que el movimiento de rotacion es concéntrico. Consecuentemente, la rotacion

excéntrica con respecto a un punto se presenta cuando éste no corresponde al centro de

gravedad del cuerpo, se muestra en la Fig. (IV.1.3) el movimiento de un cuerpo

alrededor de un punto.
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Concéntrice

Excentrica

Fig. (IV.1.3) Movimiento alrededor de un punto.
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4.4 MOVIMIENTO PLANO.

Este tipo de movimiento se caracteriza porque las trayectorias de todos los puntos de un
cuerpo rigido son paralelas a un plano determinado; por ello, su estudio se puede llevar
a cabo analizando una seccion del cuerpo paralela a dicho plano, ya que todos los puntos
contenidos en una recta normal a ese plano tienen idénticas caracteristicas cinematicas.

En la figura (IV.1.4) (a) y (b) siguiente se ilustra el movimiento plano general:

Fig. (IV.1.4) (a) Movimiento plano general
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//f-_/-ﬂ‘__f:\“m
e
d e

/ i

—

Perimetro de lo secclon
transversal del cuerpo
rigldo

Fig. (IV.1.4) (b) Movimiento plano general.

El movimiento plano general puede analizarse como la superposicion de dos tipos de
movimiento: translacion plana, y de rotacién en torno de un eje perpendicular al plano
del movimiento. Lo anterior se puede apreciar en la figura (IV.1.5) (a y b) siguiente,

considerando como plano del movimiento el xy:
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ng (a? Fig. G

Fig. (IV.1.5) (a) y (b) Movimiento de translacion y rotacién

A la interseccion del eje de rotacién con el plano del movimiento se le denomina centro

de rotacion (CR). La siguiente figura (IV.1.6) aclara mas el concepto de superposicion:

Vo'
Movimlento plono — Translacion + Roteclon Instanténen en
general . Instantineo Torno del centro de
Rotoclén
Fig. (IV.1.6)
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4.5 ECUACIONES PARA LOS MOVIMIENTOS PLANOS DEL CUERPO RIGIDO.

Analicemos el cuerpo rigido, en relacion a un marco fijo de referencia, y a través de un

sistema movil que se mueve exactamente igual que el cuerpo en estudio. condicion que

implica que el vector p de cualquier punto del cuerpo de la figura (IV.1.7) sea

constante

=]

Fig. (IV.1.7)

Las ecuaciones que nos permiten determinar las caracteristicas cinematicas de un punto,

relacionadas a un sistema fijo, y a través de un sistema movil de referencia, se han

estudiado en el tema de movimiento relativo y son:

- =

;=R+p

©) Referencia de bibliografia.
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- = -3 !’—. =0 -

=R+L0><p+(0xku)x pJ+2UJ><p+p (3.12)

Ahora si consideramos que p es constante, se tiene:

r=R+p (4.0.0)
v=R+oxp (4.0.1)
a=R+ 5>«:S+J}x(3}x S) (4.0.2)

Estas ecuaciones constituyen las ecuaciones generales que nos permiten conocer las

caracteristicas cinematicas de cualquier punto de un cuerpo rigido.

TRASLACIONES RECTILINEA Y CURVILINEA

Tomando en cuenta que la traslacion de un cuerpo se caracteriza por la constancia en la
orientacion de cualquier segmento dirigido determinado por dos puntos cualesquiera del

cuerpo y debido a que el sistema movil de referencia se mueve de la misma manera que

el cuerpo, se tiene que o = 0 y las ecuaciones generales de la cinematica del cuerpo

rigido (4.0.0),(4.0.1) y (4.0.2) se simplifican de la forma siguiente:

el & (4.03)
v=R (4.0.4)
a=R (4.0.5
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Al observar las ecuaciones anteriores. se concluye que tanto la velocidad como Ia
aceleracion de cualquier punto del cuerpo son las mismas de la velocidad y aceleracion
del origen del sistema movil de referencia. es decir, que, en un cuerpo que se mueve con
movimiento de translacion, rectilinea o curvilinea. todas las caracteristicas cinematicas

de sus puntos, a excepcion obvia de su posicion, son iguales.

ROTACIONES CONCENTRICAS Y EXCENTRICA

Un cuerpo tendra movimiento de rotacion concéntrica cuando el centro de rotacion del
movimiento coincida con el centro de gravedad del cuerpo, en caso contrario, la rotacion
serd excéntrica.

Consideremos un cuerpo C con movimiento de rotaciéon en torno al punto O’ como se

muestra en la figura (IV.1.9) (a)

Fig. (IV.1.9) (a) y (b)
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Situando los origenes de los sistemas de referencia en el centro de rotacion O° como se

muestra en la figura (IV.1.9) (b). R=R=0 y las ecuaciones generales de la cinematica

del cuerpo rigido (4.0.0). (4.0.1) y (4.0.2) quedaran de la siguiente forma:

r=R+p (4.0.6)
Vv=wxp (4.0.7)
a=axp+a’><[wxp) (4.0.8)

Siendo indistinta su utilizacion para movimientos de rotacion concéntrica o excéntrica.

MOVIMIENTO PLANO GENERAL

Teniendo en cuenta que el movimiento plano de un cuerpo se puede descomponer en un
movimiento de translacion simple mas un movimiento de rotacion en torno a un punto
llamado punto base, podemos efectuar en forma separada y en cualquier orden ambos
movimientos. Asi consideremos un cuerpo C, Fig. (IV.2.0) que se mueve con

movimiento plano.
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o

Analizando las caracteristicas cinematicas del punto P del cuerpo tenemos:

Fig. (IV.2.0)

a) Un movimiento de P debido a la translacion del cuerpo C, caracterizado

por el movimiento de translacion de O’

r=R+p

- 5

veir=R Velocidad de P debida a traslacion.
A s

arr =R Aceleracion de P debida a traslacion.

b) Un movimiento de P debido a la rotacion del cuerpo C, en torno del punto

O’, punto base.

— - =

veir = @Xp  Velocidad de P debida a rotacion.
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7 %
- = = [ =¥

apR=QAXP+@OX wa ,oJ Aceleracion de P debida a rotacion.

Es decir, que se tiene un movimiento debido a traslacion y otro debido a rotacion en

torno a un punto, que al efectuarse conjuntamente caracterizan €l movimiento plano

- - -

general del CUerpo. V = V yaslacion T V rotacion

—+ . -

A = 8 msacin T+ A rotacion
CENTRO INSTANTANEO DE ROTACION

Supongamos un cuerpo con movimiento plano como el de la figura (IV.2.1) (a) en el

cual se muestran las velocidades de dos puntos cualesquiera del cuerpo.

Fig. (IV.2.1) (a) y (b)
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Si trazamos perpendiculares a los vectores velocidad v: vy vz  por los dos puntos A

v B, estas se cortaran en un punto en el cual situamos

referencia Fig. (IV.2.1) (b) Asi:

-
—r —

vi=R+wxp,

— -
ve =R+
Como:
- -+ -+
wxp, v , Entonces
Por otro lado.
wxp, | ve, Detal manera

el origen del sistema movil de

.
-+

R

-

Ve

-+ - - -
Como R no puede ser al mismo tiempo paraleloa v. y Vi, necesariamente R =0

Esto es, que en el instante de la configuracion existe un punto (en donde hemos situado

el origen del sistema movil) que no tiene velocidad (R = 0) llamado centro instantaneo

de rotacion o centro instantaneo de velocidad nula.

El centro instantaneo de rotacion sera de utilidad al hacerlo coincidir con el punto base

al que se aludié en el movimiento plano general, pues en estas condiciones no existe

velocidad debida a traslacion, y la velocidad de cualquier punto del cuerpo sera

tinicamente la debida a rotacion en torno al centro instantaneo de rotacion.
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4.6 Ejercicios referentes al capitulo I'V.
Ejercicio 1:
La barra AB del mecanismo tiene una velocidad angular de 8 s con el sentido que se

muestra en la figura.

Determine las velocidades angulares de las barras BC y CD asi como la velocidad lineal

del punto C.

Solucion: Este ejercicio tiene la caracteristica de los movimientos planos en general.
Para la barra AB situamos el origen del sistema movil en el punto A que se encuentra
fijo.

De las ecuaciones de velocidad relativa tenemos:

Y _— =g
VB=Va+ VBIAX Ty, 4

va=0 , usando los datos dados, la velocidad angular de la barra AB es:

waia =—8K (mds} ras s =57 (in). que es la posicion de B respecto a A.
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Realizando el producto vectorial de nuestra ecuacion de la forma siguiente:

i j &k ;
WB.",‘.XFB;A :.O 0 —8 =4OI(”?SJ
05 0

Sustituyendo los valores obtenidos en la ecuacion de velocidad, obtenemos:

;B :401'(‘-"5)

Para conocer la velocidad del punto C, localizamos nuestro eje de referencia en el punto

B, y nuestra ecuacion de velocidad relativa es la siguiente.

-3 - - -3
Ve =Ve+|WeiBX Fers |,

— -
De donde we/s =wceis k es la direccion de la velocidad angular

y la posicién del punto C esta dado por:

rem =]2§—5}

Sustituyendo en la ecuacion de velocidad:

0 k
- 3 - . - &
wesxrces =0 0 wep =5wei+12wers J
12 -5 0|
- -

ve =|40+5wess [i+12wess j (a)

La velocidad del punto D, es cero ya que se encuentra fijo, como se muestra en la figura.
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Usaremos la siguiente ecuacion para tener dos ecuaciones de la velocidad de C. que

igualaremos con la ya obtenida.

— — - —
Ve=Vp+|WcipXFcip

Obteniendo el producto vectorial y la posicion del punto C con respecto a D.

- —

weip =wein k ;y la posicion, rc/p = —(4f + 3})

El producto vectorial nos da:

i J k |
werpxrem =10 0 W, =3weipi—4wen ]
-4 -3 0 |

Sustituyendo en la ecuacion de velocidad.

— -

Ve =3Wc;5f—4WCID} (b)

Igualando nuestras dos ecuaciones (2) y (b)

3weip =40+ Swers

1
R2we g =—4We5; = Wepp :"iwcm

Sustituyendo esta relacion en la anterior.

3WC!D=40+5(—%1:'C;D], ﬁB;c‘m ‘—‘40—%50;9
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Agrupando términos:

+ 5 1

§wm+ 5 wen =40, — ; _'C,D =40, despejando Wi

Wiam = %) (rags)

Sustituyendo en la relacion de velocidad angular de B.

1(60 p
We g =— 5(?} -2.86 & rad.s]

Sustituyendo en la ecuacion (b) obtenemos la velocidad del punto C.

A%
T 7

v =25717-34285 (i)
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Ejercicio 2:

La placa triangular de la figura gira en el plano x o y en torno del punto O, con una
rapidez angular w=6 s y aceleracion angular o = 2 s en el mismo sentido que w.

determine la velocidad y aceleracién del punto A.

Viy

Solucion: Usando las ecuaciones de cuerpo rigido y haciendo coincidir el origen de

ambos sistemas en el centro de rotacion.

La velocidad del punto A, esta dada por la ecuacion:

- - - - )
Va4 =WoX rao;, Donde wo :6§('ad-;lla posicionde A es:
Faro=~15cos( 75°)i + 15 sen (75°) ]

Faio =-3.887 +14 49

Realizando el producto vectorial:
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i j k
woxria=| 0 0 6=-86947-2328]
~3.88 1449 0

Sustituyendo en la ecuacion de velocidad.
= & A /
V.= -86.947 ~23.28] [em)
La ecuacion de aceleracion esta dada por:
- s - - -
As=aXr4qi0o+WoX|WoXFao

Realizando el producto vectorial de la aceleracion y el vector de posicién del punto A

i j K
axrao= 0 0 6=-2898{-776]
~3.88 1449 0

De igual manera realizamos el producto vectorial de los términos restantes de la
ecuacion de aceleracion:
i b k|
Wo x[woxr,a,-o]=i 0 0 63=139.68F-—52I,64}'
-86.94 -2328 0

Sustituyendo los resultados anteriores en nuestra ecuacion de aceleracion.

a1 = (~28.98+139.68)F + (- 7.76 - 521.64) j

a4 =110.707 - 529.40 } (cnj_.s'z)

) Referencia de bibliografia. 118



Tesista- Alberto Juarez Carmen
Asesor: IME. Juan Manuel Torres Merino

EJERCICIO 3.

En el sistema de biela — manivela mostrado, la barra AB tiene velocidad angular
constante en el sentido de movimiento de las manecillas del reloj de 2000 rev. / min..
para la posicion de la manivela indicada, Determine:

a)— La velocidad angular de la biela BD.

¢) — La velocidad del émbolo P.

Fig. Del mecanismo biela-manivela.

Solucion: Este ejercicio tiene la caracteristica de los movimientos planos en general para

la barra AB situamos el origen del sistema movil en el punto A que se encuentra fijo.
De las ecuaciones de velocidad relativa.
Vi :v4+(wa4xrm),

;,: =0, usando los datos, la velocidad angular de la barra AB es:

0 = [2000 ﬁ][' i ][ L "'dJ =209 222
min. A 60s A lrev s
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El vector de posicion de r s, esta dado por

7y, = (3 cos 40 )i + (3 sen40)j = 2.2987 +1.928

Realizando el producto vectorial de la ecuacion.

| 1 7ok
wmxreg= 0 0 209 =-402.9527 +480.282 )
2298 1928 0

ve =-402.9527 +480282] = -/(~402.952) + (480.282)° =626.9 in_

Con un angulo de 6 = arc lan(480-283; 402 952): 50°

Ahora calcularemos la velocidad de la biela BD.

- - -

Vo =Ve+Vpe

Realizando un diagrama vectorial de las velocidades como el mostrado en la Fig.

Vd

N

Vi

3

Calculando el 4ngulo B, para conocer el angulo p y posteriormente el angulo restante.

De la ley de los senos:
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Sen 40 _ sen f en 8= Se”.40 x3 in= 0241,

8in 3in 8in

B=Arcsen (0.241)=13.9°, Porloque pn=90-13.9=76.1°

6 =180-76.1-50 = 53.9°

De nuestro triangulo de velocidades, aplicando nuevamente la ley de senos.

6269 in
sotm . Y deoieNides
sen 76,1°  sen 50° sen 53.9°
Ve 0209 o con$36w551 89/ B ia vebocidad del embolo B
sen 76.1 s

Y la velocidad Vpg

626.9 -
Vi = P 50=4947m1 |
P2 sen 76.1 sen )

Y la velocidad angular de la biela BD es

@y =49‘#=61.8 rads

O Referencia de bibliografia.
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Programa resuelto por computadora para el ejercicio anterior.

Velooded angular
Longitig AP
Longmud BD

Anguio de enyace

Velotigad inealde B
Velocidad Anguisr de!
elemento BD

eiocidad ineal e [

Angulo B

Calculas

Formulario del programa biela-manivela
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CODIGO DEL PROGRAMA BIELA — MANIVELA

Private Sub Calcular_Click()
Dim Wa As Double, Lab As Double
Dim Lbd As Double, Ang As Double
Dim Vb As Double, Wbd As Double
Dim Vd As Integer, AngB As Double
Const pi=3.1415
Wa = Velangular_A Text
Lab= Long_AB.Text
Lbd = Long_BD.Text
Ang = Angulo.Text
Wab=Wa* 2 *pi/60
Vb= Wab * Lab
Rad = Ang * pi/ 180
AngB = Sin(Rad) / Lbd * Lab
B = Atn(AngB / Sqr(-AngB * AngB + 1))
GradB=8* 180/ pi
p = (90 - GradB) * pi/ 180
pb=(180-76.1-50)*pi/ 180
z=50*pi/ 180
Vd =Vb/Sin(n) * Sin(p)
Vdb = Vb/ Sin(p) * Sin(z)
Wbd = Vdb / Lbd
Velocidad_B.Text = Format(Vb, "# ##0")

Velangular_BD.Text = Format(Wbd, "#,##0.0")
Velocidad D.Text = Format(Vd, "#,##0.0")

Angbeta. Text = Format(GradB, "#.##0.0")
End Sub

) Referencia de bibliografia.
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CONCLUSIONES

Este trabajo retne los temas bésicos que un estudiante de cinematica debe conocer. la
teoria que contiene es muy basica, la mayoria de problemas resueltos que presentamos en
este escrito, permitiran al estudiante de ingenieria, que cursa la materia de cinematica,
pueda poner a prueba su conocimiento para llegar a una solucion correcta y satisfactoria,

para que de esta manera se sienta motivado e impulsado al estudio de la cinematica.

Como se habra notado, se requieren de otros conocimientos basicos que un estudiante de
la carrera de Ingenieria Mecanica — Eléctrica debe haber adquirido, tales como el calculo
diferencial e integral, la estatica, el algebra vectorial, e incluso algebra y trigonometria, y
no hay que olvidar los factores de conversion, utiles en diversos desarrollos de algunos
problemas. Asi como tener conocimiento de programacion por computadora, en este
trabajo se utilizo el programa de Visual Basic V6 ya que es sencillo, aunque el estudiante

puede realizar los ejercicios en algin otro lenguaje de programacion de su eleccion.

Este manual sera de utilidad al estudiante, ya sea como consulta o para la resolucion de
algtin problema en particular. Ya que se dan puntos de vista diferentes sobre los temas,

ademas se pueda complementar y enriquecer la formacion académica de los estudiantes.

Por ultimo quiero concluir, que este trabajo de tesis sea uno de los muchos que se
elaboren de este tipo, en los cuales el estudiante de IME, pueda recurrir a ellos, y
encontrar la solucién a sus dudas, aunque lo importante es que el estudiante no debe

desechar, los conocimientos adquiridos. Y darle la importancia debida.

124



Titulo
(1) Autor
Editonal

Titulo
(2) Autor

Editorial

Titulo
(3) Autor
Editorial

Titulo
(4) Autor
Editonial

Titulo
(5) Autor
Editorial

Titulo
(6) Autor
Editorial

Titulo
(7) Autor
Editorial

BIBLIOGRAFIA
Ingenieria Mecanica Dinamica
Bele 1. Sandor Y Karen J. Ritcher, 2° Edicién

Prentice Hall International.

Mecanica Vectorial Para Ingenieros Dinamica
Ferdinand P. Beer v E. Russell Jhonston Jr.  5* Edicion
Mc Graw Hill.

Mecanica Para Ingenieros Cinematica, Dindmica
Russell C. Hibbeler. 6* Edicion
CECSA

Ingenieria Mecanica Vol. Il Dinamica
Archie Higdon y William B. Stiles. 3* Edicion

Prentice Hall Internacional

El célculo con geometria analitica
Louis Leithold
HARLA.

Mecanica II Dinamica
J. L. Meriam. 2* Edicion.

Prentice Hall Internacional.
Mecanica Para Ingenieros Dinamica

Ferdinand L. Singer. 3* Edicion.
HARLA

125



Titulo
(8) Autor

Editorial

Titulo
(9) Autor
Editorial

Titulo
(10) Autor
Editorial

Titulo
(11) Autor
Editorial

Titulo
(12) Autor
Editorial

Titulo
(13) Autor
Editorial

Titulo
(14) Autor

Editorial

Mecanica, movimiento ondulatorio v calor.
Francisco W. Sears.
AGUILAR.

Mecanica I

Facultad De Ingenieria UN.AM. 2" Edicion.

IMPOS, Editores, S.A.

Antecedentes de mecénica.
Facultad de Ingenieria UN.AM. 2° Edicion.

Nueva Editorial Interamericana.

Mecanica Para Estudiantes de Ingenieria.
Lane K. Branson.

Fondo Educativo Interamericano. S.A.

Geometria analitica
Charles H. Lehmann.
LIMUSA

Fisica.
Jerry D. Wilson. Segunda Edicion.
PRENTICE HALL.

Curso de programacion de Visual Basic 6
Francisco Javier Cevallos Sierra

Alfaomega

126



	Portada
	Índice
	Introducción
	Objetivos
	Capítulo 1. Cinemática de la Partícula
	Capítulo 2. Movimiento en Sistemas de Referencia Inercial
	Capítulo 3. Movimiento Plano
	Capítulo 4. Cinemática del Cuerpo Rígido
	Conclusiones
	Bibliografía



