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Resumen.

Resumen

En muchos ambitos de la industria y la tecnologia la resoluciéon de problemas complejos
de optimizacion combinatoria es la base para el aumento de la productividad y la calidad
del producto. Uno de los problemas de optimizacién combinatoria mas conocido y
estudiado a lo largo de la historia es el llamado TSP (Traveling Salesman Problem) o
Problema del Agente Viajero.

El problema del TSP puede ser enunciado como: “Dado un numero finito de ciudades, asi
como el costo asociado de viajar entre cada par de estas ciudades, encontrar el camino
con menor costo asociado, de manera tal que se recorran las ciudades contempladas y se
regrese a la ciudad de origen”. La manera formal de enunciar el problema es: “Dado un
grafo completo y pesado G =(N,E,d) donde N, es el nimero de nodos, E es el

conjunto de arcos que conectan completamente a los nodos, y 4 es una funciéon que
asigna un vector d, a cada arco (i,j)e E, donde cada elemento corresponde a una

cierta medida (costo distancia) entre i y j, entonces el problema es encontrar el circuito
Hamiltoniano minimo del grafo.

Este trabajo supone un aporte a la investigacién en el sentido de que no hay documentos
actualizados que brinden informacién completa acerca de este problema (definicién,
planteamiento, aplicaciones y software), es decir, hacen falta documentos en el que se
nos exponga el estado actual del problema.

Es un problema que es muy estudiado, debido a la gran aplicabilidad directa que brinda,
ya que el TSP surge naturalmente como un subproblema en muchas aplicaciones de
logistica y transporte.

Estas aplicaciones involucran la entrega de comida a domicilio, las rutas de camiones de
entrega de paquetes, entre otros, lo cual redunda en beneficios a los diferentes ambitos
sociales. También existen otras areas interesantes donde surge este problema, un
ejemplo clasico es establecer el orden en que una maquina taladra agujeros en una tabla
de circuitos u otros objetos, donde los agujeros serian las ciudades y el costo del viaje es
el tiempo que toma la cabeza del taladro de un agujero a ofro.

Por lo que es importante contar con proyectos de ésta indole para difusiéon e investigacion
de problemas que pueden aplicarse a problemas practicos en la vida real , facilitando una
mejor toma de decisién.
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Introduccion.

Introduccién

Indiscutiblemente el Problema del Agente viajero es quiza el problema de Optimizacion
Combinatoria (OC) mas popular de todos que puede ser resuelto con técnicas exactas de
busqueda exhaustiva o con técnicas aproximadas, como los algoritmos de construccion o de
busqueda local. A nivel mundial es un problema que ha sido objeto de estudio por
investigadores, académicos, estudiantes etc, lo que no ocurre a nivel pais, ya que es un
tema que no ha sido lo suficientemente abordado a pesar de que es un problema tan popular
y utilizado como analogia para realizar otros estudios, aunque no siempre son problemas
puros del Agente Viajero, pero pueden atacarse por medio de variantes de los métodos
conocidos para encontrar una solucion factible.

1. Problematica

Con base en lo anterior es conveniente resaltar la importancia de la investigaciéon de temas
que son frecuentemente estudiados en otros paises, dada la gran importancia que implica
en los campos de la investigacion y en el de la aplicacion. Pues bien, con respecto al
problema del agente viajero o traveling salesman problem, como se conoce a nivel mundial,
no ha sido lo suficientemente investigado por lo que el campo de la aplicacién también se
rezaga, y los documentos que se han escrito respecto de este tema se ha quedado en el
campo de la teoria, sin la aplicacion practica. Ademas de que son documentos que se han
vuelto obsoletos, por el gran avance de investigacion que se tienen en otros paises con
respecto a México. El documento mas actual es un estudio del genoma humano que se
desarrollé en el afio 2001, en donde aprovechan la estructura del problema del agente
viajero y las técnicas de solucién que han surgido. Este documento fue elaborado por la
Universidad de las Américas Puebla. El Problema del Agente Viajero es un problema
combinatorio y una de las caracteristicas de estos problemas es la facilidad con la que se
enuncia, pero existe una dificultad inherente de resolverlo y ha sido razén suficiente para
emocionar a los investigadores a disefiar algoritmos de resolucion, aunque hasta la fecha no
se conoce un algoritmo de solucién eficiente. Es por esto que creo conveniente la realizacion
de un documento escrito en el qué se explique en que consiste este problema y la
importancia de la investigacion de este problema.

2. Objetivo

Realizar un documento escrito en el que se analice el problema del agente viajero: las bases
tedricas, descripcion y comparacion de diversos métodos de solucion; asi mismo, actualizar
la informacion que existe referente a este problema, software, disefio de nuevos algoritmos
de solucién, y algunas aplicaciones con respecto a problemas reales.

3. Hipotesis

La elaboracion de una guia escrita del problema del Agente Viajero ayudara al alumno, a
entender y analizar este problema de manera practica y sencilla, ademas comprendera las
caracteristicas basicas de los problemas combinatorios y de redes, y la clasificacion de los
problemas segun la teoria de la complejidad computacional, como son los problemas NP-
Completos, a los cuales pertenece el Problema del Agente Viajero (PAV).
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4. Justificacion

En este sentido existe una necesidad de crear una guia escrita, en la que el alumno pueda
entender en mayor medida el problema del agente viajero, las distintas estructuras con las
que cuenta y la clasificacion que se le ha dado segun la teoria de la complejidad
computacional en especia, desde la teoria de la NP-Completez, realizar el estado del arte en
el que se actualice la informacién referente a este problema como: software, métodos de
solucién, y el disefio de nuevas estructuras del problema del agente viajero, y las
aplicaciones referentes a problemas reales.

El desarrollo del trabajo esta estructurado de la siguiente manera: en el capitulo uno se
define el problema del agente; sin embargo, dado que la solucidon de este problema nos
permite una doble interpretacion como una permutacién y como un circuito hamiltoniano, se
plantean las bases tedricas de teoria de graficas, asi como la estructura de un problema
combinatorio y como se trata problema NP-Completo, se definen los conceptos basicos de la
teoria de la NP-Completez.

En el capitulo dos se describen algunas de las técnicas exactas que se han desarrollado
para resolver problemas de optimizacion combinatoria. Y en especial problemas de
programacion lineal entera , que es una de las forma en la que se plantea el problema del
agente viajero. Asi, primero doy una descripcion de la manera en que trabajan los algoritmos
exactos, y enseguida describo el método de ramificacion y acotamiento y algunas de sus
variantes y también realizo una descripcién del método de programaciéon dinamica, ambos
acompanados de algunos ejemplos.

En el capitulo tres se describen las principales técnicas heuristicas de solucién de problemas
combinatorios entre los que figuran el problema del agente viajero. Comienzo por describir
los fundamentos de los algoritmos heuristicos y, enseguida, realizo una clasificacion de
algunas de las técnicas heuristicas y metaheuristicas que son las mas utilizadas vy
reconocidas en la optimizacion combinatoria. Cabe mencionar que las técnicas heuristicas
estan exclusivamente disefiadas para un problema en especifico con caracteristicas muy
especiales, mientras que las técnicas metaheuristicas son técnicas que ayudan a resolver
una clase de problemas y, en este sentido, estas técnicas también se tienen que adecuar al
problema que se quiere resolver. Es preciso mencionar que ha habido un gran aumento en el
desarrollo de las técnicas heuristicas dadas las bondades que nos ofrecen, una buena
solucién y en un corto periodo de tiempo.

En el capitulo cuatro propongo una metodologia para ayudar a resolver el problema del
agente viajero. Considero software que se ha desarrollado para resolver este problema y
expongo unos estudios comparativos de la eficiencia de los algoritmos heuristicos y exactos
que se han realizado. Con la finalidad de tener una idea de que algoritmos se aplican mas y
en que condiciones, y saber qué algoritmos usar y a qué software remitirse; asimismo,
tiempo actualizo la informacion referente al desarrollo de nuevos algoritmos en su mayoria
heuristicos, y la complejidad asociada y el nimero de nodos que son soportados por éstos.
También abordo algunas aplicaciones que toman como base este problema. Finalmente
propongo las conclusiones.

Al final del trabajo inserto un anexo acerca de las etapas de soluciéon por las que un
problema combinatorio atraviesa y, otro que contiene fundamentos de teoria de gréficas.




Capitulo 1.Enfoques del Problema del Agente Viajero

Capitulo 1. Enfoques del Problema del Agente Viajero

El objetivo de este capitulo es plantear y definir al Problema del Agente Viajero (PAV) 6
Traveling Salesman Problem (TSP) como se conoce a nivel mundial, a través de dos areas
muy definidas: en la investigacion de Operaciones (IO) y, de manera especial, en la
Optimizacién Combinatoria (OC) y dentro de la teoria de la complejidad computacional
especificamente en la teoria de la NP-Completez. Y por otro lado, dado que la teoria de
graficas es una herramienta que nos ayuda a plantear y resolver problemas de una
determinada complejidad a través de estructuras matematicas como lo son los grafos se
plantean conceptos basicos de esta teoria para plantear el problema del agente viajero,
como un grafo.

Introduccién

El problema del agente viajero (PAV), es un problema que se estudia en investigacion de
operaciones y de manera muy especial en la optimizacion combinatoria, cuyo conjunto de
soluciones posibles es finito, pero muy numeroso para ser manejado en forma directa.
Ademas reviste una importancia teérica para la Teoria de Complejidad, pues pertenece a la
clase de los problemas combinatorios NP-Completos, para los cuales se conjetura que el
tiempo de computo requerido para hallar la solucién exacta crece al menos
exponencialmente con el tamafo de la instancia considerada. Por esto es necesario buscar
heuristicas que encuentren rapidamente tours (caminos cerrados) cercanos al 6ptimo. Otras
de las areas en las que se puede observar el problema del agente viajero es la teoria de
graficas, ya que es una herramienta que nos ayuda a plantear y resolver problemas como
grafos. En la Figura 1.1 se muestra de manera grafica, las dos grandes areas o enfoques
que han tomado este problema para su estudio y la teoria de graficas que es una gran
herramienta para ayudarnos a resolver problemas como lo es el PAV.

Figura 1.1 Enfoquesl del PAV
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Algunas de las razones por las cuales este problema es objeto de estudio se enuncian a
continuacion:

¢ Resulta muy intuitivo y con un enunciado muy facil de comprender.
Es extremadamente dificil de resolver por lo que resulta un desafio constante para los
investigadores del area.

e Es uno de los que mas interés ha suscitado en optimizacién combinatoria y sobre el que
se ha publicado bastante material.

e La gran mayoria de las técnicas que han ido apareciendo en el area de la optimizacion
combinatoria han sido probadas en él, puesto que su resolucion es de gran complejidad.

e Sus soluciones admiten una doble interpretacion: mediante grafos y mediante
permutaciones, dos herramientas de representacion muy habituales en problemas
combinatorios, por lo que las ideas y estrategias empleadas son, en gran medida,
generalizables a otros problemas.

1. Planteamiento del problema del agente viajero

Este problema como su nombre lo dice trata de un agente viajero que desea visitar un
conjunto n de ciudades y que se le dan los costos, las distancias o el tiempo de viajar de una
ciudad que le podemos llamar i a una ciudad que le podemos llamar j. Y tiene dos
condiciones: regresar a la misma ciudad de la cual partié y no repetir ciudades, es decir, si
ya visitd la ciudad 3 una vez ya no se puede volver a pasar por esa ciudad. Con el objetivo
de encontrar una ruta o un camino que sea el mas corto posible.

oy
\_,G@J

Figura 1.2 Agente viajero

La definicion matematica formal del problema del agente viajero requiere de una terminologia
y notaciones de teoria de graficas, las cuales se veran a continuacion.

1.1 Historia del problema del Agente Viajero

Si nos remitimos al PAV como un grafo (teoria de graficas), éste tiene su inicio alrededor del
ano 1850, ya que este tipo de problemas (grafos) fueron tratados por dos matematicos
britanicos William Rowan Hamilton, y Thomas Penyngton Kirkman . Y es justamente a
Hamilton a quien se le debe el término de circuitos hamiltonianos que justamente es la
solucion del problema del agente viajero desde un punto de vista gréafico, originado en un
juego inventado por este matematico en 1859. Trataba sobre un viaje alrededor del mundo,
el cual se representaba en forma simplificada por un dodecaedro (poliedro de 12 caras
pentagonales con 20 vertices), y se requiere que se pase una sola vez por cada vértice o

ciudad, usando solamente las caras del dodecaedro y se regrese al punto inicial. [Flores,
2002]
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Sin embargo, en 1832 se imprimié un libro en Alemania titulado “Der handlungsreisende, wie
er sein soll und was er zu thun hat,um Aufrtrdge zu erhalten und eines gliicklichen Erfols in
seinen Geschéften gewiss zu sein. Von einem alten Commisvoyageur (The traveling
salesman problem, how he should do to get Commissions and to be successful in his
business. By a veteran traveling salesman “. “Qué debe hacer el agente de viajes para
obtener comisiones y ser exitoso en su negocio, escrito por un agente de ventas veterano” .
Aunque el libro trata de otros problemas, en el ultimo capitulo hace énfasis en la esencia del
problema de agente viajero, encontrar un camino corto dentro de varias opciones y no visitar
las ciudades mas de una vez. [Lawler, 1985]

Y no fue hasta 1920 cuando el matematico y economista Karl Menger lo dejara entrever y lo
publicara entre sus colegas en Viena, en el cual proponia el problema del mensajero. En
1930, el problema reaparecioé en los circulos matematicos de Princeton. Y la primera vez que
se menciond el término de “traveling salesman problem” en los circulos matematicos fue en
1931-1932. En 1940, ya habia sido estudiado por los estadistas Mahalanobis (1940), Jessen
(1942), Gosh (1948), Marks (1948) en conexién con una aplicacion en la agricultura y el
matematico Merill Flood lo popularizé entre sus colegas en la corporacion RAND.
Eventualmente, el PAV iba ganando notoriedad como un problema prototipo de problemas
duros en optimizacién combinatoria: examinar los posibles caminos uno por uno, era una
cuestion que no estaba planteada para una instancia con gran nimero de ciudades para los
anos 40's.

Este problema se abrié camino cuando George Dantzig, Ray Fulkerson, y Selmer Johnson
(1954) publicaron una descripciéon de un método de solucién del PAV titulado “Solutions of a
large scale traveling salesman problem " , "Soluciones para el problema del agente viajero
de gran escala ", ya que ilustraban el poder de ese método para resolver una instancia de
49 ciudades, un impresionante numero de ciudades para aquellos tiempos.

Seleccionaron cada uno de los 48 estados de Estados Unidos (Alaska y Hawai formaron
parte de Estados Unidos hasta el afio de 1959) y adicionando el estado de Washington, en
este problema se definian los costos de viajar de una ciudad a otra y estaban en funcién de
la distancia de camino entre las ciudades. Ellos resolvieron el problema con 42 ciudades
quitando a Baltimore, Wilmington, Philadelphia, Newark, New York, Hartford, y Providence.
Dando como resultado un viaje 6ptimo a través de las 42 ciudades, usando la union de la
ciudad de Washington a Boston; ya que la ruta mas corta entre esas dos ciudades atraviesa
las siete ciudades que se quitaron. Esta solucién de 42 ciudades dio una solucién para el
problema con 49 ciudades.

En la Figura 1.3 se tiene la soluciéon de manera grafica.

Figura 1.3 Solucién del PAV de 49 ciudades en Estados Unidos
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Procter and Gamble realizé un concurso en 1962. El concurso requeria una solucién para el
PAV con 33 ciudades.

Groetchel en 1977 encontré una ruta éptima o tour éptimo de 120 ciudades en Alemania.

En 1987 Padberg y Rinaldi, encontraron una ruta 6ptima de 532 sucursales de AT&T en
Estados Unidos. Y en ese mismo afio encontraron una ruta éptima a través de una
distribucion de 2,392 ciudades que se obtuvo de la Incorporacion Tektronics. Mientras que
Groetschel y Holland encontraron una ruta 6ptima de 666 lugares interesantes en todo el
mundo.

Hoy en dia existen métodos basados en técnicas de ramificaciéon y corte/acotamiento, las
cuales explotan muy efectivamente la estructura matematica del problema, que han sido muy
exitosas.

Applegate, Bixby, Chvatal, y Cook, en el afio de 1994 encontraron una ruta 6ptima para el
PAV con 7,397 ciudades que surgieron de una aplicacién de los laboratorios de AT&T.

En 1998, se reporté la instancia mas grande que se habia resuelto de 13,509 ciudades,
resuelto por Applegate, Bixby, Chvatal, y Cook lo cual evidencia el tremendo progreso
logrado durante la década de los noventa.

Figura 1.4 Solucién éptima con 13,509 ciudades de Estados Unidos

En la Figura 1.5 se muestra de manera gréfica la relaciéon entre el afio y el tamario de la
instancia que se han ido resolviendo.

T Y ) T ) T Y T
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Figura 1.5 Relacion grafica entre el tamafio de instancia resuelto con respecto al tiempo
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Para el afio 2001 se habia resuelto ya una instancia de 15,112 ciudades, localizadas en
Alemania. En la figura 1.6 se tiene la solucion grafica de este problema obtenida hasta el
momento. La fecha en el que se resuelve este problema es el 21 de Abril de 2001. Y lo
resuelven David Applegate, R. ,Bixby,Chavatal y Cook. El nombre con el que se conoce a
nivel mundial este problema es d15112. Los algoritmos usados para resolver este problema
fueron planos de corte y ramificacién y acotamiento. Se utilizaron 110 computadoras
instaladas en paralelo en las Universidades de Rice y Princeton. El tiempo de solucién
computacionalmente hablando fue de 22.6 anos. La solucién fue llevada a cabo en una
Compaqg EV6 Alpha con un procesador de 500 MHz. El viaje 6ptimo es de 66,000 kilémetros
a través de Alemania.

I15,112-city Tour '

T

Figura 1.6 Solucién optima, grafica del problema con 15,112 ciudades.

Actualmente se encuentran solucionando una instancia de 1, 904,711 ciudades mas
populares del mundo y se tiene pensado resolverse en el afio 2025.

1,904,711 Cities
All Populated Cities or Towns in GEOnet Names Server

Figura 1.7 Instancia en solucion de 1, 904, 711 ciudades.
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La libreria TSPLIB (http:// www.math.princeton.edu/tsp/usa) de dominio publico contiene un
conjunto de ejemplos del TSP con la mejor solucién obtenida hasta el momento, y en
algunos casos, con la solucion éptima.

En la Tabla 1.1 se tiene un resumen de resolucion del Problema del Agente Viajero, a través
del tiempo, con respecto el tamafo de la instancia (nUmero de ciudades).

En la columna de la derecha se indica el nombre del Problema del Agente Viajero como se
conoce a nivel mundial.

Tabla 1.1 Resumen de resolucion del PAV segun tamafio de instancia

- . Tamarno de la Nombre del PAV
Ano Grupo de Investigadores inatancis (TSPLIB)
G. Dantzig, R. Fulkerson, y S. : ;
1954 i 49 ciudades dantzig42
: dantzig42 + 22
1971 M. Held y R.M. Karp 64 ciudades dudades: aleatorias
1975 P.M. Camerini, _L._Fratta, yF. 100 ciudades hk48 + dos irjstancias
Maffioli pequefias
1977 M. Grétschel 120 ciudades gri20
1980 H. Crowder y M.\W. Padberg 318 ciudades lin318
1987 M. Padberg y G. Rinaldi 532 ciudades att532
1987 M. Grétschel y O. Holland 666 ciudades qr666
1987 M. Padberg y G. Rinaldi 2,392 ciudades pr2392
D. Applegate, R. Bixby, V. ;
1994 Chvatal, y W. Cook 7,397 ciudades pla7397
D. Applegate, R. Bixby, V. :
1998 Chvatal, and W. Cook 13,509 ciudades usai13509
2001 D-Applegate, R.Bixby, V. 45 145 i idades d15112

Chvatal, y W. Cook
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1.2 Teoria de graficas y el PAV

La Teoria de Grafos se encarga de establecer los fundamentos y bases necesarias para
resolver problemas de una determinada complejidad a través de estructuras matematicas
como lo son los grafos. Los fundamentos de esta teoria se basan en una serie de conceptos
que se veran a continuacion.

Una grafica G es una pareja (V,E), donde V es un conjunto finito de nodos o vértices y los

elementos de E son subconjuntos de V de cardinalidad dos, llamados aristas. Una grafica
se denota como G =(V,E)y se representa con puntos asociados a los vértices y lineas

asociadas con las aristas. Los vértices de V se denotan como v,v,,....v,. Una gréfica

dirigida o digrafica es una grafica con direcciones asignadas a las aristas. Es decir, una
digrafica D es una pareja (V,A) donde V es un conjunto de vértices y A es un conjunto de

parejas ordenadas de vértices llamados arcos.

La grafica

G= ({vT ,vz,v3,v4},{[v1,v2],[vz,va],[v_.,,vd],[v_‘,v,],[vt,vs]}]
y la digrafica

D= ({Vw ,v2.v3,v4}.{(v1,v2),(v2,v3),(v3,v4),(v4'v1),(v,,v3)})

se muestra en la Figura 1.8.

Figura 1.8 Grafica y digrafica

Observese que se usan corchetes par denotar las aristas y paréntesis para denotar los
arcos.

Si G=(V,E) esuna graficay e :[v,,vz] esta en E |, entonces se dice que v, es adyacente a
v, (y viceversa) y e es incidente tanto a v, como a v, . Una grafica es completa si cada par
de vértices son adyacentes. El grado de un vértice ven una grafica G es el niumero de
aristas incidentes a v . Por ejemplo; en la grafica de la figura 1.9, el vértice v, de la grafica G
tiene grado 3.

Una grafica parcial de G=(V,E)es la grafica G=(V,E,) donde E, c E. Es decir, una
grafica constituida por todos los vértices y algunas aristas de G . En la figura 1.9 se muestra
una grafica G, que es grafica parcial de G .
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(PG T )

Figura 1.9 Representacion de una grafica G, grafica parcial Gp y una subgrafica Gs

Una subgréfica de G es una gréfica G, =(V,,E,) donde V,cV y [v,v,|eE, siy sblo si
v,,v, € E . Es decir, es una grafica formada por un subconjunto de vértices de G y todas las
aristas de G que unen los vértices de este subconjunto. En la figura 1.9 G, representa una
subgrafica de G.

Una cadena, en una grafica G, es una sucesion de vértices

W =[v,V,.....v ]

k >1, tal que [vj,vm] €Epara j=1=1...,k—-1. A W se le conoce como cadena de v, a

Vv, . Un ciclo es una cadena W donde v, =v, .

Considérese la grafica G de la figura 1.5, [v,],[v,.v5.V,. VoV, |y [Va V4.V, v, ] son ejemplos

de cadenas; la ultima es un ciclo. Una grafica es conexa si existe una cadena entre cualquier
par de vértices de la grafica.

Si la grafica es dirigida, la sucesion de vértices W, donde (v j,vm) e A, para
J=1=1..k -1 se conoce como camino de v, a v,. Un circuito es un camino cerrado, es
decir un camino W dondev, =v, . El camino [v,],[v, v;v,.v,] de la grafica G, en la figura

1.5, es un circuito. Un circuito hamiltoniano de una grafica G es un circuito que incluye todos
los vértices de G.

En el contexto del problema del agente viajero a este circuito también se le conoce como
tour. Una grafica es hamiltoniana, si contiene un circuito hamiltoniano v,,v,,v,,v,,v,.

Un camino elemental es un camino en donde no se repiten los vértices. Si los arcos del
camino no se repiten se tiene un camino simple. Analogamente se define cadena simple y
cadena elemental. Los conceptos tratados a continuacién se aplican tanto, a graficas como a
digraficas.

Un érbol T =(V;,E,;) es una gréfica conexa sin ciclos. En la figura 1.10, la grafica T

constituye un arbol expandido (de expansion) de G. es decir, un arbol formado con todos los
vertices de G.
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Figura 1.10 Diferencia entre grafo y arbol de expansion

Sea T =(V;,E; ) una grafica. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. T es un arbol

2. T esconexo y tiene |V;| -1 aristas

3. T no tiene ciclos, pero si se agrega una arista a T se genera un Unico ciclo

Una gréfica ponderada es una grafica G =(V,E) junto con una funcion de pesos W que va
de E a R". Los pesos representan costos o distancias.

Los conceptos presentados con anterioridad permiten enunciar el problema del agente
viajero, como un grafo. Supéngase que un agente viajero necesita hacer un viaje redondo a
travées de una coleccion de p(=3) ciudades. ;Qué ruta debe elegir para minimizar la

distancia total recorrida? Supongase queG es una digrafica ponderada conexa cuyos
vertices (1</<p) representan ciudades, y c¢; es el peso del arco (v,,v;) que representa la

distancia que hay entre las ciudades v, y v, . El problema del agente viajero pregunta por el
circuito hamiltoniano de menor peso. Si la grafica no es dirigida, es decir, la distancia ¢; no

depende de la direccion en la que se viaje, entonces se conoce como el problema simétrico
del agente viajero. O algunas veces la grafica no es completa, lo que significa que existen
parejas de nodos que no estan directamente conectados por arcos. No obstante, toda grafica
completa siempre tiene circuitos de longitud n, una que no lo es puede no tener circuitos de
longitud n .Por ejemplo, la grafica en la Figura 1.11 no tiene circuitos de longitud 5, en tal
caso el problema del agente viajero no tiene solucion.

O o

Figura 1.11 No existe solucién para el problema del agente viajero
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1.2.1 Circuito del agente viajero y el circuito hamiltoniano

Un circuito que incluye cada vértice de la grafica por lo menos una vez, es llamado el circuito
del viajero. Y un circuito que incluye cada vértice de la grafica exactamente una vez, se le
denomina un circuito hamiltoniano.

1.2.2 Circuito del agente viajero general

El problema del agente viajero general es el problema de encontrar un circuito hamiltoniano
con una duracién total minima.

Entonces tenemos que un circuito del agente viajero con una duracién minima se le conoce
como un circuito del viajero éptimo y es una solucién optima para el problema del viajero
general. Un circuito hamiltoniano con una duracién total minima es llamado circuito
hamiltonaino 6ptimo y es una solucién éptima para el problema del agente viajero. Y un
circuito del viajero 6ptimo no necesariamente es un circuito hamiltoniano o6ptimo. Por
ejemplo, considere la grafica que se muestra en la Figura 1.12. El tnico circuito hamiltoniano
en esta grafica es (a,b)(b,c),(c,a) el cual tiene una duracion total igual a

1+20+1=22unidades. El circuito del viajero éptimo(a,b),(b,a),(a,c),(c,a) que pasa a
través de los vértices doblemente tiene una duracion total igual a 1+1+1+1=4 unidades.

Esto es, un circuito del viajero 6ptimo no necesariamente es un circuito hamiltoniano
optimo.

Figura 1.12 Ruta 6ptima del agente viajero
¢Cuando un circuito hamiltoniano es la solucion al problema del agente viajero general?

Teorema 1.1 Si para cada par de vértices x,y en la grafica G,
a(x,y)<a(x,z)+alz,y) v z=#x,z=y (1)

entonces un circuito hamiltoniano es una soluciéon éptima (si la solucion existe) al problema
del agente viajero general para la gréfica G.

Condicién (1): La distancia que hay de x a y no es nunca mas que la distancia via
cualquier otro vertice z. La condicién (1) es llamada la desigualdad del triangulo.

Del teorema 1.1 se tiene que si la grafica G satisface la desigualdad del triangulo, entonces
las soluciones 6ptimas para el problema del agente viajero de la grafica G son soluciones
optimas del problema del agente viajero general de la grafica G.

10
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1.2.3 Existencia de un circuito hamiltoniano

Como se comenté en parrafos anteriores el problema del agente viajero se resuelve
encontrando un circuito hamiltoniano 6ptimo. Desafortunadamente no todas las graficas y
consecuentemente, antes de proceder a encontrar un circuito hamiltoniano, se deberia de
tratar de establecer si la grafica posee cualquier circuito hamiltoniano. En este apartado se
describen varias condiciones bajo las cuales una grafica posee un circuito hamiltoniano.

Una grafica es llamada fuertemente conectada si para cualquier par de vértices x y yenla
grafica siempre hay una ruta o un camino. Un subconjunto de vértices X; es llamado
subconjunto de vértices fuertemente conectado, si para cualquier par de vértices x € X, y

y e X;, hay una ruta de x a y en la gréficay X, esta contenida en otro conjunto con la

misma propiedad. La subgrafica generada por el subconjunto e vértices fuertemente
conectada es llamada una componente fuertemente conectada de la grafica original.

Por ejemplo, la grafica de la Figura1.12 esta fuertemente conectada, ya que hay una ruta de
un vértice a cualquier otro vértice. Ahora considere la grafica de la Figura1.13, esta grafica
no esta fuertemente conectada porque no hay una ruta del vértice a al vértice b, aunque hay

una cadena del vértice b al vértice d, llamado arco (b,d). Los vértices {a,b,c}forman una

subgrafica fuertemente conectada, ya que hay una ruta de cualquier vértice a cualquier otro
vértice. Mas aun, no puede ser agregado otro vértice a este conjunto sin perder esta
propiedad. Por ejemplo, el vértice d no puede ser agregado al conjunto, ya que no hay una

ruta del vértice d al vértice a. La subgrafica generada por {a, b, c} se muestra en la Figura
1.12.

Esta subgrafica es una componente fuertemente conectada de la grafica original. Hay una
ruta del vértice d al vértice e y una ruta del vértice e al vértice d . Sin embargo, {d,e} no
es un subconjunto de vértices fuertemente conectado porque el vértice f puede ser
agregado a este conjunto sin perder la propiedad de “fuertemente conectada”. No se pueden
agregar otros vertices sin perder esta propiedad. Ya que {d‘e,f} es un subconjunto de

vértices fuertemente conectados. La componente fuertemente conectada generada por
{d,e,f} también se muestra es la Figura 1.13

Si la grafica G no es fuertemente conectada, la grafica G no contiene un circuito
hamiltoniano. Ya que un circuito hamiltoniano contiene una ruta entre cada par de vértices en
la grafica. Asi, una condicién necesaria para la existencia de un circuito hamiltoniano es que
la grafica G este fuertemente conectada.

11
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Figura 1.13 Gréfica y componentes fuertemente conectadas
1.3 Definicion matematica del problema del agente viajero como un grafo

Teniendo antecedentes en los conceptos de grafos, ahora si se puede enunciar de manera
formal matematica al problema del agente viajero.

Sea G = (V,FE) una grafica (dirigida o no dirigida) y F una familia de circuitos hamiltonianos

(tours) en G . Entonces el problema del agente viajero consiste en encontrar un tour (circuito
hamiltoniano) en G tal que la suma de los costos de las aristas del tour sea lo mas corto
posible.

Sin perder generalidad, se asume que la grafica G es una grafica completa (digrafica), de
otra manera se podria reemplazar las aristas faltantes con aristas con costos muy altos. Sea

V:{I,Z,...,n} y C:(c” )m la matriz de costos (también se le puede llamar la matriz de

distancias o de pesos), donde (i, j)es la -ésima entrada de ¢, que corresponde al costo de
ir del nodo i/ al nodo jen G.

El problema del agente viajero se puede ver como un problema de permutacion. Y se usan
generalmente dos variaciones al problema de permutacién para resolver el problema del
agente viajero, la representacion cuadratica y la representacion lineal.

Sea P, la coleccion de todas las permutaciones del conjunto {1,2,...,n}. Entonces el

problema del agente viajero se reduce a encontrar a ;r:(;r(l)ﬁyr(z),...,rr(n)) en P tal que
-1

- H—_— +Zcﬂ”_ﬂ““ sea minimo. En este caso (7(1),7(2).....7(n)) nos da el orden en el

i=]

cual el agente debe de visitar las ciudades, empezando por la ciudad z(l). Por ejemplo, si
n=5y m=(2,1,53,4)entonces el tour correspondiente sera (2,1.5.3,4,2). En cada
movimiento ciclico de 7 nos da el mismo tour. Entonces hay n permutaciones diferentes que

12
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representan el mismo tour. Esta representacion del PAV se usa generalmente es problemas
de secuenciacion y nos permite formularlo como un problema de programacion cuadratico
binario.

Por otro lado se tiene que permutaciones ciclicas son soluciones factibles. Sea P, la
coleccion de todas las permutaciones ciclicas de {1,2,...,n} . Entonces el PAV es encontrar

o =(0'(l),0'(2),...,0'(n))e C, tal que Zcmm sea minimo. Bajo esta representacion, o(i)es
=]

el sucesor de la ciudad ien el tour resultante, para i=1,2,....,n. Por ejemplo si n=5 vy
o=(o(),0(2),....0(5))=(2.4,5.3,1) el tour resultante esta dado por: (1,2,4,3,5,1). Y con

esta representacion se nos permite formular al PAV como un problema de permutacion
lineal.

Dependiendo de la naturaleza de la matriz de costos (equivalente a la naturaleza de G) el
PAV se divide en dos clases. Si C es simétrica (G es no dirigida) entonces el PAV se llama el
problema del agente viajero simétrico o PAVS. Si C es no necesariamente simétrica
(equivalente a decir que G es dirigida) entonces el PAV se llama problema del agente viajero
asimétrico o PAVA.

De manera interesante es posible formular el problema del agente viajero asimétrico en un
simétrico doblando el numero de nodos. Se considera el problema del agente viajero

asimétrico como una digrafica D =(N,A) con ¢, que representa el costo del arco (i, j), se
construye una grafica no dirigida G =(V',E') con un conjunto de nodos

V' = Nu{l'.Z',...,n’} donde N ={1,2....,n} . Para cada arco (i, j) en D se crea una arista

(i,j°) en G" con costo ¢, se introducen n aristas ficticias (i, i") con costo —M donde M es

un nimero muy grande. Todas las demas aristas tienen un costo M . Y se puede verificar
que resolver el problema del agente viajero asimétrico sobre D es equivalente a resolver el
problema del agente viajero simétrico sobre G .

1.3.1 El Problema del Agente Viajero en la Investigacion de Operaciones

Como sabemos la investigacion de operaciones es una herramienta muy poderosa que
utiliza modelos matematicos para ayudarnos a tomar mejores decisiones de una manera
optima. Y dentro de la investigacién de operaciones se han planteado distintas herramientas
de analisis como lo son: la programacion entera, la programacion dinamica, simulacion,
teoria de colas, teoria de redes, programacion lineal, la optimizacion combinatoria, etc. Cada
una de estas areas que se han desarrollado dentro de la investigacion de operaciones se ha
especializado y a adquirido una estructura muy particular de los problemas que resuelve y
han desarrollado su propia metodologia en la forma de plantear y resolver problemas, pero el
comun denominador de todas éstas herramientas es la programacion matematica como
medio para plantear y resolver los problemas.

Existen diferentes formas de clasificar a los problemas dentro de la investigacion de
operaciones, una de ellas es con respecto al objetivo del problema o bien la naturaleza de
los datos.

Si se clasifican los problemas de |0 atendiendo al objetivo del problema, existen modelos
de optimizaciéon cuyo objetivo es maximizar cierta cantidad (beneficio, eficiencia) o minimizar

13
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cierta medida (costo, tiempo), quizas teniendo en cuenta una serie de limitaciones o
requisitos que restringen la decision (disponibilidad de capital, personal, material, requisitos
para cumplir fechas limite, etc.)

Ejemplos célebres de modelos de optimizacién son: problemas de secuenciacién, de
localizacién, problemas de rutas (que es donde se encuentra el problema del agente
viajero), y problemas de busqueda. Por otro lado tenemos que, los problemas de
optimizacién se dividen de manera natural en dos categorias: problemas de optimizacién con
variables continuas y problemas de optimizacion con variables discretas. A estos ultimos se
les llama problemas de optimizaciéon combinatoria, al cual pertenece el problema del agente
viajero.

Ahora bien, si se clasifican los problemas segun la naturaleza de los datos, en donde se
atiende mas bien al tipo de modelo donde encaja el problema. En algunos casos tendremos
que ajustar al problema con un modelo deterministico, en el cual los datos importantes del
mismo se suponen conocidos, pero en otros, algunos de estos datos se consideran inciertos
y normalmente vienen dados por una probabilidad por lo que sera necesario la utilizaciéon de
un modelo probabilistico. Sin embargo, existen modelos que conviene tratar como hibridos
para estas dos categorias. Dado lo anterior, el problema del agente viajero se puede insertar
dentro de los modelos deterministicos: Como son los modelos de Optimizaciéon Lineal,
Asignacién, Programacion entera, problemas de redes, o dentro de la teoria de graficas o
bien dentro de los modelos hibridos: en la Programaciéon Dinamica.

Si analizamos en donde se encuentra localizado el problema del agente viajero a partir de un
problema de investigacion de operaciones tenemos lo que se muestra en la Figura 1.14.

En el diagrama se puede observar que el problema del agente viajero es un problema que
pertenece a clase de problemas de optimizacion combinatoria: cuyos parametros pueden
tomar unicamente valores discretos y sus soluciones se pueden definir bajo un conjunto finito
de posibilidades y dado que los datos del problema son todos conocidos el problema se
puede modelar mediante modelos deterministicos, sin dejar de lado que es un problema de
optimizacién cuyo objetivo es minimizar distancias, tiempo o costos

1.3.2 Problemas de Optimizacion Combinatoria

En [Gutiérrez, 1991] se plantea que los problemas de optimizacién se dividen de manera
natural en dos categorias: problemas de optimizacion con variables continuas y problemas
de optimizacién con variables discretas. A estos Ultimos se les llama problemas de
optimizacion combinatoria.

Y en [Flores, 2002] se nos menciona que un problema combinatorio es aquél que asigna
valores numéricos discretos a algun conjunto finito de variables X, de tal forma que satisfaga
un conjunto de restricciones y minimice o maximice alguna funcién objetivo.

Como se trata de encontrar la solucion "mejor” u "6ptima" de entre un conjunto de soluciones
alternativas. Para resolver grandes problemas de este tipo podemos elegir entre dos
caminos.
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Figura 1.14 Mapa conceptual del problema del agente viajero

El primero consiste en buscar la optimalidad con el riesgo de tener grandes, posiblemente
impracticables, tiempos de computacion; el segundo consiste en obtener soluciones con
rapidez, aun con el riesgo de caer en la sub-optimalidad. Entre los que siguen.la primera
opcion destacan los métodos de enumeracion y las técnicas de programacion dinamica. La
segunda opcion da lugar a los algoritmos de aproximacion, también llamados con frecuencia
algoritmos heuristicos.

Una caracteristica recurrente en los problemas de optimizacion combinatoria es el hecho de
que son muy "faciles" de entender y de enunciar, pero generalmente son "dificiles" de
resolver. Podria pensarse que la solucion de un problema de optimizaciéon combinatoria se
restringe unicamente en buscar de manera exhaustiva el valor maximo o minimo en un
conjunto finito de posibilidades, y que usando una computadora veloz, el problema careceria
de interés matematico, sin pensar por un momento en el tamano de este conjunto.

Uno de los problemas computacionales a resolver en optimizacion combinatoria es la
explosion combinatoria. La explosién combinatoria se encuentra en situaciones donde las
elecciones estan compuestas secuencialmente, es decir, dado un conjunto de elementos se
pueden obtener diferentes arreglos ordenados de éstos, permitiendo una vasta cantidad de
posibilidades. Situaciones de este tipo ocurren en problemas de inversion financiera, manejo
de inventarios, diseno de circuitos integrados, manejo de recursos hidraulicos,
mantenimiento de sistemas, etc. [Gutiérrez, 1991]
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Los intentos por tratar con el problema de la explosiéon combinatoria han encontrado muchos
obstaculos. Por ejemplo, no es suficiente contar con un "conocimiento experto" para
manejarlos de manera efectiva; de igual manera, no es suficiente confiar en el poder
computacional de alta velocidad de las super computadoras. Algunos problemas clasicos
donde la explosion combinatoria prevalece, muestran que un intento por generar alternativas
relevantes por computadora no es una tarea factible.

Asi, por ejemplo, en el problema del agente viajero, en el cual se tiene que salir de una
ciudad y regresar a la misma después de haber visitado (con costo minimo de viaje) todas
las demas ciudades, si se tienen n ciudades en total que recorrer entonces existen (n-1)/
soluciones factibles, y si una computadora que pudiera ser programada para examinar
soluciones a razén de un billén de soluciones por segundo; la computadora terminaria su
tarea, para n = 25 ciudades (que es un problema pequefio para muchos casos practicos) en
alrededor de 19,674 anos.

No tiene sentido resolver de esa forma un problema, si al interesado no le alcanza su vida
para ver la respuestal. [Gutiérrez, 1991]

Como se comentaba en parrafos anteriores la programacion matematica es la herramienta
de la cual se vale la investigacion de operaciones para modelar, plantear y resolver los
problemas de decision. Pues bien la programacion matematica tiene otra forma de
estructurarse dentro de la Combinatoria y los pasos de solucion de un problema
combinatorio se pueden simplificar como: enumeracién, clasificaciéon y optimizacién. Las
etapas de enumeracion y clasificacién se les conocen con el nombre del problema del
recuento.

En donde la enumeracion es la lista de los elementos que poseen cierta 6 ciertas
propiedades y algunas preguntas tipicas son: ;cuantas soluciones factibles diferentes
existen? Desde luego, si el recuento da nimeros demasiado elevados (y frecuentemente es
el caso de la combinatoria), se renuncia a esta enumeraciéon para realizar solamente una
clasificacion de los elementos mediante relaciones apropiadas, es el problema de Ila
clasificacion.

En algunos problemas el conjunto de las soluciones es tal que se le puede aplicar una
funcion de valor y esta funcion de valor induce entonces un orden total sobre le conjunto; se
pueden considerar entonces las nociones de maximo y minimo y nos encontramos ante un
problema de Optimizacion que se plantea de la forma siguiente: cual es el sub-conjunto de
soluciones para el cual la funcion de valor es maxima (minima) y cual es el valor
correspondiente. En el anexo A de este trabajo se pueden ver estas etapas con un ejemplo.
En realidad la forma de solucionar el problema mediante la programacién matematica no
difiere de la metodologia de soluciéon que utiliza la combinatoria ya que finalmente las dos
formas de estructurar y resolver el problema es el mismo.

Para efectos de este trabajo se consideraran los pasos de un problema de programacion
matematica como medio para plantear y definir el problema del agente viajero.

1.3.3 Descripcion del problema combinatorio

El enfoque clasico para estudiar un problema de optimizacién es proceder a identificar
aquellas propiedades, cualitativas, cuantitativas, que conduzcan a uno o varios
procedimientos eficientes para implementarlos en una computadora y obtener su solucién.
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Resulta importante aqui evaluar el tiempo que tardara un procedimiento para encontrar la
solucién, ya que no es lo mismo esperar unos cuantos segundos que tener que esperar
horas, dias o quiza mas tiempo para saber la solucién del problema. Otro aspecto importante
es conocer el comportamiento del algoritmo cuando el tamafo del problema crece, con la
finalidad de obtener un procedimiento que resulte adecuado para resolver problemas
pequefios o medianos, sin embargo, dicho procedimiento resulta impracticable cuando el
tamaro del problema es grande. [Gutiérrez, 1991]

La instancia de un problema de optimizacién combinatoria puede formalizarse como una
pareja (S, f), donde S denota el conjunto finito de todas las soluciones posibles y f'la
funcién de costo, mapeo definido por

f:S>R

En el caso de minimizacién, el problema es encontrar i €S que satisfaga

fG,, )< f(i) VieS

en el caso de maximizacion, la i

. que satisfaga

fG, )= f(i) VieS

opt

A la solucion i, se le llama una solucion globalmente optima 'y fi = f(i,,) denota el

costo 6ptimo, mientras que § = denota el conjunto de soluciones 6ptimas.

ot

Un problema de Optimizacion Combinatoria es un conjunto / de instancias de un problema
de optimizacion combinatoria.

En las definiciones anteriores se ha distinguido entre un problema y una instancia del
problema. De manera informal, una instancia esta dada por “los datos de entrada” y la
informacién suficiente para obtener una solucién, mientras que un problema es una coleccion
de instancias del mismo tipo. En la seccion de la teoria de la NP-Completez se explica mas a
detalle esta diferencia.

1.3.4 El Problema del Agente Viajero como un problema combinatorio

Considere ” ciudades y una matriz (df"f)de orden %1 cuyos elementos denotan la
distancia entre cada par p, g de ciudades.

Se define un recorrido como una trayectoria cerrada que visita cada ciudad exactamente una
vez. El problema es encontrar el recorrido de longitud minima.

En este problema, una solucion esta dada por una permutacion ciclica
= (m(l),7(2).....,m(n)), donde 7(k)denota la ciudad a visitar después de la ciudad k, con

rky£k, 1=12,...n—-1y 2" =k Vk.
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Aqui 7'(k)se entiende por la aplicacién de | veces la permutacién z. Cada solucion
corresponde a un recorrido. El espacio de soluciones esta dado por:

S = {todas las permutaciones r ciclicas de las n ciudades}

y la funcién de costo se define por

f(ﬂ') = Z:L,Lfa_m:'l
es decir, f(r)da la longitud del recorrido correspondiente a 7. Ademas, se tiene que
S|=(n-1)!

Ahora veamos en que consiste la programacién como herramienta para modelar, plantear y
resolver los problemas de decision como lo es el problema del agente viajero.

1.4 Caracteristicas de un problema de programacion matematica

A grandes rasgos se puede decir que un problema de programacion matematica es la
modelacién matematica de un problema de decision. Especificamente, los problemas de
decision suelen incluir importantes factores intangibles que no se pueden traducir
directamente en términos de un modelo matematico. El principal entre estos factores es la
presencia del elemento humano en casi todos y cada uno de los entornos de decisiones.

Un modelo de decision, es sélo un medio para “resumir’ un problema de decision en una
forma que permita la identificacion y evaluacion sistemética, de todas las opciones de
decision del problema. Asi, se llega a una decision escogiendo la opcion que se considera
como la “mejor” entre todas las disponibles.

Los elementos basicos de un modelo de decision son: opciones de decision, restricciones
del problema y criterio objetivo, y se explicaran con el PAV.

Las opciones de decision son el conjunto de todas las posibles soluciones que atafien a
nuestro problema, pero éstas pueden ser factibles e infactibles. Es factible cuando cumple
con las restricciones definidas de nuestro problema e infactible cuando no las cumple.
Obviamente, en lo que se refiere al problema de decision, sélo nos interesan las soluciones
factibles.

Para determinar la mejor solucién del problema, es necesario formular un criterio apropiado
gue se pueda aplicar para comparar las opciones factibles dadas. En los modelos de
decision este criterio se llama criterio objetivo o funcion objetivo.

Cuando evaluamos cada una de las soluciones posibles y encontramos una soluciéon que no
puede ser mejorada por ninguna otra se dice que hemos encontrado la solucion optima.

Identifiquemos estos elementos en el problema del agente viajero.

Como se comentaba en parrafos anteriores el PAV consiste basicamente en: un agente
viajero debe visitar un numero determinado de ciudades, con la condicién de visitar cada
ciudad una sola vez y regresar a la ciudad de la cual partié. Para ayudar al agente viajero a
encontrar el camino que es el mas corto dentro de varios caminos podriamos pensar en la
siguiente solucién.
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1.4.1 Opciones de decision

Para identificar las opciones de decision o el conjunto de soluciones de nuestro problema se
plantea lo siguiente. Supongamos que tenemos n=5 ciudades. En la matriz de adyacencia
simétrica que se muestra a continuacion se pueden observar los costos de viajar de una
ciudad j a otra ciudad j. Por ejemplo el costo de viajar de la ciudad 5 a la ciudad 2 tiene un
costo de $3.

Ciudades
.

Vs =

( 12 3 45

10 3 65 7 2

) 2 30 46 3

Ciudades,

35407 9

4 7 6 7 0 8

A\ 52 3 9 80

J

Una forma de ayudar al agente viajero a encontrar el camino mas corto es mostrando todas
las posibles rutas como se hace a continuacion:

Es importante sefialar que cuando estamos armando una ruta construyamos una que sea
factible, es decir, que cumpla con los requerimientos de nuestro problema los cuales son: no
visitar una ciudad mas de una vez y regresar a la ciudad de la cual partimos. De tal manera
que la ruta 1 puede establecerse asi:

Ruta posible 1: {1, 2, 3, 4, 5, 1}. Lo cual quiere decir que el agente viajero partira de la ciudad
1, enseguida visitara la ciudad 2, después la 3, luego la 4, enseguida la 5 y por ultimo la 1.
Como podemos observar, esta solucion cumple con las dos restricciones que tiene nuestro
agente viajero, primera que regrese a la ciudad de la cual partié y segunda, no se repiten las
ciudades, lo cual significa que no pasé mas de una vez por la misma ciudad. El costo que el
agente viajero tiene si elige esta ruta es de $24.

Pero el objetivo es encontrar la ruta 6ptima, es decir, la ruta mas corta posible o bien con el
menor costo, y para poder encontrar esta ruta, es necesario, mostrar todas las rutas posibles
y enseguida comparar las soluciones y elegir la menor.

Ahora bien para ayudarnos a ver de manera grafica esta primera solucion nos apoyaremos
en una Figura 1.15 en donde los nodos representan las ciudades y los arcos o las aristas
representan el camino que une la ciudad / de la ciudad j. Esta es la primer ruta que eligio
nuestro agente viajero.

3/'O “‘o
|
3 wlp | Costo =$24

8 3
Figura 1.15 Ruta posible 1 del agente viajero
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Armemos la ruta posible 2. Para armar esta ruta, de manera arbitraria, partamos de la ciudad
2 y que de esta ciudad se vaya a la ciudad 4 y después a la 5, después a la ciudad 3 y de
esta a la 1 y por ultimo que regrese a la 2. Nuevamente esta ruta es una solucion factible
dado que cumple con nuestras dos restricciones. Regresar a la ciudad de la cual partimos y
no se repiten ciudades.

Esta ruta posible queda asi: {2, 4, 5, 3, 1, 2} con un costo de 6+8+9+5+3=$31, con lo cual
podemos observar que de la ruta posible 1 a la ruta posible 2 el agente viajero preferiria la
ruta 1 dado que el costo asociado a esta ruta es menor en $7.

Veamos como se van construyendo las soluciones. El agente viajero en un principio tiene 5
maneras o formas de elegir su primer ciudad y una vez que se elige una ciudad la solucién
se reduce a (n-1)=4 maneras de elegir a la siguiente ciudad de tal manera que tengo n
posibilidades de elegir la primera vez, la segunda vez tengo (n-1) la tercera tengo (n-2)
posibilidades, la cuarta tengo (n-3), la quinta tengo (n-4) y ya no tengo quinta posibilidad ya
que n es el nimero de ciudades que tengo de tal manera que si hubiera una quinta eleccion
seria (n-n=0). De tal manera que si queremos saber todo el conjunto de posibilidades
tenemos que realizar lo siguiente: n(n-1)(n-2)(n-3)(n-4) y de manera general

n(n-1)(n-2)...(n-(n-1)) lo cual implica que el conjunto de soluciones factibles es n!. Ahora

si tenemos que n=5 el conjunto de soluciones totales viene dada por n!=120 posibilidades.
Imaginate construir 120 rutas posibles! Se vuelve una tarea titanica encontrar todas las
soluciones factibles y después tendriamos que comparar todas las soluciones y elegir la
optima (la de menor costo), esto se vuelve una tarea extremadamente ardua.

De tal manera que todo el conjunto de soluciones pueden quedar de la manera siguiente:

Ruta 3= {1, 2, 4, 3, 5, 1)= $27
Ruta 4= {1, 2, 3, 5, 4, 1}= $31
Ruta 5= {1, 2, 5, 4, 3, 1)= $26

Rutan!={5,4, 3,2 1, 5}= %24

A este método de solucién se le conoce enumeracion exhaustiva, porque precisamente lo
que se hace es mostrar todas las soluciones factibles y de ahi se elige la solucion éptima,
pero esto requiere de muchos calculos y nos cuesta tiempo, dinero y esfuerzo. De ahi que se
hayan descubierto formas mas sencillas de resolverlo basandose en la intuicion y el
conocimiento empirico, pero no encontrando la solucién 6ptima sino una buena solucién.

A las técnicas de enumeracion exhaustiva se les conoce como métodos de soluciéon exacta y
a los que siguen la segunda metodologia son las técnicas que conocemos como métodos
heuristicos, o bien metaheuristicas. En los siguientes capitulos se detallara en mayor medida
éstas técnicas.

1.4.2 Restricciones del problema

Una vez que tenemos el conjunto de soluciones posibles, que en realidad se vuelve mas
grande con cada ciudad que le insertes, tenemos que elegir la solucion que cumpla con las
restricciones de nuestro problema. En este caso las restricciones son dos: no pasar por
cada ciudad mas de dos veces y regresar a la ciudad de la cual partio.

Supongamos que tenemos una ruta posible:
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Ruta n,={1, 5, 4, 2, 5, 3, 1}

Posiblemente esta ruta 6 tour sea mas econémica que otra, aunque cumple con la restriccién
de que termina la ruta en la ciudad de la cual parti, no cumple con la restriccion del
problema de no visitar a una ciudad mas de una vez, ya que en este caso el agente viajero
visita a la ciudad 5 dos veces lo cual hace que se descarte esta ruta.

O bien, podriamos tener esta otra ruta

Ruta n,,,={1,4, 2, 5, 3, 5}

La cual viola la restriccion de no regresar a la ciudad de la cual partid, y ademas esta
visitando a la ciudad 5 mas de dos veces.

Entonces, cuando hablamos del conjunto de soluciones factibles, estamos hablando del
conjunto de soluciones que cumplen con ambas restricciones.

1.4.3 Funcién o criterio objetivo

La funcién objetivo o criterio objetivo se establece en funcion de lo que queremos saber de
nuestro problema. En este caso el agente viajero necesita saber cual es la ruta mas corta
entre todo el conjunto de rutas factibles y que cumple con las dos restricciones.

Como se trata de un problema de minimizacion de rutas la funciéon objetivo empieza con la
palabra minimizacion.

n n

min z = ZZ(.‘UI”
=1 j=l

En donde ¢, es el costo asociado de viajar de la ciudad / ala ciudad j y x, es la variable

de decision de visitar la ciudad j después de visitar la ciudad i .
Antes de plantear el problema del agente viajero como un problema de programacion entera

binario, veamos como se plantea desde un problema de programacion lineal.
1.5 El problema de programacion lineal

El problema de programacién matematica consiste en elegir la mejor opcién de un conjunto
de parametros, en presencia de ciertas restricciones, para alcanzar un fin determinado. De
manera abstracta el problema de programacién lineal es el siguiente:

min(max) f(x)

sa
g, (x)<h, Wi=1,..m
h(x)<c, NWj =l

Donde x es un vector de variables de decision, y f(x),g (x) ¥ h(x) son funciones lineales.

Existen muchas clases especificas de este problema, las cuales se obtienen al poner
restricciones sobre las funciones bajo consideracién y sobre los valores que puedan tomar
las variables de decision. En general, estos problemas se pueden dividir en dos categorias:
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aquéllos con variables de decisién continuas y aquellos con variables discretas, los ultimos
conocidos como “problemas combinatorios”. [Aguirre, 1996]

n
mm(max)z CX,
J=1
sa
n .
A% >b i Vi=L...m
x. =0 . Vi=1..,n

Este problema se puede escribir en forma matricial como:

mincx

Donde 4€ M, de entradas a, con i=1,...m y j=1..,n

1.5.1 EI PAV y el problema de Programacion Lineal Entera Binario

Una vez que se ha explicado en que consiste la programacién matematica se empezara a
definir al problema del agente viajero desde un problema de programacioén lineal hasta un
problema de programacion lineal entera binario.

Dentro de la clasificaciébn de los modelos de investigacion de operaciones segun la
naturaleza de los datos se comentaba que los modelos pueden ser deterministicos,
probabilisticas o bien hibridos. La programacién lineal cae dentro de los modelos
deterministicos ya que los datos del modelo se suponen conocidos, pero en muchas
ocasiones las variables de decision sélo pueden asumir valores enteros: numero de aviones
a comprar, numero de ventanas que construir, numero de viajes... sin embargo, cuando las
variables solo pueden asumir valores enteros hay un nuamero finito de posibles valores que
pueden asumir (aunque puede ser una gran cantidad de valores posibles).

Los modelos de programacion lineal entera pueden ser clasificados en uno de tres:

' Modelo | Tipo de variable de decision |
' Todo entero | Todas son enteras

| (AILP)

Entero-mixto | Algunas son enteras

'Binaric = Todasson 06 1

Tabla 1.2 Clasificacion de los modelos de programaéién_ lineal entera
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En este caso el problema del agente viajero es un problema que se puede acotar en un
modelo binario ya que la variable la decisién es 1 si el agente viajero visita la ciudad j
después de visitar la ciudad / y sera 0 en caso contrario. A estas variables de decision se le
conocen como binarias y a los problemas que se plantean con variables de decision binarias
se les llama problemas de programacion lineal entera binarios. Y esta es la forma en la que
se plantea el problema de la agente viajero.

A continuacién se vera como se plantea de manera matematica como un problema de
programacion lineal entera binario.

Sea X, la variable de decision 0-1, que nos indica si el agente viajero viaja de la ciudad ia

la ciudad /, y sea c, la distancia correspondiente. Entonces la distancia de un “tour” (camino

n n
cerrado) ounarutaes: Y > ¢x,
i=1 =1

La forma de plantear de manera matematica la primera restriccion que nos dice que se debe
salir de cada ciudad exactamente una vez, es de la siguiente forma:

n
qu=1 =3 -
J=1

y de manera similar, la segunda restriccion, nos dice que se debe entrar en cada ciudad

n
exactamente una vez. Es decir, Zx”. =] J=1...27

i=1
Si pensamos que ademas de que el agente viajero no se le permite realizar subtours, es
decir, no se le permite visitar solamente un conjunto de ciudades sino todas, tendriamos una
tercer restriccion.

Hay distintos caminos para lograr la restriccion de “no se permiten subtours”. Esta restricciéon
se puede escribir de la siguiente manera:

Sea S cualquier subconjunto propio de ¥ o bien un conjunto no vacio de N ={l,...n} y ||
denota la cardinalidad. Si las aristas correspondientes a x, =1 con ambos extremos en S

sSon menos que‘S[ entonces no se forman subtours; es decir, a lo mas debe haber |S|—l
aristas. Por lo tanto, para eliminar subtours se debe cumplir la siguiente desigualdad:

Y>> x,<l8]-1 V¥V ScV.S#0

1EN JEN

O con la siguiente formula:

ZZ.\'” =1

es jesN

Cualquier subtour viola las dos restricciones anteriores para cualquier conjunto S. Asi

también representan un gran numero de restricciones: 2" /2 para ser exactos. De acuerdo
con lo anterior, el PAV se puede plantear de la siguiente manera:
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n n
minz=33 e,

i=l j=1

s.a.
> =1 Vi=l,..,n i#j
J=1
Yox =1 Y j=lo,n i#j
i=1
> >oxped VScV.S=0
1eS jeS '
x, =0;1 YV 1<i#j<n

Por ejemplo, considérese la grafica de la Figura 1.16

OONOMO

Figura 1.16 Subtours

Sea  S={1.2,3}(0S={4,5.6}). El lado izquierdo de la  desigualdad
D > x,<|S]-1 VYScV.S#0 (Figura 1.16) es 3, mientras que |[S|-1=2 . Por lo tanto la

fey jes

desigualdad no se cumple y como consecuencia se forman subtours. La formulacion del
problema del agente viajero en este caso es:

minZ = Z Zcux”

el’ gel”

5.d.

Zx”=] ieV

jel”

¥ %=l jeV

el

DD x,<lS|-1 VScV.S#0

ieN jeX

x, =0, Vi,jeV
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1.5.2 El problema del Agente Viajero Simétrico (PAVS)

Si se considera el problema simétrico del agente viajero, donde ¢ =c, Vi, jel, la
formulacion es la siguiente:

minZ = Z Z €%,

iel” >t

s.d.

Yow ot Y =2 ieV

J<i J<i

Z:Z:%S

fed feS, f>1

x,=0,1 Vi,jeV

S|-1 vVScV,Sz0

1.5.3 El problema del Agente Viajero Asimétrico (PAVA)

Aqui las distancias de viajar de la ciudad / a la ciudad j es diferente a la de viajar de la
ciudad ;j a la ciudad i, por lo que tendriamos una matriz de adyacencia asimétrica. La

representacion matematica se puede ver en el planteamiento del PAV como problema de
programacion lineal entera binario.

La estructura matematica que se planteé en las secciones anteriores es la estructura que
tiene el problema del agente viajero clasico, sin embargo este problema se parece a otros
problemas de optimizacién como el problema de asignacién, arboles de expansién minimos,
trayectoria mas larga entre otros.

A continuacion se explicaran los modelos matematicos y la similitud con el problema del
agente viajero.

1.6 Relacion con otros problemas de optimizacion

Debido a las propiedades estudiadas en las secciones anteriores, se observa que el
problema del agente viajero tiene ciertas similitudes con otros problemas de programacion
matematica. Auxiliandonos de la solucion de estas programaciones, se puede obtener la
solucion del PAV de una manera mas facil. La relacién con otros problemas de optimizacion
también nos ayuda a encontrar ciertos parametros del problema del viajero tales como: la
cota inferior de la funcién objetivo, la probabilidad de que una solucién de otros problemas
sea un circuito hamiltoniano etc. Los casos mas usuales del problema de programacion
matematica que tienen relacion con el problema del viajero se describen a continuacion.

1.6.1 El PAV y el problema de asignacion

El problema de asignacién es el siguiente: un conjunto den personas estan disponibles
para realizar » tareas. Sila persona irealiza la tarea j, se genera un costo de ¢, unidades.

El problema consiste en encontrar una asignacion {z,....,7,} que minimice ZH_]CLT, donde
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7.es la tarea realizada por la persona i.Aqui, la solucion esta representada por la

permutacion {7,,...,7,} de los nimeros {1,...,n} .
Si se adecua el problema del agente viajero al problema de asignacion se tiene lo siguiente:

Sea X ; |a variable de decision 0-1, que nos indica si el agente viajero viaja de la ciudad ia
la ciudad j, y sea c, la distancia correspondiente. Entonces la distancia de un “tour” o una

ruta es: Y Yox
=1 4=l
Esta primera restriccion nos dice que se debe salir de cada ciudad exactamente una vez.

n
quzl i=1,.,n
1=l

y de manera similar, la segunda restriccién, nos dice que se debe entrar en cada ciudad
exactamente una vez. Es decir,

ixa. =] jELun
i=1

Excepto por el requerimiento de que la soluciéon sea un circuito hamiltoniano, la formulacion
es un modelo de asignacion. Desafortunadamente no hay una garantia de que la solucion
optima del modelo de asignacion sera un circuito hamiltoniano. Mas bien la solucién nos
presentara una serie de subcircuitos a partir de los cuales podremos construir dicho circuito.
Asi.el problema de asignacion es una relajaciéon del PAV o de manera equivalente, el PAV es
la restriccion del problema de asignacion, adicionando la restriccion “no se permiten
subtours”. Es decir, no se permiten rutas que no abarcan todo el conjunto de vértices, nodos
o bien de ciudades. Sin embargo se puede encontrar la probabilidad de que la solucién del
problema de asignacion, sea un circuito hamiltoniano suponiendo que cada elemento de la
matriz de costos sea una variable aleatoria.

Sea el problema de asignacion modificado

minw= Z Z €%,
! J

sujeto a Zx“ =] ¥Yj=lL.;n
Zx” =1 Vj=1,..,n
1
x,=0 Vi

Donde ¢,, son variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas.

Teorema 1.1: Supongamos que las soluciones del problema anterior tienen la misma
probabilidad de que la solucion optima sea un circuito factible es:

Pn=(n-1)!/[n'e"' +0.5]=e/n para n grande.

Prueba: Primero demostraremos que el nimero de soluciones enteras es [n'e ' +0.5].
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Si resolvemos el problema

minw=>">"¢ x,

Py
Zx” :Z:JcJI =1 Vj=l...,n
i ¥

Existen exactamente »! soluciones factibles. Consideramos que se obtiene del problema
anterior otro problema haciendo x, =0, y eliminando la columna k y el renglén k. El

n
problema modificado obtenido tiene (n—1)! soluciones, y hay [] } maneras para escoger k

y1.
Ahora consideramos el problema obtenido por escoger 2 indices k y 1, haciendo

x, = x, =0. De esta manera, vamos a resolver un problema de asignaciéon de tamafio
n
(n=2)*(n-2). El nimero de soluciones es (n—2)! y hay (J manera para escoger ky 1.

Aplicando el principio de inclusién y exclusion, se obtiene el niumero de soluciones del
problema de asignacion modificado que es:

n=| " =1 7 =27 =3yt <1 [ (=)
I T el | i '

=nl(1-1/14+1/2"-1/3%...+(-1)" /n!)

Los términos que estan dentro de | paréntesis son los primeros » términos de la serie de
expansién de ¢ '. Se puede demostrar que el error de estimacién de la expresién es menor
que 0.5 para »n > 1. Por tanto, el nimero de soluciones es dado por nle ' +0.5 redondeado
al entero mas cercano, o sea [nle”' +0.5].

Pn=(n-1)![nle" +0.5]
Y esto termina la prueba.

1.6.2 EI PAV y los arboles de expansion minimos

Un arbol de expansion de una grafica es un arbol conectado en todos los vértices. La
solucion al problema es encontrar un arbol de expansion con una duracion minima. El primer
titulo que se le dio a este problema fue “On the shortest spanning subtree of a graph and
traveling salesman problem” (Sobre subarboles de expansion minimos de una grafica y el
problema del agente viajero). Cada ruta hamiltoniana contiene y satisface la restriccion
adicional “ningun vértice del arbol tiene un grado mayor a dos”.

Esto es, que el problema de expansion minimos es una relajacion del PAV, y el problema del
Agente Viajero es una restriccion del problema de arboles de expansion minimos.

El problema de arbol de expansion minima esta definido como: dada la matriz de costos de
una grafica no dirigida, encontrar el arbol que incluye todos los vértices en la grafica, tal que
el costo total del arbol sea minimo.

En una solucién factible del problema del agente viajero, el grado de cualquier vértice es 2,
pero la solucién del arbol de expansion minimo no cumple esta condicion aunque la grafica
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esté conectada. Sin embargo, se puede obtener la solucion del problema del agente viajero
desde este arbol, transformandolo hasta que la cardinalidad de todos los nodos sea 2.

En el caso de una grafica no dirigida con matriz de costo simétrica, una cota inferior para la
soluciéon del problema del agente viajero es derivada usando el correspondiente arbol de

expansion minimo de la grafica de la siguiente manera. Supongamos que el arco (x,,x,)

esta en el circuito 6ptimo del problema del agente viajero. Si este arco es borrado del
circuito, se genera una trayectoria de n—1 arcos que recorre todos los vértices empezando

de x, y terminando en x, . Como el costo del arbol de expansion minimo L(AEM) es la

cota inferior de esta trayectoria, L(AEM)mas c(x,,x,)es la cota inferior del costo del
problema del agente viajero.

En general se desconoce (x,,x,) en el circuito éptimo, por tanto se selecciona max[c(x,,s)],

donde s es el vértice segundo cercano a x,. Entonces una cota inferior valida de la solucion
del problema del agente viajero se tiene por medio de:

L(AEM)+max[c(x,,s)].

1.6.3 EI PAV y el problema de la ruta mas larga

El problema de encontrar la ruta mas larga en una red entre un par de vértices especificos
no difiere del problema de encontrar una ruta mas corta. Y esto es porque los problemas de
maximizaciéon y minimizacion pueden convertirse uno en el otro multiplicando la funcion
objetivo por (-1). Y puede, sin embargo, confundirnos porque el problema de la ruta mas
corta es clasificado como facil mientras que el problema de la ruta mas larga es clasificado
como dificil. La razon de esta diferencia es que el problema de la ruta mas corta (larga) se
hace mas facil, en la medida de que no hay ciclos de duracion negativa (positiva). Ya que la
duracion de los arcos son generalmente positivos. EI PAV puede convertirse en un problema
de ruta mas larga, el cual generalmente contiene ciclos de duracion positiva.

Para transformar el PAV en un problema de ruta mas larga, primero se transforma la
instancia del PAV con ¢, como duracion de los arcos a la instancia de un problema de

circuitos hamiltonianos con duracion en los arcos de c¢;”. Entonces se reemplaza cada arco
de duracion ¢;” por ¢,"=M -c; donde M es moderadamente grande, tan grande, como la
suma de las c;" duraciones de los n valores. Una ruta mas larga (sin repeticion de vertices)
de S a t con respecto a la duracion de los arcos ¢, es un circuito hamiltonianode S a ¢ .
La transformacion del problema de la ruta mas larga al PAV es ligeramente mas complicado.

Como ejemplo, supongase que se quiere encontrar la ruta mas larga del vértice 1 al vértice
n,en la digrafica como la que se muestra en la Figura 1.17 (a).
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b)

Figura 1.17 (b) Transformacion de la digrafica al TSP

Primero se multiplica cada duracién del arco por (-1), para convertir el problema en un
problema de ruta mas corta (con ciclos negativos). Entonces se generan 2(n—2) nuevos

o g : 1 ;
vertices y 4n -7 nuevos arcos con duraciones de -M vy _EM . donde M es un numero

muy grande, como se muestra en la figura 1.6 (b). Se afirma que el circuito hamiltoniano, en
el nuevo digrafo tiene la propiedad que la parte del circuito del vértice 1 al vértice n es la
ruta mas corta (y de un camino mas largo en la digrafica original) y la parte del circuito del
vértice n al vértice 1 tiene exactamente una duracion de —2(n-2).

1.6.4 El PAV y el problema de Asignacion Cuadratico (QAP — Quadratic Assignment
Problem)

El Problema de Asignacion Cuadratica (QAP — Quadratic Assignment Problem) es quizas el
mas complejo y dificultoso de los problemas de asignacion, en donde, relacionar dos
asignaciones particulares tiene un costo asociado; tal estructura de costo surge, por ejemplo,
cuando el costo de localizar |la planta / en la localidad k y la planta j en la localidad / es una
funcién de la distancia entre las dos localidades k y /, y el grado de interaccion entre las dos
plantas. [www6]

Formalmente, el QAP puede ser definido por tres matrices nxn: D = {d,} es la distancia entre
la localidad i y la localidad j; F = {fy} es el flujo entre las plantas h y k; es decir, la cantidad de
interaccion (trafico) existente entre las plantas; C = {c,} es el costo de asignar la facilidad h
en la localidad /. [www6]

Para n ciudades con D = [d}] la matriz de distancias
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— 1 Si la ruta incluye a la ciudad i en la posicion p
L[ De otra forma

Entonces el TSP se puede formular como un problema de asignacion cuadratico (quadratic
assignment problem) de la siguiente forma:

n
minz . dy XX,
iJj.p.g=1

sa.
zn:x,.p =1 i =%.n
p1

ix,.p =1 p=1..n
;,; {01} ip=1..n

Este problema fue enunciado originalmente de una manera ligeramente menos general que
la anterior por Koopmans & Beckmann (1957), como un problema de localizacion de plantas.
En este problema

Oy =Cilg

Donde tm es el nimero de articulos enviados de la planta p a la planta g, y c; el costo por

enviar unidades de la localidad / a la localidad j.
La variable X;, €s un indicador de si o no se asigna la planta p a la localidad /. Es importante

hacer notar que la solucién del PAV puede ser una permutacion ciclica de los enteros 1,...,n
. Entonces x,, puede ser interpretado como un indicador de si 0 no, la ciudad / el p-ésimo

lugar en la permutacion (p-ésima ciudad visitada). Y aun mas el PAV puede ser escrito como
un problema de asignacion cuadratico en el cual la matriz de distancias estan representadas

por C=(c;) y la matriz de permutaciones ciclicas por T =(t . Esto es, f  ,,=1para

Pﬂ') p.p+1

p=1..n-1 t, =1y, =0 de otra manera. [Lewler, 1985].

A causa de su diversidad de aplicaciones y a la dificultad intrinseca del problema, el QAP ha
sido investigado extensamente por la comunidad cientifica, clasificandolo como un problema
NP — Completo o NP — Hard. [www6].

1.6.5 Problema del cartero chino

Un cartero lleva el correo desde la oficina de correo hasta su destino, es decir lo reparte y
cuando regresa a la oficina, el debe por supuesto, cubrir cada una de las calles en esa area
al menos una vez. Sujeto a esta condicion, el desea escoger su ruta de tal forma que el
camine tan poco como sea posible. Este problema es conocido como el Problema del
Cartero Chino, desde que fue considerado por el matematico chino Kuan en 1962. En un

n
grafo con peso se define el peso de una ruta v ee,v,...e, v, que sera Zw(&:i )
=]

Claramente se nota que el problema de cartero chino es justamente el encontrar un camino
con peso minimo en un grafo conexo con pesos que no deben ser negativos.
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Refiriéndose a este camino como el camino 6ptimo. Si G es Euleriano, entonces cualquier
camino Euleriano de G es un camino éptimo porque el camino Euleriano es un camino que
navega a través de cada vértice exactamente una vez. El Problema del cartero chino se
resuelve facilmente en este caso ya que existe un buen algoritmo para determinar un camino
Euleriano en un grafo Euleriano. El algoritmo se debe a Fleury, donde construye un camino
Euleriano trazando un rastro, sujeto a una condicién, que en cualquier estado, una arista de
un subgrafo no-trazado es tomado solamente si no hay alternativa.

1.6.6 Problema del cartero rural

Conocido como Rural Postman
Instancia: El grafo G =(V,E) de longitud /(e)eZ" para cada e€ E, subconjunto E'c E,
limite BeZ".

Pregunta : ;Hay un circuito en G que incluye cada arista en E° y que tiene una longitud
total no mayor que B?

1.7 Variaciones simples del problema del agente viajero

A continuaciéon se enlistan algunas variaciones del problema del agente viajero que nos
permiten encontrar problemas con alta aplicabilidad en la vida real.

1.7.1 El agente viajero MAX o MAXTSP

A diferencia del problema del agente viajero PAV, en este caso se tiene que encontrar un
tour en G en donde el costo total de las aristas del tour sea maximo. MAX TSP se puede
resolver reemplazando cada costo de la arista por uno no negativo, se agrega una constante
muy grande por cada arista sin cambiar las soluciones éptimas del problema.

1.7.2 El cuello de botella del PAV

En el problema del PAV, con cuello de botella, el objetivo es minimizar la distancia del
recorrido de mayor duracion que el agente viajero transita, en lugar de minimizar la suma
de las distancias de todos los recorridos. [Lawler, 1985]

Como un ejemplo de este problema, se considera una linea de ensamble con estaciones de
trabajo arregladas de manera secuencial. Hay n actividades para realizar un producto que se
mueve a través de la linea de proceso y estas actividades pueden terminar en cualquier
orden. El tiempo requerido para realizar la actividad j después de la actividad /, es:

b =C; + Py

Donde ¢; es el tiempo de preparacion y p, es el tiempo actual de ejecucion de la actividad /.

Si el objetivo es la secuencia de actividades y minimizar los tiempos de la linea de
ensambles, entonces los criterios del PAV con cuello de botella son apropiados.

Noétese que la optimalidad de una solucién al PAV con cuello de botella depende no de las
magnitudes de ¢, sino unicamente depende de los valores relativos.

Y se plantea de |a siguiente manera:
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Instancia: Sea un conjunto C de m ciudades, la distancia d(c,,c;)e Z* para cada par de
ciudades ci, ¢j elementos de C, y un entero positivo B.

Pregunta: ;Hay una ruta de C, cuya arista mas larga no es mayor que B, por ejemplo
una permutacion < ¢, ,,,C,q)--Com > de C tal que d(c,,.C,;.,) <B para 1 <i<m, tal que

1 a(m)
dc c. .<B?

a{m)yr¥r(1) =
1.7.3 El PAV con ventanas de tiempo (PAVVT)

En este problema, cada vértice / tiene una ventana de tiempo asociada [a,..b,.] uno de los
vértices, digamos i, , es considerado como un depésito y atravesar un arco (/,j)€ A implica
un tiempo para cruzarlo (tiempo de viaje) t, >0 . EI PAVT consiste en encontrar un
circuito en G empezando en /, (el depdsito) en el instantea, , que atraviese cada vértice

exactamente una vez, de tal forma que el circuito debe abandonar cada vértice dentro de su
ventana de tiempo y acabe en j, antes del instante b, . Notar que se permite llegar a un

vértice j antes de a, (tiempo de espera), pero en este caso el circuito debe abandonar / en el
instantea, . Por simplicidad, si en un vértice i es necesario tiempo de servicio, este tiempo
esta incluido en el tiempo de viaje a;t,

it g

J#i .
1.7.4 El PAV con dependencia horaria (PAVDH)

En los problemas reales de rutas de vehiculos, por ejemplo, la distribucién dentro de una
gran ciudad, ademas de las ventanas de tiempo de los clientes, el tiempo (que normalmente
coincide con el costo) de atravesar algunas calles, como avenidas principales, etc, depende
del momento en el que empezamos a atravesarlas.

Por ejemplo, en las horas punta como la entrada/salida del trabajo o del colegio. Si tenemos
en cuenta esta idea, los costos de los arcos en algunos problemas de rutas de vehiculos
deben tener dependencia horaria. En este caso, probablemente casi todos los problemas
sencillos que se usan como subrutinas para resolver problemas de rutas (camino mas corto,
arbol de minimo peso, acoplamiento, flujo de coste minimo, etc.) no serian viables.

A pesar de los congestionamientos de trafico que sufrimos a ciertas horas y en ciertos
lugares de las grandes ciudades, los problemas de rutas con dependencia horaria de los
costos han sido estudiados muy poco. De hecho el trabajo mas reciente sobre este tema, el
de Haouari y Dejax (1997), resuelve el problema del camino mas corto con ventanas de
tiempo y dependencia horaria de los costos en un tiempo pseudo-polinomial.

En los trabajos de Albiach y Soler (2001) y Albiach, et al, (2002) se ha estudiado una
generalizacion del PAVVT que recoge, ademas de las ventanas de tiempo, la dependencia
horaria de los costos. Por esta razén los tiempos de espera estan permitidos para minimizar
el coste total del viaje. Es decir, estéa permitido empezar el circuito en el vértice depdsito i, en

el instante t. >a, . Por ejemplo, si el instante g, esta dentro de una hora punta y las

restricciones horarias lo permiten, nosotros podemos minimizar el coste total del tour,
esperando un breve espacio de tiempo (trabajando en el almacén) en lugar de empezar la
ruta en el instante ¢, .
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El Problema del Agente Viajero con Dependencia Horaria (PAVDH) se define de la siguiente
forma:

Sea G =(V,A) un grafo dirigido, siendo ={v,}"

_, Su conjunto de vertices, donde v, es el

vértice depdsito. Cada vertice v, €}/ tiene asociada una ventana de tiempo [a,.,br]

verificandose que a,.b, € Z' U{0}y [a,.b,] = [a,.b,] Vie{l...,n} . Consideramos para cada

ventana de tiempo [a.b] p,=b —a +1 periodos de tiempo {[a,+k—l,a;+k]}:‘]‘ Por

simplicidad denotaremos 7 =[a,+k—1,a,+k] y con el fin de discretizar el tiempo,

identificaremos 7 con el instante de tiempo a, +k —1.

Por otra parte, el tiempo y el costo de atravesar un arco (v,,v,) € 4 dependen del instante de
tiempo 7;(k{l,..,p,}) en el que empezamos a atravesarlo. Denotamos con T € Z" y

ci - 0 el tiempo y el costo respectivamente de atravesar el arco (v,,v,) empezando en el

periodo T*

El PAVDH consiste en encontrar un circuito hamiltoniano en G, que empieza y termina en v,
dentro de su ventana de tiempo [a,,b,] de forma que el circuito abandone cada vértice
v, eV con i >0dentro de su ventana de tiempo, la suma de los costos sea minima y con el
fin de minimizar el costo total, se permite la espera en cada vértice v, ,si es alcanzado antes
de a,, siendo esta espera de costo cero. Pero en este caso, el circuito debera abandonar el
vértice en el instante primeroa, .

Como en el PAVVT, por simplicidad asumimos que el tiempo de atravesar un arco (v,.,v;.)
con j =0 incluye el tiempo de servicio en v,. En el caso particular de un PAVDH en el que
Th =T =cf, =c;,vkse{l..p} y ¥(v,v,) € A, tenemos un PAVVT con la funcién objetivo
igual al tiempo total del circuito. Asi, el PAVDH es un problema NP-duro.

1.7.5 Multiples agentes viajeros

El problema del viajero clasico considera que un solo viajero debe realizar la visita a todas
las ciudades. En el problema de viajeros muiltiples se disponen de m viajeros. Se puede
suponer que existe un costo adicional fijo por tener activo un viajero. El problema es
determinar cuantos viajeros usar y cuales son las rutas que recorre para que el costo total
sea minimo.

El problema de viajeros mudltiples tiene diferentes variaciones. Estas se clasifican de la
siguiente manera:

e Todos los viajeros tienen que partir de una “ciudad base”
Al menos rviajeros tienen que ser activos
e En un caso mas general, los viajeros pueden partir de diferentes ciudades

En [Jianyu, 1985], se hace un analisis de cada uno de estos casos.
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Se vera a continuacion el planteamiento matematico de este problema.
Se asume que m agentes viajeros se localizan en el nodo 1 de G . Cada agente viajero visita

un subconjunto X, de nodos de G, comenzando por el nodo 1, visitando cada ciudad
exactamente una vez y regresando al nodo 1. Se esta interesado en encontrar una particién
X, X,,...,X, de V {1}y una ruta de cada m agente viajero tal que: (i)|X,| = 1 para cada i,

(ii)UX, = {1}, (ii)X,nX, =D para i#j y (iv) minimizar la distancia total realizada
i=1

por todos los agentes viajeros. Si G es no dirigida, los m agentes viajeros del problema del
agente viajero se pueden formular como un problema del agente viajero sobre

G=(V",E") con m—1nodos  adicionales, donde V=Vu{n+2,n+3,.,n+mj,
E=Eu{(i,n+k):2<k<m,2<i<n}.Sea c’, el costo de las aristas en G’, donde ¢, =¢,

si (i,j)eEy ¢,,.,=c, para 2<k<m,2<i<n. Se puede recobrar una soluciéon éptima de

in+k
m-multiples agentes viajeros sobre una solucién éptima del PAV sobre G’. El caso cuando
G es una grafica dirigida se puede manejar de manera similar con algunas modificaciones
simples como la anterior.

1.8 Complejidad computacional

Practicamente todas las areas de las ciencias computacionales tratan, en mayor o menor
grado, con complejidad computacional. El tema es muy comun entre expertos del area, sobre
todo entre aquéllos relacionados con NP-completos y entre quienes buscan algoritmos
eficientes para diversos problemas de aplicacion. La importancia de la complejidad
computacional estriba en que se ha convertido en una forma de clasificar buenos y malos
algoritmos y de clasificar problemas computacionales como faciles y dificiles.

El problema del agente viajero fue uno de los primeros donde se aplicé la teoria de la NP-
Completez a principios de los 70°s. A partir de entonces se ha usado como el ejemplo
prototipo de los problemas combinatorios NP-dificiles. Ademas, el PAV ha dado pie al
desarrollo de nuevos algoritmos. Por ejemplo, el método de relajacion lagrangeana se
desarrollé a partir del trabajo de Held y Karp, para resolver el problema del agente viajero.

Una vez que se sabe que el problema es NP-dificil, y por lo tanto es improbable que exista
un algoritmo polinomial que encuentre la solucion éptima, se buscan algoritmos aproximados
eficientes. Es decir, algoritmos que encuentran una solucién cercana a la éptima en un
tiempo corto. Hasta la fecha, los mejores algoritmos de este tipo son aquéllos que se basan
en una técnica conocida como optimizacién local, en la que una soluciébn se mejora
continuamente al realizar cambios locales.

1.8.1 Teoria de NP-Completez

Existen muchos problemas que no se pueden resolver con las técnicas disponibles de
manera exacta y eficiente. Algunos de estos problemas podrian ser resueltos con algoritmos
eficientes que aun no se descubren. Sin embargo, es muy probable que muchos de ellos no
puedan ser resueltos eficientemente. Entonces, es de gran utilidad identificar este tipo de
problemas con el propésito de no invertir tiempo en buscar algoritmos que no existen. La
teoria de la NP-Completez proporciona técnicas para identificar este tipo de problemas.
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A continuacion se definen algunos conceptos que se utilizaran mas adelante.

Un problema se especifica con la descripciéon general de sus parametros y las propiedades
que debe tener la solucion. Como ejemplo considérese el problema del agente viajero. Los
parametros de este problema son las ciudades 1,2,...,n y para cada par de ciudades /,j la

distancia C,; entre ellas. La solucion es una permutacion (;r1,7:2,..“7r,,) de ciudades que

W n-1
minimicen » ¢, +cC

A Ty
Un gjemplo de un problema se obtiene al especificar los valores de todos los parametros del

problema. Asi, un ejemplo para el problema del agente viajero estd dada por
{‘1,2.3,4},012 =10,¢,, =5,¢,, =9,¢c,, =6,c,, =9 y ¢;, =3.

La permutaciéon (1,2, 3,4)es una solucion de este ejemplo con costo total de 23 unidades.

Figura 1.18 Ejemplo del problema del agente viajero

Un algoritmo es un conjunto de instrucciones o reglas bien definidas que se usan para
obtener un resultado especifico a partir de unos datos de entrada especificos en un numero
finito de pasos.

Se esta interesado en encontrar el algoritmo mas “eficiente” que resuelva un problema. La
nocion de eficiencia involucra todos los recursos de computo que se necesitan para ejecutar
un algoritmo. Sin embargo, el algoritmo “mas eficiente” generalmente significa el mas rapido.
El tiempo requerido por un algoritmo depende del tamafio del ejemplo del problema. El
tamano refleja la cantidad de datos de entrada necesarios para describir el ejemplo.

Generalmente esta medida se hace de manera informal. Por ejemplo, para el problema del
agente viajero el numero de ciudades se toma como el tamaro del gjemplo, aunque existan
otros datos de entrada como la distancia entre cada par de ciudades.

La funcion de complejidad de tiempo proporciona el mayor tiempo requerido por un algoritmo
para resolver un ejemplo de un problema con un determinado tamafo. Los algoritmos tienen
una gran variedad de funciones de complejidad de tiempo y determinar cuales algoritmos
son suficientemente eficientes y cuales son muy ineficientes depende de cada situacién. Sin
embargo, éstos se han dividido en algoritmos de tiempo polinomial y algoritmos de tiempo
exponencial. En la comunidad cientifica estos algoritmos los han dividido como buenos y
malos algoritmos.
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1.8.2 Buenos y malos algoritmos

Los algoritmos han sido divididos como buenos o malos algoritmos. La comunidad
computacional acepta que un buen algoritmo es aquél para el cual existe un algoritmo
polinomial deterministico que lo resuelva. También se acepta que un mal algoritmo es aquel
para el cual dicho algoritmo simplemente no existe. Un problema se dice intratable, si es muy
dificil que un algoritmo de tiempo no polinomial lo resuelva.

Se dice que una funciéon f(n)es de orden g,O(g(n)). si existe una constante ctal que
|f(n)| < c|g(n)| para n>0. Un algoritmo de tiempo polinomial se define como aquél cuya

funcién de complejidad de tiempo sea O(p(n))para alguna funcion polinomial p y donde n

es el tamario del ejemplo del problema. Los problemas de la clase P son aquéllos para los
cuales existe un algoritmo polinomial que los resuelva. Cualquier algoritmo cuya funcién de
complejidad de tiempo no pueda ser acotada de esta manera se conoce como algoritmo
exponencial. Cabe hacer notar que esta definicion incluye ciertas funciones no polinomiales

como n'*" | que no se consideran como funciones exponenciales.

No obstante, esta clasificacién de algoritmos en buenos y malos resulta a veces engafnosa,
ya que se podria pensar que los algoritmos exponenciales no son de utilidad practica y que
habra que utilizar solamente algoritmos polinomiales.

Por ejemplo; un algoritmo de complejidad n®® tomara para resolver instancias de tamafio 3
tiempos astronémicos, mientras que un algoritmo exponencial correra mas rapidamente para
toda instancia razonable.

Sin embargo, /a experiencia ha demostrado que para la mayoria de los problemas una vez
que un algoritmo acotado en tiempo polinomial es descubierto, el grado del polinomio
rapidamente sufre una serie de decrementos tan pronto como varios investigadores mejoran
la idea. Generalmente, la razén final de crecimiento es O(n®) o mejor. Por ejemplo, se tiene
el caso de los métodos simplex y Branch & Bound, los cuales son muy eficientes para
muchos problemas practicos. Desafortunadamente ejemplos como estos dos son raros, de
modo que es preferible seguir empleando como regla de clasificacién en buenos y malos
algoritmos, dependiendo de si son 0 no polinomiales; todo esto con la prudencia necesaria.

Es obvio que, cuando el tamafo de la entrada crece, cualquier algoritmo polinomial
eventualmente llegara a ser mas eficiente que cualquier algoritmo exponencial.

Una caracteristica positiva de los algoritmos polinomiales es que toman mas ventaja de los
avances de la tecnologia. Por ejemplo, cada vez que una mejora tecnolégica incrementa la
velocidad de las computadoras 10 veces, el tamafio de la instancia mas grande que un
algoritmo polinomial soluciona en una hora, por ejemplo, sera multiplicado por una constante
entre 1 y 10. En contraste, un algoritmo exponencial experimentara Unicamente un
incremento pequeno que se sumara al tamafo de la instancia que éste puede resolver. (Ver
tabla 1.3).
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Funcién Tamaino de la Tamano de Ila Instancia
Instancia /solucionada en un dia
solucionada en un |en una computadora
dia |10 veces mas rapida

|
n | 1012 1013 [
= 1 12 |
nlogn | 0.948 x 10 0.87 x10 {
n? | 10° ' 3.16 x 10°
B | 10° 2.15x 10°
10° n* [ 10 18
2" l' 40 43
10" 12 13
no9" ’ 79 95
n! | 14 | 15

Tabla 1.3 Algoritmos de tiempo polinomial toman mas ventaja de los avances de la tecnologia.

Finalmente se puede decir que los algoritmos polinomiales tienen la propiedad de
cerradura: pueden ser combinados para resolver casos especiales del mismo problema; un
algoritmo polinomial puede llamar otro algoritmo polinomial como una subrutina y el algoritmo
resultante continuara siendo polinomial.

1.8.3 Problemas faciles y dificiles

Sin entrar en detalles técnicos, decimos que un problema es “facil” de resolver cuando es
posible encontrar un algoritmo (método de solucién) cuyo tiempo de ejecuciéon en una
computadora crece de forma “razonable” o moderada (o polinomial) con el tamafio del
problema. Por el contrario, si no existe tal algoritmo decimos que es “dificil” de resolver.

Esto no implica que el problema no pueda resolverse, sino que cada algoritmo existente para
la soluciéon del problema tiene un tiempo de ejecucién que crece explosivamente (o
exponencialmente) con el tamafo del problema, el tiempo requerido para la solucion
aumenta de forma exponencial, lo cual limita el tamafio de problemas que pueden resolverse
en las computadoras modernas. Técnicamente, determinar si un problema es facil o dificil se
denomina establecer la complejidad computacional del problema, y esto es todo un arte,
especialmente para demostrar que un problema es de los dificiles. [Gonzalez, 1999]

Como se comentaba en parrafos anteriores, el problema del agente viajero, como parte de
un problema combinatorio, una forma de obtener la respuesta a este problema es mediante
una enumeracion exhaustiva. Es decir, formamos todas las posibles combinaciones de
“tours”, en este caso (n-1)!, donde n!=n(n-1)(n-2)...(2)(1)) y calculamos la distancia total para
cada “tour”, eligiendo aquel que tenga la minima distancia total. En este caso el problema ha
guedado totalmente resuelto porque estamos exhibiendo todos los tours posibles. El tiempo
de ejecucion de este algoritmo es grosso modo f(n) = (n)!. [Gonzalez, 1999]
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Hay que notar que la funcién factorial f(n)=(n)!, es una funcibn que crece

exponencialmente a medida que crece el valor de n. Claro, esto no prueba que el PAV es
dificil, ya que muy bien pudiera existir otro algoritmo que lo resolviera, cuyo tiempo de
ejecuciéon fuera polinomial. En este caso, sin embargo, ya se ha demostrado que tal
algoritmo polinomial no existe y que el PAV pertenece a esa clase de problemas
dificiles.

En el estudio de la existencia de algoritmos que permitan encontrar la solucién buscada en
un tiempo polinomial y la construccion de ellos cuando es posible, es muy importante el
conocimiento de las propiedades y estructura matematica del problema. En particular, la
teoria de graficas permite, en muchos casos, el estudio de esta estructura y al aprovechar
sus propiedades es posible construir los algoritmos buscados.

La tabla 1.4 tomada de [Garey, 1979]], ilustra las diferencias de crecimiento de diferentes
funciones de tiempo (columnas). Las cifras que se muestran son de tiempo de
procesamiento en computadora que procesa 1 millén de operaciones de punto flotante por
segundos. Nétese el crecimiento explosivo de las funciones exponenciales. (Ultimas
columnas).

1seg |
20 .00002 | .0004 seg | .008 seg 3.2 seg 1.0 seg 58
seg minutos
30 .00003 | .0009 seg | .027 seg | 24.3 seg 17.9 6.5 afos
seg minutos
40 .00004 | .0016 seg | .064 seg 1.7 12.7 dias 3857
seg ‘minutos siglos
50 .00005 | .0025seg | .125 seg 52 35.7 afios | 2 X 10°
seg minutos anos
60 .00006 | .0036 seg | .216 seg 13 366 1.3X
seg minutos siglos 10"
siglos

Tabla 1.3 Comparacion de varias funciones polinomiales y exponenciales

1.8.4 Clase NP, NP-completa y CoNp.

La teoria de la NP-Completez proporciona técnicas para demostrar que un problema es tan
“dificil” como un gran nimero de problemas que son conocidos como “dificiles”. La principal
técnica que se usa para demostrar que dos problemas estan relacionados es “reducir’ un
problema en otro, al transformar cada ejemplo de un problema en un ejemplo equivalente de
otro problema. Para ello se consideraran problemas de decisién, es decir, problemas en
donde la respuesta es s/ 0 no. El objetivo es restringirse a estos problemas es hacer la teoria
mas simple. Muchos problemas combinatorios se pueden transformar en problemas de
decision. Por ejemplo, el problema de decision para el problema del agente viajero es:
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Pregunta: ;Hay una ruta de C que tenga una longitud B o menor, por ejemplo una
permutacion <C1)5C (2y5+5>C(k)» Cx(k+1y3+++> Cz(m) > de C tal que :

[id(c”("’c"f-“J)J'd(cxtm;’cxmﬂ sl

Se introducira el concepto de reduccion polinomial. Supongase que se tiene un problema 7,
que puede ser resuelto por por un algoritmo A. Si cada instancia de un problema 7, se
puede transformar en un ejemplo de 7, en un tiempo polinomial, entonces claramente puede
ser usado este hecho y el algoritmo A para resolver 7,. Si el numero de instancias del
problema 7, es mayor o igual que el numero de instancias transformadas del problema 7, ,
éstas se pueden ver como casos particulares de las instancias de z,. Entonces, es
razonable afirmar que el problema 7, es tan dificil (o posiblemente mas dificil) que 7, .

Los problemas de decisién pueden tener diferentes grados de dificultad. Pero si se tuviera
una solucion candidata, seria facil verificar si con ésta se demuestra que la respuesta al
problema de decision es si. Para los problemas de decisién que estan en NP no se requiere
que cada ejemplo del problema pueda ser resuelto en un tiempo polinomial por algin
algoritmo. Sélo se requiere que para las instancias del problema en la cual la respuesta al
problema de decision es si, exista una soluciéon con la que se pueda verificar la respuesta en
tiempo polinomial. Especificamente, la clase NP incluye aquellos problemas de decision que
pueden ser resueltos en tiempo polinomial, si se “adivina” la solucién con la que se puede
demostrar que el problema de decision es si. Las letras NP significan polinomial no
deterministico. Es decir, los problemas en NP se resuelven en tiempo polinomial no
deterministico, en el sentido de que se pueden generar soluciones candidatas con una alta
probabilidad de adivinar alguna que sirva para demostrar que la respuesta al problema de
decisién es si. [Aguirre, 1996]

El complemento de un problema de decision se obtiene al intercambiar los papeles de las
respuestas si o no. Por ejemplo, el complemento del problema de decisiéon para el problema
del agente viajero es el siguiente:

¢Hay una ruta de C que tenga una longitud B o menor, por ejemplo una permutacion

<C,‘r!i}’C;‘r(?}"”"C;r(k}’C:r(k-d)""’C;r(m) > de C tal que .

[id(c"""c”‘l"1)+d(c,r{...}*czm)J < B8?

Obsérvese que las instancias para las cuales la respuesta al problema de decisién es si
tienen como respuesta no, cuando se considera el complemento del problema de decision.

El complemento de los problemas de la clase NP pertenece a la clase CoNP. ;Como se
pueden resolver problemas que pertenecen a esta clase? Es decir, ;como se puede probar
que la respuesta al problema de decision es no? La Unica manera es enunciar todas las
posibles soluciones y verificar que con ninguna de éstas se puede demostrar que la
respuesta al problema de decision es si. Dado que esta enumeracion se realiza en tiempo
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exponencial no se puede verificar que la respuesta es no en tiempo polinomial, es decir,
existen problemas en CoNP que no estan en NP.

Si un problema 7 es tal que cualquier problema en NP se puede reducir polinomialmente a
7T, se dice que 7T es NP-dificil. Si ademas el problema 7 pertenece a la clase NP, entonces
7t es NP-completo. Por lo tanto, los problemas de clase NP-completa son los mas dificiles
de la clase NP. Los problemas NP-completos son importantes, ya que si se encuentra un
algoritmo polinomial para resolver alguno de ellos se tendra un algoritmo polinomial para
todos los problemas en NP; es decir, se habra mostrado que P=NP.

Puede parecer sorprendente que exista un problema par el cual cualquier problema en NP
se puede reducir a él. Sin embargo, Cook demostr6 en 1971 que el problema de
satisfactibilidad (SAT) es NP-completo, es decir, demostré que la clase NP-completa no es
vacia. El problema de satisfactibilidad es el siguiente. Sea Suna expresion légica que esta
formada por el producto de varias sumas. Por ejemplo,
S=(x,+x, +X3)e (X, + X, +X,)e(X,+X,+X,), donde las sumas y las multiplicaciones
corresponden a las operaciones l6gicas y y o respectivamente y donde cada variable vale
0 (falso) 6 1 (verdadero). El complemento de la variable x, se denota por X,. Se dice que

una expresion légica se satisface, si existe una asignacién de ceros y unos de las variables
tal que el valor de la expresion sea 1. El problema SAT consiste en determinar si una
expresion logica se satisface. Por ejemplo, la expresion S si se satisface, lo cual puede
verificarse con la siguiente asignacion: x, =1x,=1y x, =0.

En 1972 Karp demostré que existen otros problemas que pertenecen a la clase NP-
completa. Una vez que se ha encontrado un problema NP-completo es mas facil demostrar
que otros problemas también pertenecen a la clase usando la siguiente observacion: un
problema =, es NP-completo. En la tesis Propiedades y algoritmos para el problema del

agente viajero de Rosalia Aguirre Hernandez, del ano 1996 en las paginas de la 16 a la 24
se realizan las transformaciones siguientes:

SAT » clique» recubrimiento de vértices  circuito hamiltoniamo problema del agente
viajero.

para demostrar que el problema del agente viajero es NP-completo. En este trabajo se
realizara la reduccion del problema del circuito hamiltoniano al problema del agente viajero.

1.8.5 El Problema del agente viajero como un problema NP-Completo
Decimos que para que un problema sea NP-Completo tiene que cumplir dos condiciones:

a) Tiene que ser un problema NP, es decir, mostrar que el PAV ( [] ) pertenece a NP.
b) Se tiene que encontrar un problema [] que se conoce es NP-Completo tal que
[T sea polinémicamente reducible al PAV (IT). [www5]

Entonces, para demostrar que el PAV es NP-Completo se tiene que probar que el PAV

pertenece a NP y que el problema del Circuito Hamiltoniano (1) que se conoce es un
problema NP-Completo. Solamente hay que realizar la reduccién del problema del circuito
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hamiltoniano al problema del agente viajero, para demostrar que el problema del agente
viajero es NP-completo.

Para hacerlo, construimos un grafo nuevo G'. Donde G’ tiene los mismos vértices que el
grafo G. Para G’, cada arista (i,j) tiene un peso de 1 si (ij) € G, y un peso de 2 en cualquier
otro caso. O sea, transformamos un problema del ciclo hamiltoniano en un problema del
agente viajero.

Ya que todas las rutas contienen n aristas, la existencia de una ruta de costo n implica que
cada una de las aristas incluidas tengan un costo de 1, esto es, cada una de las aristas
incluida en la ruta aparece en la instancia HC. Asi, una ruta de costo n implica una solucién
para la instancia HC. A la inversa, si hay una solucién HC, entonces cada una de las aristas
que aparecen en la solucién tienen un costo de 1 en la instancia PAV, y se encuentra asi,
una solucién para el PAV de costo n. En la Figura 1.119.b se presenta la instancia PAV
correspondiendo a la instancia HC de la figura 1.11.a.

2

a) Una instancia del problema del circuito b) Una instancia equivalente del PAV
Hamiltoniano

Figura 1.19 Reducciéon polinomial del problema del circuito hamiltoniano al problema del
agente viajero (PAV)

Es sencillo verificar que G tiene un ciclo hamiltoniano, si y solo si G’ tiene un tour de peso
total |V| (o lo que es lo mismo n). Por lo tanto, el problema del ciclo hamiltoniano es

polinomicamente reducible al problema del agente viajero, por lo cual, se demuestra que el
Problema del Agente Viajero es NP-Completo.

1.8.6 El Problema del agente viajero desde la complejidad computacional

Como he comentado en parrafos anteriores que, determinar si un problema es facil de
resolver cuando es posible encontrar un algoritmo cuyo tiempo de ejecucion en una
computadora crece de forma razonable o polinomial con el tamafio del problema. Y si no
existe tal algoritmo decimos que es dificil de resolver, y en este caso el Problema del Agente
Viajero es un problema dificil porque hasta el momento no existe un algoritmo que lo
resuelva el problema en forma eficiente y en un tiempo razonable (polinomial).
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Al saber que un problema es NP-completo se pueden tomar varios caminos. Si el problema
es pequefio entonces se puede resolver eficientemente con algin algoritmo exacto. Pero si
el problema no es pequeno la busqueda de un algoritmo eficiente y exacto no es prioritario.
Es mas apropiado concentrarse en metas menos ambiciosas. Por ejemplo, buscar algoritmos
eficientes que resuelvan casos particulares del problema general. Buscar algoritmos que
aungue no exista garantia de ser eficientes lo sean en la mayoria de los casos. Relajar el
problema y buscar algoritmos “heuristicos” eficientes los cuales aunque no garanticen
obtener la solucion optima obtienen una cercana a ésta.

Finalmente se puede decir que la solucién del problema del agente viajero nos permite una
doble interpretacion, una permutacién o un circuito hamiltoniano.

EI PAV o
TSP

horaria.

'Combinatoria

Figura 1.20 Marco Conceptual del PAV
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Capitulo 2. Técnicas exactas para resolver el problema del agente viajero

En este capitulo describiré dos de las técnicas exactas que se han desarrollado para resolver
problemas de optimizacion combinatoria. Como lo son el método de Ramificacion y
Acotamiento (R-A) o Branch and Bound y la programacion dinamica. Asi, primero doy una
descripcion de la manera en que trabajan los algoritmos exactos, acompafados de algunos
ejemplos. Cabe mencionar que el método de ramificacion y acotamiento mas usual y clasico
es el método de R-A basado en la matriz reducida, aunque se tienen los combinados con
arbol de expansién minima y problema de asignacion, entre otros.

Introduccién

Como se podra ver el problema del agente viajero es uno de los problemas de optimizacién
combinatoria para los cuales no se conoce un algoritmo eficiente de tiempo polinomial.
Todos los algoritmos conocidos requieren de un tiempo de computadora exponencial en el
numero n de ciudades. Es decir, formamos todas las posibles combinaciones de “tours”, en
este caso (n—1)!, donde n!=n(n-1)(n-2)...(2)(1)y calculamos la distancia total para cada
“tour”, eligiendo aquel que tenga la minima distancia total. En este caso el problema ha
guedado totalmente resuelto porque estamos exhibiendo todos los tours posibles. El tiempo
de ejecucion de este algoritmo es grosso modo f(n)=(n)!. Y esta funcion programada en

una computadora nos da un costo exponencial.
Para salvar esta dificultad computacional hay dos formas de resolverla:

1. Usando técnicas refinadas tales como ramificacion y acotamiento o programacion
dinamica, que reducen drasticamente el efecto que se da en enumeraciéon exhaustiva.
Tales tecnicas refinadas enumerativas son buenas para encontrar una solucién éptima,
pero en el peor de los casos si se tiene un problema muy grande pueden requerir un
numero exponencial de calculos que se hacen prohibitivamente grandes.

2. Empleando métodos de solucion aproximados pero rapidos (en tiempo polinomial), que
no producen una solucidn o6ptima, pero si soluciones suboptimas que estén
aceptablemente cercanas a la éptima.

Ambos métodos son utiles, sin embargo para este capitulo se discuten las técnicas que se
sefialan en el punto numero uno.

2.1 Funcionamiento de un algoritmo exacto

En el caso mas general, se asume que la solucion a un problema consiste de un vector
(a, ,a,,...) de longitud finita pero indeterminada, satisfaciendo ciertas restricciones. Cada g,

es un miembro de un conjunto A4 linealmente ordenado. Asi la busqueda exhaustiva debe
considerar los elementos 4 x4, x..x A4, para i=0,12,.., como solucién potencial.
Primero se inicia con el vector nulo () como la solucién parcial, y las restricciones indican

cual de los miembros de A4, son candidatos para ¢,; llamado este subconjunto S,. Se

I
escoge el menor elemento de S, como «,, y se tiene ahora la solucion parcial (g,). En
general, las diversas condiciones que describen las soluciones nos indican cual subconjunto
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S,de A, constituye candidatos para la extensién de la solucion parcial (a,,4,,...,q,,) para
(a,a,,...,a,,,a,).Si la solucién parcial (q,,a,,...,a,,)no admite posibilidades para a,,
entonces S, = J, y asi se regresa hasta el nodo padre y se hace una nueva seleccion para
a,,, y asi sucesivamente. [Castafieda, 2000]

El subconjunto de 4, x4, x ...x 4 para i=0,1,2,..., es representado como un arbol de

busqueda como se puede ver en la figura 2.1. La raiz del arbol (el nivel 0) es el vector nulo.
Sus hijos son la seleccién para a,; y en general, los nodos como el k-ésimo nivel son las

selecciones para a, , dando como resultado las selecciones hechas por a, ,a,,...,a,, COMO

indicadores por los ancestros de estos nodos. En el arbol presentado en la figura 2.1 recorrer
los nodos hacia atrds como se indica con las lineas punteadas. [Castafieda, 2000]

st Nivel 0

Seleccién para a 1

o]
% Seleccién para a 95
dado a

L em =
T
-
.
-
- -

L v

S

eleccién para a 3 dado
y ¥8,

-

o
-
~
-
-~ -

i Seleccion para a 4 » dado
a, .a,. ya 3

Figura 2.1 Arbol de busqueda de las soluciones parciales

Cuando se pregunta si un problema tiene una solucion (a, ,a,,...)en realidad se esta
preguntando si cualquier nodo en el arbol es una solucién. Si se pregunta por todas las
soluciones, se desean tener todos esos nodos.

2.2 Método de Ramificacion y Acotamiento (Branch and Bound)

El método de Ramificacion y Acotamiento (R-A) surgido hace tres décadas, ha resultado ser
una de las mejores herramientas practicas para la solucion de problemas de optimizacién
discreta. Su atractivo radica en la habilidad de eliminar implicitamente grupos grandes de
soluciones potenciales sin evaluarlos explicitamente. A semejanza de la programacion
dindmica, la técnica de ramificacién y acotamiento es una estrategia, y como tal se debe
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combinar con la estructura del problema especifico que se desea resolver, para asi formar un
algoritmo de solucién adecuado.

Hay muchos problemas de optimizacion discreta para los cuales los métodos "directos" o no
existen o son ineficaces. Los problemas pueden ser tales que las restricciones o funcién(es)
objetivo(s) son no convexas, o que todos o algunos de los valores estan restringidos a
valores discretos. La técnica de ramificacion y acotamiento nos posibilita resolver problemas
"dificiles" usando los métodos existentes para la solucién de problemas "faciles".

La estrategia de aplicacion de método de R-A se basa en la premisa de que el problema que
se va a resolver tenga los siguientes atributos:

a) Naturaleza Combinatoria: Un problema combinatorio tiene como minimo las
siguientes propiedades:
a.1) Se da un conjunto finito de objetos
a.2) Cada objeto puede tomar un cierto rango de atributos.
a.3) Se desarrolla una solucion al problema fijando los valores de atributos para todos los
objetos
a.4) Solo se permiten ciertas combinaciones de los valores de atributos.

b) Ramificabilidad: Es una propiedad del problema que implica:
b.1) Construir un conjunto finito y contable que contenga todas las soluciones del problema
(esto se sigue de 1);
b.2) Particionar recursivamente un conjunto no vacio de soluciones en subconjuntos
disjuntos.

c) Racionalidad: Un problema racional es tal que:
c.1) Cada solucion tiene un unico valor calculado de los valores de sus atributos.
c.2) La "mejor" solucion es aquella con mayor (0 menor) valor.

d) Acotabilidad: Una estimacion del valor de la mejor solucién contenida en cualquier
conjunto de soluciones se puede obtener tal que:
d.1) El valor actual de la mejor solucion en el conjunto es inferior o igual a la estimacién (asi
la estimacion es una cota superior);
d.2) Se hace un minimo esfuerzo para obtener dicha estimacion;
d.3) La estimacion es razonablemente cercana al valor actual.

El concepto de R-A explota estas propiedades para poder implicita y explicitamente construir
un arbol que describa todas las operaciones realizadas en el problema, y efectuar una
blusqueda para encontrar la mejor solucion.

2.2.1 El arbol de Busqueda

El procedimiento de ramificacion y acotamiento (R-A) proporciona una metodologia de
busqueda de la solucién 6ptima en un problema de optimizacion discreta. En el método de
R-A, el conjunto de soluciones factibles se parte en subconjuntos mas simples (Esto es lo
que se deberia hacer en la practica, si uno esta buscando por ejemplo una aguja en un
pajar. El pajar es grande y es imposible buscar en todo simultaneamente, asi que se puede
dividir visualmente en lado derecho e izquierdo y seleccionar uno de ellos para buscar la
aguja, manteniendo el otro lado en espera para buscar después si es necesario). A
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continuacion un subconjunto prometedor se selecciona y se hace un esfuerzo para encontrar
la mejor solucién factible y se almacena esta informacion, en algunos casos podria darse por
terminado el método. Se parte nuevamente el subconjunto en dos o0 mas subconjuntos mas
simples (bajo la operacion denominada ramificacion) y se repite el mismo proceso. [Flores,
2002]

En [Aguirre, 1996] se menciona que la técnica de (R-A) es un procedimiento de
enumeracion parcial ya que examina un pequefio nimero de soluciones, eliminando algunas
soluciones no prometedoras antes de ser avaluadas.

El proceso de ramificacion del problema de optimizacion discreta puede representarse por
medio de un arbol de busqueda. Cada nodo del arbol esta asociado a un subconjunto de 7',
conjunto de todas las soluciones originales del problema. Sea 7, un subconjunto de 7, esto
es, una coleccion de soluciones del problema. La Ramificacion es el proceso de partir un
subconjunto 7; en m subconjuntos disjuntos v,,v,,...,v, donde

"aU"zU"a---U"'m =T

v:r]vj =@ i#j
O bien, la union de ellos es 7, y la interseccion entre ellos es vacia.

El proceso de ramificacién se puede visualizar como la creacién o desarrollo ordenado de un
arbol donde el nodo inicial representa a 7', y los nodos restantes representan subconjuntos
I’ de T . A cada nodo N se le asocia un subconjunto 7.

En la Figura 2.2 se ilustra un arbol que exhibe estos conceptos para el caso m =2 . El nodo
N =1 corresponde a 7', el conjunto de todas las soluciones. Los nodos 2 y 3 estan

asociados con los conjuntos ajenos 7, y 7, de 7. Note que no hay ramificaciones desde los
nodos 3, 4 y 5.

Vyuv, =T

an Vo= g

Figura 2.2 Arbol de busqueda para m=2
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La relacion, entre subconjuntos de 7' y la ramificacion para la creacién del arbol, se formaliza
como sigue:

T'(N) es el subconjunto 7 de T representado por el nodo N .

Un nodo intermedio es un nodo N en el cual no ha habido ramificacion.

Un nodo final es un nodo intermedio N para el cual 7,(/N) consiste de una solucién unica.
L(N) es una cota inferior de la funcion objetivo Z(x) en el conjunto de las soluciones
asociadas con el nodo N , estoes, L(N)< Z(x) paratoda xe7 .

Una forma conceptual y al mismo tiempo general de describir el método de Ramificacion y
Acotamiento es con el siguiente algoritmo:

2.2.2 El algoritmo basico de Ramificacion y Acotamiento
Propésito: Encontrar la solucién éptima de un problema de optimizacion discreta
Descripcion

Paso 0: Se inicia con el conjunto de todas las soluciones factibles del problema en cuestion.
Se forma el primer nodo del arbol.

Paso 1: Se procede a ramificar los nodos hacia nodos nuevos, utilizando alguna regla de
ramificacion.

Paso 2: Se determinan cotas inferiores para los nuevos nodos. Para cada nuevo nodo N se
obtiene una cota inferior L(N) sobre el valor de la funcién objetivo para las soluciones
factibles del nodo.

Paso 3: Se selecciona un nodo intermedio desde el cual se ramifica. Cada nuevo nodo se
excluye o se considera examinado si se encuentra que el nodo no contiene soluciones
factibles, o se ha identificado la mejor solucién factible en el nodo (de tal forma que L(N))

corresponde al valor de su funcién objetivo).

Paso 4: Reconocer cuando un nodo final contiene una solucién éptima. Ei proceso termina
cuando no existen nodos restantes (no examinados) y la solucion actual es la solucién
optima, (si no existe tal solucion entonces el problema no tiene soluciones factibles). De otra
manera se regresa al paso 1.

Si el objetivo es maximizar solo se invierten los papeles de las cotas y se invierten las
direcciones de las desigualdades.

2.2.3 Convergencia del algoritmo

La operacién de ramificacion del algoritmo garantiza una solucion éptima en un numero finito
de iteraciones. Como 7 es finito, el proceso de ramificacion conducira eventualmente a una
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soluciéon 7, como nodo final, a menos que se detenga previamente. El proceso de

!

ramificacién produce una particion de 7 para la cual cada subconjunto 7;, obedece, a la

definicion de particiéon. Asi todos los nodos finales posibles se pueden generar y obtenerse
asi la solucién éptima. Las caracteristicas de la ramificaciéon prometen una enumeracion
completa para el algoritmo de R-A a menos que se pueda encontrar una solucion éptima
antes de hacerlo. Las caracteristicas de acotamiento del algoritmo de R-A proporcionan la
posibilidad de reconocer una solucién 6ptima antes de completar la enumeracion.

2.2.4 Estrategias operativas en el algoritmo basico

Existen diferentes opciones de llevar a cabo la operaciéon de ramificaciéon. Se identifican tres
formas distintas de ramificar: ordenada, inmediata del sucesor y ramificacion de sucesor.

En aras de hacer mas sencilla la exposicién planteamos un problema de permutacion y a
través de él se exponen las distintas técnicas de ramificacion.

Se desea ordenar un conjunto de n articulos A={a,,...a,}, esto es, buscamos un

ordenamiento que sea éptimo de los »n articulos bajo condiciones dadas. El conjunto de
soluciones factibles consiste de vectores n-dimensionales.

F={X/xed y x#x, sii#j}
Donde el vector x, representa un arreglo de los n articulos. La exigencia de que xi sea
diferente a x, si i es distinto de j, se debe a que un mismo articulo a,, no puede ocupar
dos lugares en un mismo arreglo.

A continuacién se discuten las posibles reglas de ramificacion para el caso en que n=4y
A={a,b.c.d}.

2.2.4.1 Ramificacion ordenada

Vamos a llamar x al conjunto de soluciones factibles que contiene los articulos ya
seleccionados, llamaremos R(X) al rango de X , es el articulo que vamos a seleccionar

para introducir la solucion factible que se construye, llamaremos nivel de X, al nimero de
articulos seleccionados, asi sea R = {r],...,rp} un subconjunto de los indices de los articulos

{l,2,....n} que contiene p elementos distintos, que se han introducido al arreglo.

Un nodo X de un arbol de busqueda se determina al imponer las siguientes restricciones.

Xy =0, X =8y, X, =d

m r’

Para algun conjunto {a”.....am}de p articulos distintos (los seleccionados), de donde, la

siguiente seleccion de X la haremos sobre los restantes n— particulos a ordenar, lo que
nos genera una particion de X en n— psubconjuntos ajenos, al especificar el articulo que
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tenga orden r(X) para alguna r(X) que no esta en R, seleccionamos también el nuevo
conjunto de soluciones factibles a partir.

La regla de ramificacién ordenada nos especifica las reglas explicitas de seleccién, para
asignar un rango a X : R(X), de esta forma r(x)se considera so6lo en funcién del nivel de

X (donde p = nivel de X). Por ejemplo: r(x)= p+1 consiste en seleccionar primero el
articulo que ira en primer lugar del arreglo, después el del segundo lugar y asi
sucesivamente, de esta forma, si se tiene un conjunto X ={x,,x,,x;,x,} donde la regla de
seleccion es "mayor que" se tiene x.x,.x,,x,. Si la regla fuera r(X)=n-p entonces
empezariamos por seleccionar el ultimo del arreglo, y terminar en el primero, en el ejemplo
anterior la solucion es la misma pero la seleccion se hace considerando primero a x,,

después a x, y asi hasta x,.

La Figura 2.3 muestra un arbol de enumeracion completa, para n=4 vy Az{a,b,c,d}
generado por ramificaciéon ordenada.

ARBOL DE ENUMERACION COMPLETA.

P=0 PARTICIONA EN 4 LAS
POSIBLES SOLUCIOMES DE X.

P=1 PARTICIOHNHA EHN P=2 PARTICIOHA
3 SUBCOHJUNTOS LAS EN 2 LAS POSIBLES
POSIBLES SOLUCIONES SOLUCIONES DE X.

DE
RAMIFICACION ORDENADA.

Figura 2.3 Arbol de enumeracion completa

Otra regla de selecciéon consiste en ir insertando en forma ordenada cada uno de los
articulos de la manera siguiente: al primer articulo le asignamos su lugar en el arreglo
solucion. Por ejemplo, considere los nodos a, b, ¢ y d en los niveles 0, 1 2 y 3
respectivamente. Entonces Z corresponde a la solucion:

(b.d.a.c) si r(a)=3, r(b)=1 r(c)=4, r(d)=2
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(b,a,d,c) si r(a)=2, r(b)=1, r(c)=4, r(d)=3
(a,b,c,d) si r(x)=(Niveldex)+1 Vx
(d,c,b,a) si r(x)=(Niveldex)+1 Vx

2.2.4.2 Ramificacion inmediata del sucesor

Sea X un nodo del arbol especificado por p (= nivel de X' ) relaciones de la forma r, =7, +1
que puede interpretarse como el renglén a, ordenado inmediatamente después del rengléon

a.. Entonces X se puede particionar en dos conjuntos:

X (k)
X(K)y=X-X(K)={x/xeX y r,#r+}

Il

x/xeX yrn=r+l
! k

Se requiere una regla de seleccion para decidir el par de indices k y . La figura 2.4 da un
ejemplo de un arbol de enumeraciéon completa para n=4 y A={a, b ,c, d}.

()
®
@ &) | O
g B @ S .
Y RO ©» ® O )

OO ©® & @@@@@@ Q@ ©
AOOE @B G@®E

Figura 2.4 Arbol de ramificacién inmediata del sucesor

2.2.4.3 Ramificacion del sucesor

Sea X un nodo del arbol especificado por p relaciones r, > r (que se interpretan como un

renglon a, ordenado posteriormente a un renglén «,). Donde X puede particionarse en
dos conjuntos;

(d)={x/xeX y r=r+1}

X (k)=
X(k)=X-X(kK)={x/xeX y r,#n +1}
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Nuevamente se requiere de una regla de seleccion para escoger la pareja (k,/) k#1. La
Figura 2.5 da un ejemplo de un arbol de enumeracién completa.

(2
3 D)
D <) (L) (52)

(2] ) (@ D (@) a) @) (2

) A EE® @ @E @ @ &
@) kg @) D @ &Y @ G) @ @ e @I
@ D @» & @ D (@) @

Figura 2.5 Arbol con ramificacion del sucesor
2.2.4.4 Acotamiento

Un arbol de busqueda puede formarse con una pequena parte de un arbol de enumeracion
completa (en el cual no se descarta ningun nodo, se consideran todos los posibles), debido
al tamanfo tan grande de éste. Para poder hacer esto escogemos una regla de acotamiento

adecuada. Una funcién de acotamiento es una funcién g:2' — R que asigna un nimero
real g(x) a cada subconjunto 7 tal que si X esta contenido en 7 entonces la cota
2(x) satisface:

gx)< f(x) VxeX[F

(Note que las cotas son todas cotas inferiores ya que estamos suponiendo un problema de
minimizacion). Podemos suponer también que

g({x})=s(x) vxeF

Cotas para un problema dado P pueden obtenerse relajando alguna de las restricciones.

Esto da el problema relajado Q cuyo conjunto factible F, contiene al conjunto factible 7, del

problema original P. Sea X' un subconjunto de T entonces:

Claramente g es una funcién de acotamiento inferior.
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2.2.4.5 Refinamientos

Para encontrar todas las soluciones en un problema determinado, puede hacerse un analisis
para acortar el proceso de blsqueda este es llamado método de Prevencion o Poda de
ramas (preclusion o branch pruning), por el efecto de remover subarboles del arbol. Un
problema puede podarse aun mas y las soluciones pueden ser consideradas como
equivalentes si se hace una serie de reflexiones. Es claro que si se encuentran soluciones
equivalentes, se puede producir faciimente un conjunto de todas las soluciones y de esa
manera se poda un gran subarbol del arbol. [Castafieda, 2000]

Otro refinamiento de esta técnica es el método de Fusién u Ordenamiento de Ramas (fusion
o branch merging), donde la idea es evitar hacer dos veces el mismo trabajo: si dos 0 mas
subarboles del arbol son isomorfas, se puede buscar solamente en uno de ellos. El hecho de
ahorrar con este método no es trivial dado que puede haber un gran ahorro en el nimero
total de nodos que intervienen en la busqueda.

Ademas, para el método de fusidn u ordenamiento, el cual claramente puede acortar la
busqueda si se busca la solucién en el arbol entero, hay una técnica heuristica que puede
ser util cuando la existencia de una solucion esta en duda o cuando solamente se encuentra
una solucion en lugar de todas las soluciones. Esta técnica, es llamada arbol de arreglos
(tree arrangement) y se puede usar en varias formas. Primero, si la evidencia indica que
todas las soluciones tendran una forma particular, entonces se poda para estructurar la
busqueda, asi que las soluciones potenciales de esa forma se inspeccionan antes que otras
soluciones. Segundo; si es posible, el arbol se debe rearreglar, asi que los nodos de bajo
grado (por ejemplo esos con relativamente pocos hijos) deben estar cerca de la parte de
arriba del arbol; por ejemplo, el arbol de la Figura 2.6.a es preferible a uno como el de la
Figura 2.6.b.

fa) (&)

Figura 2.6 Dos posibles arboles para ser examinados con retroceso

De esto nace la pregunta de ;por qué esto es Util?; generalmente, para descubrir que
camino no puede ser tratado para una solucién, varias restricciones deben ser acumuladas, y
normalmente esto sucede en una profundidad fijada desde la parte de arriba de los arboles.
El resultado es que se podaran mas nodos si estdn mas cerca de las hojas que de la raiz.
Por supuesto, debe entenderse que este tipo de arreglo de arbol puede no ayudar, si se
debe buscar en el arbol entero. Mas aun, si en el arbol entero no se necesita buscar, la
busqueda en el rearreglo puede mover las soluciones mas cerca pero mas lejos del inicio de
la busqueda.

Un dultimo refinamiento es la técnica del problema de descomposicion (problem
decomposition), donde se descompone el problema en k subproblemas, se resuelven los
subproblemas, y entonces se componen las soluciones para los subproblemas en una
solucion del problema original. La demanda de almacenamiento puede ser alta porque todas
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las subsoluciones deben ser guardadas, pero el incremento en la velocidad puede ser
considerable. Por ejemplo si toma en tiempo c2" para resolver el problema de tamario »,

entonces el tiempo es reducido a kc2" + T, donde T es el tiempo requerido para componer
las subsoluciones. Si el numero de subsoluciones es pequefio y si no es tan dificil
componerlas, entonces T sera relativamente pequefio y la técnica dard como resultado un
enorme ahorro.

Las variaciones como son la técnica de Busqueda Exhaustiva Ingenua (Naive Exhaustive
Search), la de Ramificacion y Acotamiento (Naive Branch and Bound) y la busqueda de una
Mejor Ramificacion y Acotamiento (A better Branchand Bound) son un tipo especifico de
prevencion. La prevencion esta basada en el hecho de que cada una de las soluciones tiene
un costo asociado y que se podra encontrar la solucion éptima (ya sea con costo minimo o
maximo).

La tres técnicas de Busqueda antes mencionadas estan basadas en un arbol de busqueda,
donde en cada etapa todas las posibles soluciones del problema son particionadas en dos o
mas subconjuntos, cada uno representado por nodos en un arbol de decisiones. Esta
busqueda (particionamiento) se realiza de acuerdo con alguna heuristica, la cual reduce la
busqueda que conduce a la solucion 6ptima. Después de ramificar, las cotas mas pequefas
son computadas sobre el costo de cada uno de los dos subconjuntos.

2.3 Algoritmo de Ramificacion y Acotamiento para el agente viajero

Los pasos de ramificacion y acotamiento permiten una gran flexibilidad al disefiar un
algoritmo especifico para un determinado problema y tienen un efecto importante sobre la
eficiencia computacional del algoritmo. Es decir, existen varias estrategias de ramificacion y
acotamiento dependiendo del problema en consideracion.

En el caso del problema del viajero, existen tres métodos de ramificacion y acotamiento. La
diferencia principal entre estos algoritmos es la estrategia de acotamiento que usan.

1. Construccion del circuito segun la matriz reducida.
2. Eliminacién de subcircuitos a partir de la solucion de problemas de asignacion.
3. Construir la trayectoria basandose en el arbol de expansién minima.

A continuacion se estudiaran tres algoritmos exactos que usan el método de ramificacién y
acotamiento para obtener la solucion 6ptima. El primer método que se describira se basa en
la construccion del circuito hamiltoniano segun la matriz reducida o bien el algoritmo little-
murty, el segundo se basa en la eliminacion de subcircuitos a partir de la solucién de
problemas de asignacion y existe un tercer método que se basa en construir la trayectoria
basandose en el arbol de expansion minima. Existen muchos mas algoritmos que utilizan la
tecnica de ramificacion y acotamiento, pero para fines de este trabajo unicamente se
consideraron estos tres algoritmos. [Flores, 2000]

2.3.1 Algoritmo little-murty
Proposito: determinar el circuito hamiltoniano de costo minimo, dada una matriz de costos.

El método utiliza la propiedad de la matriz de costos reducida para probar la inclusiéon o
exclusion de un arco en el circuito.

J

n
Lo
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Descripcion

Paso 1: Dada la matriz de costos D, se efectuan sustracciones en los renglones y las
columnas de la matriz D, sin permitir que aparezcan valores negativos. Con esto obtenemos
una cota inferior del problema del viajero al sumar los elementos que se restaron a los
renglones y a las columnas. La matriz D' es la matriz reducida de D.

Paso 2: Sea S un nodo del arbol y ev(S) la cota inferior de este nodo S, con cada arco
(1, j) con d;'= 0, debemos usar algun arco comenzando en i y penalizario por «;.

También debemos usar algin arco en j, y podriamos penalizarlo por g, con lo cual
©, =q, + B, es la penalizacion de no escoger (i,j). Se selecciona el arco que tiene el maximo
de los ©,

Paso 3 :Si el arco (j, j) no se selecciona, ev(S)+©,es una cota inferior. Si el arco (i, j) se

selecciond, entonces la matriz se reduce omitiendo el renglén j y la columna j. Buscar la
condicién adicional sobre D' para excluir subcircuitos posibles.

Paso 4: Seleccione el vértice que tiene menor costo y vaya al paso 1.

En el ejemplo siguiente se ilustra este algoritmo. [Flores, 2002]

Ejemplo 2.1

Sea la matriz de tiempos D que se presenta en la Tabla 2.1, entonces teniendo el tiempo de

duracién de cada uno de los viajes entre las distintas paradas, se desea encontrar el circuito
hamiltoniano de menor duracién.

A [B [c[D [E [F |

A » [27 43 (16 30 26
(B [7 [w |16 [1 [30 [25
€20 [13 [ [35 |5 [0
- |

21 [16 [25 [ » [18 |18
E [12 46 [27 [28 [ [5
E

23 |56 5 9 5 o0
Tabla 2.1

Paso 1

Si T es la duracién de un recorrido hamiltoniano asociado a la matriz de tiempos de la Tabla
2.1, entonces la duracion de ese mismo circuito con la matriz de tiempos obtenida de restar
un escalar h, al renglén i esta dado por T -h porque cada circuito contiene uno y solo un

elemento de este rengléon. Lo mismo sucede si restamos un escalar h’ de una columna
J(J = A B, C, D, E, F). Una cota inferior del circuito hamiltoniano éptimo es sencilla de

obtener si restamos de cada renglén de la matriz de tiempos D, el minimo elemento
correspondiente. O bien

54



Capitulo 2. Técnicas exactas para resolver el problema del agente viajero

h’ =min, d,' >0
S rETE TR TR T
[A [ [ 27 [0 [14 [70 |
| B [6 [ [15 [0 |29 |24 |
[€ [20 [13 [ [35[5 [0 |
D [5[0[9 [« [2 2|
[E [7 [41[22[23 [w [ 0 |
| F [0 [0 [w |

Y entonces, en la matriz D', asi reducida, restamos de cada columna j la constante
o 1
h’ =min,d,’ >0

La nueva matriz D' tiene elementos no-negativos y contiene al menos un elemento cero en
cada renglén y cada columna. Como se muestra en la Tabla 2.3

[  [A[B[C [D|[E [ F |
A|lo [11 |27 [0 [14 | 10 |
B (6 [wo [16 [0 [29 [ 24 |
C [20 [8 [ (35 [56 [ 0 |
T TS Tt e .
'E [7 |81 |2 28 [w [ O |
F (18 |0 |0 |4 |0 |
Tabla 2.3

Tomamos:

h=Zh;.+Zhj
i ]

La duracionz(t) de un circuito hamiltoniano t de la matriz D es entonces igual a
z(t) = h + z'(t), donde z'(t) es la duracion del circuito t de la matriz D'. Ya que z'(t)

(porque dﬁ‘ > 0), entonces tenemos z(t) = h, donde h es una evaluacion por cota inferior del
conjunto Q de circuitos hamiltonianos y se denota ev(Q).
De la matriz dada D' obtenemos:

B=18; =18 =0 =18k =58 h =5
=85 === =rF=0
Un aspecto importante es que cada circuito hamiltoniano asociado a la Tabla 2.3 tiene una

duracién no negativa y que difiere en tiempo del circuito original en 48 unidades de tiempo.
De donde una cota inferior de la duracion del circuito minimo es 48 o bien:
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ev(Q) =) h +> h
Paso 2
Considerando todas las entradas de la matriz de la Tabla 2.3 iguales a cero, calculamos los
retardos o penalizaciones por no usar alguno de esos arcos que prometen un circuito de

menor costo, ya que fueron los que al restar los minimos en renglones y columnas quedaron
igual a cero.

Calculamos el retardo ®, correspondiente a d;'=0

®AD = aA + BD =10 + 0 =10
®BD = aB + 8D =1+ 0 =1
OCF = aC + BF =5 + 0 =5
ODA = aD + BA =0+ 1 =1
®DB = aD + BB =0 + 0 =0
©®EF = aE + BF = 2 + 0 =2
OFB = aF + BB =0 + 0 =0
OFC = aF + BC =0 + 9 =9
OFE = aF + BE =0 + 2 =2

En general, un arco (ij) con d,;'=0 no se escoge, ya que debemos dejar el punto /, y usar
algun arco comenzando en i y penalizarlo por «i. También debemos usar algun arco en j, y
podriamos penalizarlo por £, con lo cual ®; =ai + ] es la penalizacion de no escoger (i, j).

Dicha penalizacion ®; se puede interpretar en este caso como un retardo.

Si ev(S) es la evaluacion obtenida reduciendo la matriz por el nodo S, entonces
ev(S)+®,es una primer evaluacion por cota inferior del nodo j, obtenido de S por no
escoger el arco (i, j).

Paso 3
Separamos la pareja (i, j) que maximiza el retardo ©; para garantizar una mayor cota inferior

de la duracién de los circuitos hamiltonianos ®AD =10.

Entonces el nodo AD tiene una evaluacion por cota inferior igual a 48+10=58

Una manera de proceder a la determinacién del circuito hamiltoniano de minima duracién
consiste en particionar el conjunto de circuitos hamiltonianos como sigue:

a) Circuitos hamiltonianos que usan el arco AD
b) Circuitos hamiltonianos que no usan el arco AD

En el primer caso la matriz de tiempos entre localidades se reduce a una nueva matriz en
donde se elimina el renglén A y la columna D. Asimismo, el tiempo entre la localidad D ala A
se hace igual a infinito 0 a un numero muy grande para evitar usar el arco DA; pues sabemos
que no forma parte del circuito hamiltoniano minimo. Si no hacemos este tiempo infinito,
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existe la posibilidad de la aparicién de subcircuitos. La Tabla 2.4 muestra la matriz reducida
donde se han eliminado el renglén A y la columna D, el arco DA se hace igual a infinito.

| | A | B | 5] E F
‘ B | 1 | o | 15 2 [ 24
, 9
W 15| 183 o 5 0
5 T S 5
‘ E 2 ; 41 } - o 0
| 13 ] 0 | 0 0 | ©
Tabla 2.4

Una cota inferior de la duracién de los circuitos hamiltonianos asociados con esta Tabla es
sencilla de obtener, si restamos una unidad a cada elemento del renglén uno, como se
muestra en la Tabla 2.5

Al B[ © E[ F
_. |
‘ B 0 ‘ = ‘ 14| 28 23
[ m[ B[ | 5 o
['F'_'_ -_o_om’“ 0 T §*_i"”'"' > [ 2
[E[ 2 4[| 2] o[ 0|
} F 13 0 | 0 | 0 =
Tabla 2.5

Paso 4

Cabe hacer notar que, debido al resultado de las manipulaciones anteriores, podemos decir
gue los circuitos hamiltonianos asociados a la Tabla 2.1, que usen el arco AD , tienen una
duracion no menor de 49 unidades de tiempo, 48 acumuladas hasta la obtencién de la tabla
2.3 y una unidad de tiempo al pasar de la Tabla 2.4 a la Tabla 2.5, por lo que 49 unidades
representan una cota inferior de la duracién de los circuitos hamiltonianos que usan el arco
AD.

Paso 2
El siguiente paso consiste en calcular los retardos correspondientes a la Tabla 2.5

OBA=aB+RA=14+2=16
OCF=aC+RBF=5+0=5
OGDB=aD+RB=2+0=2
GEF=aE+RF=2+0=2
OFB=aF+RB=0+0=0
OFC=aF+RC=0+9=9
OFE=aF +BE=0+2=2
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Se escoge el arco BA para efectuar la ramificacién como sigue:
a) Circuitos hamiltonianos que usan el arco BA
b) Circuitos hamiltonianos que no usan el arco BA

Paso 3

En el primer caso partimos de |la Tabla 2.5 eliminando el renglén B y la columna A y haciendo
que el tiempo de A a B sea igual a infinito para evitar circuitos innecesarios. En este
momento, como AD y BA se han seleccionado para formar el circuito hamiltoniano hacemos
que el tiempo de DB sea infinito, la Tabla 2.6 exhibe esta situaciéon

c 13 © 5 0

D oo 9 2 2

E 41 22 0 0

F 0 0 0 o |
Tabla 2.6

Con el propésito de tener un elemento cero en cada renglén y columna, asi como mejorar la
cota inferior de los circuitos hamiltonianos, procedemos a restar dos unidades del renglén
dos en la Tabla 2.6 para obtener (Tabla 2.7)

|
c | 13 J| 0 5 | 0 }
[E[ @[ 2 o [ 0,
F ‘ 0 |; 0 — 0-—-- MMMC(;" —
Tabia Z?M O eS|

Y se puede observar que una cota inferior de los circuitos hamiltonianos que usan BA es 51
unidades de tiempo.

Paso 2
Nuevamente calculamos las penalizaciones para saber qué arco es el que se va a usar:
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OCF=aC+RF=5+0=5
OGDE=aD+RE=0+0=0
ODF=aD+RF=0+0=0
OEF=E +RF =22 +0=22
OFB=aF +3B= 0+13=13
OFC=aF +RC=0+9=9
OFE=aF +RE=0+2=2
Paso 3

Como se tiene 22 para EF entonces se incluye al arco EF y si no se incluye se tiene una
penalizacion de 51 + 22 = 73 y la tabla 2.8 exhibe el resultado:

L Bl €7 E

0‘13‘ col 5

ID| o | 7 | 0

El of o[ o
Tabla 2.8

| .....B.u..-l[... C. .I...u.. _.E_I
|c ‘ 1 1 0 ‘
Dl = 7 0
LR B
" Tabla2s |

Paso 2
Lo que nos da un costo de 56 unidades nuevamente calculamos las penalizaciones:

OGCE=aC+RE=8+0=8

OGDE=aD+RE=7+0=7

OFB=aF +RB=0+8=8

OFC=aF +RC=0+7=7
Paso 3

De acuerdo con esto podemos elegir como arco a usar el CE o el FB, escogemos FB y
obtenemos la Tabla 2.10

i 6] E]

I c 0 0 |

[D— T r i _O_I
Tabla 2.10

29



Capitulo 2. Técnicas exactas para resolver el problema del agente viajero

Restamos siete en el renglén de D lo que nos da un costo de 63 unidades por usar el arco
FB y obtenemos:

Tabla 2.11

De donde los Unicos arcos que quedan que se pueden usar son CE, DC y DE ,de donde
escogemos CE y DC y asignamos infinito a DE para evitar posibles subcircuitos con lo que
nos queda la Tabla 2.12

c E

C (e} 0

| D | 0 ! o0
"~ Tabla212

EF

Figura 2.7 Solucion gréafica por medio del algoritmo little-murty

De donde se concluye que el circuito hamiltoniano éptimo es A-D-C-E-F-B-A con una
duracion de 63 unidades de tiempo.

Para verificar que esta solucién es 6ptima, debemos examinar el vértice AD cuya evaluacién
por cota inferior es 58 (< 63). La separacién del vértice AD produce: usando FC una cota de
63 y sin usar FC, una cota de 67, por lo cual el circuito propuesto es éptimo.
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2.3.2 Algoritmo basado en el problema de asignacion

El problema del agente viajero se puede escribir como un modelo de asignacién de la siguiente
manera:

H n

2 2.6%
I

=1 1=

n

Ex,fl i=1....n

Jj=1

Donde ¢; =« para i = | Ly x; =1 si el agente viajero va de la ciudad / a la ciudad J.

La relajacion mas sencilla para el problema del agente viajero y también la primera en ser
usada es la que se obtiene de la formulacién anterior al eliminar la restriccién de que
x =(x;) debe ser la asignacion de un tour. Es decir, el problema de asignacion con la misma

funcioén de costos que la del problema del agente viajero, el cual se resuelve eficientemente
mediante el método hungaro. Esta es la estrategia de acotamiento que se usara.

2.3.2.1 Estrategia de acotamiento

La aplicacion del método de R-A tiene diferentes formas dependiendo de las operaciones de
ramificacion, pero la operacién de acotamiento siempre es la misma y esta basada en la
solucion éptima del problema de asignacion bajo la matriz de costos supuesta.

Las tres maneras diferentes de efectuar la operacion de ramificacion son:

a) Ramificacion simple: Romper el subcircuito de la solucion del problema de asignacion
suponiendo que uno de los arcos del subcircuito tiene costo infinito.

b) Ramificacion disjunta: Suponer que uno de los arcos del subcircuito tiene costo infinito
pero un subconjunto de los arcos del subcircuito tiene que estar conectado forzosamente.

¢) Ramificacion mejorada: Romper el subcircuito suponiendo que todos los arcos tienen
consto infinito excepto uno de ellos.

Considérese un ejemplo del problema del agente viajero con matriz de costos C. Se
resuelve el problema relajado; es decir, el problema de asignacion de costos C, mediante el

método htingaro. Sea C la matriz de costos reducida que se obtiene y sea I, el valor éptimo

de este problema. Recuérdese que la matriz que se obtiene de la matriz original de costos al
restarle una constante a todas las entradas de un renglén o una columna, se le conoce como
matriz de costos reducida. Entonces, para cualquier asignacion de un tour x se tiene que:

61



Capitulo 2. Técnicas exactas para resolver el problema del agente viajero

Z.(x)=ry+Z;(x) (2.1)

Ahora, se sabe que la matriz € , €s no negativa. Entonces,

rn<Z.(x) paratoda x asignacion de un tour (2.2)

Por lo tanto r, es una cota inferior para el problema original del agente Viajero.

Supéngase que la asignacion optima x~ es la asignacion éptima de un tour, por lo tanto el
valor de x~ en la matriz de costos reducida C es cero.

Entonces:

Z.(x)

C
r,+0

11

Z.(X)=r+
Z:(x)
Z(x Y=1,

De aqui que la igualdad (2.2) se da cuando la asignacion éptima es la asignacién de un tour.
En este caso, ésta es la solucién 6ptima para el problema del agente viajero.

=
= 0

2.3.2.2 Estrategias de ramificacion

El problema del agente viajero es un problema binario, por esta razén se usara un
procedimiento de enumeracién implicita para resolverlo. Recuérdese que es este tipo de
procedimientos se empieza con una o mas variables que se fijan en un valor binario y
gradualmente se construye las solucién al aumentar el numero de variables fijas. Entonces,
la regla de ramificacion selecciona alguna variable libre x en uno y en cero. Al ramificar el

problema original (subproblema 1) se generan los siguientes subproblemas:

subproblema 2 = subproblema 1+ (x, =0)

)

Si se elige el subproblema 2 para acotarlo inferiormente se debe resolver el problema de
asignacion cuya matriz de costos es C,. Esta matriz se obtiene a partir de la matriz C al

subproblema 3 = subproblema 1+ (x,

modificar la entrada E(r,s) por M, donde M >0, ya que si x, =0 no se puede viajar de la
ciudad r ala ciudad s . Por otro lado, sea C |la matriz que se obtiene a partir de la matriz

original C al modificar la entrada c(r,s) por M. Entonces, para cualquier asignacién x de
un tour se tiene que:

Z,(x)=ry+2Z¢ (x)
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Supéngase que el valor 6ptimo del problema de asignacion asociado con el subproblema 2
es r, y sea 5, la matriz de costos reducida. Entonces, para cualquier asignacién de un tour x
se tiene que:

Ze, (x)=r+Zc, (x)
Pero,

Z(x)=r, +Z; (x) para toda x asignacion de un tour

= Z.(x) =1, +1,+ Z; (x) para toda x asignacion de un tour

Ademas, se sabe que 51 >0, por lo que,
hh+h<Zg (x) para toda x asignacion de un tour

Entonces r, +r, es una cota inferior para el valor objetivo de cualquier asignacion de un tour
con matriz de costos C . Es decir, r, +r, es una cota inferior para el subproblema 2.

Se sabe que una cota inferior para el valor éptimo del problema original es r,. También se
calculé una cota inferior para el valor 6ptimo del subproblema 2 , r, +r,. Entonces r,, es la

cantidad por la cual la cota inferior del subproblema 2 es mayor que la cota inferior para el
problema original. Se desea seleccionar la variable de ramificacion de tal manera que la
cantidad r, sea lo mas grande posible. Si se selecciona de esta manera la variable de

ramificacion, entonces la cota inferior para al menos uno de los subproblemas generados
sera lo mas grande posible.

Sin embargo, para determinar la cantidad r, de cada variable es necesario resolver un

problema de asignacion. Esto requiere de muchos calculos y esto lo hace ineficiente.
Entonces, es necesario desarrollar un criterio para seleccionar la variable de ramificacion que
no involucre muchos calculos que permita una eleccién razonable.

Para ello se define la evaluacion de una variable con respecto a la matriz de costos reducida
C . Para cada variable x; se calcula:

P, =min{Cn; h#j}+min{Cy; h=j}

P

ij
variable x, se fija en cero. La cantidad r, es mayor o igual que la evaluacion de cada

es la minima cantidad por la cual el valor 6ptimo del subproblema se incrementa si la

variable. Entonces, una buena regla para seleccionar la variable de ramificacion es elegir
aquélla cuya evaluacién sea la mas alta. Por lo tanto, se elige la variable de ramificacion x,,

tal que:

P, :max{%}
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Obsérvese que para aquellas variables x; donde ¢, #0 la evaluacion de la variable F; es

cero, ya que en la matriz reducida C al menos hay un cero en cada renglén y en cada
columna. Entonces, basta calcular la evaluacion de aquellas variables x; donde ¢; =0.

Por ultimo, cabe hacer notar que si se establece la variable x, en uno, para evitar un
subtour entre las ciudades r y s, la variable x debe fijarse en cero.

2.3.3 Descripcion del algoritmo basado en el problema de asignacion

En cada iteracion t de este algoritmo se realizan los siguientes pasos:

1.

Se inicializa la cota superior Z, : Z, 5 =

2. Si faltan nodos del arbol por analizar se elige alguno con la regla de la cota mas

reciente o con la estrategia de prioridad. Por el contrario, si todos los nodos estan
analizados el algoritmo termina en esta etapa. Si en este momento se tiene una
solucién candidata, ésta es la solucion optima del problema original. De lo contrario el
problema es infactible.

Se acota inferiormente el subproblema seleccionado al resolver el problema de
asignacion asociado con este subproblema. Sea Z'el valor 6ptimo del problema de
asignacion. Si la asignaciéon éptima corresponde a la asignaciéon de un tour entonces
ésta constituye una solucién candidata. En este caso, se actualiza el valor de la cota

superior , Z,, =Z'. Regresar al paso 2. Si la asignacion 6ptima no es factible para el

problema original entonces ir al paso 1.
Se ramifica el subproblema sobre alguna variable libre x,, generando de esta manera

dos subproblemas, uno con x =0y otro con x.,=1y x,=0. La variable de

ramificacién es la que se considera como la evaluacién sea la mas alta. Regresar al
paso2.

Ejemplo 2.2

Considérese el siguiente problema del agente viajero con la siguiente matriz de costos:

ilj 1 2 3 4 5
1T M 1 2 2 3
2 1 M 2 3 M
3 2 2 M 2 2
4 2 3 2 MM
5 3 M 2 M M
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lteracién 1

Se inicializa la cota superior Z,, en «. Se resuelve el problema relajado de asignacion

correspondiente al problema original. La matriz de costos reducida e gue se obtiene es la
siguiente:

- ON O = -
T o= oM

S o X 2N wW
T T oo o s
ST REoX-~ao

g b W N =

v d

La asignacion optima es 1-2-4-1,3-5-3 donde Z =10. Dado que esta solucién tiene
subtuours se debe seleccionar una variable para ramificar el problema. Para ello se calcula la

evaluacion de aquellas x, tales que ¢, =0.

variable x, evaluacion F,
Xi2s X4 Xaps Xogs X3g 5 Xy X3 0
X352 X3 I

Donde P y P, = Max{Rf} . Debido a que hay un empate se elige arbitrariamente alguna de

estas dos variables, por ejemplo x;;. Al fijar x,; en uno y en cero se generan los siguientes
subproblemas:

subproblema 1 = subproblema 1+ (x;, = 0)

subproblema 3 = subproblema 1+ (x5 =1 y x5, =0)

Estos subproblemas se incluyen en la lista de subprobemas no insondeables.

Iteracion 2

La lista de nodos no insondeables esta formada por los subproblemas 2 y 3. En este ejemplo
se usara la regla de la cota mas reciente para seleccionar un subproblema. Los dos

subproblemas de la lista se generaron al mismo tiempo, entonces se elige uno
arbitrariamente, por ejemplo el subroblema 2. La matiriz de costos de este subproblema es:
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5
1
M
M
M

M

IS XRXXow

La asignacién 6ptima es 1-5-3-4-2-1 donde Z’ =11. Esta asignacion es la asignacién de un
“tour”, por lo tanto ésta constituye una solucién candidata.

La cota superior para el valor éptimo del problema originales Z,, =11.
Iteracién 3:

El tnico nodo no insondeable de la lista corresponde al subproblema 3. La matriz de costos
de este subproblema es la siguiente:

o X o N

1
M
0
0
1

O = N W
T Ro o e

N BN~

M

Obsérvese que se ha eliminado el tercer renglén y la quinta columna debido a que la variable
x,; esta fija en uno. La matriz de costos reducida para este subproblema es:

1 2 3 4
1 M 0 2 0
2 0 M 1 0
4 0 0 0 M
4 0 M 0 M
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La asignacién optima es 1-2-4-3-5-1 donde Z® =11. Esta asignacién corresponde a la
asignacién de un “tour” y de hecho coincide con la solucién del subproblema 2, debido a que
se trata de un subproblema simétrico. Por lo tanto ésta es la solucion éptima para el

problema original y el valor 6ptimo es Z =11. El arbol de ramificacién y acotamiento
generado es el siguiente:

Subproblema 1

1-2-4-1,3-5-3
Z'=10
X =0 x=1y x;=0
Subproblema 1 Subproblema 1
1-2-4-1,3-5-3 1-2-4-1,3-5-3
Z'=10 Z'=10
Solucién candidata
Zyp=11 No prometedor
Figura 2.5

2.3.4 Método de R-A basado en el arbol de expansiéon minimo

En ciertos casos del problema del agente viajero, se necesita obtener una trayectoria
hamiltoniana con costo minimo. En otras palabras, una trayectoria que pase todos los nodos
sin cerrarse. Para la solucién de este problema se puede aprovechar la propiedad del arbol
de expansion minimo, en donde el costo total del arbol de expansién minimo es una cota
inferior del problema del agente viajero. Se observa que en el arbol de expansién minimo
puede haber mas de dos arcos incidentes en un nodo, lo que pretende este algoritmo es
eliminar estos nodos.

Propésito: Dada la matriz de costos simétricos, se encuentra la trayectoria hamiltoniana
entre cualquier par de nodos. El nodo inicial y el final no son especificados. El algoritmo
aprovecha la conectividad de un arbol y trata de transformarlo a una trayectoria hamiltoniana
mediante la toma de decisiones sobre los arcos conectados al nodo que tiene grado mayor
que dos.

Descripcion: La aplicacion del método de R-A en este caso consiste en efectuar la opracion
de acotamiento por medio de la solucién del arbol de expansién minimo de la matriz de
costos actual. La operacion de ramificacion es: suponer cada uno de los arcos excesos en
un nodo tienen el costo infinito, de esta manera generar varias alternativas.

Ejemplo 2.3: Considere la matriz de costos siguiente y resuelva usando el método anterior.
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[Deral [Vi [Va [Va [V [Vs [Ve
!v, CRENE DL ENE S
Vz l4 |°0 ‘12“8--’7—2 ....... -
Vs (1012 = [4 [18]16
EV“ ‘18‘8 [4 [m {_14 ....... {_ém“
Ve [5 [z [®[%[= [16
Ve [10[6 [6[6 [16
Tabla2.13 '

El arbol de expansién minimo genera la solucién ct=22, observemos d(2)=3>2.

Figura 2.8 a) arbol de expansiéon minimo bajo la b) arbol de ramificacién
matriz de costo actual

Las tres alternativas se muestran como sigue:

Costo actual: 23 (solucién éptima) Costo actual: 24 Costo actual: 25
2.4 Método de Busqueda Exhaustiva Ingenua
El algoritmo de Busqueda Exhaustiva Ingenua consta de un conjunto N de puntos llamados

nodos, éstos son: [Castafieda, 2000]
N ={,2,..,n}

Donde n es el numero total de nodos en el grafo (nimero de vértices o numero de
ciudades), y cuyo objetivo sera generar todas las posibles soluciones y tomar las mas cortas.
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S es un conjunto ordenado de nodos el cual incluye un camino parcial (que contiene una
lista ordenada de k enteros) y la suma de los pesos de sus arcos.

S = (k, [1, i2, ..., ik], peso)

Donde Wi, j]es la matriz de adyacencia o de costos que representa un problema PAV, un
ejemplo de una matriz de adyacencia para cuatro ciudades se muestra a continuacioén:

| Defal [V [V, [V, [V,
Vi [0 [3 [5 [12
|V2 ,3 5 '6"‘4'
(Vs[5 [7 [0 [2
(Ve [8 [1 [4 [0
Tabla 2.13 Ejemplo de PAV de cuatro ciudades

Se genera un circuito y se compara el peso de ese circuito con el peso del circuito inicial que
recibe el nombre de Best_S_soFar. Si el circuito recién calculado resulta ser mejor, entonces
este es nuestro nuevo conjunto Best_S_soFar, de lo contrario se tiene el anterior. El
proceso se detiene cuando ya ningun circuito mejora en peso al del conjunto Best_S_so_Far.

Los procedimientos que realizan la tarea de busqueda exhaustiva son dos. El primero de
ellos descrito en la Figura 2.9(a) que se llama Busqueda_Exhaustiva, este es el encargado
entre otras cosas de calcular el peso inicial y de llamar a Busqueda_Exhaustiva_Rec. En la
Figura 2.9(b) Busqueda_Exhaustiva_Rec recursivamente va generando el arbol de
busquedas hasta encontrar el costo minimo.

Este algoritmo busca todos los (n - 1)!posibles caminos iniciando en 1, guardando el mejor.
Hay mucho de paralelismo, porque después de Kk recursivos Ilamados a
Busqueda_Exhaustiva_Rec, hay (n-1)*(n-2)*...*(n-k)subarboles independientes para
buscar, el cual puede ser realizado en muchos procesadores. Ya que los subarboles son
igualmente largos, se dice que el balance de carga es perfecto. El hecho de que se realice
una busqueda de todos los (n-1)!distintos caminos en el peor de los casos implica que tiene

un O(n!).

{01} Procedure Busqueda_Exhaustiva_Ingenua

{02} peso =w(1, 2) +w(2, 3) +W(3,4) + ..... +w(n-1, n) + w(n, 1);
{03} Best_S_so_far=(n,[1,2,3, ... ,n-1,n], peso );

{04} S=(1,[1],0);

{05} Busqueda_Exhaustiva_Rec ( S, Best_S_so_far);

{06} Imprime_Resultados ( Best_S_so_far);

{07} end de Busqueda_Exhaustiva_lngenua;

Figura 2.9 (a) Algoritmo que llama a Busqueda_Exhaustiva_Rec
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{08} Procedure Busqueda_Exhaustiva_Rec ( S, Best_S_so_far)
{09} LetS=(Kk,[i1,i2,....., k], peso);

{10} Let Best_S_so_far=(n, [i1B, 2B, ....., inB ], pesoB ),

{11} Ifk=n

{12} then

{13} new_peso = peso + A(ik, i1);

{14} if new_peso < pesoB

{15} then

{16} Best_S_so_far=(k, [i1,i2, ..... , Ik ], new_peso );
{17} end if;

{18} else

{19} foralljnotin[i1,i2, ....., k],

{20} new_peso = peso + A(ik, J);
{21} New_S=(k+1,[i1,i2, ..... , IK, j ], new_peso );
{22} Busqueda_Exhaustiva_Rec ( New_S, Best_S_so_far);
{23} end for;
{24} end if;
{25} return
{26} end de Busqueda Exhaustiva Rec;
Figura 2.9 (b) Algoritmo recursivo de Busqueda Exhaustiva Ingenua

En todos los algoritmos se numeraran las lineas en orden ascendente para poder explicar en
caso necesario alguna de ellas haciendo referencia al nimero. Asi, en la Figura 2.9 :

{02} Calcular el valor inicial del peso peso , donde el peso depende del recorrido
inicial que puede ser uno escogido arbitrariamente, asi que en este método se escogié
{1,2,3,4, ....n}, el célculo del peso matematicamente se representa como:

m=n-1

peso=A(n,1)+ Y A(i,i+1)
i=1

se agrega el valor A(n,1)para que pueda cerrarse el circuito y su peso respectivo sea
agregado.
{03} Inicializar el circuito como :

nodo(i) = i coni = 1,2,3,... n
donde n es el numero total de nodos, vértices o de ciudades. El nodo (i) se deja en el
registro Best_S_so_Far.
{04} El registro S contendra el circuito que se va formando en la recursividad, debe ser
inicializadoen (1, [ 1], 0 ) que significa que es el primer nodo, el conjunto que contiene
la ruta que se va formando contiene al nodo No. 1 cuyo peso es 0.

{05} Llamar al procedimiento de Busqueda_Exhaustiva_Rec para la busqueda del costo
minimo y la ruta respectiva.

{09} y {10} Recibir la informacién que llega a las variables del procedimiento

{11} Si £ = n significa que ya se terminé de generar un circuito parcial, es decir deja de
ser circuito parcial para ser circuito total y debe,
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{12} terminar de calcular el peso New_peso, al que se le sumara el peso que se
encuentra en la posicion A(S,nodo(k),1). Donde k es el ultimo nodo del circuito. La
columna debe ser la 1 para cerrar el circuito al nodo 1, porque éste fue el inicial.

{14} a {17} Guardar en el registro New S <« S siempre y cuando el peso New_peso
recién calculado sea menor que el peso peso B anexando los datos recién calculados.

{19} a {24} Se crean los circuitos con sus respectivos pesos y repetir la operacién en 44
forma recursiva.

2.4.1 Método Ramificacion y Acotamiento Ingenuo

El método Ramificacién y Acotamiento Ingenuo es también llamado Naive Branch and
Bound. Este se obtiene al hacerle una mejora al método de Busqueda Exhaustiva Ingenua,
ésta consiste en hacer una poda al arbol de busqueda. ;Pero cémo? Se observa cada una
de las rutas parciales y si alguna de ellas ya es mayor que la de la mejor solucién encontrada
con anterioridad no hay razén para seguir buscando por ese camino. Por lo tanto se evita
seguir en él y esto es lo que se llama poda del arbol de busqueda. Esto se ve reflejado en el
procedure de Ramificacion_Acotamiento_Ingenuo_Rec que se muestra en la Figura 2.10

Como se puede ver el algoritmo es similar al de Busqueda Exhaustiva Ingenua, por lo que
solo se hara hincapié en las lineas que marcan la diferencia, que son:

{14} a {18} Se compara si el peso recién calculado new_peso es menor que el peso B
anterior. Si es menor guarda como Best_S_so_Far al calculado, pero si resulta ser mayor
el peso nuevo New_peso entonces ya no llama a la recursividad. jHe aqui el ahorro!,
dado que ya no termina los circuitos parciales que estan en estas circunstancias
reduciendo las busquedas de los (n-1)! posibles caminos del método anterior. Pero

cabe aclarar que también en el peor de los casos hace la busqueda de los
(n-1)! caminos, siendo por ello de O(n!) .[ Castafieda, 2000]
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{01}Procedure Ramificacion_Acotamiento_ingenuo_Rec (S, Best_S_so_far)
{02} LetS=(k,[i1,i2, ..... , ik ], peso)

{03} Let Best_S_so_far=(n, [i1B, 2B, ..... , iInB ], pesoB))
{04} Ifk=n

{05} then

{06} new_peso = peso + A(ik, i1)

{07} if new_peso < pesoB

{08} then

{09} Best_S_so_far=(k, [i1, 12, ..... , Ik ], new_peso )
{10} end if

{11} else

{12}foralljnotin[i1,i2, ..... ik ]

{13} new_peso = peso + A(ik, j)

{14} if new_peso < pesoB

{15} then

{16} New_S =(k+1,[i1,i2, ..... , ik, j ], new_peso )

{17} Naive_Branch_and_Bound_Search ( New_S, Best_S_so_far)
{18} end if

{19} end for

{20} end if

{21} return

{22} end de Ramificacion_Acotamiento_lngenuo_Rec

Figura 2.10 Algoritmo recursivo de Busqueda Exhaustiva Ingenua
2.4.2 Método Una Mejor Ramificacién y Acotamiento

El método Una Mejor Ramificaciéon y Acotamiento también recibe el nombre de A Better
Branch and Bound. Para que sea aplicable, el costo debe estar bien definido, es decir, la
matriz de adyacencia debe representar un grafo completo.

Este método esta basado, como los anteriores, en un arbol de busquedas, donde en cada
etapa todas las posibles soluciones del problema son particionadas en dos subconjuntos,
cada una representada por nodos en un arbol de decisiones. Al particionar en dos
subconjuntos en cada etapa, el subconjunto de la izquierda contendra una arista especifica
(i, ) y el subconjunto de la derecha no tendra esa arista (i, j) . Esta ramificacion se realiza

de acuerdo con la siguiente heuristica, la cual reduce la cantidad de busquedas que
conducen a la solucién optima. Después de ramificar se calculan las cotas para cada uno de
los dos subconjuntos. En el préximo espacio de soluciones que se busque se debe escoger
uno de ellos, que es el minimo de las dos cotas a ser comparadas.

Este proceso se repite recursivamente hasta encontrar el ciclo hamiltoniano. Entonces,
solamente dentro de los subconjuntos de soluciones se buscara la cota que sea mas baja
que el valor de la cota inicial o de arranque.

2.4.3 Heuristica de Reduccidon para el método Una Mejor Ramificacion y Acotamiento

Un ciclo hamiltoniano de longitud n contiene exactamente un elemento de cada fila de la
matriz de costo o adyacencia W y exactamente un elemento de cada columna de W . Siala
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matriz W (i, j) se le resta una constante g de cualquier fila o de cualquier columna, el costo
de todos los ciclos Hamiltonianos (circuitos) son reducidos por g. Mas aun los costos
relativos de los diferentes ciclos restantes también son reducidos por ¢, lo mismo que el
circuito 6ptimo. Si tal substraccién es hecha de las filas y las columnas, de tal manera que
cada fila y cada columna contenga al menos un cero, pero ademas que no guarde elementos
negativos, entonces la cantidad restada sera la cota mas baja en el costo de cualquier

solucion. Este proceso de restar constantes de las filas y las columnas es llamada reduccién,
ver la Tabla 2.14.

ORI RN
LV ‘ o [ 3 | 93 | B[ 33 | 5
v e[ e [T [ e 21 18
£ 7 o[ [ 16| 2
Yy %[0 80 w[ [ 7
5 [ - ‘ e W |
AR

Tabla 2.14 Matriz de Adyacencia de 6 ciudades para el PAV

Donde las ¥, son los vértices, nodos o ciudades del PAV y la matriz W (i, j) debe contener
infinitos (o) para excluir estos nodos que se encuentran sobre la diagonal. Esto se debe a

que la matriz W representa un grafo completo. Para reducir la matriz de adyacencia o de
costos se localizan los menores de cada fila y se restan a la matriz de costos. Se localizan
los menores de cada columna y se restan a la matriz de costos, dejando la matriz reducida.
Por otro lado se suman todos los menores de cada fila a todos los menores de cada columna
para obtener la cota actual mas baja, que es la cota mas baja de todas las soluciones del
problema. Para este ejemplo se restarian 3, 4, 16, 7, 25 y 3 de las filas y 15 y 8 de las
columnas tres y cuatro, respectivamente, y la cota actual mas baja es de 81. Ver las tablas
2.15 que muestra cada paso descrito anteriormente.

| ilJ | v v, ‘ 4 : v, V, y, | menomes
[v. [ = 38| 8 [ 18] 3| 9 3
| 4 o [ 77 [ 42 21 6 4
[y, | 48 7] = [ 36 16 28 16
| e [ s -
TR i W W w2 -
l_ﬁ_:—'s'_' 88 ] 18 4 @2 o 3

| 58

a) Matriz de adyacencia y menores de cada fila
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HENEANATAEAL
[V, [* [ 0o [ %0 [10 [30]6
v, [ 0 ‘ © 73 | 38 I 17 | 12
v, \ 29 | 1 {oo - 20 | 0 |12
V4’32 . 83 73 [ 49 |0
[ = ! _______________ 5 5 = 5 _ = :
|V(,|° _:85|15 =43%39'w§
b) Matriz de adyacencia después de restarle los menores de cada fila
ilj Vi v, v, | V, \ V. | W, [ Mmenores
| v, | 0 [ 9 [10[30 [6 | 3
v, 0 %0 73 | 38 E_ﬁ'" 12 |
v, | 29 1 [ 120 E 0 [12 16
| : [ 5 le ........... o ‘ ______ m— l"“é ............... T .
7z i 3 2 63 l| 8 %w 0 25
1 v, {0 !85‘15 ‘43‘89]"0' 3
[menoes | 0 | O | 15 [ 8 [0 [0 | 81

c) Matriz de adyacencia y menores de cada columna

S

AR

e e

. 58 017 12
. | o 12 0 12 |
f | 58 « ® 49 0
SOERLAE BERLLE
i S s Sl i G Rl

d) Matriz de adyacencia o de costos reducida después de restar men

ores de cada columna

Tablas 2.15 Pasos para calcular la primer Matriz Reducida

Ahora la pregunta seria: ;Cémo se divide el conjunto de todas las soluciones en dos clases?
Supdngase que se escogen los nodos (6,3)entonces se divide el espacio de soluciones en

dos, generando dos matrices. La matriz derecha sera el conjunto
soluciones que excluyen los nodos (6,3), y por lo tanto, sabiendo

que contendra todas las
que (6,3) son excluidos,

se debe cambiar la entrada de la matriz de costos en esa direccion a W, , «— .

74



Capitulo 2. Técnicas exactas para resolver el problema del agente viajero

Lo que implica que a la matriz de costos se le restara 48 de la tercera columna y nada de la
sexta fila, asi se obtiene la cota actual mas baja de 81 + 48 = 129 para todas las soluciones
que excluyen los nodos (6,3) . En este mismo paso de division de soluciones se obtiene otra
matriz, la matriz izquierda que contiene todas las soluciones que incluyen los nodos (6,3),
por lo que la sexta fila y la tercera columna debe ser borrada de la matriz de costos reducida,

porque hora ya nunca se podra ir desde el nodo 6 a ningun otro nodo o llegar al nodo 3
desde ningun otro nodo.

El resultado es una matriz de costos de dimensién (5x5) que es menor en uno que la anterior
de (6x6), mas aun, ya que todas las soluciones de este subconjunto usan los nodos (6, 3),
los nodos (3, 6) no seran usados nunca mas, por lo que se debe cambiar la entrada de la

matriz de costos en esa direccion a W, <—oopara prohibir estos nodos. El arbol de

busqueda binario en este momento es como se presenta en la Figura 2.11 con sus
respectivas matrices derecha e izquierda.

Todas las
soluciones

Soluciones
sin (6,3)

Soluciones
con (6,3)

Cota actual =81 Cota actual =129
il 4 v, v, V. v, ilj V v, ¥ KOk
) V = 0 75 2 30 6
I % 0 2 30 6 %
v 2 0 o 58 30 17 12
2 0 © 30 17 12 v
V 3 29 1 =5 12 0 12
3 29 1 12 0 12 %
V 4 32 83 58 x 49
4 32 83 w© 49 0 %
v s 8 2 48 0
5 3 21 o0 0 %
6 0 85 0 35 89
a) Matriz izquierda atriz derecha
) Matriz izquierd b) Matriz d h

Figura 2.11 Primera division del espacio de busqueda

Los nodos (6, 3) fueron usados para la solucion porque, de todos los nodos, éstos causaron
el mayor incremento en la cota actual mas baja del subarbol derecho (en el arbol de
busqueda de la figura 2.8. De manera que la solucién éptima se encontrara en las ramas
izquierdas mas que en las ramas derechas, las ramas izquierdas reducen la dimensién del
problema, sin embargo, las ramas derechas solo agregan otro («) y quizds otros pocos

ceros sin cambiar la dimensién de la matriz. Para seleccionar los mejores nodos, se escoge
el cero que cuando cambie a («) permita restarle a esta fila y esa columna la mayor

cantidad posible, esto se muestra en las Tablas 2.16

~J
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Asi, en la matriz de costos (5x5) que representa el problema del subarbol de la matriz
izquierda de la Figura 2.11, el mejor cero esta en (4, 6) y éste es cambiado a («). Esto

implica que a la matriz de costos se le resta 32 de la cuarta fila y nada de la sexta columna.
Este cero es el que tiene la mayor suma de los menores de entre todos los ceros que hay en
la matriz. Por lo tanto la siguiente division se hara con los nodos (4, 6). Esto incrementa la
cota actual mas baja de todas las soluciones que incluyen al nodo (6, 3) y que excluyen los
nodos (4, 6) a 81 + 32 = 113 .Esto decrementa la dimensién de la matriz en la rama izquierda
a una matriz de (4x4), ya que debe borrarse la fila 4 y la columna 6. Esta situaciéon se
presenta en las Tablas 2.17, donde se muestra el arbol generado hasta el momento con sus
respectivas matrices, derecha e izquierda.

EZARARANA A Ak
[ vV [eo [0 [ 7 [2[30[6 [ 2 |
IV2 EOE“"% 30'17{12-?12
v, 29 ; 1 ! w 12 | 0 [12 1
V4“§ 32 § 83 | 58 © i49]o 32
|V_s ________________ | ___________ s !_2_1__ __ i P IO T
| v, E 0 I[ 85 f 0 |35"[ 89 [» | 0
[menoes | O | 1 | 48 [2 [17 [0

a) Matriz de costos reducida

| Coordenadas | Cotamejornd = Coordendas | Cota

| mejornd
| 1.2 | 241=3 !
EX | 12+0=12 ; |
| 35 | 1+17=18 I
”r e
[ 5.4 | 0+2=2 56 | ov0
.f_ e A — - — —
| 6.1 | 0+0=0 63 | 0+48

f

b) Coordenadas del mejor y su respectiva cota

Tablas 2.16 Selecciona el primer mejor cero

Todas las
soluciones

Soluciones
con (6,3) y
sin(4,6)

Soluciones
con (6,3) y
con (4,6)

Cota actual =81 Cota actual =113
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il [ v vl v [ % (id | V| %% |% |5}

[V [= [0 [z [® 6
V |« |0 | 2 | 30 v, | O co1|30[17i12|
2 z 112%0;12'

a) Matriz izquierda b) Matriz derecha
Tablas 2.17 Segunda division del espacio de busqueda
Note que ya que los nodos (4, 6) y (6, 3) son incluidos en la solucion, los nodos (3, 4) no se

usaran nunca mas, esto se refuerza poniendo como entrada en W,, < .En general, si el
nodo que se agrega a la ruta parcial va desde i, a jl y la ruta parcial contiene caminos

Cuando se hace una nueva divisién se encuentran nuevamente los mejores nodos que 49
son (2,1), asi que a la matriz de costos derecha se le prohiben los nodos (2, 1) al hacer

W,, «— oy esto hace que se le reste 17 a la segunda fila y 3 a la primera columna como se

muestra en las Tablas 2.18
Solucién con (6,3) y (4,6)

’—I—;j 1‘ 2 V V v, Z Coordenadas | Cota major nd *
v !m o 2 30 12 _""ﬁ;j'_"%
’ v, [ 29 12 0 35 1+17=18 |
‘ v, ‘ 0 o | 54 a5 |

a) (r,c)=(2,1) cota mejorad=20

Solucién con (6,3) vy (4,6) y (2,1) Solucién con (6,3),(4,6) y sin (2,1)

ilj £ v, v, ilj V v, Vi W

V 0 2 30

VV; (: 122 300 ijz ° oo
V. i a B V.i 26 1 12

5 0 21 0 o

Tablas2.18 Seleccion del tercer mejor cero y division del espacio de busqueda

77



Capitulo 2. Técnicas exactas para resolver el problema del agente viajero

Después de dividir el espacio de busqueda en la matriz derecha e izquierda de la Tabla 2.18,
la matriz de costos izquierda es una matriz de (3x3). En la que se han incluido los nodos
(2,1) a la solucién izquierda por lo que los nodos (1, 2) se prohiben en la matriz derecha al
hacer W, , <

Se realiza nuevamente la reduccién de la matriz de (3x3) restando 1 de la columna dos y 2
de la fila uno ahora quedando una nueva matriz de costos reducida. La cota actual mas baja
también se actualiza, dado que en la solucién de este subconjunto es de 81 + 1+2 = 84,
como se muestra en las Tablas 2.19.

Solucién con (6,3) y (4,6) y (2,1) Solucion con (6,3),(4,6) y sin (2,1)
. V menores
il * NV ilj v, v, W
v 0 2 30 2 V 0 2 30
V3 1 12 0 0 VA 1 12 0
521 0 o . i1 o

a)Matriz de adyacencia y menores de cada fila b)Matriz después de restar los menores de fila

V.V menores Solucién con (6,3), (4,6) y (2,1)
ilj 2 T4 V5 o
inj v, ViV
V 0 2 30 2 v w 0 28
1 0
V3 1 2 0 V? 1 o0 0
ioo21 0 0 O
menores 1 0 0 3

c)Matriz de adyacencia y menores de cada columna d) Matriz después de restar menores de columna

Tablas 2.19 Pasos para calcular la tercer matriz reducida

Notese que después de (n—2) nodos seleccionados, la matriz de costos es una matriz de

dimensién (2x2), en este momento las dos ultimas parejas de nodos se forzan para formar un
camino. En el ejemplo se tienen los nodos (6, 3), (4, 6), (2, 1), y (1, 4) asi que solo queda
agregar los nodos (3,5) y (5,2) para completar la ruta del PAV.

Se obtiene una ruta al ir guardando las filas que se van quitando, es decir cuando se
encontraron los nodos (6,3) se guardo en la direccion de la fila 6 la direccién 3, cuando se
encontraron los nodos (4,6) se guardo en la direccion de la fila 4 direccion 6 y asi
sucesivamente, como se muestra en la Tabla 2.20.

78



Capitulo 2. Técnicas exactas para resolver el problema del agente viajero

filas 1 2 13 4 S ] filas ] 6§

quitarfilas 3 |quitarfilas 1 6 3
a) £l nodo 6 va al nodo 3 b) El nodo 4 va al nodo 6

filas 1 2 3 4 5 6 filas 1 2 3 4 5 8

quitarfilas 1 5] 3 |quitarfilas| 4 1 B 3
c) El nodo 2 va al nodo 1 d) El nodo 1 va al nodo 4

filas 1 = 3 4 5 6 filas 1 2 3 4 5 g

quitarfilas| 4 1 5 6 3 | quitarfilas| 4 1 51 6] :2 %

I

e} E! ncdo 3 va al nodo 5

f) E! nodo S va al nodo 2

Tabla 2.20 Ruta encontrada a partir de los mejores nodos seleccionados

Todas

Cota actual mas baja=81

Soluciones
con (6,3)

Cota actual mas baja=81

on

Soluci
con (4,6)

Cota actual mas baja=81

Solucion

Cota actual mas baja=84

con (1.4)

Cota actual mas baja=84

soluciones

con (2,1)

Soluciones

las

es

es

1A TESIS N(

gl + Iy \

VE LA BIBL1O
Soluciones

sin (6,3)

Cota actual mas baja=129

Soluciones
sin (4,6)

Cota actual mas baja=113

Soluciones
sin (2,1)

Cota actual mas baja=101

Soluciones
con (1,4)

Cota actual mas baja=112

Soluciéon 1,4,6,3,5,2.1

Costo =104

Figura 2.12 Arbol binario de A Better Branch and Bound

Con la historia de las filas que se quitaron se encuentra la ruta final, siguiendo las
direcciones. La ruta final para este ejemplo es 1, 4, 6, 3, 5, 2, 1, cuyo costo es de 104, los
nodos en el arbol de busqueda se muestran en la figura 2.9 [Castaneda, 2000]. Al analizar el
costo y las cotas actuales mas bajas del arbol binario de la figura 2.9 puede notarse que hay
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un subarbol con la cota actual mas baja = 101 que es menor que el costo de la ruta que se
obtuvo por lo que ese subarbol debe ser examinado y expandido porque existe la posibilidad
de que haya otra ruta con un costo menor que el de la ruta anterior.

La cota actual mas baja = 101 incluye los nodos (6, 3) y (4,6) pero excluye los nodos (2, 1),
la matriz de costos asociada a estos nodos es la que se presenta en la Tabla 2.21.

V
VZ
i 2% 1 = 0
V5

0 21 0 w0
b) Matriz derecha

Tabla 2.21 Matriz de costos del subarbol con cota actual mas baja = 101

Esta matriz de costos (4x4) debe ser dividida al encontrar el mejor cero en (5, 1), esto
excluye los nodos (5, 1) y suma 26 a la cota actual mas baja dando 101+ 26 = 127
generando el subarbol que se muestra en la Figura 2.13.

Cota actual mas baja=101

Soluciones Soluciones

con (6,1) sin (6.1)
Cota actual mas baja=103 Cota actual mas baja=127
ilj K. ¥ ¥ ilj V K, ¥ 1'/’5

V 0 2 30 V 0 2 30

V:_' o0 13 0 VI oo} 0 13 0

Vi 1 % 0 i 26 1 = 0
Vs

a) Matriz izquierda

0 21 0 0

b) Matriz derecha

Soluciones Soluciones
con (1,4) sin (1,4)
Cota actual mas baja=104  Cota actual mas baja=114

Solucion 1,4,6,3,2,6,1
costo=104

Figura 2.13 Divisién del espacio de busqueda del subarbol con cota actual mas baja = 101
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- De esta manera se obtienen dos soluciones 6ptimas o dos rutas diferentes (1, 4, 6, 3, 5, 2, 1)
y (1, 4,86, 3, 2,5, 1) cada una con un costo de 104, que es el costo menor de todas las rutas.
Como puede verse en este ejemplo para la soluciéon del PAV no necesariamente se obtiene
una ruta como solucién 6ptima, puede haber mas de una solucién 6ptima con un solo costo
minimo y rutas diferentes. También cabe aclarar que no siempre la solucion se encuentra en
la primera solucién como ocurrioé en este ejemplo, en este caso particular se examinaron 13
nodos, lo cual es un gran ahorro de busqueda.

Se mencioné anteriormente que la matriz después de reducir su dimensién una y otra vez
llegaba a una matriz de (2x2). Entonces se forzaban los ultimos pares de nodos para cerrar
la ruta correspondiente, dado que ninguna otra divisién del espacio de busqueda podia
realizarse. Asi que, cuando esto ocurre, simplemente se agregan los ultimos nodos sin que
se puedan seleccionar y se forma el ciclo Hamiltoniano. Esto se debe a que la matriz de
(2x2) sélo puede tener dos formas como se ve en la Tabla 2.22.

W o W X
oo D] u 0 o
v 0 o0 v 0
a) b)
Tabla 2.22

En esta matriz de costos (2x2) los nodos u,v,w, y x generan dos casos, en cualquiera de

los estos solamente se requiere una entrada para cerrar el ciclo Hamiltoniano. Véase la fila y
columna (1,1) para determinar cuales nodos seran incluidos. Asi, si W (1,1) =« agregar los

nodos (u,x)y (v,w)que son los nodos que tienen cero, en caso contrario agregar los nodos
(u,w) y (v,x) para cerrar la ruta que forma el ciclo Hamiltoniano .

2.9.2 Algoritmo del método Una Mejor Ramificacion y Acotamiento

Este algoritmo puede dividirse en varios subalgoritmos que resuelvan tres preguntas
importantes porque son ellas las que determinan la heuristica a seguir:

a) ;,Coémo acotar los pesos de la solucion de cada subarbol?

b) ¢ Como se representa el conjunto de soluciones?

c) ¢, Como se divide y como se escogen los mejores nodos en el espacio de busqueda?

Estas preguntas se iran contestando conforme se describan las etapas a seguir. Primero se
acotan las soluciones, es decir, se reduce de la matriz W restando una constante de manera
que los valores remanentes no sean negativos. Esto cambiara los pesos de cada viaje, pero

no el conjunto de viajes legales y sus pesos relativos. Se describe en la Figura 2.14 la
funcién Reduce que contesta el inciso a.
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{01} Function Reduce (W)

{02}begin

{03} sumamenores = 0;

{04} for i « 1 to ntamanio do

{05} begin

{06} filred(i) = menor de los elementos de la fila i

{07} if (filred(i) > 0)

{08} begin

{09} resta filred(i) de cada elemento de la matriz Aen lafilai
{10} sumamenores = sumamenores + filred(i);

{11} end del if

{12} end del for

{13} for j — 1 to ntamanio do

{14} begin

{15} colred(i) = menor de los elementos de la columna |
{16} if (colred(i) > 0)

{17} begin

{18} resta colred(j) de cada elemento de la matriz W en la columna j
{19} sumamenores = sumamenores + colred(j);

{20} end del if

{21} end del for

{22} return sumamenores;

{23}end de la function Reduce

Figura 2.14 Algoritmo Reduce
Se describiran las lineas mas importantes

-{01} En sumamenores se guardara el valor de la reduccién

-{04} ntamanio es el tamaro de la matriz de adyacencia W

-{04} a -{12} Se localiza el menor de cada fila i guardandolo en filred (i), y se resta este
menor de cada elemento de la matriz A en la fila i, tantas veces como filas existan.
Acumulando en sumamenores todos los menores de todas las filas.

-{13} a — {21}Se realiza la misma operacion con las columnas guardando los menores de
cada columna en colred (i), acumulando en sumamenores todos los menores de todas las
columnas.

La matriz de adyacencia o de costos es usada para representar el conjunto de soluciones, lo
que responde el inciso b. Para ramificar o dividir el espacio de soluciones se debe determinar
el mejor cero, es decir, en que posicién (r,c) se encuentra el cero que es capaz de reducir la

matriz W cuando se coloca un = de manera que maximice la cantidad a ser restada desde
la fila y la columna. La posicion del mejor cero determina cuales son los mejores nodos . Esto

responde la mitad del inciso ¢ y se lleva a cabo con el siguiente procedimiento de la Figura
2.15.
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{01} Procedure selecciona_los_mejores_nodos ( ntamanio, r, ¢, a, cotamejornd)
{02} begin

{03} cotamejornd = -=;

{04} for i «— 1 to ntamanio do // fila

{05} for j « 1 to ntamanio do // columna

{06} ifA(i,j)=0

{07} begin

{08} buscar menor_en_fil;

{09} buscar menor_en_col;

{10} total = menor_en_fil + menor_en_col;

{11} if total > cotamejornd

{12} begin

{13} cotamejornd = menor_en_fil + menor_en_col;
{14} r i,

{15} c —;

{16} end del if

{17} end del if

{18} A(i,}) - menor_en_fil;

{19} A(i,j) - menor_en_col,

{20} end del Procedure selecciona_ mejor_cero

Figura 2.15 Algoritmo Selecciona los mejores nodos
Se hara una breve descripcion de las lineas mas importantes [Castafieda, 2000]:

- {04} a {09} Para cada fila y para cada columna se localiza el mejor cero. Se localiza un cero
en A(i,j)en lafila i, en menor_en_fil se guarda el menor de la fila exceptuando A(i, j)que

tiene 0. Es decir, se localiza el menor de cada fila diferente de cero. Si hay dos o mas ceros
el menor es cero. En la columna j donde se localizé el cero, en menor_en_col se guarda el

menor de la columna, exceptuando A(i, j)que tiene 0. Es decir, se localiza el menor de cada
columna diferente de cero.

Si hay dos 0 mas ceros el menor es cero.

- {10} a {17} Si total que es la suma de menor_en_fil y menor_en_col resulta ser mayor que
la cotamejornd, se toma esta suma como la nueva cotamejornd. Guardando ademas enr el
indice de la fila que sera uno de los mejores nodos y en ¢ al indice de la columna que sera el
otro mejor nodo

- {18} Resta a la matriz de costos reducida A(i, /) menor_en_fil de cada elemento de la filar,
excepto a ceros e infinitos.

- {19} Resta a la matriz de costos reducida A(i, j)menor_en_col de cada elemento de la
columna c, excepto a ceros e infinitos.

Tanto la funcién Reduce como el procedimiento selecciona_ mejor_cero son llamados en el
procedimiento recursivo llamado ABetterBranchBoundRec, que contesta la otra mitad del
inciso c, éste se describe en la Figura 2.16.
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{01} Procedure ABetterBranchBoundRec (numnds, W, new_reg)
{02} begin

{03} cotaactual = cotaactual + reduce (A);

{04} if cotaactual < cotainf

{05} if numnds = n_vertices - 2

{06} begin

{07} Los dos ultimos nodos son forzados;

{08} Se guarda la nueva solucion;

{09} cotainf « cotaactual,

{09} end

{10} else

{11} begin

{12} selecciona_mejor_cero(ntamanio, r, ¢, a, cotamejornd);
{14} Se prevén y prohiben subciclos

{15} NewA «— A- columna c -filar;

{16} BetterBranchBoundRec(numnds+1, New_A, new_reg);
{17} restaura A agregando columna c yfilar;

{18} if cotamasbaja < cotainf

{19} begin

{20} A(r,c) < INFINITO;

{21} BetterBranchBoundRec(numnds,a,new_reg );

{22} a(r,c) < 0O;

{23} end del if cotamasbaja < cotainf;

{24} end del if

{25} end del if numnds = n_vertices - 2

{26} restaura_matriz_izq de la reduccion;

{27} end del Procedure BetterBranchBoundRec

Figura 2.16 Algoritmo ABetterBranchBoundRec
Se hara una breve descripcion de las lineas mas importantes:
- {15} En NewA se almacena la matriz A después de borrar la filar y la columna c.

- 16} Se genera el subarbol izquierdo al hacer el llamado recursivo al procedimiento
BetterBranchBoundRec; con el numero de nodos mas uno, y la matriz New_A.

- {21} Aqui la segunda recursividad manda a la matriz derecha "a" con el mismo nimero

de nodos.

-{22} Restaura en la matriz "a" los nodos excluidos que fueron en su oportunidad la direccion
del mejor cero, haciendo a la matriz en la fila r y la columna c igual a cero.

El método Una Mejor Ramificacion y Acotamiento es, en el peor de los casos, basicamente el
método de Blsqueda Exhaustiva, asi que en ese caso se examinaria todo el arbol para
analizar todas las posibles soluciones. Para un problema PAV Asimétrico de n ciudades hay
(n—1)!ciclos Hamiltonianos diferentes; y en el peor de los casos el algoritmo de Una Mejor

Ramificacién y Acotamiento es de O(n!). En un caso tipico, sin embargo, la situacién no es
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tan mala. Por ejemplo, para el caso particular de 6 ciudades estudiado anteriormente se
examinaron solo 13 nodos de los 120 ciclos distintos para este problema de 6 ciudades
[(n-11) = (6-1)! = 120]. Por lo que fueron 13 reducciones, 13 divisiones del espacio de

busqueda, etc.que es mucho menor que 120 = 5! [Castafieda, 2000]. De hecho el tiempo de
ejecucion es extremadamente dependiente de las instancias del problema PAV [Castafieda,
2000]. Se sugiere ver el Capitulo 1, donde se puede apreciar como crece rapidamente el
tiempo de ejecucién con el tamafio de la matriz de adyacencia (niUmero de ciudades).

2.5 Programacion Dinamica

La programacién dinamica, desarrollada por Richard E. Bellman en la década de los 50, esta
considerada como una potente herramienta de optimizacién de caracter muy general.
Constituye una disciplina muy importante de las matematicas aplicadas y la investigacién de
operaciones, y su metodo estandar se aplica en areas tan dispares como ingenieria,
inteligencia artificial, economia, gestion, etc.

El precio que hay que pagar por tanta flexibilidad es el alto costo computacional del método:
el tiempo de calculo y los recursos de memoria empleados son muy grandes y crecen
exponencialmente con el tamano del problema. Aunque para algunas aplicaciones la
programacion dinamica se puede aplicar analiticamente, en general la solucién se debe de
encontrar numeéricamente, teniendo presente el problema anteriormente comentado. El
tiempo computacional que se consigue con los procesadores convencionales sigue siendo
demasiado alto para la mayoria de los casos de interés practico.

Sin embargo, en los ultimos afios el abaratamiento de los costos en las computadoras vy el
avance por todos conocido en la tecnologia ha permitido considerar la posibilidad de realizar
procesamiento paralelo de una forma sencilla y general. Por tanto, una computadora con
procesamiento paralelo puede reducir en gran medida el tiempo computacional, cuando se
resuelven problemas de programacién dinamica de gran escala. Esto es debido a que hay un
gran numero de operaciones que se realizan en paralelo durante la evaluacién de la férmula
recursiva de la programacion dinamica.

La teoria computacional de la programacién dinamica desde el punto de vista de la
computacion paralela fue examinada por Larson en 1973, aunque los algoritmos que
propuso unicamente son aplicables a arquitecturas paralelas muy poco flexibles y muy caras
de implementar. Desde comienzos de la década de los 90 ha existido una tendencia
creciente a alejarse de las supercomputadoras especializadas paralelos (supercomputadores
vectoriales y procesadores masivamente paralelos, MPPs), debido a sus elevados costos en
hardware, mantenimiento y programacion. Una alternativa de menor costo ampliamente
utilizada y consolidada son los clusters de estaciones de trabajo . Entre los motivos que han
hecho posible esta transicion cabe destacar el gran progreso en la disponibilidad de
componentes de un alto rendimiento para estaciones de trabajo y redes de interconexion.
Gracias a estos avances, se ha logrado que un cluster sea hoy dia un sistema muy atractivo
en cuanto a su relaciéon costo/rendimiento para el procesamiento en paralelo. Utilizan un
software estandar y portable, como UNIX (Linux) y algun entorno de programacioén paralelo,
como pueden ser PVM (Parallel Virtual Machine) o MPI (Message Passing Interface) para
implementar el paso de mensajes y la sincronizacion entre procesos. En este entorno, la
eficiencia de las aplicaciones paralelas es mayor cuando la carga computacional se
distribuye equitativamente entre las estaciones de trabajo que constituyen el cluster y se
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minimiza el nimero de comunicaciones. Por tanto, el sistema de interconexion que soporta el
intercambio de mensajes debe ser lo suficientemente rapido para evitar ser el cuello de
botella de la aplicacion paralela.

2.5.1 Control 6ptimo y programacion dinamica

El objetivo de la programacién dinamica es resolver una familia de problemas de
optimizaciéon con restricciones conocidas como problemas de decisién secuencial o
multietapa . La principal caracteristica de estos procedimientos es que cualquier decision
realizada en un instante de tiempo se ve afectada por las decisiones predecesoras y afecta a
sus sucesoras. La programacién dinamica se basa en el Principio de Optimo de Bellman
[Bellman,1957], tal como se ilustra en la Figura 2.17

Fig. 2.17 Principio de Optimo de Bellman: si I-ll-ll es la trayectoria 6ptima desde el estado x, hasta el
estado x,, de acuerdo con una funcion de costo dada, entonces Il es la trayectoria 6ptima para el

subproblema x,. —Xx,,.

El método para dar solucién a un problema consiste en ir resolviendo recursivamente
subproblemas cada vez mayores hasta que se soluciona el problema completamente.

2.5.2 Planteamiento de la solucion del PAV como un problema de programacion
dinamica.

A continuacién se plantea la soluciéon del problema del agente viajero mediante
programacion dinamica.

Sea N, = (2.3,.‘.,1‘ - 1,;’+1,...,N) y sea S un subconjunto de NJ. que contiene i miembros.

Se define el valor éptimo de la funcioén £ (j,S) como:

f(J,S)=La longitud de la trayectoria mas corta de la ciudad 1 a la ciudad j a
traves de un conjunto S de ciudades intermedias (la etapa i representa (1)
el numero de ciudades / en S)

La formulacién de las ecuaciones recursivas es la siguiente:
ﬁ(j,S):rPig{ﬁ_,(k,S —{k}+d,} i=12..,N-2, j#1 ScN (2)

ki)
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Condiciones de frontera:

f(J,-)=d,, 3)
La trayectoria mas corta va a estar dada por:
in, ez (7:N;) + dnf @

Podemos justificar intituivamente la relacion de recurrencia. Supongamos que gueremos
calcular £(/,S). Consideramos las trayectorias mas cortas de la ciudad 1 a la ciudad j via S

que tiene a la ciudad k como predecesora inmediata de la ciudad j. Ya que las ciudades en
S -{k}deben visitarse en un orden optimo, la longitud de esta trayectoria es
f_(k,S- {k}) +d,,. Mas aun, ya que somos libres de seleccionar la ciudad k 6ptimamente, es

claro que f.(/,S) esta definido correctamente.

Entonces, para calcular la longitud de la trayectoria mas corta, comenzamos por calcular
f,(J,S) (para todo par j, S) a partir de los valores de f,. Entonces calculamos f,(j,S) (para

todo par j , S) a partir de los valores de f. Continuamos de la misma manera hasta
fuv2(J,N,) para cada ciudad ;.

La longitud de la trayectoria mas corta esta dada por (4). Ya que alguna j debe ser la ultima
visitada antes de regresar a la ciudad 1. El recorrido de trayectoria mas corta se puede
obtener guardando en cada etapa y cada estado la ciudad k que minimiza la ecuacion
recursiva.

Esto lo ilustramos con el siguiente ejemplo.

A continuacion se da la matriz de distancias de la red que consiste de 5 ciudades:

1 2 3 4 5

1 0 3 1 5 4

2 1 0 5 4 3

3 5 4 0 2 1

4 3 1 3 0 3

5 5 2 4 1 0
Tabla2.23

Los calculos son los siguientes, la politica optima se da entre paréntesis:

Condiciones de frontera:
f(2-)=d,=3(1)
f(3,-) =d;=1(1)
f,(4,-) =d,,=5(1)
f,(5,-) =d,,=4(1)
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Etapa 3
5(2,{3,4,5}):min{fz(S,{4,5}) + dsz,f2(4,{3,5})+ d42,f2(5,{3,4}) +f,(4,{3})+d52}

=min{8+4,3 +16+2} =4(4)
£,(3,{2,4,5}) =min{6 + 5,7 + 3,9+ 4} = 10(4)
f,(4,{2,3,5})=min{4 + 4,10+ 2,8 + 1} = 8(2)
£,(5{23,4}) =min{4+3,10+19+3} =7(2)

Entonces se tiene que:
an{g(j,(2,3,4,5)—{j} +o‘j,} =min{4+110+5,8+3,7 +5} =5(2)

El circuito hamiltoniano de menor longitud es 5 con las ciudades:
1—»3 —»5—>» 4 — 5 2 —>» 1

Complejidad Computacional del algoritmo de programacién dinamica

En la etapa i f,(j,S)se debe evaluar para (N —1)(i"™*) para diferentes parejas j, S. Cada

evaluacion requiere j sumas e i —1 comparaciones. Entonces para todas las etapas tenemos
el siguiente numero de sumas y comparaciones requeridas:

Numero de sumas;

N=2 1\;_2 ‘ . N=2 (A,r__";)ql
- \"r— = __-\"-— _.'\.' —
¢ l);(f ] =i 2);(5—1)(!\:'—2—;)!

N=2 ;\f . | N-3 3 .
=(N—1>(N—2>Z[ : 1JJ=(:\-'—1)(N—2>Z(NJ J]ﬂN—w—z)z-"-‘
1=] - j=0

Numero de comparaciones:

N=2 N — 2 N=2 ‘,\f o 2
:(N’—l)Z(i—I)(I _ ]znumerr) de .s-umas—(N—l)Z(i—l){ , ]:
i=1 ! 1

1

i=

= (N =1)(N -2)2" (N =1)(2"2 - 1)
=(N=12"7[(N=2)=2]+(N =) = (N —1)(N - 4)2""

No se consideré el numero de sumas (N —1) y comparaciones (N —2) necesarias para

calcular la respuesta con el circuito optimo, pero no es necesario, pues es una cantidad
pequefia que no afecta el resultado final. Si consideramos un problema de 20 ciudades se
requiere aproximadamente 85 millones de operaciones.

En realidad el limite en el tamano del problema tiene que ver mas con la capacidad de
almacenamiento que con la cantidad de operaciones. En la etapa /, se requieren almacenar
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(N=1)C"? lugares para almacenar f. Para N par el nimero de lugares requeridos es

(N-2)
2

maximo cuando i = . En el caso de N =20 se necesitan aproximadamente 925 mil

lugares de almacenamiento para guardar f,.

Un procedimiento de doblamiento en el caso de distancias simétricas.
En esta seccién consideramos un procedimiento de doblamiento para el problema del agente

viajero que es valido cuando se tiene una matriz de distancias simétricas, es decir d, =d

para toda i j.

Suponemos que N es par (se requieren modificaciones menores para N impar). Supongamos

que f,, f,,- fiy_», S€ han calculado para (2) y (3). Considere un recorrido que empieza y
@)

termina en la ciudad 1. Una ciudad digamos j, sera visitada en algun punto medio del
recorrido, entonces la longitud de los recorridos mas cortos desde la ciudad 1 a la ciudad j a

(N-2)
2

través de un conjunto de ciudades intermedias esta dado por f,_, . Entonces la

longitud del recorrido mas corto esta dado por:

,r=r?3i,n,-\-‘ min {f(\?ll (j"S)+ ){;\;2) (j’ N! _S)}

SN,
Comparamos los requerimientos computacionales del procedimiento de doblamiento con los

procedimientos normales. Se requiere el siguiente nimero de sumas y comparaciones para
el procedimiento de doblamiento:

=1

N2 (N -2 1({N=2
numero de sumas=(N —1) Z A +(N—l); (N=2)/2
i 2\ (V-

d T R I | (e 1
numero e comparaciones = = I— + —- L= —
4 i=1 i 2L(N=-2)/2
N-=-2
Donde
(N=-2)/2
objetos en dos conjuntos de (N —2)/2 objetos cada uno. En el caso de N=20, se necesitan

un total de aproximadamente 43 millones de operaciones. De esta manera este
procedimiento es considerablemente mas eficiente, solamente se tiene que la cantidad de
almacenamiento requerida es la misma que el otro procedimiento.

)s’ 2 es el numero de particiones no ordenadas de un conjunto de N —2
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Capitulo 3. Técnicas Heuristicas para resolver el problema del agente viajero

En este capitulo, se describen las principales técnicas heuristicas de solucion de problemas
combinatorios entre los que figuran el problema del agente viajero. Comienzo por describir
los fundamentos de los algoritmos heuristicos y enseguida realizo una clasificacion de
algunos de las técnicas heuristicas y metaheuristicos que son los mas utilizados vy
reconocidos en la optimizacion combinatoria. Cabe mencionar que las técnicas heuristicas
estan exclusivamente disefiadas para un problema en especifico con caracteristicas muy
especiales mientras que las técnicas metaheuristicas son técnicas que ayudan a resolver
una clase de problemas y en este sentido estas técnicas también se tienen que adecuar al
problema que se quiere resolver.

3.1 Introduccién

Algunas clases de problemas de optimizacién son relativamente faciles de resolver. Este es
el caso, por ejemplo, de los problemas lineales, en los que tanto la funcién objetivo como las
restricciones son expresiones lineales. Estos problemas pueden ser resueltos con el
conocido método Simplex; sin embargo, muchos otros tipos de problemas de optimizacion
son muy dificiles de resolver. De hecho, la mayor parte de los que podemos encontrar en la
practica entran dentro de esta categoria.

La idea intuitiva de problema "dificil de resolver” queda reflejada en el término cientifico NP-
hard utilizado en el contexto de la complejidad algoritmica. En términos coloquiales podemos
decir que un problema de optimizacion dificil es aquel para el que no podemos garantizar el
encontrar la mejor solucién posible en un tiempo razonable. La existencia de una gran
cantidad y variedad de problemas dificiles, que aparecen en la practica y que necesitan ser
resueltos de forma eficiente, impulsé el desarrollo de procedimientos eficientes para
encontrar buenas soluciones, aunque no fueran optimas. Estos métodos, en los que la
rapidez del proceso es tan importante como la calidad de la solucién obtenida, se denominan
heuristicos o aproximados. En [Diaz, 1996] y otros se recogen hasta ocho definiciones
diferentes de algoritmo heuristico, entre las que se destaca la siguiente:

Un método heuristico es un procedimiento para resolver un problema de optimizacion bien definido
mediante una aproximacion intuitiva, en la que la estructura del problema se utiliza de forma
inteligente para obtener una buena solucion.

En contraposicion a los métodos exactos que proporcionan una solucidon optima del
problema, como la programacion dinamica y los algoritmos de Ramificacién y Acotamiento
(Branch and Bound) que para encontrar soluciones Optimas requieren tiempo
superpolinomial a pesar de que estos algoritmos son mas eficientes que la busqueda
exhaustiva pura, su tiempo de corrida es aun exponencial. Por esa razén es entonces natural
buscar otra alternativa de soluciéon, como son los algoritmos de aproximacion que trabajan en
tiempo polinomial. Los métodos heuristicos se limitan a proporcionar una buena solucién no
necesariamente optima. [Adenso, 1996]

En la actualidad, la investigacion se ha dirigido hacia el disefio de buenas heuristicas, es
decir, algoritmos eficientes con respecto al tiempo de cémputo y al espacio de memoria, y
con cierta verosimilitud de entregar una solucion "buena" esto es, relativamente cercana a la
optima mediante el examen de solo un pequefio subconjunto de soluciones del numero total.
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Los métodos descritos en este capitulo reciben el nombre de algoritmos, metaheuristicos o
sencillamente heuristicos. Este término deriva de la palabra griega heuriskein que significa
encontrar o descubrir y se usa en el ambito de la optimizaciéon para describir una clase de
algoritmos de resolucién de problemas.

Aunque en un primer momento no fueron bien vistos en los circulos académicos acusados
de escaso rigor matematico ,su interés practico como herramienta Util que da soluciones a
problemas reales, les fue abriendo po co a poco las puertas, sobre todo a partir de la mitad
de los anos sesenta con la proliferacion de resultados en el campo de la complejidad
computacional. [Adenso, 1996]

3.2 Fundamentos de los algoritmos heuristicos

En este sentido consideraremos los llamados problemas de Optimizaciéon Combinatoria. Ya
se veia en el capitulo 1, que en estos problemas el objetivo es encontrar el maximo (o el
minimo) de una determinada funcién sobre un conjunto finito de soluciones que denotaremos
por S. No se exige ninguna condicién o propiedad sobre la funcién objetivo o la definicion del
conjunto S. Es importante notar que dada la finitud de S, las variables han de ser discretas,
restringiendo su dominio a una serie finita de valores. Habitualmente, el numero de
elementos de S es muy elevado, haciendo impracticable la evaluacion de todas sus
soluciones para determinar el optimo.

En los ultimos afos ha habido un crecimiento espectacular en el desarrollo de
procedimientos heuristicos para resolver problemas de optimizacion.

Este hecho queda claramente reflejado en el gran nimero de articulos publicados en revistas
especializadas. En 1995 se edita el primer numero de la revista Journal of Heuristics
dedicada integramente a la difusion de los procedimientos heuristicos. [Marti, 2001]

Existen varias razones para utilizar métodos heuristicos, entre las que podemos destacar:
[Adenso, 1996]

e El problema es de una naturaleza tal que no se conoce ningun método exacto para su
resolucion. Ofrecer entonces una solucion que sdélo sea aceptablemente buena
resulta de interés frente a la alternativa de no tener ninguna solucién en absoluto.

e Aunque existe un método exacto para resolver el problema, su uso es
computacionalmente muy costoso.

e El meétodo heuristico es mas flexible que un método exacto, permitiendo, por ejemplo,
la incorporacion de condiciones de dificil modelizacion.

* El método heuristico se utiliza como parte de un procedimiento global que garantiza
el 6ptimo de un problema.

Existen dos posibilidades:

* El método heuristico proporciona una buena solucion inicial de partida.

e El método heuristico participa en un paso intermedio del procedimiento, como por
ejemplo las reglas de seleccion de la variable a entrar en la base en el método
Simplex.

Al abordar el estudio de los algoritmos heuristicos podemos comprobar que dependen en
gran medida del problema concreto para el que se han disefiado. En otros métodos de
resolucion de propodsito general, como pueden ser los algoritmos exactos de Ramificacion y
Acotacion, existe un procedimiento conciso y preestablecido, independiente en gran medida
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del problema abordado. En los métodos heuristicos esto no es asi. Las técnicas e ideas
aplicadas a la resolucién de un problema son especificas de éste y aunque, en general,
pueden ser trasladadas a otros problemas, han de particularizarse en cada caso.

En las siguientes secciones segunda y tercera se describen los métodos heuristicos que
podriamos denominar “clasicos”.

Existen muchos métodos heuristicos de naturaleza muy diferente, por lo que es complicado
dar una clasificacion completa. Ademas, muchos de ellos han sido disefiados para un
problema especifico sin posibilidad de generalizacion o aplicacion a otros problemas
similares.

3.2.1 Clasificacion de Algoritmos Heuristicos

El siguiente esquema trata de dar unas categorias amplias, no excluyentes, en donde ubicar
a los heuristicos mas conocidos: [Adenso, 1996]

3.2.1.1 Métodos de descomposicion: E| problema original se descompone en
subproblemas mas sencillos de resolver, teniendo en cuenta, aunque sea de manera
general, que ambos pertenecen al mismo problema. Algunos autores [Ball, Magazine, 1981]
diferencian entre métodos de descomposicion (los problemas se resuelven en cascada) y
métodos de particion (cuando los subproblemas son independientes entre si)

3.2.1.2 Métodos Inductivos: La idea de estos métodos es generalizar de versiones
pequefias 0 mas sencillas al caso completo. Propiedades o técnicas identificadas en estos
casos mas faciles de analizar pueden ser aplicadas al problema completo.

3.3.1.3 Métodos de Reduccion: Consiste en identificar propiedades que se cumplen
mayoritariamente por las buenas soluciones e introducirlas como restricciones del problema.
El objeto es restringir el espacio de soluciones simplificando el problema. El riesgo obvio es
dejar fuera las soluciones éptimas del problema original.

3.3.1.4 Métodos Constructivos: Consisten en construir literalmente paso a paso una
solucion del problema. Usualmente son métodos deterministas y suelen estar basados en la
mejor eleccion en cada iteracion. Estos métodos han sido los mas utilizados en el PAV.

3.3.1.5 Métodos de busqueda local: A diferencia de los métodos anteriores, los
procedimientos de busqueda o mejora local comienzan con una solucién del problema y la
mejoran progresivamente. El procedimiento realiza en cada paso un movimiento de una
solucién a otra con mejor valor. El método finaliza cuando, para una solucion, no existe
ninguna otra accesible que la mejore.

Si bien todos estos métodos han contribuido a ampliar nuestro conocimiento para la
resolucion de problemas reales, los métodos constructivos y los de busqueda local
constituyen la base de los procedimientos metaheuristicos.

Por ello, es que se estudian en éste capitulo los métodos constructivos y de busqueda local
de manera mas detallada.

Se podran encontrar alusiones a lo largo del texto a cualquiera de los métodos de
descomposicion, inductivos o de reduccioén, pero no se dedicara una seccién especifica a su
estudio.
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Alternativamente, se presentara especial atencion a los métodos resultantes de combinar la
construccién con la busqueda local y sus diferentes variantes puesto que puede
considerarse un punto de inicio en el desarrollo de método metaheuristicos.

En los ultimos afios han aparecido una serie de métodos bajo el nombre de Metaheuristicos
con el propodsito de obtener mejores resultados que los alcanzados por los heuristicos
tradicionales. El termino metaheuristico fue introducido por Fred Glover en 1986. En este
trabajo se utilizara la acepcion de heuristicos para referirnos a los métodos clasicos en
contraposicion a la de metaheuristicos que se reservan para los mas recientes y complejos.

En algunos textos podemos encontrar la expresion “heuristicos modernos” refiriéndose a los
metaheuristicos [Reeves, 1995]. En [Osman y Kelly ,1996] se introduce la siguiente
definicion:

Los procedimientos Metaheuristicos son una clase de métodos aproximados que estén disefiados
para resolver problemas dificiles de optimizacién combinatoria, en los que los heuristicos clasicos no
son efectivos. Los Metaheuristicos proporcionan un marco general para crear nuevos algoritmos
hibridos, combinando diferentes conceptos derivados de la inteligencia artificial, la evolucién biolégica
¥ los mecanismos estadisticos.

Los procedimientos Meta-Heuristicos se sitlan conceptualmente “por encima” de los
heuristicos en el sentido que guian el disefio de éstos. Asi, al enfrentarnos a un problema de
optimizaciéon, podemos escoger cualquiera de estos métodos para disefiar un algoritmo
especifico que lo resuelva aproximadamente.

En estos momentos existe un gran desarrollo y crecimiento de estos métodos. Por lo que se
puede convertir en una gran tarea el clasificar y agrupar las distintas técnicas que se han
desarrollado, asi, en este trabajo se limitara a aquellos procedimientos relativamente
consolidados y que han probado su eficacia sobre una coleccién significativa de problemas.
Especificamente se considerara la Busqueda Tabu (Tabu Search TS), el Recocido Simulado
(Templado Simulado) y los algunos Métodos Evolutivos, incluyendo los Algoritmos Genéticos
(AG) y la Busqueda Dispersa (BD).

También se incluyen algunos de los métodos GRASP (Greedy Randomized Adatative Search
Procedure) junto con los Multi-Arranque que han sido incluidos en el apartado de Métodos
Combinados que sirve de "puente” entre los métodos heuristicos y los metaheuristicos.

Al resolver un problema de forma heuristica debemos de medir la calidad de los resultados
puesto que, como ya hemos mencionado, la optimalidad no esta garantizada. Por lo que en
la siguiente seccion se muestran los principales métodos para medir la calidad y eficiencia de
un algoritmo y determinar su valia frente a otros.

3.2.2 Medidas de calidad de un algoritmo
Un buen algoritmo heuristico debe de tener las siguientes propiedades:

1. Eficiente: Un esfuerzo computacional realista para obtener la solucion.
2. Bueno: La solucion debe de estar, en promedio, cerca del 6ptimo.
3

Robusto: La probabilidad de obtener una mala solucién (lejos del 6ptimo) debe ser
baja.
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Para medir la calidad de un heuristico existen diversos procedimientos, entre los que se
encuentran los siguientes:

3.2.2.1 Comparacion con la soluciéon 6ptima

Aunque normalmente se recurre al algoritmo aproximado por no existir un método exacto
para obtener el éptimo, o por ser éste computacionalmente muy costoso, en ocasiones
puede que dispongamos de un procedimiento que proporcione el 6ptimo para un conjunto
limitado de ejemplos (usualmente de tamano reducido). Este conjunto de ejemplos puede
servir para medir la calidad del método heuristico.

Normalmente se mide, para cada uno de los ejemplos, la desviacion porcentual de la
solucion heuristica frente a la optima, calculando posteriormente el promedio de dichas

desviaciones. Si llamamos ¢, al costo de la solucion del algoritmo heuristico y ¢,, al costo

de la solucion éptima de un ejemplo dado, en un problema de minimizacion la desviacion

¢, —¢,
porcentual viene dada por la expresion: ——2-.100.
co
o

3.2.2.2 Comparacion con una cota

En ocasiones el 6ptimo del problema no esta disponible ni siquiera para un conjunto limitado
de ejemplos. Un método alternativo de evaluacion consiste en comparar el valor de la
solucién que proporciona el heuristico con una cota del problema (inferior si es un problema
de minimizacién y superior si es de maximizacion). Obviamente la bondad de esta medida
dependera de la bondad de la cota (cercania de ésta al 6ptimo), por lo que, de alguna
manera, tendremos que tener informacién de lo buena que es dicha cota. En caso contrario
la comparacion propuesta no tiene demasiado interés. [Osman y Kelly ,1996]

3.2.2.3 Comparacion con un método exacto truncado

Un método enumerativo como el de Ramificacion y Acotacion explora una gran cantidad de
soluciones, aunque sea Unicamente una fraccion del total, por lo que los problemas de
grandes dimensiones pueden resultar computacionalmente inabordables con estos métodos.
Sin embargo, podemos establecer un limite de iteraciones (o de tiempo) maximo de
ejecucion para el algoritmo exacto. También podemos saturar un nodo en un problema de
maximizacion, cuando su cota inferior sea menor o igual que la cota superior global mas un
cierto valor a (analogamente para el caso de minimizar). De esta forma se garantiza que el
valor de la mejor solucion proporcionada por el procedimiento no dista mas de a del valor
optimo del problema. En cualquier caso, la mejor solucion encontrada con estos
procedimientos truncados proporciona una cota con la que contrastar el heuristico. [Osman y
Kelly ,1996]

3.2.2.4 Comparacion con otros heuristicos

Este es uno de los métodos mas empleados en problemas dificiles (NP-hard) sobre los que
se ha trabajado durante tiempo y para los que se conocen algunos buenos heuristicos. Al
igual que ocurre con la comparacion con las cotas, la conclusion de dicha comparacion esta
en funcién de la bondad del heuristico escogido.
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3.2.2.5 Analisis del peor caso

Uno de los métodos que durante un tiempo tuvo bastante aceptacion es analizar el
comportamiento en el peor caso del algoritmo heuristico; esto es, considerar los ejemplos
que sean mas desfavorables para el algoritmo y acotar analiticamente la maxima desviacion
respecto del 6ptimo del problema.

Lo mejor de este método es que acota el resultado del algoritmo para cualquier ejemplo; sin
embargo, por esto mismo, los resultados no suelen ser representativos del comportamiento
medio del algoritmo. Ademas, el analisis puede ser muy complicado para los heuristicos
mas sofisticados.

Aquellos algoritmos que, para cualquier ejemplo, producen soluciones cuyo costo no se aleja
de un porcentaje £ del costo de la solucion optima, se llaman Algoritmos & Aproximados.
Esto es; en un problema de minimizacion se tiene que cumplir para un ¢ >0 que:

Cfr = (1 + g)cnpx

En este sentido se define el cociente de aproximacion de un algoritmo A, denotado por C,,
para una instancia / de un problema de optimizacion [I(con|!|=n) como:
. |V,
. =i ({‘A(!))’ OPT(I)
OPT(I) V(I,A(I])
Nétese que C, es siempre menor o igual a 1y el factor de garantia r, del algoritmo 4 para

[1 sera:
A una soluciéon que esta dentro de un factor multiplicativo r, del valor éptimo se le conoce

como una r,-aproximacion, y decimos que:
Un problema NPO es aproximable dentro de un factor r,si éste tiene un algoritmo de
aproximacion de tiempo polinomial con factor de garantia r, .

Donde un problema NPO es una clase de problemas de optimizacion que se derivan de
problemas de decision en NP y son llamados NPO, como un acrénimo para designar que son
problemas de optimizacion derivados de problemas NP.

Se dice que un algoritmo 4 es un algoritmo de aproximacion-a para un problema de
optimizacion [, con a una constante. Si 4 es un algoritmo de aproximacion tal que para
toda instancia / de [], produce una solucion que esta dentro de «-veces el
OPT(/ ).[Castarfieda, 2000]

También es usual considerar el término algoritmo de aproximacién-a , para algoritmos
aleatorios de tiempo polinomial que proporcionan soluciones cuyo valor esperado es al
menos « -veces el optimo. A « se le llama la constante de aproximacion o bien la eficiencia
garantizada que proporciona el algoritmo 4.

Es por eso que los problemas se clasifican segun su factor de aproximacion en:

a) Problemas que no pueden aproximarse dentro de ningun factor constante « .

b) Problemas de optimizacion que se ha demostrado poseen un factor constante de
aproximacion; y que a pesar del trabajo realizado, no se han podido mejorar tales
factores. [Castaneda,2000]
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En este sentido, si tenemos que un problema [] esta en la clase APX (Problema de
Aproximacion X) si existe un algoritmo de tiempo polinomial para [] cuyo factor de
aproximacion o garantia esta acotado por una constante.

Por ejemplo, dentro de los problemas NP-Completos se encuentra el PAV, que cuando el
costo de las aristas satisface la desigualdad del triangulo (A PAV) existe un algoritmo simple
que siempre produce una ruta de longitud cuando mas dos veces la longitud de la ruta

dptima. Esto tiene un tiempo de ejecucién de O(n’). Un algoritmo mejorado con tiempo de

corrida de O(n') siempre encuentra una ruta con constante de aproximacion de a lo mas 3/2

de longitud de la ruta 6ptima. Y hasta la fecha no se conoce una mejor aproximacién del
algoritmo.

Sea f una funcién, f— APX denota la clase de problemas en NPO que son aproximables
dentro de un factor f, asi, se obtiene una jerarquia de clases de complejidad.

Por ejemplo, poly—APXy log— APX son las clases de problemas en NPO, los cuales
tienen, respectivamente, algoritmos de aproximacion con un factor de aproximaciéon o

garantia acotado polinomialmente y logaritmicamente, con respecto a la longitud de la
entrada .

3.3 Métodos constructivos en el problema del viajante

Los metodos constructivos son procedimientos iterativos que, en cada paso, afaden un
elemento hasta completar una soluciéon. Usualmente son métodos deterministas y estan
basados en seleccionar, en cada iteracion, el elemento con mejor evaluacion. Estos métodos
son muy dependientes del problema que resuelven. En esta seccion se describen cuatro de
los métodos mas conocidos para el PAV, tal y como aparecen en la revision realizada por:
[JUnger, Reinelt , Rinaldi ,1995]

3.3.1 Heuristicos del vecino mas préximo o mas cercano

Uno de los heuristicos mas sencillos para el PAV es el llamado “del vecino mas cercano”,
gue trata de construir un ciclo Hamiltoniano de bajo costo, basandose en el vértice cercano a
uno dado. Este algoritmo es debido a Rosenkrantz, Stearns y Lewis que lo desarrollaron en
el ano de 1977; y su cédigo, en una versién estandar, es el siguiente:

Algoritmo del vecino mas Proximo o mas cercano
nicializacion
Seleccionar un vértice ; al azar.

Hacer t=jy W=V \{j}
Mientras (W = 0)
Tomar jeW /c, =min{c, /ie W]}
Conectar t a |
Hacer W =W \{jit =
l?igura 3.1 Algoritmo del vecino mas Préximo o mas cercano
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Este procedimiento realiza un nimero de operaciones de orden O(n®). Si seguimos la

evolucion del algoritmo al construir la solucién de un ejemplo dado, veremos que comienza
muy bien, seleccionando aristas de bajo costo.
[Junger, Reinelt , Rinaldi ,1995]

Sin embargo, al final del proceso probablemente quedarian vértices cuya conexion obligaria
a introducir aristas de costo elevado. Esto es lo que se conoce como miopia del
procedimiento, ya que, en una iteraciéon escoge la mejor opcién disponible sin"ver” que esto
puede obligar a realizar malas elecciones en iteraciones posteriores. [Marti, 2001]

El algoritmo tal y como aparece puede ser programado en unas pocas lineas de cédigo. Sin
embargo, una implementacion directa seria muy lenta al ejecutarse sobre ejemplos de gran
tamafno (10000 vértices). Asi pues, incluso para un heuristico tan sencillo como éste, es
importante pensar en la eficiencia y velocidad de su cédigo.

Para reducir la miopia del algoritmo y aumentar su velocidad se introduce el concepto de
subgrafo candidato, junto con algunas modificaciones en la exploracion. Un subgrafo
candidato es un subgrafo del grafo completo con los n vértices y Unicamente las aristas
consideradas ‘“atractiva” para aparecer en un ciclo Hamiltoniano de bajo costo. Una
posibilidad es tomar, por ejemplo, el subgrafo de los k vecinos mas cercanos; esto es, el
subgrafo con los n vértices y para cada uno de ellos las aristas que lo unen con los k vértices
mas cercanos. Este subgrafo también sera usado en otros procedimientos.

El algoritmo puede “mejorarse” en los siguientes aspectos:

e Para seleccionar el vértice j que se va a unir a 1 (y por lo tanto al tour parcial en
construccion), en lugar de examinar todos los vértices, se examinan Unicamente los
adyacentes a ¢ en el subgrafo candidato. Si todos ellos estan ya en el tour parcial,
entonces si que se examinan todos los posibles.

e Cuando un vértice queda conectado (con grado 2) al tour en construccion, se
eliminan del subgrafo candidato las aristas incidentes con él.

* Se especifica un nimero s <k de modo que cuando un vértice que no esta en el tour
esta conectado unicamente a s 0 menos aristas del subgrafo candidato, se considera
que se esta quedando aislado. Por ello se inserta inmediatamente en el tour. Como
punto de insercion se toma el mejor de entre los k& vértices mas cercanos presentes
en el tour.

3.3.2 Heuristicos de Insercion

Otra aproximacion intuitiva a la resolucion del PAV consiste en comenzar construyendo
ciclos que visiten uUnicamente unos cuantos vértices, para posteriormente extenderlos
insertando los vértices restantes. En cada paso se inserta un nuevo vértice en el ciclo hasta
obtener un ciclo Hamiltoniano.

Este procedimiento se debe a los mismos autores que el anterior y su esquema es el
siguiente:

98



Capitulo 3. Técnicas heuristicas para resolver el problema del agente viajero

Inicializacion
Seleccionar un ciclo inicial (subtour) con k veértices.

Hacer W =V \ {vértices seleccionados}
Mientras (W = 0)

Tomar j € W de acuerdo con algun criterio preestablecido
Insertar j donde menos incremente la longitud del ciclo
Hacer W =W \{,}.

Figura 3.2 Algontmo de insercion

Existen varias posibilidades para implementar el esquema anterior de acuerdo con el criterio
de seleccion del vértice j de W a insertar en el ciclo. Se define la distancia de un vértice v al
ciclo como el minimo de las distancias de v a todos los vértices del ciclo:

d.(v)=min{c, /ieV\W}
Los criterios mas utilizados son:

Insercion mas cercana: Seleccionar el vértice j mas cercano al ciclo.
d..(J)= min{dmm (v)/ve W}
Insercion mas lejana: Seleccionar el vértice j mas lejano al ciclo.

dnun (J) = max {d

min

(v)/veW}

Insercion mas barata: Seleccionar el vértice j que sera insertado con el menor incremento del
costo.

Insercion aleatoria: Seleccionar el vértice j al azar.
La figura 3.3 muestra la diferencia entre estos criterios en un caso dado. El ciclo actual esta

formado por 4 vértices y hay que determinar el préoximo a insertar. La insercion mas cercana
escogeria a el vértice /, la mas lejana el s y la mas barata el k.

@) ¢ C
O
O O
®)
@) OI ’,,/(\ O
Ok
O ; O
@)
e ®]

Figura 3.3 Seleccion del vértice a insertar
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Todos los métodos presentan un tiempo de ejecuciéon de O(n®)excepto la insercién mas
cercana que es de O(n’ logn) . [Junger, Reinelt , Rinaldi ,1995]

3.3.3 Heuristicos basados en arboles generadores o arboles de expansién

Los heuristicos considerados anteriormente construyen un ciclo Hamiltoniano basandose
unicamente en los costos de las aristas. Los heuristicos de este apartado se basan en el
arbol generador de costo minimo, lo que aporta una informacion adicional sobre la estructura
del grafo. Para entender en mayor medida este apartado es necesario recordar los
siguientes conceptos ya vistos en el capitulo 1.

¢ Un grafo es conexo, sitodo par de vértices esta unido por un camino.

e Un arbol es un grafo conexo que no contiene ciclos. El numero de aristas de un arbol
es igual al numero de vértices menos uno.

e Un arbol generador de un grafo G =(V, 4,C)es un arbol sobre todos los vértices y

tiene, por tanto, || -1aristas de G .

e Un arbol generador de minimo peso (o de costo minimo) es aquel que de entre todos
los arboles generadores de un grafo dado, presenta la menor suma de los costos de
sus aristas.

e Un acoplamiento de un grafo G =(V, 4,C)es un subconjunto M del conjunto 4 de

aristas cumpliendo que cada vértice del grafo es, a lo sumo, incidente con una arista

de M .
e Un acoplamiento sobre un grafo G =(V,A4,C) es perfecto, si es de cardinalidad

maxima e igual a [|V\K2] .

Las figuras siguientes ilustran los conceptos vistos sobre un grafo completo de 8 vértices. En
la figura 3.4 tenemos un arbol generador. Notesé que contiene a todos los vértices y no hay
ningun ciclo. La figura 3.5 muestra un acoplamiento perfecto en el que podemos ver como
cada vértice es incidente con una, y solo una, de las aristas. Al ser un grafo de 8 vértices el
numero maximo de aristas en un acoplamiento es de 4, por lo que el de la figura es perfecto.

O

®

Figura 3.4 Arbol generador Figura 3.5 Acoplamiento Perfecto

El algoritmo debido a Prim realizado en 1957, obtiene un arbol de expansion minimo de un
grafo G completo. El algoritmo comienza por definir el conjunto 7' de aristas del arbol
(inicialmente vacio) y, el conjunto U de vértices del arbol (inicialmente formado por uno
elegido al azar). En cada paso se calcula la arista de menor costo que une U con V\U
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anadiéndola a T y pasando su vértice adyacente de V\U a U. El procedimiento finaliza
cuando U esigual a U ; en cuyo caso el conjunto 7' proporciona la solucion.

Dado un ciclo v,,v,,,...,v, que pasa por todos los vertices de G (no necesariamente simple),
el siguiente procedimiento obtiene un ciclo Hamiltoniano comenzando en v,, y terminando en

(vo =v, ). En el caso de grafos con costos cumpliendo la desigualdad triangular (como es el

caso de los grafos con distancias euclideas), este procedimiento obtiene un ciclo de longitud
menor o igual que la del ciclo de partida.

Algoritmo de Obtencion deTour

Inicializacion
Seleccionar un ciclo inicial (subtour) con k vértices.

Hacer T={v,,}, v=v,ys=1
Mientras (|T| < |V|)
Si v, noen T hacer T =T U{v,}, conectar v a v, yhacer v =v,

Hacer s =5 +1
Conectar v a v,, y formar el ciclo Hamiltoniano.

Figura 3.6 Algoritmo de Obtencion de Tour

A partir de los elementos descritos se puede disefiar un algoritmo para obtener un ciclo
Hamiltoniano. Basta con construir un arbol de expansion minimo (figura 3.7), considerar el
ciclo en el que todas las aristas del arbol son recorridas dos veces, cada vez en un sentido
(figura 3.8), y aplicar el algoritmo de obtencion de un tour a dicho ciclo (figura 3.9). El ejemplo
de las figuras mencionadas ilustra dicho procedimiento sobre un grafo completo con 10
vértices.

Figura 3.7. Arbol generador ~ Figura 3.8. Duplicacion Figuras 3.9.

La Figura 3.7 muestra un arbol de expansion minimo o arbol generador de minimo peso
igual a 156. En la Figura 3.8 se han duplicado las aristas y se sefiala mediante flechas la
direccién del ciclo resultante. Su costo obviamente sera de 156 X 2 = 312. Aplicando el
procedimiento de obtencion de tour al ciclo de la figura 3.8, se obtiene el ciclo Hamiltoniano
de la figura 3. 9 con un costo de 258.
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El proceso de duplicacion de las aristas (recorrerlas todas en ambos sentidos) para obtener
un tour aumenta en gran medida el costo de la solucién. Podemos ver que es posible
obtener un ciclo que pase por todos los véertices de G a partir de un arbol generador, sin
necesidad de duplicar todas las aristas. De hecho, basta con afadir aristas al arbol de modo
que todos los vértices tengan grado par.

3.3.3.1 Algoritmo de Christofides

El siguiente procedimiento, debido a Christofides, quien lo desarrolla en 1976, calcula un
acoplamiento perfecto de minimo peso sobre los vértices de grado impar del arbol de
expansion.

Anadiendo al arbol las aristas del acoplamiento se obtiene un grafo con todos los vértices
pares, y por lo tanto, un ciclo del grafo original, a partir del cual ya se vio como obtener un
tour.

Algoritmo de Christofides

Calcular un arbol de expansion minimo.
Obtener el conjunto de vértices de grado impar en el arbol.
Obtener un acoplamiento perfecto de minimo peso sobre dichos vértices.

Anadir las aristas del acomplamiento al arbol.
Aplicar el procedimiento de obtencién de Tour.

A wN

Figura 3.10 Algoritmo de Christohdes

El calculo del acoplamiento perfecto de costo minimo sobre un grafo de k vértices se realiza
en un tiempo O(k’) con el algoritmo que se encuentra en [Edmonds, 1965]. Dado que un
arbol generador de minimo peso tiene como maximo »n-1 hojas (vértices de grado 1 en el
arbol), el procedimiento de Christofides tendra un tiempo de orden O(n?).

Propiedad: El algoritmo de Christofides sobre ejemplos cuya matriz de distancias cumple la
desigualdad triangular produce una solucién cuyo valor es cuando mas, 1.5 veces el valor
optimo:

3

Ch S5 Copy
2

Es decir, es un algoritmo 1/2 - aproximado sobre esta clase de ejemplos.

Prueba: Sea ¢(AGMP) el costo del arbol generador de minimo peso y c¢(A) el costo del
acoplamiento perfecto calculado en el algoritmo de Christofides. Al afadir las aristas del
acoplamiento al arbol se obtiene un ciclo (con posibles repeticiones) cuyo costo es la suma
de ambos costos. Dado que la matriz de distancias cumple la desigualdad triangular, al
aplicar el algoritmo de obtencién de tour el costo puede reducirse eventualmente. Por ello el
costo de la solucion obtenida, ¢H , cumple:

¢y Sc(AGMP)+ c(A)
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Un arbol de expansion minimo, por construccion, tiene un costo menor que cualquier ciclo
Hamiltoniano vy, por lo tanto, que el ciclo Hamiltoniano de costo minimo (tour 6ptimo). Para
probarlo basta con considerar un ciclo Hamiltoniano y quitarle una arista, con lo que se
obtiene un arbol generador. El arbol de expansiéon minimo tiene, obviamente, un costo menor
gue dicho arbol generador y, por lo tanto, que el ciclo Hamiltoniano. Luego:

c(AGMP) <c,p;

El acoplamiento del paso 3 del algoritmo de Christofides tiene un costo menor o igual que la
mitad de la longitud de un tour 6ptimo en un grafo con costos, cumpliendo la desigualdad
triangular. Para probarlo consideremos un tour 6ptimo y llamemos S al conjunto de vértices
de grado impar en el arbol. El algoritmo calcula un acoplamiento perfecto de costo minimo
sobre los vértices de S. La Figura 3.11 muestra un ciclo Hamiltoniano éptimo y los vértices

de S en oscuro. Ademas aparecen dos acoplamientos perfectos sobre S, 4, (trazo

continuo) y 4, (trazo discontinuo), en donde cada vértice esta acoplado al mas préximo en el
tour éptimo. -

Figura 3.11 Dos acoplamientos sobre S

Como se cumple la desigualdad triangular, se tiene que ¢(4,)+c(4,) < ¢,,, . Es evidente que
por ser el de costo minimo c(A4)<c¢(4,) y c(A4) <c(4,)de donde: 2¢(4) < ¢,

Las figuras siguientes ilustran el método de Christofides sobre el mismo ejemplo de las
figuras 3.7, 3.8 y 3.9. En la figura 3.12 aparecen oscurecidos los vértices de grado impar en
el arbol de expansion, y en trazo discontinuo las aristas del acoplamiento perfecto de costo
minimo sobre tales vértices. Al anadirlas se obtiene un tour de costo 199. La figura 3.13
muestra el ciclo Hamiltoniano que se obtiene al aplicarle el procedimiento de obtencién del
ciclo al tour de la figura anterior. La solucion tiene un costo de 203, mientras que la obtenida
con el procedimiento de duplicar aristas (Figura 3.9) tenia un costo de 258.

Figura 3.12. Acoplamiento Perfecto Figura 3.13 Ciclo Hamiltoniano
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3.3.4 Heuristicos Basados en Ahorros

Los métodos de esta seccion son debidos a Clarke y Wright desarrollados en 1964 y fueron
propuestos inicialmente para problemas de rutas de vehiculos. Veamos una adaptaciéon de
estos procedimientos al problema del agente viajero. El algoritmo siguiente se basa en
combinar sucesivamente subtours hasta obtener un ciclo Hamiltoniano. Los subtours
considerados tienen un vértice comun llamado base. El procedimiento de unién de subtours
se basa en eliminar las aristas que conectan dos vértices de diferentes subtours con el
vértice base, uniendo posteriormente los vértices entre si. Llamamos ahorro a la diferencia
del costo entre las aristas eliminadas y la afiadida.

Algoritmo de Ahorros

Inicializacién
Tomar un vértice z € V como base

Establecer los n — 1subtours [(z,v),(v, z)],‘v’v eV\ {z}

Mientras (queden dos o0 mas subtours)
Para cada par de subtours calcular el ahorro de unirlos al eliminar en cada una
de las aristas que lo une con z y conectar los dos vértices asociados. Unir los
dos subtours que produzcan un ahorro mayor.

Figura 3.14 Algoritmo de Ahorros

Las figuras 3.15 y 3.16 ilustran una iteraciéon del procedimiento. Podemos ver cémo se
combinan dos subtuors eliminando las aristas de los vértices i y j al vértice base z, e

insertando la arista (i, )

Figura 3.15 Subtours iniciales Figura 3.16 Subtours finales

En la implementacion del algoritmo se tiene que mantener una lista con las combinaciones
posibles. El punto clave de la implementacién es la actualizacion de esta lista. Sin embargo,
al unir dos subtours Unicamente se ven afectados aquellos en los que su "mejor conexion”
pertenece a alguno de los dos subtours recién unidos. Luego basta con actualizar éstos en
cada iteracion sin necesidad de actualizarlos todos cada vez que se realiza una union.

Al igual que en otros heuristicos, podemos utilizar el subgrafo candidato (en el que estan
todos los vertices y sélo las aristas consideradas “atractivas”) para acelerar los calculos. Asi,
al actualizar la lista de las mejores conexiones uUnicamente se consideran aristas del

subgrafo candidato. El método presenta un tiempo de ejecucion de O(n’) .
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3.4 Basqueda Local en el Problema del Agente Viajero

En este apartado se estudian diversos algoritmos basados en la busqueda local. Al igual que
ocurria con los metodos descritos en la seccion anterior, estos algoritmos son muy
dependientes del problema que resuelven. Especificamente, se consideraran tres de los
métodos mas utilizados, tal y como aparecen descritos en [Jinger, Reinelt y Rinaldi ,1995].
Se comenzara por definir y explicar algunos de los conceptos genéricos de estos métodos.
Los procedimientos de busqueda local, también llamados de mejora, se basan en explorar el
entorno o vecindad de una solucién. Utilizan una operacién basica llamada movimiento que,
aplicada sobre los diferentes elementos de una solucién, proporciona las soluciones de su
entorno. Formalmente:

Definicion: Sea X el conjunto de soluciones del problema combinatorio.

Cada solucién x tiene un conjunto de soluciones asociadas N(x) < X que denominaremos
entorno de x .

Definicion: Dada una soluciéon x, cada solucién de su entorno, x’e N(x), puede obtenerse

directamente a partir de x mediante una operacién llamada movimiento.

Un procedimiento de busqueda local parte de una solucién inicial x,, calcula su entorno
N(x,)y escoge una nueva solucién x, en él. Dicho de otro modo, realiza el movimiento m,

que aplicado a x, da como resultado x,. Este proceso se aplica reiteradamente,
describiendo una trayectoria en el espacio de soluciones.

Un procedimiento de busqueda local queda determinado al especificar un entorno y el criterio
de seleccion de una solucion dentro del entorno. La definicion de entorno/movimiento,
depende en gran medida de la estructura del problema a resolver, asi como de la funcién
objetivo. También se pueden definir diferentes criterios para seleccionar una nueva solucién
del entorno. Uno de los criterios mas simples consiste en tomar la solucion con mejor
evaluacion de la funciéon objetivo, siempre que la nueva solucién sea mejor que la actual.
Este criterio, conocido como greedy, permite ir mejorando la solucion actual mientras se
pueda. El algoritmo se detiene cuando la solucién no puede ser mejorada. A la soluciéon
encontrada se le denomina optimo local respecto al entorno definido.

El 6éptimo local alcanzado no puede mejorarse mediante el movimiento definido. Sin
embargo, el método empleado no permite garantizar, de ningun modo, que sea el 6ptimo
global del problema. Mas aln, dada la "miopia” de la busqueda local, es de esperar que en
problemas de cierta dificultad, en general no lo sea.

La figura 3.17 muestra el espacio de soluciones de un problema de maximizacion de dos
dimensiones donde la altura del grafico mide el valor de la funcion objetivo. Se considera un

procedimiento de busqueda local greedy iniciado a partir de una solucién x, con valor 5y
que realiza 8 movimientos de mejora hasta alcanzar la solucién x, con valor 13. La figura

muestra como x; es un 6ptimo local y cualquier movimiento que se le aplique proporcionaré
una solucion con peor valor. Podemos ver como el éptimo global del problema, con un valor
de 15, no puede ser alcanzado desde x,, a menos que permitamos realizar movimientos que
empeoren el valor de las soluciones y sepamos dirigir correctamente la busqueda.
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optimo global

20
Figura 3.17 Optimo local y global

Esta limitacion de la estrategia greedy es el punto de partida de los procedimientos meta-
heuristicos basados en busqueda local: evitar el quedar atrapados en un éptimo local lejano
del global. Para lo cual, como hemos visto, se hace preciso el utilizar movimientos que
empeoren la funcion objetivo. Sin embargo esto plantea dos problemas. El primero es que al
permitir movimientos de mejora y de no mejora, el procedimiento se puede ciclar, revisitando
soluciones ya vistas, por lo que habria que introducir un mecanismo que lo impida. El
segundo es que hay que establecer un criterio de parada ya que un procedimiento de dichas
caracteristicas podria iterar indefinidamente. Los procedimientos meta-heuristicos incorporan
mecanismos sofisticados para solucionar eficientemente ambas cuestiones asi como para
tratar, en la medida de lo posible, de dirigir la busqueda de forma inteligente.

Pese a la miopia de los métodos de busqueda local simples, suelen ser muy rapidos y
proporcionan soluciones que, en promedio, estan relativamente cerca del éptimo global del
problema. Ademas, dichos métodos suelen ser el punto de partida en el disefio de algoritmos
meta-heuristicos mas complejos.

En este apartado vamos a estudiar algunos métodos heuristicos de blsqueda local para el
problema del viajante.

3.4.1 Procedimientos de 2- intercambio

Este procedimiento se basa en la siguiente observacion para grafos con distancias euclideas
(o en general con costos cumpliendo la desigualdad triangular). Si un ciclo Hamiltoniano se
cruza a si mismo, puede ser facilmente acortado, basta con eliminar las dos aristas que se
cruzan y reconectar los dos caminos resultantes mediante aristas que no se corten. El ciclo
final es mas corto que el inicial.

Un movimiento 2-opt consiste en eliminar dos aristas y reconectar los dos caminos
resultantes de una manera diferente para obtener un nuevo ciclo.

Las figuras 3.18 y 3.19 ilustran este movimiento en el que las aristas (i, j)y (/.k)son
reemplazadas por (/,j)y (i.k). Notar que so6lo hay una manera de reconectar los dos
caminos formando un solo tour.
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O

Figura 3.18 Solucién original Figura 3.19 Soluciéon mejorada

El siguiente codigo recoge el algoritmo heuristico de mejora 2-6ptimo. Consiste en examinar
todos los vertices, realizando, en cada paso, el mejor movimiento 2-opt asociado a cada
vértice.

Algoritmo 2-6ptimo
Inicializacién
Considerar un ciclo Hamiltoniano inicial
Para cada vértice i definir un conjunto de vértices N(f')
move =1
Etiquetar todos los vértices como no explorados

Mientras (queden vértices por explorar)
Seleccionar un vértice / no explorado.
Examinar todos los movimientos 3-opt que eliminen 3 aristas teniendo cada
una, al menos un vértice N (/).

Si alguno de los movimientos examinados reduce la longitud del ciclo, realizar
el mejor de todos y hacer move = 1. En otro caso etiquetar / como explorado.
Figura 3.20 Algoritmo 2-6ptimo

La variable move vale 0 si no se ha realizado ningun movimiento al examinar todos los
vértices, y 1 en otro caso. El algoritmo finaliza cuando move=0, con lo que queda
garantizado que no existe ningin movimiento 2-opt que pueda mejorar la solucién.

El orden en el que el algoritmo examina los nodos influye de manera notable en su
funcionamiento. En una implementacion sencilla podemos considerar el orden natural
1,2,....,n. Sin embargo, es facil comprobar que cuando se realiza un movimiento hay muchas
posibilidades de encontrar movimientos de mejora asociados a los vértices que han
intervenido en el movimiento recién realizado. Por ello, una implementacion mas eficiente
consiste en considerar una lista de vertices candidatos a examinar. El orden inicial es el de
los vértices en el ciclo comenzando por uno arbitrario y en cada iteracién se examina el
primero de la lista. Cada vez que se examina un vertice i, éste se coloca al final de Ia lista y,
los vértices involucrados en el movimiento (vértices j, k y /de la figura 3.19) se insertan en

primer lugar.

Dado que el proceso de examinar todos los movimientos 2-opt asociados a cada vértice es
muy costoso computacionalmente, se pueden introducir las siguientes mejoras para acelerar
el algoritmo:
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* Exigir que al menos una de las dos aristas afiadidas en cada movimiento, para formar
la nueva solucién, pertenezca al subgrafo candidato.

e Observando el funcionamiento del algoritmo se puede ver que en las primeras
iteraciones la funcién objetivo decrece substancialmente, mientras que en las ultimas
apenas se modifica. De hecho la ultima Unicamente verifica que es un éptimo local al
no realizar ningin movimiento. Por ello, si interrumpimos el algoritmo antes de su
finalizacién, ahorraremos bastante tiempo y no perderemos mucha calidad.

Es evidente que ambas mejoras reducen el tiempo de computacion a expensas de perder la
garantia de que la solucién final es un éptimo local. Asi pues, dependiendo del tamafno del
ejemplo a resolver, asi como de lo critico que sea el tiempo de ejecucién, se deben
implementar o no.

El comprobar si existe, o no, un movimiento 2-opt de mejora utiliza un tiempo de orden
O(n’), ya que se tienen que examinar todos los pares de aristas en el ciclo. Podemos

encontrar clases de problemas para los que el tiempo de ejecucion del algoritmo no esta
acotado polinémicamente.

3.4.2 Procedimientos de k — intercambio

Para introducir mayor flexibilidad al modificar un ciclo Hamiltoniano, podemos considerar el
dividirlo en k partes, en lugar de dos, y combinar los caminos resultantes de la mejor
manera posible. Llamamos movimiento k-opt a tal modificacion. Es evidente que al aumentar
k aumentara el tamafio del entorno y el niumero de posibilidades a examinar en el
movimiento, tanto por las posibles combinaciones para eliminar las aristas del ciclo, como
por la reconstruccion posterior. El nimero de combinaciones para eliminar k aristas en un

: : ; n
ciclo viene dado por el numero(;] .

Examinar todos los movimientos k-opt de una solucién lleva un tiempo del orden de o(n*)
por lo que, para valores altos de k, solo es aplicable a ejemplos de tamano pequerio.

En este apartado vamos a estudiar el caso de kK = 3 y ademas impondremos ciertas
restricciones para reducir el entorno y poder realizar los calculos en un tiempo razonable.

En un movimiento 3-opt, una vez eliminadas las tres aristas hay ocho maneras de conectar
los tres caminos resultantes para formar un ciclo. Las figuras siguientes ilustran algunos de
los ocho casos. La figura 3.21 muestra el ciclo inicial en el que se encuentran las aristas
(a,b),(c.d) y (e, f) en las que se dividira. La Figura 3.22 utiliza la propia arista (e, ) para
reconstruir el ciclo, por lo que, este caso equivale a realizar un movimiento 2-opt sobre las
aristas (a,b) y (c¢.d).

Analogamente podemos considerar los otros dos casos en los que se mantiene una de las
tres aristas en el ciclo y se realiza un movimiento 2-opt sobre las restantes. Las Figuras 3.23
y 3.24 muestran un movimiento 3-opt “puro” en el que desaparecen del ciclo las tres aristas
seleccionadas.
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Figura 3.23 Movimiento 3-opt Figura 3.24 Movimiento 3-opt

A diferencia de los movimientos 2-opt, el reconstruir el ciclo una vez eliminadas las tres
aristas es muy costoso. Notar que la direccién en el ciclo puede cambiar en todos los
caminos menos en el mas largo por lo que hay que realizar varias actualizaciones. Ademas,
el mero hecho de examinar todas las posibilidades representa un esfuerzo computacional
enorme. Por ello, se consideran Unicamente algunos de los movimientos 3-opt.

En concreto se define para cada vértice i un conjunto de vértices N(i) de modo que al
examinar los movimientos 3-opt asociados a una arista (i, j), Unicamente se consideran
aquellos en los que las otras dos aristas tengan al menos uno de los vértices en N(i). Una

posibilidad para definir N(7)consiste en considerar los vértices adyacentes a i en el subgrafo
candidato.

Algoritmo 3-Optimo restringido

Inicializacion
Considerar un ciclo Hamiltoniano inicial
Para cada vértice i definir un conjunto de vértices N (7)

move =1
Etiquetar todos los vértices como no explorados

Mientras (queden vértices por explorar)
Seleccionar un vértice / no explorado.
Examinar todos los movimientos 3-opt que eliminen 3 aristas teniendo cada

una, al menos un veértice N (/).
Si alguno de los movimientos examinados reduce la longitud del ciclo, realizar

el mejor de todos y hacer move =1. En otro caso etiquetar / como explorado.
Figura 3.25 Algoritmo 3-optimo restringido
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3.4.3 Algoritmo de Lin y Kernighan

Como vimos en la introduccion a los métodos de mejora (figura 3.17), el problema de los
algoritmos de busqueda local es que suelen quedarse atrapados en un 6ptimo local. Vimos
que para alcanzar una solucién mejor a partir de un éptimo local habria que comenzar por
realizar movimientos que empeoren el valor de la solucién, lo que conduciria a un esquema
de busqueda mucho mas complejo, al utilizar el algoritmo tanto movimientos de mejora como
de no mejora.

El algoritmo de Lin y Kernighan parte de este hecho y propone un movimiento compuesto, en
donde cada una de las partes consta de un movimiento que no mejora necesariamente pero
el movimiento compuesto si es de mejora. De esta forma es como si se realizaran varios
movimientos simples consecutivos en donde algunos empeoran y otros mejoran el valor de la
solucion, pero no se pierde el control sobre el proceso de busqueda ya que el movimiento
completo si que mejora. Ademas, combina diferentes movimientos simples, lo cual es una
estrategia que ha producido muy buenos resultados en los algoritmos de busqueda local. En
concreto la estrategia denominada “cadenas de eyeccion” se basa en encadenar
movimientos y ha dado muy buenos resultados en el contexto de la Busqueda Tabu.

Se pueden considerar muchas variantes para este algoritmo. En este apartado se
considerara una version sencilla basada en realizar dos movimientos 2-opt seguidos de un
movimiento de insercién. Se llustrara el procedimiento mediante el ejemplo desarrollado en
las figuras siguientes sobre un grafo de 12 vértices. Consideramos el ciclo Hamiltoniano
inicial dado por el orden natural de los vértices y lo representamos tal y como aparece en la

Figura 3.26
O—C0—"0B—"C00—00—060—C0—0EB—0—1wuw——@

Figura 3.26

Paso 1: Realiza un movimiento 2-opt reemplazando las aristas (12,1) y (5,6) por (12,5) y
(1,6). El resultado se muestra en la figura 3.27

00090@@@

Figura 3.27

Paso 2: Realiza un movimiento 2-opt reemplazando las aristas (6,1) y (3,4) por (6,3) y (1,4).
Ver Ver figura 3.28

@—@—A)Q}o—@esw

Figura 3.28
Paso 3: Realiza un movimiento de insercion, insertando el vértice 9 entre el 1 y el 4 (Figura
3.29).
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@—@)

Figura 3.29

El algoritmo funciona de igual modo que el 2-6ptimo o el 3-6ptimo: parte de un ciclo
Hamiltoniano inicial y realiza movimientos de mejora hasta alcanzar un 6ptimo local.

Algoritmo de Lin y Kernighan
Inicializacion
Considerar un ciclo Hamiltoniano inicial
move =1
Mientras ( move =1)
move =0

Etiquetar todos los vértices como no explorados
Mientras (queden vértices por explorar)
Seleccionar un vértice i no explorado.
Examinar todos los movimientos (2-opt, 2-opt, insercion) que incluyan la
arista de / a su sucesor en el ciclo.
Si alguno de los movimientos examinados reduce la longitud del ciclo, realizar
el mejor de todos y hacer move =1. En otro caso etiquetar / como explorado.

Figura 3.30 Algoritmo de Lin y Kernighan

Dado el gran numero de combinaciones posibles para escoger los movimientos, es evidente
que una implementacién eficiente del algoritmo tendria que restringir el conjunto de
movimientos a examinar en cada paso. De entre las numerosas variantes estudiadas para
reducir los tiempos de computacién del algoritmo y aumentar la eficiencia del proceso,
destacamos las dos siguientes:

e Utilizar el subgrafo candidato en el que unicamente figuran las aristas relativas a los 6
vecinos mas cercanos para cada vértice. Se admiten movimientos compuestos de
hasta 15 movimientos simples todos del tipo 2-opt o insercion. Para el primer
movimiento simple unicamente se examinan 3 candidatos.

e El subgrafo candidato esta formado por las aristas relativas a los 8 vecinos mas
cercanos. Se admiten hasta 15 movimientos simples del tipo 2-opt o insercién por
cada movimiento completo. En los 3 primeros movimientos simples unicamente se
examinan 2 aristas.

3.5 Métodos combinados

En los apartados se han visto los métodos constructivos que obtienen una solucién del
problema y los métodos de mejora que, a partir de una solucion inicial, tratan de obtener
nuevas soluciones con mejor valor. Es evidente que ambos métodos pueden combinarse,
tomando los segundos como solucién inicial la obtenida con los primeros. En este apartado
se estudiaran algunas variantes y mejoras sobre tal esquema.
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Como se ha visto, una de las limitaciones mas importantes de los métodos heuristicos es la
denominada miopia, provocada por seleccionar, en cada paso, |la mejor opcién. Resulta muy
ilustrativo que en los métodos de insercion se obtengan mejores resultados al elegir al azar
el vértice a insertar, que tomar el elemento mas cercano. Sin embargo, es evidente que el
tomar una opcién al azar como norma puede conducirnos a cualquier resultado, por lo que
parece mas adecuado recurrir a algun procedimiento sistematico que compendie la
evaluacion con el azar. Se veran dos de los métodos mas utilizados.

3.5.1 Procedimientos Aleatorizados

Una modificacién en el algoritmo de construccién consiste en sustituir una eleccién greedy
por una eleccién al azar de entre un conjunto de buenos candidatos. Asi, en cada paso del
procedimiento, se evalian todos los elementos que pueden ser afiadidos y se selecciona un
subconjunto con los mejores. La eleccién se realiza al azar sobre ese subconjunto de buenos
candidatos.

Existen varias maneras de establecer el subconjunto de mejores candidatos. En un problema
de maximizacion, en donde cuanto mayor es la evaluacion de una opcidon mas “atractiva”
resulta, podemos destacar:

e Establecer un nimero fijo k para el subconjunto de mejores candidatos e incluir los k
mejores.

o Establecer un valor umbral e incluir en el conjunto todos los elementos cuya
evaluacion esté por encima de dicho valor. Incluir siempre el mejor de todos.

o Establecer un porcentaje respecto del mejor, e incluir en el subconjunto todos
aquellos elementos cuya evaluacién difiere, de la del mejor en porcentaje, en una
cantidad menor o igual que la establecida En todos los casos la eleccién final se
realiza al azar de entre los preseleccionados.

Una estrategia alternativa a la anterior consiste en considerar las evaluaciones como pesos y

utilizar un método probabilistico para seleccionar una opcién. Asi, si v,,v,,...,v, son los
posibles elementos a afadir en un paso del algoritmo, se calculan sus evaluaciones
€,6,,...,¢, , Y Se les asigna un intervalo del siguiente modo:

¢ [ € [0,¢]

|
|
‘ v, ! e, [e,,e, +¢,]
[
!

Tabla 3.1

k .
Se genera un numero a al azar entre O y Z’__le! =1, y se selecciona el elemento
correspondiente al intervalo que contiene al valor a.

Al algoritmo constructivo modificado, tanto con la opcién primera como con la segunda, lo
llamaremos algoritmo constructivo aleatorizado. Este algoritmo puede que produzca una
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solucion de peor calidad que la del algoritmo original. Sin embargo, dado que el proceso no
es completamente determinista, cada vez que lo realicemos sobre un mismo ejemplo
obtendremos resultados diferentes. Esto permite definir un proceso iterativo consistente en
ejecutar un numero prefijjado de veces (MAXITER) el algoritmo y quedarnos con la mejor de
las soluciones obtenidas. Obviamente, cada una de dichas soluciones puede mejorarse con
un algoritmo de busqueda local. El siguiente procedimiento incorpora el algoritmo de mejora
a dicho esquema.

Algoritmo de Combinado aleatorizado

Inicializacion
Obtener una solucién con el algoritmo constructivo aleatorizado.
Sea ¢ * el costo de dicha solucion.
Hacer i =0
Mientras (i < MAX _ITER )

Obtener una solucién x(i) con el algoritmo constructivo aleatorizado
Aplicar el algoritmo de busqueda local a x(/).
Sea x * (/) la solucién obteniday S * (/) su valor.
Si(S*(/)mejoraa c*)
Hacer ¢* = S * (i) y guardar la solucién actual
i=i+1

Figura 3.31 Algoritmo de combinado aleatorizado

En cada iteracion el algoritmo construye una solucion (fase 1) y después trata de mejorarla
(fase 2). Asi, en la iteracion i, el algoritmo construye la solucion x(i) con valor S(i) y

posteriormente la mejora obteniendo x'(i) con valor S*(i). Notar que x'(i) puede ser igual
a x(i) si el algoritmo de la segunda fase no encuentra ningun movimiento que mejore la

solucion.

Después de un determinado numero de iteraciones es posible estimar el porcentaje de
mejora, obtenido por el algoritmo de la fase 2, y utilizar esta informaciéon para aumentar la
eficiencia del procedimiento. En concreto, al construir una solucion se examina su valor y se
puede considerar en la fase 2, la mejoraria en un porcentaje similar al observado en
promedio. Si el valor resultante queda alejado del valor de la mejor soluciéon encontrada
hasta el momento, podemos descartar la solucién actual y no realizar la fase 2 del algoritmo,
con el consiguiente ahorro computacional.

Dado el interés por resolver problemas enteros en general, y en particular el PAV, se han
propuesto numerosas mejoras y nuevas estrategias sobre el esquema anterior. Una de las
mas utilizadas es la denominada técnica de Multi-Arranque que se aborda en la siguiente
seccion.

3.5.2 Métodos Multi-Arranque

Los métodos Multi-Arranque (también llamados Multi-Start o Re-Start) generalizan el
esquema anterior. Tienen dos fases: la primera en la que se genera una solucion y la
segunda en la que la solucion es tipicamente, pero no necesariamente, mejorada. Cada
iteracion global produce una solucion, usualmente un 6ptimo local, y la mejor de todas es la
salida del algoritmo.
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Algoritmo de Multi-Arranque

Mientras (Condicién de parada)

Fase de Generacion
Construir una solucioén

Fase de Busqueda
Aplicar un método de busqueda para mejorar la solucién construida

Actualizacion
Si la solucion obtenida mejora a la mejor almacenada, actualizarla.

Figura 3.32 Algoritmo de Multi-Arranque

Dada su sencillez de aplicacion, estos métodos han sido muy utilizados para resolver gran
cantidad de problemas. En el contexto del la programacion no lineal sin restricciones,
podemos encontrar numerosos trabajos, tanto tedricos como aplicados. [Rinnoy Kan y
Timmer, 1989] estudian la generacion de soluciones aleatorias (métodos Monte Carlo) y
condiciones de convergencia. Las primeras aplicaciones en el ambito de la optimizacion
combinatoria consistian en métodos sencillos de construccion, completa o parcialmente
aleatorios, y su posterior mejora con un método de busqueda local. Sin embargo, el mismo
esquema permite sofisticar el procedimiento, basandolo en unas construcciones y/o mejoras
mas complejas.

Uno de los articulos que contiene las ideas en que se basa el método Tabu Search [Glover,
1977] también incluye aplicaciones de estas ideas para los métodos de multi-start.
Basicamente se trata de almacenar la informacion relativa a soluciones ya generadas, y
utilizarla para la construccién de nuevas soluciones. Las estructuras de memoria reciente y
frecuente se introducen en este contexto. Diferentes aplicaciones se pueden encontrar en
[Rochat y Taillard, 1995] y [Lokketangen y Glover, 1996].

Utilizando como procedimiento de mejora un algoritmo genético, Ulder y otros, en el afo
1990, proponen un método para obtener buenas soluciones al problema del agente viajero.
Los autores muestran cémo el uso de las técnicas de re-starting aumenta la eficiencia del
algoritmo, comparandolo con otras versiones de heuristicos genéticos sin re-starting.

Un problema abierto actualmente para disefiar un buen procedimiento de busqueda, basada
en multi-arranque es determinar si es preferible implementar un procedimiento de mejora
sencillo que permita realizar un gran numero de iteraciones globales o, alternativamente,
aplicar una rutina mas compleja que mejore significativamente unas pocas soluciones
generadas. Un procedimiento sencillo depende fuertemente de la solucidn inicial, pero un
meétodo mas elaborado consume mucho mas tiempo de computacién y, por tanto, puede ser
aplicado pocas veces, reduciendo el muestreo del espacio de soluciones.

Una de las variantes mas populares de estos métodos se denomina GRASP [Feo vy
Resende, 1995] y esta obteniendo resultados excelentes en la resolucion de numerosos
problemas combinatorios. En la proxima seccion se describen a detalle estos métodos.
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3.5.3 GRASP (Greedy Randomized Adaptive Search Procedures)

Los métodos GRASP fueron desarrollados al final de la década de los 80 con el objetivo
inicial de resolver problemas de cubrimientos de conjuntos [Feo y Resende, 1995] El término
GRASP fue introducido por [Feo y Resende, 1995] como una nueva técnica metaheuristica
de propésito general.

GRASP es un procedimiento de multi-arranque en donde cada paso consiste en una fase de
construccion y una de mejora. En la fase de construccion se aplica un procedimiento
heuristico constructivo para obtener una buena solucién inicial. Esta solucién se mejora en la
segunda fase mediante un algoritmo de busqueda local. La mejor de todas las soluciones
‘examinadas se guarda como resultado final.

La palabra GRASP proviene de las siglas de Greedy Randomized Adaptive Search
Procedures que en espariol seria aproximadamente: Procedimientos de busqueda basados
en funciones voraces aleatorizadas que se adaptan. Veamos los elementos de este
procedimiento.

En la fase de construccion se produce iterativamente una solucién posible, considerando un
elemento en cada paso. En cada iteracién, la eleccion del proximo elemento para ser
anadido a la solucién parcial viene determinada por una funcion greedy. Esta funcién mide el
beneficio de afnadir cada uno de los elementos segun la funcion objetivo y elegir la mejor.
Noétese que esta medida es miope en el sentido que no tiene en cuenta qué ocurrira en
iteraciones sucesivas al realizar una eleccién, sino Unicamente en esta iteracion.

Se dice que el heuristico greedy se adapta porque en cada iteracion se actualizan los
beneficios obtenidos al afadir el elemento seleccionado a la solucién parcial. Es decir, la
evaluacion que se tenga de afiadir un determinado elemento a la solucién en la iteracion j, no
coincidira necesariamente con la que se tenga en la iteracion j + 1.

El heuristico es aleatorizado porque no selecciona el mejor candidato segun la funcion
greedy adaptada sino que, con el objeto de diversificar y no repetir soluciones en dos
construcciones diferentes, se construye un lista con los mejores candidatos de entre los que
se toma uno al azar.

Al igual que ocurre en muchos métodos, las soluciones generadas por la fase de
construccion de GRASP no suelen ser 6ptimos locales. Dado que la fase inicial no garantiza
la optimalidad local respecto de la estructura de entorno en la que se esté trabajando (notar
que hay selecciones aleatorias), se aplica un procedimiento de busqueda local como
postprocesamiento para mejorar la solucién obtenida.

En la fase de mejora se suele emplear un procedimiento de intercambio simple con el objeto
de no emplear mucho tiempo en esta mejora. Nétese que GRASP se basa en realizar
multiples iteraciones y quedarse con la mejor, por lo que no es especialmente beneficioso
para el método el detenerse demasiado en mejorar una solucion dada.

El siguiente esquema muestra el funcionamiento global del algoritmo:
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Algoritmo GRASP

Mientras (Condicién de parada)

Fase Constructiva

Seleccionar una lista de elementos candidatos.

Considerar una Lista restringida de los mejores candidatos.
Seleccionar un elemento aleatoriamente de la lista restringida.

Fase de Mejora
Realizar un proceso de busqueda local a partir de la solucion construida hasta que no se
pueda mejorar mas.

Actualizacién
Si la solucion obtenida mejora a la mejor almacenada, actualizarla.

Figura 3.33 Algoritmo de GRASP

El realizar muchas iteraciones GRASP es una forma de realizar un muestreo del espacio de
soluciones. Marti en [Marti, 2000] nos dice que basandose en observaciones empiricas, se
observa que la distribucién de la muestra generalmente tiene un valor en promedio que es
inferior al obtenido por un procedimiento determinista, sin embargo, la mejor de las
soluciones encontradas generalmente supera a la del procedimiento determinista con una
alta probabilidad.

Las implementaciones GRASP generalmente son robustas en el sentido de que es dificil el
encontrar ejemplos patolégicos en donde el método funcione arbitrariamente y mal.

Algunas sugerencias que se han encontrado para mejorar el procedimiento son:

Se puede incluir una fase previa a la de construccion: una fase determinista con el objetivo
de ahorrar esfuerzo a la fase siguiente.

Si se conoce que ciertas subestructuras forman parte de una solucién éptima, éstas pueden
ser el punto de partida de la fase constructiva. Tal y como sefalan [Feo y Resende,1995]
una de las caracteristicas mas relevantes de GRASP es su sencillez y facilidad de
implementacién. Basta con fijar el tamafio de la lista de candidatos y el numero de
iteraciones para determinar completamente el procedimiento. De esta forma se pueden
concentrar los esfuerzos en disefiar estructuras de datos para optimizar la eficiencia del
coédigo y proporcionar una gran rapidez al algoritmo, dado que éste es uno de los objetivos
principales del método.

El enorme éxito de este método se puede constatar en la gran cantidad de aplicaciones que
han aparecido en los ultimos afos. [Festa y Resende, 2001] comentan cerca de 200 trabajos
en los que se aplica o desarrolla GRASP.

3.6 Busqueda Tabu

Los origenes de la Busqueda Tabu (Tabu Search, TS) pueden situarse en diversos trabajos
publicados a finales de los 70 [Glover, 1977]. Oficialmente, el nombre y la metodologia
fueron introducidos posteriormente por Fred Glover en 1983. Numerosas aplicaciones han
aparecido en la literatura, asi como articulos y libros para difundir el conocimiento tedrico del
procedimiento [Glover y Laguna, 1997].
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TS es una técnica para resolver problemas combinatorios de gran dificultad que esta basada
en principios generales de Inteligencia Artificial (IA). En esencia es un metaheuristico que
puede ser utilizado para guiar cualquier procedimiento de busqueda local en la busqueda
agresiva del 6ptimo del problema. Por agresiva nos referimos a la estrategia de evitar que la
busqueda quede “atrapada” en un éptimo local que no sea global. A tal efecto, TS toma de la
IA el concepto de memoria y lo implementa mediante estructuras simples con el objetivo de
dirigir la busqueda teniendo en cuenta la historia de ésta. Es decir, el procedimiento trata de
extraer informacién de lo sucedido y actuar en consecuencia. En este sentido puede decirse
que hay un cierto aprendizaje y que la busqueda es inteligente.

El principio de TS podria resumirse como:

Es mejor una mala decisién basada en informacién que una buena decisién al azar, ya que, en un
sistema que emplea memoria, una mala eleccién basada en una estrategia proporcionara claves utiles
para continuar la busqueda. Una buena eleccién fruto del azar no proporcionara ninguna informacién
para posteriores acciones. [Marti, 2000]

TS comienza de la misma forma que cualquier procedimiento de busqueda local,
procediendo iterativamente de una solucion x a otra y en el entorno de la primera: N(x).

Sin embargo, en lugar de considerar todo el entorno de una solucién, TS define el entorno
reducido N *(x) como aquellas soluciones disponibles del entorno de x. Asi, se considera

que a partir de x, sélo las soluciones del entorno reducido son alcanzables.
N*(x)c N(x)

Existen muchas maneras de definir el entorno reducido de una solucién. La mas sencilla
consiste en etiquetar como tabu las soluciones previamente visitadas en un pasado cercano.
Esta forma se conoce como memoria a corto plazo (short term memory) y esta basada en
guardar en una lista tabu 7' las soluciones visitadas recientemente (Recency).

Asi, en una iteracion determinada, el entorno reducido de una solucion se obtendria como el
entorno usual eliminando las soluciones etiquetadas como tabu. N(x)\7T

El objetivo principal de etiquetar las soluciones visitadas como tabu es el de evitar que la
busqueda se cicle. Por ello se considera que tras un cierto numero de iteraciones la
busqueda esta en una region distinta y puede liberarse del status tabu (pertenenciaa 7') a
las soluciones antiguas.

De esta forma se reduce el esfuerzo computacional de calcular el entorno reducido en cada
iteracion. En los origenes de TS se sugerian listas de tamafo pequefo, actualmente se
considera que las listas pueden ajustarse dinamicamente segun la estrategia que se esté
utilizando.

Se define un nivel de aspiracién como aquellas condiciones que, de satisfacerse, permitirian
alcanzar una soluciéon aunque tenga status tabu. Una implementacion sencilla consiste en
permitir alcanzar una soluciéon siempre que mejore a la mejor almacenada, aunque esté
etiquetada tabu. De esta forma se introduce cierta flexibilidad en la busqueda y se mantiene
su caracter agresivo.
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Es importante considerar que los métodos basados en busqueda local requieren de la
exploracién de un gran numero de soluciones en poco tiempo, por ello es critico el reducir al
minimo el esfuerzo computacional de las operaciones que se realizan a menudo. En ese
sentido, la memoria a corto plazo de TS esta basada en atributos en lugar de ser explicita;
esto es, en lugar de almacenar las soluciones completas (como ocurre en los procedimientos
enumerativos de busqueda exhaustiva) se almacenan unicamente algunas caracteristicas de
éstas.

La memoria mediante atributos produce un efecto mas sutil y efectivo en la blsqueda, ya
que un atributo o grupo de atributos identifica a un conjunto de soluciones, del mismo modo
que los hiperplanos o esquemas utilizados en los algoritmos Genéticos (ver el apartado de
algoritmos genéticos). Asi, un atributo que fue etiquetado como tabu por pertenecer a una
solucién visitada hace n iteraciones, puede impedir en la iteracién actual, el alcanzar una
solucién por contenerlo, aunque ésta sea diferente de la que provocé el que el atributo fuese
etiquetado. Esto permite, a largo plazo, el que se identifiquen y mantengan aquellos atributos
gue inducen una cierta estructura beneficiosa en las soluciones visitadas.

Con los elementos descritos puede disefiarse un algoritmo basico de TS para un problema
de optimizacién dado. Sin embargo, TS ofrece muchos mas elementos para construir
algoritmos realmente potentes y eficaces. A menudo, dichos elementos han sido ignorados
en muchas aplicaciones y actualmente la introduccion de éstos en la comunidad cientifica
constituye un reto para los investigadores del area.

Un algoritmo TS esta basado en la interaccién entre la memoria a corto plazo y la memoria a
largo plazo. Ambos tipos de memoria llevan asociadas sus propias estrategias y atributos, y
actian en ambitos diferentes. Como ya se ha mencionado la memoria a corto plazo suele
almacenar atributos de soluciones recientemente visitadas, y su objetivo es explorar a fondo
una regién dada del espacio de soluciones. En ocasiones se utilizan estrategias de listas de
candidatos para restringir el nimero de soluciones examinadas en una iteracién dada o para
mantener un caracter agresivo en la busqueda.

La memoria a largo plazo almacena las frecuencias u ocurrencias de atributos en las
soluciones visitadas tratando de identificar o diferenciar regiones. La memoria a largo plazo
tiene dos estrategias asociadas: Intensificar y Diversificar la busqueda. La intensificacion
consiste en regresar a regiones ya exploradas para estudiarlas mas a fondo. Para ello se
favorece la aparicién de aquellos atributos asociados a buenas soluciones encontradas.

La diversificacion consiste en visitar nuevas areas no exploradas del espacio de soluciones.
Para ello se modifican las reglas de eleccion para incorporar a las soluciones atributos que
no han sido usados frecuentemente. La siguiente tabla 3.2 muestra los elementos
mencionados.

[ Memoria  Atributos |  Estrategias | Ambito

.' - Tabu-Aspiracién

Corto Plazo Reciente Listas de Local

| Candidatos

| Largo Palzo : Frecuente Intensif-Diversif | Global
- Tabla 3.2

Existen otros elementos mas sofisticados dentro de TS que, aunque poco probados, han
dado muy buenos resultados en algunos problemas. Entre ellos se pueden destacar:
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Movimientos de Influencia: Son aquellos movimientos que producen un cambio importante
en la estructura de las soluciones. Usualmente, en un procedimiento de busqueda local, la
busqueda es dirigida mediante la evaluacién de la funcién objetivo. Sin embargo, puede ser
muy util el encontrar o diseflar otros evaluadores que guien a ésta en determinadas
ocasiones.

Los movimientos de influencia proporcionan una evaluacion alternativa de la bondad de los
movimientos al margen de la funciéon objetivo. Su utilidad principal es la determinaciéon de
estructuras subyacentes en las soluciones. Esto permite que sean la base para procesos de
Intensificacion y Diversificacion a largo plazo.

Oscilacion Estratégica: La oscilacion estratégica opera orientando los movimientos en
relacion a una cierta frontera en donde el método se detendria normalmente. Sin embargo,
en vez de detenerse, las reglas para la eleccion de los movimientos se modifican para
permitir que la region al otro lado de la frontera sea alcanzada. Posteriormente se fuerza al
procedimiento a regresar a la zona inicial. El proceso de aproximarse, traspasar y volver
sobre una determinada frontera crea un patrén de oscilacién que da nombre a esta técnica.
Una implementacion sencilla consiste en considerar la barrera de la factibilidad \ infactibilidad
de un problema dado. Implementaciones mas complejas pueden crearse identificando
determinadas estructuras de soluciones que no son visitadas por el algoritmo y considerando
procesos de construccion / destruccion asociados a éstas. La oscilacion estratégica
proporciona un medio adicional para lograr una interaccion muy efectiva entre intensificacién
y diversificacion.

Elecciones Probabilisticas: Normalmente TS se basa en reglas sistematicas en lugar de
decisiones al azar. Sin embargo, en ocasiones se recomienda el aleatorizar algunos
procesos para facilitar la eleccion de buenos candidatos o cuando no esta clara la estrategia
a seguir (quiza por tener criterios de seleccién enfrentados). La seleccion aleatoria puede ser
uniforme o seguir una distribucién de probabilidad construida empiricamente a partir de la
evaluacion asociada a cada movimiento.

Umbrales Tabu: El procedimiento conocido como Tabu Thresholding (TT) se propone para
aunar ideas que provienen de la oscilacion estratégica y de las estrategias de listas de
candidatos en un marco sencillo que facilite su implementacion. El uso de la memoria es
implicito en el sentido que no hay una lista tabu en donde anotar el status de los
movimientos, pero la estrategia de eleccion de los mismos previene el ciclado. TT utiliza
elecciones probabilisticas y umbrales en las listas de candidatos para implementar los
principios de TS.

Re-encadenamiento de Trayectorias (Path Relinking): Este método se basa en volver a
unir dos buenas soluciones mediante un nuevo camino. Asi, si en el proceso de busqueda
hemos encontrado dos soluciones x e y con un buen valor de la funcion objetivo, podemos

considerar el tomar x como solucién inicial e y como solucién final e iniciar un nuevo camino
desde x hasta y . Para seleccionar los movimientos no consideraremos la funcion objetivo o

el criterio que hayamos estado utilizando hasta el momento, sino que iremos incorporando a
x los atributos de y hasta llegar a ésta. Por eso esperamos que alguna de las soluciones

intermedias que se visitan en este proceso de “entorno constructivo” sea muy buena. En
algunas implementaciones se ha considerado el explorar el entorno de las soluciones
intermedias para dar mas posibilidad al descubrimiento de buenas soluciones. Detalles sobre
el método pueden encontrarse en [Glover, Laguna y Marti, 2000].

119



Capitulo 3. Técnicas heuristicas para resolver el problema del agente viajero

[Laguna y Marti, 1999] proponen el uso de Path Relinking (PR) en el contexto de GRASP,
aunque aqui su significado es diferente ya que las soluciones no han estado unidas por
ningun camino previo. Asi, una vez generada una coleccién de soluciones mediante las
fases de construccién y mejora de GRASP, se seleccionan parejas (o subconjuntos) de
soluciones para unirlas mediante PR. A partir de una solucion se realiza una busqueda local
para llegar a la otra (o0 a una combinacién de las otras en el caso de subconjuntos).

Es importante destacar el hecho de que muchas de las aplicaciones basadas en TS no
utilizan los ultimos elementos descritos, por lo que son susceptibles de ser mejoradas. Al
mismo tiempo, los éxitos de las numerosas implementaciones del procedimiento han llevado
la investigacién hacia formas de explotar con mayor intensidad sus ideas subyacentes. En
este campo podemos destacar los ultimos trabajos de Modelos de entrenamiento y
aprendizaje tabu, Maquinas tabu y Disefio tabd.

3.7 Recocido Simulado 6 templado simulado (Simulated Annealing SA)

Kirpatrick, Gelatt y Vecchi proponen en 1983 un procedimiento para obtener soluciones
aproximadas a problemas de optimizacién, llamado Simulated Annealing (Templado
simulado). Este procedimiento se basa en una analogia con el comportamiento de un
sistema fisico al someterlo a un bafio de agua caliente. Simulated Annealing (SA) ha sido
probado con éxito en numerosos problemas de optimizacion, mostrando gran “habilidad”
para evitar quedar atrapado en 6ptimos locales. Debido a su sencillez de implementacién asi
como a los buenos resultados que iban apareciendo, experimentd un gran auge en la década
de los 80. Kirpatrick y otros trabajando en el disefio de circuitos electronicos consideraron
aplicar el algoritmo de Metrépolis en alguno de los problemas de optimizacion combinatoria
que aparecen en este tipo de disefios. El algoritmo de Metrépolis simula el cambio de
energia en el proceso de enfriamiento de un sistema fisico. Las leyes de la termodinamica
establecen que, a una temperatura ¢, la probabilidad de un aumento de energia de magnitud

OE viene dada por la expresion siguiente:
-8k

P(OE)=e
donde k es la constante de Boltzmann.

La simulacion de Metropolis genera una perturbaciéon y calcula el cambio resultante en la
energia. Si ésta decrece, el sistema se mueve al nuevo estado, en caso contrario, se acepta
el nuevo estado de acuerdo con la probabilidad dada en la ecuacion anterior.

Kirpatrick y otros, pensaron que era posible establecer una analogia entre los parametros
que intervienen en la simulacién termodinamica de Metrépolis y los que aparecen en los
métodos de optimizacién local, tal y como muestra la tabla adjunta.

e T T et :

r Configuracion | Solucién posible |

Configuracion Fundamental |  Solucién posible |

' Estrategia de la Configuracion | Costo de la solucion |
Tabla 3.3

Para ello, establecen un paralelismo entre el proceso de las moléculas de una sustancia que
van colocandose en los diferentes niveles energéticos buscando un equilibrio, y las
soluciones visitadas por un procedimiento de busqueda local. Asi pues, SA es un
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procedimiento basado en busqueda local en donde todo movimiento de mejora es aceptado
y se permiten movimientos de no mejora, de acuerdo con unas probabilidades.

Dichas probabilidades estan basadas en la analogia con el proceso fisico de enfriamiento y
se obtienen como funcién de la temperatura del sistema. La estrategia de SA es comenzar
con una temperatura inicial alta, lo cual proporciona una probabilidad también alta de aceptar
un movimiento de no mejora. En cada iteracion se va reduciendo la temperatura y por lo
tanto las probabilidades son cada vez mas pequefas conforme avanza el procedimiento y
nos acercamos a la solucion optima. De este modo, inicialmente se realiza una
diversificacion de la busqueda sin controlar demasiado el costo de las soluciones visitadas.
En iteraciones posteriores resulta cada vez mas dificil el aceptar malos movimientos, y por lo
tanto se produce un descenso en el costo.

De esta forma, SA tiene la habilidad de salir de 6ptimos locales al aceptar movimientos de no
mejora en los estados intermedios. Al final del proceso éstos son tan poco probables que no
se producen, por lo que, si no hay movimientos de mejora, el algoritmo finaliza. El diagrama
siguiente muestra un esquema general del algoritmo para un problema de minimizacién:

A_Igoritmo Recocido Simulado

Tomar una solucion inicial x
Tomar una temperatura inicial 7'

Mientras (no congelado)
Realizar L veces
Tomar x” de N(x).
Si (d < 0) hacer x = x’
Si (d = 0) hacer x=x"con p= d!
Hacer T =rT

Figura 3.34 Algoritmo Recocido Simulado

Para disefiar un algoritmo a partir del esquema general anterior hay que determinar los
parametros del sistema:

e La temperatura inicial se suele determinar, realizando una serie de pruebas para
alcanzar una determinada fraccién de movimientos aceptados.

« La velocidad de enfriamiento .

e Lalongitud L se toma habitualmente proporcional al tamafio esperado de N(x).

o El criterio para finalizar la secuencia de enfriamiento (estado de congelacion).
Usualmente hacemos cont = cont +1 cada vez que se completa una temperatura y el
porcentaje de movimientos aceptados es menor de la cantidad MinPercent.
Contrariamente hacemos cont = 0 cuando se mejora la mejor solucién almacenada.

La clave de una implementacién de SA es el manejo de la cola o secuencia de enfriamiento:
Cual es la temperatura inicial y como disminuye la temperatura en cada iteracion, son las dos
preguntas a responder para disefiar un algoritmo. Podemos encontrar numerosos estudios
en donde se comparan colas lentas (aquellas en las que la temperatura disminuye poco a
poco) con colas rapidas que vienen a ser métodos de descenso simple con pequenas
perturbaciones.
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En [Johnson y otros, 1989] se sugiere el realizar mejoras y especializaciones aunque no se
basen en la analogia fisica. Ademas, aconsejan utilizar soluciones posibles y no posibles
cuando la estructura del problema lo permita, penalizando en la funcién de evaluacién las
soluciones imposibles. El objetivo es diversificar y considerar mas soluciones (Notar que con
bajas temperaturas la solucion tendera a ser posible).

Las ultimas implementaciones de SA apuntan a olvidarse de la analogia fisica y manejar la
cola de enfriamiento como una estructura de memoria. Es decir, la probabilidad de aceptar o
rechazar un movimiento de no mejora depende no de la iteracién (tiempo transcurrido) sino
de lo sucedido en la busqueda. En este sentido, la probabilidad sera funcién de algunas
variables de estado del proceso. En la actualidad se estan disefiando numerosos algoritmos
hibridos en donde la busqueda local se realiza con un procedimiento basado en SA, en
ocasiones combinado con busqueda Tabu.

3.8 Métodos Evolutivos

Los métodos evolutivos estan basados en poblaciones de soluciones. A diferencia de los
métodos vistos hasta ahora, en cada iteracion del algoritmo no se tiene una Unica solucion
sino un conjunto de éstas. Estos métodos se basan en generar, seleccionar, combinar y
reemplazar un conjunto de soluciones. Dado que mantienen y manipulan un conjunto en
lugar de una solucién a lo largo de todo el proceso de busqueda, suelen presentar tiempos
de computacion sensiblemente mas altos que los de otros metaheuristicos. Este hecho se ve
agravado por la convergencia de la poblaciéon que requiere de un gran numero de iteraciones
en el caso de los algoritmos genéticos, tal y como se describe a continuacion.

3.8.1 Algoritmos Genéticos

Los Algoritmos Genéticos (GA) fueron introducidos por John Holland en 1970 inspirandose
en el proceso observado en la evoluciéon natural de los seres vivos.

Los biologos han estudiado en profundidad los mecanismos de la evolucién, y aunque
quedan parcelas por entender, muchos aspectos estan bastante explicados. De manera muy
general se puede decir que en la evoluciéon de los seres vivos el problema al que cada
individuo se enfrenta cada dia es la supervivencia. Para ello cuenta con las habilidades
innatas provistas en su material genético. A nivel de los genes, el problema es el de buscar
aquellas adaptaciones beneficiosas en un medio hostil y cambiante. Debido en parte a la
seleccion natural, cada especie gana una cierta cantidad de “conocimiento”, el cual es
incorporado a la informacién de sus cromosomas.

Asi pues, la evolucion tiene lugar en los cromosomas, en donde esta codificada la
informacion del ser vivo. La informacién almacenada en el cromosoma varia de unas
generaciones a otras. En el proceso de formacion de un nuevo individuo, se combina la
informacién cromosémica de los progenitores aunque la forma exacta en que se realiza es
aun desconocida. Aunque muchos aspectos estan todavia por discernir, existen unos
principios generales de la evolucion biolégica ampliamente aceptados por la comunidad
cientifica. Algunos de éstos son:

e La evolucion opera en los cromosomas en lugar de en los individuos a los que
representan.

e La seleccion natural es el proceso por el que los cromosomas con “‘buenas
estructuras” se reproducen mas a menudo que los demas.

e En el proceso de reproduccion tiene lugar la evolucion mediante la combinacion de
los cromosomas de los progenitores. Llamamos Recombinacién a este proceso en el
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que se forma el cromosoma del descendiente. También son de tener en cuenta las
mutaciones que pueden alterar dichos cédigos.

e La evolucion biolégica no tiene memoria en el sentido de que en la formacion de los
cromosomas Unicamente se considera la informacion del periodo anterior.

Los algoritmos genéticos establecen una analogia entre el conjunto de soluciones de un
problema y el conjunto de individuos de una poblacién natural, codificando la informacién de
cada solucién en un string (vector binario) a modo de cromosoma. En palabras del propio
Holland: Se pueden encontrar soluciones aproximadas a problemas de gran complejidad
computacional mediante un proceso de evolucion simulada. [Marti, 2000]

Para tal efecto se introduce una funcién de evaluacién de los cromosomas, que llamaremos
calidad (“fitness”) basada en la funcién objetivo del problema. Igualmente, se introduce un
mecanismo de seleccion de manera que los cromosomas con mejor evaluacién sean
escogidos para ‘reproducirse” mas frecuentemente que los que la tienen peor.

Los algoritmos desarrollados por Holland en 1992, inicialmente eran sencillos, pero dieron
buenos resultados en problemas considerados dificiles. Un primer esquema de un algoritmo
genético se muestra en la figura 3.35.

Figura 3.35 Esquema de un algoritmo genético

Los algoritmos genéticos estan basados en integrar e implementar eficientemente dos ideas
fundamentales: Las representaciones simples como strings binarios de las soluciones del
problema y la realizaciéon de transformaciones simples para modificar y mejorar estas
representaciones.

Para llevar a la practica el esquema anterior y concretarlo en un algoritmo, hay que
especificar los siguientes elementos, que se comentaran a continuacion:

e Una representacion cromosomica.

e Una poblacién inicial.

¢ Una medida de evaluacion.

¢ Un criterio de seleccion / eliminacion de cromosomas.
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e Una o varias operaciones de recombinacion.
e Una o varias operaciones de mutacion.

En los trabajos originales las soluciones se representaban por strings binarios, es decir, listas
de 1s y Os. Este tipo de representaciones ha sido ampliamente utilizada incluso en
problemas en donde no es muy natural. En 1985, De Jong introduce la siguiente cuestion:
¢ Qué se debe hacer cuando los elementos del espacio de busqueda se representan de
modo natural por estructuras complejas como vectores, arboles o grafos?, ; Se debe intentar
linealizar en un string o trabajar directamente con estas estructuras?

En la actualidad podemos distinguir dos escuelas, la primera se limita a strings binarios,
mientras que la segunda utiliza todo tipo de configuraciones. Hemos de notar que las
operaciones genéticas dependen del tipo de representacion, por lo que la elecciéon de una
condiciona a la otra. La ventaja de las primeras es que permite definir facilmente operaciones
de recombinacién, ademas los resultados sobre convergencia estan probados para el caso
de strings binarios. Sin embargo en algunos problemas puede ser poco natural y eficiente el
utilizarlas. Por ejemplo en el problema del agente viajero sobre 5 ciudades y 20 aristas, el
string 01000100001000100010 representa una solucién sobre las aristas ordenadas.

Sin embargo, dicha representacion no es muy natural y, ademas, no todos los strings con
cinco 1s representan soluciones, lo cual complica substancialmente la definicion de una
operacion de sobrecruzamiento. Es mas natural la ruta de ciudades:(2,3,1,5,4), lo cual

permite definir naturalmente diferentes operaciones estables.

La poblaciodn inicial suele ser generada aleatoriamente. Sin embargo, ultimamente se estan
utilizando métodos heuristicos para generar soluciones iniciales de buena calidad. En este
caso, es importante garantizar la diversidad estructural de estas soluciones para tener una
representacion de la mayor parte de poblacién posible o al menos evitar la convergencia
prematura. Respecto de la evaluacion de los cromosomas, se suele utilizar la calidad como
medida de la bondad segun el valor de la funciéon objetivo en el que se puede afadir un
factor de penalizacién para controlar la infactibilidad.

Este factor puede ser estatico o ajustarse dinamicamente, lo cual produciria un efecto similar
al de la oscilacion estratégica en Tabu Search:

calidad = Valor Objetivo Normalizado
- Penalizacion X Medida Infactibilidad

La seleccion de los padres viene dada, habitualmente, mediante probabilidades segun su
fitness. Uno de los procedimientos mas utilizado es el denominado de la ruleta en donde
cada individuo tiene una seccion circular de una ruleta que es directamente proporcional a su
calidad. Para realizar una seleccién se realizaria una tirada de bola en la ruleta, tomando el
individuo asociado a la casilla donde cayé la bola.

Los Operadores de Cruzamiento mas utilizados son:

e De un punto: Se elige aleatoriamente un punto de ruptura en los padres y se
intercambian sus bits.

e De dos puntos: Se eligen dos puntos de ruptura al azar para intercambiar.

¢ Uniforme: En cada bit se elige al azar un padre para que contribuya con su bit al del
hijo, mientras que el segundo hijo recibe el bit del otro padre.
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e PMX, SEX: Son operadores mas sofisticados fruto de mezclar y aleatorizar los
anteriores.

La operacion de Mutacién mas sencilla, y una de las mas utilizadas consiste en reemplazar
con cierta probabilidad el valor de un bit. Notar que el papel que juega la mutacién es el de
introducir un factor de diversificacion, ya que, en ocasiones, la convergencia del
procedimiento a buenas soluciones puede ser prematura y quedarse atrapado en éptimos
locales. Otra forma obvia de introducir nuevos elementos en una poblacién es recombinar
elementos tomados al azar, sin considerar su fitness.

A continuaciéon se muestra la implementacion de un algoritmo genético propuesta por
[Michalewicz, 1996], en donde se combinan los elementos genéticos con la busqueda local.

Algoritmo Genético

1. Generar soluciones — Construir un conjunto de soluciones P con tamario
PopSize mediante generacién aleatoria.
2. Mejorar soluciones — Aplicar un método de busqueda local a cada solucién
del conjunto P.
Mientras (nimero de evaluaciones < MaxEval )
3. Evaluacion — Evaluar las soluciones en P y actualizar, si es
necesario, la major solucién almacenada.
4. Supervivencia — Calcular la probabilidad de supervivencia basada
en la calidad de las soluciones. Segun dichas probabilidades seleccionar
aleatoriamente PopSize soluciones (con reemplazamiento) de P. Sea P el
nuevo conjunto formado por las soluciones seleccionadas (algunas pueden
aparecer repetidas).
5. Combinacién — Seleccionar una fraccion pc de soluciones de P para ser
combinadas. La seleccidn es aleatoria y equi-probable para todos los elementos
de P. Los elementos seleccionados se emparejan al azar y, por cada pareja,
se generan dos descendientes que reemplazaran a los padres en P.
6. Mutacion — Una fracciéon pm de las soluciones de P se selecciona
para aplicar el operador de mutacion. La solucién resultante reemplaza a la
griginalen P

Figura 3.36 Algoritmo Genético

Convergencia del Algoritmo

Dado que el algoritmo genético opera con una poblaciéon en cada iteracion, se espera que el
método converja de modo que al final del proceso la poblacién sea muy similar, y en el
infinito se reduzca a un solo individuo. Se ha desarrollado toda una teoria para estudiar la
convergencia de estos algoritmos en el caso de strings binarios. Esta teoria se basa
principalmente en considerar que un strings un representante de una clase de equivalencia
0 esquema, reinterpretando la busqueda en lugar de entre strings, entre esquemas. De este
modo se concluye lo que se conoce como paralelismo intrinseco:

En una poblacién de m strings se estan procesando implicitamente (.)(m") esquemas.

A partir de este resultado el teorema de esquemas prueba que la poblaciéon converge con
unos esquemas que cada vez son mas parecidos, y en el limite a un Unico string. En el caso
de strings no binarios se introducen los conceptos de forma y conjunto de similitud que
generalizan al de esquema. Se consideran una serie de condiciones sobre los operadores de
manera que se garantice la convergencia. Basicamente se exige que al cruzar dos strings de
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la misma clase se obtenga otro dentro de ésta. Ademas hay que respetar ciertas condiciones
sobre seleccién de los progenitores. Bajo toda esta serie de hipétesis se prueba la
convergencia del algoritmo. En la practica no se suelen respetar las condiciones vistas, ya
que son dificiles de seguir y probar, encontrandonos que, en ocasiones los algoritmos
genéticos resuelven satisfactoriamente un problema de optimizacién dado, y en otras se
quedan muy alejados del 6ptimo. Los estudiosos del tema han tratado de caracterizar lo que
han denominado problemas AG-faciles (Aquellos en los que los AG proporcionan buenos
resultados) y AG-dificiles, con el objetivo de saber de antemano, al estudiar un nuevo
problema, si los AG son una buena eleccion para su resolucion.

Se han tratado de caracterizar estas clases mediante el concepto de engario, considerando
que si el algoritmo converge al mejor esquema (aquel con mejor promedio del fithess de sus
strings) y en éste se encuentra el Optimo, entonces es facil que se resuelva
satisfactoriamente.

En caso de que el éptimo esté en un esquema con bajo promedio se denomina engano y se
pensaba que en estos casos es cuando el problema es AG-dificil. Sin embargo se ha visto
que esta caracterizacion mediante el engafio no es siempre cierta y no constituye un criterio
fiable.

Es importante citar que, a diferencia de otros metaheuristicos, los Algoritmos Genéticos han
crecido de forma espectacular, hasta el punto de encontrar referencias sobre ellos, en
revistas de informatica de caracter general. Ademas, muchos de los investigadores de este
campo estan trabajando en desarrollar los aspectos teoricos de la materia, e incorporando
algunas otras técnicas de busqueda local en el esquema genético. Los Algoritmos
Meméticos son un caso particular de estos nuevos hibridos que aunan los elementos de
combinacion con los de busqueda local, bajo el nombre de cooperacion y competicion.
Podemos encontrar esquemas de procedimientos genéticos ya implementados en los que
incorporar nuestras funciones de evaluacién y con poco mas, tener un algoritmo genético
para nuestro problema. Existen numerosos accesibles en internet (algunos de libre
distribucién y otros comercializados por compafias de software) y son muy populares,
especialmente en entornos informaticos. Estos esquemas reciben el nombre de context
independent y habitualmente sélo utilizan la evaluacién de la solucién como informacion del
problema. En general proporcionan resultados de menor calidad que la de los algoritmos
especificos (dependientes del contexto) disefiado para un problema dado, pero por otro lado,
su aplicacion es muy sencilla.

3.9 Busqueda dispersa

La Busqueda Dispersa (BD, en inglés Scatter Search) es un método evolutivo que ha sido
aplicado en la resoluciéon de un gran numero de problemas de optimizacion. Los conceptos y
principios fundamentales del método, fueron propuestos a comienzo de la década de los
setenta, basados en las estrategias para combinar reglas de decision, especialmente en
problemas de secuenciacion. La BD se basa en el principio de que la informacién sobre la
calidad o el atractivo de un conjunto de reglas, restricciones o soluciones puede ser utilizado
mediante la combinacion de éstas. En concreto, dadas dos soluciones, se puede obtener
una nueva mediante su combinaciéon de modo que mejore a las que la originaron. Al igual
que los algoritmos genéticos, el método que nos ocupa se basa en mantener un conjunto de
soluciones y realizar combinaciones con éstas; pero a diferencia de éstos no esta
fundamentado en la aleatorizacion sobre un conjunto relativamente grande de soluciones
sino en las elecciones sistematicas y estratégicas sobre un conjunto pequefio de éstas.
Como ilustracion basta decir que los algoritmos genéticos suelen considerar una poblacién
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de 100 soluciones mientras que en la busqueda dispersa es habitual trabajar con un conjunto
de tan sélo 10 soluciones.

La primera descripciéon del método fue publicada en 1977 por Fred Glover donde establece
los principios de la BD. En este primer articulo se determina que la BD realiza una
exploracion sistematica sobre una serie de buenas soluciones llamadas conjunto de

referencia. Los siguientes aspectos resumen los principales aspectos de este trabajo:[Marti,
2001]

e El método se centra en combinar dos 0 mas soluciones del conjunto de referencia. La
combinacion de mas de dos soluciones tiene como objetivo el generar centroides.

e Generar soluciones en la linea que unen dos dadas se considera una forma reducida
del método.

e Al combinar se deben de seleccionar pesos apropiados y no tomar valores al azar.

¢ Se deben de realizar combinaciones convexas "no convexas” de las soluciones.

e Ladistribucion de los puntos se considera importante y deben de tomarse dispersos.

La busqueda dispersa es un método relativamente reciente que hemos de considerar en
desarrollo. Durante los ultimos afios se han realizado nuevas contribuciones aplicando esta
metodologia en la resolucion de conocidos problemas de optimizacion. Algunas de estas
aplicaciones han abierto nuevos campos de estudio, ofreciendo alternativas a los disefios
conocidos. [Laguna y Marti, 2002] realizan una revision de los aspectos clave del método
desarrollados durante estos afnos.

Como conclusion se puede decir que la busqueda dispersa es un método evolutivo que se
encuentra en desarrollo. Sus origenes se pueden situar en la década de los 70 y, aunque
menos conocida que los algoritmos genéticos, se esta aplicando en la resoluciéon de
numerosos problemas dificiles de optimizacion.

En la actualidad no existe un esquema unico para aplicar la busqueda dispersa.
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Capitulo 4. Caso practico del Problema del Agente Viajero

En este capitulo realizo una metodologia para ayudar a resolver el problema del agente
viajero. Asi, como el software que se ha desarrollado para resolver este problema y expongo
unos estudios comparativos que abordan la eficiencia de los algoritmos heuristicos y exactos
gue se han realizado. Con la finalidad de tener una idea de qué algoritmos se aplican y a qué
software remitirse, al mismo tiempo actualizo la informacion referente al desarrollo de nuevos
algoritmos en su mayoria heuristicos, y la complejidad asociada y el nimero de nodos que
soportan. También expongo algunas aplicaciones que toman como base este problema.

Introduccion

Como se ha venido mencionando el problema del agente viajero es un problema
extremadamente estudiado, para muestra basta con ver la gran cantidad de articulos que
hablan de este problema, dado que es muy facil de enunciarlo o definirlo, pero resolverlo es
muy dificil. Ya lo afirma la teoria de la complejidad computacional en su versién como
problema de decisiéon: es un problema NP-Completo o bien un problema NP-Hard en su
versiéon como un problema de optimizacion.

También es un problema que llama la atencién porque las aplicaciones que tiene sobre todo
en planificacién y secuenciaciéon de tareas en maquinas y ademas sirve como base para
resolver otros problemas.

También es un problema que ha sido utilizado como “conejillo de indias”, en cuanto la
aplicacion de los algoritmos que se van desarrollando, dado que como se mencionaba es un
problema NP-Completo, y si se logra descubrir un algoritmo eficiente y se prueba en el
agente viajero querra decir que el problema del agente viajero pertenece a la clase P. Con lo
cual se demostraria que P=NP. Lo cual ha traido de cabeza a los investigadores y
disenadores de algoritmos.

4.1 Metodologia de solucion del Problema del Agente Viajero PAV

Es importante sefalar, que el problema del agente viajero, consiste en encontrar la ruta
minima entre un conjunto de posibilidades de rutas. Sujeto a que debe regresar a la ciudad
de la cual partio y no visitar una ciudad mas de una ocasion. Antes de seguir la metodologia
propuesta se debe contar con los datos de entrada del problema: el nimero de ciudades
(nodos) y el costo que representa viajar de una ciudad a otra. El costo puede estar en
funcién del costo de gasolina, tiempo, o bien otras variables.

Cuando se trata de resolver una instancia del PAV, nos daremos cuenta que nos
encontramos con varias dificultades. Puede ocurrir que no contemos con un algoritmo para
resolver el PAV de manera éptima y que si contamos con éste, el tiempo o el conocimiento
no nos permitan el desarrollo o la implementacion de tal algoritmo. O bien el PAV puede ser
muy grande y aun cuando contemos con el mejor de los algoritmos para intentar encontrar la
solucion éptima no puede ser posible por el gran costo que implica en tiempo, y tal vez en
memoria, computacionalmente hablando.

Ahora bien, como se trata de resolver un problema de optimizacién y por consiguiente
encontrar la mejor solucién u 6ptima de entre un conjunto de alternativas. Para resolver
grandes problemas de este tipo podemos elegir entre dos caminos. Si se quiere obtener la
respuesta de manera rapida, conformandose con una solucion cercana al éptimo o bien
obtener la respuesta optima, pero arriesgandose a obtener la respuesta en un tiempo de
computadora impracticable. Entre los que siguen la primera opcion destacan los algoritmos
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de aproximacién o bien algoritmos heuristicos; y la segunda opcién da lugar a los métodos
de enumeracioén y las técnicas de programacion dinamica, por mencionar algunos, ya que
existen diversos métodos exactos como planos de corte y rama y corte.

Para empezar a resolver el PAV es necesario tener presente que sus soluciones admiten
una doble interpretacion: mediante grafos y mediante permutaciones, dos herramientas de
representacion muy habituales en problemas combinatorios. Asi, si se plantea el agente
viajero como un grafo o bien como un problema de programacion matematica finalmente
tendremos como resultado o un circuito hamiltoniano o bien la permutacion éptima. Se hace
necesario plantear el problema del agente viajero a partir de matrices de adyacencia, ya que,
si se observa, los algoritmos de aproximacion exacta como el de ramificacién y acotamiento,
se necesita que el problema parta de una matriz de adyacencia. Como las matrices de
adyacencia son relativamente sencillas de comprender se sugiere que se aterrice el
problema como una matriz de adyacencia. Los numeros que tienen que figurar en ésta
matriz, tienen que ser positivos y enteros. Si el problema se plantea en un plano el problema
se le denomina problema del agente viajero geométrico, conocido como el Geometric
Traveling Salesman Problem (GTS o PAVG), en donde se tienen ciudades en el plano y se
quiere encontrar si hay un circuito solucién del PAV que no se pase de, por ejemplo, 1000
Km. La distancia es la euclidiana en términos de enteros (redondeo hacia arriba). En este
caso las distancias se consideran distancias euclidianas discretizadas es decir:

\/(xi -X2)2 » (Y1 'Yz’)

Se comentaba en el capitulo 1 que tan solo un problema de 25 ciudades (que es un
problema pequefio para muchos casos practicos) y una computadora que pudiera ser
programada para examinar soluciones a razén de un billén de soluciones por segundo; la
computadora terminaria su tarea, en alrededor de 19,674 afnos.

iNo tiene sentido resolver de esa forma un problema, si al interesado no le alcanza su vida
para ver la respuestal

Ahora bien el tomador de decisiones, ademas de decidir si quiere saber la respuesta de
manera rapida o no, el decidor, también tendra que tener presente que los algoritmos que
resuelven el problema de manera exacta segun la literatura, un problema mayor de 30 (que
es un problema poco practico, dado que los problemas reales superan en gran medida este
nimero nodos) es un problema que no se resuelve de manera rapida, cuando uno quiere
resolverlo a mano ( @ menos que se cuente con meses de tiempo para resolver el problema),
es decir, tendra que ser necesaria una computadora y un software que nos ayude a resolver
nuestro problema.

Es por esto que se recomienda usar cualquiera de los dos tipos de algoritmos, programados
en una computadora. Ahora bien, si tienes una instancia de 10 nodos puedes resolverlo a
mano y darte el lujo de obtener la solucién éptima mediante programacién dinamica o por
otro algoritmo de programacion exacta, como ramificaciéon y acotamiento.

Pero si se tiene una instancia de 400 nodos es necesario contar con una computadora que
soporte un software capaz de analizar soluciones en un tiempo razonable, por ejemplo una
de las caracteristicas principales con las que cuentan las computadoras que resolvieron el
tamario de instancia mas grande, hasta el momento, es una Compaq EV6 Alpha con un
procesador de 500 MHz. Instalada en paralelo, lo que nos hace pensar que una

130



Capitulo 4.Caso practico del Problema del Agente Viajero

computadora con caracteristicas inferiores sera suficiente para ayudarnos a resolver nuestro
problema.

En el caso de la tesis de [Castafieda, 2000], todos los métodos implementados fueron
programados en Java en una Power PC, Macintosh 6500/225, y resuelve instancias de hasta
100 ciudades y el problema del agente viajero puede ser: simétrico, asimétrico y geométrico.
Y los algoritmos que se utilizan son: heuristicos y exactos.

Bajo las premisas anteriores podemos determinar una cierta metodologia que se puede
apreciar de manera muy general para resolver el problema del agente viajero.

4.1.1 Determinar el nimero de agentes viajeros

En este paso tenemos que ver con cuantos agentes viajeros cuenta nuestro problema ya que
el problema clasico es el que cuenta con sélo un agente viajero, que conocemos como PAV
o TSP, pero podemos contar con multiples agentes viajeros, el cual, recibiria un tratamiento
diferente. En [Jianyu,1985], se expone de manera muy clara los métodos de solucién de éste
problema, y se observa que, cuando contamos con un problema con multiples agentes
viajeros estamos hablando del problema del “Vehicule Routing Problem” o VRP. Los
siguientes pasos de la metodologia que se muestra a continuacion, esta enfocada cuando se
tiene Unicamente un agente viajero. Es decir, estamos hablando del problema del agente
viajero clasico.

4.1.2 Determinar el tipo de agente viajero

Una vez que conocemos el numero de agentes viajeros es necesario saber la estructura que
tiene nuestro problema. Los problemas pueden variar por las caracteristicas con las que
cuente nuestro problema, pero finalmente si se aterriza mediante una matriz de adyacencia
sera mas que suficiente. Es decir, tenemos que contar con los costos asociados de viajar de
la ciudad i ala ciudad j, o bien, el tiempo o cualquier otro parametro que quieras medir.

Claro, nos podemos apoyar mediante la elaboracién de un grafo y recordar que la solucion
admite doble interpretacion o bien un circuito hamiltoniano o una permutacion.

Como se comentaba anteriormente el PAV puede ser geométrico o euclidiano y ambos
pueden ser simétricos o asimétricos. En un sentido mas amplio al PAV que es euclidiano y
que ademas cumple con la desigualdad del triangulo se le llama PAV Geométrico. Asi, el
PAV puede ser Geométrico, Euclidiano, Simétrico y Asimétrico.

Es necesario saber qué restricciones adicionales tendra nuestro problema, por ejemplo si se
quiere que parta de una ciudad en especial o bien que el agente viajero salga a determinada
hora de un nodo y regrese en otro tiempo determinado, o que siga una secuencia previa.

De acuerdo con los datos con los que se cuenten, el PAV puede ser facilmente transformado
en otros problemas; por ejemplo, como un problema de asignacion. Asi pues, el PAV tiene
muchas variantes: con ventanas de tiempo o dependencia horaria, con multiples agente
viajeros, ya que se le pueden agregar caracteristicas muy especificas al agente viajero. A
continuacion se muestra un esquema Figura 4.1.a) en donde se puede observar algunas
transformaciones del agente viajero. Aqui nos podemos dar cuenta que hay tantos
problemas como formas de plantearlo, lo importante es determinar exactamente la estructura
del problema. Otro punto importante es como se van a obtener los datos, si tienes costos,
distancias o tiempo. De hecho, los costos pueden estar en funcién del tiempo y la distancia
de viajar de una ciudad a otra. Puedes tener datos como latitud y altitud de cada ciudad y
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transformarlos para obtener un matriz de adyacencia con nimeros enteros positivos, por
ejemplo. Asi es como se encuentran los datos en los ejemplos de TSPLIB. Que es un
formato que conocen los académicos. Se recomienda visitar la pagina electronica
www.math.princeton.edu/tsp/usa) para tener mas detalle de estos datos. O bien es el tipo de
datos que ocupan los programas denominados GIS (Sistemas de informacion geografica)
mas adelante se vera con mayor detalle este tipo de software, dado que para resolver el
ejemplo que se propone se utilizé ARCVIEW en la versién 3.2, que es un software que
contiene informacion geografica.

m-agentes viajeros en

el PAV
A
PAV Asimeétrico
General
PAV Asimétrico
con PAV Simétrico
Desigualdad del
triangulo.
\ v
‘ . -
Cartero chino mixto , o PAV Simetrico
Ciclo hamiltoniano con
dirigido Desigualdad del
triangulo
Ciclo PAV Rectilineo PAV euclidiano

hamiltoniano

r

Ciclo hamiltoniano para
graficas planas bipartitas

| Cido

hamiltoniano

Figura 4.1 a) Casos especiales y generalizacion del PAV

4.1.3 Determinar el nimero de nodos

Este numero se percibe en funcién de la cantidad de ciudades que quieres que visite el
agente viajero. Este es un punto crucial porque, como se comentaba anteriormente, si es
mayor de 10, debes pensar en un software y el algoritmo apropiado. En este caso se pueden
usar algoritmos de solucion exacta y mas aun algoritmos heuristicos.
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4.1.4 Software a utilizar

El software que se ha disefiado para resolver el problema del agente viajero esta en funcién
de la estructura con la que cuenta y principalmente se pueden dividir en problemas de
agentes viajeros simétricos y asimeétricos. En realidad el problema del agente viajero
simétrico es una variante del problema del agente viajero asimétrico.

Si estamos interesados en unicamente saber cémo funcionan los algoritmos, en especial los
algoritmos heuristicos, existen en la red demos que nos ayudan a entender cémo funcionan
paso a paso estos algoritmos.

O bien tienes la opcién de realizar tus propios algoritmos y programarios en un lenguaje en
especial, por ejemplo C 6 C++, por mencionar algunos e incluso puedes hasta disefar tu
propia interfaz con JAVA, o en cualquier otro programa. En fin esto lo puedes realizar
siempre y cuando tengas nociones de programacion y el conocimiento de los algoritmos de
solucion.

A continuacion presento ligas de interés en donde se puede encontrar software y que esta
disponible para el publico en general. Las siguientes ligas fueron tomadas tal cual de [Gutin,
2002]

Algoritmos exactos para el problema del agente viajero
En esta seccidn se proponen algoritmos que encuentran la soluciéon éptima.

Concorde: Este es un software escrito en codigo ANSI C para algoritmos de solucién
exactos para resolver el PAV simétrico o el STSP y esta disponible de manera gratuita para
el publico en general. El cédigo implementa el algoritmo de ramificacion y acotamiento
(Branch and bound) desarrollado por Applegate, Bixby, Chvatal y Cook. También presenta
bondades extras como la opcion de resolver el problema con técnicas heuristicas, algoritmos
para resolver problemas de redes; y también resuelve el problema de mdultiples agentes
viajeros. Este software se localiza en: tar.gz (" 'c0991215.tgz") del sitio web:
http://www.math.princeton.edu/tsp/concorde.html

CDT: Este software esta escrito en FORTRAN 77 del que se obtienen soluciones exactas del
problema del agente viajero asimétrico. El coédigo implementa el algoritmo de ramificacion y
acotamiento con algunas modificaciones en el algoritmo realizados por Carpaneto,
DellAmico y Coth. El cédigo se obtiene en formato gz (7750.gz") del sitio web:
http://www.acm.org/calgo/contents/

TSP1: Esta escrito en Turbo Pascal para resolver el PAV Simétrico y fue desarrollado por
Volgenant y Van Den Hout. El cédigo implementa el algoritmo de ramificacién y acotamiento
con algunas variaciones. También utiliza una implementaciéon del algoritmo heuristico de
Christofides mejorado con la técnica 3-Opt. El cédigo se ubica en formato zip (“volgenan.zip”)
del sitio web: http://www.mathematik.uni-kl.de/~wwwwiMVWWWI/ORSEP/contents. html

tsp_solve: Esta escrito en C++ y resuelve de manera exacta el problema del agente viajero
simétrico y asimétrico. Utiliza el algoritmo de ramificacion y acotamiento basado en 1-tree,
relajaciones de arborescencia y algoritmos heuristicos. Desarrollado por Hurwitz y Craig. Se
puede obtener de manera gratuita en el siguiente sitio web:
http://www.cs.sunysb.edu/~algorith/implement/tsp/implement.shtml
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SYMPHONY: Este software fue realizado para resolver problemas de redes principalmente,
esta escrito en ANSI C por Ralphs. Desarrollado principalmente para resolver problemas de
ruteo. Se puede obtener de forma gratuita en: http://www.branchandcut.org/

tsp*: Es un codigo AMPL y resuelve problemas de agentes viajeros simétricos. Los cédigos
forman parte de un sitio web que contiene herramientas computacionales para resolver
problemas de optimizacién combinatoria. Que contiene una implementacion en AMPL del
algoritmo heuristico Christofides. El paquete incluye cédigos para encontrar arboles de
expansion minimos euclidianos. También incluye algunas herramientas para ver soluciones
en problemas euclidianos (2-D) con Matematica. El programa se puede obtener en el
siguiente sitio web: http://www.ms.uky.edu/~jlee/jlsup/jlsup.html

Combinatorica: Este programa es un agregado del paquete Matematica desarrollado por
Skiena. Y resuelve el problema del agente viajero simétrico y el problema de encontrar
circuitos hamiltonianos. Este programa se puede obtener en el siguiente sitio:
ftp://ftp.cs.sunysb.edu/pub/Combinatorica/

rank: Este es un software que nos brinda intervalos de solucién para los problemas de
asignaciéon . Asi que este programa se puede usar para resolver problemas de agentes
viajeros asimétricos. Es un archivo ejecutable escrito en DOS desarrollado por Metrick y
Maybee. Y se puede obtener en:
http://www.mathematik.uni-kl.de/~wwwwi/lWWWWI/ORSEP/contents.html

babtsp: Es un cdédigo realizado en Pascal y utiliza el método de ramificacién y acotamiento
desarrollado por Little, Murty, Sweeney, y Karen. Y desarrollado por Syslo para el libro
realizado por este autor y DEo y Kowalik. El cédigo se puede obtener en el siguiente sitio
web:

http://www.mathematik.uni-kl. de/~wwwwiVWWWWI/ORSEP/contents.html

Algoritmos de aproximacion para el problema del agente viajero

En esta seccién se consideran una variedad de software que utilizan algoritmos heuristicos
para resolver problemas de agentes viajeros simeétricos y asimeétricos.

LKH: Es un coédigo escrito en codigo ANSI C y nos ayuda a resolver agentes viajero
simétricos. Utiliza la técnica Lin-Kernighan desarrollado por Helsgaun. El cédigo se puede
obtener en un formato tar.gz ("'LKH-1.0.tgz") y besta disponible de manera libre en:
http://www.dat.ruc.dk/~keld/

SaCEC: Este es un software que nos ayuda a resolver el problema del agente viajero
simétrico. Utiliza el algoritmo “Stem-and-Cyle Ejecution Chain” desarrollado por Rego, Glover
y Gamboa. El software esta disponible en Microsoft Windows, y en plataformas de Linux y
Unix en el sitio web:

http://faculty.bus.olemiss.edu/crego/

Concorde: Como se mencion6 en la seccion anterior este paquete incluye implementaciones
muy efectivas en ANSI C para los siguientes algoritmos de aproximacién. A) Heuristica de
Lin-Kernighan, b) heuristica k-opt con k= 2,2.5,3 y c) Greedy, Nearest Neighborg, Boruvka,
insercion mas lejana.
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DynOpt: Es una implementacién de un algoritmo basado en programacion dinamica
desarrollado por Balas y Simonetti. Y nos permite resolver problemas simétricos y
asimétricos. El cédigo se puede obtener en formato ASCII del sitio web:
http://www.andrew.cmu.edu/~neils/tsp/

LK: Es un cédigo escrito en ANSI C. Utiliza el algoritmo heuristico Lin-Kernighan. El cédigo
se desarrolla usando "Cweb” y para leerlo requiere “LaTex” y “Cweb”. El cédigo utiliza la
libreria TSPLIB. El cédigo se puede obtener en formato tar.gz del sitio web:
http://www.cs.utoronto.ca/~neto/research/lk

TSP: Es un cédigo realizado en FORTRAN, y se utiliza el algoritmo de Christofides. Y se
puede obtener por medio del libro [Lau, 1986]

Routing: Es un cédigo realizado en FORTRAN y resuelve PAV asimétricos. Y se utiliza la
técnica heuristica 3-Opt . El cédigo no esta disponible en la web, pero se pueden obtener en
formato pdf en la siguiente direccién electrénica:

http://portal.acm.org/

twoopt, threeopt, fitsp: Es un cédigo realizado en Pascal y resuelve PAV simétricos y esta
publicado en el libro de [Syslo, Deo y Kowalik, 1983]. Se utiliza el algoritmo 2-opt, 3-opt, y la
heuristica de insercién mas rapida. El codigo se puede obtener el formato (“syslo.zip”) en el
siguiente sitio web:

http://www.mathematik. uni-ki.de/~wwwwi/WWWWI/ORSEP/contents. html

GATSS: Es un cédigo realizado en GNU++ y nos ayuda a resolver PAV simétricos. Y utiliza
una interface en HTML via CGlscript. El coédigo implementa un algoritmo genético Standard.
El codigo se puede obtener en un formato ASCII en el siguiente sitio web:
http://www.acc.umu.se/~top/travel information.htm|

Tours: Este es un programa que nos ayuda a resolver PAV asimeétricos y simétricos. El
software es capaz de reportarnos limites superiores e inferiores. Y se puede utilizar el
algoritmo de ramificacion y acotamiento para instancias pequefas, ademas tiene dispositivos
graficos y tiene la opciéon de salvar archivos en formato ASCIl. Se incluye un manual de
usuario para ayuda en linea. El software esta comercialmente disponible para plataformas en
Microsoft Windows y se puede comprar y obtener informacién extra en:
http://www.isye.qatech.edu/people/faculty/Marc Goetschalckx/

RAI: Es un cédigo realizado en ANSI C y nos ayuda a resolver PAV asimétricos y utiliza el
algoritmo de insercion aleatoria desarrollado por Brest y Zerovnik. El codigo se puede
obtener de manera directa en el siguiente sitio web: http://marcel.uni-mb.si/~janez/rai

ECTSP: Este software contiene 2 heuristicas de solucion para resolver PAV simétricos. La
primer heuristica esta basada en un algoritmo genético y la segunda en un algoritmo
evolutivo. El paquete contiene dos archivos ejecutables para Windows 9x, y también
contiene interfaces graficas. El software ha sido desarrollado por Ozdemir y Embrechts y se
puede obtener enviando correo a las siguientes dos direcciones electronicas:
(ozdemm,embrem}@rpi.edu).
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GIsTsp: Es un cédigo realizado en C++ y nos ayuda a resolver PAV simétricos y utiliza el
algoritmo de busqueda local desarrollado por Voudouris y Tsang. La version actual 2.0
incluye dos archivos ejecutables para Microsoft Windows y Unix/Linux. El cédigo se puede
obtener de manera directa en el siguiente sitio web:
http:/cswww.essex.ac.uk/CSP/glsdemo.html

TSPGA: un cddigo realizado en ANSI C y nos ayuda a resolver PAV simétricos y utiliza el
paquete “pgapack”. El coédigo implementa el algoritmo de Frick el cual combina algoritmos
evolutivos y busqueda local. El cdédigo se puede obtener escribiendolo al autor en el
siguiente correo elctrénico: afr@aifd.uni-karlsruhe.de y se puede encontrar informacion
adicional en el siguiente sitio web: http://www.stud.uni-karlsruhe.de/~ul63
Operations_Research_2.0: Es un software basado en Matematica y nos ayuda a resolver
problemas de investigacién de operaciones. Y los algoritmos heuristicos que utiliza son
recocido simulado y la metaheuristica ant-colony. También contiene el algoritmo de
ramificacion y acotamiento. El software se puede comprar en el siguiente sitio web:
http://www.softas.de/op researchframe.htm

Aplicaciones en JAVA

Las aplicaciones en JAVA son muy Utiles, ya que nos ayudan a visualizar como trabajan los
algoritmos paso a paso de manera grafica, lo cual puede resultar muy didactico. Algunos de
los sitios siguientes contienen aplicaciones en JAVA y utilizan algoritmos heuristicos mejor
conocidos.

http://mathsrv.ku-eichstaett.de/MGF/homes/grothmann/java/tsp.html
http://home.planet.nl/~onno.waalewijn/tspx.html
http://www.wiwi.uni-frankfurt.de/~stockhei/touropt.htmi
http://itp.nat.uni-magdeburg.de/~mertens/T SP/index.html

4.1.4 Elegir el tipo de solucion

Aqui tienes que elegir que tipo de solucién quieres. Si la quieres exacta (6ptima) o bien
cercana al 6ptimo.

Si quieres una solucion exacta debes recurrir a las técnicas exactas y si deseas una solucion
aproximada puedes acudir a las téecnicas heuristicas. En realidad esta decision depende de
la rapidez con la que quieres la respuesta y el nimero de nodos con las que cuenta el
problema.

En general para cualquier escenario que se plantee se recomienda el uso de las técnicas
heuristicas, dado que te dan una solucién muy rapida y muy cercana al 6ptimo, como lo
demuestran diversos estudios. [Castafieda, 2000] y [Junger, Reinelt y Rinaldi, 1995].

4.1.5 Obtenciodn de la solucion

Si elegiste la solucién las técnicas heuristicas como método de solucién seguramente se
obtendra la solucién de manera inmediata, pero si, elegiste las técnicas exactas, se tendra
que esperar al menos unas horas si el software es muy eficiente, y claro en el mejor de los
casos el software te da la respuesta de manera inmediata, y esto ocurre, cuando la técnica
exacta se combina con alguna técnica heuristica, como fue es el caso del software
ARCVIEW3.2.
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Figura 4.1. b) Metodologia para resolver el problema del agente viajero clasico

137




Capitulo 4.Caso practico del Problema del Agente Viajero

Basicamente estos son los pasos que tienes que realizar para resolver un problema del
agente viajero. En la siguiente seccion se muestran dos estudios comparativos para que el
lector se de una idea de la eficiencia con la que trabajan los algoritmos, tanto de
aproximacioén como de los métodos exactos.

4.2 Estudios comparativos

En esta secciéon se muestran en especial dos estudios comparativos en donde se muestra la
eficiencia de los algoritmos de aproximacion y algoritmos exactos, en el caso de [Castarieda
,2000] y un estudio comparativo de algoritmos heuristicos [Jiinger, Reinelt y Rinaldi, 1995].

4.2.1 Estudios comparativos de optimalidad de algoritmos exactos y heuristicos

La mayoria de los estudios comparativos se centran en dos cosas: en la calidad de la
solucién y el tiempo de solucion. Y se han realizado estudios en donde se compara la
eficiencia de los algoritmos exactos contra los algoritmos heuristicos, encontrando resultados
verdaderamente sorprendentes. Un estudio lo realizé Castafieda Roldan Yolanda en su tesis
para obtener el grado de maestro en ciencias computacionales en la Universidad De Las
Ameéricas, Puebla (UDLAP) en el afio 2000. En este estudio se muestra la comparaciéon de
los siguientes algoritmos heuristicos: Dos Optimal (2-Opt), Adaptacién Prim, Hibrido Dos
Optimal-Prim y Red Neuronal de Hopfield contra el algoritmo exacto: Una mejor Ramificacion
y Acotamiento (A Better Branch and Bound).

Se realizaron tres pruebas o estudios en esta tesis: Comparacion de exactitud de técnicas
exactas contra un heuristico, el segundo un analisis estadistico para saber qué tan confiable
es el resultado; y en el tercero se elaboré un analisis del tiempo de ejecucion con respecto al
numero de ciudades.

4.2.1.1 Comparacion de exactitud de técnicas exactas contra técnicas heuristicas
[Castaineda, 2000]

Como sabemos, existen diferentes metodologias para saber qué tan eficiente es un
algoritmo con respecto a otro. En este caso se comparé la eficiencia de los algoritmos con
respecto de un algoritmo exacto; en este caso, (A Better Branch and Bound), usando la
metrica tedrica estandar para medir la calidad de un algoritmo de aproximacién, se calculo

del Factor de Garantia r, y el Cociente de aproximacion C, (ver la pagina 6 del capitulo 3).

Esto se debe a que es necesario analizar qué tanto se aproximan los algoritmos
aproximados a su solucion real.

El primer estudio se realizé con 3 y hasta 12 ciudades, y de este estudio se concluye lo
siguiente:

En las figuras de 4.2 a 4.5 se observa que, para la muestra de 10 problemas PAV, tanto para
el método Dos-Optimal como el Hibrido Dos Optimal-Prim, 8 problemas PAV dan resultados
exactos y dos de ellos dan el resultado aproximado. En contraste con el método Adaptacion
de Prim y Redes Neuronales de Hopfield, que de 10 problemas PAV, solo 3 problemas PAV
dan resultados exactos y 7 de ellos dan resultados aproximados. Esto sugiere que los dos
primeros tienden hacia una mejor aproximacion que los dos ultimos.

138



Capitulo 4.Caso practico del Problema del Agente Viajero

Distancia

Comparacion en Exactitud de una

Técnica exacta y aproximada

[l Exacto : A Better
Branch and Bound

B Aproximado :
2-Optimal

3 4 5 & 7 8 9 10 11 12
Numero de Ciudades

Figura 4.2 Comparacion en exactitud de A Better Branch and Bound y 2-optimal

Distancia
S

100

(&=

Comparacion en Exactitud de una

Técnica exacta y aproximada

B Exacto : A Better
Branch and Bound

B Aoroximado
Adaptacion Prim

Namero de Ciudades

Figura 4.3 Comparacion en exactitud de A Better Branch and Bound y adaptacién Prim.

300
250
200
150
100
50

Distancia

Comparacion en Exactitud de una

Técnica exacta y aproximada

M Exacto - A Better
Branch anad Bound
B Aproximado : Hibrido

2-Optimal-Pnm

3 4 5 & 7 8 9 10 11 12
Numero de Ciudades

Figura 4.4 Comparacion en exactitud de A Better Branch and Bound e hibrido 2-optimal-Prim

139



Capitulo 4.Caso practico del Problema del Agente Viajero

Comparacion en Exactitud de una

Técnica exacta y aproximada

600

g 0 - _

g Branch and Bound
300

‘1;. B Aproximado : Red

= 0 Neuronal de Hopfiekd
100

3 4 5 <] i 8 8 10 1 12
Numero de Ciudades

Figura 4.5 Comparacién en exactitud de A Better Branco and Bound y Red Neuronal de Hopfield
Analisis estadistico

En este caso se realizaron pruebas de bondad de ajuste, ya que ésta nos proporciona una
herramienta para probar si un grupo de datos se aproxima o semeja a una distribucion
conocida. En este caso se queria comprobar que los datos arrojados por los métodos
aproximados tienen un comportamiento estadisticamente semejante al del método exacto
Una Mejor Ramificacién y Acotamiento (A Better Branch and Bound). Esto permite asegurar
que estos métodos aproximados son bastante cercanos a la realidad. La confiabilidad de
estos métodos dependera del valor alfa; que corresponde al grado de confiabilidad. El
nimero de observaciones por prueba fue de 18, porque se corrieron 3 problemas PAV de 10,
12,.., 20 ciudades. Y se obtuvo lo siguiente:

De la heuristica Dos Optimal : No se puede rechazar la hipétesis, por lo que se dice que
tienen una misma distribucién con un grado de confianza mayor de 99.5 % y un riesgo menor
de 0.5 %.

Adaptacion Prim: No se puede rechazar la hipétesis, por lo que se dice que tienen una
misma distribuciéon con un grado de confianza entre 99.5 % y 97.5%y un riesgo entre 0.5 % y
2.5%.

Hibrido 2-Optimal: No se puede rechazar la hipétesis, por lo que se dice que tienen una
misma distribucién con un grado de confianza mayor de 99.5 % y un riesgo menor de 0.5 %.
Red Neuronal de Hopfield: Se rechaza la hipétesis y se afirma que no tienen la misma
distribucién por tener un grado de confianza menor de 5%.

Computacionalmente hablando significa que los tres primeros pueden usarse con la
confianza de que la exactitud de la respuesta es buena. Con respecto a la Red Neuronal de
Hopfield, debe mejorarse la red para que se mejore en exactitud.

Analisis del Tiempo de Ejecucion con respecto al numero de ciudades

En este estudio se corrieron los algoritmos y se comparé el tiempo de solucién de una
técnica heuristica contra una exacta (A better Branch and Bound)
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Figura 4.9 Comparacion en tiempo de ejecucion del algoritmo red neuronal de hopfield y a Better
Branch and Bound

De la figura 4.6 a 4.9 sugieren la utilizacion de diferentes tipos de técnicas de solucion
dependiendo del numero de ciudades. Para pocas ciudades (hasta antes de 8) es posible (ya
que se trata de miliseg) utilizar métodos exactos dado que el tiempo de respuesta es
relativamente pequeno y tiene como ventaja sobre un aproximado que la solucién es la
exacta. Y con un crecimiento mayor de 10 en el numero de las ciudades la diferencia en
tiempo aumenta, por lo que son mejores los métodos aproximados. Cabe sefalar que
siempre la curva de los aproximados ( a excepcion de la Red Neuronal de Hopfield) se
prolonga por abajo de la curva de un método exacto, significando que el tiempo de respuesta
sera menor que la respuesta de una técnica exacta, aunque en algun momento la respuesta
sera aproximada. La Red Neuronal de Hopfield requiere de tiempos mayores del resto de los
aproximados; pero, en este punto, cabe aclarar que la red Neuronal de Hopfield se corrid con
los parametros default de Hopfield por facilidad en el muestreo. Pueden mejorarse los
resultados en exactitud y tiempo si se juega con los parametros, es decir, se pueden variar
los parametros iniciales de la red a otros diferentes de los default de Hopfield.

Ademas, debe tomarse en cuenta que la bondad del método de la Red de Hopfield sobre el
resto de los métodos aproximados es que éstos usan siempre una ruta inicial, la cual mejora
en gran medida el algoritmo. La Red Neuronal de Hopfield, por el contrario, parte de cero, es
decir, sin ruta alguna; sin embargo, encuentra siempre una ruta valida.

En este sentido cabe mencionar que los algoritmos heuristicos que se han desarrollado para
el agente viajero son bastante confiables y ademas muy rapidos y que los algoritmos al
hibridarse con otro método de solucion, los resultados son sorprendentes al tener un margen
de optimizacion con respecto al optimo de 1% a 3%.

4.2.1.2 Estudio comparativo de técnicas heuristicas [Jiinger, Reinelt y Rinaldi, 1995]

Otro estudio realizado por [Jinger, Reinelt y Rinaldi, 1995]. Se comparan los siguientes
algoritmos heuristicos: Vecino mas cercano, insercion mas lejana, christofides y ahorros de
los algoritmos de construccién, también se evaluaron algoritmos de mejora como:2-opt., 3-
opt.,Lin y Kernighan. Se compararon 30 agentes viajeros tomados de TSPLIB y se muestran
unicamente los resultados del problema mas grande de 2392 ciudades. Y se conoce como
pr2392.
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El método de analisis de la eficiencia de los algoritmos fue comparandolos con una solucién
exacta, en este caso se utilizé el algoritmo rama y corte.
En su estudio compararon técnicas heuristicas de construccién y de mejora.

En esta primera tabla se muestra la desviacion del 6ptimo de los algoritmos de construccion
o constructivos del problema del agente viajero que mas se utilizan en la actualidad, como
son: el vecino mas préximo, el de insercion mas lejana, el algoritmo de Christofides y el
algoritmo de ahorros.

oeo | Do [ emod
| Vecino mas préximo | 18.6% | 0.3
P et s L T B
| Christofides | 19.5% [ 0.7
| Ahorros i 9.6% | 5.07

Tabla 4.1 Comparacién de desviacién del 6ptimo de algoritmos heuristicos de construccion

Se puede observar que los tiempos de computaciéon son muy parecidos entre si e inferiores a
1 segundo en promedio.

A la vista de los resultados podemos concluir que, tanto el método de los ahorros como el de
insercién basado en el elemento mas lejano son los que mejores resultados obtenidos,
aunque presentan un tiempo de computacion mayor que los otros dos.

Heuristico | Pammo - | Ejecueion
i 2-6ptimo [ 83% [ 0.25
! 3-6ptimo ;- 3.8% ! 85.1
' Lin y Kernighan 1 i 1.9% i 27.7
BT e S s

Tabla 4.2 Comparacion de desviacion del 6ptimo de algoritmos heuristicos

Respecto de los tiempos de ejecucién, se observa como al pasar de una exploracién 2-opt a
3-opt aumenta considerablemente el tiempo de ejecucion. Y también que el algoritmo Lin y
Kernighan tiene una desviacion del 6ptimo menor al algoritmo 2 y 3 opt.

A la vista de los resultados, parece mas interesante utilizar movimientos compuestos, que
permitan controlar movimientos simples de no mejora, que utilizar movimientos k-6ptimos
con valores altos de k que, por su complejidad, consumen mucho tiempo y, sin embargo, no
llegan a tan buenos resultados.
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4.3 Aplicaciones

Aplicaciones en la investigaciéon de operaciones se encuentran practicamente en todos los
niveles y en todo tipo de industrias. Es evidente que las corporaciones aspiran a tomar
decisiones que les redituen beneficios econdémicos, y normalmente, estas decisiones se
encuentran restringidas de forma muy compleja. Estos atributos son tnicos de modelos de
investigacion de operaciones. En las ultimas decadas el impacto de la investigacion de
operaciones en la industria ha sido impresionante, convirtiéndose en ganancias (o ahorros)
con frecuencia multimillonaria en los diversos ramos industriales.

El problema del agente viajero es la base para muchas aplicaciones, en especial, en la de
reparto de mercancia en una ciudad. Las situaciones reales suelen complicarse con mas de
un vehiculo de reparto; horarios de reparto impuestos por los clientes; demoras en los
lugares de entrega; capacidades en los vehiculos, que limitan los recorridos, etc.

En las siguientes lineas se hablara de una de las aplicaciones mas comunes del problema
del agente viajero que es la programacién de tareas en una maquina.

4.3.1 Programacion de tareas en una maquina

Algunas veces, en algun taller de manufactura, se cuenta con una sola maquina en la cual se
procesan diferentes tareas, una a la vez. Ahora bien, para procesar cada una de estas tareas
la maquina requiere de cierta configuracién caracteristica de la tarea, pueden ser: niumero y
tamafio de diferentes dados, colocacion de cuchillas a cierta distancia unas de otras,
colorantes para alguna fibra, etc. De manera que una vez que una tarea ha sido terminada,
€s necesario preparar la maquina para procesar una nueva tarea, aqui sera necesario
invertir un cierto tiempo, y este tiempo dependera de la tarea recién procesada y de la
proxima. Si las caracteristicas de una tarea son similares a las de otra, se piensa que el
tiempo que se requiere para pasar de una configuracion a otra sera pequefio, en
comparacién del tiempo requerido para ir de una tarea a ofra con caracteristicas muy
diferentes.

Desgraciadamente durante las labores de preparacion de la maquina, ninguna de las tareas
se puede ejecutar, asi que este tiempo es tiempo perdido, y se esta desaprovechando la
capacidad de la maquina, esto representa un costo de oportunidad para la empresa. Es
importante entonces encontrar el orden en el cual se deben de procesar estas tareas, con el
fin de reducir al minimo el tiempo perdido.

Aun cuando este problema parezca tener ninguna relacion con el PAV, se puede formular de
la misma manera. Cada tarea puede ser vista como una de las ciudades a visitar y el tiempo
necesario para cambiar la configuracion de la maquina corresponde a la distancia que hay
entre una ciudad y otra. Encontrar la manera de ordenar las tareas para minimizar el tiempo
total de preparacién es equivalente a disefiar la ruta, esto es, el orden en el cual se deben
visitar las ciudades para minimizar la distancia total recorrida. Esto nos da una idea de lo
crucial que resulta tener buenas soluciones para el PAV en un ambiente de manufactura.

Figura 4.10 Programacion de tareas en una maquina
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4.3.2 Logistica de distribucion de mercancia a los clientes o VRP

Generalmente, algunas empresas que distribuyen bienes perecederos necesitan hacerlo en
un tiempo corto, un esquema muy comun es que la empresa disponga de un almacén
central, en el cual se concentran los bienes a distribuir y una flotila de unidades de
transporte se encarga de visitar a los clientes para hacer entrega de la mercancia.
Analicemos los componentes de este problema, en primer lugar tenemos que las unidades
de servicio son limitadas, la forma en la que se podria efectuar la entrega de mercancias en
el menor tiempo posible, seria enviar una unidad a cada uno de los clientes. Pero lo mas
realista seria pensar que no se tienen tantas unidades como clientes. Ya que esto resultaria
sumamente costoso. Si la empresa dispone de una sola unidad el costo fijo se reduce
bastante, y el problema de determinar la ruta que debe de seguir el vehiculo para entregar
en el menor tiempo toda la mercancia es ni mas ni menos el PAV. Pero aqui hay dos
problemas en los que tenemos que pensar: en primer lugar, puede ser que el tiempo minimo
(si es que se puede determinar) resulte demasiado largo, por ejemplo si se trata de la
entrega de leche, esta debe entregarse por la manana, que es cuando los clientes la
requieren, y con una sola unidad de entrega, podria darse el caso que los ultimos clientes la
fueran recibiendo por la tarde. Por otro lado, las unidades tienen una cierta capacidad de
almacenamiento, y tal vez que se necesiten varias para cargar con la mercancia que debe
ser entregada.

Asi pues, vemos que este problema contiene dentro de si muchos mas. Primero. determinar
cual es el tamario ideal de la flota de vehiculos. Segundo: determinar cuales son los clientes
que deben ser asignados a cada unidad para hacer la entrega. Y finalmente, cual es la ruta
que debe seguir cada una con el fin de terminar con el reparto en el menor tiempo posible
(PAV). Para complicar mas las cosas estos problemas no son independientes, sino que la
solucion de uno determina la de otro. Este problema se conoce como problema de ruteo de
vehiculos (VRP: Vehicle Routing Problem). Figura 4.11

Figura 4.11 Ejemplo de un ruteo factible en un VRP (una central de abasto, ocho clientes y tres
unidades de servicio)
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4.3.3 Clasificacion de secuencias de la molécula de ADN

El Problema de Clasificacion de secuencias de la molécula de ADN es de suma importancia
en la biologia molecular. En éste se tiene una coleccion de fragmentos (subcadenas de
alguno de los dos hilos de varias moléculas idénticas de ADN que se han “roto” en diferentes
formas) y se pretende deducir la secuencia de la molécula de ADN entera. Este problema
se modela de tres formas: supercadena comun mas corta (SCC 6 SCS — Shortest Common
Superstring), reconstruccién y multicontig (multiple contiguously covered regions 6 multiples
regiones cubiertas contiguamente). En el modelo de la supercadena comun mas corta, el
problema es encontrar la cadena mas corta que contenga cada fragmento como
subcadena. Si creamos un grafo donde cada vértice denote un fragmento y el peso de cada
arista sea el traslape entre fragmentos, entonces el problema se resuelve encontrando un
ciclo Hamiltoniano.

En el Departamento de Quimica y Biologia de la Universidad de las Américas-Puebla se
trabajo en la clasificacion de secuencias de ADN. Se pretende tipificar una familia de virus
que causan el cancer cérvico uterino (los papilomavirus humanos (PVH)).

Los virus poseen una estructura de ADN cambiante (suelen mutar), por lo que se agrupan en
familias. Si dos ADNs muestran 10% 6 mayor diferencia, entonces pertenecen a tipos
distintos. Si la variacion es menor al 10%, pero mayor a 5%, entonces pertenecen al mismo
tipo, pero a subtipos diferentes. Si la diferencia no alcanza el 5%, hablamos de variantes. En
rara ocasion encontraremos una coincidencia exacta.

\

Figura 4.12 Molécula de ADN

La seleccion de la combinacion optima de costo minimo sin que se repitan los patrones, es
un problema semejante al Problema del Agente Viajero (PAV). Conociendo la distancia
entre cualquier par de patrones se generan un conjunto de clases que los clasifiquen por
similitud, y teniendo un nimero arbitrario de enzimas que generan diferentes clasificaciones,
con cierto grado de informacién redundante entre cualquier par de enzimas; encontrar
cuantas y cuales enzimas, al combinar la informacién que me proporcionan, generan: una
clasificacion determinada ¢ la clasificacion mas fina posible. Tipificando una familia de virus
que causan el virus del papiloma humano.
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4.4 Ejemplo practico

Con este ejemplo se pretende mostrar la metodologia mostrada
en un principio y que el lector pueda resolver un ejemplo
sencillo: encontraremos un tour 6ptimo a través de las 31
ciudades principales de los Estados de la Republica Maxicana
y el Distrito Federal. El agente viajero sera cada uno de
nosotros y dado que quiere viajar por toda la republica
optimizando su tiempo y su dinero es necesario encontrar el
tour optimo. Pero ademas queremos saber la respuesta lo
antes posible, dado que se nos acaban las vacaciones y
nuestro dinero!

México se encuentra situado en el norte del continente
Americano, junto con Canada y Estados Unidos de América; se localiza en el hemisferio
occidental hacia el oeste del meridiano de Greenwich.

La extension territorial del pais es de 1'964,375 km?, con una superficie continental de
1'959,248 km? y una insular de 5,127 km?. Esta extension lo ubica en el decimocuarto lugar
entre los paises del mundo con mayor territorio.

México colinda en su parte norte con los Estados Unidos de América, a lo largo de una
frontera de 3,152 km y al sureste con Guatemala y Belice, con una frontera conjunta de
1,149 km de extension. La longitud de sus costas continentales es de 11,122 km, por lo cual
ocupa el segundo lugar en América, después de Canada.

Hasta 1996 la red de carreteras tenia una longitud de 312,301 km. Si fuera posible colocar
una carretera después de otra, se podrian dar mas de siete vueltas a la Tierra sobre el
Ecuador.

En la tabla se muestran cada uno de los 32 estados de la Republica Mexicana a través de
los cuales deseamos pasar.

[ 1. Mexicali | 9. Cd. Victoria | 17.Colima [ 25. Puebla

! 2. Lapaz 1| 10. Zacatecas 18. Morelia | 26. Tuxtla Guitérrez

| 3.Hermosillo [~ 11.SanLuisPotosi | ~ 19.Toluca [~ 27.Villahermosa
| 4.Chihuahua | 12. Tepic ~20. Pachuca ~ 28. Chilpancingo

| 5.Saltilo [ 13. Aguascalientes 21.D.F. ' 29.0axaca
[ 6. Culiacan [ 14. Guanajuato | 22.Tlaxcala | '30. Campeche
| 7. Durango | 15. Guadalajara 23. Xalapa 31. Mérida

i 8. Monterrey 1 16. Querétaro | 24. Cuernavaca 32. Chetumal

Tabla 4.3 Estados de la Republica Mexicana
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. 2 Capital de la entidad
m===_Carreteras principales
= Carreteras de cuota

Figura 4.13 Carreteras principales de |la Republica Mexicana
Siguiendo la metodologia que se planted en el principio primero tenemos que:

1. Determinar el numero de agentes viajeros en este caso contamos con solo un agente
viajero, que somos en este caso nosotros.

2. Después tenemos que determinar el tipo de agente viajero. El tipo de problema esta en
funcion de las caracteristicas especiales que tenga nuestro agente viajero.

Podemos decir que es un solo agente viajero que es simétrico dado que ir de un estado
por ejemplo de Zacatecas a Guadalajara es la misma distancia de viajar de Guadalajara a
Zacatecas, considerando que utilizariamos el mismo camino. Los datos son enteros
positivos y representan las distancias en carretera de una ciudad a otra, por lo que tenemos
la opcion de insertar los datos en una matriz de adyacencia. Cabe sefalar que las unicas
restricciones son las asociadas al problema: no visitar una ciudad mas de una vez y
regresar a la ciudad de la cual parti. No hay restricciones adicionales. Porque podriamos
restringirlo, tomando una ciudad como punto de partida y ademas sujetar al viajero a visitar
las ciudades en un cierto orden, pero este no es el caso.

O bien tenemos la opcion de modelarlo como un problema de programacion matematica en
especial como un problema de programacion entera binario. Como se muestra a
continuacion. Y de manera paralela necesitamos saber como se obtuvieron nuestros datos.
En este caso los datos se obtuvieron del Guia Roji, en donde se muestran las distancias en
carreteras de un estado a otro. Se pueden observar los datos a partir de una matriz de
adyacencia, ésta se puede observar al final de este capitulo.
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Y dado que el problema cumple con las condiciones de optimalidad: para que tenga solucién
el PAV simétrico una solucion es necesario que, la cardinalidad de cada nodo sea mayor o
igual a dos. En el caso de graficas dirigidas, la condicién necesaria es que el grado de
entrada y el de salida de cada nodo deben ser mayor o igual que uno. Y sabemos que tiene
solucién éptima dado que la matriz cumple la desigualdad del triangulo, es decir, que no
existe ningun arco (digamos i y j) cuyo costo es infinito; pues la suma de los costos de la
trayectoria que une iy j tiene que ser mayor que el costo asociado al arco (j, j) Por tanto, la

grafica es completa y existe solucion factible (Por ejemplo, {(l,2),(2,3),...,(n,l)} . Como el
numero de soluciones factibles es finito, implica que existe una solucién éptima.

3. Determinar el nimero de nodos, pues bien, el nimero de nodos es de 32.

4. Software a utilizar: Siguiendo el paso anterior dado que queremos una solucion con
respuesta rapida y ademas exacta, se hace necesario el uso de un software. En realidad
existe software que nos puede ayudar a resolver estos problemas como lo es LINDO o
WINQSB, o el programa ARCVIEW en su version 3.2, ademas de los listados en las
secciones anteriores. Son programas que son muy accesibles y soportan un gran nimero de
nodos.

El programa WINQSB consta de 19 médulos entre los cuales figura el médulo de
programacion de redes o Network Modeling NET, que es el médulo que resuelve problemas
de redes que nos ayuda a resolver el problema de transbordo , transporte, asignacion,
camino mas corto, flujo maximo, arbol de expansién minima y el problema del agente viajero.

Las capacidades especificas de NET incluyen:

Algoritmo para resolver problemas de rutas mas cortas, arboles de expansion minimos,
ramificacidon y acotamiento y las heuristicas: el vecino mas cercano, incersién mas barato y
2-opt. Ademas despliega paso a paso el método Hungaro, mediante soluciones graficas,
analisis paramétrico, encuentra soluciones alternativas para los problemas de transporte.
Tiene la facilidad de introducir datos en forma matricial o en forma grafica.

Tiene la bondad de tolerar un gran numero de nodos 2050 para ser mas exactos. Cabe
senalar que el modulo Network Modeling toma como punto de partida el nodo que se inserte
primero, en especifico para la heuristica del vecino mas cercano. Es decir, si el nodo 1 es la
ciudad de Aguascalientes, entonces este algoritmo, tomara al estado de Aguascalientes
como la ciudad de la cual se tiene que partir y a la cual regresar.
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En el caso de LINDO es un programa bastante accesible, pero no nos permite la opcién de
ver el problema graficamente y tampoco nos permite el uso de algoritmos heuristicos, es
decir, resuelve el PAV de manera exacta a través de la programacion matematica utilizando
el método simplex como método de solucion. Lo cual limita nuestras posibilidades de utilizar
otro tipo de algoritmos como los heuristicos y seria necesario plantear el problema como un
problema de programaciéon entera binaria, ya que los planteamientos de los algoritmos
exactos requieren una estructura de este tipo.

Otro software que se utilizé fue ARCVIEW version 3.2. Este software es de los sistemas que
se les llama GIS “Sistemas de Informacién Geografica” y sirve para realizar distintos estudios
que utilizan redes geograficas, por ejemplo, calles, autopistas, rios, lineas eléctricas, etc.
Uno de ellos es el calculo de rutas mas cortas. Este software cuenta con distintas
extensiones que ayudan a resolver varios tipos de problemas, la extensién que nos ayuda a
resolver los problemas de rutas mas cortas es la extension llamada ArcView Network Analyst
. Esta extension permite a usuarios solucionar una variedad de problemas usando las redes
geograficas mencionadas anteriormente , por ejemplo encontrar la ruta mas eficiente del
recorrido o tour, la generacién de direcciones del recorrido, encontrar la unidad de servicio
mas cercana, o definir las areas de servicio basadas en el tiempo del recorrido. El analista de
la red de ArcView cuenta con un interfaz grafico que nos permite modelar:

e Rutas mas cortas entre cualquier par de puntos: por ejemplo cual de las 32
ciudades es la mas cercana al Distrito Federal

¢ Ruta 6ptima entre muchos puntos: cual es la ruta éptima entre cualquier par de
ciudades de la republica mexicana.

e Encontrar un centro de distribucion mas cercano con respecto a un punto en
especifico: que supermercado esta mas cercano a mi casa y como consigo llegar
alli.

e« Manejo de analisis del tiempo: cuantos son los clientes potenciales alrededor de un
restaurante de comida rapida en tres, cinco y 10 minutos.

La extension Network Analyst puede hacer un ruteo punto a punto y poner ciertos
sefalamientos locales en el camino. Los datos de la red geografica se pueden basar en
dibujos realizados en otros programas como CAD.

Esta extension también incluye un conjunto de herramientas de analisis de redes muy
avanzadas que nos permiten realizar un analisis de redes muy sofisticado. El algoritmo que
utiliza esta extension para resolver los problemas de redes es el algoritmo Dijkstra mejorado,
el cual consiste en encontrar rutas mas cortas entre cualquier par de nodos

5. Determinar el tipo de soluciéon: como queremos resolver un problema del agente viajero
con 32 nodos es necesario resolverlo con algin software en especial que nos muestre
nuestro viaje 6ptimo o bien con una solucién muy cercana al éptimo. Para resolver este
problema es suficiente con el apoyo de las técnicas heuristicas, pero dado que existe
software que nos puede dar un resultado éptimo utilizando técnicas exactas utilizaré técnicas
de soluciones exactas y heuristicas.

4.4.1 Resultados del ejemplo del tour a través de las 32 ciudades de la Republica
Mexicana utilizando WINQSB

Una vez conociendo nuestro problema procedemos a resolverio con la ayuda de WINQSB,
que debe estar previamente instalado en la computadora en donde vayas a resolver el
problema.
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Caracteristicas de la computadora en donde se realiz6 la corrida del programa.
CIntel Pentum Il | Sistema

| 598 MHz | Microsoft Windows XP
Professional

' 192 MB de RAM Version 2002

Tabla 4.4Caracteristicas de la computadora

Una vez que se tiene instalado este programa nos vamos al icono inicio, programas y
seleccionamos el médulo Network Modeling, como se muestra en la figura de abajo.

£8 Aber documento de Office
E] Nuevo documento de Office

& Set Program Access and Defauks
¥ Windows Catalog

B Windows Update

& M3

D wnzp

B Acceptance Samping Analysis
g ;':;:‘f:ﬂ‘___”_‘_ ) Morton Antivnus [ Agoregate Planning
o ) st [™ Decision Analysis
B Curlock Exprec & Intermet Explores ™ Oynamc Programming
M Explores ™ Faciity Location and Layout
%) Outlook Express ) Forecasting
. Remote Assistance B Goal Programmng
5 @ windows Media Playes [ tnventory Theory and System
ﬁamnmso B Windows Messenger 2 Job Scheduing
0 chostgum » J§ Bl unear and integer Programming
z Math Type 1) Ghostscript il B markov Process
a PCTex 13
E Mecrosoft Office Excd ﬁ PrintMe Intarnet Printing » ;
ﬁasmd.: ) Rowo Easy CD and DVD Creator & » i I Nondnear Programmng
fal Adobe Fhotoshop Album 2.0 Starter Edition ™ FERT_CPM
I Adobe Reader 6.0 Quadratic Programming
AllPrograms % B N Messenger 6.2 ™ Quakty Control Chart

Caf ap1gq- B, %o M LW 43am

Figura 4.14 Inicio del programa WINQSB, Network Modeling

1. Para usar este programa es necesario tener los datos que se tienen que ingresar en
el programa, en este caso es una matriz de adyacencia que nos representan las
distancias en Km. entre cada una de las 31 ciudades y el Distrito Federal. Que se
encuentra en las secciones siguientes.

2. Una vez que ya estds en programa se tiene que seleccionar el comando New
Problem, con el icono (Bl . Tendras que seleccionar el tipo de problema y especificar
la informacién relacionada con el problema. En este caso tenemos que seleccionar
“The traveling salesman problem”, minimizacién, simeétrico y poner el titulo del
problema, asi como el nimero de nodos que es 32. Y dar OK. Y se aparecera una
hoja de calculo de 32 por 32.
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En el caso de que hubiera nodos sin conectarse se tiene que poner una “M” que nos
representa un costo infinito o bien dejar las celdas vacias. En este caso las ciudades
que van desde la ciudad / a la ciudad i se tienen que dejar en blanco.

Puedes usar las teclas de navegacion o la barra espaciadora para moverte en la hoja
de calculo.

Se tiene que dar click o doble click en la celda para seleccionarla. Y puedes introducir
los datos.

(Opcional) Use el comando Format para cambiar el formato de los numeros, el
tamano de la fuente, el color, alineacion, altura de los renglones y el ancho de las
columnas.

(Opcional) Use los comandos de Edit para cambiar el nombre del problema, de los
nodos, tipo de problema, criterio de la funcién objetivo, o bien para borrar o agregar
nodos.

(Opcional, pero importante) Después de introducir los datos del problema, seleccionar
el comando Save Problem As para salvar el problema.

Una vez realizado los pasos anteriores se presentan las siguientes pantallas:

New
Problem

Reloj

Calculadora

Ayuda

Salir del
programa

Figura 4.15 Primer hoja de WINQSB

Una vez que seleccionamos el icono New Problem se nos pregunta qué tipo de problema
queremos resolver, entonces elegimos la opcién “The traveling salesman problem”,
seleccionamos minimizacion, y la opcion de simétrico. Tendras que ponerle titulo al problema
y el nimero de nodos que son 32. Ya que tenemos esos datos aparecera una hoja de
calculo en la que tendras que ingresar las distancias de ciudad entre ciudad y dejando
espacios en blanco en las celdas que tienen el mismo subindice.

Como la matriz de costos es muy grande, ésta se pueda ver al final de este capitulo.

Una vez que nos aparece la hoja de calculo e introducimos los datos, se pueden editar los
nombres de los nodos, dando click en el comando Edit y eligiendo editar nombre de los
nodos. Se podra poner el nombre de los estados de la republica.
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Hotwerk Modeling

+4 Inicio 3 oot £ o0
Figura 4.16 Introduccién de los datos y nombres de los nodos

Cuando ya se ingresaron todos los datos, damos click en solve and analyze y enseguida
elegimos solve the problem, y se desplegara una imagen como se muestra a continuacion:

i Traveling Salesman Solution Method

Figura 4.17 Despliegue de técnicas heuristicas y exactas del WINQSB

Se podra notar que el programa nos facilita cuatro formas de resolver el problema, Nearest
Neighbor Heuristic o vecino mas cercano, Cheapest Insertion Heuristic o insercion mas
barata, Two-way Exchange improvement o dos-optimal , estas técnicas son heuristicas, es
decir, encuentran una soluciéon buena pero no la 6ptima y la ultima estrategia es Branch and
Bound que es una técnica exacta, es decir, encuentra el éptimo pero con un tiempo de
computacion muy costoso. La descripcion de esta técnica se puede ver a detalle en el
capitulo dos de esta tesis.

A continuacién describo brevemente las heuristicas usadas por el programa para que el
lector se dé una idea de como trabajan los algoritmos, aunque una descripcion mas detallada
se puede encontrar en el capitulo 3.

Vecino mas cercano: Como se comentaba en el capitulo 3, esta heuristica es uno de los
procedimientos heuristicos mas sencillos para el TSP, que trata de construir un ciclo
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Hamiltoniano de bajo costo, basandose en el vértice cercano a uno dado. Para ver mas
detalles respecto de este algoritmo ver el capitulo 3.

En este caso se resolvié para que Aguascalientes en un primer ejercicio y el Distrito Federal
en un segundo ejercicio fueran las ciudades iniciales. En este caso se pondran Unicamente
los resultados partiendo del Distrito Federal. Y se pondran al final de la explicacion de las
técnicas que utiliza el programa WINQSB.

Insercion mas barata: Este tipo de heuristica pertenece a un grupo de técnicas que se les
conoce como técnicas de insercion. Que consisten en comenzar construyendo ciclos que
visiten Unicamente unos cuantos vértices, para posteriormente extenderlos insertando los
vértices restantes. En cada paso se inserta un nuevo vértice en el ciclo hasta obtener un
ciclo hamiltoniano. Dentro de este conjunto de técnicas podemos encontrar distintas técnicas
de insercién, dentro de las cuales figura el de insercibn mas barata que consiste en
seleccionar el vértice j que sera insertado con el menor incremento del costo. En el capitulo 3
se ve con mas detalle esta técnica.

2-OPT: Este procedimiento se basa en la siguiente observacién para grafos con distancias
euclideas (o en general con costos cumpliendo la desigualdad triangular). Un movimiento 2-
opt consiste en eliminar dos aristas y reconectar los dos caminos resultantes de una manera
diferente para obtener un nuevo ciclo. El ciclo final es mas corto que el inicial.

En la figura 4.18 se despliega el resultado obtenido por la técnica del vecino mas cercano.

Daxaca
Oaxaca  Tustla Gtz 520 2 Monteriey  Cd. Victoria | 271 i
| Tuxtla Gtz. | Villaheimoza 264 24 Cd Victosia Queretao 532
Villshermoza: Campeche 387 25 | Queretaro  Guansjoto| 134 |
Campeche | Merida 157 26 Guanajusto Moreha 160 :
Merida | Chetumal 368 27 Morelia Tepic 4%
~| Chetumal = S.LPotosi W ozm Tepic  Culiacan 485
" | S.LPotosi guazcaliente 151 29 Cuiacan Cuemavaca 1242 |
| guatcaliente. Zacatecas m 30 Cuemavaca Chilpancinge 258 |
| Zacalecas = Dusango 230 n Chipancingo. Lapaz 4570 a
Dwango | Colima 182 2 Lapaz Distrito 2 |
Total Minimal | I I

Figura 4.18 Ruta dada por el algoritmo del vecino mas cercano

La ruta propuesta por la técnica del vecino mas cercano: Distrito Federal-Toluca-Pachuca-
Tlaxcala-Puebla-Xalapa-Oaxaca-Tuxtla Gutiérrez-Villahermosa-Campeche-Mérida-Chetumal-
San Luis Potosi-Aguscalientes-Zacatecas-Durango-Colima-Guadalajara-Mexicali-Hermosillo-
Chihuahua-Saltillo-Monterrey-Cd. Victoria-Quereétaro-Guanajuato-Morelia-Tepic-Culiacan-
Cuernavaca-Chilpancingo-La Paz-Distrito Federal. Si tomamos esta ruta tendriamos que
recorrer 18981 Km, a través de las 32 ciudades de |la Republica Mexicana.

Si observamos la ruta tenemos que los ultimos estados que tendriamos que visitar estan muy
lejanos Chilpancingo-La Paz-Distrito Federal, aqui se observa la ineficiencia de este
algoritmo, ya que en un principio, si toma las ciudades mas cercanas pero, una vez que se
agotan las posibilidades hasta el final se corre el riesgo de viajar entre ciudades lejanas. Es
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por esto que a este tipo de algoritmos se les conoce como algoritmos miopes porque no ven
mas alla de la solucién inmediata.

El siguiente resultado es la que se obtiene mediante la técnica insercion mas barata 6
Cheapest insertion heuristic.

inimization (Traveling Salesman Problem)

Cuernavaca Guanajuato
Guanajuato Morelia
Morelia Toluca
Toluca Distrito
Distiito Pachuca
Saltilio Pachuca  Tlaxcala
| Chihuahua | Tlaxcala Xalapa
i La paz i 3 { XKalapa Villahermosa:
Mexicali Villahermosa Chetumal
Hemmosillo | Chetumal  Merida
Durango i . Merida Campeche
Colima [ Campeche Tuxtla Gtz.
Culiacan : Tustla Gtz.  Daxaca
Tepic — Oaxaca | Puebla
! i or Cost

Figura 4.19 Ruta dada por el algoritmo de insercién mas barata

El tour propuesto es el siguiente: Puebla-Chilpancingo-Querétaro-San Luis Potosi-
Zacatecas-Aguscalientes-Cd. Victoria-Monterrey-Saltillo-Chihuahua-La Paz-Mexicali-
Hermosillo-Durango-Colima-Culiacan-Tepic-Guadalajara-Cuernavaca-Guanajuato-Morelia-
Toluca-Distrito Federal-Pachuca-Tlaxcala-Xalapa-Villahermosa-Chetumal-Merida-Campeche-
Tuxtla Gutiérrez-Oaxaca-Puebla. Observamos que difiere con la solucion anterior ya que en
ésta técnica de lo que se trata es ir tomando del conjunto de ciudades mas cercanas tomar la
mas cercana al circuito que ya se tiene formado previamente. Por consiguiente las ciudades
que toma son siempre las que nos garantizan un circuito de costo minimo. Si tomaramos
esta ruta tendriamos que recorrer 15961 Km a través de las 32 ciudades.

Se presenta a continuacion la solucién propuesta por el algoritmo 2-OPT é Two-way
Exchange Improvement Heuristic.
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1 8S. uton l'iuana|ualo Morelia
S.LPotosi 1 Cd. Vlctma Moelia = Toluca
d. Victoria Monterrey | i " Toluca | Distiito
Monterrey Saltillo | Distrito Cuernavaca
Saltillo Zacatecas Cuernavaca -Ch'ilpam;ingo
Zat:alacas guascalienle Chilpancingo.  Puebla I
Puebla  Daxaca
Euadalmata Tepic [ 194 . Daxaca  Tuxtla Gtz |
Tepic Culiacan | 486 Tuxtla Gtz.  Chetumal |
Culiacan Dutangh 509 | Chetumal = Merida
Durango Chihuahua 642 Metida  Campeche 157
Chihuahua Hermosillo | 674 Campeche Vullahmmosa;

i Hermosillo Mexicali _ 682 _Vlllahelmsa Xalap_a_ N
| Mexicali La paz 1631 Xalapa | Tlaxcala
La paz Colima 2056 Tlaxcala Pachuca

Colima Guanajuato 459 _ Pachuca l]uelelf?

Total Minimal Traveling | Distance =
[Flesult from Twu-way Enchange Implovement Heullshc]

s %ﬁﬁ@« -’?'?\i”‘f 5
Figura 4.20 Ruta dada por el algoritmo de 2-OPT

La ruta propuesta por este algoritmo es: Querétaro-San Luis Potosi-Cd. Victoria-Monterrey-
Saltillo-Zacatecas-Aguascalientes-Guadalajara-Tepic-Culiacan-Durango-Chuihuahua-
Hermosillo-Mexicali-La Paz-Colima-Guanajuato-Morelia-Toluca-Distrito Federal-Cuernavaca-
Chilpancingo-Puebla-Oaxaca-Tuxtla-Chetumal-Merida-Campeche-Villahermosa-Xalapa-
Tlaxcala-Pachuca-Querrétaro recorriendo 13,574 Km., con lo cual se observa que esta
técnica es la que nos proporciona un mayor ahorro en el recorrido con respecto las técnicas
heuristicas anteriores.

El siguiente resultado es el éptimo con una funcién de objetivo de 13, 546, ya que es el que
se obtiene por la técnica de ramificacion y acotamiento o Branch and Bound. Lo cual quiere
decir que el vacacionista tendria que viajar 13, 548 Km vy visitaria cada una de las 32
ciudades principales de la Republica Mexicana. Cabe sefalar que este resultado se obtiene
a través de un esfuerzo computacional arduo, la respuesta se obtuvo con 13 dias y dos
horas 19 min de corrida del programa WINQSB, con lo que se observa que tenemos la ruta
optima, pero a cambio de esperar un tiempo para saber la respuesta y en este caso si
queremos saber la respuesta de manera inmediata, ya que como comenté en un principio jse
nos terminan las vacaciones! Es por esto que conviene tomar el resultado propuesto por la
técnica heuristica 2-Opt,ya que se ha demostrado que es una solucion bastante cercana al
optimo y la solucién se obtiene de manera inmediata, aunque en este caso como se conoce
la ruta optima, pues se toma la solucién optima. En la figura 4.20 se muestra el resultado
optimo obtenido por el programa WINQSB mediante la técnica Branch and Bound.
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rk Modeling

Cuemavaca Chilpancingo 18 Mexicali  Guadalajara
k) Chilpancingo  Pachuca 335 19 Guadalajara g lient 208
Pachuca Querétaro 200 20 .gua:cahenla Euanaiualn 143
S.L.Potosi 170 21 Guanajuato Morelia 142
| Zacalecas | 152 22 Morelia Toluca 198
Cd.Victotia | 496 23 Toluca Tlaxcala 146
Cd Victoria | Monteney | 253 24 Tlaxcala Xalapa 166
}”‘ﬁ Monterey Saltilo 5 25 Xalapa Campeche 943
Saltillo |~ Colima | 504 26 Campeche  Mérida 139
Colima Tepic 78 27 Mérnda Chetumal 350
Tepic | Culiacan | 468 28 Chetumal  Tuxtla Gtz. 732 i
Culiacan = Durange 491 29 TuxtlaGtz. Villaheimosa 246
| Durango  Chihuahua 624 30  Villahermosa Daxaca 571 i
"5 Chihuahua Hemosillo | 656 3 Daxaca Puebla 309 4
Hemmosillo  LaPaz 2315 32 Puebla Distrito 85 i
Total " Minimal Traveling Distance or Cost = 13546
(Result from | Btam:h and Bound Melhnd|

Figura 4.21 Resultado 6ptimo obtenido por la técnica Branch and Bound

4.4.2 Analisis de resultados del ejemplo del tour a través de las 32 ciudades de la
Republica Mexicana con WINQSB

Aunque normalmente se recurre al algoritmo aproximado por no existir un método exacto
para obtener el éptimo, o por ser éste computacionalmente muy costoso, en ocasiones
puede que dispongamos de un procedimiento que proporcione el 6ptimo para un conjunto
limitado de ejemplos (usualmente de tamafo reducido). Este conjunto de ejemplos puede
servir para medir la calidad del método heuristico.

Normalmente se mide, para cada uno de los ejemplos, la desviacion porcentual de la
solucion heuristica frente a la 6ptima, calculando posteriormente el promedio de dichas

desviaciones. Si llamamos ¢, al costo de la solucion del algoritmo heuristico y ¢,, al costo

de la solucién optima de un ejemplo dado, en un problema de minimizacion la desviacion

k, . Cr‘ —Cr)
porcentual viene dada por la expresién: ——2--100.

L o

En la tabla 4.7 se muestran los resultados de las técnicas que se utilizaron, se puede
observar que la técnica heuristica del vecino mas cercano es una técnica que es muy facil de
realizar, pero es la que mas se aleja de la solucién 6ptima y por otro lado la técnica 2-Opt es
bastante eficiente, de hecho, casi es una solucién 6ptima, de ahi que la ocupen de manera
frecuente en los estudios comparativos.
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Funcion

- - - - - ra - 2 o
Tipo de técnica | Tiempo Desviacién del 6ptimo (%) objetivo
Vecino mas 18981-13512 5469
1 se Cyuw = = =40 18981 Km
cercano . w 13512 13512
Insercion mas | . _ e x. 15961-13512 - -
barata 1 seg ('-H—TSI——Z———-.ISI—-:IS 15961 Km
__________________________ - ", Y. R T < <2 2
2-OPT 1 seg Coor = M =.45 13574 Km
13512
RAERIENY || qaifigs | @ == 13512 Km
acotamiento

Tabla 4.7 Resumen de resultados del ejemplo

Pues bien, ya con maleta en mano, el vacacionista debe tomar la siguiente ruta para
optimizar las distancias, tiempo y gastos. Esta ruta es la propuesta por Branch and Bound.

Distrito Federal, Cuernavaca, Chilpancingo, Pachuca, Querétaro, S.L. Potosi, Zacatecas, Cd.
Victoria, Monterrey, Saltillo, Colima, Tepic, Culiacan, Durango, Chihuahua, Hermosillo, la
Paz, Mexicali, Guadalajara, Aguascalientes, Guanajuato, Morelia, Toluca, Tlaxcala, Xalapa,
Campeche, Mérida, Chetumal, Tuxtla Gtz, Villahermosa, Oaxaca, Puebla, Distrito Federal.

4.4.3 Solucion utilizando el software ARCVIEW 3.2.

Para resolver este ejemplo con el programa ARCVIEW es necesario contar con este
programa previamente instalado en una computadora, en este caso, este software se
encuentra instalado en el laboratorio de transporte y con el apoyo de Ing. Raul Espinoza
Jiménez, quien es especialista en este software, se realizé la corrida del ejemplo .

Las caracteristicas de la computadora en donde se realizé esta corrida son las siguientes:

Intel Pentium IV } Sistema

Professional

|
i 228 ahe Microsoft Windows XP
| 512MBde RAM | Versién 2002

Tabla 4.8 Caracteristicas de la computadora

Dado que el programa ya cuenta con las distancias entre cada par de ciudades no es
necesario introducir estos datos, y al momento de resolverlo activamos las opciones de
encontrar la ruta mas corta entre cualquier par de puntos y también activamos la opcién de
regresar a la ciudad de origen, conjuntando ambas restricciones estamos resolviendo el
problema del agente viajero. Cabe sefalar que el programa cuenta con levantamientos de
datos de 5 tipos de carreteras: autopistas, supercarreteras, carreteras tipo A, By C.
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i?alra resolver este ejemplo se restringié el programa para que calculara el tour considerando
unicamente las autopistas, dado que en el programa WINQSB los datos que se introdujeron
son tomados del guia roji y son distancias entre ciudades por autopistas y para tener

igualdad de circunstancias se consideraron uUnicamente autopistas.

segundos el software nos arroj6 los siguientes datos:

1 Site #6324 | Site #6431 0 0.518 Ciudad de México
2 Site #6431 | Site #6143 0.518 2.478 Toluca

3 Site #6143 | Site #6471 2.478 5.997 Morelia

4 Site #6471 | Site #5045 5,997 9.57 Colima

5 Site #5045 | Site #5423 9.57 11.52 Tepic

6 Site #5423 | Site #4909 11.52 13.649 Guadalajara

P Site #4909 | Site #4648 13.649 14.702 Aguascalientes
8 Site #4648 | Site #4338 14.702 17.474 Zacatecas

9 Site #4338 | Site #3924 17.474 20.998 Durango

10 Site #3924 | Site #1099 20.998 27.657 Culiacan

11 Site #1099 | Site #4289 27.657 46.223 Hermosillo
12 Site #4289 Site #1 46.223 58.602 La paz

13 Site #1 Site #1437 58.602 71.029 Mexicali

14 Site #1437 | Site #3567 71.029 77.817 Chihuahua
15 Site #3567 | Site #3348 77.817 78.681 Saltillo

16 Site #3348 | Site #4443 78.681 79.001 Monterrey
17 Site #4443 | Site #4448 79.001 81.351 Ciudad victoria
18 Site #4448 | Site #4808 81.351 84.343 San Luis Potosi
19 Site #4808 | Site #5236 84.343 86.124 Guanajuato
20 Site #5236 | Site #5479 86.124 87.36 Querétaro

21 Site #5479 | Site #5826 87.36 89.324 Pachuca

22 Site #5826 | Site #6415 89.324 90.564 Tlaxcala

23 Site #6415 | Site #6565 90.564 90.841 Puebla

24 Site #6565 | Site #6261 90.841 92.514 Jalapa

25 Site #6261 | Site #7123 92.514 101.607 Villahermosa
26 Site #7123 | Site #6870 101.607 106.999 Campeche
27 Site #6870 | Site #5247 106.999 110.317 Mérida

28 Site #5247 | Site #6038 110.317 113.022 Chetumal

29 Site #6038 | Site #7451 113.022 118.333 Tuxtla Gutiérrez
30 Site #7451 | Site #7348 118.333 122.786 Oaxaca

31 Site #7348 | Site #7270 122.786 126.664 Chilpancingo
32 Site #7270 | Site #6655 126.664 128.285 Cuernavaca
33 Site #6324 | Site #6324 128.285 128.902 | Ciudad de México

Tabla 4.9 Ruta (6ptima) obtenida con ARCVIEW 3.2

En cuestion de

Con una funcién objetivo de 13521.14 Km. Lo cual quiere decir que el agente viajero o el
vacacionista debe hacer un recorrido total de 13521 Km, visitando las 32 ciudades de la
republica mexicana, partiendo del distrito federal y regresando a este mismo punto. El orden
en que deben ser visitadas las ciudades se refleja en la ultima columna de la tabla 4.7. Este
tour es el que debe realizar el vacacionista para que la distancia recorrida sea la minima. Y
dado que el programa utiliza un algoritmo exacto para resolver el problema la ruta que se
obtuvo es la ruta éptima.
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En la figura 4.22 se muestra la ruta éptima arrojada por el programa arcview 3.2.

El punto de color amarillo es donde se encuentra localizado el Distrito Federal que es de
donde estamos partiendo y el lugar a donde tenemos que regresar.

Figura 4.22 Tour 6ptimo a través de las 32 ciudades de la Republica Mexicana con ARCVIEW3.2

4.4.3 Comparacion de resultados de WINQSB con ARCVIEW 3.2

Se observa que la técnica que nos proporciona la solucién 6ptima del software de WINQSB
es la técnica Branch and Bound, aunque se observa también que la técnica 2-OPT es una
técnica bastante eficiente que tiene una desviacién con respecto del 6ptimo en .4%, es decir,
es una técnica bastante eficiente ( en tiempo y exactitud) y la solucién proporcionada por el
programa AERCVIEW 3.2 es una solucién 6ptima, dado que el algoritmo que resuelve el
problema de la ruta mas corta es un algoritmo de solucién exacta (Dijkstra mejorado, en el
anexo se explica el funcionamiento de este algoritmo) se hara una comparacién de estas tres
técnicas para determinar la diferencia en la funcién objetivo y las rutas propuestas por cada
una de estas técnicas.

En la tabla 4.10 se muestran las cotas que se obtuvieron por cada una de las técnicas
descritas con anterioridad:
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Software Técnica Tiemp Funcién Desviacion con el 6ptimo (%) de la técnica 2-
utilizado utilizada o objetivo OPT

WINQSB 2-OPT 1 seg 13,574 Km

Branch 13 13574-13512]
and dias, 2 Cyopr =| ——==—=—1*(100)=0.45
HINQss Bound horas R S ( 13512 ( )

(B&B) 19 min.

ARCVIEW Dijkstra
3.2 mejorado

13574-13521
13521

1seg | 13,521Km Cz_o,,r-_—( J*(](}o)on

Tabla 4.10 Desviacién con respecto a los éptimos B&B y Dijkstra mejorado de la técnica 2-OPT

Se puede observar que las soluciones son muy cercanas aun cuando la técnica 2-OPT sea
una técnica heuristica, se muestra la gran eficiencia que tiene con respecto a las dos
soluciones que se tienen que son técnicas exactas, lo que nos hace recomendar este tipo de
técnica, ya que el resultado que tenemos es muy cercano al éptimo y con una velocidad de
respuesta increible. También se hace notar que el tiempo de respuesta que tenemos por el
programa WINQSB es excesivamente lejano con respecto la velocidad de respuesta que
obtenemos con el programa ARCVIEW 3.2.

4.5 Algoritmos desarrollados hasta el momento para resolver el problema del agente
viajero y sus variantes

En los ultimos veinte afios ha habido un gran desarrollo en las técnicas heuristicas y de
manera muy especial en las técnicas metaheuristicas, en la mayoria de los nuevos
algoritmos que se han desarrollado hay variaciones en las estrategias de la busqueda local,
es decir, como se eligen los conjuntos de soluciones a los que le llaman vecindades.

También se han desarrollado algoritmos que se basan en la técnica &k —OPT, la cual ha
resultado ser una de las técnicas heuristicas de mejora con mayor éxito.

En la tabla 4.7 se presentan algunas de las técnicas desarrolladas hasta el momento junto
con el numero de nodos, cabe sefialar que la tabla que se presenta a continuacion fue
desarrollada por la Dra. Idalia Flores de la Mota, complementandola en algunas técnicas
heuristicas.

= | | COMPLEJIDAD | TAMANO |
PAV | AUTOR ALGORITMO | COMPUTACIONAL | DEL |
| | ' PROBLEMA |
T —_— — — |
Tsubikatani . . 20

BUSQUEDA TABU LIMITADO POR EL PROBLEMAS
SIMETRICO |y s RAMA Y COTA TIEMPO DE CPU CON20,50Y |
| (1998) 100 NODOS |
e s " b
ASIMETRICO |  Fischetti EFEEVSASEQE%AS IEC?_O o(n’) |
| | (1999) _ o '
' [ Somhom, ! |
' F.O MINIMAX | ModaresY RED NEURONAL |  LIMITADO POR EL . 50 A 134 ;
P | Enkawa | ADAPTATIVA TIEMPO DE CPU NODOS |
| (1999) | ]
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> EXACTOS: 50
BUSQUEDA Van der PARTICIONAMIENTO PROBLEMAS
DE K- TOURS | Poort et. Al.
MEJORADOS (1999) Y OE 174157
RAMA Y COTA NODOS
Tassiulas HEURISTICO: VECINO
EUCLIDEANO s AR AR 2.482\/n+0( \/n)
EUCLIDEANO Soiad. |
CON De‘{;ei’o- HEURISTICO :PROG. ,
ESTRUCTURA | einekoy DINAMICA on*2%)
DE ARBOL P- ging MODIFICADO
3 (1999) |
_HEURISTICO:
GENERAL Gutin (1999) | BUSQUEDA LOCAL O(r’n)
DE VECINDADES
EXACTO: BASADO EN
IR Kabadiy | GILMORE-GOMORYY | .
Baki (1999) ARBOL DE 0@ &7 D) Sy (vi +) Sk
EXPANSION
HEURISTICO:
PARALELO 51 NODOS Y
GENERAL 5*2'1 ggéf"' ALEATORIZADO, "}’l"’E'KF‘,%ODFéngEL 417 SIES
PARTICIONES EUCLIDEANO
ANIDADAS
_ I ... N N
CACIORRZA | Anejay | EXACTO: BASADO EN
Kamow ARBOLES DE O(n log n)
PARTES ¥ (1999) EXPANSION
ACTIVIDADES
DE ROBOTS
| CITA VARIOS
. SEEES PROBLEMAS
| GENERAL | Smith (1999) BT RESUELTOS
| POR OTROS
| : : AUTORES
"""""" 5 CONJUNTOS
Marco Dorigo ANT COLONY ) DE 100
| GEMERAL ‘ (1996) SYSTEM O(NCn’m) CIUDADES
. | CADA UNO
i Rosenkrant ‘
z, Stearns y | HEURISTICO: VECINO | 2
GENERAL o MAS CERCANO o(n*) | 10000
(1977) | !
[ ] HEURISTICO: [ B
GENERAL | Sts’?rgs ALGORITMO DE ‘ O(n* logn) 10000
(1978) INSERCION
e 2 -
SIMETRICO . Prim (1957) ALGORITMO PRIM | O(n”) | 10000
i - T HEURISTICO: . e
| GENERAL ‘ T,:;Z';;’ ALGORITMO . O(n’+qlogn) | 10000
KRUSKAL : .
; P HEURISTICO: '
| GENERAL | Ch’fgtggdes ALGORITMO ! o(n*) 10000
| - (1978) CHRISTOFIDES | : |
| | Clarkey HEURISTICO: | |
| GENERAL | Wright ALGORITMODE | on’) 10000
| (1964) AHORROS
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1’ Lin y i

' : HEURISTICO: 2

| GENERAL Kernighan ALGORITMO 2-OPT O(H ) 10000
. | (1973) |

| J T T T — —
| GENERAL | Kernighan ALGORITMOLINY | on*) g 10000
: | (1973) KERNIGHAN ! I_

9 Ilgunos aIgoritmos'desarrolulédos' para resolver élmb}dbl'éi'ﬁé del agente '\fi_al]gram

A continuacion se muestran las distancias entre cada par de ciudades (via autopista) que se
utilizaron para resolver el problema del agente viajero, tomados del Guia Roji e insertados en
el software WINQSB.

"= Metwork Modeling - [NET Prablem: Minimization {Traveling Salesman Prohlem)]

"1 Inicio

Figura 4.22 a) Datos de distancias entre estados

Dado que es una matriz muy grande (32X32), se muestran en otras dos tablas los datos de
los estados faltantes.
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Hetwork Modeling - [HET Problem: Minimization (Traveling Salesman Problem)]
“rsfts - Utities  Window  WinQSB Help

{ATE[S]

Figura 4.22 c) Datos de distancias entre estados
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CONCLUSIONES

Considero que el objetivo de la tesis se cumpli6 y supera las expectativas, ya que
ademas de realizar un analisis de este problema se realiza un anélisis de las
caracteristicas de los problemas combinatorios y de la teoria de la complejidad
computacional que son conceptos que se deben tener muy presentes para entender el
problema y ademas agrego una guia para resolverlo con el objetivo de que puedan
resolverlo, personas no expertas, esto a través de un ejemplo practico, realizando un tour
por las 32 ciudades de la Republica Mexicana, encontrando el recorrido éptimo utilizando
Software de apoyo como ARCVIEW3.2 y el WINQSB.

Queda claro que el problema del agente viajero es un problema sumamente estudiado,
por dos razones: la primera es por el gran reto que representa encontrar su solucién, lo
cual implica un gran desarrollo de técnicas que lo resuelvan (en la gran mayoria técnicas
heuristicas) y la segunda; es un problema que se toma como base para resolver otra
clase de problemas que aunque no son siempre problemas puros del agente viajero, pero
pueden atacarse usando variantes de los métodos conocidos para encontrar una solucion
factible, como lo es el reparto de mercancia en una ciudad. Las situaciones reales pueden
complicarse con: mas de un vehiculo de reparto, horarios de reparto impuestos por los
clientes, demoras en los lugares de entrega, capacidades en los vehiculos que limitan los
recorridos, etc.

Es decir, es un problema que puede transformarse segun las restricciones que le
agregues o le quites, y se hace en la medida que vas reconociendo el problema y las
técnicas de solucidon que conoces para adaptarlas al problema y asi poder resolverlo.
Existen variaciones de este problema y de manera general pueden ser: simétrico,
asimétrico y puede tener multiples agentes viajeros o bien uno solo.

Por otro lado es un problema que se le ha explotado en gran medida en un corte
netamente teérico dado que es un problema NP-Completo, lo cual significa que es un
problema muy dificil de resolver y es por esto que los amantes de la algoritmia y de la
curiosidad matematica han visto en el PAV una oportunidad para buscar algoritmos de
solucion eficientes (técnicas heuristicas) y se ha dejado a un lado el desarrollo practico.
Pero también es cierto que sin investigacion el lado practico o bien de aplicacién tampoco
se desarrolla. Por ejemplo en otras universidades del mundo como la Universidad de
Rice, por mencionar alguna, se forman grupos interdisciplinarios y obtienen
investigaciones muy interesantes en donde se observa que hay un vinculo teérico -
practico, como es el caso del Genoma Humano que también ha sido tema de
investigacion y de aplicacion en la Universidad de las Américas campus Puebla (UDLAP).

Y dado que la solucion de este problema admite una doble interpretacion: mediante grafos
y mediante permutaciones, dos herramientas de representacion muy habituales en
problemas combinatorios, por lo que las ideas y estrategias empleadas son, en gran
medida, generalizables a otros problemas.

Cuando resolvemos un problema se trata de encontrar la soluciéon “mejor” u optima de
entre un conjunto de soluciones alternativas, para resolver este tipo de problemas
tenemos que elegir entre dos caminos. El primero consiste en buscar la optimalidad con el
riesgo de tener grandes, posiblemente impracticables tiempos de computacion; el
segundo consiste en obtener soluciones con rapidez, aun con el riesgo de caer en la sub-
optimalidad. Entre los que siguen la primera opcion destacan los métodos exactos y la
segunda opcién da lugar a los algoritmos de aproximacion (heuristicos).
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En cuanto las técnicas de solucion exactas que existen para resolver problemas de
optimizacion combinatoria se pueden enumerar las siguientes: método simplex, planos de
corte, ramificacién y acotamiento, enumeraciéon implicita, programacion dinamica entre
otras. Sin embargo, como se comentaba en el parrafo anterior, su uso es
computacionalmente muy costoso.

Ya que el problema es de una naturaleza tal que no se conoce ningun método exacto que
resuelva el problema en tiempo polinomial, por lo que ofrecer entonces una solucién que
solo sea aceptablemente buena resulta de mayor interés, frente a la alternativa de no
tener ninguna solucién en absoluto. Es dificil tener un modelo exacto, sin embargo, los
algoritmos heuristicos generalmente son mas flexibles para resolver problemas donde la
funcion objetivo y las restricciones son mas complicadas, permitiendo por ejemplo, la
incorporacién de condiciones de dificil modelizacion. Es decir, este tipo de algoritmos
resuelve modelos realistas.

De esta manera, no debemos concentrarnos en encontrar su solucién éptima, cuando el
tamafo de instancia es grande (mayor a 30 nodos), la Unica opcion, es dar una “buena
solucion” , pero no necesariamente la mejor; por lo que se sugiere elegir una buena
técnica heuristica.

Dada la investigacién que se realizd en cuanto técnicas de solucion heuristicas, se
encontréo que existen una gran cantidad de este tipo de técnicas que se agrupan en:
heuristicas de descomposicién, inductivos, de reduccion, constructivos y métodos de
blusqueda local. Y estos ultimos junto con los métodos constructivos constituyen la base
de los procedimientos metaheuristicos, los cuales hacen una emulacién de la realidad,
como son el método de Ant Colony system (ANT), en donde el algoritmo se basa en el
comportamiento de las hormigas al buscar una ruta mas corta entre su nido y la comida.
La mayoria de las técnicas metaheuristicas tienen un gran desempefio, pero en los
estudios encontrados dentro de las técnicas de redes neuronales, la técnica Red Neuronal
de Hopfield, ha resultado ser una de las técnicas menos eficientes en comparacion con
otras técnicas como Recocido Simulado. Dentro de las técnicas heuristicas una de las
primeras en recomendar es la técnica k-OPT , en donde K representa el numero de
aristas que se intercambian, y si se incrementa este niumero en el procedimiento de
intercambio el algoritmo se vuelve mas exacto, pero el gasto computacional también se
incrementa rapidamente con el valor de K. Si K es de dos se trata del método 2 - OPT

y tendra por lo tanto O(ng). Ademas en los estudios comparativos estudiados esta

técnica se aleja del éptimo en .1% o .4%, es decir, casi es la soluciéon éptima con la gran
ventaja de obtener la respuesta de manera inmediata. Por lo que se sugiere utilizar esta
técnica para solucionar el problema del agente viajero, y asi se demuestra en algunos de
los estudios comparativos realizados.

En la mayoria de los estudios comparativos se centran en dos cosas. La calidad de la
solucion y el tiempo de solucidon. Mientras que el desemperio computacional es uno de los
criterios mas importantes otros criterios deberian considerar una evaluacién del software
para cualquier problema computacional. Un académico puede estar interesado en un
software, con el objetivo de ilustrar varios desarrollos de un algoritmo y practicarlo,
resolviendo un problema pequefio sin preocuparse de un codigo sofisticado. Mas aun
hacer un mayor uso del Internet y del World Wide Web y de aplicaciones en JAVA, ya que
nos ilustran paso a paso el desarrollo del algoritmo, lo cual nos brinda grandes ventajas.

Aun con el uso de cddigos, uno podria preferir un lenguaje de programacion especifico a
otro, si hay un lenguaje general propuesto, como FORTRAN, Pascal, C,C++, etc.
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O hay programas como AMPL, MAPLE, Matematica, etc. También podriamos usar
software con formatos de ingreso y salida de datos muy amigables o con interfaces de
graficas.

Sugerencias

Asi, se recomienda realizar un estudio de las ventajas del software que existe para
resolver problemas de optimizacién combinatoria en especial el problema del agente
viajero. Que en el caso de este estudio solamente se tomé el software WINQSB y
ARCVIEW3.2, en donde se tiene que el primer software utiliza el métodos exacto
ramificacion y acotamiento y el segundo utiliza el algoritmo Dijkstra mejorado (técnica
exacta, que nos ayuda a resolver rutas mas cortas entre cualquier par de puntos en una
red) apoyada de una técnica heuristica de construccién que nos aporta un tour inicial
elemental.

La solucién que arrojan ambos programas es muy parecida y difieren en 9 Km, lo cual nos
indica que la precision de la informaciéon es muy importante y en el caso de ARCVIEW3.2
es un software que cuenta son Sistemas de Informacion Geograficos que cada vez son
mas precisos y nos permiten un manejo de informacién mas exacto.

Por otro lado la experiencia que obtengo al cursar la maestria en el posgrado de
ingenieria es que la investigacion que se realiza en el posgrado es muy baja o casi nula, y
considero que hay temas en especial que es necesario estudiarios y explotarlos dada la
gran aplicacién que tienen en diferentes areas, y el problema del agente viajero es uno de
ellos, al realizar la investigacién previa para armar el estado del arte que habia con
respecto a éste problema es que no habia gran investigacion, la Ultima tesis que se
publicé en Posgrado de Ingenieria fue realizada en el afio de 1985, en la facultad de
Ciencias, que es donde se ha realizado mas investigacion. Se han elaborado cuatro tesis
y todas de corte teodrico, y es necesario hacer uso de toda la teoria y aterrizarla en alguna
aplicacién, ya que la investigacion y la aplicacion van de la mano.
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Introduccion a la Combinatoria

El analisis combinatorio, pariente pobre de las matematicas de ayer, no por el valor de los
trabajos, sino por el interés que despertaba en el conjunto de los matematicos, se ha
transformado, bajo su forma moderna, en un instrumento esencial. [KAU71]

La Combinatoria si bien es una rama perfectamente definida de las matematicas, parece
haber ocupado un lugar de segunda fila en las preocupaciones de los matematicos de los
siglos pasados.

...Los antiguos griegos la ignoran casi por completo; sefialamos sin embargo, que la
Geomancia' se ocup6 de la enumeracion y clasificacién de configuraciones. Los monjes
taoistas que compilaron el libro adivinatorio sagrado, conocido bajo el nombre de Yi-King,
tuvieron preocupaciones analogas (en 2200 antes de J.C.); en efecto, el Yi-King describe
la tabla del Lo-chou, que no es otra cosa que el cuadrado magico. (figura A.1):

i 4 | 9 2 ‘l

!é _____________ |_5__ [ |

*___é __________________ | T S i
Figi;ura A1 |Cuadrac:io magié:o

“...Configuracion extremadamente notable, si se observa que sumando los elementos de
una misma fila, de una misma columna o de una misma diagonal, se obtiene siempre el
resultado 15. La formula del recuento de combinaciones de n objetos tomados depenpy
sobre todo la férmula del binomio, que se atribuye a Pascal, habian sido caligrafiadas ya
en 1265 por un filésofo persa, Nazir-Ad-Din, como acaba de descubrirse. Y tales ejemplos
son innumerables...?

Las razones por las cuales los pioneros de la Combinatoria han permanecido oscuros y
asilados son numerosas: los descubrimientos (o redescubrimientos) estaban motivados
por problemas de naturaleza demasiado diversa; cada vez las preocupaciones y el
lenguaje eran demasiado diferentes, las recetas demasiado dispersas.

Cuando LEIBNIZ escribia, a la edad de 20 anos, su tratado <Dissertatio de Arte
Combinatoria>, buscaba una nueva ciencia con ramificaciones en Metafisica y Moral; pero
es bajo el empuje del Calculo de Probabilidades que PASCAL y FERMAT se preocuparon
por el recuento. Son, por otra parte, las preocupaciones topolégicas que condujeron a
EULER hacia el descubrimiento de las funciones generatrices.

Mas cerca de nosotros, la Teoria de los Numeros habia anexionado la Combinatoria: el
recuento de las configuraciones se expresa frecuentemente, en efecto, mediante formulas
aritméticas que poseen propiedades bellas y sorprendentes.

Recientemente, con la aparicién de las computadoras y el nacimiento de la Investigacion
de Operaciones, han surgido aplicaciones completamente diferentes, que llevan a la
Combinatoria en una nueva direccion.

' La Geomancia es una de las artes adivinatorias. Su nombre deriva de dos palabras griegas :ge,tierra y
manteia, adivinacion; literalmente adivinacion a través de la tierra.
? KAUFFMAN,A. Introduccién a la Combinatoria. Andlisis y aplicaciones.® edicién,Barcelona,Espaia,1971.
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Recuento, Enumeracion, Clasificacion y Optimizacion.

La Combinatoria, simplificando al extremo, se puede decir que es el area de las
matematicas donde estudiamos las familias de subconjuntos de un conjunto dado (el que
usualmente es finito) que satisfacen ciertas propiedades (axiomas). A cada familia de
subconjuntos que satisface los axiomas la llamaremos una solucion factible. [Kaufmann,
1971]

En otras palabras se puede decir que el objeto de la Combinatoria es el estudio de
cuestiones del siguiente tipo relativas a conjuntos finitos que poseen una propiedad o
una coleccién de propiedades dadas, es el problema del recuento.

Podemos también interesarnos por la lista de los elementos poseyendo esta (o estas)
propiedad (s); es el problema de la enumeracion, y algunas preguntas tipicas son:
;cuantas soluciones factibles diferentes existen? Desde luego, si el recuento da nimeros
demasiado elevados (y frecuentemente es el caso de la combinatoria), se renuncia a esta
enumeracién para realizar solamente una clasificacidon de los elementos mediante
relaciones apropiadas, es el problema de la clasificacion.

En algunos problemas el conjunto de las soluciones es tal que se le puede aplicar una
funcion de valor y esta funcion de valor induce entonces un orden total sobre le conjunto;
se pueden considerar entonces las nociones de maximo y minimo y nos encontramos
ante un problema de Optimizacion que se plantea de la forma siguiente: cual es el sub-
conjunto de soluciones para el cual la funcién de valor es maxima (minima) y cual es el
valor correspondiente.

Para mostrar estos diferentes aspectos en un caso concreto se utilizara un ejemplo donde
se daran los resultados provisionalmente y sin demostracién alguna.

Se considera un tablero cuadrado (Figura A.3) compuesto por 25 casillas. Se propone
colocar 5 fichas en cada casilla de tal manera que haya una y sélo una en cada fila y en
cada columna. A cada casilla se le puede asociar una pareja (X/,X/f) representada por una
flecha, asi una colocacion de fichas sobre el tablero de la figura A.3 podemos asociar un
diagrama sagital como el de la figura A.4

Primera pregunta: ;Cuantas colocaciones diferentes pueden realizarse? No es dificil
demostrar que este niumero es el de las permutaciones de 5 objetos, o sea 5!= 5*4*3*2*1=
120. Se ha realizado el recuento de las soluciones. [Kaufmann, 1971]

A B G D E A B C D E

A |5 (3 (9 (2 |7 A olo

B [3 |2 (1 |4 |6 B |O

C 1 3 (8 |2 |2 c O
3 |4 |9 |6 |3

D D
9 |12 |3 1 4

E E

Figura A.5 Asociacion de funcion numérica Figura A.3 Tablero cuadrado
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D »® C

Figura A.4 Diagrama sagital

Se ha realizado el recuento de las soluciones ;Cuales son las soluciones, o sea cudl es la
lista de estas 120 soluciones?. Una lista de este tipo puede obtenerse facilmente
siguiendo el siguiente procedimiento. Se obtendria:

((A, A), (B, B), (C, C), (D, D), (E, E)),

(A, B), (B, A), (C, C), (D, D), (E, E)),
((A, C), (B, B), (C, A), (D, D), (E, E)),

((A, B), (B, C), (C, D), (D, E), (E, A)).
Esto constituye una enumeracion.

Supongamos ahora que nos interesamos por la evaluacién del nimero de soluciones (y
eventualmente por la lista correspondiente) que tengan estructuras particulares.
Examinemos por ejemplo la figura A.4 y llamemos circuito a un camino cerrado de
longitud 2 (la longitud es el numero de uniones orientadas que forman el circuito). Un
problema interesante es el de reunir en clases los circuitos que posean una misma
estructura, por ejemplo: 5 circuitos de longitud 1 y 1 circuito de longitud 2 figura A.6. La
busqueda del numero de tales clases y su contenido es un problema combinatorio
importante. [Kaufmann, 1971]

)
o

1 | A e
'11'1 E‘i TD ?‘3 il heunsSyl?
= el g izl i)
-, e,
{ \‘H‘-"w E— s P E":f %‘%‘ﬁ
~ ) ]
. \ g - 7
e W R /- S R
i ir) e

Figura A.61.7 Diagrames sagitales.
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Supongamos ahora que se asocie una funcién numérica a cada una de las casillas (Xi, X))
y que se dé mediante la suma de estos numeros un valor a toda solucién. Busquemos
entonces una soluciéon de valor minimo. Si la funcién de valor asociada al tablero
cuadrado es la de la figura A.5, el valor de una solucion indicada en la figura A.3 o en la
figura A.5 sera:

3+3+2+9+1=18
En la siguiente figura A.6 se tiene una solucién con valor minimo total igual a 18.

A B C D E A B C D E
A5 [3 [9 [2 |7 A lolololo
B (3 |2 [T |4 |6 B
c [T 13 8 |2 |2 o
N R I .

9 (2 [3 [1 |4
E E

Figura A.6 Soluciones con valor minimo

Asi pues, se tiene ahora una idea intuitiva del tipo de problemas que se estudian en
Combinatoria, como lo es el problema del agente viajero.
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Algoritmo Dijkstra

En este anexo se va a explicar el algoritmo de Dijkstra mejorado que es el que ocupa el
Software ARCVIEW 3.2 para encontrar las rutas mas cortas entre cualquier par de puntos
en una red. Encontrar la ruta mas corta entre cualquier par de puntos forma parte de una
variedad de problemas practicos, que pueden ser modelados y resueltos por medio de
redes. En estas redes se va a calcular el costo minimo de enviar flujo de un nodo a otro.

Si ¢, 20es el costo unitario del arco 4 que va del nodo al nodo N,, al nodo N,

entonces, ¢, no satisface la propiedad geométrica que dice que el trayecto mas corto y

por ende mas econdémico entre dos puntos, es el que utiliza la recta que une a esos dos
puntos. En términos de la figura se tiene que no se cumple necesariamente la siguiente
desigualdad

6 F 20,

Figura A.1

En una red se puede tener que ¢, 2 ¢, o bien ¢, <¢, +¢, , dependiendo de los costos

unitarios en cuestion. Si el trayecto mas econémico entre dos puntos es el arco directo
que los une, entonces los problemas de redes tendrian soluciones ftriviales.
Afortunadamente, para el desarrollo de esta seccion, éste no es el caso en las redes de
optimizacion.

El algoritmo que se va a presentar es el que determina la cadena de arcos mas
economica de la fuente destino de una red. El algoritmo que se va a aplicar es de Dijkstra.
Hay otros métodos que resuelven el mismo problema, tales como los algoritmos de
Bellman, Dantzing, Ford y Fulkerson.

Algoritmo de Dijkstra para determinar el trayecto mas econdémico de la fuente al destino
de una red

El algoritmo de Dijkstra sirve para determinar la ruta mas econémica entre la fuente y el
destino de una red. Este tipo de problemas, tiene aplicaciones en problemas de
distribucién y asignacion de recursos. Sin embargo, la aplicacion mas fuerte de los
métodos de redes, surge cuando se combinan los problemas de flujo maximo en una red
a costo minimo. Este tipo de problema combinado y sus aplicaciones se vera en la
seccion siguiente.

En el algoritmo de Dijkstra se considera que los arcos de una red pueden pertenecer a
solo uno de los siguientes conjuntos, mutuamente excluyentes, a saber:

a) El arco petenece a un arbol
b) El arco no pertenece a un arbol
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Al principio los arcos no pertenecen al arbol. En cada iteracion, el algoritmo incrementa en
uno el numero de arcos en el arbol, hasta llegar a n—1 arcos, donde n es el niumero de
nodos en la red. Cuando el arbol queda formado por n—1 arcos, el algoritmo llega a su
conlcusién y determina la solucién del problema.

Estos son los pasos a seguir:

Paso 1.

Sea N, el nodo fuente. Entonces L' =c  para todo 4, que esté definido en la red. El
nodo N pasa a ser un elemento del arbol. Se define L _=0.

Paso 2.

Sea
L,=Min{L}= M:in[L_y +Cy |

donde N, son todos los nodos vecinos' a los nodos del arbol en cuestion.
Paso 3.

Elarco 4, , pasa a ser un elemento del arbol. Se etiqueta al nodo N, con (L

5r2

N j).
Paso 4.

Si el arbol tiene n—1 arcos, pare, la solucién 6ptima ha sido encontrada. En caso
contrario contintie con el paso 5.

Paso 5.

Sea
L= ,M:fn [Las L, +c,]

para todos los nodos N, vecinos a los nodos del arbol. Regrese al paso 2.

Este algoritmo también etiqueta a todos los nodos. Un nodo N, puede tener una etiqueta

a todos los nodos. Un nodo puede tener una etiqueta temporal o permanente.
Independientemente del tipo de etiqueta, cada una de éstas llevara dos componentes. La
primera indica el costo temporal o permanente mas econémico de alcanzar al nodo desde
el nodo fuente y la segunda componente indica el nodo del cual procede.

Una etiqueta (L',,N,)es temporal mientras que una etiqueta (L', N,) es permanente.

Cuando un costo no esta definido, se toma a éste como .

Ejemplo. Supdngase que en la siguiente red (después se le da un significado intuitivo) se
quiere hallar la ruta mas econémica del nodo fuente N_ al nodo destino N,, en donde los

" Elnodo N, es vecino del nodo N, , si es que existe un arco 4, 0 4, que conecta a ambos.
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numeros indicados sobre el arco 4, son los costos unitarios ¢, . Los arcos sin flecha son
adireccionales.

Iteracion 1.

Paso 1. N_ pasa a formar parte del arbol, L =0.

Vecinos a los nodos del arbol son: N, N,,N,.

L,=0,L",=L,=2,L' =4,L',=2,L ,=3,L ;=L =4,L' ;=1, L’),=L ,=5,L";,=1,
L',=L, =4, L,=L =1L =0, L ,=0,L, =0,L" =w,elc.

Paso 2. L, = Min{L ,}= Min{L_ +c,}=Min{4,3,1}=1

k=123 k=123

L =1L

sr 53

r=3

Paso 3. El arco A, pasa a formar parte del arbol. Se etiquetaa N,con (1,s).

Paso 4. Como el arbol no contiene n—1=7-1=6 elementos, se continta en el siguiente
paso.

Paso 5. L ,= A{in(i’,*, L, +¢e;).

Como los nodos vecinos a los nodos del arbol son: N,,N,,N,, N, se tiene:
L' =Min(L ,,L;+c;)=min(4,1+0)=4.
L ,=Min(L ,,L;+¢;,)=min(3,1+1)=2.
L ,=Min(L ,,L,+c;)=min(0,1+00)=00.

L = Min(L'_\,s_. B +c_,,5) = min (oo,l + 7) =8.
Iteracion 2.

Paso 2. L, = Min(4,2,x,8)=2.
Porloque L, =L,y r=2.
Paso 3. El arco A, pasa a formar parte del arbol y la etiqueta de N, es (2,3).

Paso 4. Hay dos elementos en el arbol (menor a 6), por lo que se continua.
Paso 5. Los nodos vecinos del arbol son N,,N,, N . Entonces

L= Mz'n(L'_\,, L,+c,)=Min(4,2+ 2) =4.
L', =Min(L L, +cy,)=Min(®,2+5)=7
L' s=Min(L s,L,+c¢5) = Min(8,2+x)=8.

Iteracion 3.

Paso 2. L, = Min(4,7.8) =4.
Porloque L, =L",yr=1.
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Paso 3. El arco A, pasa a formar parte del arbol ? y el nodo N, se etiqueta (4,s).
Paso 4. No se tiene aun la solucién éptima.
Paso 5. Vecinos al arbol son los nodos N,y N;por lo que
L ,=Min(L L, +c,)
= an(7,4+ 2): 6
L s=Min(L 4,L,+cs)
= Min(8,4+4)= 8
Iteracion 4

Paso 2. L, = Min(6,8)=6

L.=L,=6

r=4

Paso 3. El arco 4,, pasa al arboly N, se le etiqueta (6,1) .

Paso 4. No se tiene aun la solucién éptima.
Paso 5. Nodos vecinos al arbol son N,y N, por lo que

L s=Min(L ;,L,+c,;)=Min(8,6+x)=8.
L= fon(L'l‘.‘,LN +Ey ) = Min(oo,é +4) =10.

Iteracion 5

Paso 2. L, =Min(8,10)=8
L,=L =8
r=>5
Paso 3. El arco 4, entra a formar parte del arbol ° y se etiqueta al nodo N con (8.3).
Paso 4. Se continua.
Paso 5. L, =Min(L L +c;,)=Min(10,8+1)=9.

Iteracion 6.

Paso2. L, =L ,=9.
e
Paso 3. A, entra al arboly N, se le pone la etiqueta (9,5).

Paso 4. Como el arbol contiene n—1= 6elementos, se ha llegado a las solucion 6ptima
del problema, que graficamente aparece a continuacion.

? Note de la iteracion anterior, que, ya sea via al arco o la cadena. Arbitrariamente se escogié como nuevo
elemento del arbol, al arco.

’ De nuevo existe un empate entre la cadena y la ambas con costo minimo de 8 unidades. Arbitrariamente se
eligio la primera.
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: (6.1)
O @

(4,5)

A\ 4

(4,8)

(4,9) (4,S)

Figura A.2

La solucién éptima indica que la ruta mas econémica del nodo destino a la fuente, es via
la cadena y cuesta 9 unidades por unidad de flujo en esta cadena. Esta cadena 6ptima no
es unica. Otra alternativa hubiera sido la. Este problema se podria pensar como una red
ferrocarrilera que une varios puntos. Los arcos dirigidos representarian una sola via,
mientras que los arcos no dirigidos pueden representar una doble via, donde el trafico de
los ferrocarriles se desarrolla simultaneamente en ambos sentidos y los nodos son
estaciones.

Algoritmo Dijkstra mejorado

Debido a que el algoritmo sigue siendo el mas eficiente para resolver el problema de ruta
mas corta con arcos no negativos, seria conveniente encontrar una modificacién al mismo
que permita resolver el problema en redes con arcos negativos de forma eficiente.

En la siguiente seccion se explica la modificacion al algoritmo Dijkstra para resolver en
forma eficiente redes con arcos cuyas longitudes son negativas.

El algoritmo propuesto consta de dos etapas. La primera, llamada de Dijkstra, utiliza el
mismo principio que el algoritmo Dijkstra; y la segunda de reescaneo, realiza un
reescaneo de los vértices de los subarboles generados durante la primera etapa. Los
estados utilizados en este algoritmo son: “no alcanzado® (na), “etiquetado” (e),
“permanente” (p), “permanente actualizado” (pa) y “reescaneo” (rs).

Inicio del algoritmo

1. Al principio del algoritmo, el vértice origen s tendra:
etiqueta de longitud d(s)=0, padrex(s)=s y estado S(s)="etiquetado"y el
resto de los vértices, d(v) =, x(v)=nuloy S(v)="no alcanzado".

Primera etapa del algoritmo o etapa de Dijkstra

El procedimiento a seguir en esta etapa es muy similar al algoritmo de Diestra original. La
diferencia consiste en que para el algoritmo modificado existe un estado “permanente
actualizado”, que se asigna a nodos con estado “permanente” cuya etiqueta de longitud
d(v) no es exacta. Si al término de esta etapa llamada de reescaneo. Los pasos a seguir

en esta etapa de Dijkstra son:
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2. Se escanea el vértice v con estado “etiquetado” que tenga etiqueta de longitud
d(v) minima. El proceso de escaneo de v consiste en:

2.1 Analizar todos los arcos (v,w) que parten de v, verificando si
dWw)+Il(v,w)<d(w); en caso afirmativo, la etiqueta de w se actualiza
dw)=dW)+Il(v,w)y m(w)=v.

2.2 Si el estado de w es “permanente’ se cambia a “permanente actualizado”. Si el
estado de w no es “permanente” se cambia a “etiquetado”’. (En este punto estriba

la diferencia de este algoritmo con respecto al de Dijkstra.)
2.3 El estado de v se cambia a “permanente”.

3. Si existe algun nodo con estado “etiquetado” se regresa al punto 2. En caso
contrario se avanza al punto siguiente.

4. Si existe algun nodo con estado “permanente actualizado” se procede a la
segunda etapa (punto 5), en caso contrario el algoritmo ha terminado con la
solucién correcta.

Observe que los nodos con estado “etiquetado” son los Unicos que se escanean, de modo
que ningun nodo es escaneado mas de una vez en este primera etapa.

Segunda etapa del algoritmo o de reescaneo

Si al final de la primera etapa del algoritmo se tienen nodos con estado “permanente
actualizado” quiere decir que no se ha llegado a la solucién correcta, debido a que existen
nodos con etiqueta de longitud d(v) inexacta y debe procederse a un reescaneo. En esta

etapa se reescanean los nodos de los subarboles generados en la etapa anterior. Los
pasos a seguir son:

5. Se genera una lista ordenada llamada lista de reescaneo formada por los nodos
que pertenecen a los subarboles generados en la etapa anterior. Los subarboles
mencionados consisten en los nodos que fueron marcados con estado
‘permanente” o “permanente actulizado” en la etapa anterior. El orden de la lista
consiste en que para un par de vértices v y w, que se encuentren en algun
subarbol, en donde v es padre de w, quede antes que w . Si durante el
ordenamiento se descubre que un nodo v con estado “permanente actualizado” es
descediente de si mismo, entonces hay un ciclo negativo en la red y el algoritmo
se detiene.

6. Se reescanea el nodo que se encuentre al principio de la alista ordenada. El
proceso de reescaneo consiste en:

6.1 Analizar todos los arcos (v,w) que parten de v, verificando si
d(v)+I(v,w)<d(w) , en caso afirmativo, la etiqueta de longitud de w se
actualiza .

6.2 Si w esta fuera de la lista de reescaneo su estado cambia a “etiquetado” no

importando el estado que tenga.
6.3 El estado de v se cambia a “reescaneado” y se saca de la lista.

7. Si existe algun nodo en la lista de reescaneo se regresa al punto 6. En caso
contrario se avanza al siguiente punto.

8. Si existe algun nodo con estado de “etiquetado” se procede a la primera etapa
(punto 2), en caso contrario el algoritmo ha terminado con la solucién correcta.
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Dado que el algoritmo de Dijsktra modificado impide el reescaneo de nodos en la etapa de
Dijkstra, su tiempo de ejecuciéon crece exponencialmente. En el peor de los casos, el
método heuristico de seleccién de los nodos a escanear, puede no ayudar, de modo que
su eleccion se convertiria en arbitraria. Dado que el algoritmo Bellman-Ford-Moore
selecciona los nodos a escanear en forma arbitraria y su limite teérico de tiempo de
ejecucion es O(nm), el limite de tiempo de ejecucion del algoritmo de Dijkstra modificado

es O(nm).
Las operaciones del algoritmo se describen a continuacion, en la figura A.3

Inicio

[* Se inicializa al nodo origen */
d(s)=0

n(s)=s

S(s) ="etiquetado"

/* Se inicializa el resto de los nodos */
Para todo (v # s) haz {

d(v)=o

7(v) = nulo,

S(v) ="no alcanzado"
}

[* Primera etapa o etapa de Dijkstra™/

Mientras no se llegue a TERMINA EL ALGORITMO haz
Si existe algun con entonces {
u = Nodo con etiqueta de longitud d(v) minima
Para todo arco (u,w) con inicio en u haz {
Si d(u)+1(u,w)<d(w), entonces {
/* Se actualiza w*/
d(w)=du)+1(u,w),
a(w)=u,
Si S(w) =" permanente" , entonces {
S(w) =" permanente" actualizado" ,
} sino {
S(w) ="etiquetado",
}

}
}

S(w) =" permanente"

}

/* Segunda etapa o de reescaneo */
Si existe algtin v con S(v) =" permanente actualizado" | entonces {

Se genera la lista de reescaneo,
Si se encontré un ciclo negativo, entonces {

179



ANEXO B. Algoritmo Dijkstra mejorado

TERMINA EL ALGORITMO,
} sino {
Si existe algun nodo v en la lista de reescaneo haz {
Para todo arco(v,w) con inicio en v haz {
Si d(v)+1(v,w) <d(w), entonces {
/* Se actualiza */
dw)=dv)+I(v,w),
a(w)=v,
Si we a la lista de reescaneo, entonces {
S(w) ="etiquetado",
}

}
}

S(v) ="reescaneado" ,

}
}

} sino {
TERMINA EL ALGORITMO con la solucién correcta,
} /* Fin del mientras*/
Ejemplo del algoritmo
Para entender mejor el procedimiento se presenta un ejemplo. Es importante mencionar
que el orden con el cual el algoritmo toma a los arcos de un vértice cualquiera, depende
del orden como fueron introducidos los datos.

Se tienen los siguientes datos de la red:
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Datos de la red para el ejemplo

Veértice Arcos Longitud del
arco
1,2) -6
1 (1,3) -4
o as -3
| 2 é (2,5) -6
| . (39 4
‘ 4 (32 3
- | (3,6) )
L_ @) 2
; e
Y ey | s
; (5,9) ' 3 -
| S | (58) ! 1
”_'___ - (65 REER
| 6 L (68,9) ; 3
. (6,10) | 7
' - (7.6) ‘ 2
‘ ! s | 3
! (8,9) [ 4
’ ® ! (8.6) | 2
9 [ e e —
ks (10,9) -6
10 (10,7) 0

Figura A.4
Al inicio del algoritmo se marca a todos los veértices con padre nulo y con etiqueta de
longitud igual a infinito, excepto al vértice origen que en este caso es el vértice 1. Como
se observa en la figura A.5
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[-,00,,"na"] [-,e0,,"na"]
Lista de
la 1era.
6 etapa
Nodo
[-,0,,"na"] 1

[-r o n”na"]
Arcos --o-o-i- >
sin analizar

Figura A.5

Al inicio del algoritmo el Unico vértice con estado “etiquetado” es el nodo origen por lo que
se procede a escanearlo. Una vez que el nodo se escanea su estado cambia a
“permanente”. Como se muestra en la figura A.6

[1,3,€]
[-,©,,"'na"] [- 00, "na"] [-, 0 ,"na"]
-5
4 , ;
5 L {8
2 P |
-2
mimimimim oo SRR [-,o0,,"na’] Lista e
[Fa,he] v v el : la 1era
. {14 7€' « - etapa
(1.0 7¢') ; Nodo
(1,0.p'] :
1
-4 5
N __é._ ; =
" 4
[- 0, na"] [-,0,,"na"]
Arcos - > 1,6 e"]
Sin analizar
Arcos —————»
Actualizados Figura A6 * ya salio de la lista.
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Se escoge el vértice con estado “etiquetado” cuya d(v) sea la minima para ser el

siguiente nodo a escanear. Una vez que el nodo se escanea su estado cambia a
“permanente”. Como se muestra en la figura A.7.

[1,3,%€e"]
-, 00,."na") [-,00,,"na"] [-,00,"na"]

A Lista de
o 11,_4 I!reu] Ia 1era
2 o R etapa
o ’ ’ Nodo
*q
2
Arcos -- -
Sin analizar ;
Arcos ——> [ 2, ot :
Actualizados (1,6 "¢"] — -
ATCOS e o , \ ;
de rutas mas corta [ 1:-6 Pl

Figura A.7
* ya salio de la lista.

Si el estado del vértice es “permanente” y llega a él un arco con costo reducido negativo,
el estado del vértice cambiara a “permanente actualizado” (“pa”) y se actualiza.

En nuestro ejemplo, al escanear al nodo 3 con d(3)=—4, provoca que la etiqueta de
longitude del nodo 2 mejore, pero como su estado es “permanente” se actualiza n(2)=3
y d(2)=-7 y su estado cambia a “permanente actualizado”. Ver figura A.8.
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[1. 3 |“e“n] - 3'_2 "’ [6,‘2 ,”e“]
(1, 0 /na’] -,00,,"na"] [-, o0 ,’na"]

[-,20,,"na"]

[[oo a’] (5,-9,"¢"] _
(10 'e’] AN W4 5,9 "p” Listade
G ~ -3 [1.4 ”p” la 1era.
[1,0.,"p"] -6 \\ : etapa
N 4 Icdo
*1
* 2
[1,-6 ,"e"] [- 00, "na"] [- 00, 'na"] "5
[1,-6,"p"] [2,-12 "e"] 5, -11 ,"e”] *8
[3'_? "’pa”] [2‘_12 .”P”] [5, 11 ‘“p”] )
Arcos - > "6
Sin analizar *3
Arcos —*»
Actualizados 10
Arcos el
de rutas mas corta 1
Arcos de rutas 4
que mejoran == * P

* ya salié de la lista.
=) Se actualiza y su estado cambia a “pa”

Figura A.8

En la figura A.9 se muestran los diferentes estados que tomaron los nodos y la lista
generada hasta llegar al final de la primera etapa.
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1 3 Li. 1 LRIt
{1' 3 '”;1]] [3;‘2 r”p"] Egl:g l»epn]]
[1 ‘ w’ ”na".l ‘3'-2 '“"eu] " ' I" »

, 0, -, 00, ."na"] [ 00, na’]

________________________________________ [ %0.."na’]

(fr o0 n’:‘na“] {5, '9 .“e“]
(10e] N 0 N | 597
[1'0 ,"p"] -6\\\ [ ' "y p ] 1 4 [5‘ ‘10 P pa ]
3 :

Arcos

Sin anahzar----¥» Ty

Arcos [1.-6 ,"e"] [- 00,/ "na’] [- 0, na’]

ActualizaUUS—’ [1.'6 ,”p"] [2,—12 I"e"] [5] -11 ‘neu]

géc'?.jstas . [3‘_7 I"pa”) [2.'12 'lel] [5’ _11 ‘3’p!l]

Arcos de rutas
que mejoran == *

Lista de
la 1era.
etapa

kdo

*1

= 2

*5

*8

* 9

*6

* 38

*10

*7

*4

* ya sali6 de la lista.
D) Se actualiza y su estado cambia a “na”

Figura A.9

En la figura A.10 se muestra el subarbol generado en la primera etapa del algoritmo, el
cual se forma con los arcos que vienen de los padres que tienen los nodos con estado

‘permanente” o “permanente actualizado”.
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[1. 3 "!p!l] [3.‘2 Il!pﬂ] [6‘_2 'i!pll]

(1,0,7p]
(5, -10 "pa’]
14

Arcos de ruta —-
mas corta en la
primera etapa

[3“7 ,"pa”] [2."12 ‘"pﬂ] [5. 11 ‘!!p!!]

Figura A.10

Si al terminar la primera etapa hay algun nodo con estado “permanente actualizadp”
entonces se pasa a la segunda etapa o etapa de reescaneo, donde los nodos seran
reescaneados de acuerdo con el orden del subarbol generado en la figura A.10.

Como se puede observar en la figura anterior, se tienen vértices con estado “permanente
actualizado”, por lo que se pasa a la segunda etapa. En la segunda etapa se ordenan los
vértices, de modo que la raiz del subarbol generado, el vértice 1, sera el primer vértice a
ser escaneado, el vértice 4 al ser el unico sucesor del nodo 1 sera el siguiente en la lista y
asi sucesivamente hasta ordenar todos los vértices que se encuentran en el subarbol.

En nuestro ejemplo, para el caso de los vértices 2 y 7; los cuales tienen como padre al
nodo 3, el primer nodo que sube a la lista es el ultimo de los hijos del nodo 3; segun el
orden de entrada de los datos, en este caso es el nodo 7.

En la lista de reescaneo, la cual se muestra en la tabla A.2, los datos para cada nodo se
conforman por v, (v),d(v),S(v). En esta tabla se muestra el estado de cada uno de los
nodos al iniciar la segunda etapa del algoritmo. Es importante mencionar que el estado
que tengan los nodos en la lista de reescaneo siempre sera diferente al estado
“etiquetado” no importando el estado que tengan.
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Lista de reescaneo

[ Vertice | & | d 1 S

| 1 ; 1 0 “permanente”

I |

i - | e aaa o

4 -5 “permanente
3 actualizado”

| _} ] =2 | “permanente”

S e . 6 s
——— 2 — - e

actualizado”

5 2 | -12 | “permanente”

i 8 [ 5 | 41 | “permanente”

[ 6 [ 8 | -9 “permanente’

[ _'1'0_ T 6 2 “permanente

] l actualizado”

E oy

Durante la segunda etapa del algoritmo, se escanean y se sacan los elementos de la lista
de reescaneo, siguiendo el oden establecido, empezando por el primer nodo de la lista. Al
escanear los nodos, su estado cambia a “reescaneado”. Los vértices cuyas etiquetas de
longitud mejoren y se encuentren fuera de la lista de reescaneo, se marcan como
“etiquetados”, aunque tengan estado ‘reescaneado”.

En la figura A.11 se muestran los diferentes estados que toman los nodos hasta llegar al
final de la segunda etapa. En nuestro ejemplo, al reescanear al nodo 10 se mejora la
etiqueta de longitud del nodo 7, cuyo estado era “reescaneado” y se encontraba fuera de
la lista de reescaneo, por lo que se actualiza y su estado cambia a “etiquetado”.
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M n t10--4 1“e“] ” n
S Baen B
oo B e
v 1 3,‘2 |pr [6--2 1 p ]
-5 Lista de
R la 1era.
etapa
Nodo
3 8 2 7 6
/’ i
7 *4
*3
[7,-10 ,"pa"]

7, -11 ”pa”] **8

5,-11 ,"rs"| )

[1,0,%¢’] 3
1r0 ’” L)
[1.0.'p'] =
*8
*6
*10
[3,-7 ,"pa’] [2,-12,"p"] (5,-11,"p’]
[3,-8 "pa’] (2,-14 ,"p"] (5, -13 ,”p”] Lista de
[3,-8 ,"rs”] [2,-14 ”rs”] (5, -13 "rs”] la 1era.
etapa
Nodo
Arcos ~"""" : 2 "
sin analizar 7
Arcos — "9
Actualizados
Arcos
de rutas mas corta
ArCosS wm = wp
de rutas
que mejoran
* ya salié de la lista.
i Mejora y su
estado cambia a “e”.
Figura A.11

Dado que existen nodos con estado “etiquetado” al final de la segunda etapa, se continua
con la primera etapa nuevamente. En este caso, el Unico nodo con estado “etiquetado”, al
inicio de la etapa de Dijkstra, es el nodo 7, como se muestra en la figura A.12. Es
importante mencionar que, en caso de que se tuviera que pasar a la segunda etapa
nuevamente, los subarboles a tomarse en cuenta, para la generacion de la lista de
reescaneo, tendrian su raiz en los vértices con estado “etiquetado” al inicio de la etapa de
Dijsktra, como el nodo 7 en este caso.
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ANEXO B. Algoritmo Dijkstra mejorado

[10,-4 "p]
[10,-4 "e"]

Lista de
la 1era.
etapa
Nodo
[7,-11."€"] 7
AFCOS —> [7'_12 ’lipir} "
Actualizados 9

" ya salié de la lista.

Figura A.12

En la figura A.13 se muestran los estados por los que pasaron los nodos del subarbol
generado en esta etapa hasta llegar al fin de la misma.

[1 0"_4 ; ”p!l]

[10,-4 ,"e”] [6,-4 ,"rs”] Lista de

la 1era.
etapa [ Nodo
T
*9
-4
(1,0 "rs"]*\ ¥y s']
_6\\ '3 \\\ [? 12 ien]
. 4’[7, 12 "p"]
[3I 8 ." ”] [2.'14 ‘”rs!!] ES‘ _13 r”r.sil]
Arcos """ 7C e
sin analizar
Arcos — »
Actualizados
Arcos
de ruta mas corta
ArCos == = =
de rutas
que mejoran Figura A.13
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ANEXO B. Algoritmo Dijkstra mejorado

Al no quedar vértices con estado “permanente actualizado” en la primera etapa del
algoritmo, el algoritmo termina.

En la figura A.14 se muestra el resultado final.

110'_4 ‘llp!l]

[6‘_4 ’”rs”]

.[? -12.,"p"

[3I 8 ‘!1 l!] [2|-14 ‘”rsﬂl [5‘ _13 ‘”rs”'i

ATCOS ‘el

de ruta mas corta
Figura A.14
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