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Capitulo 1

Introduccion.

As for everything else, so for a mathematical theory:
beauty can be perceived but not explained.
Arthur Cayley.

Este trabajo estard centrado en la existencia de micleor.s por trayectorias monocro-
maticas en torneos, torneos bipartitos y torneos k-partitos. En 1982 en ”On monochro-
matic paths in edge-coloured digraphs” [11], Sands, Sauer y Woodrow probaron que
todo torneo 2-coloreado tiene micleo por trayectorias monocrométicas. En 1986 Ming-
gang demostré que todo torneo m-coloreado que no contenga a T3 o a C7 tiene micleo
por trayectorias monocromaéticas, y puntualizé que la condicién del teorema de que la
digréfica no contuviera ninguin tridngulo 3-coloreado si m > 5 no podia ser mejorada.
Sin embargo para m = 3,4 no se habian encontrado contraejemplos. Fue hasta 2003,
que Galeana Sdnchez y Rojas Monroy dieron una familia de contraejemplos para m = 4.

Sin embargo, ya en 1992 Galeana S4dnchez habia probado que la condicién de que
cada ciclo de longitud 3 sea monocromético era condicién suficiente para que un torneo
m-coloreado tenga micleo por trayectorias monocrométicas. En 2004, Galeana Sanchez

y Rojas Monroy demostraron que para el caso de torneos m-coloreados bipartitos se
1



2 1. INTRODUCCION.

tendria que pedir que todo ciclo de longitud 4 del torneo fuera monocromético para
asegurar que el torneo tuviera niicleo por trayectorias monocromaéticas. Finalmente,
en un articulo en preparacién, Galeana Sdnchez y Rojas Monroy generalizan el caso a
torneos m-~coloreados k-partitos, en los que la hipétesis de que todo ciclo de longitud 3
y todo ciclo de longitud 4 en el torneo sean monocrométicos, garantiza que el torneo

tenga nicleo por trayectorias monocromaéticas.

En esta tesis iremos recorriendo este camino para establecer las bases y llegar
a la prueba de dichos teoremas, que son los resultados centrales de esta disertacién. En
el segundo capitulo introduciremos al lector a los conceptos principales en gréaficas y
digréficas, probaremos también proposiciones y teoremas bdsicos dentro de la teoria de

graficas, que serdn fundamentales para el desarrollo de los capitulos posteriores.

Ma4s adelante, en el capitulo 3 presentaremos el concepto de niicleo, demostran-
do algunas de sus propiedades importantes, y asi en el siguiente capitulo, generalizare-
mos este concepto al de nicleo por trayectorias monocrométicas. De igual manera en el
capitulo 4, mostraremos cudles son algunas de las caracteristicas que debemos pedir a
una digréfica para que tenga nicleo por trayectorias monocromaticas. Introduciremos
también el concepto fundamental de cerradura transitiva de una digrafica, y probare-
mos que dicha digréfica tiene micleo por trayectorias monocromaticas si y sélo si su

cerradura transitiva tiene micleo.

En el capitulo 5, empezaremos a trabajar con trayectorias y ciclos monocrométicos
en torneos m-coloreados, probaremos el teorema de Shen Minggang y analizaremos
el contraejemplo dado por Galeana y Rojas. Adem4s retomaremos los conceptos de
digrdfica Niicleo Perfecta y digrafica Nicleo Imperfecta Critica para demostrar ciertos

teoremas de caracterizacién de digréficas de este tipo.

En los capitulos 6 y 7 extenderemos este andlisis a los torneos m-~coloreados bipar-
titos y k-partitos respectivamente. En el capitulo 6 nos enfocaremos a las trayectorias



y los ciclos de longitud 4 monocrométicos en los torneos bipartitos, probaremos algu-
nas proposiciones sobre este tipo de torneos para demostrar finalmente que si D es
un torneo bipartito m-coloreado tal que todo ciclo de longitud 4 es monocromético,
entonces D tiene un micleo por trayectorias monocrométicas y que este resultado es
el mejor posible. Por 1ltimo, en el capitulo 7, consideraremos los ciclos de longitud 3
y 4 en torneos k-partitos y con base en propiedades esenciales demostraremos que si
D es un torneo k-partito m~coloreado tal que todo ciclo de longitud 3 y todo ciclo de
longitud 4 contenido en D es monocromético, entonces D tiene micleo por trayectornas

monocromadaticas.
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Capitulo 2

Preliminares.

Insofern sich die Sétze der Mathematik auf

die Wirklichkeit beziehen, sind sie nicht sicher,

und insofern sie sicher sind, beziehen sie sich nicht

auf die Wirklichkeit.

Albert Einstein

En este capitulo introduciremos al lector a las nociones y definiciones generales en
graficas y digrdficas, asi como a algunas proposiciones bésicas. Probaremos también
algunos teoremas importantes dentro de la teoria de gréficas.

2.1. Conceptos Generales

Definicién 2.1 Una grdfica G, consiste de un conjunto no vacto, finito, de elementos
llamados vértices, denotado por V(G) y un conjunto de pares no ordenados de distintos

vértices llamados aristas, denotado por A(G).

Sia = (u,v) € A(G), decimos que u y v son los extremos de a. Decimos también

que u es adyacente a v o que v es adyacente a u y lo denotamos u adygv o v adygu.
5



6 2. PRELIMINARES.

Definicién 2.2 Sea G una grdfica, {u,v} C V(D),u y v no necesariamente distintos,
un uv—camino de G es una sucesion finita de vértices, C = (u = Zg,Z1, 22, ..., Tn = V)
tal que (z4,zi41) € A(D) 0 (z441,2:) € A(D) Vi € {0,1,...,n}. Decimos que n, el

nimero de aristas de camino, es su longitud y escribiremos [(C) = n.

Definicién 2.3 Un camino C = (zg, 2y, ...,Z,) €S cerrado si To = Tp,.

Definicién 2.4 Una uv—trayectoria en G es un uv—camino que no repite vértices.
Definicién 2.5 Un uv—paseo en G es un uv-camino que no repite aristas.
Definicién 2.6 Un circuito en G es un paseo cerrado no trivial.

Definicién 2.7 Un ciclo en G es un circuito C = (Zo,Z1,...,Zn, Zo) con (C) > 3 y

z; # z; para cada i # j.

Definicién 2.8 Una grifica G es bipartita si existe una biparticién {Vi, Vo} de V(G)

tal que VY a € A(G), a tiene un extremo en V; y el otro en V,.
Teorema 2.9 En toda grifica bipartita G, todo ciclo tiene longitud par.

Demostracién.

Sea G una gréfica bipartita, con biparticién {Vi,V;}. Sea C = (z0,Z1, .., Zn, Zo)
un ciclo en G tal que [(C) = n + 1. Demostraremos que n + 1 es par. Sin pérdida
de generalidad, supongamos que zg € V3, como zgadyc ), z; € Vo. Como z; adyc
z9, T3 € V;. Continuando con este procedimiento, observamos que z; € V; si y sélo si
i =0(mod?2) y z; € V; si y sblo si i = 1(mod 2).

Como z,, adyG z¢ y zo € V}, entonces z,, € V3, por lo que n = 1(mod 2), es decir n
es impar y por lo tanto n + 1 es par.ll
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Definicién 2.10 Una digrdfica D, consiste de un conjunto no vacfo, finito, de ele-
mentos llamados vértices, denotado por V(D) y un conjunto de pares ordenados de

distintos vértices llamados flechas, denotado por F(D).

Decimos que una digrafica D tiene orden p, si |V(D)| = p y que tiene tamano ¢
si |F(D)| =q.

Lema 2.11 Para toda digrifica D de orden p y tamano q:

052%%—553=p(p—1)y05q3p(p—1)

Nétese que de cada vértice salen a lo més p — 1 flechas.ll

Sea D una digréfica.
Sia = (u,v) € F(D), decimos que a es incidente desde u y a es incidente hacia
v; u 'y v son los extremos de a, u es el extremo inicial y que v es el extremo final.

Decimos también que u es adyacente hacia v y que v es adyacente desde u.

Si (u,v) € F(D), (u,v) es una S;S;—flechasiu € S; y v € 5,8 C V(D),S, C
V(D).

Definicién 2.12 El exgrado o grado exterior de un vértice v en la digrdfica D es

el nimero de flechas que inciden desde v y lo denotamos 63, (v).

Definicién 2.13 El ingrado o grado interior de un vértice v en la digréfica D es el

nimero de flechas que inciden hacia v y lo denotamos 0, (v).

Definicién 2.14 El grado de un vértice v en la digrdfica D es

8p(v) = 85(v) + 85 (v).
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Figura 2.1:

En la figura 2.1, tenemos una digrafica G, con V(G) = {z;, 23, 23, 24, T5 }, donde

6p(z1) =3 dplzy) =0 dp(z1) =3
St {ag) =12 3oz =1 Bolas)= 8
65(z3) =0 dp(z3) =2 dp(zs) =2
dh(x) =1 dp(zq) =3 dp(z4) =4
0p(zs) =1 dp(zs) =1 dp(zs) =2

Teorema 2.15 Sea D una digrdfica de orden p y tamano g, V(D) = {v1, v, ..., %},

entonces

Y o) =) dp(w) =q.

i=1 i=1

Demostracién.
Nétese que cada flecha incide desde (hacia) un vértice, asi que cada flecha est4
contada exactamente una vez en la suma de los exgrados (ingrados).l

Definicién 2.16 Sea D una digrdfica, la grdéfica subyacente de D es la grifica

obtenida al sustituir cada flecha de D por la arista sin la orientacion correspondiente.
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Definicién 2.17 Sean D; y D, digrdficas. D; es isomorfa a Ds, Dy = D,, si existe
una funcién biyectiva ¢, ¢ : V(D;) — V(D,) tal que (u,v) € F(D,) si y sdlo si
(¢(u), $(v)) € F(Dy).

Observemos que D; v~ D, (D; esta relacionada con D;) si y sélo si D; & D; es una
relacién de equivalencia. Consideraremos que dos digréficas son iguales, cuando sean

isomorfas.

Definicién 2.18 Sea D una digrdfica, D' es una subdigrdfica de D si D' es una
digrdfica tal que V(D') C V(D) y F(D') C F(D).

D' es una subdigréfica generadora de D si D' es una subdigréfica de D tal que
V(D) =V(D).

Definicién 2.19 Sea D una digrifica no trivial, v € V(D), a € F(D), D—v es la
digréfica tal que V(D —v) = V(D) — {v} y F(D—v) = {f € F(D)|f no incide desde
v y f no incide hacia v}. D — a es la digrdfica tal que V(D —a) = V(D) y F(D—a) =
F(D) - {a}.

Definicién 2.20 Sea D una digréfica no trivial, {u,v} C V(D), f = (u,v) ¢ F(D),
entonces D + f es la digrdfica tal que V(D +f) =V (D) y F(D+£) = F(D)U{f}. (Ver
figura 2.2)

Definicién 2.21 Sea D una digrdfica, U C V(D),U # 0, la subdigrdfica de D
inducida por U, D[U], se define como sigue: V(D[U]) = U y F(D[U]) = {flechas de

D gque tienen ambos eztremos en U}.

En la figura 2.3 tenemos a D y D(U], donde U = {z;,5, 24} C V(D).
Observemos que cualquier subdigrafica inducida de D, puede obtenerse quitando
vértices de D.
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Figura 2.2: Dy D + f.
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Figura 2.3: D y D[U].
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Definicién 2.22 Sea D una digrdfica, decimos que D es simétrica (asimétrica), si
para cada flecha f = (u,v), se tiene que (v,u) € F(D) ((v,u) ¢ F(D)). La flecha
(u,v) € F(D) es 8ifﬁétﬂ'ca si (v,u) € F(D). La flecha (u,v) es asimétrica si
(v,u) € F(D).

Observemos que existe una correspondencia uno a uno entre las digraficas simétricas

y las gréficas.

Definicién 2.23 Una digrifica D es completa si para cualesquiera {u,v} C V(D),
(u,v) € F(D) o (v,u) € F(D).

Definicién 2.24 Una digrifica D es completa simétrica de orden p, K,, si para
cualesquiera {u,v} C V(D), (u,v) € F(D) y (v,u) € F(D).

En este caso g =p(p—1) y Yo € V(D) d5(v) =dp(v) =p— 1.
Definicién 2.25 Un torneo T es una digrifica completa asimétrica.

Definicién 2.26 Una digrdfica D es regular de grado r , o r-regular si Vv € V(D),

0p(v) =dp(v) =

2.2. Trayectorias y ciclos en una digréfica.

Definicién 2.27 Sea D una digrdfica, {u,v} C V(D),u y v no necesariamente distin-
tos, un uv—camino de D es una sucesidn finita de vértices, C = (u = o, 1, T3, ..., Tn =
v) tal que (zi,Zi41) € F(D) o (zi41,2:) € F(D) Vi € {0,1,...,n}. Decimos que n es la

longitud del camino y escribiremos [(C) = n.



12 2. PRELIMINARES.

Figura 2.4: D una digréfica 1-regular o regular de grado 1.

Definicién 2.28 Un uv—camino dirigido en D es un camino C = (2o, Z1, ..., Zn) tal
que (z;,zi41) € F(D)Vi € {0,1,...,n}. En este caso la longitud del uv-camino dirigido
es el mimero de flechas, n, y lo denotaremos I(C) = n. C~! denotard al vu— camino
dirigido C~! = (24, Zp-1, ..., 21, Zo) . Denotaremos por (z;,C, z;) al z;x;—camino con-

tenido en C.
Definicién 2.29 Un camino C = (zg,Z1,...,Zn) €S cerrado si Top = Tp.

Definicién 2.30 Una uv—trayectoria dirigida en D es un uv—camino dirigido que

no repite vértices.

Definicién 2.31 Un uv—paseo dirigido en D es un uv-camino dirigido que no repite

flechas.

Observemos que toda uv—trayectoria dirigida en D es un uv—paseo dirigido, sin
embargo no todo uv—paseo dirigido en D es una uv—trayectoria.

Definicién 2.32 Un circuito dirigido en D es un paseo dirtgido cerrado no trivial.

Definicién 2.33 Un ciclo dirigido en D es un circuito dirigido C = (zo, ), ..., Zn, Zo)
con I(C) > 1 y z; # z; para cada i # j.
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De ahora en adelante cuando usemos los términos camino, trayectoria, paseo, circuito
o ciclo, nos referiremos a camino dirigido, trayectoria dirigida, paseo dirigido, circuito
dirigido o ciclo dirigido respectivamente.

Definicién 2.34 Sea D una digrdfica, S C V(D) y z € V(D), una sx-flecha es (z, s;)
€ F(D) tal que s; € S. St S; C V(D), S, C V(D), una flecha (s1,32) € F(D) es una

SISQ-ﬂBChG st 81 €S1y s €8,

Definicién 2.35 Sea D una digréfica, S C V(D), la vecindad interior de S, deno-
tada I'~(S) = {v € V(D)|3 una vS—flecha en F(D)}. La vecindad exterior de S,
denotada I'*(S) = {v € V(D)|3 una Sv— flecha en F(D)}

Sea v = (2, 2, -.-, Zn, 20) un ciclo, denotaremos por () su longitud y si z,2; €

V(7), denotaremos por (z;,7, 2;) a la z;z;—trayectoria contenida en .
Definicién 2.36 Sea D una digrdfica, D es aciclica si no tiene ciclos.

Definicién 2.37 Un ciclo v de una digrifica D es hamiltoniana si V(D) = V() y

diremos que D es hamiltoniana si tiene un ciclo hamiltoniano.
Teorema 2.38 Todo uv—camino contiene una uv—trayectoria.

Demostracién
Procedamos por induccién sobre la longitud del camino, I(C).
1. Si I(C) = 0, entonces C = (u) por lo que no se repiten vértices y C también es
una trayectoria.
Si I(C) = 1, entonces C = (u,v) por lo que no se repiten vértices y C mismo es
una uv—_trayectoria.
2. Supongamos que todo uv—camino de longitud < n contiene una uv—trayectoria.

3. Sea C = (u = 29, 73, ..., Z, = v) tal que [(C) = n, tenemos dos casos:
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caso a) Si C no repite vértices, C mismo es una uv—trayectoria.

caso b) Si z; = z; para algin i # j. Supongamos, sin pérdida de gen-
eralidad, i < j, entonces C = (u = Zg,Z1, .00y Tiy Tit1y ooy Tj = TiyTjglyeeey Tn = V).
Conside- remos C' = (u = zo,21,...,Zi = Tj,Tj41,...,Zn = V), tenemos que
[(C") < I(C), entonces por hipétesis de induccién, C’ contiene una uv—trayectoria
T tal que T C C' C C, por lo que C contiene una uv—trayectoria.ll

Teorema 2.39 Todo camino cerrado C de longitud impar contiene un ciclo de longitud

impar 7.

Demostracién. '
Por Induccién sobre n = |V(D)|
1. Si n = 3, entonces C = (u = zg, 71,2 = u). Observemos que z; # z; porque z;
es adyacente a z;, para toda ¢ e j, por lo tanto C' mismo es un ciclo.
2. Supongamos que todo camino cerrado de longitud impar < 2n + 1 tiene un ciclo
de longitud impar. |
3. Sea C = (zo, 21, ..., T2n, To) un camino cerrado tal que /(C') es impar, tenemos dos
Casos:
caso a) Si C no repite vértices, excepto el vértice inicial y el final, C mismo
es un ciclo de longitud impar.
caso b) Si z; = z; para algin 7 # j, supongamos, sin pérdida de ge-
neralidad, ¢ < j, entonces C = (g, T1, ..., Ti, Tit1, -y Tjy Tj+1, --y T2n, To), consideremos
C' = (zo,T1,y ..., Ti = Tj, Tj41y - T2n, To) ¥ C" = (T4, Tigr,...,Tj = ;) son dos caminos
cerrados y como [(C) es impar, entonces o [(C') o I(C") es impar, sin pérdida de ge-
neralidad, supongamos que [(C’) es impar y observemos que [(C’) < 2n + 1, asi que por
hipétesis de induccién C' contiene un ciclo de longitud impar 7, v C C’' C C, es decir
yCCh
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2.3. Conexidad.

Sea D una digréfica.

Definicién 2.40 Si {u,v} C V(D), u estd conectado av en D si existe un uv—camino

0 un vu—camino no necesariamente dirigidos en D.

Definicién 2.41 Diremos que D es conezxa si para cualesquiera {u,v} C V(D), u y

v, estdn conectados.

Observemos que la relacién .*tar conectados.®® una relacién de equivalencia sobre
V(D). Llamaremos a las subdigraficas inducidas por las clases de equivalencia, com-

ponentes conexas de D.

Definicién 2.42 Diremos que D es unilateralmente conexa si para cualesquiera

{u,v} C V(D), ezxiste un uv—camino o un vu—camino en D.

Definicién 2.43 Diremos que D es fuertemente coneza si para cualesquiera {u,v} C

V(D), existen un uv—camino y un vu—camino en D.

Observemos que D fuertemente conexa implica que D es unilateralmente conexa,

que a su vez implica que D es conexa.

Definicién 2.44 Si {u,v} C V(D), D una digrdfica, u es alcanzable desde v, si eriste

un uv— camino.

Observemos que "ser mutuamente alcanzables.®® una relacién de equivalencia sobre
V(D). Llamaremos a las subdigrédficas inducidas por las clases de equivalencia, las

componentes fuertemente conexas de D.
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Figura 2.5: D con componentes fuertemente conexas C;, Co,C3,

Definicién 2.45 Una componente fuertemente conexa terminal de una digrifica
D es una componente fuertemente conexa de D a la que no le salen flechas hacia otra

componente fuertemente conexa de D.

En la figura 2.5, D tiene componentes fuertemente conexas C; = {z,}, Cy = {2, 3,

z4} y C3 = {zs}, C3 es una componente fuertemente conexa terminal.

Teorema 2.46 Sea D una digrdfica,

i) D es conexa si y s6lo si D contiene un camino, no necesariamente dirigido,
cerrado generador.
ii) D es unilateralmente conexa si y sélo si D contiene un camino generador.
iil) D es fuertemente conexa si y sélo si D contiene un camino cerrado generador.
i) Demostracién.
=) Sea C = (¢, z,...,Tm, o) un camino cerrado que pasa por el mayor nimero

posible de vértices de D,



2.3. CONEXIDAD. 17

caso 1) Si V(C) = V(D), entonces C es un camino cerrado generador.

caso 2) Si existe u € V(D) tal que u ¢ V(C), como D es conexa, existe un
camino C' entre zg y u, entonces C U C’ UC’~! es un camino cerrado que contiene més
vértices de D que C, contradiciendo la eleccién de C.

<) Sea W = (wy, ..., w,) un camino cerrado en D tal que V(W) = V(D). Para cua-
lesquiera {u,v} C V(D), se tiene que {u,v} C V(W), entonces W = (wp, wy, ..., w; =
Uy Wig1y ooey Wi = Uy Wi, ooy Wy, Wo) ¥ W' = (2; = 4, Wi41, ..., w; = v) €s un uv—camino,
por lo tanto D es conexa.l

ii) Demostracién.

=) Sea C' = (wy, ..., Wr,) un camino que tenga el mayor nimero posible de vértices
de D,

casol) Si V(C) = V(D), entonces C es un camino generador.

caso 2) Si existe v € V(D) tal que v ¢ V(C) entonces sabemos que no
existe un vw;-camino ni un w,v-camino en D pues si cualquiera de los dos existiera,
entonces C' no seria el de mdximo niimero de vértices. Pero como D es unilateralmente
conexa, entonces existen un w;v-camino y un vw,-camino dirigido en D. (*)

Sea j = min{i|3 un w;v-camino C; y un vw;;-camino Cy en D,i € {1,2,...,n}}.
Nétese que j existe, por (¥).

Consideremos C’' = (wy, ws, ..., wj) U (w;, C1,v) U (v, Co, wjt1) U (Wjs1, .., wn). C' €8
un camino que contiene un mayor niimero de vértices que C, que contradice la eleccién
de C.

<) Sea W = (wp, wy, ..., w,) un camino tal que V(W) = V(D). Para cualesquiera

{u,v} C V(D), tenemos que {u,v} C V(W), entonces u = w; y v = wj, para i # j,
caso 1) Sii < j, W' = (w; = u, wi41, ..., w; = v) es un uv-camino en D.
caso 2) Si j < i, W' = (w; = v, wj41, ..., w; = u) €s un vu-camino en D.

Asi que D es unilateralmente conexa.ll
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1) Demostracién.
=) Si D es fuertemente conexa, D es unilateralmente conexa, y por el inciso anterior,
D contiene un camino C = (u = 2o, 7, ..., Z, = v) tal que V(C) = V(D).
caso 1) Si u = v, entonces C es un camino cerrado generador.
caso 2) Si u # v, entonces como D es fuertemente conexa, existe una
vu-trayectoria T en D, asi que C' = C UT es un camino cerrado generador.
<) Sea W = {wy,..., W, w;) un camino cerrado tal que V(W) = V(D). Para
cualesquiera {u,v} C V(D), tenemos que u,v € V(W), asi que u = w; y v = wj,
con ¢ # j. Sin pérdida de generalidad, supongamos i < j, tenemos: W' = (w; =
Uy Wig1, Wy = V) y W' = (w; = v,Wj41,...Ws, ws,...w; = u) un uv-camino y un

vu-camino en D respectivamente. Asi que D es fuertemente conexa.ll

Teorema 2.47 Una digrdfica D es fuertemente coneza si y sélo si para toda particion

{W1,V2} de V(D) exziste una ViVo—flecha.

Demostracién.
=) Sea {V}, V2} una particién de V(D). Sean {v;, vy} C V(D) tal que v; € Vi, v, €
V,. Como D es fuertemente conexa, entonces existe una v, vs-trayectoria T en D, T =
(vi = uo,uy,...,un = v3), notemos que Vu; € V(T), u; € V; o u; € V. Seam =
min{j|u; € Vo}, m > 1 pues v; € V], entonces (um-1,un) €s una V;V,—flecha.
Observemos que como {V}, V2} es una particién arbitraria de V(D), también existe
una V,V;-flecha.
<) Sean {z,y} C V(D). Sean V] = {w € V(D)|3 un zw—camino en D}, V; =
V(D) - V.
casol) Si y € V), entonces existe un zy-camino en D
caso 2) Si y ¢ V4, entonces y € V2, entonces {V;, V2} es una particién de
V(D). Por hipétesis existe una V;V,—flecha en D, (z,w) tal que z € V; y w € V,. Como

z € V1, entonces existe un rz—camino en D, C}, por lo que C; U(2z,w) es un zw-camino
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en D, entonces w € V. (Contradiccién). Entonces este caso no es posible, por lo que D

es fuertemente conexa.ll
Teorema 2.48 Toda digréfica fuertemente conexa, con mds de un vértice, tiene ciclos.

Demostracién.
Sean {u,v} C V(D), como D es fuertemente conexa, entonces existe un uv—camino,
Ci = (u = o, 21,...,Zn = v) y un vu-camino, Cz = (v = Yo, ¥1, ..., Yym = u). Observemos
que existe y; tal que y; = zx para algin k € {0,1,...,n}, j € {0,1,...,m} pues y, =
u = Io. Sea
s = min{jly; = o para algiin k},

entonces (zx, Cy,v) U (v, Cy, ys = Zk) es un ciclo.l

2.4. Digréficas asociadas a una digrafica dada y el
Principio de Dualidad.

Sea D una digréfica.

Definicién 2.49 La parte asimétrica de D, denotada Asim(D), es la subdigrifica
generadora de D cuyas flechas son las flechas asimétricas de D.(Ver figura 2.6).

Definicién 2.50 La parte simétrica de D, denotada Sim(D), es la subdigrdfica ge-
neradora de D cuyas flechas son las flechas simétricas de D. (Ver figura 2.6).

Definicién 2.51 El complemento de D, denotado D™, es la digréfica tal que V(D) =
V(D) y para cualesquiera {u,v} € V(D),u # v, (u,v) € F(D") si y s6lo si (u,v) ¢
F(D).
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Figura 2.6: D, Asim(D) y Sim(D).

Definicién 2.52 La digrdfica de condensacion de D, denotada D* es la digrifica
que se obtiene a través de la correspondencia uno a uno entre S, S, ...,S,, las com-
ponentes fuertemente conexas de D y uy,uy, ..., u, los vértices de D* tal que (u;,u;) €

F(D*) siy solo si existen ¢ € S;, y € S; tales que (z,y) € F(D).
Teorema 2.53 Para toda digrdfica D, su digrifica de condensacion D* es aciclica.

Demostracién.
Procedamos por contradiccién, supongamos que D* contiene algin ciclo. Sean S, S5,
..., On las componentes fuertemente conexas de D y V(D*) = {uj,us,...,un}. Sea C =

(uy,ugy ..., Uk, u;) un ciclo en D*. Demostraremos que

k
Us:
i=1
es fuertemente conexa, contradiciendo que cada S; es una componente fuertemente

conexa.
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R

Figura 2.7: El wz-camino en D.

Sean {w,z} C |Jf_, S: , entonces w € S;, z € S, demostraremos que existe un
wz-camino en D. Para cada i € {1,2,...,k} sean z] y z; en S; tales que existen
(z},z,) € F(D) y (z},,2;) € F(D), donde z;,, € S;y1 y z; € Si_1.

Sea C; un camino de z; a z}, C* = |JC; U {(z],z,,), (1,278 € {i,...,k}}
(notacién mod k), es un camino cerrado.

Como w y z; estdn en la misma componente conexa, existe un wz; -camino Cj.

Como z; y z estdn en la misma componente conexa, existe un z, z-camino Cy. Asi

CiU(zf,C*,z;) UC} es un wz—camino.l

Definicién 2.54 Sea D una digrifica, la digrdfica dual de D, denotada D' es la
digrdfica tal que V(D') = V(D) y (u,v) € F(D') st y sélo si (v,u) € F(D).

Principio de Dualidad Direccional.
Para cada teorema en digrificas , eriste un teorema correspondiente que se obtiene

al reemplazar cada concepto por el concepto dual.

Teorema 2.55 Toda digrdfica aciclica contiene al menos un vértice de grado exterior
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CEero.

Demostracién.
Sea D una digréfica aciclica y P una trayectoria de longitud médxima en D, digamos
que P es una uv—trayectoria,
caso 1) Si v es adyacente hacia algiin vértice de P, entonces hay un ciclo
en D, contradiciendo que D es aciclica
caso 2) Si v es adyacente hacia algin vértice de D que no estd en P,
entonces existe en D una trayectoria cuya longitud es mayor a la de P. (Contradiccién).
Por lo tanto v no es adyacente hacia ninguin vértice de D, es decir 65, (v) = 0.0
Por dualidad obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 2.56 Toda digrdfica aciclica contiene al menos un vértice de grado interior

cero.
Lema 2.57 Sea D una digrdfica. Si Vv € V(D),6},(v) > 1, entonces D tiene un ciclo.

Demostracién.

Sea T' una trayectoria de longitud médxima en D, T = (zg, z;,...Z,), por hipétesis
65(za) > 1, es decir , z,, es adyacente hacia z para algin z € V(D).

Siz ¢ V(T), entonces, T' = (2o, 1, ..., Tn, 2) €s una trayectoria en D tal que {(T") >
[(T), lo que es una contradiccién a la eleccién de T. Entonces z € V(T), z = zi para
algini € {0,1,..n — 1} y v = (2 = 24, Zi41, ..., Tn, 2) €s un ciclo en D.W

Lema 2.58 Sea D una digrifica, si Vv € V(D),d,(v) > 1, entonces D tiene un ciclo.

La demostracién es dual a la del lema anterior.



Capitulo 3

Ntcleos.

Ein Mathematiker, der nicht irgendwie ein Dichter ist,
wird nie ein vollkommener Mathematiker sein.
Karl WeierstraB
En este capitulo definiremos y trabajaremos con los conceptos principales sobre
micleos en digraficas y se demostrardn los resultados méds importantes respecto a este

tema.

Sea D una digrdfica y N C V(D).

Definicién 3.1 N es un conjunto independiente de D si para cualesquiera u,v € N,

no eristen flechas entre ellos en D. (Ver figura 3.1).

Definicién 3.2 N es un conjunto absorbente de D siVu € V(D)\ N, u es adyacente
hacia algin elemento de N. (Ver figura 3.2). |

Definicién 3.3 N es nicleo si es independiente y absorbente. (Ver figura 3.3).

23
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Figura 3.1: N = {z4, zs,z¢} es independiente en D.

Figura 3.2: N = {z,,z,} es absorbente en D.
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Figura 3.3: N = {z,,2,,23} es micleo de D.
Teorema 3.4 Toda digréfica sin ciclos de longitud impar tiene nicleo.

Demostracién.

Ver [1].

Definicién 3.5 Diremos que D es niicleo perfecta (NP) si toda subdigrdfica inducida

de D tiene nicleo.

Un ejemplo de una digréfica NP son los ciclos de longitud par n, denotados C, que
tienen micleo y sus digraficas inducidas son trayectorias que también tienen micleo. En
el caso de Cs, {z1, 3, Zs, 7} es micleo. (figura 3.4) Otro ejemplo de digraficas NP son
las trayectorias de longitud n denotadas por T,. En el caso de T3, {vq,v4} es micleo y
en el de Ty, {y1,¥3} es micleo. (figura 3.4)

Definicién 3.6 Diremos que D es nicleo imperfecta critica (NIC) si no tiene

nicleo, pero toda subdigrdfica propia de D si tiene nicleo.

Un ejemplo de una digréfica NIP son los ciclos de longitud impar n, denotados por

C\., pues no tienen micleo, pero como toda subdigrafica inducida propia no tiene ciclos
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Figura 3.4: C,conn=8y T,conn=4yn=3.

Figura 3.5: C, con n = 7.
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de longitud impar, entonces por el Teorema 3.4, toda subdigrafica inducida tiene nicleo.
En la figura 3.5, podemos ver Cj.

Teorema 3.7 Si una digrdfica D es tal que todo ciclo tiene al menos una flecha simétri-

ca, entonces es nicleo perfecta.

Demostracién.

Sea D una digréfica tal que todo ciclo tiene al menos una flecha simétrica. Entonces
Asim(D) es aciclica y por el Teorema 2.55 se sigue que {z € V(D)[éjﬁmw)(z) =0} #0
. Procederemos por Induccién sobre |V (D).

1° |V(D)| = 1, entonces si V(D) = {v}, v mismo es niicleo.

|V(D)| = 2, tenemos dos casos:

Caso 1: Supongamos V(D) = {v;,v,}, si (v1,v9) € F(D) y (v, v1) € F(D), entonces
vy es el micleo de D y cualquier subdigradfica inducida tiene micleo.

Caso 2: Supongamos que V(D) = {v, v}, si (v1,v2) € F(D) y (vo,n1) € F(D),
claramente cualquiera de los dos vértices de D es niicleo y toda subdigrafica inducida
tiene micleo.

2° Supongamos que para toda digrdfica D' tal que |V(D')| < |V(D)| tenemos que
si todo ciclo de D’ tiene al menos una flecha simétrica, entonces D' es niicleo perfecta.

3° Demostraremos entonces que si D satisface las condiciones del teorema es niicleo
perfecta. Por hipétesis de induccién sabemos que toda subdigrafica inducida propia de
D es niicleo perfecta y en particular tiene micleo. Solo resta demostrar que D tiene
nicleo.

Sea z9 € V(D) tal que 63, (20) = 0.

Observacién 1. Observemos que si (29,v) € F(D), entonces (v, 29) € F(D).

Consideremos D[V (D) — ({20} U{T'5(20)})] = H. Si H = @, entonces z es el micleo
de D.Si H # @, por hipétesis de Induccién, H tiene niicleo, N'. Demostraremos que
N'U {2} es nicleo de D.
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i) N’ U{z} es independiente:
N' es independiente en D porque es micleo de H que es subdigrafica inducida de
D. No hay N'zg—ﬂechas por la definicién de H. No hay zoN—flechas porque si hubiera
alguna zoN'—flecha, se sigue de la Observacién 1 que también habria N'zy—flecha.
i) N'U{z} es absorbente:
Para todo z € V(D) — (N"U{z}) existe z(IN"U{2})-flecha.
Caso 1) Si z € H — N entonces existe una z/N—flecha pues N’es niicleo de

Caso 2) Si z € I'5(2), entonces existe z29—fecha.ll
Teorema 3.8 Toda digrédfica D, sin nicleo, tiene una subdigrdfica inducida NIC.

Demostracién.
Sea D una digréfica sin micleo.
caso 1) Si todas las subdigréficas inducidas de D tienen niicleo, D es NIC.
caso 2) Si no todas las subdigraficas inducidas de D tienen nicleo, entonces
existe H; una subdigrédfica inducida de D tal que H; no tiene micleo. Si todas las
subdigréficas inducidas de H; tienen micleo, entonces H; es NIC.
Si no es asi, existe H,, subdigrafica inducida de H; tal que H; no tiene micleo. Si
todas las subdigréficas inducidas de H; tienen micleo, entonces Hj; es NIC.
Si no es asi, y continuando con este procedimiento y como V(D) es un conjunto
finito, obtendremos una subdigréfica inducida H;, tal que H; es NIC, pues como las
digréficas con uno o dos vértices siempre tienen micleo, entonces las digrdficas NIC

siempre tienen al menos tres vértices.l

Teorema 3.9 Toda digrdfica D, tal que D no es NP, tiene una subdigrdfica inducida
NIC.
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Demostracién.

Como D no es una digrdfica NP, entonces existe una subdigrafica inducida H de
D tal que H no tiene micleo. Entonces, por el Teorema anterior (3.8), H contiene una
subdigréfica inducida NIC, sea H’ dicha gréfica. Como H’ es una subdigréfica inducida
de H, que a su vez es una digréfica inducida de D, entonces H' es una subdigrifica
inducida de D NIC.H
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Capitulo 4

Nucleos por trayectorias

monocromaticas.

Mathematics may be defined as the subject in which

we never know what we are talking about,

nor whether what we are saying is true.

Bertrand Russell.

En este capitulo introduciremos el concepto de micleo por trayectorias monocromati-
cas que serd primordial en el desarrollo siguiente de esta tesis. Asi mismo, probare-
mos importantes teoremas de caracterizacién de digréficas con micleos por trayectorias
monocromaticas. Otro concepto importante ser4 el de cerradura transitiva de una digra-
fica D, pues cerraremos este capitulo demostrando que D tiene micleo por trayectorias

monocrométicas si y sélo si su cerradura transitiva tiene nicleo.

Definicién 4.1 Sea D una digrdfica donde a cada flecha se le ha asignado un color,
st para colorear las flechas se han utilizado m colores, diremos que D es una digrdfica
m-coloreada.

Sea D una digréfica m~coloreada.
31
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Figura 4.1: D con N = {z;,z5} independiente por trayectorias monocromaticas.

Figura 4.2: D con N = {z4, 5} absorbente por trayectorias monocrométicas.

Definicién 4.2 Una trayectoria monocromdtica en D es una trayectoria tal que

todas sus flechas tienen asignado el mismo color.

Definicién 4.3 Sea N C V(D), N es un conjunto independiente por trayectorias
monocromdticas de D si para cualesquiera u,v € N no ezisten en D trayectorias

monocromdlicas entre u y v.(Ver figura 4.1).

Definicién 4.4 Sea N C V(D), N es un conjunto absorbente por trayectorias
monocromdticas de D, si para cualquier u € V(D)\N, eziste una uv—trayectoria

monocromdtica para algin v € N. (Ver figura 4.2).
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Figura 4.3: D con N = {zs, zs, 7} micleo por trayectorias monocromaticas.

Definicién 4.5 Sea N C V(D), N es un nicleo por trayectorias monocromdticas
en D si es un conjunto independiente por trayectorias monocromdticas y absorbente por

trayectorias monocromdticas de D.(Ver figura 4.3).

Observacién 1. Para cualquier digrafica, podemos asignar a cada flecha un color
diferente y entonces un conjunto de vértices es un micleo de la digréfica si y sélo si es
un micleo por trayectorias monocromaticas. Esto hace ver que el concepto de micleo
por trayectorias monocromaticas generaliza el concepto de niicleo de una digrafica.

Observacién 2. No toda digréfica m-coloreada tiene micleo por trayectorias mono-
crométicas y si tiene, no necesariamente es tnico.

En la figura 4.3, D, es una digréfica 4-coloreada que no tiene micleo por trayectorias
monocromaticas. |

D, es una digréfica 3-coloreada que tiene dos micleos por trayectorias monocromati-
cas distintos, a saber N} = {t,v} y N; = {u, w}.

Definicién 4.6 En una digrdfica no se permite que existan dos o mds flechas con los
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@N

Figura 4.4: D1y D,.

mismos extremos y la misma direccidn. Sin embargo, en una multidigrdfica se permite

que ezistan este tipo de flechas, llamadas flechas miiltiples.

Definicién 4.7 Sea D una digrdfica m-coloreada, la cerradura transitiva de D, de-
notada C(D), se define como la multidigrifica tal que V(C (D)) = V(D) y F(C(D)) =

F(D) U {(u,v) con color i|3 una uv—trayectoria monocromdtica de color i en D}

Teorema 4.8 Si D es una digrdfica m-coloreada, entonces C(D) es transitiva por col-
ores, es decir, st en C(D) ezisten flechas de colori deu av y de v a w, entonces existe

la flecha de color i de u a w en C(D). Més aun C(C(D)) = C(D).

Demostracién.

Supongamos que en C(D) existen flechas de color i de u a v y de v a w, entonces
por la definicién de cerradura transitiva, en D existen trayectorias de color i de u a v
y de v a w, T} y T; respectivamente.
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Figura 4.5: D y C(D)

Consideremos T' = T} U T;, es un camino de color ¢ de u a w y como probamos
anteriormente (Teorema 2.38) T' contiene una uw—trayectoria de color ¢, por lo que
en C(D) existe una uw-flecha de color i, por lo tanto, C(D) es transitiva por colores.

Demostraremos ahora que C(C(D)) = C(D). Bastard con demostrar que si existe
una uv-trayectoria monocromatica de color i, T en C(D), entonces existe una uv-flecha
de color i en C (D). Procedamos por induccién sobre {(T') :

1° Si [(T') = 1, no hay nada que demostrar.

Si l[(T) = 2, el resultado significa precisamente que C(D) es transitiva por colores.

2° Supongamos que se cumple para [(T') = n.

3° Probémoslo para [(T) = n+1.Si T = (u = 2, 21, ..., Zn, Zn4+1 = V) una trayectoria
monocromética de color %, entonces " = (u = 2g,21,...,2,) € una uz,-trayectoria
monocromética de color i en C(D) y I(T") = n. Por lo tanto, por hipétesis de Induccién,
existe una uz,-flecha de color i en C(D). Como C(D) es transitiva por colores y existe
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una uz,-flecha y una z,v-flecha de color i en C(D), entonces sabemos que existe también

una uv-flecha de color i en C(D). 1

Teorema 4.9 Sea D una digrdfica m-coloreada, D tiene nicleo por trayectorias mono-
cromdticas si y sdlo si C(D) tiene nicleo. Ademds, el nimero de nicleos por trayectorias

monocromdticas de D es igual al nimero de nicleos de C(D).

Demostracién.

=) Sea N C V(D) un nicleo por trayectorias monocrométicas de D. Sabemos que
V(D) = V(C(D)), entonces N C V(C(D)). Ahora demostraremos que N es micleo de
C(D):

1) N es independiente en C'(D). Supongamos por contradiccién, que existen
u,v € Ny (u,v) € F(C(D)), como C(D) es la cerradura transitiva de D, entonces
existe una uv-trayectoria monocromatica en D, pero eso contradice el hecho de que N
sea independiente por trayectorias monocromaticas en D. Entonces, para cualesquiera
u,v € N no existen uv-flechas en C(D), por lo que N es independiente en C(D).

ii) N es absorbente en C(D) :

Sea u € V(C(D))\N. Sabemos que V(C(D)) = V(D) y como N es micleo por
trayectorias monocrométicas de D, entonces existe una uv—trayectoria con v € N.
Entonces por definicién de C(D) hay una uv—flecha en C(D). Es decir N es absorbente
en C(D).

De i) y ii) podemos concluir que N es nicleo de C(D).

<) Sea N C V(C(D)) un micleo de C(D). Sabemos que V(D) = V(C(D)), entonces
N C V(D). Ahora demostraremos que N es miicleo por trayectorias monocromaticas
de D :

i) N es independiente por trayectorias monocrométicas de D :
Sean u,v € N y supongamos por contradiccién que existe una uv-trayectoria mono-

cromética en D, entonces por la definicién de cerradura transitiva de D, (u,v) €
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F(C(D)), lo que contradice el hecho de que N es independiente en C(D). Entonces,
para cualesquiera u,v € N no existen uv-trayectorias monocromaéticas en [, por lo
tanto N es independiente por trayectorias monocrométicas en D.

ii) N es absorbente por trayectorias monocromaticas de D :

Sea u € V(D)\N. Sabemos que V(D) = V(C(D)) y como N es micleo de C(D),
entonces existe una uv-flecha en F(C(D)) con v € N. Por lo tanto, por definicién de
C(D) existe una uv—trayectoria monocroméatica en D. Es decir N es absorbente por
trayectorias monocromaticas en D.

De i) y ii) podemos concluir que /N es micleo por trayectorias monocrométicas de
D).

Al haber probado esto, demostramos que todo niicleo por trayectorias monocromati-
cas de D es un micleo de C(D) y todo nicleo de C(D) es micleo por trayectorias
monocrométicas de D, por lo que el mimero de micleos de C(D) es igual al mimero de

nicleos por trayectorias monocrométicas de D.l

Definicién 4.10 Sea D una digrdfica m-coloreada, decimos que D es casimonocro-

mdtica si todas sus flechas son del mismo color excepto a lo mds una.
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Capitulo 5

Trayectorias monocromaticas y
ciclos monocromaticos en torneos

m~-coloreados.

Die beste von allen Sprachen der Welt ist eine kiinstliche Sprache,
eine ziemlich gedringte Sprache, die Sprache der Mathematik.

N. I. Lobatschewski.

En el presente capitulo presentaremos la nocién de torneo m~coloreado y demostrare-
mos el Teorema de Shen Minggang sobre caracterizacién de torneos con micleos por
trayectorias monocromaticas y analizaremos también el contraejemplo dado por Galeana
y Rojas para torneos 4-coloreados. Por iiltimo probaremos resultados esenciales en tor-
neos con ciclos casi y monocromaéticos, retomaremos el concepto de digrafica NP y NIC,

para examinar algunas de las caracterizaciones de digréficas de este tipo.

El material presentado en este capitulo se obtuvo de los articulos [10], [ 7] y [3].
39
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Figura 5.1: T3 y CT.
5.1. Trayectorias monocromaiticas en torneos m-coloreados.

Definicién 5.1 Llamamos a un torneo T un torneo m-coloreado si las flechas de T

estdn coloreadas con m-colores.

Definicién 5.2 Sea T un torneo, diremos que T es un torneo transitivo si {u,v,z} C
V(T), tal que (u,v) y (v,z) € F(T), entonces (u,z) € F(T). Denotaremos al torneo

transitivo con 3 vértices cuyas flechas estan coloreadas con 3 colores, T,

Definicién 5.3 Denotaremos al ciclo con 3 vértices Cy y al ciclo con 3 vértices cuyas

flechas estdn coloreadas con 3 colores, CY.

Sands, Sauer y Woodrow probaron en [11] que todo torneo T' 2-coloreado tiene
un vértice v tal que V z € V(T) — {v} existe una zv-trayectoria monocromética.
Es decir que todo torneo 2-coloreado en sus flechas tiene un micleo por trayectorias
monocromaéticas. Por otro lado ellos se plantearon el siguiente problema:

Sea T un torneo 3-coloreado que no contiene a C7. ;Entonces T tiene niicleo por

trayectorias monocrométicas?
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Probaremos que si a T no se le permite contener a C7 ni a T3, entonces T tiene

niicleo por trayectorias monocromaéticas.

Teorema 5.4  [10/Sea T un torneo m-coloreado que no contiene a C3 ni a Ty .

Entonces T tiene nicleo por trayectorias monocromdticas.

Demostracién

Procedamos por Induccién sobre | V(T) |= n.

1° Paran =1y n =2 es claro. Paran = 3, pues si |V(T)| =3, V(T) = {v1, va, v3},
tal que T’ no contenga a C3 ni a T, entonces tenemos los siguientes casos:

Caso a: T es un torneo cuyas flechas estdn coloreadas con un sélo color, digamos
color 1.

Caso a.1: T es el torneo transitivo de tres vértices (figura 5.2 izquierda), en este caso
Uy es nucleo por trayectorias monocromaticas.

Caso a.2: T es ciclo de tres vértices (figura 5.2 derecha), en este caso cualquiera de
los tres vértices es micleo por trayectorias monocromaéticas.

Caso b: T es un torneo cuyas flechas est4n coloreadas con dos colores, digamos color
1 y color 2.

Caso b.1: T es el torneo transitivo de tres vértices (figura 5.3 izquierda), en este
caso vy es nicleo por trayectorias monocromaticas.

Caso b.2: T es el torneo transitivo de tres vértices (figura 5.3 derecha), en este caso
vz es micleo por trayectorias monocrométicas.

Caso b.3: T es ciclo de tres vértices (figura 5.4 ), en este caso v; es micleo por
trayectorias monocromaticas.

2° Supongamos que la propiedad es cierta para cualquier torneo T m-coloreado tal
que | V(T) |< n y que cumpla con las hipétesis.

Observemos que para todo torneo T, si T tiene niicleo éste solo puede constar de
un vértice, debido a la independencia. Asi, que Yv € V(T'), existe un vértice en T,
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IR

Figura 5.2: Teorema 5.4. Casos a.1 y a.2

Figura 5.3: Teorema 5.4. Casos b.1,b.2.
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Figura 5.4: Teorema 5.4. Caso b.3.

llamémosle f(v), tal que f(v) es niicleo por trayectorias monocromaticas de T' — {v}.
3° Probaremos que si | V(T') |= n y T satisface las hipétesis del teorema, entonces
T tiene micleo por trayectorias monocromaticas.

Observacién i) Si f(u) = f(v),u # v, entonces f(v) es micleo por trayectorias
monocrométicas de T.

Por hipétesis de induccién, V z € V(T') — {u}, f(u) absorbe a z, y andlogamente
VY z € V(T) — {v}, f(v) absorbe a z. Es decir, f(v) absorbe a todos los vértices de T’
excepto a v pero f(u) = f(v) y f(u) absorbe a v, entonces f(v) absorbe a v, por lo
tanto f(v) absorbe a z para todo z € V(T'), es decir f(v) es miicleo por trayectorias
monocromaticas de 7.

Observacion ii) Si para algin v € V(T'), existe una v f(v)-trayectoria monocromati-
ca, entonces f(v) es micleo por trayectorias monocrométicas de T. Por hipétesis de
Induccién f(v) absorbe a  V z € V(T') — {v} y como existe una vf(v)-trayectoria
monocromética, entonces f(v) es nicleo por trayectorias monocrométicas.

Observacion iii) Podemos suponer que f es una biyeccién.

Para cada v € V(T), 3 f(v).

Por la observacién i, podemos suponer que si u # v, entonces f(u) # f(v). Como f



5. TRAYECTORIAS MONOCROMATICAS Y CICLOS MONOCROMATICOS EN TORNEOS
44 M-COLOREADOS.

es una funcién inyectiva en un conjunto finito a el mismo, entonces f es biyeccién.
Observacién iv) De la observacién iii, podemos suponer por reduccién al absurdo,
que no hay v f(v)-trayectoria monocromaética.
Observacién v) Al reetiquetar los vértices de T', f(v;) = vi41, se obtiene una

particién en ciclos

(Ul,‘Ug, rxmy vmvi), (‘Un+1, Un42y -4y Un2, ‘Un+1),

Sea v, € V(T), tenemos la sucesién vy, vy, ... donde f(v;) = vi41 y como V(T') es
finito existe un primer n tal que f(v,) =v;conl <j < n.

Probaremos que j = 1. Supongamos que no, entonces j =i conl <i<n, f(v,)=
v; = v; = f(vi-1) con v, # v;_;, contradiciendo que f es biyeccién.

Asi obtenemos un primer ciclo C = (vy, Vg, ..., U, v1). Si V(C}) = V(T) ya termi-
namos. Si no, sea v,4+1 € V(T) — V(C)) y repitiendo el argumento anterior obtenemos
otro ciclo ;. Continuando con este proceso, obtenemos una coleccién de ciclos que
cubre a V(7).

Probaremos que los ciclos son ajenos en vértices. Supongamos que hay dos ciclos
C: y C, distintos que no son ajenos en vértices. Es decir, existe v; € V/(C)) tal que
Vi = Unyj, Unyj € V(Cy). Como v; = f(vi-1), Yntj = f(Vn4j-1) y como f es biyectiva
Vi1 = Uptj-1. Como vy = f(vi-2) ¥ VYn4j-1 = f(Vn+j-2) y como f es biyectiva,
entonces v;_y = Up4j_2.

Continuando de esta manera obtenemos que V(C)) = V(C,), contradiciendo que C}
y Cs son ciclos distintos.

Donde

f(vl) = vy, "'Jf(vﬂl) =1,

f(UnIH) = Un1+2y "°:f(vnz) = VUnjiy-
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Observemos que si esta particién cuenta con més de un ciclo, por la hipétesis de
Induccién tenemos que 3 v; € {vy,v,...,Vs, } tal que v; es micleo por trayectorias
monocrométicas de T [{vy, vy, ..., Un1 }]. Sin embargo, esto contradice que v; = f(v;_y).
Por lo que habré una trayectoria monocromadtica de v;—; a v; = f(v;—1), contradiciendo

la observacién iv).

Podemos suponer entonces que la particién consta de un sélo ciclo, (v,,vs, ..., vs).
Como no existe una v;v;,;—trayectoria monocromatica y como T es torneo, entonces
(va,v1), (v3,v2), .., (Vn,¥n-1) € F(T). Supongamos que tienen colores a;,as,...,n-1
respectivamente.

Sia = a, = .. = a,_ entonces existe (v, ..., Vs, v;) una v,v;—trayectoria
monocromatica de color a;, lo que contradice la observacién iv. Entonces a;, @, ...,a,-
no pueden ser todos iguales. Es decir, existen a,_; y as, con as_; # as.

Sin pérdida de generalidad, supongamos que a;_; = 1 y a; = 2. Observemos que
existe una v,_v,41—trayectoria monocromdtica de color b, pues por definicién de vy,
,Us+1 €s nucleo por trayectorias monocrométicas de T'— {v; }, por lo tanto v, absorbe
por trayectorias monocromaticas a cada z, Vz € V(T') — {vs}, en particular existe una
Vs_1Vs41- trayectoria monocromdtica, a de color b.

Observacién vi) Nétese que no existe v;u;41— trayectoria monocromética (por
observacién iv).

Ahora observemos que b # 1y b # 2. Pues si b = 1, entonces (vs, v5-1)U(Vs-1, @, Vs 1)
contiene una v,v,4; trayectoria monocromatica de color 1, contradiciendo la observacién
vi. Si b = 2, entonces (vs—1,@,Vs41) U (vs41,V5) contiene una v,_;v,—trayectoria mo-
nocromadtica de color 2, contradiciendo la observacién vi. |

Podemos suponer entonces que b = 3. Sea o’ = (uy,uy, ..., u;) la més corta vs_1vs41—

trayectoria monocromética de color 3, donde u; =v,_; y u; = v441-

Consideremos el color de la flecha entre v; y u; conl <i <t.
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Probaremos que no existen flechas (vs,u;) o (ui,vs) con 1 < ¢ < t de color 3.
Supongamos que existe (vs,u;) € F(T') de color 3, entonces (vs, u;) U (ui, @', up = vs41)
contiene una v,v,;;— trayectoria monocromatica de color 3, contradiciendo la obser-
vacién vi. Ahora supongamos que existe (u;,vs) € F(T) de color 3, entonces (u; =
vs—1,@',u;) U (ui, vs) contiene una v,_1vs— trayectoria monocromética de color 3, con-
tradiciendo la observacién vi.

Observemos que existen (vy,u;), (ui41,vs) € F(T'), que son de distinto color pues

(vs,u1) esde color 1y (ue,vs) esde color 2 (figura 5.5). Entonces bastara con tomar
i + 1 = min{j | la flecha entre vs y u; es de color distinto de 1}

Por lo tanto wvsu;u;4; es un tridngulo con 3 colores distintos, lo que contradice la
hipétesis de que T no contiene C7 ni T3. (Nétese que un tridngulo en un torneo siempre
induce C7 o T3 ).

Esta contradiccién surge de suponer que para cada v € V(T'), no hay vf(v)—trayec-
torias monocrométicas. Por lo tanto para algiin vy € V(T') si existe v f(vo)—trayectoria

monocromatica, y por lo tanto T tiene micleo por trayectorias monocromaticas.l

Corolario 5.5 Sea T un torneo 2-coloreado, entonces T tiene nicleo por trayectorias

monocromdticas.

Demostracién.

Si T es 2-coloreado, entonces T no contiene C7 ni 75.0

Corolario 5.6 Sean T, Hy, Hy, ..., H,, donde T = {v;, vy, ...,v,}, torneos m— colo- rea-
dos que no contienen CT ni Tz . Sea T" el torneo obtenido al reemplazar cada vértice v;
de T con H; y al colorear todas las flechas entre H; y H; del mismo color de la flecha
entre v; y v; pero con direcciones arbitrarias. Entonces T’ tiene nicleo por trayectorias

monocromdticas.
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Figura 5.5: u;;; es el primer vértice tal que la flecha entre v, y u;,; es de color distinto

de 1

Demostracién.

Demostraremos que 7" no contiene C7 ni T3. Supongamos, por contradiccién, que
T' contiene un C7 o un T3. Supongamos que los vértices de éste ( CT o T3) son wy, wy
y ws3. Analizaremos los posibles casos:

caso 1) {wy, we, w3} C H; para alguna i, 1 < i < n. Pero ya que H;, no contiene C7
ni T3,esto contradice la hipétesis sobre H;.

caso ii) {wy, w2} C H; y ws € Hj, con i # j. Sin embargo, por la definicién de T’
las flechas entre w; y w3 y entre we y w3 deben de ser del mismo color.

casoiii) wy € H;,wp € Hj,w3 € Hg t # j,i # k,j # k. Sin embargo, por la definicién
de T", esto implicarfa que {v;, v;, v} C V(T') tales que forman T3 o C7, contradiciendo
la hipétesis sobre T'.

Observemos que si en el teorema pidiéramos sélo que T no contuviera C7 el resul-
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tado fallaria. Por ejemplo el torneo Gs, (figura 5.6), es un torneo 5-coloreado, de orden
5 y no contiene C7. Sin embargo Gs no tiene miicleo por trayectorias monocromaticas.
De hecho no existen v;,jv;-trayectorias monocromaticas con 7 + 1 tomado médulo 5.
En los siguientes ejemplos, toda la notacién serd tomada médulo 5.
Probaremos que G5 no contiene Cj . Analizaremos las posibles ternas en Gs.
Encontramos que podemos hacer una particién de las ternas en las que no inducen
un tridngulo dirigido: (vy, ve, v3), (v1,v2, vs), (v1,v4,vs), (v2, v3, vy), (vs, va, vs).

Y en las que inducen un tridngulo dirigido pero utilizan sélo 2 colores: (vy, v, v4),

('Ul,vs,vd.), (Ulav(i: Us): (U2:v31 Us), (U2104,Us)-

Probaremos también que no hay v;v;-trayectorias monocromaéticas para i € {1, 2, 3,
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Figura 5.7: G5 al anadir dos vértices, zg y z7.

4,5}.

De v;,; s6lo salen flechas de colores i + 1 € i + 3 y a v; solamente entran flechas
de colores i € i + 4 donde ¢ # i + 1(mod5), i # i + 3(mod5), i +4 # i + 1 (mod5),
i+4 # i+ 3 (mod 5). Por lo tanto G5 no tiene micleo por trayectorias monocromaéticas.

Observemos que podemos construir contraejemplos més grandes para m = 5, afia-
diendo vértices a G5 uno por uno y conectando cada nuevo vértice con todos los que
ya teniamos mediante una flecha de color 1. (Ver figura 5.7).

Observemos que esta digrdfica no tiene micleo por trayectorias monocrométicas
ya que como no hay Gsv;-flechas para i € {6,7,...}, el vértice que sea niicleo por

trayectorias monocrométicas debe estar en G5 y ya vimos que en Gs no hay un vértice
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que absorba por trayectorias monocromaticas a todos los demas.

Andlogamente si en el teorema sélo pidiéramos que T no contuviera a T3, el resultado
fallarfa. Por ejemplo, sea D, un torneo 4-coloreado con v, vs,.., v, vértices, tal que
(vi,v2), (va,v3), ¥ (v3,v;) sean coloreadas con colores 1, 2 y 3 respectivamente y todas
las demas flechas coloreadas de color 4 y dirigidas (v;,v;) si j < 4. Claramente D,
es 4-coloreado sin contener T3, pues (vy, V9, v3) no induce T3 por hipétesis, entonces si
existiera T3 en D, tendria que usar un v;,7 € {4,5,...} pero por construccién todas
las flechas que inciden en v; tienen color 4, por lo que T3 no puede ser 3-coloreada
(contradiccién).

Probaremos que D, no tiene micleo por trayectorias monocrométicas. Por con-
tradiccién, supongamos ql-le tiene micleo por trayectorias monocromaticas N. Como
D, es completa, N es un sélo vértice w,w = v;, pero Vi € {1,2,...,n} v; no absorbe

por trayectorias monocromaticas a v;_j.

Ds (figura 5.8) es un torneo 4-coloreado sin contener T3, pero Ds no contiene micleo
por trayectorias monocromaticas.ll

Asf, si m > 5, la condicién en el teorema de que no contenga T3 ni C7 no puede
ser mejorada, en el sentido de que no podemos quitar ninguna de las dos hipétesis (que
no contenga C7 ni T3), es decir, que el Teorema es el mejor resultado. Sin embargo
hasta 1982 no se habia encontrado ningiin contraejemplo para los casos m = 3,4 pero
en 2003 Galeana-S4nchez y Rojas-Monroy dieron una familia de contraejemplos para

m = 4 que se pude citar en el siguiente teorema.

Teorema 5.7 [7]Para cada n > 6 eziste un torneo T, 4-coloreado de orden n que

satisface las siguientes condiciones:

i) T no contiene CY.

ii) 7,, no contiene niicleo por trayectorias monocromaéticas.
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1]

Figura 5.8: Ds.
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Figura 5.9: T , contraejemplo para torneo 4-coloreado

Demostracién.

Para n = 6, el torneo T, (figura 5.9),es un torneo 4-coloreado de orden 6. Probare-
mos que no contiene C7 . Analizaremos las posibles ternas. Podemos hacer también una
particién de éstas en las que no inducen un tridngulo dirigido: (v, vs, v3), (v1, V2, va),
(vx,vza Us), (UI; vs, 04), (Ul, Us, UG), (02,‘03, ‘U-t). (‘Uzs Vs, Us), (U:s, U4, ’Us), (Ua, W,Us), ('U-i) Us, Ue),
y en las ternas que aunque inducen un tridngulo dirigido, sélo utilizan 2 colores:
(v1,v2,vs), (v1,vs,vs), (v1,vs,v), (v1,v4,Vs), (v1,vs,6), (v, Vs, vs).

Probaremos también que no existen v;;v;- trayectorias monocromdticas para i €
{1,2,3,4,5,6} con i + 1 tomado médulo 6.

No hay v,v;-trayectorias monocrométicas pues de v, sélo salen flechas de colores 2
y 4 y a v; sblo entran flechas de colores 1 y 3.

No hay v3vs-trayectorias monocromdticas pues de v3 sélo salen flechas de colores 1

y 4 y a v; sblo entran flechas de colores 2 y 3.
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No hay v4v3-trayectorias monocrométicas pues de v4 sélo salen flechas de colores 3
y 4 y aunque a v3 entran flechas de colores 2 y 4 no hay v,v; trayectoria de color 4
porque la flecha de color 4 que sale de v4 entra a vg y de vg no salen flechas de color 4.

No hay vsvs-trayectorias monocromaéticas pues de v sélo salen flechas de colores 2
y 3 y a vy sblo entran flechas de colores 1 y 4.

No hay vgus-trayectorias monocromaticas pues de vg s6lo salen flechas de colores 1
y 2 y a vs solo entran flechas de colores 3 y 4.

No hay v;vg-trayectorias monocroméaticas pues de v; sélo salen flechas de colores 1,
3 y 4 y aunque a vg entran flechas de colores 1, 2 y 4, no hay v,vg-trayectoria de color
1 porque la flecha de color 1 que sale de v, entra a vy y de v4 no salen flechas de color
1. Tampoco hay v;vs-trayectorias de color 4 porque la flecha de color 4 que sale de v;
entra a v3 y la flecha de color 4 que sale de v3 entra a vs pero de vs no salen flechas de
color 4.

Por lo tanto, Tg no tiene niicleo por trayectorias monocromaticas.

A partir de Tg se pueden construir torneos 4-coloreados més grandes con las mismas
propiedades, anadiendo a Tg vértices uno por uno y conectando cada nuevo vértice hacia

todos los que ya teniamos mediante una flecha de color 1.1

5.2. Trayectorias monocromadticas y ciclos casimonocromadti-
cos y monocromadticos en torneos m—coloreados.

Recordemos que una digréfica D es llamada digréfica micleo perfecta o digrdfica
NP, si toda subdigrafica inducida de D tiene micleo. |

Una digréfica D es llamada digrdfica micleo imperfecta critica o digrdfica NIC, si D
no tiene nicleo pero toda subdigréfica inducida propia de D tiene niicleo.

Definicién 5.8 Sea D una digrdfica m-coloreada. Un ciclo es casimonocromdtico,
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st todas sus flechas, con excepcion a lo mds de una, estdn coloreadas del mismo color.

Sands, Sauer y Woodrow probaron en [11] que para toda digréfica 2-coloreada D,
C(D) es una digrafica micleo perfecta. En particular probaron que todo torneo 2-
coloreado T tiene un niicleo por trayectorias monocrométicas {v},v € V(T') (es decir
que {v} es micleo de C(T')). Asi mismo, ellos plantearon el siguiente problema: Sea T’
un torneo 3-coloreado tal que todo ciclo de longitud 3 es un ciclo casimonocromatico,
ientonces C'(T') debe tener micleo?

En la seccién 5.1 analizamos el resultado de Shen Minggang en el que probé que si
en el problema pedimos que todo torneo transitivo de orden 3 sea casimonocromaético
(es decir, que para cada torneo transitivo , T3 de orden 3, de T', se cumple que, con a
lo més una excepcién, las flechas de T3 estdn coloreadas del mismo color), la respuesta

serd afirmativa.

Definicién 5.9 Sea D una digrdfica m-coloreada y vy, = (0,1,...,n—1,0) un ciclo de
D. Diremos que v, es C(D)-monocromdtico si existe un conjunto {f; = (i,1+1) €
F(C(D))|i € {1,...,n} notacién mod n} de flechas coloreadas del mismo color. (Ver
figura 5.10).

Teorema 5.10 H.Galeana Sinchez y Neumann Lara [5]. Si D es una digrdfica NIC,
entonces no eriste una particion {Vi,Va} de V(D) tal que D[V}, V3] C Sim(D) (D[V;,
Vil = {uv € F(D)|u € Vi,v € V3}). Es decir que Asim(D) es fuertemente coneza.

Demostracién

Procedamos por contradiccién. Supongamos que existe una particién {Vi, V,} de
V(D) tal que, D[4, V3] C Sim(D). Como {V;, V2} es una particién, entonces V; # 0,
V2 # 0. Por lo tanto D[V;] es una subdigréfica propia inducida de D, entonces como
por hipétesis D es NIC, D[V}] tiene micleo N;.
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U
M D

Figura 5.10: D y C(D), v = (z1, z2, Z4, 5, Ts, Z1) €s C(D)-monocromético.

/

Consideremos D — (N, U~ (V,;)).

Caso i) Si D — (N; UT'"(N;)) = 0. Entonces, N; es nicleo de D, contradiciendo
que D es NIC.

Caso ii) Si D — (N, UT'"(V,)) # 0. Entonces consideremos D — (N, UT'"(V;)) que
es una subdigrafica inducida propia de D y por lo tanto, por hipétesis, tiene micleo
Nj.

Probaremos que N; U N, es niicleo de D .

Nj U N; es independiente, pues N, es independiente y N, es independiente y no

hay flechas de N, a N; (pues si hubiera, NN I'~(N;) # 0) y no hay flechas de N; a N,
(pues si hubiera, por hipétesis, también habria flechas de N, a ;).

N1 U N; es absorbente, pues N; absorbe a I'"(N;) y N, absorbe a D — (N; U
'~ (N1) UN,).

Por lo tanto Ny U N, es micleo de D, contradiciendo la hipétesis de que D es NIC. R

Teorema 5.11 Berge y Duchet [1]. Una digréfica completa es una digrdfica NP si y
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solo si todo ciclo tiene al menos una flecha simétrica.

Demostracién

=) Sea D una digréfica completa NP, demostraremos que todo ciclo tiene al
menos una flecha simétrica. Procedamos por contradiccién. Supongamos que hay un
ciclo C = (vg, vy, ..., Un, vp) cuyas flechas son todas asimétricas. Como D es NP, entonces
D[V (C)] tiene niicleo, N.. Como D es completa, N, es s6lo un vértice v;. Sin embargo,
como D no tiene flechas simétricas, (v;41,v;) € F(D), entonces v; no absorbe a v;4,
contradiciendo que NV, es niicleo.

<) Sea D una digrafica completa tal que todo ciclo tiene al menos una flecha simétri-
ca, demostraremos que D es NP. Procedamos por contradiccién. Supongamos que D
no es NP, entonces D contiene una subdigrafica inducida H que es NIC. Por el Teorema
5.10, Asim(H) es fuertemente conexa, y por lo tanto (Teorema 2.48), Asim(H) contiene

algtin ciclo, entonces D contiene algin ciclo asimétrico, contradiciendo la hipétesis. i

Teorema 5.12 H.Galeana-Sdnchez y Rajsbaum [6]. Sea T un torneo hamiltoniano con
n vértices y seay un ciclo de T. Para toda k (3 < k < n—1) eziste un ciclo de longitud
k, digamos v, , contenido en T tal que |F(y,) N F(v)| > 1.

La prueba de este teorema es muy larga y no se incluiré en la tesis ya que corresponde

a otro tema.

Teorema 5.13 Sea T un torneo m-coloreado. Si cada ciclo contenido en T de longitud

a lo mds 4 es un ciclo casimonocromdtico, entonces C(T') es una digréfica NP.[3].

Demostracién.

Procedamos por contradiccién. Supongamos que C(T') no es una digrdfica NP. Sin
embargo como C(T') es una digrdfica completa por el Teorema 5.11 existe un ciclo
contenido en Asim(C(T)).
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Seay = (z,,2,,..y2,,_,,%,) un ciclo de longitud minima m contenido en Asim(C(T)).
Porbaremos las siguientes proposiciones:

a)yCT.

Por definicién de 7,7 C Asim(C(T)) y como T es torneo con V(T) = V(C(T), se
sigue que v C 7.

b) l(y) =m > 5.

Por contradiccién, supongamos que [(T) < 4. Como v C T se sigue de la hipétesis
que v es un ciclo casimonocromético, donde podemos asumir, sin pérdida de generali-
dad, que {(z;, zi+1) € F(7)|i € {0,1,...,m—2}} est4n coloreadas del mismo color. Por lo
tanto, (2o, zm-1) € F(C(T)) y entonces (zm-1, 20) € A(Sim(C(T))N7).(Contradiccién).

¢) ¥ no es monocromatico.

Supongamos que < si es un ciclo monocromético, entonces (2g, 21, ..., Zm-1) €8
una trayectoria monocromatica y (2o,2m-1) € F(C(T)), por lo tanto (zm-1,20) €
F(Sim(C(T)) NF(v). (Contradiccién).

d) Para todo z;, z; € V() tal que j ¢ {i—1,i+1} se cumple que {(z;, 2;), (2j,2:)} C
F(C(T)).

Sea z;,2; € V(v) tal que j ¢ {i — 1,7+ 1}. Como {2, z;} C V(T), al menos una de
las dos flechas (z;, 2;) o (24, 2;) estd en T Sin pérdida de generalidad, supongamos que
(2i,2;) € F(T). Entonces v' = (2, 2j, 2j4+1, .-, 2i-1, ) (notacién mod m), es un ciclo
con I(vy') < (). Por la definicién de v tenemos que v & Asim(C(T)), por lo tanto
(25, 2:) € Sim(C(T)).

Como v no es monocromético, por c), existen dos flechas consecutivas de 7 con
colores distintos asignados. Digamos que la flecha (29, 2;) es roja y la flecha (2, 23) es
azul.

e) (22,20) ¢ A(T).

Procedamos por contradiccién. Supongamos que (29,2) € A(T), entonces, v; =
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(20, 21, 22, 20) €s un ciclo de longitud 3 contenido en T'. Por hipétesis (22, 29) es roja o
(22, 20) es azul. Si (2, 2p) es roja, entonces (23, 29, z;) €s una trayectoria monocromatica,
por lo que (23, 2;) € F(C(T)), contradiciendo que vy C Asim(C(T)). Si (22, 2) es azul,
entonces (z1, 22, 20) es una trayectoria monocromatica, por lo que (21, z) € F(C(T)),
contradiciendo que ¥ C Asim(C(T)). Entonces (22,20) ¢ F(T). Sin embargo, por la
proposicién d, implica que (z9,29) € F(C(T)). Por lo tanto, existe una trayectoria
monocromética de longitud al menos 2 de 2, hacia zy, contenida en 7. Sea a = (2 =
0,1,...,p = zo) dicha trayectoria con p > 2.

f) @ no es azul.

Si a es azul, entonces (21, 23) U o es una trayectoria monocromatica y por lo tanto
(z1,20) € F(C(T)), contradiciendo que v C Asim(C(T)).

g) ¢ no es roja

Si a es roja, entonces a U (29, z1) es una trayectoria monocromatica y por lo tanto
(z9,21) € F(C(T)), contradiciendo que v C Asim(C(T)).

De ahora en adelante, supondremos, sin pérdida de generalidad, que o es negra.

h) Para cada ¢ > 0 tal que 2i < p, (21, 2i) € F(T).

Procedamos por contradiccién. Supongamos que existe ¢ > 0 tal que 2 < p y
(2,,2t) ¢ F(T). Sea

Como 0 = 2z y (21,22) € F(T), se sigue que 2ip > 0 y 2ip — 2 > 0. Por lo tanto
(21,210 — 2) € F(T), (21, 2i0) ¢ F(T) y (2i0,21) € F(T).

Sea v, = (21, 2i9—2, 2i9—1, 2ip, 21). Lo anterior significa que 7, es un ciclo de longitud
4 contenido en 7' con dos flechas negras, digamos (2ip — 2,20 — 1) y (2ip — 1,2;0). La
hipétesis del teorema implica que <y, es un ciclo casimonocromético y por lo tanto por
lo menos una de las dos flechas (z;,2ip — 2) o (2ip, 2) es negra.

Si (21,2ip — 2) es negra, entonces (21, 2ip — 2) U (21 — 2, 2ip — 1, 2ig, ..., p) es una
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trayectoria monocromatica, por lo tanto (2y,29) € F(C(T)), contradiciendo que vy C
Asim(C(T)).
Si (240, z1) es negra, entonces (22 = 0, 1, ..., 2;0)U(27p, 21 ) es una trayectoria monocroms-
tica, por lo tanto (23, 2;) € F(C(T)), contradiciendo que ¥ C Asim(C(T)).
Concluiremos la prueba del teorema 5.13, analizando el caso en que p es par y en el
que p es impar:

Caso 1: p es par. En este caso p — 2 también es impar y como p > 2 tenemos
que p—2 > 0. Por la proposicién (h) sabemos que (z;,p—2) € F(T). Por lo tanto, v, =
(z1,p—2,p—1,p, 2;) es un ciclo de lontigud 4 contenido en T' con al menor dos flechas
negras, sean ((p—2,p—1) y (p—1, p). Ahora, como 7, es un ciclo casimonocromético, se
sigue que (z1,p—2) es negra (notemos que (p, z1) = (20, 21) es roja), y consecuentemente
(z1,p—2,p—1,p = 2p) es una trayectoria monocroméatica, por lo que (21, 20) € F(C(T)),
contradiciendo que ¥ C Asim(C(T)).

Caso 2: p es impar. Probaremos primero algunas proposiciones:

i) Si p es impar, entonces paracadai > 0talque 1 < 2i+1 <p, (2i+1,2) € F(T).
Procedamos por contradiccién, supongamos que existe 1 > 0 talque 1 < 21 +1<p
y(2i+1,2) ¢ F(T) y sea

2+ 1 =méx{2i +1|(2i +1,2) ¢ F(T)(1 < 2i+1<p)}

Como p = 2 y (20,21) € F(T), se sigue que 2i5+ 1 < p. Por lo tanto (2ip + 3, 2;) €
F(T)y (21,20 + 1) € F(T).

Sea v4 = (21,240 + 1,219 + 2, 2ip + 3, 2;). Lo anterior implica que 7, es un ciclo de
longitud 4 contenido en T' con dos flechas negras, sean (2i+1, 2i9+2) y (26942, 2i9+3).
La hipétesis del teorema implica que <4 es un ciclo casimonocromético y por lo tanto
por lo menos una de las flechas (z;, 24 + 1) o (2ip + 3,2;) es negra.

Si (21,219 + 1) es negra, entonces (z1,2ip + 1) U (2ip + 1,2ip + 2,...,p = 2) es
una trayectoria monocromética, por lo que (2;,2) € F(C(T)), contradiciendo que
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[anT3

Figura 5.11: Caso j)

v C Asim(C(T)).

Si (2i9p+3, z;) es negra, entonces (2, = 0, 1, ..., 2ig+3)U(2ip+3, 2;) es una trayectoria
monocromatica, por lo que (22, 2;) € F(C(T)), contradiciendo que v C Asim(C(T)).

j) Si p es impar, entonces (1, z,) € F(T) es azul.

Se sigue directamente del i) que (1,2;) € F(T). Por lo tanto v; = (21,2, =0, 1, 2;)
es un ciclo de longitud 3 contenido en T. Como la flecha (21, 2;) es azul, y ademaés
sabemos que la flecha (0,1) es negra y, por la hipétesis del teorema 7, es un ciclo
casimonocromatico. Se sigue que la flecha (1, z;) es azul o es negra.

Si la flecha (1, 2;) es negra, entonces (23,1, 2;) es una trayectoria monocromatica,
lo que implicaria que (2,2;) € F(C(T)), contradiciendo que v C Asim(C(T)). Con-
cluimos que (1, 2;) es azul.

k) Si p es impar, entonces (z;,p — 1) € F(T) es roja.

Como p es impar, entonces p — 1 es par y h) implica que (z;,p — 1) € F(T).
Por lo tanto 73 = (21,p — 1,p,2;) es un ciclo de longitud 3 contenido en T. Como
(20,21) = (p,21) es roja, y ademds sabemos que (p — 1,p) es negra y por la hipétesis
del teorema 73 es un ciclo casimonocromético. Se sigue que la flecha (2;,p — 1) es roja

0 negra.
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Si la flecha (z;, p—1) es negra, entonces (21, p—1, p) es una trayectoria monocromati-
ca, lo que implicaria que (z;,p) € F(C(T)) y por lo tanto (p,z) € F(Sim(C(T)))
contradiciendo que v C Asim(C(T)). Concluimos que (z;,p — 1) es roja.

Terminaremos la prueba del teorema analizando los siguientes subcasos:

Subcaso 2.a: (1,p) € F(T). En este caso, 7, = (p = 20,21,22 = 0,1,p) es un ciclo
de longitud 4 contenido en T cuyas flechas estdn coloreadas con al menos 3 colores,
contradiciendo la hipétesis el teorema.

Subcaso 2.b: (p,1) € F(T). En este caso, v, = (1,21,p — 1,p,1) es un ciclo de
longitud 4 contenido en T cuyas flechas estdn coloreadas con al menos 3 colores pues
la proposicién j) implica que (1, 2;) es azul, la proposicién k) implica que (z;,p — 1)
esrojay (p— 1,p) es negra, contradiciendo la hipétesis del teorema. Entonces p no es
impar.

Por lo tanto p no es par ni impar lo que es una contradiccién. Esta contradiccién
surge de suponer que existia un ciclo, v, contenido en Asim(C(T')). Por lo que todo

ciclo de C(T)) tiene al menos una flecha simétrica.l

Corolario 5.14 SeaT un torneo m-coloreado. Si cada ciclo contenido enT de longitud
a lo mds 4 es un ciclo casimonocromdtico, entonces T tiene nicleo por trayectorias

monocromdticas.

Demostracién.
Como consecuencia inmediata del teorema 5.13 tenemos que C(T') es una digréfica
miicleo perfecta, en particular C(T') tiene micleo. Por el teorema 4.9 sabemos que si

C(T) tiene niicleo, entonces T tiene micleo por trayectorias monocrométicas.ll

Teorema 5.15 Sea T un torneo m-coloreado tal que todo ciclo de longitud 3 contenido

en T es un ciclo monocromdtico, entonces C(T') es una digrdfica NP.[3].

Demostracion.
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Figura 5.12: (1) D'si (0,2) € F(T), (2) D si (2,0) € F(T).

Probaremos que todo ciclo de longitud 4 contenido en T es un ciclo casimonocromati-
co.

Sea v, = (0,1,2,3,0) un ciclo de longitud 4 contenido en T' y supongamos que 7,
no es monocromatico. Supondremos, sin pérdida de generalidad, que las flechas (0,1) y
(1,2) tienen colores distintos, digamos que (0,1) es roja y (1,2) es azul.

Observemos que las flechas (2,3) y (3,0) son del mismo color, pues si no lo fueran,
si (0,2) € F(T), entonces el ciclo v; = (2, 3,0, 2) de longitud 3 contenido en T no seria
monocromatico, contradiciendo la hipétesis del teorema.

Si (2,0) € F(T), entonces el ciclo 3 = (2,0, 1,2) de longitud 3 contenido en T no
es monocromatico, contradiciendo la hipétesis del teorema.

Observemos también que las flechas (2,3) y (3,0) son ambas rojas o ambas azules,
pues si no lo fueran, digamos que ambas fueran negras, si (1,3) € F(T), entonces
73 = (1,3,0,1) no es un tridngulo monocromatico, contradiciendo la hipétesis del teo-
rema. Si (3,1) € F(T), entonces 73 = (3,1,2,3) no es un tridngulo monocromatico,
contradiciendo la hipétesis del teorema.
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Figura 5.13: (1) D si (1,3) € F(T), (2) D si (3,1) € F(T).

Entonces las flechas (2,3) y (3,0) son ambas rojas o ambas azules, de cualquier
manera vy, es un ciclo casimonocromatico. Se sigue directamente del teorema 5.13 que

C(T) es una digréfica NP.l

Corolario 5.16 Sea T un torneo m-coloreado tal que todo ciclo de longitud 3 contenido
enT es un ciclo monocromdtico, entonces T tiene nicleo por trayectorias monocromdti-

cas.

Demostracién.
Como consecuencia inmediata del teorema 5.15 tenemos que C(T') es una digrafica
niicleo perfecta, en particular C(T') tiene micleo. Por el teorema 4.9 sabemos que si

C(T) tiene micleo, entonces T' tiene micleo por trayectorias monocrométicas.l

Teorema 5.17 Sea T un torneo m-coloreado tal que todo ciclo de longitud 3 contenido

en T es C(T)-monocromdtico, entonces C(T) es una digrdfica NP.[3]

Demostracién
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Como C(T) es una digrafica completa, se sigue del Teorema 5.11 que es suficiente
probar que todo ciclo contenido en C(T') tiene al menos una flecha simétrica. Sea v un
ciclo contenido en C'(T") y supongamos por contradiccién que ¥y C Asim(C(T')). Se sigue
que ¥ C T. (Pues si (u,v) € F(C(T)), entonces (u,v) € F(T), de lo contrario si (u,v)
no estuviera en F(T) y como T es torneo, (v,u) € F(T), lo que implicaria que (v,u) €
F(C(T)), por lo que (u,v) € F(Sim(C(T)), contradiciendo que v C Asim(C(T))). El
ciclo 7 es un ciclo hamiltoniano del torneo T'[V (v)] = T".

Se sigue del Teorema 5.12 que existe un ciclo v; de longitud 3 contenido en T’

tal que |F(v;) N F(y)| > 1. Como v; es C(T)-monocromatico, Yu,v € ; hay una

uv-trayectoria monocromatica y una vu-trayectoria monocromaética, por lo que Yu,v €
V(C(C(T))), (w,v) y (v,u) € F(C(C(T))), pero como CC((T)) = C(T) (Teorema
4.8), Yu,v € V(C(T), (u,v) y (v,u) € F(C(T)). Se sigue que v3 C Sim(C(T)) y que
F(y) N F(Sim(C(T)) # 0.1

Corolario 5.18 Sea T un torneo m-coloreado tal que todo ciclo de longitud 3 contenido
en T es C(T)-monocromdtico, entonces T' tiene nicleo por trayectorias monocro- mdti-

cas.

Demostracién.
Como consecuencia inmediata del Teorema 5.17 tenemos que C(T') es una digréfica
nicleo perfecta, en particular C(T') tiene micleo. Por el Teorema 4.9 sabemos que si

C(T) tiene nicleo, entonces T' tiene micleo por trayectorias monocrométicas.ll



Capitulo 6

Trayectorias monocromaticas y
ciclos de longitud 4 en torneos

bipartitos coloreados.

Die Mathematik ist das Instrument, welches die Vermittlung bewirkt

zwischen Theorie und Praxis, zwischen Denken und Beobachten: sie baut

die verbindende Briicke und gestaltet sie immer tragféhiger.

Daher kommt es, dal unsere ganze gegenwirtige Kultur, soweit sie auf der

geistigen Durchdringung und Dienstbarmachung der Natur beruht,

ihre Grundlage in der Mathematik findet.

David Hilbert.

En el Teorema 5.13 ya probamos que si T es un torneo m-coloreado tal que
todo ciclo de longitud a lo més 4 es casimonocromdtico, entonces C(T') es NP y por
lo tanto T tiene micleo por trayectorias monocrométicas. En [4] y [2] se probaron
resultados similares para la digrifica obtenida al remover una sola flecha de un torneo.

Las condiciones suficientes que hasta ahora se conocen, para la existencia de un micleo

65
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por trayectorias monocromaticas en torneos o casi torneos m-coloreados (m > 3), piden
que pequenas subdigréficas como ciclos de longitud a lo mas 4 o torneos transitivos de
orden 3 tengan la propiedad de ser monocromaticas o casimonocromaticas.

En este capitulo probaremos que si D es un torneo bipartito m-coloreado tal que
todo ciclo de longitud 4 es monocromético entonces D tiene un micleo por trayectorias
monocrométicas y el resultado es el mejor posible.

El material presentado en este capitulo se obtuvo del articulo [8].

Definicién 6.1 Una digrifica D es un torneo bipartito si existe una biparticion de
V(D), {V1, Va} tal que :

1) Toda flecha de D tiene un extremo en V) y el otro en V,.

it) Para todo £, € V) y para todo o € Va , tenemos que |{(z1,z2), (z2,21)} N

F(D)| = 1.

Escribiremos D = (V}, V) para indicar la particién.
Denotaremos al ciclo con 4 vértices Cy.

Teorema 6.2 Sea D una digrdfica bipartita, entonces todo ciclo de D tiene longitud

par.

Demostracién.

Sea D una digréfica bipartita, D = (V}, V3). Sea C = (z¢, 21, ..., Zn, To) un ciclo en
D tal que I[(C) = n+ 1. Demostremos que n + 1 es par. Sea G la gréfica subyacente de
D, entonces G es bipartita y C es un ciclo en G con [(C) = n + 1. Por el Teorema 2.9
sabemos que todo ciclo en G tiene longitud par, por lo que n + 1 es par.l

Recordemos que en el Teorema 3.7 probamos que si una digréfica D es tal que todo
ciclo tiene al menos una flecha simétrica, entonces D es NP. Probaremos algunos lemas,

antes de probar el resultado principal.
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Lema 6.3 Sea D = (V},V,) un torneo bipartito y C = (ug,u1, ..., un) un camino en D.
Para {i,7} C {0,1,...,n} (us,u;) € F(D) o (uj,u;) € F(D) si y solo si j—i = 1(mod 2).

Demostracién.
Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que ug € Vj, entonces u; € V) si y
sélosi i =0(mod2) y u; € Vs ysélosii=1(mod2).Hl

Lema 6.4 Para todo torneo bipartito D = (V3,V3), todo camino cerrado de longitud a

lo mds 6 en D es un ciclo de D.

Demostracién.

Sea C' un camino cerrado tal que !(C) < 6. Probaremos que C es un ciclo. Como D
es bipartita [(C) es par (pues por el Teorema 2.39 sabemos que todo camino cerrado
de longitud impar, contiene un ciclo de longitud impar y se sigue del Teorema 6.2 que
D no tiene ciclos de longitud impar). [(C) = 2 es imposible pues un torneo bipartito
es una digréfica asimétrica. Supongamos que [(C) = 4 y sea C = (ug,uy, u2, us, ),
podemos suponer sin pérdida de generalidad u; € V; parai € {0,2} y u; € V; para
J € {1,3} lo que implica u; # u; para i € {0,2},j € {1,3}. (Ver figura 6.1).

Como (uj,uz) € F(D) y (ug,u3s) € F(D) tenemos que u; # uz (pues D es una
digréfica asimétrica) y andlogamente ug # u2; entonces C es un ciclo.

Finalmente, supongamos que [(C) = 6 y sea C = (ug, u1, uz, uz, uq, us, Ug), podemos
suponer, sin pérdida de generalidad, que u; € V) para i € {0,2,4}, u; € V, para
Jj € {1,3,5} lo que implica que u; # u; para ¢ € {0,2,4} y j € {1,3,5}. (Ver figura
6.2).

Ademaés como {(ui,Uit1), (uis1,ui+2)} € F(D) para i € {0,1,2,3,4,5}(notacién
(mod6)) y D es asimétrica, tenemos que u; # u;4o para i € {0,1,2,3,4,5}(notacién
(mod6)). Entonces C' es un ciclo.ll
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Figura 6.1: C cuando [(C) = 4.

Figura 6.2: C cuando {(C) = 6.
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Lema 6.5 Sea D un torneo bipartito m-coloreado tal que todo ciclo de longitud 4 es
monocromdtico y {u,v} C V(D). Si eziste una uv-trayectoria monocromdtica pero no
existe una vu-trayectoria monocromdtica en D, entonces al menos una de las dos sigu-
tentes condiciones se cumple:

i) (u,v) € F(D).

i) existe en D una uv-trayectoria de longitud 2.

Demostracién.

Sea D, {u,v} C V(D) como en la hipétesis . Procedamos por induccién sobre la
longitud de la uv—trayectoria monocromatica.

1° Claramente, el lema 6.5 se cumple si existe una uv-trayectoria monocromética de
longitud a lo més 2.

2° Supongamos que el lema 6.5 se cumple si existe una uv-trayectoria monocromética
de longitud [, 2 < [ < n.

3° Ahora, supongamos que existe una uv-trayectoria monocromética, T' = (u =
U, Ui, ..., Un41 = V) con [(T') = n+ 1; podemos suponer, sin pérdida de generalidad que

T es de color 1.

Afirmacién 6.6 Si (u;,v) € F(D) para alguna i € {0,1,...,n — 2}, entonces (u,v) €

F(D) o existe una uv-trayectoria de longitud 2.

Supongamos que (u;,v) € F(D) para alguna i € {0,1,...,n — 2} y sea i = min{i €
{0,1,...,n — 2}|(us,v) € F(D)}. si iop = 0 entonces (u,v) € F(D) y si ip = 1 entonces
(u,uy,v) es una uv-trayectoria de longitud 2, asf que podemos suponer iy € {2, ...,n—2}.

Como ig = ip—2(mod 2) e i no es congruente con n+1(mod 2) (pues (u;,,v) € F(D))
tenemos que 7 — 2 no es congruente con n + 1(mod2) y se sigue del Lema 6.3 que
(uip—2,v) € F(D) o (v,ui-2) € F(D).

La eleccién de ig implica que (v, u4,-2) € F/(D) y por lo tanto Cy = (uiy-2, Uip-1, Uio,

v, U4, —2) es un ciclo de longitud 4, que por hipétesis es monocromético, méas ain como
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(©iy-1,ui,) €s de color 1 ( pues es una flecha de T'), se sigue que C} es de color 1. Entonces
tenemos que 7" = (u,T,u;,) U (u4,v) es una uv-trayectoria tal que [(T') < n+1, y
la hipétesis inductiva implica que (u,v) € F(D) o que existe una uv-trayectoria de
longitud 2.

Se sigue del Lema 6.3 que para cada ¢ € {0,1,...,n — 2}, (u;,us43) € F(D) o
(ui+3,u;) € F(D), pues i no es congruente con i + 3(mod 2).

Analizaremos los dos posibles casos:

Caso a: Existe i € {0,1,...,n — 2} tal que (u;,ui43) € F(D). Sea jo = méx{j € {i +
3,...,n+ 1}|(us,u;) € F(D)}. Notemos que el Lema 6.3 implica que 7 no es congruente
con jo(mod 2).

Caso a.l: jo=n+1.

En este caso el resultado se sigue de la Afirmacién 6.6.

Cas0a.2: jo=nyi=0.

Tenemos que (ug = Ui, Uj, = Un, Un41) €S Una uv-trayectoria de longitud 2.

Caso a.3: jo=nei > 1.

Como i no es congruente con jo(mod2) tenemos que i — 1 no es congruente con
Jo+1 = n + 1(mod 2) y se sigue del Lema 6.3 que (ui—1,Uns1 = v) € F(D) o (v,ui-1) €
F(D). Si (ui_1,v) € F(D) la afirmacién del Lema 6.5 se sigue de la Afirmacién 6.6 . Si
(v,u;—1) € F(D) tenemos Cyq = (u;—1,u;, Ujo = Un, ¥, ;1) un ciclo de longitud 4 que por
hipétesis es monocromético, de hecho Cy es de color 1 (pues (u;-1,u;) € F(T)NF(Cy))
por lo que T' = (u, T, u;) U(us, Uj, = Un, Unt1 = V) €S una uv-trayectoria monocromética
con l(T") < n. Se sigue de la hipétesis inductiva que (u,v) € F(D) o que existe una
uv-trayectoria de longitud 2.

Caso 2.4: jo <n-—1.

i no es congruente con jp + 2(mod 2) (pues ¢ no es congruente con jo(mod2)), asf

que se sigue del Lema 6.3 que (u;, uj4+2) € F(D) o (uj,4+2,u:) € F(D); la eleccién de jo
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implica que (uj,+2,u:) € F(D). Por lo tanto Cy = (us, Ujo, Ujo+1, Ujo+2, i) €S un ciclo de
longitud 4 que por hipétesis es monocromético y de color 1 (pues (uj,,uj0+1) € F(T)N
F(Cy)), en particular (u;, uj,) es de color 1, entonces T' = (u, T, u;) U (s, ujo) U (w0, T, v)
es una uv-trayectoria monocromaética tal que [(7’) < n y la hipétesis inductiva implica
que (u,v) € F(D) o que existe una uv-trayectoria de longitud 2.

Caso b: Para toda i € {0,1,...n — 2}, (ui43,u;) € F(D).

Ci = (uj, Uis1, Uis2, Uit3, U;) €s un ciclo de longitud 4 que por hipétesis es monocroma-
tico, més atin de color 1 porque (u;,ui4+1) € (F(T) N F(C})), por lo que para cada i €
{0,1,...n—2}, (ui43,u;) esdecolor 1. Sea k € {1, 2,3} tal que k = n+1(mod 3), entonces
(V="1Uny1,Un_2, Un_s,.--uUk) U (ux, T, u3z) U(us, up) es una uv-trayectoria monocromatica,

contradiciendo la hipétesis.li

Teorema 6.7 Sea D un torneo bipartito m—coloreado. Si todo ciclo de longitud 4 en

D es monocromdtico, entonces C(D) es una digrdfica NP.

Demostracién.

Durante la prueba utilizaremos el hecho de que todo camino cerrado de longitud al
menos 6 es un ciclo (por Lema 6.4) sin més explicacién.

Por el Teorema 3.7 seréd suficiente probar que todo ciclo de C(D) tiene al menos
una flecha simétrica. Procederemos por contradiccién. Supongamos que existe C =
(uo, U1, ..., Un, Ug) un ciclo de C(D) tal que C C AsimC(D).

Afirmacién 6.8 Para cada i € {0,1,...,n}, (ui,ui+1) € F(D) o existe una uuiy1-
trayectoria de longitud 2 (notacién(modn + 1)).

Seai € {0,1,...,n}. Como (u;,u;4+1) € F(C(D)), entonces existe una u;u;;-trayecto-
ria monocromética en D, y como C no tiene flechas simétricas, entonces no existe una
u441U;-trayectoria monocromatica en D, asi que la Afirmacién 6.8 se sigue del Lema
6.5.
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Ahora consideremos dos casos posibles:

Caso a: n = 2.

Como D no tiene ciclos de longitud impar, tenemos que para alguna i € {0,1, 2},
(ui, uip1) € F(D)(notaciéon(mod 3)). Sin pérdida de generalidad, podemos asumir (ug, u; )
¢ F(D), entonces se sigue de la afirmacién 2 que existe una ug, u;-trayectoria de longi-
tud 2 en D, digamos (uo, v, u;)-

Caso a.1:{(u1,u3), (u2,u0)} € F(D).

En este caso (ug, vo, u1,u2, %) €s un ciclo de longitud 4 en D, que por hipétesis
es monocroméatico y por lo tanto (u;,uq,up) €s una u,ug-trayectoria monocroméatica
en D. Entonces (up,u;) es una flecha simétrica de C en C(D), contradiciendo nuestra
suposicion.

Caso a.2: {(u1,us), (uz,u0)} & F(D).

Afirmacién 6.9 Podemos suponer que {(u1,u2), (uz,u0)} N F(D) = 0.

Si (u;,uy) ¢ F(D), entonces (ug,uq) ¢ F(D), pues como (u;,uy) ¢ F(D) se sigue
de la Afirmacién 6.8 que existe una u;u,-trayectoria de longitud 2, digamos (u;, v, us),
asi que si (uz,up) € F(D) obtendriamos (uo, vo, u1, 1, U2, Ug) un ciclo de longitud 5
contenido en D lo que es una contradiccién. Andlogamente puede probarse que si
(ug,u9) & F(D), entonces (u;,us) ¢ F(D).

Se sigue de la Afirmacién 6.8 que existe una u;us-trayectoria de longitud 2 en D,
digamos (uy, 1, u2) y una upug-trayectoria de longitud 2 en D, digamos (u2, v2, ug). En-
tonces (ug, vo, U1, ¥1, Uz, Vg, Ug) €s un ciclo de longitud 6 en D y se sigue del Lema 6.3 que
(uo,v1) € F(D) o (v1,u0) € F(D). Si (ug,v1) € F(D) obtenemos (ug, vy, us, vg, up) un
ciclo de longitud 4 en D que por hipétesis es monocrométio, en particular (ug, vy, uz) €s
una uguz—trayectoria monocromatica en D lo que implicaria que (u2, up) es una flecha
simétrica de C en C(D) contradiciendo nuestra suposicién. Si (v;,up) € F(D) obten-

emos (ug, Vo, U1, V1, %p) un ciclo de longitud 4 en D que por hipétesis es monocromético,
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en particular (u;,v;,up) €s una u;ug- trayectoria monocromética en D lo que implicaria
que (ug,u;) es una flecha simétrica de C en C(D) contradiciendo nuestra suposicién.
Caso b: n > 3.
En lo que sigue , la notacién se tomard modn + 1.
Por la Afirmacién 6.8, para cada i € {0,1,...,n} podemos tomar una u;u;;;-

trayectoria como sigue:

(wi,uis1) s (us,ui41) € F(D)
una u;u;4; — trayectoria de longitud 2 si (u;, ui41) € F(D)

Ti

Sea C' = | JI_, T;. Entonces C' es un camino cerrado en D, sea C' = (29, 21, ..., 2k, 20)
y definamos la funcién ¢ : {0,1,...,k} — V(C) como sigue: para cadai € {0,1,...,n}
si T; = (us = 24 24,, = Ui41), €ntonces P(io) = 2y, = Uy y 81 T; = (W = 245, 24,5 Zigy s =
u;41) entonces @(ig) = P(ig41) = 2ig-

Diremos que un indice j € {0,1,...,k} es un indice principal cuando ¢(j) = z;; y
denotaremos por I, al conjunto de indices principales. Observemos que en C’ todos los
indices son diferentes y observemos también que un vértice u; puede corresponder a un
indice principal [ y también a uno no principal p.

Supongamos sin pérdida de generalidad que ug = zy. Como D es un torneo bipartito,
tenemos que k = 1(mod2) y por el Lema 6.3 para cada ¢ € {1,..., ~"-—;—§ , (20, 22i41) €
F(D) o (22i41,20) € F(D). Consideremos los siguientes casos:

Caso b.1: (z3,2) € F(D).

En este caso tenemos (2, 21, 22, 23, 29) un ciclo de longitud 4 en D que por hipétesis
es monocromético. La definicién de C’ implica que z; = u; 0 29 = u;. Si z; = u, entonces
(uy = 21, 22, 23, 20 = Up) €S una u;ug—trayectoria monocromética en D lo que implica

que (up,u;) es una flecha simétrica de C' en C(D), contradiciendo nuestra suposicién
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sobre C. Entonces z; # u;, consecuentemente 2, = u; y por lo tanto (u; = 29, 23, %) €s
una ujug-trayectoria monocromdtica en D, por lo que (ug,u;) es una flecha simétrica
de C en C(D), contradiciendo nuestra suposicién sobre C.

Caso b.2: (29, 2x-2) € F(D).

La suposicién del subcaso b.2 implica que (2o, 2k—2, 2k—1, 2k, 20) €s un ciclo de lon-
gitud 4 en D que por hipdtesis es monocromético. La construccién de C’ implica que
Zk = Up O 2x_] = Up. Si 2x = Uy, entonces (ug = 29, 2k-2,2k-1,2k = Up) €S UNa
ugu, —trayectoria monocromética en D lo que implica que (un, ug) es una flecha simétri-
ca de C en C(D), contradiciendo nuestra suposicién sobre C. Entonces zx # u,, conse-
cuentemente 2x_; = u, y por lo tanto (ug = 2o, 2k_2, Zk_1 = Uy,) €S UNa Ugu,-trayectoria
monocromadtica en D, pc;r lo que (un,up) es una flecha simétrica de C en C(D), con-
tradiciendo nuestra suposicién sobre C.

Caso b.3: (29,23) € F(D) y (2k-2,20) € F(D).

Como {(zo,21), (20,23), (2k-2,20)} € F(D) tenemos que k — 2 > 5 y existe j €
{1,...,552} tal que (20, 22;41) € F(D) y (2243, 20) € F(D).

Sea io = min{j € {1,..., 52 }/{(20, 22j41), (22443, 20)} € F(D)}. Por lo tanto C~ =
(20, 22ig+1, 22ig+2: 22i0+3, 20) €8 un ciclo dirigido de longitud 4 en D que por hipétesis es
monocromdatico. Ahora consideremos dos posibles casos:

Caso b.3.1: 2, +1 € I,

En este caso 2p;41 = u; para j € {2,...,n — 2} (pues 3 < 2;, +1 < k — 4). Por
la construccién de C' tenemos que 2,42 = Ujp1 O 22ip43 = Ujt1. Sl 24942 = Ujyi
entonces (Uj;1 = 221542, 22i0+3,20, 22ip+1 = U;) €S una uj41u -trayectoria monocromaética
en D lo que implica que (u;,u;41) es una flecha simétrica de C' en C(D) contradiciendo
nuestra suposicién. Por lo tanto 2p;,12 # ;41 y en consecuencia 23,43 = uj41, entonces
(Uj+1 = 22i943, 20, 22ip+1 = U;) €S UNa Ujy u;-trayectoria monocromética en D lo que

implica que (u;,uj4+;) es una flecha simétrica de C en C(D) contradiciendo nuestra
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suposicién.

Caso b.3.2: 2;, +1 ¢ I,

Por construccién de C' tenemos que {2;,, 2542} C I, es decir, que 22;,12 = u; para
alguna j € {2,...,n— 1}.

El Lema 6.3 implica que (229, 22i5+3) € F(D) 0 (22i0+3, 22i0) € F'(D). Si (221043, 221,) €
F(D) entonces (2aiy, 22ig+1, 22ig+2, 22i0+3, 22i,) €S un ciclo de longitud 4 en D que por
hipétesis es monocromético; entonces (u; = 29i5+2, 22ip43; 22ip = Uj—1) €S UNA UjUj—1-
trayectoria monocromatica en D lo que implica que (u;-1,u;) es una flecha simétrica
de C en C(D) contradiciendo nuestra suposicién. Por lo tanto (2, 22i,43) € F(D),
observemos que la eleccién se o implica que (29, 22i,-1) € F(D) (si (22101, 20) € F(D)
el hecho de que (%, z1) € F(D) implica que existe j < ig — 2 tal que (29, 22j4+1) € F(D)
Y (22j43,20) € F(D) contradiciendo la eleccién de 7o) por lo tanto C” = (2o, 2291, 22ig,
Z9ip+3, 20) €s un ciclo de longitud 4 en D que por hipétesis debe ser monocromatico;
como (224,43, 20) € F(C )N F(C") tenemos que C' y C" son del mismo color, entonces
(uj = 29i942) 22ig+3 20 Z2ig—1 22 = uj_l) es una u;u;_)-trayectoria monocromética en
D lo que implica que (u;_;,u;) es una flecha simétrica de C en C(D) contradiciendo
nuestra suposicién.ll

El siguiente resultado es una consecuencia del Teorema 6.7

Corolario 6.10 Sea D un torneo bipartito m-coloreado. Si todo ciclo dirigido de longi-

tud4 en D es monocromdtico, entonces D tiene nicleo por trayectorias monocromdticas.

Demostracion.
Como consecuencia inmediata del teorema 6.7 tenemos que C(T") es una digrafica
micleo perfecta, en particular C(T') tiene nicleo. Por el teorema 4.9 sabemos que si

C(T) tiene micleo, entonces T' tiene micleo por trayectorias monocrométicas.ll
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Figura 6.3: D.

Observacién 6.11 La hipdtesis de que todo ciclo dirigido de longitud 4 en el corolario

6.10 es necesaria.

Sea D el torneo bipartito 3-coloreado definido como sigue:

V(D) = {u,v,w,z,y,2} y F(D) = {(u,2),(z,v), (v,9), (v, w), (v, 2), (2,u), (z,w),
(y,u), (z,v)}; las flechas (z,w) ,(w,2) y (z,u) son de color 1; las flechas (y,u), (u,z)
y (z,v) son de color 2 y las flechas (z,v),(v,y) y (y,w) son de color 3. Los tnicos
ciclos de longitud 4 en D son (u,z,w,z,u),(v,y,u,z,v) y (w,z,v,y,w) que son casi-
monocrométicos. (figura 6.3)

La digrédfica C(D), (figura 6.4) es una digrdfica completa que no tiene micleo, pues
como es completa su micleo debe ser un sélo vértice. Analizaremos cada uno de sus
vértices:

u no es nicleo pues u no absorbe a v.

v no es micleo pues v no absorbe a y ni a w.

w no es nicleo pues w no absorbe a u.

Z no es nicleo pues z no absorbe a z ni a v ni a w.
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Figura 6.4: C(D)

¥ no es nicleo pues y no absorbe a £ ni a w ni a u.

z no es micleo pues z no absorbe a u ni a v ni a y.

Entonces C(D) no tiene micleo y por lo tanto D no tiene micleo por trayectorias
monocromaticas.

Maés atin puede construirse una familia infinita de digréficas cuyos ciclos de longitud
4 sean casimonocromaticos y que no tenga micleo por trayectorias monocromaticas como
sigue: Sea D, la digréfica obtenida de D (la digréfica descrita en el pérrafo anterior)
al anadir los vértices 2, 29, ..., 2, y flechas de color 3 desde cada uno de estos vértices

hacia u,v y w, respectivamente.

Observacién 6.12 La suposicién de que todo ciclo de longitud 4 en un torneo bipartito

D es monocromdtico, no tmplica que todo ciclo de longitud 6 sea monocromdtico.

En la digréfica D de la figura 6.5, todo ciclo de longitud 4 es monocromético, de he-
cho es de color 1, y el iinico ciclo de longitud 6 (z,, z3, z3, z4, Ts, Zg) €s monocromatico,

pues 5 de sus flechas tienen color 1 y la sexta flecha tiene color 2.
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Figura 6.5: D,un torneo bipartito.

Observacién 6.13 Para cada m eziste un torneo bipartito hamiltoniano m-coloreado

tal que todo ciclo de longitud 4 es monocromdtico.

Demostracién.

Sea D la digréfica m-coloreada definida como sigue:

V(D)=XUYUZUW donde;

X ={z1,z2,..,Zm}, Y = {y1,%2, -, Um}, Z = {21, 22, o0, Zm }, W = {w1, w3, ..., W}

F(D)=XyUYzUZwUWxUZyUWzUXw donde;
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Xy = {(=ziy5)li € {1,2,..,m},j € {1,2,...,m}},

Yz = {(m,z)li € {1,2,...,m}},

Zw = {(zi,wi)|i € {1,2,...,m}},
Wx = {(w,zini)li € {1,2,...,m — 1}} U {(wm, 21)},

Zy = {(zi,y;)li € {1,2,...,m},j € {1,2,...,m},i # j}

Wz = {(w,z)li€{1,2,..,m},j €{1,2,..,m},i # j}
Xor = (@5 0i)li € (1,2, m}},5 €41, 2, oml}, E 5 5 4 1],

Notacién mod m.

Para cada i € {1,2,...,m}, la flecha (z;,¥;) es de color i y cualquier otra flecha es
de color 1.

Claramente D es un torneo bipartito m-coloreado, con biparticién V; = XUZ y V, =
Y UW, donde por construccién todas las flechas tienen un extremo en V; y el otro en V,.
Ademés, por la definicién de D podemos construir C = (1,1, 21, W1, T2, Y2, 22, Wa, T3, ...,
Zms Yms Zmy Wm,y Tm) €8 un ciclo hamiltoniano en D.

Ahora, sea C un ciclo de longitud 4 en D vamos a ver que es monocromatico. Sin
pérdida de generalidad, podemos suponer que C = (v, va, v3, v4,v;). Supongamos por
contradiccién que (vq,v2) es de color ¢ # 1. Entonces (v;,v3) = (z;,%;). Por la definicién
de D (vg,v3) = (yi,2:) ¥ (v3,vs) = (2, w;) 6 (v3,vs) = (2,9;) J # i. Si vg = w;, como
v1 = 11, (vg,v1) ¢ F(D), una contradiccién. '

Sivg = y;,J # i, como v; = z1, (v4,v1) ¢ F(D), una contradiccién.

Por lo tanto todo ciclo de longitud 4 en D es monocromético.



6. TRAYECTORIAS MONOCROMATICAS Y CICLOS DE LONGITUD 4 EN TORNEOS BIPARTITOS
80 COLOREADOS.




Capitulo 7

Ciclos de longitud 3 y ciclos de
longitud 4 monocromaticos en

torneos k-partitos.

Was beweisbar ist, soll in der Wissenschaft

nicht ohne Beweis geglaubt werden.

R. Dedekind.

En este capitulo formularemos propiedades importantes sobre torneos k-partitos que
servirdn como base para la prueba de uno de los resultados principales de este trabajo,
que si D es un torneo k-partito m-coloreado tal que todo ciclo de longitud 3 y todo
ciclo de longitud 4 contenido en D es monocromético, entonces C'(D) es nicleo perfecta
y por lo tanto D tiene micleo por trayectorias monocromaticas.

El material presentado en este capitulo se obtuvo del articulo [9].

Definicién 7.1 Una digrdfica D es un torneo k-partito si eziste {V1, Vs, ..., Vk} una
particion de V(D) en k conjuntos tal que:

i) Para cualquieri € {1,2,....,k}, F(D[V)]) =0y
81
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i) Si {i,5} C {1,2,...,k} et # j, entonces entre cualquier vértice de V; y cualquier
vértice de V; existe una y sélo una flecha en D.

Observemos que un torneo T' con p vértices es un torneo p-partito con particién
{n,V2,...,V,} donde V; = {z;} y V(T) = {z1, Z2,..., Tp}.

Claramente, un torneo bipartito es un caso especial de un torneo k-parito con k = 2.

Definicién 7.2 Sea D una digrdfica, denotamos por I'"(u) al conjunto de todos los
vértices de D que son vecinos interiores de u, andlogamente denotamos por I'* (u)

al conjunto de todos los vértices de D que son vecinos exteriores de u. Es decir

I"(u) = {veV(D)|(v,u) € F(D)} y
T*(w) = {veV(D)|(uv) € F(D)}

Lema 7.3 Sea D un torneo k-partito, k > 2. Sean {z,y} C V(D). Si (z,y) ¢ F(D) y
(y,z) ¢ F(D), entonces (z,u) € F(D) 6 (u,z) € F(D) para toda u € I~ (y) UT*(y).

Demostracién.

Sea {1, V4, ..., Vi } una particién de V(D) en k conjuntos tal que satisface la defini-
cién de torneo k-bipartito.

Si (z,y) € F(D) y (y,z) ¢ F(D), entonces {z,y} C V; para alguna i € {1,2, ..., k}.
Como consecuencia del inciso i ) de la definicién de torneo k-partito tenemos que I'" (y)N
Vi=0yT*(y)NV; = 0. Entonces si u € I'" (y) UT'* (y) tenemos que u € V; para alguna
J#

Por el inciso ii) de la definicién de torneo k-partito tenemos que entre r e u existe

una y sblo una flecha en D, es decir, (z,u) € F(D) 6 (u,z) € F(D).1

Definicién 7.4 Sea D una digréfica y sean {u,v} C V(D). Decimos que una uv-
trayectoria T en D es minimal si D[V (T')] no contiene una uv-trayectoria de longitud

menor que la de T'.
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Figura 7.1: Digréfica D.

En la figura 7.1, T} = (u, ¥1, Y2, v) €s una uv—trayectoria minimal en D, sin embargo
Ty = (u, 1, Z9,T3,v) NO €s una uv-trayectoria minimal en D, pues en D[V(T)] I(Ty) <

U(T>).

Lema 7.5 Sea D un torneo k-partito m-coloreado tal que todo ciclo de longitud 3 y todo
ciclo de longitud 4 contenido en D es monocromdtico. Sean {u,v} C V(D), tales que
existe T = (u = up,uy,...,Un = v) en D una uv-trayectoria monocromdtica con l(T) >
3. Supongamos que para todai € {1,2,...,n—2} ytoda j € {i+2,...,n}, (us,u;) &€ F(D).
Entonces para toda i € {1,2,...,n} existe en D una u;u-trayectoria del mismo color que

T.

Demostracién.

Supongamos que T es de color 1. Procederemos por induccién sobre i.

1° Supongamos que 7 = 1. Si (u2,uo) € F(D) entonces C = (ug, u;, uz,up) €s un C3
que por hipétesis es monocromético. Como (ug, u;) es de color 1 entonces C es de color
1, esto implica que (uy,up) es de color 1. Asi (u;,us,up = u) es una u,u-trayectoria de
color 1 en D.

Si (ug,ug) ¢ F(D), por hipétesis (ug,uy) ¢ F(D), entonces por el Lema 7.3 existe



7. CICLOS DE LONGITUD 3 Y CICLOS DE LONGITUD 4 MONOCROMATICOS EN TORNEOS
84 K-PARTITOS.

una flecha entre ug y u3. Como por hipétesis (ug, u3) ¢ F(D), entonces (us, up) € F(D).
Asi, C = (uo,u;,us,u3,%p) s un Cy en D que por hipétesis es monocromatico. Como
(ug,u;) es de color 1, entonces C es de color 1, esto implica que (u3,uo) es de color 1.
Asf (uj,us,u3, up = u) es una uju-trayectoria de color 1 en D.

2° Supongamos que para i € {1,...,n — 1} existe 7’ una u,u-trayectoria de color 1
en D.

3° Ahora veamos que existe una u;,u-trayectoria de color 1 en D. Si (u;41,u;-1) €
F(D), entonces C' = (u;—1,u;, Ui4+1,u%i-1) esun C3 en D, que por hipétesis es monocroméati-
co. Como (u;-1,u;) es de color 1 entonces C es de color 1, esto implica que (w41, ui-1)
es de color 1. Asi (u41,ui-1,u;) UT' contiene una u;;;u-trayectoria de color 1 en D.

Supongamos que (ui41,ui-1) ¢ F(D) y consideremos los siguientes dos casos:

Caso a: Supongamos que i < n — 2. Como (u;4+1,u;—;) ¢ F(D) y por hipétesis
(ui-1,ui41) ¢ F(D), entonces por el Lema 7.3 existe una flecha entre u;_; y u;49. Por

hipét&BiS (u,‘_l . 'U;f+2) g F(D) entonces (qu, u,'_l) € F(D) AsiC = ('U.H.], Ujpo,Uj—1, U4,

ui+1) es un Cy en D que por hipétesis es monocromético. Como (u;41,ui42) es de
color 1 entonces C es de color 1, esto implica que (u;;2,u;-1) es de color 1. Entonces
(Wit1, Uit2, Ui-1,u;) UT" contiene una u;4qu-trayectoria de color 1 en D.

Caso b: Supongamos que i = n — 1. Como I(T) = n > 3, entonces i > 2. Co-
mo (ui41,ui-1) € F(D) y por hipétesis (u;—1,ui41) ¢ F(D), entonces por el Lema
7.3 existe una flecha entre u;_ y uiy1. Por hipétesis (ui—2,ui41) ¢ F(D) entonces
(Uig1,ui-2) € F(D). Ast C = (Ui-2,Ui-1, Ui, Ui+1, Ui-2) €s un Cyq en D que por hipbtesis
es monocromético. Como (u;—2, u;—1) es de color 1 entonces C' es de color 1, esto implica
que (ui+1,ui—2) es de color 1.

Entonces (uiy1,%i_2,%;_1,u;) UT" contiene una u;, u-trayectoria de color 1 en D.

Por lo tanto, para toda i € {1,...,n} existe en D una u;u-trayectoria de color 1.1



85

Lema 7.6 Sea D un torneo k-partito m-coloreado tal que todo C3 y Cy contenido en
D es monocromdtico. Sean {u,v} C V(D), tales que existe en D una uv-trayectoria
monocromdética y no existe ninguna vu-trayectoria monocromdtica. Entonces (u,v) €

F(D) o eziste una uv-trayectoria de longitud 2.

Demostracién.

Supongamos que T' = (u = ug, uy, ..., Un = v) €s una uv-trayectoria monocromaética
en D de longitud minima, sea 1 el color de T". Si I(T) = 1 6 I(T') = 2 entonces se
satisface ya la conclusién del teorema. Supongamos que I(T') > 3.

Caso a: Supongamos que existe i € {0,1,...,n — 1} tal que (u,u;) € F(D) para
it % B8 Bentips s lP @0, 1, s B i, ) v BUD pararalotn  od4-0)
y sea jo = méx{j € {ios2, .} (uipy ;) € F(D)}

Subcaso a.l: Supongamos que jo < n — 2. Por la eleccién de j, tenemos que
(tig, ujo41) € F(D). Si (ujp41,u,) € F(D), entonces C = (usy, Ujo, Ujo41, Uip) €S UN
C3 que por hipétesis es monocromatico. Como (uj,, uj,+1) €s de color 1, entonces C es
de color 1, esto implica que (u,, uj,) es de color 1. Asi T' = (u = ug, T, us,) U (ig, ujo) U
(4jo, T, un = v) es una uv-trayectoria de color 1 de longitud menor que la de T', lo que
contradice la eleccién de T'. Por lo tanto (ujo41,us,) € F(D). Como (us,, uj,41) ¢ F(D)
Y (%jo+1,ui,) ¢ F(D), entonces por el Lema 7.3 entre u;, y uj 42 hay al menos una
flecha en D. Por la eleccién de jo, (uig, Ujo+2) € F (D). Por lo tanto (uj,+2,u;,) € F(D).
Entonces C' = (usg, Ujo, Ujo+1, Ujo+2, Uio) €8 un Cy que por hipbtesis es monocromatico,
como (j,, %jo+1) €s de color 1 entonces C' es de color 1, esto implica que (u;,,u;,) es de
color 1. Asi T" = (u = ug, T, uiy) U (Uig, Ujo) U (%jo, T, Un = v) €s una uv-trayectoria de
color 1 de longitud menor que la de T, lo que contradice la eleccién de T'. Por lo tanto
este caso no es posible.

Subcaso a.2: Supongamos que jo = n — 1. Supongamos que iy > 1. Por la eleccién
de jo tenemos que (u;,,u,) ¢ F(D). Supongamos que (un,u;,) € F(D), entonces C =
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(Un, Uiy, Un—1,Un) €s un C3 que por hipétesis es monocromético. Como (up-1,un) €s
de color 1, entonces C es de color 1 lo que implica que (u,,u,—1) es de color 1. Asi
T = (u = ug, T,uy,) U (UipyUn—1,Un = V) €s una uv-trayectoria de color 1 de longitud
menor que la de T', lo que contradice la eleccién de T'. Por lo tanto (un,u;,) ¢ F(D).
Como ademds (us,,un) ¢ F(D), por el Lema 7.3 entre u;,—1 y un existe una flecha en
D. Por la eleccién de ig, (ujy-1,u, = v) ¢ F(D) entonces (v,u;,) € F(D). Entonces
C" = (Wig-1, Uigy Un—1, Un, Uiy—1) € un Cy que por hipbtesis es monocromatico. Como
(un-1,u,) es de color 1 entonces C es de color 1 lo que implica que (u;,, un-1) es de
color 1. Asi, T' = (u = ug, T, uiy) U (Usy, Un_1,Un = V) €s una uv-trayectoria de color 1
de longitud menor que la de T', lo que contradice la eleccién de T'. Por lo tanto ig = 0
y entonces (u = uy, Un—1, Un = v) es una uv-trayectoria de longitud 2, y asi se satisface

la conclusién del teorema.

Subcaso a.3: Supongamos que jo = n. Supongamos que iy > 2. Por la eleccién
de ig, (ui-1,un = v) ¢ F(D). Supongamos que (v,u;,,) € F(D). Entonces C =
(Wig—1,Uig, Un, Uiy—1) €s un C3 que por hipétesis es monocromético. Como (u;,-1,u;,) €s
de color 1, entonces C' es de color 1. Asi (u = ug, T, us,) U (uiy, un) €s una uv-trayectoria
de color 1 de longitud menor que la de T, lo que contradice la eleccién de T. Por lo
tanto (v,u;—1) € F(D). Como ademés (u;,—;,v) ¢ F(D) entonces por el Lema 7.3
entre u;,_2 y v existe una flecha en D. Por la eleccién de ig, (ui,—2,v) € F(D) entonces
(v,u45-2) € F(D). Entonces C' = (ujy—2, Uig—1, Uiq, Un, Uiy-2) €s un Cy que por hipétesis
es monocromético. Como (u;,-1,u;,) es de color 1 entonces C' es de color 1 lo que
implica que (4, un = v) es de color 1. Asf, T' = (u = uo, T, us,) U (2, un = v) €s una
uv-trayectoria de color 1 de longitud menor que la de T, lo que contradice la eleccién
de T'. Por lo tanto iy < 1. Entonces (u = ug, T, u;,) U (s, un = v) €s una uv-trayectoria

de longitud 1 o 2 en D, asf se satisface la conclusién del teorema.

Caso b: Supongamos que para toda i € {0,1,...,n—2} y toda j € {i+2,...,n}, (u;, y;)
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¢ F(D). Por el Lema 7.5, para toda i € {1,...,n} existe en D una u;u-trayectoria de
color 1, pero esto es una contradiccién, por lo tanto este caso no es posible.ll

La siguiente observacién es inmediata de la definicién de torneo k-partito.

Observacién 7.7 Sea D un torneo k-partito m-coloreado. Supongamos que C' es una

camino cerrado en D de longitud a lo mds 5 entonces C es un ciclo.

Demostracién.

Sea C = (zg, Z1, .-, Tk, o) con k < 4 un camino cerrado en D. Demostraremos que
C es un ciclo, es decir que z; # z; para ¢ # j,%,j < 4.

Caso 1: Si [(C) = 2. Entonces C = (zo, Z1, Zo). Este caso no puede ser posible pues
por definicién de torneo k-partito entre dos vértices de D, en este caso zy y z;, existe
una y so6lo una flecha.

Caso 2: Si [(C) = 3. Entonces C = (2o, T1,2). To # T1 pues Zo adypTi, T1 # T2
pues T; adypT; y T2 # To pues Tz adypo.

Caso 3: Si I(C) = 4. Entonces C = (z9,z;,Z2,%3,%0). To # Z1 pues o adypZi,
To # Ty pues si Ty = Iy existirfa una flecha simétrica entre zy y z; contradiciendo la
definicién de torneo k-partito. zo # z3 pues z3 adypzo. Andlogamente se prueba que
cada uno de los vértices restantes es distinto de los demés.

Caso 4: Si [(C) = 4. Entonces C = (o, 21, T2, Z3, Z4,Z0)- To # 1 pues o adypzi,
Zo # T, pues si Ty = z, existiria una flecha simétrica entre zy y z; contradiciendo la
definicién de torneo k-partito, o # z3 pues si Zo = z3 existiria una flecha simétri-
ca entre o y z4 contradiciendo la definicién de torneo k-partito, zo # T4 pues z4
adypzo. Andlogamente se prueba que cada uno de los vértices restantes es distinto de
los demas.ll

Ahora probaremos el resultado principal de este capitulo.

Teorema 7.8 Sea D un torneo k-partito m-coloreado tal que tod C3 y todo Cy es

monocromdtico. Entonces C(D) es nicleo perfecta.
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Demostracién.

Por el Teorema 3.7 ser4 suficiente probar que todo ciclo de C(D) tiene al menos una
flecha simétrica. Supongamos, por contradiccién, que C = (uo,u1,...,un = Up) €S Un
ciclo en C(D) que no tiene flechas simétricas. Entonces para cada i € {0,1,...,n — 1}
tenemos:

(I) Existe en D una u;u;41-trayectoria monocromética. Como (u;, ui4+1) € F(C(D))
por definicién de C(D) tenemos que en D existe al menos una u;u;4;-trayectoria mono-
cormaética.

(IT) No existe en D ninguna u;,,u;-trayectoria monocromética. Como C no tiene
flechas simétricas, entonces (u;1,u;) ¢ F(C(D)), entonces por definicién de C(D)
tenemos que en D no existe ninguna u;4;u;-trayectoria monocromadtica.

(III) (u;,ui41) € F(D) o existe una u;u;,;-trayectoria de longitud 2. Se sigue de las
afirmaciones anteriores y del lema 7.6.

(IV) Si P es un camino cerrado monocromético en D, entonces P no contiene a
la vez a uj y a uj4; para toda j € {0,1,...,n — 1}. Se sigue de la suposicién de que
C no contiene flechas simétricas, ya que si uj, uj4; € V(P) tenemos un u;u;41-camino
monocromatico y un u;4;uj-camino monocromdatico en D que contienen respectiva-
mente a una u;u;, -trayectoria monocromatica y una u;4,u;-trayectoria monocromati-
ca y por lo tanto existe en C(D) una flecha simétrica entre u; y ;1.

Para cada i € {0,1,...,n — 1} sea:

T = (wiy uiy1) si (wi, uisa1) € F(D),

una u;u;4; — trayectoria de longitud 2 si (u;, ui4;) ¢ F(D).
Sea C! = |J!;Ti, C' es un camino cerrado en D. Sea C' = (2,21, ..., %, 20)
y definamos la funcién ¢ : {0,1,....k} — V(C) de la siguiente manera: si T; =
(Ui = Zig, Zig41y -y Zig+r = Uip1) con 7 € {1,2} entonces ¢(j) = z;, para toda j €

{20,%0+1, ---» to4+r-1}. Decimos que el indice ¢ del vértice z; de C"! es principal si 2; = ¢(7),
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denotemos por I, al conjunto de indices principales. La suma sobre los indices de los
vértices de C! sera tomada médulo k. Entonces tenemos las siguientes afirmaciones:

1. No existe en D ningin camino cerrado C” monocromético tal que para algu-
nat € {0,1,....k — 1}, {2, i1, 2i+2, 243} © V(C”). Procederemos por contradiccién.
Supongamos que existe un camino C” con las caracteristicas anteriores. Por la defini-
cién de indice principal tenemos que existe m € {1,i + 1} tal que m es indice principal,
supongamos que z,, = u; para algin j € {1,2,...,n}, nuevamente por definicién de
indice principal, tenemos que 441 € {2i41, Zi42, 2i43}. Asi tenemos a u;,u;4; € V(C),
C" un camino cerrado monocromético, lo que contradice la afirmacién IV.

2. Para toda i € {0,1,...,k — 1}, (2i43,2:) € F(D). Pues si (2i43,2) € F(D), en-
tonces (z;, Zi+1, Zi+2, 2i43, 2i) €s un camino cerrado de longitud 4, por la Observacién 7.7,
es un Cy, que por hipétesis es monocromaético, es decir un camino cerrado monocromaéti-

co contradiciendo la afirmacién 1.
De las hipétesis de nuestra suposicién sobre C?, aplicando el Lema 7.3 y la afirmacién
IV, tenemos las afirmaciones 3 a 7.
3. Para cualquier i € {0,1,...,k — 1} tal que ¢ € I, tenemos:
3.1 (zi42,2) & F(D). Pues si (zi42, 2:) € F(D), entonces (z;, zi41, Zi+2, 2i) €8 un
C3 que por hipétesis es monocromatico y que contiene dos indices principales consecu-
tivos, contradiciendo la afirmacién IV.
3.2 (21, 2i—2) ¢ F(D). La prueba es completamente anéloga a la del 3.1.
4. Para cualquier i € {0,1,...,k — 1} tal que i € I, tenemos:
4.1 (24, 2i42) € F(D) o (2i,2i43) € F(D). Pues si (2,2;42) ¢ F(D) como por
3.1 (2i42,2:) ¢ F(D) entonces z; y zi42 no son a.dyacentés y por el Lema 7.3 existe
una flecha entre z; y zi43. Si (zi43,2:) € F(D), entonces (zi, 2i41, Zi4+2, 2i+3, 2i) €8 un Cy

que por hipétesis es monocromatico y que contiene dos indices principales consecutivos,

contradiciendo la afirmacién IV. Entonces (z;, zi43) € F(D).
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4.2 (24-2,2;) € F(D) o (2i-3,2:) € F(D). La prueba es completamente andloga
a la del 4.1.

5. (22,20) € F(D), (23,20) ¢ F(D), (2, 2k-2) ¢ F(D) y (20,2-3) ¢ F(D). En otro
caso se obtiene un Cj o un Cy que por hipétesis es monocromdtico y que contiene dos
indices principales consecutivos, contradiciendo la afirmacién IV.

6. (z0,22) € F(D) o (z0,23) € F(D). Se sigue de 4.1 para i = 0.

7. (2k-2,20) € F(D) o (2k-3,2) € F(D). Se sigue de 4.2 para i = k.

Sea ig = min{i € {3,4,....,k — 2}/(zi41,20) € F(D)}, sabemos que ese minimo
existe pues (2x-1,20) € F(D). Entonces

8. (20,2i,) € F(D) o (20,2i,-1) € F(D). Por la eleccién de iy, (zi,,20) ¢ F(D) y
(zig-1,20) & F(D). Si (20,2i,) ¢ F(D) entonces zg y 2, no son adyacentes y por el

Lema 7.3 existe una flecha entre 2z y z;,-1, entonces (2, zi,—1) € F(D).l

Observacién 7.9 Podemos suponer que iqg > 3 pues si ig < 3, entonces ig+1 < 3 y
en cualquiera de los casos se obtiene un C3 o un Cy que por hipdtesis es monocromdtico
y que contiene dos tndices principales consecutivos, contradiciendo la afirmacion IV.

Analizaremos los dos casos dados por la afirmacion 8.

Caso a: Supongamos que (zg, z;,) € F (D). De la definicién de iy tenemos (z;y41, 20) €
F(D), entonces C" = (2o, 2, Zig+1, 20) € un C3 que por hipétesis es monocromatico,
sea 1 el color de C".

Subaso a.1: ig ¢ I,. Entonces:

1 (a.1) i9-1 € I, € ig41 € I,. Por definicién de indice principal.

2 (a.1) (20, zip-1) ¢ F(D). Puessi (20, 2i,-1) € F(D) entonces (2o, 2iy—1, Zigs Zig+1; 20)
es un Cy que por hipétesis es monocromdtico y que contiene dos indices principales

consecutivos, contradiciendo la afirmacién IV. Analizaremos los dos casos dados por la

afirmacién 8.
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Figura 7.2: Subcaso a.l

3 (a.1) (20,2iy-2) € F(D). Pues por (2.a.1) y la eleccién de i, zp ¥ 2i,—1 Do son
adyacentes entonces por el Lema 7.3 existe una flecha entre zy y 2;,—2, pero por la
eleccién de ip, (2i,-2,20) € F(D).

4 (a.1) (zig-1, 2ig+1) € F(D). Como 2g y z;,—; no son adyacentes y por definicién de
io (2ig+1,20) € F(D), entonces por el Lema 7.3 existe una flecha entre z;,—1 y 2i 41, ¥
por (3.1) (zig41, 2ip-1) & F(D).

Ahora, (zi-1, Zig+1, 20, Zig-2, Zig—1) €8 un Cy que por hipétesis es monocromético,
como (z;,+1, %0) s de color 1, entonces el ciclo anterior es de color 1, pero esto contradice
la afirmacién IV, por lo que este caso no es posible.

Subcaso a.2: ig € I,,.

Subcaso a.2.1: (2o, 2z4,-1) € F (D). Entonces tenemos las siguientes afirmaciones:

1 (a.2.1) ig — 2 € I,. Pues ig — 1 ¢ I, porque si lo fuera (2,1, Ziy, Zig+1 20, Zig—1)
es un Cy que por hipétesis es monocromético y que contiene dos indices principales
consecutivos, contradiciendo la afirmacién IV. Entonces i — 2 € I,,.

2 (a.2.1) (2ip-2, 2ig+1) ¢ F(D). Supongamos por contradiccién que (2i,-2, Zip+1) €
F(D). Si z,_, es adyacente a zy, por definicién de 4o, (29, 2i,-2) € F(D), entonces

te-  nemos que (29, 2i,-2, Zig+1, 20) € un C3 que por hipétesis es monocromético y
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Figura 7.3: Subcaso a.2.1

de color 1 pues (zi,41,20) es de color 1. Entonces (2i,, 2ig+1, 20, Zig-2) €8 UNA Zj;Zio—2-
trayectoria monocromaética, contradiciendo que C es asimétrico en C(D) pues g — 2
e ip son indices principales consecutivos. Si 29 y 2;,-2 no son adyacentes, entonces z
Y Zi,-3 si son adyacentes (Lema 7.3) y por la definicién de i, (20,2i,-3) € F(D)
(Nétese que i — 3 # 0 pues estamos suponiendo que (2o, zi,-2) € F(D)). Entonces
(20, Zig—3, Zio—2: Zig+1, 20) €8 un Cy que por hipdtesis es monocromético y de color 1 pues
(zio41, 20) s de color 1 . Entonces (2i,, 2ig+1, 20, Zig—3, %ip—2) €S UNA 2;,2;,_o-trayectoria
monocromética, contradiciendo que C' es asimétrico en C(D) pues ig— 2 € ig son indices
principales consecutivos.

3 (a.2.1) (ziy-2,2,) € F(D). Pues ig— 2 € I, y (252, 2ig+1) € F(D), entonces, por
41 (2402, ) € F(D).

4 (a.2.1) (29, 2ig—2) € F(D). Pues (ziy41, 2ip-2) ¢ F (D) pues si lo fuera (2541, 2ip-2,
Zig—1y Zig, Zig+1) € un Cy que por hipétesis es monocromético y que contiene dos indices
principales consecutivos, contradiciendo la afirmacién IV, y como (2,2, 2i,+1) € F(D)
(2(a.2.1)), entonces z;,41 ¥ 2i,—2 no son adyacentes. Por lo tanto, por el Lema 7.3 existe
una flecha entre 2o y 2;,-2, pero por la definicién de %y, (20, 2iy-2) € F(D).

Ahora, (20, Ziy—2, 2y, Zig+1, 20) €8 un Cy que por hipétesis es monocromatico, como
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(ziy+1, 20) €s de color 1, entonces el ciclo anterior es de color 1, lo que contradice la
afirmacién IV. Por lo tanto este subcaso no es posible.

Subcaso a.2.2: (29, zi-1) € F (D). Entonces tenemos las siguientes afirmaciones:

1 (a.2.2) (20, 2i,-2) € F(D). Pues como (29,2i,-1) € F(D) por hipétesis y por
definicién de ig (245-1,20) ¢ F(D), entonces 2y y z,-1 no son adyacentes. Por lo tanto,
por el Lema 7.3, existe una flecha entre 2q y z;,-2, pero por definicién de ig (29, 2i,-2) €
F(D).

2 (a.2.2) (zig-1, Zig+1) & F(D). Puessi (21, 2ig+1) € F(D), entonces (2iy-1, Zig+1, 20,
Ziy-2, Zip—1) € un Cy que por hipétesis es monocromatico y es de color 1 pues (zi,+1, 20)
es de color 1. Si ig_y € I, entonces (2;, Zig+1, 20, Zig- 2, 2ig—1) €8 UNA 2Z;,2;, - j-trayectoria
monocromética, contradiciendo que C' es asimétrico en C(D). Si ig_; ¢ I,, entonces
t0-2 € Ip y (2iy, Zig+1, 20, Zig—2) €8 UNA 2;,2;,-2-trayectoria monocromatica, contradicien-
do que C es asimétrico en C (D).

3 (a.2.2) (2ig+1, 2ig-1) € F(D). Pues zg y 2;,—1 no son adyacentes, por lo tanto, por
el Lema 7.3, existe una flecha entre z;,+1 ¥ zi,—1 pero por 2.(a.2.2) (2i,-1, 2ig+1) € F(D),
entonces (2;,41, 2io-1) € F(D).

4 (a.2.2) i9p—2 € I,. Puessiig—2 ¢ I, entonces ig—1 € I, entonces (2ig+1, Zig-1, Zig»
Ziy+1) es un C3 que por hipétesis es monocromatico y que contiene dos indices principales
consecutivos, contradiciendo la afirmacién IV.

5 (a.2.2) (2ig—2, zig+1) & F(D). Puessi (zi,-2, 2ig+1) € F(D), entonces (2i,-2, Ziy+1, 20,
Zi,-2) es un C3 que por hipétesis es monocromético y de color 1 pues (2,41, 20) es de
color 1. Entonces (2, Zig+1, 20, 2ip—2) €8 UNa 2;,2;,_o-trayectoria monocromatica, con-
tradiciendo que C es asimétrico en C(D). (recuérdese 4(a.2.2)).

6 (a.2.2) (2ig41,2i0-2) € F(D). Pues si (21941, 2i9-2) € F(D), entonces (2iy+1, 2ig2,
Zio-1, Zig, Zig+1) € un Cy que por hipétesis es monocromético y que contiene dos indices

principales consecutivos, contradiciendo la afirmacién IV.
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Figura 7.4: Subcaso a.2.2

7 (a.2.2) (2452, 2iy) € F(D). Pues porel 5(a.2.2) y 6(a.2.2) 2;,—2 ¥ 2ig+1 no son adya-
centes. Por lo tanto, por el Lema 7.3, existe una flecha entre z;,_5 y 2;, y si (2, 2i-2) €
F(D), entonces (2, ziy-2, Zio—1, 2is) € un C3 que por hipétesis es monocromatico y que
contiene dos indices principales consecutivos, contradiciendo la afirmacién IV. Entonces
(2io-2, 21,) € F(D).

Ahora, (20, zig-2, Ziy, Zig+1, 20) € un Cy que por hipétesis es monocromatico, como
(zip+1, 20) €s de color 1, entonces el ciclo anterior es de color 1, lo que contradice la
afirmacién IV. Por lo tanto este subcaso no es posible.

Caso b: Supongamos que (29, z;,) € F'(D). Entonces tenemos las siguientes afirma-
ciones:

1 (b) (20, 2ig-1) € F(D). Pues (zg,2i,) ¢ F(D) por hipétesis y por definicién de i,
entonces 2 y z;, no son adyacentes. Por lo tanto , por el Lema 7.3, existe una flecha
entre 29 y zi,-1, pero por la definicién de 7o, (20, 2i,-1) € F(D).

2 (b) 9 — 1 ¢ I,. Pues (2iy-1, 2iy), Zig+1, 20, 2i5-1) € un Cy que por hipétesis es
monocromético. Si i — 1 € I, entonces 79 € I, 0 ig + 1 € I,. En cualquier caso el Cy
anterior contiene dos indices principales consecutivos, contradiciendo la afirmacién IV.

3 (b) ip € I, e ig — 2 € I,. Por definicién de indice principal y de la T;, trayectoria.
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4 (b)iog+1 ¢ I,. Puessi ig+ 1 € I, (zig+1, 20, Zig-1, Zig, Zig+1) € un Cy que por
hipétesis es monocromético y que contiene dos indices principales consecutivos, con-

tradiciendo la afirmacién IV.
5 (b) ig + 2 € I,. Por definicién de ndice principal y 4(b).

6 (b) (zio, 2ig-2) & F(D). Pues si (24, 2i5-2) € F(D), C tendria una flecha simétrica
en C(D). Contradiccién (recuérdese 2(b) y 3(b)).

7 (b) (20,2ip-3) € F(D). (2ig-1, Zig, Zig+1, 20, 2is—1)€s un Cyq que por hipétesis es
monocromaético, digamos de color 1. Si (z9,2i,-3) ¢ F(D), como por definicién de
(zi5-3,20) ¢ F(D), entonces zy y 2;,—3 no son adyacentes. Por lo tanto, por el Lema
7.3, existe una flecha entre zg y 2;,_2, pero por definicién de iy, (29, 2;,-2) € F(D).Si
(215-2, 2i,) € F(D), entonces (2iy-2, 2ig, 2ig+1, 20, 2is-2) € un Cy que por hipétesis es
monocromatico y que contiene dos indices principales consecutivos, contradiciendo la
afirmacién IV. Si (24,-2, 2:,) € F(D), por 6(b), z;, ¥ zi,—2 no son adyacentes. Entonces,
por el Lema 7.3, existe una flecha entre z;,—2 y 2iy+1. Si (2ip-2,2i,41) € F(D), en-
tonces (2i,-2, Zig+1, 20, Zip-2) € un C3 que por hipétesis es monocromético y de color
1 pues (z;41, 20) €s de color 1. Entonces (2, Ziy41, 20, Zip—2) €8 Una 2;,2;,-2-trayectoria
monocromdtica, contradiciendo que C es asimétrico en C(D). Si (zig41, 2io-2) € F(D),
entonces (2iy—2, Zig—1, Zig, Zig+1, Zip—2) € un Cy que por hipétesis es monocromético y
que contiene dos indices principales consecutivos, contradiciendo la afirmacién IV.

8 (b) (2i0-2, 2ig+1) € F(D). Como 2, y 24,-2 no son adyacentes (ambos son indices
principales consecutivos con la Tj,_» trayectoria de longitud 2 y por 6(b)), por lo tanto,
por el Lema 7.3, existe una flecha entre 2;,_3 y 2iy41, pero si (2i41, 2i,-2) € F(D),
entonces (2ig+1, Zig—2, Zig—-1, Zig, Zig+1) €8 un Cy que por hipétesis es monocromético y que
contiene dos indices principales consecutivos, contradiciendo la afirmacién IV. Entonces

(2io-2, Zi+1) € F(D).

Ahora (29, Zig-1, Ziy» Zig+1, 20) €8 un Cy que por hipétesis es monocromético, digamos
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Figura 7.5: Caso b.

de color 1. (2i41, 20, Zig—3, Zig-2, Zig+1) €S un Cyq que por hipétesis es monocromético y
de color 1 pues (2;,+1,20) es de color 1. Por lo tanto (zi,, 2ig+1, 20, Zig-3, 2ip—2) €S Una
24, 2iy—2-trayectoria monocromadtica, contradiciendo que C es asimétrico en C(D). Por
lo tanto este subcaso no es posible.

Recordemos la Observacién 7.9. Analicemos ahora cuando iy = 3. Supongamos que
(20,22) € F(D). Asi tenemos que C" = (29, 22, 23, 24, 20) €s un Cy que por hipétesis es
monocromético, sea 1 el color de C”. Entonces {2,4} N1, = 0 y {1,3} C I,, pues si
2 € I, entonces 3 € I, o 4 € I, en cualquier caso, se contradice la afirmacién IV. Si
4 € I, entonces 3 € I, 0 4 € I,, de nuevo en cualquier caso se contradice la afirmacién
IV. Asi, como {2,4} NI, = (, entonces {1,3} C I,. Si (z1,23) € F(D) o (23,21) € F(D)
obtenemos una flecha simétrica en C lo cual es una contradiccién. Por lo tanto entre z;
¥ 23 no hay flechas en D. Entonces por el Lema 7.3 tenemos que entre 2; y z4 existe una
flecha en D, pero cualquiera de las dos posibilidades nos lleva a que existe una flecha
simétrica en D, lo cual es una contradiccién.

Entonces supongamos por el contrario que (29,22) ¢ F(D). Por la definicién de
i0, (22,20) ¢ F(D), entonces z y 2, no son adyacentes, asi por el Lema 7.3 tenemos

que entre 2o y z3 existe una flecha en D. Por la afirmacién 2 (z3,29) ¢ F(D) por
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Figura 7.6: Si ig = 3, (20, 22) € F(D)

lo tanto (zg,23) € F(D).. Entonces tenemos (23 24, 29, 23) un C3 que por hipétesis es
monocromaético, digamos de color 2. Como z; y 23 no son adyacentes, se sigue del Lema
7.3 que existe una flecha entre z4 y z1. Si (24,21) € F(D), entonces (z3, 24, 21, 22, 23)
es un Cy que por hipétesis es monocromatico y que contiene dos indices principales
consecutivos, contradiciendo la afirmacién IV. Si (21, 24) € F(D), entonces (23, 24, 20, 23)
es un C3 que debe ser monocromético y de color 2, entonces (z3, z4, 29, 21) €8 una 232;-
trayectoria monocromética, contradiciendo que C es asimétrico en C(D).

Asi llegamos a la contradiccién final. Por lo tanto todo ciclo de C'(D) tiene al menos

una flecha simétrica y concluimos que C(D) es micleo perfecta.ll

Corolario 7.10 Sea D un tomeo k-partito m-coloreado tal que todo C3 y todo Cy es

monocromdtico, entonces D tiene nicleo por trayectorias monocromdticas.

Demostracién.
Como consecuencia inmediata del Teorema 7.8 tenemos que C(T') es una digréfica
micleo perfecta, en particular C(T") tiene micleo. Por el Teorema 4.9 sabemos que si

C(T) tiene miicleo, entonces T tiene niicleo por trayectorias monocrométicas.ll
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Figura 7.7: Si ig = 3, (20, 22) ¢ F(D)



Capitulo 8

Conclusiones.

La vie n’est bonne qu’a étudier et & enseigner les mathématiques.

Blaise Pascal

Después de haber definido e introducido los conceptos y propiedades fundamentales
de la teoria de graficas, y con base a los teoremas demostrados en los primeros capitulos,
el resultado primordial que probamos en este trabajo es que para todo torneo T' m-
coloreado, sin particién, bipartito o k-partito, la simple condicién de que los ciclos
pequenos ( Cs, Cy, y C3 y C4 respectivamente) contenidos en T' sean monocrométicos,
garantiza que la cerradura transitiva de T tenga micleo y por tanto que 7' tenga micleo
por trayectorias monocromaéticas. Esta, es una caracterizacién importante de torneos
con micleos por trayectorias monocrométicas, pues es fécil verificar si dicha hipétesis

se cumple.
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8. CONCLUSIONES.
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