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Resumen 

RESUMEN 

Hoy en día a nivel nacional, gran parte de las formaciones productoras 

de hidrocarburos del Cretácico se encuentran en Yacimientos Naturalmente 

Fracturados, de aquí que surja la necesidad del desarrollo de modelos 

matemáticos que representen de manera adecuada el sistema en el 

subsuelo y que sean lo más cercanos a la realidad , para establecer una 

óptima explotación de dichas formaciones; a la vez se incrementará la 

recuperación final de los hidrocarburos a bajos costos, con seguridad y 

preservando el medio ambiente. 

Se realizó una revisión de la literatura sobre Yacimientos Naturalmente 

Fracturados, desde los modelos más simples que dieron origen al desarrollo 

de las investigaciones sobre Yacimientos de Doble Porosidad, hasta llegar a 

los modelos más actuales, incluyendo el modelo desarrollado por Rodríguez 

y Cols ., que considera la variabilidad continua del tamaño de bloques de 

matriz, las ecuaciones de flujo y los parámetros involucrados. 

Para tener un conocimiento más profundo de un Yacimiento 

Naturalmente Fracturado, se parte de conceptos fundamentales manejados 

en la Ingeniería de Yacimientos , desde los más básicos hasta los más 

desarrollados recientemente , incluyendo una revisión al análisis de pruebas 

de variación de presión mediante curvas tipo . Posteriormente se cubre el 

tema referente a la función derivada para dichos sistemas . 

El modelo considerado para el objetivo del presente trabajo , toma en 

cuenta soluciones de ecuaciones de flujo en términos de la Transformada 

de Laplace , que en la Ingeniería de Yacimientos es una herramienta de uso 

frecuente , debido a la necesidad de resolver ecuaciones diferenciales con 

IV 



Resumen 

valores iniciales y de frontera ; para la solución en el espacio real , se 

requiere de un método o invertidor numérico como herramienta idónea. 

Se hace uso de un algoritmo, en el que hasta ahora no se han 

encontrado aplicaciones en la Ingeniería de Yacimientos, sobre todo en 

pruebas de variación de presión. Los resultados se comparan con 

soluciones obtenidas de funciones probadas en el trabajo desarrollado por 

Solares, posteriormente se prueba el caso de Yacimientos Naturalmente 

Fracturados, en el trabajo desarrollado por Rodríguez y Cols. 

Por lo anterior, de la comparación de resultados de ambas fuentes y los 

obtenidos por el invertidor numérico, se considera la necesidad de utilizar 

dicho algoritmo como una nueva opción para la solución del modelo 

establecido. Se observa que las soluciones obtenidas mediante la aplicación 

del método propuesto, son de gran confiabilidad , mostrando en algunas 

ocasiones porcentajes de error muy pequeños (cercanos a cero) en 

comparación con las soluciones obtenidas por otros métodos de inversión 

que se consideran en el trabajo de Solares. 

v 



Capítulo 1 

CAPíTULO 1 INTRODUCCiÓN 

Actualmente, una parte importante, tanto de la producción de hidrocarburos, 

como de las reservas a niveles mundial y nacional , se encuentran en yacimientos 

naturalmente fracturados 13,26" (YNF), también conocidos como yacimientos de doble 

porosidad. En México, los conceptos correspondientes son alrededor del 90 y 70%, 

respectivamente. 

Los yacimientos de este tipo se componen de bloques de matriz y fracturas, en 

los que en forma general , el flujo de fluidos se realiza de los bloques, que poseen baja 

permeabilidad , a las fracturas que son canales altamente conductivos28. 

En este tipo de yacimientos , la respuesta de la presión está constituida por tres 

períodos de flujo 1,19,29,28 : el primero tiene un comportamiento de yacimiento 

homogéneo y corresponde sólo al sistema de fracturas , ya que a tiempos pequeños 

los bloques de matriz no contribuyen a la producción , debido al contraste de 

permeabilidades entre ambos sistemas de porosidad ; el segundo período, llamado 

zona de transición , describe el flujo de fluidos de los bloques de la matriz hacia el 

sistema de fracturas y, finalmente , el tercer período, que inicia cuando la variación de 

presiones entre ambos sistemas es similar, presentándose nuevamente el 

comportamiento de un yacimiento homogéneo (debido a la expansión total del 

sistema matriz-fracturas). 

Por diversos estudios ,1 9,21,26 se ha mostrado la no uniformidad en la intensidad 

de fracturamiento en muchos yacimientos , que da lugar a una variación en el tamaño 

de los bloques. 

* Referencias al fina l. 



Capítulo 1 

Debido a lo anterior, es conveniente desarrollar un modelo que considere la 

variación del tamaño múltiple de bloques y la contribución de fluidos al sistema de 

fracturas, que refleje de manera adecuada la realidad en este caso. 

Diversos autores han estudiado el comportamiento de estos yacimientos , 

mediante pruebas de variación de presión, pero en la mayoría de los trabajos 

publicados, 1-3,7,16,17,24,27 se supone un solo tamaño de los bloques. 

Cinco, Samaniego y Kuchuk20
, fueron los primeros en presentar un trabajo en el 

que se considera el tamaño múltiple de los bloques de matriz. Por otra parte, 

Rodríquez49 desarrolla en su tesis doctoral, un modelo para obtener la respuesta de la 

presión tomando en cuenta la variabilidad del tamaño de los bloques, tanto para 

distribuciones discretas como para distribuciones continuas. 

El propósito de estas tesis es realizar un análisis comparativo entre los 

resultados obtenidos por Rodríguez, de la presión adimensional pwD a partir de la 

solución del problema en el espacio de Laplace, aplicando el algoritmo de Stehfeseo 

para realizar la antitransformada, y los resultados obtenidos utilizando el algoritmo de 

De Hoog y Cols. 32
, que para nuestro conocimiento, no ha sido aplicado en el 

análisis de pruebas de variación de presión. 

El programa se corrió en MATLAB, que es un sistema interactivo y con lenguaje de 

programación para cómputo científico y técnico , cuyo elemento básico es el uso de matrices, 

además de que es una potente herramienta de cálculo matemático que ofrece una amplia 

capacidad para la generación de gráficas. Su uso se debe a que se dispone de una subrutina 

(INVLAP), que se obtuvo a través de búsqueda electrónica (internet), y que nos permite 

realizar la inversión numérica de la Transformada de Laplace al espacio real con una 

excelente aproximación al comparar los resultados con las soluciones analíticas de funciones 

disponibles. 

2 



Capitulo 2 

CAPíTULO 2 YACIMIENTOS NATURALMENTE FRACTURADOS 

2.1 Introducción 

Un yacimiento corresponde con la porción de una trampa geológica 

que contiene hidrocarburos, la cual se comporta como un sistema 

interconectado hidráulicamente. Los hidrocarburos ocupan los poros o 

espacios de la roca almacenadora y están a alta presión y alta temperatura, 

debido a la profundidad en la que se encuentra el yacimient050*. 

Un yacimiento naturalmente fracturado (YNF)41 , es un sistema 

formado por poros intercomunicados y canales , donde los poros forman el 

sistema de matriz y los canales el sistema de fracturas , extendiéndose a 

través del yacimiento. El sistema de fracturas podrá desarrollar una 

superficie de contacto considerable con el sistema de matriz y así drenar 

fácilmente los fluidos contenidos hacia los pozos; por lo anterior, un 

yacimiento de este tipo puede identificarse en la etapa inicial de producción, 

pero su confirmación sólo es posible después de un período relativamente 

largo de su vida productiva 1. 

Los yacimientos naturalmente fracturados pueden clasificarse41 en dos 

grandes grupos, basados en la contribución de la matriz y de las fracturas a 

las reservas recuperables : 

1) Las reservas recuperables están principalmente en las fracturas . Este 

grupo de yacimientos fracturados tiene muy baja porosidad y/o 

permeabilidad en la matriz. 

2) Las reservas recuperables están principalmente en los bloques de 

matriz. En este grupo, las fracturas poseen una gran superficie de 

. Refe rencias al fin al. 

3 



Capitulo 2 

contacto con los bloques de matriz, aumentando la comunicación 

entre los mismos y el pozo, elevando así la contribución de las 

reservas totales. 

Las características principales de los Yacimientos Naturalmente Fracturados 

son : 

1. Pérdida de lodo: en la etapa de perforación se pueden detectar zonas 

ladronas. 

2. Alto índice de productividad : el límite inferior de productividad de un pozo 

es de aproximadamente 500 (bl/día-lb/pg2) o mayor, mientras que una 

productividad de 1000 es poco usual. La principal contribución de flujo al 

pozo es a través de las fracturas (probablemente más del 95% del flujo 

total). 

3. Gradiente de presión: el gradiente de presión horizontal en el yacimiento 

y en la cercanía al pozo es muy pequeño, debido a la alta permeabilidad 

del sistema de fracturas . 

4. Composición uniforme de fluidos : debida al movimiento de convección 

de los fluidos en la fractura . 

5. Nivel agua-aceite uniforme: el nivel agua-aceite puede mantenerse 

uniforme a través del yacimiento o al menos en una región del mismo 

cuando se tiene un yacimiento grande. 

6. Relación gas-aceite: disminuye durante la historia de producción del 

yacimiento, ya que el gas producido por la roca fluye al casquete de gas 

a través de las fracturas . 

7. La relación agua-aceite es principalmente una función de gasto de 

producción. 

8. Existe una pequeña diferencia de presión entre la presión de las 

fracturas y la presión de la matriz. 

4 
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Las fracturas naturales que se encuentran en los yacimientos , fueron 

formadas por esfuerzos internos sobre las formaciones , debidos a 

movimientos tectónicos de la corteza terrestre durante cierta etapa 

geológica . 

Cuando los depósitos están sometidos a esfuerzos demasiado grandes, 

tienden a plegarse y si los esfuerzos continúan, las rocas ya no son capaces 

de plegarse, por lo que se originan las fracturas . El fracturamiento puede 

originarse por esfuerzos verticales o por compresión. Este tipo de fracturas 

puede encontrarse en formaciones profundas. 

La geometría y distribución de los bloques de matriz, es uno de los 

principales factores a considerar en la evaluación de un yacimiento 

fracturado. Por lo anterior, existen diversos métodos para la determinación 

de estos factores: 

1. Estudios de afloramientos: es posible dar una estimación acerca del 

tamaño de bloques y la orientación de la fractura si se dispone de 

suficiente información geológica y de registros geofísicos para una 

adecuada interpretación . 

2. Medidores de flujo : al realizar un estudio de medición de flujo en un 

pozo, con o sin TR, la distancia entre las fracturas puede 

determinarse, así como la distribución relativa de cada una de las 

fracturas por medio del registro de los gastos. De esta información se 

puede determinar el tamaño relativo de la fractura y de los bloques. 

3. Gradiomanómetro: herramienta que mide el gradiente de presión en 

el pozo , por medio de la diferencia de presión entre dos puntos, 

usando un dispositivo especial sensible a la presión . La localización 

de las fracturas puede detectarse debido a un desequilibrio en la 

presión causada por el incremento en el gasto que proporcionan las 

fracturas . 

5 
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4. Resonancia magnética: se obtiene con un equipo que opera de 

manera similar al utilizado en el diagnóstico médico. La limitación del 

equipo es la presencia del lodo en el pozo. 

5. Trazador: un trazador radioactivo es inyectado a la formación , 

seguido por la inyección de líquido sin trazador, utilizando esferas 

para limitar el volumen del trazador en las fracturas. El pozo es 

puesto a producción y la localización de las fracturas, así como el 

volumen de las mismas puede ser medido por un detector radiactivo. 

6. Interpretación de registros : en base a datos disponibles de registros 

de pozos que se hayan realizado, ya sea durante la perforación o en 

la etapa de producción, puede estimarse la distribución del tamaño de 

bloques que conforman el yacimiento , discontinuidades del mismo, ya 

sea por litología o debido a fracturas, además de la saturación de 

agua congénita , posible migración de fluidos, etc .. 

7. Difusión : cuando se tiene una disminución en la presión de burbujeo, 

debido a la convección de los fluidos en los bloques de matriz, el 

tamaño promedio de los bloques puede estimarse dentro de la 

columna de aceite, conociendo con anterioridad el coeficiente de 

difusión entre el equilibrio gas-aceite. 

2.2 Conceptos Fundamentales 

• Porosidacl'2 

Los sistemas de fracturas y de bloques de matriz, muestran 

porosidades completamente diferentes. Los espacios ocupados por las 

redes de poros , están definidos por sus volúmenes relativos : 
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Volumen relativo de fracturas v = volumen total!!ejractura~ 

,r volumen total de roca ' 

Volumen relativo de roca 
volumen total de la matriz 

volumen total de roca 

de las cuales se tiene que: 

además: 

tP = volumen de frac turas 
/ volumen de roca ' 

tP", = volumen poroso en matriz. 

volumen total de matnz 

En términos del volumen de muestra , se tiene: 

Fractura 
v 

tP V = 1'/ 
f 'f VII 

Matriz 

Capítulo 2 

(2 .1 ) 

(2 .2 ) 

( 2.3 ) 

( 2.4 ) 

(2 .5 ) 

La porosidad de la fractura , tPI ' es generalmente cercana a la unidad , 

pero su volumen relativo es muy pequeño; esto significa que en términos del 

volumen total de la roca , la porosidad de la fractu ra es muy pequeña (menor 

al 1%). 

La compresibilidad total de cada sistema es igual a: 

( 2.6 ) 

( 2.7 ) 
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de las cuales, epI y e 1'/1/ , son compresibilidades de las fracturas y de la 

matriz, respectivamente. 

La capacidad para cada sistema está definida por: 

C m = rpmVrmCl1II ,para la matriz 

con su almacenamiento adimensional : 

pe e = ---
[)", Cmhr; 

y para las fracturas : 

con su almacenamiento adimensional: 

pe e = - -
/i f e h,. 2 

J w 

(2.8 ) 

( 2.9 ) 

( 2.10 ) 

( 2.11 ) 

Para el yacimiento , tomado como un todo, la capacidad total es la suma 

de la capacidad de fracturas y la capacidad de la matriz: 

e 1+/1/ = rp.r Vf C'.r + rp", v", e"" ' ( 2.12 ) 

( 2.13 ) 

La porosidad de la fractura es generalmente insignificante, comparada 

con la porosidad de la matriz; sin embargo, no es común encontrar 

capacidades del mismo orden de magnitud. Esto es debido al alto grado de 

compresibilidad de las fracturas , e, l . 
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La compresibilidad de las fracturas , cn ! ' es generalmente de diez a 

cien veces mayor a la correspondiente a la matriz, C,,,,, . 

• Permeabilidacr2 

La permeabilidad de las fracturas es mucho más alta que la 

permeabilidad de la matriz, por lo que el flujo de fluidos hacia los pozos es a 

través de las mismas. Su valor puede determinarse mediante pruebas de 

pozos. 

Del análisis de una prueba de variación de presión, no se puede 

determinar la permeabilidad del yacimiento de forma directa, sino que sólo 

se obtiene el producto de la permeabilidad por el espesor de la formación , 

por lo que es necesario conocer el mismo para determinar la permeabilidad 

del yacimiento. 

En el caso de un yacimiento fracturado , es necesario conocer el 

espesor acumulativo de las fracturas, para determinar la permeabilidad 

intrínseca de las mismas. 

• Coeficiente de almacenamiento (w) 

Warren y Root1 mostraron que uno de los parámetros que controlan el 

comportamiento de un sistema de doble porosidad es "w", conocido como 

el coeficiente adimensional de almacenamient04
: 

( 2.14 ) 

por lo que: 
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( 2.15 ) 

de la cual , el almacenamiento de fracturas 13,19: 

( 2.16 ) 

almacenamiento de la matriz: 

tPlII C,m 
úJm = - _o I 

rpm e/m + f/J1 e, r ( 2.17 ) 

de lo anterior se tiene: OJf = I - OJ", ; 

con OJ = 1, el sistema se comporta como un yacimiento homogéneo. 

En yacimientos bajosaturados, la Ec. 2.17 calcula la cantidad de 

aceite producido por las fracturas, expresado como una fracción de la 

producción total. Los valores típicos de uOJ" están entre 0.001 y 0.5; en 

otras palabras, el coeficiente de almacenamiento define, en porcentaje, la 

contribución del sistema de fracturas con respecto al almacenamiento del 

yacimiento , por lo que relaciona los dos reg ímenes de flujo: el de las 

fracturas y el del sistema total. 

• Coeficiente de flujo matriz-fracturas ( A) 42 

Es otro de los parámetros introducidos por Warren y Root1
, que 

controla el comportamiento de un sistema de doble porosidad y que 

considera las permeabilidades de la matriz y de las fracturas . La relación 

con la cual los fluidos son intercambiados entre la matriz y el sistema de 
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fracturas , depende de dos factores: la geometría de los bloques de matriz y 

la relación de permeabilidades entre la matriz y fracturas 19,24: 

, k 
A =ar - '" 

11' k ' 
I 

( 2. 18 ) 

en la cual , a , es un factor de forma , que caracteriza la influencia de la 

geometría de bloques de matriz (tamaño y forma) sobre el intercambio 

matriz-fractura; a mayores valores de A, se facilita más el intercambio de 

fluidos en el sistema matriz-fracturas, debido a altos valores de km' O a 

valores grandes de a (pequeños valores de r ll1 , o "n" grandes): 

( 2.19 ) 

El rango más común para valores de A, están entre 1 0-4 Y 10-8 

El coeficiente de flujo indica cuando inicia el régimen de transición y 

es una función de la relación de permeabilidades entre los dos medios y la 

geometría de los bloques de matriz. 

• Difusividad hidráulica de la matriz ('1 ) 

k (do C ) r 1 
fII(I Y' f I W 

'7 = k (--;;:-----) h" 
fh re, 11/(/ ,;/(/ 

( 2.20 ) 

Es el parámetro que considera permeabilidades, porosidades y 

compresibilidades de bloques y fracturas , así como también el tamaño 

múltiple de bloques, y en donde : 

(rp c, ), = rp fh e,¡ + rp",h C,," ( 2.21 ) 
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• Función Densidad de Probabilidad (FDP/6 

La predicción de la respuesta de presión de un yacimiento , requiere 

que el tipo de distribución del tamaño de bloques de matriz , sea supuesto o 

conocido. 

Cuando se selecciona una FDP, la intensidad de fracturamiento 

puede inferirse de los datos de presión registrados durante el estudio. Dos 

tipos de FDP se utilizan para representar la variabilidad del tamaño de 

bloques de matriz en un YNF: la exponencial y la lineal. 

La distribución implica la intensidad de fracturamiento, y a medida que 

este se incrementa, el tamaño de los bloques disminuye y la FPD, 

representada por p(h) , tiende al tamaño pequeño de bloques. Cuando el 

fracturamiento se hace uniforme, Fh->1 y p(h) disminuye. Cuando el 

fracturamiento no es uniforme, Fh->O, y p(h) aumenta. 

La FDP exponencial está dada por: 

h = a~a",, ) 
p( ,, ) - al·, - a ' 

e - e 
( 2.22 ) 

en la cual " a " es la constante exponencial. 

La FDP lineal está determinada por: 

mhIJ +b 
p(h,,) = ( - ,-)- - , 

O. 5m 1- F,,- + b{! - F,, ) 
( 2.23 ) 

en la cual, " m " es la pendiente y " b ", la ordenada al origen en una gráfica 

de p (h) vs. ho. 
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Una FDP debe ser positiva y tener un área igual a la unidad . Cuando 

m=O (FDP lineal) o cuando a=O (FDP exponencial) , ambas se reducen a la 

distribución rectangular: 

(h)- J 
p /) - I -F 

lo 

y cuando m ó a----+O, la distribución se reduce a : 

( 2.24 ) 

La distribución Delta Dirac, describe fracturas perfectamente 

ordenadas, como en el modelo de Warren y Root1
. La distribución 

rectangular, sin embargo, representa fracturas que están desordenadas con 

un tamaño continuo de bloques de matriz , teniendo la misma probabilidad 

de presentar tamaño mínimo, hmin , a tener el tamaño máximo, hmáx ' 

2.3 Análisis de Períodos de Flujo42 

Cuando un yacimiento naturalmente fracturado es puesto a 

producción , se presentan tres períodos de flujo, uno después de otro, con 

características especiales cada uno de ellos: 

- Primer Período: Flujo de las Fracturas 

Al inicio de la producción, las fracturas aportan fluidos al pozo, debido 

a su alta permeabilidad : durante este período, el yacimiento fracturado se 

comporta como un yacimiento homogéneo, con una k¡ y una el-

Cinco y Cols.19
, en su modelo desarrollado, determinan que para 

pequeños valores de ID, la contribución de los bloques de matriz es 

insignificante y el fluido producido se debe principalmente a la expansión del 
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mismo en la red de fracturas. Bajo esta condición consideran que el daño 

tiende a infinito y la transformada de la presión adimensional es: 

( 2.25 ) 

similar a la solución para flujo radial en un sistema homogéneo; esto es, si 

se consideran grandes valores de r D: 

( 2.26 ) 

La caída de presión en el pozo, para valores prácticos de ID es: 

( 2.27 ) 

ecuación que describe el comportamiento de la recta en una gráfica 

semilog . Las Ecs. 2.26 y 2.27 determinan el comportamiento de presión en 

el período de flujo dominado por la red de fracturas . 

Curvas Tipo. 

Las variaciones de presión durante este período de flujo , pueden 

describirse por medio de curvas tipo para yacimiento homogéneo, aunque la 

producción de fluidos se debe principalmente al aporte de las fracturas : 

( 2.28 ) 
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Análisis Convencional 

Si el almacenamiento del pozo termina en el inicio del período de 

transición, el flujo hacia las fracturas corresponde a la recta semilog con la 

ecuación: 

8qB~ [ k, J p ; - p,,¡ = h .- log t + log --r 2- - fJ + 0.87S , , e, ~ .,. ( 2.29 ) 

en la cual : 

8 = 162.6 f3= 3.23 en unidades prácticas. 

Derivada 

La estabilización a un valor de 0.5 de la derivada de la presión 

adimensional, corresponde a la primera recta semilog , aunque casi nunca 

se observa. El efecto de almacenamiento es en ocasiones muy grande 

como para permitir la observación . 

Segundo Período: Zona de Transición 

En este período, la matriz de roca inicia su contribución a la 

producción, aportando fluidos al sistema de fracturas. 

Un análisis del agotamiento de aportación de los bloques de matriz en 

un sistema fracturado, muestra que después de un período de flujo 

transitorio, se establece en los bloques de matriz un régimen 

pseudoestacionario. 
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En la literatura sobre YNF, se proponen dos aproximaciones para 

describir el flujo matriz-fractura: 

1. El modelo de Warren y Root1
, que considera un flujo interporoso bajo 

régimen pseudoestacionario, y 

2. El modelo propuesto por De Swaan29
, que supone un flujo bajo 

régimen transitorio. 

El efecto de almacenamiento del pozo puede ocultar el período de 

transición ; sin embargo, cuando el período de transición es visible, es 

caracterizado por la declinación típica de la derivada: 

Flujo de las 
Tra nsición 

Fluj o de la 
Fracturas Matriz + f racturas 

ó Co exp{2S)t 

o 
a. 

o 
o 

o 

E - - -------
.... -

Co exp{2S\t.rn ~-

~ 
- .... 

" , 
'\ 

\ - -- -- -- -
\ -" 
'\ -" 

..... --

'Tig. 2.1 Períodos de ¡rujo en un rtN'F. 

La posición y la amplitud de la declinación de la curva , dependen de 

la facilidad del flujo matriz-fractura (A), y del coeficiente de almacenamiento 

(w) . 
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Influencia del parámetro A: intercambio matriz-fractura . 

El flujo matriz-fractura es caracterizado distintamente, dependiendo 

del modelo utilizado para describirlo. 

-Modelo pseudoestacionario 18 

Otro tipo de modelo de doble porosidad, considerado por De Swaan , 

que hace uso de las curvas tipo en términos de las curvas componentes 16, 

la familia de curvas (3', que son semejantes a las curvas CI) e2
, para un 

medio homogéneo. 

El flujo matriz-fractura es caracterizado por el parámetro A: 

, k 
A =a r - '" 

11' k I 

r 
(2 .30) 

o por el parámetro A e 2
.\, cuando se utiliza el radio efectivo del pozo: 

-Modelo para flujo transitorio 18 

En este modelo, el flujo no sólo depende de A, sino también de la 

geometría de los bloques de matriz, medidos por el parámetro (3 ': 

(c 2') 
/3' = a ~ l+m 

A e -2.. ' 
( 2.31) 

en donde "o " depende de la geometría de los bloques de matriz. Para 

estratos 0= 1.8914 y para bloques cúbicos o esféricos, 0= 1.0508 . 
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En una gráfica lag-lag de PD vs I/) { , para el flujo transitorio, se tiene / c/) 

que casi no existe diferencia entre ambos valores de "a ", para el mismo 

valor de A. En la misma gráfica se puede ver que existe una amplia 

diferencia entre los modelos pseudoestacionario y transitorio : 

La curvatura de la derivada es más acentuada con el modelo 

pseudoestacionario 

Con el modelo transitorio, la derivada se estabiliza a un valor de 0.25, 

es decir, la mitad del valor observado durante el flujo matriz-fractura. 

o 
o. 

o 

o 
o 

- - - - - - - --- - -
.... ::::. _ 3 planos de frac tura, transitorio /--, 

~\' J 1 plan o de frac tura, transito ria 
\.. I ,. __ --- _ 

\ ~ ... - - T , --...... -, _/ _ -

'FiO' 2.2 q ráfica [oO-CoO áe pro 'VS I /) { , para ¡ [ujos transitorio y pseuáoestacionario. ¡ c/) 

Influencia del parámetro úJ 

El coeficiente de almacenamiento es el parámetro que considera el 

contraste de capacidades existentes entre las fracturas y el sistema total 

matriz-fracturas (yacimiento): 
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'Fig. 2.3 Injluencia de w, para e( modero pseudoestacionanó. 

Capítulo 2 

( 2.32 ) 

En la Figura 2.3 se muestra la influencia de úJ en una curva tipo y su 

derivada para los modelos de flujo matriz-fracturas. El almacenamiento del 

pozo es despreciable a fin de destacar el efecto de parámetro úJ. 

Con el modelo para régimen transitorio, la declinación de la curva 

derivada se estabiliza a un valor de 0.25. Con el modelo 

pseudoestacionario, a menor valor de úJ, más acentuada es la declinación 

de la curva . 

- Tercer Período: Flujo matriz-fracturas18 

Una vez que el período de transición finaliza , el yacimiento fracturado se 

comporta como un yacimiento homogéneo. 

Curvas tipo 
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Las variaciones de presión durante este flujo, están descritas por curvas 

tipo para un yacimiento homogéneo, correspondientes a C" eh = en e2' 
¡ . ", 

Análisis Convencional 

El flujo total matriz-fractura, corresponde a una recta semilog paralela a 

la que se observa al inicio de la producción : 

( 2.33 ) 

b = 162.6 fJ = 3.23 en unidades prácticas. 

Derivada 

La segunda recta semilog, corresponde a la estabilización a una recta 

de valor 0.5, de la derivada la presión adimensional. 

En el modelo establecido por Cinco y COls19
. , determinan que para 

tiempos grandes, la expansión total del sistema contribuye en la producción 

de fluidos y el flujo en la matriz-fracturas, alcanza una condición de estado 

pseudoestacionario , bajo esta condición : 

( 2.34 ) 

La inversión de Laplace de esta ecuación , es la solución para flujo 

radial en un yacimiento homogéneo infinito, la cual para valores grandes de 

rD , produce la solución fuente lineal : 
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( 2.35 ) 

Para valores prácticos de tiempo, la presión en el pozo está dada por: 

I 
p ",f) = . (lnl f) +0.80907) , (2 .36) 

2 

la cual es la ecuación de una recta semilog . Las Ecs. 2.27 y 2.36, son 

similares, excepto por el parámetro aJ . 

2.4 Análisis Convencional 44,12 

Los métodos convencionales de análisis de pruebas de variación de 

presión , se desarrollaron en los años treintas del siglo pasado, y 

permanecieron como los únicos disponibles, hasta los años setentas; 

consisten en la identificación de diferentes períodos de flujo mediante el 

registro de incremento o decremento de presiones del yacimiento en 

estudio. 

Pruebas de decremento de presión . 

La etapa ideal para efectuar una prueba de decremento de presión 

es el inicio de la explotación del yacimiento. A partir de esta prueba, se 

pueden obtener valores de parámetros tales como la permeabilidad de la 

formación , k, el daño , S, Y el volumen drenado del pozo, entre otros. La 

ventaja de la realización de la prueba es que no hay cierre del pozo, pero 

con la desventaja de la dificultdd de mantener un gasto constante de 

producción para su desarrollo. 
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La ecuación que describe la variación de la presión contra el tiempo y 

distancia al pozo, después de ser abierto a producción a un gasto 

constante, es : 

P. - p( ) = - q Bji E(- _~2 -J 
' r .l 47r kh ' 4 r¡ t' 

en donde r¡ = _ k _ , es la constante de difusividad hidráulica. 
rjJ jiC, 

(2.37 ) 

Considerando que se puede utilizar la aproximación logarítmica 

evaluando en r = r,.., con log10, unidades del sistema inglés e incluyendo el 

factor de dañ045
: 

Pi - PHi = 162.6 q::, ( 10g t + log rjJ k . 2 - 3.23 + 0.87 sJ ' 
jic, ' .. 

o en forma adimensional : 

1 
PI)= (int o +0.8 1+2S) . 

2 

( 2.38 ) 

( 2.39 ) 

Donde PIJ es la presión adimensional durante la prueba de 

decremento y t IJ es el tiempo adimensional ; t /) = 0.000264 - ~ ót . 
rjJ jiC, rw 

De lo anterior, se puede observar que la presión de fondo fluyendo 

varía linealmente contra el tiempo, en una gráfica semilog . 

Si la presión medida en el fondo del pozo es graficada contra el tiempo, una 

línea recta de pendiente " m " se presenta , una vez que los efectos de 

almacenamiento han finalizado : 

de aquí de tiene: 

m = 162.6 qB¡~, 
kh 

( 2.40) 
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k h = 162.6 qB~ ( 2.41) 
m 

El valor del daño, generalmente es calculado utilizando el valor de la 

presión a una hora sobre la recta semi-Iog; para este punto lag t = O: 

s = J.1S[ P-,- - PII, - lag k 2 + 3.23J . 
m i/JJ.lC, r" 

( 2.42 ) 

El valor de Plh sobre la recta semi-Iog, no debe ser un valor 

interpolado sobre los puntos. Como se observa en la Fig. 2.4, después de 

una hora, los datos pueden ser afectados todavía por el efecto de 

almacenamiento del pozo. En este caso, no se verifica la ecuación de línea 

recta semi-Iog. 

'¡¡¡ 
o. 
o. 

o 
o 
<D 
N 

. . . .. 

. ... 

......................... 

,~ t horas 

fFig. 2.4 Prue6a efe efecremento efe presión. 

Prueba de incremento de presión. 

Las pruebas de incremento son ampliamente tratadas en la 

literatura41
,42,45 Se realizan para conocer las propiedades del yacimiento y 

las condiciones del pozo. 
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Presentan la desventaja de que se tiene que cerrar el pozo, además 

de que hay dificultad para mantener un gasto constante antes del cierre (si 

existe una variación del 20% o más en el gasto, se utilizan métodos de 

análisis de gasto variable). 

Para una prueba de incremento de presión, se recomienda45 hacer el 

análisis con la gráfica log-Iog para evitar el riesgo de una mala identificación 

de la porción recta de la gráfica. 

• Método de Horner 

Gran parte de la información de pruebas de pozos, proviene de la 

interpretación del registro del incremento de presiones. 

Las pruebas de decremento de presión son muy limitadas, ya que se 

presentan fluctuaciones en el gasto de producción, que generan variaciones 

en las presiones, y que por lo general , son mayores al final de la prueba, 

mientras que al inicio se deben al cambio de gastos. 

Para un gasto cero, que corresponde a una prueba de incremento de 

presión, no se origina este problema. 

p 
: "--.---- pws{t-\t} , 
I 
I 
I 
I 

'Tig. 2.5 Prue6a áe incremento áe presión. 
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En la Fig. 2.5, Pu¡ (I) es la presión de fondo fluyendo al inicio de la 

producción ; p", (61 )es la presión durante el incremento de presión , contando 

el tiempo desde el inicio de producción , hasta el cierre del pozo, 1,,; se 

cumple que: 

El incremento de presión se analiza utilizando el principio de 

superposición45
: 

6n(I) =q¡pBp (1) + (q¡- q¡ )p B p (1 _ 1 ) 
'r 27rk h ¡¡ 27rk h D ¡ 

en este caso, q¡=q; q2= O; t-t¡ =¿Jt=t-tp ; t = tp + ¿J t , entonces: 

6p(I ,+6t}= qBp p ¡¡ &,,+ 61)- qBp p /) (61) , 
I 27rkh 27rkh 

( 2.43 ) 

( 2.44 ) 

( 2.45 ) 

Considerando que se puede utilizar la aproximación logarítmica, usando 

10glO y unidades del sistema inglés, se tiene: 

qBp 1" +61 
p; - P .. .(6t) = 162.6 - log - - . 

. kh 6t 
( 2.46 ) 

Esta ecuación muestra que la presión varía linealmente contra 

! + 6 1 
log "- Si el valor de la presión, medida en el fondo del pozo, es 

6! 

! +6! 
graficada contra log " - , en una gráfica semi-lag , una vez que el efecto 

61 

de almacenamiento ha finalizado , se presenta una recta de pendiente u m u: 
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m = 162.6 qBI!... 
kh ' 

kh = 162.6 gBJ..l . 
m 

El daño, puede calcularse de la diferencia entre: 
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( 2.47 ) 

( 2.48 ) 

- el valor de la presión registrada después de una hora de incremento 

en la recta semi-lag: 

qBJ..l ( ) Pi - PI" = 162.6 ~ lag /" + 1 , 
kh 

( 2.49 ) 

Al inicio de la prueba, la cantidad de fluido producido antes del cierre 

es generalmente despreciable en comparación a la cantidad de aceite 

almacenado. 

Si la presión de incremento fuera aumentando indefinidamente, la 

presión de fondo se igualaría a la presión inicial del yacimiento . 

La presión inicial del yacimiento puede leerse sobre la curva de incremento 

/ + 6./ 
de presión para 6./ = <Xl, es decir: -"-- = 1, como se observa en la Fig . 2.6. 

6.1 

El valor de presión estimado es conocido como presión extrapolada o 

p' , como esta en la Fig . 2.6, Y es igual a la presión inicial del yacimiento en 

la mayoría de las pruebas. 

- y el valor de la presión al cierre: 

p-p Al )=162.6
qB

J..l(IOgl +log _ k_ 1 -3.23+0.87SJ ; 
, ... l' kh l' I/JJlc¡r", 

( 2.50 ) 
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restando las dos expresiones, término a término, se obtiene: 

S =II S[Plh - p",r(I,, ) l 1,,+ 1_ 1 ~ - '2'J . + ag og 2 + J. J . 

m ' " rpj../c,r.,. 
( 2.51) 

El término 1 I p+ 1 og ¡;;-- es generalmente despreciable, comparado con los 

otros términos. 

= = N 
N 

--. " . .. .. . . .. 

'Fig. 2.6 Presión medida en e[ fondo de[ pozo, una vez jinafizado e[ efecto de a{macenamiento . 

• Método MDH 

Este método muestra que las presiones varían linealmente contra el 

1, +I'J.I 
lag I -- . Si tp es muy grande, comparado con I1t: 

I'J.t 

t + I'J. t 
lag " I'J.t "" lag t" - lag I'J. 1 , 

por lo que usando este resultado: 

qBj../ ( ) 
P· -P =- InI'J. I - ln l 

I "1 47r k h " 
( 2.52 ) 
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Mi ¡~PMDH 
- - -- ---~--~-~-~l- - -- - - ---. -----

Cf"ig. 2.7 'Métoáo 'Mi[)J{ 

La diferencia entre /).P y /).PMDH, es despreciable cuando /).t es 

pequeña, comparada con tp ; es decir, al inicio del incremento y después de 

un período grande de producción a gasto constante: 

de la cual : 

m = 162 .6
qB

¡.¡ 
kh 

kh = 162.6 qBJI 
m 

5 _ 11 S(Plh - P»f(tJ I k "2"J - - --- - og - + J J 
. m ~¡.¡ ~~" 

( 2.53 ) 

( 2.54 ) 

( 2.55 ) 
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Capítulo 2 

La ventaja del método es la facilidad ; sin embargo, tiene dos 

desventajas: no se puede utilizar para encontrar la presión extrapolada y 

sólo puede usarse para valores de Ó,t que son pequeños, comparados con 

El uso del método convencional para el análisis de pruebas de pozos 

tiene las siguientes desventajas: 

- Algunas veces es difícil diagnosticar el flujo; en estos casos no es 

posible una interpretación convencional , debido a que la línea recta 

existe sólo si los flujos son separados. 

La interpretación sólo considera los puntos localizados sobre la línea 

recta ; los puntos correspondientes a la transición entre flujos no se 

utilizan , por lo que solamente una pequeña porción de datos se 

utilizan en el análisis convencional. 

- Algunas veces es difícil ajustar la línea recta ; en algunas 

interpretaciones, varias rectas se pueden presentar, por lo que se 

hace difícil determinar la recta de mejor ajuste que corresponde al 

análisis. 
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2.5 Análisis Mediante Curvas Tipo42 

Las curvas tipo que se utilizan para analizar pruebas de variación de 

presión en YNF, fueron desarrolladas por Greengarten 16, Bourdet y Cols.24
, 

que reflejan el comportamiento de la presión en el yacimiento . 

Existen dos clases de curvas tipo, adaptadas al flujo matriz-fracturas: 

para flujo pseudoestacionario y para flujo transitorio, en las cuales se tienen 

varios puntos en común con las curvas tipo para yacimientos homogéneos: 

Escala lag-lag 

Ejes coordenados PD vs lo!/: 
j <- o 

- Cada una de las curvas que las compone, tienen un valor 

característico de e oe l
.') . 

Las curvas tipo para yacimientos fracturados, tienen un juego extra de 

curvas que muestran el comportamiento del yacimiento durante el flujo 

matriz-fracturas (ver gráficas al final del capítulo) : 

• Ae-l S 
, 

• {JI , 

Para modelo pseudoestacionario 

Para modelo transitorio. 

Pasos para el ajuste mediante curvas tipo: 

El método de interpretación es similar al que se utiliza para un 

yacimiento homogéneo y consiste de los siguientes pasos: 

1. Graficar los datos de presión en un papel que tenga igual escala que 

las curvas tipo 

2. Deslizar la gráfica , manteniendo los ejes de forma paralela , sobre la 

curva tipo que se ajuste mejor a la curva de los puntos graficados: 
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Para los primeros puntos, al inicio de la producción , se tiene una 

curva debida a la producción de las fracturas , la curva tipo e/)e 2S
. 

Inmediatamente después, se tiene en la zona de transición , una curva 

k -2S para flujo pseudoestacionario, o una curva {3 ' para flujo 

transitorio , para los puntos intermedios, que corresponden al período 

de transición . 

Posteriormente se tienen los últimos puntos, para una curva ef)e 2S
, 

correspondientes al flujo total matriz-fractura. 

3. Anotar los valores correspondientes de ene 2S ,y k -2S (en su caso [3'). 

4. Anotar las coordenadas del punto de ajuste elegido " M " para 

ambas gráficas (p/) vs I¡{J Y (~p vs ~t) . 

Interpretación 

Permeabilidad 

La razón de proporcionalidad entre coordenadas PD y ó.p del punto 

"M", es utilizado para determinar el producto k¡ h del yacimiento: 

k¡ h = 141.2QBjl ((Pf)))M, 
~p M 

( 2.56 ) 

de la cual , se puede obtener la permeabilidad de las fracturas, dividiendo el 

producto kjl por el espesor neto del yacimiento . 

- Almacenamiento del pozo 

El factor de proporcionalidad entre las coordenadas 17 e/) y ó.t del 

punto de ajuste "M", es utilizado para determinar el almacenamiento del 

pozo: 
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C = O . O~02~ k r h (61 )~'I 

P (In/' ) 
/ en M 

( 2.57 ) 

Coeficiente de almacenamiento ú) 

El valor de Cne2
.\ de los primeros puntos, etapa inicial, y de los últimos 

puntos graficados, etapa final , corresponden a las curvas (CIJ e h t y 

(Cn e
2
' )r+m' respectivamente. 

La relación entre estos dos valores, determina el coeficiente de 

almacenamiento (contraste de capacidades entre el yacimiento y las 

fracturas)7,18: 

( 2.58 ) 

Daño 

El valor de la curva tipo de los últimos puntos graficados, 

corresponden al valor de (CI) e2
' )r+m ' del yacimiento. 

La capacidad Cm de la matriz, puede determinarse, al igual que en un 

yacimiento homogéneo, por registros de pozos y análisis de núcleos. La 

capacidad del yacimiento, puede obtenerse utilizando el valor de la ú) 

calculada por: 

por lo que: 

Cl 
úJ= -

( '/ +111 

C Cm 
f+m = ," ­

- úJ 

( 2.59 ) 

( 2.60 ) 
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Una vez que el almacenamiento del pozo se ha determinado, se 

calcula: 

e = 0.89 e 
",.. C h r 2 

1 +111 W 

(2.61 ) 

Los valores de C""m y de (c" eZ' L", se utilizan para calcular el daño 

en el pozo: 

(c 2, ) 
s=1 1n "e J +'" 

2 C"f' . 
( 2.62 ) 

- Parámetro matriz-fractura 

El valor de la curva Ae-2S
, de la zona de transición , es utilizado para 

determinar el parámetro A, que caracteriza la facilidad de intercambio que se 

presenta entre la matriz y las fracturas: 

( 2.63 ) 

En el modelo transitorio, las curvas de transición están especificadas por 

[J': 

(c e2
' ) 

[J '= a /) -~'!.! 
, -2, ' /Le 

( 2.64 ) 

en donde "a ", depende de la geometría de los bloques de matriz; para 

estratos (n=1), a=1 .89; para cubos (n=3), a=1 .05. 

a(C e2S
) e 2S 

A = ~ { + m __ . 

[J' 
( 2.65 ) 

33 



Capítulo 2 

Limitaciones de curvas tipo para yacimientos fracturados . 

Pueden utilizarse directamente, sólo si la historia de los gastos 

permite asumir que el flujo es en una sola fase (monofásico) . 

Pueden usarse directamente en pruebas de incremento de presión, 

de tal manera que antes del cierre del pozo, se tenga una producción 

a gasto constante, con un tiempo muy grande en comparación al 

tiempo de cierre. 

- Cuando la prueba de decremento de presión es de corta duración , el 

método de Agarwal y Cols.4 puede aplicarse, con las restricciones 

similares a las de un yacimiento homogéneo. El término del efecto de 

almacenamiento y el término del período de transición , deben 

alcanzarse durante el decremento, antes del cierre. 

2.6 Función Derivada42 

Las derivadas de curvas tipo , fueron desarrolladas por Bourdet y 

COls24
,25, para el análisis de pruebas de variación de presión en YNF. 

Dos clases de curvas existen , dependiendo el régimen de flujo matriz­

fractura : 

Régimen pseudoestacionari024
. 

Su interpretación tiene similitud con el procedimiento utilizado en 

yacimientos homogéneos. Del análisis de pruebas de pozos, los 

comportamientos que se encuentran con mayor frecuencia son el 

almacenamiento del pozo y el daño en el yacimiento. Las curvas son 

graficadas en escalas log-Iog , en términos de presión adimensional, PD, 
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contra tiempo adimensional , dividido entre el almacenamiento del pozo 

1 ").c' (ver Fig . 2.11): 
, " 

khb.p 
P" = ( 2.66 ) 

14 1.2q B ,LI 

t,,1 = O.000295khM (2 .67) 
l e" jie . 

Cada curva está etiquetada por el grupo adimensional en e2S 
, el cual 

define la forma de la curva: 

( 2.68 ) 

Para tiempos pequeños, todas las curvas parten de una curva de 

pendiente unitaria, correspondiente al flujo por el almacenamiento de las 

fracturas: 

derivando: 

p =t/) I 
" l e" 

dp" 

p" = d( 1" J = I 

e" 

( 2.69 ) 

( 2.70 ) 

Para tiempos grandes, las curvas corresponden al flujo radial , cuando 

los efectos de almacenamiento han desaparecido: 

( 2.71 ) 

derivando: 
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( 2.72 ) 

Desde el punto de vista práctico, es preferible graficar las curvas tipo 

para la derivada como P· (,I)( ) vs (' 1) / ): 
j) / e/) / ('/1 

. (, ) 6.( 6.p ' k h 
PD "JI) = 141.2 q Bji ( 2.73 ) 

Ver Fig . 2.12 

Inicialmente, debido al efecto de almacenamiento del pozo, la curva 

derivada correspondiente a CD e2S = l . Posteriormente, el flujo radial se 

presenta en el sistema de fracturas y la derivada alcanza la recta de valor 

igual a 0.5, marcándose una inflexión en la curva . El período de transición 

comienza y la derivada disminuye a lo largo de una curva etiquetada como 

(AC'~(I _ ú) )' hasta que alcanza un mínimo y posteriormente sigue la 

curva (AC~_ú)) , antes de retomar el valor de 0.5 de la recta 

correspondiente al flujo radial del sistema total C/)e~~m ' 

El período de transición está definido por las dos familias de curvas 

y (AC,% _ ú))' para el inicio y el término del período, 

respectivamente. 

El uso de la derivada de curvas tipo, revela sin lugar a dudas el 

comportamiento de doble porosidad del sistema , y define mejor los límites 

de sus tres regímenes característicos , por lo que aumenta la confianza en 

los resultados del análisis de pruebas de yacimientos fracturados. 
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- Régimen transitori025 

El régimen de transición es el modelo de doble porosidad considerado 

por De Swaan29
, y está descrito por la familia de curvas {J, las cuales son 

semejantes a las curvas para el sistema homogéneo ell e
2

\ , con la 

diferencia de que la presión y el tiempo están divididos entre dos (ver Fig. 

2.12). Como resultado, el sistema desarrolla una recta semi lag de 

pendiente 0.5 como la derivada para flujo radial. 

El grupo adimensional {J' está dado por: 

(e e2\ ) 
{J'= 8' D f +m 

A e-2\ ' 
(2 .74 ) 

de la cual : 

0'= 1.89 14 para estratos como bloques de matriz. 

En una gráfica9 lag-lag de p;) (¡{J vs '¡{" , se tiene la derivada de las 

tres curvas componentes : (e De 2S t para las fracturas , {J' para la zona de 

transición, y (ell e
2

.\ t+", para el sistema total matriz-fracturas. Para el 

inicio del comportamiento , se presenta la aportación de las fracturas, con 

una recta de pendiente unitaria; posteriormente una zona de inflexión o 

declive de la curva para la zona de transición, y finalmente , una recta 

con valor de 0.5, cuando se alcanza el flujo radial en el sistema. La curva 

de transición {J', obtenida por el reemplazo de la curva ef)e 2S por un 

factor de dos a lo largo de los ejes de presión y tiempo, presenta 

características similares a las utilizadas para flujo pseudoestacionario, y 

la derivada de 0.5 cambia al valor de 0.25. 

De acuerdo a lo anterior, la representación por medio de la 

derivada, muestra claramente la naturaleza heterogénea del yacimiento, 

por lo que se mejora el análisis de variación de la presión para un 
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yacimiento de doble porosidad, haciendo más fácil la identificación del 

comportamiento de transición . Adicionalmente, se utilizan las curvas 11 

"le/) (1 - ú) y, que muestran el término del período de transición, y la 

horizontal con valor de 0.5, que corresponde a la estabilización final 

alcanzada por el flujo matriz-fracturas. 
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Capítulo 3 

CAPíTULO 3 REVISiÓN DE LA LITERATURA 

3.1 Antecedentes 

En este capítulo , se comentan los trabajos en los que se toma en 

consideración la variación del tamaño de los bloques de los yacimientos 

naturalmente fracturados, además de algunos que pueden tomarse como 

complemento del tema en estudio. 

Modelo de Warren, J. E. Y Root, P. J .1> 

Ellos toman como referencia el trabajo previo de Barenblat y Cols ., del 

sistema de doble porosidad, para designar un yacimiento naturalmente 

fracturado y lo representan por bloques de caras rectangulares, limitados por 

una red ortogonal de fracturas uniformes y continuas. Consideran que el flujo 

de la matriz a las fracturas se presenta bajo régimen pseudoestacionario y 

hacen una relación del gasto de fluidos producidos con la diferencia de 

presión entre la matriz de roca y las fracturas. El flujo hacia el pozo es a través 

de la red de fracturas, actuando la matriz como una fuente que suministra el 

fluido. 

Describen los resultados de pruebas de decremento e incremento de 

presión , a través de la introducción de dos parámetros: " ú) ", conocido como 

almacenamiento fraccional de las fracturas y " A ", como coeficiente de flujo 

entre matriz-fracturas, estableciendo la existencia de tres períodos de flujo en 

una gráfica semilog de PD vs tD: el primero, exhibe un comportamiento de 

yacimiento homogéneo que corresponde solamente al sistema de fracturas, ya 

que a tiempos pequeños los bloques de matriz no contribuyen a la producción 

• Referencias al final. 
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debido al contraste de permeabilidades entre ambos sistemas de porosidad; el 

segundo período, llamado zona de transición , describe el flujo de fluidos de la 

matriz hacia las fracturas ; y el tercero, que inicia cuando la variación de 

presiones en la matriz y en las fracturas es similar, presentándose 

nuevamente un comportamiento homogéneo, debido a la expansión total del 

sistema matriz-fracturas. 

Modelo de Kazemi, H.3 y De Swan, A. 29 

El modelo establecido por estos autores, considera que el flujo matriz­

fracturas se presenta bajo régimen transitorio. Se toma en cuenta la 

posibilidad de que parte de la producción en el pozo provenga de los bloques 

y fracturas (considerando que el bloque es de baja permeabilidad, en 

comparación con la fractura). Suponen una configuración geométrica de 

matrices de bloques, separadas por fracturas horizontales, observando que el 

período de transición entre las rectas paralelas, se presenta como una línea 

recta . 

La respuesta de presión obtenida aplicando la integración numenca, 

Kazemi la compara con los resultados obtenidos por Warren y Root1
, 

concluyendo que el modelo de estos autores es válido en yacimientos con 

distribución uniforme de fracturas y con un gran contraste de capacidades de 

flujo entre la matriz y las fracturas. 

De Swan caracterizó el comportamiento de la presión del yacimiento 

naturalmente fracturado , utilizando los parámetros introducidos por Warren y 

Root: úJ, rt (difusividad hidráulica de la matriz) y Ajb (área de las fracturas por 

volumen de roca) y supone que los bloques de matriz son de un solo tamaño. 
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Modelo de Braster, en 

Analiza el tamaño de los bloques de matriz en la gráfica semilog de P D 

vs l D para el segundo período; es decir, en la zona de transición. Para el 

análisis considera dos modelos: (1) un yacimiento con bloques alternados, con 

espesor h, por fracturas, con espesor B2 , dispuestos de manera horizontal. 

Supone que la ley de Darcy es aplicable, tanto para el flujo en la matriz, como 

para el flujo en las fracturas, considerando flujo bifásico tomando en cuenta 

las compresibilidades de los fluidos, así como también la de la formación. La 

solución numérica que obtuvo fue para el gasto y potencial del pozo uniforme. 

El modelo (2) considera al yacimiento rodeado por una red ortogonal de 

fracturas de altura h y B de ancho, paralelas al eje del pozo. Para el estudio se 

calcularon las respuestas de una prueba de decremento de presión, 

considerando dos fracturas con espesor de 5.4 m y amplitud de 15.24 mm y 

diferentes valores de espesor de bloque: desde 1.1 hasta 5.5 m . 

De los resultados de ambos modelos, concluyó que por el rango limitado 

de los parámetros en consideración, la prueba de decremento de presión no 

proporciona una información real y confiable sobre el tamaño de bloques, es 

decir, la respuesta de presión no es lo suficientemente sensible a los 

diferentes tamaños de bloques. 

Modelo de Jalali-Yazdi, Y. y Ersaghi , 1. 20 

Desarrollan un modelo con el cual analizan la zona de transición 

observada en la gráfica semilog de P D vs lD, que presenta una pendiente 

característica entre las dos rectas paralelas. 

Su modelo está compuesto por dos estratos horizontales, cada uno con 

sus respectivos valores de porosidad , permeabilidad, compresibilidad, espesor 

y régimen de flujo , además de considerar tres variaciones del modelo en lo 
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que respecta al flujo: los dos estratos tienen flujo pseudoestacionario, ambos 

obedecen al flujo transitorio; el tercero implica que uno tenga flujo 

pseudoestacionario y otro flujo transitorio. 

La solución al problema se obtiene en el espacio de Laplace y se aplica 

el algoritmo de Stehfeseo como invertidor numérico (para transformarla al 

espacio real) . 

Modelo de Cinco L, H., Samaniego V. ,F. y Kuchuk, F.19 

Es el primer trabaja en el que se desarrolla un modelo analítico para 

estudiar el comportamiento de presión, en un yacimiento de doble porosidad, 

compuesto de bloques de matriz de tamaño múltiple uniformemente 

distribuidos a través del medio. 

El modelo de análisis lo consideran constituido por estratos, bajo ciertas 

condiciones: el flujo de fluidos hacia el pozo se realiza sólo a través de las 

fracturas, obedeciendo la Ley de Darcy, con gradientes de presión pequeños a 

través del yacimiento y efectos gravitacionales despreciables, además de que 

el sistema de fracturas se comporta como un medio homogéneo e isótropo. 

Asumen la existencia del flujo transitorio y establecen el modelo 

matemático en coordenadas cilíndricas para flujo radial en términos de 

variables adimensionales: rD , PID, ID , W, Y '7maDi (difusividad hidráulica 

adimensional de la matriz) , además del desarrollo de soluciones aproximadas 

para tiempos adimensionales pequeños (en los que el flujo de fluidos es 

dominado por la red de fracturas) , medianos (en el cual predomina el flujo 

lineal de los bloques de matriz) y grandes (en donde predomina la expansión 

total del sistema). 
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Se maneja un factor de daño que justifica la aplicación del modelo de 

flujo pseudoestacionario de Warren y Root 1 de la matriz a la fractura, y que se 

debe a la depositación de minerales en la cara de las fracturas , reduciendo la 

interacción entre las mismas y los bloques de matriz. 

La solución al modelo es evaluada utilizando el invertidor numérico de 

Stehfeseo, como solución a la Transformada de Laplace, encontrando que, 

diez términos en la serie del mismo, proporciona excelentes resultados . 

En su análisis concluyen que la naturaleza del tamaño múltiple de 

bloques en un yacimiento naturalmente fracturado, no se puede identificar sólo 

con el análisis del comportamiento de la presión; sin embargo, con la 

utilización de la función derivada es posible identificar la naturaleza del 

tamaño múltiple de bloques. 

Modelo de Belani,A. K. y Jalali-Yazdi , y .21 

Consideran que el flujo interporoso que se presenta en yacimientos 

naturalmente fracturados, se presenta a la variabilidad del tamaño de bloques, 

que es inversamente proporcional a la intensidad de fracturamiento. Analizan 

la respuesta de la variación de presión para distribución uniforme o 

rectangular, en la cual todos los tamaños de bloques tienen la misma 

posibilidad de existir en el medio fracturado, y para distribución bimodal de 

bloques, que se presenta cuando existen dos grupos predominantes de 

tamaño de bloques: uno de hma, a hma2 Y otro de hmaJ a hma4 . 

Real izan el análisis considerando flujos pseudoestacionario y transitorio 

para el modelo, además de que los resultados para la presión y su primera 

derivada pueden proporcionar la distribución del tamaño de los bloques, 

conjuntamente con otras fuentes de información como son los datos 

geológicos y registros geofísicos. Presentan la solución del problema en el 
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espacio de Laplace, introduciendo conceptos como PwD' x, g(s), para flujos 

pseudoestacionario y transitorio, hd , úl",o, úlJo , A (parámetro que considera el 

tamaño de bloques). Concluyen que la distribución del tamaño de bloques 

afectan de manera significativa la respuesta de la presión . 

Modelo de Johns, R.T. y Jalali-Yazdi, y .26 

Desarrollan un modelo analítico para cuantificar el comportamiento de la 

presión para un yacimiento naturalmente fracturado, con variación en la 

distribución del tamaño de bloques y daño interporoso, basándose en pruebas 

de decremento e incremento de presión. Utilizan una función de densidad de 

probabilidad (FDP) rectangular para estimar el tamaño de bloques de matriz, a 

partir de los datos de variación de presión, con el objeto de mostrar que las 

pruebas de decremento de presión y las de interferencia pueden proporcionar 

una indicación del grado de intensidad de fracturamiento y su uniformidad. 

El planteamiento del modelo parte de la ecuación de difusión para un 

yacimiento de doble porosidad, que incluye una distribución de probabilidad 

p(h) , aplicada a un yacimiento infinito que produce a un gasto constante; se 

establece la solución en el espacio de Laplace para una prueba de 

interferencia y para una de decremento de presión . Utilizan la función f (s) , que 

comprende los parámetros del yacimiento, además de la distribución del 

tamaño de bloques de matriz, como parte del argumento de la función de 

Bessel ; se introduce el efecto del factor de daño SiD' que es función de la 

distribución del tamaño de bloques de matriz. La solución en el espacio de 

Laplace, la transforman numéricamente con el algoritmo de Stehfeseo. 

Mediante la selección de una FDP, p(h) , se puede inferir la intensidad de 

fracturamiento, a partir de los datos de la prueba de presión, y se establecen 

las relaciones: 
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(3.1 ) 

( 3.2 ) 

Si el valor de F" tiende a la unidad, se tiene fracturamiento uniforme; si 

tiende a cero, se tiene un fracturamiento no uniforme. A medida que la 

intensidad de fracturamiento se incrementa, el tamaño de los bloques 

disminuye y p (h) tiende hacia bloques pequeños, mientras que si la intensidad 

de fracturamiento disminuye, p(h) , tiende hacia tamaño de bloques grandes. 

_ a( e-oh" ) 
p(h¡,) - I..-::;;~} Exponencial , 

\ e -e 
(3.3 ) 

( 3.4 ) 

Para incrementos positivos de los valores de " a " la intensidad de 

fractura miento se incrementa, aumentando la probabilidad de la existencia de 

bloques pequeños; por el contrario , para incrementos negativos de "a ", 

aumenta la posibilidad de la existencia de bloques de matriz grandes. Si m=O 

(lineal) o a=O (exponencial), la FDP se reduce a la distribución rectangular (o 

uniforme): 

( 3.5 ) 

La intensidad de fracturamiento determina la posición en el tiempo de la 

respuesta de presión , sin embargo, la uniformidad de fracturamiento afecta la 

forma de la respuesta de presión . 
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3.2 Estado actual de las investigaciones 

Hasta la fecha, sólo se han publicado tres investigaciones 19,21 ,26,49 en las 

que se considera el tamaño múltiple de bloques de matriz, para el estudio del 

comportamiento de la presión en yacimientos naturalmente fracturados, 

mediante pruebas de variación de presión. 

Se cuenta con un modelo analítico 19 que considera que los bloques 

están distribuidos uniformemente en un yacimiento de extensión infinita. De un 

estudio amplio para diferentes tamaños de bloques, se concluye que la 

variabilidad en el tamaño de los bloques no puede identificarse solamente a 

través del análisis de la presión. Se propone el uso de la función derivada 

como herramienta para identificar la variabilidad en el tamaño de bloques para 

un yacimiento naturalmente fracturado. 

Recientemente, Rodríguez y Cols.22
, presentaron un modelo de 

variabilidad de tamaño de bloques, en el que utilizan FDP normales, 

exponenciales y continuas, como una extensión al trabajo desarrollado por 

Cinco y Cols.19
. Desarrollaron nuevas herramientas de diagnóstico para 

determinar el tamaño de bloques de matriz, correspondientes a determinadas 

formas de curvas en gráficas log-Iog , a través de funciones derivadas. Las 

soluciones contenidas se realizan en el espacio de Laplace, incluyendo una 

integral que es resuelta numéricamente. 

Camacho y Cols.52 desarrollaron un nuevo modelo para YNF cugulares; 

en este trabajo presentan resultados analíticos aplicando el algoritmo de 

Stehfest a la solución de la ecuación en el espacio de Laplace, en terminos de 

variables adimensionales, derivan nuevas soluciones analíticas como una 

extensión a las soluciones propuestas en investigaciones anteriores. 
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3.3 Obtención de la Transformada de Laplace 

Es frecuente encontrar modelos matemáticos que representan 

problemas de Ingeniería de Yacimientos,17,26,28,36 cuya solución está en 

términos de la Transformada de Laplace; su inversión analítica no es fácil de 

obtener, por lo que se requiere de un método numérico para su inversión al 

espacio real. 

Se han probado un gran número de métodos30-32,34-36 para la inversión 

numérica de la Transformada de Laplace y evaluado en base a criterios de 

aplicabilidad a problemas reales de inversión, aplicación a varias funciones, 

aproximación numérica, eficiencia computacional y facilidad de programación 

e implementación. 

El método de la Transformada de Laplace44, es una herramienta para 

resolver ecuaciones diferenciales, con sus correspondientes valores iniciales y 

de frontera . El proceso de solución consiste de tres etapas principales: 

1. El problema difícil es transformado a una ecuación simple (ecuación 

subsidiaria) , 

2. La ecuación subsidiaria es resuelta por manipulación algebraica. 

3. La solución de la ecuación subsidiaria es retransformada, para obtener 

la solución de la ecuación original. 

De esta manera, la Transformada de Laplace reduce el problema de 

resolver la ecuación diferencial a un problema algebraico. El intercambio de 

operaciones de cálculo a operaciones algebraicas sobre transformadas, 

llamado cálculo operacional , es una característica importante de dicho 
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método, además de que resuelve problemas de manera directa, sin 

determinar inicialmente una solución general. 

La Transformada de Laplace de una función f(t), t:2:0 , está definida31
,32,44 

como: 

( 3.6 ) 

y su transformada inversa está dada por:32 

1 r+ icn 

¡(t) = - -: f e" F(s)ds 
2 7r 1 y- ioo 

( 3.7 ) 

la transformación inversa44 es la operación mediante la cual, a partir de la 

función transformada , se obtiene la función original , por lo que se requiere 

tener conocimientos de integración en el plano complejo para evaluar la 

integral involucrada en esta transformación. 

• Linealidad de la Transformada de Laplace. La Transformada de Laplace es 

una operación lineal; esto es, para funciones f(t) y g(t) cualesquiera cuya 

transformada exista y para las constantes a y b: 

L{ a[(t) + b g(t)} = a L{¡(t)} + b L{g(t)} ( 3.8 ) 

• Existencia de la Transformada de Laplace. Sea f(t) una función que es 

seccionalmente continua en todo un intervalo finito para t?:,O y satisface: 

I ¡(t) : ~ A1 eY
' ; ( 3.9 ) 

para las constantes y y M. La Transformada de Laplace de f(t) existe para toda 

s>y. 
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Ejemplos. Encontrar F(s) : 

1 . f(t) =1 , para t~O. 

De la Ec. 3.6 por integración: 

por lo tanto, cuando s>O: 

L{l }=~ 
s 

2 . f(t) =eGt cuando t~O, donde "a" es constante. 

De la Ec. 3.6 se tiene: 

L{ o,} - "'f -.<1 o, dt _ 1 - (.' - 0)' '" e - e ·e - -- e lo ' 
o a-s 

por lo tanto , cuando (s-a»O : 

L(e'")= .~ • 
s-a 

3 . f(t) = cosh at = 
e(l' + e - al 

2 

De la propiedad de linealidad de la transformada y de ejemplo 2: 

{ } 1 {o, } 1 L { o,} 1 ( 1 1 ) L cosh at = L e + - e - = . + - ; 
2 2 2 s-a s+a 
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esto es, cuando s>a ( a2:0): 

s 
L {cosh al} ==, 2 

s - +a 

Transformada de Laplace de derivadas. 

La propiedad más importante de la Transformada de Laplace, es la 

diferenciación de funciones, que corresponde a la multiplicación de la 

transformada por la variable de Laplace "s", y la integración de funciones 

corresponde a la división de la transformada por la variable " s ". Por lo 

anterior, la Transformada de Laplace reemplaza operaciones de cálculo por 

operaciones de álgebra sobre transformadas. 

Sea una función f(t) continua para t2:0, que existe y tiene una derivada f'(t) 

que es seccionalmente continua en todo intervalo finito para t2:0. La 

transformada de Laplace de la derivadaf'(t) existe cuando s>y, y 

L{!'}==sL{¡} - f (O) (s >y) ; 

Aplicando la propiedad de la segunda derivada f '(t), se obtiene: 

L{¡"}==sL{f'}- 1'(0) 
== s [s L{¡}- f(O) ]- 1'(0) , 

esto es: L{¡"} == S 2 L{¡ }-sf(O)- 1'(0) 

De manera similar: 

Por inducción se obtiene el siguiente complemento a lo anterior: 
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Sea f(t) y sus derivadas j' (t),f" (t) , ... ,jn-I) (t),funciones continuas para toda 

t?:.o., existen para y y M, y sea la derivada In) (t) una función seccionalmente 

continua para todo intervalo finito t?:.O La Transformada de Laplace de In) (t) 
existe cuando s> y, y está dada por: 

L {/(n) } = s" L{ / } - S,, - I ¡(O) - S,, -2 1'(0) - ... - /(,,-1)(0) 

Ejemplos. Encontrar L{¡ 

Sea ¡(O) = 0,/'(0) =O,/"(t) =2 y L{2}=2L{I}=3., se tiene: 

por lo que: 

2. f(t) = cos wt. 

/"(t)=-W 2 coswt=-W2 ¡(t}, ¡(O)= I,/'(O)=O 

por lo tanto : L{¡} = L{ cos wt} = - 2-
S
- ¡ 

s + w 

De manera semejante: L{¡} = L{ sen wt } = -2~ 
s +w 

3. f(t) = t sen wt 

/(0) = O, f'(t) = sen \Vt + wt cos wt; 1'(0) = O 

s 
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L{.r"} = 2w L{ cos wl}- w2 L{.r} = S2 L{.r} 
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utilizando la fórmula de la Transformada de Laplace de (cos wt), se 

obtiene: 

por lo que la solución es: 
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CAPíTULO 4 PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA 

4.1 Objetivo 

Para un óptimo desarrollo de exploración de los yacimientos 

naturalmente fracturados, que contiene una porción significativa de 

hidrocarburos en el mundo, se requiere de una completa caracterización de 

estos sistemas. 

Uno de lo métodos más importantes42 para el logro de este objetivo, 

son las pruebas de variación de presión, las cuales son utilizadas para 

determinar el grado de comunicación entre pozos y las características del 

fracturamiento de los yacimientos , entre otras. 

Se han desarrollado diversos modelos9 para el análisis de datos, 

registrados a través de esta clase de pruebas; estos modelos incluyen el 

medio anisótropo, la zona de medios múltiples, el sistema de fracturas y el 

sistema llamado de doble porosidad1-3,9,15-17,24,3o. 

En general , un sistema de doble porosidad , está constituido por 

bloques de matriz y una red de fracturas distribuidas a lo largo del medio. 

Aunque la matriz posee una permeabilidad propia, tal que el fluido es 

transmitido a las fracturas, generalmente se supone que el flujo de fluidos 

hacia el pozo se realiza sólo a través de la red de fracturas. 

Se ha demostrado que el comportamiento de la presión en este tipo 

de sistemas, es drásticamente afectado por la forma en la que el fluido es 

trasferido de la matriz a las fracturas : modelo en flujo pseudoestacionario 

(Modelo de Warren y Root1
) y el modelo el flujo transitorio (Modelo de De 

Swaan y Kazemi\ Lo anterior caracteriza el comportamiento del sistema 
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mediante el uso de parámetros adimensionales: ú) (coeficiente de 

almacenamiento de las fracturas) y A (coeficiente de flujo matriz-fracturas), 

además de 'lnmaD (difusividad adimensional). 

Una de las principales suposiciones de estos modelos, es que los 

bloques de matriz son del mismo tamaño y forma, en todo el yacimiento. El 

objetivo del presente trabajo es analizar el comportamiento de la presión de 

un yacimiento de doble porosidad, con tamaño múltiple de bloques, a 

través de algoritmo de De Hoog. 

Hasta el momento, se cuenta con tres investigaciones 19,26,29 que 

tratan la variabilidad del tamaño de bloques en un yacimiento de doble 

porosidad, pero en nuestro conocimiento, no se ha aplicado el algoritmo 

mencionado en pruebas de variación de presión. 

4.2 Alcances del Trabajo 

Las pruebas de variación de presión21 para yacimientos naturalmente 

fracturados, han sido analizadas utilizando una aproximación continua del 

modelo del yacimiento, es decir, los sistemas de bloques de matriz y de 

fracturas se suponen continuos a través del yacimiento. 

La matriz de roca tiene una permeabilidad muy baja, en comparación 

con el sistema de fracturas, pero almacena gran parte de los fluidos del 

yacimiento en su interior; por otra parte, el sistema de fracturas tiene muy 

baja porosidad, pero posee un alto valor de permeabilidad , en comparación 

. con los bloques de matriz. 

Cuando un pozo se localiza en un yacimiento de este tipo y es puesto 

a producir, se presenta una súbita respuesta de presión en la red de 
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fracturas, debido a su alta difusividad; esto origina una diferencia de 

presiones entre la matriz y el sistema de fracturas, presentándose un flujo 

interporoso entre ambos. A medida que el flujo se desarrolla, la presión en 

ambos sistemas se equilibra y la respuesta del flujo de fracturas se observa 

nuevamente, en éste caso, los fluidos producidos provienen de un 

almacenamiento compuesto de la matriz y de las fracturas. 

La interacción matriz-fracturas es afectada fuertemente por la 

distribución geométrica de las fracturas y la forma en que se transfieren los 

fluidos hacia estas; para caracterizar esta relación, se consideran dos 

parámetros: úJm , relación de almacenamiento de la matriz y A, que es el 

coeficiente de flujo interporoso, el cual soporta los efectos de las 

propiedades de flujo entre ambos medios, así como su geometría. 

La mayoría de los modelos disponibles en la literatura, suponen que 

el fracturamiento es uniforme y por lo tanto, que el tamaño de los bloques es 

constante. 

Estudios geológicos han demostrado la no uniformidad en la 

intensidad de fracturas en la mayoría de los yacimientos 19,21,26,28.40.4
7

, que va 

desde muy intensa hasta un fracturamiento escaso. Por lo anterior, es 

necesario el desarrollo de un modelo que considere la distribución de los 

elementos de la matriz o bloques, dependiendo de su tamaño. 

Braester7 concluyó que el tamaño de los bloques no afecta 

significativamente la respuesta de decremento de presión en yacimientos 

naturalmente fracturados. Cinco y Cols.19
, sugieren una distribución discreta 

del tamaño de bloques de matriz, con un flujo en régimen transitorio entre 

los mismos y muestra que la derivada de la presión es fuertemente 
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afectada. Jalali-Yazdi y Belani21
, muestran que la variabilidad del tamaño de 

bloques afecta marcadamente la respuesta de la presión. 

Para el análisis del comportamiento de la presión para yacimientos de 

doble porosidad , se considera que sólo se tiene el desarrollo completo de la 

solución para el caso de distribución discreta de NB tamaño de bloques26
, 

con análisis de resultados para NB desde uno hasta cinco, por lo que se ha 

extendido la teoría para una distribución continua del tamaño de 

bloques 19.21 .26.48.49; es decir, se han desarrollado soluciones que toman en 

cuenta la variabilidad del tamaño de bloques de matriz de manera continua, 

para tener mejores herramientas de diagnóstico en la caracterización de 

yacimientos naturalmente fracturados. 

El alcance principal del presente trabajo, consiste en realizar el 

análisis de la presión de un yacimiento de doble porosidad con variabilidad 

del tamaño de bloques, a partir de las ecuaciones de flujo desarrolladas 

para yacimientos naturalmente fracturados, cuya solución se encuentra en 

términos de la Transformada de Laplace. Se utiliza un método de inversión 

numérica para la Transformada de Laplace, y pasarla al espacio real : el 

algoritmo de De Hoog y Cols.32
, el cual se prueba en primer lugar con 

funciones sencillas desarrolladas en el espacio de Laplace; se realiza una 

comparación de soluciones analíticas y numéricas que se obtuvieron por 

algoritmos diferentes: el de Stehfeseo, y el de Crump31 . En su caso, se 

presentan tablas comparativas ' de resultados y porcentajes de error, 

además de algunas gráficas, así como también conclusiones. 

También se presenta una comparación de resultados para la solución 

de un yacimiento naturalmente fracturado , obtenidos en el trabajo 

desarrollado por Rodríguez22 en su tesis doctoral , y los obtenidos mediante 

la aplicación del algoritmo de De Hoog; de igual manera , se presenta una 
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comparación de resultados obtenidos por van Everdingen y Hurst36
, uno de 

los primeros trabajos en el que se aplica la Transformada de Laplace. 

Cabe mencionar que el desarrollo teórico del modelo matemático 

establecido por De Hoog y Cols., no se cubre con profundidad en el trabajo, 

puesto que no es parte del objetivo y sólo se realiza la aplicación del mismo 

para pruebas de variación de presión en yacimientos de doble porosidad, 

con variación en el tamaño de bloques y se analizan los resultados 

obtenidos. 

Para una futura investigación o extensión del presente trabajo de 

tesis, en las referencias se encuentras los datos completos de la fuente, 

además de que a través de medios electrónicos se han encontrado 

recientemente más aplicaciones del invertidor, así como también su 

codificación en otros lenguajes (FORTRAN). 

4.3 Inversión Numérica de la Transformada de Laplace, para 

Yacimientos Naturalmente Fracturados. 

Un gran número de métodos de solución de la inversión numérica de 

la Transformada de Laplacé4 se han probado y evaluado en base a los 

criterios de aplicación a problemas de inversión reales, aplicación a varios 

tipos de funciones, aproximación numérica, eficiencia computacional y la 

facilidad de programación y aplicación . 

Davies y Martin34 en su trabajo desarrollado, presentan una 

evaluación de métodos para su solución, clasificándolos en diferentes 

grupos, uno de ellos son los métodos basados en series de Fourier: el 

algoritmo de Sthefest3°, y el algoritmo de Crump31. 

61 



Capítulo 4 

El algoritmo de Stehfest ha tenido un gran impacto en el análisis de 

pruebas de variación de presión 19,20,22,26,49, y propone un modelo de 

inversión numérica a partir del trabajo desarrollado por Gaver (1966) , 

mediante el uso de una secuencia delta y la aplicación de una fórmula de 

extrapolación ; el tiempo de cálculo depende del número de términos N, de 

F(s) de la función para cada valor de t y se concluye que el método da una 

buena aproximación para un rango amplio de funciones. 

Crump31 presenta un método mejorado basado en la investigación de 

Dubner y Abaté5
, cuyo desarrollo se basa en la transformada del coseno de 

la serie de Fourier. El método contiene términos adicionales de la serie de 

Fourier, incluyendo la función seno, tal que el error en la aproximación es 

menor al del método de Dubner y Abate , además de que la serie de Fourier 

aproxima la función inversa en un intervalo del doble de tamaño al intervalo 

utilizado por los autores. Otro aspecto importante del método de Crump, es 

que incorpora una transformación de la aproximación de las series a una 

que converge rápidamente: propone el uso de una técnica de aceleración 

de convergencia basada en la aplicación del algoritmo epsilon (McDonald , 

1964), que proporciona una aproximación excelente en un rango amplio de 

funciones, reduciendo el error de redondeo generado en el proceso. 

Otro método propuesto para la inversión numérica de la Transformada 

de Laplace es el desarrollado por De Hoog y Cols.32
, que se basa en la 

aceleración de convergencia de las series de Fourier, obtenida de una 

inversión de la integral usando la regla trapezoidal. En el trabajo presente, 

se aplica dicho método en el análisis del comportamiento de las presiones, 

haciendo uso del programa de cómputo escrito en Matlab desarrollado por 

Hollenbeck33
. 
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En los capítulos posteriores, se presenta la aplicacíón del algoritmo de 

De Hoog a funciones probadas por Stehfest y Crump, como forma de 

comparación, así como también su aplicación a las funciones que se 

encuentran en espacio de Laplace para yacimientos fracturados con 

tamaño múltiple de bloques de matriz. 
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CAPíTULO 5 ESTABLECIMIENTO DEL MODELO. 
ALGORITMO DE DEO HDDe, 

5.1 Algoritmo de De Hoog 

El método de Inversión numérica de la Transformada de Laplace, 

desarrollado por De Hoog y COls32
, se basa en la aceleración de la 

convergencia de las series de Fourier, obtenida de la inversión de la integral 

utilizando la regla trapezoidal. 

De la definición de la Transformada de Laplace, de una función f(t), 

para t?O: 

F(s) = r e-"f(t)dt, 

y de su transformada inversa dada por: 

f(t)= ·2- e(r,) r Re{F(s)}cos(wt)dw, 
Tí 

( 5.1 ) 

( 5.2 ) 

se obtienen tres formas de calcular f(t) , matemáticamente equivalentes, 

manipulando las partes real e imaginaria: 

00 

f(t) = .~ e(r') f Re{F{s)} cos{ wt )dw , 
Tí 

( 5.3 ) 

2 00 

= - ' e(r') frm {F{s)} sen{ wt )dw , 
Tí o 

(5,4 ) 

= 1 e(r') IRe{F{s)}e iH
' dw , 

Tí o 
( 5.5 ) 
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en las cuales s = y + i w . 

Utilizando la regla trapezoidal con un intervalo de 7r / T, discretizan 

las Ecs. 5.3 a 5.5 para obtener las aproximaciones: 

() 2 (r,)[F(Y) ~ {( ik7r)} (k7r t )] Ir t = re -"2 + f:tRe F Y+ --T cos i- , ( 5.6 ) 

( 5.7 ) 

( 5.8 ) 

de las cuales para O:::; t :::; 2T, se tiene: 

¡;(t)=f(/)+ Iexp(-2 y kT)[¡(2kT+/) +exp(2 y l)f(2kT -/)].( 5.9) 
k=1 

f2(t)=f(t)+ Iexp(-2ykT)[¡(2kT+/)-exp(2yt)f(2kT-t)].( 5.10) 
k=1 

ro 

/ 1 (1) = f(/)+ ¿ exp(- 2y k T)f(2 kT + t) ( 5.11 ) 
k= 1 

En estas ecuaciones, si yT es grande, el error de discretización que 

se comete cuando la integral es aproximada por las series de Fourier es 

pequeño, para.f1 y h cuando O:::; 1:::; T Y para h cuando O:::; 1 :::; 2T . 

De las últimas expresiones, desarrollan fracciones continuas que se 

obtienen de la aplicación de un procedimiento de aceleración a las series de 

potencias y desarrollan cuatro estimaciones, cada una de ellas con 

características específicas. 
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Para los resultados numéricos obtenidos, consideran que las 

principales fuentes de error en la aproximación de f(t) por la suma de las 

series de Fourier, en lugar de la integral en la Ec. 5.5, son : el error de 

discretización, gobernado por el valor de los parámetros y y T ; el error de 

truncamiento, originado por considerar sólo una suma finita de elementos; y 

el error de redondeo. El error de truncamiento es el objetivo a mejorar 

durante el proceso, de manera que se realiza la prueba en dos 

transformadas, con sus inversas conocidas para evaluar la aceleración del 

método. 

De los resultados obtenidos y comparados mediante tablas, se 

concluye que la estimación de una fracción continua doblemente acelerada 

brinda los mejores resultados, siendo su evaluación más estable que si se 

aplicara el algoritmo epsilon a la suma parcial de las series de potencias de 

Fourier, método desarrollado por Crump31. 

5.2 Comparación de Resultados 

Una de las formas con la que se puede evaluar la aproximación de un 

determinado método de inversión numérica de la Transformada de Laplace, 

es a través de la comparación de las soluciones numérica y analítica de 

una función para un rango de tiempos establecidos. Para el desarrollo de la 

investigación , se prueba primeramente con un par de funciones que están 

expresadas en espacio real y en términos de la Transformada de Laplace, 

para diferentes valores de la variable independiente en ambos casos, y se 

realiza una comparación de resultados de algunos ejemplos desarrollados 

por Solares51 en los que utilizan los algoritmos de Crump31 y de Stehfeseo, 

con la solución numérica obtenida por medio del algoritmo de De Hoog32
. 
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Para comenzar se realiza una comparación con la función identidad, 

obteniéndose los resultados de la Tabla 5.1. 

'Ta6Ca. 5.1 Comparación de resuftados anaHticos para Ca función identidad, con [os 

correspondientes a[ afiJon'tmo de ([)e J{oog, para Ca función F(s) = X2 . 

I 
Solución 

.. 

I 
Solución por De , 

I 
error 

analítica Hoog 
I _. 

t 

I I I 
En porceñtaje -, f(/) = 1 F(s) = X2 

I 
1 j 1 I 1.00000002 I 2E-06 I 
5 I 5 1 5.00000003 I 6E-07 I 
10 I 10 I 10.0000004 i 4E-06 I 
15 I 15 I 15.0000004 

.. 

I 2.6667E-06 I 
20 l 20 J 20.0000004 I 2E~66 1 
3Cl 

-,. _----

I 30 
. . 

J' "'30 000-0004 1-'-' 1333":3E~6El l 

-40 I 40 I 40.ClOOOO04 r -".-

I 1E-06 

I 50 I _____ ~J 5000000Cl4 I SE-07 I 
í 

I 60 I 60 I 60.0000004 I 6.6667E-07 
I 

I I 
70 I 70 I 70.0000004 I 

._-. ... _,.--_., .-•.... •. ,._ .. , " ,. 

I I 5.7143E-07 

1,-
SO 1-

- 8(r ___ o 1 '-- -80.0000004 - 1- --
5E-07 -' 

I 
. 90 -----1· 90 900060005 l ' 5.5556E-07 I 

I 100 I 100 -100.000001 I 1E-06 ) 

El error se calculó con la siguiente ecuación: 

error = ((Sol. analítica - Sol. a 19 orilmo) / Sol. analítica ) * 100 ( 5,12 ) 

Con los valores observados en la Tabla 5.1, se puede concluir que 

para la función identidad, f(l) = t, el algoritmo de De Hoog, tiene una muy 

buena aproximación y por lo tanto un alto grado de confiabilidad. 

Otra forma de evaluar la aproximación de los resultados obtenidos, 

es a través del método gráfico, que para la función identidad está dado por 

la figura siguiente: 
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120~----------------------------------------------~ 

100 +---------------------------------------~~----~ 

80 +-------------------------------~~------------~ 

-~ M +-----------------------~~----~==========~--~ .... -+- sol. analítica 

--- sol. De Hoog 
4Ó +-------------__ ~------------~==========~--~ 

20 +-------~--------------------------------------~ 

20 40 60 

tiempo (t) 
80 100 120 

PÍfJ· 5.1 Soluciones analítica y numérica efe F(s) = Ys2 comsponáumte a fa función iáentUúuf, 

por meá"w áe{ afeoritnw áe ([]e J{ooe. 

Se puede ver en la Fig. 5.1 que la solución analítica para la función 

f(/) = 1, comparada con la solución numérica obtenida por medio del 

algoritmo de De Hoog32
, es prácticamente el mismo, por lo que, en forma 

gráfica no se observa alguna diferencia. 

La Tabla 5.2 presenta los resultados del Ejemplo 2, con F(s) = Ys4 , 
_ /

3
/ 

1(/) - / 6 de la tesis de Solares51 y los resultados obtenidos por medio del 

algoritmo de De Hoog. 
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Capítulo 5 

En esta Tabla se puede observar que sí existe diferencia de 

resultados en los tres métodos, aunque estas diferencias resulten 

pequeñas, siendo el algoritmo de Crump31 el que tiene el porcentaje mayor 

de error, y el menor es el algoritmo de De Hoog. 

La siguiente figura muestra gráficamente el comportamiento de los 

resultados de la Tabla 5.2. 

70000 

60000 

50000 

_ 40000 
~ 

- 30000 

20000 

10000 

o 
o 10 

-+- sol. analítica 

---sol. stehfest 
sol. Crump 

~sol.DeHoog 

./ 
/ 

~~ 
20 30 40 50 

tiempo (t) 

/ 
/ 

/' 

60 70 80 

PiIJ· 5.2 Inversión de fa función F(s) = Ys4 , por meáw de {os afgoritmos de Stehfest, Cromp y 

Ve J{ooo, así como fa so(ución anafítica de fa función. 

Se puede observar en la Fig. 5.2, que los tres algoritmos presentan 

resultados satisfactorios, porque no existe prácticamente diferencia entre los 

resultados obtenidos por medio de los tres algoritmos y la solución analítica; 

sin embargo, las pequeñas diferencias numéricas que sí existen, se 

presentan en la Tabla 5.2. 

El ejemplo que a continuación se presenta, también fue tomado de la 

tesis de Solares51 (Num. 4). Este ejemplo corresponde a la función 

1(/)= sen (/) la cual tiene como su Transformada de Laplace a: 
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Capítulo 5 

Solares evaluó los métodos de Stehfest30 y Crump31 ; en la Tabla 5.3 

se presentan los resultados que obtuvo Solares, así como los obtenidos por 

medio del algoritmo de De Hoog32
. 

En este ejemplo, se puede observar que para algunos valores de 

tiempo, el algoritmo de Stehfest genera resultados diferentes al obtenido 

por medio de la solución analítica y los otros dos métodos, generando un 

porcentaje de error muy significativo, lo que se puede apreciar un poco mejor 

por medio de la siguiente gráfica: 

1.5.------------------------------------------------, 

0.5 

-~ o .... 
2 8 

..(l.5 

-+- sol. analítica 

--- sol. Stehfest 
-1 sol. Crump 

-- sol. De Hoog 

-1 .5 

tiempo (t) 

Pie. 5.3 Sofuciones anafítica y numéricas a fa ecuación ¡(t) = sen(t) por meá"w áe fes 
afeoritmos áe Stelifest, Crump y ([)e J{oog. 

Para este caso en especial , se puede observar en la Fig. 5.3, que 

existe una separación entre la curva generada por los resultados obtenidos 

del algoritmo de Stehfest y los obtenidos por los otros dos métodos. Por lo 

72 



Capítulo 5 

que se puede concluir para este caso, que los algoritmos de Crump y de De 

Hoog generan una mejor aproximación. 

Otra forma de ver esta aproximación es por medio de una gráfica que 

muestre los porcentajes de error generados por cada uno de los métodos 

evaluados, para este caso en especial. 

200 

180 

160 

140 ... 
o 
t:120 
el) 

el) 

E'loo 
c: 
el) 

e 80 
o 
o. 

60 

40 

20 

o ...... 
o 2 

-+- Stehfest 

---Crump 

De Hoog 

• 
/\ 

1\ j \ 
I \ I \/ 
I \ / V 
j V 

4 6 
tiempo (t) 

f 

\ 

\ 
~ 

~ 

8 10 

Pino 5.4 !Porcentajes dé error o6tenUfos dé ros resuúaáos mostrados por ros afeoritmos dé 
stelífest y Crump ('sofaresJl) y ros corresponátentes a (])e J{oOfJ. 

En esta figura se observa claramente que el error obtenido por el 

método de Stehfest, es muy grande para el rango de tiempo evaluado, lo 

que indica que para este caso, el método de Stehfest no es el más 

apropiado para la evaluación de esta Transformada, no así los métodos de 

Crump y de De Hoog, los cuales tienen un error de prácticamente cero. 
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5.3 Aplicación de la Transformada de Laplace a Problemas de Flujo en 
Yacimientos 

El siguiente ejemplo fue tomado de un artículo publicado en 1949, por A. F. 

Van Everdingen y Cols.36
, en el que se tiene la aplicación de la Transformada de 

Laplace a problemas de flujo en yacimientos. El estudio se limita a condiciones 

donde el flujo del fluido obedece a la ecuación de difusividad, Everdingen y Cols., 

dividen su estudio en dos partes, la primera, llamada caso de gasto constante y, 

segundo, caso de presión constante, los cuales no son independientes uno del 

otro. 

Como el desarrollo de la teoría, y las ecuaciones utilizadas por A. F. 

Everdingen, no son parte del objetivo de ésta tesis, solo nos limitaremos a utilizar 

lo que sea necesario para nuestro propósito. 

Para el caso de gasto constante y partiendo de la ecuación de difusividad, 

Everdingen y Cols. llegan a la solución general de este caso (Ec. VI-1 de ésta 

referencia) : 

( 5.13 ) 

Donde Jo ~ fs ) y Ko ~·j;), son las funciones modificadas de Bessel de 

primer y segunda clase, respectivamente, y de orden cero. A y B, son constantes 

que satisfacen una ecuación diferencial de segundo orden . ]5(,,), es la 

Transformada de Laplace de la caída de presión en un punto de la formación. 

Como primera condición se tiene: A = O, Y como segunda, se tiene la siguiente 

relación: 

( 5.14) 
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Por lo tanto, la Transformada de Laplace para la caída de presión a gasto 

constante, para un medio infinito , queda como: 

( 5.15 ) 

Partiendo de esta ecuación, se tiene, para tiempos pequeños, y 

considerando un radio unitario, la siguiente ecuación (VI-6 de esta referencia) : 

- I 
P( I.,) = ~)/ ' 

S / 2 

( 5.16 ) 

Para determinar la Transformada Inversa, de esta nueva ecuación, 

Everdingen y cols39
, utilizaron las tablas de transformación de Campbell y Foster. 

( 5.17 ) 

Para tiempos grandes, (Everdingen y cols. , lo consideran a partir de I > 100 ) 

y haciendo a: 

( 5.18 ) 

se llega a la siguiente expresión : 

·h.,) =::: In --: + ~n 2 - 0.5772) , 
2s s 

( 5.19 ) 

Utilizando las tablas de Campbell y Foster36
, se obtiene su Transformada Inversa: 

P(I) = I [Iog I + 0.80907] . 
2 

( 5.20 ) 
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Para el caso de presión constante, siguiendo un procedimiento similar que 

para el caso de gasto constante, se llega a la ecuación (VI -27 de esta misma 

referencia) : 

( 5.21) 

Para la obtención de la Transformada Inversa, Everdingen y Col. utilizaron la 

formula de inversión de Mellin36
, 

La simplificación de Q(,) para tiempos pequeños 

y su Transformada Inversa: 

- 1 
Q(,) = h ' 

s -

( 5.22 ) 

( 5.23 ) 

( 5.24 ) 

En la Tabla 5.4 podemos observar la comparación de algunos de los 

resultados que obtuvieron Everdingen y Col. (Tabla I de esta referencia) con los 

obtenidos por medio del algoritmo de De Hoog, para el caso de gasto constante. 

En esta Tabla se muestra el resultado de evaluar las Ecs. 5.19 y 5.20, (en 

donde la Ec. 5.20 es la solución anal ítica de 5.19, para diferentes valores de 

tiempo (t > 100) para corroborar lo expresado por Everdingen, de que a tiempos 

mayores de 100, es conveniente usar la Ec. 5.19. 
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'faMa 5.4 Comparación áe resurtaáos áe fa 'Ta6 fa J áe ~veráingen36, con [os 06teniáos por er 
afiJontmo áe lOe J{oog para er caso áe gasto constante. 

Solucíón Solución por I 
analítica ~_!::,oo~L-.J J Everdingen 1._--'-'-'-'---'-=--_-' _ ... _.- --- _ .. _ .. _-_ ... -------_ ..... _ .. _----

t I P(I) Tabla J i Ee.5.19 I Ee. 5.20 I 
2.70711 87 I 2.70712009 I 100 

/ 
2.723 

i 
I 
I 

/ 

-

I 150 2.921 2.90985266 
1 

2. 90985265 I 
200 le 3046 I 3.0536937 m 1 3.05369368 ] 
250 /. 3.173 I 3.16526548 li 3.16526546 

/ 

3.25642625 1; 3.25642624 
1 

3.40026729 /- 3.40026727 
/ 

3.51183907 I ~' 3511 83905 I 
3.60299985 

1 
3.60299983 I 

3.68007519 I 3.68007517 I 
3.74684088 

1 
3.74684086 

1 

3.8057324 
1 

380'573238- I 
3.85841266 I 3.85841264 I 

300 1; 3.263 I 
I -'.-

I ::: l ';"-- :-:-::--'----- ----' 
I 700 /: 3.684 

I 800 1'--' - 3-.7-5--' __ =,,---_--,--' 

I 900 J 3.809 

1_~--3-.8-6--' ______ ~ 

De la Tabla 5.4 se puede observar que conforme aumenta el t iempo, los 

resultados que se obtienen por medio del algoritmo de De Hoog son mucho más 

parecidos a los obtenidos de la Tabla I de Everdingen. Lo cual muestra que el 

algoritmo de De Hoog, puede utilizarse en este tipo de problemas de la Ingeniería 

de Yacimientos. 

En una gráfica de los porcentajes de error obtenidos por med io de la 

solución analítica y los obtenidos por Everdingen y De Hoog , se puede observar 

que el porcentaje de error que se obtiene por medio del algoritmo de De Hoog, es 

prácticamente cero. 
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-+- error Everdingen 
-

--- error de Hoog 

800 1000 1200 

PiIJ. 5.5 CForcentajes áe error o6teniáos áe fos resu[tados mostraáos por P:flerdingen (%6fil 1 áe 
esta referencia) y ros corresponázentes a ([)e J{oog. 

Para los resultados obtenidos por Everdingen se observa que a medida que 

el tiempo aumenta, el porcentaje de error disminuye, mientras que para el 

algoritmo de De Hoog, el porcentaje de error es constante y muy cercano a cero. 

Para el caso de presión constante, se utilizaron nuevamente algunos de los 

datos obtenidos en la Tabla I de Everdingen, y se compararon con los resultados 

que se obtuvieron aplicando el algoritmo de De Hoog a la Ec. 5.21. 
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'Ta6fa 5.5 Comparació1l áe resuftaáos áe fa 'Ta6fa 1 áe 'Everái1lge1!J6, con ros o6teniáos por er 
alfloritmo áe (])e J{oog para er caso áe presión C01lsta1lte. 

r--- -· .. ''·--''·-.. ,,··-----''--'' 
1
1 

J Everdingen I SOolucHión ' 
____ . por e oog 

I ~ Q (t) Tabla 1 lEc. 5.2\ ! I 
,,-

100 

150 
, 

200 
-- " 

250 
, .. 

300 

400 

500 
-
600 

1 

1 

1 

1 

I 
I 
I 
I 

43. 01 1 4.37E+01 1 

59.8 1 6.04E+01 1 

75~ 7.63E+01 1 

~~U 9. 15E+01 1 

. ~~5 '~' --" l c-"1 0~~:'O~ 1 

134.8 1 1.35E+02 1 

162.4 1 163E+02 1 

189.7 -- 1 ~'-1 . 90E+02 " 1 

700 1 216 1 2.16E+02 1 

1_ 800 J. __ , --24;3 "" 1 2.42E+02 1 

I 900 1 267.7 1 2.68E+02 

1

1 

1000 1 293.1 1 2.93E+02 I 

.' 15;0 r 413.6 1 4 1 6~+02 J 
I 2000 I 531 .5 1 5.33E+02 1 

_ 10_0_0_0 ...J1 __ . __ 2_19_6 __ J _ 2.20E+03 1 

15000 1_-=-31:....4c..:.6_-,1 3. 16E+03 1 

20000 1 4079 1 409E+03 I 

De la Tabla 5.5 se puede concluir que a medida que el tiempo 

aumenta, la aproximación en los resultados también aumenta . 

Para tiempos pequeños Everdingen y Col.36 recomiendan el uso de la 

misma ecuación que se utiliza para tiempos pequeños en el caso de gasto 

constante (Ec. 5.23). 
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5.4 Análisis y Conclusiones 

La aplicación de algunos métodos de inversión numérica a funciones que 

están en términos de la Transformada de Laplace, además de la solución en 

el espacio real , nos lleva a concluir lo siguiente: 

1. El uso del algoritmo de De Hoog y Cols32
. en la función identidad, 

f(t) =t, muestra resultados muy aproximados a la solución analítica, 

con un error de 10-6 en promedio, por lo que se puede considerar de 

un alto grado de confiabilidad la solución obtenida por este algoritmo, 

en comparación con los resultados obtenidos por Stehfeseo y 

Crump31 , los cuales muestran una aproximación menor. 

2. Para el segundo ejemplo comparativo, se observa de la Tabla 5.2 que 

las soluciones numéricas obtenida por los tres métodos de inversión 

son semejantes a su solución analítica, con excepción de los 

resultados obtenidos por Crump, que en términos del porcentaje de 

error, es el método que tiene mayor error en comparación con las 

soluciones obtenidas por Stehfest y De Hoog, siendo los resultados 

de este último los de menor error, que es del orden de 10-4 . Los datos 

obtenidos por el método de Stehfest muestran aproximadamente un 

error del 30% al generado por Crump; gráficamente no se observa 

gran diferencia entre la solución analítica y las soluciones numéricas 

obtenidas por los tres métodos. Por lo mismo se recomienda la 

aplicación del algoritmo de De Hoog a funciones que se encuentran 

en el espacio de Laplace, debido a que se genera menor error en los 

resultados . 

3. Para la función trigonométrica f(t) =sen(t) , donde t está en radianes , se 

observa gráficamente que la solución obtenida por el Algoritmo de 

Stehfest se separa de las soluciones obtenidas por Crump y De Hoog, 

generando valores de error demasiado grandes en comparación con 
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los otros dos métodos. El error generado por la aplicación del 

Algoritmo de De Hoog es muy pequeño, del orden de 10-7 , incluso 

para algunos valores de " t " se llegan a tener valores de cero. Los 

valores obtenidos por el método de Crump tienen una gran 

aproximación a la solución analítica, con un error pequeño; los 

resultados mostrados por Stehfest para este caso son los menos 

confiables, ya que tienen un mayor error. Por lo anterior se concluye 

que el algoritmo de De Hoog, seguido por el algoritmo de Crump 

ofrecen gran confiabilidad en los resultados obtenidos, en particular 

en la aplicación a esta función . 

4. Por lo anteriormente visto, se tienen bases suficientes para la 

aplicación del algoritmo de De Hoog a problemas de YNF, en el caso 

particular a la investigación realizada por van Everdingen y Hurst36
, 

que para nuestro conocimiento fue una de las primeras 

investigaciones en utilizar la Transformada de Laplace en problemas 

de flujo en yacimientos. 
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CAPíTULO 6 APLICACiÓN Y RESULTADOS PARA YNF 

6.1 Introducción 

El Yacimiento Naturalmente Fracturado que se utiliza como modelo, 

se considera compuesto por bloques horizontales de espesor variable hmai , 

el cual puede tener un número finito NB de tamaños de bloques de matriz 

hma ¡, hma2' ..... , hmaNB, o bien la variación de hma puede ser continua, estando los 

bloques separados por fracturas de espesor h¡. 

Cuando se tiene un número finito NB de tamaños de bloques se cumple 

que: 

NI! 

'L /;(h",,,J = 1 ( 6.1 ) 
;==1 

donde la función Ji representa el volumen de los bloques de tamaño hmai , 

expresado en fracción del volumen total de la matriz del medio poroso 

fracturado. Si la variación de hma es continua44
, se tiene 

( 6.2 ) 

donde ho = hma / hmáx es el espesor variable de los bloques, en forma 

adimensional , que varía desde hOmin = hmi n / hmáx hasta hOmáx = 1 Y fo(hoJ es la 

función densidad de probabilidad de la variable aleatoria ho Y describe la 

forma en la que se presenta la variabilidad del tamaño de bloques de la 

matriz. 
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La red de fracturas tiene una permeabilidad equivalente kfo , una 

compresibilidad total ctf y una porosidad t/ljb, donde el subíndice b indica que 

el parámetro correspondiente se define usando el volumen total (fracturas y 

matriz) del medio poroso fracturado . Por otro lado, los bloques tienen una 

permeabilidad kma , una porosidad t/lma y una compresibilidad total Ctnla . 

Se suponen las siguientes características de flujo: 

El fluido se mueve hacia el pozo sólo a través de la red de fracturas . 

El flujo en las fracturas obedece a la ley de Darcy. 

Los gradientes de presión en los yacimientos son pequeños, excepto 

cerca de los pozos. 

Los efectos gravitacionales son despreciables. 

La red de fracturas se comporta como un medio poroso homogéneo e 

isotrópico. 

- El flujo hacia el pozo es radial. 

Una vez que se establece una diferencia de presiones en el sistema 

matriz-fracturas debido a la producción de los pozos, los bloques de 

matriz actúan como una fuente que provee de fluido a las fracturas. El 

flujo en este sistema ocurre en régimen transitorio y es afectado por el 

tamaño hma variable de los bloques. 

El yacimiento es infinito en la dirección radial , la presión inicial es 

uniforme y el gasto es constante en los pozos. 

La ecuación de flujo correspondiente para el caso de un yacimiento 

naturalmente fracturado con un número finito de tamaños de bloques 

es19
: 

I a ( ap 1 J k , INIJ 
2hk fh7r ( ()) rjJ Ih e 

l' ap 1" - ~ 'L _ I~IE.. ~ - -- V h . = ~ 
. a ' " a k. '.,. . fAfh¡ !'J.p"",¡ "'''' s"rl (Av.) a ' (6 .3) , " r" r" 1" ,. 1 q f-I '1"-" t " 
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con la condición inicial : 

p/]) (rfj ,O} = O, 1 < r/J < ro , ( 6.4 ) 

y condiciones de frontera : 

(rfj op f [)) = - 1, Ifj > O 
loro r,,= 1 

(6 .5 ) 

en donde (\1 é:,.p",J h",J)."'f ' es el gradiente de la diferencia de presiones en la 

cara de un bloque de tamaño h""'i' Y los grupos adimensionales se definen 

como: 

Radio adimensional , r,, : 

r 

Presión adimensional en las fracturas, P/l) : 

PJV = kJh Mpr/(a SqJI} 

Tiempo adimensional , I fj : 

fJ I k fh 

I fj = (c~), -;,~ f-¡ , 

y por último 

La solución, en el espacio de Laplace49 es: 

Ko(x} 
p"./J= K(} ' 

S X I X 

( 6.6 ) 

( 6.7 ) 

( 6.8 ) 

(6.9 ) 

( 6.10 ) 
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donde P M'f) es la transformada de Laplace de la presión en el pozo, en forma 

adimensional , y K o' K, son las funciones de Bessel modificadas de 

segunda clase, de orden cero y un044
; para valores pequeños del 

argumento x, Ko, K, se pueden aproximar como 19: 

Ko{x}= - (ln 7i +0.5772 16) 

K,{x}= Yx . 

Sustituyendo en la Ec. 6.10: 

En estas ecuaciones: 

(6.11 ) 

( 6.12 ) 

( 6.13 ) 

(6.14) 

( 6.15 ) 

( 6.16 ) 

( 6.17 ) 

Ahora bien, si se incluyen los efectos de almacenamiento CD y daño 

en el pozo S, la solución se obtiene a partir de la ecuación 19: 

P",m = (PM'f) +S/s)/(I +sSCf) +S2Cf)p",/) ) ( 6.18 ) 

Sustituyendo el resultado de la Ec. 6.10 en la Ec. 6.18: 
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Ko(x) + SxK, (x) 
P ... m = {C' [K () S K ( - )] K·- ( )l' .\' liS o X + X , X + X , X 

(6.19) 

La obtención de la presión adimensional P",II a partir de la Ec. 6.10 se 

obtiene mediante el algoritmo de De Hoog y Cols32
. y se realiza un análisis 

de estos resultados, comparándolos con los obtenidos49 por medio del 

algoritmo de Stehfest. 

Cabe mencionar que, durante la investigación realizada sobre el 

algoritmo de De Hoog, no se encontró aplicación alguna en el área de la 

Ingeniería de Yacimientos, por lo que consideramos que este algoritmo, 

abre un amplio campo de investigación y aplicaciones, en lo que se refiere 

a problemas que involucren la Transformada de Laplace y su solución al 

espacio real. 

6.2 Resultados Obtenidos para un Yacimiento Homogéneo 

Cuando se considera un yacimiento homogéneo, el valor de CJ) es igual a 

1; con lo cual la Ec. 6.14 se simplifica a: x = S' I2 ; con esto, el modelo se 

reduce a la ecuación desarrollada por Agarwal y Cols4
, para este tipo de 

yacimientos , Ec. 6.19. 

Para el ejemplo que se presenta, se utilizaron los datos de Agarwal y 

COls4
, y los resultados de estos autores (Tabla 3) y los de la tesis de 

Rodríguez49 
, estos obtenidos con el algoritmo de Stehefest. 
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'faMa 6.1 Comparación de resuftados de P ... n o6tenidos por medio de[ afgon'tmo de ([)e J{oog y 
CofsJ2 y ros o6tenidos de fa tesis de !J?pdríguez49 (5tefifest) y de[ tra6ajo de .Jlgarwa[ y Cofsi. 

l. P"n ~ 
I ID ¡ Tabla 3 1 Stehfest 1 De Hoog 1 

1 102! 0.7975 1 0.7998 1 0.792872 1 

~~22681 1 3.2637 1 3.263479 1 
104 1 4.9567 1 4.9578 1 4.956353 1 

10516.1548 16.1554 16.154792 1 

1Ó6r 7.3116 li 7.3121 1 7.31"1 562-1 
1071-8.4635 J 8.46~gJ 8.4~3502 1 
1081 9.6149 1 9.6154 1 9.61487 1 

Se observa que de los resultados obtenidos por medio del algoritmo 

de De Hoog, comparados con los de otras dos referencias49
.4, se obtiene 

una muy buena aproximación; esto ' se puede apreciar mejor con la 

siguiente tabla : 

'fa6fa 6.2 Comparación de[ porcentaje de error entre ros resuftados o6tenidos por ros métodos de 
5tefifest y ([)e J{oog. 

i! E I I_--.l rror -.J 
~ Stehfest 1 De Hoog I 
1021 0.28840125 1 0.58031348 1 

1031 -0. 1346348- 11 0.14139714 1 
. ___ ---' ---------_--.1 

~ 0.02219218 1 0.00700063 1 

! 105 i 0.00974849 1 0.00012998 1 

1

1 O~ I 0.00683-845 1 0.00051972 1 

_ ~_?J _ 0.00590772 L~~631 E-05 J 
[ 1081 0.00520026 1 0.00031202 [ 
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El error se calculó tomando como base los valores propuestos por 

Agarwal y Cols4 Se observa que el error involucrado en la aplicación del 

Algoritmo de De Hoog, es mucho menor a partir de ID=10
4 

6.3 Resultados Obtenidos Considerando un Solo Tamaño de Bloques 

La comparación se realizó utilizando datos obtenidos del trabajo de 

Cinco y Cols.19
, en el que se toma en cuenta el tamaño de bloques; sin 

embargo, para este ejemplo se utilizaran los datos correspondientes a 

NB = 1 (Fig . 6 de esta referencia) , al igual que los resultados obtenidos por 

Rodríguez49
, para este mismo caso, en donde se tiene: S=l y 7]maD= 1 0-8

. 

'faMa 6.3 Comparación áe resuftaáos áe P wf) 06teniáos por meázo áef alj¡oritmo áe ([)e J{oog y 

Co&, y [os 06teniáos áe Úl tesis áe 1\páriguez49(5teFifes t) y áef tra6ajo áe Cinco y CO&19 ('Fi{j. 6 áe 
esta referencia). 

p".f) 1 

I~ Ref. 19 1 Stehfest 1 De Hoog 1 

¡ 102 ¡ 4.95 1 4.975 1 4 .82739504 1 

I~ 5.95 1 6.005- 1 5.91645799 1 

11041_ 6.80 1 6.916 1 6.90497149 

I 105
1 7.45 1 7.658 1 7.72753234 

~ 8.10 1 8.294 ' 18.42395238 

1071_~ 8.880 ) 9.46810962 

~ 9.65 1 9.630 110.6193948 

11091_10.80 1 10.767 1 11 .7706923 

De la Tabla 6.3, se puede observar que para valores de ID menores a 

107
, los resultados obtenidos en las tres columnas son muy parecidos, no 
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así con los últimos tres {ID > 10\ lo cual probablemente se deba a la 

precisión en cada uno de los métodos usados. 

6.4 Resultados Obtenidos Considerando Variabilidad en el Tamaño 

de Bloques 

Para este ejemplo, se tomaron los datos y resultados de la Fig. 15 de 

Cinco 19, en el cual , se tiene para una distribución continua, cinco diferentes 

tamaños de bloque (NB = 5) , con sus respectivos valores de '7"wf) 

('7""d); = 10-8
, 5xl 0-8

, 10-7
, 5xl 0-7 

, 10-6
) Y de ¡; (¡; = / 2 = ... fs = 0.2 ), estos últimos 

valores significan que el mismo tamaño de bloques ocupan el mismo 

espacio de poros, también cuenta con el valor w = 10-2
. Rodríguez49 

comparó estos resultados , con los que él obtuvo para los mismos datos, por 

medio del algoritmo de Stehfest. Estos dos resultados se muestran en la 

siguiente tabla , haciendo la respectiva comparación con el algoritmo de De 

Hoog. 

"JaMa 6.4 ComparaCión áe resuLtaáos áe P wf) 06teniáos por meáio áef argoritmo áe <De J{oog y 
Cors, y ras 06teniáos áe fa tesis áe CR,páríguez49 (Stdifest) y áef tra6ajo áe Cinco y Cors19 

~ Ref. 19 1 Stehfest 1 De Hoog 1 

104 i 6.03 - ! 6.02 
--,-_--:-'. 

1 _~5 ! 6.60 '! 6.46 
b I I 

I
~ 7.45 7.40 
1071 8.50 1 8.55 
I~----:-' 

! 6.045782 !. 

! 6.634683J 

1 7.482149 1 

1 8.491799 1 
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Podemos decir, en términos generales, que los resultados tienen una 

buena aproximación entre sí, ya que muestran resultados muy parecidos. 

A continuación se muestra la relación que existe entre los resultados 

de los tres tipos de yacimientos planteados 

12 

10 

8 

~ 
Q. 

6 

4 --yac. homogéneo 

--- yac. con NB=1 
2 -.- yac. con variabilidad 

o 
100 1000 10000 1~ 1 ()()()()()() 1 ()()()()()()() 100000000 

Pi¡]. 6.1 Comparación dé ros resu[tados o6tenidos por meaw dé[ afooritmo dé (])e J{oog, para ros 
tres tipos dé yacimientos pfanteados. 

En esta figura se observa que a medida que ID aumenta, es posible 

que las tres líneas converjan en una sola, lo cual se debe probablemente a 

que, para los tres casos se pasa de una zona de transición, a una zona de 

comportamiento homogéneo, en el que los tres tipos de yacimientos se 

comporten de forma muy parecida. También se puede observar que para el 

yacimiento homogéneo, se tienen las menores caídas de presión y para el 

caso del yacimiento con NB= 1, se tienen las mayores, que afectan de 

manera directa la recuperación de hidrocarburos. 
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CAPíTULO 7 CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES 

Con base en la teoría y resultados presentados en el trabajo, se pueden 

establecer las conclusiones y recomendaciones siguientes: 

1. En la literatura se encontró que en el área de la Ingeniería de 

Yacimientos, el método comúnmente usado para la solución de la 

inversión de la Transformada de Laplace, es el método de Stehfest y 

sólo en una tesis de licenciatura51 y en otro trabajo33 se encontró un 

algoritmo diferente. 

2. La utilización del Algoritmo de De Hoog, como invertidor numérico, no 

se ha aplicado en el área de Ingeniería de Yacimientos, sobre todo en 

pruebas de variación de presión. 

3. Los resultados obtenidos mediante la aplicación del Algoritmo de De 

Hoog, muestran gran aproximación a la solución analítica de 

funciones probadas con anterioridad y finalmente probadas en 

ecuaciones de flujo para YNF, mostrando excelentes resultados, por 

lo que lleva a concluir que el método empleado en la investigación es 

muy recomendable para su aplicación, debido a su aproximación, 

aumentando los niveles de confiabilidad y mejorando de esta forma la 

evaluación cualitativa y cuantitativa de las formaciones y por 

consiguiente la interpretación del comportamiento del yacimiento para 

su explotación. 

4. El análisis adecuado de toda información disponible de un yacimiento, 

como la de geología, registros geofísicos, datos sismológicos, datos 

de producción, de núcleos de laboratorio, así como la aplicación de 

sistemas sofisticados de cómputo, en complemento con lo datos de 
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pruebas de variación de presión realizadas en un pozo, y el uso de 

modelos matemáticos que representan el comportamiento de las 

formaciones productoras, aumentan la calidad del diagnóstico de los 

comportamientos primario y secundario de un YNF, a la vez que 

contribuye a una explotación racional de los hidrocarburos contenidos 

en los mismos. 

5. En una gráfica lag-lag de P/l vs 1/J{ , para tiempos cortos, los datos l elJ 

obtenidos están totalmente controlados por el almacenamiento del 

pozo; la producción que se obtiene es debida a la descarga del 

mismo, por lo que los datos no describen el comportamiento del 

yacimiento y no se pueden analizar para realizar una evaluación 

cualitativa y cuantitativa de las propiedades de la formación . La zona 

de transición , que se presenta entre la zona de flujo de fracturas y la 

zona de flujo total del sistema, es la que permite llevar a cabo una 

evaluación de las propiedades del sistema, incluyendo el tamaño y 

distribución de bloques. 

6. El uso de la función derivada sobre datos de presiones 

adimensionales, como herramienta complementaria en el análisis de 

pruebas de variación de presión para YNF, es de gran importancia, ya 

que revela de mejor manera el comportamiento de doble porosidad 

del sistema y define mejor los límites de los regímenes 

característicos, por lo que aumenta la confianza en los resultados del 

análisis de pruebas en este tipo de formaciones. 

7. La representación gráfica de los modelos en términos de la primera y 

segunda derivadas, simplifica el procedimiento de análisis y 

proporciona una mejor definición en la determinación de los 

parámetros característicos de un YNF. 
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8. Las herramientas de alta resolución (registros de producción, etc.) y 

de alta densidad de muestreo utilizadas en la actualidad, en pruebas 

de variación de presión, brindan una ventaja significativa en la 

caracterización de un yacimiento de doble porosidad , puesto que 

permiten la aplicación de modelos matemáticos y computacionales 

sofisticados a los datos e información recopilados. 

9. La introducción de parámetros de flujo, OJ y A, para YNF, ha sido de 

vital importancia en la evaluación del comportamiento de dichas 

formaciones productoras, ya que han contribuido de manera 

significativa en el análisis de pruebas de variación de presión. 

10. El comportamiento de presión de un pozo en un sistema 

homogéneo puede ser similar al de un YNF con un solo tamaño de 

bloques de matriz, así corno también al de un YNF con tamaño de 

bloques múltiples, como se puede observar en la Fig . 6.1, en la que 

se muestran los valores obtenidos por medio del Algoritmo de De 

Hoog, tendiendo a ser semejante conforme el tiempo, tD, aumenta. 

De la Fig . 6.1 se puede deducir que no se puede identificar la 

naturaleza o tamaño de los bloques de matriz únicamente con un 

análisis de la primera derivada de variación de presión, por lo que es 

necesario información adicional de otras fuentes . 

Recomendaciones 

1. Para un desarrollo futuro de esta investigación, se recomienda hacer 

uso de herramientas más útiles, como el uso del algoritmo de De 

Hoog, para la determinación de heterogeneidades en un YNF : la 

aplicación de la primera y segunda derivadas a las ecuaciones de 

flujo consideradas. 
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2. Aplicar el método de De Hoog al resultado del punto anterior y 

determinar la aproximación y su grado de confianza sobre el resultado 

obtenido para el análisis de pruebas de variación de presión que se 

está evaluando. 

3. Comprobar de una manera real el método de De Hoog , con datos de 

pruebas hipotéticas que hayan sido analizadas por otros métodos o 

sobre pruebas de campo realizadas, con el fin de desarrollar una 

evaluación cualitativa y cuantitativa del método y posteriormente una 

adecuada interpretación del comportamiento del yacimiento para los 

procesos de explotación, como recuperación secundaria y mejorada 

de los hidrocarburos. 
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NOMENCLATURA: 

Alma 

e 

Co 

C( 

COI 

e 

!o(ho)) 

Área de las fracturas por volumen total de roca , 1/pies. 

Área adimensional de las fracturas. 

Área de las fracturas por volumen de matriz, 1/pies. 

Compresibilidad , pg2/lb. 

Compresibilidad total de la red de fracturas, pg2/lb . 

Compresibilidad total de la matriz, pg2/lb. 

Constante de almacenamiento en forma adimensional. 

Capacidad de almacenamiento de fracturas. 

Capacidad de almacenamiento adimensional de fracturas. 

Capacidad de almacenamiento de matriz. 

Capacidad de almacenamiento adimensional de matriz. 

Constante de Euler. 

Función frecuencia del tamaño de bloques , 1/pies. 

Función de densidad de probabilidad de la variable aleatoria ha, en 

forma adimensional. 

F(s) Función en el espacio de Laplace. 

Fh Cociente hmi,/hmáx. 

ho Espesor del bloque en forma adimensional. 

hl Espesor de las fracturas, pies. 

hmáx Espesor máximo de los bloques, pies. 

hmín Espesor mínimo de los bloques, pies. 

k( Permeabilidad de las fracturas , mD. 

kma Permeabilidad de la matriz, mD. 

Kn Función de Bessel de segunda clase de orden cero. 

K, Función de Bessel de segunda clase de orden uno. 

N Número de términos de la expresión de Stehfest. 

NB Número de tamaños de bloques de una distribución discreta. 

p(ho) Función de densidad de probabilidad . 

Pi Presión inicial (lb/pg2) en el pozo. 
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p ",1) Presión adimensional en el pozo. 

P '",d Derivada de Pwo 

p' '",1) Segunda derivada de Pwo. 

P u/J Transformada de Laplace de Pwo· 

Puf Presión de fondo fluyendo en el pozo (lb/pg2). 

P (r.,) Transformada de Laplace de la caída de presión en un punto de la 

formación . 

q Gasto superficial. 

r l) Radio adimensional. 

s Variable en el espacio de Laplace. 

S Daño en la formación , adimensional. 

So Saturación de aceite, adimensional. 

S", Saturación de agua, adimensional. 

Vector columna del tiempo 

t I) Tiempo adimensional. 

Vi Función en el algoritmo de Stehfest. 

V rf Volumen relativo de fracturas . 

Vrm Volumen relativo de roca . 

VII Volumen de roca. 

r¡mal) Difusividad hidráulica de la matriz, en forma adimensional. 

íl. Coeficiente de flujo matriz-fracturas. 

JI Viscosidad del fluido , cp. 

!/J Porosidad . 

úJ Almacenamiento de las fracturas. 

úJma Almacenamiento de la matriz. 
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