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Introducción 

En la actualidad, la búsqueda de soluciones a los problemas económicos requie­
re de un planteamiento multidisciplinario que integre diversas áreas del conoci­
miento científico. En particular, el análisis financiero es la disciplina que más se ha 
combinado con la economía en el modelado del comportamiento de los agentes y de 
los mercados en que estos participan. Asimismo, entre las herramientas matemá­
ticas que se utilizan para resolver muchos de los problemas económico-financieros 
destaca la optimización dinámica, la cual agrega las técnicas del cálculo de va­
riaciones, el control óptimo y el control óptimo estocástico. En el caso estático, 
todo análisis se efectúa para un punto en el tiempo. En el caso dinámico el análi­
sis se efectúa a lo largo de un intervalo de tiempo. En términos matemáticos, el 
problema consiste en determinar trayectorias de ciertas variables que maximizan 
o minimizan un funcional expresado en forma de integral. 

La economía no es una disciplina claramente definida. Sus fronteras son am­
pliadas constantemente y por ello su definición está sujeta a controversias. Por 
un lado, la economía es definida como la rama de las ciencias sociales que estu­
dia el intercambio entre bienes y servicios, así como de activos y riesgos, en una 
sociedad 1, por otro lado, se define la economía como el problema de una sociedad 
para asignar una cierta cantidad de recursos escasos para diferentes fines. En este 
trabajo, la economía se estudia como los agentes económicos, es decir: individuos 
que buscan la maximización de su bienestar a través de la producción, consumo 
y distribución de bienes, así como la manera de encontrar la mejor alternativa en 
la distribución de recursos escasos. 

El propósito de este trabajo es demostrar la importancia de los métodos de 
optimización dinámica en el planteamiento y solución de distintos problemas 
económicos y financieros. En particular se estudian cuatro problemas económicos 
y dos problemas financieros. Las técnicas deterministas se emplean en el plan-

1 Asimismo, las finanzas son definidas como un área de Ja economía que estudia como se 
intercambian los activos y riesgos en una sociedad. 
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teamiento y solución de dos , de los cuatro, problemas económicos. El resto de 
los problemas se resuelven por medio del control óptimo estocástico. Las técni­
cas deterministas utilizadas son: el cálculo de variaciones y el control óptimo 
determinista. Para el estudio del control óptimo determinista se necesitan algu­
nos resultados teóricos importantes de programación dinámica determinista. Por 
ello, se incluye un capítulo que presenta la ecuación de Bellman-Euler-Lagrange, 
la condición de Legendre, la condición de Weierstrass y la ecuación de Hamilton­
Jacobi-Bellman. Asimismo, en el estudio del control óptimo estocástico se utilizan 
algunos conceptos teóricos sobre programación dinámica estocástica, por lo cual, 
se incluye un apartado en el que estos conceptos se resuelven , específicamente, 
para los problemas que se plantean en el quinto capítulo. 

El primer problema económico que se plantea es un modelo para maximizar 
la utilidad de un consumidor racional que satisface sus necesidades por medio 
de un bien de consumo perecedero. Se revisan distintos modelos de la función de 
utilidad. Este problema se plantea y resuelve por medio del cálculo de variaciones. 

En el marco teórico de la micro y macroeconomía se presenta un conjunto de 
modelos de optimización en tiempo continuo, donde los individuos tienen como 
objetivo determinar las trayectorias de consumo, producción e inversión (variables 
de control) que le brindarán un mayor beneficio. El segundo problema económico 
es un modelo de crecimiento económico que explica endógenamente los determi­
nantes del mismo. Este problema considera aspectos como, consumo, producción 
e inversión. Asimismo, el modelo propuesto describe el comportamiento de la 
dinámica de las trayectorias de consumo y capital de los agentes. En el plantea­
miento del problema se supone que el producto marginal del capital se mantiene 
constante en el tiempo. Por ello, se plantea el problema de decisión de un con­
sumidor, que desea maximizar su utilidad por un bien de consumo perecedero, 
como un problema de control óptimo determinista en tiempo continuo. Se utili­
zan distintas funciones de utilidad en las que se examinan las decisiones óptimas 
del consumidor, para ello se diseñan algunas subrutinas de MATLAB©. 

En los problemas que se plantean y resuelven por medio del control óptimo es­
tocástico, se utiliza la programación dinámica para obtener las decisiones óptimas 
del consumidor sobre los recursos que dispone. Estas decisiones, independiente­
mente del estado inicial y de las decisiones restantes, también constituyen una 
política óptima. El primer problema que se resuelve es el modelo neoclásico de 
crecimiento económico óptimo bajo incertidumbre, donde un individuo, llamado 
planeador central, desea maximizar el bienestar de todos los agentes económicos 
y tiene la facultad de decidir sobre las trayectorias de consumo e inversión de la 
economía. En este contexto, se supone que las variaciones del tamaño de la fuer­
za de trabajo se rigen por una ecuación diferencial estocástica. En este modelo 
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se busca determinar las trayectorias de consumo y de capital que maximizan el 
bienestar de la economía. El segundo problema es el modelo de selección óptima 
de portafolio bajo incertidumbre. Cuando los individuos desean optimizar su car­
tera de inversión y saber las trayectorias de consumo y riqueza que maximizan su 
bienestar, se plantea este modelo. En este problema un individuo se enfrenta al 
problema de optimizar su cartera de inversión, la cuál cuenta con dos activos, uno 
de renta variable y otro de renta fij a. Los rendimientos de la cartera de inversión 
son estocásticos. En estos problemas se plantean las restricciones como ecuacio­
nes diferenciales estocásticas. Asimismo, para ambos problemas , se encontrará la 
estructura que deben presentar las variables de control y de estado para que se 
cumplan las condiciones necesarias de optimalidad. 

Por último, se utiliza el control óptimo estocástico para plantear y solucionar 
dos problemas económico-financieros actuales . El primero de ellos es un proble­
ma de maximización de utilidad con productos derivados. En este problema se 
propone un método para obtener la dinámica del precio de un producto derivado 
de un activo con riesgo. Con este método, un consumidor inversionista racional, 
podrá determinar su trayectoria de consumo y el portafolio de inversión que maxi­
mice su utilidad total esperada. En el segundo problema se det ermina el portafolio 
de activos y la cantidad de consumo que maximizan la satisfacción de un consu­
midor. Esta satisfacción se encuentra determinada por un bien de consumo y por 
la acumulación de riqueza real. En este problema, la dinámica del precio de bien y 
el rendimiento de los activos disponibles en la economía, se rigen por una ecuación 
diferencial. 

En este trabajo se explica la importancia del uso de los métodos de optimiza­
ción dinámica en los problemas de economía y finanzas. Asimismo, se clasifican y 
resumen los resultados teóricos más importantes y se plantean y resuelven algunos 
problemas representativos. 

Este trabajo se divide en cinco capítulos. En el primer capítulo , se estudian los 
antecedentes de optimización dinámica, de la teoría económica y de la teoría fi­
nanciera. En el segundo capítulo se estudia el cálculo de variaciones. Este capítulo 
se encuentra dividido en tres secciones. En la primera sección, se explican algunos 
de los conceptos básicos y algunas propiedades de estos que el lector debe co­
nocer para comprender mejor este tema. Algunos de estos conceptos son: espacio 
métrico, norma de una función , bola abierta y funcional. En la segunda sección, se 
explican las condiciones necesarias de optimalidad por medio de la demostración 
de la ecuación de Euler para tres problemas que se presentan frecuentemente en 
economía. Finalmente, en la última sección, se resuelve el problema económico de 
un consumidor inversionista con vida infinita que desea maximizar su utilidad por 
un bien perecedero, este problema es planteado y analizado para cuatro funciones 
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de utilidad distintas. En el tercer capítulo, se estudian el control óptimo determi­
nista y el control óptimo estocástico. En la sección destinada al control óptimo 
determinista se formula el modelo general y se desarrollan los conceptos básicos 
que muestran la validez matemática del principio del máximo de Pontryagin. Se 
formula el problema de horizonte infinito y se resuelve el problema económico de 
crecimiento endógeno para cuatro funciones de utilidad distintas. Asimismo, se 
elaboran algunas subrutinas en MATLAB© para las distintas funciones de utili­
dad. En la sección de control óptimo estocástico se estudian las condiciones de 
primer orden que se utilizan para resolver el modelo neoclásico de crecimiento 
económico óptimo bajo incertidumbre, el modelo de selección óptima de portafo­
lio bajo incertidumbre, el problema de maximización de utilidad con productos 
derivados y el problema del consumidor estocástico. En el cuarto capítulo, se ex­
plican las técnicas de programación dinámica determinista y estocástica que son 
utilizadas en problemas de control óptimo determinista y control óptimo estocásti­
co, tales como la ecuación de Bellman-Euler-Lagrange y su uso para desarrollar 
las condiciones de Legendre y de Weierstrass. Así como, la condición de primer 
orden de Hamilton-Jacobi-Bellman para el problema de ma.'Cimización de utilidad 
con productos derivados y el problema del consumidor estocástico. Finalmente, en 
el capítulo cinco, se plantea y resuelve el problemas de maximización de utilidad 
con productos derivados y el problema del consumidor estocástico. 



Capítulo 1 

Antecedentes 

Los estudios teóricos sobre optimización, matemáticas, economía y finanzas 
se encuentran respaldados por siglos de estudios científicos en estas áreas. La op­
timización dinámica es un conjunto de métodos que han sido desarrollados por 
diversas áreas científicas durante distintas etapas de la historia. En este trabajo, 
los métodos que constituyen la optimización dinámica son aplicados en algunos 
problemas básicos que estudia la economía y las finanzas. Por ello, es necesario 
que el lector conozca algunos de los antecedentes históricos de las disciplinas antes 
mencionadas. El presente capítulo se encuentra dividido en tres secciones. En la 
primera sección se estudian los antecedentes históricos de los distintos métodos 
que forman parte de la optimización dinámica y se explican algunas generalidades 
sobre la teoría de optimización. En la segunda sección se puntualizan algunos as­
pectos fundamentales de la historia económica que serán utilizados en los capítulos 
siguientes. Por último, en la tercera sección se revisan algunos aspectos históricos 
de la teoría financiera. En particular, se estudian los fundamentos de la teoría de 
productos financieros derivados. 

1.1. Antecedentes de Optimización Dinámica 

Los modelos de optimización que en este trabajo se desarrollan, tienen sus 
fundamentos en el Calculo de Variaciones, la Teoría del Control Óptimo y la 
Programación Dinámica. El cálculo de variaciones posiblemente nació alrededor 
del año 850 a.c. , cuando el poeta Virgilio relató como la reina Dido fundó la 
ciudad de Cartago. La reina cortó la piel de un toro en tiras pequeñas para hacer 
una cuerda de longitud l y al utilizar la costa del mar mediterráneo como un 
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costado de la ciudad, el problema al que se enfrentó fue el encontrar una curva de 
longitud l que encerrara la mayor cantidad de área que iniciara en un punto de la 
costa y terminara en otro punto de la misma. Sin embargo, los primeros estudios 
formales con fundamentos matemáticos se le atribuyen al suizo Johann Bernulli 
(1667-1748) al proponer el problema de la Braquistocrona1

. Este problema se 
establece como sigue: dados dos puntos en el mismo plano, pero no en la misma 
recta vertical hay que encontrar la curva que los une de tal manera que si una 
partícula que se deslice sobre ella, vaya de un punto al otro en el tiempo mínimo. 
No fue sino hasta mediados del siglo XVIII que el cálculo de variaciones alcanza 
un importante desarrollo con los trabajos de Euler (1707-1783) y Lagrange (1736-
1813) . 

Euler publicó en 1744 el primer libro de cálculo de variaciones, titulado "Méto­
do de búsqueda de líneas curvas con propiedades de máximo o mínimo" . En 1755 
Lagrange creó el "Método General Analítico" en el que introduce la variación de 
una función y las reglas del cálculo diferencial a estas variaciones. De ahí el nom­
bre de cálculo de variaciones. Otras aportaciones importantes se encuentran en 
los trabajos de Legendre (1752- 1833) , Jacobi (1804-1851) , Hamilton (1805- 1865) , 
Weiestrass (1805- 1897), Bolza (1857-1942) y Bliss (1876-1851)2

. Las aplicaciones 
más importantes del cálculo de variaciones han sido en física y economía. 

La Teoría del Control se desarrolló en Estados Unidos en la década de los 
treinta, del siglo XX. Esta teoría se aplicó en la ingeniería eléctrica y mecánica 
ya que en los modelos de esta época se trataba de evitar la inestabilidad en los 
sistemas de regulación. Asimismo, durante la segunda guerra mundial aparecieron 
sistemas de control aplicados a servomecanismos y a sistemas de persecución, por 
ejemplo: el sistema de control de las armas requeridas para alcanzar objetivos 
móviles con ayuda del radar. Gran parte de la teoría requerida para los fines 
bélicos fue desarrollada tiempo atrás por los ingenieros en comunicaciones. En esta 
época aparece la denominada Teoría Clásica del Control con la que se verificó que 
las ecuaciones diferenciales utilizadas para describir sistemas dinámicos eran a 
menudo inestables pero utilizando resultados como la Transformada de Laplace 
se podía inferir en el sistema. El problema de esta teoría era que estaba limitada 
a sistemas lineales con una sola variable. 

No fue sino hasta 1960 con el trabajo de Kalman, en el cual se introdujo 
el concepto de controlabilidad y de observabilidad, así como con los trabajos 
sobre optimización de Bellman (1957) y Pontryagin (1962) que se dio origen a 
lo que se conoce como la Teoría del Control Óptimo. Fue así como el control 

1Que en griego significa: "tiempo mínimo". 
2 Ver Ize [26] 
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óptimo se introdujo no sólo en las áreas referentes a las ingenierías, sino en la 
biología, economía, medicina y ciencias sociales, entre otras. Cabe señalar que el 
control óptimo tuvo gran influencia en los modelos que se utilizaron en el programa 
espacial americano. 

En la economía, el control óptimo aportó grandes aplicaciones a la teoría de cre­
cimiento económico. En la actualidad las empresas utilizan los modelos de control 
óptimo para el estudio de problemas de control de inventarios, selección óptima 
de inversiones, mantenimiento y reemplazo de equipo, planeación de producción, 
mercadotecnia, etcétera. 

Un aspecto muy importante en la historia del control óptimo es su relación con 
la macroeconomía. Durante los años sesenta, del siglo XX, hubo gran interés por 
el uso del control óptimo y la econometría, a tal grado que fue en esta década que 
se alcanzó gran madurez en ambas disciplinas y su desarrollo llegó a la naciente 
industria del software, la cuál realizo sistemas muy útiles para estas áreas. No 
obstante, a finales de la década de los setenta la naciente escuela de la macroeco­
nomía clásica descalificó y rechazo el uso del control óptimo como una herramienta 
básica para el análisis de políticas económicas alternativas en el planteamiento de 
modelos econométricos. En la actualidad el control óptimo constituye el principal 
instrumento matemático de la nueva macroeconomía clásica, ya sea en el enfoque 
tradicional o nuevo los métodos de la teoría de control son utilizados en el análisis 
micro y macroeconómico. 

Los problemas de optimización tienen una estructura básica, que consiste de 
funcionales que toman valores en algún subconjunto de !Rn los cuales se desean 
maximizar o minimizar sujetos a un cierto conjunto de restricciones. Es decir, 
tienen la siguiente estructura: 

Maximizar (Minimizar) J(x) 
sujeto a x E X , 

donde se desea encontrar el valor de x* tal que f(x*) ~ f(x), según sea el caso. 
Dicha solución puede no existir, por ello es necesario verificar la existencia de al 
menos una solución óptima. Esta solución existe si el conjunto X es finito. En 
algunos casos en que X no es finito, la existencia de una solución se garantiza si 
la función fes continua y X es un conjunto compacto sobre !Rn. A este resultado 
se le conoce como el teorema de Weierstrass. Asimismo, para solucionar un pro­
blema de optimización se requiere de ciertas condiciones necesarias y suficientes 
de optimalidad. Estas condiciones son disponibles cuando la función f es diferen­
ciable sobre !Rn y X es un conjunto convexo. Por ejemplo, si x* es una solución 
del problema de optimización a minimizar, fes una función diferenciable de clase 
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C 1 y X es un conjunto convexo, se tiene que 

'V f (x*)(x - x*) ~O, para toda x E X , 

donde 'V f (x*) denota el gradiente de f en x* . Del mismo modo, si X = JRn se 
tiene que la condición necesaria es 

'V f(x*) =O. 

Así bien, si f es una función dos veces diferenciable, es decir, de clase C 2
, y 

X = JRn , una condición necesaria es que la matriz Hessiana '12 f ( x*) sea positiva 
semidefinida. Un resultado muy importante es que si la función f y el conjunto 
X son convexos entonces las condiciones necesarias que se mencionaron también 
son condiciones suficientes. 

1.2. Antecedentes de Economía 

La economía3 es una ciencia muy controversia!. Los temas de estudio que 
abarca son los que han fascinado al hombre a través de todos los tiempos. El 
objeto de esta ciencia social es uno de los mayores dramas humanos: los esfuerzos 
del hombre por conseguir lo que necesita para satisfacer la creciente cantidad 
de necesidades que le provocan bienestar. Este drama se ve afectado por una 
constante disminución de recursos con los que puede satisfacer sus deseos. Los seres 
humanos han vivido en diversas formas de uniones sociales; por ello, la economía 
se ocupa del hombre como miembro de la sociedad y su problema central es el de 
la conducta del hombre en la sociedad. 

La historia económica, es muy extensa y su origen incierto, por lo que se 
sitúan los primeros estudios económicos en la antigua Grecia cuyos principales 
pensadores al respecto fueron Jenofonte, Platón y Aristóteles, quienes realizaron 
estudios sobre la teoría del valor, las ideas relativas al dinero y los préstamos. Como 
se mencionó, la historia económica es muy extensa y tratar todos los antecedentes 
históricos sobrepasa el objetivo de este trabajo, por ello se recomienda al lector 
interesado revisar el trabajo de John Ferguson [20] . 

La teoría económica trata del estudio de modelos que describen el compor­
tamiento de los agentes económicos. Asimismo, está interesada en la interacción 
entre dichos agentes y se encuentra dividida en dos enfoques: micro y macro. En 

:
1La palabra "economía" se deriva del griego oikonomike ( oikos= "todo lo que se posee", 

nomos= "administración") . 
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el enfoque micro se estudia el comportamiento de las unidades económicas indivi­
duales, tales como: las economías domésticas, las empresas, la determinación de 
los precios en mercados aislados y los efectos del monopolio sobre mercados es­
pecíficos. En el enfoque macro se estudia el comportamiento de la economía como 
un todo, por ejemplo: las etapas de expansión y recesión, la producción total de 
bienes y servicios, el crecimiento de la tasa de inflación y desempleo y la balanza 
de pagos. La balanza de pagos es el registro de las transacciones de la economía 
con el resto del mundo, en ella hay dos cuentas principales: la cuenta corriente y 
la cuenta de capital. La cuenta corriente4 registra el comercio de bienes y servicios 
así como los pagos de transferencia5 . La cuenta de capital contabiliza las compras 
y ventas de activos tales como: acciones, bonos, tierra, etcétera. Finalmente, si se 
añaden las transferencias netas se obtiene la balanza en cuenta corriente y de los 
tipos de cambio. Esta se centra en el estudio de las polít icas económicas y de las 
variables políticas como son: la política fiscal6 , la política monetaria7 , la cant idad 
de dinero, las tasas de interés, la deuda pública y el presupuesto del gobierno. 
También constituye un reto el reducir los complicados detalles de la economía a 
sus elementos fundamentales. Estos elementos radican en las interacciones exis­
tentes entre los mercados de bienes, de trabajo y de activos de la economía . 

Dos de las grandes teorías económicas son: la teoría neoclásica y la teoría 
keynesiana . En los modelos neoclásicos el empleo de todos está garantizado, la 
política fiscal y monetaria no tienen efecto en la producción ni en el empleo. 
Mientras que en los modelos keynesianos, el empleo de todos no est á garantiza­
do automáticamente y la cantidad de empleo y producción se determina por la 
política monetaria y fiscal. 

Así bien , el problema de economizar puede ser abordado a través de distintos 
modelos de programación matemática, definida como la selección de valores de 
ciertas variables para maximizar (o minimizar) una función sujet a a restricciones. 
Las variables del problema económico sintetizan la selección de alguna trayectoria 
en particular, la función objetivo sintetiza los deseos del agente económico y las 
restricciones sintetizan la escasez de recursos. Es por ello que, matemáticamen-

4Se encuent ra estrechamente relacionada con la cuenta corriente la balanza comercial, que 
contabiliza simplemente el comercio de bienes y si se le añade el comercio de servicios se obtiene 
la balanza de bienes y servicios. 

5En los servicios se incluyen: fletes, pagos por patentes y por intereses. Los pagos de t ransfe­
rencia consisten en: remesas, donaciones y subvenciones. Si los ingresos derivados del comercio 
de bienes y servicios y de las transferencias superan los pagos por dichos conceptos se dice que 
existe un superávit en cuenta corriente. 

6 La polít ica fiscal es la polít ica del gobierno , en relación con los niveles de gasto público, 
t ransferencias y con la estructura de los impuestos. 

7 La polít ica monetaria es la polít ica de los bancos centrales en relación con incrementos o 
decrementos en la cantidad real de dinero sobre las tasas de interés y el nivel del ingreso. 
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te, el problema de economizar es el de seleccionar trayectorias del conjunto de 
oportunidades tal que maximicen (o minimicen) la función objetivo. El presentar 
modelos matemáticos tiene sus ventajas: el lenguaje que se utiliza es más conciso 
y preciso, existe una riqueza extraordinaria de teoremas matemáticos a nuestro 
servicio, se fuerza a establecer explícitamente todas nuestras suposiciones como 
un requisito para los teoremas matemáticos y permite tratar el caso general de n 
variables. 

Cuando es modelado el comportamiento de las empresas se describe al ob­
jetivo como la maximización de los beneficios y a las restricciones como límites 
tecnológicos y de mercado. Asimismo, cuando es modelado el comportamiento de 
los consumidores se describe al objetivo como la maximización de la utilidad y a 
las restricciones como límites presupuestales. 

1.3. Antecedentes de Finanzas 

La historia financiera de la humanidad es tan antigua como la humanidad 
misma. Una constante de la teoría financiera ha sido, y es, la especulación. Los 
procesos especulativos han vencido a personajes ilustres de la historia. Tal es el 
caso de Sir Isaac Newton. Newton ha pasado a la historia de la humanidad como 
uno de los grandes pensadores que esta ha tenido. A la edad de 25 años, durante 
la epidemia de peste en 1665, desarrolló grandes avances en matemáticas, óptica, 
física y astronomía. Esto le valió el cúmulo de una gran fortuna, ya que después 
de sus primeros avances científicos fue recomendado para ocupar el puesto en la 
silla Lacasiana en 1669; después fue electo miembro de la Royal Society en 1672 y 
esto lo llevó a ser nombrado director de la Casa de Moneda en 1699. Este último 
puesto le proporcionaba grandes ingresos económicos lo que lo llevo, alrededor 
de 1711, a invertir sus ahorros en una empresa que parecía muy prometedora, la 
South Seas Company (SSC). 

Mientras tanto Inglaterra y España se encontraban en guerra. Esta guerra 
le había dejado al gobierno inglés una deuda de 10,000,000.f'.8 . La SSC com­
pró 9,000,000.f'. de la deuda inglesa, por la que recibiría el seis por ciento anual 
de beneficios. Además recibió el monopolio del comercio con los mares del sur. 
Así fue como se concibió a la SSC como una compañía con acciones transferi­
bles. El dueño de la empresa, Robert Harley, obligó a que todos los poseedores 
de deuda del gobierno inglés convirtieran sus papeles de deuda en acciones de la 

8En el siglo XIII, una familia de clase media podía vivir con holgura durante un año con 
200!'. 
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SSC, lo cuál la convirt ió en una compaüía sumamente atractiva. Así fue como la 
SSC comenzó a ser una de las más importantes en Europa ya que los directivos 
invirtieron en marketing lo que llevo a que se emit ieran acciones de más, con el fin 
de que el pueblo en general comprara acciones. Esto creó un sistema de bombeo 
financiero que requería de más dinero para sostenerse. Sin embargo, la paz de 
Utrech en 1713, las restricciones puestas entonces por el rey Felipe V de España 
y el incremento en la mortalidad de los esclavos transportados por los barcos, 
llevó a malos manejos de la compañía (al estilo ENRON). Esto culminó con un 
crash económico a finales de 1720. Muchas familias se declararon en ruina, en­
t re ellas la de Isaac Newton quien, a pesar de su genio cient ífico, perdió mas de 
20,000f. 

A pesar de que la especulación siempre ha sido parte de los mercados finan­
cieros su estudio comenzó hasta principios del siglo XX. El nacimiento de las 
matemáticas financieras se puede datar el 29 de marzo de 1900, fecha en que 
un joven estudiante de Henri Poincaré finalizó su disertación doctoral. El nom­
bre de este estudiante era Louis Jean-Baptiste Alphonse Bachelier. El t ítulo del 
t rabajo de Bachelier fue "Théorie de la spéculation", en el cual sugería una des­
cripción probabilista sobre las fluctuaciones de precios en los mercados financieros. 
Esencialmente desarrolló las herramientas matemáticas para explicar como el mo­
vimiento Browniano9 es aplicable en la modelación de la dinámica de los precios 
de activos. 

Aüos mas t arde, en 1944, Ito utilizó este trabajo como motivación para introdu­
cir su cálculo y una variante del movimiento Browniano, el movimiento Browniano 
geométrico. El movimiento Browniano geométrico ha llegado a ser un modelo im­
portante para el mercado financiero. Su significado económico fue reconocido en 
el trabajo de Paul S. Samuelson en 1965, quien por sus contribuciones obtuvo el 
premio Nobel de economía en 1970. En 1973, Fisher Black (1938-1995) y Myron 
Scholes, así como, de forma independiente, Robert Merton utilizaron el movi­
miento Browniano geométrico para construir la teoría para determinar el precio 
de opciones sobre acciones. Esta teoría representa el pilar en el desarrollo de las 
matemáticas financieras y las formulas de valuación que han resultado de este 
desarrollo se han convertido en herramientas indispensables en el mercado de ca­
pitales. Por estos t rabajos, Scholes y Merton fueron galardonados con el premio 
Nobel de economía en 1997. Aunque est as formulas son ampliamente aplicables, 
no son perfectas. Existe un parámetro muy importante, la volatilidad, que debe 
ser ajustado de manera empírica para poder realizar predicciones útiles. 

9 Cinco años antes de que Einstein publicara un art iculo muy famoso al respecto: "Über 
die von der molekularkinetischen Theorie der Warme geforderte Bewegung von in ruhenden 
Flüssigkeiten suspendierten Teilchen" en el anuario de física, 17 num. 549. 
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En los últimos años los físicos han dado un giro al paradigma de su profesión y 
han encontrado en la economía un área fértil para la aplicación de sus conocimien­
tos. Los físicos han denominado "Econofísica" a esta nueva área del conocimiento 
y su objetivo ha sido el comprender la discrepancia en los mercados financieros 
entre la teoría y práctica por diversos medios, desde el análisis estadístico de la 
evolución de los precios de los activos hasta modelos de comercio microscópico. 

Los economistas suelen definir a un mercado como un lugar físico , donde vende­
dores y compradores se reúnen para el intercambio de productos o mercancías. En 
cada instante del tiempo los productos tienen un precio al contado S(t) . El precio 
al contado se encuentra determinado por la interacción de la oferta y la demanda 
en una economía con mercados libres. Un tipo especial de mercado es el mercado 
financiero, en donde el producto de intercambio es el dinero. En el mercado fi­
nanciero, grandes sumas de dinero son prestadas e invertidas en mercancías, como 
metales o productos perecederos, y en valores , como bonos o acciones. Existen dos 
lugares donde es posible invertir, ya sea en la bolsa de valores10 o en venta por 
corredor11

• Sin embargo, todos los participantes del mercado accionario quieren 
obtener más dinero al final de la jornada, nadie quiere tener perdidas. El objetivo 
de la administración de riesgo consiste en encontrar las fuentes potenciales de 
pérdidas y en inventar nuevas estrategias para limitar, lo mas posible, el inevita­
ble riesgo. La administración de riesgos comienza con la clasificación de riesgos. 
Existen tres diferentes tipos de riesgo: riesgo de crédito12 , riesgo operacional 13 y 
riesgo de mercado14

. 

Por otro lado, los supuestos mas importantes acerca del mercado se establecen 
dentro de la hipótesis de mercados eficientes, la cuál sugiere que este debe compor­
tarse como un proceso de Markov. La hipótesis de mercados eficientes, establece 
lo siguiente: un mercado es llamado eficiente si 

10La bolsa de valores es un mercado organizado en donde las acciones, equivalentes de acciones 
ordinarias y bonos son negociados por los miembros de la bolsa, los cuales actúan como agentes 
y como principales. 

11 Este término es la traducción del termino "over the counter" que, en la práctica, es mas 
utilizado. El mercado de venta por corredor es un mercado en el cual las transacciones de 
valores se conducen por medios telefónicos y redes de computo que conectan a los negociantes 
en acciones y bonos, y no en el piso de remates de una bolsa de valores. 

12Riesgo financiero y moral relativo a que una obligación no sea pagada y que esto produzca 
una pérdida. 

13Un riesgo operacional, significa que las prácticas y políticas internas de una empresa no son 
lo suficientemente flexibles como para proteger a ésta de las condiciones adversas del mercado 
así como de los errores tecnológicos y humanos que puedan ocurrir durante el proceso financiero . 

14Es la parte del riesgo de un título que es común para todos los títulos de la misma clase 
en general (bonos y acciones) y por tanto no puede ser eliminado por la diversificación. Se le 
conoce también como riesgo sistemático. La medida de este riesgo es el coeficiente beta. 
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i ) los participantes rápidamente y de forma comprensiva obtienen toda la in­
formación relevante del mercado; 

ii) tiene liquidez. Es decir , que un inversionista puede comprar o vender fácil­
mente un producto financiero en cualquier momento. Entre mayor liquidez 
tenga el mercado, más seguro es para invert ir . Es decir, el inversionist a sabe 
que siempre es posible cambiar sus activos por dinero en efect ivo; 

iii) existe una baja fricción de mercado. La fricción de mercado es un expre­
sión colectiva para todo tipo de costos de comercialización. Esto incluye 
comisiones, costos de t ransacción, impuestos , etcétera. 

La hipótesis de mercados eficientes establece que un mercado con las propie­
dades i , ii y iii procesa la información nueva de una forma tan eficiente, que t oda 
la información actual, sobre la evolución del mercado, se encuent ra completamen­
te contenida, en cada momento , en los precios presentes. Es decir , no es posible 
obtener ventaja alguna si se t oman en cuenta todos, o parte de los precios. Esto 
se resume en que el mercado se debe comportar como un proceso de Markov. 

1.3.1. Productos Derivados 

Un derivado es un producto financiero cuyo valor se deriva del precio de un 
activo subyacente. El activo básico es denominado subyacente y el derivado es 
denominado contingente. Matemáticamente, si el subyacente se encuentra carac­
terizado por su precio de contado S(t) entonces el derivado es t an solo una función 
de S(t) . 

Exist en dos t ipos de derivados básicos: los futuros y las opciones. Los futuros 
se conciben bajo el mismo esquema de los contratos forward . Un forward es un 
contrato entre dos partes, en donde una de las partes adquiere el compromiso 
de comprar una cantidad del bien subyacente (posición larga) en una fecha T 
preestablecida (fecha de entrega) a un precio especificado K (precio de entrega) , 
mientras que la ot ra parte se compromete a vender la misma cantidad del bien 
subyacente en la fecha T al precio K (posición corta). 

A diferencia del forward , un fut uro es un contrato cuyas características no pue­
den ser negociadas independientemente. Es decir , los futuros se encuent ran estan­
darizados y su comercialización es por medio de intercambio. Dicho intercambio 
requiere que ambas partes hagan un depósito en garantía, denominado margen . El 
margen es un deposito de buena fe que debe hacer un inversionista cuando compra 



10 Antecedentes 

o vende un contrato. Si el precio de los futuros se mueve adversamente, el inver­
sionista debe depositar más dinero para cumplir con los requisitos del margen. De 
otra manera se le descuenta. Estas reglas de intercambio prácticamente eliminan 
el riesgo de crédito, en contraste de los contratos forward over-the-counter. 

La motivación que lleva a un inversionista a firmar un contrato, de cualquier 
producto derivado, es eliminar el riesgo de mercado que conlleva la evolución 
incierta del precio del activo a través del tiempo. Los futuros sobre mercancías 
se han comercializado en operadoras organizadas desde la mitad del siglo XIX, 
especialmente en Estados Unidos. En 1948 fue fundado el Chicago Board of Trade 
y otras operadoras en los años siguientes, en Nueva York y Londres. Por otro 
lado, los futuros sobre productos financieros son relativamente recientes. En 1972 
un área del Chicago Mercantile Exchange, llamada International Money Market, 
inicio el comercio de futuros financieros. En Inglaterra la London International 
Financia! future Exchange fue establecida en 1982 y en Alemania Este mercado 
dio inicio hasta 1990 con la fundación de la Deutsche Terminborse. 

Por otro lado, las opciones, son contratos en los cuales tan solo una de las partes 
asume la obligación y la otra parte obtiene el derecho. existe una gran cantidad 
de opciones. La más simple de ellas es la opción europea. Una opción europea 
es un contrato entre dos partes en donde el vendedor de la opción (suscrito) 
garantiza la comprador de la opción (tenedor) el derecho de comprar (opción 
call) al suscrito o de vender le (opción put) un subyacente con precio actual en 
efectivo de S(t) a un precio K (precio de ejercicio) en una fecha futura T (fecha 
de maduración). Como se puede observar el suscriptor es la única de las partes 
que tiene una obligación. El suscriptor debe comprar o vender el bien subyacente 
a precio de ejercicio en la fecha de maduración. Por otro lado el tenedor tiene 
la posibilidad de ejercer su opción o no. El tenedor únicamente va a explotar su 
derecho si obtiene ganancias, es decir, si S(T) > K para una opción call. De otra 
manera puede comprar el subyacente a un precio menor del precio de mercado 
S(T) < K. Claramente el suscriptor no adquiere esta obligación sin que exista una 
compensación de por medio. Así bien, la pregunta central respecto a las opciones 
es: ¿Cuánto debe costar una opción? La teoría desarrollada por Black, Scholes y 
Merton proporciona una respuesta a esta pregunta en cuanto a opciones Europeas 
se refiere. 

U no de los registros más antiguas respecto al uso de opciones se encuentra 
en Holanda, durante el siglo XVII. En aquella época hubo un gran auge por los 
tulipanes, a tal grado que los propietarios de estas flores querían protegerse de las 
fluctuaciones del valor monetario que estas tenían. Sin embargo, la "tulipomanía" 
llevo a sobrevalorar los tulipanes. Muchas familias pusieron en garantía todos sus 
bienes, esto culminó con un crash financiero, entre 1635 y 1637, que las dejó en la 
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ruma. 

Después de esa mala experiencia las opciones tuvieron muy mala fama en Eu­
ropa por mucho tiempo. Esta mala fama disminuyó conforme pasaba el tiempo 
y se formulaban leyes que regulaban mejor los cont ratos de opciones. Esto co­
menzó en Londres, alrededor del siglo XVIII , aunque no fue sino has ta 1930 que 
el intercambio de opciones fue sustentado sobre leyes más rígidas y tuvieron que 
pasar 40 años más para que las opciones comenzaran a tener la importancia que 
las ha llevado a consolidarse hasta hoy en día. 

En 1973 se inauguró la primera operadora mundial de opciones, la Chicago 
Board Options Exchange, con sede en la ciudad de Chicago. Antes de que esta 
operador abriera, todos los contratos de opciones se comerciaban de la forma over­
the-counter. Actualmente las opciones Europeas son las más comunes y simples. 
Sin embargo, la evolución de los modelos de opciones no se ha detenido. En muchas 
operadoras del mundo se puede comerciar con opciones Americanas y con opciones 
exóticas. Las opciones Americanas son muy parecidas a las Europeas , a diferencia 
que el tenedor de la opción puede ejercerla en cualquier momento anterior a la 
fecha de expiración del contrato. Las opciones exóticas pueden tener estructuras 
de pago muy complejas o que dependan de más de un bien subyacente o cuyo 
valor sea determinado por la evolución completa del valor del bien subyacente y 
no solo de su valor final. 

El mercado de opciones y futuros se ha extendido los últimos 30 años debido 
a que ofrecen alternativas muy particulares para cada tipo de inversionista. Asi­
mismo, a pesar de que son productos con los que se puede especular , sirven como 
herramienta para la disminución del riego de mercado. 

Encontrar el precio correcto para los productos derivados puede representar 
un gran reto. En la práctica se buscan e inventan nuevos productos financieros 
mas complejos. Pero si no se encuentra el precio correcto para estos instrumen­
tos , pueden ocurrir catástrofes financieras. Es por ello que es indispensable, en 
nuestros días , comprender la estructura de estos productos y saber como evaluar 
correctamente los riesgos involucrados con ellos. 



Capítulo 2 

Cálculo de Variaciones 

La economía y las finanzas son fundamentadas en una gran variedad de pro­
blemas de optimización. Frecuentemente, se optimizan funcionales representados 
por integrales cuyas posibles soluciones pertenecen a algún espacio de funciones. 
Bajo este esquema, una de las técnicas de solución de uso más común es el cálculo 
de variaciones, el cuál es una de las ramas principales del Análisis Funcional. En 
la sección 2.1 son explicados algunos conceptos básicos del cálculo de variaciones , 
tales como: funcional, espacio de funciones, espacio normado y las propiedades 
que debe satisfacer y el concepto de bola abierta. En la sección 2.2 se abordan 
algunos de los problemas más representativos del cálculo de variaciones para ex­
plicar las condiciones necesarias de optimalidad y la importancia que tiene el uso 
de la diferencial de Fréchet en ello. En la sección 2.3 se exponen algunos ejemplos 
económicos que se resuelven con el cálculo de variaciones. 

2.1. Conceptos Básicos 

El cálculo de variaciones resuelve el problema de encontrar una función dentro 
de un conjunto factible (o admisible) de funciones de tal manera que un problema 
en específico sea optimizado. Análogamente es encontrar el punto óptimo dentro 
de un conjunto de puntos factibles para un problema de programación matemática. 

En los problemas que se van a tratar a lo largo de este trabajo se utiliza como 
variable independiente al tiempo t y como variable dependiente a una función 
J(t) . Se definen a y b como dos números reales tales que a < b. Se considera el 



14 Cálculo de Variaciones 

intervalo cerrado [a, b] y se define el siguiente conjunto de funciones: 

n = {f : [a , b] -t IR I J es de clase C 2
}, 

que f sea de clase C 2 significa que posee derivadas primera y segunda continuas. 
En el conjunto n se consideran las operaciones usuales de suma y producto por 
un escalar: 

( i) Para f¡ , Í2 E f2 y t E [a, b], se define 

(f¡ + h)(t) = f¡(t) + h(t). 

(ii) Para f¡, h, Í3 E f2 y t E [a ,b], se define 

f¡(t) + h(t) = h(t) + f¡(t) , y 

[f1(t) + h(t)] + h(t) = f¡(t) + [h(t) + h(t)]. 

(iii) Para cualquier f¡ E f2 y t E [a, b] , existe un elemento O E .IR, tal que 

f¡(t) +o= f¡(t). 

( iv) Para todo f¡ E f2 existe Í2 E O, tal que 

f¡(t) + h(t) =o {=} h(t) = -f¡(t). 

(v) Para 1, a, /3 E .IR, f¡ , h E f2 y t E [a ,b], se define 

(a+ f3)f¡(t)) =af¡(t) + f3f¡(t) 

a(J1(t) + h(t)) =af¡(t) + ah(t) 

l · !1(t) =f¡(t) 

(af¡(t)) =af¡ (t) y 

a(f3f¡(t)) =(af3)f¡(t) . 

Cuando n cumple con las propiedades ( i)- ( v) se dice que tiene estructura de un 
espacio lineal real 1. 

En los espacios lineales es natural pensar en la distancia entre dos elementos 
de dicho espacio. Por lo cual, se dice que un espacio lineal n es normado si para 

1Se pueden considerar espacios lineales complejos. 
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todo l E D existe un número real único y no negativo, denotado por 11111 , que 
cumple con las siguientes propiedades: 

11111 = Ü ~ l =o 

l lal 11 =lal 11111 para a E IR 

llfi + hll ~ llfill + llhll· 

Así bien, la distancia entre dos funciones f¡ y h se define como llfi - h ll · A partir 
de esto se puede definir una topología sobre D. Si se define la siguiente norma en 
D: 

11 · 11 :D-t IR 

l -t 11111 = máx ll(t)I 
tE(a ,b] 

se dice que D es un espacio normado y la interpretación geométrica se puede ver 
en la figura 2. l. 

f(t) 

llfll 

a b 

Figura 2.1: Norma de una función 

Si la norma que se define sobre D es tal que para f¡, h E D 

d(f1 , h) = llfi - hll = máx lfi - hl 
tE(a,b] 

se dice que D es un espacio métrico, debido a que la norma considerada induce 
una distancia2 y la interpretación geométrica se puede ver en la figura 2.2. 

2Se puede comprobar que todo espacio normado es un espacio métrico. 
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f(t) 

a b 

Figura 2.2: Distancia entre dos funciones 

Así bien, sean fo E O, é E IR con E > O. Se define una bola abierta, con centro 
en f 0 y radio de tamaño é , como el siguiente conjunto 

B(fo , é) = {!E O 1 d(f , fo) < é} . 

Gráficamente se puede observar en la figura 2.3 que cualquier f E O que este 
dentro de la franja, pertenece a la bola B(f0 , E). 

f(t) 

a 

· · ·; fo(t)+E 

; . . .· : 
: . 
: . . 
~ 

: ........ · : 

b 

fo(t) 

fo(t)-E 

t 

Figura 2.3: Bola abierta con centro fo y radio é 

U no de los conceptos más importantes que se utilizan en este trabajo es el 
de funcional. Un funcional es una aplicación cuyo dominio es un conjunto de 
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funciones y su rango es un subconjunto de los números reales. Es decir 

J :D -+lR 

J ---+ J(J). 

2.2. Condiciones Necesarias de Optimalidad 

En 1906 el matemático francés Maurice René Fréchet (1878-1973) introdujo 
el concepto de espacio métrico y definió la diferencial que lleva su nombre. Dicha 
definición se establece como sigue: 

Sea (D, 11 · ll) un espacio lineal normado, Be: una bola abierta de radio E en D, 
J : Be: e D ---+ lR un funcional y .C(D, JR) el espacio de funcionales que van de D 
a lR. Se dice que el funcional J es diferenciable en el punto J E Be:, si existe un 
funcional lineal acotado dJ(J) E .C (D, JR) = D*, tal que para (J + h) E Be:, 

J(J + h) - J(J) = dJ(J)(h) + o( llhll) (2.1) 

donde o(l lhl l) significa que 

lím o(llhll) = IJ(J + h) - J(J) - dJ(J)(h)I =O. 
llhll->O llhll llhll 

(2.2) 

El termino o(llhll) es llamado infinitésimo de orden superior al primero con 
respecto a llhll y dJ(J)(h) es la Diferencial de Ftéchet del funcional J en el punto 
f E Be:. Sin embargo, este concepto es local. Se dice que J es diferenciable en un 
conjunto Be: e V si es diferenciable para cada f E Be:· Esto es, para cada J E Be: 
existe dJ(J) E .C(D, JR) = D* tal que cumple con la propiedad antes mencionada. 

Existe una gran cantidad de problemas que es posible resolver con el cálculo de 
variaciones y en la literatura se presentan con diversas variantes. Los problemas 
más importantes de cálculo de variaciones, que son aplicados en economía, son 
definidos en los siguientes apartados y se explican las condiciones necesarias de 
optimalidad para cada uno de ellos. 
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2.2.1. Problema Básico 

Considere un funcional con la siguiente forma: 

J = J(f) =lb F(t , f(t) , J'(t))dt, 

sujeto a las siguientes restricciones o condiciones de frontera, 

J(a) =A, f(b) = B , (2.3) 

donde F E C2
, es decir , f es una función con primera y segunda derivadas parciales 

continuas con respecto a todos sus argumentos. Se define V = C 1 [a, b] como el 
espacio de funciones con primera derivada continua en [a, b]. Se supone que f 
satisface las condiciones de frontera (2.3) y cumple con la siguiente norma 

11!11 = máx lf(t)I + máx lf'(t)I. 
tE (a,b] t E (a ,b] 

Una condición necesaria para que el funcional J(f) tenga un óptimo o extremo, 
en una función dada f(t) es que satisfaga la ecuación de Euler, es decir, 

&F(t,f,f') _ ~(aF(t,f, f')) = 
a¡ dt ar 0· 

(2.4) 

En efecto, si se incrementa la función f en h de tal manera que (! + h) E Bt: 
y h(a) = h(b) =O, entonces f + h satisface las condiciones de frontera (2 .3). Esto 
es, h E C0 [a, b] donde C0 [a, b] se define como el espacio de funciones continuas que 
se anulan en a y en b. En la terminología de los métodos variacionales a la función 
h se le denomina función admisible o función factible. 

Así bien, al calcular la diferencia J(f + h) - J(f) se tiene que 

J(f + h) - J(f) =lb (F(t, f + h, J' + h') - F(t , f , J'))dt, 

y si se aplica el Teorema de Taylor, se sigue que 

J(f +,h) - J(f) =lb ( &F(~J' f') h(t) + &F(~/' !') h'(t) )dt 

~lb [º2 
F(t, f + Bh, f' + Bh') h2 ( ) 

+ 2 a of2 t 

+ 2 ( a2 F(t , f ;f~j/' + Bh')) h(t)h'(t) 

8
2 
F(t , f + Bh, f' + Bh') (h'( ))2] d 

+ {) !'2 t t , (2.5) 
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donde() E [O , l]. Asimismo, se sabe que existen M 1 , M2 y M 3 tales que 

1

32 F(t , f , J') 1 < NI 
é)j2 - ¡ , 

1 

a2 F(t , J, J') 1 < M 
a¡af' - 2 

y 

1 

a2 F(t , f , J') 1 < M 
é)jt2 - 3, 

para todo (t , f , J'), pues F tiene segundas derivadas continuas con respecto a 
todos sus argumentos. Ahora bien, si para la segunda integral de la ecuación (2.5) 
se define M = máx{M;} , donde llhll = máx lh(t)J + máx lh'(t)J, se obtiene que: 

~ j\ .. )dt:::; ~ jb(Mh2 + 2Mhh' + M(h')2 )dt 
2 a 2 a 

:::; ~M ¡b (h2 + 2hh' + (h')2 )dt 

:::; ~M jb [ máx Jh(t)l2 
2 a tE[a ,b) 

+ 2 (máx lh(t)I máx lh'(t)I) 
tE [a,b) tE [a,b) 

+ máx lh'(t)12
] dt 

tE [a ,b) 

:::; ~M(b- a) [ máx Jh(t)I + máx lh'(t)1]
2 

2 tE [a ,b) tE(a,b) 

1 
:S 2M(b- a)1Jhll 2

- (2.6) 

Después de dividir (2 .6) entre l Jhl 1 y tomar el límite cuando J Jhl 1 -t O se sigue que 

, l J.\·· )dt , 1M(b - a)llhJJ 2 
, o(llhll) 

hm 2 
a < hm 2 = hm = o. 

llhll -+O llhll - llhll-+O l lhll llhll -+O l lhl 1 
Así, el valor absoluto de (2 .6) es igual a cero cuando l lhl 1 -t O. Por lo tanto, 

dJ(J)(h) = jb (oF(t , f , J') h(t) + éJF(t , J, J') h'(t))dt (2 .7) 
a a¡ of' . 

Una condición necesaria para que el funcional J tenga un óptimo en f es que 
dJ(J)(h) = O en C0 [a, b] n Ci[a, b], es decir, 

¡b (éJF(~J, J')h(t)+ éJF(~f'f')h'(t))dt=O, (2 .8) 
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para toda h admisible o factible . Sin embargo, al integrar por partes el segundo 
sumando de (2.7), se obtiene 

Así, (2.8) se transforma en 

j b [8F(t ,f ,J') _ i_(8F(t,J,J'))]h(t)dt =O 
a a¡ dt 8f' ' 

para toda h admisible. Es decir, solamente se cumple la ecuación anterior si 

8F(t, J, J') _ i_ (8F(t , f , J')) =O. 
a¡ dt ar (2.9) 

La igualdad anterior es conocida como: Ecuación de Euler3 y proporciona una 
condición necesaria para obtener un óptimo. En muchos casos ésta condición es 
suficiente, cuando el funcional es cóncavo o convexo, para dar una solución com­
pleta del problema variacional. 

Como se puede observar, en la ecuación (2.9) , es posible desarrollar el segundo 
sumando si se calcula, a partir de la regla de la cadena, la derivada con respecto 
a t. Es decir, 

F¡ - Ff'¡J' - Ff'J'J" - Ff't =O (2.10) 

donde F¡'f es la segunda derivada de F , con respecto a sus variables f y J' , Ff'f' 
es la segunda derivada de F, con respecto a su variable f' dos veces y F¡'t es la 
segunda derivada de F, con respecto a sus variables J' y t. Es por ello que la 
ecuación de Euler es en general una ecuación diferencial de segundo orden. Puede 
ser que para una curva. dada la función tenga un óptimo y dicha curva no sea dos 
veces diferenciable pero sí satisfaga la ecuación de Euler. Finalmente, cabe señalar 
que las soluciones factibles a la ecuación (2.10) son conocidas en la literatura como 
extremales y dependen de dos constantes arbitrarias. 

3Desarrollada por L. Euler en 1744. 
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2.2.2. Problema con Dos funciones 

Considere un funcional de la forma 

J = J(f) = lb F(t , f , g, j' , g')dt , 

sujeto a las restricciones o condiciones de frontera (2 .3) para la función f 

f(a) = A, f(b) = B 

y a las condiciones de frontera respectivas de la función g 

g(a) = D , g(b) = E 

donde FE C 2 [a, b], es decir, una función con primera y segunda derivadas parcia­
les continuas con respecto a todos sus argumentos;(!, g) , (!', g') E B" e (Ci[a , b]) ; 
(f, g) satisface las condiciones de frontera y cumple con la siguiente norma 

11(!,g)ll = má.x lf(t)I + má.x lf'(t)I + má.x lg(t)I + má.x lg'(t)¡ . 
tE (a,b] tE [a ,b] tE [a ,b] t E(a ,b] 

Entonces, una condición necesaria para que el funcional J tenga un extremo en un 
vector dado (! , g) es que este vector satisfaga las siguientes ecuaciones de Euler: 

aF(t , f , g , j' , g') _ i (aF(t , f , g , J' , g')) =O 
af dt af' 

(2 .11) 

y 

aF(t,f, g, f' , g') _ i(aF(t, f ,g,f' , g')) =O. 
a9 dt ag' 

(2.12) 

En efecto, si al vector(!, g) se le incrementa en (h1 , h2 ) , ll(h1 , h2 )11 <E, de tal 
manera que se satisfagan las condiciones de frontera 

entonces si es calculada la diferencia J(f + h1 , g + h2 ) - J(f , g) y al utilizar el 
teorema de Taylor se tiene que 

J(f+h1 ,g+h2)-J(f, g)= lb (~~h1- ~;h~)dt 

+ lb ( ~: h2 - ~: h;) dt 

+ o(ll(h1, h2)11 · (2.13) 



22 Cálculo de Variaciones 

Por tanto 

lb (ªF 8F I) lb (ªF ()F I) dF(J ,g)(h1,h2)= ª a¡h1- oj'h1 dt+ ª 
09

h2-
89

,h2 dt. 

La condición necesaria dJ(J, g)(h1, h2) = O, para (h1 , h2) E (C0 [a , b])2n (Ci[a, b]) 2 

lleva a que 

como todos los incrementos h1,2 (t) son independientes, de acuerdo con el problema 
básico, se tiene el siguiente sistema de ecuaciones 

8F(t,f,g,J',g') _ .:!:_(8F(t,f,g,J',g')) =O. 
a J dt ar · 

8F(t , f , g, J' , g') _ .:!:_ (8F(t , f, g, J' , g')) =O. 
a9 dt a91 

Observe que las expresiones anteriores forman un sistema de dos ecuaciones 
diferenciales de segundo orden, y que su solución general contiene dos constantes 
arbitrarias, las cuales son determinadas a partir de las condiciones de frontera. 

2.2.3. Problema Isoperimétrico 

Considere el siguiente funcional4 

J = J(J) = ¡b F(t , f , j')dt, 

sujeto a las condiciones de frontera (2.3) 

J(a) =A, J(b) = B , 

y al siguiente funcional 

K = K(J) = ¡b G(t , f , j')dt = l , (2.14) 

4 La palabra "isoperimétrico" se refiere al problema de la reina Dido de encontrar, de entre 
todas las curvas de longitud l, la óptima y significa: "con el mismo perímetro" . 
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donde K, F E C 2
, es decir, dos funciones con primera y segunda derivadas par­

ciales continuas con respecto a todos sus argumentos y con t E [a, b]. Asimismo, 
f satisface las condiciones de frontera, es una función para la cual el funcional J 
tiene un extremo (óptimo) y cumple con la siguiente norma 

11!11 = máx IJ(t)I + máx lf'(t)I . 
tE [a ,b] tE[a,b] 

Se desea encontrar una función f para la cual el funcional J tenga un extremo u 
óptimo. Si f = f (t) es extremo de J pero no de K , entonces existe una constante 
>. tal que f es un extremo del funcional 

J + >.K = ¡b(F + >.G)dt , 

es decir, f satisface la ecuación diferencial 

8F(t , f , J') _ ~ 8F(t, f, J') .X. (8G(t , f , J') _ ~ 8G(t, f , J')) = 

a¡ dt of' + a¡ dt of' 
0

· 
(2.15) 

En efecto, primero se supone que J tiene un extremo para f sujeto a las 
condiciones (2.3) y (2 .14). Sean t 1 y t2 E [a, b] dos puntos arbitrarios en dicho 
intervalo. Se incrementa f en h1(t) + h2(t) , donde h1(t) f= O en una vecindad de 
t1 y h1(t) =O en el resto del intervalo [a, b]. Asimismo, h2(t) f= O en una vecindad 
de t2 y h2(t) =O en el resto del intervalo [a, b]. Si h(t) = h1(t) + h2(t) y llhll <E 
se tiene que 

dJI dJI !:::,.] = J(J + h) - J(J) = df t=t1 6.<T1 + df t=t2 6.<T2 + o(llhll) , (2.16) 

donde b.<J es el área comprendida entre la función h( t) y el eje de las abscisas, 
equivalente al área comprendida entre las curvas J(t) y f (t) + h(t). En términos 
de la integral, esto es 

Ahora bien, se requiere que la función f (t) + h(t) satisfaga la condición 

6.K = K(J + h) - K(f) =O, 

es decir, desarrollando 6.K como en (2.16) se obtiene 

dKI dKI 6.K = K(J + h) - K(f) = df t=ti 6.<T1 + df t=t
2 

6.<T2 + o(llhll), 
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se reconsidera t2 tal que si 

dKI 
df t=t2 =f o, 

este punto existe, puesto que por hipótesis f = f (t) no es extremal de el funcional 
K , por lo cual se sigue que 

de donde se define 
dJI df t=t2 

>. = - dl< 1 ' 
d¡ t=t2 

así bien, al sustituir >. en la ecuación (2 .16) se obtiene 

ó.J ~ J(f + h) - J(f) ~ ( :; L,, +A~~ l,J ó.01 + o(llhll), 

ya que las derivadas sólo están evaluadas en t = t 1 y el incremento de compen­
sación, h2 (t), es tomado automáticamente al considerar la condición K(f + h) -
K(f) =O. Esto lleva a que 

es la parte lineal de J(J + h) - J(J). Como una condición necesaria para un 
extremo es que esta parte lineal sea cero (para toda h admisible) y como b.o-1 no 
es cero, ya que h1 (t) =f O en una vecindad de t 1 dentro del intervalo [a, b], se tiene 
que 

d~ (J + >.K)lt=t1 =O, 

con t 1 arbitrario en [a, b], por lo que 

d d ( d ) d/J + >.K) = F¡ - dtFf' + >. G¡ - dtGf' =O. 
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2.3. Ejemplos 

Los siguientes ejemplos son algunos problemas econom1cos. Se presenta un 
mismo problema con distintas funciones de utilidad y se emplean las técnicas 
de cálculo de variaciones para solucionar cada una de las variantes del siguiente 
problema: 

Considere un consumidor racional , con vida infinita, que desea maximizar su 
utilidad por un bien de consumo perecedero, Ct. Se supone que el individuo tiene 
una dotación de ingreso Yt en cada instante. El problema de decisión que resuelve 
el consumidor , con tasa subjetiva de descuento p, está dado por: 

Maximizar ¡00 

u(Ct)e-ptdt (2.17) 

sujeto a ¡00 

Yte-rtdt = ¡00 

Cte-rtdt , 

donde u(ct) es la satisfacción que produce Ct y res la tasa de interés real , la cual se 
supone constante para todos los plazos. Observe que la tasa subjetiva de descuento 
modela que tan ansioso está el individuo por el consumo presente. Es decir un valor 
grande de p indica que el consumidor está muy ansioso por consumir , mientras 
que un valor pequeño de p indica que el individuo no está muy ansioso por el 
consumo presente. El supuesto de vida infinita se puede justificar si se piensa 
en un consumidor que está interesado en maximizar su utilidad, las de sus hijos, 
nietos y demás descendientes. Observe ahora que si Yt = fj = constante, entonces 
la restricción presupuestal del agente satisface 

'P. = 'P. roo re-rtdt = roo Cte-rtdt. 
r r lo lo 

En este marco, el problema del consumidor racional puede resolverse con cálculo 
de variaciones. 

Ejemplo 2.3.1. Suponga que la función de utilidad, para el problema (2 .17), es 
logarítmica. Así, el Lagrangiano está dado por 

L = ln(ct)e-pt + ACte-rt. 

Para ).. constante. La utilidad logarítmica satisface las propiedades deseables u' > 
O y u" < O. Es decir, la utilidad marginal es positiva pero decreciente. En otras 
palabras, el consumidor siempre obtiene satisfacción adicional por el consumo, 
pero al incrementarlo su satisfacción cada vez es menor. La condición necesaria, 
o de primer orden, es: 

8L 
ºCt =O, 
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equivalentemente 
8L 1 - = - e -pt + >.e-rt = O. 
OCt Ct 

Esta ecuación conduce a 
1 - pt \ -rt -e =-,..e 

Ct 

ó 
1 

--e (r-p)t = Ct 
>. . 

Por otro lado, de la restricción presupuesta! intertemporal se observa que 

Es decir , 
fjp 1 
r >. 

ó 
Ct = fjp e(r-p)t . 

r 

Esta ecuación proporciona la trayectoria de consumo. Observe que si r > p, el 
consumo es creciente. En caso contrario, r < p, el consumo es decreciente en el 
tiempo. 

Ejemplo 2.3.2. Considere que la función de utilidad, para el problema (2.17), es 
de la siguiente manera 

c'Y 
u(e¡) = -, 

' donde ¡ es un parámetro que indica la preferencia que tiene el individuo sobre el 
consumo de un bien determinado , el Lagrangiano está dado por 

Para >. constante. La función de utilidad satisface las propiedades deseables u' > O 
y u" < O siempre y cuando ¡ < l. La condición necesaria, o de primer orden, es: 

8L ..,,_ 1 t t 
f)e¡ = e¡' e-p + >.e-r = O. 
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Esta ecuación conduce a 
')' -1 -pt \ -rt Ct e = -/\e 

ó 
1 (p - r)t 

Ct = -,\ :Y::-Y e -y- 1 . 

Por otro lado, de la restricción presupuesta! se observa que 

Es decir , 

ó 

~ = ¡00 

(-,\ -Y: 1 e<;-=.ri' ) e-rtdt 

1 { DO (p - r)t t 
= -,\ :y::-¡ lo e -y- 1 e-r dt 

1 { DO (p - -yr)t 

= -,\:y::-¡ lo e -y- 1 dt 

_1 1 - ¡ ¡ DO (p - ¡r) _(p - -yr)t 
= - ,\ -Y - 1--- --- e 1--y dt . 

p- ¡r 0 1- ¡ 

JZ (p -¡r) = -,\ "1: 1 
r 1 -¡ 

iJ (p - ¡r) (p-r)< 
Ct = - --- e -y - 1 . 

r 1- ¡ 
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Esta ecuación proporciona la trayectoria de consumo. Se observa que si p > ¡r, 
el consumo es creciente. En caso contrario, p < ¡r, el consumo es decreciente en 
el tiempo. 

Ejemplo 2.3.3. Suponga que la función de utilidad, para el problema (2.17) , es 
de la siguiente manera 

( ) e¡-11 - 1 
UC¡_ =---

1-0 
para O < O, entonces se tiene que el Lagrangiano está dado por 

ei-11 - 1 
L = t e-pt + ,\e¡_e-rt. 

1 - e 
para ,\ constante. La función de utilidad satisface las propiedades deseables u' > O 
y u" < O. La condición necesaria, o de primer orden, es: 

Esta ecuación conduce a 

8L _ - 11 -pt + , -rt _ o 
Be¡_ - et e /\ e - . 

- 11 -pt _ \ - rt et e - -Ae 
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ó 
O (r-p)t 

Ct = -,\ e-e-. 
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Por otro lado, de la restricción presupuesta! se observa que 

~ = ¡ oo ( -,\ºe<r~p)t) e- rtdt 

O ¡ oo (r -p)t -rt = -,\ e e e dt 
o 

O ¡ OO -(p- (l -9)r)t) 
= -,\ e e dt 

o 

= -,\º ( e ) ¡00 

(P - (1 - B)r)t) e- (p-<t;e>r>t)dt. 
p - (1 - B)r }0 e 

Es decir , 

ó 
fj (p - (1 - e)r)) \r-p)t 

Ct=-:;: e e 9 • 

Esta ecuación proporciona la trayectoria de consumo. Note que si p < (1 -B)r, el 
consumo es creciente. En caso contrario, p > (1 - B)r, el consumo es decreciente 
en el tiempo. 

Ejemplo 2.3.4. Suponga que se encuentra ante el problema del consumidor ra­
cional, con vida infinita. Del mismo modo, considere que la función de utilidad, 
para el problema (2.17), esta dada de la siguiente manera 

u(ct) = - e-Bct 

se tiene que el Lagrangiano está dado por 

Para ,\ constante. La función de utilidad satisface las propiedades deseables u' > O 
y u" < O. La condición necesaria, o de primer orden, es: 

Esta ecuación conduce a 
e e-Bc1e-pt = -,\e-rt 

,\e(p-r)t 
e-Bct = ----

e 



2.3 Ejemplos 

ó 

Ct = - ~ ln ( - _>.e_(_:--r-)t) 

equivalentemente 
1 

Ct = -- (ln(->.e(p-r)t )-ln(B)) 
B 

es decir 

Por otro lado, de la restricción presupuesta! se observa que 

~ = f
00 

~ (ln(B) - ln(->.) - (p - r)t) e-rtdt 
r lo B 

= ~ (1n(B) 1
00

e-rtdt-ln(->.)1
00 

e-rtdt- 1
00

(p-r)te-rtdt) 

_ 1 (ln(B) ln(->.) 1
00

( ) -rtd) - - -- - - p - r te t 
B r r o 

= ~ (ln(B) _ ln(->.) _ (p- r)) . 
B r r r 2 

Esto equivale a 

Es decir , 

ln (_!_)=By+ (p- r) 
->. r 

por lo cual 
1 [ _ (p - r) ] 

Ct = (j By+ r -(p-r)t 

ó 
_ (p-r) (p-r)t 

Ct =y+ Br - B 
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Finalmente esta es la ecuación que proporciona la trayectoria óptima de consu­
mo. Se observa que la trayectoria de consumo es creciente si y > (p-r~Sl-rt) y es 

decreciente, en el tiempo, si y < (p-r~~ -rt). 



Capítulo 3 

, 
Control Optimo 

Los problemas de cálculo de variaciones se pueden expresar como problemas de 
control óptimo. Sin embargo, en los problemas de control óptimo las variables de 
control se encuentran restringidas por un conjunto cerrado y el planteamiento de 
las ecuaciones diferenciales es menos general que el de un problema de cálculo de 
variaciones. Aunque, por otro lado, el cálculo de variaciones tiene la desventaja de 
que no es posible resolver problemas con restricciones en forma de desigualdad. 
En este capítulo se desarrollan dos enfoques del control óptimo para resolver 
problemas económicos y financieros: el enfoque determinista y el estocástico. En 
la sección 3.1 se desarrolla el modelo de control óptimo determinista. En dicha 
sección se encuentra el desarrollo de los siguientes temas: en el apartado 3.1.1, se 
formula el modelo general de problemas de control óptimo, los cuales se encuentran 
restringidos a una condición inicial fija y sin condición terminal, en el apartado 
3.1.2, la función objetivo modificada y la función de Hamilton, en el apartado 
3.1.3, se estudian las características de la ecuación adjunta, en el apartado 3.1.4, 
el principio del máximo de Pontryagin, en el apartado 3.1.5, los problemas de 
control óptimo con valor t erminal restringido y por último, en el apartado 3.1.6, 
se resuelven algunos problemas económicos. En la sección 3.2 se desarrollan los 
conceptos básicos del control óptimo estocástico. En esta sección se desarrollan 
los siguientes temas: en el apartado 3.2.1 , se establece un concepto fundamental 
del control óptimo estocástico: el generador diferencial , en el apartado 3.2.2 se 
formula la estructura de la ecuación de utilidad, en el apartado 3.2.3, se establecen 
las condiciones de primer orden que se necesitan para la obtención de un óptimo 
en los problemas de control óptimo estocástico. Por último, en el apartado 3.2.4, 
se plantean y resuelven dos problemas, el primero establece el modelo neoclásico 
de crecimiento económico óptimo bajo incertidumbre y el segundo establece el 
modelo de selección óptima de portafolio bajo incertidumbre. 
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3.1. Control Óptimo Determinista 

3.1.1. El Modelo General 

El modelo general de control óptimo determinista es formulado como un pro­
blema con una condición inicial pero sin condición terminal. En este marco, el 
problema es formulado de la siguiente manera: Suponga un sistema dinámico en 
tiempo continuo formulado en un horizonte temporal finito [O, T] . Este sistema 
contiene una condición inicial fija 

f (O) = fo , (3.1) 

que evoluciona en el tiempo. Esta evolución depende del valor que se le otorgue a 
ciertas variables, llamadas variables de control las cuales se denotan como sigue 

u(t) E O(t) , (3.2) 

donde el control u(t) es una trayectoria factible , o admisible, continua a trozos 1 y el 
conjunto O(t) e IRm representa las restricciones físicas al valor de las variables de 
control en el tiempo t . Por otro lado, el sistema contiene un conjunto de ecuaciones 
diferenciales 

j(t) = G(J(t), u(t)) , (3.3) 

denominadas ecuaciones de estado2 las cuales se encuentran definidas en el inter­
valo de tiempo O :S t :S T. El termino J(t) E IRn es denominado vector de variables 
de estado y es una función continua con derivada continua a trozos en todos los 
puntos de continuidad de u(t). En este marco, la ecuación (3.3) es una función 
cuyo dominio se encuentra contenido en IRn x IRm x IR, que toma valores en IRn y 
con primeras derivadas parciales continuas. Se supone que la función G(J(t), u(t)) 
es una función "bien comportada", de tal manera, que el sistema tiene solución 
única. Por otro lado, el sistema contiene un funcional objetivo, 

J(t) = ¡T F(J(t), u(t))dt + 'lj;(J(T)), (3.4) 

que se quiere optimizar. Donde 'lj;(J(T)) es la contribución a la función objetivo de 
la variable de estado al final del intervalo de tiempo establecido, dicha contribución 
tiene dominio en un subconjunto de IRn, que toma valores en IR y con primera 

1 Esto quiere decir que es una función continua en todos los puntos, excepto en un número 
finito de ellos. 

2Se cambia la notación f' por j debido a que, por convención, la primera es utilizada para 
los problemas de cálculo de variaciones y la segunda para problemas de control óptimo. 
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derivada parcial continua. Del mismo modo , la función F tiene dominio en un 
subconjunto de lRn x lRm x JR , que toma valores en JRn y con primera derivada 
parcial continua. Las variables u( t) y f ( t) son como se definieron antes. 

El funcional objetivo proporciona una medida cuantitativa del comportamiento 
del sistema a lo largo del horizonte t emporal definido . Existen distintos plantea­
mientos del funcional objetivo, el modelo general utiliza el definido por Bolza 3 , 

aunque en la mayoría de los problemas económicos y financieros el horizonte tem­
poral no es finito , por lo que se utiliza el planteamiento de Lagrange, es decir4

, 

J(t) = ¡T F(J(t) , u(t))dt . 

Así bien, un control óptimo es definido como un control admisible, o factible, que 
optimiza el funcional objetivo. Es decir, el problema general de control óptimo 
determinista es tal que dado un sistema dinámico con condición inicial fo , que 
evoluciona en el tiempo de acuerdo a la ecuación de es tado j(t) = G(J(t) , u(t)) , 
se desea encontrar el vector de control factible que haga que el funcional objetivo 
alcance el valor óptimo. 

En este marco, el modelo general de control óptimo det erminista es el siguiente: 

Maximizar (Minimizar) J = ¡T F(J(t) , u(t))dt + 'ljJ (J(T)) (3.5) 

sujeto a j(t) = G(J(t) , u(t)) 

f (O) = fo 

u(t) E 0 . 

3.1.2. El Funcional Objetivo Modificado y el Hamiltonia­
no 

Las condiciones necesarias de optimalidad se obtienen considerando los efectos 
de cambios pequeños cerca del óptimo. Es decir , se supone que la variable de 
control u(t) es óptima , después se hace un cambio pequeño en el valor de u(t) y 
se determina el cambio inducido en el funcional objetivo J(t) . Este cambio debe 
ser negativo si u(t) es óptima para el caso de maximización y positivo para caso 
de minimización. Sin embargo, como un cambio en u(t) provoca un cambio en 
f(t) , es difícil determinar directamente la influencia real en el valor del funcional 

3Ver Bolza [10]. 
4 Ver Cerdá [12]. 
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objetivo. Es por esto que se aplica un método indirecto, que consiste en agregar 
a J(t) términos que suman cero. En particular se forma un funcional objetivo 
modificado5

, es decir , 

J = J - ¡T .\[j - G(J, u)]dt 

= ¡T F(J, u)dt + 'lf; (J(T)) - ¡T .\[j - G(J, u)]dt 

= ¡T { F(f, u)+ .\G(J, u) - .\j} dt + 'lf; (J(T)) , (3.6) 

donde el t érmino j - G(J, u) =O para cualquier trayectoria. Así, el coeficiente .\ 
es arbitrario6 y por lo tanto el valor de J es el mismo que el valor de J. Es por 
ello que se puede considerar el problema de optimizar J antes de optimizar J. La 
flexibilidad para elegir el valor de .\ es útil para simplificar el problema. 

Así bien, se define el Hamiltoniano de la siguiente forma 

H(.\ , f , u) = F(J, u)+ .\G(f, u) . (3.7) 

· En términos del Hamiltoniano, el funcional objetivo modificado (3 .6) toma la 
forma: 

J = ¡T {H(.\ , f , u) - .\j}dt + 'lf;(f(T)). (3.8) 

Entonces el Hamiltoniano es fundamental para la consideración del funcional ob­
jetivo modificado. Así bien, suponga que se especifica una función de control u, 
de tal forma que u E O(t). Este control admisible determina una trayectoria de 
estado f. Ahora considere como un cambio pequeño a la función v E O(t) , en 
la función de control. Este cambio es "pequeño" en el sentido que la integral del 
valor absoluto de la diferencia es pequeño, es decir, 

¡T Ju - vJdt <E, (3.9) 

donde E es positivo y tan pequeño como se quiera. Esta nueva variable de control v 
implica una nueva trayectoria de estado, que se escribe como f +<p. El cambio <pes 
pequeño para toda t , debido a que la variable de estado depende de la integral de 

5Se elimina el termino (t) en las funciones que dependen del tiempo, con el fin de simplificar 
la notación. 

6 A >. se le conoce en la literatura como variable de costo o variable auxiliar. 
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la función de control. Ahora bien, si se define .6J como el cambio correspondiente 
en el funcional objetivo modificado se obtiene: 

.6J =J(J + cp , v) - J(J , u) 

=lf; (J(T) + cp) - lf;(J(T)) 

+ ¡ T {H(>. , f + cp , v) - H(>. , f , u)}dt 

- ¡T Acpdt. 

Integrando por partes la t ercera parte de (3.10) se tiene 

¡ T >.cp = >.(T)cp(T) - >.(O)cp(O) - ¡ T ,\cpdt. 

Por lo que, sustituyendo (3 .11) en (3.10), se tiene 

.6J =lf;(J(T) + cp(T)) - lf; (J(T)) - >.(T)cp(T) + >.(O)cp(O) 

(3.10) 

(3.11) 

+ ¡T {H(>. , f + cp , v) - H(>. , f , u)+ ,\cp}dt. (3 .12) 

Ahora, se aproxima (3.12) a primer orden, es decir, al ordené usando expresiones 
diferenciales para diferencias pequeñas. Para ello se utiliza la versión mult idimen­
sional del teorema de Taylor. Así, 

¡T[H(>. , f + cp, v) - H(>. , f , u)Jdt 

= ¡T[H(>. , f + cp, v) - H(>. , f, v) + H(>. , f , v) 

~ ¡T[H¡(>. , f , v)cp + H(>. , f , v ) - H(>. , f , u)Jdt 

- H(>. , J, u)]dt 

= ¡T[H¡(>. , f , u)cp + {H¡(>., f , v) - H¡(>. , f , u)} cp 

+ H (>. , f , v) - H(>. , f , u)]dt 

~ ¡T[H¡(>. , f , u)cp + H(>., f , v) - H(>. , f , u)Jdt , (3.13) 

donde ~ significa "igual que, dentro del orden de €" ; la última linea se obtiene al 
considerar que tanto cp como la integral de H¡(>. , f , v ) - H¡(>. , f , u) son de orden 
E, entonces el producto es de orden €

2
. 
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Sustituyendo (3 .13) en (3.12) y usando una aproximación diferencial a los 
primeros dos términos de esta última se obtiene, 

.0.J =['lf;¡(f(T)) - A(T)]cp(T) + A(O)cp(O) 

+ 1T[H¡(A, f ,u) + ,,\]cpdt 

+ 1T[H(A, f , v) - H(A, f , u)]<lt + p(t:) , (3.14) 

donde p(t:) denota términos que son de orden menor que E:. La ecuación (3.14) 
es la expresión general para el cambio en J que resulta de un cambio arbitrario 
en u. Es posible simplificar esta expresión si se selecciona de forma apropiada la 
función A. 

3.1.3. La Ecuación Adjunta 

En la sección anterior se observa que cp(O) = O. Esto se debe a que un cambio 
en la función de control no produce un cambio en el estado inicial. En este marco, 
el segundo término del lado derecho de la ecuación (3.14) es siempre cero. La 
elección de A debe realizarse de tal forma que, a excepción de la última integral, 
los otros términos desaparezcan. Esto se logra escogiendo A como la solución de 
la siguiente ecuación diferencial adjunta: 

-.X= H¡(A , f , u) , (3.15) 

o con la condición adjunta final , 

A(T) = 'lf;¡(f(T)) . (3.16) 

El valor de G ¡(!,u) varía en el tiempo pero, para algunos valores específicos de 
u y f , es conocida. Del mismo modo, el valor de F(f, u) es conocido y varía en 
el tiempo. Por tanto (3.15) es una ecuación diferencial lineal cuyo valor cambia 
en el tiempo y depende del valor de A el cual es desconocido. En este sistema se 
tiene una condición final A(T), entonces se puede resolver la ecuación adjunta por 
medio de una recursión hacia atrás en el tiempo, es decir, de T a O. Con esto se 
determina la solución única de A y al utilizar esta solución en la expresión (3.14) 
se obtiene la siguiente ecuación: 

.0.J = 1T[H(A, f , v) - H(A , f , u)]dt + p(e). (3.17) 
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Como >. , f y u son conocidas e independientes de v, la ecuación (3.17) nos per­
mite calcular fácilmente la consecuencia aproximada de un cambio a una nueva 
función de control v. Se puede usar esta ecuación para deducir la condición nece­
saria de optimalidad. Si la función inicial de control u es óptima para el caso de 
maximización, se concluye que para cualquier t , 

H(>.(t) , f(t), v(t)) :S H(>.(t) , f(t) , u(t)) , (3.18) 

para todo v E n, donde t es fijo y u( t) es el valor del control óptimo al tiempo 
t. Sin embargo, v es arbitrario en el conjunto n y no es una función del tiempo. 
Así bien , en el óptimo 

8H 
ou =O. (3.19) 

En efecto, para verificar la desigualdad (3.18), suponga que para alguna t existe 
alguna V E n, tal que 

H(>. , f , v) > H(>. , f , u). (3.20) 

Ahora, si fuera posible cambiar la función u(t) de tal forma que la ecuación (3.17) 
fuese positiva para un intervalo pequeño (de tamaño E) que contenga a t, la integral 
sería positiva (y de orden E). Así, .6J sería positiva, lo que contradice el hecho de 
que la función u(t) produce el funcional J máximo. Este resultado significa que 
en cada instante de tiempo t el valor particular de u(t) en un control óptimo tiene 
la propiedad de maximizar el Hamiltoniano. A este resultado se le conoce como el 
Principio del Máximo de Pontryagin 7 , el cuál fue publicado en ruso en 1958, para 
este problema. 

3.1.4. El Principio del Máximo 

En el modelo general (3.5), se buscan las funciones de estado f (t) y de control 
u(t) que satisfacen la ecuación del sistema (3.3), la condición inicial (3.1), la 
restricción (3.2) y que optimizan la función objetivo (3.4). Así bien, sean u(t) E n 
y f ( t) E ~n las trayectorias óptimas de control y de estado respectivamente para el 
problema de control óptimo original (3.5). Entonces existe una trayectoria adjunta 
>.(t) tal que u(t), f (t) y >.(t) satisfacen conjuntamente las siguientes condiciones: 

i) }(t) = G(f(t), u(t)) (ecuación del sistema) 

7 Esta misma técnica fue desarrollada independientemente por Magnus Hestenes , un ma­
temático de la Universidad de California, quien después extendió los resultados de Pontryagin. 
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ii) f (O) = fo 

iii) -.X(t) = F1(J(t) , u(t)) + >.(t)G 1U(t) , u(t)) 

iv) >.(T) = 1/J1 (J(T)) 

v) Para toda t E [O, T] y para toda v E O 

8H -O o:u -
donde H es el Hamiltoniano, definido como 

Control Óptimo 

(condición inicial) 

(ecuación adjunta) 

(condición adjunta final) 

(condición para el máximo) 

H(>.(t) , f(t) , u(t)) = F(J(t) , u(t)) + >.(t)G(J(t) , u(t)) . 

En economía y finanzas existen problemas que, en su planteamiento, tienen 
distintos tipos de condiciones finales que son muy interesantes y existe una gran 
cantidad de problemas en los que se pueden aplicar, aunque para fines de este 
trabajo no son incluidas, el lector puede revisar los trabajos de Chiang [13] y 
Cerdá [12] . 

3.1.5. El Hamiltoniano en Valor Presente 

Existen muchos problemas económicos que se pueden plantear como problemas 
de control óptimo. En la mayoría de ellos el funcional objetivo es una integral, en 
cuyo integrando aparece un factor de descuento, e-pt, donde p es una tasa de des­
cuento8. Asimismo, la restricción de estos problemas es una ecuación diferencial. 
El integrando del funcional objetivo es expresado de la siguiente manera: 

F(Jt , Ut) = K(Jt , ut)e-pt 

Este factor complica los cálculos para obtener la solución óptima. Es por ello que 
se utiliza una formulación alternativa del Hamiltoniano llamada Hamiltoniano 
Valor Presente. 

En este contexto, considere el siguiente problema: 

Maximizar J(t) = ¡T K(Ji, ut) e-ptdt 

sujeto a jt = G(Jt, Ut) , 

fo dado , 

Ut E 0 

8Para algunos problemas económicos, p es la tasa subjetiva de descuento, que indica la 
ansiedad del individuo por consumir. 
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El Hamiltoniano asociado a este problema es el siguiente: 

Ahora bien, las condiciones del principio del principio del máximo para este pro­
blema, son las que siguen: 

oH 
OUt =o, 
oH oK _ t oc 

- - =- - e P -mt-oh oh oh ' 
oH 
-
0 

= G(ft, ut). 
ffit 

Así bien , se define el Hamiltoniano valor presente9 de la siguiente manera: 

(3.21) 

Con este concepto se sigue el concepto de mult iplicador de Lagrange valor pre­
sente. El cual es definido de la siguiente forma 

por lo cual mt = Ate-pt. En este marco, se sigue que 

Así bien , la ecuación (3.21) se reformula como sigue 

En este marco, si se decide t rabajar con 1í en lugar de H entonces todas las 
condiciones del principio del máximo deben ser revisadas. La primera condición 
del principio del máximo indica que se debe maximizar el Hamiltoniano H con 
respecto de Ut en cada punto del intervalo de tiempo. Entonces, al intercambiar 
H por 1í, la condición 

se reformula de la siguiente manera: 

oH = O 
OUt 

o1í - pt - o 
OUt e - · 

9 El término "valor presente" se establece para explicar la naturaleza no descontada del nuevo 
Hamiltoniano. 



40 Control Óptimo 

Así bien , como el término exponencial e-pt > O y constante para cualquier t dada, 
la trayectoria de control Ut que maximice a H también maximiza al Hamiltoniano 
valor corriente 1-i . Es decir , la solución óptima es la misma tanto para 

como para 

8H 
-=O 
8ut 

81-i 
8ut =O. (3.22) 

para toda t E [O , T]. Por otro lado , para revisar la segunda condición del principio 
del máximo, que se refiere a la ecuación de movimiento de la variable de costo, 

. 8H 
ffit=--

8ft 

se debe sustituir en cada lado de la ecuación la expresión del multiplicador de 
Lagrange valor presente At . Así, se tiene que 

Por otro lado se tiene que 

de donde se sigue que 

8H 81t -pt 
--=--e . 

8ft 8ft . 

. 81-i 
>-t = -- + p>..t. 

8ft 
(3.23) 

Note que a diferencia de la ecuación original, de movimiento de la variable de 
costo mt , esta ecuación contiene el termino p>..t . Por último, la condición, que se 
refiere a la ecuación de movimiento de la variable de estado, originalmente aparece 
de la siguiente manera: 

donde 

· 8H 
ft = ~ , 

Uffit 

8H 81t 
8mt = G(Jt, Ut) = 8>.t 

entonces la condición referente a la ecuación de movimiento de la variable de 
estado para el problema con el Hamiltoniano valor presente es la que sigue: 

. 81{ 
Ít = 8>..t . (3.24) 

En suma, las condiciones (3.22) , (3 .23) y (3.24) constituyen el principio del máxi­
mo para el problema con el Hamiltoniano valor presente. 
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3.1.6. Interpretación Económica del Principio del Máximo 

Considere el modelo general de control óptimo (3. 5)1º que ma.ximiza el funcio­
nal objetivo (3.4): 

Maximizar J = ¡T F(f(t) , u(t))dt + 'ljJ (f(T)) 

sujeto a j(t) = G(!(t) ,u(t)) 

f(O) = fo 

u(t) E 0 

Se define la función de valor de la siguiente manera: 

V(!, t) 

sujeto a 

= máx jT F(f(~) , u(T))dT + 'ljJ (!(T)) 
u(r) t 

j(T) = G(j(T) , u(T)) 

f(t) = f 

u(T) E 0 

donde, la función de valor , V(!, t) tiene dominio en JRn x [O, T] y toma valores 
en R Dados f E JRn , t E [O, T], se tiene que V(f , t) proporciona el máximo 
valor del funcional objetivo del problema de control óptimo que comienza en t 
con el estado f . Note que en particular V(f0 , O) proporciona el valor objetivo del 
problema original. Ahora bien, sea 

\ .() = 8V(!,t) 
A, t ali 

para i = 1, 2, ... , n. A ,\i(t) se le conoce como el ritmo de variación de la función 
de valor cuando existen variaciones infinitesimales de la variable de estado f; en 
el instante t. 

Considere el problema de decisión que enfrenta una empresa cuyo objetivo es 
maximizar el flujo de beneficios obtenidos a lo largo de un horizonte temporal 
dado [O, T] . Así bien, en cada instante t se tiene que: 

l. f(t) , representa el capital de la empresa. Suponga que el capital inicial 
f (O) = fo es conocido. 

10La interpretación económica del principio del máximo fue desarrollada Robert Dorfman [18] 
en 1969. 
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2. u(t), representa las decisiones que la empresa toma, tales como: la tasa de 
producción, precio del producto, diseño del producto, etcétera. 

3. F(J(t) , u(t)) , es la tasa de beneficio instantáneo, medida en cantidad de 
unidades monetarias por unidad de tiempo. 

4. '!j;(J(T)) , es el valor , en cantidad de unidades monetarias, de la empresa al 
final del tiempo cuando el activo por capital es x(T). 

Por otro lado se define a >.(t) como el cambio marginal en los beneficios óptimos 
que se generan, desde el tiempo t hasta el final , producidos por un cambio en el 
activo por capital en el tiempo t. Es por ello que >.(t) es el precio sombra de una 
unidad de capital. 

La empresa tiene la capacidad de elegir la trayectoria que desee para el vector 
de variables de control. Sin embargo, no puede elegir el capital en cada instante. 
Esto se debe a que el ritmo de variación del capital, en cada instante, depende del 
capital existente en ese mismo instante de tiempo, de las decisiones que se toman 
en ese instante y del instante mismo. En términos matemáticos, esto es: 

j = G(J, u). 

Es por ello que el problema se expresa como sigue 

máx J = f
0

T F(J(t) , u(t))dt + '!j;(J(T)) 
u(t) Jo 

sujeto a j(t) = G(J(t) , u(t)) 

f(O) =fo 
u(t) E 0 

Para este problema, el Hamiltoniano es: 

H(J, u,>.)= F(J, u)+ >.G(f, u) 

Ahora bien, considere un instante cualquiera t E [O, T], en que el capital y el vector 
de variables de control son x(t) y u(t) respectivamente. Asimismo, considere un 
incremento tlt en el tiempo, que sea lo suficientemente pequeño de manera que 
la empresa no cambie a u(t). Así bien, si se multiplica el Hamiltoniano por tlt se 
obtiene: 

H(J, u, >.)tlt = F(J, u)tlt + >.G(J, u)tlt 

Ahora bien, si se toma el límite cuando ti -t O se sigue que: 

H(J , u, >.)dt = F(J, u)dt + >.G(J, u)dt = F(f, u)dt + >.df(t) 
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donde F(J, u)dt es el beneficio obtenido en el intervalo t:::.t si se parte del capital 
f y se aplica el control u , es decir , representa la contribución directa, en unidades 
monetarias, al objetivo en dicho intervalo. Asimismo, el termino df es el cambio 
en el capital en el intervalo !:::.t cuando se tiene un capital f y se aplica un control 
u . Es por ello que >.df representa el valor en unidades monetarias del incremento 
en el capital, es decir, el cambio en el capital lleva a que se incrementen los 
beneficios generados (de >.df unidades monetarias) hasta el final del horizonte de 
tiempo determinado, por medio de la ejecución de las decisiones óptimas. Por lo 
que se puede considerar como la contribución indirecta al funcional objetivo J , 
en unidades monetarias. Es por ello que a H dt se le puede interpretar como la 
contribución total al funcional objetivo J . 

Así bien, a partir de la interpretación anterior , se puede observar que el pro­
blema es el de maximizar en cada t al Hamiltoniano H , y no a la función F. 11 

En efecto, las decisiones que son tomadas en el tiempo t (que son representadas 
por el vector de control u(t)) afectan al beneficio (contribución directa) , que se 
obtiene en el intervalo de tiempo [t , t + !:::.t], también al capital J(t + !:::.t), al punto 
de partida de la empresa en t + !:::.t y por ello a la capacidad de la empresa de 
generar beneficios desde t + !:::.t hasta el final del horizonte temporal (contribución 
indirecta). Es por ello que se debe elegir al control u de manera que se maximice el 
valor del Hamiltoniano y por ende la suma de contribuciones directas e indirectas. 

con 

[ 
o 

x(t) x(t+dt) 

1 1 

t 1 t+dt 

u(t) 

) 
T 

Figura 3. 1: Decisiones tomadas en el instante t. 

Así bien, la condición iii) del principio del máximo indica que: 

11 Lo cuál es la condición v) del principio del máximo. 
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Escrito de otro modo, esto es12 

lo que expresa que la depreciación del precio sombra del capital en el intervalo 
b..t, que se puede considerar como el costo marginal, por mantener este capital se 
equipara al ingreso marginal de invertir este capital, que consiste en la suma de 
las contribuciones marginales directas e indirectas. 

La condición A(T) = dl/J~Y)) aclara la interpretación económica del termino 
A(t) . En efecto, al final del horizonte de tiempo, ya no se toma ninguna decisión, 
el valor de la empresa es 'lf; (f(T)) y el precio sombra de cada unidad de capital es 

A(T) = d'lj; (J(T)). 
df 

3.1. 7. Problemas con Horizonte Temporal Infinito 

Existen diversos problemas económicos que pueden solucionarse por medio del 
control óptimo. En particular, se puede observar en la formulación del problema 
de crecimiento económico que no se considera un instante final , T , finito debido 
a que al suponer un horizonte temporal finito se necesitaría una condición final 
para el capital y esta es desconocida en este tipo de problemas. Por otro lado, en 
el proceso de acumulación de capital existe una dinámica en el tiempo y no hay 
algún punto en el cual deba terminar. Así bien, considere el siguiente problema 
de control óptimo: 

Maximizar J = ¡00 

F(J, u)dt , 

sujeto a j = G(J, u) , 

f (O) = fo , 

u(t) E n. 

(3.25) 

El estudio de problemas con horizonte temporal infinito permite el uso de ciertas 
herramientas matemáticas que no son validas para el caso finito. Sin embargo, se 
pueden presentar dos tipos de dificultades al tratar este tipo de problemas: Sobre 
la convergencia de la integral que forma parte del funcional objetivo y sobre las 
condiciones de transversalidad . Si se verifica que la integral del funcional objetivo 

12 A lo largo de este trabajo se utiliza la notación con las funciones como subíndices de otras 
funciones lo que indica, por ejemplo, que H¡ = ~~, F¡ = ~j y G¡ = ~· 
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no es convergente, se puede concluir que el problema de optimización no tiene 
solución. 

Así bien, al igual que en el caso finito , los problemas con horizonte infinito 
presentan distintas condiciones finales, a saber: 

a) El estado del sistema tiende a un estado estacionario dado , f 00. 

b) No se tiene condición final alguna para el estado del sistema. 

c) Se tiene que la condición final es: lími-.00 J (t) 2: Ímin· 

Para el caso en que el estado del sistema tiende a un estado estacionario dado, 
f 00 , es decir , en el que se tiene la condición de límite a infini to, se asume que toma 
la siguiente forma: · 

lím f(t) = Í oo 
t-+oo 

(3 .26) 

para f 00 constante. En otras palabras, el problema con horizonte infinito debe ser 
acompañado por un estado terminal fijo . Así, el principio del máximo se aplica 
a este tipo de problemas del mismo modo que cuando se tiene un problema con 
horizonte finito. Asimismo, la condición de transversalidad , cuando se tiene el 
problema de horizonte finito , es la que sigue: 

[H]t=T = O. 

Así bien, suponga que conoce el valor óptimo del Hamiltoniano para el problema de 
horizonte infinito, el cuál es constante a lo largo del tiempo. Entonces la condición 
H = O se puede comprobar no solo en el instante T, sino en cualquier punto 
del tiempo. Es por ello que la condición de transversalidad para el problema de 
horizonte infinito con la condición de límite a infinito (3.26) , es la que sigue: 

H = O para toda t E [O , oo). (3.27) 

Asimismo, cuando no se tiene condición final alguna para el estado del sis­
tema se espera que la condición de transversalidad, sea una adaptación de los 
problemas con horizonte finito con la misma condición. Es decir , la condición de 
transversalidad es la que sigue: 

lím >.(t) =O. 
t-+oo 

(3.28) 

Del mismo modo, para el caso en que el estado terminal se encuentra acotado 
inferiormente cuando t --t oo se espera una adaptación similar al problema de 
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horizonte finito con el mismo caso. Es decir , las condiciones de transversalidad 
son las siguientes: 

lím >.(t) ~O 
t-. oo 

(3.29) 

y 

lím >.(t)[f(t) - Ímin] =O. 
t-.oo 

(3 .30) 

En efecto, suponga el siguiente funcional 

T T 

V=¡ H(f, u, >.)dt - ¡ >.(t)jdt . 

Después de resolver la segunda integral, se puede reescribir de la siguiente forma 

V= ¡T[H(f, u,>.)+ f(t).-\]_dt - >.(T)fr + >-ofo . 

Ahora bien, con el fin de generar una vecindad para las trayectorias óptimas de 
estado y de control, se utilizan las curvas perturbadas p(t) para la trayectoria 
óptima de control u(t) y q(t) para la trayectoria óptima de estado f(t). Así se 
sigue que: 

u(t) = Uopt + Ep(t) 

y 

f(t) = fopt + Eq(t) , 

donde Uopt y f opt son las trayectorias óptimas de control y de estado respectiva­
mente. Asimismo, si se supone que T y fr son variables, se tiene que13

: 

T = T* +E!::..T 

y 
fr=fr+Efr. 

Así bien, el funcional V se encuentra ahora en función de E, por lo que, si se aplica 
la condición de primer orden para obtener un máximo se sigue que: 

dV {T [(ªH ·) 8H ] dé =Jo a¡ + >. q(t) + au p(t) dt + [H]t=r!::..T - >.(T)!::..fr =O. 

Así, al tomar el límite cuando t -> oo se obtiene 

~~ = ¡00 

[ ( ~~ + ,\) q(t) + ~~ p(t)] dt + l~~[H]t=r!::..T- t~~ >.(T)!::.fr =O . .._,,_, 
(A) (B) (C) 

(3.31) 

13Las variables con el asterisco como superíndice, indican que son las óptimas. 
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Para que la ecuación (3.31) satisfaga la condición de primer orden de maximi­
zación, cada uno de los componentes (A) , (B) y ( C), deben ser cero. Como los 
dos últimos términos ( ( B) y ( C)) se hacen cero, se satisfacen las condiciones de 
transversalidad. Así bien, para el problema de horizonte infinito, el tiempo final 
T no es fijo , por lo que ~T nunca se hace cero. Entonces para que el término (B) 
desaparezca se debe cumplir que 

lím H = O. 
t-+ oc 

Esta última condición, se parece a la condición (3.27) , sin embargo, es más general 
debido a que no se toma en cuenta si el estado terminal es fijo . 

Una explicación económica es que debido a que la variable de estado representa 
el capital de una empresa, el vector de variables de control representa el conjunto 
de políticas de decisión y la función F representa la tasa de beneficio instantáneo 
de la empresa, se tiene que el Hamiltoniano incrementa el beneficio futuro (suma 
el beneficio actual mas el futuro) asociado a cada política de decisión admisible. 
Así que mientras el Hamiltoniano sea positivo existe un beneficio para la empre­
sa, por lo que se debe elegir de forma correcta el control admisible o política de 
decisión. Así bien, la condición H -+ O cuando t -+ oo significa que la empresa 
debe decidir si todas las oportunidades de beneficio deben tomar ventaja de que 
el tiempo es infinito. Intuitivamente, este requerimiento es apropiado, indiferen­
temente de que el estado t erminal de la empresa sea fijo o no. Por otro lado, el 
término ( C) de la condición (3.31) es indiferente de que fr sea fijo o no. Suponga 
que fr es fijo . Entonces se tiene que límt_,00 fr = f 00, al igual que en el caso a), 
en que el estado del sistema tiende a un estado estacionario dado, f 00. Lo cual 
implica que ~h = O en el caso de horizonte infinito. Es por ello que el término 
( C) se hace cero sin que se requiera de alguna restricción sobre >.. Sin embargo, 
para el caso en que fr no es fijo , no se cumple que ~fr = O. Así, para que el 
término ( C) se haga cero, es necesario imponer la condición límt-+oo >.(t) =O. 

3.1.8. Ejemplos 

En los siguientes ejemplos se trata el problema económico de crecimiento 
endógeno. Se presenta un mismo problema con distintas funciones de utilidad , 
se emplean las técnicas de control óptimo determinista para solucionar cada una 
de las variantes de este problema y las decisiones óptimas del consumidor se exa­
minan utilizando subrutinas14 de MATLAB©. 

14En el Apéndice C, se muestra como se escribieron las subrutinas en MATLAB©. 
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Así bien, considere una economía cerrada que produce y consume un bien 
perecedero. En este caso, la identidad de la renta nacional en términos per capita 
está dada por 

Yt = Ct + it + 9t. (3.32) 

Esta condición establece que toda la producción, Yti del bien se destina a tres fines : 
al consumo, Ct, a la inversión, iti y al gasto de gobierno, 9t· En lo que sigue, por 
simplicidad, se supondrá que 9t =O. La condición (3.32), asegura el equilibrio en el 
mercado de bienes. El problema de optimización que desea resolver un consumidor 
racional , maximizador de utilidad, es el siguiente: 

Maximizar 100 

u(Ct)e-ptdt 

sujeto a Yt = Ct + kt, 

k0 dado, 

(3.33) 

donde Ct es el consumo del individuo al tiempo t, kt es el capital del individuo 
al tiempo t, u( Ct) es la función de utilidad o satisfacción del individuo y p es la 
tasa subjetiva de descuento. Si se supone que la empresa representativa produce 
el bien con una tecnología de la forma Yt = Akt. entonces el producto marginal 
de capital, A, se mantiene constante en el tiempo. De esta manera, el problema 
anterior se transforma en 

Maximizar 100 

u(Ct)e-ptdt 

sujeto a kt = Akt - Ct, 

k0 dado. 

(3 .34) 

Con base en el principio del máximo, las condiciones de primer orden (o con­
diciones necesarias) están dadas por: 

OH 
8Ct =o, (3.35) 

81i . 
- Bkt = At - AtP, y (3.36) 

81i 
a.xt = Akt - et. (3.37) 

donde 1i = H(k , e, .X , t) = u(ct) - At(Akt - Ct). 
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Ejemplo 3.1.1. Función de utilidad logarítmica 

Suponga que la función de utilidad del problema (3.34) es la siguiente 

u(ei) = ln(ct)· 

En el marco de la teoría de control óptimo, kt es la variable de estado y Ct es la 
variable de control. El Hamiltoniano asociado a este problema se define como: 

donde At es la variable de coestado. A partir de la condición (3.36) se sigue que 

Por lo tanto, 

La condición (3.35) conduce a 

es decir 

~t = .At(P - A). 

1 
- =.\ti 
Ct 

1 
Ct = .\t ' 

si se sustituye el valor obtenido de At en la ecuación anterior, se tiene que 

1 Ct = -e(A-p)t 
.\o 

Ahora bien, se sabe que Ct = Akt - kt, entonces 

Si se integra la expresión anterior se obtiene 

¡00 

eie-Atdt = ¡00 

Akte-Atdt - ¡00 

kte-Atdt . (3.38) 

Observe que la integración por partes del primer sumando del lado derecho de la 
ecuación anterior produce 

¡00 

Akte-Atdt = -kte-Atl~ + ¡00 

kte-Atdt 

= ko + ¡00 

kte - Atdt. 
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Así, ¡00 

Akte-Atdt - ¡00 

kte-Atdt = ko. 

Por lo tanto, de la ecuación (3.38) , se sigue que 

De esta manera, 

En consecuencia, 
1 

- = kop . 
>-o 

Por lo tanto, la trayectoria óptima de consumo satisface 

Control Óptimo 

Observe que Co = kop. Claramente, esta trayectoria es un máximo global, ya que 
ln(ct) es una función cóncava. En la Figura 3.2, se presenta la trayectoria óptima 
del consumo como función de la tasa subjetiva de descuento, p, y del producto 
marginal de capital, A. 
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60 

o o 

Figura 3.2: Trayectoria óptima del consumo para la función de utilidad u(ct) = 

ln( Ct). 

Por otro lado, se tiene que 

la cual es una ecuación de la forma x = ax+ g(t). La solución de esta ecuación 
diferencial ordinaria no homogénea, está dada por 

Por lo tanto, la solución en términos del capital es 

kt = koeAt - eAt ¡t kope(A-p)se-Asds 

= koeAt - eAt(l - e-Pt) 

= koe(A-p)t. 

En la Figura 3.3, se presenta la trayectoria óptima del capital como función de la 
tasa subjetiva de descuento, p, y del producto marginal de capital, A. 

Ahora bien, se tiene que 
Ct = (A - P)Ct, 
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60 

o o 

Figura 3.3: Trayectoria óptima del capital para la función de utilidad u( et) -
ln(Ct). 

es decir, 
ét 
- = A-p, 
Ct 

esta última expresión proporciona la tasa de crecimiento del consumo. Por otro 
lado, 

es decir, 

kt 
kt =A- p. 

esta expres~ón define la tasa de crecimiento del capital. Como Yt = Akt, se tiene 
que Yt = Akt. Por lo tanto, 

Yt = Akt = Akt = kt = A _ p. 
Yt Yt Akt kt 

En consecuencia, el consumo, el capital y el producto crecen (o decrecen) exac­
tamente a la misma tasa A - p. Si A > p, la producción crece, mientras que si 
A < p la producción disminuye. Cuando todos los sectores crecen (o decrecen) a 
la misma tasa se dice que el crecimiento en la economía es balanceado. Esto se 
puede observar en la Figura 3.4. 
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X 10
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Figura 3.4: Las figuras (a) y (c) muestran el comportamiento del consumo y del 
capital respectivamente, cuando A> p. Asimismo las figuras (b) y (d) muestran 
el comportamiento del consumo y del capital respectivamente, cuando A < p. 

Ejemplo 3.1.2. Función de utilidad exponencial 1 

Ahora suponga que la función de utilidad del problema (3.34) está dada por 

e' 
u(Ct) = _!_. 

'Y 

En el marco de la teoría de control óptimo, kt es la variable de estado y Ct es la 
variable de control. El Hamiltoniano asociado a este problema se define como: 

donde At es la variable de coestado. A partir de la condición (3.36) se sigue que 

~t = >-t(P - A). 

Por lo tanto, 
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La condición (3 .35) conduce a 

es decir 

-y- 1 \ o 
et - /\t = , 

1 
\ -y- 1 

Ct = At · 

Ahora, si se sustituye >-t en la ecuación anterior , se sigue que 

Se sabe que Ct = Akt - ki, entonces 

Ct e-At = Akce- At - kt e-At . 

Si se integra la expresión anterior se obtiene la siguiente identidad: 

¡00 

eie-Atdt = ¡00 

Akte- Atdt - ¡00 

kce-Atdt . (3.39) 

Observe que la integración por partes del primer sumando del lado derecho de la 
ecuación anterior produce 

Así, ¡00 

Akce-Atdt - ¡00 

kce-Atdt = ko. 

Por lo tanto, de la ecuación (3.39), se tiene que 

¡00 

ei e-Atdt = ko . 

De esta manera, 
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En consecuencia, 

>.íJ:1 = ko ('A - P) . 
'Y - 1 

Por lo tanto, la trayectoria óptima de consumo satisface 

Ct = ko e ,._1 . (
')'A - p) (p-A)t 

')'- 1 

55 

Observe que eo = ko [(¡A- p)/('Y - 1)]. En la Figura 3.5 se presenta la tra­
yectoria óptima del consumo como función de la tasa p y del producto marginal 
de capital A. 

60 

o o p 

')' 

Figura 3.5: Trayectoria óptima del consumo para la función de utilidad u(ct) = 1. 
'Y 

Por otro lado, se tiene que 

kt = Akt - Ct = Akt - ko e --::r=r- , · (')'A - p) (p-A)t 

¡- 1 

la cual es una ecuación de la forma :i.; = ax+ g(t) . La solución de esta ecuación 
diferencial ordinaria no homogénea está dada por 
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Por lo tanto, la solución en términos del capital es 

kt = koeAt - eAt ¡t ko ('YA - p) e( ry:.1 )se-Aªds 
lo 'Y - 1 

= koeAt - koeAt ¡t ('YA - p) e-('~::t)ªds 
lo 'Y - 1 

= koeAt - koeAt ( 1 - e-('~-7)t) 

(~)t = koe -y-1 

En la Figura 3.6 se presenta la trayectoria óptima de capital como función de la 
tasa p y del producto marginal de capital A. 

60 

'Y 
Figura 3.6: Trayectoria óptima de capital para la función de utilidad u(ct) = 1. 

'Y 

Ahora bien, como 

ó 

ét = (~=~)Ct 
ét p-A 
Ct=1-l' 

la expresión anterior define la tasa de crecimiento del consumo. Por otro lado, se 
tiene que 

kt= -- kt, . (p-A) 
1- 1 
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es decir, 
kt p-A 

kt 'Y - 1 

Esta expre~ión define la tasa de crecimiento del capital. Como Yt = Akt , se tiene 
que Yt = Akt. Se concluye que 

Yt 

Yt 

Akt 

Yt 

p-A 

'Y - 1 

En consecuencia, el consumo, el capital y el producto crecen (o decrecen) exacta­
mente a la misma tasa, (p - A)/('Y - 1) . Si A > p, la produción crece, mientras 
que si A < p la producción disminuye, esto se debe a que 'Y < l. Cuando todos 
los sectores crecen (o decrecen) a la misma tasa se dice que el crecimiento en la 
economía es balanceado. Esto se puede observar en la Figura 3.7. 

e 
( 

X 10
4 (e) 

s~-------~ 

6 

k 
( 4 

20 40 60 

e 
( 

(b) 
10~-------~ 

20 40 60 

(d) 
100~-------~ 

80 

k 60 
( 

20 

20 40 60 

Figura 3.7: Las figuras (a) y (c) muestran el comportamiento del consumo y del 
capital respectivamente, cuando A > p. Asimismo las figuras (b) y (d) muestran 
el comportamiento del consumo y del capital respectivamente, cuando A < p. 
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Ejemplo 3.1.3. Función de utilidad exponencial II 

Suponga ahora que la función de utilidad para el problema (3.34) se encuentra 
expresada de la siguiente manera: 

1-0 1 
( ) 

et -
u Ct = . 

1-él 

En el marco de la teoría de control óptimo, kt es la variable de estado y Ct es la 
variable de control. El Hamiltoniano asociado a este problema se define como: 

1-0 1 
1t(kt , Ct , >.t) = e\ _ ~ + >.(Akt - Ct) 

donde At es la variable de coestado. A partir de la condición (3.36) se sigue que 

~t = >.t(P - A). 

Por lo tanto, 

La condición (3 .35) conduce a 

e¡º - >.t =O, 

es decir 
1 

Ct = -1 · 

>.f 

Si se sustituye At en la ecuación anterior, se sigue que 

1 (.!!.=.e) Ct=>.~ 9 e et_ 

Se sabe que Ct = Akt - kt, por lo que 

Cte-At = Akte-At - kt e- At _ 

Ahora, si se integra la expresión anterior se obtiene la siguiente igualdad: 

¡00 

Cte-Atdt = ¡00 

Akte-Atdt - ¡00 

kte-Atdt. (3.40) 

Observe que la integración por partes del primer sumando del lado derecho de la 
ecuación anterior produce 

¡00 

Akte-Atdt = -kte-Atl~ + ¡00 

kte-Atdt 

= ko + ¡00 

kte-Atdt. 
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Así, 

¡00 

Akte-Atdt - ¡x kt e- Atdt = ko. 

Por lo tanto, de la ecuación (3.40), se tiene que 

De esta manera, 

En consecuencia, 

.\ 0 - k _ 1 (p-A(l -B)) º - o e . 

Por lo tanto, la trayectoria óptima de consumo satisface 

(
P - A(l - B)) (~)t 

Ct=ko e e o . 

Observe que Co = ko e-A~l-O)) . En la Figura 3.8 se presenta la trayectoria óptima 

del consumo como función de la tasa p y del producto marginal de capital A. 

Por otro lado, se tiene que 

· (p-A(l -B) ) (~)t 
kt = Akt - Ct = Akt - ko e e 8 

' 

la cual es una ecuación de la forma x = o:x + g( t). La solución de esta ecuación 
diferencial ordinaria no homogénea está dada por 
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Figura 3.8: Trayectoria óptima del consumo para la función de utilidad u( Ct) = 
1-11 1 
~ 

1-9 . 

Por lo tanto, la solución en términos del capital es 

En la Figura 3.9 se presenta la trayectoria óptima del capital como función de la 
tasa p y del producto marginal de capital A. 

Ahora bien, como 

. (A- P) Ct = -()- Ct 

ó 
ét A-p 
-=--
Ct () 

La expresión anterior define la tasa de crecimiento del consumo. 
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60 

Figura 3.9: Trayectoria óptima del capital para la función de utilidad u(ct) -
1- 9 1 
~ 

1-9 . 

Por otro lado, se tiene que 

Es decir, 
kt; A-p 

-kt () 
La expresión anterior define la tasa de crecimiento del capital. Como Yt = Akt, se 
tiene que Yt = Akt. Por lo tanto, se concluye que 

En consecuencia, el consumo, el capital y el producto crecen (o decrecen) 
exactamente a la misma tasa (A - p)/O. Si A> p, la producción crece, mientras 
que si A < p la producción disminuye debido a que se sabe que () > O. Cuando 
todos los sectores crecen (o decrecen) a la misma tasa se dice que el crecimiento 
en la economía es balanceado. 
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Figura 3.10: Las figuras (a) y (c) muestran el comportamiento del consumo y del 
capital respectivamente, cuando A> p. Asimismo las figuras (b) y (d) muestran 
el comportamiento del consumo y del capital respectivamente, cuando A < p. 

Ejemplo 3.1.4. Función de utilidad exponencial negativa. 

Considere la siguiente ecuación de utilidad para el problema (3.34): 

En el marco de la teoría de control óptimo, kt es la variable de estado y Ct es la 
variable de control. El Hamiltoniano asociado a este problema se define como: 

donde At es la variable de coestado. La condición (3.35) conduce a 

es decir 
ln( e) - ln( >.t) 

Ct,=-----e . 
Si se sustituye At en la ecuación anterior , se sigue que 

ln(B) - ln(>.0e(p- A)t) 

Ct,= () . 
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Es decir 
ln(B) - ln(>.0 ) - (p - A)t 

Ct = {j . 

Se sabe que Ct = Akt - kt, por lo que 

Si se integra la expresión anterior se obtiene la siguiente identidad: 

(3 .41) 

Observe que la integración por partes del primer sumando del lado derecho de la 
ecuación anterior produce 

Así, 100 

Akte-Atdt - 100 

kte-Atdt = k0 . 

Por lo tanto, de la ecuación (3.41) , se sigue que 

De esta manera, 

ko = 100 

Cte-Atdt 

= e t ¡00 ln(B) - ln(>.o) - (p - A)t -Atd 

º e 
= ~ [(ln(B) - ln(>.o)) 100 

e-Atdt - (p - A) 100 

te-Atdt] 

= ~ [ln(B) - ln(>.o) _ (p - A)] 
B A A2 

En consecuencia, 
p-A 

ln(B) - ln(>.o) = ABko + ---;t· 
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Observe que co = (ABk0 + e;/)/B. En la Figura 3.11 se presenta la trayectoria 
óptima del consumo como función de la tasa p y del producto marginal de capital 
A. Por lo tanto, la trayectoria óptima de consumo satisface 

ABko + ~ - (p-A)t 
Ct= () . 

60 

Figura 3.11: Trayectoria óptima del consumo para la función de utilidad u(Ct) = 
-e-8Ct. 

Por otro lado, se tiene que 

La expresión anterior es una ecuación de la forma x =ax+ g(t). La solución de 
esta ecuación diferencial ordinaria no homogénea está dada por 
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Por lo tanto, la solución en términos del capital es 

k k At At ¡t (ABko + ~ - (p-A)s) -As¿ 
t = oe - e lo () e s 

eAt [ ( - A) ¡t ¡t l = k0eAt - 0 ABko + 7 lo e-As¿s - (p-A) lo se-Aªds 

At eAt { ( k p - A) 1 ( -At) ( ) 1 [ 1 ( -At) -Atl } = k0e - 0 AB o + ---;¡-- A 1 - e - p - A A A 1 - e - te 

(
A-p) =ko+ A8 t 

En la Figura 3.12 se presenta la trayectoria óptima del consumo como función de 
la tasa p y del producto marginal de capital A. 

60 

o o 

Figura 3.12: Trayectoria óptima del consumo para la función de utilidad u(ei) = 
-e-Bct . 

Ahora bien, como 

Yt i- ét i- kt , 
Yt Ct kt 

se concluye15 que, para este modelo, no es posible que el crecimiento en la economía 
sea balanceado. 

15Los cálculos se le dejan al lector. 
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3.2. Control Óptimo Estocástico 

Para el estudio de las técnicas de control óptimo estocástico, es necesario del 
conocimiento de diversas técnicas de optimización, como el control óptimo deter­
minista y programación dinámica, así como de la teoría avanzada de procesos es­
tocásticos y del cálculo estocástico. Un resultado importante para solucionar pro­
blemas de control óptimo estocástico es la ecuación de Hamilton-Jacobi-Bellman 
la cual proporciona las condiciones de primer orden para la optimización de dichos 
problemas. 

3.2.1. El Generador Diferencial 

Uno de los resultados más importantes obtener un óptimo, en los problemas 
económico- financieros que son planteados y resueltos con control óptimo estocásti­
co, se denomina generador diferencial. Este resultado proporciona una formula con 
la que se obtiene el promedio de una integral y el de una derivada local. Para ello, 
se supone un funcional J(f) y un control fijo. Este funcional , su primera, segunda 
y tercera derivada se encuentran acotadas uniformemente. 

En este contexto, considere la siguiente función 

f(t) = f(O) + 1t G(f(s))ds + 1t CT(j(s))dz(s) , (3.42) 

donde G(f) y CT(j) satisfacen la condición de Lipschitz 16 . Asimismo, se define el 
siguiente operador 

de tal forma que 

E10 {J(f(t))} - J(fo) = E10 {1t .C(J(f(t)))dt} , 

donde f (O) = fo y E10 es el operador esperanza con la condición inicial f 0 . Al 
operador, .C , se le conoce como generador diferencial del proceso f (t). 

En efecto , suponga que la función de estado f (t) sigue el proceso general de 
Itó, es decir, 

f(t) = f(O) + ¡t G(f(s))ds + 1t CT(j(s))dz(s) . 

16Ver Kushner [31], capítulo 10. 
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Esta expresión se presenta también con la siguiente forma diferencial 

df(t ) = G(J(t))dt + a(J(t))dz. 

Ahora bien , si la ecuación anterior se discretiza, se obtiene la siguiente identidad: 

tlf(t) = G(J(t))tlt + a(J(t))tlz . (3.43) 

En este marco, se define tl z = ~vzs:i , donde ~ "" N(O , 1) . Esto lleva a que e"" xi , 
de donde se sigue que 

E[tlz] = E [~5tJ = fflE [~] = O, 

y 

Así bien , como e,__, xi , se tiene que17 

por lo que Var[tlz] = tlt. Entonces 

Es por ello que, sin pérdida de generalidad , para valores pequeños de tlt , se sigue 
que 

tl z = ffl. 

Si se eleva al cuadrado la ecuación (3.43) , se obtiene la siguiente expresión 

(3.44) 

Ahora bien, el funcional J (J ( t)) se desarrolla en series de Taylor , es decir , 

Así, al sustituir la ecuación (3.44) en la expresión anterior y si se desprecian los 
términos (tlt) 2 y (tlt) 312 , se obtiene que 

8J 1821 2 
tlJ = a f 6-f + 2 a J2 a (!)(6-t) . 

17 El valor de la media de una variable aleatoria x que se distribuye como una x2 con n grados 
de libertad es n y el valor de su varianza es 2n. Es por ello que la media de e ~ xi es 1 y el 
valor de su varianza es 2. 
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Ahora, si se sustituye la ecuación (3.43) en la expresión anterior y se toma el 
límite cuando b.. -t O, se tiene que 

(3.45) 

Así bien, si se define el siguiente operador 

y se sustituye en (3.45), se obtiene 

8J 
dJ = .C(J)dt + a¡a(f)dz. (3.46) 

Ahora bien, si se integra la expresión (3.46) para s E [t0 , t], se obtiene la siguiente 
identidad: 

J(J(t)) - J(f(to)) = 1.t .C(J(J(s)))ds + 1.t 81~)s)) a(f)dz. 
to to 

Entonces, si se calcula el valor esperado a la expresión anterior, dado fo , se tiene 
que 

(3.47) 

Observe que el valor esperado de la última integral de (3.47) es cero. Esto se debe 
a que E¡0 [dz] =O. Por lo tanto, 

E¡0 {J(f(t))} - J(J(to)) = E¡0 {1
0

t .C(J(f(s)))ds}. 
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3.2.2. Ecuación de Utilidad 

Para obtener la ecuación de utilidad suponga un control fijo. Asimismo, con­
sidere un funcional de la siguiente forma: 

J(J) =E¡ {¡00 

e-pt F(J(t))dt}. (3.48) 

Si se divide la región de integración de (3.48) y se desarrolla, se sigue que 

J(J) = E¡ {¡6 

e-pt F(J(t))dt} +E¡ {L00 

e-pt F(J(t))dt} 

= E¡ {¡6 

e- pt F(J(t))dt} +E¡ {E¡ {Loo e-pt F(J(t))dtlh}} 

= E¡ {¡6 

e-ptF(J(t))dt } +E¡ { e-P6 E¡ {L00 

e-p(t -
6 )F(J(t))dt lh}} 

=E¡ {¡6 

e-pt F(J(t))dt} +E¡ { e-P6 Eh {L00 

e-pt F(J(t))dt}} 

=E¡ {¡6 

e-ptF(J(t))dt } + E¡{e-P6 J(f6)}. 

Es decir, 

Ahora, si se divide esta expresión entre 6. , y se le suma y resta el término 
E¡{J(h)}/6., se sigue que 

Al tomar el límite cuando b,. ---7 O, en esta última ecuación, se obtiene que18 

C(J(J)) - pJ(J) + F(J) =O. (3.49) 

La solución a la expresión (3.49) es la ecuación de utilidad. 
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3.2.3. Condición de Primer Orden 

Para desarrollar la condición de primer orden, de un problema de control 
óptimo estocástico, se incluye la variable de control u(t) . Así, si se modifica la 
ecuación (3.42) de tal manera que se introduce un control u = u(t) se obtiene la 
siguiente versión controlada de dicha identidad 

f(t) = f(O) + 1t G(f(s) , u(s))ds + 1 t a(f(s), u(s))dz(s). (3.50) 

Asimismo, se supone que el conjunto de controles, la función f y a dependen 
únicamente del tiempo. En este contexto, se define lo siguiente: 

JU(!)= E/ {100 

e-pt F(f(t) , u(t))dt} , 

J(f) = sup JU(!). 
u 

Donde el símbolo E'J denota el operador de esperanza, dados la función f(t) y el 
control u(t). Ahora bien, como se estudió en la sección anterior , el funcional J(f) 
se puede escribir como 

J(f) = m~E/ {1D. e-ptF(f(t), u(t))dt + ¡00 

e-ptF(f(t) , u(t))dt } 

= m~E/ {1D. e-ptF(f(t),u(t))dt + e-pD.E¡,.. {100 

e-ptF(f(t) ,u(t))dt }} 

= m~Ej {1D. e-ptF(f(t) , u(t))dt + e-pD. J(h)}. (3.51) 

La expresión (3.51) es tan solo otra aplicación del principio de optimalidad. Esto 
conduce a la siguiente condición necesaria para el máximo 

sup[.CU(J(f)) - pJ(f) + F(f, u)] =O, (3.52) 
u 

La solución a la expresión (3.52) es la utilidad máxima, donde el generador dife­
rencial para el problema control óptimo es: 

u 8(-) 1 2 éP(·) 
[, (-) = G(f,u) of + 2ª (!,u) EJf2. 
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3.2.4. Ejemplos 

En este apartado se plantean y resuelven los siguientes modelos económicos: 
El modelo de crecimiento económico óptimo bajo incertidumbre y el modelo de 
portafolio de inversión bajo incertidumbre. 

Ejemplo 3.2.1. Modelo neoclásico de crecimiento económico óptimo ba­
jo incertidumbre 

En cualquier economía existen dos t ipos de decisiones que un consumidor 
debe afrontar. El primer tipo de decisiones consiste en consumir en el presente, 
es decir , se consume en el presente todo cuanto se pueda y el consumo fut uro 
queda incierto. El segundo t ipo de decisiones consist e en acumular capital para 
aumentar las posibilidades de consumo en el futuro, es decir , se consume lo menos 
posible en el presente para que el capital aumente y con él, el consumo fut uro. En 
el siguiente modelo se busca determinar las t rayectorias de consumo (variable de 
control) y capital (variable de estado) que maximizan el bienestar de una economía 
cuya fuerza de trabajo tiene variaciones que se rigen por una ecuación diferencial 
estocástica en la que aparece un proceso de Wiener . 

Un problema económico es modelado bajo el enfoque neoclásico de crecimien­
to, si se t oman decisiones entre consumo e inversión de tal manera que el bienestar 
sea el máximo posible para todos los individuos. En el modelo neoclásico de cre­
cimiento económico se presentan los siguientes supuestos: 

l. La economía es agregada, es decir , produce y consume un solo bien, 

2. la economía es cerrada, es decir , no es posible exportar ni importar bienes, 

3. la tecnología de producción requiere de dos clases de insumos o factores de 
la producción: el capital y t rabajo, 

4. la función de producción presenta rendimientos const antes de escala, 

5. · la ofert a de trabajo es perfectamente inelástica, es decir, los individuos están 
dispuestos a trabajar con cualquier salario, 

6. la fuerza laboral crece de manera exponencial y tiene ciertas variaciones 
de t al manera que el t amaño de la población está sujeto a una ecuación 
diferencial estocástica, en la cual est á considerado un proceso de Wiener, 

7. el capital se deprecia a una t asa constante, 

8. toda producción se destina a consumo o inversión, 
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9. existe un individuo, llamado planeador central , que desea maximizar el bien­
estar de todos los agentes y tiene la facultad de decidir sobre las trayectorias 
de consumo y de inversion de la economía, 

10. la tasa subjetiva intertemporal de descuento es constante y 

11. todos los individuos participan con su trabajo en la economía. 

Asimismo, en el modelo se presentan las siguientes variables: 

Y(t) , producción al tiempo t , 

K(t) , capital al tiempo t , 

C(t), consumo al tiempo t, 

I(t), inversión al tiempo t , 

L(t) , trabajo al tiempo t, 

y(t) , producción per capita al tiempo t , 

k(t), capital per cápita al tiempo t, 

c(t), consumo per cápita al tiempo t , 

i(t), inversión per cápita al tiempo t . 

Finalmente, los parámetros que contempla el modelo son los siguientes: 

µ , tasa de depreciación del capital 

r¡ , es el promedio en el cambio de la fuerza laboral, 

a 2
, es la varianza en el cambio de la fuerza laboral, 

p, tasa subjetiva intertemporal de descuento, 

r, tasa de interés. 



3.2 Control Óptimo Estocástico 73 

El modelo neoclásico de crecimiento caracteriza el crecimiento económico en 
una economía cerrada. Se supone que toda la producción se distribuye entre con­
sumo C ( t) e inversión I ( t), es decir , 

Y(t) = C(t) + I(t). 

La inversión I(t) se utiliza para reemplazar el capital depreciado µI<(t) y para 
acumular capital 

es decir , 

k(t) = dI<(t) 
dt ' 

I(t) = K(t) + µI<(t) . 

Se supone que la producción se realiza en cada instante t , donde se combinan 
tanto la fuerza de trabajo L(t) como el capital I<(t) disponibles al tiempo t de 
tal manera que la producción en ese instante sea máxima. Así bien, la producción 
Y(t) , correspondiente a cualquier combinación de los factores I<(t) y L(t) y se 
representa con la función F(I<(t) , L(t)) , es decir, 

Y(t) = F(I<(t) , L(t)) . 

Se supone que la función de producción es invariante en el tiempo debido a que 
se supone que no existen cambios tecnológicos. Asimismo, se supone que por cada 
unidad de insumo, trabajo o capital, se tiene un incremento en la producción y a 
medida que se aumentan los insumos la producción siempre se incrementa, pero 
cada vez menos , en términos matemáticos, Fes dos veces diferenciable para todos 
los insumos y con productos marginales positivos y decrecientes. Esto último es 
expresado por las siguientes desigualdades: 

8F 
8I< > O, 

82F 
f)J(2 < o, 

8F 
8L > O, 

()2p 

8L2 < O. 

En este contexto, se supone que la función de producción es homogénea de grado 
uno, es decir, no hay economías a escala. Así, 

F(vI<,vL) = vF(I<,L) , para todo v. 

En particular, si se toma v = 1/ L , se tiene 
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donde f(K/L) es la función de producción per cápita. Las variables y ecuaciones 
introducidas se pueden expresar en términos per cápita, de forma tal que las nuevas 
variables son: 

K(t) 
k(t) = L(t) , 

C(t) 
c(t) = L(t) , 

Y(t) 
y(t) = L(t) ' 

. I(t) 
i(t) = L(t) 

y la producción per capita en el tiempo t es expresada por 

y(t) = J(k(t)) , 

la cual se distribuye entre consumo per cápita e inversión per cápita, 

y(t) = c(t) + i(t), 

(3.53) 

(3.54) 

donde la inversión per cápita i(t) se distribuye entre depreciación de capital per 
cápita k( t) por una tasa dada µ y la razón entre la tasa de cambio de capital y el 
trabajo K(t)/ L(t) , 

i(t) = K(t) + µk(t) . 
L(t) 

(3.55) 

La tasa de cambio de capital per cápita es 

k(t) = i (K(t)) = K(t) _ K(t) L(t) = K(t) _ k(t) L(t) . (3_56) 
dt L(t) L(t) L(t) L(t) L(t) L(t) 

Así bien, para plantear el modelo neoclásico de crecimiento económico de forma 
estocástica, es importante establecer la ecuación diferencial estocástica de creci­
miento de Solow en forma explícita, donde está considerada la ecuación diferencial 
estocástica de crecimiento de la población, en la cual se hace uso del lema de ltó. 19 

Así, se define la ecuación diferencial de acumulación de capital como: 

K(t) = F(K(t), L(t)) - C(t), 

la cual es equivalente a 

dK(t) = [F(K(t) , L(t)) - C(t)Jdt. (3.57) 

Si se divide la ecuación anterior entre el trabajo L(t), se tiene que 

(
K(t)) [ (K(t) ) C(t) ] 

d L(t) = F L(t) ' l - L(t} dt , 

rnLa explicación de lema de Ito se puede encontrar en el apéndice B.2, página 125. 
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ésta última expresión se puede escribir como 

d ( ~gj) = [f(k(t)) - c(t)]dt. (3. 58) 

Suponga que las variaciones en el tamaño de la fuerza de trabajo está representada 
por la siguiente ecuación diferencial estocástica 

dL(t) = r¡L(t)dt + a L(t)dz, (3.59) 

donde z es el proceso de Wiener estándar , o movimiento Browniano,20 r¡ es la 
media del crecimiento de la población y a 2 su varianza. Es decir, la población crece 
exponencialmente a una t asa r¡ con choques independientemente e idénticamente 
distribuidos alrededor de la curva. 

Ahora bien , se realiza una expansión de k(t) = K(t)/ L(t) , como función de 
K ( t) y L( t) , a través de un desarrollo en serie de Taylor. La primera di ferencial 
en la serie es 

d (K(t)) = dK(t ) _ K(t ) dL(t) 
L(t) L(t) L2(t) 

(3.60) 

y la segunda diferencial es 

d2 (K(t)) = d
2 
K(t) _ dK(t)dL(t) _ K(t) d2 L( ) 

L(t) L(t) (L(t))2 (L(t))2 t 

_ dL(t)dK(t) 2K(t) (dL(t))
2 

(L(t))2 + L(t) L(t) ' 
(3 .61) 

se considera que los términos d2K(t), d2L(t) y (dK(t))(dL(t)) son despreciables. 
Entonces la ecuación (3 .61) se puede expresar de la siguiente manera 

d2 (K(t)) = 2K(t) (dL(t))
2 

L(t) L(t) L(t) ' 
(3.62) 

de las ecuaciones (3.60) , (3.62) y la expansión de Taylor , se tiene que 

d (K(t)) = dK(t) _ K(t) (dL(t)) K(t) (dL(t))
2 

L(t) L(t) L(t) L(t) + L(t) L(t) 
(3 .63) 

Ahora bien, al sustituir las ecuaciones (3 .58) y (3.59) en la ecuación (3.63) se tiene 
que 

dk(t) = [f(k(t)) - c(t)]dtk(t)(r¡dt + adz) + k(t)(r¡dt + adz)2
• 

2ºLa explicación del proceso de Wiener se puede encontrar en el apéndice A, página 121. 
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Por otro lado, las reglas de operación del lema de Ito consideran válidas las si­
guientes condiciones: (dz)2 = dt, (dz)(dt) =O y (dt) 2 =O. Entonces la expresión 
anterior conduce a la ecuación diferencial estocástica de Solow, es decir, 

dk(t) = [f(k(t)) - c(t) - (TJ - a 2 )k(t)Jdt - k(t)a(dt) 112
. (3.64) 

Se supone que el estado inicial del capital per cápita está dado por 

k(to) = ko. 

El objetivo del planeador central es maximizar una función de utilidad, la cual 
depende del consumo 

U= U(c(t)). 

Se supone que la función de utilidad es dos veces diferenciable, con utilidades mar­
ginales positivas pero decrecientes para todos los niveles de consumo per cápita, 
es decir, por cada unidad de consumo se tiene una unidad positiva y conforme 
se sigue consumiendo la utilidad sigue siendo positiva pero cada vez menor. En 
términos matemáticos, esto es: para todo c(t) E [O, oo), se tiene que 

U'( ( )) = dU(c(t)) O 
e t dc(t) > ' 

U"( ( )) = d
2
U(c(t)) O 

e t ( )2 < . de t 

Además la función de utilidad U(t) es estrictamente cóncava y monótona decre­
ciente. Se supone que la función de utilidad satisface las condiciones del límite 

lím U'(c(t)) = oo, 
C-+Ü 

lím U'(c(t)) =O, 
C-+00 

de tal manera que el producto marginal empieza en el infinito y decrece hasta cero. 
Asimismo, las curvas de indiferencia no se intersectan en los ejes. Dada una tasa 
subjetiva intertemporal de descuento p > O y un factor de descuento exponencial, 
la utilidad del consumo per cápita c(t) en el tiempo tes e-ptU(c(t)). Así bien, en 
el intervalo [O, oo) la ecuación de bienestar se encuentra dada por 

W = ¡00 

e-ptU(c(t))dt. 

El planeador central trata de maximizar W, buscando la trayectoria óptima de 
consumo c(t) en el intervalo [O, oo) , de donde solo los siguientes valores para c(t) 
son viables: 

O:::; c(t) :::; j(k(t)), para todo t E [O, oo). 
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Sea U (e( t)) la función de utilidad del consumo per cápita al tiempo t, p 2:: O 
la tasa de descuento constante y E0 el operador de esperanza condicional, en­
tonces el planteamiento del problema neoclásico de crecimiento económico bajo 
incertidumbre es el siguiente: 

Maximizar E0100 

e-ptU(c(t))dt , 

sujeto a dk(t) = [f(k(t)) - (r¡ - (T
2 )k(t) - c(t)]dt - (Tk(t)(dt) 112

, 

k(to) = ko, 
O~ c(t) ~ f(k(t)) , 

c(t), continua por pedazos. 

Las condiciones de optimalidad para el problema neoclásico de crecimiento 
económico se desarrollan por medio de los métodos de control óptimo estocástico. 
Así, la esperanza del proceso k(t) - k(t0 ) es la siguiente: 

Ek[k(t) - k(to)] = Ek[ti.k] = [f(k) - (r¡ - (T 2)k]ti.t + o(ti.t) 

y la varianza se encuentra expresada por 

Var[k(t) - k(to)] = Ek[(k(t) - k(to)) 2
] - Ez[(k(t) - k(to))] 

= Ek[(ti.k)2
] - Ez[ti.k] 

= Ek[(ti.k)2
] 

= (T2k2ti.t + o(ti.t). 

Ahora bien, por medio del principio de optimalidad, se tiene que 

(3 .65) 

(3.66) 

J(k) = mcfx Ek { {13.t e-ptU(c(t))dt + ~~x Ek+J3.k { f
00 

e-ptU(c(t))dt}}, 
0::; 1::; c.1 Jo At $1$oo } 13.t 

(3.67) 
donde Ek indica que el estado inicial es k. Una condición necesaria de optimali­
dad para el problema en cuestión es proporcionada por ecuación de Bellman. La 
primera integral de la ecuación (3.67) se puede calcular si se usa el Teorema del 
Valor Medio para integrales, esto es 

donde e = O(w) , w E O y O ~ e ~ l. Para la segunda integral de la ecuación 
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(3.67) , se utiliza el cambio de variable s = t - bi.t , entonces 

máx Ek+t:.k {1 00 

e-ptU(c(t))dt} = máx Ek+t>k { roo e-p(s+t>t)U(cs+t>t)ds} 
4 ~+~ ~o Ll.t :S t :Soo At O:S s :Soo 

= e-pt>t ~~ Ek+Ak { roo e-PSU(cs+t>t)ds} 
O:S•:Soo Jo 

= e- pAt J(k + bi_k) , 

si se renombra Cs+t>t como es, entonces se puede escribir la ecuación (3.67) como 

máx Ek { e-pOAtU(cMt)bi.t + e-pt>t J(k + bi.k) - J(k)} =O, (3.68) 
e 

para bi.t lo suficientemente pequeño e- pAt = 1 - pbi.t. Para el segundo término de 
la ecuación (3.68), se tiene 

e-pt>tJ(k + flk) - J(k) = (1 - pbi.t)J(k + bi.k) - J(k) 

= J(k + flk) - J(k) - pbi.tJ(k + bi.k). 

y al sustituir la expresión anterior en la ecuación (3.68) se obtiene 

máxEk { e-p()t.tu(coAi)bi.t + J(k + bi.k) - J(k) - pfltJ(k + bi.k)} =O, (3.69) 
e 

Por otro lado, al utilizar el lema de Ito en la diferencia flJ(k) , se tiene 

bi.J(k) = J(k + flk) - J(k) = J'(k)bi.k + ~J"(k)(flk)2 , 

ahora, de aplicar la esperanza condicional, se sigue que 

Ek[flJ(k)] = Ek[J(k + flk) - J(k)] 

= Ek [J'(k)bi.k + ~J"(k)(flk)2] 

= Ek [J'(k)bi.k] + Ek [~J"(k)(bi.k) 2] . (3.70) 

Ahora bien, se tiene que J(k) = EkJ(k) y si se sustituyen las ecuaciones (3.65) y 
(3.66) en la ecuación (3. 70) se obtiene 

Ek[J(k + bi.k) - J(k)] = [J'(k)[f(k)- (r¡- a 2
) - e]+ ~a2 k2 J"(k)] bi.t. (3.71) 

Entonces si se sustituye la ecuación (3.71) en (3.69) , se divide entre flt y se toma 
el límite cuando bi.t --t O, se tiene que 

m~ { [f (k) - (r¡ - a2 )k - c]J'(k) + ~a2k2 J"(k) - pJ(k) + U(c)} =O, (3 .72) 
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debido a que k + ~k -t k, e~t -t O y CM -t c. De esta manera, si se define 

cf>(c, k, t) = [f(k) - (r¡ - 0"
2)k - c]J'(k) + ~0"2k2 J"(k) - pJ(k) + U(c) , 

2 

entonces se puede escribir la ecuación (3.72) en una forma compacta 

máx cf> (c ,k,t) = O. 
e 

La condición de primer orden para un máximo es 

cf>c (c* , k, t) = J'(k) + U'(c) =O, 

además, se debe cumplir la condición 

cf>cc = U"(c) < O. 

(3.73) 

(3.74) 

Como se puede observar, se satisfacen las condiciones suficientes para un máximo. 
Es posible reescribir las condiciones de optimalidad como un conjunto de dos 
ecuaciones que se deben resolver para c*(t) y J(k) , es decir: 

{ 
cf>(c* , k,t) = O, (3.73) 

cf>c (c* , k, t) =O. (3.74) 

• 
Ejemplo 3.2.2. Modelo de selección óptima de portafolio bajo incerti­
dumbre. 

Suponga que un individuo se enfrenta al problema de optimizar su cartera de 
inversión. Esta cartera, o portafolio, cuenta con un activo de renta variable y un 
activo de renta fija. Los rendimientos de la cartera de inversión son estocásticos, 
es por ello que se dice que este problema se encuentra bajo incertidumbre. El 
objetivo del individuo es encontrar las trayectorias de consumo y de distribución 
de su riqueza que maximicen su bienestar. 

El modelo toma en cuenta los siguientes supuestos: 

l. Los ingresos del individuo se forman de los rendimientos de un activo riesgoso 
y de un activo libre de riesgo, 

2. los rendimientos del activo riesgoso se rigen por una ecuación diferencial 
estocástica en la que aparece un proceso de Wiener , 

ESTA TES S NO SALÉ 
·:E L,.\ BIBIJ OTECA 
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3. todo la riqueza es destinada a consumo o inversión, 

4. la tasa subjetiva intertemporal de descuento es constante, 

5. no hay inflación. 

Se definen las variables del modelo como: 

w(t) , proporción de la riqueza invertido en el activo riesgoso al tiempo t , 

W(t), riqueza total del individuo al tiempo t, 

C(t) , consumo al tiempo t. 

Asimismo, los parámetros que se usan en el modelo se define como sigue: 

T, tiempo en que muere el individuo, 

p, tasa subjetiva intertemporal de descuento, 

r, tasa de interés que paga el activo libre de riesgo, 

a, media del crecimiento del valor del activo riesgoso, 

u, desviación estándar del crecimiento, o volatilidad del valor del activo riesgoso. 

Se supone que las variaciones en el valor del activo riesgoso están representadas 
por la siguiente ecuación diferencial estocástica. 

dR(t) = aR(t)dt + uR(t)dz, (3.75) 

donde R(t) es la proporción de la riqueza que se invierte en el activo riesgoso al 
tiempo t, a la media del crecimiento del valor del activo riesgoso, u es su desviación 
estándar y z es un proceso de Wiener estándar, o movimiento Browniano. Note 
también que R( t) está dado por 

R(t) = w(t)W(t), 

donde w( t) es la proporción de la riqueza invertida en el activo riesgoso al tiempo 
t y W(t) es la riqueza total al tiempo t. Así, la expresión (3.75) se puede escribir 
de la siguiente manera 

dR(t) = aw(t)W(t)dt + uw(t)W(t)dz. (3. 76) 
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Por otro lado, el cambio marginal en la riqueza está dado por la siguiente ecuación 
diferencial 

dW(t) = dR(t) + (1 - w(t))W(t)rdt - C(t)dt, (3.77) 

donde dR(t) es el cambio en el valor del activo riesgoso, (1 - w(t))W(t)rdt es 
el cambio en el valor del activo seguro y C(t) el consumo por unidad de tiempo 
al tiempo t. Entonces, si se sustituye la ecuación (3. 76) en la ecuación (3. 77) , se 
tiene: 

dW(t) = aw(t)W(t)dt + O"w(t)W(t)dz + (1 - w(t))W(t)rdt - C(t)dt 

= {[w(t)(a - r) + r]W(t) - C(t)} dt + w(t)W(t)O"dz. 

Por convención se sabe que dz = ( dt) 112
, de este modo se obtiene la siguiente 

ecuación diferencial estocástica de presupuesto: 

dW(t) = {[w(t)(a - r) + r]W(t) - C(t)}dt + w(t)W(t)O"(dt) 112
. (3.78) 

Así bien, si el consumidor desea conocer cuál es el valor esperado de maximizar 
su utilidad y de dejar un legado económico se tiene el siguiente funcional objetivo 

Maximizar E0 {¡T e-ptU(C(t))dt + B(W(T), T)}, (3.79) 

donde U(C(t)) es la función de utilidad del consumo y B(W(T) , T) es la función 
de utilidad por dejar una herencia. Para este modelo se requieren las mismas 
condiciones que se formularon para las funciones de utilidad del modelo neoclásico 
de crecimiento económico bajo incertidumbre. Así, sean T el tiempo en que muere 
el individuo, E0 el operador de la esperanza condicional, dadas las condiciones 
iniciales y W(O) = W0 >O la riqueza inicial. 

Así, el problema al que se enfrenta el individuo es encontrar una trayectoria 
de consumo C(t) y una trayectoria de la proporción de la riqueza que se asigna 
al activo riesgoso w(t) tal que se resuelva el siguiente problema de control óptimo 
estocástico: 

Maximizar E0 {¡T e-ptU(C(t))dt + B[W(T) , T]} , 
sujeto a dW = {[w(t)(a - r) + r]W(t) - C(t)}dt + w(t)W(t)O"(dt) 1l 2

, 

W(O) = Wo > O, 

W(t) > O, 

C(t) 2 O. 
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Para la solucionar este problema primero se consideran dos ecuaciones re­
lacionadas con la riqueza, ambas se obtienen de la ecuación (3.78), donde una 
caracteriza la tendencia y la otra la varianza. El valor esperado del cambio en la 
riqueza en un intervalo de tiempo h = t - t 0 es 

Et0 {W(t) - W(to)} = {[w(to)(a - r) + r]W(to) - C(to)}h + o(h) , (3.80) 

y la varianza del cambio en la riqueza es 

Var[W(t)- W(to)] = Et0 {[W(t)- W(t0)]2} - Ez
0
{[W(t)- W(to)]} 

= Et0 {[W(t) - W(to)]2} 

= w2 (t0 )W2(t0 )a2h + o(h). (3.81) 

Para derivar las condiciones de optimalidad se reformula el funcional objetivo 
(3.79) de tal manera que sea posible utilizar los métodos de programación dinámi­
ca, esto con el fin de que sea posible aplicar el principio de optimalidad de Bellman. 
Para esto, se define 

I[W(t) , t] =: máx Et {ir e-psU[C(s)Jds + B[W(T), T]} (3.82) 
{C(s) ,w(s)} t 

donde la ecuación (3.82) está sujeta a las mismas restricciones que las del plan­
teamiento original. Por tanto, 

I[W(T) , T] = B[W(T), T]. (3 .83) 

En general, de la definición (3.82) se obtiene 

I[W(to), t0 ] = máx Et0 { ¡t e-psU[C(s)]ds + I[W(t), t]}. (3.84) 
{C(s) ,w(s)} Íto 

Sea t = t0 + h y las terceras derivadas parciales de I[W(t0 ), t0] son acotadas, 
entonces por el teorema de Taylor y el teorema del valor medio para integrales, 
se puede reescribir (3.84) de la siguiente forma 

I[W(to), to] = máx Et
0 

{ e-ptU[C(t)Jh + I[W(t0 ) , t0] + éJI[Wxo) , to] h 
{C,w} t 

+ 81[~~) , to] [W(t) - W(to)] 

+~ 82 ![:$~) , to] [W(t) - W(t0 )]
2 + o(h)}, (3 .85) 

donde t E [to, t]. Ahora bien, en la ecuación (3.85) se toma el operador Eto para 
cada término y como 

I[W(to), to]= Et0 {I[W(to), to]} , 
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es posible restar I[W(t0 ), t0] de ambos lados. Entonces si se sustituyen E10 {W(t)­
W(t0)} y Et0 {[W(t) - W(t0 )]2} por las ecuaciones (3.80) y (3.81) , después se 
dividen dichas ecuaciones entre h y finalmente se toma el límite cuando h -t O, 
entonces, la ecuación (3.85) se convierte en una versión en tiempo continuo de la 
ecuación fundamental de optimalidad de Bellman-Dreyfus. Es decir, 

, { t 8It 811 max e-P U[C(t)] + ~ + !)W {[w(t)(a - r) + r]W(t) - C(t)} 
{C(t) ,w(t)} ut u 

1 éJ2 J } +2 8W~a2w2(t)W2(t) =O, (3.86) 

donde It es I[W(t) , t] y el índice t0 se descarta para hacer ver que (3.86) es válido 
para cualquier t E [O, T]. 

Si se define21 

t 8It 8It 
cp(w , C, W, t) = e-P U[C(t)] + Dt + éJW {[w(t)(a - r) + r]W(t) - C(t)} 

1 82 lt 2 2 2 + °2 éJW2 a w (t)W (t), 

entonces se puede escribir (3.86) en una forma más compacta 

y 

máx cp(w , C, W, t) =O. 
{C,w} 

Las condiciones de primer orden de un máximo ( w*, C*) son 

,¡., (w* C* W t) = e< -pt)U'(C*) - éJit =O 
'i'C ' ' ' aw ' 

( * * ) ( ) 8It 8
2 
It 2 * 2 cf>w w , C , W, t = a - r W éJW + BW2 a w W = O. 

(3.87) 

(3.88) 

(3.89) 

Por otro lado, se sabe que un conjunto de condiciones suficientes para obtener un 
máximo es el siguiente: 

cf>ww < O, cf>cc < O, det [ cf>ww cf>wc ] > O. 
cf>cw cf>cc 

Ahora bien, se observa que, en el problema de la cartera de inversión, se tiene que 
cf>wc = cf>cw = O. Asimismo, si la función I[W(t) , t] es estrictamente cóncava en 
W , entonces 

cf>cc = e-ptU"(C) <O, (3.90) 

2 1<P(w , C, W, t) es la forma simplificada de la expresión <P ( w, C, ?Jt, ~. f~L /¡, W, t). 
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y 

(3.91) 

por la concavidad estricta de U e lt respectivamente. Así, las condiciones suficien­
tes se satisfacen.22 Es posible reescribir las condiciones de optimalidad como un 
conjunto de tres ecuaciones que se deben resolver para w*(t) , C*(t) , y I[W(t) , t]. 
Es decir , las condiciones de optimalidad para el problema un individuo que desea 
optimizar su cartera de inversión son las siguientes: 

{ 

<jJ(w*, C*, W, t) =O, (3.87) 

</Jc(w:,c: , W,t): O, (3.88) 
<Pw(w , e , w, t) - o, (3.89) 

sujeto a la condición de frontera I[W(T), T] 
satisfacer el funcional ( 3. 79). 

B[W(T), T] y la solución debe 

• 

22 Al sustituir los resultados de (3.88) en (3.89) al punto (e•, w•) se tiene la condición w• (a -

r) >O si y sólo si g~~ <O. Aquí, solo se consideran las soluciones óptimas interiores. Se puede 
formular el problema en una forma más general si se reemplazan las igualdades de (3.88) y (3.89) 
por desigualdades y se utilizan las condiciones de K uhn-Tucker. 



Capítulo 4 

Programación Dinámica 

El método de programación dinámica fue desarrollado por Richard Bellman 
en su libro "Dynamic Programming" publicado en 1957. Aunque algunos traba­
jos en este tema fueron publicados con anterioridad en numerosos reportes de 
"Rand Corporation" . Posteriormente se publicaron más libros sobre programa­
ción dinámica, por parte de Bellman y sus colaboradores , con aplicaciones en 
la teoría del control. Sin embargo, también existen aplicaciones de la programa­
ción dinámica a procesos de Markov, teoría de inventarios, ingeniería química y 
economía. 

La programación dinámica es un método particular para optimizar. Es un 
método porque no es un algoritmo en particular en el sentido euclideano del 
término algoritmo. Este método es utilizado para resolver cierto tipo de problemas 
de optimización, algunos de los cuales pueden resolverse con otros procedimientos. 
Dicho método es útil para transformar problemas complejos, que pueden contener 
un gran número de variables de decisión interrelacionadas, en una sucesión de 
problemas simples que contengan una o unas cuantas variables, es decir, se busca 
sustituir un problema de n variables en problemas de una variable. Al resolver n 

problemas pequeños el esfuerzo computacional, si cada uno de ellos consta de una 
sola variable, es proporcional a n, que es el número de problemas de una variable. 

El principio que permite realizar esta transformación se conoce como "el princi­
pio de optimalidad de Bellman", el cual establece lo siguiente: Una política óptima 
tiene la propiedad de que cualquiera que sea el estado inicial y las decisiones ini­
ciales, las decisiones restantes deben constituir una política óptima con respecto 
al estado que resulta de la decisión inicial. 
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En este capítulo se presenta el problema básico de control óptimo y dos en­
foques del método de programación dinámica para solucionarlo: el enfoque deter­
minista y el enfoque estocástico. En la sección 4.1, se presentan algunos de los 
conceptos importantes de programación dinámica determinista. En el apartado 
4.1.1 , se presenta el problema básico, en el apartado 4.1.2, la ecuación de Bellman­
Euler- Lagrange y las condiciones de Legendre y Weierstrass, en el apartado 4.1.3, 
el problema con dos funciones , en el apartado 4.1.4, el problema isoperimétrico, en 
el apartado 4.1.5, el problema con dos variables, en el apartado 4.1.6, el problema 
con funcionales que dependen de derivadas de orden superior y el problema de 
control óptimo en el apartado 4.1.7. En la sección 4.2 se presentan algunos concep­
tos necesarios de programación dinámica estocástica, con el fin de establecer las 
condiciones de primer orden para los problemas se estudian en el Capítulo 5. En 
el apartado 4.2.1, se desarrollan las condiciones de primer orden para el problema 
de control óptimo estocástico, en el apartado 4.2.2 , se desarrollan las condiciones 
de primer orden, establecidas por la ecuación de Hamilton-Jacobi-Bellman para 
el problema del consumidor estocástico. 

4.1. Programación Dinámica Determinista 

4.1.1. Problema Básico 

Considere el siguiente funcional: 

J(f) = ¡b F(t , f(t), J'(t))dt, 

sujeto a las siguientes restricciones o condiciones de frontera 

f(a) =A, f(b) = B , 

donde F E C2
, es decir, una función con primera y segunda derivadas parciales 

continuas con respecto a todos sus argumentos. Suponga que f' = f'(t , J) , y sea 

S(t , f(t)) = rpín {.jb F(s , f(s) , J'(s))ds} , 
f l¡t.bJ t 

donde SE C2
. 
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4.1.2. Ecuación de Bellman-Euler-Lagrange 

Una condición necesaria para que el funcional J(J) tenga un extremo en una 
función dada J(t) , es que satisfaga la ecuación de Bellman-Euler-Lagrange, es 
decir1 

mín { F + St + S¡J'} = O 
!' 

( 4.1) 

y 

oF (t, f , J') _ _5!_ ( oF(t , f , J')) = O. 
a¡ dt of' 

( 4.2 ) 

Así, para f = C 1[a, b] se considera la siguiente norma: 

11!11 = m áx IJ(t)I + m áx lf'(t)I . 
tE [a,b] tE[a,b] 

En efecto, suponga que para E > O suficientemente pequeño se cumple que 

i

t+E 
t F(s, J( s), J' (s) )ds = F (t , f , j' )E + o(c) 

y que 
S(t +E, f (t +e)) = S(t, f (t)) + StE + S¡ f 'E + o(c). 

De donde se sigue que 

S(t, J(t)) = ,mín {it+E F(s, J( s), J'( s))ds + S (t + E, f(t + e))} 
f l¡ t,t+<I t 

= mín {FE+ S + StE + S¡j'E + o(c)} 
f' l¡t,t+<I 

, { , o(c)} = mm F+St +S¡f +- = 0. 
f' l¡t,t+•I € 

De est e modo, se cumple que 

mín {F + St + S¡f'} = O. 
!' 

Ahora bien, bajo la hipótesis del resultado anterior se tiene que la ecuación de 
Bellman-Euler-Lagrange implica la ecuación de Euler-Lagrange, 

oF(t, f , J') _ _5!_ ( oF(t, f , J')) = O. 
a¡ dt o f' 

1Se elimina el termino (t) de las funciones para simplificar la notación y el término St es la 
derivada de S respecto de t . 
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Es decir, si f' es mínimo, entonces 

(A) { 
F + St + S¡J' = O 

F¡, +S¡ =0. 

Se define S = S(t , J) , con diferencial dS = Stdt + S¡j'dt, que se puede expresar 
de la siguiente forma: 

d I 

dt S = St + S ¡ J , 

entonces, al sustituir esta ecuación en la primera ecuación del sistema (A) y 
después se deriva respecto de f y la segunda ecuación respecto de t , se sigue que 

d 
F¡ + dtS¡ = O 

d d 
-Fr + -S¡ =O. 
dt dt 

Ahora, si se restan las dos expresiones anteriores, se obtiene 

F¡ - ~F¡' =O 
dt 1 

que como se puede observar , esta expresión es la ecuación de Euler-Lagrange. 

Condición de Legendre 

Considere el funcional del problema básico 

J(J) = ¡b F(t, j(t) , J'(t))dt, 

sujeto a las restricciones o condiciones de frontera 

J(a) =A, J(b) = B , 

donde F E C 2
. Asimismo, se supone que 

S(t , J(t)) = rp.ín {lb F(s , J(s) , J'(s))ds} , 
f l¡t ,bJ t 

donde SE C 2 y f' = f'(t , J). Si f' es solución, entonces se cumple que2 

82 F(t , J, f') > O 
8j'8f' - . 

2 La demostración se puede encontrar en Gelfand, Capítulo 5 [22} 
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En efecto, de la ecuación de Bellman-Euler-Lagrange, se cumple la condición 
necesaria de optimalidad ( 4.1) 

mín{F + S1 + S¡j'} =O. 
f' 

Entonces, si f' es mínimo, se tiene que 

8F(t, J , f') 8S(t , J) 
ar + a¡ = 

0 

por lo cual se sigue que 
82 F(t, f , f') > O 

8j'8f' - . 

Condición de Weierstrass 

Considere el funcional del problema básico 

J(J) =lb F(t , J(t) , J'(t))dt, 

sujeto a las restricciones o condiciones de frontera 

J(a) = A, J(b) = B , 

donde F E C2
. Asimismo, se supone que 

S(t, J(t)) = rp.ín {lb F(s, J( s), J'(s))ds } , 
f l¡t ,bJ t 

donde SE C2 y f' = f'(t , !). Entonces, si J' es solución del problema anterior , se 
sigue que 

F(t, J , J' + h') - F(t, ¡ , J') + as~j J) h' ~o. 

En efecto, se puede observar que si J' es solución, entonces se cumple la con­
dición necesaria de optimalidad ( 4.1) 

n_}~n { F + St + S¡f'} =O, 

Así bien, se cumple la siguiente desigualdad 

F( J J') 8S(t, !) éJS(t, J) J' < F( J J' h') 8S(t, !) éJS(t, !) (J' h') 
t , ' + at + a¡ - t , ' + + at + a¡ + · 

Es decir , 

F(t , J, J' + h') - F(t, f, J') + 
85~j !) h' ~o. 
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4.1.3. Problema con Dos Funciones 

Considere el siguiente funcional: 

J(f) = ¡b F(t , f ,9, J',91 )dt , 

sujeto a las siguientes restricciones o condiciones de frontera 

f(a) =A, f(b) = B , 

donde F E C 2 [a, b], es decir, una función con primera y segunda derivadas par­
ciales continuas con respecto a todos sus argumentos. Suponga que f' = f'(t , !) 
y 91 = 91(t , 9). Asimismo, se supone que 

S(t , f(t) , 9(t)) = mín {lb F(s , f, 9, J', 9')ds} , 
(f' ,g') l¡ i ,bJ t 

donde S E C2
. Entonces si (!', 91

) es solución del problema anterior , se cumple la 
siguiente condición necesaria de optimalidad: 

mín {F + St + S¡j' + S991
} =O. 

(f',g') 
(4.3) 

La expresión (4.3) es conocida como la ecuación de Bellman-Euler-Lagrange para 
el problema con dos funciones. 

Bajo las hipótesis del resultado anterior se tiene que la ecuación de Bellman­
Euler-Lagrange implica la ecuación de Euler-Lagrange, es decir 

8F(t , f ,9,f',91
) _ -5!_ (8F(t , f ,9, J' ,9')) =O 

8J dt 8f' ' 
y 

8F(t , f ,9, f' ,9') _ -5!_ (8F(t , f,9 , f',9')) =O. 
89 dt 891 

En efecto, se puede observar que si (!', 91
) es solución, entonces se cumple la 

condición necesaria de optimalidad (4.3): 

mín {F + St + S¡j' + S991
} =O, 

(f',g') 

por lo que se cumplen las siguientes ecuaciones: 

F + St + S¡j' + S991 =O 

Fr + S¡ =O 

p9, + S9 =O. 

(4.4) 

(4.5) 

(4.6) 



4.1 Programación Dinámica Determinista 91 

Ahora bien , si se deriva la ecuación ( 4.4) respecto de f y g, se obtienen las si­
guientes identidades 

F¡ + S¡t + SJJJ' + S¡9g' = O 

F9 + S9 t + 59¡ J' + S99g' = O. 

Por otro lado, sea S = S(t , f , g) con la siguiente diferencial definida 

dS = Stdt + S¡ j'dt + S9 g'dt , 

esta expresión se puede escribir como 

(4.7) 

(4.8) 

(4.9) 

entonces , al sustituir la ecuación ( 4. 9) en la ecuación ( 4.4) y después el resultado 
se deriva respecto de f y de g, se obt ienen las siguientes ecuaciones 

(4.10) 

(4.11) 

Ahora bien, si se sustituyen las ecuaciones (4.5) y (4.6) en las ecuaciones (4 .10) y 
(4.11) se obtiene que: 

d 
F¡- -F1, = O 

dt ' 
d 

F9 - dtp9, = O, 

lo que prueba que la ecuación de Bellman-Euler-Lagrange implica la ecuación de 
Euler-Lagrange. 

4.1.4. Problema Isoperimétrico 

Considere el funcional del problema básico 

J(J) = ¡b F(t , f (t) , J'(t))dt , 

sujeto a las siguientes restricciones o condiciones de frontera 

J(a) = A, J(b) = B , 
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y al siguiente funcional 

¡b G(t , f, j')dt = Q, 

donde F E C2[a, b] , es decir, una función con primera y segunda derivadas par­
ciales continuas con respecto a todos sus argumentos. A esta clase de problemas 
se les conoce como Problemas Isoperimétricos. 

En este marco, se supone que 

g(t) = lb G(s , f , J')ds 

y 

S(t,f,g) = ~ín {lb F(s, f,J')dsl lb G(s , f,J')ds = g(t)} , 
f l¡t ,bl t . t 

donde f' = f'(t, f). Entonces una condición necesaria para que el funcional J(f) 
tenga un extremo en una función dada f ( t), es que satisfaga la ecuación de 
Bellman-Euler-Lagrange, es decir 

~~n{F + St + S¡f' - S9 G} =O. 

En efecto, para E > O suficientemente pequeño se tiene que 

S(t,f, g) = 
1
mín {lt+c F(s , f , J')ds+S(t+E,f(t+E),g(t+E))¡ 

f l¡t ,t+•I t 

lt+c G(s , f, J')ds = g(t +E) - g(t)} 

= mín {EF + S + StE + S¡f'E + S9g'E + o(E)I 
f'l¡t,t+•I 

EG + o(E) = g(t +E) - g(t) }· 

Ahora bien, si se divide entre E y se toma el límite, cuando E ---+ O, se tiene3 

~~n{F + St + S1J' + S9 g'I - G = g'} =O. 

Bajo las hipótesis del resultado anterior las ecuaciones de Bellman-Euler-La­
grange implican las ecuaciones de Euler-Lagrange 

8F(t, f, f') _ d 8F(t , f, f') (8G(t, f, f') _ ~ 8G(t, f , f')) _ 
a¡ dt of' + P a¡ dt ar - 0

· 

3 Recuerde que g' = lím,~o g(t+•)-g(t) 
E 
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Es decir , si J' es solución, entonces de la ecuación 

se tiene que 

~~n{F + St + S1j' - S9 G} = O, 

F + St + S¡j' + S9 G = O 

Ff' + S¡ - S9 Gf' =O. 

93 

(4 .12) 

( 4.13) 

Ahora bien , si se deriva la ecuación (4.12) respecto de f y la ecuación (4.13) 
respecto de t se obtiene el siguiente sistema 

(S) { 
F¡ + St¡ + S¡¡j' - (S9G)¡ = O 
ftFf' + ftS¡ - ft(S9 G!') = O. 

Ahora bien , sea S¡ = S¡(t , f , g) con la siguiente dife rencial definida 

dS¡ = St¡dt + S¡¡j'dt + S¡9 g'dt , 

est a expresión se puede escribir de la siguiente manera 

Entonces, de la ecuación 

se tiene que 

entonces 

d s 1 s 1 dt S = St¡ + !! f + 9¡g . 

F + St + S¡j' - S9G = O, 

S9 = -p = const ante, 

y como S9 es constante, se sigue que 

S9¡ =O. 

(4 .14) 

(4.15) 

( 4.16) 

Si se sustituyen las ecuaciones ( 4.14) y ( 4.16) en la segunda ecuación del sistema 
(S) se obtienen las siguientes ecuaciones: 

F¡ + S¡t + S¡¡f - (S9 G)¡ =O 

:tF!' + St¡ + S!!f'- :t(S9 G!') = O, 
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lo que implica que 
d 

(F - S9 G)¡ - dt (F - S9G)r =O, 

Así, aplicando la ecuación (4.15) se obtiene 

F¡ - iFr + P (a¡ - iar) =o. 
dt dt 

lo que prueba que la ecuación de Bellman-Euler-Lagrange implica la ecuación de 
Euler-Lagrange. 

4.1.5. Problema con Dos Variables 

Considere el siguiente funcional 

J(f) = ¡b 1d F(x , y , f , fx , fy)dxdy , 

sujeto a las siguientes restricciones o condiciones de frontera 

f la([a,b] x [c,d]) = W la([a,b] x [c,d]) , 

donde FE C 2 y w fija. Asimismo, se define el gradiente 'V f = 'V f (x , y , t) y sea 

S(x , y , J(x, y)) = mín { {b f,d F(s , t , f , fs , ft)dsdt}, 
V fl[x,bJ x [y ,dj } X y 

donde S E C 2
• Por lo cual, una condición necesaria para que exista un óptimo es 

que 
(4.17) 

Bajo las hipótesis del resultado anterior se tiene que las ecuaciones de Bellman­
Euler-Lagrange implican las Ecuaciones de Euler-Lagrange, es decir, si el gradiente 
'V f es solución, entonces la condición necesaria de optimalidad ( 4.17) conduce a 
que 

aF(x , y , f , fx , fy) _ j_ (aF(x , y , f, fx , fy)) _ j_ (aF(x, y, f , f x, fy)) =O. 
aj dx afx dy afy 

En efecto , si 'V f es mínimo, entonces 

{ 

F + Sx + Sy + S¡fx + S¡fy =o 
F¡"'+S¡ =0 
F¡y+S¡ =0. 
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En este marco, suponga que S¡ = S¡ (x , y , J) cuya diferencial se encuentra dada 
por la siguiente identidad 

dS¡ = S¡xdx + S¡ydy + S¡¡df, 

por lo cual 
dS¡ dy df 
dx = S¡ydx + S¡x + SJJ dx y 

S¡ dx df 
dy = S¡xdy + S¡y + S¡¡ dy ' 

del mismo modo se tiene que 

dy = 0 y dx 
dx d = O, y 

por lo que se t iene que 

F¡ + S¡x + S¡y + S¡¡ f x + S¡¡fy = o 
a 

ax F!x + Sx¡ + S¡¡fx =O 

a 
ByF¡y + Sy¡ + S¡¡fy = O, 

(4. 18) 

(4.19) 

(4.20) 

entonces si se sustituyen las ecuaciones (4.19) y (4.20) en la expresión (4.18), se 
obt iene 

8 F d ( ª F) d (ªF) 
a¡ - dx a¡ - dy a¡ =o, 

lo que muestra que la implicación, bajo las hipótesis mencionadas, entre las ecua­
ciones de Bellman-Euler-Lagrange y las de Euler-Lagrange, es válida . 

4.1.6. Problema con Funcionales que Dependen de Deri­
vadas de Orden Superior 

Considere el siguiente funcional 

J(f) = ¡b F(t , f(t) , J'(t) , J"(t) , ... , ¡Cnl(t))dt, 

sujeto a las siguientes restricciones o condiciones de frontera 

¡<kl(b) = Bk , parak = 0, 1, 2, .. . , n - l 
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donde F E C2 [a, b], es decir , una función con primera y segunda derivadas par­
ciales continuas con respecto a todos sus argumentos. Ahora bien, suponga que 

y sea 

S(t, f, J' , .. . , ¡Cn-l)) = mín {lb F(s , J' , J" , .. . , ¡<n))ds}, 
f (n ) l[t ,b[ t 

donde SE C2
. Entonces una condición necesaria para que el funcional J(f) tenga 

un extremo en una función dada f ( t), es que satisfaga la ecuación de Bellman­
Euler-Lagrange, es decir 

mín{F + St + S¡j' + Sf'J" + · · · + S¡cn- l)J<n)} =O. 
f(n) 

(4.21) 

Bajo las hipótesis del resultado anterior las ecuaciones de Bellman-Euler-Lagrange 
implican las ecuaciones de Euler-Lagrange, es decir, si ¡<n) es solución, entonces 
la ecuación (4.21) conduce a que 

d d2 d3 dn 
F¡ - -F1, + -F¡" - -F¡"' + · · · + (-lt-F¡cn> =O. 

dt dt2 dt3 dtn 

4.1.7. Problema de Control Óptimo 

Considere un funcional objetivo con la forma de Lagrange 

J(f) = ¡b F(f, u)dt , 

sujeto a las siguientes restricciones o condiciones de frontera 

R¡o,bJ { 

j = G(f, u), a 5: t 5: b 
f(a) =A 
u E fl¡a,b] 

donde F, G E C2 [a, b], es decir , son funciones con primera y segunda derivadas 
parciales continuas con respecto a todos sus argumentos. Esto es un problema de 
control óptimo determinista. Ahora bien, sea 

S(t , !) = máx {lb F(f, u)dt : sujeto a R¡t,b]} , 
uEO¡t ,bJ t 
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donde SE C 2
. Entonces una condición necesaria para que el funcional J(J) tenga 

un extremo en una función dada f (t), es que satisfaga la ecuación de Hamilton­
Jacobi-Bellman, es decir 

máx{F + S¡G} + S =O. 
uE!1 

(4.22) 

Bajo las hipótesis del resultado anterior la ecuación de Hamilton-Jacobi-Bellman 
implica el principio del máximo de Pontryagin 

->.(t) = F1 +>.(t)G1. 

En efecto, si (!,u) es solución, entonces de la condición de Hamilton-Jacobi­
Bellman se sigue que 

S¡t + F¡ + SJJG + S1G1 = O, 

ó 
d 
dtS¡ + F¡ + S1G1 =O, 

y que 
S1 = >.(t). 
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4.2. Programación Dinámica Estocástica 

En esta sección se plantean y justifican las condiciones de primer orden da­
das por la ecuación de Hamilton-Jacobi-Bellman para dos problemas específicos 
de control óptimo estocástico: un problema descontado y uno de un consumidor 
racional. 

4.2.1. Condiciones de Primer Orden para el Problema Des­
contado de Control Óptimo Estocástico 

Considere el siguiente problema de control óptimo estocástico 

sujeto a las restricciones 

dxt =µ(xt , Ut)dt + a(xt, Ut)dWt , 

dyt =m(yt)dt + s(yt)dvt , 

Cov(dWt, dvt) = pdt, 

(4.23) 

(4.24) 

(4.25) 

(4.26) 

donde fJ es la tasa subjetiva de descuento, Ft es la información relevante disponible 
hasta el tiempo t , µ y m son los parámetros de tendencia para Xt y Yt respecti­
vamente, a y s son los parámetros de volatilidad para Xt y Yt respectivamente y 
los procesos Wt y vt son movimientos Brownianos estandarizados, es decir, tienen 
incrementos normales e independientes con E[dWt] =O y Var[dWt] = dt para Xt 

y E[dvt] = O y Var[dvt] = dt para Yt· 

Se define para t < T 
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Por lo tanto, 

J(t , Xt, Yt) = má.x E {it+dt G(u5 )e- 65ds +ir G(u)e-º5 ds 1 :Ft } 
u l¡t,TI t t+dt 

= má.x E {it+dt G(u8 )e-05 ds + J(t + dt, Xt + dxt , Yt + dyt) 1 Ft } 
ul¡t ,dtl t 

= má.x E { G(us)e-º5 dt + o(dt) + J(t , Xt, Yt) + dJ(t , Xt , Yt) 1 Ft } 
ul¡t ,dtl 

= má.x E{G(ut)e-ótdt + o(dt) + J(t , xi, Yt) 
u l¡t,dtl 

( 
1 2 1 2 ) + lt + µlx + 2() lxx + mly + 2S lyy + <Jsplxy dt 

+ <JlxdWt + slydvt 1 Ft } · 

En consecuencia 

máx E{ G(ut)e-ótdt + o(dt) 
ul¡t,dtl 

( 
1 2 1 2 ) + lt + µlx + 2<J lxx + mly + 2s lyy + <Jsplxy dt 

+ <J lxdWt + slydvt 1 :Ft } = O 

Ahora bien, si se toman los valores esperados, se sigue que 

' { ( ) ót ( 1 2 1 2 ) } max G Ut e- dt + o(dt) + lt + µlx + -<J lxx + mly + -s lyy + <JSPlxy dt =O. 
uJ¡t,dtl 2 2 

Si ahora se divide entre dt y, posteriormente, se toma el límite cuando dt -t O, se 
tiene que 

' { -ót 1 2 1 2 } m;¡x G(Ut)e + lt + µlx + 2<J lxx + mly + 2s lyy + <Jsplxy =O. 

Así bien, si u es máximo, entonces se sigue que 

(4.27) 

Dada la forma separable de la función objetivo, se propone como candidato 
de la ecuación diferencial parcial anterior a 
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De esta manera, 
lt = -óV(x , y)e-ot 

y las primeras y segundas derivadas con respecto de x y y están dadas por: 

J T? -Ót 
x =vxe ' 

J T ? -Ót xx =vxxe , 

y 
J T ? -Ót xy = Vxye . 

J v. -ót 
Y= ye ' 

J v. -ót 
YY = yye 

En este caso ( 4.27) se transforma en 

1 2 1 2 
G(ut) - Óyt + µVx + 20" Vxx + mly + 2S Vyy + O"spVxy =O. 

Luego se propone como candidato de V a una función de la forma 

Así, se tiene que 

y 

Vx = J'(xt) , 

Vy = g'(Yt), 

De lo anterior se sigue que 

Vxy =O. 

G(ut) - ó (J(xt) + g(yt)) + µJ'(xt) + ~0"2 J"(xt) + mg'(yt) + ~s2g"(yt) =O, 

- óf'(xt)dxt + µJ"(xt)dxt =O, 

- óg'(yt)dyt + mg"(yt)dyt =O. 

4.2.2. Condiciones de Primer Orden para el Problema de 
Decisión del Consumidor Racional 

En esta sección se determinan las condiciones de primer orden para una solu­
ción interior del siguiente problema de control óptimo estocástico 

(4.28) 
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sujeto a: 

dat Ct( l +Te) _ 
- = NmtTm + NbtTb + NktTk - - T ªt ' ' ' ªt 

+ Nk,tO"kdWk,t - (Nm,t + Nb ,t)O"pdWP,t - O"rdWr,t1 (4.29) 

y 

1 - Nm,t - Nb,t - Nk,t =O, (4.30) 

donde Blog(ct) es el índice de satisfacción por el consumo, (1 - B)log(mt) es la 
utilidad por mantener saldos reales , ó es la tasa subjetiva de descuento , también 
llamada tasa subjetiva intertemporal y E0 es la esperanza condicional sujeta al 
conjunto de información disponible en el tiempo t = O. Asimismo, Nj,t = 1;¡ es la 
proporción del portafolio en el activo j para j = m , b, k, dRj ,t es la tasa de retorno 
real después de impuestos sobre el activo j para j = m, b, k, dTt son los impuestos 
sobre la riqueza y Te es el impuesto ad valorem sobre el consumo. Por otro lado 
se define Tm = - rr +O"~ , Tb = i( l - Ty) - 7r +O"~ y f- es la tasa impositiva media 
esperada sobre la riqueza real. En este marco, la condición de Hamilton-Jacobi­
Bellman para la programación dinámica en tiempo continuo está dada por: 

'<,N.~~,,N,,, { B log (e,) + ( 1 - B) log ( N m ,< a,) - óV (a,) 

1 [ Ct( l +Te) ] + atV (at) NmtTm + NbtTb + NktTk - - f-
' 1 1 ªt 

+ ~aiV"(at) [(Nm,t + Nb,t) 2 0"~ + N~,t()~ +O"; 

- 2(Nm,t + Nb ,t)Nk ,tO"Pk + 2(Nm,t + Nb ,t)O"Pr - 2Nk,tO"kr ] 

+ ~(1 - Nm,< - N, ,, - Nk,,) } =O. (4.31) 

donde </> es el multiplicador de Lagrange asociado con la condición de normaliza­
ción , V(at) e-ót es la función de utilidad indirecta del consumidor y V'(at) e-ót es 
la variable de co-estado. La condición de Hamilton-Jacobi-Bellman, evaluada en 
el máximo es una ecuación diferencial ordinaria de segundo orden en V(at)· Con 
el propósito de resolver dicha ecuación diferencial, se postula la función V(at) de 
la siguiente manera: 
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Consecuentemente, 

,,,Nm~k,,N,, , {e log( e,) + ( 1 - O) log ( N m,<ª<) - ó [/lo + (3, log ( ª') 1 

+ .61 [NmtTm + NbtTb + NktTk - Ct(l +Te) - f] 
1 1 1 ªt 

- ~.61 [(Nm,t + Nb,t) 2a~ + Ni,ta~ +a; 

- 2(Nm,t + Nb,t)Nk,tO'Pk + 2(Nm,t + Nb,t)O'Pr - 2Nk,tªkr] 

+ ,P( l - Nm,< - N,,, - N,,,)} ~O. (4.32) 

Por lo tanto, las condiciones necesarias para un máximo son: 

8H () .61 (1 +Te) 
- = -- =0· 
ªCt Ct ªt ' 

(4.33) 

8H 1 - () [ 2 J BN =-¡:¡- + .61 Tm - (Nm,t + Nb,t)ap + Nk ,tªPk - apr - </>=O; 
m ,t m ,t 

(4.34) 

(4.35) 

( 4.36) 

y 

8H 
B</> = 1 - (Nm,t + Nb,t + Nk,t) =O, (4.37) 

Falta sólo determinar los coeficientes ,60 y ,61 definidos en V ( at) . Después de susti­
tuir los valores óptimos4 de et , Nm, Nb y Nk en la condición de Hamilton-Jacobi-

4La manera de encontrar los valores de C¡, Nm, Nb y Nk se explica en el problema del 
Consumidor Estocástico que se presenta en la sección 5.2, pág. 114. 
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Bellman, se obtiene que 

(1 - 8(31) log(at) + () log((J) + (1 - ()) log(l - ()) 

- (} log[f31 (1 +Te)] - (1 - (}) log[f31i(l - Ty)] - Óf3o 

+ {3¡ [(.Mm + Nm)( -7f +<Ti) 

~ [ 2] ~ et ( 1 + Te) ] + Nb i(l - Ty) - 7f + <Tp + Nkrk - - f 
ªt 

1 [ ~ ~ 2 2 ~2 2 2 ~ ~ ~ 
- 2 f31 (Nm + Nb) <Tp + Nk<Tk + <Tr - 2(Nm + Nb)Nk<TPk 

+ 2(Nm + Nb)<TPr - 2Nk<Tkr] =O, (4.38) 

lo cual implica que 

y 

1 
(3¡ = -

8 

(} (l - (}) (} ( 1 +Te) (1 - (}) [ i( l - Ty)] 
(30 = J log(B) + fJ log( l - B) - J log -

8
- - fJ log fJ 

e 1 [ ~ ~ 2 ~ [ 2] ~ J - J + 82 (Nm + Nm)(-7f + <Tp) + Nb i(l - Ty) - 7f + <T p + Nkrk - f 

1 1 [ ~ ~ 2 2 ~ 2 2 2 ~ ~ ~ - 2 fJ2 (Nm + Nb) <Tp + Nk<Tk + <Tr - 2(Nm + Nb)Nk<TPk 

+ 2(Nm + Nb)<TPr - 2Nk<Tkr] · 



Capítulo 5 

Aplicaciones Financieras y 
Económicas 

5.1. Maximización de Utilidad con Productos 
Derivados 

Considere a un consumidor inversionista racional 1 , que desea al determinar la 
dinámica del precio de un producto derivado de un activo con riesgo. El precio del 
derivado satisface una ecuación diferencial parcial de segundo orden, parabólica 
y determinista. En esta sección se propone un método de solución para dicha 
ecuación. 

Así bien, se supone que el consumidor inversionista tiene acceso a tres dife­
rentes activos. El primer activo es un título de capital cuyo precio, St, tiene una 
dinámica guiada por el movimiento geométrico Browniano, de acuerdo con 

(5.1) 

donde el parámetro de tendencia, µ , representa el rendimiento promedio esperado 
(determinado por las preferencias al riesgo del agente) , el parámetro de volatilidad , 
a, es la variación esperada en el rendimiento del activo, y el proceso Wt es un 
movimiento Browniano estandarizado, es decir , Wt tiene incrementos normales e 
independientes con E[dWt] = O y Var[dWt] = dt. El segundo activo se encuentra 
determinado por las posiciones que el agente toma sobre un producto derivado, 
específicamente, sobre una opción europea. En este problema el bien subyacente 

1 El cuál fue estudiado en Ja sección 4.2.2, pág. 100. 
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lo determina una acción. El precio del producto derivado es v(t, Si) y su valor 
intrínseco es v(T, Si) = g(Si) . Por último, el tercer activo es un activo libre de 
riesgo , es decir , una cuenta bancaria o un bono, que paga un rendimiento, r , 
constante en todos los plazos. 

5.1.1. Índice de Satisfacción 

El consumidor obtiene satisfacción por un bien de consumo. Se supone que la 
función de utilidad esperada es del tipo von Neumann-Morgenstern. Específica­
mente , la función de utilidad total descontada al tiempo t , Vi , de un individuo 
representativo y competitivo (tomador de precios) , se define de la siguiente ma-
nera: 

Vi= E {iT log(c3 )e-c53 ds 1 Fi} (5.2) 

donde Cs es el consumo al tiempo s, 8 es la tasa subjetiva de descuento, y Fi es 
la información relevante disponible hasta el tiempo t. 

5.1.2. Dinámica del Nivel General de Precios 

Se supone que en esta economía los individuos perciben que el precio del bien, 
Pt, es conducido por el siguiente proceso estocástico de difusión: 

(5.3) 

donde el parámetro de tendencia, rr, representa la tasa de inflación promedio 
esperada y el parámetro de volatilidad, <7 P, denota la variación esperada de la 
tasa de inflación. El proceso Vi es un proceso de Wiener estandarizado, es decir , 
Vi presenta incrementos normales independientes con E[dVi] =O y Var[dVi] = dt. 
Asimismo, se supone que 

Cov(dWi , dVi) = pdt. (5.4) 

5.1.3. Restricción Presupuesta} y Rendimiento de los Ac­
tivos 

Sea Wit = Stf ai la proporción de la riqueza que el individuo asigna a la tenen­
cia de acciones, w2i = vtf ai la proporción de la riqueza que asigna a una posición 
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larga2 de una opción de compra3 sobre la acción, y 1-wlt -w2t la fracción comple­
mentaria que se asigna a un instrumento libre de riesgo que paga un rendimiento, 
r , constante a cualquier plazo. En este contexto , la evolución de la acumulación 
de la riqueza real sigue la siguiente ecuación diferencial estocástica: 

donde el rendimiento del activo con riesgo está dado por 

dR = dSt 
s St ' 

y el cambio porcentual en la prima de la opción satisface 

d.Rv = dvt _ 
Vt 

Ahora bien, como V t depende del tiempo y del valor del título de capital, se tiene 
que el cambio que hay en el valor de la opción se encuentra dado por 

donde dSt = µStdt+O"StdWt. Observe que el término dW , referente al movimiento 
Browniano, indica no linealidad. Es por ello que la expresión anterior se puede 
desarrollar en series de Taylor, es decir 

(5.6) 

ó 

con 

2Esta propiedad da al inversionista el derecho de transferir la propiedad a alguien más, 
mediante venta o donación; da el derecho a recibir cualquier ingreso pagado por el valor y el 
derecho a cualquier perdida o ganancia medida que cambia el valor. 

3 Derecho a comprar una cierta cantidad de acciones de una acción o índice accionario par­
ticular a un precio predeterminado antes de la fecha de cierre determinada, a cambio de una 
prima. 
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5.1.4. Problema de decisión del consumidor-inversionista 
con activos nominales 

El consumidor-inversionista desea determinar su trayectoria de consumo y el 
portafolio de inversión que maximice su utilidad total esperada, es decir , 

Maximizar E {lT log(c5 )e-65ds 1 Ft } , 

sujeto a ecuación consolidada de evolución de la riqueza 

dat = at [ ( r + (µ - r)w1 + (µv - r)w2 - ~~t) dt + (w1CT + W2CTv)dWt] , 

así como a la evolución del precio del bien 

y a la covarianza entre los movimientos Brownianos anteriores 

Cov(dWt, dvt) = pdt . 

Así bien, el problema de optimización que enfrenta un consumidor inversionista 
que desea maximizar la trayectoria de consumo y el portafolio de inversión que 
maximice su utilidad esperada es el que sigue 

Maximizar E {lT log(c5 )e-65ds 1 Ft } , 

sujeto a dat = at [ ( r + (µ - r)w1 + (µv - r)w2 - ~~) dt 

+(w1CT + W2CTv)dWt], 

dPt = 7rPtdt + CT pPtdvt , 

Cov(dWt, dvt) = pdt. 

Así bien, la ecuación de Hamilton-Jacobi-Bellman está dada por4 

c~~2 { log(Ct) - ó[f(at) + g(Pt)] 

+ J'( at)at (r + (µ - r)w1 +(µe - r)w2 - :) 

+~J"(at)ai(w1CT + W2CTv)2 + g'(Pt)1r?t + ~g"(Pt)CT;} = Ü. 

4 Ver sección 4.2.1, pág. 98 

(5.7) 
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Si se toma como candidato de solución a 

las condiciones de primer orden son: 

1 !31 
Ct at 

2 µ - r = Wiav + W2aav , 
- 2 µv - r - W2av + W¡aav. 
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(5.8) 

(5 .9) 

(5.10) 

Las ecuaciones (5.9) y (5. 10) se pueden escribir en términos matriciales de la 
siguiente manera: 

donde 

Il = ( ~) 
Note que , la matriz de varianzas y covarianzas anterior, es singular, es decir , el 
valor del determinante de esta matriz es, 

Por lo tanto el sistema homogéneo no tiene solución interior, es decir, el sistema 
no tiene soluciones triviales. 

5.1.5. Valuación de Productos Derivados 

El equilibrio, en el sistema, está dado por w 1 = O y w2 = 1, es decir, si el 
consumidor asigna toda su riqueza en el producto derivado. Si este supuesto se 
sustituye en las ecuaciones (5.9) y (5.10), se sigue que 

y 
2 µv-r=av . 

Así bien , al sustituir el valor de µ v en la ecuación (5.12) se tiene que 

(
OVt OVt s ~02Vt 252) 2_ _ - (ªVt)2 

252~ ot + 8St µ t + 2 as¡ a t Vt r - 8St a t v'f. 

(5.11) 

(5.12) 

(5.13) 
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Ahora, si se sustituye la expresión (5.11) en la ecuación anterior se obtiene 

avt avt 1 EPvt 2 2 1 ( avt ) 
2 

2 2 
Bt + EJSt (r + aav)St + 2 as¡ª St - TVt = Vt EJSt a St , 

ó 

ovt ovt S _.!_ ( OVt ) 
2 

2 S 2 ~ o2
vt 2 S 2 _ _ _.!_ ( avt ) 

2 
2 S2 

at + aSt T t + Vt aSt a t + 2 aS'f a t TVt - Vt éJSt a t ' 

observe que si se despeja el lado derecho de la ecuación anterior, se sigue que 

OVt avt 1 o2Vt 2 2 - + -TSt +---a S -TVt = Ü. 
at ast 2 as¡ t 

(5.14) 

Observe que la ecuación anterior es la ecuación diferencial parcial de Black y 
Scholes, con la condición de frontera 

v(T, St) = g(St) = máx (St - K , O) , 

donde K, es el precio de ejercicio de la opción. Por lo tanto, el precio de la opción, 
dados r y a constantes, es la que sigue 

(5.15) 

donde N(-) es la función de distribución acumulativa para una variable aleatoria 
normal estandarizada, dada por 

1 ¡X ¡ 2 N(x) = -- e-2Y dy. 
~-oc 

Asimismo, los términos d1 y d2 de la ecuación (5.15) se encuentran determinados 
por las siguientes expresiones: 

log (St/ K) + (r + !a2)(T - t) 
d1 = -------=------

aJT - t 

y 
log (St/ K) + (r - !a2)(T - t) 

d2 = -------=------
aJT - t 

Por último, para determinar {30 y {31 se sustituyen las condiciones de primer 
orden en la condición de Hamilton-Jacobi-Bellman, 

log(at) - log(f31) - 8 (f3o + f31 log(at)) + f31µ v - 1 - ~f31a~ + f317r - ~f31a; = 

log(at)(l - 8f31) - log(f31) - 8f3o + f31µv - ~f31a~ + f31 7r - ~f31a; - 1 =O. 
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En este contexto, se supone que 

log(at)(l - 8(31) =O 

y 

En consecuencia, 

y 

5.2. 

1 
f31 = -

8 
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Considere una economía poblada por consumidores idénticos con vida infinita. 
Estos consumidores desean maximizan su utilidad. Se supone que la función de 
utilidad tiene dos argumentos: un bien de consumo y la tenencia de saldos mo­
netarios reales. El bien de consumo es de carácter perecedero y los saldos reales 
producen satisfacción en los consumidores por sus servicios de liquidez. 

5.2.1. Dinámica del Nivel General de Precios 

Se supone que en esta economía los individuos perciben que el precio del bien, 
Pt , es conducido por el siguiente proceso estocástico de difusión: 

(5 .16) 

donde el parámetro de tendencia, 7r, representa la tasa de inflación promedio 
esperada y el parámetro de volatilidad , ap , denota la variación esperada de la 
tasa de inflación. El proceso W P,t es un proceso de Wiener estandarizado, es 
decir, W P,t presenta incrementos normales independientes con E[dW P,t ] = O y 
Var[dWp,t] = dt. La ecuación (5 .16) generaliza el supuesto de previsión perfecta 
cuando el nivel general de precios sigue una distribución lag-normal. 
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5.2.2. Activos del Consumidor 

El consumidor representativo posee tres diferentes acervos de activos: dinero, 
Mt; títulos de deuda pública, Bt; y acciones, kt. En consecuencia, la riqueza real, 
at, del individuo está dada por: 

(5.17) 

donde mt = Mt/ Pt son los saldos monetarios reales y bt = Bt/ Pt es la tenencia de 
bonos emitidos por el sector público en términos reales . 

5.2.3. Problema de Decisión del Consumidor 

El consumidor obtiene satisfacción por un bien de consumo y por la tenencia 
de saldos reales por sus servicios de liquidez. Se supone que la función de utilidad 
esperada es del tipo von Neumann-Morgenstern. Específicamente, la función de 
utilidad total descontada al tiempo t = O, V0 , de un individuo representativo y 
competitivo tiene la siguiente forma separable: 

Vo = Eo { l [u(c,) + v(m,)J ,-"dt} , (5.18) 

donde u(Ct) es el índice de satisfacción por el consumo; v(mt) es la utilidad por 
mantener saldos reales; ó es la tasa subjetiva de descuento, también llamada tasa 
subjetiva intertemporal; y E0 es la esperanza condicional al conjunto de informa­
ción disponible en el tiempo t =O. En particular , se seleccionan u(Ct) = Olog(Ct) 
y v(mt) = (1 - 8) log(mt), lo cual conduce a un consumidor adverso al riesgo. 
Este supuesto permitirá generar soluciones analíticas que faciliten el estudio de 
las mismas. Por otra parte, la evolución de la acumulación de la riqueza real sigue 
la ecuación diferencial estocástica: 

dat = at[Nm,tdR.n,t + Nb,tdRb,t + Nk,tdRk,t] - Ct (l + Tc)dt - dTt , 

donde 

N1,t = ~ proporción del portafolio en el activo j, j = m , b, k ; 

(5.19) 

dRj,t tasa de retorno real después de impuestos sobre el activo j , j = m , b, k; 

<lTt impuestos sobre la riqueza; y 

Te impuesto ad valorem5 sobre el consumo. 

5 Mejor conocido como Impuesto al Valor Agregado (LV.A.) . 
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5.2.4. Rendimiento de los Activos 

El rendimiento de los activos disponibles en la economía se determina de la 
siguiente manera: Se supone que las tasas nominales de rendimiento que pagan el 
dinero y los bonos son cero e i, respectivamente, es decir , dMt = O dt y dBt = 
i (1 - Ty)dt, donde Ty es un impuesto aplicado a la tasa de interés nominal de 
un bono gubernamental. El retorno estocástico por la tenencia de saldos reales 
al tiempo t , dRm,t, es simplemente el cambio porcentual en el precio del dinero 
en términos de bienes. La aplicación del Lema de Itó al cambio porcentual del 
inverso del nivel de precios, tomando (5.16) como el proceso subyacente, conduce 
ª6 

( 1) d(Mt/Pt) 
dRm,t = Ptd - = ( / ) =rmdt-aPdWP,t, 

Pt Mt Pt 
(5 .20) 

donde r m = -7f +a~. El retorno estocástico por la tenencia de bonos se obtiene 
en forma similar como 

(5.21) 

donde rb = i(l - Ty) - 7f +a~. Es importante observar que los rendimientos del 
dinero y de los bonos se ven afectados por la volatilidad en el nivel general de 
precios. La tasa de retorno de las acciones después de impuestos será denotada 
mediante 

(5.22) 

donde el proceso dWk,t tiene características similares al proceso definido en (5.16) . 
Además del impuesto Ty aplicado a la tasa de interés nominal de instrumentos 
de deuda pública y del impuesto ad valorem Te que se paga por el consumo, el 
consumidor paga un impuesto sobre la riqueza de la forma 

(5 .23) 

donde f es la tasa impositiva media esperada sobre la riqueza real. Al igual que 
antes, dWr,t comparte las mismas características que el proceso de Wiener definido 
en (5.16). 

5.2.5. Decisiones Óptimas de los Consumidores 

El objetivo del consumidor es elegir, en cada momento, el portafolio de activos 
y la cantidad de consumo que maximicen (5.18) sujeto a (5.19) . Note que después 

6 Véase el Apéndice B.2, pág. 126. 
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de sustituir las expresiones (5.20)-(5 .23) en la ecuación estocástica de acumulación 
de la riqueza, expresión (5 .19) , ésta se transforma en 

(5.24) 

La solución del problema de maximización de utilidad total descontada sujeto a 
(5.24) y a la restricción de normalización 

Nm ,t + Nb ,t + Nk ,t = 1, (5.25) 

están dadas por 7 : 

Ct = (1 +Te) at , (5.26) 

ó(l - B) 2 
N + Tm - (Nm,t + Nb,t)O"p + Nk ,tO"Pk - O"pr - ó<j> =O, 

m ,t 
(5.27) 

(5.28) 

y 
(5.29) 

donde</> es el multiplicador de Lagrange asociado a la restricción (5.25). Después 
de restar (5.27) de (5.28), se encuentra que la proporción óptima de la riqueza 
que se asigna a la tenencia de saldos reales: 

N __ ó(_l -_B_) 
m - i(l-Ty) ' 

la cual es independiente del tiempo. Asimismo, después de restar (5.28) de (5.29), 
se tiene que 

donde 

y 

B =a~+ 2apk +a~> O. 

Note también que en ningún caso se han impuesto restricciones para que las 
proporciones de la riqueza asignadas a la tenencia de activos sean estrictamente 
positivas y menores que la unidad. Por lo tanto, las ventas en corto de activos son 

7Véase la sección 4.2.2, pág. 100 
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permitidas. Finalmente, el portafolio óptimo queda completamente determinado 
con Nb, el cual se obtiene a partir de (5.25) como 



Capítulo 6 

Conclusiones 

En este trabajo se estudiaron las técnicas matemáticas con las que se plan­
tean y solucionan distintos problemas económico-financieros. Estas técnicas son: 
el cálculo de variaciones, control óptimo determinista, control óptimo estocásti­
co, programación dinámica determinista y programación dinámica estocástica. Al 
conjunto de estas técnicas se le conoce como: optimización dinámica en tiempo 
continuo. En los problemas que se abordaron se manifiesta el deseo de los in­
dividuos de maximizar su bienestar y el de sus dependientes. Estos problemas 
consideran aspectos como, consumo, producción, inversión, riqueza, precio de un 
producto, etcétera. 

Específicamente se estudiaron cuatro problemas económicos y dos problemas 
financieros. De los cuales, dos problemas económicos se plantearon y resolvieron 
por medio de técnicas deterministas. El resto de los problemas se resolvieron por 
medio de control óptimo estocástico. Las técnicas deterministas utilizadas son: el 
cálculo de variaciones y el control óptimo determinista. Para el estudio del con­
trol óptimo determinista se necesitaron algunos resultados teóricos importantes 
de programación dinámica determinista. Por ello, se incluyó un capítulo que pre­
senta estos resultados, los cuales son: la ecuación de Bellman-Euler-Lagrange, la 
condición de Legendre, la condición de Weierstrass y la ecuación de Hamilton­
Jacobi-Bellman. Asimismo, en el estudio del control óptimo estocástico se utiliza­
ron algunos conceptos teóricos sobre programación dinámica estocástica, por ello, 
se incluyó un apartado en el que estos conceptos se resolvieron , específicamente, 
para los problemas que se plantean en el quinto capítulo. 

El primer problema económico que se solucionó fue un modelo para maximi­
zar la utilidad de un consumidor racional que obtiene satisfacción por medio de 
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un bien de consumo perecedero. Se revisaron distintos modelos de la función de 
utilidad. Este problema se resolvió por medio del cálculo de variaciones. Se con­
cluye que existe una trayectoria óptima de consumo para cada función de utilidad. 
Asimismo, se realizaron algunas observaciones del comportamiento de las trayec­
torias óptimas para los posibles comportamientos de la dotación en el ingreso del 
individuo. 

El segundo problema económico fue un modelo de crecimiento económico que 
explica de forma endógena los determinantes del mismo. Este problema considera 
aspectos como, consumo, producción e inversión. Asimismo, el modelo propuesto 
describe el comportamiento de la dinámica de las trayectorias de consumo y ca­
pital de los agentes. En el planteamiento del problema se supuso que el producto 
marginal del capital se mantiene constante en el tiempo. Por ello, se planteó el 
problema de decisión de un consumidor, que desea maximizar su utilidad por un 
bien de consumo perecedero, como un problema de control óptimo determinista 
en tiempo continuo. Se utilizaron distintas funciones de utilidad en las que se 
examinaron las decisiones óptimas del consumidor, para ello se diseñaron algunas 
subrutinas de MATLAB®. Un aspecto interesante de este problema es que para 
los modelos con funciones de utilidad logarítmica y exponencial se encontró que el 
crecimiento en la economía es equilibrado, debido a que el consumo, el capital y el 
producto evolucionan exactamente a la misma tasa. En cambio, no existe equili­
brio en la economía para el modelo con función de utilidad exponencial negativa. 

En los problemas que se plantearon y resolvieron por medio de control ópti­
mo estocástico, se utilizó la programación dinámica para obtener las decisiones 
óptimas del consumidor sobre los recursos que dispone. Estas decisiones, indepen­
dientemente del estado inicial y de las decisiones restantes, también constituyen 
una política óptima. El primer problema que se resolvió fue el modelo neoclásico 
de crecimiento económico óptimo bajo incertidumbre. Para este problema se con­
cluye que existen las trayectorias de crecimiento, tanto para el consumo como para 
la inversión, que maximizan el bienestar de una economía cuya fuerza de trabajo 
presenta variaciones que se rigen por una ecuación diferencial estocástica. Estas 
trayectorias, dado un capital inicial, tienden a un equilibrio, en el cual, la eco­
nomía se desarrolla a la tasa de crecimiento de la población. El segundo problema 
que se resolvió fue el modelo de selección óptima de portafolio bajo incertidumbre. 
En este problema un individuo se enfrenta al problema de optimizar su cartera de 
inversión, la cuál cuenta con dos activos, uno de renta variable y otro de renta fija. 
Los rendimientos de la cartera de inversión son estocásticos. Para este problema 
se concluye que existen las trayectorias óptimas de consumo y de distribución de 
la riqueza que maximizan el bienestar del consumidor. En los dos problemas an­
teriores se plantearon las restricciones como ecuaciones diferenciales estocásticas. 
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Asimismo, para ambos problemas, se encontró la estructura que deben presentar 
las variables de control y de estado para que se cumplan las condiciones necesarias 
de optimalidad. 

Por último, se utilizó el control óptimo estocástico para plantear y solucionar 
dos problemas económico-financieros actuales. El primero de ellos es un problema 
de maximización de utilidad con productos derivados. En este problema se propu­
so un método con el que se obtuvo la dinámica del precio de un producto derivado 
de un activo con riesgo. Con este método, un consumidor inversionista racional, 
puede determinar su trayectoria de consumo y el portafolio de inversión que maxi­
mice su utilidad total esperada. En el segundo problema se presenta un problema 
económico. En este problema se supuso una economía poblada por consumidores 
idénticos, con vida infinita, los cuales desean maximizar su utilidad. Asimismo, se 
supuso una función de utilidad con dos argumentos: un bien de consumo y la te­
nencia de saldos monetarios reales. El objetivo del problema es que el consumidor 
maximice su satisfacción por medio de la elección correcta del portafolio de activos 
y de la cantidad de consumo, en cada instante. En este contexto, se determinó el 
portafolio de activos y la cantidad de consumo que maximizan la satisfacción de 
un consumidor. Esta satisfacción se encuentra determinada por un bien de consu­
mo y por la acumulación de riqueza real. En este problema, la dinámica del precio 
de bien y el rendimiento de los activos disponibles en la economía, se rigen por 
una ecuación diferencial. 

En la actualidad, los métodos de optimización dinámica se han aplicado en 
problemas de diversas áreas, tales como: física, biomedicina, química, ingeniería 
eléctrica, ingeniería hidráulica, etcétera. Para la economía y las finanzas, el ca­
mino aún es muy largo y la construcción de modelos, que reflejen la realidad de 
los sectores de consumo, producción e inversión, es una tarea imprescindible pa­
ra los profesionales que se enfrentan a problemas de esta índole en un mercado 
creciente y altamente competitivo. Por ello, el trabajo multidisciplinario, en las 
áreas económico-financieras, constituye una meta en la construcción del futuro 
económico de México. 



Apéndice A 

Procesos Estocásticos 

A.1. P roceso de Wiener 

Un proceso estocástico {zt : t 2: O} en un espacio de probabilidades (O, F , P) 
es un proceso Wiener estándar si satisface las siguientes condiciones: 

a) Los incrementos son independientes, i. e., si O ::; t 0 ::; t 1 ::; · · · ::; t k entonces 
las diferencias b.zí = z (tj)- z (tí _1), j = 1, 2, · · · k(t) , son variables aleatorias 
independientes. 

b) La diferencia, b.zj tiene una distribución normal con media O y varianza 
tí - tí _1 , i.e. !:l zí ""'N(O , b.t). 

c) Para cada w E O, la realización Zt(w) es continua en t. Además, z0(w) = O 
con probabilidad uno, por convención. 

A .2. M ov imient o Browniano 

Definición A .2.1. Un movimiento Browniano en lR es un proceso estocástico 
{ B t : t 2: O} con las siguientes propiedades 

l. B0 (w) = O, para casi todos los valores de w. 
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2. Para cada t 2 O y s 2 O el incremento (Bt+s - Bs) se distribuye normal con 
media O y varianza a 2t , donde a > O es un parámetro fijo. 

3. Para cada par de intervalos de tiempo disjuntos [t1, t2] [t3 , t4] con t1 :'.S t2 :'.S 
t3 :'.S t 4 , los incrementos Bt2 - Bt1 y Bt4 - Bt3 son variables aleatorias in­
dependientes con distribución N(O , a 2t) . Lo mismo ocurre paran intervalos 
disjuntos, donde n es un entero positivo cualquiera. 

4. La trayectoria t t-t Bt( w) es continua en todos los valores de t para casi 
todos los valores de w. 

Como se puede observar esta definición de movimiento Browniano es la misma 
que la de un proceso de Wiener. 

Definición A.2.2. Un proceso { Bt : t 2 O} es un movimiento Browniano estándar 
si cumple la definición anterior con a 2 = 1, es decir , Bt+s-Bs se distribuye normal 
con media O y varianza t . 

A.3. Movimiento Browniano Geométrico 

Sea {Bt : t 2 O} un movimiento Browniano. Se dice que {Xt : t 2 O} es un 
movimiento Browniano con deriva si 

Xt = Bt + µt , 

para alguna constante µ, denominada parámetro de deriva. De este modo, un 
movimiento Browniano es un movimiento Browniano con deriva igual a O. Es 
decir , 

Definición A.3.1. Un movimiento Browniano en IR con derivaµ es un proceso 
estocástico { Xt : t 2 O} con las siguientes propiedades 

i. Xo =O. 

ii. Para cada t 2 O y s 2 O el incremento (Xt +s - Xs) se distribuye normal con 
media µt y varianza a2t, donde a y µ son parámetros fijos. 

m. Para cada par de intervalos de tiempo disjuntos [t 1 , t2] [t3 , t4 ] con t1 :'.S t2 :'.S 
t3 :'.S t4, los incrementos Xt 2 - Xt1 y Xt 4 - Xt 3 son variables aleatorias inde­
pendientes con distribución N(µt, a 2 t) . Lo mismo ocurre paran intervalos 
disjuntos, donde n es un entero positivo cualquiera. 
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iv. La trayectoria t 1-t X 1 ( w) es continua en todos los valores de t para casi 
todos los valores de w. 

En este marco, como los incrementos X 1+s - X s son independientes del pasado, 
se puede observar que el movimiento Browniano con deriva es un proceso de 
Markov. Así bien, del inciso i ., se obtiene, para t > s, lo siguiente: 

P(Xt ~ x JXs = Xo) = P(X1 - X s ~ X - Xo ) 

j x-xo 1 { [y_ µ(t _ s)J2 } 
= exp -

2 
dy 

-oo J27r(t - s)a 2(t - s)a 

--1[
00

x-xo-µ (t-s) ]/u 1 { y2 } 
---;;=== exp - dy 
J27r(t - s) 2(t - s) 

Ahora bien, sea {X1 }t~0 un movimiento Browniano con derivaµ y coeficien­
te de difusión a 2

. Se define como movimiento Browniano geométrico al proceso 
estocástico yt : t 2:'.: O expresado de la siguiente manera: 

De esta manera, si se utiliza la identidad yt = Y0ex, - xo, así como la función 
generadora de momentos de una N(µt , a 2t ), se tiene que la esperanza y varianza 
de un movimiento Browniano geométrico son como sigue: 

{ 
t(µ + a 2

) } E[ytJY0 =y] = yE[ex,-xº] =y exp 
2 

, 

de donde 

por lo cual 

[ {
t (µ+a

2
) }]

2 

Var[YtJYo = y] = y2 exp { t(2µ + 2a2
)} - y exp 

2 

=y2 exp{2t(µ+a 2/ 2)}(exp{ta2 }-1) 



Apéndice B 

Cálculo de Ita 

B .1. Lema de It 6 

Suponga que una variable x sigue el proceso general de Ita, es decir , 

dx = a(x , t)dt + b(x, t)dz, (B.l) 

donde a y b son funciones del valor de la variable x y el tiempo t. Además este 
proceso, z, tiene la propiedad dz = Jdt. Elevando al cuadrado la versión discreta 
de la ecuación (B .1), se tiene 

(B.2) 

Si G(x , t) se expresa en un desarrollo de Taylor, es decir 

ac ac i a2c 2 i a2c i a2c 2 
¡'j.Q =-a /j.x +-a /j.t + --ª 2 (ij.x) +-a a (!j.x)(!j.t) + --ª 2 (fj.t) + ... x t 2x 2xt 2t 

y se usa la ecuación (B.2) despreciando los términos (ij.t) 2 y (fj.t)312 , tomando el 
límite cuando /j.t -t O,entonces 

ac ac i a2c 2 dG=-
8 

dx +-
8 

dt+--
8 2

b(dt), 
X t 2 X 

si se sustituye la ecuación (B.l) en la expresión anterior, se tiene 
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B.2. 

Cálculo de Itó 

Lema de Itó para el cociente y la multi­
plicación de dos movimientos geométricos 
Brownianos 

En este apéndice se establecen, sin demostración, 1 un par de resultados so­
bre la diferencial estocástica del cociente y la multiplicación de dos movimien­
tos geométricos Brownianos. Dadas las ecuaciones diferenciales estocásticas, ho­
mogéneas y lineales , 

y 
dYt = Yt (µydt + aydWy) , 

donde dWx, dWy son procesos de Wiener con Cov(dWx , dWy) = pxydt, entonces 
las diferenciales estocásticas del cociente Xt/Yt y del producto XtYt satisfacen, 
respectivamente, 

y 

1Véanse Gikhman and Skorokhod, lntroduction to Random Processes, 1972. 



Apéndice C 

Subrutinas de MATLAB© 

C.1. Función de Utilidad Logarítmica 

Trayectoria Óptima del Consumo como Función de la Tasa Subjetiva 
de Descuento y del Producto Marginal de Capital. 

%Ejemplo 3. 1. 1 

%Grafica de e 

function y=copej1(k,t) 

r=0:0 .017:1; a=0 :0.017:1; 

[R,A]=meshgrid(r,a); 

%100 ES KO, R ES EL PARAMETRO RHO Y A ES EL MISMO 

C=100*R .*exp(A-R); 

surf (C) 

shading interp 

colormap(jet) 
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Trayectoria Óptima del Capital como Función de la Tasa Subjetiva de 
Descuento y del Producto Marginal de Capital. 

%Ejemplo 3 . 1 . 1 

%Grafica de k 

function y=copej2(k,t) 

r=0:0 . 017 :1; a=0:0 . 017:1; 

[R,A]=meshgrid(r,a); 

%100 ES KO , R ES EL PARAMETRD RHO Y A ES EL MISMO 

K=100*exp(A-R); 

surf (K) 

shading interp 

colormap(jet) 

C.2. Función de Utilidad Exponencial 1 

Trayectoria Óptima del Consumo como Función de la Tasa Subjetiva 
de Descuento y del Producto Marginal de Capital. 

%Ejemplo 3 . 1. 2 

%Grafica de e 

function y=copej3(g) 

r=0:0.017 : 1; a=0:0.017 : 1; 

[R,A]=meshgrid(r,a); 

%100 ES KO, R ES EL PARÁMETRO RHO Y A ES EL MISMO, 0 . 4 ES GAMMA 

C=100*((0 .3*A-R)/(0.3-1)).*exp((R-A)/(0 .3-1)); 
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surf (C) 

shading interp 

colormap(jet) 

Trayectoria Óptima del Capital como Función de la Tasa Subjetiva de 
Descuento y del Producto Marginal de Capital. 

%Ejemplo 3 .1. 2 

%Grafica de k 

function y=copej4(g) 

r=0 :0.017 : 1; a=0 :0 . 017:1; 

[R,A]=meshgrid(r,a); 

%100 ES KO, R ES EL PARAMETRO RHO Y A ES EL MISMO 0.4 ES GAMMA 

K=100*exp((R-A)/(0.4-1)); 

surf(K) 

shading interp 

colormap(jet) 

C.3. Función de Utilidad Exponencial 11 

Trayectoria Óptima del Consumo como Función de la Tasa Subjetiva 
de Descuento y del Producto Marginal de Capital. 

%Ejemplo 3.1.3 

%Grafica de e 

function y=copej5(g) 
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r=0:0.017:1; a=0 :0 .017:1; 

[R,A]=rneshgrid(r,a); 

%100 ES KO, R ES EL PARAMETRO RHO Y A ES EL MISMO 0 .5 ES THETA 

C=lOO*((R-A*(l-0 .5))/0.5).*exp((A-R)/0.5); 

surf (C) 

shading interp 

colorrnap(jet) 

Trayectoria Óptima del Capital como Función de la Tasa Subjetiva 
de Descuento y del Producto Marginal de Capital. 

%Ejemplo 3 . 1.3 

%Grafica de k 

function y=copej6(g) 

r=0 :0 . 017:1; a=0:0 .017:1; 

[R,A]=rneshgrid(r,a); 

%100 ES KO, RES EL PARAMETRO RHO Y A ES EL MISMO 0.5 ES THETA 

K=lOO*exp((A-R)/0 .5); 

surf (K) 

shading interp 

colorrnap(jet) 
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C.4. Función de Utilidad Exponencial Negativa 

Trayectoria Óptima del Consumo como Función de la Tasa Subjetiva 
de Descuento y del Producto Marginal de Capital. 

%Ejemplo 3 . 1. 4 

%Grafica de e 

function y=copej7(g) 

r=0:0 .017:1; a=0 :0.017:1; 

[R,A]=meshgrid(r,a) ; 

%100 ES KO, R ES EL PARAMETRO RHO Y A ES EL MISMO 0 .5 ES THETA 

C=(A*0 . 1*100+((R-A)./A)-(R-A))/0 . 1; 

surf(C) 

shading interp 

colormap(jet) 

Trayectoria Óptima del Capital como Función de la Tasa Subjetiva de 
Descuento y del Producto Marginal de Capital. 

%Ejemplo 3.1.4 

%Grafica de k 

function y=copej8(g) 

r=0 :0 .017 : 1; a=0 :0.017 : 1; 

[R,A]=meshgrid(r,a) ; 

%100 ES KO, R ES EL PARAMETRO RHO Y A ES EL MISMO 0.5 ES THETA 

K=100+((A-R)./(A*0 .5)) ; 
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surf(K) 

shading interp 

colormap(jet) 

Subrutinas de MATLAB© 
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