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Resumen

Hoy en dia muchos procesos son estudiados a través de modelos por computadora. Los
calculos hechos con estos modelos son referidos como experimentos por computadora
o simulaciones. Un problema comin en el uso de estas herramientas es encontrar la
configuracién mds apropiada para un caso de estudio particular, lo que requiere de un
niimero considerable de ensayos. Si un experimento no resulta demasiado costoso en
cuanto a los recursos de computo que demanda y si el nimero de pardmetros que se
quiere ajustar no es grande, entonces es posible explorar casi por completo el espacio
parametral; sin embargo lo que ocurre con mayor frecuencia es lo contrario. Una alter-
nativa para explorar dicho espacio es ajustar un predictor a la respuesta del modelo. En
este trabajo se construye un indicador que concentra la respuesta multidimensional, el
cual es modelado como una realizacién de una funcién aleatoria, utilizando el método
de geoestadistica conocido como Kriging. Una de las bondades de este método es que
permite estimar la incertidumbre de las predicciones. Este procedimiento es aplicado
al Sistema Regional de Simulacidn de la Atmdsfera (RAMS, por sus siglas en inglés).
La exploracién del espacio de pardmetros, es decir, el disefio del experimento se realiza
con el método de muestreo cuadrado latino.
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Introduccion

La simulacién por computadora hoy en dia tiene un impacto importante en la in-
vestigacion cientifica. Muchos procesos son tan complejos que la experimentacion fisica
lleva demasiado tiempo o es muy costosa o incluso imposible, tal como ocurre con el
modelado del estado del tiempo. En estos casos resultan de mucha utilidad los modelos
numéricos que son llevados a las computadoras en forma de programas, convirtiéndose
asi en modelos por computadora. Los calculos hechos con dichas herramientas son referi-
dos como experimentos por computadora o simulaciones.

Como ejemplo se puede citar el Modelo de Circulacién General de Océanos, Bryan-
Cox (Cox y Bryan, 1984) que como su nombre lo dice, es usado en la simulacién de
la circulacién de agua que puede haber en un océano. Otro ejemplo interesante es
CALMET, (Modelo Meteoroldgico de California) (Scire y Robe, 2000), cuya aplicacién
principal estd en la simulacién de la dispersién de contaminantes en el aire en un drea
limitada. Estos sistemas son construidos con base a teorfas fisicas y/o matemaéticas,
y generalmente debido a que pueden ser aplicados a una variedad de propésitos es
que presentan un niimero considerable de pardmetros que el usuario debe establecer.
Dichos pardmetros pueden representar procesos fisicos no incluidos explicitamente en
el modelo, como por ejemplo: ondas de gravedad atmosférica o la escala de mezclado
en una submalla. También podrian ser condiciones iniciales o de frontera, como la
constante solar o la temperatura de la superficie del mar.

Frecuentemente el usuario de un modelo por computadora, a fin de calibrarlo, debe
realizar un nimero considerable de simulaciones. Considérese el caso de otro mode-
lo meteorolégico, MM5 (Simulador de Mesoescala 5) (Dudhia et al., 2003) en el que
el interés estd Unicamente en cinco pardmetros de entre todos los que incluye que
configurados apropiadamente permitirian la integracién del modelo en una regién to-

Vil



IX

pogréficamente complicada; si se hacen pruebas uinicamente con los extremos y puntos
medios de los intervalos en que éstos varfan, entonces se deberfan realizar 3°=256 expe-
rimentos que lnego deberian ser analizados para encontrar la configuracién adecuada.
El nimero de simulaciones que se puede realizar depende de los recursos de computo
de que se disponga asi como del tiempo que tome cada simulacién (en algunos casos
el tiempo puede ser de semanas, incluso meses, dependiendo de si se realizan en una
estacion de trabajo, como una PC, o en una supercémputadora). Realizar y analizar
los resultados de 256 experimentos es poco practico y pocas veces posible.

En este trabajo se presenta una alternativa que consiste en integrar el modelo bajo
diferentes configuraciones de prueba y usar los resultados para predecir el efecto que
causarian otras configuraciones en la respuesta del modelo. Con esto se consigue tener
una descripcién cualitativa de la dependencia entre la respuesta y los parametros de
estudio, con lo cual seria sencillo para el usuario llegar a la calibracion.

El modelo que es usado para ejemplificar este procedimiento se llama, Sistema Re-
gional de Simulacidn de la Atmdsfera, (RAMS por sus siglas en inglés) (Walko et al.,
1999). Este sistema fue creado para simular y pronosticar fenémenos meteorolégicos.
Los pardmetros seleccionados son dos: TNUDLAT y TNUDCENT, dos magnitudes de
tiempo que representan las variables de ajuste de un procedimiento de optimizacion
llamado Asimilacidn de Datos en 4 Dimensiones (dDDA por sus siglas en inglés) (Smed-
stad y Fox, 1994), (M. Ghil, 1989). En el capitulo 1 se encuentra una explicacién mas
amplia sobre los pardmetros y el modelo.

Los valores para los parametros seleccionados con los que se llevan a cabo las simu-
laciones son obtenidos por el muestreo cuadrado latino, que se abreviard como MCL,
el cual es una variacién del muestreo por cuotas (Arber, 1995). El MCL garantiza que
todas las porciones del espacio estén representadas. En la seccién 1 del capitulo 2 se ex-
plica la metodologia de este procedimiento. La técnica para predecir el comportamiento
del modelo en diferentes configuraciones esta basada en un método de interpolacion
exacta (exacta por que reproduce los valores observados), extraido de la geoestadisti-
ca, llamado Kriging (Armstrong, 1998), que como es explicado en el capitulo 3, resulta
mas apropiado que los métodos estandar de interpolacion. Hay otros enfoques poten-
cialmente 1tiles diferentes al Kriging que se han aplicado en problemas similares. Por
ejemplo, en (Bowman et al., 1993), (Sacks, 1989) y (Chapman et al., 1994) se construyen
funciones estadisticas de aproximacion para cada variable modelada considerando como
variables independientes a los parametros de estudio.



Capitulo 1

El modelo y los parametros

En este capitulo se incluye informacién sobre el modelo por computadora, los datos con
los cuales es inicializado asi como la respuesta o prondstico del mismo, los pardmetros
de estudio, y el lugar y dias de simulacién.

1.1. El modelo por computadora

RAMS, Sistema Regional de Simulacion de la Atmdsfera, es el nombre del modelo que
se usa cn cste trabajo; la descripcién completa puede ser encontrada en (Pielke et al.,
1992), aunque las caracteristicas mas importantes son presentadas aqui. RAMS es un
programa por computadora desarrollado para simular y pronosticar fenémenos meteo-
rolégicos. Las aplicaciones mds comunes del modelo incluyen la simulacién y modelado
de: turbulencia, tornados, campos de ctimulos, sistemas convectivos de mediana escala,
tormentas y dispersién atmosférica. A manera de ilustracién en las figuras 1.1y 1.2 se
muestran los resultados de la simulacién del huracdn Georges llegando a Puerto Rico,
a las 20:30 GMT del 21 de Septiembre de 1998.

El codigo del programa estd construido a partir de un conjunto de ecuaciones que
describen la dindmica y la termodindmica de la atmésfera (es decir cémo cambian en
el tiempo los campos de vientos v la densidad del aire), a éstas se les afiade una gran
seleccién de parametrizaciones para los procesos de difusién turbulenta, radiacion solar
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¥ terrestre, y procesos de cambio de fase que incluyen la formacion e interaccion de
nubes. También se consideran los efectos cinemadticos de la orografia, la conveccion de
nubes cumulus (conveccién profunda) v los intercambios de calor entre la atmdésfera y
la superficie, considerando varias capas que incluyen vegetacién y cubiertas de nieve y
agua. En (Walko et al., 1999) se encuentra una descripcién completa de las ecuaciones
y parametrizaciones usadas en el modelo.

RAMS incluye un rango amplio de opciones que el usuario puede seleccionar en la
configuracién de una simulacién particular. Las razones principales de ello son bésica-
mente dos: la primera es que algunas de las funciones son necesarias para algunas
aplicaciones, aunque no para todas, y la segunda es tener un modelo que permita la
experimentacién de diferentes esquemas de parametrizacion como herramienta en la
investigacion del modelado de la atmdsfera.

El sistema operativo bajo el que se ejecuta RAMS puede ser Unix, Linux, o sistemas
NT. La mayor parte del cédigo estd escrito ecn FORTRAN, el resto en C para facilitar
los procesos de lectura y escritura.

1.1.1. Origen del modelo

RAMS fue desarrollado en conjunto por investigadores de la Universidad del Estado de
Colorado v de ASTeR, Inc. (Simulacién Atmosférica, Experimentacion e Investigacion).
La finalidad fue combinar dos modelos atmosféricos, uno de fisica de nubes (Cotton et
al., 1982) y otro de mesoescala (Pielke, 1984). En 1988 la primera version del sistema
de simulacién fue utilizada en la investigacion. El desarrollo de la versién en paralelo
comenzé en 1991 con el uso de PVM (Mdquina Virtual Paralela) y en 1996 se termind la
version con soporte para MPI (Interfaz de Envio de Mensajes). La versién mds reciente
de RAMS es la Version 4.4., (2001).

1.2. Inicializacién

El modelo es inicializado con dos bases de datos: En la primera se incluyen las ca-
racteristicas topogréficas del terreno y en la segunda las observaciones de las condiciones
atmosféricas.
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Figura 1.1: RAMS: Simulacién del huracdn Georges llegando a Puerto Rico a las 20:30 GMT del 21
de Septiembre de 1998. Las lineas indican la direccién del viento en la superficie. El modelo examina
los efectos de la temperatura en la superficie del mar en la intensidad del huracén. A las 8:50 horas,
dentro de las 48 horas de integracién, el ojo del huracin est4 bien definido. La gréfica fue tomada del
sitio http://www.npaci.edu/ envision/v17.3/hurricanes html.

Figura 1.2: Una perspectiva de la vista del huracdn Georges. Se muestra el tamano del huracin
comparado con las mibes que estdn sobre Repiiblica Dominicana. Fs interesante observar el desarrollo
del ajo del huracén y la altura de las nubes que sefialan la zona de conveccidn mas intensa. La grafica
fue tomada del sitio http:/ /www.npaci.edu/envision/v17.3 /hurricanes.html.
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La mayoria de las observaciones son hechas con radiosondas, que son instrumentos
con la capacidad de transmitir por radio, las cuales son colocadas en un globo especial
y lanzadas para que en su recorrido hacia la tropésfera realicen las mediciones de la
temperatura, humedad, direccién y velocidad del viento a diferentes alturas. A
estas mediciones se les conoce como radiosondeos y en general se realizan en el sitio y
hora de interés para el investigador.

1.2.1. Observaciones

Las observaciones con que se cuenta para esta investigacién son los datos histéricos de
una serie de radiosondeos efectuados los dias 2, 3 y 4 de febrero de 1999 a las 00:00,
6:00, 12:00 y 18:00 horas, tiempo local. Las coordenadas de los cuatro sitios donde
se realizaron estan senaladas en la Seccién 1.4. Las mediciones fueron tomadas a 29
diferentes alturas sin rebasar los 20 kildmetros.

1.3. Prediccion

Una vez que el modelo ha sido provisto de la base de datos de inicializacién puede
ser integrado. La respuesta que dard entonces sera la prediccién de las condiciones
atmosféricas (temperatura, humedad y componentes del viento) en cada punto
de una malla en 3D (latitud, longitud y altura) cada hora, o cada intervalo de tiempo
seleccionado. A la malla antes citada se le llama malla del modelo.

A las variables atmosféricas: temperatura, humedad y componentes del viento

(horizontal y vertical) se les abreviard en lo sucesivo como tempe, relhum, uy v
respectivamente.

1.4. Dominio de interés

Para fines de este trabajo el dominio del modelo se encuentra ubicado en México, en los
alrededores de Ciudad del Carmen, donde PEMEX tiene la mayoria de sus plataformas
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de extraccion, fuente de mds del 75 % de la produccién nacional de petréleo. Con mayor
precision la regién se localiza entre los 17.7° v 20.7° de latitud norte y los 90.5° v 94.5°
de longitud veste y hasta una altura de 20 kilometros. La Figura 1.3 muestra la base
del dominio.

La malla del modelo tiene su centro en 19.25° latitud norte y 92.5° longitud oeste.
El nimero de nodos en latitud son 43, en longitud 40 y en altura 30. La distancia entre
nodos es de 10 kilémetros para una altura fija, mientras que en la vertical los niveles
son equiespaciados pero con respecto a la presién barométrica.

- e

i Golfo de Mexico

| Chudad el
! Carmen  {~-

3 /
‘ b v
i“/h‘..\ Guatemala /
LT /\;_J
| M

L Radiosondeo

Figura 1.3: Base del dominio del modelo.

1.5. Parametros seleccionados

Los pardmetros que serdan el objeto de estudio son aquellos que controlan la opcién
de Asimilacién de Datos en Cuatro Dimensiones (4DDA por sus siglas en
inglés), que se refiere a datos continuos en espacio y tiempo. A continuacién se explica
en qué consiste esta opcion.
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1.5.1. 4DDA, Asimilacién de Datos en Cuatro Dimensiones

El concepto de 4DDA surge en meteorologia para atacar un problema comin que es
generar predicciones a partir de muy pocas observaciones. En este esquema un modelo
de pronéstico de campos atmosféricos! es actualizado secuencialmente con observa-
ciones. A partir de que una actualizacién ocurre, el modelo llevara la informacién de
un nimero finito de mediciones pasadas, sujeta a la dindmica apropiada, para ser com-
binada con las dltimas observaciones. El proceso es ilustrado en la Rigura 1.4, donde
todos los datos dentro del intervalo de tiempo (-6h, +6h) son usados para actualizar
el estado del sistema. En tiempos en los que se recibe informacién (Oh,12h,24h,...) el
prondstico numeérico es comparado contra las mediciones y luego son combinados, es
decir, los datos son asimilados por el modelo y finalmente una nueva prediccién es
producida a partir del iltimo estado estimado de la atmdsfera.

—{?‘h +_ﬁh Observa.cio{:es
Actualizacién l l l
0 12h 24h 36h 48h k
Prondstico

Figura 1.4: Ciclo de operacién de un modelo de prondstico en el que se combina la prediccién y el
proceso de asimilacién de datos.

1.5.2. Parametros

Existen varios procedimientos para implementar la asimilacién de datos en cuatro di-
mensiones, en RAMS se usa el método llamado Relajacién Newtoniana o también cono-

'En la actualidad el esguema 4DDA es utilizado en otras dreas como la oceanografia.
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cido como Nudging, el cual consiste en relajar el prondstico hacia las observaciones?
mientras el modelo est4 siendo integrado. La fuerza del nudging esta dada por

(‘;bobs - d?mad)

T

donde ¢ representa las variables de prondstico u,v, tempc y relhum. @qs €s un valor
observado en algin sitio particular, ¢,,,4 es el prondstico del modelo correspondiente
y 7 es el tiempo de relajacién especificado por el usuario (Figura 1.5). Dicho tiempo
puede ser establecido al definir sus distribuciones estdndar, lo cual se logra a través de
las variables TNUDLAT, TNUDTOP, y TNUDCENT. Estos parametros definen
tiempos de relajacién en las zonas laterales, del tope v del centro del dominio de
integracion, respectivamente. La influencia de TNUDLAT se extiende hacia adentro
a partir de las paredes del dominio hasta un cierto nimero de puntos de la malla
especificado por el pardmetro NUDLAT. La funcién de influencia (inversa del tiempo
de nudging) se incrementa hacia afuera parabélicamente comenzando en el vértice de
la pardbola ubicado NUDLAT puntos frente al limite. El tiempo de relajacién en el
vértice y mds adentro en ¢l interior de la malla estd definido por TNUDCENT. Por lo
tanto, TNUDCENT puede ser usado para especificar un limite inferior para la fuerza
del nudging a lo largo del dominio. La influencia de TNUDTOP se extiende hacia
abajo a partir del tope del dominio hasta una altura especificada por el pardmetro
ZNUDTOP. La funcién de influencia se incrementa linealmente entre estas dos alturas,
alcanzando el valor minimo definido por TNUDCENT en y hacia abajo de ZNUDTQOP.

Periddo de relajacion

" T
PObs ———

=

Pmod -|.

t=ty t=tbo+7

Figura 1.5: Relajacién del prondstico del modelo ¢,,,4 hacia la observacién ¢gps en un tiempo 7. Si
es un periédo de tiempo grande entonces la relajacion es suave

?Esto quiere decir aproximar el pronéstico del modelo hacia las observaciones.
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Los usuarios de RAMS que deseen hacer uso de la opcion de 4DDA deben experi-
mentar con las tres magnitudes de tiempo para determinar los valores que mejoraran
el desempeno del modelo para una aplicacién particular. Las tinicas restricciones para
la estabilidad numérica son: primero, que ninguno de los pardmetros podrd ser menor
que el timestep® del modelo (el cual estd fijo en 12 segundos); segundo, TNUDLAT
debe ser menor que TNUDCENT (considerando que la fuerza del nudging es la inver-
sa del tiempo de relajacion esto resulta natural). Segiin algunos experimentos hechos
por los propios autores de RAMS (Walko et al., 1999), TNUDLAT y TNUDCENT
deberian estar en rangos de 900 a 1,800 y de 7,200 a 14,000 segundos, regpectivamente;
TNUDCENT=3600 corresponde a un nudging muy fuerte. TNUDTOP usualmente no
necesita ser usado y s6lo deberia ser activado en los niveles mds altos da la estratosfera.
Como en este trabajo el dominio del modelo llega hasta los 20 kilometros de altura
(atmdsfera) no serd necesaria la experimentacién sobre TNUDTOP.

En lo sucesivo se hard referencia a un experimento como la integracién del modelo
bajo una configuracién de prucba particular de TNUDLAT y TNUDCENT dejando
al resto de los pardmetros del modelo fijos en valores por omisién. El resultado del
experimento serd entonces el prondstico de las varibles u,v, tempe y relhum.

*El timestep es una magnitud de tiempo que resulta de integrar el modelo en diferencias finitas con algin esquema
de tiempo adecuado.



Capitulo 2

Diseno del experimento y
concentracion de los resultados

Este capitulo estd dividido en dos secciones principales. La primera ha sido llamada
Diseno del experimento v en ella se describe la forma como fueron seleccionados los
valores de prueba para los pardmetros. La segunda seccién fue titulada Concentracidn
de los resultados y en ella se muestra la construccién de un indicador que permite medir
el efecto de una configuracién particular de los pardmetros en la respuesta del modelo.

2.1. Diseno del experimento

Considerando que cada experimento con RAMS (ejecutdndose en una supercomputado-
ra Origin 2000) toma alrededor de 7 horas, se decidié tener un disefio inicial de tamafio
13. En estos ensayos se consideré el rango de variacion de TNUDLAT y TNUDCENT
como (900, 1800) y (7000, 14000) respectivamente, asi entonces las configuraciones posi-
bles o espacio de pardmetros fue el cuadrado formado por el producto cruz de los rangos
de variacion. De dicho espacio se extrajo una muestra mediante el muestreo cuadra-
do latino ' (McKay et al., 1979) (cuadrado ya que el espacio tiene esta forma) que es

'En (McKay et al., 1979) se compara al MCL con el muestreo Estratificado y con el muestreo Aleatorio en la solucién
de un problema similar al que ahora nos ocupa y se encuentra a los primeros dos metodos mejores que el muestreo
aleatorio con respecto a la varianza para una clase de estimadores que incluye la media de la muestra v la funcién de
distribucién empirica.
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Cuadro 2.1: Disefio del experimento, primera parte.

Experimento  (TNUDLAT, TNUDCENT)
1 (1326, 13833)

2 (1108,  9947)
3 (1464,  11850)
4 (1457,  8610)
5 (1125, 9278)
6 (1777, 9675)
7 (1204, 12287)
8 (950,  7895)
9 (1279,  103358)
10 (1051,  12818)
11 (1197,  8351)
13 (1361,  13146)

una extension del muestreo por cuotas (Arber, 95). La metodologia de este muestreo
aplicado a este caso es como sigue: se dividié cada rango de variacién en 13 intervalos
de igual longitud y se obtuvo un valor aleatorio de cada uno de ellos. Asi se generé un
vector con 13 coordenadas para cada pardmetro. Después en cada vector se hizo una
permutacion de sus componentes. La primera configuracién se compone con la primera
coordenada de cada vector resultante. La segunda configuracién con la segunda co-
ordenada y asi sucesivamente. El resultado cs un disefio Aleatorio Cuadrado Latino
con dos tratamientos y 13 niveles, combinado aleatoriamente de manera que todos los
tratamientos ocurren una vez (Cuadro 2.1). El objetivo es obtener una cobertura uni-
forme (pero no necesariamente esparcida?) del espacio de pardmetros. Un indicador del
éxito en este esquema de muestreo es la baja correlacion entre los valores seleccionados
de los pardmetros. Sin embargo no siempre ocurre esto cuando el procedimiento es
aleatorio. En (Iman y Conover, 1982) se describe un método para transformar un MCL
en uno con mejores propiedades de correlacién.

Una vez obtenidos los resultados de los 13 ensayos, se decidié realizar algunos otros
experimentos, pero éstos deberian considerar configuraciones de los parametros fuera
de los rangos sugeridos, asi el rango de TNUDLAT fue ampliado a (100,4000) y el de
TNUDCENT a (200, 20000), (Cuadro 2.1). El objetivo de realizar los nuevos experi-
mentos fue saber si el modelo dejaba de ser numéricamente estable. En caso de que
esto no ocurriera la cuestién seria saber en qué medida cambiaba la prediccién dada

*La muestra puede ser o no esparcida, esto depende en gran medida de la forma como se dividan los rangos de
variacion de los pardmetros. Cuando fuercn divididos en intervalos de igual longitud se estaba asumiendo que cada
pardmetro se distribuye uniformemente sobre su rango de variacién, pero si en base a la experiencia o a algiin hecho se
puede asignar alguna otra distribucién entonces los intervalos en que se dividan los rangos serd de igual probabilidad y
esto dard lugar 2 una muestra uniforme con respecto a la distribucién propuesta y no al espacio.
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una configuracion extrema de los pardmetros de interés (extrema ya que sobrepasaba
por completo las recomendaciones).

Cuadro 2.2: Diseno del experimento, segunda parte.

Experimento__(TNUDLAT, _TNUDCENT)

4 300, 600

15 (4000,  20000)
16 (300,  20000)
17 (1800,  1850)
18 (4000,  10000)
19 (300,  500)
20 (1000,  60OD)
21 (100, 200)
22 (400,  12000)
23 (2300,  16000)

En total se realizaron 23 experimentos. En la Figura 2.1 se muestra la distribucién
de la muestra en el espacio. Los puntos dentro del rectdngulo fueron obtenidos por el
MCL, mientras que los que estdn fuera fueron seleccionados secuencialmente.

E'U o
g (-]
_W -
o
i °
<8 3° o
=5 o °
o
8 0
-]
-]
o8
3 T T T T
[+] 1000 2000 00 L]

tnudiat

Figura 2.1: Distribucién de la muestra.
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2.2. Concentracién de los resultados

Para evaluar el efecto que causa una configuraciéon particular s; = (TNUDLAT;,
TNUDCENT;) en la respuesta del modelo se ha construido un indicador llamado
indice de correlacidn general, I(s;). El sustento de esta medida es la relacién que existe
entre el prondstico generado por el modelo bajo una configuracién de prueba particular
y las observaciones.

2.2.1. Indice de correlacién general

En principio se calcula el indice de correlacién definido por (2.1) entre las observaciones
y la prediccién para cada variable (u, v, tempe, relhum) y bajo cada una de las 23
configuraciones de prueba.

M (5]
(8:) — Tolp

T
\/MM‘,MxL.,.,I;.,.}

(2.1)

donde

M, o= > (@sjai=%,) (=T
ikl

Mi, = Y (Tojks — To)’s

Jikd

o (si) _ {82
Mxi,"“::;"'} - Z(xp y 7.kd Ty ) 3
gkl
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Cuadro 2.3: Resultados del cdlculo del indice de correlacién, p, entre el prondstico del modelo y las
observaciones para cada una de las variables de estudio (u, v, tempe y relhum) bajo cada una de las
configuraciones de prueba.

Experimento  (TNUDLAT, TNUDCENT)  pu X102 9y X10°  prempe X107 pronun X107

1 16286, 13833 96.0 81.3 09,95 06,8
2 (1108, 9947) 96.2 81.8 99.596 87.1
3 (1464, 11850) 66.1 Bl.6 99.95 96.9
4 (1457, 8610) 96.2 82.5 99.96 97.2
5 (1125, 9278) 06.2 82.0 99.96 7.2
6 (1777, 967s) 96.1 82.3 99.96 97.0
] (1204, 12287) 96.1 81.4 99.95 96.9
8 (1636, 11468} 96.1 81.8 99.95 6.9
[ (950, 78OS 96.3 82.3 99.96 §7.3
10 (1297, 10358} 86.1 B1.8 90.96 a7.1
11 (1051, 12818) 96.1 2L 96.95 7.0
12 (1187, 8351) 86.2 B2.4 95.96 1.2
i3 (300, 900) 06.2 86.9 99.98 a7.8
14 (4000,  20000) 85.2 B0.5 99.93 95.4
15 (300,  20000) 86.3 78T 99.96 96.9
18 (1800, 1850) 86.5 B4 29.98 a7.8
17 {301,  500) 86.1 87.3 90.08 8T.8
18 (1000, 6000} 6.7 83.1 99.97 a7.5
19 (100, 200) 895.9 87.4 99.98 a7.8
20 (2300, 16000) 958 81.1 99.94 96.2
21 {400, 12000) 96.6 B80.2 99.96 97.2
2 (4200, 4300} 96.6 B5.0 99.97 97.5
23 (3000,  3020) 96.6 85.7 99.97 97T

I, representa la observacion y rg"] la prediccién de la variable 2 dada la configuracién

de prueba s;. Los subindices j y k representan el dia y la hora de pronéstico y el
subindice [ el sitio (latitud, longitud y altura) donde hay prondstico y obscvaciones.
En el Cuadro 2.3 se muestran los resultados del calculo del indice de correlacion. Los
.nimeros en negrita son los maximos de la columna en que se localizan, asi por ejem-
plo en el experimento 19 donde TNUDLAT y TNUDCENT estdn fijos en 100 y 200
segundos respectivamente, se obtiene la correlacion mds alta para las variables tempe,
relhum y v. Otras observaciones interesantes sobre el cuadro son:

1. Existen cuatro configuraciones bajo las cuales prmpe ¥ Prethum SON mayores, y éstas
son las mismas para ambas ((300,900), (1800,1850), (301,500) y (100,200)).

1. Los coeficientes p, y p, son inversamente proporcionales.

NI py no es mayor que 0.874, a diferencia de py, prempe ¥ Prethum que estdn por encima
de 0.90 para todas las configuraciones de prueba.

Regresando al ensayo 19, éste es propuesto como el de mejores resultados. Es cierto
que el valor de p, obtenido no es el mdximo, sin embargo, si es muy alto (0.959).
De (11) y (1) es claro que para mejorar el valor de p,, se afectaria p,, hecho que
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no resulta factible, de aqui que el experimento 19 es considerado como el de mejores
resultados y que la cuarta columna del cuadro no sea considerada, excepto para definir
un empate. Ahora se muestra comq evaluar al resto de los experimentos siguiendo el
mismo razonamiento. :

Sea p, un vector cuya componente i-ésima es pﬁ") y sea @p, la ordenaciin descendente
de By, esto es

(s1) (#23)

Po=(po st ),

oy = (A0, ..., ),

La evaluacién que recibird la configuracion s; para la variable v, denotada como I(s;,v),
serd la posicion j que ocupe pff'} en 0p,. De manera similar se definen I(s;, tempe) v

I{s;,relhum). Finalmente
I(s;) = I(s;,v) + (8, tempc) + I(8;, relhum).

Es importante hacer notar que I(s;) no es una medida de correlacién, sino simplemente

~una forma de comparar los experimentos. El Cuadro 2.4 muestra los resultados del
indice. Esta tabla ha sido ordenada de acuerdo a la dltima columna. Valores menores
para I se asocian a mejores resultados de los experimentos y valores mayores a ensayos
cuyos resultados fueron menos satisfactorios.

Con la informacién del Cuadro 2.4 se ha construido la Figura 2.2. El tamaio de la
burbuja depende del valor de I. Algunas observaciones sobre la figura son:

= Las burbujas de mayor tamano estan en la regién de la esquina superior derecha,
mientras que en la esquina inferior izquiera se localizan las de menor tamano.

» El modelo es mas sensible ante cambios en el segundo pardmetro (TNUDCENT).
Esto se debe a que ante variaciones pequenas con respecto al rango de variacién del
pardmetro el valor de I oscila en un rango mayor. No asi en el caso de TNUDLAT,
esto resulta claro en particular cuando los valores que toma varian entre 100 y
3000 segundos.



CAPITULO 2. DISENO DEL EXPERIMENTO Y CONCENTRACION DE RESULTADOS

15

Cuadro 2.4: Evaluacién de los experimentos a través del indice de correlacidn general. Valores pequefios

de I se asocian a mejores resultados.

Experimento  (TNUDLAT, TN!IIJCENT!

19 100,  200) 3
17 (301,  500) 4
13 (300, 900) 5
16 (1800, 1850) 6
23 (3000, 3020) 9
22 (4200,  4300) 1
18 (1000,  600O0) 12
4 (1457,  8610) 16
9 (950,  7895) 17
12 (1187, 8351) 18
5 (1125, 9278) 19
6 (1777,  9675) 20
2 (1108, 9947) 21
10 (1297,  10358) 22
8 (1636, 11468) 24
3 (1464, 11850) 25
21 (400,  12000) 26
13 {1051, 12818) 27
T (1294,  12287) 27
1 (1626, 13833) 28
15 (300,  20000) 30
20 (2300,  16000) 31
14 {4000, 20000) 34
20000 | O O
o]
15300
o] /
& (o] Cog
g 10000 80 €]
8 00?®
(o]
8 'I i o
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Figura 2.2: Evaluacién de los experimentos. El tamano de la burbuja depende del valor de I.
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En la siguiente seccién se vera como caracterizar al espacio parametral con la in-
formacion que se tiene de la muestra. El procedimiento que se ocupa es un método
de interpolacién espacial que permitird estimar el valor de I para configuraciones de
los parametros que no fueron probadas. Una vez que se cuente con las estimaciones de
un numero considerable de puntos en el espacio parametral se podra inferir con mayor
confianza sobre la totalidad del espacio.



Capitulo 3

Analisis estadistico

En este capitulo se muestra la aplicacién del método de interpolacién llamado Kriging,
en la estimacion de valores de /(s) para configuraciones no probadas. La finalidad es
tener una reticula de estimaciones que permita la caracterizacién del comportamiento
del modelo en el espacio parametral.

En la primera seccién del capitulo se da el contexto tedrico del método de Kriging,
con la intencién de facilitar la comprension de su metodologia, la cual es explicada en
la segunda seccion. En el 1ltimo apartado del capitulo se muestran los resultados del
andlisis de Kriging para el problema de estudio.

3.1. Kriging, un método geoestadistico de interpolacién

Kriging es un método de interpolacion extraido de la geoestadistica. En este método
la variabilidad en el espacio del atributo que se quiere estimar es modelada con una
superficie estocdstica. El atributo es entonces llamado una variable regionalizada.

Bajo la teoria de variables regionalizadas el valor observado del atributo de estudio
en un sitio 8 es considerado como la realizacién, z(s), de una variable aleatoria Z(s).
En sitios donde no hay mediciones los valores de z(s) estdn bien definidos aunque no
son conocidos, y también se consideran como la realizacién de la variable aleatoria Z(s)
correspondiente.

17
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En términos matematicos a la familia de estas variables aleatorias se le llama una
funcidn aleatoria y a la realizacién, {z(s) : seD}, de una funcién aleatoria, {Z(s) :
seD}, se le conoce como una variable regionalizada, (con D C R™) (Armstrong, 1998).
La variable regionalizada posee dos componentes basicos:

= Un componente m local y deterministico que representa la tendencia global de la
variable.

= Y un componente aleatorio R que representa la dispersion natural alrededor de
m.

En-este trabajo el efectoque una configuracién s tiene en la respuesta del modelo,
medido a través de I(s), es tratado como una realizacién de una funcién aleatoria
{{(8);8¢D,D = RiXRy} (con Ry y R, los rangos de variacién de TNUDLAT y
TNUDCENT respectivamente).

Para poder hacer inferencias cstadisticas sobre una iinica realizacién de la funcién
es preciso establecer algunos supuestos de estacionariedad en D.

3.1.1. Hipétesis de estacionariedad

La estacionariedad tiene diferentes grados. En la practica se utilizan supuestos de
segundo orden y mds comunmente la llamada hipdtesis intrinseca, términos que son
explicados a continuacién .

Estacionariedad de segundo orden. Una funcién aleatoria Z(s) es estacionaria de
seqgundo orden si satisface:
= su esperanza no depende de s. Esto es, para todo 8 en D,
E[Z(s)] = m,

= la funcién de covarianza entre dos puntos 8 y 8+ h depende inicamente del vector
h y no de 8. Es decir,

E(Z(s)Z(s + h)] — m? = C(h).
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Hipétesis intrinseca. Una funcién aleatoria Z(s) se dice intrinseca cuando los primeros
dos momentos de los incrementos Z(s) — Z(s + h) existen y son independientes del
punto 8. Es decir

E(Z(s) - Z(s +h)) =0,

Var(Z(s) — Z(s + h)) = 2v(h). (3.1)

La funcion y(h) es llamada el variograma, la herramienta basica para la interpretacion
estructural del fenémeno.

3.1.2. El variograma

El variograma 7(h) es una medida de la continuidad espacial de una funcién aleatoria
Z. La figura 3.1 muestra un variograma tipico. Usualmente v se incrementa con h,
mientras h sea menor que una cierta distancia llamada rango, en donde « toma su
valor méximo conocido como meseta. Entonces el rango es la distancia a la cual la
desviacion en valores de Z no depende de la separacion entre ellos y de aqui que ya no
estan correlacionados.

am)

rango

C | efecto pepita

Figura 3.1: Un variograma tipico que alcanza un limite, al que se le llama meseta, en una cierta
distancia conocida como rango.



CAPITULO 3. ANALISIS ESTADISTICO 20

Es claro que v(0) = 0, sin embargo algunas veces la presencia de variacién a pequefia
escala trae como consecuencia que y(h) -+ Cy conforme h — 0. A Cj se le conoce como
el efecto pepita.

3.1.3. El variograma experimental y el variograma tedrico.

Para calcular el variograma experimental a partir de un grupo de observaciones z(s;),
2(82),..., z(8,) de Z, los datos son divididos dentro de intervalos de distancia llamados
rezagos (ver Figura 3.2). El nimero y tamano de los mismos son especificados por el
usuario. Una estimacién de 7y es hecha en cada rezago. Cada par de puntos separados
por un vector h, de dngulo hy + Ah; y magnitud h, + Ahy son vsados para estimar el
valor de «(h) definido por

N(R)
1R = 3577 2 12(8) ~ 2o+ B, (32)

=1

donde N(h) es el mimero de pares que satisfacen el criterio de seleccién.

Figura 3.2: Divisién de los datos en intervalos de distancia, llamados rezagos, en el cilculo del vario-
grama experimental omnidireccional.

En la practica una vez que se tiene el variograma experimental se ajusta a un modelo
matemadtico al que se le llama variograma tedrico. La razén de esto el poder garantizar
que no se llegard a calcular varianzas negativas. El modelo que se ajusta es de la forma
g(h) = Cy + C, f(h), en donde Cj es el efecto pepita, Cp + C) es la meseta y f(h) es
alguna funcién mondtona no decreciente en h.
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Existen varios modelos disponibles que pueden ser ajustados al variograma experi-
mental. Estos pueden ser categorizados por la presencia o ausencia de meseta y por el
comportamiento en el origen. En el Apéndice A. se incluyen las expresiones matematicas
de los modelos mds usados asi como una descripcién breve de ellos, ademas hay una
seccion dedicada al analisis del comportamiento del variograma cerca del origen.

3.2. Prediccién espacial: Kriging

Kriging es un método de interpolacion exacta (ya que reproduce los valores observados)
en el que el estimador se construye como una combinacién lineal de los datos muestrales.
Esto es, la prediccién de una funcién aleatoria Z en un punto no muestreado 8q, 2*(8g),
dado el conjunto de datos muestrales {z(s,), z(s2), ..., z(sn)} es:

N
2°(%0) = ) hiz(s1), (3.3)
o=l

donde la seleccion de los pesos o ponderadores A; se hace en base a la distancia entre
8; ¥ 8g, v a la continuidad espacial presente en los datos.

La ventaja de Kriging sobre otros métodos de interpolacién es que bajo este proce-
dimiento sc obtine un estimador lineal insesgado para el cual la varianza del error de
prediccién es minima.

Del método de Kriging existen actualmente muchas variantes, por ejemplo simple,
ordinario, universal, bayesiano, etc. En todas ellas lo que se busca es minimizar la
varianza del error Z*(sp) — Z(8p) sujeto a la condicién de insesgamiento.

Considérese el caso en el que Z(s) es estacionaria con media m desconocida. Si el
estimador es de la forma (3.3) la esperanza del error de estimacién es
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N
E[CX, MZ(s:) - 2(s0)] = Z:Al.m il
i=1

=m[)_\-1].

i=]1

Para que el estimador sea insesgado el error esperado debe ser cero, de modo que
m = 0 o los pesos de Kriging deben sumar 1. En el primer caso la media seria conocida
(kringing simple ), si m es desconocida entonces los pesos deben sumar 1, es decir

=1 (3.4)

N
i=1

Lo que sigue es examinar lo relativo a la condicién de varianza minima. La varianza

del error Z*(sg) — Z(sy) puede ser expresada en términos del variograma o de la
covarianza como

o =2 Z Aiv(si — 80) — Z z Aidjv(8: — 8;) (3.5)

= T g o w) = 23 A=)

El estimador 6ptimo serd el que minimiza la varianza (3.5) sujeta a la condicién de
insesgamiento (3.4). Esto es

¢=Var[Z*(sq) — Z(59)] — 2#(2 Ai—1),

donde g es un multiplicador de Lagrange. Después de igualar las derivadas parciales
de ¢ a cero se obtiene un conjunto de N + 1 ecuaciones lineales conocidas como las
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ecuaciones de Kriging ordinario.

Z)\j’f(si —8)+p
J

Zz\, —i
i

La varianza de Kriging ordinario se define como

Uk2 = Z )\l"\((sl - 30) T K,

o equivalentemente usando notacién matricial AX = B, con

M1 oo Y 1 A

A= ; : % x: ' B=
Tal oer Yan 1 An
1l @ 1 0 7

¥ % =8 —8).

Si v es un modelo admisible la matriz A serd no singular y en consecuencia su inversa
A" existe. Asi que la solucién existe y puede probarse que es tinica. La varianza de

Kriging se expresa como
ﬂkz — XTB

En el Apéndice B se dan los detalles de la estimacién del valor de la media, la cual
se obtiene de manera similar al procedimiento anterior. En el Apéndice C se estudia el

caso del Kriging simple, en el que se supone a m conocida.

Y(Si_sol; 1= 1:23"'

Y10

Yno

23



CAPITULO 3. ANALISIS ESTADISTICO 24

En la siguiente seccién se muestra la aplicacion del método de Kriging en la carac-
terizacién del espacio muestral.
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3.3. Resultados de Kriging en los experimentos

Para explorar las relaciones espaciales entre los datos se inicia un andlisis de variograma.
En el Cuadro 3.1 se presentan los resultados del cilculo del variograma experimental.
Los datos fueron divididos en 19 rezagos, para cada uno de los cuales una estimacién de
7 fue hecha. Una observacion interesante es que a medida que la distancia se incrementa
las estimaciones cambian de manera suave, lo cual indica alta continuidad en el espacio
de I(s). En la columna np se han listado el niimero de pares de puntos que pertenecen
al rezago que aparece en la columna Distancia, asi por ejemplo del primer renglén del
cuadro se lee que se encontraron 12 pares de puntos cuya distancia de punto a punto es
menor o igual que 536.35. Donde se encontraron més pares fue en el rezago 4, cuando
la distancia es menor o igual que 1975.05, (np = 17). Es importante aclarar que en los
calculos mencionados antes la direccién no ha sido tomada en consideracién, esto se
debe a que se tiene una muestra pequena que proporciona poca informacién cuando se
discrimina con base a la direccidn.

Cuadro 3.1: Célculo del variograma experimental,

Distancia T
1 536.35 1.29
2 495.08 2.03
3 1500.52 4.15
4 1875.05 B.0O
4 2479.28 13.31
6
.
8

-}
el

= e el
e i - L

3025.61 27.07
3564.10 21.33
4036.01 30.37

] 4456.56 2T.8T
10 H06T.00 31.35
11 5519.84 41.64
12 5936.21 82,30
13 B4TL.75 53.18
14 6943.46 63.35
15 7555.08 B89.68
16 BOOSA.52 67.80
17 8534.35 90.25
18 BOSO.48 102.37
18 B498.92 132.75

oy

o000 00 e 08 =30 D~ ~ &

Para el ajuste del variograma tedrico se han eliminado las estimaciones de 7 en las
que np < 11, ya que se asume que no hay suficiente evidencia y se omite el dato (ver
Figura 3.3). El modelo ajustado es un Gausiano, y tiene la siguiente forma:

v(h) = Co+Ci(1 — P,

con r =6100, Cy, =82 y Cp =0.6,
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Figura 3.3: Ajuste del modelo gaussiano v(h) = Co+Cy(1-e~(®)*) con r = 6100, C; = 82y Cy = 0,6,
al variograma experimental. Las estimaciones de v con np < 11 fueron descartadas.

donde el pardmetro r ¢s el rango, C) la meseta y Cj el efecto pepita. Esto quiere decir
que la distancia minima a la que dos observaciones ya no estan correlacionadas es de
6100 unidades, o en otras palabras que el radio de influencia de una observacion sobre
las estimaciones es de 6100 unidades.

Si se considera que la distancia mayor a la que dos observaciones se encuentran es
de 20,396 unidades entonces un rango de 6100 unidades indica continuidad a mediana
escala. Esta idea es reforzada al tener que C, = 82, esto es: a medida que la distancia
crece, h — oo, la diferencia entre los valores tiende a 82, v(h) — 82, que no ¢s un
valor grande si se considera que y(rango) =52.6.

Finalmente dado que Cy = 0.6 (efecto pepita!) se asume la presencia de variacién
a pequena escala de magnitud minima la cual es casi imperceptible en el gréfico; si la
magnitud fuera mayor se notaria al ver que el inicio de la curva no esta en el origen
sino Cy unidades desplazada, hacia arriba si Cy > 0 o hacia abajo si Cy < 0.

Una vez definido el variograma tedrico, es posible realizar con ayuda de algin pa-
quete estadistico la estimacién de /(s) en una serie de sitios que cubran uniformemente
el espacio parametral. En este caso se realizd la estimacién en 900 puntos. Parte de los
resultados se muestran en el Cuadro 3.2 en donde se puede observar que en general la

'La experiencia ha mostrado que el utilizar un variograma gaussiano considerando el efecto pepita nulo resulta en
inestabilidad numiérica.



CAPITULO 3. ANALISIS ESTADISTICO 27

Cuadro 3.2: Prediccién de I(s) en una malla regular de 900 puntos sobre el espacio parametral. La
tabla es la salida del paquete S-PLUS.

(TNUDLAT, TNUDCENT) I* Var(i*)
1 100.00 200 3.00 0
2 241.37 200 3.23 1.29
3 382.75 200 3.43 1.72
4 524.13 200 3.59 2.08
5 66551 200 3.74 2,40
6 806.80 200 3.86 2.67
7 948.27 200 3.98 2.91
8 1089.65 200 4.09 3.2
9 1231.03 200 4.19 3.30
10 1372.41 200 4.29 3.47
11 1513.79 200 4.39 3.61
12 1655.17 200 4.50 3.75

893 3210.34 20000 33.25 3.02

894 335172 20000 33.38 2.80

895 3493.10 20000 33.52 253

896 3634.48 20000 33.66 2.20

897 3775.86 20000 33.79 1.76

898 3917.24 20000 33.92 1.08

809 4058.62 20000 33.96 0.93

900 4200.00 20000 33 88 1.71

varianza de una estimacion es mayor en la medida que ésta dista de un dato muestral.
Por ejemplo para el punto ssgs =(3917.24, 20 000) (se utiliza la prima para distinguir
de los sitios muestrales) la varianza de la estimacién Var(I*(sgesr)) es de 1.09, mientras
que para el punto Sgey =(4058.62, 20 000) la varianza es de 0.93. Esto ocurre ya que
el segundo estd mds cerca del sitio muestral sy = (4000,20000). Estas obervaciones
son claras en la Figura 3.4(b) que es el mapa de las curvas de nivel de Var(I*(s)).
En esta figura la curva de nivel 1, €, se localiza donde hay més de dos observaciones
(ver Figura 2.1). Es importante sefialar que el valor promedio de la varianza de las
estimaciones es minimo.

El hecho de que Kriging sea un interpolador exacto puede ser verificado con la
estimacion y con la varianza de la estimacién que se obtuvo en el sitio 8y, = (100, 200)
que coincide con un sitio muestral (ver Cuadro 2.3).

A continuacion se revisa lo que corresponde a las estimaciones. En la Figura 3.4(a)
se muestran 6 curvas de nivel de I*(s). Por la forma de éstas es posible observar que
cuando TNUDCENT varia entre 5000 v 17,000 segundos. el efecto que tiene en I*
es fuerte y se ve incrementado cuando TNUDLAT es grande. Mientras que el efecto
de este dltimo por si s6lo es minimo. Los valores menores de I* se obtienen cuando
TNUDCENT es pequeiio, menor que 5000, o en otras palabras, la relacién entre
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el prondstico del modelo v las observaciones se ve mejorada a medida que la fuerza
del nudging (inversa del tiempo de relajacién) se incrementa. Es importante aclarar
que este resultado debe ser usado considerando también la 1‘<'pr(':i(’lltul.i\'ideul de las
observaciones®. Es quiza debido al hecho de que las observaciones son tipicamente muy
esparcidas que los autores de RAMS sugieren rangos de variacién conservadores para
los parametros.

AT A

tnuddeent

tnudeent
TR

EY]

u

(a) trind kit (L) toallat

Figura 3.4: (a) Curvas de nivel de la estimacion de 1{s). (b) Curvas de nivel de la varianza de las
estimaciones de 7{s).

?Comunicacién personal con Craig Tremback.
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El efecto del pardmetro TNUDCENT en la respuesta del modelo (medida a
través de I(s)) fue mds significativo que el que tuvo el pardmetro TNUDLAT.
Lo anterior resulta comprensible si se considera que TNUDCENT es un limite
inferior para la fuerza del nudging. En general cuando ambos parametros tomaban
valores menores, la relacién entre el prondstico del modelo y las observaciones era
mejor; sin embargo es preciso hacer notar que este resultado debe ser usado en
conjuncién con consideraciones sobre la representatividad de las observaciones.

. Se encuentra al muestreo cuadrado latino como un método sencillo de usar, flexible,

va que permite la incorporacién de informacion adicional que se tenga para que
la muestra resultante se concentre mds en ciertas dreas, y particularmente valioso
cuando la dimensién del espacio muestral es mayor que 2 y se tiene un tamafo de
muestra pequefio.

Sobre el método de interpolacién usado, Kriging, se considera que tiene dos ven-
tajas fundamentales sobre otros métodos. La primera es que hace consideraciones
sobre: la distribucién de la muestra, el tamaifio de la misma y la continuidad espa-
cial de la variable de estudio. La segunda es que permite estimar la incertidumbre
de las estimaciones.

29



Apéndice A
El variograma

A.l. Definicion de variograma

La definicién del variograma esta dada por la ecuacién 3.1 (pdgina 19), donde los
vectores 8 y 8+ h son puntos en un espacio de dimensién n; h es un vector, de
manera que v es funcién de dos componentes h; v hy, con h; la magnitud v hy el
sentido de k. Para un dngulo fijo el variograma indica qué tan diferentes se vuelven
los valores a medida que la distancia se incrementa.

La Figura 3.1 (pdgina 20) muestra un variograma tipico en el que se presentan las
siguientes caracteristicas:

= 4(h) se incrementa con h.

= y(h) se incrementa hasta un cierto limite llamado meseta y después se esta-

biliza (aunque podria seguir creciendo).

Las propiedades se ven en detalle a continuacién.

A.2. Rango y zona de influencia

La medida en la que el variograma cambia con respecto a la distancia indica
qué tan rapido la influencia de la muestra desaparece con la distancia. Una vez que
se haya alcanzado la meseta, la correlacién entre la muestra habra desaparecido.
Esta distancia critica, llamada rango, proporciona una definicién més precisa a la
nocién de zona de influencia.

30
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A.2.1. Comportamiento cerca del origen

Para estudiar la continuidad y regularidad espacial de la variable es importante
analizar el comportamiento del variograma en distancias pequenas. En la Figura
A.1 se muestran los siguientes cuatro tipos de comportamiento en el origen.

a) Cuadratico. Este indica que la variable regionalizada es altamente continta.

b) Lineal. La variable es continua pero no diferenciable por lo tanto es menos
regular que en el caso anterior.

¢) Discontinuo. Es decir que v(h) no tiende a 0 cuando h se aproxima a 0. Lo
cual indica que la variable es altamente irregular en distancias pequenas.

d) Plano. Este es el caso lmite en el que hay una carencia de estructura. La

correlacion entre las variables z(8) vy z(s + h) es nula sin importar qué tan
cercanas estén.

ﬂl Q/ % \
] h 1} h 0 i |

) h
(1) (1) (#id) (iv)

Figura A.1: Comportamiento del variograma cerca del origen. (i) Cuadrdtico; (ii) Lineal; (iii) Discon-
tinuo; (iv) Plano.

A.3. Modelos tedricos de variograma

Una vez que se tiene un variograma experimental se ajusta a él un modelo matema-
tico. La razén de esto es el poder garantizar que no se llegard a calcular varianzas
negativas.

A.3.1. Varianza de combinaciones lineales admisibles

Debido a que los estimadores més comunes son combinaciones lineales de las ob-
servaciones es que es necesario poder calcular su varianza. Primero se considera a
la variable estacionaria Z(s) con covarianza C'(h). Sea Z* la combinacién lineal
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Z' =3 \Z(s),

donde A; son los ponderadores y s; las ubicaciones de la muestra. Por definicién,

Var(2*) = B(Z* - E(Z"))%

Si m es la media de Z(s) entonces E(Z*) = m Y, A;. De modo que

Var(Z®) = E(E M(Z(s;) — m))?
= X3C(s) — 81) + M3C (53 — 82) + ... + A2C(8,, — 8y)
+2/\|)\QC(81 — 32) + .t 2/\,1_1/\“0(3"-1 ~— Sn),

por lo tanto

Var(2*) =Y S A\ C(si — 8)).

Para cualesquiera puntos y ponderadores, esta cantidad debe ser no negativa. A
una funcién C'(h) con esta propiedad se le llama definida positiva.

La estimacion es un poco diferente cuando la variable es intrinseca en lugar de
estacionaria. En este caso la varianza de una combinacién lineal podria no existir,
pero al menos se asegura que existe para combinaciones lineales de los incrementos.
Las combinaciones serin admisibles si la suma de los ponderadores es cero, es decir,

z,\‘.=g‘ (A.1)

Ya que la covarianza podria no existir la expresién para la varianza del estimador
se da en términos del variograma:

Var(Y XZ(s:) ==Y Y Adjy(si— s))
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Como se ha dicho, para que la varianza sea no negativa, los modelos de variograma
deben satisfacer ciertas condiciones. Para cualquier conjunto de puntos s, 8s. ..., 8¢
y cualquier grupo de ponderadores A, Az, ..., Ak, que satisfacen ( A.1), es preciso
que

=S¥ aalsi—8y) 20,

por lo tanto 7 es definida positiva condicionalmente. Esta condicién es mds débil
que la encontrada sobre las funciones de covarianza por lo tanto la clase de modelos
de variograma admisibles es mayor que la de covarianzas.

A.3.2. Modelos més frecuentes

Debido a que es dificil reconocer a las funciones que satisfacen las propiedades
sefialadas en la seccidn anterior es que existe una serie de modelos de variograma
que pueden ser usados, éstos seran explicados a continuacién.

a) Efecto pepita puro

0 h=0
W")={c lh| > 0.

Este modelo se asocia a fenémenos puramente aleatorios.
b) Esférico

_f o _ Lk jh<a
7(h)~{ce 2 e

Este modelo es de los mas usados. En el inicio crece casi linealmente y en una
cierta distancia a se estabiliza.
¢) Exponencial
y(h) = C (1 - exp(-2)).
El rango del modelo es practicamente 3a, ya que es ésta la distancia a la que
alcanza el 95% de su valor limite.

d) Potencias
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e)

/)

y(h)=C |h|*,con0 < a < 2.
El modelo lineal, v(h) = |h

Gaussiano

, es un caso particular de éste.

(k) = C (1 — exp(=25)).

El modelo gaussiano representa un fenémeno altamente continuo. Segin al-
gunos autores la experiencia ha mostrado que si se le usa con un efecto pepita
nulo muy probablemente se tendrédn problemas de inestabilidad numérica.
Ciibico

C(7r? — 8,75r* +3,5r° — 0,75r7) r « 1
18 =1 o
rzl

donde r = E Este es parabélico en el origen y usualmente similar al modelo
gaussiano.

A.4. Anisotropia

Cuando se calcula el variograma en distintas direcciones a veces ocurre que se com-

porta diferente en algunas de ellas, es decir la variable de estudio es anisotrdpica.
Si esto no ocurre el variograma depende tinicamente de la magnitud de la distancia
entre los dos puntos y se dice entonces que la variable es isotrdpica. La anisotropia
debe ser representada por una sola funcién variograma, es decir, debe ser llevada

al caso isotropico, lo que implica hacer una transformacién lineal de coordenadas

rectangulares o ser expresadas de forma individual para cada direccion segiin sea
el caso.



Apéndice B

Kriging ordinario; estimacion del
valor de la media

En la Seccién 3.1 se mostré cémo estimar el valor de una variable regionalizada
Z(8) estacionaria con media m desconocida. En este apartado se explica cémo
estimar m. Como antes el estitnador m* se construye como una combinacién lineal
de los datos muestrales, esto es

m* = Z Am,Z(8:),

ademas m* debe ser insesgado v de varianza minima. Esto es,

E(m® —m) = E(}_ Am,Z(s:) - m) =0,

ya que E(Z(s)) = m, entonces

3 o =1

La varianza del error del estimador esta dada por

35
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i

Var(Y AmZ(8:) —m)
30 AmAn,Clsi—s;)).
Como se hizo anteriormente la varianza se minimiza con la restriccién de los pon-

deradores con un multiplicador de Lagrange. De modo que las ecuaciones resul-
tantes son

Var(m* — m)

Il

ZAm’.C(s,- - 8;) 7T I
X]

D oAmy = 1.
La varianza de Kriging se calcula como

on = Var(m) = ji.



Apéndice C
Kriging simple

A diferencia del Kriging ordinario en el Kriging simple se supone que la media
m de la variable regionalizada Z(s) es conocida. En principio se considera a la
variable regionalizada Y (s) con media cero, de forma que Z(s) = Y(s) + m. El
estimador de Y'(s) esta dado por

Y*(80) = Z,\;Y(s).

Se usan primas para distinguir estos pesos de los de Kriging ordinario y de los
usados en la estimacién de la media.

Como antes el estimador debe ser insesgado y de varianza minima. Sobre la condi-
cién de insesgamiento hay que decir que automaéticamente se satisface ya que la
media de Y (s) es cero. Esto es,

E(Y*(80) - Y(80)) = E(Y_ A} (8:) — Y (s0)) =0,

asi que no hay restriccién sobre la suma de los pesos. La varianza de la estimacion
del error se expresa como

37
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Var(Y*(so) = Y(s0)) = E(Y_ XY (s) - ¥ (s0))*
=YY ANC(si- 8 22; C(si — 50).

Por lo anterior el sistema de Kriging es

Z,\c —8;) =C(8 — 8); 1,2,...,N, (C.1)

y la varianza correspondiente esta dada por

W, Vs N,

Una vez que se resuelve el sistema C.1 se encuentran los ponderadores y el esti-
mador de Z(sg) al reemplazar Y (s) por Z(sg) — m. Es decir

Z*(8g) =2Z"(80)+m
=Y N(Z(s) -m)+m
=Y NZ(s:) +m(1 =Y X)

=Y " XZ(s) + mAu.
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