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Capitulo 1

Introduccion

El objetivo principal de este trabajo consiste en responder la pregunta sobre si
es posible aplicar el formalismo de la cuantizacion por deformacion a la teoria de
la gravedad.

En [1] se intenta esta cuantizacién para toda la gravedad, quedando el signi-
ficado fisico muy obscuro. En esta tesis, tratamos de resolver el problema de la
cuantizacion por deformacién de la gravedad linearizada, pues, al tratarse de una
teoria mas sencilla, creemos, dejara mas claro el resultado.

Aunque cuantizar la teoria linearizada de la gravedad es, en principio, una
tarea mas sencilla que cuantizar la teoria completa, el camino que habremos de
seguir no es transparente, de manera que tendremos que “explorar” las distintas
posibilidades. A lo largo del camino nos encontramos con algunos cuestionamientos
particulares sobre el como. Y fue en el camino mismo que se encontré la forma de
responder a dichos cuestionamientos. A continuacién, expongo de manera breve el
contenido de cada uno de los capitulos que componen este trabajo.

En el capitulo dos, derivamos lo que se conoce como las ecuacién linearizada de
Einstein en la forma como se hace regularmente en los libros de texto. Basando-
nos en esto, intercambiamos los pasos que hay que seguir para encontrar estas
ccuaciones y encontramos otros dos caminos para hacerlo: uno que nos lleva al
mismo grupo de ecuaciones; otro que nos lleva a unas ecuaciones distintas, por lo
que podemos concluir que, a la hora de encontrar las ecuaciones, es sumamente
importante ¢l orden en ¢l que se hace.

En el capitulo tres, observamos el paralelismo que existe entre la ecuacién
linearizada de Einstein y la de la ecuacion de la forma covariante de las Ecuaciones
de Maxwell. Damos una forma especifica a la métrica de la teoria linearizada y
encontramos una posible interpretacion fisica de esta métrica.
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Ademads, con miras a cuantizar y, al ver que la cuantizacion se hace a nivel del
Hamiltoniano. topamos con el enorme problema de definir la energia en el campo
gravitatorio, aun para la teoria lincarizada. Tratamos de encontrar dicha energia de
dos formas: uno, como se hace en teoria de campos (en la seccién ultima del capitulo
dos) y dos: utilizando el paralelismo de la teoria linearizada con la electrodinamica
(en la dltima seccién del tercer capitulo).

El capitulo cuarto trata de la cuantizacon del campo electromagnético. Recor-
demos que la cuantizacién de la gravedad linearizada ya se ha hecho utilizando las
similitudes entre el campo electromanético v el gravitatorio débil, siendo asi como
se han encontrado algunos resultados anteriores. Esta es la razén basica para la
inclusion de este material como parte de este trabajo. El lector cuidadoso caerd en
cuenta que algunas cosas en la notacion son diferentes a otras partes de la tesis,
esto se hace asi por considerar que, de esta manera, se enriquece el panorama vy
exhibe la gran cantidad de formas que hay para abordar el problema.

El quinto capitulo habla basicamente de lo que es la cuantizacén por deforma-
cién. Dado que el tema es sumamente especializado, su exposicién se hace siguiendo
(10}, en donde se expone el tema de una manera introductoria. En este capitulo se
habla, también, de lo que se conoce como la cuantizacién del campo escalar, esto
se hace con el fin de comparar este método con el de la cuantizacién por defor-
macién. En la seccién 5.4 se muestra, con un ejemplo familiar para todos, el del
oscilador arménico, la herramienta tan fuerte que la cuantizacion por deformacién
representa. En la seccién 5.5 se muestra el resultado final al que llegamos con este
trabajo.

Hay, para finalizar, como apéndice un articulo que ha sido enviado a la revista
General Relativity and Gravitation parasu publicacién en un suplemento especial
en honor al Dr. Alberto Garcia.



Capitulo 2

Teoria de Einstein

La teoria de la relatividad general de Einstein es la teoria clasica del campo
gravitacional. En esta tesis adoptaremos el punto de vista moderno segiin el cual
una teoria cldsica de campos se debe poder derivar a partir de una accién S que
satisface el principio de minima accién S = 0, donde & representa la derivada
variacional. Puesto que las ecuaciones de campo resultantes de 65 = 0 deben ser
como méaximo de segundo orden, la accién se debe poder escribir como S = f LdS2,
donde df2 es el elemento de volumen en el espacio de 4-dimensiones y L es la
densidad lagrangiana que depende del campo a describir y sus primeras derivadas.
En este capitulo analizaremos este procedimiento para el campo gravitacional y
estudiaremos varias alternativas en el caso de un campo gravitacional débil.

2.1. Ecuaciones de Einstein

Para encontrar las ecuaciones del campo gravitatorio es necesario encontrar
la accién del campo. Sabemos que las ecuaciones que buscamos seréan encontradas
a partir de la variacién de la accién que corresponde al campo y a la materia. En el
caso de la gravitacion, el campo se describe mediante el tensor métrico g.s. (o, 8 =
0,1,2,3) Ademas, sabemos que la accién gravitacional debe ser expresada como:

8= /G\/—_ng (2.1)

donde la G es una funcién solamente de la métrica g3 y sus derivadas primeras,
que para ser invariante con respecto a transformaciones de coordenadas debe ser
escalar. Se puede demostrar que mediante la métrica ¢,5 v sus derivadas sélo se

on



CAPITULO 2. TEORIA DE EINSTEIN 6

puede construir un escalar R, el escalar de curvatura [2]. Calculemos la variacion
de dicha accién

5, = § / Ry/=gd§) = o / G R, an/—gdS) (2.2)

- / (Rag/=95°° + Ra3g®®6/=g + 4°*\/=g6 Ra3)d2 (2.3)

como sabemos que
Jasg”™’ =05 =4
entonces
9°7dgap = —gapdg™”
por lo que
dg = 99°°dgas = —99asdg™’
De lo anterior se deduce que:

ov—g = ——\/_gmﬁf’gm3 (2.4)

J—g“

Sustituyendo este resultado en la expresién (2.3) tenemos:

é/R\/—gdﬂ = /{R.,ﬁ s %gﬂgR)ag‘*"\fm_ng + /g““éRag\/—ng (2.5)

Acé tenemos un problema que consiste en calcular 6 R,g, para hacerlo recordemos
que el tensor de Ricci esta ha definido en términos de los simbolos de Cristoffel
como:

Rag =gy~ Lani + DagUo = Pk 8 (2.6)

Aunque las cantidades I'g, no son un tensor, se puede probar que las variaciones
de dichas cantidades si lo son [9]. Esto nos permitiria calcular § R,5. Sin embargo.
utilizaremos un método mas sencillo que consiste en introducir un sistema de
coordenadas localmente geodésico donde las primeras derivadas de g, son cero .
consecuentemente, también los simbolos de Cristoffel I'*5,. En este caso de (2.6)
tenemos:

9°°0Ras = 9°°(8T%4) 0 = 6°°(6T0,) . = 9°° (0T0p)w = 9™ (0T 0 ) = (") (27)

donde:
w" = g*PaTY, — g™“8T5, (2.8)
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Aqui hemos usado que la derivada variacional y la parcial commutan. Como w” es un
vector, escribimos la ecuacion asi obtenida en un sistema arbritario de coordenadas.
Ccomo:

g°P6R. g = — \/ gw” (2.9)

aqui hemos sustituido
por

y utilizado que
1
Aa = ﬁ(\/ —9A%) .o
que es la divergencia generalizada de un vector en coordenadas curvilineas.
Todo esto nos permite escribir la segunda integral de (2.3) como:

/ §*P6 Rogr/—gd = / (V=gw"),dQ2 (2.10)

que con el teorema de Gauss se puede transformar en la integral de w” extendida
a una hipersuperficie que rodee al volumen de cuatro dimensiones. Dado que las
variaciones del campo son nulas en los limites de integracion, este término es igual
a cero. Asi, la variacién 45, es igual a:

1 ;
05, = ](Raﬁ = eraaR)Jg""\/—ng (2.11)

mediante la variacion de la accion correspondiente:
Sim = /ﬁmdﬂ (2].2)

Se define el tensor energia-momento para una densidad Lagrangiana de materia
como [4]

a, 1 6Sm
S7 ‘/__go'gmi
El principio de minima accién 45, + 05, = 0 nos conduce. por lo tanto a la
ignaldad:

’T;\J .

(2.13)

1 .
/(Rﬂ.-j ] 59‘"3}? = 8.’.’7‘,.,1)(’19“"3 —gd§) = 0 (214)
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como la variacion es arbitraria entonces el integrando tiene que ser cero de donde:
1 o oe
HQJ - 5.‘700‘}? = SﬂTch (213)

que son conocidas como las ecuaciones de Einstein para el campo gravitatorio.

Estas ecnaciones representan un sistema de 10 ecuaciones diferenciales de se-
gundo grado en derivadas parciales, altamente acopladas, y son las ecuaciones que
describen el comportamiento del campo gravitatorio.

Recordemos que al comienzo de esta seccién habiamos mencionado que la den-
sidad Lagrangiana para el campo gravitacional, £, = /—gG, deberia depender
solamente de las primeras derivadas de g,5. Para obtener las ecuaciones de Eins-
tein tomamos G = R y donde R contiene también derivadas segundas de g,s.
Durante el proceso de variacion se eliminaran todas las segundas derivadas de g,g
en R, de forma tal que en las ecuaciones de Einstein no aparecen terceras deriva-
das. Existe una forma alternativa de derivar las ecuaciones de Einstein. En esta
forma las segundas derivadas de g, en R se eliminan antes de efectuar la varia-
cién y en la densidad Lagrangiana £, = /—gG realmente no aparecen derivadas
de segundo grado. Veamos esto a detalle. Utilizando la definicién del escalar de
curvatura podemos escribir:

V=9R = V=99""Rap = V=99 ((Thp) s — (Ta) 5 + TosTys — Ta,T5,) (2.16)
en el primer miembro del segundo término tenemos:
V=99"°(Tap) . = (V=99°Tap) s — Tas(vV=99%) . (2.17)
y en el segundo:
V=997 (Th,)s = (V=99"Th,).6 — Tau(V=99") 5 (2.18)
si nos deshacemos de los términos que nos dan lugar a una divergencia, nos queda:
V=9G =T%,(V=99"").s — Thp(V=99""),u — (T4, Th, — Tl 9%’ V=3 (2.19)
por otra parte sabemos que:
dg = 99°”dgas = —99apdyg®” (2.20)
Voque:

] 1 ol «
Ba = 59" ((gn)o + (900)s = (930) ) (2.21)
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que a su vez podemos escribir como:

1 v
Sa = 59% (Gav)., (2.22)
que deacuerdo con (2.20)

" 1 _ dlny/—g

B = %(Q)ﬁ = 5.8 (2.23)

la expresion para la cantidad gS”ng es:
Bupa 1 Bp o Bu v 1
g Fﬁp = -9""9"((9vp) u + (Guv) 5 — (gﬁu).c») = g"9*" ((9va) u — 5(9:3#).9) (2.24)

2

si utilizamos otra vez (2.20) obtenemos:

9T, = - (V=995 (225)

1
V=5
y como sabemos que:

Qa,u(gﬁs).u = _gnﬁ(gua).v (2'26)
por lo que también podemos expresar las derivadas de la métrica en funcion de los

simbolos de Cristoffel. De (g*?)., = 0 se sigue:

(gar'l)‘p = gwl - nggﬂv_ (2‘27)

N

Desde (2.20) hasta (2.27) nos avudan a demostrar que los dos primeros términos
del segundo miembro son ignales a \/—g multiplicada por:

i w3 v 8 i )
QFGSFEU-G = Fau g”ﬂ e Flaﬁruuga

- o™ — T g — Toap i)

v

= 2¢°"(T,T5, — Tagl) (2.28)
de donde, al fin, obtenemos:

G = g™(T% %, ~T%,I%,) (2.29)

ol oaf3"

que le llamaremos la densidacd lagrangiana reducida del campo, y que utilizaremos
mas adelante.
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2.2. Ecuacion linearizada de Einstein

El campo débil es aquel en que el espacio-tiempo es “aproximadamente” plano.
Esto es, existe un sistema de coordenadas en el que la métrica es del tipo:

Yo = Tas + has (2.30)
donde, 7,5 = diag(—1,+1. +1, +1) es la métrica de Minkowski y:
lhasl < 1, (2331)

Tales coordenadas son llamadas coordenadas “aproximadamente” de Lorentz. Es
necesario mencionar que la condicién de existencia de tales coordenadas no implica
unicidad. Es decir, si existe un sistema coordenado en que las ecuaciones anteriores
se cumplan, entonces existen muchos de tales sistemas. Para ver esto en concreto
estudiaremos ahora dos transformaciones que nos llevan de uno de estos sistemas
en otro: la transformacién de fondo de Lorentz y la transformacion de Norma.

La matriz de una transformacién de Lorentz en Relatividad Especial es la
transformacién de fondo de Lorentz:

v —vy 0 0
A= 5 3 {1} 8 , donde y = /(1 - ?) (2.32)
0 0 01

Lo cual nos permite pasar de un sistema inercial I, con coordenadas z%, a otro
sistema inercial I, con coordenadas 2%, que se mueve con velocidad v con respecto
a I. Para un campo gravitacional débil llamamos una “transformacién de fondo
de Lorentz™ a la que tenga la forma:

% = A%z (2.33)

en la que A%; es igual a una transformacién de Lorentz en Relatividad Especial.
No estamos en Relatividad Especial, de manera que ésta es solo una clase de
transformacién de todas las posibles, pero tiene una peculiaridad que se exhibe al
transformar por el tensor métrico:

Goi = Mol 59 = NN g0 + Ao A" 3Ry (2.34)
la transformacién de Lorentz es tal que:

‘.I\'ﬂt_l A“;_'ir]},uv = Na3: (235)
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por lo que obtenemos:
953 = Nag + ha3 (2.36)

con:
hsg = AN 5h,,,. (2.37)

Vemos que. bajo una transformacién de fondo de Lorentz, h,,, se transforma como
como st fuera un tensor en Relatividad Especial. Lo cual nos ayuda a pensar al
espacio-tiempo ligeramente curvo como si fuese plano con un “tensor” hy,, definido
en él. Por lo que todos los campos fisicos como R, estardn definidos en términos
de h,,, y se veran como campos en un espacio-tiempo de fondo plano. Es importan-
te tener en mente que el espacio esta curvo en realidad, y que tal ficcién surge de
considerar solo un tipo especial de transformacion de coordenadas. Encontraremos
que esta ficcién nos es 1itil de cualquier forma en célculos posteriores.

2.2.1. Transformaciones de norma en la teoria linearizada

Hay otro tipo de transformacién que nos sera 1til. Un pequenio cambio en
coordenadas de la forma:
' = 2%+ £%(25) (2.38)

generado por un vector £%, cuyas componentes son funciones de la posicién. Si
pedimos que £* sea pequerio, en el sentido de que |[£” 5| < 1, entonces tenemos
que la matriz de transformacion satisface:

Au,g = (Ia’).g =6% + EQ‘B, (2,39]
Ay = 8% — €% 5+ O(I€° 4I*). (2.40)
Se puede verificar que a primer orden en cantidades pequenas:
Ga'p = Aé’ AI‘:‘*QAT = Nag + hag — a8 — EB.ar (2'41)
donde se define:
£a = Napl®. (2.42)

Esto significa que el efecto del cambio de coordenadas es redefinir h,,4:
h‘(l,"i =¥ hnr-i . &ta_,i =y {-f,n (243)

Si todos los |€” 5] son pequenos. entonces la nueva h,g es pequena también, por
lo que todavia estamos en un sistema de coordenadas aceptable, éste cambio es
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llamado una transformacion de norma. término que es usado por la fuerte analogia

entre la ecuacion anterior v las transformaciones de norma del electromagnetismo.
En funcién de nuestra métrica linearizada, los simbolos de Christoffel v el tensor

de Riemann, quedan expresados de la siguiente forma, a primer orden en h,,, :

1
FOJ;.( ES 5?}0”(}1”{1‘# g h'v,u.J = ha}u.u) (2’14)

1
Hm’i;w = §(huu,ﬁ;l + hﬁp,(:v = h{m,{f:} = h.riu.n;.l) (245)

La expresion para el tensor de Riemann es independiente de la norma que
se use. Esto se puede demostrar aplicando la transformacién de norma (2.43) en
(2.45) y utilizando el hecho de que las derivadas parciales de £, conmutan. De la
expresion para el tensor de Riemann podemos derivar los tensores de Ricei y de
Einstein. teniendo en cuenta que los indices suben y bajan mediante la métrica
de Minkowski n44. El resultado del calculo se puede expresar de una forma mas
sencilla al introducir la traza:

h = h%, (2.46)
y el tensor:
- 1
hoP = PR iqﬂ%. (2.47)
Vemos que a primer orden en h,g se cumple que:
1 1. o o & -
Rop — §9a3R = -E[huﬁ.p'u + Naghu ™ — happg™ — hgua™) (2.48)

donde hemos definido que para cualquier funcién f:

freEel. (2.49)

Esta claro que la expresion (2.48) se simplifica si pedimos que se cumpla la norma
de Lorentz: )
M, =0 (2.50)

Estas son cuatro ecnaciones, v como tenemos cuatro transformaciones de norma
£ esperamos encontrar una norma en que la ecuacién anterior sea cierta. Para
mostrar que lo anterior es correcto supongamos que tenemos alguna ﬁﬁvﬁem para
la cual A¥¢99 £ (). Entonces bajo un cambio de norma (2.43), se puede mostrar
que F:,,“, cambia a:

ﬁ}::’m-.m] = hhlmjﬂ) - élv-v - 6'&1: + nxw&n.n (251)

i1
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entonces la divergencia es.
T . ' 1 -
h(n ueva)jy ” h[l rqa);u/." éj{ /‘V (2‘02)

y si queremos una norma en que h"erarY = () entonces €4 se determina por la
ecuacion:
e plvieja)pe
e = h

(2.53)

ecuacién que siempre tiene solucién para cualquier funcién h("*©/%# suficientemen-
te bien comportada; solucién no tnica, pues cualquier vector n** que satisfaga la
ecuacion de onda homogénea, le puede ser sumado y el resultado aiin satisfara la
ecuacion inicial, de forma tal que la norma de Lorentz representa en realidad toda
una clase de normas.

En esta norma vemos que se cumple:

1 I
Rog = §QaﬁR - —5%,3,,{” (2.54)

entonces las ecuaciones de campo débil son:
hn‘-;_“'u = _lﬁﬂTaﬁ (25.5)

conocidas como las ecuaciones linearizadas de Einstein.

2.2.2. Linealizacién de la accién de Einstein-Hilbert

En la seccién anterior derivamos las ecuaciones linearizadas de Einstein aplican-
do el procedimiento de linealizacién directamente sobre las ecuaciones de Einstein.
Es interesante preguntarse si las ecuaciones linearizadas también se pueden obtener
a partir de un principio variacional, aplicando la linealizacién a nivel de la accién
de Einstein-Hilbert antes de efectuar la variacién. Es decir. nos preguntamos si la
variacion y la linealizacién son procedimientos que conmutan.

Tomemos nuevamente h,; como una perturbacién de la métrica plana de
Minkowski y veamos la forma linearizada de la accién de Einstein-Hilbert S, =
[ V/=gRdQ. Puesto que mediante la variacién esperamos obtener ecuaciones a pri-
mer orden en h,g, resulta claro que el escalar de curvatura R debe ser calculado
hasta segundo orden en h,s. Recordemos que de acuerdo a nuestras convenciones
R = g"¢"’ Rupu, con g** = p#@ — h#*. De la ecuacién (2.45) obtenemos a segundo
orden en hyg que:

1 ;
It = 5(1;“"‘;_11"’j — 2o v 4 h."“h”';){h,wl_,;, + i — Baise = Dauy)  (256)
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1 : ) .
R= E(npﬂﬂw - 2”;“3h"ld)(hau,;'iji T hﬁp.tw = hayﬁu — hfﬁi/,n‘u) + ()(hz) (25?)

por lo que:
. 1 (
d/R\/ —gd§) = 50/(13"‘j — 2h"B) Ry, \/—gdS2 (2.58)

1

= 5/5951,(;;"3 — 2h"%) /=g + R, 0((n? — 2h*%)\/=g]d2 (2.59)

De la misma forma como se vid en la seccion 2.1 el primer término se anula en la
frontera.

i i 1
) / Ry/—gd) = % / Rs,6(n”® — 2h"P)/=gdQ + : / Rp,6v/=g(n"® — 2h"?)d2

(2.60)

Ahora utilizamos la ecuacién:

1
SR = ey, G0 2.61
(V=9) = -3 =509 (2.61)
obtenemos que:
o [v=aran=3 [ V=aRabar - 27 (2.62)
1

4 [ V=9R5 (1" = 20"°) (M + hyua) (1"* — h#*)dY (2.63)

de ahi que:

) / V—gRdQ = %f(—?Rg,, + %Rm(n‘“‘ — 2h"*)(nyp + hy3))dR"P/=gd§

(2.64)
si definimos el tensor energia-impulso como en la ecuacién (2.13) y observamos que
la variacién dh¥8 es arbitraria, obtenemos:

1
—Ry + 1]1’.,”,(?,:““ =20 (s + hyy) = 81Ty, (2.65)
de donde, a primer orden:

1
-;{30 5 I?}JJSR — STTTGD (26(])
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Finalmente si introducimos el tensor h®?

ecnacion precedente se transforma en:

definido anteriormente tenemos que la

1 : 1 . - = =
5 ”-if’h(}ljl.ﬁn T 57”»"‘1:\3,“ = hm..-.dﬂ = hdu“.u 5 e h.}‘u,un = ‘87‘—T.ju (26‘)

que al aplicarle la norma de lorentz, nos da:
| .
Z”{Ivhn_“ t+ h;iu,a = —8n Ty, (2(’8)

Esta es una ecuacién que difiere de la que se obtuvo anteriormente (2.55). La ecua-
ci6én (2.68) ha sido obtenida cambiando el orden de la variacion y de la linealizacién
de la accion utilizado para obtener (2.55). Esto nos dice que, en este caso, el variar
y el linealizar no son procedimientos que conmutan.

2.2.3. Linealizacion de la accion reducida de Einstein-Hilbert

En la seccién 2.1 hemos visto que en el Lagrangiano de Einstein-Hilbert se
pueden despreciar todos los términos que contienen segundas derivadas puesto
que corresponden a términos de frontera. De esta manera se obtiene la accién
que hemos llamado reducida. En esta seccién queremos derivar las ecuaciones de
campo correspondientes, pero aplicando primero la linealizacion a nivel de la accion
reducida y luego el procedimiento de variacién con respecto a la métrica.

En la ecuacién (2.29), se ve que el Lagrangiano reducido de Einstein-Hilbert

es:
G = gaﬁ(r';p Ev = FﬁﬁF:v) (269)
Donde I', 3 son los simbolos de Christoffel:
l v
gp = 590 (.()'Uﬁ..ll b o Gops — .qa'ijt,u) (270)
Por lo que:
1 1/
T‘z;: = §g a(ym‘!.}! + gﬂjt,u e yu;l,a) (271)
1 1]
Ft;u = ng (gpﬁ.v -+ Jov.3 — y-’ju.p) (272)
i l ¥ L
FLJ — _g” : (y'pn--'l' + Gv3,a — ,()‘u-i.",) (2 f&}

2
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ald 1 v e
I;m = 5(} Agrd,p (2.’4}
Y que:

Jond"’ v = =9" gapw (2.75)

De donde: i
_F:m = _é(gva..ugao + gva.aga,u - gw .agmx) (276)

1
=I5, = 5(9" v9p3 + 9 89 — 9" p950) (2.77)

1
_I‘iﬁ = “2‘(9‘”‘1’59?0 + 9" aGvs — 9" 19as) (2.78)

1

—Th = 59" g0 (2.79)

Esto implica que podemos escribir G en funcién de la métrica y sus derivadas:

1 o va vo it
G= Eg ‘G{(g 190 T 9 aGou— 9 .o‘gay)(gpp‘vgﬁﬂ + gppﬂgpf-' - g#pn"gﬁ”) (280)

- (9#?,3970 T gply,ag’rﬂ - gu?,‘rgaﬁ)(gux.pgw\)l

Ahora si tomamos la parte linearizada y subimos y bajamos indices da:

1
G = Z(H® 4 B2 — K99y + hpuis = houg) = 324 5 — h¥)(h,) (281)
Y simplificindolo
11 Bu.p Buv.p 1 H 9
G = _E(ﬁh Phup — B Phog — é-h hy + R uh) (2.82)

Del lagrangiano anterior podemos explorar si es posible llegar a las ecuaciones
de campo linealizado de Einstein, para lo cual aplicamos las ecuaciones de Euler-
Lagrange, [3]:

oL a oL

((N?.,_.ﬁ f).'l’.'” ':}hr.\r,ii,u

Con £ = G obtenida anteriormente. Para mayor claridad en el desarrollo hacemos
los siguientes calculos parciales:

=0 (2.83)

G[fzﬁ"-"hg,, P] .
—— =20 2.84
(7 [ . ! ( )
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D h ] N
D o s B 2.85
Oh ) ! (2.85)
dh*h,,) "
— =2n""h"° 2.86
e S
4 ud,il
a7 R +n™"h 4 (2.87)
i -

( 3 1 ) . .
af»v afG = =5 (W™ = BT BT = T 0 R + T ) (2.88)

Ahora cambiamos a h, sumamos la parte correspondicnte a T™ y aplicamos una
vez mas la norma de lorentz para que nos quede:

R, = —16nT™ (2.89)

Esta ultima ecuacién coincide exactamente con la ecuacién linearizada de Eins-
tein (2.55) que se habia obtenido aplicando la linealizacién a nivel de las ecuaciones
de campo. De esta manera hemos demostrado que el Lagrangiano reducido (2.82)
nos lleva directamente a la ecuacién linearizada de Einstein cuando se varia con
respecto a la métrica h,g. Este resultado es importante para los objetivos de este
trabajo puesto que ahora podemos hablar realmente de una “teoria” (en el sentido
de teoria de campos) que se obtiene de una accién mediante la aplicacion de un
principio variacional.

2.2.4. Comparacion de los diferentes métodos

Lo que hemos hecho en las 1ltimas subsecciones ha sido obtener las ecuaciones
de la teoria linearizada de distintas formas.

En la seccién 2.2.1 lo que hemos hecho es utilizar las ecuaciones de Einstein
tal como fueron obtenidas en la seccién 2.2, es decir variando la accién primero.
linealizando después, y utilizando la norma de Lorentz para llegar a las ccuaciones
tal y como las conocemos cominmente en los libros de texto.

En la seccién 2.2.2 hemos hecho algo distinto: primero linealizamos el accio-
nando, que es el escalar que esta dentro de la integral de accion, después variamos
el resultado obteniendo como resultado lo que esperabamos mas un término extra.
de lo que concluimos entonces que el variar v linealizar no son operaciones que
conmutan.

En la seccion 2.2.3 hemos utilizado un procedimiento distinto. Esta accion se
obtiene a partir de 2.29 al eliminar los términos de frontera en la accién. Con
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(2.82) lo que hemos hecho es aplicar las ecuaciones de Euler-Lagrange, que se sabe
se obtienen de variar la accién y obtenemos las ecuaciones de la teoria linearizada
tal v como en 2.2.1.

Lo anterior se ha hecho con tres propositos: el primero ha sido el de conocer
mejor el material v las herramientas con las que se trabajara. El segundo ha sido
el de buscar si es que hay otras formas para encontrar lo que se conoce como las
ccuaciones de la teorfa linearizada de Einstein. Se ha visto que efectivainente, hay
otros caminos para hacerlo y que no todos son equivalentes. El tercer propdsito es
el de explorar a qué nivel de la derivacién de las ecuaciones linearizadas de Einstein
se introduce la cuantizacion.

Se concluye que la forma que parece mas firme es hacer la cuantizacién a
nivel de la accién reducida de Einstein-Hilbert, pues esta accién (2.82) lleva la
informacién de la linealizacién, sin los términos de frontera que a fin de cuentas
resultan accesorios, ademas de que nos conduce al resultado usual de una manera
muy clara. Otra razén para considerar esta ultima opcién es el hecho de que en
la literatura de cuantizacién por deformacién que utilizaremos, la cuantizacién se
hace a nivel del Hamiltoniano, que es lo que trataremos de obtener en la siguiente
seccion.

2.3. Tensor energia momento de la teoria linea-
rizada

Para la cuantizacién por deformacién que trataremos mas adelante es impor-
tante conocer la energia del campo a cuantizar. Entonces surge la pregunta ; Cual
es la energia del campo gravitacional débil que hemos analizado anteriormente?
Para tratar de responder esta pregunta, recordemos someramente como se define
la energia en teoria de campos. Para construir la teoria de un campo, por ejemplo
®(x*), se debe partir de un Lagrangiano (densidad Lagrangiana) L£(®.® ,) que
sirve para definir la accién S = [ £(®, ® ,)d*z. Si aplicamos el principio de accién
minima sobre esta accién llegamos a las ecuaciones de Euler-Lagrange que determi-
nan la dinamica del campo ®. Por otra parte, el teorema de Noether nos dice que si
el Lagrangiano es invariante con respecto a ciertas transformaciones infinitesima-
les (simetrias), entonces existen cantidades conservadas. En particular, mediante
el teorema de Noether se puede definir el tensor candnico de energia-momento (3]

4 B
2%,

TS =g &, —-n°°L . (2.90)
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Aqui vemos que aparece la métrica de Minkowski de forma explicita. Este es un
ingrediente necesario en la construccion de cualquier teoria de campos vy juega el
papel de “espacio de fondo” donde “vive” el campo ®. NMientras que el campo &
es un objeto “dindmico” de la teoria, la métrica de Minkowski es un objeto que
no interactia con @, es decir, no tiene ninguna dinamica. Para la construccion
de las cantidades conservadas (2.90) es indispensable que exista un “espacio de
fondo”. Si quisieramos aplicar este concepto al caso del campo gravitacional, nos
encontramos con el grave problema de que la métrica g,5 determina el campo v
por lo tanto se convierte en un objeto dindmico de la teorfa. Entonces, en general
no existe un “espacio de fondo” con respecto al cual la métrica es dindmica. Por
esta razdn no existe una definicién de energia (local) para el campo gravitacional
en la teoria general de la relatividad (aunque existen casos muy particulares en los
que si es posible dar una definicion de energia local [4]).

Analicemos ahora el caso de la teoria linearizada. Como demostramos en la
seccién 2.2.3, las ecuaciones de campo se pueden obtener aplicando el principio de
accién minima sobre la accién reducida con el Lagrangiano (2.29). La variacion se
realiza con respecto a la métrica hqag y las ecuaciones de campo (2.89) nos dicen
que h,g es el objeto dindmico de la teoria. Puesto que en este caso la métrica de
Minkowski no “participa” en la dindmica del sistema la podemos considerar como
el “espacio de fondo” con respecto al cual podemos definir cantidades conservadas y
de esta manera regresamos al caso de teoria de campos en el que la ecuacion (2.90)
es aplicable. Obviamente se necesitaria un analisis mas detallado de estas ideas
para asegurar que éste resultado es completamente correcto; sin embargo, para
fines del presente trabajo vamos a considerar esta argumentacién como suficiente
para ver hasta que punto se pueden seguir desarrollando estas ideas. Entonces, la
generalizacion de la ecuacion (2.90) al caso de la teoria linearizada seria:

oG

—,I p—
Ohpe

donde G es el Lagrangiano reducido (2.82).
Calculo el tensor energia-momento ayudiandome de los siguientes calculos in-
termedios:

T =™ G , (2.91)

8hd,\ (PP Ry ) = ZHTAE (2.92)

d od aAy w5 Ak paT .
ET " he) SR R0, (2.93)
O (W3 hags) = 2N (2.94)

('Hifh‘\ﬂ
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d :
h®ho) = 2n*h° | 2.95
?)h,\-,\‘a( 1h o) n 3 (2.95)
l TAK LT TRAT
TP — 511""\.0(2,‘1 el "™h . -h . ) —n°?G (2.96)
1 1 —a
G=1 [bm?.'} (;,_,,.F‘,, e ihﬂ,,‘.,) — hoh 33] (2.97)

Lo que estoy buscando es la energia asociada al campo. Esta informacion esta con-
tenida en la componente 00 del tensor anterior, es decir:

1 . —xA0, 1 1 >
’T{m = ihn;{g(zgoAn o nAKEDT,r = h& ) “F 5 [haﬁﬁ (hfi"r,u = Ehﬂﬂf‘r) == h,nhaé_;jl
(2.98)
En el préximo capitulo veremos como la teoria linearizada tiene algunos para-
lelismos con el electromagnetismo, por lo menos a nivel de las ecuaciones. Este
paralelismo se ve revelado con la métrica siguiente:

ds? = —(1 — 2¢)dt? + 2yidtda’ + (1 + 2¢)d,;dz" da’ (2.99)

correspondiente a una perturbacién infinitesimal de la métrica de Minkowski. Por
lo tanto de acuerdo a (2.30), la métrica hoy tiene la forma

200 1 2 M

| m 20 0 0
ba=| X 0 25 0 (2.100)

3 0 0 2¢

donde ¢ y v; (i = 1,2,3) son funciones de las coordenadas.

Recordemos que:

1
~n*h (2.101)

Eaﬁ o hm’i -
2

Donde o
h=h% =-h (2.102)

de ahi que para h nos da:

(2.103)
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Calculo uno a uno los términos de la componente 00 del tensor energia-momento

con hay v has definidas anteriormente:
Opor - A i i
PR . = —4(d ) (40 — N1z — 2.y — 13.2)

R 2R, 00 = 8(0.4)% — 2((v10)? — (72:)° — (73.)%)
A2 hy® =8(94)? — 4(021t + Sy 2 + G.2734)
= ((’?1.:) T (“."2.:) (‘]’3.:) )
+ 2‘:".!(71‘: + Yo+ 73,2)
hah® 5 =16(¢,)% — 4(0.) (M + Y2y + 13.2)
- 4(@,):71..' =t ‘;&,y"flt + ‘p.z'}‘?»,l‘.)

h® T hgo = 16(—(8:4) + (6.2)* + (84)* + (9.2)%)
+2((1.4)? — (ne)® = (na)* = (n2)?
+2((724)% — (12.2)* - (’Yz,y) ( 2,2)
+2((v3e) — (13:2)* — (739)* — (73.2)

)

hﬂﬁnhﬁv,a = 4(‘(‘35.! i (4’:) + (¢ 3)2 (¢z 2
+ (M) + (20) + (130)°
= (“n_.:)2 = ("rz.y)z - (’Ya,z)z
+4(d e + Dyv2e + D2v3e)
= 2(Myr2z + NNz + V2,2 738)

- 4¢,: (‘Tl,x + Y2y o '73,7.]
2 3

2

)
A
)
)

(2.104)

(2.105)

(2.106)

(2.107)

(2.108)

(2.109)

donde hemos utilizado la convencién 2! =z, 2?2 =y, 3=z y 2°=1 Al

sumar nos queda:

T® =6(4,)> — 2((¢.2)* + (0,)* + (.2)%)

2
—4(7L, 2.2 + N2 V32 + V2:V3y)
= 10(¢,0) (712 + Y24 + V3.2)

+ g((“x’l.r)z + (. t) + :u) (‘:‘1.;)2 == (‘}‘2,9)2 - (‘:":;.2)2)

+ 8(dame + O yv2r + D 2v34)

+ 1((7].5;)2 o (71.:)2 + (72.1:)2 T (72,2)2 T (73‘:)2 + ("{3.;—)2}

(2.110)
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Resumiendo que hemos hecho en esta seccién ha sido encontrar la energia local
del campo gravitacional débil, utilizando el teorema de Noether. Esto lo hemos
hecho teniendo en mente gue esta energia nos podria servir como el Hamiltoniano
a la hora de cuantizar. Al ver la expresion anterior nos podriamos preguntar por su
significado fisico, lo cual implicaria un analisis mas detallado, cosa que no haremos
aca, pues no es el objetivo de este trabajo.

Lo que si esta relacionado con este trabajo es ver si dicha expresion puede ser
utilizada a la hora de cuantizar. En la seccion 3.2 veremos que este Hamiltoniano
tiene el problema de que implica un sistema de constricciones, problema en el cual
no se ha escrito la ultima palabra dentro de la cuantizacion por deformacién. Por
lo que nos veremos en la necesidad de buscar otros caminos para lograr nuestro
proposito.



Capitulo 3

Teoria Linearizada y
Electrodinamica

En este capitulo se discute la similitud que tienen las ecuaciones en forma cova-
riante de la Electrodinamica v las ecuaciones de la teoria linearizada de Einstein.
En la primera seccién se muestra la forma covariante de la electrodinamica. En la
seccion siguiente se exhibe la teoria linearizada de Einstein como la representacién
de Maxwell. En la seccién 3.3 se muestra el limite Newtoniano de esta teoria El
resultado mds importante es el de encontrar el Lagrangiano y el Hamitoniano a
los cuales se les aplicara la cuantizacién por deformacién.

3.1. Covariancia de la Electrodinamica

La covariancia de las ecuaciones de la Electrodindmica fue mostrada por Max-
well y Poincaré. Implica que las distintas cantidades F, B, J, p se transforman de
acuerdo con las transformaciones de Lorentz. La relacion entre la densidad de carga
p(z®) v la densidad de corriente J(z2*) esta dada por la ecuacién de continuidad:

dp
—+V-J=0 3.1
5 (3.1)
De ahi que si se plantea que p v J forman una misma cantidad que se escriba:
JE=g,) (3.2)

entonces la ecuacion de continuidad (3.1) se puede escribir de la forma siguiente:

Jo, =0 (3.3)

23
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En la familia de normas de Lorentz las ecuaciones de onda para el potencial vec-
torial v el potencial escalar son:

A 2
arJ = 5?2— - VA (3.4)
e 2 ?
4?T,0 — —a—t'a‘ - Vo (35)
Con la condicién de Lorentz,
od
> +tV:4=0 (3.6)
Ambos potenciales los escribimos en el potencial 4-vectorial como:
A* = (®,A) (3.7)

Entonces las ecuaciones de onda y la condicién de Lorentz se puede escribir en
forma evidentemente covariante,

0A® = —4gnJ® (3.8)

A%, =0 (3.9)

Definamos un tensor de campo antisimétrico de rango dos como:
FoB = AP _ Ao (3.10)

B =l i
E. 0 =B B
E, B. 0 -B,
E. =B, B. 0

las ecuaciones de Maxwell quedan:

Fop = (3.11)

Fef = —4nJ" (3.12)
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3.2. La representacion de Maxwell

En [5] se senala que la teoria electromagnética y la linearizada de Einstein tienen
la misma forma. En esta seccién derivamos este resultado. Sea U® un vector no
nulo. Definamos el potencial vectorial como:

Aq = —iﬁasyﬁ (3.13)

y la corriente como:

Jo = —TopU? (3.14)

Con esto, encontremos la forma explicita de las ecuaciones de Maxwell (3.12)
obtenidas en la seccién anterior:

Ao = —i(ﬁaa‘{’b"a + 2hag AU + hogUB") = —4ndo = 4nTopU?  (3.15)

que se reducen a las ecuaciones de la teoria linearizada si tomamos:
2R UPY + hogUB =0 (3.16)
Por otro lado vemos que:
A = —i(ﬁagvf*vﬂ + hogUP) =0 (3.17)
es equivalente a la norma de Lorentz si se satisface la condiciéon
hagll?® =0 (3.18)

De manera que si introducimos un vector U* que satisfaga las condiciones anterio-
res, tenemos que las ecuaciones de Maxwell llevan a las de de la teoria linearizada
de Einstein con A, v J, definidos anteriormente. En particular las condiciones
impuestas a U” se satisfacen si se toma el caso U®=constante. Hay otro tipo de
soluciones, pero para nuestros fines este caso solo, es suficiente.

Se sabe, ademads, que las ecuaciones de Maxwell se obtienen al variar el La-
grangiano

1
E,'lfu.rr::r‘."f = _1 ‘-'m}Fud + "lﬂ-"la"’n ’ dUlldC ’pur,i' = ‘)l.'i,n B "ln,-i ) (519)

con respecto al potencial A,.
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Otra vez esto nos permite considerar la métrica h,5 de forma tal que podamos
trabajar con ella como en una teoria de campos en el espacio de Minkowski. Por
cjemplo, podriamos asociar un tensor energia-momento a (3.19) como su derivada
variacional respecto a la métrica de Minkowski. Podriamos usar este argumento
para calcular las densidades de energia y momento asociadas al campo descrito
por has.

Tenemos ahora dos Lagrangianos, (2.82) y (3.19), que nos llevan a las mismas
ecuaciones de campo, una vez aplicada la condicién de norma de Lorentz. Desde el
punto de vista de la teoria clasica son equivalentes v diferiran solamente en térmi-
nos que se anulen en la frontera, pero desde el punto de vista de la cuantizacion por
deformacion nos pueden llevar a estados cuanticos muy distintos. Para el proble-
ma de la cuantizacién que aqui se trata, usaremos el Lagrangiano de Maxwell, por
considerar que la analogia con el campo electromagnético nos permitira reproducir
algunos resultados conocidos de una manera mas simple.

Consideremos ahora el Hamiltoniano asociado con el Lagrangiano de Maxwell.
Las variables de configuracién estan dadas por a,. Los momentos conjugados co-
rrespondientes 11, son:

o — dEmazua _ Fy® (3.20)

dAa

donde el punto representa la derivada con respecto a la coordenada temporal z°.
Por lo tanto Il = 0 y consecuentemente tenemos un Lagrangiano singular para el
cual no podemos construir un Hamiltoniano. En la teoria de campos la cuantizacion
de dichos Lagrangianos se lleva a cabo usando el método de Dirac para sistemas
con constricciones (vease, por ejemplo [8]). Pero en el contexto de la cuantizacién
por deformacién este método todavia se esta construyendo. En el caso de la teoria
de Maxwell, existe un método alternativo que consiste en modificar el Lagrangiano
de Maxwell de acuerdo con (se toma J, = 0 por simplicidad)

IR (3.21)

1 .
£:__F Fmi_
4 2

Las ecuaciones de campo son otra vez A, 3 = 0y la condicién de norma de Lorentz

A,® se postula por separado. Después de algunas manipulaciones algebraicas, el
Lagrangiano anterior, puede ser reescrito como:

] A . " __
L= —5.40_3,4“-*‘ ¥ EAB-S‘ AP = AP A" — A AP (3.22)

el segundo término puede despreciarse pues puede ser transformado después de la
integracion en un término de frontera que no contribuye a las ecuaciones de campo.
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El punto que hay que resaltar sobre la ecuacion anterior es que este Lagrangiano
es regular en el sentido de que ninguno de los momentos conjugados se anula. De
hecho, facilmente se puede ver que 1, = A,, v el Hamiltoniano correspondiente es

1 .
H = S(TL0° + Aq,A™) (3.23)

Es entonces cuando las variables canonicas del espacio fase satisfacen las relaciones
de conmutacion estindar con respecto al paréntesis de Poisson:

{Aa,lIg} = bap {Aa, Ag} = {Ila, 11} =0 (3.24)

3.3. El limite Newtoniano
Tomemos ahora el siguiente elemento de linea para la teoria linearizada:
ds® = —(1 — 2¢)dt* + 2v,dtdz’ + (1 + 2¢)6;jdx*dx’ (3.25)

donde ¢ y v; son funciones que dependen de las coordenadas. Para la h,; tenemos
que la métrica anterior corresponde a: hgp = 20. hj; = 2¢d;; y ho; = 7. Las
ecuaciones del campo toman la forma:

" = —4n1To, 7o = —16aTy, Ti; =0, (3.26)
Con estas variables la condicién de Lorentz es:
4p — 094, =0, =0 (3.27)

donde el punto indica derivada con respecto al tiempo. Para la representacién de
Maxwell consideramos el vector U® = d;* de forma tal que el potencial vectorial se
escriba como:

1
Ay = —'4‘(4¢, Y1, Y2: V3) (3.28)
Tomemos, también, 7,5 como
Tas = —pUaUg + JoUs + JgUq (3.29)

que esta de acuerdo con la definicion dada anteriormente y con las ecuaciones del
campo con p = Tpy. Si v, = 0 entonces tenemos que las ecuaciones de campo se
reducen a

0, = —4dmp (3.30)
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que es la ecuacion de Poisson. Vemos entonces que ¢ es el potencial Newtoniano.
Si 7, no se anula tenemos entonces la primera contribucion de la teoria de Einstein
al potencial Newtoniano. Vemos de la ecuacién

"I'l',ﬂu == —'lﬁﬂ'Tgl‘ (331)

que la fuente de ~v; son los elementos cruzados de Tp; que en el caso de una dis-
tribucion de masa se relacionan con ¢l momento angular. En la representacion
de Maxwell las 7; corresponden a las componentes “magnéticas” del campo gra-
vitacional, razén por la cual a este campo se le llama “gravitomagnético”. Para
T,s = 0. las funciones ¢ y ~, satisfacen la ecuacién de onda sujeta a la condicién de
norma (3.27). Este es el caso al que nos referiremos de aqui en adelante. Veamos
ahora como quedan los Lagrangianos que hemos utilizado hasta el momento con-
siderando el caso mas sencillo posible: v = v3 = 0 ¥ 7, := 7. Con estas variables
cada uno de los Lagrangianos queda expresado como:

v 7 T c g 1 0
Lreducido = —6¢° — 2690 ; + 4701 + E[(’Y.z)z + (v2)? (3.32)

esto para el Lagrangiano reducido (2.97). Ahora para el Lagrangiano para la re-
presentacién de Maxwell (3.19) queda:

1 i 1. . 1
L Mazwell = —‘—1{—25’%.@3 - g?z +9p1 + g[(’?.z)2 + (7.3)?)] (3.33)

mientras que el Lagrangiano modificado (3.22) nos queda:

L= —§(¢ — Vi — 7" + —5”%7,3') (3.34)

Aunque los tres son Lagrangianos diferentes, desde el punto de vista cldsico son
equivalentes pues al variarlos respecto a ¢ y v llevan al mismo grupo de ecuaciones,
una vez que la condicién de Lorentz se cumple. El Lagrangiano (3.33) es singular,
pues el momento asociado a la variable de configuracién ¢ es cero. El Lagrangiano
(3.32) también es considerado singular, pues el momento asociado a la variable
resulta ser proporcional a ¢, por lo que puede ser expresado en términos de la
variable de configuracién ¢. El tinico Lagrangiano completamente regular es (3.34).
Es por esta razén que se utilizara de aqui en adelante su Hamiltoniano asociado.
Resumen del capitulo: Hemos probado que las ecuaciones de Maxwell se pueden
escribir como las ecuaciones de la teoria linearizada con una cierta eleccion de el
potencial vectorial y la corriente. Anteriormente va habiamos mostrado como el
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variar el Lagrangiano de la teoria linearizada nos lleva a las mismas ecuaciones.
Hemos encontrado, pues, tres Lagrangianos que nos llevan al mismo grupo de
ccuaciones, tres Lagrangianos con tensores energia-momento distintos. Tenemos
que decidir ctal es que utilizaremos para cuantizar. pues los tres nos llevan a
resultados distintos. Dado que la analogia de la electrodinamica con la gravedad
linearizada nos resulta tan productiva, pues nos permite darle una interpretacion
fisica a las variables involucradas y ademas nos da una definicion del tensor encrgia
momento asociado. es su Hamiltoniano de Maxwell modificado, es decir. el que
viene de un Lagrangiano no singular (3.34), el que utilizaremos para hacer la
cuantizacion.



Capitulo 4

Cuantizacion canénica del campo
electromagnético

Este capitulo es una somera introduccién a como se hace la cuantizacién usual
del campo electromagnético. Se incluye aqui, en un capitulo aparte, pues la no-
tacién utilizada difiere de la que se usa en toda la tesis. Esto se hace con el fin
de comparar los distintas distintas formas de cuantizar y ver que podemos apren-
der de cada uno de estos procedimientos, de manera que nos ayuden a resolver el
problema del que se ocupa. Lo incluido en este capitulo se sigue de [9)].

4.1. Cuantizacion candnica del campo electro-
magnético

Para tratar a la teoria electromagnética como un objeto cudntico, empezaremos
con una descripcién clésica del campo en la cual es tratada como un conjunto
infinito, pero discreto de variables.

Sea A(r,t) el potencial del campo electromagnético libre, que satisface la con-
dicién de transversalidad:

divA = 0. (4.1)

El campo en un volumen fuito puede ser expandido en términos de ondas
viajeras, siendo el potencial

A = aye*T 4 afte kT (4.2)
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donde los coeficientes, a; son funciones del tiempo tal gque
ap ~ e, w= k| (4.3)

Como la divergencia del potencial vectorial es cero, los vectores complejos a, son
ortogonales a los correspondientes vectores de onda: ay - k = 0 La expresion para
el potencial vectorial se toma sobre un conjunto discreto infinito de valores del
vector de onda. El cambio a una integral sobre una distribucion continua podria
hacerse por medio de la expresién d*k/(2m)* para el niimero de posibles valores de
k que pertenccen al elemento de volumen d*k = dk,dk,dk, en el k-espacio. Si se
especifican los vectores ag. el campo dentro del volumen que se considera queda
completamente determinado. De forma tal que estas cantidades se pueden ver co-
mo un conjunto discreto de variables de campo clésico. Para explicar la transicién
a la teoria cuantica, necesitamos hacerle algunas transformaciones, donde las ecua-
ciones de campo tomen una forma andloga a las ecuaciones canénicas (ecuaciones
de Hamilton) de la mecanica clasica. Estas variables de campo canénicas se definen
Como:

Q= ﬁ:ﬂ(ak raf). Pe= ;_;’r(ak —a}) = (4.9)

que evidentemente son reales. El potencial vectorial se expresa en términos de las
variables candénicas como:

L,
A= Var ;(chosk -7~ =Pesink 1) (4.5)

Para encontrar el Hamiltoniano H, habra que encontrar la energia total del campo,
1
— [(E* + B)d® 4.
& [+ B (46)

y expresarla en términos de las nuevas variables Q. v F. Cuando A se escribe
como la expansion (4.5) el resultado de la integracién es:

H= %Z(Pﬁ AN ) (4.7)
&

Cada uno de los vectores Py v () es perpendicular al vector de onda k. por lo que
tiene dos componentes independientes. La direccién de estos vectores determina
la direccién de polarizacion de la onda correspondiente. Si denotamos a los dos
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componentes del campo como los vectores Qy v Py (en el plano perpendicular a k)
por Qia, Pra(a = 1,2). el Hamiltoniano se puede escribir como:

1 : o
H= ; Z(Pifn + wzQio} {18)

" ko

Asi que el Hamiltoniano es la suma de los términos independientes, cada uno de de
los cuales tiene solo un par de cantidades Qpa, Pio. Cada uno de ellos corresponde
a una onda viajera con un vector de onda y polarizaciéon y tiene la forma de
un Hamiltoniano para un oscilador arménico unidimensional. Esta expresion es
por eso llamada como expansién en osciladores del campo. Consideremos ahora la
cuantizacion del campo clectromagnético libre. La descripeion clasica del campo
dado anteriormente hace que la transicién a la teoria cudntica sea obvia. Ahora
tenemos que usar variables canénicas (coordenadas generalizadas Qy,, y momentos
generalizados Pi,) como operadores, con la regla de conmutacién

PraQra — QraPra = —i, (4.9)

pues los operadores con diferentes valores de k y a siempre conmutan. El potencial
A 'y, de acuerdo con su forma con respecto a los campos, los campos E v B de
la misma manera se convierten en operadores (Hermitianos). Para determinar el
hamitoniano consistentemente es necesario calcular la integral:

H= % f(E" + BY)d*X, (4.10)

en el cual E y B se expresan en términos de Pia y Oka. De cualquier forma, el
hecho de que los tltimos no conmuten no tiene la menor importancia, pues los
productos Pi,Qk. aparecen multiplicados por cosk-r y sink -r que se convierte en
cero en la integracion sobre todo el volumen. Por lo que la expresion que resulta
para el Hamiltoniano es:

" 1 " "
A= §§(PEQ+Q30} (4.11)

que es exactamente la misma en forma que el Hamiltoniano clésico. La determi-
nacion de los Eigenvalores de este Hamiltoniano no requiere mayor cdlculo, pues
es equivalente al problema que nos es familiar de los niveles de energia de las osci-
laciones lineales. De manera que escribirmos el espectro de niveles de energia del
campo:

E =Y (Nia+ 5}, (4.12)
k.o -
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Donde N, son enteros. Ahora calculemos los elementos de Q.. Los elementos no
nulos son:

< -thx'anl-'Vku —-1>=< -Vk(n i 1|()kul'|\'rkn ==y -"Vkm'{2u' (41‘5)

Los elementos de Pia = Qq difieren de aquellos de Qg solo por un factor de +iw.
En cilculos subsecuentes se vera que es mas conveniente reemplazar las cantidades
Qka ¥ Pia por combinaciones lineales de w(y, * iPy,. que tienen elementos no
cero en la transicion N, — N, £ 1 por lo que definimos a los operadores

. 1 . -
Chn — _(“"'cgl'n + "Pkn) (4 14)

V2w

Cho = Jﬂi(w@ku —iPia) (4.15)

Las cantidades cldsicas éxq, ¢, son las mismas, salvo un factor /27 /w, que los
coeficientes aka. af, en la expansion inicial. los elementos de estos operadores son:

< Nia = 1lékalNka >=< Nialél,|Nka — 1 >= /Nia (4.16)

La regla de conmutacién para éx, ¥ €}, se obtiene usando las definiciones (4.14) y
(4.15) y la regla (4.9):

Ckallly — & Eka = 1 (4.17)
Para el potencial vectorial, regresamos a la expansiéon tipo (4.2), pero con los
operadores como coeficientes, escribiendo:

A=) (Crafka + EaAt,) (4.18)
k.o
donde
o i e (4.19)
Ao = Vi e ;
Ak \/ﬂ

El simbolo e!®) denota los vectores unitarios en la direccién de polarizacién de los
osciladores, estos vectores son perpendiculares al vector de onda k, y para cada k
hay dos polarizaciones independientes. De manera similar, para los operadores FE
v B escribimos:

= Z s gk ok g

E == (CI'(I F—’ “ T ('k(lh n') (420}

k.o
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B =Y (al + 1) (4.21)
k.o
COIL:

Eio = iwAia, Bian X Exay 1= kjw (4.22)

Los vectores Ay, son mutuamente ortogonales, es decir:

" 3 2m :

Aka » .4*.;010{' r= ';6a0’6kk' (423)
Pues, si Ay, v Af, de dos vectores de onda diferentes, su producto contiene un
factor e* %7 que da cero en la integracién sobre el volumen, si difieren solo en la

E il Y 5 5 7 . : i
polarizacién, e(®) . el®)* = 0, porque dos direcciones independientes de polarizacién
son mutuamente ortogonales. Argumentos similares se aplican a los vectores Ey,
y Bia- Que se normalizan convenientemente si uno impone la condicion:

1= [ (Bra Bew + Bua B ) = bt (4.24)

substituyendo los operadores (4.20), (4.21)en (4.8) y haciendo la integracién utili-
zando (4.24) obtenemos el campo Hamiltoniano expresado en funcién de los ope-
radores é y ¢t:

- 1

H= Ew(&knézo + & Cka)- (4.25)
Este operador que es diagonal en la representacién en consideracién y con valores

propios los de la energia (4.12). En la teoria cldsica, el momento del campo se
define como la integral

1
P= E[E x Bd*x (4.26)

Al cambiar a la teoria cudntica, se reemplazan E y B por los operadores (4.20) .
(4.21) y facilmente encontramos:

P=> (P +wQi)n (4.27)
ko

Que esta en acuerdo con la relacion clasica entre la energia y el momento de las
ondas planas. Los valores propios de este operador son:

P =" k(Niaka + 1) (4.28)

k.o
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La representacion de operadores por medio de los elementos de la matriz se lla-
ma “representacion del munero de ocupacion”, que corresponde a la descripcion
del estado de un sistema (el campo) especificando los mimeros enanticos Ny, (los
nimeros de ocupacién). En esta representacion los operadores de campo (4.20) .
(4.21), y por lo tanto en el Hamiltoniano, actiian sobre la funcién de onda del siste-
ma, expresada en término de los niimeros Ni,; sea esta $(Ny,. ). Los operadores
de campo (4.20) , (4.21) no son funciones explicitas del tiempo. Esto corresponde a
la acostumbrada representacion de Schrodinger de operadores en mecénica cuanti-
ca no relativista. El estado del sistema,®(.Vy,. ) depende del tiempo, dependencia
que esta regida por la ccuacion de Schrodinger:

i0D /ot = HP. (4.29)

Descripcion que es por su naturaleza propia relativista-invariante, pues esta basada
en las ecuaciones invariantes de Maxwell. Invariancia no explicita, principalmente
porque el espacio de coordenadas y el tiempo aparecen en la descripcién de manera
altamente asiinétrica. En teoria relativista, es conveniente poner la descripeion en
una forma en la cual sea mas evidentemente invariante. Para hacerlo, debemos
usar la que es llamada representacion de Heisenberg, en la cual la dependencia
explicita del tiempo se transfiere a los operadores mismos. Entonces el tiempo
y las coordenadas apareceran en las mismas condiciones en las expresiones para
los operadores de campos, y el estado del sistema, ®, dependerd solamente de
los nimeros de ocupacién. Para el operador A, el cambio a la representacion de
Heisenberg equivale a reemplazar el factor e'** en cada término de la suma (4.18)
por e*kr=«t) estg es, ver los Ay, como las funciones dependientes del tiempo:

(a)
Apa = \/47rtj/—2_we_"“""""'] (4.30)

esto se prueba facilmente al notar que los elementos de la matriz del operador de
Heisenberg para la transicién i — f debe incluir el factor e 5-Et donde E; v
Ey son las energfas de los estados inicial y final. Para una transicion en la cual Ny
aumenta o disminuye por 1. este factor se convierte en e~*! o ¢** respectivamente.
una condicién que es satisfecha haciendo el cambio arriba mencionado.



Capitulo 5

Cuantizacion por deformacion

En este capitulo introducimos los conceptos basicos de la cuantizacién de un
campo escalar. En particular tratamos de las ideas de cuantizacién canénica y
cuantizacién por deformacién. La cuantizacién canénica se muestra como la que
se sigue naturalmente de la mecdnica cudntica. En una seccién adelante vemos
la cuantizacién por deformacion como una técnica que nos permite reproducir los
resultados conocidos con una estructura matematica sélida.

5.1. Cuantizacién canonica del campo escalar.

En esta seccién trataremos de esquematizar lo que en la literatura especializada
se conoce como cuantizacién candnica del campo escalar. que se hace siguiendo
intuitivamente los principios basicos de Hamilton v de la mecdnica cudntica, es
decir llevando los principios con grados finitos de libertad a sistemas con infinitos
grados de libertad.

Para discutir la hamiltonizacién de la teoria con un determinado Lagrangiano,
se escribe la ecuacién de la accién como hemos visto anteriormente,

S = /du, (5.1)

Donde:
L= /d"‘xﬁ(gc,c‘),‘n,:) (5.2)

Aqui t = 2¥ es una coordenada temporal del espacio de Minkowski. Considerare-
mos el campo @¢(z) = »(x,t) como el conjunto de coordenadas ¢, (t) del sistema

36
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dinamico, donde el vector x juega el papel de indice. La relacion (5.2) mmestra
que L es una funcional de p(x) = ¢(x.1) v de 2(x.f) = %} Por lo que podemos
entender L como la funcién lagrangiana del sistema dinamico.

Se introducen los momentos asociados 7(x.t) correspondientes con las coorde-
nadas ¢(x.t):

oL

op(x.1)
Donde la derivada funcional de la derecha se toma para un valor fijo de t. Debido
a la localidad del Langrangiano tenemos de la relacién(5.3)

n(x,t) = (5.3)

&L
t) = = :
008 = S D) -
se asume que se cumple la siguiente condicién:
0L
et—————— #0 5.5
dp(x,8)0p(y, t) (5:5)

para que la relacion (5.3) se resuelva en términos de las velocidades ¢ = f(7. ).
el Hamiltoniano se construye con la regla:

H= /dg’:c{mjo - L) (5.6)

de donde se obtiene el analogo de la ecuaciones de Hamilton para campo escalar.
Ahora, la cuantizacion de dicha teoria se lleva a cabo con base en los siguientes
postulados, que se extraen directo de la mecanica cuantica:

a) El estado del sistema se describe por el vector |1 > en el espacio de Hilbert, es
decir, los observables fisicos se representan por operadores hermitianos que actian
en dicho espacio.

b) El valor esperado de un observable A en el estado |¢) > esta dado por
< P|Al > donde A es el operador que corresponde a A y < e > es el
producto interior en el espacio de Hilbert.

¢) Las coordenadas y momentos ¢(g), m(g) se describen por los operadores
hermitianos @(g). 7(g) que satisfacen las relaciones de conmutacion canénicas:

[£(x), &(y)] = 0 (5.7)

[7(x), #(y)] = 0 58)
l‘rﬂ:(x): ﬁl()’)] = ‘i.t'y (5.9)
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d) La evolucion de un estado esta dada por la ecuacion de Schrodinger:

'i:M = Hp(t) > (5.10)
ot
donde el operador H se obtiene del clasico substituyendo los operadores v¥(g).
7(g) en lugar de las coordenadas y momentos 1(g), 7(g). Son estos postulados
los que componen a grandes rasgos la cuantizacion candnica, cuya formulacién en
teorfa de campos no es estricta. En particular 1(g) no representa a un operador
sino una funcién generalizada valuada en un operador. Debido a la localidad el
Hamiltoniano contiene productos de los campos en el mismo punto, Siendo que la
multiplicacién de funciones generalizadas, no esta definida en general.

5.2. Introduccién a la cuantizacién por deforma-
cion

La cuantizacion por deformacion se centra en los conceptos bésicos de la teoria
cudntica: el dlgebra de observables y su evolucién dindmica. A causa de que tra-
ta solamente con funciones en el espacio fase, su rompimiento conceptual con la
mecanica cldsica es menos violento que el de otros puntos de vista, dandole al
principio de correspondencia, una formulacién precisa. La herramienta bdsica de
la cuantizacién por deformacion es el producto estrella, el cual deforma el dlgebra
conmutativa basica de observables en un dlgebra cuantica no conmutativa de ob-
servables. Recordemos que en mécanica clasica tenemos definido el paréntesis de
Poisson de la siguiente manera:

3 (*‘” . E’9) oo (5.11)

£, qla.p) = dq;9p;  Op; Dg;

=1
donde f y g son funciones. La siguiente notacién que tiene las derivadas junto con
simbolos vectoriales nos ayuda, pues es mas compacta:

e af - .dg
[ 84 9= 2" Féowg=1 o,

(5.12)

Si combinamos la férmula anterior con la notacién de Einstein para la suma tene-
mos que la definicién para el paréntesis de Poisson queda:

[/.9] = f(90,0p — Dp.0a)9 (5.13)
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con las siguientes propiedades:
(i) [f.g] = -/ 4l.
(it) [/, gh] = [J. 9]l + g[J. h].
(iti)(f, g9, hI) + [g. [2. f]) + [A, [f. 9]l = O
Por lo que las ecuaciones de Hamilton quedan asi expresadas:
_OH ; JH

] — —— — ..H. = —— = t'H' .
h=n lg:. H], p 5 [pi, H] (5.14)

La principal diferencia entre mecanica clasica y mecanica cuaritica es la rela-
cion de incertidumbre de Heisenberg. Esta incertidumbre es consecuencia de la
no conmutatividad de los observables en mecanica cuantica: lo que quiere decir
que el algebra clésica de observables debe remplazarse por un édlgebra cuantica no
conmutativa de observables. Desde el punto de vista convencional esta no conmu-
tatividad se implementa representando los observables mecanicos como operadores
lineales en el espacio de Hilbert; siendo las cantidades fisicas eigenvalores de di-
chos operadores y los estados fisicos estando relacionados con las eigenfunciones
de dichos operadores.

Aunque los operadores estan de alguna forma relacionados con su contrapar-
te clasica, el cémo reducir la parte clasica (paréntesis de Poisson) a la cuantica
(conmutadores) no ha quedado claro. En 1946 Groenewold publicé un articulo
donde exhibia la existencia de estas dificultades y donde también escribia una for-
ma explicita del producto estrella, sin darse cuenta de la valiosa herramienta que
representaba para abordar el problema que trataba de enfrentar.

Efectivamente, en la cuantizacién por deformacién no hay tal ruptura al ir
del sistema cldsico al cudntico, se usan las mismas entidades. La incertidumbre
se alcanza describiendo los estados fisicos como distribuciones en el espacio fase
que no estan agudamente localizadas, en contraste con el caso clasico en donde las
variables son representadas por funciones Delta.

La no-conmutatividad se incorpora al introducir un producto no conmutativo
entre funciones en el espacio fase, de forma tal que se obtenga un algebra no
conmutativa de observables.

El pasar del dlgebra clasica al dlgebra cudntica de observables se lleva a cabo de
manera continna. Cuando en matematicas se investiga una estructura en particu-
lar y se le modifica para ver como tales modificaciones le afectan. se habla de una
deformacién en caso de que dicha modificacién ocurra de manera continua. Todo
el trabajo sobre deformacién se generé a partir de un articulo publicado en 1964
por Gerstenhaber, donde se introdujo el concepto de producto estrella de funcio-
nes suaves en una variedad. Para las aplicaciones que nos interesan se consideran
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funciones complejas, suaves en una variedad de Poisson, con el siguiente producto:

oo

fxg=fg+ (ih)Ci(f,g) + OR?) = (ih)"Cu(/. 9)- (5.15)

n=0

La primera parte de la expansion es el producto directo de funciones como lo
conocemos, (zh) es llamado el parametro de deformacién, que pensaremos varia
continuamente. Si se identifica a h con la constante de Planck, entonces lo que
varia es la magnitud de la accién del sistema dindmico considerada en unidades de
h: los sistemas clasicos corresponden a sistemas de accién grande. En este limite,
que se expresa como i — 0, el producto estrella se reduce al producto usual. En
general los coeficientes de C,, serdn tales que el nuevo producto sea no conmutativo,
y hablamos entonces de un algebra no conmutativa formada de las funciones con
esta nueva ley de multiplicaciéon como una deformacién del dlgebra conmutativa
original, que es la que usa la multiplicacién puntual usual.

El descubrimiento de Gerstenhaber radica en que con el hecho de que al pro-
ducto anterior se le pida que sea asociativo, hace que en la mayoria de los casos
los coeficientes sean esencialmente unicos.

Los requerimientos formales de Gerstenhaber fueron los siguientes:

1) > Ci(Ck(f,9).h) = Y Cj(f,Cilg,h)),

J+k-n j+k=n
(2) CU(fvg) = fg:

La propiedad (1) garantiza asociatividad. La propiedad (2) que si i — 0 en-

tonces [ * g coincide con fg. La propiedad (3) nos da una conexién entre el com-
portamiento clasico y el comportamiento cuantico de un sistema. Si definimos un
conmutador usando el nuevo producto:

(f.9l.=fxg—gx/ (5.16)

la propiedad (3) se puede escribir como:

lim - U gl =1/, 4l- (5.17)

la que es una forma muy elegante de escribir el principio de correspondencia. En
general la cantidad a la izquierda se reduce al paréntesis de Poisson, sélo en el
limite clasico. Las dificultades en los intentos matematicos anteriores radicaban en
el hecho de querer igualar el paréntesis de Poisson con el conmutador. Para apli-
caciones en fisica también requeriremos que el producto estrella sea hermitiano:
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f*g =Gx*f. Donde f denota el complejo conjugado de f. Para una variedad
de Poisson dada, no queda claro si es que existe el producto estrella para fun-
ciones suaves, esto es, que es posible encontrar los coeficientes C,, que satisfagan
las condiciones arriba mencionadas. Y aunque se encuentren tales coeficientes no
esta claro que las series que definen a través de (5.15) de una funcién suave.

En matematicas se ha trabajado en esta cuestion, para espacios euclidianos.
M = R?, se conoce un producto estrella particular. El coeficiente C; se elige
antisimefrico, tal que:

Cif,9) = 507(0)(039) = 5{/,9) (5.18)

donde a* es el tensor antisimético de Poisson, por la propiedad (3) anteriormente
mencionada. Los 6rdenes mas elevados se pueden obtener por exponenciacién de
C). Este procedimiento nos produce el Producto estrella de Moyal:

"
f*u g = feapl(5)a? 8idjlg (5.19)

que en coordenadas canonicas se convierte en:

( 0 9)(0,) = J(ps a)eapl’y (245 — BrBo)o(p0) (5.20)
= Sy C L gz py(opaa) (5:21)

Nos preguntamos ahora cuando es que un producto estrella es tnico para una
variedad de Poisson dada. Resulta que dos productos * y * son matematicamente
equivalentes si existe un operador de transicién:

T=1+hTy+:--= ) h'T, (5.22)
n=0

donde T, son operadores diferenciales tales que:
[+ g=T(Tf)*(Tg)). (5.23)

se sabe que para M = R*" todos los productos son matematicamente equivalentes
al producto de Moval.
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5.3. Cuantizaciéon por deformacion.

Las propiedades del producto estrella se adaptan muy bien para describir el
algebra cuantica de los observables. Recordemos que es asociativo y que incorpo-
ra los limites cldsicos y semiclasicos. Notemos también que la no-localidad de la
mecénica cuantica queda explicita.

En la expresion para el producto de Moyal dada en (5.21) el producto estrella
de las funciones [ v g en el punto z involucra no sélo los valores de las funciones
[ v g en este punto, sino también todas las derivadas de orden superior de estas
funciones en z. Pero para una funcién suave, el conocer todas las derivadas en
un punto dado es equivalente a conocer a la funcién en todo el espacio. Sabemos
también que el saber el valor de las funciones en todo el espacio es necesario para
saber el resultado del producto estrella de dos funciones.

Los distintos productos estrella corresponden a distintos esquemas de cuanti-
zacion. Al elegir un esquema, se pueden calcular las cantidades que nos interesen.
Resulta que diferentes esquemas de cuantizacién nos llevan a distintos espectros
de observables. La eleccién de un esquema de cuantizacién especifico sélo puede
ser motivado por los requerimientos fisicos.

Un estado fisico es caracterizado por su energia F, el conjunto de todos los
posibles valores de la energia es llamado el espectro del sistema. Los estados se
describen por distribuciones en el espacio fase llamadas proyectores. El estado
correspondiente a la energia E se denota mg(q, p).

Estas distribuciones estan normalizadas:

1
o / m5(q,p)dqdp = 1 (5.24)

y son idempotentes:
(e * 7er)(q,p) = 0p.£mE(q, P). (5.25)

el hecho de que la funcién de Hamilton tome el valor E cuando el sistema esta en
un estado correspondiente a esta energia se expresa como:

(H *mp)(q,p) = Eme(q.p). (5.26)

que corresponde a la ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo. La des-
composicién espectral de la funcién de Hamilton se da por:

H(q.p) =Y Emz(q.p) (5.27)
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donde el signo de suma puede tomarse como integral en el caso en que el espectro
sea continuo. De aqui. que podamos escribir, a un determinado valor de la energia
como en mecanica cuantica:

1 1
7= — =— [ H(g, 1 : -
B [ Hxmelandady = 5 [ Hiapmeapdadp.  (528)
donde se ha utilizado ¢l producto estrella.

La forma de la funcién que evoluciona en el tiempo se denota por Exp(Ht) v
el hecho de que la funcién de Hamilton es la generadora de la evolucién temporal
del sistema se expresa como:

iﬁ(%)Emp(Ht) = H % Exp(Ht). (5.29)

que corresponde a la ecuacién de Schrodinger dependiente del tiempo. Esta ecua-
cién diferencial se resuelve a través de la exponencial estrella:

— 1 —it
Exzp(Ht) = (P, (5.30)
n=0
Donde:
(Hx)"=Hx*xH=x*---xH (5.31)

nveces

como cada estado de energia definida E tiene una evolucién en el tiempo e~ *£*/%,
se espera que la evolucién completa se escriba en la forma:

Exp(Ht) =Y mge E/R (5.32)
E

expresién que se conoce como la ezpansion de Fourier-Dirichlet para la funcién de
evolucién temporal.

Todavia quedan algunas preguntas sobre la existencia y la unicidad de la ex-
ponencial estrella como funcién C'*°, también la naturaleza del espectro y los pro-
yectores requieren analisis matematico mas cuidadoso. El problema de encontrar
condiciones necesarias sobre la funcién de Hamilton H que garantice un espectro
fisico razonable es andlogo al problema de mostrar en el enfoque convencional que
el operador H es autoaujunto y a encontrar sus proyecciones.

Veamos ahora un ejemplo de como es que podemos utilizar este producto en
un problema conocido.
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5.4. El oscilador armodnico.

El oscilador arménico simple se caracteriza por la siguiente funcion Hamilto-

niana:
2 "

p mw?® ,
H(g.p)= —+ — ;
00 =2+ (533)
en términos de las variables holomérfas
=45 (q+1~——mw), a g (q (5.34)

la funcién Hamiltoniana se convierte en :
H = waa (5.35)

Nuestro objetivo es el de calcular la funcién de evolucién en el tiempo. Primero
elegimos un esquema de cuantizacion caracterizado por el producto estrella normal.

fan g = fehdada)g (5.36)
obtenemos:
a*xya=aa,axya=aa+h (5.37)
tal que:
[a,@.nv = h (5.38)
de donde la ecuacién para la evolucién temporal:
d
iﬁ(a)Exp(Ht) = H * Ezp(Ht) (5.39)
queda dada por:
d g
ihaE:spN(Ht) = (H 4 hwadsz)Expy(HL) (5.40)
con solucion:
Expn(Ht) = e/ Pexp(e™"“"aa/h) (5.41)

expandiendo la 1iltima exponencial, obtenemos la expansién de Fourier-Dirichlet:

e nBL .
Expn(Ht) = e™®/* )" Wﬁ.“a“c""”‘ (5.42)

n=l)
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st comparamos los coeficientes en (5.32) v (5.42) encontramos:

rr({,'v) = e®/h (5.43)

) 1 n
?Tf"\-‘] = w?{ud“ﬂ.n = E nla" * N ’JT([]N) * N a” (544)
E, = nhw (5.45)

que no incluye la energia del punto cero. El provector sobre el estado base Tr,gN)

satisface:
a *y ?T[()U) =0 (546)

la descomposicion de la funcién de Hamilton es en este caso:
- 1
H = \ —ai/ha™a™ s 47
,?=0 nﬁu.(——hn!e ) = waa (5.47)

La funcién de Hamilton es desde luego una cantidad clasica, el factor A en el
espectro viene del parametro de deformacién en el producto estrella. Consideremos
ahora el esquema de cuantizacion de Moyal. Si se escribe la ecuacién (5.20) en
términos de las coordenadas holomorfas, obtenemos:

ﬁ o —p — —t
f*u g = fezp[5(8a0a — Dada)lg (5.48)

aca tenemos que:

(5.49)

o] 3

h
a*y a=aa-+ Eﬁ*Ma =aa —
y otra vez:
[a,a).m = A (5.50)

el valor del conmutador no cambia cuando cambiamos a un producto estrella equi-
valente. El producto estrella de Moyal es equivalente al producto estrella normal
con el operador de transicién:

B
T= exp(—iaﬂaa) (5.51)

podemos usar este operador para transformar la version del producto normal de
la ecuacion de estrella valores. (5.26) en la version correspondiente de acuerdo con
(5.23). El resultado es:

h 1
I = %7 = (a4 5) s T = hw(n 4 3)?[‘,["‘” (5.52)
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COIL:

Tr'[)‘”) = TT-'[(}D] = 26‘_2“‘_"”‘ (553)
. 1 .
1 N - (M) n
M) = Pl = _h“n!an *M g kM QA (5.54)
el proyector en el estado base satisface:

axy M =0 (5.55)

de ahi que el espectro para las energias sea:

E

E,=(n+ i)ﬁw (5.56)

que es el resultado esperado. De donde concluimos que para este problema el
esquema de cuantizacion de Moyal es el adecuado. El uso del producto de Moyal
en la ecuacién (5.29) para la exponencial estrella en el oscilador arménico nos lleva
a la siguiente ecuacion diferencial:

5\ 2 hw 2
éhd—ciE;rpM(Ht) = (H - (h(:) oy — ( 4) HO%)Expp (Ht) (5.57)
con solucién: ol ;
W
Ezpy(Ht) = co.swt/?ezp[(%)tan?] (5.58)

que puede ser llevada a la forma de la expansion de Fourier-Dirichlet usando la
funcién generadora de los polinomios de Laguerre.

B se:t:p(l T s) = nZﬂ;s"(—l)"i’,ﬂ(z) (5.59)

con s = ¢! los proyectores se convierten entonces en:

4H

?T‘(‘h!) - 2(_1)ne—2H/ﬁwLn( hw)

(5.60)

5.5. Cuantizacion de la teoria linearizada

Apliquemos ahora este procedimiento a la teoria linearizada. Las variables en
cl espacio fase de la teoria lincarizada son los potenciales A, = —1/4(4é,v) v
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sus momentos canonicos I, = —1/4(4¢.7;). Como vimos en la seccién 3.3 el
Hamiltoniano queda dado por:

"=z f Br(ILIE + A, ,A) (5.61)

Para cuantizar ahora, hacemos una expansién como la que hemos hecho para la
teoria de Maxwell, esto es:

AslE) = -(—2—;)—3}}- /dk[au( e** + d,(k)e ] (5.62)

donde k es un vector nulo k,k* = —k% + k* = 0, y kx = k,z*. Entonces:
I, = A, = = / dk\/@ [aa(k)e™® — @a(k)e 7] (5.63)
* (2m)3/2 2 .

Ar:nj

ademas,

(2r m/ arcts [a(k)e™ —Ta(k)e™] . (5.64)

de A, y Il encontramos que,

_@m) [ [k ke
all) = "Zo /( \/;Aa+l'ln) dk (5.65)

oomae P g e
Bll) = "o /(z\/;Aa Il,)e**dk (5.66)

Las relaciones de conmutacion quedan:

[am aS]-N = dagh . [aa' aﬂ]'N = [30'53]--'\' =0, (5.67)

donde se ha tomado el mismo valor de k para todos los argumentos. Introducimos
el valor de (5.63) y (5.64) en el Hamiltoniano (5.61). Haciendo la integracion nos
queda:

1
Heg / kon®’a, (k)as(k)dk (5.68)

Hamiltoniano que es lineal en las nuevas variables v no contiene derivadas. Es-
te Hamiltoniano puede ser interpretado como una suma infinita de osciladores
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armonicos. Esto nos permite utilizar el producto estrella normal para la cuantiza-
cién. Con esto ahora podemos resolver la ecuacion (5.29), cuya solucién es:

In Expy(Ht) = % (c"“‘“I -1) /?}“Saa(k)ﬁg(k)dk . (5.69)

donde hemos utilizado la exponencial con el producto normal como anteriormente.
Usando la definicién de la exponencial de una funcional la 1ltima expresién puede
ser escrita como:

Expy(Ht) = exp (—%/n Jaq(K)as( k)dk) Z “:;T/ oBan( (k)dk .
" (5.70)

Al comparar esta expresién con la expansion de Fourier-Dirichlet identificamos los
estados como:

T = exp (—% /n“ﬂaa(k)ﬁg(k)dk) g (5.71)

1
T = i Eo / n*a; (k) (k)dk , (5.72)

y el espectro de energia
E, = nhko . (5.73)
Hemos asi, llegado al objetivo final de la cuantizacion, que es la determinacion de
los estados cuanticos y del espectro de energia del sistema. Y lo hemos hecho sin
utilizar operadores. La pregunta que debemos resolver ahora sobre el significado
del resultado.
Recordemos ahora que llegamos al Lagrangiano en el nivel cldasico imponiendo
la norma de Lorentz. Por lo que resulta natural imponer este requisito sobre los
estados cuanticos para. encontrar aquellos que puedan tener algun significado fisico.

A = ———ik® [aq(k)e*® — Ga(k)e %] = 0. (5.74)

(27r 3/2 f V2ko
condicién que se satisface si:
k%aq(k) =0, (5.75)

que nos dice que solo tres componentes de a,(k) son linealmente independientes.
Ademas tenemos otra condicién sobre la funcién armoénica que nos dice que una
componente mas de a,(k) puede eliminarse.

Sélo nos han quedado dos componentes digamos a;(k) y as(k). Este hecho esta
en concordancia con el hecho de que el campo gravitacional sélo tiene dos grados
de libertad fisicos [4].
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Conclusiones

El objetivo principal de este trabajo fue el de utilizar la cuantizacén por defor-
macién en la teoria linearizada de la gravedad. De todo este trabajo se extrae el
siguiente resumen:

Uno. Se exploraron distintas formas para obtener la ecuacién linearizada de
Eisntein.

Dos. Se calculé el tensor energia momento de la teoria linearizada, utilizando
la definicion de Energia de la teoria de campos.

Tres. Se exhibe el paralelismo entre la teoria linearizada y la forma covariante
de la electrodindmica.

Cuatro. Se da una interpretacion fisica a una forma de la métrica dentro de la
teoria linearizada, donde se habla del potencial “gravitomagnético”.

Cinco. Se muestran distintas formas de cuantizar distintos campos: cuantiza-
cién canénica del campo electromagnético, cuantizacién canénica del campo escalar
y cuantizacién por deformacién.

Seis. Se muestran principios basicos de la cuantizacién por deformacién.

Siete. Se muestra un ejemplo particular: el oscilador arménico.

Ocho. Se cuantiza por deformacién la teoria linearizada de Einstein.

De lo anterior se concluye: El resultado principal de esta tesis es haber en-
contrado el espectro de energia y los estados cuanticos de la teoria linearizada
de Einstein. Para ello encontramos una forma muy particular del Hamiltoniano
del cual se derivan las ecuaciones linearizadas de Einstein. Este Hamiltoniano nos
permite aplicar el procedimiento de cuantizacion por deformacién de una forma
analoga al caso del oscilador arménico o del campo electromagnético, utilizando
las variables A, que estan completamente determinadas en términos de las per-
turbaciones h,3 de la metrica de Minkowski. Los resultados muestran un espectro

49
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discreto para la energia, con un un valor de cero para la energia del estado base
(n = 0). Los estados cuanticos estan dados en términos de las variables a, v @,
que corresponden a los coeficientes en la descomposicién de Fourier de A,. Con-
secuentemente, podemos decir que las perturbaciones de la métrica de Minkowski
determinan la densidad de los estados cuanticos. Pero estos resultados no son de
ninguna manera concluyentes. No se ha dicho nada sobre el significado fisico de
los estados cuanticos. Seria necesario llevar a cabo un andlisis mas detallado para
encontrar las propiedades de estos estados, una tarea que queda para un trabajo
posterior.

En el apéndice incluimos el articulo “Towards the deformation quantization
of linearized gravity” [6] que se encuentra en proceso de arbitraje y puede ser
considerado como un resumen de los resultados contenidos en esta tesis.
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I. INTRODUCTION

One of the main differences between the states of a classical system and those of a
quantum system consists in that the latter cannot be represented as points in phase space.
In the canonical quantization approach this fact is taken into account by considering states
as eigenfunctions of operators which act on Hilbert space. The eigenvalues of the operators
are then interpreted as quantum observables. So, one of the main steps of the canonical
quantization formalism consists basically in replacing the classical observables of the physical
system by operators. Commutation relations are then imposed on the operators in order to
be in agreement with Heisenberg's uncertainty relation. Although this procedure is widely
used in quantum mechanics and quantum field theory, it is still far from being completely
understood. In particular, one expects that in certain limit the quantum system reduces to
the classical one. This is usually done by applying the correspondence principle, according
to which the quantum commutator must lead to the classical Poisson bracket when Planck’s
constant vanishes. However, it is known that in general this limit is not well-defined and
inconsistent [1].

One of the main successes of deformation quantization consists in providing the correct
implementation of the correspondence principle. Indeed, deformation quantization avoids
the use of operators and, instead, concentrates on the algebra of classical observables (see [2-
4] for recent reviews, and [5] for an elementary review.) Instead of the usual (classical) point
multiplication between observables, a star-product is introduced that takes into account the
non-local character of quantum observables and reduces to the classical Poisson bracket in
the appropriate limit. Whereas the classical observables build a commutative algebra with
respect to the point product, the same set forms a noncommutative algebra with respect to
the star-product. Thus, it is not necessary to introduce new entities (operators) instead of
the classical observables. The quantum observables are represented by the same functions
on phase space as the classical observables. The first applications of deformation quan-
tization concerned non-relativistic quantum mechanics [6], but this situation has changed
dramatically in the past few years. This formalism has found many uses in perturbative
and nonperturbative quantum field theory [7-13], quantum gravity [14], as well as in string
theory [15, 16].

In this work we present a first attempt to apply the main concepts of deformation quan-



tization to the case of linearized gravity. Our approach consists basically in representing
Einstein’s linearized equations as a field theory of a metric on the background of Minkowski
spacetime. This approach allows us to apply in this case the procedure of deformation
quantization developed for free fields. Our approach is also appropriate for getting rid of
the concern regarding the quantization of a quantity (the perturbation metric) which is first
considered as infinitesimal in order for Einsteins linearization to be valid. Indeed, intuitively
one expects that quantum effects become important only when the gravitational field is high
enongh, and the perturbation metric in the standard approach does not behave this way. In
the field theoretical approach the metric is arbitrary and linearized Einsteins equations follow
from a variational principle. The corresponding Lagrangian is regular and the Hamiltonian
turns out to be equivalent to the Hamiltonian of an infinite sum of harmonic oscillators.
This paper is structured as follows. In Section Il we derive Einsteins linearized equations
in the standard manner and present an alternative field theoretical approach based upon
the analogy between electrodynamics and linearized gravity. In Section III, we review the
main aspects of deformation quantization and calculate explicitly the set of quantum states

and the energy spectrum of linearized gravity. Finally, in Section IV we discuss our results.

II. LINEARIZED GRAVITY

In this section we first review the standard approach of linearized gravity in which the
field equations are obtained by linearizing Einsteins equations. Then we present an alter-
native approach based on the usual variational procedure of field theory and obtain the

corresponding Hamiltonian.

A. Linearized Einsteins equations

In most textbooks on general relativity, linearized gravity is considered at the level of the
field equations. Indeed, in the usual approach to gravity. one starts from the Einstein-Hilbert
action (18]

s = [RV=gd'z +a,, [ Lod's, (2.1)

where R is the curvature scalar associated to the metric g, 3, (a, J.... = 0.1,2.3) of space-

time, o, is a coupling constant and L,, is the Lagrangian density that represents the matter



contents in spacetime. The variation of (2.1} with respect to the metric vields the Einstein
equations
1
‘in! - TJ"}an = STrTl’lJ 1 {22]
where the energy-momentum tensor is defined in terms of the variational derivative as

= ¥y, 1 écm
87 \/_"_-g'sgnff :

In the weak field approximation of linearized gravity one imposes the metric gog = Nag +

T:m‘ =

(2.3)

hag such that h,3 << 74 is an infinitesimal perturbation of the background Minkowski
metric, 7,5. In particular, one can choose a Cartesian-like coordinate system in which
Tlag = diag(—, +, +, +) and |hag| << 1. If we now consider the first order approximation of

the left-hand side of (2.2) with respect to /i, 3, and impose the Lorentz gauge condition

—a . 1
R, =0, with R¥=nd_ 51°%h,  h=neh® (2.4)
then Einstein's equations reduce to
Roagy = —161Tag . (2.5)

B. A field theoretical approach

An alternative approach for deriving the linearized equations (2.5), in which the particular
aspects of a field theory become more plausible, consists in using the analogy between
Maxwell's equations of electromagnetism and linearized Einstein’s equations. To show this

analogy explicitly let us consider a non-zero vector U® and define

y FI
Ag = ~7 ogU® . and J, = —TogU?. (2.6)
Calculating the D’Alembertian A, ", one can see immediately that the Maxwell equations

‘4:\,1«? = _4?7*]& 3 (27)

are equivalent to the linearized Einstein equations (2.5) if the components of the arbitrary

vector [/ satisfy the equations

Bapl®. 7 4 Bhp P = (2.8)



On the other hand, the Lorentz gauge condition (2.4) turns out to be equivalent to the
condition A? | = 0 if the equation

Tipgl = (2.9)

is satisfied. In this way we see that the lincarized Einstein equations ean be written in
the Maxwell-like form (2.7) (in the Lorentz gauge) by introducing the additional vector U/
which is required to satisfy the conditions (2.8) and (2.9). For a given metric Dag, these
conditions represent a system of four second order partial differential (2.8) and one first order
partial differential equation (2.9) for the four components U®. So one should guarantee the
existence of solutions to this system for the Maxwell-like representation (2.7) to be valid.
Obviously. the trivial vector U® = const satisfies these requirements. In principle, more
general solutions might exist, but in this work we will restrict ourselves to this special case
since it is sufficient for our purposes.

On the other hand, it is well known that Maxwell equations (2.7) can be obtained by
varying the Lagrangian (density)

£an = —% agFﬂB + 47TA(,JG 5 where Fn,{j — A.l’i.n — Aﬁ.ﬂ ) (210)

with respect to the potential A,. Let us now try to construct the corresponding Hamilto-
nian formalism. The configuration variables are given by the set of components A,. For the
corresponding canonically conjugate momenta we obtain I1, = 8Lz /A, = F,®, where a
dot denotes the derivative with respect to the time coordinate 2°. Then Ily = 0 and con-
sequently we have a singular Lagrangian from which a Hamiltonian cannot be constructed.
In field theory the quantization of such Lagrangians is performed by using Dirac’s method
for systems with constraints (see, for instance, [20]). But in the context of deformation
quantization this method is still under construction [17]. In the case of Maxwell's theory,
however, an alternative approach exists [21] that consists in modifying the original Maxwell

Lagrangian according to (we take J, = 0 for simplicity)
£=-1p,F0_ 140y (2.11)
.l nnj 2 o i i

The field equations are again A, J""i = 0 and the Lorentz gauge condition A, ® = 0 has to
be postulated separately. After some algebraic manipulations, the Lagrangian (2.11) can be

rewritten as
1 . :
L=~ L Ry M= - B . (2.12)

lt\.(i-

K=

(4]



The second term can be neglected as it can be trausformed after integration into a suiface
term that does not contribute to the field equations. But the main point about the La-
grangian (2.12) is that it is regular. In fact. it can easily be seen that II, = A, and the
corresponding Hamiltonian is

1
H= ;2—{1'["1'[“ + Ay A™) . (2.13)

Then the canonical variables of the phase space satisfy the canonical commutation relations

with respect to the Poisson bracket:
{Aa, M3} = das, {Aa. Az} = {II,.TI5} =0. (2.14)

We will use the Hamiltonian (2.13) in the context of deformation quantization in section
III. Finally, let us mention that the Lagrangian (2.12) is invariant with respect to the
transformation

Aa— AL =A, +5,, with £,°=0. (2.15)

This is a special gauge transformation that can be used to eliminate non-physical degrees of
freedom.

The main point of this alternative approach is that we now can “forget” that L is an
approximate Lagrangian and proceed as in standard classical field theory. That is, (2.12) can
be interpreted as the Lagrangian for the metric field hog which is defined on the Minkowski
spacetime with metric 7,5. So we are dealing with a standard field theory in which the
background Minkowski metric does not interact with the field h,3 that now can be completely
arbitrary, i.e. it is not necessarily an infinitesimal perturbation of the background metric. In
this manner we can avoid the concern mentioned in the introduction about the quantization

of an infinitesimal quantity.

III. DEFORMATION QUANTIZATION

The classical description of the evolution of a physical system is usually represented in the
phase space I', which is a manifold of even dimension. If a (non-degenerate) symplectic two-
form ¢ exists on I, then the phase space is called a symplectic space. Observables are real
valued functions defined on the phase space: [, g : I' — K. With respect to the nsnal point

multiplication (fg)(r) = [(r)g(x). where o = (@' 0%, 0®™) is a set of coordinates on (an

G



open subspace of ) I', the observables build a commutative algebra. The symplectic structure
a allows us to introdnce the Poisson bracket of observables as {f. g}(x) = a®d, J(x)dhg(z),
where d, (a = 1.2...2n) is the (covariant) derivative in I". With respect to the Poisson
bracket the set of observables build a Lie-Poisson algebra. The equations of motion in phase
space acquire a particular symmetric form in terms of the Poisson brackets #* = {2*. H}. a
relationship which is valid for any function of phase space coordinates.

In the canonical approach to quantization one replaces the ohservables by (self-adjoint)
operators which act on the Hilbert space. The physical states are vectors in the Hilbert
space. Poisson brackets are replaced by commutators which, when applied to the operators
associated with the basic observables in phase space, satisfy the canonical commutation
relations. Despite its great success especially in the perturbative approach to the physics of
elementary particles, this procedure is still not completely understood. The passage from
functions to operators is one important step in the canonical approach and despite many
efforts done to explain it, today the best way to avoid all kind of existence proofs and
mathematical difficulties is just to assume it as a postulate.

Deformation quantization is essentially an attempt to avoid the passage from functions
to operators. In fact, it focuses on the algebra of observables of the phase space and replaces
the usual point product of functions by a star-product. The canonical commutation relations
are now a consequence of the definition of the star-product. An important advantage of this
procedure is that quantum as well classical observables are functions defined on the phase
space and no operators are required. From the mathematical point of view, the deformation
quantization of a given classical system consists in giving an appropriate definition of the
star-product which acts (on functions defined) on the phase space. In physics, however,
to understand a quantum system one needs to know its quantum states and their energy
spectrum. To this end, deformation quantization postulates the existence of a time-evolution
function, Exp(Ht), which satisfies the differential equation [13]

iﬁ%Exp(Ht} = H « Exp(Ht) , (3.1)

where [ is the Hamiltonian of the classical system. Moreover, it is assumed that the time-

evolution function allows a Fourier-Dirichlet expansion as

Exp(Ht) =) mwge "*/k, (3.2)
E



where E is the energy (a real number) associated with the state 7g (distribution on the

phase space), or Wigner function. which satisfies the so called *-genvalue equation

Hxag = Eng . (3.3)

The states are idempotent and complete. i.e.:
Tp* T = 0p pTE . Zi‘l’g =, (3.4)

E
As a consequence, the spectral decomposition of the Hamiltonian is give as

H=Y Eng. (3.5)

E

Essentially, the objects that are necessary for carrying out the deformation quantization of
a physical system are the classical Hamiltonian H and the *-product. For a given phase
space it is not clear a priori if a consistent *-product exists or not and, for a general phase
space. this is still an open problem [4]. In the case of free (non-interacting) fields that can be
considered heuristically as the sum of an infinite number of harmonic oscillators, it has been
shown [7] that the normal star-product is the only admissible star-product. The normal

*-product between two functions f and g on phase space is defined by

ad
[*ng= eN"f[nm:6“)}9(a(2),6(2) : Nz = héy;

9
—_—— 3.6
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where the superscritpts (1) and (2) denote two arbitrary points in phase space and a =
(ay, az,...,a,). Furthermore, an overline denotes complex conjugation. The set of phase
space variables has to satisfy the standard commutation relations with respect to the Poisson
bracket, i.e. {a;,@;} = &;, {a,a;} = {@,a;} = 0. In particular one can choose a; =
1/V2(xj + izn4;), (j = 1, ..., n), where we are assuming that the configurational variable z;
and its conjugate momentum z,4; have been normalized to come out with the same units.

Let us now apply this procedure to the linearized theory. According to the results given in
section II, the canonical variables in the phase space of linearized gravity are the potentials

Au = —(1/4)hasU? and their canonical momenta IT, = A,. The Hamiltonian is given by
1 3 a i3 .
H=3 f ¢ (I1° + AqA) (3.7)

The main step in the quantization procednre consists in solving Eq.(3.1) by nsing the normal

*product (3.6). To this end it is convenient to change from the variables of phase space



(Aa, I1,) to a new set of canonically conjugate variables in which the Hamiltonian takes the
simplest possible form. This procedure is very well known in field theory and consists in
introducing the momentum representation of the phase variable A, according to [21]

A, (z) f ik
! (Z?r 3” Vv 2kq

where k is a null vector k,k* = —k2+k? =0, and kz = k,x*. Then

[aa(K)e™ + @ (k)e 7] . (3.8)

— _T__ Eﬂ ikr _ — —ikz
Mo = o= ovm f dk‘j: [aa (k)€ — @ (k)e] . (3.9)
and
= t tkr -lh:
Ay G mk ; [aa (k)™ — Ga(k)e™™] . (3.10)
From the commutation relations for A, and Il it can be shown that
{au!a’a} = 60'.3 1 {aa:aﬂ} - {ECHE,S} == 0 ? {3]‘1)

where the same value of k has been assumed in all the arguments. Introducing (3.9) and

(3.10) into the Hamiltonian (3.7) and performing some of the integrations we obtain
H= % / kon@aq (K)aa(k)dk (3.12)

We see that the resulting Hamiltonian is linear in the new variables and does not contain
derivatives. It can be interpreted as an infinite sum of harmonic oscillators. This is an
important observation (7, 12, 15] that allows us to formally apply the normal *-product as
defined in (3.6). In fact, when going from a system with a finite number of degrees of freedom
to a field theory, one only has to “replace” partial derivatives by variational derivatives. We

use this fact to calculate time-evolution function as the solution of Eq.(3.1). Then we have
we o i o -
In Expy (H1) = (7% = 1) ] 1 aq(K)as(k)dk | (3.13)

where the subscript N indicates that in Eq.(3.1) the normal *-product has been used. Using

the definition of the exponential of a functional, the last expression can be written as
1 —mknl
Expy(Ht) = exp (‘F f n‘“’a,,(k)@(k}dk) o C [naimasioak . (3.14)
: n=0

Comparing this expression with the Fourier-Dirichlet expansion (3.2) we can identify the

corresponding states as
1 .
= mp(-g f r}"*’an(k)ﬁj(k)r(k) , (3.15)

9



1

al = — /q""a::(k)ﬁf;(k)dk. (3.16)

En n!h™

and the energy spectrim

E, = nhky . (3.17)

In this manner we have arrived at the main result of quantization: The determination of the
quantum states and the energy spectrum of the system. The main advantage of deformation
quantization consists in achieving this goal without using the operator formalism. Now we
are confronted with the problem of finding the physical significance of our results. To this
end, let us remember that at the classical level we have derived Einsteins linearized equations
directly from the Lagrangian (2.12), and have noticed that the Lorentz gauge conditions have
to be postulated as an additional requirement. It seems therefore natural to impose this
requirement on the quantum states to find out which of them are physical. From Eq.(3.8)

we find that the Lorentz gauge conditions are equivalent to

o 1 dk S g ikx — —ikz| __
As* = s | ik [aa(k)e™® —aa(k)e ] = 0. (3.18)

Clearly, this condition is identically satisfied if
k%aq(k) =0, (3.19)

what implies that only three components of a,(k) are linearly independent. Furthermore,
the gauge freedom given by Eq.(2.15) implies that the harmonic function £(z) can be used to
eliminate an additional component of a, (k). So we are left with only two true components,
say, a)(k) and as(k). This is in accordance with the fact that gravitational fields possess
only two physical degrees of freedom [18]. From Eqs.(3.15) and (3.16) we see that all states
are specified as powers of a;(k) and az(k). The results should not depend on the choice
of these two linear independent components, but one can use these freedom to adapt the
formalism to different physical situations. For instance, in the case of the Newtonian limit
it seems reasonable to choose the Newtonian potential ¢ and one of the “gravitomagnetic”
functions [19], say v, as independent configuration variables so that A, = —(1/4)(4¢, v, 0.0).
In the case of gravitational waves a more suitable choice would be A, = —(1/4)(0,7,.72,0)
where =) and v, are now related to the special combination of the metric components that

describe gravitational waves (see, for instance. [19]).

10



Independently of the choice of gange, the states and spectrum are represented by
Eqs.(3.15). (3.16) and (3.17). The coefficients a,(k) can be interpreted as densities that
determine distributions in phase space. i.e. as state densities. But the formalism of de-
formation quantization allows a transition to the operator formalism according to certain
fixed rules [13]. In that case, one would expect that the operator counterparts of a, and @,
would correspond to the annihilation and creation operators of standard quantum field the-
ory. The energy spectrum (3.17) is discrete with vanishing zero-point energy. If we would
use the Moyal product for the quantization. we would obtain a non-vanishing zero point
energy and would be confronted with the problem of divergencies that commonly appears

in perturbative quantum field theory [7].

IV. CONCLUSIONS

The aim of this work was to apply the formalism of deformation quantization to linearized
Einstein’s equations. We first show two alternative ways to consider Einstein’s linearized
equations in a field theoretical approach. We then use the modified Maxwell representation
of linearized gravity to calculate the classical Haimniltonian of the theory, avoiding the problem
of a singular Lagrangian. The Hamiltonian is one of the main ingredients necessary to carry
out the deformation quantization of any physical system. We use the normal star-product to
derive the commutation relations, in analogy with other free (linear) fields. The expression
for the time-evolution function is found explicitly, and the Fourier-Dirichlet expansion of
the Hamiltonian is used to derive the energy spectrum and the complete set of states of the
system. A more detailed analysis is necessary in order to clarify further the physical meaning
of the states. We have used the momentum representation in analogy with the standard
methods of quantum field theory. For this reason, the results of the quantization are more
adapted to a possible interpretation in terms of elementary particles and not in terms of a
possible quantization of space and time. This, however, is a much more complicated problem

related to conceptual issues of quantum gravity, a theory that still has to be formulated.
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