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Prélogo

Esta tesis doctoral se desarrolla en la bola hiperbdlica n-dimensional, donde las
funciones escalares que anula el operador de Laplace-Beltrami son llamadas funciones
hiperarménicas o H-arménicas. Al mismo tiempo, sobre la bola euclidiana unitaria
n-dimensional B se consideran las funciones p-integrables con respecto a la medida de
Lebesgue ponderada por pesos radiales de la forma (1 —Ixl)? para B > —1. En este
marco, las funciones que son a la vez H-arménicas y p-integrables constituyen un
subespacio de Banach de L”(B, (1 - Ixl)?dx) llamado espacio de Bergman BPP. Del
espacio de Hilbert B27 para y > —1, se toma el nicleo reproductor K? para definir la
transformaci6n lineal P? : L”(B, (1 — I)Pdx) - B dada por

PIAx) = jB K" (6, )f0)(1 —ly)’dy para fe LP(B, (1 - l)Pdx), x € B.

Esta es la proyeccion de Bergman y demostrar que es continua, bajo ciertas hipétesis,
constituye el objetivo central de esta investigacién.

En relacién al espacio euclidiano, se ha publicado mucho acerca de espacios y
proyecciones de tipo Bergman en los Gltimos afos. Destacan las investigaciones
realizadas por R. Coifman y R. Rochberg en [CR]; Salvador Pérez Esteva en [Pe] y su
trabajo conjunto con Oscar Blasco en [BP1] y [BP2]; P. Ahern, J. Bruna y C. Cascante
en [AFP]; E. Herndndez y D. Yang en [HY] y Marcos Lépez Garcia en [Lo]. En dichos
trabajos se obtuvieron diversas familias de proyecciones, descomposiciones atémicas y
formas de dualidad, asi como extensiones de este material a varias variables complejas.

El propésito de esta tesis es realizar este tipo de andlisis arménico en la bola
hiperbélica. Los rudimentos en esta direccién han sido presentados conjuntamente por
J.L. Clerc, P. Eymard, J. Faraut, M. Rais y R. Takahashi en [Cl], por M. Jevtic y M.
Pavlovic en [JP], por H. Samii en [Sa] y sobre todo por Philippe Jaming desde 1998 en
(1], 2]y (33].

El punto medular aqui es un cilculo que Ronald R. Coifman y Richard Rochberg
presentaron en el articulo [CR] que data de 1980. Se trata de una estimacién de la
magnitud de cualquier derivada parcial iterada del nicleo de Poisson euclidiano con
respecto al radio de sus argumentos. Con las cotas superiores que ofrece dicho
resultado, se demuestra la continuidad de P’ bajo diversas hipétesis sobre los
pardametros que la definen.



La tesis se divide en cinco capitulos.

En el primero se presenta la herramienta bdsica que se requiere. En particular, se
define una familia de funciones hipergeométricas que resulta ser esencial para trabajar
en la bola hiperbélica.

En el segundo capitulo se presenta el desarrollo que posee toda funcién H-arménica
en armoénicas esféricas ponderadas por las funciones hipergeométricas definidas en el
primer capitulo. También se definen los espacios de Bergman ya mencionados y se
demuestra que son espacios de Banach.

En el tercer capitulo se estudia especificamente el espacio de Hilbert B%7 para
y > —1. En €l se determina el nicleo reproductor K7 y se obtiene un desarrollo explicito
para €l cuando la dimensi6n n del espacio es un valor par y y es entera.

Bajo dichas hipétesis, el cuarto capitulo presenta el resultado mas importante: P? es
una proyeccién continua paratodap > 1y B € (=1,-1+[1 +7y]p).

En el quinto capitulo se aplica la continuidad de P’ para explorar la relacién de
dualidad dada por

_[Bﬂx)g(x)(l —xl)?dx, g e BrP,

para una eleccién adecuada de f. Primero se caracteriza al espacio dual de B”? mediante
un espacio de la forma B¢7, donde p,q > 1 son exponentes conjugados. Después, se
introduce una particién de la bola hiperbdlica que lleva todo lo anterior a un lenguaje de
series. Se definen asf los espacios de Herz y se obtiene un resultado andlogo al anterior:
el dual de un espacio de Herz lo representa un espacio del mismo tipo.

La pregunta mds importante que queda abierta aqui es si la proyeccién P7 es
continua cuando la dimensién del espacio es impar.

Esta tesis se elabor6 con el valioso apoyo de una beca de lugar en el Instituto de
Matematicas de la Universidad Nacional Auténoma de México (1998-2003), una
beca-préstamo del Consejo Nacional de Ciencia y Tecnologia (1999-2002) y una beca
complementaria otorgada por la Direccién General de Posgrado de la Universidad
Nacional Auténoma de México (1999-2001).

Quiero agradecer especialmente al Dr. Salvador Pérez Esteva, asesor de esta tesis, lo
mucho que me ensefié y la infinita paciencia que me tuvo. A los Dres. Ménica Clapp y
Marcelo Aguilar agradezco su generosidad y contagioso entusiasmo por las
matemdticas. Con gran carifio, agradezco al Dr. Javier Mdrquez Diez-Canedo que me
haya ensefado este camino tan bonito. A Héctor un beso, y a mis muy queridos
Covadonga Escand6n, Ramén Espinosa, Liliana Meza, Rafael Morones, Roberto
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Capitulo |

Conceptos basicos

En este capitulo se presentan conceptos basicos del andlisis arménico en los espacios
euclidiano e hiperbdlico. Esta herramienta permitird definir y analizar los espacios de
Bergman en la bola hiperbdlica que son el objeto de estudio de este trabajo.

.1 Notacion y conceptos basicos

Notacidon

Dada n > 2, interesa el espacio euclidiano R" provisto de la norma euclidiana dada
por x| = J}f +x3+...+x2 parax € R". En €l se definen la esfera unitaria S = S"' =
{x € R" : xl = 1} ylabola unitaria abiertaB = B, = {x € R" : Ix| < 1} o cerrada
B = {x € R" : Ixl < 1}. En general, la bola abierta de centro xo € R" yradio p > Oes
B(xg,p) = {x e R" : k—xol < p} y la correspondiente bola cerrada es B(x,,p)
={xeR" : k—xol < p}.

Si x € R" \ {0}, entonces el inverso de x relativo a la esfera unitaria es el punto
X = allxi.

Dadas x,y € R" se escribe en coordenadas polares x = r{,y = s con r,s >0 y
§,& € S. Se adopta desde ahora esta notacién y a lo largo de esta tesis la variable r
denotara siempre a la magnitud Ixl, para x € R".

Paraa € C,k € Nsedefine(a)o =1 y (@)xk =ala+1)(a+2)---(a+k-1).

Dada x € R, | x | denota al mayor de los nimeros enteros que son menores o iguales
a x, mientras que [x’] denota al menor de los enteros mayores o iguales a x.

Dados los enteros no negativos a;,@sz,...,a, se¢ define el multiindice
a = (a;,az,---,a,) de dimension n, magnitud lal = a),+az +... +a, y factorial
a! =a;lay!--a,l.

Si a,p son dos multiindices de dimension n tales que a; > B; para toda

: i > a = a!
i € {1,2,...,n}, entonces se escribe @ > By se define el valor ( 5 ) TR
Si a es un multiindice de dimensién n, entonces para x € R" se denota

x% = x{'x3%---xg». Si ademds Q es un subconjunto abierto de R" y f: Q — C es una
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funcién la| veces diferenciable, entonces para x € Q se escribe

ahl

S Y% = _
( ox ) fx) Ox|'0x5%«+-Oxan ix)-

Sean f, g dos funciones escalares de dominio comiin Q. Supéngase que g # 0 sobre
Q. Entonces se escribe f = O(g) y se dice que f posee un orden de magnitud menor o
igual al de g cuando f/g es acotada sobre Q. Se escribe f ~ g y se dice que las funciones
f.8 poseen mismo orden de magnitud si f = O(g) y a la vez g = O(f). Esto es: cuando
existen dos constantes ¢,C > 0 tales que ¢ < Ifigl < C sobre Q. Es facil demostrar las
propiedades elementales que cumple el orden de magnitud de una funcién. Por ejemplo,
sifi ~f,y g~ gz entonces f1g; ~ f82.

Se denota por dx a la medida de Lebesgue sobre R" y por do a la medida sobre S
caracterizada por ser invariante bajo rotaciones y normalizada por Is do = 1. A través

de las coordenadas polares de x = r{ € R", el vinculo entre estas dos medidas es
[ fax=nvaB[ r | foO)do)dr
R" 0 s

para toda funcién integrable £, donde vol B = Irs dx.

La funcién gamma (Ver [Er], [Gr].) La funcion gamma se define como
@ = [ er='dr
0

para z € C con Re z > 0. Entonces

ra) =1,
I'(1+2z2) =2I(2),

asf que en particular param € N

T'(m)=(m-1), (1.1)
I'z+m) =zz+ )(z+2)(+m-1)I(2),
L(z+m)T(z) = (@m. (1.2)

Esta funcién satisface la propiedad duplicante de Legendre
[(22) = 2% 2 ¥ T (T2 + ), Rez > 0. (13)

Ademads, dados los escalares a,f se tiene la siguiente expansién asintética para
z€ Ctalque largzl < 7

I'z+a) _ op (@a=-B)a+B-1) 1
wl"(z+ﬁ) b4 []+ > +0(z2):|'
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En particular, para x € R se cumple que

1 Ta+a) _
M ST Tt p) (1.4

luego, para x > 0 suficientemente grande,

TG+a) _ ap

I'x+p)

La funcion beta (Ver [Er], [Gr].) La funciéon beta se define como
1
B(z,w) = jot"’(l —1)*dt (1)

para z,w € C tales que Re z, Re w > 0. Entonces

B(w,z) = B(z,w), (1.6)
)y = @MW)
de modo que en particular param € N
B(e,m) = {m= L 9
(Z)m
Finalmente, para cualquier escalar w tal que Rew > 0 se tiene por (1.4) y (1.7) que
. Blx,w) _ ow T()
lim -—--—-—-—-—-( )" I'(w) limx Ty Grw) I'(w). (1.9

Por ]o tanto, existe un valor ¢ > 0O suficientemente grande tal que

B(x,w) ~ (L)*  sobre x>c. (1.10)

Polinomios homogéneos y armonicas esféricas (Ver [Ax].)

Sea QQ ¢ R" una regi6n abierta, no vacia. Sea f: Q —» C una funcién dos veces
continuamente diferenciable. Se dice que f es armdnica si Af=0 sobre Q,

donde A = E:;I 3%— es el operador laplaciano euclidiano.

Para n > 2 fija y para cualquier k > 0, se denota por Hy(R") al espacio vectorial de
los polinomios de la forma p : R" = C que son a la vez arménicos y homogéneos de
grado k. El correspondiente espacio de las funciones armdénicas esféricas de grado k es
Hy(S) = { pls: p € Hi([R")}.

Cada H,(S) es un subespacio cerrado del espacio de Hilbert L%(S). En [Ax] se
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prueba que su dimensién d(k) satisface limy.., d(k)k*™ = 2/(n —2)!, asi que para k > 1
d(k) ~ k"2, (1.11)

A lo largo de este trabajo, {Y} : 1 < j < d(k)} denotari una base ortonormal para
H(S). Sin pérdida de generalidad, puede suponerse que cada funcién Y} toma valores
reales. Ademds, en [St] se prueba con detalle que si n > 2 y a > 0 es cualquier
multiindice de dimensién n, entonces existe una constante A = A(n,a) > 0 tal que

"(ax) L] ||(3X) (Y} ]

siempre que k > 0, 1 < j < d(k), con r = Ix| parax € R".

Tomados de dos en dos, los distintos espacios de armoénicas esféricas son
ortogonales entre si. Es decir: si p € Hi(S), q € H,(S) con k+#m entonces
PPy = Ispﬁ_j‘dd = 0. La suma directa (y ortogonal) de todos ellos converge en la
norma de L2(S) y arroja

< AkZ*e! (1.12)

IL‘*(E)

L3(S) = @ Hu(8). (1.13)

Si una sucesién de funciones arménicas sobre B converge a cierta funcién U, y si lo

hace uniformemente sobre cada subconjunto compacto de B, entonces U es arménica
sobre B.

Toda funcién arménica U : B - C posee una descomposicién en arménicas
esféricas de la forma U = Z:;Gp* sobre su dominio, donde px € Hi(S) para toda

k > 0, y esta serie converge absoluta y uniformemente sobre todo subconjunto compacto
de B.

Por el punto anterior, la conversa de este resultado es valida: si una serie de esta
forma converge a una funcién U, y si lo hace uniformemente sobre los conjuntos
compactos en B, entonces U es arménica.

Dadas k > 0y ¢ € S, la valuacion en ¢ dada por T; : Hi(S) - C conp + p({)es
una funcional lineal continua y queda representada por la arménica esférica zonal
Zi(L,*) € Hi(S) de polo { y grado k como

P©) = | ZC.Ep©)o (@), p < Hi(S). (1.14)

Para cualesquierak > 0y {,£ € S se tiene

Zy(&.0) = Zi(L,6) € R,
dek)

FAEIEDIN ¢(9) (I} (1.15)
1
Zi(8,E) < Zi(§,0) = d(k). (1.16)

Ademis, la extensién homogénea Z,((,») € Hi(R") se realiza directamente a través de
Zi(C,s&E) = s*Ziu(£, &) para s > 0. Mds ain, esta funcién se extiende a todo R" xR"
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como
Zi(r,sE) = r’s*Zi(C,E).

El niicleo de Poisson euclidiano P, se define sobre B x S como
P.(x,6) = g para x=r{ € B, £ € S.

Esta funcién satisface P, = 3_," / Zx sobre su dominio y la convergencia de esta serie es

absoluta y uniforme sobre K x § siempre que K sea un subconjunto compacto de B. Por
dltimo, es valido extender P, aIB x B como

P.=) 7, (1.17)
k=0

Asfi, para cualesquierax = r{, y = s{ € B se tiene que

P.(x.y) = sz(x y) = sz(sx £) = Pe(sx.8) = 1= *E[,, ,

ysix # 0 esto es

- 1 —r2s? _ _1—r%?
Pe(x!y) (l _zrsC. g+r2s2)% rﬂ&_yln L]

(1.18)

donde ¥ = x/lx|>.

1.2 Las funciones hipergeométricas F;

En esta seccién se presenta un tipo de funcién hipergeométrica que resultara ser
esencial para describir las funciones H-arménicas.

Resumen 1.1

En las referencias [Er] y [Gr] se presenta con detalle todo lo siguiente.
La ecuacion diferencial hipergeomérrica de parametros a,b,c € C es

z(l—z) £ilc- (a+b+1)z]—f-—abf 0.

Si ¢ # 0,-1,-2,... entonces esta ecuacién diferencial posee una solucién regular en
z = 0 llamada funcion hipergeométrica de parametros a,b,c € C y variable z € C
definida por:



6

Espacios de Bergman de funciones arménicas en la bola hiperbdlica

Fabic - 3 O

cuyo radio de convergencia es igual a 1. De acuerdo a la prueba de Raabe, esta serie de
potencias converge absolutamente para Izl = 1 si Rec > Re(a + b).

Sia 6 b = 0 entonces F(a, b;c;z) es la funcién constante 1.

Y sia 6 b es un entero negativo entonces F(a, b; c;z) es un polinomio en z.

También es ficil ver que

F(b,a;c;z) = F(a,b;c;2),
4 Fla,biciz) = S Fa+1,b+ e+ 1:2),

F(a b;c;2) = (a)(:_’;:b)”' Fla+m,b+m;c+m;z), m=>0.

Para esta funcidn se conoce la identidad

dm

CNA=B) (1 -y Fa+ Lbie+ 1:2) = L1 - )*Fa bics)], kel <

asi como la forma integral de Euler
il b=1(1 _ ¢\ye-b-1(] _ 1-\-a
Fla,bic2) = pot—ps j P (1= )P (1 = 1) dr
para Rec > Reb > 0. Se tiene también el valor especifico
I'(e)I'(c—a-b)

F(a,b;c;1) = I'(c-a)(c-b)

siempre que ¢ # 0,—1,-2,... conRec > Re(a +b).

En este trabajo sélo interesa el siguiente caso particular. Dada n > 2 y para
cualquier valor entero k > 0, se trata de la funcién hipergeométrica Fy definida por

Fi(@) = F(k,1 - 25k + 232) = Z (1 -2k

T BN Ay
2 ~0 I'!(k'l‘ ?),

De lo anterior, cada funcién F) hereda directamente las siguientes seis propiedades
esenciales. La serie que la define en (1.19) converge absoluta y uniformemente sobre su
dominio. Ademads, para Izl < 1 se tiene que

lzl < 1. (1.19)

Fm(z):F(k+1,l—%;k+-g-+l;z), (1.20)

mientras que para lz] < 1y cualesquiera k,m > 0

-—k(k+n-—])(]

F-D'FE) = === Fa@, a2)



Capitulol Conceptos bisicos 7

1-2) (k
o = L E20e
2/ m

Finalmente, se tiene el valor especifico

Ftk+m,1 - -g- +mk + % +m;z). (1.22)

T(n-1)Ik+2)

Fll) = T(&k+n-1)°

(1.23)

y para k > 1 se cumple quc

Fi(z) = 11 -1 1)Vt 1 < 1. (1.24)

B(k )I

Observacion Si (y sdlo si) el valor de n es par, la serie anterior se reduce a la suma
finita

2]
e a-2
Haia) = Zi_ﬁ FTE

que no es més que un polinomio en z de grado 4 — 1.
Si n es impar, entonces para 0 < i < | 4 | cada factor es negativo en el producto

(1-8),- (- 2)(-2)-(-1) -0 T](3 )
mientras que para i > [ 4 ] s6lo son negativos los primeros | 4 | factores del producto
0-9),- (-1)-F93435 (-4

-{(-2)-(153]-2)HT51-4)(-4)}

= (-nltle, [T (i-2)
= a4
donde

4]
= H(% -j)- (1.25)
=1

Diferenciabilidad en la frontera

Conviene emplear (1.21) para examinar ahora la convergencia que Fy(z) y sus
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sucesivas derivadas poseen en la frontera del disco unitario complejo. Asi, dadas
k,m = 0 interesa la serie

FO@ = di
=0

donde
ol h _ (l_%)m(k)m
SRS g},
) ) (1_%+rn)i(k+’")‘
di = di(k,m) = it(k+4+m),

y cuyo radio de convergencia de nuevo es igual a 1.
Parai> -1 + =, considérese la razon

pi = pilk,m) = disi2”! | = (1-§+mti}@+m+i) zl.

d;z (+1)k+ 5 +m+i)

Entonces para Iz] = 1 se tiene

U—%+m+0@+m+n)

lﬂ:(l—m):!ﬂ'(l_ i+ 1)k+ 2% +m+i)

— - l . - i .
‘Eﬂ(f+1xk+g4qn+a[0+]xk+"”+0+ srl)

-+ D)k+m+i)—(m— —’%—)(ker +1)]

i i[2G+1)-(m—2)k+m+i)] -
= G+ DK+ Z+m+1)

=n—m.

De acuerdo a la prueba de Raabe, se concluye asi que para 2| = 1
a) Fi(z) converge absolutamente, '
b) F{™(z) converge absolutamente siempre que m < n— 1,
¢) F{"(z) converge condicionalmente o diverge sim > n—1,
mientras que el caso m = n — 1 queda abierto.
Por lo tanto, lo més que se puede decir paran > 3, k > 1 es lo siguiente.

Teorema 1.2 Dadas n > 2, k > 0 se cumple al menos que

FreC*({zeC:lkl<1})NC2({z e C:LI<1}).
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Corolario 1.3 Sean k > 0, a un multiindice de dimension n, K un subconjunto
compacto de B. Entonces existe una constante M = M(n,a,K) > 0 tal que

0 qu(rz) <M, x=r{ ek
|(6x) |

Demostracién Basta ver que (-2 )“Fi(r?) es una suma finita de términos de la
forma cxPF{’(r?) con 0< B<a,0<i<lal. O

sobre [0,1] y su comportamiento asintético

Lo siguiente facilitard las estimaciones de la funcién hipergeométrica real Fj sobre
[0,1]. Esto es importante porque la funcién radial Fx(r?) con r = Ix| para x € B es una
componente esencial de toda funcién H-arménica.

Teorema 1.4 Dadasn > 2, k > 0, lo siguiente se cumple sobre el dominio [0, 1].

a) Fi(0) =1,

b) 0<F, <1,

c) Fp=1,

d) si n=2 entonces Fy = 1; mds generalmente, si n es par entonces F; es un
polinomio de grado 5 — 1,

€) Frau(s) < Fi(s) sis+0,n>3,k>1,

f) Fx esdecrecientesi n> 3,k > 1,

g) sik > 1, Fy es estrictamente concava si n = 3,y estrictamente convexa sin > 5.

Demostracion (a)-(d) son triviales.
e) Sean n =3, k2 1. Sea la funcién dada por ®y(s) = F(k+1,2 - 23k + 2 +159)
para s # 0. Por (1.20), para s € (0, 1) se sabe que

j";[(l - 5)*Fi(s)] = -ﬂ%—i—%ﬂ(l — ) Frai(s).
2
Entonces de (1.19) y (1.21) se sigue que
— k(1 = ) Fils) + (1 = s)*(—k_-z,,-)_cb () = 2EL2=D (1 griF ),
2 _ 2

luego

-2} b ot = ﬂ—lfu.(s)

= 2
FL(S)+ i ;
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) }
= [ S22y IRt
n k+1 S)
[ k+ 2

Fis) = Fun6) = i tFia(9) = (1 = 90u(9),

y por lo tanto

Asf, basta probar que Fi. (s) > (1 —s)®(s). En efecto,

(1 =5)Di(s) = Wj Ik(l —t)jf 1(1 IS)%_2(1 — s)dt
B_(k_+'1'"_)I (1 =031 —15)52(1 —15)dt
= Fiii(s).

Finalmente, por (1.2) y (1.23): Fiy (1)/Fx(1) = (k+ 3)/(k+n—-1) < 1.

(f).(g) Basta verificar con (1.24) que para toda s € [0,1]

Fi(s) = (Bik_ j *(1-0)%"(1—15)$2dt <0 sin>3,
Fi(s) = WI 1 (1=} = 15)"Fdt € (—0,0) si n =3,

Fl(s) = (2 _,;(2;,(3)_2) JOI"”(I —0 1 -15)13dt>0 sin>5 0O

Observacion De (b) y (e) se deduce que la funcién limy., Fx : [0,1] — [0,1] existey
constituye una cota inferior para la familia {F;}. Por otro lado, es facil ver que para
toda s € [0,1]

Fo(s) =12 (1-9)%",

y si k > 1 entonces, por (1.5),

Fi(s) =

B(L — j:*-la-:)?-'(l-:s) -1

1 : H1-9)tdr = (1-5)%
_B(k,z)jr“(l DI -5)Fdt= (1 -5)3!

Ademds, estas desigualdades son estrictas siempre que n > 3 y s € (0, 1]. En todo caso,
limjen Fi(s) > (1 =5)7' sobre[0,1].
Enseguida se muestra que aqui de hecho se cumple la igualdad. Ademis, la
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demostracién de este punto permite pensar en la funcién hipergeométrica Fx como una
Y . = -3
variacién de la serie de Taylor (1-s)%" = 377 —2=s'.

Teorema 1.5 Dada n>2, sea ¢ :[0,1] = [0,1] la funcién definida por
s = (1 —5)27". Entonces (Fi), es una sucesion mondtona no creciente que converge a

¢ sobre [0,1].

Demostracion Supdngase que n > 3. En la proposicién 1.6 se comprobard que
limj Fx(1) = 0 = ¢(1). Entonces por el teorema 1.4 (a) y (e), basta probar aqui que
limk_.m Fy = ¢ sobre (0, 1).

Dadai > 0, véase que

¢(F)(5) = (1 == %)'(l _S)-g--l—i‘

de modo que la serie de Taylor para ¢ desarrollada alrededor del origen es
- (l = % ),' i
o) = Y 2 i
i=0

Si n es par entonces se tiene s6lo una suma finita en

a4 a4_)
Bo-9 wm, . — 0-%)
ylgpk(s) _ }(1__1'2 ; ( i!'z) (k)i 5l = Z,S_“L?__:_sr = ¢(s).

(k+3)i b

En cambio, si n es impar entonces se tiene realmente una serie y para i > < se tiene por
P Yp 2 p

(1.25) que

e T

Asi, para cada k > 0,

=y <00

L%J I(]_,L)I @ _n
2w [G~%).] . @, .
IFi(s)l < ZO: A (k+%),~s + rz%-l ] (k+%),'s

!
n

-5

<:a,,+1 < o,

Entonces, sobre cada compacto en (0,1) se tiene por el teorema de convergencia
dominada que
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' e -8 k)
mﬁ(s)ﬂg_gg; T (k+)%).-5

IR S P Gl DL (5
=~ i &+ 2);

st

i=0
=¢(s). O

Para terminar, recuérdese que el valor de F(1) es conocido.

Proposicion 1.6 Dada n > 2, existe una constante positiva A = A(n) tal que
a) Fi(1) ~ k% sobre k> 1,

b) Fi(s)/Fi(1) < Ak*™! para s € [0,1], k> 1,

¢) sTFi(s) < As< k"% para s € [0,1], k> 4.

Demostracion Para k > 1, se tiene (a) por (1.4) y (1.23). Entonces (b) se sigue
directamente por el teorema 1.4 (b).

Finalmente, para alguna constante A = A(n) > 0 y cualesquiera k > 4, s € [0,1] lo
siguiente es cierto por (1.5), (1.10) y (1.24).

sTF(s) = st jlr""(l—t)%‘l(l—ts)’:‘"dr
Bk, %) Jo
L 1
52 k=101 _ gy E=1(1 _ gy 21
S Ior (1 -15)3'Q = 15) %' dr
L 1
< 52 % 1- n-2
< Bk D) 0:( ts)"“dt
L _L_ g 1
< 8525 4 L1 _wn-2
'—B(k,-’zl— Dw (1 —=w)"2dw
_ 4B +1n-1)

B(k, %)
<AstIk-%. 0O

Termina asi este primer capitulo. La herramienta bdsica presentada aqui serd
empleada mds adelante.



Capitulo Il

Las funciones H-armonicas

En este capitulo se establecen las principales propiedades de las funciones
H-armoénicas y se definen los espacios de Bergman que interesa estudiar en esta tesis.

1.1 Definiciones

Los objetos de la geometria diferencial que se esbozan enseguida se pueden
encontrar tratados con la profundidad adecuada en textos clasicos como [Ca] por M. do
Carmo y [Ra] por J. Ratcliffe.

Definicion 1I.1 Funciones H-armonicas

Existen diversas representaciones del espacio hiperbdlico n-dimensional. En este
trabajo se considera exclusivamente el modelo de Poincaré o bola hiperbdlica. Esta es
la bola unitaria euclidiana B = B, de dimensién n > 2 provista de la métrica
hiperbélica que denotaremos por p1, cuya relaciéon con la medida de Lebesgue esta dada
por

1

dp = —L—dx
==y

donde r = Ixl parax € B.
Los espacios euclidiano e hiperbdlico son variedades riemannianas y como tales
poseen un operador de Laplace-Beltrami. En el caso de R", dicho operador es el
s . g . . 2 .
laplaciano euclidiano mencionado anteriormente A = Y. -2 mientras que para la
i=1 oxy

bola hiperbdlica se trata de
= (1=r?2 - —r? : _0_
D=(0-r)*A+2n-2)1 r)él x,ax'_.

Este operador se aplica a las funciones escalares definidas sobre la bola hiperbdlica
que son dos veces continuamente diferenciables. Si u es una de estas funciones y si
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Du =0 en todo punto de B entonces se dice que u es una funcién H-arménica o
hiperarmonica.

En textos como [Cl] se analiza con detalle la componente esférica del laplaciano A
que estd dada por

B tern] i (sin"‘zﬂ_ 3 )

sin”“39,_1 69,,_; " 69:1—]
1 0 (9] n—39 0 )+
sin%@,,_; sin" 30,5 08,2 \ V250
+ 1 82
sin%@,_;--- sin*0, 063
y para cada k > 0 satisface
Aop = —k(n+k-2)p, p € Hi(S). (2.1)

En coordenadas polares para x = r{ € B, x # 0, este operador permite separar las
componentes radial y angular de los operadores de Laplace-Beltrami como

A=LrB (2 )L,

n-1 gr or
D=D,+Dg4
(2.2
I:(l—r) a( )+(n 2)(_r4)a:| (I—:)Ao

Observacién Si n =2 entonces D = (1 —r?)?A. El disco euclidiano y el disco
hiperbélico son espacios esencialmente distintos, como se recalca en [S4]. Y el operador
de Laplace-Beltrami claramente no es el mismo para ambos espacios. Pero las funciones
armonicas en uno y otro si son las mismas, de manera que el material que se presenta
aqui siempre para n > 2 en realidad sélo es relevante a partir de tres dimensiones.

Advertencia En el espacio euclidiano, cualquier funcién arménica puede ser precedida
por traslaciones y dilataciones arbitrarias de su dominio sin perder su caricter arménico.
Desafortunadamente, este util recurso se pierde en el espacio hiperbélico porque el
dominio del operador D, rigurosamente, es B. Mas aun, si 6 > 0 y si la funcién
u:B -+ C es dos veces continuamente diferenciable, entonces su dilatacién
us(x) = u(éx) definida para x € B(0,min{1, 1/6}) satisface

Dus(x) = 6%(1 = r*)?*Au(6x) +26(n —2)(1 —r?) ixi-(%u(éx).
i=1 ;
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Asi, salvo en algunos casos triviales, Dus no es ni un multiplo ni un divisor de Du sobre
B. Por consiguiente, una dilatacién del dominio casi nunca preserva la naturaleza
H-arménica de una funcién.

A esto se debe que algunas pruebas de resultados elementales del andlisis arménico
sean un poco mds elaboradas para el caso hiperbélico que para el caso euclidiano.

Definicion I1.2 Acciéon de un grupo de transformaciones de Lorentz sobre B

Para n > 2, el grupo de las transformaciones de Lorentz especiales y positivas es el
grupo lineal representado por las siguientes matrices reales

G = PSO(1,n)
goo o1 "t 8on
=< g= g.m g"' g.m : gTJg =1J, detg = +1, goo 2 1
Bn0 8n1 " Enn

donde J = diag{-1,1,1,...,1}. (Ver [J3]).
Una accién transitiva de este grupo sobre B estd dada por

1+l n
gio + Ej,! 8ijXj

2 .
e x)i = = LN
(g *x)i 1-Ix|2 1+1¢12 i=12..n

n
g 800+Ej=lgoij

para cualesquierax € B, g € G.

Esta accién es una isometria de la bola hiperbélica como variedad riemanniana, de
manera que si E es cualquier subconjunto p-medible de B y si geG
entonces g+ E también es p-medible y p(geE) = p(E). El operador de
Laplace-Beltrami también es G-invariante sobre B: si para u,v funciones escalares dos
veces continuamente diferenciables sobre B existe alguna g € G tal que v(x) = u(g+*x)
para toda x € B, entonces Dv = Du.

En [J3], P. Jaming demuestra que sia € B, g € G son tales que a = g « 0 entonces

g+ BO,p) < B(a,6p(1 -lal®)), p e (0, L). 23)

R. Takahashi en [Ta] ofrece una interpretacion interesante del grupo G y su accién
sobre B. Basada en ella y en el texto [Ra], 1a monografia [S3] presenta los elementos de
geometria que son necesarios para abordarla con detalle.
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Il.2 Resultados preliminares

En esta seccién se presentan las propiedades fundamentales de las funciones
H-armoénicas. El primer teorema es un breve resumen de los resultados basicos probados
por Philippe Jaming en su tesis doctoral [J3]. Algunos detalles que él omite en sus
demostraciones se encuentran en la monografia [S2]. Es importante sefialar que los
investigadores M. Jevtic y M. Pavlovic ofrecen su propia demostracién del punto (iv) en
la reciente publicacién [JP].

Teorema 11.3 Resultados elementales

i) Una funcion de la forma u : B - C es H-arménica si y sélo si lo son a la vez su
parte real y su parte imaginaria.

ii) Teorema del valor medio Sea u una funcion H-arménicay seaa € B. Si g € Ges
tal que a = g « 0, entonces

u(a) = udu, p € (0,1).

L
H[B(0,p)] J gB(0.0)

iif)y Dadas k > 0y u, € Hy(S), la siguiente relacion define una funcion H-arménica
x = Fx(rH)r*u(©), x=rl € B.

iv) Descomposicion de cualquier funcion H-arménica en arménicas esféricas Para
cada funcion H-arménica u existe una sucesion iinica de funciones (u)x en la cual
ux € Hi(S) para cada k > 0y tal que

u(x) = Y Fr)rux(C), x=r{ € B.
k=0

Equivalentemente, para u existe una sucesion tinica de escalares (A .fk)k,;‘ tal que

@ d(k)

u@) = DY LFr)rYQ), x=rf e B. (2.4)

k=0 j=I

Ademas, la convergencia de estas series es absoluta y uniforme sobre todo
subconjunto compacto de B.

v) El niicleo de Poisson asociado a la bola hiperbélica estd definido sobre B x §
como
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-1
i \"
Pa(x,8) = (——
b — &P
Esta funcion constituye una aproximacion de la identidad, o sea que satisface ala
vez las siguientes tres propiedades

Py, > 0 sobre B xS,
dada x € B : L Pi(x,&)do (&) =

dadas 7 € 5,6 >0 : lim j' Pu(x,E)do(£) =
B )

vi) Una aplicacién Para cada & € S la funcién Py(,&) es H-arménica. La (iinica)
descomposicién en armonicas esféricas que le corresponde por (iv) estd dada por

Pu(x,€) = }: Mz {8, x=i'eB.

Parax =r{,y = s& € B se cumple que (sx,&) € B x S, entonces

Pi(sx,8) = Z B 7, (50.8) = Z B 2.

Asi, como en el caso euchdlano, la brhomogenerdad de las funciones esféricas zonales
ofrece la posibilidad de definir a este nuevo niicleo de Poisson sobre B x B como

Pu(x,y) = Py(sx,E) para x,y € B,
es decir

o g2 = g Y 1 - kli*lyl? G
PiGe) = 25 Sy ) = (:s—r:l?-') ) ( e, + DT )

donde (x,y), = ZL] x;yi es el producto interno euclidiano.

vii) La transformada de Poisson hiperbdlica de una funcion continuaf: S - Cesla
funcion H-armonica

P = [ PuCumftn)do(m), x < B.
Entonces la extension de f a B dada por
fix) sixeS
ulx) =
Py[fl(x) si xe B

resuelve el problema de Dirichlet : existe y es la (iinica) extension continua de f a B
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cuya restriccion a B es H-armonica.
Si ademds f = z;n fx es el desarrollo en arménicas esféricas de la funcion f
como elemento de L*(S) en (1.13), entonces

PACOH = %((”:)lr*fk(g) para x = r € B.
=0

Observacion Para este trabajo, el desarrollo dado en (iv) es fundamental. La
demostracién de €l que ofrece P. Jaming en [J3] permite apreciar lo siguiente.

Toda funcién H-arménica es solucién de la ecuacién diferencial de segundo orden
Du = 0. Al retomar esta ecuacién en coordenadas polares, para cada valor k > 0 se
obtiene una ecuacién diferencial hipergeométrica que da lugar a la funcién Fi. De este
modo, la sucesién de funciones (Fi), constituye un aspecto fundamental de las
funciones H-armoénicas que en todo momento nos recuerda que el andlisis arménico
entero gira alrededor de una ecuacién diferencial de segundo orden.

Teoremas adicionales

A continuacién se obtienen resultados que fortalecen los puntos (iii) y (iv) del
teorema anterior. Concretamente, se demostrard paso a paso que si una sucesién de
funciones H-arménicas converge a cierta funcién u, y si esta convergencia es uniforme
sobre los subconjuntos compactos de B, entonces u es H-arménica. La prueba de este
hecho es mas larga que en el caso euclidiano porque no es 1til dilatar ni trasladar el
dominio de la funcién H-arménica u.

Lema 114 Sea u:B —» C una funcion definida por una serie como (2.4) que
converge uniformemente sobre todo conjunto compacto en B. Sea ¢ € (0,1). Entonces
en el desarrollo (2.4) de u sobre B(0,c) los escalares Aj satisfacen

M.

l}» 1 I <
{

parak >0y 1 < j <d(k), donde M. es una constante positiva que sélo depende de
nu,c.

Demostracion Dada r € (0,1), considérese la funcién dada por ur(§) = u(rf) para
¢ € §. Como u es continua, la funcién u, € L?(S) posee la siguiente descomposicién
por (1.13), (1.14) y (1.15)

o  d(k)

u@ =) = Y | Zu&mumdom) = 33| [ Himuemdom |1
k=0 k=0 j=1
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Por la unicidad de (2.4), para cada k > 0, 1 < j < d(k) se cumple
MF = [ Yimum)do(n).

Entonces por la identidad de Parseval se sigue que

IFL ) = | [ H@utmdom) |

@ _dom) s\ 1T
< (ZZUS Y (mu(rm)dom) | )

m=0 =1
= ||“r]|L2(S} i
Seac € (0,1). Por el teorema 1.5,
0<(-c¥)t! < Fi(r?), r e[0,c]

con

Aid(1 = c2) Tk < plFa(r?)rk < lurll 25y < Nl Loz < -
Entonces para toda r € [0, c] se tiene que

Wplrk < (1 = )1 4]l Lo B)

y por lo tanto 1Al < ¢™*M, donde M. = (1 - c’)‘“'g‘llullw(m). O

Se obtiene asi la siguiente conversa del teorema I1.3 (iv).

Teorema I1.5 Si u es una funcion definida por una serie como (2.4) que converge
uniformemente sobre todo subconjunto compacto de B, entonces u es H-arménica.

Demostracion Cuando n = 2, el resultado es trivial porque las funciones H-arménicas
y armoénicas son las mismas.

Supdngase entonces que n > 3. Por el teorema I1.3 (iii), se sabe que cada término en
(2.4) es H-armoénico por ser de la forma

d(k)
Ti(x) = lekﬁ(fz)"kyf(‘:)» x=r( e€B.

1

Asi que bastard probar que
DY Ti=) DI
k=0 k=0

Para ello, conviene emplear (2.2) que expresa al operador de Laplace-Beltrami en sus
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componentes radial y angular D = D, + D,. Asimismo, se tienen las propiedades (1.11),
(1.12) y (2.1). Recuérdese también que una serie de funciones se puede derivar término
por término cuando sobre el dominio sus componentes son continuamente diferenciables
y la serie conformada por sus respectivas derivadas converge absoluta y uniformemente.

Primer paso Sea K un subconjunto compacto de B. Entonces existen constantes ¢,c’
tales que K < B(0,c¢) < B(0,c') ¢ B con O<c<c < 1.
Por ser continuas, las funciones F}(r?), F, k '(r?) estdn uniformemente acotadas sobre

[0, c] por alguna constante L..
Ahora, para x = r{ € K interesa calcular

Zu = Z Ti(x).

Cada término es una funcién continuamente diferenciable de r sobre [0, c]. Ademis,

0 si k=0,

i Y =
or T S A ORRG) + 2R sk 1.

Para cada k > 1, el lema I1.4 establece que los puntos de K < B(0, c) satisfacen

|+ £ )| < Zm,,(k* YA | [k +2¢2Le])
d(l)
< Z f’ c*1AkE [k +2¢?L.]
< Ad(k)(%)k CERIA
% k
< AkY 1(?) .

Entonces
= . k
S|gno| a3 (£) <

luego la serie 3 2 Ti(r{) converge absoluta y uniformemente sobre K.
Para x € K, x # 0, entonces es vilido calcular

Zu=Z Zn(x) Z 2T (x)

y asi
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4 = oyl
(n-215-Lu(x) = ;01 -215- L2 1.

Segundo paso Del mismo modo, es fécil ver que paré x=rf €k

~

2,(8 2
5r(Zme) = < T A VHOW Fulr?)

y que en K la serie ZM = (r Tk) converge absoluta y uniformemente.
Por lo tanto, parax € K \ {0} se cumple que

_ 232 4
0= B folagg)il )’ a(orzy(x))

oD

=Z _rz) 3( an(x))
k=0

Tercer paso Por ltimo, sobre el mismo conjunto compacto K se tiene que

o | dk)

D BeTe()l = 31> AuFir)rtacYi(C)
k=0 =1

k=0 | j=
w d(k)

<3 kk+n— 2)AplFu(r)r | V() |

=0 j=I

A k
SAZk(k+n—2)k“'?k‘z‘(-CT) <o
k=0 <

y asi

Dou = Dci Ti = inon.
k=0 k=0

En resumen,

Du= (D, +Ds) Y Ty =Y (D;+Dg)Tx = 0. O

k=0 k=0

0 sik=0

+40k+ DIFFL?) +4rFL )] si k> 1

21
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Observacion En la demostracién anterior, se realizé una prueba de Weierstrass para
verificar que una determinada serie converge absoluta y uniformemente sobre todo
conjunto compacto K < B. Concretamente, se emplearon las propiedades (1.11), (1.12)
y el lema I1.4 para obtener una cota superior uniforme como

Zuk(x)
k

donde A,a > 0, ¢ € (0,1) son valores constantes que dependen unicamente de la
dimensién n y del conjunto compacto dado K. Este tipo de demostracién se repetird
varias veces a lo largo de este trabajo.

< Zluk(x)l < AZL’“C“ <w, xeK
P P

Teorema 11.6 Si (u,) es una sucesion de funciones H-arménicas que converge
uniformemente sobre todo subconjunto compacto de B a cierta funcién u, entonces u es
H-armonica.

Demostracion Dadas /,m se sabe por el teorema I1.3 (iv) que para todax = r{ € Bse
tiene que

w  d(k)

un(®) = D D APFA)IYE),
k=0 j=1
w  d(k)

wx) —um@) = D D (A9 = A )YFu(r)r Q).

=0 =1

Obviamente, aqui las sucesiones tinicas (}(’")) (/1“) corresponden por (2.4) a las

kJj
funciones u,, y u;, respectivamente.
Sean K,c,c' como en la demostracién anterior. Como (u,) converge a u

uniformemente sobre B(0,c"), puede suponerse sin pérdida de generalidad que

sgp“u,,, | =@y < Il =@y + 1 <
Ademds, por el lema I1.4 se tiene que
12y 1-%
(M} (1 — ) A("
Il_fk l S (CF )k "um “ L“'{B(U.C )) S (Ci' )k 2
0 _ 2m| < a _sz)l-%_ e 2
|’1 | lar = | = oy < ’

) )
Entonces cada sucesién (A(”'} es de Cauchy y converge a un determinado valor 1;

con Al <A ()™
Sobre K, también por (1.11) y (1.12) se obtiene
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d(k)

> APFr)HYHQ)
1

k
< a2kt (<)
c

y por el teorema de convergencia dominada parax = r{ € K

u(x) = lim um(x)
o d(k)
= lim 3 3 AP F)MT©)
k=0 j=1
@ d(k)
=3 im A F ()t Y
k=0 j=1
o d(k)

=D LFrH)rYA Q).

k=0 j=1

La convergencia de esta ultima serie vuelve a ser absoluta y uniforme sobre X por el
lema I1.4.
Como K es cualquier compacto en B, se concluye que
w  d(k)

u(x) = YD ApFi(rrYEQ), x e B

k=0 =1
y por el teorema 1.5 esta funcién es H-arménica. [J

De manera andloga, se obtiene el siguiente resultado elemental.

Teorema I1.7 Toda funcion H-arménica es infinitamente diferenciable.

Demostracion Sean u una funcién H-arménica y a cualquier multiindice de dimensién
n. Sean K, c,c' como en la demostracién anterior. Entonces interesa probar que (% )"u
existe sobre K y esto se hace sobre el desarrollo (2.4) para u.

Sea k > 0. Por el resumen 1.1 se sabe que F; es analitica sobre el disco complejo
dado por Iz < c¢', z € C. Entonces, por el teorema de Cauchy, cada m > 0 satisface

m(q) = L _Fi@)dz_
Fﬁ (a)= i §l:_i=r' (z=a)™!’ o=

En esta integral, 0 < ¢' —c¢ < lzl-lal < Iz - al porque 0 < lal < ¢ < ¢’ = zl. Asi,

11
K= lz—al — ¢'=¢’

luego
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) ml , IFx lle(B({)r )
|F{m ( )[ C —-(c; — C)m"'l = A

Por otro lado, se sabe por (1.12) que si 8 es cualquier multiindice n-dimensional tal
que 0 < B < aentonces paraj = 1,2, ...,d(k) se cumple que

|(2)" ' m@]

lal < c.

L ARE,
L*(S)

Asi, basta aplicar la regla de Leibniz en

(&) rerrno1- 3 (4){(L) e (L) '@}

0=f<a
para ver que

d(k)

21(‘53“ ) [ReHH RO ]| < Ak,

dik) 2 k ;
luego la serie Z:p-o E ( o ) AFi(r )k Y;(£) converge absoluta y uniformemente
sobre K. Por lo tanto, la serie que representa a u se deriva término por término como

w d(k)

( ) u(a) = ZZ(&)“%*F&(#)HY}@), xek O

Nota Lo anterior no garantiza que las derivadas parciales de una funcién H-arménica
sean a su vez H-arménicas. De hecho, esto no sucede en general cuando n > 3. Por
jemplo, la funci6 i =@B-r? = B H-arméni
ejemplo, la funcién definida por u(x) = (3 —r*)x; para x = r{ € B4 es H-armoénica

pero su derivada parcial 6u/6x; no lo es.

1.3 Correspondencia con las funciones armoénicas

En su tesis doctoral [Sa], H. Samii determina una biyeccién explicita entre las
funciones H-arménicas y las funciones arménicas de dominio B. Enseguida se emplealo
expuesto hasta ahora en este capitulo para demostrar este resultado desde un punto de
vista distinto del que emplea Samii. Al final de esta seccién, este enfoque permitird
establecer ficilmente una nueva correspondencia entre las funciones hiperarménicas y
armoénicas sobre B.
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Proposicion I1.8 Sea u una funcién H-arménica y sea
g
u(@) = u(0) + Y Fi(rH)ru((), x=r B (2.5)
Je=1
su descomposicion en arménicas esféricas. Entonces la relacion dada por

U(x) = u(0) + 3 L —_(e (2.6)
X u gB(k-‘i') U

define una funcion armonica que se caracteriza por cumplir simultdneamente sobre B

a) U es armonica,
b) U(0) = u(0), @)
&) u(x) = u(0) + [ [U(tx) ~ VO ~)(1 —1r2)] 3" 22,

Demostracion Bajo la hipétesis (2.5), interesa probar que (2.6) define una funcién
armoénica U y que ademds (2.6) es equivalente a (2.7).

Para cada u; € H(S) en (2.5), considérese la combinacién lineal 1y = Zﬁ) AiY}.

Primera parte Sea K un subconjunto compacto de B. Sean c¢,c” valores tales que
K < B(0,c) c B(O,c')cBcon 0<c<c < 1.

Cada sumando en (2.6) es arménico porque la relacién x = r{ » r*u;({) defineun
polinomio en H;(R"). Ademds, esta serie converge absoluta y uniformemente sobre K,
ya que por las propiedades (1.10), (1.11), (1.12) y el lema I1.4, toda x = r{ € K
satisface

@ w d(k) @ k
1 k AL 1 k| vk naparaf ¢
—rflu ()l = 1A —r*|V3)| <A ) kkrkT| £,

20D L2 Migg gy IOl <A, (%)

donde A es una constante positiva que sélo depende de n,u, y K.
Por lo tanto, la funcién U existe y es arménica.

Segunda parte Sea U la funcién arménica dada por (2.6). Obviamente, U(0) = u(0).
Sea x = r{ € B fija. Entonces para toda ¢t € [0, 1] resulta que la serie

$:(r) = 3 L__phyy () [(1 - (1 - 1r2)] 3!
;stk,;) ‘

converge absoluta y uniformemente sobre [0, 1] por (2.5), ya que dada ¢' € (r,1) se
tiene

an

! —rlu () I [(1 -0\ -] <A y K2 L k < oo,
2 Bk, Z) "t ; (c )

k=1 2
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De manera que ¢,(r) se puede integrar término por término con respecto at € [0,1].
Asf, por la forma integral (1.24) para Fy, se obtiene (2.7) como

I;[U(Ix) -u(0)[(1 -0 - n_z)]g--]%
1
> _[0 ¢ (1)dt

N Z( B(kl_ﬂ_ j;'k_'[(l -n( —ffz)]%"]df)f"“k(f:)
k=1 Ll

- Zﬂ(f‘z)rkuk(g)
k=1

= u(x) — u(0).

Tercera parte Supéngase ahora que U : B - C satisface (2.7). Por ser arménica, U
posee sobre B una descomposicién en polinomios arménicos homogéneos de la forma

U = u(0) +Zpk con px € Hy(R") paracada k>0
k=1
que converge absoluta y uniformemente sobre todos los subconjuntos compactos de B.
Asi, dada x € B fija, la funcién definida por la serie

va() = D @[ - (1 - 1))
k=1
también se puede integrar término por término sobre [0, 1] ya que
> @I -0 -] < > @l < .
k=1 k=1
Entonces

I;[U(rx) - U@)][(1-n( _,,2)]4%-1%
= I;;Pk(x)r*[(] -0 _,rz)]-;--:%
= Jl Wx(r)df
0

Y[ ol
= ;(Io (1 =01 = 1r?)] dr)p:;(x)

= = 1 Ik——l o gl -}-l n
_g[ Bk, I) J =00 -] df]B(k, Pi(x)
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= 2 Fr)Ble 2Ipi()
k=1

con

du} —
pix) = ) Tk Yi(Q)
5l

sobre B para ciertas constantes A . Entonces, por (2.5) y (2.7) se tiene a la vez
o d(k) o d(k)

u(x) = u(©) + 3 D ApFa(r)rYHQ) = u(©0) + 3D S TuBk )Fu(r)r Y (C)

=1 =1 k=1 j=1
luego para cualesquiera k, j

1 1

M= B M
y por lo tanto se obtiene (2.6) como
@ @ d(k)
U®) = u0) + > pi) = u@+>. > ﬁaﬁrw}(o. O
k=1 =1 5=l )

La conversa de este resultado se establece enseguida.

Proposicion 119  Sea U :B - C una funcion armonica. Considérese su
descomposicion sobre B en polinomios arménicos homogéneos px € Hy(R"), k > 1de
la forma

U=U©)+ Y px (239)

k=1

donde la convergencia es absoluta y uniforme sobre los compactos en B. Entonces la
funcion dada por

u(x) = UQ) + ) Bk, 2IFi(r)pi(x), x € B (29)
k=1

es H-armonica y se caracteriza por satisfacer a la vez sobre B
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a) u es H-arménica,
b) u(0) = U(0), (2.10)
¢) u(x) = u(0) +I;[U(rx) ~UO)[(1 -N(1 —1r?)] 7" 4.

Demostracion Bajo la hipétesis (2.8), debe probarse la validez de (2.9) y la
equivalencia entre (2.9) y (2.10). Si K,c,c' son como en la prueba anterior, entonces
parax = r{ € K se tiene que

o d(k)

ZB(k DR < 353 |2 |Bk 53 Y1) <AZ""'2( ) <

k=1 =1

Asi que la serie en (2.9) converge absoluta y uniformemente sobre K. Por lo tanto, la
funcién u existe y es H-arménica por el teorema ILS. El resto del razonamiento es
andlogo al anterior. []

La conclusién es la siguiente.

Teorema I1.10 Entre las funciones H-armonicas u y las funciones armonicas U
definidas sobre la bola unitaria existe una biyeccion S dada por

Pux) = sz(rz)r*r*(g) » Ux) = u(0)+22ﬂ

BU( n) ky}l(g).

S UE) = Eﬁ.ﬁr*yj(g) s u(x) = U(0) +Ez.jk3(k, LR () rYf©)
kj kj

y caracterizada por cumplir simultdneamente parax = ri € B

u(©) = UO) ¥ u(x) = u(®) + [ [UG) - VO -1 -2y L.

Observacién Bajo la biyeccién S, los niicleos de Poisson hiperbdlico y euclidiano no
quedan asociados entre si. En efecto, dada & € §, para toda x € B puede verse que

Pix.&) = 1 +Z )z

SP 2 == 3 _._...I—z L E)
n(6.) 1+; B ByR M 29

P(x,8) = 1+) Zi(x&),
k=1
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S7P.(x.&) =1+ Bk PIF(r?)Zu(x. ),
k=1

por lo que claramente

SPy(2,&) # Po(2,8), S'P.(s,&) # Py(s,8).

Esta observacién da pie a una segunda biyeccién entre las funciones H-arménicas y
las arménicas de dominio B. Se omite la prueba correspondiente porque es muy similar
a las dos anteriores.

Teorema 11.11 Entre el espacio de las funciones H-arménicas (denotadas por u) y el
de las funciones armonicas definidas sobre la bola unitaria (denotadas por U) existe
una biyeccion M que hace corresponder entre si a los a los niicleos de Poisson
hiperbélico y euclidiano. Dicha biyeccion es distinta de la anterior. Estd dada por

M ux) = u(0) + Y LFrIPYEQC) = Ux) = u(0) +2Aﬁn(1)r*Y;(¢),
kj J
M UG = UO) + T Q) = u) = U(O)+ZA,,;I;,"(("])) PYHC)
kj
y para cada & € § satisface sobre B

MPy(2,8) = P.(+,8).

1.4 Los espacios de Bergman B,

En esta seccién comienza el estudio de ciertos espacios llamados de Bergman
vinculados a la bola hiperbélica de dimensién n > 2. En esencia, se presenta aqui su
definicién y se demuestra que éstos son espacios de Banach. A partir del siguiente
capitulo, se abandonard la generalidad adoptada aqui para enfocar un caso muy
particular de estos espacios.

Definicion 11.12 Dados los valores n > 2, p € [1,90] y dada una funcién medible de la
forma w : [0,1) » (0,), se define el espacio de Bergman B, como el subespacio de
Banach de L? (B, w(r)dx) dado por

B = {u :B - C | ues H-armdnica, jBIu(x)l”w(r)dx < 00}.

Se dice que la funcién w constituye un peso radial que pondera o asigna un peso a la
medida de Lebesgue sobre estos espacios.
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De ahora en adelante, A denotard el espacio vectorial formado por todas las
funciones H-arménicas. Si ademds se escribe Lf, = L”(B,w(r)dx), entonces la
definicién anterior es simplemente

B, = ANL;.

Observacion Definida de este modo, w(r)dx constituye una generalizacién de la
medida de Lebesgue sobre B que por ahora incluye a la medida hiperbélica.

Lema II.13 Sea w : [0,1) —» (0,00) una funcion medible que esté acotada lejos de
cero sobre cada subconjunto compacto de su dominio. Sean los valores n > 2,
p € [1,]). Sean c,c’ dos valores dados tales que 0 < ¢ < c' < 1. Entonces existe una
constante A = A(n,w,p,c,c') > 0 tal que

()l < Allull sy, * € B(O,¢)

para toda funcion H-arménica u.

Demostracion Sea a € B(0,c). De acuerdo a la definicion I1.2 y al resultado (2.3),
existe una transformacién especial y positiva de Lorentz g tal que

= g0,
g+ B(0,p) < Ba,6p(1-laP)), p e (0,3).

Por el teorema del valor medio I1.3 (ii) para funciones H-arménicas, g satisface ademds

oy 1
u@ = 55T Vo "

para cualesquiera p € (0,1), u € A.
Ahora, para p > 0 se tiene que

B(a,6p(1 —1al*)) < B(0,c")
siy solo si
6p(1 —lal?) < ¢’ -lal,
lo cual equivale a

¢ —lal
e TR,
P =601 —lal®)

De modo que el valor
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!
pr=fzte@l)

satisface

C’—C < C,"'Ial
6 ~ 6(1-la?®)’

con

lu(a)l < luldp, ue A.

PECTRIL)
u[B@O,p*)] J B0

Por iltimo, 1a naturaleza de w asegura que la medida w(r)dx es finita sobre B(0,c¢') y
que existe una constante M tal que 0 < 1/w(r) < M paratodar € [0,c']. Por lo tanto,
para toda u € A se tiene que

s H[B(0,p*)] -[B(U.c') (1 —rz)"W(r)“(r)dJr
1 M, ,
: H[B(0,p*)] (1-c")" jB(O.c,)lu(X)lu(r)dx

y el resultado se sigue por la desigualdad de Holder. U

Teorema I1.14 Sea w : [0,1) —» (0,%) una funcion medible que esté acotada lejos de
cero sobre cada subconjunto compacto de su dominio. Sean los valores n > 2,
p € [1,). Entonces B, es un subespacio de Banach de L},

Demostracion Sea (ux) una sucesion de Cauchy en B. Entonces (ux) converge a
cierta funcién v € L%, y existe una subsucesion (ux)ie; de (ux) que converge a ella
puntualmente y casi dondequiera en la medida ponderada w(r)dx. Sobre un conjunto de
medida de Lebesgue cero, la funcién v se modifica enseguida para que una funcién
H-arménica u tome su lugar en L¥,.

Sea K cualquier subconjunto compacto de B. Sean c,c’ dos constantes tales que
0<c<c <1conKc B(0,c) c B0,c") « B. Entonces por el lema anterior existe
A = A(c,c’) > 0 tal que

I (x) — tum () < Allug — um

oy < Alluk—tmllp, x €K

para cualesquiera k,m. Por lo tanto, (u;) converge uniformemente sobre K.

Asi, la sucesion de funciones H-arménicas (u;) converge sobre B a cierta funcién
continua u, y lo hace uniformemente sobre los subconjuntos compactos de B. Por el
teorema I1.6, u es H-arménica. Pero, en la medida w(r)dx, la subsucesion (up)ier
también converge casi dondequiera a la funcién v. Entonces u, v son iguales entre si casi
dondequiera y representan al mismo elemento de L. Por lo tanto, (u;) converge a
u € BE, bajolanormade L?. [
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Termina aqui esta presentacién bdsica de las funciones H-armoénicas y de los
espacios de Bergman BJ, que conforman aquéllas que pertenecen al espacio L.
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De aqui en adelante, se considerardn tunicamente los espacios de Bergman
B, = AN L?(B,w(r)dx) ponderados por el peso radial w(r) = (1 - r)?, donde B esun
pardmetro real fijo, comoloes p € [1,00).

Se denotara
L,’P-ﬂ = LPCIB,(I —r)de),
BrB = ANLPP

¥
= {f: B » C | fes H-arménica, ||f]|,; = (_[Blﬂx)}”(l —r)ﬂdx) < co}.

En todo momento, se buscard seguir la linea de investigacion definida por [AFP],
[BP1], [BP2], [Lo] y [Pe] donde se analiza el correspondiente caso euclidiano.

Mais adelante se estudiari el espacio general 37, Pero en este capitulo interesa tan
s6lo el caso particular B2” paray € R, provisto del producto interior definido como

wv) = (), = [ u@¥G)( - ryde

para u,v € B*7.
Por el teorema 11.14, B27 es un subespacio de Hilbert de L?7 y como tal posee una
teoria propia.

Como ya se ha dicho, cualesquiera x,y € B se expresan en coordenadas polares
comox=rl,y=sEconr,s >0y, < S. A partir de ahora, la distancia de un punto

x € B a la frontera S se denota por €(x) = €(r) = 1 —r. El pardmetro y representa un
valor real dado. Y la norma del espacio L7 se escribe como ||« | 2, O simplemente |[¢||,.

lIl.1 El nacleo reproductor K”

En esta seccién se presenta un nicleo reproductor para el espacio B27 y se enuncian
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sus principales propiedades. El razonamiento seguido aqui es cldsico en anilisis
arménico y se encuentra, en su totalidad, en textos como [Ax].

En el lema I1.13 se probé que para cada x € B existe una constante ¢ = ¢(x) > Otal
que lu(x)l < cljul|, para toda funcién H-arménica u. Esto conduce al siguiente
resultado.

Lema II1.1 Dada x € B, la funcional lineal T, : B> - C definida por la evaluacién

u ~ u(x) es continua. Por lo tanto, para cada x € B existe una funcion tinica
K7(x,*) € B?7 tal que

u(x) = (u,K?(x,%)) = jB u) KT (y)e(y)’dy, u e BT,

Definicion III.2 La funcién escalar K7 obtenida asi sobre B x B constituye el niicleo
reproductor de B> sobre la bola hiperbdlica.

Teorema II1.3 El niicleo reproductor K de B*" satisface

a) K7 solo toma valores reales,

b) B> posee una base ortonormal numerable. Si {ux : k € N} lo es, entonces
puntualmente sobre B x B se tiene que

K7 (xy) = D us(®ux(),
=1

¢) K7 es simétrica,
d) ||K”(x,») ||§ = K"(x,x) paracadax € B,
€) existe una tinica proyeccién ortogonal P : L*' - B> que es suprayectiva,
continua y tal que la imagen de L*? bajo I — P es el complemento ortogonal de B*? en
L*?, donde I : L>' — L*? denota a la funcién identidad,
f) dicha proyeccion P estd dada por

PUE) = [ K7 Godf)e0)7dy
parafe L*", x € B.

Demostracién a) Sean x € B, u = ImK?(x,+). Entonces u € B2?, por tratarse de la
parte imaginaria de una funcién H-arménica en L2? (ver el teorema 11.3(i)). Como u sélo
toma valores reales, del lema III.1 se sigue que

0 = Imu(x)
= tm([_uG)KTG)e0)7dy)
- j' _uO)ImK (x,y)e(y)"dy



Capitulo Il El espacio de Hilbert B>Y 35

= ~[[ImK (x,*) I3
luego ImK7(x,») = O sobre B.

b) B?7 es separable porque L?7 lo es. Entonces, como en todo espacio de Hilbert
separable, para cada x € B se cumple

K7(x,) = 3 (K7 (o) udur = 3 ix@us,
k=1 k=1

y estas series convergen en la norma || ||,. Por el lema III.1, la evaluacién en caday € B
es continua, entonces sobre B x B se cumple puntualmente que

K7(x,y) = ) m@ui(y).
=1

c¢) Por (a) y (b), existe una base ortonormal {u : k € N} para B27 tal que si x,y € B
entonces

K7(x,y) = D mur() = KT&x)) = D us(®ux() = K7 (3,%).
k=1 k=1

d) Por (a) y por el lema IIl.1, para toda x € B se satisface
IK7(x, ) |I3 = (K7(x,2),K7(x,%)) = K7 (x,x).

e) El resultado se debe a que B%7 es un subespacio de Hilbert de L27.
N Por (e), véase que (f—P[f],K"(x,*)) =0 para toda fe L?7, debido a que
K"(x,») € B?7.Entonces
PAI) = (PIf1.K7(x,¢)) + O
= (PULK? (x,9)) + {f = PIfl. K" (x, %))
= (f,.K7(x,9))
= |, K7 Gy)odet)7dy

siempre quef € L>",x € B. [J

Proposicion 111.4 Sean los valores n > 2, y > —1. Entonces una base ortonormal
para B*! es {ﬁWj‘ k>0,1<5< d(k)}, donde

Wi(x) = Fi(r?)r'Yj(C), x=rleB
y donde cada valor By = Bi(n,y) > 0 estd dado por
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2 ' n+2k-
8= W13 = <o | FRG)r it =sytdb.

Demostracién Recuérdese que {Y§ : 1 <j < d(k)) es una base ortonormal de H(S)
para cada k > 0. Entonces si k,k' > 0yj € {1,2,....d(k)},j € {1,2,...,d(k")} son tales

quek + k' 6j + j' entonces (Y%, Y}‘")Lz(:;) = 0y asi

I

(Wi W) = [ Wheowy (1 -y

vol;]B j:} Fk(r‘z)Fk*(r2)rn—]+k+kr(I = r)?'a"!'js Yf((:)Y}'(C)dg(g’)

= 0.

Ahora, por el teorema 11.3 (iii), se sabe que cada funcién Wj-‘ es H-armonica.
Ademis, cada W} € L7 porque

B = —I [ RO -1y [ (1©) doar

1
= 1 _ [ B2 (1 - )?dr < oo
vol B '[ o *

ya que y > -1. (Este es el tnico paso en el cual se emplea la hipétesis y > -1.
Obsérvese también que el valor de B, no depende de j.)
Por lo tanto, { W} } i € una coleccién ortogonal en el espacio de Hilbert B27. Sino

fuera maximal, en la teoria de los espacios de Hilbert se establece que se le podiia
completar: al menos se le podria afiadir un nuevo vector u € B%? distinto de cero y
ortogonal a todos los demads. Pero por el teorema I1.3 (iv), dicha funcién u € A seria de

la forma u = Zk.:‘ AxWj y para cada eleccién de ko > 0 y jo € {1,2,...d(ko)} se
tendria 0 = <u, Wj‘:) = Ajok- Con ello, se daria la contradiccién u = 0. Por lo tanto,

WX} es una base ortogonal para B>?. [J
J4 kj

Observacion El valor del parimetro ¥ > —1 se adopta de ahora en adelante por el
resultado anterior. Con esta decisién, la medida positiva dada por (1 — r)”dx es siempre
finita sobre B. Esto descarta completamente a la medida hiperbélica. En efecto, como
(1 =r?)™" ~ (1 —r)™" sobre B, la medida du = (1 — r?)™"dx no figura entre los espacios
de Bergman elegidos. Esto se debe a que la medida hiperbélica, infinita, hace diverger
hasta los objetos més elementales que interesa estudiar en B”7.

Entonces lo que hace propiamente hiperbdlico al espacio B”Y = ANLP" no esla
medida sino las funciones H-arménicas que conforman al conjunto .A. Para hacer énfasis
en este: hecho, se puede considerar que el espacio que interesa es
ANLF(B, (1 -r)’"dx), donde el pardmetro real § > n — 1 pone en relieve la inevitable
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distorsién impuesta a la medida hiperbélica. Pero aqui no se adoptaré esta notacién.

El siguiente resultado se sigue directamente del anterior por el teorema I11.3 (b).

Corolario I11.5 El niicleo reproductor del espacio de Hilbert B*? estd dado por

@ d(k)

K'(xy) =Y. —F;(rz)Fk(sz)r*s"Y“((,')Y*(f) para x,y € B.
k=0 =1

Nota En la siguiente seccién se demostrard que la convergencia de esta serie es
absoluta y uniforme sobre K x B siempre que K < B sea un conjunto compacto.

Observacion Es importante apreciar desde ahora que el valor de 1/87 no es trivial. Su
presencia en la forma explicita de K7 complica considerablemente el manejo de’ este
nucleo reproductor. En las siguientes dos secciones se busca saber mds acerca de esta
cantidad.

lll.2 Orden de magnitud de los valores ,8,,2

Para saber lo més posible acerca del nicleo reproductor K7, es importante analizar
los valores B dados en la Proposici6n IIL.4. En esta secci6n se determina su orden de
magnitud.

Sean los valores n>2, y > -1, k> 0. Entonces la convergencia absoluta y
uniforme sobre [0, 1] de la serie *

= ; (1-2)ik)i
2y _ 20 T b T AR H
Fi(r?) Z.;d,r con d; T D),
permite calcular con (1.5) que
fi- j F3(r)r™21(1 - nYdr
— Azzd d: j n+2k+2(r+;)—l(l r);rdr
i=0 FD
=AZZd,—d;B(n+2k+2(i+j),y+l).
=0 j=0

Sean i,j > O fijas. Vistas como funciones de k > 1, las cantidades d; = d i(k) y
d;j = dj(k) satisfacen d;,d; ~ 1, mientras que B(n+2k+2(i+j),y+1) ~ por

1(7'1
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(1.10). Asi, la serie que determina a 7 estd compuesta por términos que
individualmente son de orden 1/k7*'. Pero algunos de ellos tienen signos contrarios entre

si debido a la presencia de los factores (1 — 4)i(1 = %); en did,. Esto hace posible que
el orden de magnitud de la serie sea mds fino que el de los términos que la componen,

como se establece enseguida. :

Teorema II.6 Dadasn > 2,y > —1 se tiene que

2 = 0 _B(ny+1),
B ol B (n,y )

Bi ~ k,,},,,, para k> 1.

Demostracion El resultado es trivial para k = 0. Supéngase entonces que k > 1.
Para n = 2 se tiene directamente

' _
B2 = %Io 1511 = r)Tdr = 2Bk +2,7 +1) ~ krl+’ ;

Para n > 3, bastara probar que existen dos funciones f, g de orden 1/k™*7~! tales que
flk) < B} < g(k) para k> 4.

Primera parte Sea k > 4. Por la proposici6n 1.6 (c), se sabe que
r'Fi(r?) < Art2-t

Asi que por (1.5) y (1.10), se cumple que

S . 2y,ms2%-1(1 _ )7
0<p} = —2 [ FRGr (1= ndr

1
< Ak2™ j P41 = r)7dr
0

< AK*"B(k-3,y +1)

1 I . 1
<A k2 fr+l =A k=1

Segunda parte Sean k> 1, r € (0,1). Sea t € (0,1). Entonces 0 < 1r? < t < 1, luego
1>1-tr?>1-1t> 0.Entonces, por (1.5),

1 1
J 11 -0 -r2) 2 dr > j 11 =" 2dt = Blk,n—1) > 0
0 0
y por la forma integral (1.24)
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Bi

: Le £- : n+2k—
Bk ")-2j U #1(1 = 311 = 1r2) 3 ‘dr] pr%1 (] Z Py dy

V

—B(k, L) 2B(k,n - 1)2j rm 2 (1 - ryrdr
vol

B(k, Z)"2B(k,n — 1)?B(n + 2k,y + 1
2Bk, 2)2B(lon ~ 1)?B(n +2ky +1)

cuyo orden de magnitud de acuerdo a (1. 10) es

bbb = s o

Corolario I11.7 Dadasn > 2,y > —1 la convergencia sobre B x B de la serie

w d(k)

K7(xy) = ZZ—er)ncsz)r*s*n«;)n(g)

=0 f=I

es absoluta y uniforme sobre K xB siempre que K c B sea un conjunto compacto.
Demostracion Dadas x,y € Bcon0 < r < ¢ < 1, basta aplicar (1.11) y (1.12) para ver
que cada k > O satisface

d(k)

> LR A)F(s?)rtst YO | | Y@ |

=1 ﬁk

< Akn-anﬂr-lk%k%

< ARk &ioe.

Observacion Antes de continuar, vale la pena elaborar un poco sobre la prueba del
teorema anterior.

1) Alternativas La demostracién del teorema III.6 se puede repetir mediante otras
funciones que acotan a B2. Por ejemplo, para k > 1, r € (0,1) véase que si t € (0,1)
entonces 0 < 1r2 < r2 < 1 implicaque 1 > 1 =2 > 1 —r2 > 0. Por lo tanto, con (1.5)
se obtienen las cantidades positivas

[ -1 o) tdr > -3 [ 10 -t
0 0

>(1 '—rz)z‘lB(k,%)

=1 +nN¥'A-N*"'Bk )
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> (1 -nN%"Bk5)

luego

1
2 n Ny-2p, N2 _oAn=2 n+2k=171 _ A\Y
Bi > —BB( ) 7B 2 [ (-0 -nyrdr

=—" _Bn+2kn+y-—1
vol B ( r=D

1
Jnr-1t

~

Asimismo, dadas k > 1, r € (0,1) para toda ¢ € (0,1) se cumple que 0 < Jtr<r<l1
luego 1>1-ytr>1-r>0 con 1+Jir> 1. De modo que para cualesquiera
t,w € (0,1) se tiene que
A=t (1 —wr) T}
=+ + A=A - JwnE!

>(A-nN"250.

Entonces el teorema de Tonelli se aplica con (1.5) a la siguiente integral triple
1
0
1 1
= [ [J‘ 11—y 31 -n-?)z-‘d:]
0 0
1
[I w11 -w)2'(1 —wrz)‘i'_’dw]r”*z""‘(] —r)dr
0
1 g1 pl a "
=[ [ ] ~ra-ntra-m
0Y070
w1 —w) 271 (1 —wr?) 27 211 = )7 didwdr
1 pl
= [ | #ra-nriwia -
0Jo

[I;(l —tr) T (1 —wr?) T 21 (] —r)"dr]a'tdw

J U:}’H(l -l -frz)?“dr]zr"“’*"‘(l —A7dr

> j.:} J-:} rk—!(] - r)%—lwk-l(l _H,)-g-—l [I;(l _ r)n~2,.n+2k—l(] _ f)fdr]dfdw

_ I:j; =11 —1) rldfjlzl:j; P2kl (] ___r)n-ty-Zdr:l

= Bk, 2)?B(n +2k,n+y — 1).

Con lo cual se repite por (1.10) la mitad de la conclusién que es
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Bi > —BoB(k ) B0 5B+ 2kn+y - 1) ~ T

2) Sintesis Se vio ya que si n = 2 entonces 7 = +B(2k + 2,y + 1). Y para cualquier
valor n > 3 se obtuvieron tres funciones explicitas de orden 1/k"*7~!

fitk) = B(k,%)"-B(k,n - 1)2B(n+ 2k,y + 1),
fa(k) = B(n+2k,n+y-1),
gk) = k*"B(k—3,y +1)

tales que

0 < filk).folk) < 22 B

Para estas funciones existen constantes ¢y, c2,¢,Cj,C2,C > 0 para las cuales toda k > 1
cumple

Bi < Ag(k), k= 4.

c; < k™7f(k) < Cy,
¢z < k™77Ify (k) < Ca,
e < (K< C

y por lo tanto para k > 1 se tiene que

vol B kn+r—lﬁ2

Enseguida interesa establecer cn'lerios para escoger entre las funciones f, y f>.

max{c,c2} <

3) Aproximaciones asintoticas Dados los valores a,6 > Oy b € R, por (1.9) la funcién
beta satisface

M & 5
lim ( ) }‘l_gg(k by’ (ak + b)° B(ak + b,8)

—L_lim(ak + b)® B(ak + b, )
a’® k—wo
I'(6

a’

Este hecho permite hacer explicita una aproximacién asintética del valor de k™7~! g2,
Sin = 2, el célculo es directo

I imkr182 = |
% Ll

B(2k+27+]) 'y+1)
k—m ( )7+l 2y+l
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Pero, sin > 3, el valor -"—",fﬁ limg. k"7~ B2 s6lo se puede acotar inferiormente por
o T kY- _ 2 T(y+1)
c) = 11_{2& fik) = [(n-2)!) m.
e I'n+y -1
¢, = Jimkrripm = T2,
de acuerdo a (1.1).

{Cudl de las funciones f;.f, brinda la mayor cota inferior para $7? Un criterio para

responder consiste en calcular max{c,c,}, sin olvidar que éste es un resultado
asintético.

Por (1.2) y (1.3), véase que

i =4 Thsy=1) rz(%)
¢, 2! T(@r+1) T*n-1)
_ @+ T 4
2»—2 FZ(%) r?(n_;l)zzn—at
75(7 +1)n-2
23(::—2)1“2(%)

luego ¢} < ¢} siy sélo si

3(n-2) _
(0 + Dz > 212251,

Ahora, p(y) = (y + 1),-2 no es mas que un polinomio ménico en y de grado n —2.
Entonces para valores suficientemente grandes de y se tiene que ¢ < c¢j. Y es facil ver
que al menos para cierto intervalo y € (=1,y,) se tiene ¢ > c5. Por eso, no conviene
descartar a la funcién f| frente a f, mds que para valores ‘grandes’ de y (y de k).

Por ejemplo, para n

: 5 5 1
respectivasy > 5,3, 7,

3,4,5,6 se obtiene c| < ¢, a través de las aproximaciones

o |l

.3 Una descomposicion para 1/5;

Sin es par y si y es entera, es posible aprovechar lo anterior para obtener una forma
explicita para 1/? como funcién racional de k. Esto facilitard el manejo del nicleo

reproductor K que se hard mis adelante. Desafortunadamente, muchas preguntas
quedardn abiertas en este trabajo si n es impar.
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Razonamiento Dadasn > 2,k > 1,y > -1, recuérdese que

e (E=4)ill =4 (k)i(k); .
ﬁ%=§,§ 2o UH_%)j(ki%)J_B(n+2k+2(f+;),y+l).

Interesa determinar cudndo esta expresién es una funcién racional de k. Lograrlo serd
clave para poder continuar.

1) La suma que define a 7 es finita si y s6lo si n es par, en cuyo caso para m = n/2 se
tiene
m=1
y _ N =m)i(1—m); (k)i(k);
Bi ; iyj! k+m)i(k+m);

B(n+2k+2(i +j),y +1).

2) Advertencia Recuérdese que six > 0, j € N entonces por (1.8)

'——1)!'

Blxd) = (x);

Dadas i,j > 0, se puede escribir entonces

BGi+ 2k 4 2G L Ty modl e 2] P(E)

(',V + l)n+2k+2(r'+j) Q(k)

donde aparentemente se tienen dos polinomios

P(k) = Pujj(k) = [n+2k+2(i+j) = 1][n+2k+2(i +j) - 2]
co[n+2k+2(0+) = (n+2k+2(i +j) - 1)],
Ok) = Onippk) = (¥ +1+n+2k+2(+) - 1)y + 1 +n+2k+2(i +j) - 2)
(Y +1+n+2k+ 230 +j) — [n+ 2k + 230 +7)]).
Ciertamente, P y Q son productos finitos de factores de la forma (2k + ¢), jpero no son
polinomios en k! El nimero de sus factores no es constante: depende del valor de k. En
efecto, P posee n+2k+2(i+j) — 1 tales factores, y en Q hay n + 2k +2(i +j). De

modo que la expresién P/Q no garantiza que B(n + 2k + 2(i +j),y + 1) sea o no una
funcién racional en k.

3) Supéngase ahora que y > —1 es entera. Entonces y € N U {0} con

B(n+2k+2(i+j),y +1) = T +2k+’;(l_+j)]

r+l

que claramente si es un cociente de dos polinomios en k. Asi, y entera es una condicién
suficiente para que cada una de estas funciones beta sea racional en k. El siguiente punto
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demuestra que esta condicién también es necesaria.

4) Es trivial probar que si r(k) = p(k)/q(k) representa cualquier funcién racional distinta
de cero entonces

r(k) ~ kdeer-deeq, k> 1,

En particular, obsérvese que el valor de degp — deggqg es entero. Y recuérdese que
Bn+2k+2(i+j),y+1) ~ ﬁ para k> 1. Entonces y entera es una condicién

necesaria para que cada una de estas funciones beta sea racional en k.

Esto conduce al siguiente resultado.

Teorema II1.8 Dados los valores n> 2 par y y € NU {0}, B? es una funcion
racional de k de la forma

() .
Pi g(k) — k7

cona = degp,b =degg,b—a=n+y-1.
Mas aiin, existen constantes Cj (j 2> 0), ko € N tales que

L3 G ks

Demostracion En esta prueba conviene considerar a la variable discreta k como un
valor k > 0 en C. Entonces

1 _ gk
B pk)

_ A K+ d kP + dokP 4 4 dy k4 d)
o +cik® 402k 2 + ... +cok+Ca

dp
W

i .08
e Attt

Ca
kﬂ

B T Sedocherbiiot:
= Ak™7'h(k)
donde la funcién h : C \ {0} — R esta definida por

1+ 482, 4+ O

Zr—

Z

T+ + L+

Dada i > 0, la funcién h) (L) posee una singularidad removible en z = 0. Es decir, A es
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una funcidn analitica en ‘oo’ y el resultado se sigue de ello. [

Termina asf este capitulo acerca del espacio B>?. Los nicleos reproductores K’ y
las magnitudes B? obtenidos aqui serdn esenciales para analizar los demds espacios de
Bergman B77. Concretamente, lo mas importante hasta ahora es saber que

T;? = At {1+0(1) }

para k > 1, cuando el valor de n es par y y es entera.



Capitulo IV

Proyecciones de Bergman

En este capitulo se estudia el espacio de Bergman
Brf = ANLPP
I
= {f: B, - C | fes H-arménica, ||f]l 5 = UB )P —r)‘ﬂdx) " < m},
determinado por el enteron > 2 ylosreales B > —1,p > 1.
Esto se hace por medio de ciertas proyecciones de Bergman. En ellas se aprovecha
lo obtenido en el capitulo anterior acerca de K7, el nicleo reproductor de 27 para un
valor dado ¥ > —1 distinto de B en general. Desafortunadamente, una parte importante

del razonamiento empleado aqui sélo serd vilida si n es par y a la vez y es entera.

El contenido de este capitulo se basa en el trabajo que O. Blasco y S. Pérez Esteva
presentan en [BP1] y busca adaptarlo a la bola hiperbdlica.

En todo momento se denota en coordenadas polares x = r{, y = s € B y se escribe

cex)=€e(r)=1-r.

Definicion IV.1 Seann> 2,y > -1, p > 1, p > —1. Sea K7 el niicleo reproductor de
B2?. Entonces la transformacién que se llamard aqui proyeccién de Bergman
Pr= P(n,y,p,B) es la transformacién lineal P? : L»P - BPP dada por

PIfG) = [ K7 Ge)f)eG)dy
paraf e LPP x € B.
Interesa probar que esta relacién en efecto define una proyeccién que es continua.

Obsérvese que P7f(x) = (f(=), K7 (x,+)),2, siempre que f € L27.
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IV.1 Propiedades basicas de P”

En esta seccién se presentan dos propiedades generales y sencillas que posee P”.
Para comenzar, recuérdese que cada funcién .

WA () = Flr)PYA(Q), x e B

es continua sobre B, luego pertenece a B2y el primer resultado es inmediato.

Lema IV.2 Dadas n>2,y>-1,p>1, B> -1 se tiene que P'W} = W} para
cualesquierak > 0,j € {1,2,...,d(k)}.

Lema IV.3 Si f es una funcion medible y acotada sobre B entonces P'f es
H-armonica.

Demostracion Sea x = r{ € B fija. Considérese la funcién dada por

o  d(k)

0:0) = 33 ZeFiCDRHA VOV OM0)0), ¥ =8 < B.

=0 j=I

Por (1.11), (1.12) y los teoremas 1.4(b) y IIL.6, existe A = A(n,f) > 0 tal que

d(k)

P NEINCOIED @ HGNOEOY
Fl :

d(k)
-ﬁ—Fk(rz)Fk(sz)r*S"f(y) ZOMAGIIAG]
k FI

< Ak3n+r-3 6k

para toda k > 0. Esto implica que la serie dada por 6,(y) converge absoluta y
uniformemente cuando 0 < s < ¢ < 1. Por lo tanto, se le puede integrar término por
término sobre B. Asf

PIf) = [ K7 ay)f0)et) dy
w  d(k)

- [ 22-—n(rZ)Fmsz)r*s*Y*cm*(a,zfcx)eo)rdy
k=0 =1
w  d(k)

= 22 |, ZrREORGES O @M0)0) dy

=0 j=I
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w  d(k)

- gzlj (J. Fsstri@meoyay) -B%n(rz)r* Y Q).
.

Anilogamente, se sabe que existe A = A(n,f) > 0 tal que
|Fi(s2)s* Y (E3)e0)dy| < Fils?)s* | Y(E) [f)ke()” < AkZ,
para cualesquiera k > 0,j € {1,2,...,d(k)}, de modo que la integral
1= [ RS VO dy
existe en C con
175 | < Ak%, je{l1,2,..dk)}.

Entonces se cumple que

o d(k) Ik
P1x) = ZZ a F}(rz)r Y4(0),
k=0 f=1

49

y la convergencia de esta serie es absoluta y uniforme sobre todo compacto en B porque

d(k) I
Z —’—l Lpoyr |Y5Q)| < AP 737k,

Por lo tanto, P’f efectivamente define una funcién que es H-arménica por los

teoremas I1.3 (7)) y ILS. OO

Razonamiento Cuando n es par y y es entera, se sabe por el teorema II1.8 que existen
constantes C; (j>0), ko€ N tales que 1/B} = E::O C;k™-'J para valores
suficientemente grandes k > ko. Este desarrollo induce una descomposicién del niicleo
reproductor K? y de la proyeccién P? que mostrardn ser adecuadas para analizar la

continuidad de P”. Se trabajari asi sobre B x B con la suma concreta

n+y

P =PL+) CPl+P}
=0 .

vinculada al nicleo

an

UCORDY B—n(rﬁ)n(f)zk (x.)
k
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- Z —Fk(rz)Fk(sz)ZA(x,})

k(ko
o H'-F'r
n+y-1
£33 GE—FF)Zin) (@.1)
k=ko j=0
=l 2 2
+Z‘, 2 A= AP Zix.)
k=kq j=n+y+1

n+y
= L7(x,y) + ) CiK] (x,3) + M? (x,y),
=0

y a las transformaciones

L7(xy) = Z —m(rzwsz)z* x.y), (4.2)
mq,

Ky =Y k:—;_]Fk(rz)Fk(sz)Zk(x, y) para 0<j<n+y, (43)
k=ko

MG =3 3 G K UGG Zu(x,). (4.4)

k=kg F=n+y+1

Interesa mostrar que esta descomposiciéon de P7 es vilida, y que cada una de sus
componentes posee la continuidad deseada.

En todo lo que sigue, el trabajo relevante se realiza sobre los sumandos K}' en (4.3)
que provienen del centro de (4.1). Es posible relacionar cada uno de ellos con ciertas
derivadas parciales del nicleo de Poisson euclidiano P.. El punto-clave es que R.
Coifman y R. Rochberg en [CR] ofrecen cotas superiores sencillas para la magnitud de
estos objetos. Bajo determinadas hipétesis, se emplean dichas estimaciones para probar
finalmente que cada componente P} (y luego P7) es continua. Este procedimiento es
una adaptacion al caso hiperbélico de la investigacién presentada en [BP1] para el caso
euclidiano.

IV.2 Continuidad de P}

En esta seccién se consideran las transformaciones

on

K§(x,y) = D k™ Fu(r?)Fi(s?)Zu(x,y) (4.5)

k=kq

para (x,y) € Bx B,y
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PY) = | Ky n)f0)et)7dy

parafe LPP x € B.

Enseguida se demuestra que la transformacién lineal P} es continua sobre L?. Se
procede aqui con el mayor detalle posible porque los pasos efectuados a continuacién
contienen la esencia de todo el capitulo. Esto se debe a que P} constituye una buena (la
mejor) aproximacién de P?, como podra apreciarse mds adelante. Sobrevolando un poco
los detalles, lo que sucede aqui es que se cumple lo que uno desearfa: 1/87 ~ k™!
hace de k™7~ la mejor estimacién de 1/B3.

Observacion Recuérdese que X = x/lx|*> denota al inverso en R” de un punto
x € B\{0} con respecto a la esfera S. En esta seccién se empleara con frecuencia el valor
1/I% — yl para x,y € B con x # 0. Dado que los puntos ¥ ¢ B, y € B se encuentran de
uno y otro lado de la esfera S, resulta que el valor 1/[¥ — yl estd acotado superiormente
cuando al menos uno de ellos se mantiene ‘lejos’ de S.

De ahora en adelante, ¢ € (0, 1) serd un valor dado con respecto al cual interesan las
siguientes dos regiones complementarias:

Qo ={(xy)eBxB:0<r=kl<c),
Q.={(xy)eBxB:c<r=kl<1).

Es fécil ver que si (x,y) € Qo entonces

P e ]7—1)*I> -l.-—l = ]—EC>O
y asi

1 c
0<F3“T-¢

Pero el caso no acotado en €2, no es tan sencillo y para tratarlo conviene emplear los
siguientes puntos. El tercero de ellos fue presentado por R. Coifman y R. Rochberg.

LemalV4 Parax=r{,y = s§ € B conx + 0, se tiene que
) (I1=rs)lr <X -yl
i) 1=« &l<K-El
iiif) [CR] Dada c € (0,1),
I — &l e(x),e(y) = O(IX —yl) sobreB x B,
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X —yl# Ol —&l+€(x) +€(y)] sobreB x B,
X —yl=0[K -¢&l+e(x) +e(y)] sobreQ.

y por lo tanto
X—yl~K—-¢l+elx) +e(y), (xy) € Q.
donde Q). = {(x,y) eBxB: c<r=kl< ]}.

Demostracién (i) Directamente [X —yl > [XI—-lyl = 1/r—s = (1 —rs)/r > 0.

if) Dadas x = r{, y = s§ € B, considérese el disco 7 N B, donde 7 es un plano (no
necesariamente tinico) que contiene a los puntos O, x,y (y por lo tanto también a {,¢,X).
Sin pérdida de generalidad, supdéngase que sobre este disco x = r(1,0,0,...,0),
y = s(cos8,send,0,0,...,0) para algin valor € € [0,2r).

Entonces |1 ={ &l = 1—cosf < 1/(l —cos8)? +sen?d = K - &L

iif) Contraejemplo Six =y — 0en B, entonces
X -yl . =¥ &
K—El+e(x)+ey) 2(01-r) '

asi que el final de (iii) es falso si 0 < r < c¢. Afortunadamente, como se observo ya, para
ese caso no se necesita el resultado.

Primera parte Simplemente por la desigualdad del tridngulo se tiene
F-yz2®l-hl=L_s=La-N+1-5>ex)+e).

Enseguida se muestra que I — &l < AIX — yl.
Si 0<s5s<1/2, esto es ficil porque I —-&l<2, K—yl>2lr—s>1-52>12
luego I — &l < 4Ix —yl.
Ahora supdngase que s € (1/2,1). Considérese el mismo disco que en la prueba de
(i1). Enél
K — &P = (1 —cosB)? +sen?d,
2 1 2 Dt
X—ylf = (? —scosﬁ‘) + s*sen“0,

donde sen?@ = 4(1/4sen’0) < 4s2sen?6.
Si el dngulo @ es agudo o recto, entonces

0 < scos@ < cos@
implica que
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%—500592 %—cos@ >1-cos@ >0,

luego (1/r — scos@)? > (1 — cosh)>.
Mientras que si el dngulo 6 es obtuso se tiene que

1 < % < %—scose,

entonces
(1-cos6)? < 4 < 4(L —scos0)”.
En resumen, I — &I?> < 41X —y|? cuando 1/2 < 5 < 1.

Segunda parte Sic < r < 1 entonces

X-yl= |%§—s§1
%lé'-—rsé]
Lic-&)+ U -r+r-re
Lc-a+0-n+r1-9))
L -é1+e@ +e()y. O

IA I Il

IA

Observacion Dada c € (0,1), recuérdese que interesa la regiéon Q. =
{(x,y) eBxB: c<r=»Ikl< 1}. Sobre ella, en repetidas ocasiones serd necesario
comparar entre si cocientes de la forma 1/I% — yI°, 1/[X — yI” donde 0 < a < b.

Véase que si0 < c <r<lentonces0 <X -yl < Xl+lyl=1/r+s < l/c+ 1. Por
lo tanto, [¥ — yI°/IX —yI° < (1/c+1)P, luego 1/IX — yI® < A/IX — yI*. Esto prueba que
el cociente que domina sobre la region Q. es el que posee la mayor potencia.

Lema IV.5 [CR] Dada c € (0,1), considérense las regiones complementarias en
B x B definidas por

Qs = {(ry):0S r=hl<c},
Q. ={(ny):ic<r=kl<1}.

Entonces para cada i > 1 el niicleo de Poisson euclidiano satisface sobre B x B

Zopn| < doxauon) + A a0 ),

%

Demostracion [CR] Para x,y € B recuérdese que, por (1.17),
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Pu(xy) = Y '’ Zu(G, &),
k=0
donde por (1.11) y (1.16) se cumple que

1Z(C, ) < Ak™2, k> 1.

Entonces en cada punto esta serie se puede derivar término por término
o' ,_wa‘u _w., . k=i k
ZPe(xy) = ; S0 = gm — 1) (k=i + DS Z0(L,E)

y sobre £ resulta trivial acotar la magnitud del resultado por una constante.
Todo lo que sigue es para probar por induccién sobre i > 0 que para (x,y) € Q.

P, (’*”l (ry) € Q..

|n+l -1
Para ello, por el lema 1V.4 (i) y (i7) se cuenta con las estimaciones

202
0<dl=rs - (14m)l=t cox—yl, x20

Irs—Cell< (1 —rs)+11 =&l < AR -yl

Primeros casos La afirmacion es vélida para el caso i = 0 porque por (1.18)

22 2

1 = ris

a 1-rs -
Pe&d) = Aot e+t~ Py ® Lk
luego, sobre 2,
Phgjie-ld=r, L _ cx0=8 _ 4

Y -
La afirmacién también se cumple parai = 1 porque en Q.

%P,(x,y} = (—ZrSZ)ﬁ —ns(1=r2s2)(rs—C+ &)

n+2r~ —y In-l-?.

y asi para (x,y) € Q.

2s? ) 1 ( ns ) 1 - r 52
<
e (f"_l r:f_}.l’l * rn+l Irs — C glru }In-&Z
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1 & -yl
<A +A
—_ 1 rf_}'l?l 2 rf_yln-l-z
< A N
- -yl

Andlogamente, para i = 2 sobre {2, se cumple que

+anrs3(rs—C o ) ——L—
( g g) r"*zﬁc’—yl’"z

e - S S
2 r'x -yl

—ns?(1 —ris? T
( ) n+2[':rv yln+2

+n(n+2)s2(1 —r’s®)(rs = o E)Z‘W

Entonces para (x,y) € €,
1 4
8 il P (x9}’)| ( ) [}v )’lﬂ ( ::fl )h"s C §| I’H'z
+(nsz)l—r252 1
rﬂ+] r X — )__In+2

n 2)s? _
+( (H'Ls)s )1 r2s? (rs — g 5)2 qu

r

3 — .

A on i 51 yl2 o, }I”
X —yl" X — ylI™ X —yI"
<—4__

rf_ylr.l-l-l

IA

Paso inductivo Supdngase que para cierta i > 0 se tiene que
i+l

aa_;P‘(x y ZZ Jk(x }’)(l rzsz)f(rs _g " 6)"'3' — 1

n+i=l+k _)_,lrl+r'—l+k :

para toda (x,y) € Q., donde cada funcién aj, y su primera derivada parcial con respecto
a r existen y son acotadas sobre ..
Entonces para cualquier (x,y) € €. se cumple que

i+
';.?ﬁ—Pt' (x: }‘)

&a, P.(x,y)
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i+1
— Lai(x —r252Y (rs = £ o E)FH— ] ,
g;[ "d‘( }’)] )( g ‘5) rn*r—-ldrx,—_),luﬂ-]*k
i+l k

+220Jk(xy)( “2jrs?)(1 = r2s2) " (rs = ¢ o &)k ——1

-k J|si=1+k
=0 Fo Xyl

i+l

+ZZa,.;(x M = P52 (ke =srs = o ) — ]

n+;—l+krf _ yln-'rl'—]+k

i+l

‘Zzﬂ;x(x’y)(l 287 (s s il S E =1 HR)ss =4 0 )

ﬂd.}-!-k r~ -y [n +i+k

i+

k S, B0 AN
2[ -1k § 7‘_ PES) ]u( rs—Ce 5)*_"——'?;_—:;
0

[ 2js? ] ¢ —r2 2)*‘

-1k aj(x,y)

Y

Mz 1Mz 1M

(rs=C+8) ""’

im-l— 1+k

(A —!')S (X ))] (1 —: 52)} (!’S _‘:.g)k»j—l 1

rn-ﬂ 1+k=j Jk 4 _)'Iﬂ-i-['—l-i-k

+i-14Kk)s ; 1-rs?)
B :J,MM ) a}k(x,y)]g( IS~ 6)"“’“I~—_},:.,+TH

- M- 10~

b = T

Por lo tanto, la afirmacién anterior es vélida para i + 1 y asi sobre €,

Hl

Py (x,y)l

} Iﬂ+l’
Los siguientes resultados serén ttiles para demostrar que P} es continua.

LemaIV.6 [BP1]

i) Dadas C > 0,a > -1, b > a+ 1 existe una constante A = A(a,b) > 0 tal que

de <._._.A..._._
-[0 r+CF - ¢t

if) Dadasn > 2,C > 0,a > -1,y € S existe una constante A = A(n,a) > 0 tal que
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.[ do (&) & A
s (C=Col+C)me = C+1°

Demostracion (i) Paraa > -1y b,C > 0 simplemente

c C _a
r DR D % RN (S
» (r+C)bd’—jo T

Si ademis b > a + 1 entonces

Irad’r

R, E— hmr

a-b+1

- 1 1
b—a-1 Cbal"

-[c (r+C)

a-b+1 __ Ca—b+1 ]

(if) Si Q es cualquier cubo sélido en R", resulta facil dar una parametrizacién de S
sobre Q delaforma{ : Q = Sconz ~ {(2) enla cual {(z0) = {o paraciertazo € Qy
de tal manera que las respectivas distancias euclidianas satisfagan paraz € Q

I(:(Z) T C(ZO)']R. ~ Iz — 20 IR"" :
Entonces, por (i),

-[ dﬁ(g) <AI dZ
s (K=Col+CO) — " do (K@) —L(zo)l + C)e

dz
<
A

< i o il -
= e @+
@® rn-2
_AIO (r+C)"*ﬂd
A_ 0O

LemalIV.7 Seann > 2 par,m = n/2 € N,y e NU {0}, c € (0,1).

i) Entonces la funcién definida como

2 n+y-1
Kio@xy) =D, mlk(x‘y), (x.y) e BxB
k=1 2



5 8 Espacios de Bergman de funciones armdnicas en la bola hiperbdlica

estd dada por

S i + _@_ n+y-1 O™ m-l 2 ;
Koo (x,y) = [(m— 1)) (r or ) (r orm ) Pex.y)

y satisface

K7 (x, )1 < Aoz, (x,y) + —A
X

Wxnc (x,), (x,y) € BxB.

i) Mds aiin, sobre B x B se cumple que
1 ¢l
I j K (tx, ty)[(1 = (1 —tr2)]F (1 -1)( -—1’52)]%4%%{-
070

- Z k™ F(r?) Fi(s2) Zi(x,y)

k=1

= K} (x,y) + Z k™1 F(r)Fi(s?)Zi(x,y)

k<kq

y por lo tanto

—'—A'",.Tr}t’rzc (x,).

' < -
IKG(va)I = AU,{QQ(X,)’) + 2 —}‘l

Nota sobre y La restricci6n original y > —1 asegura que la medida (1 — r)?dx sea finita
sobre B y que el valor de B, sea finito. Desde la seccién II1.3 se exige que este valor sea
ademds entero para garantizar que la cantidad B7 sea la funci6n racional deseada cuando
n es par. Ahora, el desarrollo de las series que definen a KJ,, K}, exige la presencia del
factor k™7-!. Para obtenerlo, enseguida se aplica el operador (r_(%)n*r—i a la funcién

dada por r ~ r*. Pero para ello es necesario que n + ¥ — 1 sea un entero no negativo. Por

lo tanto, a la restriccién ¥ > —1 una vez mds se afnade la hipétesis: y entera.

Demostraciéon Considérense los operadores £ y £, dados por

Lifir) = (ﬁr%rm_l )ﬂr),

coft) = (r2)" 1)

para funciones f : [0,1) = R que posean las derivadas correspondientes.
Entonces los cilculos importantes aqui son dos:

B 1 o™ m-1 )k
Ly ((m—l)!rar”'r )r
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1 T T
=(m—l)'ro_rk 1
= ])'(k+m Dk +m—2)--(k+ Dkr*
(k)m
(m-—l)|
RN (=

Bk, L)

por (1.8), y en segundo término
| 0 pipd k — pn+y-1 .k
Lort = (r 6:') re = kmrelp

Asi, para cualesquiera x,y € B basta emplear (1.8) y (1.17) para obtener

T (&) () Pt
S - il ,%rm-i)zgzm,y)
-2 () e

=5 ;
S srae

= K’éo(x,y)-

En esta operacién P, se deriva iteradamente hasta 2n+y — 1 veces con respecto a r.
Entonces (i) es cierto por el lema IV.5.
Ahora, dadas x,y € B considérese la siguiente serie de funciones de (1,7) € [0,1]?

> ek (RIS B (R IR by
k=1 "2

cuya convergencia absoluta y uniforme sobre g : 0 < r = Ixl < ¢ < 1 estd asegurada
por

kN +y-1

By S GO ATt
3

de acuerdo a (1.10), (1.11) y (1.16). Entonces esta serie se puede integrar término por
término con respecto a (1,7) € [0, 1]2. Asi que por (i) y por (1.24) se tiene que
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Ki(xy) = j j Kio(x,zy)[(1 = 1)(1 = 1r3)] 3 [(1 - )1 —zs2)] 41 AL 42

_J' j' 2 B]E}:ﬂn‘)z gkl pkskz, (£, 8)
[(1 =0 =) - 1)(A —752)] T drdr

_ N gt ' — 01— 12)]4-
_gl:B(k,%)sz(x,y)jor"'[(l (1 - 1r2)] 4 dr

| ; (1 = 7)(1 - 152)]41dr

= Zk"*f“F;((rz)Fk(sz)Zk(x»y)-

k=1

Obsérvese que la diferencia entre K§ y K], definida en (4.5) estd dada por la suma
finita

ko—-1

Zk"ﬂ-lﬂ(r?)ﬂ (s2)Zk(x,y)
1

que es una funcién continua sobre B x B y que resulta trivial acotar. Por lo tanto, para
probar que (ii) es cierto para IK} | bastard demostrar que lo es para IK{|. Esto se hard en
los siguientes tres pasos, y solamente sobre Q. para ¢ € (0, 1) dada ya que el resultado
para g es directo.

Primer paso Seanx,y € Q..Seab € (0,1).
Sit € (0,b) 6 7 € (0,b) entonces

= | Sl S 2 T % O
——— kst NZ, (CL6)!
1 B(k’?)z

K7, (ix, Ty)
IT

oo
5A2k3n+y—3bk—l =qa <o,

k=1

por (1.10), (1.11) y (1.16).
Por lo tanto,
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K3 (x,y)] < j: j;|fﬁ(-:fﬂ [(1 =01 =123 [(1 = 1)1 = 752)] 4" dedr
s

1,1,

<A +A;

+ ﬁ j: _[;IKgo(‘X,TY)I[(l = r)(l = trz)] 2_![(] = 1')(] =2 Tszng—-tdtdr.

[(1 =01 —r))F[(1 - 1)1 = 152)]3 " drdr

Ko (tx,7y)
bb

[A=-nDA=)])F'[A -1)(A —15H)] 2 dtdr

Entonces, por (i),

1 pl
Ky (x, )] < ALL T"_ITH[(I —0(1 -12)]$!
tx—1y

[(1 = 7)(1 —752)]% " drdr. 4.6)

Segundo paso Si0 < b <t < 1 entonces
€x)=1-tr=0-0+1(1-r) > e() +be(r),

luego por el lema 1V 4 (iii) para t,7 € (b, 1) se tiene que

I Z A
Foo|" T K-drem) @)™
< 4 =T
[ — &+ €(t) + €(x) + be(r) + be(s)] ™
Ademis,
0<1=tr2==-0D+t(Q+r)(—=r)<el)+2()
implica que

-1t < [e@) +2(M])? <A[e(®T' +e( ]
Asfi que en el integrando de (4.6) figura lo siguiente para 7 € (b,1) dada

o< [ =0T a-ut

b 3n+y-2

5o
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1 ()" ! -

=I] +I2.

Por los lemas IV .4 (iii) y IV.6 (i),
n-2
I ™ dt

-ry|

& Aj-l E(I)"_z

T o i -+ e(n) +€(r) + be(r) + be(s)]
A

. [ - &1+ €(7) + be(r) + be(s)] ™

y, andlogamente,

I, = AC(!‘)%-] j; T’%dl
Ix—1y

< Ac(r)z! II SOk T dt
0 [ —El+e() +€(z) + be(r) + be(s)]

& Ae(r) !
T [ - El+ €(r) + be(r) + be(s)] T

Por lo tanto, (4.6) se puede estimar de la siguiente manera

K3 (x,y)l < A.[ j (1-021'1 -r2)Hdr 03 — 15?4 de

3n+y-2
|Ix Ty

< AI:’[I, +L](1-1)'(1 —2s?) T 'dr

< AII[II +DL]e(r) ' [e(@) T +e(s) T Jdr
b
=J1+J; +J3 +J'4.

Tercer y iiltimo paso Para probar el resultado final, basta emplear los lemas IV.4 (iii),
IV.6 (i) para acotar cada uno de los cuatro términos obtenidos. Asf, sobre Q. se obtiene
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1
I=Af @

=4 I | el g av
b [ - &1+ €(@) +be(r) +be(s)
A
. [ — &1+ be(r) + be(s)]
< A
T [B &1+ be(r) +be()] ™
<A
= rj' _yln-rf L]

1
I = Ae(s) ™ | e e

] e(m)r'dr
O [~ &1+ () +be(r) + be(s)]
A

e
X -yIz
AR -y
v _ylyw-l

A

X — yl"+1r §

< Ae(s) ! j

<

IA

y, andlogamente,

1
JJ =A jh G(T)"'zfzdr

E(T) n-2

1
< Ae(r) ! i
IO [IC = §| + G(T) + bf(r) =0 be(s)]-%n-vr—z
&
—yl T
E Lﬂﬂ’
X -yl
- 1
Ji=Acs)¥ [ Ldr
b
e(r)77'dr

1
Ae( 3 'e(s) 3!
< Ae(r)27e(s) .[o [ = &+ e(z) + be(r) + be(s)]%ﬂﬂ'-2

63
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<A e(?'e(s) !

ff __},I2n+;r~2
< % O
X -yl

Lo anterior permite establecer la siguiente estimacién que es fundamental para
demostrar que P} es continua.
Lema IV.8 Seann > 2 par,y € NU{0}. Si é € (-1,y) entonces

J K@) dx < 4c()*7, yeB.

Demostracién Por hipétesis: =1 < 6 <y < 4 +7y — 1. Entonces por los lemas IV.4
(#11), IV.6 (i),(ii) y IV.7 para cada y € B se tiene que

; s _ 1 (e
jBIKg(x. Yle(x)®dx < A jB oo c(x)%dx

¥ o do(0) 2
e P F K—Cl+e) +eO)

“a Il e(r)dr
T o [e) +es)]”

<Ae(s)®r. O

Teorema IV.9 Sean los valores n>2 par, y € NU{0}, p > 1. Entonces la
transformacion Py = Py(n,y.p, B) dada por

P = [ Kiy)fo)(1 -5)7dy para fe L'#,x e B
B
es continua para toda B € (-1,-1+[y + 1]p).

Demostracion Sip = 1y B € (~1,y) entonces por el teorema de Tonelli y por el lema
IV.8 se comprueba que
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1PHle < [ [ K3CW0)Ie0) dye(x)
= [ ([ wacxierPas ) odieo)ay
<A jﬁ 1) le ()77 dy.
Considérese ahora un par de exponentes conjugados p,q > 1 con 1/p + 1/g = 1. Al

igual que en [BPI1], debe existir un valor real a para el cual se cumpla el siguiente
razonamiento.

IPHf e = [ PRCOPE()Pdx
- |[ ko) - syas | ecoras
<[ UBIK'g(x.y) )le)7dy ) e)Pdx
= [ (] Kt o)) =e0)dy ) e Pax

< _[B |KE G0 |17, | Ky He) |, cPds

LaT

por la desigualdad de Holder

= [, ([ Ko remyrray ) ([ e ico)oay) fewPds
donde &y = —-ag+vy

<[ [ Ki)WOIPE)™dy elayiot ()P

porellemalV.8,con iy = 8¢ -y

=4[ 1O)Pe) ([ IKEGyIew?ax)dy

por el teorema de Tonelli, con é = Ao% +pB
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<A j'ﬁ Iy) Pe(y)P*1*3dy

porellemalV.8,coniA = 66—y

<A j )P e()Pdy

siempre ycuando B < ap+y + A
= AllfllZ,s-

Para ello, el lema IV.8 y la ultima desigualdad exigen a la vez
60,6 € (-1,7), B<ap+y+A

donde

69 = —aqg+vy,

§=Mb+B=0Go-NE+p= ()5 +p=-ap+p,
A=6-y=-ap+B-y,
ap+y+A=ap+y+(-ap+p-vy) =B.
Esto equivale a
-l<-ag+y <y, —1<-ap+B<y, =

0 s€a

B—7v . B+1 y+1
max{0, =5 }y<a< mm{—p i ¥,

Debido a que y > —1, dicho valor real a existe si y sélo si

lo cual se reduce a

-1<B<-1+(@+1)p.

Por tltimo, obsérvese que este intervalo para el valor de § es no vacio. []

Observacion Dadas n > 2 par, y € NU {0}, la relacién (B —y)/p < (y + 1)/q entre
los valores p > 1, B > —1 se presenté como
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Be(1,-1+[y+1]p)

para toda p > 1, y asi se empleara este resultado en el resto de este trabajo.
Sin embargo, el mismo hecho se puede representar como

p+1
y+1

p >

para toda B > -1, donde se ve claramente que

1) si B € (-1,y) entonces p > 1 es libre,

2) si B = y entonces p > 1 es arbitraria,

3) si B > y entonces la restriccién p > (B + 1)/(y + 1) > 1 es mds interesante.

IV.3 Continuidad de P, P%,....Pi.,

Se sabe ahora que si n es par y y es entera entonces P} es una funcional lineal
continua sobre L”?. En esta seccién se demuestra lo mismo para cada una de las
transformaciones P, P}, ..., Phsy.

Dadaj € {1,2,...,n + ¥}, recuérdese que la transformacion ’Pjr se define como

PIfx) = jﬁ K (x,y)f0)(1 —s)?dy para fe LPP,x e B

donde K} estd dada por (4.3).

Conforme j toma los valores 1,2,...,n +y obsérvese que el exponente de k™71~
recorre todos los valores enteros desde el mayor que es n +y —2 > 0 hasta —1.

Herramienta Al igual que en la seccién anterior, se partird aqui del nicleo de Poisson
euclidiano P, para describir a las funciones K7. Y, mientras m sea un entero no negativo,
el factor k™ se seguir obteniendo a partir de (r-2)"rk = k™r*.

Existe un modo general de obtener potencias negativas de k. Pero aqui sélo se
requiere 1/k cuya presencia puede ser absorbida por una funcién beta. En efecto, por
(1.8) se tiene que

1_1 __®m  _ Kt Dm
k Bk,m) — k(m—-1)! — (m-1)!

y esto corresponde a una derivada menos que antes en

(et m—1)(k +m—2)-(k + 2)(k + 1)rk = 25— phsm-t,
c

rmn- 1

Con esta pequeiia modificacién, se aplica de nuevo el lema IV.5 y asi el lema IV.7
se convierte en lo siguiente.
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Lema IV.10 Sea n > 2 par con m = n/2. Sean los valores y € NU {0}, ¢ € (0,1),
Jj € {1,2,...n+7}. Entonces para cualesquiera x,y € B se cumple que

2 n+y—-1
k kj Fi(r)Fi(s*)Zi(x,y)

K] (x.) =
k=1

s
= I I KE(H,T}’)[(I —f)(] —Irz)]'g'-l[(] - 1r)(] _TSZ)]%—IQL_%I_
0J0 :
donde la funcion definida para x,y € B por

n+y-1 1

¥ Bk %)

Ki(oy) = 3 & Zu(ey)
k=1
se puede expresar sobre B x B como

(r%)w’_j—l ( (m—]l)! r%"mhl )zpe(x,)’) sil<j<n+y-1I

Kl(x,y) =
‘—'——-——*I L S m- ; L.
((mlt}! gﬂ*' r l)((mlne rlt ])Pe(x,)) sij=n+y
¥ satisface
Auzn°+'[§:p%§?%0f si 1€j<sn+y-1
|K(x.y)| <

onﬂu + -ET_;'?:;TZQ‘ si j =n+7.

Teorema IV.11 Seann > 2 par,y € NU {0}, p = 1. Entonces para cada valor
j=1,2,...,n+v la transformacion ’P}' = Pj(n,y,p,B) dada por

PIfx) = IB K!(x,)f0)(A -s)’dy para fe L', x € B

es continua para toda B € (-1,-1+ [y + 1]p).

Demostracion Dada ¢ € (0, 1), el resultado vuelve a ser trivial sobre la region Q.
Para (x,y) € Q,, recuérdese que dadas b € (0,1) yt,7 € (b, 1) se tiene

max{3n+y-j-2,2n—-1} <3n+y-2.

Entonces las siguientes cantidades comparten cota superior
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1 I < A

3n+y—j-2° 2n

-1 = |~ Insy-2°
Irx -1y

|rx—ry Irx—ry

y por lo tanto sobre Q.

|K] (63| < Aj; j; W[(l =01 =) [(1 - 1)(1 - 757)] " dudr.

Esta es la misma cota superior que se encontr en (4.6) para IK}|.

De este modo, no se sabe si la magnitud de K es comparable a la de cada K7 . Pero
si se prueba que la cota superior hallada para IKj| también lo es para cada magnitud
|K7|, 1 <j<n+y. Asi que la prueba de la continuidad de P! es exactamente la
misma que se realizé para Py. [

IV.4 La proyeccion P

El propésito de esta seccién es terminar de demostrar las propiedades de P7 que se
enunciaron al inicio de este capitulo.

Recuérdese que P? = P} +Z;':{:' CiP! + P}, es la descomposicién que nace del
desarrollo (4.1).

Por (4.2), la cantidad

L'(xy) = 3 - Fi(r2)Fi(s))Zi(x.y),
k<kg B k

estd acotada trivialmente por ser una suma finita de sumandos continuos sobre B x B.
Entonces la transformacién correspondiente

Pif) = | L7y)f0)eG)'dy para fe L, x e B
existe y también es continua para cualesquieran > 2 par,y € NU{0},p> 1,8 > -I.
Lo mismo es cierto acerca de P},. Para probarlo, basta ver que los primeros

términos de M?” en (4.4) estin uniformemente acotados sobre B x B. Para concluir lo
mismo acerca de la totalidad de esta serie, es necesario considerar lo siguiente.

Lema IV.12 Dada a > 0 se cumple que 32, T2, ()’ < 242,

Demostracion Dadai > 1, véase que
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a-'-i

§(aij)j:§(aii)j_]_ a(-ll-i - 1—] ] _]_aii B ."(aaii)’

luego

S s 2
22(011') 2,Za'(a+;) ;_15,=az% .

Lema IV.13 Sean n un niimero natural par y ¥ un entero no negativo. Entonces la
serie dada por

=% T ¢ e PP Zu(x)

k=ky j=n+y+1

converge absoluta y uniformemente sobre B x B.
Ademads, la funcion M? es acotada sobre este dominio.

Demostracion Por el teorema I11.8, los valores (Cj) < R, ko € N son tales que
— n+y-1 Ko 14 A
= ij'kzkn
k =0
y en particular

1 _ iyl - C}
=k S A
B, ; k,

Dada € > 0, existe entonces N = N(g) > 0 tal que

IC;lkg"'7 <&, j>N.

Sin pérdida de generalidad, supéngase ahora que N> n+y+1 y que ko 4.
Entonces por la continuidad de Fj sobre [0,1] y la de Z; sobre B, para cada k > kg y
para cualesquiera x,y € B se cumple que

Y ICHEE PR FUsHIZE )
N

n+y-1
<AYICHIEE
2N k
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=A ZIC g7 (B )H_’Ml

entonces por el lema anterior

ZZICJ 2)Fk(52)|zk(x,y)l < Agzz(kn )

lokg pN koko j=2

—ASZZ(}{O_H)

=l =2

< Ag,

luego IM7 (x,y)| < Agsobre B xB. [

La cota uniforme encontrada asi para IM”| da sentido a la descomposicién (4.1)
propuesta desde un principio para K”. Con ella se concluye que P? efectivamente define
una transformacién lineal continua sobre LP? que estdi dada por

Pr="PL+ X CF] + P

Teorema IV.14 Dadas n> 2 par, y e NU{0}, p=> 1, Be (-1,-1+[y+1]p), la
transformacion P? : LPP - BrP dada por

PR = [ K cy)f0)e0)dy  para fe L4, x < B

constituye una proyeccién continua sobre BPP.

Demostracién Sea f e LPP. Entonces P7f € LPP porque ||PYf|| 50 < Allfll s < 0.
Ademis, f es el limite en L de una sucesién de funciones acotadas (f;). Por el lema
1V.3, cada funcién P’f; es H-arménica. Entonces (P7f;) < B y por la continuidad de
P se sigue que en este espacio de Banach P7f = lim;.., P'f; € B"P. Por lo tanto
ImPr < BrP.

Sea u € BPP. Por el teorema I1.3 (iv), esta funcién H-arménica estd dada por una
serie de la forma u = Ek.i AW} cuya convergencia es absoluta y uniforme sobre los

subconjuntos compactos de B. Entonces dada x € B tiene sentido integrar la siguiente
serie término por término. Y por el lema IV.2 lo que se obtiene es
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Prut) = [ K7 (x)uG)e(y)7dy

w  d(k)
= | K1 3) DY AaWEG)eO)7dy
B =0 j=1
o d(k)
= 202 Ak [, K )W 0)c0)7dy
k=0 j=I
@ d(k)
=YD APTWA)
=0 j=I
w  d(k)
=22 MW ()
k=0 j=1
= u(x).

Por lo tanto ImP? o BP? con P'u =u, u € B"P. Entonces ImP? = BrP y
Pr o P = Prsobre LA, O

IV.5 Sintesis y preguntas abiertas

El teorema IV.14 es el mis importante de este trabajo. Antes de continuar, vale la
pena recalcar el papel que representan en €l los pardmetros n, v, p, B.

Desde el inicio, interesa que el valor de la dimension n > 2 de la bola hiperbdlica sea
lo més general posible y se observa que el caso n = 2 es conocido.

La restriccién y > —1 hace que la correspondiente medida (1 —r)”dx sea finita
sobre B. Con ello es posible calcular de manera explicita el nicleo reproductor K7 del
espacio de Hilbert B27.

Por otro lado, para cada entero k > 1 hay una serie que determina el valor de f3.
Para que cada término en dicha serie sea una funcién racional de k, el valor de y debe ser
entero. Y para que esta suma sea finita, el valor de n debe ser par. Asi se garantiza que
B# sea una funcién racional en k cuyo desarrollo explicito es fundamental para proponer
una descomposicién de P? que permite probar su continuidad. En la demostracién
correspondiente, se requiere una vez mds que el valor de y sea entero para que cada
factor k™7~ se obtenga al derivar el niicleo de Poisson euclidiano n +y — 1 —j veces
con respecto a la variable r. :

En sintesis, n > 2 debe ser par, mientras que y € NU {0}.

En contraste, B puede ser un valor real arbirtario. Pero la continuidad de P sélo se
pudo probar para B € (—1,-1+[y+1]p), con lo cual (I —r)Pdx vuelve a ser una
medida finita sobre B.

Afortunadamente, el recorrido de p € [1,0) permanece intacto y se concluye que
P? es continua cuando todas estas hipétesis se satisfacen a la vez.
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En cualquier otro caso, no se tiene ni la demostracién de que P? sea continua ni
contraejemplos que prueben lo contrario.

En este trabajo, éstas son las principales preguntas que quedan abiertas y sin duda
alguna la mas importante es si P? es continua cuando el valor de n es impar.



Capitulo V

Dualidad y espacios de Herz

En este capitulo se presentan dos resultados de dualidad que son de interés para los
espacios de Bergman BP#. Estos se basan en las investigaciones [BP1], [BP2] y [HY]
acerca del caso euclidiano. En ambos el punto clave consiste en aprovechar la
continuidad de la proyeccién de Bergman P obtenida en el capitulo anterior.

Asi, en la seccién V.1 se caracteriza al espacio dual de B que surge de la relacién

8, = [ fgerds, g < B9 5.1)

para una eleccién adecuada de f'y para ciertos valores de los parametros n, v, p, B. Por
otro lado, en las secciones V.2 y V.3 se presentan los espacios de Herz asociados a B"?
y para ellos se analiza también la dualidad dada por (5.1).

Recuérdese que P” = P(n,y,p,B) denota la proyeccién de Bergman de L” sobre
BPP definida por

PIx) = j' _K"@y)f0)e(x)7dx  para fe L4, x € B.

Asimismo, se entiende que todo par de exponentes conjugados entre si p,q € (1,0)
satisface 1/p + 1/q = 1. Al espacio de las funciones escalares de dominio B que son
continuas y de soporte compacto se le denota por C.(B). Por dltimo, L} _(B) para
b € [1,0) representa al espacio de las funciones escalares que existen y son
b-integrables sobre todos los subconjuntos compactos de B.

V.1 Dualidad

En esta seccion se analiza la relacién de dualidad dada por (5.1) sobre los espacios
de Bergman B”?. A través de un andlisis basado en [BP1], para dicha dualidad se
obtiene un resultado concreto de la forma (B7)* ~ B%7, con normas equivalentes entre
ambos espacios.
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El primer paso es simple.

Proposicion V.1 Sean los valores n = 2; a,B > —1 y los exponentes conjugados entre
si p,q > 1. Definase U = (a — B)q + B. Entonces cada funcion f € L4V representa una
funcional lineal sobre L bajo la relacién de dualidad

(f.8)e = | g dx, g L2,

En este sentido, (L")* > LY.
Mas atin, se tiene que (B"?)* > B9V,

Demostracion Dada fe L*Y, considérese la transformacién lineal @, definida
por ®g) = (f,g), para toda g : B - C medible. Por la desigualdad de Holder, se
cumple que

/(@)1 = || fs(eta) dx
< [ k() Pl (x) dx
< W@, gl

donde

T
e, = ([ Rorewederac)” = i,

Por lo tanto, ®; es una funcional lineal definida sobre L"P que satisface
111 < Il < o

Si ademis las funciones f, g son H-arménicas, la desigualdad I®,(g)| < |Ifll, v llg|l,
es la misma y esto completa el resultado. [J

El siguiente paso exige la presencia de una proyeccién continua de Bergman y para
hacer énfasis en este hecho desaparece aqui el pardmetro arbitario @ > —1 para que el
entero ¥ > —1 regrese a su papel acostumbrado con T = (y — B)g + B en el lugar de

U= (a-p)g+p.

Teorema V.2 Sean n > 2 par,y € N U {0} y un par de exponentes conjugados entre
sip,q > 1. Sean los valores B € (-1,-1+ [y +1]p) y T = (y — B)q + B. Entonces cada
funcional lineal continua ® sobre B'P queda representada de manera tinica por cierta
funcién fo € BT a través de la relacion

(g) = (fo.8),, &< B (5.2)
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Es decir, (B"?)* < BT por via de (5.2).

Demostracion Primera parte Es itil ver que T = (y - B)g+ B =yq—B(g-1)
equivale a

. yg=T
ﬁ_ q—l .

Entonces B> -1 si y s6lo si T< -1+ (y+1)g, mientras que B<-1+(y+1)p
siempre y cuando T > -1, yaque p,g> 1y l/p+1/g=1 con g = p(g—1). Por lo
tanto, la hipétesis

Be(-1,-1+[y+1]p)
equivale a
Te(-1,-1+[y +1]9). (5.3)

(Obsérvese que cuando el valor de p > 1 crece, aumenta el recorrido de By
disminuye el de T.)

Segunda parte Sea ® € (B"?)". Por el teorema 1V.14, la proyeccién P’ : LP# - BrP
es continua, luego también lo es la funcional lineal dada por ®7 = ® o P? e (LPP)".
Entonces existe una funcién f, € L% que representa a ®” a través de la dualidad

7(g) = {fy.8)5 8 € L.

Sea g € C.(B) N B"P. Del teorema 1V.14 se sabe que P7?(g) = g, luego por el teorema
de Fubini es cierto que '

(g) = ® o P o PI(g)
= 7(P1(g))

= Iny (x)P?g(x)e(x)Pdx

B .[ 5/ f(‘)[jm Kk (x’)’)gb’k(y)"dy:lc(x)»"dx
= 5 ® (y)[_[B K7(x,y)fy (x)c(x)ﬁdx]e@)rdy
= (fo.8),

donde para cada y € B se define
f20) = | K73y ()P Te(x)7dx = PTAG),

con
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h(x) = f,(x)e(x)?" e L¢T

porque
"hllg-T - j.g.lfr(x) 19e(x) B¢ (x) r-Pa+Px = jB!fT(,t) e(x)Pdx = I\fy |l 3.,0 < o

Por el teorema IV.14, resulta que fo = P"h € B%T, ya que por hipétesis se cumple
5.3
Queda asi

(I)(g) = (fq”g>7’ g € CC(B) an”ﬂa

y por tratarse aqui de un subconjunto denso de 37, la continuidad de ® completa
®(g) = (fa.g),. 8 € B'.

Finalmente, en este caso @ = 0 corresponde a
0 = (fo.8),, g€ B

y se sigue que fo = 0 sobre B. Entonces la correspondencia entre fo y @ es biunivoca.
Por' el teorema del mapeo abierto, resulta asi que [®||, [[foll, son normas
equivalentes. [J

El resultado anterior conduce a la siguiente conclusién.

Corolario V.3 Sean n > 2 par, y € NU {0} y los exponentes conjugados p,q > 1.
Sean B € (-1,-1+[y+1]p) y T = (y — B)g + B. Entonces ® es una funcional lineal
continua sobre BPP si y sélo si existe una funcion fo € BT que la representa a través
de (5.1), en cuyo caso ademas |®|| = ||fo ||, 7-

Es decir, se tiene que (BMP)* ~ B%T, con normas equivalentes entre ambos
espacios.

V.2 Espacios de Herz

A lo largo de este trabajo, se han empleado exclusivamente pesos radiales de la
forma (1 - IxI)?, B > —1 para generalizar la medida de Lebesgue sobre B. Con ello, para
cada punto de la bola unitaria el valor de (1 —Ix|) se vuelve esencial: se trata de su
distancia euclidiana a la esfera S. Enseguida se presenta una particién de B que permite
trabajar con dicha distancia de manera explicita. A través de ella, es posible traducir
diversos resultados acerca de los espacios de Bergman B en un lenguaje de series que
conduce a los espacios llamados de Herz.
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El propésito de todo lo que sigue es adaptar a la bola hiperbélica diversos resultados
presentados por O. Blasco y S. Pérez Esteva en [BP2] para el caso euclidiano.

Definicion V.4 Sea (p,,) < [0,1) la sucesién dada por

pm:]—Lm, m 2> 0.

2
Sea (A ) la particién de B determinada por los siguientes anillos semiabiertos

que satisfacen

(= ¢}

B = UA,,,,

m=0
AkNAn =90 si k+m,
1 T
S < 1-KIS 50, x€An (5.4)

Dados los valores p,b € [1,%) y a € R, la norma de Herz ||+ ,, para funciones
medibles f : B - C estd dada por

@ 1/b
1l e = (Z #Ilflli’mm,) .

m=0

Provistos de esta norma, interesan los espacios definidos por

K:,Pba R {fe L?OC(]B) : |U."pba < w}"
Hppa = Kppa N A = {fe L .(B) : fes H-arménica, Nl ppae < oo}.

Ambos son espacios de Banach (ver [HY]) y el segundo es llamado espacio de Herz.

Observacion V.5 a) En términos de la sucesién

¢ = cff) = (2™ |lf|]um..))m

es util notar que

|[f|[pba = ”C ” LA

b) _Dados los valores n > 2; ‘P‘b € [1,0); a € R, la inclusién Kppe < LY (B) es
estricta, como se muestra enseguida.

<STA TESIS NO . -
DE LA BIBLIOTR LA
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Contraejemplo Considérese la funcién sobre B definida por

o

£§= Z iﬂr‘whm,

mo (vol Am)

donde vol Am = [, dx.
Entonces g € L? (B) porque dada M € N se obtiene la suma finita

Zj Iglb szbu vol Ap

— ( [A )bfp

mientras que g & K porque

© bip @
el = 3 <k (LM 2 dr) SNEH

m=0

Enseguida se muestra un vinculo claro entre los espacios de Herz y los espacios de
Bergman.

Lema V.6 Dadasn > 2,p > 1 ya > —1/p se tiene que K pa = LPP* y H pe = B,

Demostracion Por (5.4), si @ > 0 entonces la afirmacion

f: 2,,1,; <o (5.5)
m=0
equivale a
7 2w |, WP S [, WP -nrde< Yol [, <on

mientras que si @ € (—1/p,0) entonces (5.5) equivale a

»> g 3 g ], 12 2, ora-nraez 3 ode [,

Porlotantof € Kppq siysélosife Lr#. [J

De este resultado y del teorema 1V.14 se obtiene directamente lo siguiente.

Corolario V.7 Si n>2 es par, ye NU{O}, p=1, a € (=lip,-llp+y+1),
entonces es continua la proyeccion de Bergman P : Kppa = Hppa dada por
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Prfx) = IB K'()0)e)’dy para f € Kypa, x € B.

Lema V.8 Sin>2espar,y e NU{O}, p>1, a € (-1/p,-1lp+y+1), entonces
existe una constante C = C(n,y,p,a) > 0 tal que

IPfl pay < C295% 1Nl ppiayys 720

siempre que f : B — C sea una funcién medible y su soporte esté contenido en A; para
algunai > 0.

Demostracion Por el corolario V.7, existe una constante C > 0 tal que

1Pfl e < CIF1 e

siempre que la funcién f sea medible. Si ademds sopf < A;, esto se traduce para toda
j=0en

lip
"zljg'[lp"f"u(@ = (ﬁ”wf“?mp)

@ lip
1
< (2 T IIP’fII‘}’,p(A_‘))
m=0

= [Pl ppe
< Clifll ppa
= Sl O

Teorema V.9 Sin > 2espar,y e NU{O},p > 1,a € (-l/p,~1/p +y + 1), entonces
PT : Kpia = Hpia es una proyeccion continua.

Demostracion Supdngase que la funcién fes medible con sopf < A; para algunai > 0.
Escéjanse dos valores reales v, v, tales que

--}5—<vz<a<v1 <—%+y+l.
Para k = 1,2 y para cualquier m > 0, el lema V.8 establece que

IPfll riany < C2MHIF 1l 1oa - (5.6)

Primer paso Dadaa € R, a # 1 se sabe que
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i-1

Zam a —1

= a-1
ysia € (-1,1) entonces

o on

Za”' = a"Za”' = Cal.

m=i m=0

Como v, —a > 0, de (5.6) se sigue que

i-1

(m=i)v
> S 1Pl < ¢ 22,.a “ Wl reay
m=0 m=0

i-1
= C27 fllpay 2 270
m=0)

E C!2—r‘\q2i(tr|-a)]lf" @)
= C2% Il iiasr (5.7)

Mientras que @ — v, > 0 hace que de (5.6) se obtenga
> S 1P lwnn < 2% Wy 2 (5557 )

= —iv ]
= C'2™™ Di(a-v2) ”f" L)
= C'27%]f @, (5.8)

Por lo tanto, si sopf < A, entonces por (5.7) y (5.8) se cumple que

1Pl 10 = Z #IIP’J’IIWM,

= 210 ”f"u(,q)
= ClIfll e (5.9)

Segundo paso Supéngase ahora que el soporte de f es compacto en B. Entonces para
alguna M > O se tiene que

M M
=2 xa =2 f
i=0 i=0

donde para cada i € {0,1,...,M} se define fi =f ya, que satisface sop f; C A.
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Entonces por la linealidad de Py por (5.9) se obtiene

M
1Pl e < D IPfill pra
=0

M
< CY 2% fill puy
i=0

= Cllfll pra-

De esta manera, el teorema es vilido sobre C.(B) que es un subconjunto denso de
K ,1a, luego es cierto en general.

Tercer paso Por el teorema I1.3 (iv), el lema IV.3 y la continuidad de P?, se cumple que
P’f = f siempre que f sea una funcién H-arménica. Por lo tanto, aqui InP? = H,j y
P? o PT = P7 sobre Hpie. O

Teorema V.10 Si n>2 es par, y e NU{O}, p=>1, a € (-l/p,~-1llp+y+1),
entonces P' : Kppa = Hpba €s una proyeccion continua para todo valor b € [1,).

Demostracion Esta prueba es andloga a la anterior y sélo se demostrard aqui la
continuidad de P”. Para ello, basta considerar una funcién medible de soporte compacto
en B

M M
=2 fta =D f
i=0 i=0

con sop fi — A; para cada i € {0,1,...,M}. Se eligen nuevamente dos valores reales
vi,vy tales que —1/p < v; <a <v; <-l/p+y+1. Y por primera vez se emplea la
observacién V.5 (a). Es decir, para acotar el valor de ||P"f]| ;. se calcular4 la norma [k
de una determinada sucesion.

Sean las sucesiones ¢ = (¢;), d = (d;) definidas por

~ 3

0 sii <0,
-

( HET] - -
2iv-@)  §ii> 0

di =
210 §ii<0

que satisfacen
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celt, llcls = Wil o d € 1.
Por otro lado, considérese la sucesién de valores positivos ¢ = (e, ) dada por
en = Sz 1P Mg,y m20,
con
llells = IPfll ppa-

Dada m > 0, del lema V.8 se siguen las siguientes estimaciones que involucran
solamente sumas finitas:

M
em < 2,1,,,, Z"prﬁ lrany
l'.=n

IA

m-1 -
i DI il + i NPl

(m=i)v (m- !}‘l
S CZ 22»“1 - "ff”[_)’u 5) +CZ 2 l "fl "U'(A)

Pero para k = 1,2 se cumple que
(m—=ivy—ma = —ia+ (m—-1i)(vy - a),

luego

m—1 ©
m =< CZ = ”ﬂ]umi]z(m-—f)(vl—a) + CZ 2 ||| JD_JMIi)z(m—i)(v;--{;:}
=0 =

=iClc*d)u
Por la desigualdad de Minkowski para integrales, se concluye asi que

1P7fll ppa = llellp < Clic * dllp < Cllcllplldllp = C'Ifll e O

V.3 Dualidad en espacios de Herz

El propésito de esta seccién es determinar el espacio dual que corresponde al
espacio de Herz H, q a través de la relacién de dualidad (5.1).
Para comenzar, se establecen enseguida dos hechos simples.
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Lema V.11 Sin > 2;y € NU{0}; q,9: € [1,%); a € R, entonces

27l ygrpa < N =D ggrica < Wl gy pea (5.10)

Porlo tanto,f € Kgg, y-a siy sélosi (1 =r)'f € Ky 4, -a-

Demostraciéon Debidoaquey > 0y g, > 1, por (5.4) se cumple que

o

1 1
2fm' “f"qtn 7-a = Zqir ; omg)(r-a) |V”€.‘l?{.4,,)

N 2wE
. Z oty 1 ey

q1

o
— E 2”“?1“
=0

2zl
2(m+l )yf L9(Am)

< 22""“" I - ")Tf"um )

= A-2)SFISs, o

< ngw

2"'7 | L9(A)

oD

=Y 2,,,(,,(,,4,) W15y

m=0

= W11 1-a-

Proposicion V.12 Considérense los valores n > 2; y > -1; p,p, € (1,0); a € R.
Sean q,q, € (1,®) los exponentes conjugados respectivos de p,p, dados por 1lp + 1iq
= 1 = 1/p, + 1/q,. Entonces cada funcion en K44, y-a representa una funcional lineal
sobre Kpp,a bajo la relacion de dualidad (5.1). En este sentido, (Kppa)* 2 Kggiy-a ¥
ademds (Hppia)™ 2 Hog 54
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Demostracion Dada fe K, y-o, considérese la funcional lineal &, : K, , -+ C
definida por

Os(g) = (.8),» 8 € Kppra-

Entonces por al desigualdad de Hélder aplicada tanto a integrales como a series y por
(5.10), para toda funcién escalar g que sea medible sobre B se tiene que

(8 = | [ fgCt - r)7ds

< iL (1 = r)Y lg(x)ldx
i)y,

< 222 DA =17 llsa2 ™ I8l rian
m=0

w gy - 1/py
< (Z 2" XA = r)? ||f¥(.4..)) (Zz—m'a”g lmm...))
m=0 w0

= DA =N,y o 18l e
S "f" q.q).y—a Hg "pp]a‘

Por lo tanto, ®; € (K,p,a)* con || @] < |Ifl gq1y-a < . Si ademis las funciones

f.g son H-arménicas, la desigualdad ] d)f(g)l < fll 44, 518l pp,a MO cambia y por lo
tanto (Hpp,a)" 2 Hyg,y-a- U

Teorema V.13 [HY] Considérense los valores n > 2 par;, vy > —1; p,p; € (1,x);
a € R. Sean q,q, € (1,) los exponentes conjugados respectivos de p,p, dados por

l/p+1/g= 1= 1p, + 1/q,. Entonces (K,p,a)" < Kg4,-a por la relacion de dualidad
que da la integracion sin peso

(f.8)o = | fg)dx (5.11)
Equivalentemente, para la dualidad que define (5.1) se tiene que (Kpp,a)' € Kg.g,9-

Demostraciéon (E. Hérdndez y D. Yang en [HY] presentan esta prueba en un marco
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ligeramente mds abstracto.) Primera parte A lo largo de esta prueba se empleari la
siguiente notacion.

Sea g € K,,q. Dada m > 0, considérese la restriccién de g dada por g, : A - C
con

—

Em = 8,
Véase que

"8 XAnm " - =2 "'gm " LP(An)?

de manera que si g € Kpp,q entonces g, € L7(Ap).
Por otro lado, dada cualquier funcién h, : A, = C, interesa la extension
correspondiente h,, : B - C definida por

il = { hulr) SxE L (5.12)
0 six € Ap.

En este caso, si i, € L”(A,) entonces h, € K pp1a POTQUE

Wl ppra = 27 | Bim || 0,

Segunda parte Sea® € (K,p,o)* de norma | ®| = ||| (Kprye)” < - Seam > 0.
Asociada a @, definase la funcional lineal ®,, : L”(A,) — C dada por

Op(hm) = O(hm)
para toda hm € L?(An), donde h,, € Kpp,q es la extension de h . dada por (5.12), con
|@nin) | = )< @1l = 271N [ Fim ]|, -
Por lo tanto, ®,, € (L”(A»))" satisface
[Pmll = 1Pm | rany <27 P < oo
Entonces existe T,,, € L9(A,) que representa a ®,, a través de larelacién (5.11), estoes
®, () = L., Fnhm(x)dx, Tim € LP(Ap) (5.13)

con

[®mll = || 7o || (5.14)

LIAn)

Denétese por f,, a la extension de P que da (5.12).
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Se obtiene asi la funciénf : B - C dada por

= fa (5.15)
m=0

que esta bien definida y que debera representar a ® en K4, -4 por la dualidad (5.11).

Tercera parte Se muestra aqui que |[f]|,,, o < |P]l.
Sea € > 0. Seam > 0. Por (5.14), existe h,, € L(A,,) tal que L‘ ?,,(x)ﬁm(x)dx es
un valor real que satisface

IIE”‘ " L'(Am) =T

| 7ol ey =2 Tl iy < S, Fnim)dz. 5.16)

Sobre B, definase la funcién

fim =279 || Fu || 10 Tim € LP(An) (5.1

donde

17l iy =270 ol

Como 1/p; + 1/g, = 1 implicaque p1q; = p1 +q1 y q1 = p1(g1 — 1), se tiene que

e L e [ O
luego
o T |7 =2 | 619

Asimismo, por (5.17) la desigualdad (5.16). se vuelve

L9(Am)

9mgia " P ” N _em< J' Fon B (X)dx. (5.19
Am

Debido a las propiedades (5.13), (5.15), (5.18) y (5.19), para cualquier & € C.(B)
existe N > 0 tal que

N
I8 = 22 T
m=0
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N
: ;U A Fn)hm(x)dx + €27 ]

< O(h) +2¢

< @flikll,,,. +2€

N B py
= @] (Z 2 | | 3{»1..)) +2¢

m=0

N gy T191/P1
- ||®|I[(Z 2maie || F | i;m,.)) ] +2€
m=0

= |@IFN e, +2€

q.91,~@

Como el valor de € > 0 es arbitrario, se sigue que

1715y, < I@NIAIZEL

luego
292D = £l o < @] < oo.

Como esto es cierto para C.(B) subconjunto denso de Kp, ., €s cierto sobre este
tltimo espacio.

Cuarta parte Finalmente, para @ y f considérese la funcién fg : B — C definida por
fox) =0 -r)7"x), xeB.

Por el lema V.11, fo € K4, y-o- Entonces para toda g € Xp), 4 €s facil ver que
) = [ (1-N"ADg(I(1 ~N7dx = fo.8),. 8 € Kppia

Por lo tanto, fo € K4, y-o representaa ® € (K,p,o)" para la dualidad (5.1). O

La demostraciéon del siguiente hecho se omite aqui. En efecto, la inclusion
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(Hppra)® © Hggi9-« se deduce de los teoremas V.10 y V.13 con el mismo
razonamiento que se emple para probar el teorema V.2. Se obtiene asi el dltimo
resultado de esta tesis.

Corolario V.14 Considérense los valores n > 2 par; y € NU{0}; p,p, € (1,®);
a € (-1/p,~llp+7y+1).Sean q,q, € (1,) los exponentes conjugados respectivos de
p.p1 dados por llp+1lqg=1 = 1lp, + 1/q,. Entonces (Hpp,a)* = Hggq,y-« por la
dualidad (5.1) y las normas de estos espacios son equivalentes.
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