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Prefacio

Es comin en la Facultad de Ciencias dedicar el tercer curso de légica a
demostrar el teorema de incompletud de Godel y luego demostrar la genera-
lizacién que propuso Rosser la cual estd dada para teorias cuyo lenguaje tiene los
mismos simbolos que la teoria de los nimeros naturales y en cuyas interpreta-
ciones todos los individuos comparten propiedades con los niimeros naturales.

Ha sido sugerencia del profesor Rafael Rojas B. el implementar el resulta-
do de Rosser empleando la teoria de conjuntos, el desarrollo de tal tema como
trabajo de tesis no sélo es atractivo por lo que comprende dicho resultado, sino
también porque no tenemos conocimiento de que se haya trabajado al respecto.

De manera que este trabajo estd basado en los resultados dados en <l curso
de Légica III impartido por los profesores Rafael Rojas B. y David Meza A. y
he decidido adoptar la notacién que en él se di6. Debo aclarar que si omitimos

las demostraciones de algunas proposiciones es porque éstas se hicieron en el
curso.

A pesar de que la demostracién que hemos hecho estd basada en la que
dié Godel a su teorema y de que usamos la generalizacién que dié Rosser, hacer
una demostracién de este teorema usando la teoria de conjuntos (TC) en lugar
de la aritmética de Peano (AP), implica hacer demostraciones de propiedades
que eran resultados inmediatos para AP, ademés que hemos tenido que exten-
der el lenguaje de la TC, haciendo a la vez una extension conservadora de la
TC. Ademsés hicimos algunas modificaciones a la generalizacién de Rosser, en
particular, modificamos el enunciado de Rosser. Este cambio, el cual ha sido
una valiosa sugerencia del profesor José Alfredo Amor y sin la cual al parecer no
habria sido posible obtener la demostracién, consiste en anteponer a la férmula
de Rosser una férmula para que la cuantificacién universal de la férmula original
corra tinicamente sobre individuos que comparten algunas propiedades con los
nimeros naturales; ya que, al trabajar con ZF, ademés de los niimeros naturales,
se tienen otros conjuntos que no comparten nada con los niimeros naturales, en
particular la propiedad 5 de la generalizacién de Rosser, a saber, la tricotomfa.
La sugerencia del profesor José Alfredo Amor fué anteponer una férmula que
describiera en Lzf a los nimeros naturales, sin embargo, después de analizar la
demostracién de Rosser, me di cuenta de que bastaba con describir sélo algunas
de las propiedades que cumplen los nimeros naturales.

Ademés, he decidido adoptar la definicién dada por el profesor J.A. Amor
de sistema axiomdtico, ya que considero preferible trabajar con un sistema en
el que las férmulas que son teoremas son férmulas universdlmente vdlidas (y
vice-versa), lo cual no se tiene con la definicién cldsica, [Amor ¢|. Sin embargo,
todo lo que hemos demostrado es igualmente demostrable si se trabaja en un
sistema que satisfaga la definicién clésia de sistema axiomatico.
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Introduccion

En este trabajo haremos una demostracién del teorema de incompletud de
Godel-Rosser para la teoria de conjuntos. En su teorema de incompletud, Godel
(1931) enuncié que si suponemos la consistencia de la aritmética de Pcano en-
tonces podremos demostrar su incompletud, esto es, que existen enunciados
indecidibles para la teoria, y por tanto no es posible sumergir todas las ver-
dades de las matemadticas en este sistema axiomitico!.

Posteriormente, Rosser en 1936, dié la generalizacién a este teorema es-
tableciendo las condiciones que debe cumplir una teoria K para que sea posible
demostar su incompletud como lo hizo Godel. La idea es construir un enunciado
9, llamado el enunciado de Godel-Rosser, en el lenguaje de K, de manera que el
teorema queda enunciado de la siguiente forma.:

Si K es consistente, K ¥ ¢
Si K es consistente, K ¥ —g.

A lo largo de esta introduccién daremos una descripcién mds precisa del
enunciado g y de la teoria K, y serd en los siguientes capitulos donde formalizare-
mos la demostracién en la que se usa la teorfa de conjuntos, lo cual es motivo
de este trabajo.

Para comprender la demostracién es necesario tener presente que el traba-
jo de los matematicos estd intimamente ligado a las nociones de verdad y de
demostrabilidad. Cualquier cosa que esto signifique, Godel nos muestra que
tienen distinto significado, en particular que no todo lo verdadero es demostra-
ble (esto se entenderd mejor al concluir la lectura de este trabajo). Lo que
si esperamos de las teorfas es que en ellas lo demostrable sea verdadero.

lPosteriormente aclararemos estos conceptos.
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0.1 Sobre Universos, Estructuras y Sistemas For-
males.

Cuando trabajamos en matematicas debemos asegurarnos de que las nuevas
afirmaciones no contradigan los resultados que ya se tienen. Para ello, los
matemdticos han establecido criterios que nos permiten decidir cuando algo
es una consecuencia valida.

No obstante la frase “todo es relativo”es aplicable también en las matemdticas.

“2 4+ 2 = 4" no siempre ¢s una proposicién verdadera, pues la verdad del enun-
ciado depende de la estructura algebraica con la que estemos trabajando (Z,
Zs, etc); de igual modo, los dngulos internos de un tridngulo no suman nece-
sariamente 180 grados, ya que esto depende del tipo de geometria que estemos
considerando; la existencia de conjuntos tales como z={z} depende del sistema
axiomdtico de la teoria de conjuntos de la que estamos hablando. Asf, debemos
establecer dentro de qué estructura estemos trabajando. Ademés debemos es-
tablecer nociones elementales a partir de las cuales se derivan las propiedades
de los objetos de estudio, y nociones elementales que nos indiquen cudles son
los objetos con los que nos estd permitido trabajar; esas nociones elementales
regiran a nuestro universo de trabajo y nos permitirdn establecer sin am-
bigiiedades las propiedades, relaciones y construcciones vélidas. Esas nociones
elementales a las que nos referimos son lo que cominmente se conoce
como axiomas, asi que habrd axiomas que restrinjan lo que se puede derivar,
lo que se puede construir, con lo que se puede trabajar. Todo lo que podemos
derivar de un conjunto de axiomas es lo que conocemos como teoria. Y al
proceso de ir estableciendo las bases sobre las cuales se sostiene la veracidad de
las teorias mateméticas lo conocemos como fundamentacién de las mateméticas.

Fundamentar las matemdticas es establecer su no contradiccion y esto es
rarte del trabajo que se desarrolla en la ldgica?.

Algunos mateméticos como Leibniz, Frege, Russell, Whitehead, Hilbert, Boole,
han hecho grandes aportaciones a la fundamentacién de las mateméticas, esto
es, al proceso de establecer de manera rigurosa criterios de construccién y de
derivabilidad en las teorias y de las teorfas.

Con este espfritu riguroso, formalista o fundacionalista, es que algunos nos
hemos involucrado en el trabajo con los sistemas formales.

0.1.1 Lenguajes y Sistemas Formales.

A continuaciéon daremos una descripcién de lo que son los sisternas formales.
Explicaremos, por tanto, lo que es un lenguaje formal, las reglas de inferencia,

?[Ladriére] pégina 29.

T —— R
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una deduccion, la cerradura deductiva de un conjunto de aziomas y una teoria®.

Un lenguaje formal, como todo lenguaje, se compone de un conjunto de
simbolos (al cual también llamaremos alfabeto), con los cuales formaremos las
expresiones del lenguaje. Una expresion en un lenguaje es una sucesién de
simbolos de su alfabeto.

En ciertos lenguajes existen expresiones que se distinguen de otras por que
éstas se construyeron mediante reglas de formacién, de manera que las férmu-
las son un subconjunto de las expresiones. Denotaremos con L, & y F, a un
lenguaje, el conjunto de expresiones y el conjunto de férmulas respectivamente.

Un conjunto de azxiomas es un subconjunto de F.

Por una regla de inferencia R de aridad n+1 en L entenderemos una relacién
n+ 1-aria sobre ®, es decir, un subconjunto del producto cartesiano ®*+1, de tal
manera que para todo conjunto de n férmulas y cada férmula a, se pueda decidir
si las n férmulas junto con a estdn en la relacién R. Dos reglas de inferencia
que usaremos en este trabajo, el cual se desarrolla en el contexto del CP*, son
modus ponens (de aridad 3) y generalizacién (de aridad 2)®, las cuales trabajan
de la siguiente manera:

— Modus Ponens, R C ¢°:
R={(p,p—=0a,a)|p,p—a a€F}
— Generalizacion, R C ¢*:
R = {(p, Y2y) | ¢ € F}

Sea I' C F. Una deduccidn a partir de I', en un sistema formal es, de manera
general, una férmula que se deriva o se concluye a partir de previas mediante
algiin método permitido del sistema. Estos métodos permitidos se obtienen en
los sistemas formales a partir de las reglas de inferencia. Formalmente, para
I'C Fya € F de L diremos que o es consecuencia o deduccién de [’ en

SFy si y sélo si existe una sucesién finita ¢,...,p, de férmulas de L tal
que:

i gn =0

ii. Paracadaj € {1,...,n}, se tiene que ¢; es un elementode T o
; es un azioma légico® o ; es consecuencia directa de alguna
o algunas de las férmulas anteriores de la sucesién, en virtud de
alguna de las reglas de inferencia del SFy. La notacién usual es:

*[Rojas].
4[Mendelson| piginas 41-115.
5Denotaremos con Gen a la regla de inferencia generalizacién y con M.P. a la regla modus

6Posteriormente veremos cusles son los aziomas ldgicos.
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En el desarrollo de este trabajo usaremos la notacién T' I ¢,
donde I' denotaré tinicamente al conjunto de axiomas propios’.
En la notacién T - ¢ va implicita la idea de que entre las férmu-
las empleadas en la deduccién de ¢ se encuentran los axiomas

l6gicos, pues en toda teoria de primer orden se incluyen a los
axiomas légicos.

ili. La restriccion para el uso de la regla de inferencia generalizacién
es la siguiente: Si T ¢ y z no aparece libre en ninguna férmula
de I de la cual depende ¢, entonces I' F Vzp.

Del mismo modo que con la definicién tradicional tenemos que
si suceden (i) y (ii), se dird que la sucesién ¢;,...,n €8 una
deduccion de o a partir de I en SFy, y a los elementos de I les
llamaremos hipdtesis o premisas.

Un sistema formal consiste de un lenguaje formal y un conjunto de reglas
de inferencia, asi si { Ri}ic es un paquete no vacio de reglas de inferencia en L,
entonces a un sistema formal lo entendemos como la pareja ordenada

SFyp = (L, {Riker)

Existen ciertos tipos de sistemas formales que son los sistemas ariomdticos.
Un sistema aztomdtico se obtiene de un sistema formal al agregarle un conjunto
de axiomas I'. La definicién tradicional para un sistema axiomético difiere de la
que exhibiremos a continuacién en el hecho de que en esta 1ltima se ha agregado
el inciso (¢). De manera que, de acuerdo a la definicién que da el profesor Amor®,
entenderemos por un sistema aziomdtico 8 aquél que estd compuesto por:

~ (a) Un conjunto infinito o finito A de férmulas que llamaremos aziomas
de 8 (o axiomas légicos), de tal manera que A sea un conjunto decidi-
ble, esto es, que dada una férmula del lenguaje de nuestro sistema,

podamos determinar si esa férmula es 0 no un axioma (un elemento
de A).

(b) Un conjunto finito y decidible de reglas de inferencia.

(c) Una definicién de deduccién formal de una férmula o a partir de un
conjunto de férmulas I' de tal manera que la deduccién sea una lista
finita de n férmulas ¢,,...,p, con n > 1, tales que ¢, = a y para

TLos axiomas de una teorfa se pueden dividir en axiomas propios y axiomas légicos, pos-
teriormente veremos como se definen.
8[Amor c].
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toda i € {1,...,n} o bien ¢; es un axioma de 8, o bien ¢; es una
férmula de I' o bien ¢; se obtiene a partir de férmulas anteriores de la
lista en virtud de alguna regla de inferencia de 8 y la aplicacién de tal
regla puede tener o no restricciones y en caso de tenerlas, éstas deben
ser efectivamente decidibles?, si existe tal deduccién formal, estc se
denota por I' 3 a y se lee “a se deriva a partir de I en el sistema 8”.

Cerradura deductiva: Sea I' C F, con F como se describié anteriormente,
por la cerradura deductiva de T, (I'"), entenderemos el conjunto de todas las
formulas que se deducen a partir de I' en SFJ,, esto es:

I"={pe®| Ctsp, o}

En este caso, algunos autores llaman aziomas propios a las férmulas de I'.

Una teoria formal en SF; es un subconjunto T de F, deductivamente

cerrado, es decir, tal que T = T", y a los elementos de T se les llama teoremas
formales de T.

Existe un tipo particular de teorias formales, las cuales son las teorias de
primer orden con igualdad. Decimos que un lenguaje L es de primer orden con

igualdad si y sélo si el conjunto de simbolos, S, estd formado por la unién de los
siguientes conjuntos:

i. Un conjunto numerable de variables, digamos

{31, Ty ... }
ii. Un conjunto vacio o finito o infinito de constantes
{{11, az, ... }

iii. Un conjunto vacio o finito o infinito de letras funcionales cada
uno con su aridad n;

('l ni<w}
iv. Un conjunto vacio o finito o infinito de letras predicativas cada
una con su aridad

{P"| ni<w}
v. Un conjunto minimo de conectivos.
vi. El conjunto de simbolos de puntuacién

{6}

vii. Un conjunto de cuantificadores, ya sea el universal Vz; o el
ezistencial Jz;, o ambos para cada variable ;.
viii. El conjunto con el simbolo de igualdad =.

9Entendemos por efectivamente decidible si existe un mecanismo (algoritmo) que nos per-
mita saber si las restricciones se aplican o no en cada caso.
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Los lenguajes se distinguen entre si segiin el conjunto de constantes, de letras
predicativas y de letras funcionales que contengan. A la unién de estos conjuntos
la conocemos como el tipo de semejanza del lenguaje, asi que distinguimos a los
lenguajes de primer orden por su tipo de semejanze. Algunas veces en lugar de
referirnos al tipo de semejanza del lenguaje diremos “el tipo de semejanza de la
teoria”, ya que a una teoria la componen las férmulas de su lenguaje. Asi, si K
simboliza una teoria, p(K) simboliza a su tipo de semejanza, y se tiene:

p(K) =PUF ue
donde

— P simboliza al conjunto de letras predicativas de la teorfa K.
— F simboliza al conjunto de letras funcionales de la teoria K.

— € simboliza al conjunto de constantes de la teoria K.

Cuando describamos al tipo de semejanza de una teoria lo haremos segin el
orden anterior, es decir, primero escribiremos al conjunto de letras predicativas,
enseguida al conjunto de las letras funcionales y al Wltimio al conjunto de las
constantes'?. En este trabajo consideraremos a los conjuntos P, F, € como con-
juntos finitos.

De manera que los simbolos de un lenguaje se clasifican en simbolos ldgicos
y sitmbolos no légicos. Los simbolos no ldgicos son aquéllos en los que
su significado depende de la interpretacién, asi los simbolos que pertenecen al
tipo de semejanza de una teoria son los simbolos no légicos. Por el contrario los
simbolos ldgicos son aquéllos que siempre tienen la misma interpretacién. Quiero
aclarar que al simbolo para la igualdad (=2) debemos clasificarlo como simbo-
lo 16gico, pues el considerarlo como una letra predicativa puede conducirnos a
situaciones incorrectas'!, Asf mismo aceptaremos que los cuantificadores sean
simbolos légicos.

Como mencionamos anteriormente, se establece un procedimiento para de-
terminar cudles expresiones del lenguaje son formulas 2. Decimos que un sis-
tema formal SFy, es un sistema formal de primer orden si y sélo si, su lenguaje
es de primer orden.

Trabajaremos con los sistemas axiomaticos AP y ZF, donde
p(ZF)={€}uoUug
p(AP) =B U {f}, f3, f?} U {e0}

asf
Lzr =p(ZF)U{z: |1€N}U{AV, >, &, -} U{Y, T} U {=}
10E] orden en la notacién no es indispensable sin embargo preferimos considerarlo.
11 Amor d].

12Trabajaremos con la definicién usual de término y férmula para un lenguaje de primer
orden con igualdad, véase [Mendelson| péginas 42 y 43.
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LAP=p(AP),U{zI' |"'EN}U{A= V, = &, _'}U{V! H}U{ﬁ}

También los axiomas de las teorias de primer orden se dividen en dos clases, a
saber, en ariomas propios y aziomas ldgicos. Los axiomas propios son aquéllos
con los que diferenciamos a las teorfas. Para férmulas «, 8, v de teorias de
primer orden con igualdad, el conjunto de aziomas légicos A estd dado por'®:

- 4Ar: [a—(B-a)

- Ay [a= (B = l@—=B) = (a—19)

- A3: [B—-a] > [(-B—0a)—f

— Ag: Vazia(z:) — aft)  si “ ”es un término en el lenguaje que es
libre'* para z; en a(z;). Observemos que “t ” puede ser z;.

— As . Vzila — B) — (o = Vz;8) si o es una férmula del lenguaje
que no contiene presencias libres de z;.

- A(; 3 VE.'(I.' ~ $g)

= Ar: VaWy(z =y — (a(z,2) — a(z,y)))

Debemos observar que los anteriores son esquemas de axiomas, es decir que,
por cada férmula del lenguaje, la sustitucién uniforme en alguno de A;- Az pro-
duce un axioma légico del sistema, de manera que en realidad un sistema tiene
un nimero infinito numerable de axiomas légicos, ya que hay una infinidad
(numerable) de férmulas. Ademss, dado que el lenguaje de ZF' es distinto al
lenguaje de AP, el conjunto de axiomas légicos de ZF' es distinto al de AP.

Los aziomas propios de ZF son:
— Extensionalided: VzVy[Nz(z €z~ 2 €y) =z~ y|

Vacio: 3JzVy —(y € z)

— Par: VaWyFu|Vz(z € w — (z =z V 2 = y))]

Union: VzRyVz [z €y o Jw (w € z A 2 € w)]
— Potencia: VzIyVz[z € y = Yw(w € z — w € z)]

— Esquema de Separacién: Para toda férmula ¢(z) de Lzp que no
tenga a “y” como variable libre se tiene que
VzIyVz(z € y « (2 € = A p(2))]

13Consideramos el sistema axiomético de [Mendelson|.
14v¢ase apéndice A.



— Esquema de Sustitucién o de Reemplazo: Para cads férmula ¢(z, y)
de Lzp, con variables libres “2”, “y”! si b no es variable libre en
i, el esquema de Sustitucién enuncia lo siguiente

YaVyVz[(¢(z.y) A p(2,2)) =y~ 2] —
Ya3bVz[z € b & 3z(z € a A ¢(z,2))]

— Azioma de Infinito:Hay un conjunto inductivo.

Nuevamente tenemos que, el esquema de separacién, enuncia un axioma para
cada férmula ¢ que no tenga a y como variable libre.

Los axiomas propios de AP, (AP simboliza la teoria de primer orden que se
obtiene a partir de los postulados de Peano) son los siguientes:

— (AP1) Va1-(co = fo(21))

— (AP2) Vz,Vz3(fs(21) = fo(@2) — 21 ~ 22)

— (AP3) Vz1(f1(21,c0) = 21)

— (AP4) Vz,Vzo(fy (21, fo(22)) = fo(f+(21,22)))

— (APS) Vz1(f.(z1, c0) = o)

— (AP6) Vz Voo (f.(21, fo(22) = f1.(f.(21,2),21))

— (APT) Para cuslquier férmula a(x) de Lap ,
(a1 Vz(a(z) — alf(2))) — (Vza(z))

Las reglas de inferencia, como ya mencionamos, serdn modus ponens y

0.1.2 Maetateoria.

Las matemadticas no han sido desarrolladas dentro de un sistema formal, y has-
ta antes de que Godel diera a conocer su teorema de incompletud, eso parecia
posible.

Los sistemas formales pueden ser objeto de nuestro estudio, y para nombrar
a los elementos del sistema, es necesario que el lenguaje con el que se expresan
sus propiedades contenga todos los simbolos que contiene el lenguaje del sistema,
asi que podemos hacer distincién entre el lenguaje del sistema objeto de estudio
y el lenguaje con el que se le estudia, a este Gltimo lenguaje lo conocemos como
metalenguaje. Es posible que este metalenguaje también sea objeto de estudio,
entonces necesitaremos un nuevo metalenguaje con las propiedades que le
pedimos al primero, y asf sucesivamente. También debemos hacer distincién en-
tre la teoria desarrollada dentro del sistema formal y la teoria que se desarrolla
para su estudio desde un metalenguaje, a ésta 1ltima la conocemos como meta-
teoria. A los teoremas de dicha metateoria los podemos llamar metateoremas,

15Decimos que una variable es libre en una férmula si ésta no ocurre dentro del alcance de
algin cuantificador.
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éstos pueden ser acerca de las reglas de inferencia, o de las afirmaciones hechas
dentro del sistema, o establecer relaciones del sistema con otros sistemas. Un
ejemplo claro de esta situacion la encontramos en el capftulo 1, donde enun-
ciamos teoremas acerca de teorfas, dichas teorfas son nuestro objeto de estudio,
para lo cual empleamos al espafiol junto con algunos simbolos como metalen-
guaje para designar a los simbolos de las teorias de las cuales estamos hablando.

Entre los procedimientos de demostracién estén los deductivos y los construc-
tivos. Jean Ladridre!® dice al respecto: La nocion de demostracion constructiva
no puede ser definida de manera rigurosa mds que por la descripcidn precisa de
los procedimientos de deduccion que son considerados como constructivos. Sin
embaryo, se puede decir, de manera aprozimada, que un procedimiento construc-
tivo de demostracién, es un procedimiento que permite verificar efectivamente
(de manera tangible) el resultado demostrado dentro de cada caso particular.
Desde el aspecto metatedrico solo las demostraciones constructivas son
consideradas como satisfactorias por que sélo ellas estdn completamente ajus-
tadas a un método formal. Las otras dependen de suposiciones ezteriores y re-
posan sobre evidencias incontrolables. En cuanto a formalizar la metateoria, se
puede dar un contenido preciso a la nocion de procedimiento constructivo,f...],
seqiin el formalismo que se adopte, se imponen las exigencias mds o menos
fuertes de constructividad. Asi se puede tomar un formalismo que permite el
razonamiento por induccidn. [...] El tipo cldsico de demostracién metatedrica
es el razonamiento por induccién estructural. Se puede hacer una tal induccion
sobre la construccidén de las proposiciones o también sobre la derivacién de una
proposicion. En el primer caso, se establece una propiedad para las proposiciones
elementales y se muestra que ella se conserva bajo la aplicacién de diferentes
reglas de formacion. En el segundo caso, se establece wuna propiedad
para los ariomas y se muestra que ésta se conserva bajo la aplicacion de las
diferentes reglas de derivacion. En los dos casos, se efectia, etapa por etapa,
una traslacion de la propiedad, de los casos elementales a los casos generales.

Este tipo de razonamiento es posible porque las reglas son formuladas de manera
recurrente.

Desde este punto de vista metatedrico, podemos referirnos a un sistema
axiomdtico, (el sistema axiomético de la teoria de anillos o el de la geometria
euclidiana, por ejemplo). Podemos considerar al sistema de la geometria griega
antigua, en donde las demostraciones se apegan a una estructura légica, pero
muchas veces se basan en afirmaciones que “resultan evidentes” esto es, se apela
a la intuicién. A manera de ejemplo, cito a Garcia Bacca quien afirma en su
introduccién filoséfica a los Elementos de Euclides- que Fuclides no define en
parte alguna qué debe entenderse por prolongar segin continuidad y dice, que
por tanto, hay que dar a esta palabra el significado corriente visual de no ver
huecos o discontinuidades.

»

16(Ladridre| pagina 54
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Todo lo anterior podria conducirnos a discusiones filoséficas més profundas,
sin embargo, mi intencién es simplemente dar una idea del trabajo cominmente
hecho en mateméticas y el tipo de trabajo al que nos conducen los sistemas
formales. Debo mencionar que el trabajo con los sistemas formales nos hace
enfrentarnos a una una gran cantidad de limitaciones!”

0.2 Idea general de la demostracion del teorema
de incompletud de Godel-Rosser.

Con lo mencionado anteriormente podemos darnos cuenta de que la matematica
presenta dos facetas: el trabajo hecho en la metateoria y el realizado dentro del
rigor de un sistema formal. La demostracién que conocemos del teorema de
Godel-Rosser utiliza ambas facetas.

Metatedricamente se emplea lo siguiente:

1. Los nimeros naturales y sus operaciones (sucesor, suma, producto).

2. En los naturales es vdlido un teorema de recursién a partir del cual dare-
mos las definiciones de los métodos de recursién y de sustitucion.

3. A partir de 1) y 2) daremos las definiciones de funciones que llamare-
mos primitivas. Por medio de éstas y de los métodos de recursién y de
sustitucion obtendremos nuevas funciones que llamaremos las funciones
recursivas, por ejemplo, la divisién entre naturales, la diferencia positiva
entre naturales; un ejemplo de construccién de una de éstas funciones lo
encontraremos en el capftulo 2, y en el capitulo 3 daremos una lista de
este tipo de funciones. Ademds, a partir de estos conceptos definiremos
subconjuntos de naturales (subconjuntos de pares de naturales, sub-
conjuntos de ternas de numeros naturales, etc.), es decir, relaciones de
nimeros naturales las cuales, al cumplir ciertas condiciones, las llamare-
mos relaciones recursivas (por ejemplo z divide a y, y es el inverso aditivo
de z, etc.)

4. Definiremos los conceptos de representabilidad y de expresabilidad para
las funciones y relaciones respectivamente.

5. Enunciaremos teoremas y condiciones que establecen la representabilidad
y la expresabilidad en un sistema formal de las funciones y relaciones
recursivas. Intuitivamente, una funcién o una relacion es representable o
expresable en una teoria formal si en el lenguaje de la teoria existe una
ezpresion para cllos, es decir, hay una férmula que bajo una interpretacion
describe el comportamiento de los individuos que estdin en la funcién o en

17[Torres).
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la relacién. La férmula es una sucesién de simbolos, sin embargo, nuestra
interpretacion es la ya descrita.

Con respecto a los sistemas formales, la demostracién que conocemos del
teorema de Godel-Rosser emplea la teoria AP (T4p), es decir, utiliza el lengua-
je formal de la Aritmética de Peano y la cerradura deductiva de su conjunto de
axiomas para la formacién y la demostracién de las férmulas que representan
a las funciones recursivas, y las que expresan a las relaciones recursivas. Em-
pleando L4p es inmediata la representabilidad de un cierto tipo de funciones,
llamadas funciones iniciales '8, o de las que emplean a la suma o al producto,
ya que Lgp contiene simbolos funcionales para las operaciones elementales en
los naturales, y los teoremas mencionados anteriormente nos permiten asegurar
la existencia de férmulas de Lap que representan a las funciones recursivas y
algo similar (aunque no igual) se tiene para las relaciones recursivas.

Se establecen dos caminos, uno de L 4p al universo de los niimeros naturales
y otro de los naturalesa L 4p. El primero acignard de manera tinica a los simbo-
los, férmulas y expresiones de L4p nimeros naturales, y seré tal que podremos
saber si un niimero proviene de un simbolo o una férmula, o una implicacién
de férmulas, o una generalizacién de una férmula, etc. Adem4s, podremos
formar subconjuntos de niimeros (pares, ternas, etc.) estableciendo relaciones
de nimeros que corresponden a conjuntos de nimeros que provienen de ax-
iomas, de generalizaciones, e incluso conjuntos de nimeros que corresponden
a pruebas en T4p. En especial definiremos las relaciones PR y PRN que son
subconjuntos de N® en las cuales estardn relacionados niimeros de pruebas de
ciertos tipos de férmulas (o de negacién de formulas en el caso de PRN) con los
nimeros correspondientes a esas férmulas. Estas relaciones serdn escenciales en
la demostracién del teorema de Godel-Rosser, asi que no nos olvidemos de ellas .

El segundo camino (el de regreso) consiste en asignar simbolos del lenguaje
formal (en nuestro caso ciertos términos de L 4p 0 Lzr) a los nlimeros naturales,
a esos simbolos los conoceremos como numerales. Cuando trabajamos con
Lp, disponemos de simbolos para el cero (cp), para la funcién sucesor (f1),
la suma y el producto (f2 y f2), es decir, tenemos a un elemento distinguido
(constante individual), a una letra funcional de aridad 1, y dos de aridad 2.
Ademsds tenemos a un conjunto de axiomas de tal manera que

¢  fa(co) » f3(f3(e0)) -

son los términos del lenguaje formal a los que llamamos numerales.

Una vez que hemos asignado niimeros natyrales a los simbolos, férmulas y
expresiones (a los cuales se les conoce como nimero de Gédel de un simbolo o
de una férmula o de una expresion) y dado que el camino de regreso consiste
en asignarle simbolos del lenguaje formal, en este caso de L4p, a los nimeros

18En el capftulo 3 se definen las funciones iniciales.
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naturales, se tiene que los nimeros naturales que provienen de férmulas en L4 p
tienen asociados en L 4p numerales, de manera que en L4p una férmula tiene
dos expresiones, ella misma y el numeral que le corresponde. Esto es, sia €
Lap y m € N se tiene lo siguiente:

Lap + N Lap

o > m M

Denotaremos con "o al numeral 7@ asociado, como anteriormente describi-
mos, al niimero m, si m es el niimero de Godel de a.

Con lo dicho anteriormente tenemos que si a(x)€ LY » (o habla de z en Lap),
entonces a("a”) la entendemos de forma natural como “a habla de si misma en

LAP .

Ya tenemos todo lo necesario para conocer de manera intuitiva al enunciado
de Godel-Rosser, y ha llegado el momento en que recordemos a las relaciones
PR, PRN. Hemos dicho que PR y PRN son subconjuntos de N3, usando AP y
N decimos que (n,m,k) € PR si y sélo si n es el nimero asociado a la deduccién
hecha en AP de la férmula que resulta al sustituir en la férmula cuyo nimero
asociado es m la variable v por el numeral de m y decimos que (n,m,k) € PRN
si y sélo si n es el niimero asociado a la deduccién hecha en AP de la negacion
de la férmula que resulta al sustituir en la férmula cuyo niimero asociado es m
la variable v por el numeral de m'®. Uno de los resultados principales que se
emplean en la demostracién del teorema de Godel-Rosser, es que PRy PRN son
relaciones ezpresables en AP, es decir que existen férmulas apr, aprn en L% p
de tal manera que siempre que (7,y,z) € PR, se tiene que AP  apr (£,7,%Z);
lo mismo para la relacién PRN? donde 7 y 7 corresponden a los numerales de
z y y respectivamente.

Se construye la siguiente férmula en L p:

Y(z1) = Vazo(apr(zo,z1,T) — y(y < 2o A aprn(y,21,1))).
Sea
= g(y(=1)) = .

Esto es, 7 es el nimero de Godel de y(z,), asir € N y F € Lap.

Y de manera natural, entendemos a la férmula (F) como una férmula que
habla de si misma.

19Véase capftulo 3.
20Para ver la definicién completa de una relacion expresable consultar el capftulo 2.
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Intuitivamente (7) expresa lo siguiente: “Dado cualquier z3, si 27 es una
prueba mia, entonces existe z3 < z, tal que z3 es una prueba de mi negacidn”.
El enunciado (F) es conocido como el enunciado de Godel-Rosser.

El enunciado (F) construido desde Lap y usando AP, resulta ser un enun-
ciado verdadero, ya que de suponer que AP | 4(F) se puede demostrar
que AP F —y(F) (si AP demuestra +y(F), entonces AP demuestra la negacién de
4(7)). De manera que si admitimos la consistencia de AP no podremos suponer
que AP F «(7), esto es, si AP es consistente entonces AP ¥ «(F). Ademds,
se ha demostrado que si se supone la consistencia de AP, y adem4s suponemos
AP + —y(F) podriamos demostrar que AP I 4(7) lo cual nuevamente nos con-
duce a una contradiccién; esto es, si AP es consistente entonces AP ¥ —vy(F),
con lo que tenemos que, suponer la consistencia de AP, implica que (F) es
indecidible para AP.

Hasta aqui termina la descripcién de la demostracién para el teorema de
Godel-Rosser hecha usando AP como teoria formal. La demostracién que hare-
mos en este trabajo estd basada en estas ideas, aunque con algunas variaciones.
En el capitulo 4 daremos la construccién adecuada de la férmula y(z;), para
que la cuantificacion universal que en ella aparece se refiera a los numerales y
no a conjuntos cualesquiera, ya que trabajaremos con ZF.

0.3 Algunas consideraciones que se deben tener

para construir una demostraciéon del teore-
ma de Godel-Rosser en ZF.

Para la demostracion del teorema de Godel usando ZF y la generalizacién que
dié Rosser, debemos hacer algunas consideraciones.

La notacién que usaremos a lo largo del presente trabajo es la siguiente:
— Tk  denotaré a la teoria que se obtuvo a partir de un conjunto
de axiomas propios K.

— p(K) denotara al tipo de semejanza de la teorfa que se obtiene
a partir de K.

— Lg  denotard al lenguaje correspondiente a la teoria que se
obtiene a partir de K.

— K" denotari la cerradura deductiva de el conjunto K. Recordemos
que en estas deducciones implicitamente se considera el empleo de
los aziomas légicos, de acuerdo a lo dicho en 0.1.1.
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Rosser enuncié que para que en una teorfa K se cumpla el teorema de Gédel,
su tipo de semenjanza (p(K)) debe contener los mismos simbolos que p(AP),
esto debido a la construccién de la demostracién que se conoce de este teorema.
Sin embargo, veremos que basta con tener definidos en p(K) a una constante
individual y una letra funcional de aridad 1 (las correspondientes al 0 y a la fun-

cién sucesor respectivamente cuando consideramos a la interpretacién estandar
de AP).

Dado que el propésito de este trabajo es hacer una demostracién del teore-
ma de Godel-Rosser usando ZF y basdndonos en la que ya se conoce, debemos
extender el lenguaje de la teoria de conjuntos (Lzg), pues como ya sabemos,
p(ZF) tnicamente contiene una letra predicativa de aridad 2, a saber, la
correspondiente a la pertenencia “€”, esto es, queremos definir en Lzp y usando
ZF a una constante individual y a una letra funcional de aridad 1. Ademas,
queremos obtener la demostracién usando las condiciones minimas necesarias y
garantizar que efectivamente la demostracién se hard para ZF y no para alguna
nueva teoria que se pudiera obtener al extender Lz, asi que debemos garanti-
zar que la extensién que hagamos de Lzp sea una eztensién conservadora®..

0.4 Estructura del trabajo.

Este trabajo estd compuesto por cuatro capitulos. En el capitulo 1 daremos
las definiciones y teoremas acerca de extensiones conservadoras y construiré la
extensién deseada de ZF, ademés haremos una seleccién de ZF, con el fin de
trabajar tan sélo con los axiomas que necesitamos para la construccién de la
demostracién, asi que trabajaremos con una subteoria de ZF?2. En el capitulo
2 se introducen las definiciones y resultados involucrados en el proceso
constructivo de la demostracién. En el capitulo 3 daremos la lista de funciones
y relaciones recursivas que se emplean en la construccién de la demostracién y
que se obtuvieron a partir de las definiciones y resultados del capitulo 2. Final-
mente el capitulo 4 estd compuesto por aquéllos resultados que establecen los
requisitos que debe satisfacer una teorfa para que haga verdadero al teorema de
Godel-Rosser en cuestién, asi como su demostracién usando una subteorfa de
ZF y las conclusiones.

Por iltimo quiero hacer las siguientes aclaraciones acerca del lenguaje que
emplearé.

Acerca del Lenguaje formal

21En el capftulo 1 enunciaremos las definiciones y resultados concernientes a extensiones
conservadoras de una teorfa.

?2Recordar que queremos trabajar con las condiciones mfnimas necesarias.
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(a) Generalmente usaremos las letras u, v, w, z, y, 2 para deno-
tar variables”. Cuando sea necesario utilizar mas variables agre-
garé subindices a estas letras, de manera que w;, v;, wq, %;, ¥i, %
también denotaran variables, para i« € N. Asi que una aplicacién fini-
ta de f, a alguna de estas variables, denotard un término en Lg2%.
Para evitar confusiones en las demostraciones, evito utilizar una sola
letra indexads, esto es z;, #9, ..., Zn, ... para denotar variables,
pues considero que el uso de distintas letras permite identificar de

manera clara el papel que juega cada una de ellas en las férmulas de
las demostraciones.

(b) Usaré las letres a, b, c, d, e para denotar constantes.

(c) Dado que se define una funcién h: N — Lg, tal que h(n) = 7, h(n)
también simboliza un término en Lgr.

La notacién para los elementos de N

(a) Para simbolizar a los elementos en N utilizaremos las letras n, m, p,
q, r, ¥ en algunos casos estas letras apareceran indexadas.

23Serd muy claro cuando eso no suceda.
24L g denota al lenguaje de la teoria que extiende a E G ZF.
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Capitulo 1

Una Extension
"Conservadora de ZF

En la introduccién hemos definido los conceptos concernientes a teorias y sis-
temas formales. A continuacién veremos c6mo es posible extender a una teoria
de manera conservadora.

Al extender de manera conservadora el lenguaje de una teoria lo que hacemos
es agregar nuevos simbolos a su tipo de semejanza, e incluir a los axiomas que los
definirdn, y debe procederse de manera que todo lo que se puede demostrar en
la extensién de la teoria usando tnicamente simbolos del lenguaje de la teoria
original, también sea posible demostrarlo desde la teoria original; una de las
ventajas que obtenemos con este tipo de extensiones es que ahorramos notacién.

En este capitulo haremos una extensién conservadora de Lz agregando una
constante individual, y una letra funcional de aridad uno. La definicién para la
constante individual estd basada en la idea de que esta constante individual sea
un individuo que represente al vacio, y la letra funcional serd una abreviacién
para la expresién metalingiiistica “ser un sucesor de otro conjunto”, con la no-
cién que cominmente conocemos de este concepto.

1.1 Definiciones sobre Extensiones

Definicién 1.1.1 Sean T, T’ teorias, y denotemos con p(T) al tipo de seme-
janza del lenguaje de la teoria T. T’ es una extension de T si y sélo si

1. p(T) € p(T")
2 Tl



Notacién:
— “syss”es una abreviacidn de “si y sélo si”.

Observacién 1.1.1.1 SiTY = T, para que ocurra T CT”, basta que T’ \
para cada férmula y de T .

Definicién 1.1.2 Sean T, T’ teorias. T’ es una extensién conservadora de
T si y sdlo si

1. T’ es una extension de T
2 T=TnLr

Observacién 1.1.2.1 T = T’ N Lt st y sélo si-para todo a€Lr se tiene lo
stquiente:

1. Sia € T’, entoncesa € T.
2. $i T'F «, entonces T a.
Notacién:

-p(T)=p
- p(T") = p’

1.2 Teoremas sobre extensiones conservadoras

Los siguientes tres teoremas enuncian las condiciones que deben cumplirse para
que una teoria que se obtiene a partir de otra por medio de agregar nuevos
simbolos, sea una extensién conservadora. Las demostraciones de estos teoremas
las presentaré de forma seméntica debido a que enuncian un resultado acerca
de teorias, no cref necesario que su demostracién deba ser sintéctica®.

Teorema 1.2.1 (Extensiones por Definiciones Relacionales)

Sea T una p-teoria, @ una p-formula cuyas variables libres son zy,zs, ... ;o
(distintas todas ellas). Sea R un simbolo relacional n—ario R ¢ p .Sea

- p(T’) = p(T) U {R}
y sea T" la p’~teoria obtenida al cerrar bajo \ al conyunto

— TU{V¥zy, ..., Yz, (R(z1, ... ;o) © (71, ... ,2n))}
Asi:

ILas demostraciones de los siguientes tres teoremas las he tomado de unas notas del Pro-
fesor J.A. Amor.
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1. T’ es una extension conservadora de T.
Ademds para cada p’-férmula o hay unae p—férmula o* con las mismas
variables libres que a y tal que
2 T’V azy,... Ya,(afe,, ... 25) « a* (21, ... ;o))
y
8 T'kasiysdlosi THa*
Demostracién 1.2.0.1 .

1. Es inmediato que T’ es una extension de T, asf que T C T', y como
T C L, tenemos que TC T' N Ly. Veamos que T' N Lt C T; sea
Y € T' N Ly, y sea A una estructura de tipo p, tal que Ey T. Sea
A = (A, R* ) unap expansion de A, donde

RY ={(a1,...,an) € |2* | Fa ¢[z1/ay,...,2n/an]}

es decir, (a1,...,an) € RY  siysdlosi Fa glo1/ay,...,Tn/an).
Ast que

[’a’) Far Vz1,. .. !Vzﬂ(R(xlt' e |mn) = '1,0(:31, ves ,-’L‘n))
Y como tenemos que
(b) Far T
(a) y (b) implican que
(c) Far T’
Dado que 3 es un teorema de T, y del paso anterior obtenemos
(d) Far ¢
Como 1 € Ly, por el paso anterior tenemos que
(e) Fa ¥
Por lo que
(f) TEY
Por el teorema de correctud-completud extendido tenemos que
(9) Ty siysélosi TkF
Porlo quey € T.

2. Definiremos a* por recursién sobre las férmulas o de L+

— St o es atémica _
1. Sia no incluye al nuevo simbolo relacional, entonces o* = «
i. Siaes R(ty,...,1,), entonces a* = ¢(t1,...,tn)
donde t,,...,t, son términos.
— En general



i Siaes 9y, a* es (y*)
it. Siaes iy Ao, a* es Y] A
1. Stiaes Vi, a* es i Vi,
w. Siaes VoY, o es Vi

Observacién 1.2.0.2 Basta con considerar a los conectivos =, A, V y el
cuantificador universal, ya que cualquier férmula de un lenguaje de primer
orden puede expresarse usando sélamente estos simbolos®.

Observacién 1.2.0.83 En los siguientes capitulos, ademds de las
anteriores, escribiremos férmulas de la formaa — f ya « £,

La demostracién de este punto la haremos por induccién sobre las férmu-
las. Para las férmulas atémicas, el inico caso que nos interesa demostrar
es cuando ésta es de la forma R(t,,...,t,), siendo R el simbolo relacional
que hemos agregado a Ly. De manera inmediata, aplicando el axioma
légico 4, y el arioma con el cual extendimos T, tenemos que

(@) T'F Rlts,.... tn) = @ltn,. .., tn)

Hipétesis de Induccién: Supongamos que para ¥, y Yo férmulas de
Ly ezisten ¢ y 3 formulas de Lt tales que:

e Vzll'"!Vxﬂ(¢1(sll"'!zﬂJ Hﬂl’;(zl:---,zn))
T FVzy,..., Voo (o(21,...,20) < ¥5(21,...,20))

Si 1y es de la forma —,, de acuerdo a lo anterior, debemos demostrar que
T’k Vzy,... V2 (¥(21,. .., 2n) & W] (21,...,Zn))
De acuerdo a la hipdtesis de induccion, obtenemos que
(a) T, '_ lbl(zl'}' . !zﬂ) =+ w;(zlu A !sﬂ)
Como (Y — @) « (- — ) es tautologia, entonces tenemos que
{b) Tk _‘w;(zll"‘lzn) = ﬂ‘i’l(xl,---,-‘?n)
Andlogamente tenemos que
(C) Y _'¢l($h' +a :33) == _'¢]'(21:‘ v )xn)
(b) y (c) implican que
(d) T'F =1 (z1,...,20) © Y] (21,...,%n)
Con lo que podemos concluir que
(€) T'F $(@1,...,20) < Wi (21, .., Zn)

2Es decir {-, A, V,V} forma un cunjunto completo de conectivos, para mayor informacién,
consultar (Enderton)|.
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Siy es de la formayy Ay, de acuerdo a la hipdtesis y por una tautologic®

tenemos
(ﬂ} T,I- wl(‘q"h e }31’!),\%(‘?1: ik R zﬂ) = ‘{JI(EII 9.8 "’ﬂ:ﬂ)/\wﬂ.(xls LR ,-:Un)
y
(b) T”_ ¢;(=1v EL :zn)/“»b;(slr LR lsﬂu) = wl(‘rl) AR szn)A¢2(zla' LE azn)
Esto es

(¢) T'Fr(2y,... &0 A2(21, ..., 20) « Y1 (21,...,2n) D3 (21, ..., Zn)

Si1 es de la forma Yy Vi, de acuerdo a la hipétesis de induccidn podemos
afirmar que .
(a) T'F ¢i(z1,...,2n) = ¥1(21,. .-, 2n) VY5 (21,. .., Z0)
Y que
(b) T, = %(xll‘ .. :En) B ‘ﬁ’;(zln- L3 Jzﬂ) V%(xh e 9zn)
De (a) y (b) y por tautologia® obtenemos
(c) Fi(@a,.. ., 2a) VPa(21,. .., 20) = ¥i(21,...,20) VU3 (21,...,2n)
Andlogamente tenemos que
(d) T,l_‘ @ff(xl- . ua"’a’n)VTJ'/;(zl‘ e ;31'1) e 11!’1 (.’Cl, e ‘xn)V'f)‘z(xh L ‘a’n)
Asi que podemos afirmar que
(¢) F $1(@1,- -, a) V21,1 2n) > YL@ 1,1 30) V Y3(1, - -, Zn)
Si ¢ es de la forma Yz, es inmediato de la hipdtesis de induccion que
(a) Tk Vzwl(z'l!' e sxﬂ) = Vﬂ&"f(zl; R sa:ﬂ)

3 PD. T'ha siysélosiTHa*
Sea a € Ly tal que T' - a, de acuerdo al inciso (2) tenemos que
(a) T'"Fa~a*
Aplicando M.P. obtenemos que
(b) T+ a*
Como a* € L, usando el inciso (1), tenemos que
(¢) THa*
Por otro lado, como T’ es una extension conservadora de T, (c)
implica lo del inciso (b), de modo que aplicando M.P. en los pasos
(b) y (a) obtenemos que

(d T+ a
Teorema 1.2.2 (Extensiones por Definiciones Funcionales)

Sea T una p-teoria, peL2+!
(distintas). Supdngase que
SFérmula 27 del apéndice B-L.
4Férmula 29 del apéndice B-1.

cuyas tnicas variables libres son z), ... ,2a,y




(a) THVzy, ... Vz,3y p(zy, ... 2n,y)
(b) THVzy, ... Ve VyVz(p(z, ... 20,y) A @1, ... ,Tn,2)
—y= Z)

Sean

— f un stmbolo funcional n-ario tal que f & p(T).
= p(T’) = p(T) U {f}
= (T U {Ya1, ... Von,Yylf(e1, ... o)~y o

w(z1, ... ,Tn, ‘y)f})k

entoces se cumplen las condiciones 1, 2 y 3 del teorema 1.2.1.
Demostracién 1.2.0.2 .

1. De manera andloga a como hicimos en la prueba del teorema 1.2.1, basta
con que demostremos que LyNT' CT. Seanp € LTNT’, A una estructura
de tipo p, tal que Fy T. Sea A’ = (A, f¥) wuna p' expansion de %,

tal que para cada a,...a, € |A |(= |2 |), considerando ¢ la formula
del nuevo azioma definimos

fa’(als“')afl): “el tinico b tal ‘I“C':m w[xl/all"'sﬂ/aﬂly/b]”
De acuerdo a esta definicion, lenemos que

(a) Far Vzu,... Ve Yy(f(z1,...,20) 2y = @(21,...,%n,9))
Asi que
() b T’
Como T’} v, de acuerdo al inciso anterior tenemos que
{C) Fgf 'd)
Dado que i € Lr, (c) implica que
(d) Fa ¥
De lo cual obtenemos que
(e) TF ¢

Finalmente por el teorema de correctud-completud extendido
lenemos que

f) TH9
Con lo que conclutmos que ¢ € T.

2. Para este punto, veremos primero que para todo p'-término t cuyas
variables son z,,...z, hay una férmula ¥y, cuyas variables libres son
lasde t y z, ytal que T'Fpy, & t =~ 2:

. St t=1vy entonces Y =ty

S —
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# St t=cp entonces Y =t=cp
fi. Si t = f(z1,...,Ta) entonces Py = @(21,...,%n,T)
w Si t=f(t1,...,tn) entonces
Y1z = 3y1, L% 13yﬂ(¢hy1 P 'A¢!nynAw(yls vy Yny 3)
v. Si t=g(t,...tx) entonces
Y = 1, k(W A Ay AW, - Uk, T) R )
(9# f)

Definimos a* recursivamente:
— Si a es atémica
i (t ~tg)*
. (R(tls e :"'n))ﬁA

Fy1Fy2 (1 = y2 A Yty AYtay,)
3.01; sa 'rayﬂ(whyll\' i 'Awt“yn/\'q—(yl‘ ey yﬂ))

T

— En general

i (—a)* = -a*

i (@A) = a*'Ap*
i (avp)? = a'Vvp*
w. (Vza)* = Vza®

Como lo importante para este trabajo es garantizar que de acuerdo a como
hemos definido a la teoria T’, ésta es una extensién conservadora de T,
y dar una construccién para las formulas o*, dejamos la demostracion de
este punto como ejercicio para el lector.

8. La demostracion de este punto es la misma que la correspondiente en el
teorema anterior.

Teorema 1.2.3 (Extensiones por Definicién de Constantes)

Sea T una p-teoria, ¢ € L} cuya unica variable libre es y. Supéngase que :
(a) T 3yp()
(b) THYyVz(o(y) A p(z) > y=~ 2)
Sean

— ¢g una constante individual tal que co & p(T)
= p(T’) = p(T) U {co}
- T=(Tu{Myly=~co - o))"

entonces se cumplen las condiciones 1, £ y 8 del teorema 1.2.1.

Demostracién 1.2.0.3 .



1. La demostracion para este punto es andloga a la que hicimos a la corre-
spondiente en el teorema 1.2.2.

2. Definimos 11, para cada p' término y cada & que no aparezca en t, tal que
I= ﬂ‘)u — t ~T

t. Parat =y Yo = VT
#. Paat=c Yz = €T (cF o)
1. Parat= ¢ Pz = P(z)

. Para t= f(t,...,ts)
Yz = e Wn Wy A Aty Af (1, 00) R 2)

Definimos a® recursivamente de la misma manera a como lo hicimos en el
teorema 1.2.2. La demostracién la dejamos como ejercicio para el lector.

3. La demostracion de este punto es la misma que la que hicimos en el teo-
rema 1.2.1.

1.3 Extendiendo a Lzp

En esta seccién construiremos una extensién de ZF, agregando al lenguaje Lzp
una constante individual y una letra funcional de aridad 1, y a ZF los axiomas

correspondientes segiin los teoremas sobre extensiones conservadoras que los de-
finen.

Recordemos que:

Lzr ={€}U@U@U {v, [n € N} U {-,A,V,—, <} U{3,V}U
0.0 }u{=}

Los axiomas propios de ZF han sido enunciados en la introduccién. Se-
leccionaremos de entre ZF a los axiomas de extensionalidad, vacio, par y union,
y al conjunto formado por estos axiomas lo denotaremos con E. Las reglas de
inferencia de nuestro sistema formal seran, como ya hemos mencionado, modus
ponens (M.P.) y generalizacion (Gen). Asi mismo Lg denota al lenguaje de
la teoria Tg que se obtiene de la cerradura deductiva de E, y tenemos que L
coincide con Lzp. Por tanto, nos referiremos a este lenguaje asi como a su tipo
de semejanza ya sea con el subindice E o con el subindice ZF.

1.3.1 Definiendo a la constante individual correspondiente
al vacio

De acuerdo al teorema de extensiones por definicion de constantes sea co &
p(ZF), sea ¢, € L} definida de la siguiente manera:
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Ye(x) = Vz-(2€x)
Proposicién 1.3.1 La teoria que se obtiene de E’ al hacer

- Pzr = pzr U {co}
- B’ = EU {Va(z ~ ¢ « pc(2))}

es una extension conservadora de Tk.
De acuerdo al teorema 1.2.3 debemos demostrar que:
(a) E F IxVz—(zex)
(b) E I VxVy((Vz~(z€x) A Vz-(z€y) — x=xy))

Demostracién 1.3.1.1 (Erxistencia)

Tenemos que

1. {azioma del vacfo} F 2Nz (2€2)
La unicidad la demostraremos por contrapositiva, esto es
P.D. VxVy(ﬁ(xwy) — (=(Vz~(z€x))V —-(Vz—-(zEy))))
es decir
PD.  Va¥y(=(x~y) — ((zex) V (3 (€y)))
Demostracién 1.3.1.2 (Unicidad) Tenemos que
1. {azioma de extensionalidad} F —(z ~ y) —
J(~(2€Ex— 2€ y)V(2€ y— 2€1))

st y sélo st

2. {azioma de extensionalidad} - - (z =~ y) —
3¢(((x€2) A ~(s€)) V ((s€9) A ~(2€3)))

Por la formula 4.4 del apéndice B-II tenemos

3. +3x( ((s€2) A ~(x€0)) V ((:€9) A ~(2€3)) ) -
(Hz((zEz) A =(z€y)) V 32((2€y) A = (z:ez)))

Por 4.2 del apéndice B-II tenemos

& I—(3z((z€z) A =(2€y)) V 32((2€y) A ﬂ(zﬁz))) a
((3: (s€3) A 3 (x€y)) V (3z (s€y) A I (x€2)) )

Sean:
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- a = Jz(zz)
- B = 3 (£y)
= 7 = 3(z€y)
- a = Jz(£z)
Se tiene que, de acuerdo a la formula 1 del apéndice B-1,
5. F@nB) vV (YAS)— (avy)
(4) y (5) implican que
6. E "((ﬂz (#x) A 3(2€y)) V (32 (2€y) A 3:—-(263))) =

(ﬂz(zez) V Jz(ze y})

todos los pasos anteriores y por transitividad en la implicacién tenemos
que

7. EF ~(zxy) — (32(€z) V Iz(2cy))
Lo cual ocurre si y sélo si

8. Ebo(zvy) — ~(Va(2€x) A Vo (2€y))
st y sdlo sz

9. Eba(zy) —=(pe(z) A @o(y))
st y solo st
10. EF oo (t)Ape (y)— (z~y)

aplicando Gen dos veces lenemos

11. ExVzVy ((pc(z)Aype(y) — (zy))
Con lo cual queda terminada la prueba de la unicidad

13.1 y 13.2 implican que
E F 3xpe(x) A Vx¥y(pe(x) A pely) — (x~y))
Por lo tanto,
L. co¢p(E)
2. hay una férmula ¢, en L}, tal que E F 3fxep.(x)

Recordemos que Lg es el mismo que Lzp, y por tanto también lo son sus
tipos de semejanza

Sf:an.
Pzr = pzr U {co}
E' = Eu{Vz(z=c ~ we(z))}

Entonces de acuerdo al teorema 1.2.3 la teorfa que se obtiene con E'" es una
extensién conservadora de Tg.
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1.3.2 Definiendo a la letra funcional correspondiente a la
funcién sucesor

La idea del comportamiento de la funcién sucesor “s(z)”es la siguiente:

s(z) =z U{z} (1.1)
= Ufe,{eh) (12)
y=U{z,{z}} (1.3)

Entonces debemos considerar a los siguientes conjuntos
2 = {x}, 22 = {x,{x}}

para que

y=Uz

Ya que tenemos idea de cdmo es que se construye el conjunto sucesor de un
conjunto, sean

= fa ¢ p(2F)
— s € Lyp

queremos que

fs(@) =y syss s(z,v)

De acuerdo a lo anterior ¢, queda definida intuitivamente de la siguiente
manera:

ws(z,y) = FwIhw={z} Av={z{z}} Ay~ U)

Formalmente damos la siguiente definicién para ¢,:

ps(z,y) = BwEIv(Vul(ul Ew U T
AVui(u; Ev o u 2z Vu = w)
AVuy(uy €y Jz(z€vAu € z))A
Observemos que:
- w= {x}
- v {x,w}

- s (xy) =y=xUvV
Proposicién 1.3.2 La teoria que se obtiene de E’ al hacer

- p'zp = pzr U {fa}
- E' = EU {VaVy(f,(z) 2 y — @q(2,7))}
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es una extension conservadora de 1.

A continuacién probaremos que pan cada z existe un tinico y tal que @,(x,y),
es decir:
P.D.

(a) EFVx Jyp,(xy)
(b) E FVx Vy Vz (ps(x,y) A @s(x,2) = y = 2)
Demostraremos primero la existencia y luego la unicidad. Observemos que

la existencia es equivalente a tener lo siguiente:

E}—V33y3w3v(Vu1 (u € W > up % x)
AV (uy € v o uy = x Vuy = w)
AVuy (uléy«—baz(zev/\ulez)))

Demostracién 1.3.2.1 (Ezistencia).
Sean:

- Aj(wz) = Yuy (u €Euve uy =)
- Ag(wu,x) = Vu (U EveuxzVu ~w)
—Asfvy) = VYu (wm€ye Iz(z€vAu € z)

1. {azioma del par} - ¥z Yy 3w (Vul (u Ewe uy =2V m?Sy))

Aplicando el azioma § (A4) dos veces con el término x el cual es libre para
z y para y en la férmula anterior, obtenemos

2 EF3JuVu (yy Eveou =zVu =3I
Lo cual mmplica que
8 EF JuwYu, (u) € we uy = g),
es decir,
4. EF 3w A, (w,zx).
Andlogamente,
5. {azioma del par} F Yz Vw JuVu, (yy Ev ey xzVu = w),
es decir,
6. EtF Yz Vw Jv As (w,v,z).
Aplicando A4 con el término z obtenemos

7. EF Vw Jv As (w,v,z)
De (4) y (7) obtenemos
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8. EF 3w A (w,z) A Yw Jv Az (w,u,z)
De 5.1 del apéndice B-1I y M.P. obtenemos
9. E+ 3w (A;(w,z) A Jv Ay (w,v,2))

Ahora, por 7.4 del apéndice B-1I y dado que la variable v no ocurre en
Ay (w,z) tenemos que

10. EV 3v3w (Ai(w,z) A Az (w,v,:c))
Por otro lado, sabemos que

11. {azioma de unién} + Yo Jy(Vu, (u; € y > z(z€ vAus € 2)) )
Esto es

12. {azioma de unién} - Vv Jy As(v,y)
Ast que, de (10) y (12), obtenemos

18. EF Fviw (A (w,z) A Az (w,v,z) ) A Yo Iy A3(v,y)
De 5.1 del apéndice B-1I y usando M.P., obtenemos
4. EF 30(3v (A (w2) A Az(wuz)) A Ty As(o,))

Como w no ocurre en Jy Az(v,y), tenemos de acuerdo a la féormula 7.4
del apéndice B-II y usando M.P. que:

15. EF Jwiv ((A;{w,x} A Aa(ww,z)) A 3y As(v, y))

y como y no ocurre en (A (w,z) A As (w,v,z)), por 7.4 y usando M.P.tenemos
16. E+ 3y3w30(A1 (w,z) A Az (wv,z) A As(v, y))

Lo cual equivale a

17. EF 3y 3w v (wl (41 € w o uy ~ z)
AVu (uy Everu =zVuy = w
AVu (u €Eye Je(z€vAu € z))),
es decir,
18. EF 3y ps(z,y)
Aplicando Gen, tenemos que

19. EF Vz 3y v, (z,y)
Con lo que hemos terminado esta parte de la demostracidn.

Ahora demostraremos la unicidad, esto es:

P.D. EF ¥xVyVya(ps(x,m) A s(x,y2) — y1~92)
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es decir,

PD. EF

Iw3v [Vui(u) Ew = up = x) AVuy (U Ev e uy xVu R W)

AVuy (ug €y « Jz (2 € v Ay € 2)))
A3wav [Vui(u) Ew o ug & x) AVuy (U Ev e up XV u W)

AVuy (uy € yp < 3z (z € v A uy € 7))

= (n =~ y2)
Esta demostracién estd dividida en 4 partes,

Demostracién 1.3.2.2 (Unicidad)
Sean:

- A (w,x) = Yu(ui Ewe u =z

- A(wyz) = Yu(ui€Eveo u RwVu =)

—

- As(vy) = VYui(u €y« 32(2€vAu € 2))
las cuales son subférmulas de la férmula @,(z,y).

Consideremos la sigutente deduccidn, en la cual utilizaremos constantes pro-
ustonales a, b, ¢, d.

De la férmula (4) del apéndice B-1, tenemos que
1. B, [(Aua2) A Ax(ab,3) A As(bn)) A

(As(e2) A Ar(cdz) A As(dps))] F  [Aua2) A Ai(ea)
v que

2 E, [(Al (a,z) A Ao(a,b,z) A As(ba )) A
y

(A1(c2) A Aa(c,dz) A As(dn))] F  [Aa(@ba) A Aa(c,ds)]
que

3. B, [(41(a2) A Aa(a,bz) A Aa(b1)) A

(A1(c2) A Aa(c,dz) A Asda))] F  [As(bann Aa(dw)]

Veamos cudl es la idea de lo que demostraremos a continuacién. Para facil-
itar la notacién, durante la redaccién de la idea, denotemos por:

B(zy,p2) =

(Ai(a,z) A Az(a,bz) A A3(bys)) A
(Al. (C,:‘.I'.‘) A A‘Z (c,d,:r:) A A3(d:y2))

Demostraremos lo siguiente:
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(a) E, B(zy1,y2) F Ai(az) A Ay (c,z) > a= ¢
De esta manera podremos aplicar M.P. usando el paso (1) y de acuer-
do a (2) tendremos que:

(b) E, B(zy1,y2)F [a = ¢ A Aa(a,b,z) A Az(c,d,z)/
Ademds demostraremos que

(c) E, Blzg1,y2) - [a ~ ¢ A Ag(ab,z) A Ag(c,d,z)] - [b ~ d]
Con lo que tendremos de acuerdo a M.P. en (1) y (a), por (b) y (c)
que

(d) E, B(zy,ye) b ((a=c) A (b=~ d))
Ademds, de acuerdo a (3) y (d) tendremos que:

(e) E, B(zy1,y2) F(As(by1) A As(dyz) A (a= c) A (b~ d))
Finalmente demostraremos que:

(f) E, B(zy1,y2) - (As(bys) A As(dy2) A (a= c) A (b= }i)) = 5

=iy

Con lo que habremos terminado la prueba de la unicidad.

As? que la parte II de nuestra demostracion consiste en demostrar el inciso (a)
anterior, es decir
PD E s B(S,yl,yg) F Al(a,z:) A Ay (c,z) —a=c
P.D. E, B(zyi1,y2)FYui(u) € a = uy & z) AVuy(u) € ¢ = uy = z)
— (a=c)
Parte II- (Inciso(a)) Por la fotmula 4.1 del apéndice B-II tenemos que

1. E, B(zy1,2) F Nuy(uy € a > uy 2 ) AV uy (ug € ¢ = uy = z)] —
Vuy [(u) € 6 & uy >~ z) A (u) € ¢ = uy = z)]

Por Ay con el mismo término u, se tiene que

2. E, B(zy1,po)F Yu, [(u; € a > uy 2 x) A (u; € ¢ & uy = z)] —
[(u1 € a = up =) A (U € ¢ uy = z)f

As? que por los dos pasos anteriores y por transitividad de la implicacidn,

3. E, Blzy,ie) b fui(u € a o uy = ) AV uy (u) € ¢ & uy = z)] —
[(u1 € a > uy = z) A (uy € ¢ uy = z)f
Ademds por 22 del apéndice B-II tenemos que

[m €Eauyrz)A(mEcouy~z)=[n€a—uy=z)A (=
z—u €Ea)A(mEc—umAT)A (U~ z— U € c)f

Entonces podemos afirmar que
4. E,Blzy,p)b [mE€acruuraz)A (U € counxaz)fe

[(ur€ a = uy~z)A (uyy~z— uy € a) A
(wEc—ouyxz)\(uy~z—u € c)f

Por (3) y (4) y la transitividad de la implicacion,
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

16

E b) B(z’ylrm) F {Al (G,I)/\ Al (C,E)] =

[ €a—uy~z)A (uyxz—u € a)A

(mMEc—u~z)A (T Uucc)
De la formula 4 del apéndice B-I y la transitividad de la implicacion, se
liene que
E, B(zy,y2) + [Ai(a,2)A Ai(cz)] —

[un€a—uyxz)A (uy~z—u €c)f

Por 18 del apéndice B-II,

E: B(x’yl:y?) k [(ul €Ea—uy = 2)/\ (ula"""z_"ule c/\}_'
(uy € a = u; € ¢)
De (6) y (7) y la transitividad de la implicacion, se tiene que

E ] B(zlylry2) = [Al(avz}/\ Al {C,I)] S (ul €Ea—u € C)"
Andlogamente, de (5) obtenemos:
E i B(x!yhy?) F [Al{a;x) A Al (C,.T)j =*

[(u1 € e > uy =) A (uy 2~ z— u € a)f
Nuevamente por la férmula 18 del apéndice B-II
E, Blzyy) b [k € c>um =) A (uy = 2= u € a)] —

(u; € ¢ — uy € a)

Estos dos ultimos pasos dan como resultado que

E, B(zy1,y2) b [Ai(a,z) A Ay(c,z)] = (u1 € ¢ — uy € a)
De (8) y (11),
E, B(zy1.y2) b [Ai(a,z) A Ar(e,z)] —
(ui€a—u €c)A(uy € c—u €a)
Esto es,

E, B(zy,y2) F [Ar(a,3) A Ai(cz)] = (u1 € a = uy € ¢)
Aplicando Generalizacién obtenemos

E, B(zy,y2) F Yu; [[A)(a,z) A Ay(c,z)] = (u1 € a > uy € ¢)]
Como u; no ocurre en las formulas A, (a,x) y A1(c,x), entonces por 7.2
del apéndice B-II tenemos que
E, B(zy,y2) F Yur [[Ai(a,z) A Ai(c,z)] — (u1 € @ &> u; € ¢)f

— [[A1(a,z) N Ay (c,z)] — Yu (U1 € a & u; € ¢)f
Aplicando M.P. a:(14) 3 (15),

E , B(zan,y2) F [Ai(a,z) A Ay(c,z)] — Yuy fuy € a & u; € ¢/
El azioma de Extensionalidad implica que
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17. E, Blzy1,2) > FVzVy Vu(uy €z uyy € y) sz y)

Aplicando A4 con los términos a y ¢ que ocurren libres en esta férmula
tenemos que

18. E, B(zy ) (Vw(v1 € a s u €c) > am¢)
Por la transitividad de la implicacidon para las férmulas 16) y 18),

19. E, B(zy,y2) & [Ai(a,z) A Ay(ez)] — [a= c]
Con lo cual queda demostrado el inciso (a).

Ahora comenzaremos la tercera parte de la demostracidn la que corresponde
al inciso (c), esto es,

P.D. E, B(zy,i2)F (a= c) A Ax(a,b,z) A Ag(c,d,z) — (b=~ d)
P.D. E, B(zy,p)tF [(a=c)A

Yur (y Ebo uyyxaVu ~z)A

Vuy m€deuyyrmeVuy xz) —

(b=~ d)

Parte III-(Inciso (c))

Por la férmula 4 del apéndice B-I tenemos que

1. E, B(zy1,p) & [(a=c) A
Yy (mEbouyymaVuy =z)A
Yu (uy €d e uyxcVuy = z)/—
Nuy (uy€beouyx~aVu =) A
Vu (i €de uy = cVu = z)f
Por la férmula 4.1 del apéndice B-II,

2. E, Blzy1,yo) FVYuy y €Eb—uymaVu=z)A
Yy (yy €Edsuy~eVu ~z)—
Yu (m €Ebe—uy~aVu =~z)A
(w1 €de— uy=~cVu =~z
Entonces, por la transitividad de la implicacién obtenemos

3. E, 3(3.-'.'!1;92)" [(am C)A
Vu, uy €be—suyy=aVu ~z) A
Yu, (u;EdHul"-chul%x)j -
Yu, ((m €E b= uy=~aVu = z)A
(w€de uy~cVu ~z)
Pero también tenemos que

4 E, Bzy,p) b [(a=c) A
Yu, (1 € b uy~aVu =z)A
Yu, (uy €Ed o uy~ceVu =z)—
(a=c)
Como u; no ocurre en (a = c¢), por 2.1 del apéndice B-II,
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5. FE, Blzy,y) b (a= c) = Vuy(ax ¢)

Aplicando la transitividad de la implicacién a los dos pasos anteriores,
tenemos que

6. E: B(x,yl,yz)l-[(a“n‘: C}"\
Vuy wp €beo uy~avu ~z)A
Yuy (mm €deouym eV = z)—
Yuy(a =~ c)

Entonces, por los pasos (3) y (6) y la férmula 9 del apéndice B-I,

7. E: B(I!ylsy?)i_ [(a"m" C)A
Yuy (wm €Ebeuyy~aVu ~z)A
Vuy (uy €Ed ey cVuy =)l —
VYuy(a = c) A
Vu f(ui€beo uyxaVuy ~z)A
(u €deuy~cVu =)

Nuevamente por la formula 4.1 del apéndice B-II, tenemos que

8 E, B(zuy,y2) F Vui(a = c) A
Vu; (m€beouyraVu ~z)A
meE€druxcVuy~z)—
Yu, f(a =~ c) A

(wE€bouy~aVu =z A
wm€desuy=cVuy =z

Ast que aplicando la transitividad de la implicacién a estos dos ltimas

pasos obtenemos

9. E, Blogw) ¥ [(a~ ¢) A
Vuy (uy €b—uy~avu =~z A
Vuy (uy €d e uy = eV u = z)) —
Vuy [(a = c) A
(v €beuy~aVu xz)A
(uy €d = uy = cVu = z))|

Por A4 tenemos que

10. E, B(zy1,y2) F Yuy [(a=¢) A
((u;EbHulzaVulzz)A
{uledﬂmmc\lulﬁz))]—»
[(a= c] A
(m€beuy~aVu ~z)A
(ui €d e uy=cVu =~ z))

De los pasos (9) y (10) y por 13 del apéndice B-11, y usando M. P., tenemos
que
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11. E ? B(I!yl!y?ﬁ_ [(a"‘" C} A
Vuy (ump € b uyy=aVuy =z A
Yuy (mm€deouyymeVuy xz)—o
[(a=c) A
(v €buy=aVu ~z)A
(u€de uy=eVu =z))f

Por otro lado, por 22 del apéndice B-1I para “—”tenemos que

12. E, Blzy1,e) b [(a = c) A
(i € b uy~aVu ~z)A
(wmeE€du ~eVuy xz))—
[(a =~ z) A
(m€Eb—-uyaVu =z A
(uymaVu ~z—u €5b))A
(uy €d—>uy~cVu~z)A
(wm=cVu =~z u € d))f
Como (aAB — B), el paso anterior, 13 del apéndice B-1I y M.P. implican
que
JS-E!B(%?:'I!M)I_/(“%C)A
((u€bosuyy=aVuxz)A
fuy€deouy~cVu ~z))—

[(a=¢) A
(u;Eb—»u;%aVulmx)/\
(ula-:cVulf-zz—.ulEd)]

Los siguientes quince pasos son para demostrar lo siguiente:
faxc)N(wmEbsyy~aVuy ~z)> (WEb— uy=cVu =~z

Sea A(zz) = (u € b— uy, = 2V u; = z), entonces por el Arioma 7
(A7) tenemos lo siguiente

Y F(z=y)—
(meEb—-uymzVu=z)— (WeEb>uyuxyVvVuy =z)
Aplicando Generalizacion a la variable z, obtenemos

15. FV¥zf(zxy ) —
(meb—suyy~zVuyxz)—> (WeEb—ouy~yVuy =~z

Luego, aplicando A, con el término a que es libre para 2 en la férmula
anterior, obtenemos

16. Es B(z:ybyl)'_ [(a"w"’ y) -
(m€db—-uy=aVu=xz —
(meEb—wu=yVu=z)

Ahora, aplicando Generalizacién a la variable y, tenemos que
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17. E, B(zyy2) F Vyfla ~ y) —
(me€b-u~aVuy~z) —
(m €b—wuyryVuxz)

Por A4 con el término c el cual es libre para y en la férmula anterior,
18. E, B(zy,y) F (a = ¢) —

((uleb—»ulmaVulﬁz)—t
(uleb—»ulnscvul:sx)}

Observamos que

19. E, B(zy,y2) & (a = ¢)A m€b—-u~aVuy=rz — (a=c)

Por otro lado, usando el Azioma 2 (A, ), haciendo la siguiente sustitucion
de férmulas:

A = ((amc)/\{uleb—bulma\/m%z))
B = (am¢)
C = (uleb—sulma\fulzuz)—»(uleb—’ulmc\fu;mz)

tenemos lo siguiente:

20.I—[((a:‘zc)/\(uleﬁ—»ulmaVulwx)) —
(a~c) —

({uleb—»ulma\/ulmz)--»(uleb—.ulchulm:c)))}
—

[(((amc)/\(uleb—-sulnsaVulmx))—o(amc}) —
(((aasc)/\ (meE€b—uy~aVuy~z)—
((u,eb—’ulwa\/ulr-uz)q
(uleb-—»ulxc\/ulﬁux)})]
Dadaunaezpmiéndelafonna}-ﬁ—.7sct£encquclr-a-—o(,G—a-y).
As? que, considerando como a ala formula (a= ¢) A (u, € b— uy ~aVu =z
y el paso (18), afirmamos que:
2L E, Blzy,y2)F [la~c)A (uy €b— uyx~av u xz)) —
fllaxc) —

((uleb-—‘ulwa.Vulwz)—v
(uieb—ﬁulmc\/ulﬁz)})]

Aplicando M.P. a (21) y (20), obtenemos
2. E, By b [((a= o
(ulebﬁulﬁa\/u;mz)) —
(a =~ c)] —
[((amc)/\ (uleb—-ulﬁa\!ulr-xz)) —
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25.

26.

(meb—-uy~aVu =z —
(u1 € b — u %cVu;%w))]
Aplicando la tautologia (a A B — ),

. B, Blzy,p) b (6= )N (u € b— uy x aV uy = 1)) — (a= ¢

Aplicando M.P. a (23) y (22),

. E,Blryp)r[axe)A(mEb-uxaVuy xg) —

[wi€b—-u=aVu=xz —
(u1 € b — uy = ¢V u = z)f
Luego, por A y la formula del paso anterior,

B, Bay,w) b [[(a= o) A
(mEb—»ulﬁa\/ul%z)] -
[(uIEb—-ulﬁzaVulwz}—»
(uleb—oulmr:v‘ulﬁx)]] —
[[{(amc}f\
(mmE€b—-u~aVu =~z))—

(u1 € b u~aVu=z) —

[({a xc)A

(@ €Eb—ou~aVuy=z) —
(uleb—’ulnN.cVulﬁx)]]
Aplicando M.P. a (24) y (25),
E,B(z,yl,yg)r-[(am JAWmEbsuyyaVuy =z)—
(uleb—vulmaVulm:r)l —
[{amc}z\ (ui€b—-uyy~aVu=z —
(uleb—-ulxc\.’ulmz)]

De acuerdo a la tautologia (a A 8 — 3), obtenemos

2T F (fa~¢) AN (umEb—-uyyxaVu =zg)—

28.

(w1 €b—u ~aVu =~z
Aplicando M.P. a (27) y (26),

E,Bzy,p)t (@~ c)N(mE€bou~aVu xz))—

’ {uleb—*ulﬁc\/ulﬁuz)}
Esto dltimo es lo que nos propusimos probar después del paso
(18). Continuemos con la demostracion de la parte III. Sabemos
que ((aAB—v)— ((aAB NS — v)) (ver féormula 2 del apéndice
B-I) entonces del paso (28) podemos afirmar que



29.

30.

31.

32.

38.

34.

35.
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E, Blzy,y2) F (a~ c) A
(uleb—’ulanulnN..z}A
(uy & cVuRz—u €d) —
((ulebwulmc\/ulm:c))

Ademds, de (a AB Ay — 7) obtenemos

E, B(x,yl,ygj F (aa..‘-' C) A
(WEb—-u~aVur~z A
m~cVurz—u €d —
(uimcVuyxz—u €d)
Sabemos que de o — B y o —  se puede obtener a — B A+, (férmula 9
del apéndice B-1). Aplicando esta dltima férmula a los pasos (29) y (30)
obtenemos

E, Blzy,ya) - [ax c) A
meEb—>u~aVu ~z) A
(wm=cVuyxz—uy €df -
[(uleb—aulmc\/ulﬁx)/\
wm=xcVuxz—uy €d)
Si observamos las dos wiltimas férmulas del paso anterior y recordamos que
(la—=B)A (B—7y)— (a—7)) (formula 5 del apéndice), tenemos que

E,Blzyy) b [(w €b—ou~cVuy ~z) A
(ula"-:c\/ulzz—vuled)}—-

Nuevamente por la férmula 5 del apéndice B-1, con las formulas de los

pasos (81) y (32), por M.P., tenemos que

E9 B(z,yl_.yg)l—{{a-tc)/\
meEb—uyx~aVuy=xzA
(ulzc\/ulmz-euled)}ﬂ
[(ur € b — u, € d)f

De manera andloga se demuestra que

E, Blzyi ) & [(a=x ¢) A
mE€d—u~eVuy=zA
{ulmaVulwz—’ule b}]—)
{(‘bh_ €d—u € b)/
Entonces en el paso (33), aplicamos que (@ —=B)— (any—8))y
por M.P., obtenemos

E, B(zy,1) F [((awc)f\
M €b—>u~aVu~z)A
mxceVuymz—ued)A
(la=c)A
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36.

37.

38.

39.

40.

41.

um€Ed—-u~cVu=z)A
(maVuixrz—u € b})] -
[ € b—wed)
Andlogamente del paso 34 obtenemos

E, Blay,w) ¢ [((a= ¢) A
(w€Eb— uyxaVu =~ gA
(mxcVu Rz—u €d)A
((a=c) A
(u€d—uxcVu =z A
(wm~aVuyxzr—ou € b))] ~

(1€ d— wi e v)]
Usando la férmula 9 del apéndice B-I,

E, Blyw) - [((ax o) A
(w € b— uy = aVu = A
(ulchu'jﬁz—-»ulGd})/\

((a=¢) A

meEd-u~cVuy ) A
(uyaVux~z—u €b))| —
[(11‘-165—'1116d)/\{uled*—*uieb)]
De la definicion de las formulas As(a,b,z) y Aa(c,d,z) que dimos al inicio
de la demostracion, tenemos que de acuerdo al paso anterior

E ’ B(E.-Pl.-llz) k= {(ﬁ = AA?(a:b:T) AAE (c,d,x))] =
{(ui€b—-u €d)A (uy€d— uy €5))
Es decir, que
E, B(zy ) & [(a = ¢ AA2(a,bz) Nz (c,dz))] —
fuy € b uy € df
Aplicando Gen con la variable u,

E, B(zy,y2) FVu, [[{a & ¢ AAz(a,bz) ANAz(c,d,z))] —

ful Ebeo u € dj
Como uy no ocurre ni en a=c, ni en As(a,b,x), ni en Ag(c,d,z), usando
7.2 del apéndice B-1I y M.P., tenemos gue
E, B(zy1,y2) & [(axc AAs(a,bz) NAg(c,d,z)) | = Yusfus € b u, € d]

Asi que, por el arioma de extensionalidad, usando la férmula 5 del apéndice
B-I y M.P., obtenemos
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42. E! B{:‘}yhm) F [{mc AA2(“,-bsx) AA2{c!d)z))] . [b = d]

Con lo que hemos concluido la parte Il de esta demostracidn, o bien el inciso
(c) de la idea de la demostracion.

PARTE IV.Esta parte consiste en demostrar el inciso (f) de la idea de la
demostracién, es decir,

P.D. E, B(zyiu)F avc A bd A As(byy) A As(dys) — yi~n
Para lo cual basta probar que:
E, Blzyi,w) - [(bxd) A

Yuj(uy €Eyy o 3z(z€ bAu €2)) A

Vuyfus €Eyp — Fe(r€d A € z)] -

[ ~ )]
De acuerdo a la formula 4.1 del apéndice B-II, tenemos que

1. E, B(zy,y2) F Fui(uy €y o J2(z€b Auy €2)) A
Yuy(uy Eye & Jz(z€d A uy € 2)]
— Nuy[(u) €Eyy +> 3z(2€b Auy € 2)) A
(uy Eyo « Jz(2z€d Auy € 2))]
Luego, por la férmula 12 del apéndice B-I ((a — B) — (aAy— BAY))
y del paso anterior agregando b~d obtenemos

2. E, B(zy,y2) F[(b~ d) A
Yuy(us € yy « 2(2 € b Ay € 2)) A
Yu,(u) € yo < 3z(2 € d Ny € 2))] —
[(b= d) A
Yuy ((u € y1 — Jz(z € b Au; € z) A
(u) € yp & 32(z € d Ay, € 2))]
Por la férmula 4 del apéndice, tenemos que:
3. E, B(zy,y2) & (bxd) A
Yuy ((uy € 1 < 32(z € bAuy €2) A
(u1 €Yz — J2(26dAuy €2)) —
(b~d)
Por la férmula 2.1 del apéndice B-1I, como u; no ocurre en (bxd), ten-
emos que

4. & (b=d) — VYu, (bd)
Ast que, por la formula 7 del apéndice B-1 y M.P., tenemos que
5' E ] B(z;yhm) = (M) A
Yuy ((uy € y1 < 32(z € b Auy €2) A

(u1 € Y2 — Iz(2€dA\uy €2)) —
Yu, (bazd)

Ademds,




Mariana Martinez Gonzélez 25

6. E: B(I_.yhyg) g (hd) A
Yu; ((ur € y1 « 3z(z€bAuy €2) A
(u1 € yo < Iz(2€dAu; €2)) —
Yu, ((u € yy < 3z(2€bhu, €2) A
(u1 € yo — Jz(z€dAu, €2))
Ast que de estos dos tltimos pasos obtenemos

7. E, B(zy,.) F (bed) A
Yu ((uy € y1 — J2(2€bAu; €2)) A
(uy € Yo < Jz(z€dAu,y €2)) —
Yu, (bed) A
Yuy ((uy € y1 — Jz(z€bruy €2) A
(w1 € yo « Iz (E£dAu, €2))
Con lo que de acuerdo a las férmula 4.1 y 13 del apéndice B-II j usando
M.P., podemos afirnar que

8. E, B(zy,y) & (b=d) A
Yuy ((u1 € y1 «— Jz(2€bNuy €2)) A
(u € yo « I2(z€dNuy €2)) —
Yuy [(bd) A
((w1 € 11 — Fz(z€bAuy €2) A
(‘u‘.] € 1 — Hz(zed/\ul Ez))]
De acuerdo a 18 del apéndice B-II para las férmulas de los pasos (2) y
(8), obtenemos

9 E H B(’:Iﬁ:m) F /(br"“vd) A
Yuy (uy € yy « Jz(z€bAuy €2)) A
Yu, {u1 € Yy & Hz(zed"\ul EZ)}I —
Yu; [(b=d) A
((uy € y1 = 32(z € b Au; € 2) A
(uy € yg + 32(z € d Auy € z))]
Aplicando A4 con la variabe uy de la wtima férmula del paso anterior, y
usando como término a la misma variable, obtenemos

10. E ’ B(x)ylxm) I Nul ((bﬂfd) A
((u1 € Yy — J2(2€bAuy €2) A
(u) € 1 — z(2€dAu, €2)))] —
[(b=d) A
((u1 € Y1 — Fz(z€bAuy €2) A
(u1 € y2 « Jz(2€dAu,; €2)))

As? que estos dos dltimos pasos y 13 del apéndice B-1I =

11. E, B(zy ) F(b~d) A
Yuy (u1 € y1 « 3z(z€bAu, €2)) A
Yuy (uy € yo — Iz(2€dAu,y €2))] —
((b=d) A



12.

18.

14.

15,

16.

17.

18.
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((uy € y1 « 32(2€bAuy €2} A
(u1 € yo « Jz(2€d\u; €2)))

Por otro lado, de acuerdo con 22 del apéndice B-II para “~7”,

E E B(x,yl,m) = /(Wd) A

((uy € yy « J2(z € b Aus € z) A
(u; € yo «» 32( 2 € d Auy € 2))] —

((b=d) A
(u € y1 = 32(z € b Auy € 2)) A
(Bz(z € b Auy € z) > uy € yy) A
(w1 € yo — 3z(2€dAu, €2)) A
(z(x€dAuy €2) = u € 1))

La formula 18 del apéndice B-1I y los dos 1iltimos pasos implican que

E ’ B(Iﬁyl)yZ) }_[(bﬁd) A

Vuy(u) € yy <+ 32(z € b Auy, € 2)) A
Yuy (uy € yo « 3z(2€dAu; €2))] —

[(b=~d) A
(ui € y3 — F2(z € b Au; € 2)) A
(3z(z € b Auy € z) > uy € Y1) A
(uy € yo — 32(z2 € d Auy € z)) A
(Az(z € d Auy € 2) = uy € ya)]

Ahora demostraremos que:
(b= d) A (u) € y; — Jz(2€bAuy €2)) — (u) € y1 — Jz(2€dAu, €2)

Sea A(vw) = (u) € yy — 2(2€vAu, E€2)

Tenemos que

E, B(zy,y2) b (b= d) A (uy € yy — Jz(2€bAu, €2)) — (b= d)
Con el azioma 7 y con la formula A(v,v), se tiene que

E, Bzy,y2) Fv= w— (A(vy) — A(vw))

La regla de Generalizacion implica que

E, Bz, y2) F Yo(v = w— (A(v,v) — A(v,w)))

Por el axioma 4 con el término (constante) b, el cual es libre para v en la
férmula del paso anterior,

E: B(s.‘yh?ﬂ} Fbxw— {A(bsb) ==k A(b!w))
Aplicando nuevamente Gen, ahora a la variable w, tenemos que
E, B(zyi,y2) F Vob~ w— (A(bb) — A(bu)))

Nuevamente por el por el arioma 4 con el término d el cual es libre para
w en la férmula del paso anterior,
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19.

20.

21.

25.

26.

E, B(zy,y2) F b~ d— (A(bb) — A(b,d))
Sustituyendo por las definiciones de A(b,b) y A(b,d) respectivamente,

E, Blzyi,p2) F b~ d—
((u1 € y1 = 32(2 € bAuy € 2)) —
(u1 € y1 — 32(z € d Auy € 2))

De la férmula 2 del apéndice B-I y del paso anterior, obtenemos

E; B(x:yhy?) F {(b = d) A
(w1 € g1 — Jz(2€bAuy €2))] —
[(u1 € y1 — Fz(2€bAu; €2)) —
(w1 € y1 — J2(2€dAu, €2 ))]
Luego, por el Arioma 2 y M.P., tenemos que

E; B(x}ylxm) = [((b = d) A
(u; € yy — 32(z € b Ay €2)) —
(w1 €Eyy —32(2€ bAu, € 2)] —
[(b=d) A
(w1 €Ey1 — 32(z€ bAu € 2)) —
(u1 € yy — 32(2€ d Auy € 2)f

Por la férmula 4 del apéndice B-I,

E ; B(zsylsm} - ({b ~ d) A {11.1 Ei= 33{2 € b Ay EZ)) —
(u) € y1 — 32(z € b Auy €2))
Entonces, aplicando M.P. a los dos pasos anteriores, obtenemos

E, Blagan) F (0% d) A (u € 11 — 32z € b Auy €2)) —
{u_1 €y — Jz(z € d Auy € 2))

Con lo que hemos demostrado lo que nos propusimos después del paso
(18). Ahora, por la formula 12 del apéndice B-I, tenemos que

E, Blnyiw) b (b~ d) A
(u1 € y1 — 32(z € b Auy €2)) A
Jz(z € d Auy € z) 2 uy € yp) —
(uy € y1 — 32(2 € d Auy € 2)) A
(Az(2 € d Auy € z) > ug € 1))
Por otro lado, de acuerdo a la férmula que estd después de la implicacién
principal en el paso (13), tenemos que

E, B(zy,y) & [(b= d) A
(w1 € y1 — 32(z € b Ay €2)) A
(3z(z € bAuy € z) —uy € Y1) A
(u; € yp — 32(z € d Auy €2)) A
(Fz(z € d Auy € 2) = uy € )] —
[(b~ d) A



27.

28.

30.

31.

22.

3s.

3.
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(uy € Y1 — 32( 2z € b Auy €2))A

(Bz(2 € d Auy € 2) = ug € 3]
Entonces, la férmula 5 del apéndice B-1 y los pasos (13) y (26) implicen
que

E ’ B{z!yl’y‘z) F[{b‘%d) A
Vu) (uy € yy < 32(z € b Auy € 2)) A
Yuy(u; € y2 « 3z(z € d Au; € 2))] —
(b= d) A
(uy € yy =3z 2 € b Au; €2)) A
(Fx(z€ dAuy € 2) = u; € y2))
De la férmula de este ultimo paso, de la férmula del paso (25) y por la
formula 13 del apéndice B-II, afirmamos lo siguiente

E ’ B(xryl’yz) l_[(b%d) A
Yuj(u) € y1 « 32(z € b Auy € z)) A
Yu(u) € yo «> 32(2 € d Au; € 2))] —
(uy € yy — Jz(2 € d Auy € 2)) A
(Fz(z € d Auy, € 2) — u; € )

De acuerdo a la formula 5 del apéndice B-I, tenemos que

- Er B(x:yl:y2) + [(u] €y — 32(26 dAul e 2)) A

Bz € dAu € 2) S u € p))] —
(ur € y1 — w1 € )
FEntonces, de estos dos tltimos pasos y por la formula 5 del apéndice B-I,
tenemos que
E; B{I,"Jl,-yi!) !-[(b‘::d) A
Yuj(u; € y1 — 32(z € b Auy € z)) A
Yuy(uy € y2 < 32z € d Au; € 2))] —
(u1 € y1 = uy € y2)

De acuerdo a la definicion de la formula As(v,y) y ol paso anterior, ten-
emos que

E ’ B(z,‘th) F (bﬁd) A A-"l(b:yl) A A@(d!m) — (ul € Yy —uy € yﬂ)
De manera totalmente andloga, se demuestra que

E, B(zy,y2) & (bxd) A As(byi) A As(dyp) — (w1 € ya = w1 € y1)
Ast que, de los pasos (81) y (32), afirmamos que

E ’ B{zsyhy?) F (ﬁ%d) A A-'S(b:yl) A ‘%(dvm) - ﬁ"l €y —u € y?j
Por el Azioma de Extensionalidad, tenemos que

Er B("‘;yhyZ) k= l[u'l €y —u € ?ﬂ] = [y}. 2 yﬁ/
La férmula 13 del apéndice B-1I y los dos pasos anteriores implican que
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35.

36.

37.

38.

39.

40.

41

2.

48.

44

45.

E, 3(5-’:91,92) & [(bﬁd) A f%(b:yl) A AS(dfy?)/ =3 Iryl ~ y?]
Con lo que queda terminada esta parte de la demostracion.

Entonces, por el puso (1) del principio de la demostracion y (19) de la
parte I, se tiene que

E ] B(x’ryl!w} Faxc

Por(2) del principio de la demostracién y (42) de la parte I1I,

E, B(zyy,y2) Fb~d

De (8) del principio de la demostracién y este paso (37), obtenemos
E ] B(fc,yh!fz) I (bﬂsd) A A3(b;yl) A AS(dryQ)

Ast que por M.P. de (35) y (38), se tiene que

E ] B(x!yl:yi!) F =i
De acuerdo a la definicion de la formula B(z,y,,y2) y por la Regla C apl-
cada 4 veces, obtenemos

B, 31 v FusFon (A1 (w1,2) A As(wr, 01, 2) A A (o1, 30)) A (As (s, 2) A

Az (w2,v9,7) /\Ae(ﬂmm))) Fy =y

Lo cual es equivalente a

El' awllavl (Al(whz) A Az(whvh-"’) A A3(v11y1)} A H’!.UQBUQ(Al(wQ,:) A
Az (wa,v,7) A As(v2,30)) F 1 ~ 12

O bien a que

Er 31”3"'{‘41 (wi -"-')AA2 (wl v, I)AAS('U: 173 )) A ngv(Al (w: I)AAQ(W, v, Z)A
A3(Ul y?)) k= Y1 =Y

Con lo que, de acuerdo a como hemos definido A,, A; y As, lo anterior
es equivalente a

E, @s(z,31) A ps(@,32) F 11 = 12
El metateorema de la deduccién implica que

Et %(%yl) A 'Pa(z;y?,) — YR
Por generalizacién, obtenemos

E = VY (ps(z,11) A ps(z,32) = 11 ® )

Con esto queda demostrada la unicided para la variable “y”de la formula
Vs (S,y). I

De acuerdo al teorema por definiciones funcionales (Teorema 1.2.2) la ex-
tension que se hace a Lg al agregar la letra funcional f, y a E al agragar el
axioma
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{Ver9y(fo(z1) = y & ¢4(21, y))}

es una extensién conservadora de T,
Sea:

E=EU{xzc o @ )} U {0V (fo(z1) 2y o ¢,(z1, y))}

de modo que T denota a la teoria que se obtiene al cerrar deductivamente
al conjunto E’ y Lg: el lenguaje formal de dicha teoria, donde

Lg = Lzr U {co} U {f,}

Debemos precisar que si T es una teoria, T’ una extensién conservadora de T
y asu vez T" es una extensién conservadora de T’, entonces T” es una extensién
conservadora de T. En efecto, tenemos que T”, es en sf una extensién de T, y
que T =T' N Ly, pero como T’ = T” N Ly, entonces T = T” N L+ N Ly, y
como Ly C L+, entonces obtenemos T = T” N L.
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Capitulo 2

Teoria y Metateoria en la
Demostracion del Primer
Teorema de Godel

En este capitulo daremos las definiciones y proposiciones necesarias para
la construccién de la demostracién del teorema de incompletud de Gédel-Rosser
desde la extension que ya tenemos de ZF.

2.1 Aritmética Recursiva

Denotemos con

— N al conjunto de nimeros naturales ({0, 1, 2, ... })

— f: N® — N una funcién u operacién entre niimeros naturales de
aridad n con n > 1.

— R C N" una relacion R entre niimeros naturales de aridad n, con
n=l.

Definicién 2.1.1 (Funciones Iniciales)
Las siguientes son funciones iniciales:

1. La funcidén sucesor, la cual estd definida de la siguiente manera:
+ : N_. N
pt =q = en el conjunto de los nimeros naturales, “q”es
el natural consecutivo de “p”. Ejemplo:
12t = 18.
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2. Las funciones constantes, C}, definidas para niimeros naturales n y k

como.
cp Nt N

Vplyv--;VPnC?(Phn-;Pn) =k
Ejemplo: Vp,,...,Y9.C% (p1,...,Pa) = 2.

3. Las funciones proyeccién n;; (con 1 £ k < n) definidas para numeros

n y k como:
7e : N* = N

Vp'h v ‘Vpﬂﬂ-:(pls X lpn) = Pk
Ejemplo: Vpy,...,Vpa7% (p1,p2,...,Pn) = pa.

Definicién 2.1.2 (Método de Recursién)
(a) Sean a € N y G : N> — N . La funcién F : N— N dada por

i F(0)=m
#. Y pF(pt)= G (F(p), p)

se dice que se obtuvo por recursidn a partir de m y de G.
(b) Sean H :N* — Ny G :N**2 s N. La funcién F : N*+' — N dada

= H(pr,...,px)

por
i V1, YPF(p1, - \Pk, 0) =

. ¥py,...,You¥q Flpy,...,px, q)
G (ph“-}pk: F(Ph---apk,‘l), Q)

se dice que se obtuvo por recursién a partir de H y de G.

Definicién 2.1.3 (Método de Sustitucién)
N* - N. La funcién F : N®* - N

Sea G : N™ — N y sean Hy,...,H,

dada por
Vp1,.. ., VP F(p1,...,Pn) = G (Hl {Ph-- yPn)s

se dird que se obtuvo por sustitucion a partir de G y de Hy,..., H,

iy, Hm(ph-“spﬂ))

Ejemplo: Definiremos por recursién y sustitucién una funcién suma
F.: N2 5N

haciendo uso de las funciones
(a) m}: N' = N (funcién proyeccién de aridad 1),

(b) m3: N¥ = N
(c) *: N'> N

(funcién proyeccién de aridad 3),

(funcién sucesor).
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Primero definimos, usando el método de sustitucién y haciendo uso de las
funciones de los incisos (b) y (c) anteriores, una funcién Fy: N® — N de la
siguiente forma:

Fy(p1,p2,p3) = (ﬂ%(?i,pz,pa))’“

Para las funciones 7}: N — Ny Fi: N3 — N, se define por recursién a la
funcién F,: N> — N de la siguiente forma:

- Fi(p1,0) = 7 (p1)

- Fi(pi,p3) = Fi(p1, Fi(p1,p2),p2)
= (ﬂg(Pl,F-l-(Pth)»Pz))J'

Definicién 2.1.4 (Funciones Recursivas Primitivas)

Una funcién F es una funcién recursiva primitiva si y sdlo si hay una lista
finita de funciones, digamos F\, ..., F},, de tal forma que

(e) i, = F
Y
(b) Para toda i € {1,...,n} se tiene que, o bien
1. F; es funcion inicial.
o bien
1. F; se obtuvo por el método de recursion o por el método de susti-
tucion a partir de funciones anteriores de la lista.

Las funciones recursivas primitivas son aquéllas que se obtienen al aplicar un
niimero finito de veces los métodos de recursién y/o sustitucién a funciones re-
cursivas, asi la funcién definida en el ejemplo anterior resulta ser una funcién
recursiva primitiva.

Entre los resultados acerca de funciones primitivas tenemos lo siguiente.

Proposicién 2.1.1 Sea G : N™ — N una funcién primitiva, y sean py,...,pn
metavariables' distintas. Para i€{l, ... ,m}, sea q; alguna de las variables
P1,---,Pn. La funcién
F:N* - N
F(plv--»pﬂ} =G (QI:---an}

también es primitiva.

1Una metavariable es una de esas variables que comiinmente usamos en mateméticas, no
debe confundirse con las variables del lenguaje formal.
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Las siguientes son algunas aplicaciones de la proposicién anterior:

1. Aviadir variables Artificiales. Si G : N> — N es una funcién primitiva,
entonces la funcién F' descrita de la siguiente manera

F:N2 N
F(p1,p2,p3) = G(p1,p3)

es primitiva.
2. Permutar variables. Si G : N> — N es primitiva, entonces

F:N?2 SN
F(py,p2) = G(p2,p1)

es primitiva.
3. Repetir variables. Si G : N — N es primitiva, entonces

F:N2 N
F(pllp?) = G(Php?vpi)

es primitiva.

Proposicién 2.1.2 Si damos la siguiente definicion para las funciones ini-
ciales:

1. La funcién sucesor *: N— N (* como en la definicién 2.1.1).
2. La funcidén constante cero Z: N— N; para todo pe N Z(p) = 0.

3. Las funciones proyeccion wp: N® — N, (n} como en la definicion
2.1.1).

entonces esta definicion es equivalente a la definicion 2.1.1.

Demostracién 2.1.2.1 Basta con demostrar que de acuerdo a esta nueva defini-
cién para las funciones inciciales se tiene que para todo k € N, CT es primitiva®.
La demostracion la haré por induccion sobre k.

Sea k= 0,

Cy: N* = N
Cs(p1,---,pn) = 0

Usando el método de sustitucion, sea Z: N— N y sea 7f': N* — N. La funcidn
Cy: N® — N, definida como

?Véanse las definiciénes 2.1.1 y 2.1.4.
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Yp1y - YR Gy (P1y- - 1Pn) = (7 (1, .., Pn))

se dice que se obtuvo por sustitucion a partir de las funciones Z y ¥, las cuales
son primitivas. Asi que de acuerdo a la definicion de funciones primitivas (ver
definicion 2.1.4), podemos afirmar que la funcion Cf es primitiva. Por tanto
queda demostrada la base de la induccidn.

Hipétesis de Induccién: Supongamos que la proposicidn es wvdlida
para k € N, es decir, supongamos que la funcidn

C:-‘ Nn _'N
VPI:--A,VPnCE(Ph---:Pn) =k

es primitiva.

De acuerdo al método de sustitucion, secan *: N— N, Cp: N* — N, las
cuales son primitivas. La funcién C_ : N® — N, definida como

Vpl:--vaﬂ C£+1{p1s"'spﬂ) = (CE(PI'---'Pn)ﬁ
= (k)*
=k+1

de manera que

Yp1,-. ¥pn (CRyy(P1y---vPn) =k + 1)

es una funcion primitiva, ya que C7,, se obtuvo por sustitucion a partir de
funciones primitivas. Con lo que queda demostrada la proposicion.

Definicién 2.1.5 (Método de Sustitucién’)

Sea G’: N™ — N primitiva. Para cadai € {1, ... ,m} seann; € {1, ... ,n}
y H;’: N* — N primitives. Entonces la funcién F':"N* — N, dada por

Vp1,.. P F(py,...,pn) = G' (H1'(q1yy- 10y )y - s Hm @ips+--190.))
donde g;, € {p1,...,pn}, también es primitiva.
Definicién 2.1.6 (Método de Recursién’)

Sean H’ : N™ — N, G’ : N®* — N . La funcién F’ : N*+1 — N, dada por
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Vph'"1VpﬂF’(p1)"')pn:0) = H'("lu---:"m)
con r; € {p1,...,Pn} para toda i€{1, ... ,maz(m,s)}
Vo1, . Y Py, Pnsgt ) = Gfry, ... 1)
con 7y € {Pls---:Pm F’{Pln--AaPmQ)’ q}

es recursiva primitive y se obtuvo por recursion apartir de H' y G’

Fn el capitulo 3 daremos una lista de funciones recursivas primitivas.

Definicién 2.1.7 (El operador p)
Sea G : N™t! 5 N con la propiedad de que para cada p'€ N® existe g € N tal
que G(p,q) = 0. Definimos

Hqe(G(p,9) = 0) = min {q € N |G(p,q) = 0}
Ast,
F:N* SN
F (p) = 1q(G(p,9) = 0))

se dird que se obtiene de aplicar el operador i a G.

Definicién 2.1.8 (Funcién Recursiva General)
Una funcidn f es una funcién recursiva general st y sélo st hay una lista finita
de funciones F\,..., I, tales que

(a) Fo = F

(b) Para cada i € {1, ... ,n} F; es una funcion inicial o F; se obtiene
por recursidn, por sustitucién o aplicando el operador p a funciones
anteriores de la lista.

2.2 Aritmetizacion de la Teoria

Formalizaremos a continuacién lo que en la introduccién llamamos el primer
camino. Recordemos que este primer camino consiste en dar una asignacion
que a cada simbolo, expresién o sucesién de expresiones le asocie un nimero
natural de tal manera que cada nimero natural tenga asignado un sélo simbolo,

una sola expresién o una sola sucesién de expresiones. Es decir, queremos definir
una funcién

g:Lpp — N
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de manera que g sea inyectiva.

Tal y como hemos hecho la distincién entre simbolos, expresiones y sucesion
de expresiones, esta distincién la haremos también en la formalizacién del primer
camino®. De manera que definiremos tres funciones

-g:Lg - N asignacion de cada simbolo de Lg: con un
niimero natural,

— g2: Ezpg — N asignacidn de cada expresién de Lg con un
numero natural,

- g3: "‘:"E:l?pg — N asignacion de cada sucesion finita de
expresiones de Lg: con un nimere natural

Estas funciones quedan definidas de la siguiente forma.

Definicién 2.2.1 Sea g; : Lgr — N tal que

Lp | &1 Lg 9
co 17
Js 19

[§ 3 € 21

) 3 ] 23

. 7 I 25

o 9 §

— 11

- 18 f

v 15 Zn 23 + 2n

De modo que si s € Lgv, g1(s) € N, y decimos que
91(8) es el nimero de Godel del simbolo s.
Observacién 2.2.1.1 La imagen de la funcién g, es un subconjunto de los
nimeros impares en N.

Observacién 2.2.1.2 La funcién g, es inyectiva por construccion.

Definicién 2.2.2 Definimos go : Exppr — N de la siguiente manera:

Dados so, 81, ..., 8, € Lg

92(30, 81, .+, 8n) = Pg:(-!o)Plgx(n) le(-’n)
SEl que vade Lgr a N.
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en donde P; denota al i-éstimo nimero primo en N en orden ascendente, esto es
Pu = 2, P1 = 3, P2 = 5, etc.

Observacién 2.2.2.1 La imagen de la funcidn go (Img,) es un subconjunto de
los miimeros pares en N,

Observacién 2.2.2.2 Si n € Imy,, los exponentes de la descomposicién en
factores primos de n son impares.

Observacién 2.2.2.3 La funcion go inyectiva.

Definicién 2.2.3 g3 : ~Ezpp — N

Sean Ey, Ey, ..., E, € Exzpg (E; es una expresion de Lg:)
G B v e PV BL PACER) e p(BR),

Observacién 2.2.3.1 La tmagen de la funcion gs (Img, ) es un subconjunto de
los niimeros pares.

Observacién 2.2.3.2 Si n € Img,, los exponentes de la descomposicion en
factores primos de n son pares.

Observacién 2.2.3.3 La funcién g3 es inyectiva.

Observacién 2.2.3.4 Aunque Imgy, es un subconjunto de nimeros pares y
Img, también es un subconjunto de niimeros pares, Img, N Img, = .

Observacién 2.2.3.5 Los simbolos tienen tres numeros naturales asociados.

Por ejemplo
a1 (CO) = 17’
92(co) = 2%,
g3fco) = 22"

Asi queda concluida la asignacién de nlimeros naturales para los simbolos,
expresiones y sucesiones finitas de expresiones del lenguaje. Entenderemos que
n € N es el nimero de Godel de un simbolo, expresién o sucesién finita de
expresiones, si n estd en la imagen de alguna de las funciones g¢;, 92
0 g3 respectivamente. Muchas veces designaremos la trayectoria de Lpg
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a N haciendo referencia simplemente a g%, con lo cual, segiin sea el caso, nos
estaremos refiriendo a g1, g2 0 2 g3°.

El segundo camino del cual hablamos en la introduccién (el que va de N a
Lgr) serd descrito mediante una funcién h que definiremos usando el teorema
de recursion para N. Recordémoslo.

Teorema 2.2.1 (Teorema de Recursién para N)
Para toda funcién f: B — B y todo a € B, existe una inice funcién h tal
que:
(a) h(0) = a
(b) h(n*) = f(h(n)) para todo n € N

Con el fin de no desviarme de lo que trata este trabajo, no incluiré la
demostracién de este teorema’.

Definicién 2.2.4 Consideremos a los simbolos ¢y y fs definidos en el capitu-
lo 1, y sea B C Lg de manera que

B= {CO= fs(co), fa(fs(cﬂ))s fs(fs(fs(ca))),- .. }
sea f la funcion f: B — B definida como

f={(co, fs(co)), (fs(ca), fa(fs(c0))) » (fs(fa(co)), fo(fa(fa(co)))), -}

De acuerdo al teorema de recursion para N existe una tinica funcién h: N —
tal que

(a) h(0) = co
(b) h(n*) = fs(h(n)).

Esta es la funcién h que define la trayectoria de N a Lgr y a los términos
que se obtienen mediante la funcién h les llamaremos numerales.

Notacién. Sea n € N. De acuerdo a como hicimos en la introduccién deno-
taremos h(n) como 7, a 7 le llamamos “el numeral de n”. Para una férmula
a de Lgr, denotaremos h(g(a)) como "a’,a "a” le lamamos “el numeral
del nimero de Gadel de o”.

4Tal como sucede en el capftulo 4 que corresponde a la demostracién.

5De acuerdo al contexto en el que estemos trabajando ser4 muy claro cul es la funcién a
la que estamos apelando.

5Una demostracién para dicho teorema se incluye en [Amor bJ.
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2.3 Funciones Representables y Relaciones Ex-
presables
Continuando con la trayectoria de N a Lg y ya que los niimeros tienen asociadas

expresiones en Lgv, haremos algo parecido con algunos subconjuntos de niimeros

naturales. En particular, para algunas relaciones y funciones, definiremos lo
siguiente:

Definicién 2.3.1 (Relaciones Expresables)
Sea

- RCN®

Decimos que R es expresable en E’ si y sélo si hay una férmula ar € L%,
tal que:

(a) si (p1,P2,---,Pn) € R, entonces E’'\ ar(pr,pz,...,Pn)
(b) si (p1,p2,-..,Pa) ¢ R, entonces E’F-apr(p1,pz,.--,Pn)-

Definicién 2.3.2 (Funciones Representables)
Sea

- F:N* - N

Decimos que F es representable en E’ si y sdlo si existe una férmula ap € L'E.“
de tal manera que para py,...,Pn,Pns1 €N

(a) st F(p1,...,pn) = Pns1, entonces E’Fap(py,...,Pn,Pni1)

(b) y se tiene que E’F Juarp(py,...,Pn, u) A
YuVv(ap(D1,. .. ,Pn ) A ap(Pr,-..,Pn,v) = uxv)

Veremos a continuacion que las funciones iniciales definidas al comienzo de
este capitulo son representables en Lg/. Lo primero que demostraremos es que
la funcién sucesor es representable en Lpr para lo cual necesitamos primero
demostrar la siguiente proposicién.

Proposicién 2.3.1 Sean n, m € N. Se tiene que
st n=m enionces FE'F7=xm.
Demostracién 2.3.1.1 Por definicion de la funcion h tenemos que

== f5(fs(...(fs(co)).-.)), Jfs aplicada a cq n veces
- M = fo(fs(...(fs(co))-..)), fs aplicada a co m veces

Por otro lado
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1.

.

E' Feyg=cp
Ademds tememos que

. B’ F fi(co) = fs(c)

Aplicando este proceso n veces tenemos la aplicacion de f, a la constante
individual ¢y n veces, esto es:

E' F fo(fo(... (fs(c0)) .. .)) = fa(fs(... (fa(co))...))
Por definicién de la funcion h : N— Lg7 tenemos que
~B=
2 "_‘I = fa(ﬁ)

Es fdcil verificar semdnticamente que nt es aplicar “n* "veces el simbolo
fs y obtener

fs(fs(- - - )1

n+ veces

Esto es,

7= Ll fule) )

n vecca

De modo que de acuerdo al paso (3) y como n = m, aplicar n veces el
stmbolo f, a ¢y es lo mismo que aplicar m veces el simbolo f, a cg, es
decir,

m= I.fa(fs(- .- fs(co) - - ))J

m veces

Por todo lo anterior, podemos decir que
ErFaxm
Esto es

n=m implica que E'raram

Con lo que queda concluida la demostracién de la proposicién 2.3.1.

Ya estamos listos para demostrar la siguiente proposicién.

Proposicién 2.3.2 La funcidn sucesor, ¥ : N — N, es representable en Lg..

"Definicién 2.2.4 de la seccién anterior.
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De acuerdo con la definicién 2.3.2 sea ¢, la férmula de L%, que definimos en el
capftulo 1,® entonces debemos demostrar que

(@) (n)* =m entonces E’ I ¢,(n,m)
(b) E'F (yes (@, 9)) A ViV2(0s(R,y) A s (B, 2) = y = 2).

Demostracién 2.3.2.1 Inciso(a)

De acuerdo a la proposicién anterior, tenemos que paran™, m € N
1. si nt =m entonces E' Fntxm

Del paso anterior y como por definicién tenemos n+ = h(nt) = f,(h(n)) = f.(R),
2 si n" =m entonces E'F f,(n)=m

Como la siguiente formula es un azioma de E’,

3. B’ FYaVy(f.(z) =y & ps(z,v))

Por A4 aplicado dos veces, primero con el término 7t y luego con el término
m, se tiene que

4. B’ F fy(n) =W o py(, M)
por definicion de “~"y M.P.,
5. B’ F f(R) =™ — ¢,(n,m)
Aplicando M.P. a los pasos (3) y (6),
6. E' F ¢y(n,m)

Asi que semdnticamente por la transitividad de la implicacién y de acuerdo
a los pasos anteriores podemos afinnar que

7. si nt =m entonces E’ & g (n,m)

De esta manera queda demostrado el inciso (a).
Inciso(b)
Fn el capitulo 1 hemos demostrado que

1. E’ F Vz3ups(z, u)
Aplicando A4 con el término 7,
2. B’ F Jup, (7, u)
Ademds, en el capitulo 1 hemos demostrado que

845 es la férmula con la que definimos, en el capftulo 1, a la nueva letra funcional f,.
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3. B’ VaVyVz(ps(z,y) A ps(z, 2) — y = 2)
Nuevamente aplicando A4 con el término 7,

4- B’ EVyVa(ps(n,y) Aps(R,2) — y & 2)
De (2) y (4),

5. B F uipy(m,u) A Vg¥a(pu(, ) A ga(f,2) — y  2)

Por lo tanto la funcién sucesor es representable en E’ por la férmula
@s € L%

Proposicién 2.3.3 La funcidn constante cero, Z : N — N, es representable
en L E'

Recordemos que
¥YnZ(n) = 0.

Entonces, de acuerdo a la definicién 2.3.2, tenemos que demostrar que existe
B € L% tal que paran € N,

(a) si Z(n) =0 entonces E’ + B(w,0)
(b) B’ F JuB(@, u) A YuVu(B(T, u) A B(,v) — u = v).

Consideremos la férmula ¢, con la cual extendimos a Lz para introducir
a la constante individual ¢, y definamos la férmula 8 que necesitamos de la
siguiente manera:

- B(x,y) = zxzAp(y)

Demostracién 2.3.3.1 Inciso(a)

Debemos tener presente que para todon € N, i € Lg es un término, y
0=cq € N. Entonces sean € N.

Supongamos que Z(n) =0 P.D. E’ + B(n,0)
Por azioma de igualdad, podemos afirmar que
. EEvFrR=n
Por ser azioma de E’ tenemos que
2 E Fa=cy— pelz)

Aplicando Gen obtenemos
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B FV2(z e o we(z))

Aplicando A4 con el término 0 € L el cual es libre para z en la formula
del paso anterior,

E'Flix Cp « @c(ﬁ)
Por definicion de “—”y M.P., tenemos que

. B! i‘ﬁzcg—.(pc((_})

Por definicon de 0 tenemos que 0 = ¢,

B’ F g meg — (D)
Como E’ F ¢y = ¢

(V)

Entonces de (3) y (9) obtenemos

. B Faxnane(0)

Esto es
E’ + B(w,0)

Con lo que queda demostrado el inciso (a).

Inciso(b)

Demostraremos primero que

-  E'F3ub(n,u)
es decir
- B FumExnAp(u)

Hemos demostrado

1.

E'laxn

En el capitulo 1 demostramos que

. B’ + Jup(u)

De (1) y (2),

. B’ F A~ n A up(u)

Como u no ocurre en @t ~ 7, por la formula 7.4 del apéndice B-II y M.P.,

- B Fu@anA g (u)

Esto es

. B’ F 3uB(7, u)

Hasta aqui hemos demostrado una parte del inciso(b). Ahora




Mariana Martinez Gonzélez 45

P.D. E’ Vuvw(B8(R,u) AB(M,v) — urv)

Recordemos que

B(z,y) = s~z Ap(y)

En el capitulo | demostramos que
6. E’ F YuVv(pe(u) A pe(v) = umv)
Aplicando A4 dos veces con los términos variables u y v respectivamente,
7. E" F @e(u) Ape(v) mumv
Por la férmula 2 del apéndice B-I podemos afirmar que
8 B FzmzAhz=zAp.(u)Ap:(v)) D uxv
De lo cual se tiene que
9. P Frrzshe(uyherzAp(v)) su=xv
Esto es
10. B’ F B(z,u) AB(z,v) mu=v
Aplicando generalizacion,
11. E' b Vz(B(z,u) A B(z,v) D u==v)
Aplicando A4 con el término 7,
12. B’ + B(m,u) AB(R,v) 2 u=xv
Aplicando generalizacion dos veces con los términos variables u y v,
13. E’ + YuYv(B(R,u) A B(R,v) = u =~ v)
De (5) y (13),
14. E’ F Jup(®,u) A YuVu(B(R,u) A B[R, v) = urv)
Con lo que queda demostrado el inciso(b). Finalmente, ya que hemos demostra-

do los incisos ((a) y (b)), podemos afirmar que la funcion constante cero es
representable en E’.

Proposicién 2.3.4 Las funciones proyeccién, iy : N* — N, son representables
en L E.

Consideremos a la funcién 7. De acuerdo a la definicién de estas funciones
tenemos que

W:(pl;---spn)"'-pk kSﬂ
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Cnp (T1,.,Tn,Y) = ZINTIA- AT Nz, Ay

Veamos que efectivamente esta férmula representa a la funcién .

Demostracién 2.3.4.1 (a)
Sabemos que si 7R (p1,...,pn) = m entonces m — Pk, entonces, por la
proposicion 2.3.1, tenemos que E'+m ~ pr. De lo cual y por algunas férmu-
las Iégicamente vdlidas tenemos que
EFpi=piA - APn~Pn AT~ PE
Con lo que obtenemos que
St mg(p1,...,pn) =m, entonces E'F @ (71, - . . , Py )

(b)

Como E' b anp (P71, . .., Pn, M), tenemos que

1. E'F Fuaxn (71, - - -, Pnyu)

Ahora demostremos que

Vulb’uz(ax;(ﬁ,---,ﬁ.ul)/\az;(ﬁ,-u,p_n.uz) —uy mue)

Por (29-11i) del apéndice B-1I,

2 EFuymPrAPr Xug — up ~up
De acuerdo con la definicién de la formula Qnp tenemos que,

3. Ev, aﬁ',"‘(p_l:---sp_‘;!ul)/\aw:“(ﬁv“sp—n:uﬂ) H uy mp_k/\ﬁ;zm
Entonces por M.P. aplicado a los pasos (3) y (2),

4- Ev; a'lr:(p_l’--'sp_nlul)Aar;‘(]_J_{v--‘p_t‘;lu?) H Uy & up
Ast que, por el metateorema de la deduccion, obtenemos

5. E'F+ a:r,"‘(P_h--- sp_ﬂvul)/\air:(p_ls- .- :p_n.‘uﬁ) — U R Uup
Finalmente, aplicando generalizacién a las variables u] Yy ug, afirmamos
que

6. E'\ Vw.Vuz(a.;(pT.-—-,ﬁ,ul)f’\os:(ﬁ.m,ﬁ,uz) - R‘-uz)

Por lo tanto las funciones proyeccidn son representables en E'.
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Ya que tenemos la representabilidad de las funciones iniciales, veremos a con-
tinuacién que las funciones recursivas primitivas (FRP) son representables; como
las funciones iniciales lo son, y las FRP son aquéllas que se obtienen por medio de
aplicar los métodos de recursién y/o sustitucién a las que son representables y la
manera de generarlas es comenzar con las funciones iniciales, entonces sélo ten-
dremos que demostrar que las funciones que se obtienen por medio de recursién
y por medio de sustitucién a través de funciones representables son representa-
bles. Para demostrar que las que se obtienen por recursién son representables,
utilizaremos® la llamada funcién “beta”de Godel'® (f5). Para comprender la
utilidad de esta funcién, observemos que al calcular f(p;,...,pn,m) (con f una
funcién que se obtuvo por el método de recursién), es necesario conocer el valor
gm-1 = f(p1,...,Pn,m—1) si m es distinto de cero. En cualquier caso f genera
una sucesién de niimeros naturales qq, . . ., gm ¥ siendo f representable por una
formula @y se tiene

Si f(p1,...,Pn,m) =gm, entonces E'F @s(D1,...,Pn,qm)

Para demostrar que una tal funcién f es representable usaremos a la suce-
sién go,...,gm Y a la sucesiéon de sus numerales correspondientes g, ..., Gm.
Es aqui en donde emplearemos a la funcién fg, ya que dada una sucesién de
k niimeros naturales, existen niimeros n, m, tales que la funcién fg evaluada
en estos nimeros y en un niimero i da como resultado el i-ésimo elemento de
la sucesién!! como se puede observar en el ejemplo que damos después de la
proposicién 2.3.6.

Para la definicién de la funcién fg (funcién “beta”de Godel) haremos uso de
la funcién res: N2 — N, la cual est4 incluida en la lista de funciones recursivas
del capitulo 3. La funcién res(n, m) da como resultado el niimero correspondi-
ente al residuo de la divisién de m entre n.

Definicién 2.3.3 (Funcién “beta”de Godel)
Sea fg : N® — N. Definida de la siguiente manera:

fs(P1,p2,p3) = res(1 + (p3+1) p2, p1)

de manera que fg calcula el residuo de la division de p, entre (1 + (p3+1))-ps.
Esto es, fg calcula el nimero natural r tal que

p1=(1+ (p3+1)pa)g+1; qEN yO0<r 31+ (p3+1)p

Se afirma que la funcién fg es representable en Lgi, esto es, se tiene la
siguiente proposicién.

9De igual forma que para cuando se demuestra el primer teorema de Godel usando AP.

10Normalmente esta funcién es nombrada como “funcién B-Gédel”, sin embargo en este
trabajo la denotaré como fg y al referirme a ella diré explicitamente “funcién beta de Godel”.

1Para nimeros i que toman valores desde cero hasta n, si la sucesién tiene n elementos.
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Proposicién 2.3.56 La funcién fg es representable en Lg:.

Sea 3 € L% la férmula que representa a la funcién fg definida de la siguiente
forma

18(31 1 22, T3, 24) = 31.03111 3"031-"33”’4 [a+(33, 1 y U1 )AC\‘. (ult Ia, TJQ)AO:+ (1 y U2, ua)A

a, (us, w, ug) Ay (ug, 24, us) A< (24, u3)
ATy = ug)

La demostracién de la proposicién anterior para el caso de E’ es la misma
que para el caso de AP'2,

Se tiene que:

Proposicién 2.3.6 Para cualquier sucesion de numeros naturales qo,qi, ... ,qk
ezisten numeros naturales n, m , tales que

fﬁ(nsmri) =G para 1€ {0,1,. ain ,k}

Como la anterior es una propiedad para los niimeros naturales (y no involu-
cra en ningtn sentido el uso del sistema formal), no es necesario incluir en este
trabajo su demostracién'>.

EJEMPLO (Una aplicacidn de la funcién fg).

Consideremos la sucesién definida por los 3 primeros elementos de la sucesién
de Fibonacci:

bo=0, by=1, by=1

Veremos que existen niimeros naturales n, m, tales que fg(n,m,0)=0, fg(n,m,1)=1,
fa(n,m,2)=1. Como

fa(n,m,i)=res(1 + (i + 1) - m,n)

donde
n=(Q1+(GE+1)-m)-g+r con 0Sr<1+(+1)-m
y asi
fo(n,m,3) =r.
Hacemos!4

p= mz{2|bﬂsbls b?}u

12En el libro [Mendelson] pégina 142 se da una demostracién para esta proposicién.
13(Mendelson| pégina 143.
4 Particularizando la idea de la demostracién.
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donde 2 es el subindice del ltimo elemento de la sucesién, asi
p =maz{2,0,1,1} =2,

Sea ¢ = pl, en este caso tenemos ¢ = 2. El nimero m que buscamos ser4 el
valor de ¢ (en este caso m = 2). Para encontrar el valor de n, se considera la
nueva sucesion:

u=1+c; wuy=23,
u=142c; u; =35,
up=14+3c; u =T

Dada la sucesién de los u;s, tenemos que para i # j, u; ¥ u; son primos
relativos, por lo que, de acuerdo con el emphteorema chino del residuo el sistema
de congruencias:

z=by (moduy) esdecir, z=0 (mod3)
z=b (modu;) esdecir, z=1 (mod?H)
z=b; (moduz) esdecir, z=1 (mod?7)

tiene solucién, a saber
z=-69+3:5-7-r, conrelZ

en particular, z = 36 es solucién, de manera que el nimero natural n que
buscamos serd el valor de z, es decir, n = 36. Asi que, paran = 36 y m = 2, se
tendra que

£5(36,2,0)=0,
/5(36,2,1)=1,
f3(36,2,2)=1,

lo cual verificaremos sélo para el caso de f3(36,2,2). De acuerdo a la definicién
de la funcién fg tenemos que f3(36,2,2)=res(1+(2+1)- 2,36); 36 =7-q+r;
estoes 36 =7-5+ 1, asi que

l=r=res(1+(2+1)- 2,36) = f3(36,2,2).

Ademis de la funcién fg de Godel, usaremos las siguientes proposiciones.
Proposicién 2.3.7 Dado cualquier ndmero natural n se tiene

E'Fu ~0—u € f,(R)
E'bru~T—uy € f,(n)

E'Fu =7 — u € fo(R).
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Demostracién 2.3.7.1 (Por Induccién sobre n).
Base de la Induccién

-n=0
De acuerdo al azioma con el cual extendimos a Lzp tenemos que

1 E'F f,(0) ~ y— ¢,(0,y)
Por generalizacion y Ay,

2 FF fa(ﬁ) ~ fs(ﬁ) = ‘Pa(ﬁ» fn(ﬁ))
De modo que podemos afirmar que

3. E'+ (0, £,(0))

Esto es,

4. B+ 3wdvMuy (1) € w o u, ~0)
: AVui(u € v uy 20V u R w)
A Vuy(uy € f,(0) = 3z(z€v Ay € 2)))

Consideremos ahora la siguiente deduccion (aplicacién de la Regla C).
Como hipdtests :
1. Vul(ul €ca—u = 6)

AVuy(u; €beuy ~0Vu ~a)
A Vuy (u) € f,(0) — Jz(z€bAU € z))
A partir del cual, por la férmula 4 del apéndice B-I y por el
arioma 4, podemos afirmar que

. uyyx0—u €a
Por generalizacion y A4,

i. 0~0—-0€a
Lo que implica que

w. 0€a
Del paso (i), la férmula 4 del apéndice B-1 y M.P. tenemos que

v. (u=0Vuy ~a)—u €b
Aplicando Gen a la variable u, y de A,,

v ax0Vaxa)—ach
Comoa~a— a=aV a=x0, del paso anterior, por el Azioma
2 y M.P. podemos afirmar que

vit. axa—a€b
Con lo que obtenemos por medio de M.P.

viti. a € b

De (i) y (viti),

iz. 0€Eanacb
Por medio de la regla eristencial, obtenemos
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z. 3z0€zAz2€b)
De (i) tenemos que

zi. 3z(u; €2 A z€b) — u; € £,(0)
Aplicando generalizacion a la variable uy y por A4 con el término
0, obtenemos

zii. 320 €2 A z€b) = 0€ £,(0)
Aplicando M.P. a (z) y (i),
ziii. 0 € f,(0)

De manera que hemos obtenido que

5 E' ,Vul(tq €Ea—u ﬁﬁ)
AVuy(ug €besuy 20V ~a) B
A Vu, (uy Ef,(mHHZ(ZEbAU-; €z)) 0 Efa(ﬁ)

Entonces, por la regla C,
6. B, Jw3v(Vuy(u) € w e uy =~0)

AVuj(uy €Ev e uy x0Vy ~w) B
AVuy(u; € f,(0) = 3z(2€vAu, €2))) + D€ £,(0)

Por el metateorema de la deduccidn,

7. E' F JwIv(Vu(u € w+ u; = 0)
AVuy(uy €Everuy ~0Vuy ~w)

A VYuy (uy € fo(0) = 32(z €vAu, €2))) — 0e€ f,0)
Aplicando M.P. a los pasos (4) y (7),

8 E F D€ f,(0)
Esto es,
9 E'Fu~0—0€f(0)

Ya que tenemos que ¢ =~ t — (p(z,t) — ¢(z,z)) (véase apéndice A),
podemos afirmar que

10. E'Fu; =0 — (0 € £,(0) —= u; € £,(0))
Por el azioma 2y M.P.,

11. E'F (uy =0 —-0€ f,(0) = (uy~0— u, € £,(0))
Aplicando M.P. a (18) y (20),

12. E'Fuy =0 -y € £,(0)
Con lo que queda concluida la base de la induccion.

Hipétesis de Induccién
Supongamos que para n € N tenemos que
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E'Fu =0 u € f,(R)
E'tu~T1— u € f,(R)

Eruymn—ouyce fs(7)
Debemos demostrar que el resultado es vdlido para n*.

Consideremos la siguiente deduccidn (aplicacién de regla C).

Como hipdtesis los dos primeros pasos:

i u; € f,(R)

i Yuy(u) €ae uy = f,(R))
A Vul(ﬂ-l €b e u =~ f,(ﬁ) V uy ma}
AVuy(u € f5(fs(R)) & F2(2 €bAy; € 2))
Del paso anterior, obtenemos

wWwou = f(R)Vuy~a —u €h
Aplicando generalizando a la variable u, y por azioma 4, obten-
emos

w. f(A) = foy(7) v fs(@) ~a — fs(m) €b
Por una tautologia tenemos que,

. fa(ﬁ) & f4(R) — fs(@) = fs@)V fa(ﬁ) ~a
Ast que la por transitividad de la implicacion en los dos pasos
anteriores,

vi. fo(@) = f,(®) = fo(R) €D
Por una tautologia y M.P., obtenemos

vi. fy(n) €b
Usando la hipétesis en (i) y este 1iltimo paso, tenemos que

vitt. uy € fo(R) A fo(R) € b

Por la regla existencial,

. J2(uy; €2 Az€D)
De la hipdtesis (%), tenemos que

z. 2(u1 €2 A 2 €b) > uy € f,(f.(7))
Aplicando M.P. a (iz) y (z),

7 uy € fS(fS(ﬁ))
De la deduccion anterior, tenemos que

13. E’U {u, € f,(m)} ,
Vuy (u; € @ — uy & f,(7))
AVuy(u; €b e uy = f(7) Vuy = a)
AVui(u € fo(fo(R)) = 32(z €bAw €2)) F u € f,(f,(7))

Por la regla C,
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

21.

EuU {u, € f,(R)} ,U
{BwIv(Vur (v € w > wy = f,(7))
AVuy(uy €Ev o uy = fH(M) Vuy ~w)
A Vuy(uy € fo(fs(R) = Fe(z€vAu €2)))} F u € fo(fs(R))

De manera andloga a como obtuvimos el paso (4) previo a la Hipdtesis de
Induccion, y de acuerdo a uno de nuestros ariomas de E’, podemos probar
que
E'v El'wﬂv(\ful (u1 € w o uy = f,(7))

AViuy(ug Ev—u = L) Vu = w)

AVu(uy € fo(fs(@)) » F2(z €EvAY € z)))

Por el metateorema de la deduccién aplicado al paso (14), M.P. y el paso
(15), se tiene que

E’U {u; € f,(R)} F u;1 € fo(fs(R))

Nuevamente por el metateorema de la deduccion, tenemos que

E'F uy € fa(ﬁ) = uy € f,(fs(7))

De acuerdo a nuestra hipdtesis de induccion, tenemos que

E'Fuy~0— y € f(R)
E'bFu =T u € f(R)

E'bu ~ni— y € f,(R)

Usando estos dos dltimos pasos, la transitividad de la implicacion y de
acuerdo a como denotamos a fs(f.(R)), afirmamos que

E'tbuy =0 — € fi(n')
E'tu =T u € fy(nt)

E' b u @ — u € fo(nt)

Ademds, como la demostracién de la Base Inductiva es vdlida para cualquier
término que coloquemos en lugar del término 0, se tiene en particular que

E'Fuy mnt =y € fo(n¥)

Esto es

E'Fuy mﬁ—-ulef,(ﬁ)
E'Fu =T = u € fo{nt)
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E'+u ~nt - u € f,(nF)

Esto es lo que queriamos demostrar.

Proposicién 2.3.8 Para cualquier I?uimem natural n se tiene
Etr(z=0V---Venf) & (z€rV r=n)

Demostracién 2.3.8.1 (Induccién sobre n)
Base de la Induccién

-n=0 PD EF(z~0) o (ze€0vzx0)
De acuerdo a la férmula 20.1 del apéndice B-II (o — a), tenemos que
ILEbFzx0—-2=0
Por la férmula 11 del apéndice B-I,
2FEbFzxn0— (z~0Vzed)

Ahora veamos que
Ebzx0Vzed) -2~0

Usando el azioma con el que hemos definido 0 = co, podemos afirmar que
3. E'Fzxco — plco)
Aplicando generalizacién,
4. E' b Vz2(z 2 co — p.(co))
Aplicando A4 con el término co,
5. E' F pc(eo)
De acuerdo con la definicion de ¢.(co),
6. E' FVYz=z € ¢
Por Ay,
7 FF-ze Co

De acuerdo con la férmula 25 del apéndice B-1I, modus ponens y la defini-
cion de 0, tenemos que

8 E'F-z€cpVareg
Ademds, por 24 del apéndice B-II, tenemos que

9 FrFzmegV -z

De (8) y (9),
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10. EF(~z€cgVame)A(wzxcgVIrg)

Por 13.2 del apéndice B-II y modus ponens, usando la férmula del paso
anterior, tenemos que

1. EF(~z€eqph-ze)V (Txc)
Esto es
12 EF(z€cgVaeme)— (zxc)
De (12) y (2) y dada la definicion de 0, tenemos que
18 E'rex0o (z20VvVzel)
Con lo que queda demostrada la Base de la Induccion.
Hipétesis Inductiva Supongamos ahora que para n € N se tiene que

EFrzx~0v...VexA o (r€ERVT~R)
Caso n+1: Debemos demostrar
E'+(z=0V.--Vzravzxnt) e (ze€ntVzxnt)

Es decir que debemos demostrar

() E'F (z~0V.--VexAVzxnt) - (z€ntVzant)
() BF(zentvezrnt) o (g~0V...VeaxaVvzxnt)
Inciso(a)
Tememos que

14. EFzxnt 5> zxnt

En la proposicion anterior hemos demostrado que para cualquier numero
natural n, se tiene que

15 E'Fz2~0 — z € f,(R)
Etzx1—-z€f,(R)

E'Fzx~7 — 2 € fi(R)
De la férmula 16 del apéndice B-1 y 1.2 del apéndice B-1l,
16. E'bFz=0V... Va7 — z€ f,(R)

Nuevamente, aplicando la férmula 16 del apéndice B-1 a los pasos (14) y
(16), tenemos que



17.

18.

19.

20.

21.

22.
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Erz~0v... VixaVzsnt szef,@Venn
Recordemos que hemos denotado con n+ a fs(®),
ErzalV...VZxeAVzant az€nt Ve nt
Con lo que queda concluida la demostracidn del inciso (a).
Inciso (b)

Haciendo uso de uno de los aziomas con los que hemos extendido
a Lzp, aplicando generalizacién y el azioma 4, podemos afirmar que

E'Ffi(m)~y— ®s (7, y)
Nuevamente aplicando generalizando y Ay obtenemos

E'F fi(R) = fs(7) — @u(7, fa(R))
Por lo que podemos afirmar que

E ps(m, fs(R))
De acuerdo con la definicion de ,,

E' + Jwv(Vuy (u) € w < u; ~7)

AVuy(u) Eves uy 2AVy ~w)

A Yuy(uy € fo(1) & F2(z €Ev Ay €2)))
Consideremos la siguiente deduccién (aplicacidn de regla C, usando a yb
como constantes)

Como hipdtesis:
1. Vul(ul €Ea-u =n)
A Vul(ul €Ebeuy TAVu =a)
AVuy(ug € fo(R1) > 32(z € bAuy €2)) A
(w1 € fo(@) » c€bAY €c)
De (i) tenemos
1. Vul(ul €Eb— =AVu ~a)
Aplicando el azioma 4 con el término c,
. cEb—cxAVera
De acuerdo con la férmula 2 del apéndice B-1, se tiene
w. (c€EbAui€c) > (cxfiVera)
De (1) y (iv),
v (w1 € fo(®)) = (20 N7V 20 7 a)
Ademds, del paso (iv), podemos afirmar que
v. (u) € f,(R)) = (u €c)
Ast que
vi. (u € f,(@) = (cxAVera)A (i €c))
De 13.1 del apéndice B-II,
vit. (u) € f{(A)) — (c~AAu €c)V (c=aAhu €c))
Veamos a continuacion que
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uEcAc=run —u €En
Por el axioma 7, tenemos que
. 2R — (U Ez2 > u €R)
Aplicando generalizacién y por azxiema 4
T.cxA— (u€Ec—u €0)
Por la férmula 2 del apéndice B-I,
T cRAAU €Ec— (U Ec—u €R)
Aplicando A, y M.P.,
T (cxXAAUw Ec—uy€c)— ([cxAAAu Ec—uy ER)
Por la férmula 4 del apéndice B-1 y M.P.,
Tl CRTAUEC— U €EN
Andlogamente podemos obtener
my. crRaAu€Ec—u €Ea
De la hipdtesis (i) obtenemos
W u€e—u RN

De estos dos ultimos pasos y por la transitividad de la impli-
cacion, tenemos que
. cxaAu Ec—u A
Por (riii) y (zvi), 16 del apéndice B-1 y M.P.,
vit. (cRAu €c)V(cmaAu €c) = (u EAVU =TT)
Por (wit) y (zvir) y la transitividad de la implicacidn,
zvit. ug € f4(R) ) = (u ERVY, =~ 7)

Hasta aqui hemos obtenido que

23. E' ,VYu,(u) €a — uy =7)
AVuj(u Ebe—uy~nVu ~a)
AVuy(u) € fo(R) o 3z(z€bAu €2)) A
(u1 € fs(R) 2 c€bAm €c) Fu € f(R)) = (w1 ERV Y =7)

Entonces por la regla C, tenemos que

2 B, JwihIe [Vul(ul €w o uy A7)
AVuy(u) Everuy =AVu Xw)
A Vuy(uy € fs(R) & z(z €EvAu €2)) A
(uy € fo(M) > z€bAu € z)] F u € fi(R)) = (w1 EAV Y =7)

Pero tenemos que
25 E'+ Jwd [Vul(ul €we u W) A

Vuj(u) Eveuy ®AVY X w )A
Yuy (u; € fo(R) «~ Jz(z€vAu € z))l —

FwIv [Vul(ul € w +— up TA)A



26.

28.

29.

30.

31.

32.
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Yui(uy Everuy miVuy ~sw A
Vuy (u; € fy(R) & 32(z€v Ay € z))]
Tenemos, de acuerdo con 4.2 del apéndice B-II, que

E'F Jud [Vul(ul € w e uy A7) A
Yui(uy Everuy RAVY Rw A
Vuy (uy € fo(7) & Fz(z € vAuy € z))] -

Jwv Vu,(u; € w & uy A)A
JwIv Yuy (uy € v uy AV Uy &~ w)A

Fwv Vu, (u1 € fo(R) © 32(z € v Ay € 2) )]
Se tiene que

i E’I—Hwﬂv Vu:(m EwHulmﬁ)l\

FwIv Yuy () €v o up AV U = w)A
Jw3v Yu, (u1 € fi(R) = 32(z €v Ay €2))| —
FwIv Yu; (uy € fo(R) « F2(2 €EvAy €2))
Ya que ni w ni v ocurren en la subférmula que estd después de la impli-
cacion principal del paso anterior, se tiene que
E'F Jwdv Vu, (u; € f4(R) « 32(z2€vAu €2)) —
Yu (u) € fo() & F2(2 €EvAy €2))
Ast que, por la transitividad de la implicacién, de (27) y (28), obtenemos
E'+ Fw3Iv V‘Hl(ul E W u; m-ﬁ)/\
FwIv Yu, (u; € v o uy HAVu = w)A
Jw3v Yuy (u; € fo(R) & Jz(z €vAy € z))] —
Yuy (uy € fs(R) « J2(z2 EvAu €2))
Por el azioma 4, tenemos que
E' b Vuy(u, € fy(R) = J2(2 €EvAuy €2) —
(u1 € f5(R) < F2(2 Ev A € 2))
Dado que z no ocurve en la férmula u, € f,(R), se tiene que
E'b(u, € f{(R) = (2 €EvAu €2)) —
3z(u; € fo(R) > (2 EvAuy € 2))
Aplicando dos veces la transitividad de la implicacidn desde los pasos (29)-
(30) y (81), obtenemos
E' F Jwdv Yu,(u; € w = uy xA)A
Fwv Yu; (uy €Ev e uy AV Yy ~w)A
Jwv Yau, (41 € f,(7) — J2(z €vA Y € z))] -
Jz2(uy € fo(A) » (2 €vAY €2))
Por la transitividad de la implicacidn, de (26) y (32), se tiene que
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3. E' - 3w [Vul(ul €w e Uy M) A
Vuy(ui Eveuy =xaVu ®w A
Y, (u1 € fo(@) = I2(z €bAu, € z))] -
Jz(ur € f,(fT) & (2 EvAu €2))
Por (25) y (33),

3. E'F Juwv [Vul(ul €w e uy M) A
Yuj(uy Ev e uy =AVY 2w A
Vuy (u1 € fo(R) = Je(z €vAu € z))] -
Jwv [Vul(ul € w o uy M)A
Vu1(u1 Eveu ~nV uy %w)/\
Yuj(u; € fs(R) — J2(z €EvAu € z})]
A Bz[ul € fs(M)—(z€vAu € z)]
Como 2z no ocurre libre en la férmula que precede al conectivo A de la
formula que estd después de la implicacién principal, se liene que
95 E'F Jw [Vul(ul € w e uy A
Yujfu €Ev ey xaVu ®wlA
Yuy (u) € fs(7) « Jz(z €EvAus € z))] —
Jwv3z [Vu; (U1 € w o uy REA

Yu(u) €Ev e uy =nVuy 2wl
Yui(u) € fo(ft) « J2(z €vAu; €2))

A € () — (2 €EvAw € z))]
Aplicando M.P. a los pasos (22) y (35),
36. E'F 3w3v3z [Vu;(ul Ew & u; XA)A
Yuy(u Eveuy =AVu = wlA
Yuy (u) € fo(R) = F2(z EvAuy €2))
A (u) € fo(R) > (zEv AU € z))]

Entonces, aplicando el metateorema de la deduccidn al paso (24), y apli-
cando M.P. usando también este dltimo paso, obtenemos

37 E'bup € fo(f) »w EAVU ~7

De acuerdo con nuestra Hipdtesis Inductiva, tenemos que
wERVU A s o~0V.---Vexn

De H.I. y (37),
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38. E'Fuy € fy(R) - 2~0V.--.Vzxn
De (14) y (38), la férmula 16 del apéndice B-1 y M.P.,
39. E'tu € f(MVer fi(R) -2~V ---VexaAVex f,7)

Con lo que queda concluida la prueba para el inciso (b) y, por lo tanto, la
prueba de esta proposicidn.

Proposicién 2.3.9 Para cualquier niimero natural n y cualquier férmula o,
se tiene que

E'F o)A Ap(n—T) — Vu(u € T — p(u))
Demostracién 2.3.9.1 (Induccién sobre n)
Base de la Induccién
—-n=0: PD. E'Fp0)— Yuluecd— pu))
De acuerdo con los aziomas con los que extendimos a Lz, tenemos que

1. E'Fuaey — p(v)
Esto es
2. E'Fuvxey — Yu(-u€v)
Aplicando generalizacién a la variable v y aplicando A4 con el término cq,
3. FE l-cozco —-»Vu(—-ue Co)
Como
4 E'Fegm=cy
Por M.P.,
5. E' F Vu(~u € c)
Por A4,
6. EF—u€ec
Sntonces
7 E'F-ue€c Vp(u)
Esto es
8 E'Fu€cy — ou)
Aplicando generalizacién, se tiene
9. E' - Yufu € cp — ¢(u))

Entonces
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10. E' F p(co) — Vu(u € co — ¢(u))
Ya que hemos denotado a co con 0, hemos demostrado que
11. E' + ¢(0) — Yu(u € 0 — ¢(u))
Con lo que queda demostrada la Base Inductiva,
Hipétesis de Induccién

Supongamos que
E'F @A Apn—T1) - Yu(u € 7 - p(u))

Demostremos que
E' F w(ﬁ)/\ e Ap(@) = Yu(u € nt — p(u))

En el paso (38) del inciso (b) de la demostracion de la proposicion 2.9.8
demostramos que

12. E' - u€ fy(R) »u€RVunT
Tenemos, por Hipdtesis Inductiva y la férmula 2 del apéndice B-I, que
18. E' Q) A---Apn—1) A (@) = Yu(u € 7 — @(u))
Por el axioma 7, tenemos que
Y. EFuxn — (p@)— p))
Por medio del azioma 2 y M.P. obtenemos
15 E'F (uxn— p@) = (ux~i — pu))
Tenemos que
16. E'F pQ) A --- A () — o(n)
Pot la formula 11 del apéndice B-I,
17. E'F Q) A -+ Ap(R) = ~(u=n)V p(R)
Esto es
18. E'F @) A - Ap(@) = (u~T — p(R))

De los pasos (15) y (18) y por la transitividad de la implicacion, tenemos
que

19. @) A---Ap(m) = (u~7 — p(u))
De la Hipdtesis de Induccion, tenemos que

20. E'+ (p(ﬁ)/\---)\go(ﬁ) — (ueT — p(u))
Ademds, del paso (12) podemos afirmar que



21.

22.

2.

25.

26.

27.

28.

29.
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E'F @) A---Ap®) = (u€ fi(R) 2 u€ERVUurT)

También tenemos, de acuerdo a la férmula 22 del apéndice B-I, que

E'F(uen—opu))A(umii—pu) -
(weETVUuRT — p(u))

Por lo pasos (19) y (20), tenemos que

E'F @A Apm) — (@em—pw) A (ux7 — o))

De los pasos (22) y (23) y por la transitividad de la implicacién, tenemos
que

E'Fo@)A---Ap@) - weRVUNT — o(u))
De los pasos (21) y (24) y por 9 del apéndice B-I, tenemos que
E'F Q@) A--- A op() —
((ue f(R) - u€RVunT)A (ueﬁ\/u".-uﬂ—np(u)))
Entonces, por la férmula 5 del apéndice B-I,
EF ({uEfa(ﬁ) —u€EAVuxn)A (ueﬁ\/umﬁ—up(u))) —
(u € fs(7) — p(u))

Por la transitividad de la implicacién para las férmulas de los pasos (25)
y (26),

E'F @) A ApR) — (u€ f5(@) = ¢(u))
Aplicando generalizacion,

B+ u(p@) A+ Ap(R) — (u€ fi@) — p(w)
Por 7.2 del apéndice B-1l y M.P., concluimos que
E'F o)A Aopm) — Yu(u € f,(7) — (u)).

Proposicién 2.3.10 Para cualquier nimero natural n y cualquier férmula
se tiene que

E'F @) A Ap() — Yaul((u € AV uxT) — p(u)

Demostracién 2.3.10.1 (Induccién sobre n)

Base de la Induccién

-n=40

De acuerdo al paso 8 en la base de la induccién de la demostracién de la
proposicién anterior, tenemos que
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1. E'Fueld — pu)

De lo cual tenemos que
2 E'F (@) — (ued — p(u))

Ademds, de acuerdo al azioma 7,'° tenemos que
S BPFrux~x0— (&p(ﬁ) — (p(u))

Haciendo dos instancias del azioma 2, luego, por el azioma 1 y M.P., del
paso (3) obtenemos

4 B’k @) - (u=0— p(u)
De los pasos (2) y (4) obtenemos

5 E'F p{ﬁ) — ((u €l — plu)) A (ux=0— pu)))
De acuerdo a la férmula 29 del apéndice B-I tenemos que

6. E'+ ((ueld — pu) AN (u~0—pu)) = welVuxl — pu))
De los pasos (5) y (6) obtenemos

7. E'F o) - welvVuxl — pu))

Aplicando generalizacion y ya que la variable u no tiene presencia en la
formula ¢(0)

8 E'F ¢(0) - Yu(ue 0vux0 — p(u))

Hipétesis de Induccién

E'Fp@A---Apn—1) »Vufuen—1Vurn—1 — ¢p(u))

Demostremos ahora que la proposicidn es vdlida para el nimero natural n.
Aplicar generalizacidn en el paso (24) de la proposicién 2.3.9.

Proposicién 2.3.11 Para cualquier nimero natural n, se tiene que
E'rwen—-wen+1

Demostracién 2.3.11.1 Tenemos que de manera completamente andloga a co-
mo obtuvimos el paso (3) en la Demostracién 2.3.7.1, obtenemos
1. E'F @,(@, f5(R))

Consideremos la siguiente deduccion (aplicacion de la regla C con a, b
como constantes provisionales)

15Véase el apéndice A.
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Los primeros dos pasos los tomamos como hipdtestis.
. YwweE€a—w=xn)
AVwweb—wxaVw=a)
AVw(w € f(R) » z(z€bAwE 2))
#noweEn
De acuerdo a la férmula 4 del apéndice B-I y por M.P., obten-
emos
i, Yw(w EbowxAVw=a)
Aplicando A4 y de acuerdo a la definicidn de “~”, obtenemos
wwxAVwxa—webd
Ademds, siempre sucede que
V.WRNT S WRT
Ast que por la formula 11 del apéndice B-I, tenemos que
. wrEn—swnVwixa
Por otro lado del paso (iv), se tiene que
vii. wRA— (WxAVwxae—wEDb)
Aplicando el azioma 2 y M.P., obtenemos
viti. (WAoo wrRAVwae) - (WA —web)
Por M.P. aplicado a los pasos (vi) y (viii),
i wRA—web
Aplicando generalizacion y A4 con el término 7,
z. AaxAn—RED
Como
T ARN
Por M.P. aplicado a (zi) y (),
i NED
De (3i) y (zi1),
T, WENARED
Por la regla existencial,
zw. Jz(wE€ zAz€D)
De (i), y por la formula 4 del apéndice, el azioma Ay, la defini-
cién de “—"y M.P., obtenemos
ov. z(wEzA2€DL) - weE f,(n)
Aplicando M.P. a los pasos (ziv) y (z2v),
zvi. w € f,(7)

De acuerdo a esta deduccién, tenemos que

2. FEU{Vww€E€a—wnn)
AVwwebowx=RVw=aa)
AVw(w € f,(A) ~ 3z(z€bAwE 2))}
U{wen} F we f,(R)

Entonces por la regla C, se tiene que
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8 E'U {auau[vw(w € uirip AT)
AVwweEvwrAVW )
AVw(w € f,(7) ~ Jz(2 EvAwE z))]}
U{wer} + we f,(R)
Aplicando el metateorema de la deduccién dos veces, obtenemos
LE b Huﬂv[Vw(w Cucmwni)
AVwweEv—wrARVW = 1)
AVuw(w € fo(ft) = 32(z EvAwE z)}] —
[w EN — WE f,(ﬁ)]
Aplicando M.P. a los pasos (1) y (4), tenemos que
5 E Fwen — we f,(n)

Como no hemos aplicado generalizacion para ninguna variable, entonces

podemos aplicar el metateorema de la deduccién y obtener
6. FFrwen — we f,(n)
Esto es lo que queriamos demostrar.
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Las siguientes dos proposiciones son basicas para la demostracién del teore-

ma principal de este trabajo. Cabe mencionar que estos son resultados que se

tienen para AP, pero su justificacién es distinta para E’.

Proposicién 2.3.12 Las funciones aritméticas que se obtienen por el método

de recursion a partir de funciones representables son representables.

Sea f una funcién dearidad n+1 que se obtuvo por el método de recursién
a partir de funciones representables. Esto es, existen funciones H, G tales que

— H: N* =N
- G: N2 4N
y tenemos
— F:N°tl L N
de tal manera que

— F(p1,...,pn,0) = H(py,...,pPn)
- F(pr,...,pn,n%) = G(py,...,pn, F(p1,--.,Pn,n),n)

y ag , ay denotarén a las férmulas de Lgs que representan a G y H, re-

spectivamente.

Debemos dar una férmla ¢p del lenguaje de nuestra teoria tal que:
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- F(pll"':pﬂ!n)=m syss (pF(p_ll"'lp_ﬂ!ﬁiﬁ)

y debemos recordar que h(n) representa un término en el lenguaje, el cual
le fué asociado mediante la funcién h dada en la definicion 2.2.4 , al nimero
natural n.

Demostraremos que
(a) Si F(py,...,pn,n) =m, entonces E'l op(p,...,Pn,n,Mm)
(b) E'F 3u @p(Pi,...,Pn, 0 u) A
Vo (Pr (T, - B,y u) A PR, By 1, 0)

— umv).

Salvo por una pequefia variacién, la férmula propuesta es la dada para la
correspondiente proposicién en [Mendelson]. La demostracién que a contin-
uacién daré, estd basada en la que se da en el libro mencionado, sin embargo,
la que ahi se presenta carece de la formalidad que se requiere cuando se ob-
tienen deducciones en un sistema formal. Ademds, la férmula que daremos no
involucra a la que representa a la relacién “<”como se hace en [Mendelson],
a pesar de que esta relacién queda definida de la misma manera que como se
define cuando se esté trabajando con AP. Aprovecharemos que tenemos en el
lenguaje a una letra predicativa de la misma aridad que la definida relacién “<”.

Ademsds, debemos observar que para n nimero natural, se tiene definida una
sucesién go,qi,. .. ,qn de nimeros naturales tales que:

— Qo = F(P].,---,Pngo) =H(p1|-"1pn)
— gn+ = F(Pl:---npm n+) = G(pl;---,PmF(pls---:pmn).ﬂ)

Demostraremos por induccién sobre n, el nimero de elementos de la suce-

sién, que la funcién F' asi obtenida es representable. La férmula de L2 que

se propone para reprentarla es la siguiente:
Pr(Z1,- -, Zny Y1, B2)
= au.:.lv[aw (B(u,v,0,w) Aag(zy,...,2a,w))
A B(u,v,31,92)
A Vw(w Ey —
Ty Iz (B(u, v, w, 4 A B, v, fo(w), 2)

A ag(zy,.. ..zn.yw,w,zw)))}

de manera que
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F(pl,‘..,p",n)=m = (pp{ph .,p_,ﬁ,ﬁ)

Demostracién 2.3.12.1 (Inciso (a))
(Induccién sobre n)

(i F(Pl:---apn ’0): H(Plg---,pn)

Consideremos a una sucesién de numeros naturales formada tnicamente
por qo. De acuerdo a la proposicion 2.3.6 conserniente a la funcién fz de
Godel'®, sabemos que existen nimeros naturales r y s tales que:

1. fa(r, s, 0) = qo

Como fs es representable en E' por la formula B'7, se tiene que

2. E' v B(7,5,0,%)

Por otro lado, también tenemos que qo = H(p1,...,pn) y que H es rep-
resentable en E' por la férmula ay, entonces

3. E FQH(E:"':W!%)

Recordemos ademds, que hemos definido 0 = ¢y y es posible demostrar de
acuerdo al axioma con que introdujimos a cp en Lzp que
(Vz(z ~ co < pe(c))), entonces

4. E'F ‘Pc(ﬁ)
Esto es, de acuerdo a la definicién de ¢
5. B' - VYw(-we),
Entonces, tenemos de los pasos (2) y (3) que

6. E'+ B(7,3,0,q) A au (P, ... .Pn,T0)
Por la regla existencial,

7. B+ 30(B(,5,0,w)) A an(,....Pnw))
De (2) y (7), afirmamos

8 E'F ?rw(,@(?,?,ﬁ,w)) A aH{ﬁ,...,ﬁ,w))
A B(7,3,0,%)
Por otro lado, del paso 5 aplicando A4, tenemos que
9 E'+F-wel

Entonces, podemos afirmar de acuerdo a la férmula 25 del apéndice B-1 y
M.P. que

16 Definicién 2.3.3.
7Proposicién 2.3.5.
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E' b €0V 3yu3e (B, v, w,10) A Blu,v, fo(10), 2) A

QG(P_ls sen lﬁ!yw: w, z.,,])
Esto es,
E' b w €0 — 3y 3 (Blu,v,0,30) A B, v, fo(w),2) A

C!G(P_J‘ ooy Py Yy w, zu,))
Aplicando generalizacién a las variable w,v,u, obtenemos
F' F YuVoVw (w €0 — Jy, Iz, (5(11, v, W, Yw) A By, v, fo(w), 2w) A

ac(ﬁi‘)' . 7ﬁ;\_,yuu w, zw)))
Aplicando A4 dos veces con los términos 7, § obtenemos
B+ Vu(w € — 33z (BF,5,0,3) A BF,5, (), 20) ?
A ac(f'l-i s !ifr:}yw’ w, zw)))

Ast que, de los pasos (8) y (12),
E'+ 3u(B(7,5,0,u)) A an (Fr, ... P w))

A B(7,5,0,%)

A O-'G(‘P_l, e |p_ﬂaylt.‘!w' zw)))
Aplicando la regla existencial dos veces a los términos ¥ y 3, obtenemos

E'F 3udv [aw(ﬁ(u!vvﬁrw) A aﬂ(ﬁ: L :P_mw))
A B{u| ”Tﬁ’q_ﬂ)
A Vo (w €0 — 3y, 3z Blu,v,w, 1) A B, v, f(w), 2)
A QG(p_ls sen lp_rnyw; w, zw)))]
Con lo que queda demostrada la Base Inductiva.

Hipétesis Inductiva
Supongamos que
St F(py,...,pn,n) = qn, entonces

e F' 3w [Etu(ﬁ(u,v,ﬁ,w)} A au(ﬁ,---‘l’_n;w))
A B(u,v,7,qn)
/\VW(W € m— awazw(ﬁ(uv v,w,yw) A ﬁ(u,v,f,(‘w), zW)

Aac(f’_fr--'ﬁ'y‘"’w’z‘")))]
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16.

17.

18.

(n+1):

P.D. Si F(py,...,pn,n+1) = gny1, entones

o E'F 3udy [Hw(ﬁ(u, v,0,w)) A au(pr,..., P, w))
A Blu,v,n¥,37)
A Vw(w €nt — ElwaIZw(ﬁ\u,v, W, Yw) A B(u, v, fs(w), 2w)
A Qc(ﬁi,- oy Py Ywn W, zw)))]

Tenemos

=42 = F(p,...,pn,n)
~ Gn+ :F(Pl;---1pm"-+):G(pls---:W;F(PI:-‘-:Pmﬂ)uﬂ)
e G{Pl;-'-;PQOﬂ)

Como G es representable,

E' | aGrﬁl-a- --;P_m‘!mﬂa‘h+

Ademds, deben tenerse nimeros naturales go, . . . ,Gn tales que

— Qo = F{Ph--wpmo}: H(pls"wpﬂ)

— grt = F(pl,.--,Pn,f'+) = G(ph"-spﬂv F(Pl:---,me);")
' re{0,...,n—1}

Como H es representable,
E' FQH{)J_[.---,P_;-"Q_U)
Para la sucesion de g, . ..,q,+, de acuerdo a la definicién de la funcién

fa de Gidel'® y a la proposicidn 2.3.6, ezisten niimeros naturales ky, y ko
tales que

= fa(ki,ka,i) = q; coni€ {0,1...,n"}
Como fg estd representada por la formula B se tiene que

E' & B(ki,k2,0,75)
E' v Bk, k2,1, 5q7)

E' \ B(ky, k2,7, )

E'F Bk, Ry 0t Gr)

De los pasos (17) y (18),

8Definicién 2.3.3.



19.

20.

21.

22.
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E' v B(k1,k2,0,95) A an (PT, . -, Pn, %)
Por la regla eristencial,

E'+ 3w (B(ky,k2,0,w) A ag(pr, ..., Pn,w))
De los pasos (18) y (20),

E'+ 3w (B(F1,%5,0,0) A ap (BT, .. ., Py )

Aﬂ(khk?‘ sqﬂ"‘)

Por otro lado, reescribiendo las n + 1 dltimas formulas en el paso (18) y
de acuerdo a la definicion de 7, (recordar 7 es notacién para h(n), y que
por definién de la funcién h, h{nt) = f,(h(n)) y h(0) = ¢, =0)

B F ﬁ{r kg,f,(-) 91)
E'+ B(ky ks, £,(1), %)

E' + B(ky, ks, f5(R),3a7)
Ademds, como

-—q = G(xll"'!xﬂlqolo)
—-qQ@= G(wlr"ixﬂ'lth)

- gn = G{xl,..-,zn,QH‘—l:n_ 1)
- Qp+ = G(z;,..-.‘&‘mqm“)

E" = QG&)‘I}' “ !p_ﬂ:ﬁiﬁs?ﬁ")
Entonces, de los pasos (21), (22) y (23), obtenemos que

E' v B(ky,k2,0,5) A B(kr, k2, £:0),7) A
aG(_l 1p|'hq0!6 ‘q_l)

E' b Bk, k2, T,75) A Blky, Kz, £,(D), %) A _
Q‘G(_;- p_q_)]-iq_'Z)
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25.

26.

27.

28.

29.

30.

E' & Bk, k2,7, Gn) A B(kr k2, fo(R), ) A
aG(ﬁ:---uP_mq_mﬁn%_*‘

Sea
Afm) =
33 (8085, 0) A AR, (@), 2) A o ... 7 o7 2)

y sean

a; = ﬁm,k_ﬁvz:ﬁ;} A ﬁmugifu(g)vaﬁ) A »
QG (PTy -+ Prs Gir 4, Qs+ )

Entonces, del paso (24) aplicando la regla existencial dos veces, tenemos
que

B';QQI'-A(H)
E',Ctl".Aﬁ)

E', o+ A()
Aplicando el metateorema de la deduccidn, obtenemos

E'Fap— AQ)
E'Fa — A1)

E'Fa, - Am)
Con M.P. aplicado a los pasos (24) y (26), podemos obtener

E'FAQ)ANAA)A... AAR)
De acuerdo a la proposicién 2.8.9, podemos afirmar que

EFAQG)AAI)A... NAR) — VYw(went — Aw))

Aplicando M.P. a los pasos (27) y (28),

B+ Yo (w € n¥ — Jy3z(BF Rz w,y) A BELEs, fs(w),2) A
QG(-_ ;Pmy,‘w z)))

Entonces, de los pasos (21) y (29), obtenemos

F'F 3w (,B(E,E;ﬁ‘w) A ey (BT, .. Prrw))
A ﬁ(rlsk?sh(ﬂ+)!f7:(QR+)}
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AVu(w € 7% — Jy3:(8(5. %, w,9) A B(EL Tz, fs(w), 2)
AaG(ﬂT,H.,ﬁ,y,w,z)))

De modo que, aplicando la regla existencial dos veces a los términos ki y
ks, concluimos

31. E'F Fuiv [Elw (Bu,v,0,w) A ag(py,..., P, w))
A B(u, U:F;W_}
A Vw(w €nt = Hsz(ﬁ(u,v,w,y) A Blu,v, fs(w), z)
A QG(}TI.:' . ‘%‘ y,w, z}))]
Es decir que hemos demostrado

32' E |_ {P(;’_l! A !;’_ﬂ!ﬁlﬁ)
De esta manera hemos terminado el inciso (a) de la demostracion.

Demostracién 2.3.12.2 (Inciso (b))

La demostracién correspondiente a este inciso estard dividida en dos partes,

a saber:
i E'F Bwnpr (1, .. P, 7, W)
ﬁ' Ev}avwmlvwmz(‘lof{ﬁ_li"‘!ﬁ)ﬁ:wml)A‘Pf(ﬁl"'!m!ﬁlw"w)

-

Para demostrar la primera parte, observemos que en la conclusion del inciso
(a) obtuvimos

1. E' v o(py,...,pn,70,)
De modo que aplicando la regla existencial, tenemos

2. E }_ Hﬂl'mlp(ﬁ‘. v ‘P_';:ﬁ: wm)
con lo que queda demostrada esta primera parte.

Comencemos a demostrar la sequnda parte del inciso (b), por induccion
sobre n.

(Induccién sobre n)
Base de la Induccién

P.D. E'+ @r@rs- - Py 0, 21) Aps (BT, ..., P, 0, ) — 21 = 20

Tenemos que
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3. E, pi1,...,Pn,0,2) A wr(PL,. .. ,]Io_mﬁ,.-q)
- EIuEIv[Bw(ﬁ(u,v,ﬁ,w)/\xH(ﬁ,...,ﬁ;,w))
A B(u,v,0, 2)
A Vw(‘w €0 — Ty I ( B, v, W, %o )AB (1, v, fo(w), 2,)

A ag(pr,. .. .fi;,;,yw,w, zw)))]
Ademds,

4' E! ’ (Pf(p_lt"'lp_nsﬁ:zl)l\'pf(p_ls'“sp_nqﬁ-lzl)
- 31:30[ Btv(ﬁ(u,v,ﬁ,w)/\ahr(ﬁ‘,...,ﬁ,w))
A ﬁ(ulvrﬁs 21)
AV (w €0 — Sy 3o (B(u,v, 0,10} A8, v, fo (1), 20)
A aG(p_h e :p_ﬂlngw: zw)))]

Ahora, consideremos la siguiente deduccién (aplicacion de la Regla C con
a, b, d, e como constantes provisionales):

Los siguientes dos pasos como hipdtesis

i B‘U(ﬁ(asbsﬁaw) ACIH(ﬁ, ven |E|w))
A B(ﬂ,b, U; z])

A V(1w €0 — 3y, 32, (B(a, b, w, y) A B(a, b, fo(w), 20)
A C‘G(P_h ooy Py Yy Wy zIJJ)))

i. h(ﬁ(d,e‘ﬁ,w) A &H(P_l, v ;P_m w))
A B(d,e,0, z)
A V\U(w E ﬁ - aywazw( .B(due!w! yw) A ﬁ(d‘e! f’(w)l zW)
A QG(P_I, «o vy Py Yaor W, zw))
De acuerdo a la formula 4 del apéndice B-I, la 4 del apéndice
B-II y M.P., de la hipdtesis (i) tenemos que

i1, B(a,b,0,2)
y que

iv. 3w(B(a,b,0,v) A au (T, ... Pm, w))
De la hipdtesis (ii), tenemos que

v. B(d,e,0,2)
Y que

vi. 3u(Bd,e0,w) Aou (.. .., Fr w))
Ademds, teniendo como hipdtesis los siguientes dos pasos (apli-
cacidn interna de la regla C con constantes provicionales c y f)
A. B(a,b,0,c) Aay(Pr,...,Pn,C)
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. ﬁ(d'e‘ﬁsf)/\aff(f’_h---;p_mf)

Podemos obtener de (A)

. B(a,b,0,¢)

vy :

. ag(Pr,--.,Pn,C)

Por ser B la férmula que representa a la funcion fg'°,
tenemos que

. B(a,b,0,u) A B(a,b,0,v) - uxv

De (i) y de (C),

d ﬁ(avb)ﬁ:zl) /\',@(ﬂ., bvﬁlc)

De acuerdo al paso (E),

. 3(&,5, ﬁs zl) A ﬁ(a’b161 C) — 2z NcC

Por (F) y (G) y M.P.,

.51 =e

De manera tolalmente andloga, obtenemos

. 222"..)'
De (B), obtenemos
. ag(P,...,Pn, f)

Por (D) y (J),

QH(“’TI!“'!;’_REC) AQH@I)““E—‘I)

Como ay es la férmula que representa a la funcion H, ten-
emos que

C‘H(p_lv'--}p_ﬂ!c) /\QH(P_I‘---:ST;:f) = Cﬁf

Aplincando M.P. a estos dos ltimos pasos,

cx f

Por otro lado, por el arioma 7, tenemos que

. TRy IR IRY

Aplicando generalizacion y el axioma 4 dos veces,

Lexfonme—oznxf

Por el axioma 2 y M.P.,

e foznme)— cxmfozn=f)

Del paso (H) obtenemos que (c =~ [ — 2z =~ c), ast que,
aplicando M.P.,

cexfozyx=f

Por (M),

n=f

De (I) y (R), tenemos que

.= fANfmn

Por 29.3 del apéndice B-II, obtenemos

. fAfxmzn o 22

Aplicando M.P. a estos dos ultimos pasos,

¥ Definicién 2.3.3.
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U 2y~ 2

Entonces de suponer B(a,b,0,c)Aay(Pr,...,Pn,c) y B(d,e,0, f)A
ay(Pi,...,Pn, f) demostramos 2z = 25, por lo tanto, podemos
decir, de acuerdo a la regla C para las constantes provi-
sionales ¢ y d, que

vii. 3wi 3w [8(a,b,0, w)AH BT, .., By w1) A B(d €, 0, wad Ao B, . P wa)|
- |laxzn
Por M.P. usando los pasos (v) y (vi), tenemos que
Vi 2 N 2
Sean
- ¢i(ab) = Eku[ﬁ(a,b,ﬁ,w} Nau(Pi,. .., myw))
A B(a,b,0, z)
A Vw(w €d— i
Fyw Iz (B(a, b, w, yuw)AB(a, b, fs(w), 2w)
A ag(B1,- - Pny Yun W, zw))]

— Yo(de) = Bw[ﬁ(d,e,ﬁ,w)AaH(p_l,.H,ﬁ,,',w))
A B(d,e,0, z)
A Vw(w el—
Fyw 32w (B(d, €, w, yu)AB(d, €, f5(w), )
A ac(?T,---,ﬁ:,yw.w,zw))]

Asi, tenemos que

3. E’) ‘pf(.p_ll"'?F’_ﬂlﬁszl)/\‘pf@?v"'lﬁ:ﬁsh)s wl(a’!b) A %(d,c)
+ Z) == 2
Entonces, por la regla C,

6‘ E’, ‘Pj(ﬁf:--wf’:j:zl)/\ﬂﬁfﬁ?_ls--A)P_mﬁvz2),-
FusFvnJuaTea [ (1, 01) A va(uz, )]+ a1 2

Como uy y v no ocurren en g y como up y v no ocurren en Yy, lo
anlerior es equivalente a tener

7. F ) ‘Pf(f_?-l.:---:?;:ﬁa Z])A&fﬁ,...,ﬁ;,ﬁ,h),

Fuy Fvy ¢y (ur,v1) A FupFvaha(us,ve) F 2y = 20
O bien,



10.

11.

12.

13.

14.
15.
16.

17
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E,? <Pf(P_l-|' il }p_“!ai zl) A lp!(p_l.‘ iy ’p_n‘ G‘} zz)l
FuFvy (u,v) A Fudvpa(u,v) B 2 = 2

Aplicando el metateorema de la deduccién, tenemos que

E"‘Pf(P_ln'--nf-’giﬁvzl)A‘Pf(ﬁ;---uf’_nuﬁrbz) +
Judv ¥y (u,v) A Judvya(u,v) — 2 = 29

De acuerdo a los pasos (3) y (4), tenemos que

E'r (Pf@_l-' A !ﬁ:‘ 6:ZI)A‘PI(_PTM' e |E':| ﬁ| 32) F Judv '1{)1 (us 'U') A 31.&31}1'{4‘2(“, 1")

Aplicando M.P. a (10} y (9),

g, le(ff,-..,P_nh,‘G,21)A(Pf(p_l,...,p_n,ﬁ,&g) i )
Por el metateorema de la deduccién, tenemos que

E! H '\of(p_l':“'v%)ﬁizl)/\sof(p_ls---sp_nsE:aZ) - 21 =2
Aplicando generalizacion dos veces, tenemos

E Vzlvzﬂ(gof(ﬁrs--':ﬁjﬁlzl)/\(pf(ﬁf!'-')p_ﬂsﬁiz?') =¥ 21222)
Con lo cual queda demostrada la Base Induciiva.

Hipétesis de Induccién

Supongamos que
E'+ Vzlvz2(‘lof(p_h' o ,P_n;ﬁ‘ 31) AS"J(P_L v 151;5}22) == ”2)

P.D.

E' b V2 V2 (@ @1, ..., Pasn + 1, 21) A@s (BT, .. ., Fmyn + 1, 22) —
)

Tenemos que

= qo =f{$1,...,xm0) = ‘q(zl"”‘zﬂ)
~ Gn =f(3?1,--.,$n,n}
= Gn41 = f(zls"'!xﬂsn'i-l) = G(zlr---:xn:‘i'mﬂ)

Obsérvese que qo,Qn,qn+1 SOn nimeros naturales, entonces
E'tog(pi,....PnGnMqn +1)

F'vay(mr,...,Pmio)

E' & o (pr,....Pn70)

E'F {Pf(ﬁr"'\ﬁvn"'lsqfi-i'l)




Mariana Martfnez Gonzélez 7h

18. E' v 3z (p1,...,Pn, 7, 2)
19. E' V2 V(s (BT, . . ,Prs iy 21) A PfPLy .. Py 22) = 21 & 2)
Se tiene que:
1@, P+ L gng) =
Fuo |3 (8w, 0,0, w) A au @, . By w))
A Bu,v,n+1, %)
AVa(w € AT - Jyu B (B(u, v, w, yu) AB (1,9, fo (), 20,

A OG(F’_I!"'ip_n’y‘"’w‘zw)))]

Entonces afirmamos que

2. E' , ¢s (1, Pt + Ltns1) F
Buﬂv[ﬂw(ﬁ(u,v,ﬁ,w) AGE BT, ve T w))
A B(u,v,n+1,%)
A Vw(w Ent+l—
Fyuw Few (B(u, v, w, Yo )AB(u, v, fo(w), 2w)
A 0G(EJT,---.p?,yw,w,zw)))]

Veremos que

ﬁPf(P_ln---;P_mn+ l’zl)A‘Pf(P_ls---lp—ﬂ;n‘l‘l:zl) — 1=

Consideremos la siquiente deduccion (aplicacién de la regla C usando como
constantes provisionales a, b, e y f):

El siguiente paso como hipétesis
i. 3 (B(a,5,0,w) A a7, ..., Py w)

A B(a,b,n+1,2)

A Vw(w Entl —
Fyw 320 (B(a, b, w, 1) A B(a, b, fs(w), 2)

A ac(PLs. .. Pns Y, W, zw)))

A Fw(B(e, £,0,w) Aag (@, ...y w))

A 8(e}fyﬂ+ 1,32)

A ‘v’w(w Entl —
Fyw 32w (B(e, £, w,30) A Ble, £, fs(w), 2w)

A QG(P_h CUi :P_m Y, W, %)))
Del cual obtenemos
#. Jw(B(a,b,0,w) Aay@1,...,Pnw)
Y



-
-,

%

vit.
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Bla,b,n+1,2)
y

‘v’w(w €Entl —
FywIz (B(a, b, w, yw) A B(a,b, fo(w), )

A aG(p_h”-mp_n'vyw’w: zw)))
Por el arioma 4 aplicado a este tltimo paso, obtenemos

. weEn+l —

a?}wazw(ﬂ(a’ b,w,yw) A B(a, b, fs(w), 2u)

A aG (T, - - -, Py Y W, 2w))
De acuerdo a la proposicién 2.3.11, tenemos que

. WEN s wWEN+1

Por la transitividad de la implicacién aplicada a estos dos rltimos
pasos,
wWEN —

aywazﬂ.l (5(“} 61 w) yﬂ)) A ﬁ(ﬁ, b: fs(w)! zw)

A QG(P_I: e af);‘l_:yWsws zw))
Por otro lado, por el arioma 4 con el término T en el paso (iv),

. neEn+1 —

Fyw 32w (B(a, b, 7, %) A Bla, b, f5(7), )
A QC(-p_l'l m ‘m! yw! ﬁ‘ zw))
Por la proposicion 2.8.7, tenemos

. nEn+1

Aplicando’ M.P. a (iz) y (viii),
a'ywazf.‘" (B(ar brw! yw)/\ﬂ(a,b, f,(‘LU), z'-”) Aag (ﬁf’ <1 Py Y W, zw))

Anadlogamente, obtenemos

T3 (B, £,10, ) ABe, , S W), 20) A GG, -, Py Yoo 0, 20) )
Ahora consideremos la siguiente deduccion (aplicacion interna
de la regla C usando como constantes provisionales ¢, d, ¢’,d’):

Los siguientes dos pasos como hipdlesis

A. B(a,b,7,c) AB(a,b, fs(R),d) A ag(PT,---,Pn,c, 7, d)

B. B(e, f,7,c') ABle, [, fs(R),d') A ac(PT, ..., Pn, c, 7, d")
De A, usando la formula 4 del apéndice B-I, obtenemos

C. B(a,b,7,c)
De los pasos (ii), (B) y generalizacion para w en el paso (vii),
tenemos que

D. 3u(B(a,b,0,w) Aau(@,..., P, w))
A B(a,b,7,c)

/\Vw(wEﬁ—b
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zu.

Fyw I (B(a, b, w, y) A Bla, b, f5(w), 2))
A%@iwﬁmm%%ﬂ
Por la regla existencial,
E. 3uav[3w( B(u,v,0,w) A an(@i, ..., Pmy w))
A B(u,v,7,c)
A Vw(w €En —

E]'yu-'azl.l.r (ﬁ(‘u; v, w, ytu) A }3(“;”: fa(w)a zw))

A aG(ﬁ?) d et }Elywltu) Zw))]
Esto es
F. @z (p1,...,Pn,c)
De (16) y (E) y de acuerdo a la Hipdtesis de Induccion,
tenemos que
G ga=c
Del paso (A) podemos obtener
H. ag(p1,...,Pn,c, 7, d)
De los pasos (F) y (G), tenemos que
I' aG(p_l' T ?I)_n‘q_n,ﬁ| d)
De (14) y (17) (d es el elemento gn 11 de la sucesidén generada
por la funcién f),
J d~gnr1
Por (A) e (1),
K. ﬁ(asb;fs(ﬁ);QnH)
De (i) e (I) y dado que B representa a la funcion fg, se
tiene
L. 5 = m
De manera totalmente andloga se obtiene que
M. z=~go
Asi, tenemos que
N aamgGumi A~ 2
De acuerdo a £29.8 del apéndice B-II, podcmos afirmar que
0. zn2

Asi que al considerar como hipétesis a las fdrmulas
,8(&, blﬁ)c} A ﬂ(a!bl fs{ﬁ)vd) A QG(P_l; “ee sp_ﬂ} C,ﬁ, d)) »8(&! f'ﬁ‘cl)
A Ble, f. fo@),d) A ag(F, ... ¢\, d), cuyas constantes
provisionales son ¢, d, ¢’, d’ hemos demostrado que z, =~ z.
Entonces, por la regla C y wusando la férmula 4.2 del
apéndice B-1I, podemos afirmar que

T3 (B(a,b,, vu)NB(3,b, fo (W), 2) A GG (PR, -, P oo 0, 2))
Aaywﬂzw(ﬁ(e fiw yw)/\ﬁ(e f‘fs(w) zw) Aag(pT, .. %,yw,w.zw))—'

FESIS NO SALE

'l f)'.-.\\.}._‘--ﬂ_

“r I A f&!"’*’.IO TECA
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Aplicando M.P. a los pasos (z), (zi) y (i),
T 2 &Y Z9

Sean:

- ti(ab) = 3w(B(a,b,0,w)Aay(,..., P w)
A Bla,b,n+1,2)
A Vw(w En+tl —
FpwIew (B(a,b, w,p) A B(a,b, fo(w), 2,)
A aG(p_l: *iwis ;i’:lm:w’zw)))

y
=%ilef) = w@Ble,f,0,w)Aap(,....pnw))
A Ble, fn+1, 25)
Ab‘w(wEn+l —

Hywazw(ﬂ(ev fyw,yw) A Be, f, fs(w), 2,)
A QG(P_I: vae |p_ﬂl Yw, W, zw)))

En la deduccidn anterior obtuvimos
21 E', ¢1(a,0) Ahale, f) + 21~ 2
Aplicando la regla C, tenemos que
22 F, 3!&13013‘!123112[1151(!11.1)1)/\%(32g02)] F o2~z
Como uy, vy no ocurren en Yy y uy, vy no ocurren en P, por 7.4 del
apéndice B-I1, el paso anterior es equivalente a tener
23. E', 3uIvy; (u, v) A 3uIvis(u, v) b o2y
Como tenemos que

= 3“3”'191(“:”) = ‘Pf(p_h---aﬁ;n"' 1,21)
. e Huambg(u,u) = (Pf(ﬁTl"'iﬁf;ln'f'IszZ)r
El paso (23) es equivalente a
24 E of(771,....Payn+1,2) A Cr@L,. ... Pmn+1,2) F 2~ 2
Aplicando el metateorema de la deduccidn, se tiene
25. E'F s (pr,...,Pmn+ 1,21) A PfP1, ...\ Pn + 1,7, 29) —

2]~ 29

Como 2, y 2y son variables, aplicando generalizacion dos veces, obtenen-
mos

-
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26. E I-Vzl‘v’zz((pf(])_l,...,ﬁ;,n+ 1,21) A g (PL,...,pn + 1,7, 23) —

2~ 32)

Con lo que queda demostrada la segunda parte del inciso (b) y queda con-
cluida la prueba de esta proposicién.

Antes de enunciar el resultado similar al de la proposicién anterior pero con
las funciones que se obtienen por el método de sustitucién, enunciaré un resul-
tado que nos servird para su demostracién.

Proposicién 2.3.13 Sean a, b términos que son libres para ¢ en la formula
¢(z,z) en el lenguaje de una teoria T de primer orden con igualdad. iintonces

Trtaxb — (¢(a,b) — ¢(a,a)),

donde ¢(z, z) es cualquier férmula, y ¢(a,b) es la férmula que surge a partir de
¢(z,z) al sustituir algune o todas las ocurrencias libres de = por a y/o algunas
(o todas) las ocurrencias libres de z por b.

Démostracién 2.3.13.1 De acuerdo al arioma 7 tenemos que, para ¢ y y
cualesquiera variables del lenguage,

1. Trzx=y — (¢(z,2) = ¢(z,7))

o(z,2) es cualquier formula, y ¢(z,y) se obtiene a partir de ¢(z,z) por
medio de reemplazar algunas, pero no necesariamente todas las ocurren-
cias libres de x por y, con la condicién de que y sea libre para = en ¢(z, x),
de modo que ¢(z,y) puede contener o no ocurrencias kibres de z.

Sea ¢’(y,y) = é(z,y); con ¢(z,y) como se enuncia en el axioma 7, de
modo que, aplicando este mismo avioma a ¢’(y,y), tenemos que:

2 Tramy — (9'(y,y) — ¢'(y,2))
En términos de la formula ¢,

8 Tre=y — (¢(¢,y)—'¢($‘-"))

Aplicando generalizacion, tenemos que

4. THVz g~y — ($(z,y) - ¢(z,2))]

Por el arioma 4 con un término a libre para = en la férmula anterior,

5 Tra~y — (¢(ay) — ¢(a,a))

Nuevamente aplicamos generalizacion a la variable “y”obtenemos
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6.TFYy ax~y — (¢(a,y) — ¢(a,a))]

Por el azioma 4 con un término b libre para y en la férmula anterior, se
tiene

7 ThHaxb — (¢(a,b) — ¢(a,a))
Con lo cual queda concluida la demostracion de esta proposicion.

Ya tenemos lo que necesitamos para demostrar la siguiente proposicién.

Proposicién 2.3.14 Las funciones arilinélicas que se obtienen por el método
de sustitucidn a partir de funciones representables en Lg: son representables en
Lg/, estoes,si G:N* =N, y H; : N = N, i€ {1, ..., n}, son funciones
representables, entonces la funcion F : N™ — N dada por

F(z]-l"'!mm) = G(Hl(ml?“"mm)f A !Ifn(xl""'xm))
es representable.

Asf que debemos demostrar que existe @ € L'+ tal que:

(a) Si F(py,....pm) =49 KFa,...,Pm,q)
(b) K Fawa(ﬁl;“-&ﬁmvw) A
VUIVU? {a(ﬁls- .. ‘5'11‘”1) Aa(ﬁlt- --sﬁmnv'Z) — z1"2)

Demostracién 2.3.14.1 Por la representabilidad de las funciones h;, sabemos
que ezisten formulas ; que representan en Lg a las funciones h; yy € L'E,“l
que representan a la funcion g sequn las hipdtesis:

1]
I' S: Hl(Plv--vpm)z(h: enlonces Evl_’alﬁv"'}m!q_l)
2. 8iHy (p1,...,pm) = q2, entonces E'F Ba(py,...,Pm,q2)

n. Si Hﬂ (Plr-A-:Pm) = qn, entonces E' &(ﬁ;sir;;q_n)
1)
1. Ev l—ﬂwlﬁl(p"f,,,.,m,wl) A
V21 Y, (;81@-{,"-1%;31)/\51 @1, .., Pmyw1) = 2 zwl)

2. E' kw71, - - ., Pmyw2) A
VZQVWQ (ﬂl(p_l': ..,FT,-;,ZQ) AJS2®T) * }!_’;';lwz) — =X ‘[0'2)

okl
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n E'+ Hwnﬁfl(ﬁf}"'!ﬁ;lwﬂ) A ;
Vznvwn (ﬂn(p_ls Y zﬂ) A ;32(13_1' cee ,f);,wn) — 2y = wn)

i}
1) $iGlqr,....qn) =7, setiene que E'Fy(gi,...,qmF)
J)EF 3y, .., 5) A

Yoo (Y00, B0 AV, B 0) = uew)

Sea

a(vls"'svﬂuu‘) = Bullauz!"'!}h{ﬁl(vl!'"!UﬂI’ul)A"' Aﬂn(vl,...,vm,u,,)r
7(“1)“-!“"1“)/

la férmula que proponemos, par representar a la Sfuncién fen Lg:. Demostremos
que se cumple el inciso (a) enunciado previamente.

Inciso(a)
Sea
L. 9= F(p,...,pm)
Entonces, por definicién y por hipdtesis, tenemos que
2 F(pll' --)Pm) — G(Hl(ph'-wpﬂ‘I)t-- -anfPh- B ;pm))
Ast que existen qy,...,g, € N tales que
3. SiHl(pl,...,pm)qu, entonces EF,G}(F_{,,%,‘Q_,)

Si Ho(py,...,Pm) = qn, entonces BV Baiy s i0m:00)
Esto dltimo tmplica que

‘{' E’Fﬂl(ﬁT“--sEE;q_l)A”‘Aﬁn(ﬁ:---;ﬁ,‘ﬁ)
Tenemos que

9. 8tq=F(py,...,pm) = G(q1,...,qn), entonces E' - (T5,. .., 7)
De manera que de (3),(4) y (5),

6. E'F Bi(P1,....Pms 1) A+ A BulBT, - -, Py @) A Y@ 1%, Q)
Como T es un término en Lp/, sean w (i€{1,2,...,n}) variables
tales que los términos @ son libres para sus correspondientes u;. Asi que
por la regla existencial, tenemos lo siguiente
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7. EI"_ Bul}"'iau'n [ﬁl(p_l}-”sﬁ;: ul)/\' ) 'Aﬁﬂ(ﬁys- -';ﬁ;‘%)/\’f(ul;“ <,7.l\a,§)}

Esto es

8 E'talpy,...,pm,q)
Ast'quesi QZF(Pla---:Pm);
entonces deducimos que E'V apr,...,Pm, Q)

Con lo que queda concluida la demostracion del inciso (a).

Inciso(b)
La demostracién correspondiente a este inciso estard dividida en dos partes:

Inciso(b-1) : E' F 3welpy,...,Pm,w)
Inciso(b-ii) : E' F Yu,Vue (a(P1,...,Pm,v1) Aa(BT,-..,Pm,v2) —
v~ 1}2)

Inciso(b-i)
Por el paso (7) del inciso (a) tenemos

1. E"F—auh‘“)auﬂ131M|---)m’u1)A"'Aﬁ’l(pY“"!p;luﬂ)/\’r(uh“"un’ﬁ)l
Aplicando la regla existencial para el término q
2. E'F Jwluy,...,3un [Bi@1,. ., Pms 1) A ABa(PT, - - oy Py tn)A
T(ul""!uﬂlw)]
Fsto es

3. E' + Swa(py,...,Pm,w)
Con lo que queda concluida esta parte de la demostracién.

Inciso(b-ii).

Sea §F = Pi,...,Pm, tenemos, de acuerdo a como hemos definido a la
formula o € L™, que

I E",a("p',vl),a(ﬁ,vl) F 3111,..- :a'u'n Bl(ﬁ!"'sﬁtul)A" 'Aﬂn@-v" lp:'l'sun)f\
‘T(u‘l!' >-!u'rhvl)!
Consideremos la siguiente deduccidn (aplicacién de la Regla C con las
constantes provisionales ay,...,an,b1,...,bp):

Los siguientes dos pasos como hipdtests

L. ﬁl(ﬁ‘---sﬁﬂ_hal)A"'Aﬁn@T"")p;-laﬂ)A'T(ah---saﬂ;vl)

i, ﬁl(ﬁs“ i m;bl)/\ e Aﬁﬂ(ﬁ!"' !mab‘n) A‘T(blr" . 1bﬂ|t"2)
De la hipdtesis (3), de acuendo o la férmaula 4 del B-T y por M.P.,

podemos afirmar que
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121,

.

v,

ﬁl(ﬁi‘:' 'wp‘?l‘lal)

6"("’;1—)" '?p;’%)
De la misma manera, de la hipdtesis (ii) obtenemos que

»61(1,_1!' %x sﬁ: bl)

ﬁn(P_l; v $ﬁ| bn)
Recordemos que tenemos

q= G(Hl(Ph- o st): m iy Hn(Ph s :Pm))
= G(q1,---,9n).
De modo que
q1 =Hl (Pl‘- . pm)‘ .. iQn=Hn('Ph ree ipm)
y, como H; es representable en Lg: para todo i € {1, ... ,n},
entonces tenemos

. .Bl(p_ls" 'vﬁ:q_l)

Bﬂ(ﬁ?’ ik 1%! q_“)
De manera que de los pasos (iii) y (v), tenemos

51(}3_19' "!ﬁ!a’l) A ﬂl(P_h--- !i’;vq_l)

ﬁ"(ﬁ""’p_m‘ari) A ﬂ"(ﬁ}"‘!ﬁ"?‘@
De acuerdo a [II] previo al inciso (a), podemos afirmar que

. ai k‘:q‘_l

On R Gn
De igual manera de los pasos (i1) y (), tenemos
Br(PT,. .., Pm>a1) A Bi(PT, - - -, Pm, 1)

Ba(®1, - - -, Pm,an) A B1(PT,- - . ,Pm, bn)
De acuerdo a [II] previo al inciso (a), podemos afirmar que

.almbl
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an = by,
Lo cual tmplica

LAy b AL Aap by,

De los pasos (i) y (it), de acuerdo a la férmula 4 del apéndice
B-1 y por M.P., tenemos

‘Y(alu e |a1hvl) A ‘T(bli e |b|'liv2)
De acuerdo a estos dos dltimos pasos, afirmamos que

. ﬂq%bl s /\a.n%b“/\

v(@1, .., 8a,01) Ay(by,...,bn,v2)
Por otro lado, sea
(z,z) = v(z,02,...,8n,v1) A Y(2,b2,...,b,,02)

Entonces, de acuerdo a la proposicién anterior, observamaos que

#(ay,b1) = v(a1,02,...,an,v1) A Y(by1,bs,. .., bn,v2)
A partir de esto, usando la proposicion 2.3.12, afirmamos que
a %bl —F
[v(a1,02,...,an,v1) Ay(by, b2, ..., bn,v2)

_— ‘T(altGQ) venyOn, 1’1)/\1’(&1,52,‘ . ,bn, 'Ug)]
De manera similar, tenemos que

[‘T(ahaﬁv'“laﬂrvl) A‘f(a’hb‘z:' =2 !bnav?)
= 7(01,02,“.,O-n,‘l-’],)/\‘}'(al,ﬂz,-H,bn,‘l’z)]

an X by —
[‘T(ﬂl,az»- -+ 3 Qn, Ul) A'T(al': az,. .. |a'n——!.)bﬂ|v2)
— ‘Y(a’ls a,... tan)"l)’\'}’(all az,...,0n, 'Uz)]
Agregando hipétesis al paso (ziii), o bien de acuerdo a la férmula
2 del apéndice B-I en el paso (ziii), tenemos
ay "‘H"':bl A'T(a'haﬂl" -nam'*-’l)f\'}'(bhbm-- -:bm”?) -
7(a1,82,. .. ,8n,v1) Ay(b1,b2,. .., bn,v2) —

(@182, Gn,01) A V(@1 by by )|
De acuerdo al axioma 2 aplicado al paso anterior y por M.P.,
tenemos
(ay = by Av(a1,aa,...,80,v1) Ay(bi,ba, ... bn,v9) —
v(a1,a2, .. .,an,01)AY(b1, ba, ... ,bn,v2))
= (0‘.11 = bl A‘T(altaﬂa e 10'“;"'-"1) AT(bls%s' . |bﬂ)v2)
— y(a1,02,- - -, an, v1)Ay(ay, ba, . .. b, v2))
De la férmula 4 del apéndice, el paso anterior y M.P.,
a mbl f\‘)’{al,az,--.,an_,t'l)A‘T(bl,bg,“.,bn,'UQ)
— (a1, a,...,an,v1) Ay(ay, by, .., by, v2)
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UL,

I,

TTVL,

Ahora, usando la primera ezpresion del paso (mv) y agregando
hipdtesis de acuerdo a la férmula 2 del apéndice B-1,
az ﬁb‘z A"((ﬂ-l,ﬂﬂ,“ .,%,91)A7(al,bz,-..,bn,02)
- '}’(ahaz:-”‘ﬁm’l-'l)A‘T(Chbm---nbﬂs?&) -
‘v(al,ae.---,amvx)/\‘r(ahaz.---,bn.vz)]
Por el azioma 2, M.P. y la férmula 4 del apéndice B-I, podemos
afirmar que

- ag mbﬂA'T(alia‘Z)" . ;a-m'-"l) A‘Y(als&m-- . :bﬂst)
—* 7(0'1:0'2:' » -:O-mt'l)’\‘f(ﬂhaz, ..

De acuerdo a la formula 12 del apéndice B-I aplicdndola a lo que
tenemos en el paso (zvii), podemos afirmar que

. a; X by Aag X by Avy(ay,a2,...,8n,v1) Av(b,ba,. .., bn,v2)

'!bﬂ.yvﬁ

— az = bQA'Y(a‘lsaﬁ} cenyOn, "-’1)"\’1‘(01,521 reey bn;‘”?)

Por la transitividad de la tmplicacién, de los pasos (zz) y (ziz),
obtenemos

= ai Au‘bl Aa’? %62 A’Y(a'l!a?r!"')a'ﬂ!vl) A’Y(b‘:bz!' s !bﬂam)

=7 ’7(0'110'2! ve ,%,‘U;)A'T(Gl,ﬂ?,- .- |bn1 UQ)
Siguiendo con este razonamiento, podemos afirmar que

cay by ANag b A Aay & by A

‘T(al)aﬂs" ':a'1|vl)A7(blsb29"')bﬁlm) =2

7(“1-“2, ey ﬂmvl)/\'}'(al 2 @2, .., 0n, ﬂ?)

Aplicando M.P. a los pasos (zii) y (zzii), tenemos que

1. 'Y(a'lla'zl"'lanjvl)A‘Y(al)azj"'laﬂ!vz)

Por otro lado, de acuerdo a la proposicién anterior, tenemos
a) =~ aT == [7(0‘11021 cevyOn, Ul.) /\'}'(01,02,‘ ' ,Gn,‘vg)

- T(q_naa,---,an,vl)!\’r(q_l.az,---,amva)]
Aplicando el azioma 2 al paso anterior y por M.P.,

. (@ =@ — v(a1,a9,...,an,v1) Ay(ay,az,...,an,12))

== (ﬂl %q_]_ q?(ﬁ:@:'”vansvl)/\'y(alaﬁl"‘ran;w))

Del paso (xzziii), podemos afirmar que

- a4y mq_ll. = ‘T(al:azn---,ﬂm”l) A7(a1,ag,.. '&%11’2)

Asi, que aplicando M.P. a (zzvi) y (zzv),

. a4y "NVQ_I—"7(9_1;'32;---;%,”I)A‘T(ﬁsah---,%am)

Agregando hipétesis en el paso anterior y de acuerdo a la férmula
2 del apéndice B-1, tenemos que

o ¥ A= — YT, a2, .. ,a0,v1) AY(T1, 02, . ., Gn, V2)
De manera similar a como hemos procedido, tenemos, por la
proposicion anterior, que

. GQ%E - h(q_l—)a2a“‘va'n:vl)A'Y(q_haQ!“-:%11’2)

- 7(@'_1‘5,3,%‘ l’ll) A 1(aTlﬁt vonyOny UQ)/‘
Agregando hipétesis a lo que tenemos en el paso anterior y de
acuerdo a la férmula 2 del apéndice,



IT. ) R ANay R G —
T’Y(Eﬁ-.a‘z;---.%1”1)"’7@1_‘02-‘--&7“02)) =,

V@G G 01) AV -y )|
Por el axioma 2 y M.P., tenemos
zzzi. (0 QA NG —
V(@ 02, .., an, 01) AY(@T, 02, ..., n, ) =
(a1 QT hap =G —
Y(@1.%@, .. 0n, 'Ul) A’}'(q_h g2, van;v2))
Aplicando M.P. a los pasos (zxwiii) y (zxxi),

zzzd. o R ARRE = V(@B 00, 0) AYEL S 00y V2)
Procediendo de igual manera, obtenemos

zzrut. ol R QA RPA-- - ANapn G —

7(515;- ey Qny 01)/\‘7(@‘_1, a2, . +Gn, v‘z)
Aplicando M.P. a los pasos (z) y (zzziii),

zzziv. (1,32, -- -, qn, 1) AY(@1,02, - - -, Tn, V2)
De acuerdo a la representabilidad de la funcién g y dado que
estamos suponiendo gque

g=F(p1,-..,pm)
= G(Hl(pls---spm)“-‘Hn(pil---vpm)}
= G(Qll---v‘?n):

podemos afirmar que

zzzv. ¥(q1, 32, 3y 1) AY(@, 02, Ty 2) S U1 R
Ast, que por M.P. en (zxziv) y (zrrv), tenemos que
ITTVL. V) N Vg

De la deduccion anterior, tenemos que

2. EJ’ ﬁl(p_I‘!'"lp_ﬂ'.hal)A'.-Aﬁﬂv(ﬁ"'"p_;;;}an)hj(al!“'}a'ﬂivi)
Aﬂl(P_h-n-ﬁ;bl)/\“'Aﬂn@?v---I-"‘_m-:bn)/\"l’(blv---.bml’z)
F vy~

Por la regla C aplicada 2n veces, podemos obtener que
3. F, a@v)Aa@vn) F vyxn
Por el metateorema de la deduccidn, tenemos que
4 E'Fa@,n)Ne@v) = v
Aplicando generalizacién dos veces, tenemos
5. E'FVYuYu(a@,v) Aa(@,v2) — v~ v2)
Con lo que queda concluida esta parte de la demostracidn.

De (a), (b-i) y (b-ii) podemos concluir que toda funcién que se obtiene por
el método de sustitucion a partir de funciones representables es representable.
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Como ya tenemos que las funciones iniciales son representables y que las
funciones que se obtienen por medio de los métodos de recursién y de sustitu-
cién apartir de funciones representables son representables, y de acuerdo a la
definicién de las F.R.P., se tiene demostrada la siguiente proposicién.

Proposicién 2.3.15 Las funciones recursivas primitivas son representables en

E.

Demostracién 2.3.15.1 Definicion de F.R.P. y proposiciones 2.3.2, 2.3.3,
2394 23811, 2.5.18.

A continuacién veremos resultados similares a los que obtuvimos con las
F.R.P. para las relaciones. Daremos la definiciéon de relaciones recursivas
primitivas (R.R.P.) y las definiciones y resultados necesarios para garantizar
que este tipo de relaciones sean ezpresables en E'.

Definicién 2.3.4 (Funcién Representante de una Relacién)

Sea R C N". Una funcién representante de R es una funcién f: N* — N
tal que

Vpl""?Vpn(f(p]“"lpn)-To ﬁ R(p].!"'!pﬂ))'
Definicién 2.3.5 (Relaciones Recursivas Primitivas)

Sea R C N™. R es una relacién recursiva primitiva (R.R.P.) s1 y sdlo st R
tiene una funcidn representante recursiva primitiva.

Proposicién 2.3.16 Las relaciones recursivas primitivas son expresables en

E'.

Demostracién 2.3.16.1 Sea R una relacién recursiva primitiva, entonces tiene
una funcién representante fr que es recursiva primitiva (F.R.R.). Por ser fg
una F.R.R. y de acuerdo con la proposicion 2.3.14, existe una férmula oy, que
representa a fr. Sea g, definida por:

Pr(Z1,. ., 2k) = agp(@r,..., Tk, 00)
donde ¢y es la constante que agregamos a Lzp. De manera que:
‘Sf(‘Pl;--wpk)ER: entonces fR(Pl----;Pk)zo; por!oque
E'F afﬂ(p_],..‘,p_k,(—l}.
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® Si(py,...,pk) € R, entonces fr(py,...,px) #0, y como fr:N* — N,
eviste ng € N, tal que fr(p1,...,px) =no y E' F ap(p1,...,Px,70) De
acuerdo a la definicion 2.9.2,

E' v as,(P1,. .. ,Pk,0) Aage(P1,...,Pk,m) = m~0

Por contrapositiva y dado que para todo nimero naturalm, si m # 0, en-
tonces E' - ~m =~ 0%, aplicando lo anterior con ng (ng # 0) y por modus
ponens tenemos que

-EF afﬂ(ﬁl_s' -ﬂf’_’:sn“o) = _‘afn@:---sﬁ:ﬁ)
Y, por lo dicho anteriormente, se tiene que
EJ }_ _‘afﬁ.(p_h"':p_k!ﬁ)

De manera que con la férmula g se satisfacen las condiciones de la definicion
2.3.1, para la representabilidad de la relacién recursiva primitiva R.

20Véase la proposicion 2.2 del apéndice A.




Mariana Martinez Gonzélez 91

Capitulo 3

Lista de Funciones y de
Relaciones Recursivas
Primitivas

Por definicién tenemos que las funciones iniciales son recursivas. La siguiente
es una lista de funciones que obtuvimos por el método de recursién! a partir de
las iniciales y que por tanto son funciones recursivas?, en el capftulo 2 también
demostramos que las funciones recursivas son representables en Lgv, por tanto
la siguiente es una lista de funciones representables en Lg:.

Funcién Definicién de la Funcién Nombre de la Funcién

+'N2aN| m+0=m Funcién Suma de niimeros
m + (r)t = (m + n)* naturales.
Para cualesquiera m, n € N.

:N2=SN | m0=0 Funcién Producto de niimeros
m-nt=m-n4+m naturales.
Para cualesquiera m, n € N.

“:N->N |ml=1 Funcién Exponenciacién.
+
m* =m" . m

Para cualesquiera m, n € N.

1Capftulo 2, definicién 1.1.2.

2En el curso de Légica III impartido por los profesores Rafael Rojas B. y David Meza
A. comprobamos que efectivamente las funciones que en esta seccién se enlistan se pueden
obtener por el método de recursién.
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Funcién Definicién de la Funcién Nombre de la Funcién
l:N=N 0 =1 La Funcién Factorial de un
ntl = (n+1) - n! niimero.

Para cualquier n € N.

6: N—=N d(n) =n-1 sin>1 Funcién Predecesor
=0 sin=0
Z:N2=N m—-n=m-n sim>n | Diferencia Positiva
=0 sim<n

=|: — m-—-n|=m-n sim2>n or uto de la Diferencia
N2 =N i Valor Absoluto de la Dif i
=n-m sin<m

min: N* =N | min(mn)=m sim<n El Minimo de dos nimeros.
=n sim>n

maz: N> SN | maz(mn)=m sim>n El Méximo de dos niimeros.
=n sin>m

sg: N—=N sg(n) =1 sin>0 El Signo de un nimero.
=0 sin=0

W:N-N FGg(n) =0 sin>0 El Signo Contrario de un ndmero.
=1 sin=0

Las siguientes también son llamadas sumas o productos, segiin sea el caso,
de funciones primitivas, es decir que en las siguientes definiciones supondremos
que la funcién f para cada caso es una funcién recursiva primitiva.

sir=0;

0
.2'"!@1"”?“";)={f(pl,.,.,pﬂ,0)+---+f(p1,‘.‘,p“,r—1) sir>0
- zqgrf{ﬂl. ses Pﬂuq) - E‘(r-& f(plt e qu)

sir=0;

1
flpi,-- 2 Pn0) - oo - f(P1y- . yPR,T—1) sir>0
» nqgnf(l’ln . 'Pﬂnq} _— H“..J(Ph ‘e -pl'h‘})

.nq(rf(pll-“leQ) ={

. E-(qqrf(ph cor Prs Q) =Eq<(,.;,);1 f(ﬂl- qu+3+l)
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A partir de las definiciones anteriores es posible definir sumas y productos
de funciones recursivas primitivas para << , <<, €<, <<.

En algunas de las siguientes funciones se hace referencia a algunas relaciones,
como por ejemplo a la relacién PRIM C N, o a la relacién | C N2, dichas rela-
ciones son definidas en la siguiente seccién. (Las relaciones las denotaremos con

letras magnisculas.)
Funcién Definicién de la Funcién Nombre de la Funcién
res: N2 = N res(m,0) = 0 El residuo de dividir n
res(m, nt) = entre m.

Cp:N*'—N

py:N+2 4N

py: N2 N

P:N—=N

(res(m,n))* - (sg(Im — ( res(m, n) )* )

d(z) = 3 <. 59(res(z.y))

coc(m,0) = 0
coe(mmnt) =

coc(m,n) + 5g( [m— ( res(m,n) )* | )

CR(PX-----?ﬂ)=° Si(Pl‘-?n)ER
Cr(p1,---,pn) =1 si(p1,...,pn) ¢ R
donde R C N*

Hyy<:R(Zy) =

z si A y<ztalque (Fy)€R
o en otro caso lo siguiente

min {y€N |y < zy (Z,y) € R}
donde RCN**! FeN* z€eN.

%{ta(gly) b zv(x(nuﬂ:v CR(£| w))

P(0) =2
P(n*) =
MYy<py+1(PRIM(y) & y > P(n))

Notacién : P, = P(n)

Nimero de Divisores de
un ndmero.

El Cociente de dividir n
entre m.

Funcién Caracteristica.

El Minimo Natural y
tal que (Z,y) € R.

El Minimo Natural y
tal que (£,y) € R.

El n-ésimo Primo en
orden ascendente.




94

Funcién Definicién de la Funcién Nombre de la Funcién

(Oo: N2 N (n)i = pyy<n( ~ (PY* |n)) El Exponente del i-ésimo Primo
en la descomposicién de n.

ld: N N ld(n) = Zv(“{sg((ﬂ):)) Longitud

? (calcula el niimero de exponentes

no cero de la descomposicién
densin#0,
y da cero sin = 0).

lh: N—N lh(n) = Una variacién de la funcién

Bly<n anterior.
Vazen(z 2 y = (~(P; |n) N
(m) ;

*: N SN nam=n-[]m( Pymys; ) | Funcién Concatenacién.

pp: N—=N pp(n) =P xnx 2 Funcién Poner Paréntesis.

ppc: N2 2 N | ppe(mn) = pp(m + 27 % n) Funcién Poner Paréntesis
con Coma.

neg: N~ N | neg(n) = pp( 2919 + ) Funcién que da el nimero de
Godel de la negacién de la
expresién con niimero de
secuencia n.

imp: N* = N | imp(n,m) = pp(n * 29C") «m) | Funcién que da el niimero de

imp(n,m) = pp(nx 2! «m ) Gédel de la implicacién de las

expresiones con nimero de
secuencia n y m.

cu: N 2N | cu(nm) = pp( 291 . 391() x m ) | Funcién que da el nimero de
Gaodel de la cuantificacion
universal respecto a la variable
v, de la expresién con nimero de
secuencia m.

lol: N =N | lol(nm0) = Funcién que da la posicién

s Fyvﬁldim){ VOL(ﬂ,m;y) )
lol(nmk*) =
" MYy<td(m)
[VOL(n,m,y) A y> lol(n,m k)]

que ocupa en su ocurrencia
libre nimero k la variable v, en
la férmula con nimero de
secuencia m.
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remp: N - N

sus: N* = N

sub: N'* = N

nmi(n*) = 29U4) 4« pp( nmi(n) )

remp(n.mp) = .
ity

n]-:
ni<p })|( xm l-.[.'.cm(n}._p P‘

sus(nmk0) =n
sus(nmk,rt) =
remp(sus(n,mk,r)klol(mn,r))

sub(nmk,0)=n
sub(nmk,r*) =
remp(sub(n,m k,r) k,lol(m,n,r+)-1)

Funcién Definicion de la Funcién Nombre de la Funcién
nol : N2 N nol(n,m) = Funcién que da el niimero de
BYy<id(m) | lol(n,myy) = ld (m) | veces en que la variable v,
ocurre en la férmula con
nimero de secuencia m.
nml: N—= N nml(0) = 291(c0) Funcién que da el niimero de

secuencia de un numeral.

Funcién que da el nimero de

secuencia de la expresién que
resulta de la expresién con
niimero de secuencia n al
quitar el simbolo del lugar p
¥ poner en su lugar a la
expresién con niimero de
secuencia m.

Funcién que da el niimero
de secuencia de la férmula
que resulta de sustituir las
primeras l-ocurrencias libres
de la variable v, por la
expresién con niimero de
secuencia k en la férmula
con niimero de secuencia n.

Funcién que da el niimero
de secuencia de la férmula
que resulta de sustituir las
primeras r-ocurrencias libres
de la variable v,, por la
expresién con niimero de
secuencia k en la férmula
con nimero de secuencia n.
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Funcién

Definicién de la Funcién

Nombre de la Funcién

Sb: N* — N

sust: N2 = N

Sb(n,m,k) =
sub(n,m,k,nol(m,n))

sust(mk) =
Sb(m k,nml(m))

Funcién que da el niimero de secuencia
de la férmula que resulta de sustituir
todas las ocurrencias libres de la
variable v, por la expresion con
nimero de suecuencia k en la férmula
con niimero de secuencia n.

Funcién que da el nimero

de secuencia de la férmula que
se obtiene al sustituir todas las
ocurrencias libres de la variable
vg. por el nimero de secuencia
de esa misma férmula.

3.1 Lista de Relaciones Recursivas Primitivas

(n=pply>22® 5 2) v
n= pp(y * 29!(6) * z))]

Relacién Definicién de la Relacién Comportamiento de la Relacién
| € N? (nm)e | = res(nm) =0 n Divide a m.
PRIMCN | PRIM(n) = |d(n)-2|=0 n es un Ndmero Primo.
<CN (nm)e< = 35g(—(n,m)) =0 n es Menor que m.
VARCN VAR(n) = 3yycn (n =290 n es el Niimero de
Secuencia de una.
Variable
TERM CN | TERM(n) = n es un Término.
VAR(n) v (n = 291(c))
V[Buy<n(TERM(3) A
(n =29 f2) *pp(y)})]
ATOM CN | ATOM(n) = n es el Niimero de Secuencia
JyyenIzzen [TERM (¥) A de una Férmula Atémica de
TERM(z) A Lg.
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Funcién Definicién de la Funcién Nombre de la Funcién
FORM CN | FORM(n) = n es el Niimero de Secuencia de
ATOM(n) una E'-Férmula.
v [%y(u(}'.ORM(V) An = "’CQ(.‘)'})}]
V [Byy<n3zicn(FORM (y) A FORM(2) A
(n = imp(y,2)))]
v [ayuCnaz:(ﬂ(FORM(U) An = cu(zy) )]
MPCN MP(zyz2) = z es el Nimero de Godel de
FORM(z) A FORM (y) una Férmula que se obtiene
A FORM(z) A y = imp(z,z) . por Modus Ponens de las
férmulas cuyos niimeros de
Godel son z , y.
GEN CN? | GEN(n,m) = m es el Niimero de Godel de
FORM (n) A FORM(m) una Férmula que se obtuvo
A 33:<m( m = cu(z,n) por la Regla de Generalizacién
aplicada a la férmula con niimero
de Godel n.
VOocC N VO(nmp) = La Variable v, Ocurre en la
FORM(m) A ({m) » = g1(va) ) E-Férmula con niimero de
secuencia m en el Lugar p.
VOFCN?* | VOF(nm) = La Variable v, Ocurre en
yy<td(m) (VO(mm,v)) la Férmula con niimero
de secuencia m.
VOAl CN® | VOAI(n,mp) = La Variable v, Ocurre en
VO(nmp) A ((m)-s = 0:(¥)) la E-Férmula con niimero de
secuencia m en el lugar p y es
la Variable de un Cuantificador
Universal Vu,.
VOA2C N® | VOA2nmp) = La Variable v, Ocurre en
VOAl(n,m,p) la E-Férmule . on nimero
A Byyem(m = cu(ny)) v de secuencia m en el lugar
AzrcmIyemIzeem((Mm =2 % cu x 2) p ¥ esté al alcance de un
A VOF (n,y))] Cuantificador Universal Vu,,.
VOACN | VOA(nmp) = La Variable v, Ocurre
VOAl(nm,p) Vv VOA2(n,mp) Acotada en la E-Férmula con
nimero de secuencia m
en el lugar p.
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Relacién Definicién de la Relacidn Comportamiento de la Relacién
VOAF CN? | VOAF(n,m) = La Variable v, Ocurre
3!xm«:m(m)("'M(ﬂ,m-,y)) Acotada en la E'-Férmula
con niimero de secuencia m.
VOL C N® VOL(nmp) = La Variable v, Ocurre
VO(n,m,p) A ~VOA(mmp) Libre en la E’'-Férmula
con nimero de secuencia
m en el Lugar p.
VOLF C N* | VOLF(nm) = La Variable v, Ocurre
VOF(n,m) A ~ VOAF(n,m) Libre en la E'-Férmula
con nimero de secuencia m,
en todas sus ocurrencias.
-
VOT C N2 VOT(nm) = La Variable v, Ocurre
TERM (m) en el término con nimero
A Byw.ld(m) ((m) v =0 (Un)) de secuencia m.
SFORC N? | SFOR(nm) = n Es el Ndimero de
FORM(n) A FORM(m) secuencia de una
A [n =mV Subférmula de la Férmula
(n#ma con niimero de secuencia m.
322<td(m) yycrdm)(m = z x n y})]
TLVFCN | TLVF(nmyp) = El Término con niimero

TERM(n) A FORM (p)

A ~ 32, <, [SFOR(z.p) A VOLF(m,z)
A Fy3z(z = culy,z) A VOT (y,n)

A ~ Fwpcpkecy (SFOR(wp)

A w = cu(mk) A SFOR(z k)))]

de secuencia n es

para la Variable v,, en
la Férmula con niimero
de secuencia p.
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3.2 Axiomas Légicos

Axiona Logico #

Definicion de la Relacién

Definician del Axioma

ALICN

AL2CN

AI3CN

AL4 € N?

AL5 C N?

ALBCN

ALTCN

ALl(z) =
vy Izecs [FORM(y) A FORM (2) A
z = imp(y,imp(z,y))

Al2(z) =

3?,-(.3‘:(:3";&:

[FORM{y) A FORM(z) A FORM(w) A
z=imp(imp(y,imp(z,w)), imp(imp(y,z),imp(y,w)))]

AL¥z) =
3yy<s3zice [FORM (y) A FORM (z) A
z = imp(imp(neg(z).neg(y)),

imp(imp(neg(2,y),2))]

AlA(zn) =
Hy<eIzec [FORM(y) A TERM(2)

ATLVF(zny)

Az = impleu(ny) , sb(yn,2))]
AL5(zn) =
Fy<eIzicz [FORM(y) A FORM((2)

A ~VOLF(n,y)

A z = imp(cu(n,imp(y,z)),imp(y.cu(n,z)))]

AL6 =
z = cu(0, 29:(0 . 3o (o) . 5o1(=) | 7ai(vo) | 118:)

ALT =
Jyy<:[FORM (y) A
z = imp(291() . 3oi(=) | goulea)

imp(y,sb( y, 1 , *g2(2))))]

a — (§ — a)

a —(8 —y) -
((a =B) —(a —1))

(=8 ——a) —
(=8 —a) —5)

Vzna(za) —alt)
Para { un término que
es libre para z,, en a(z,).

Si a no contiene
ocurrencias libres de
Zz,,, 8¢ tiene que
Yzu(la — 8) —

(Q — Yz, 0)

Vzo(zo = zg)

z =y —(alz,z) —afz,y))

99



3.3 Axiomas Propios

(a) Extensionalidad:

100

Vo Vua [ Vus( (vs €vy s €Evp ) A (13 €Evg — 13 €0 ) ) —

APEE'(n) = 3m,,

(b) Vacio:

JugVor ( ~vp € vy )

APVE'(n) = 3m,,

(c) Par:

111%119_]

..y 3myy [m: — 991(v3) . 391(€) . 5o1(v1)

A my = 291(v3) . 301(€) . 591(v2)
A g = 291(11) . 301(=) . 591 (v2)
A my = imp(m1,my)

Ams = 3mp(m2;ml)

A mg = neg(ms)

A mq = imp(m4, mg)

A mg = neg(my)

Amg = cu(3, ma)

A myg = imp(mg, m3)

Amqy = cu(2,mm)

An= cu(].,m“)]

... 3mg [my = 291(0) . 391(€) . 591(v1)

A mg = neg(m,)
Amg = cu(llm2)
A my4 = neg(mg)
A mp = cu(0,my)
An= neg(m5)]

VvgVv; Jvg Vo ((v3 € vg — v3 = v V vz = 1)

A (v3 & vo Vo & v; — v3 € 13))]

APPE'(n) = 3m,,...,3m,5 [m] — 991(v3) . 391(€) . 5 (v2)

A my = 291(¥3) . 391(=) . 591(vo)
A mg = 991(vs) . 301(=) . 591(v1)
A my = neg(mz)

A mg = imp(mg4,m3)
A mg = imp(m;,ms)
A my = imp(ms,m;)

A mg = neg(mz)

A mg = imp(me,mg)
A myp = neg(my)

A myy = cu(3,myqg)
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(d) Unién:

A myp = neg(my)
N g cu(2,m12)
A Mg = neg(my3)
Amys = cu(l,m4)
An= cu(O,m15)]

VYooTur Voo [((v2 € vi — Jus(vs € vo Avs € v3))
A (Jus(vs €Evp Avg Ev3) — 19 € vl))]

APUE'(n) = 3my,...,3myg [m; = 291(%2) . 301(€) . 501:(»1)

A my = 291(v3) . 391(€) . 591(vo)
A mg = 291(v2) . 301(€) . 591(va)

A m4 = neg(mg)
Amg = imp(rn’bm-i)
A mg = neg(ms)

A my = neg(ms)

A mg = C‘U(a, m?)

A mg = neg(mg)

A myg = ‘mp(mlﬂm}
A myy = imp(mg, m,)
A mya = neg(my)

A my3 = imp(mye,m)2)
A mys = neg(mz)

A mis = cu(2,my4)

A mye = neg(mys)

A myy = cu(l,m)

A mg = neg(mn)
An = CU(O, mlB)]
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3.4 Las Relaciones que se emplean en la Demostraciéon
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[ Relacion

Definicion de la Relacion

Comportamiento de la Relacion

PRU C N2

PRC N

PRN C N*

PRU(ngn) =
FORM(m) A (M), " A

ViccumFORM((n),) A
(AL() () v AE ((0),) V
TisesFkrae (MP(), . (), (0).)
V 3 GEN((),, ) D]

PRinmk) =
PRU( n, sust(mk) )

PRN(nmk) =
PRU( n, neg( sb(m k, nmnl(m) ) ) )

n Ls el Nimero de Godel
de una sucesién de férmulas

la cual es una Prueba, en el
Sistema ', de la férmula

con ntmero de secuencia m.

n es el nimero de Godel

de una Prueba de la férmula
que resulta al sustituir en la
formula con niimero de Godel
. la variable v, por el
numeral de m.

n es el numero de Godel

de una prucba en E de la
negacion de la férmula que
resulta de sustituir en la
férmula con nimero de Godel
m la variable v por el
numeral de .
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Capitulo 4

La Demostracion

4.1 Algunos resultados previos y el teorema de
Godel-Rosser para ZF

En la introduccién he dado una descripcién del teorema de incompletud de
Godel-Rosser. En los capitulos anteriores hicimos las construcciones necesarias
para dar una demostracién de este teorema. Ha llegado el momento de enun-
ciarlo y demostrarlo formalmente.

El enunciado de Godel-Rosser se obtiene a partir de la férmula

- y(z1) = Vao(arr(ze,z1,1) = Jy(y < 70 A GPRN(?J,SI:T)))

Recordemos que apgr ¥ apgy son las formulas que ezpresan a las relaciones
PR y PRN definidas en el capitulo 3. Observamos que esta férmula escrita
desde L 4p, bajo interpretacién, enuncia algo que involucra a todos los niimeros
naturales. Como es de suponer, para el caso de Lgv, la cuantificacién univiersal,
bajo interpretacién, no enuncia un “para todo nimero natural’, lo cual ha
sido un problema al querer demostrar el enunciado original de Rosser. Hemos
decidido! relativizar dicho enunciado a los naturales. De manera que, en lugar
de pedir el inciso 5 de la hipétesis de Rosser, a saber, para todo nimero natural
k =

THYz(z<kVk<z)

pediremos que cumplan la tricotomia con los numerales ciertos individuos que
satisfagan la propiedad definida por la férmula ¢y. Donde
en(z) =
—z~0v[0ez A Jy@yezA fo(y) ~2) A
Vy(y €z = (fo(y) €2 V foly) ~ 2))]

Entonces, la definicién que daremos para y(z,) es la siguiente:

1Sugerencia del Profesor J.A. Amor.
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- @) = Veo[en(zo) -

(ﬂpn(zo,whﬂ —
Fy((y € 20 Vy~z0) A
aprn(Y, Ihi)))]

A continuacién enunciaré algunas propiedades que deben cumplir los nu-
merales, y los individuos que cumplen ¢p. Pero antes de enunciarlas debemos
recordar que en el capitulo 2 hemos definido por recursién una funcién
h: N — Lg tal que:

= h(0) = co
— h(n*) = f,(h(n))
¥ que tenemos la siguiente notacién:

0 = h(0)
n+1 = h(nt+1) = f,(h(n)) = f5(R).

Proposicién 4.1.1 Para todo niimero natural n se tiene que
E'FVy(yen+1— (fily) €nt1V fily) xn+1)).
Demostracién 4.1.1.1 (Induccién sobre n)
Base de Induccién
-n=20
1L EFfHLO~T
De acuerdo a la proposicion 2.3.7, tenemos que

2 EFrzx0—-ze€f,0)

Entonces, por Gen, el arioma 4 y M.P., obtenemos
S. FFHlOel

Por otro lado, 1 implica que
4- E'F f,0) eV f(0) =1

Sea p(0) = f,(0) € TV £,(0) = 1, entonces, de acuerdo a la proposi-
cion 2.8.10, tenemos que
5. E'F ¢(0) — Yy(y € £,(0) — ¢(v))

Asi que, de acuerdo a lo que expresa (0) y aplicando M.P. en (4) y (5),
tenemos que
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6. E'FVy(y € £,0) = (fs(v) €TV fo(y) #1))

10.

11.

Esto es, reescribiendo al térmio f,(0)

B RV €0+ (fuly) €0FTV fo(y) »0+1))

Con lo que queda demostrada la proposicion jara la base de induccion.

Hipétesis de Induccién: Supongamos que, yara n € N se tiene que
E'tVYy(yen — (f(y) €nV fi(y) = 7)).
P.D.
EbVyyen+l— (fuly) €enFIV fy(y) xn+1))
Laideaess n¥1 = f,(R) “=” “nU{n} ",

luego yenU{n} = yenvy=n’.
Por HI, “fs(y) eEnVfy(y) =n o fi(y) = fs(n) =n+1".

De acuerdo a uno de los aziomas que agregamos en el capitulo 1
para extender Lz, sabemos que

. E'Fz= f,(R) & ps(A,z)

Esto es
E'Fzxf,(n) EIwEI‘v[Vy(yEwHyzﬁ) A
Vy(yeveoymwVy=a) A
Vy(y €z H?rz(zevl\ye.z])]
Entonces, generalizando a la variable z, luego aplicando el axioma 4 con
el término f,(R), usando sdlo la tmplicacién “— "y por M.P., abtenemos
EF &uEIv[Vy{yewHywﬁ) A
Vyy€veorymwVysn) A
Vy(y € £,(@) o 2(z € v Ay € 2))]
Sea
Bab) = [Wyeaoyxm)a
VyyebsyxwVyx=n) A
Vyly € fo(m) = Jz(z€bAy € z))]
Entonces tenemos que
E',B(a,b) F [Vy(y €Eaeyxn) A
Vy(yebe—yrwVy~n) A
Yy € f() = Fa(z € bAY € 2))]
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De lo cual, usando sélo un sentido de la implicacién en las subformulas de
la férmula del paso anterior, el azioma 4, la férmula 4 del apéndice B-Iy
M.P., podemos deducir que

12. E'\B(a,b)Fy€a—y~n
13. E',B(a,b) FVyly by~ wVy =)

14. E',B(a,b) Fy € fo(7) = F2(2 €bAY € 2)

Ahora consideremos la siguiente deduccidn

Admitamos como Hipdtesis

. reEbAyEr
Por ! arioma { paro lg férmula del paco (18) com ol mieman
término r empleado en el paso anterior, obtenemos

W réb-srxavVrxa
Por la tautologia (a A B — a) aplicada en el paso (i), tenemos
que

. yer
El azioma 7, tmplica que

wraxin—-(yer—oyen)

De la misma manera, por el azioma 7, tenemos que

v.rxa— (YEr - y€a)

Por une instancia de tautologia y wusando los pasos (iv)
y (v), obtenemos

vi. r&RVraae— ((YEr—y€ER)V (yEr —y€a))
Usando la férmula 28 del apéndice B-I, tenemos que

vi, (y€Er >y€R)V (y€Er—y€a)) —

(yer— (yervyea))
Ast que, por transitividad de la implicacion para los pasos (vi) y
(vii), obtenemos

viii. rxAVr~a— (yEr > (YERVyEa))
Nuvevamente, por la transitividad de la implicacion en (ii) y
(viiz),

ir. r€Eb— (yer—(yenrvye€a))

Por la férmula 2 del apéndice B-I a partir del paso anterior,
obtenemos

. r€EbAyer - (yer—- (yeEnrnVye€a))

El axioma légico 2, la férmula 4 del apéndice B-1 y M.P. implican
que

Ti. rEbAYETr — (YEAVYEa)

Por otro lado, por la hipdtesis de induccién de nuestra deduccion
principal, tenemos que
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15,

16.

17

18.

zit. yen — (fi(y) €nV fo(y) =)
Del paso (12) de nuestra deduccion principal, del paso (zii) de
esta deduccidon y por la formula 16 del apéndice B-1, tenemos que

il yEAVy€a — (fily) €EnV fily)xaVy=n)
Ademds, por el axioma 7, usando una tautologia y M.P., obten-
emos

v, y=A — f,(y) = f5(7)
De acuerdo a la proposicion 2.8.11,

zv. YyER — y € f,(R)
Aplicando Gen y el azioma 4 con el término f,(y), el cual serd k-
bre para y, obtenemos

wvi. fo(y) €N — fi(y) € f5(n)
Por la proposicion 2.8.7, tenemos que Tt € fq(R), ast que, a partir
del azioma 7 y del paso anterior, obtenemos

zvii. fo(y) =7 — fo(y) € fo(R)
Los pasos (miv), (zvi), (zvii), y la formula 16 del apéndice B-I,
implican que

zviti. (fo(y) €AV fi(y) mAVy =) —
(fs(y) = fs(R) V fu(y) € fs(R))

Por la transitividad de la implicacién en los pasos (ziii) y (zviii),
obtenemos

mz. yERVy€Ea — (fi(y) = fs(R) V fu(y) € fs(R))
Nuevamente, por la transitividad de la implicacion para los pasos
(zi) y (xiz), tenemos que

zz. r€bAYy € — (fi(y) = fo(R) V fo(y) € fu(R))
Aplicando M.P. a los pasos (i) y (zz), obtenemos

zzi. fo(y) = fs(R) V fs(y) € fs(R)
De esta dltima deduccidn, tenemos que

E',B(a,b),rebAy€ert fi(y) = fs(7) V fs(y) € fs(R)
Entonces, por la regla C, podemos afirmar que

E',B(a,b), 3x(z €bAy € 2) F foly) = fo(R) V fo(y) € fo(R)
Por el metateorema de la deduccion, tenemos que

E',B(a,b) - 3z(z€bAy€2) - (fs(y) = fs(®) V fa(y) € fs(7))

Por la transitividad de la implicacién en los pasos (14) y (17), tenemos
que

E',B(a,b) F y € f5(7) — (fs(y) = fs(R) V fs(¥) € fs(R))

Recordemos que, f4(7) y n+ 1 denotan al mismo término, asi que, ree-
scribiendo el paso anterior, tenemos que
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19. B',B(a,b) - yen+T - (f(y)mn+1V fo(y) €n+1) -
Entonces, aplicando la regla C dos veces, obtenemos '

20. E' JwIv(Bw,v)) F yen+1— (ly)=n+1V fi(y) €n+1)
De acuerdo con el metateorema de la deduccion, lo anterior implica que

21. E' + Jwv(B(w,v)) — L L
(yen+1— (fuy)=n+1V fi(y) €n+1))

De acuerdo a la definicién de B(w,v), y aplicando M.P. a los pasos (10)
y (21), tenemos que

2. FFyentl- (fy)~n+1V f(y)en+l)
Aplicando generalizacién, obtenemos

23. F'\+ Vy(y€n+1 = (fs(W=n+1V fi(y)en+ 1))
Con lo que queda terminada la demostracidn.

Proposicién 4.1.2 Para todo nimero natural n, se tiene que
EF on(R).
Demostracién 4.1.2.1 (Por casos)
CASOI: n=0 asi A=0
Por una tautologia, tenemos que
1. EEFO=D
Ast, obtenemos

2 Er+0x0vV (ﬁeﬁf\ Jyy eOA fo(y) ~0) A

Vy(y €0 (fo(y) €DV fu(y) ~0))) o
Es decir,

3. E'+ on(0)

CASO II: n+1 con n un nimero natural
Se tiene que
ennTI) = n+lx0vV

(ﬁen+i A

yen+1A fuly)mn+1) A
Yy e nFT - (f(y) €AFIV fiy) ~7F1)))

De acuerdo a la proposicion 2.3.7, para todo nimero natural n, tenemos que
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1.

10.

11.

12.

Etzxl-zef,(n)

Por Gen y el aziomu § con el término 0, el cual serd libre para z, tenemos
que

B FOx0—0¢ f,(m

Con lo cual obtenemos

E'F0e€ f,(R)

De la misma forma, por la proysicién 2.8.7, tenemos que
E'bFz~n—z€ fu(R)

Ast que

E'+7€ f,(R)

Como tenemos que f,(M) = n+ 1, lo que se enuncia en el paso anterior
es lo mismo que

Fktren+1

Es decir,

E'F fi(@) ~n+1

Por lo que de los pasos (6) y (7), obtenemos
Ertarent+lAnfy(f)~n+1

Entonces, por la regla existencial, tenemos que
FtIyent+lAfi(y)~n+1)

De acuerdo a lo que demostramos en la proposicion 4.0.1, tenemos que
ErVylyen+1— (fi) enF1Vf(y)~n+l))

Los pasos (3), (9) y (10) implican que

EFlentIA
yentiAfilyymn+tl) A
Vylyen+1—( fuly) En+1V fi(y) ®n+1))
Esto es

E'+ (pN(n + 1)
Con lo que queda demostrado este caso y por lo tanto la proposicién.

Una propiedad importante que cumple la relacion “<” en los niimeros
naturales es que satisface la tricotomia. Veremos sintdcticamente a continuacién
que los individuos que cumplen @y (z) son € - comparables con los nimeros
naturales.
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Proposicién 4.1.3 Para todo nimero natural n, se tiene que
E'Fyn(z) - ReEzVvRx~z VzER)
Demostracién 4.1.3.1 (Induccién sobre n)
Base de Induccién
-n=20
Por instancia de tautologia, tenemos que
1L Elzsx0—ozx0
Ast que
2 Fbrex0—az~0vzel
Por otro lado, usando la tautologia (a A B — a), tenemos que

3 Er-lexz
Ayly€zAfoly) =z)A -

Yyly€z— (fily) €2V fuly) ~a)) —
Dex

De los pasos (2) y (3) y usando la férmula 16 del apéndice B-I, obtenemos

4. Erz~0v[lezn
ez A foly) ~z) A
Vyes - (fly) €aV (y) ~2)] -
fezvz~0vvzel)

Con lo que queda demostrado el caso cuando n = 0.

Hipétesis de Induccién: Supongamos que para n mimero natural se
liene:

E'tpn(z) on€EzVR~zVZER

E'lFopniE)—>n+lezVvntlmzVzen+t]

La idea es: Veamos que

—z=A—z € fo(R)
= zeﬁ—-wef,(ﬁ)
-R€z— f(MezV fi(M)~=z

Por la proposicion 2.3.7, tenemos que
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5. FFrzxa—ozef,(R)
La proposicion 2.8.11 implica que
6. EEFzen—z€ f,(R)

Por otro lado, de acuerdo a la definicion de on(z), dado que
@V (BAYANS) = (aVB)A(aVy)A(aVE)), ypor la formula 4 del
apéndice B-I, tenemos que

7. E'Fon() mex0VVylyez— (fily) €ExV fily) = z))

Ademds, por el arioma con el que extendimos a Lzp para agregar
la constante 0, tenemos que

8 E'Faz~0—Va(z€x)
Por contrapositiva, lo anterior implica que
9. B'F3z(z2€1) = ~(z=0)

Ahora consideremos la siguiente deduccién, en la cual las dos primeras
férmulas son hipdtesis:

1.
.

.

w.

1.

nezr

20V Vyly€z — (fi(y) €xV fo(y) = z))

Por la férmula 7.2 del apéndice B-I1, la férmula del paso anterior
y M.P., tenemos que

Vy(z=0)V (y€z — (fi(y) €2V fi(y) = z)))

El azioma 4 con el término Tt tmplica que

(z~0)V (A€ — (f,(7) €2V fo(m) ~ 2))

Por otro lado, del paso (i), tenemos que

. 3z(z € 2)

Entonces, de acuerdo al paso (9) de nuestra deduccidon principal,

. '12%6

Por una tautologia, del paso (iv), obtenemos

. w~0—- ez — (M) exV fi(R) ~2))

Aplicando M.P. a los pasos (vi) y (vii), obtenemos
neEz— (f@ezV fi(@m=~z)

Nuevamente aplicando M.P. a los pasos (i) y (viiz),
f(P) €2V fi(R) ~z

Denotemos por a y B a las férmulas que aparecen en los incisos (i),
(11), entonces en la deduccidén anterior obtuvimos que

10. E’,G,,@ F .f.l(ﬁ) EzV f‘(ﬁ) =T
Asi que, por el metateorema de la deduccion aplicado dos veces, tenemos

que



11.

12.

18.

14.

15.

16.

17
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Eraca—[(c20vVipes— (L) eV i) ~a) -
(1@ €V £@) ~ <))

De los pasos (5), (6) y {11) y de la férmula 16 del apéndice B-1, tenemos
que

F n =xavVn —
EF'lz anevfaz(ﬁ))n\:/ (=¥
(@=0vvy(yea— (f) €2V i) ~2) -
(fs@) €2V f,(7) ~ )]
Denotemos por

-6 = zEAVIRAVAET

-y = (zefa(ﬁ))V

(em0vvyes— (fy) €2V foly) ~ )~
(fs(m) exV fo(m) ~ z))

De modo que la férmula del paso (12) es de la forma 6 — 7y, de lo cual
podemos obtener

EFenE)— —7)

El azioma 2 y M.P. implican que

E'F (pn(z) = 6) = (pn(z) =)

Por hipdtesis de induccidn, tenemos que

E'F on(z) =6

Aplicando M.P. a los pasos (15) y (14), obtenemos

E'F pn(z) =

Esto es,

E'+ on(@) - [z € f,m)] v

(ex0vvy(yea— (fv) €aV file) ~2))) —
(f@eavfm~a)l

——y

Denotemos ahora con

-
- Y

(z=0VvVylyez— (fily) €z V fily) = z)))
(fs() €2 V fu(M) ~2)

Ast que, en términos de ¥, y de i», el paso (17) es de la forma

[
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18. E'F on(2) — [z € fs(A) V (b1 — o))
Por tautologia del paso anterior, tenemos que

E'F on(z) = [£ € fo(®) V91 V]
Permutando las férmulas del lado derecho se tiene que

E'F on(@) = [ V2 € fo(R)V Vo

19.

20.

21.

22.

24.

25.

Por tautologia obtenemos

E'F on(z) = fh1 —(z € f5(R) Y )]
Sustituyendo a Y1 y a Yo por sy definicién, tenemos que

Bk on(e) = [(@~TV Vyly €2~ (fly) € 2V fuly) ) —

Como

(z€ f@ v fiM) €2V f,(7) ~2)]

L E'Fon(z) = (20 V Vyly ez — (fuly) €2V fuly) = 2)))

Aplicando el azioma 2 en el paso (22) y por M.P., tenemos que
E'Fon() = (2 € fo) V i)~z V f,(7) € 2)
De acuerdo a lo que difimos al principio de este capitulo, ya tenemos que

E'ropn(z) 2 (zen+IVezxent+tlvVnties)
Con lo que queda concluida la demostracion para esta proposicion.

En el Capftulo 3 hemos definido las relaciones PR y PRN de la siguiente
forma:

- (n,m,k) € PR =

- (n,n,k) e PRN =

n es el nimero de Godel de una prueba en
E' de la férmula que resulta al sustituir
en la férmula con niimero de Godel m la
variable v, por el numeral de m.

n es el nimero de Godel de una prueba

en E' de la negacién de la férmula que
resulta de sustituir en la férmula con nimero
de Godel m la variable vy por el numeral
de m.

Consideremos la siguiente férmula

v(@1) = Vzo[en(zo) = (apr(zo,z1,T) —
Jy (y €20 Vy =20 ) A aprn(y,21,1)))]

tenemos el siguiente teorema.

Sea r el nimero de Gidel de y(z;). Para el enunciado v(7) de Rosser
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Teorema 4.1.1 (GODEL-ROSSER (1936))

(a) Si E' es Consistente, entonces E'F ~(F)
(b) Si E' es Consistente, entonces E'¥ —(F)

Demostracién 4.1.3.2 (Inciso (a), por reduccién a lo absurdo)

Supongamos que E' es consistente y que
1. E'F~(F) '
Sea ng el mimero de Gédel de. una prueba en E’ de ~(F), asi que,
(ng,r,1) € PR implica que
2. E' + apg(fs,7,1)
De (1) y por la definicion de -y, tenemos que
3. E'FVzq [(pn(:co) -
(apr(zo,7,T) — ~
Jy(ly €z Vy~z0 ) A aprn(y,7,1)))]
Aplicando el azioma 4 con el término Ty, obtenemos
i Bronm) - .
( apr(®0,7,1) — Jy((y € Ao Vy = 7o) A aprn(¥,7,1)))

Por la proposicién {.0.2 tenemos que para todo nimero natural n se
tiene n(T), entonces en particular para ng

5. E'F on(7o)
Como E' es consistente,
6. E' ¥ —(7)
De lo cual, tenemos que para todo nimero natural p,

(p,r1) ¢ PRN

Ast que, para todo p€ N

7. E' FﬂGpRN('ﬁ,F,T)
En particular

8 E'\ _'QPRN(ﬁrF:T) Ao A _'QPRN(_%}F!T)
Entonces, por la proposicion 2.3.10 del capitulo 2 y M.P., tenemos que
9. E'+Vy((y e Mo Vyxo) — ~aprn(y,7,1))

Esto es

10. EB' + -3y((y € Mo Vy ~ o) A aprn(y, 7, 1))
Entonces, por los pasos (2), (5) y (10), tenemos que
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11. E'+ pn(o) A apr(?o, 7, 1) A .
~Jy((y € Mo Vy ~ 7o) A aprn(y,7, 1))
Esto es,
12. E'F ﬂ({pN(ﬁo) -
(apr(@0,7,T) = Fy((y € o Vy ~ Tio) A aprw(3,7,1))) )
Por la regla existencial, tenemos que
18 E'F 350—.(:,0”(30) -
(apr(e0,7,T) = (€ 20 Vy ~ 20 ) A aprn(@,7,1))) )
Lo cual equivale a
4. B F (7

Con lo que concluimos que, o bien no es cierto que E’ sea consistente, o

no es cierto que E' F (7). Como queremos admitir la consistencia de E',
concluimos que:

E' ¥ ~(F)

(Inciso (b), reduccion a lo absurdo)
Supongamos que E' es consistente y que
1. E'+ —y(F)

Sea p el ndmero de Gidel de una prueba en E' de —y(F), ast que,
como (p,r,1) € PRN,

2. F'F apnn@,F,T)
Afirmamos que

'+ (peaovinae) — 3y((ueae Vyma) A aprn(y,7 )

ya que, st suponemos como hipétesis que

. PET VPR T
Entonces, por (2) tenemos que
. aprn(P,7,1)
() y (%) mmplican que
W (PEx VP~ 2o ) Aaprn(P,T,1)
Por la regla existencial, obtenemos

Tv. Hy({y Ezy Vyxzo) A apnm(y.ﬁ'f))

Esto es
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. E',(pE€Ez VP~ Ely((y €zo Vymaz) Aaprn(y, F,T))

Por medio del metateotema de la deduccion, obtenemos

. EF (iie Zo Vﬁng) — By((ye zg Vymzo) A apRN(‘y,F,T))
Por otro lado, como E' es consistente,

. E' ¥ ~(F)

Tenemos que para todo nimero natural n, (n,r, 1) ¢ PR. Entonces para
todo nidmero natural n

. E'+ -'Ctpn(ﬁ,F,T)

En particular

. EF ‘OPR(E,F,T) Ao A _'GPR@’F!T)

Ast que, por la proposicién 2.9.10 y M.P., tenemos que
. E' b Vzo((z0 €V 20 % F) — ~apr(2o,7,1))

Por el axioma 4, tenemos

. E'F (z €PV 2o ~p) — ~apr(o,T,1)
Ahora consideremos la siguiente deduccion (para obtener (7))

Hipdtesis

i. pN(To)
Por (4),
. (pEzoVP~z) — 3!1((9 €EToVy = To) A ﬂPRN(y,"‘,T))
Por (9),
W T EPVIR T — —iapg(zo,F,T)
Por la formula 16 del apéndice B-I y de (ii) y (i), obtenemos
w PETVPRTo)V (T EPVP = T9) —
(_‘QPR(SOvFvT) VIy((yezoVy=ao) A C!PRN(%FJ)))
Sustituyendo las formulas de la tmplicacién principal por formu-
las légicamente equivalentes, tenemos que
v. DEToVP~To)V (2o EPVPTo) —
(apn(zo,F,T) -y ((yezVy~azo)A apmv(y,F.T)))

De manera que si denotamos por

—a = ([PEzgVPr2z9)V (o EPVI= 20)
= (ﬁe-’toVﬁ%moV;‘GoEﬁ)
i r8 = (QPR(IOFFIT) =2

yy €zoVy=zo) A aprn(y,T, T))
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Tenemos que

10. E', on(zo) F (@ — B)
Entonces, por el metateorema de la deduccién, obtenemos

11. E' F pn(z0) = (@ — B)
El azioma 2 y M.P. implican que
12. E' F (pNn(20) = @) = (pn(2z0) — B)
Esto es
18. E' + (gaN(so) — PETVI= Ty Vmoe'ﬁ)) —
(‘Pm(ro) — (apr(zo, 7, 1) —
Fy((y€zoVy~2o ) A aprn(y, F':_f)))
Aplicando M.P., usando lo ya demostrado en la proposicion 4.0.3 y este
ltimo paso, obtenemos
1. B+ on(zo) — (apr(zo,7,T) —
(v € 20V y ~20) A aprn(y, 7. 1)) )
Aplicando Gen, tenemos que
15. E' F (F)
Por lo que o no es cierto que E' sea consistente o no es cierto
que E' + —y(F), con lo que concluimos que:
E' ¥ (%)

Asi queda demostrado el teorema de Gadel-Rosser para T.C.

Observamos que, de cierta forma, con el inciso (a) de la demostracién de
este teorema, tenemos la verdad del enunciado v(7), ya que éste enuncia que,
“si existe una prueba para él, entonces hay una prueba para su negacién, y el
niimero de ésa prueba es menor o igual al de la prueba de ¥(7)”. Sin embargo,
probamos que E’ ¥ 4(F) por lo que el antecedente de la condicional es falso y
asi () es verdadero en una interpretacion.

4.2 Conclusiones

Hasta el momento sélo hemos demostrado que nuestro enunciado (¥) es inde-
cidible para la teorfa que obtenemos de E’,2 sin embargo, podemos concluir que,

2Recurdese que E’ denota al conjunto de axiomas formado por Extensionalidad, Vacio,
Par, Unién y los dos axiomas con los que extendimos a la teorfa de manera conservadora.
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al igual que como se hace para la aritmética de Peano, a continuacién veremos
que toda extensién recursiva consistente de T es incompleta.

Proposicién 4.2.1 Sea £ C LY, con Lgr C L,*, tal que

i Xk o paretodoo € Tg
#. ¥ es recursivo.

S5i ¥ es consistente entonces ¥ tiene indecidibles, esto es, st 3 es consistente
entonces ¥ es incompleta.

Demostracién 4.2.1.1 Para ¥ definimos en N2 la relacién PRUx(n,m), que
difiere de la relacion PRU que definimos en el capitulo 3 inicamente en el hecho
de que debemos agregar una férmula que indique que entre las deducciones se
consideran tembién a aquéllas que usan los axiomas de ¥, es decir

PRUg(n,m) = FORM(m) A (n),.,-,
Viscium[FORM((n). ) A (AL((n):) v AE' ((n):) V
AT((n):) V FjjeFkuci (MP((n)s, (n)s, (n):))
V 3i(GEN ((n)s, (n): )]

donde AX((n). ) si y sdlo si n es el mimero de Gidel de un axioma de ¥

que no es de E'. ¥ es un conjunto recursivo por lo que es una relacion ex-
presable en Lg:. As? que a partir de la definicion de esta nueva relacidn, defin-
imos las relaciones PR' y PRN' de manera andloga a como se definieron en
el capitulo 8 las relaciones PR y PRN, sdlo que ahora usaremos a la relacidn
PRUy(n,m) en lugar de PRU. FEs claro que estas nuevas relaciones siguen
siendo recursivas primitivas y que por lo tanto son ezpresables en el lenguaje de
E’ mediante férmulas app y aprnt, y que si consideramos al enunciado ¥(F)',
el cual estd definido usando estas formulas, de manera completemente andloga
obtendremos su indecidibilidad, por lo tanto ¥ es incompleta bajo el supuesto de
que es consistente.

~m N

Ademés, recordemos que si T es una teoria en la que o no se demuestra
(o es un enunciado escrito en el lenguaje de la teoria), entonces la teoria que se
obtiene de T'U {0} es consistente. De manera que, al igual que para el caso de
la aritmética de Peano, tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 4.2.2 Si suponemos que la teoria que se obtiene de E’ es consis-
tente, entonces la teoria que se obtiene de E' U {v(F)} es incompletd®.

3Tgs denota a la cerradura deductiva de E’.

4Lps C L, denota al conjunto de férmulas del lenguaje L, que no tiene variables libres, es
decir, al conjunto de enunciados.

50bsérvese que se tiene la consistencia de la teorfa Ta/ ()} -
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Demostracién 4.2.2.1 Definamos una relacién PRU’, que se obtiene a partir
de la definida en el capitulo 3 por medio de agregar la condicion de que en la
deduccién puede aparecer este nuevo axioma, esto es

PRU'(n,m) = FORM(m) A (n),..,~m A
Vi,-(m(,,)[FORM((n);) A (AL{(n)i) v AFE' ((n):'}
V(). ~ 920
V FjciFkeci (MP((n)s, (n)w, (n):))
V Fi«i(GEN((n)s, (n):)))]

y se procede de manera completamente andloga, con la inica diferencia de
que simplemente estamos considerando un axioma mds, es decir que, pro-
cediendo de la misma manera, en la nueva teoria construiremos un enunciado
¥'(7) el cual es indecidible® para dicha teoria.

Finalmente agregamos lo siguiente:

(a) Siendo ZF lo més cercano a una buena fundamentacién de las matematicas,

y aunque es bien conocido que ZF es una teoria incompleta, ha queda-
do demostrado que no importa cuanto extendamos (recursivamente)
ZF, dichas extensiones siempre serdn incompletas. En efecto, a par-
tir de la proposicién 1 y suponiendo la consistencia de la Teoria de
Conjuntos tenemos su incompletud en el sentido recursivo, esto es,
siempre que demos un conjunto decidible de axiomas para la Teoria
de Conjuntos, tendremos su incompletud, (repito, suponiendo su con-
sistencia), asf, por ejemplo, ZFU{AC}, ZFU{HC}, ZFU{HGC},
etc., son teorfas incompletas”.

(b) Rosser describié las condiciones que deben satisfacer las teorias para
las cuales es posible demostrar su incompletud siguiendo el método
que utilizé6 Godel. Este trabajo es un ejemplo de que es posible pedir
condiciones menos fuertes para establecer la incompletud, ya que en
lugar de pedir la condicién de que todos cumplan tricotomia con los
naturales pedimos que la cumplan sélo aquéllos individuos que
satisfacen la propiedad enunciada por la férmula ¢. A continuacién
enuncio las hipétesis que establece Rosser en su generalizacién y las
que pedimos en este trabajo.

6Siguiendo exactamente los mismos argumentos.
"Es decir que Teo(ZF) no es recursivamente axiomatizable, donde Teo(ZF) es el conjunto
de enunciados verdaderos en una interpretacién de ZF.
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Condiciones que pide Rosser: Sea K una teeria de primer orden
con igualdad que tiene los mismos simbolos que AP y la cual satisface
las siguientes condiciones:

i. La relacién ser axioma propio es recursiva.

ii. Fg -0~ 1
ili. Cada funcién recursiva es representable en K.
iv.tke<ae (ex0VeaxIVv..-Vzmn).

v. Para cualquier niimero natural se tiene que Fg z <nVA <z

Condiciones que pedimos en este trabajo:
i. La relacién ser azioma propio es recursiva.
ii. Cada funcién recursiva es representable en E*.
iii. Para cada nimero natural n se tiene que Fgr ¢ (7).

iv. bpr Vy(y €n+1— (fo(y) €7V foly) ¥ n +1)).
v. Para cada niimero natural n se tiene que g pn(z) — (T € sVRA = zVz €7
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Apéndice A

/

Resultados de la légica
clasica para lenguajes de
primer orden que son
empleados en las
demostraciones.

En la introduccién hemos hablado acerca de los lenguajes y de las teorias for-
males. Los siguientes son algunos resultados acerca de las teorias formales para
lenguajes de primer orden.

Definicién A.0.1 (Ser término libre para una variable.)

Sean ¢ una férmula en un lenguaje formal de primer orden, t un término ,
yz; una veriable del lenguaje, se dice que L es libre para z; en o, si
ninguna ocurrencia libre de z; en ¢ se encuentra dentro del alcance de cualquier
cuantificador (Vz;), donde z; es una variable en t. Esto significa que, si t es
sustituido en todas las ocurrencias libres de z; en ¢(z;) ninguna ocurrencia de
una variable de t serd una ocurrencia acotada en @(t).

Definicién A.0.2 (Una férmula depende sobre otra)
Sea ¢ wuna formula en un conjunto ' de férmulas bien formadas,

yseay , ... , Yn una deduccién desde I'. Decimos que y; depende de ¢ en
esta prueba, st y sdlo si
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. 7 es @ y la justificacidn para y; es que ésta pertenece a T

#. v estd justificada como una consecuencia directa por medio de
M.P. o generalizacion de alguna de las precedentes férmulas de
la sucesidn, en donde al menos una de estas formulas precedentes
dependen de .

Proposicién A.0.3 (Teorema de la Deduccién)

Si se tiene una deduccion de la forma T, o -y , entonces ' F ¢ — .

Definicién A.0.3 ‘(Regla Existencial)

Sea t un lérmino que es libre para x en una férmula p(z,t), y sea (t,t)
la formula que se obtiene a partir de p(z,t) por medio de reemplazar todas las
ocurrencias libres de x por t'. Entonces, o(t,t) - 3zp(z,t).

Definicion A.0.4 (Regla C o Regla de Eleccién)

St se obtiene una deduccion ', o(d) F v, y el simbolo constante d no aparece
mien @ ni eny ni en I, entonces

T, 3zp(e) by
Ademds hay una deduccién de ~ a partir de T'U{32p} en la cual d no aparece®.

!Es posible que ¢(z,t) tenga o no ocurrencias de t.
2Véase [Amor al.
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A.1 Definiciones concernientes a la demostracion
del Primer Teorema de Godel-Rosser.

Definicién A.1.1 (w-Consistencia para AP)

Sea T C L%p. T es w-Consistente si y sélo si pare toda a € L), p, si para
todan € N,

Si Tapl a(m), entonces Tap ¥ Jw-a(w).

A.2 Algunos Resultados cuya demostracién no
se incluye en los capitulos

Propoéicién A.2.1 Sea p una formula del lenguaje de una teoria T formal de
primer orden con igualdad, y sea t un término de dicho lenguaje. Se afirma la
siguiente particularzacion del azioma 7:

st = (pla,t) — plz,2)).
Demostracién A.2.1.1 Sea

Y,y) = el=,)
EL azioma 7 implica que
1. Thzzy— (yy) — ¥y, 2)
Por Gen sobre la varible “y” y por A4 obtenemos
2 Thazmt— (W(tt) — Pt z)
Usando la férmula ¢ en el paso anterior se tiene que
3 Thaxt— (p(z,t) - plz,z)).

Proposicién A.2.2 Parae todo numero natural n se tiene que:
Si n# 0, entonces E'F-n=~0.

Demostracién A.2.2.1 Sea n un nimero natural tal que n # 0, entonces
eriste otro nimero natural m tal que el sucesor de m es n. De acuerdo a la
proposicion 2.8. P tenemos que:

1 EFax0-2ze€ f(Mm)

Como consecuencia de la definicién proposicion 2.8.2, (m)t = n implica
que
3Véase el capftulo 2.
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10.

11.

12.

E'F f,(m)=n

Por el azioma 7 y de (1) tenemos que
E'tfs(M~7— (ex~0-z¢€ f(M) - (z=0—z€n))
Aplicando modus ponens dos veces obtenemos
Frtzxlozen

Lo cual, por Gen, el azioma § y modus ponens, implica que
E'+0en

Aplicando la regla ezistencial, obtenemos

. E'} 3z(z € R)

Por otro lado, de acuerdo a 1.8.1 tenemos que

E'F ~(z €0)

Aplicando la proposicién A.2.1 tenemos que
EFy=x0— (Vz(-z € 0) = Vz(-~z € )
Generalizando y aplicando el axioma 4 obtenemos
E'Fax0 — (Vz(-z € 0) — Vz(-z € 7))

De 7, el arioma 2 y modus ponens podemos deducir que
E'+a~0 — Vz(-z €n))

Lo cual, por cotrapositiva, es equivalente a

E'F 3z(z €n) — ~(n~0)

Finalmente, aplicando modus ponens a los pasos (6) y (11), obtenemos

E' +—(rn=0).
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Apéndice B

Loégicamente validas

o
by

((@eAB)V(YAS)) — (aVy)
B—1) = (@aAB—7)

Jz(a V B) — (3za Vv IzP)

(@ABAY) = (ar9)

(=B AB—7)— (@—1)

(@ = (BA7) = ((a—B)A(a—19))
((a=BAB—=19) = (@a—1)
((@AB)V(rAS)) = (aVvy)A(BVI))
(=B Al@—=7) = (@—=(BAY)
(a=(BA7) = (=B

(@=pB) = (@e—=(BVY)

Na—=pB) = (any—>BA7Y)
e=(y—-8) = (@— (B—1))
(@A B) = ~(aABAY)

(aAB) = (@n(BVY))
(@=dAB—=7)=((aVvB) —(@EVY)
NaAB) = (@VvP)

© e NS e oA W N

— P S e
= TR TR = =



18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.
25.
26.
27.
28.

B.2

((l@a=@B-=MAl—8) = (- (8—19)
(= @BVY)=((@—=BV(e—)
(@=BAY) = (@—1)
((@VvB)—=v)—=(B-1)
((@=B)A @ —B) = ((aVvi)—=p)
((@AB)V(yAB) = ((aVy)AR)

(@A (B —7)) = ((a Af) = (@ A7)
a— (aVp)

(= B—=7) «(@AB) =)
((@=B)A(y—48) = ((@ry) = (BAS))
((a—=pB) V(a—19)) = (@— (BVY))

Sean z, y Variables, y sean a, 8 Férmulas:

L.

2.

3.

i. Vza & —-3z-a
il. 3za « ~Vr-a
iil. “Vza « Jz-a
iv. °3za « Voo
v. Vza — Jza

Sea a una p-férmula en la cual la variable z no ocurre

i. Voo &= «
ii. Ira — o

Si a(z) es una p-férmula en la cual las variables z y ¥ no ocurren

1. Vza(z/z) < VYya(z/y)
ii. Ira(z/z) « Jyalz/y)
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4. Factorizacién - Distribucién

I
ii.
jii.
iv.
v.
Vi.
vii.
viii.

Vza & ] « [Vza & Yz
Jzja & B] — [Fra & Iz
(Vza V VzB) — Vz(a V B)
z(a Vv p) — (Bza Vv zpP)
Vz(a — ) — (Vea — Vzf8)
(Fea — 32B) — HK(a — f)
Vz(a « B) — [Vza « Vzf]
Zr(a  f) — [Foa o 3af)

5. Combinacion V- 3

i.

ii.
iii.
iv.
V.
vi.
vil.
viii.

Ar[a & B] «— [Vza & Fz0]
Vz[a V B] — [Vza V 3z0]
Vz[a — B| — [Bza — 3zf]
(3za — VzB) — Vz(a — )
Izfa — B] «~ [Vza — 3zf)
(Vza — VzB) — Jz(a — B)
Vale o §] — [Boa o> 3of]
Jz[a — B] « [Vra — 3z

6. Doble Cuantificacién

i. VaVza
ii. dzdza
iii. VzVya
iv. 3rdya
v. dzVya

— VYra
~ Jra
— YyVza
— Jydza
— Vydro

7. Si z no ocurre en

ii.
iii.
iv.

v.

vi.

i. Vzja v B o |V 3z6)

Vzla — B] « [a — Vz(]
Vz[f — a] « [3z8 — af
Jola & ) « [ & Jof)

Safe = ] o [ — 30
%0[8 — o] o VaB — o]
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10.

11.

12.

13.

14.

Paradoja de Roussell Generalizada

i. ~3aVyla(y,z) « —a(y,y))

Principio del bebedor
i. Jo[f(z) — YoB(2)

Idempotencia

L (a&a) « «
i. (@Va) « a

Conmutatividad

L (@& pB) « (B&a)
i. (@vp) < (BVa)
iii. (@—=f) «+ (8<a)

Asociatividad

L (@& (B&y) « (a&p)&y)
i. @v(@BVvy) « ((avB)Vy)
ili. (@ (Be7) o ((a-p)—9)

Distributividad

i @& (BV) ~ (@&B)V(@&7))
ii. @V (B&7) < (@Vp)&(@Vy)

Doble Negacién

i. a(ma) & a

. De Morgan
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

L (e & pB) = (maV-p)
i (Vg o (ak8)

Implicacién Material

L(a—=p) o (haVvp)

Negacion de la Implicacion Material

i (@ = B) = (a&B)

Contrapositiva

i (@—=B) & (8- —a)
ii. (& e f) « (na e -p)

Importacién - Exportacién
Lla@—=(@-=7) o (c&pf) -7

Reflexividad o Identidad

i (@ — a)
ii. (@« a)

Transitividad

L ((@a=B&@B—-7) = (@a—7)
i. (@aeB)&@Bey) = (@aey)

Equivalencia Material

L@ep) o (a-B)& B —a)
ii. (@« pB) - ((@a&p)V(~a&-p)
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23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.
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Negacién de la Equivalencia Material

i 2@ e f) & (=(@—p) V(B —a)
i. ~(a « B) & ((a&-0)V (~a & B))

Tercero Excluido

i.a V -a

No Contradiccién

i —(a & —a)

Absorcién

i.a&k (BV-B) o a
i. aV(B&-B) < a

Reduccién a lo Absurdo

L (@= (&™) & —a
i. ((@&-8)=(r&=™)) < (a—pB)

Consecuentia Mirabilis

i (@ = —a) = -«

Igualdad

i. Vz[z ~ 2]

il. VaVylz =~y — y = 7]
iii. VzVyVe[(z my & y~ 2) — o = 2]
iv. VoVylz = y — (a(z,z) — a(z,))]
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