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Prefacio 
Es común en la Facultad de Ciencias dedicar el tercer curso de lógica a 

demostrar el teorema de incompletud de Godel y luego demostrar la genera­
lización que propuso Rosser la cual está dada para teorías cuyo lenguaje tiene los 
mismos símbolos que la teoría de los números naturales y en cuyas interpreta­
ciones todos los individ'UOs comparten propiedades con los números naturales. 

Ha sido sugerencia del profesor Rafael Rojas B. el implementar el resulta­
do de Rosser empleando la teoría de conjuntos, el desarrollo de tal tema como 
trabajo de tesis no sólo es atractivo por lo que comprende dicho resultado , sino 
también porque no tenemos conocimiento de que se haya trabajado al respecto . 

De manera que este trabajo está basado en los resultados dados en el curso 
de Lógica III impartido por los profesores Rafael Rojas B. y David Meza A. y 
he decidido adoptar la notación que en él se dió. Debo aclarar que si omitimos 
las demostraciones de algunas proposiciones es porque éstas se hicieron en el 
curso. 

A pesar de que la demostración que hemos hecho está basada en la que 
dió Godel a su teorema y de que usamos la generalización que dió Rosser, hacer 
una demostración de este teorema usando la teoría de conjuntos (TC) en lugar 
de la aritmética de Peano (AP) , implica hacer demostraciones de propiedades 
que eran resultados inmediatos para AP, además que hemos tenido que exten­
der el lenguaje de la TC, haciendo a la vez una extensión conservadora de la 
TC. Además hicimos algunas modificaciones a la generalización de Rosser, en 
particular, modificamos el enunciado de Rosser . Este cambio, el cual ha sido 
una valiosa sugerencia del profesor José Alfredo Amor y sin la cual al parecer no 
habría sido posible obtener la demostración, consiste en anteponer a la fórmula 
de Rosser una fórmula para que la cuantificación universal de la fórmula original 
corra únicamente sobre individuos que comparten algunas propiedades con los 
números naturales; ya que, al trabajar con ZF, además de los números naturales, 
se tienen otros conjuntos que no comparten nada con los números naturales, en 
particular la propiedad 5 de la generalización de Rosser, a saber, la tricotomía. 
La sugerencia del profesor José Alfredo Amor fué anteponer una fórmula que 
describiera en LZF a los números naturales, sin embargo, después de analizar la 
demostración de Rosser, me dí cuenta de que bastaba con describir sólo algunas 
de las propiedades que cumplen los números naturales. 

Además, he decidido adoptar la definición dada por el profesor J .A. Amor 
de sistema axiomático, ya que considero preferible trabajar con un sistema en 
el que las fórmulas que son teoremas son fórmulas universálmente válidas (y 
vice-versa), lo cual no se tiene con la definición clásica, [Amor cj . Sin embargo, 
todo lo que hemos demostrado es igualmente demostrable si se trabaja en un 
sistema que satisfaga la definición clásia de sistema axiomático. 
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Introd ucción 

En . este trabajo haremos una demostración del teorema de incompletud de 
GOdel-Rosser para la teoría de conjuntos. En su teorema de incompletud, GOdel 
(1931) enunció que si suponemos la consistencia de la aritmética de Pt-ano en­
tonces podremos demostrar su incompletud, esto es, que existen . enunciados 
indecidibles para la teoría, y por tanto no es posible · sumergir todas I~ ver­
dades de las matemáticas en este sistema axiomático1. 

Posteriormente, Rosser en 1936, dió la generalización a este teorema es­
tableciendo las condiciones que debe cumplir una teoría K para que sea posible 
demostar su incompletud como lo hizo GOdel. La idea es construir un enunciado 
g, llamado el enunciado de GOdel-Rosser, en el lenguaje de K, de manera que el 
teorema queda enunciado de la siguiente forma: 

Si K es consistente, K}l 9 
Si K es consistente, K}l -'9. 

A lo largo de esta introducción daremos una descripción más precisa del 
enunciado 9 y de la teoría K, y será en los siguientes capítulos donde formalizare­
mos la demostración en la que se usa la teoría de conjuntos, lo cual es motivo 
de este trabajo. 

Para comprender la demostración es necesario tener presente que el traba­
jo de los matemáticos está íntimamente ligado a las nociones de verdad y de 
demostrabilidad. Cualquier cosa que esto signifique, GOdel nos muestra que 
tienen distinto significado, en particular que no todo lo verdadero es demostra­
ble (esto se entenderá mejor al concluir la lectura de este trabajo) . Lo que 
sí esperamos de las teorías es que en ellas lo dé mostrable sea verdadero. 

1Posteriormente aclararemos estos conceptos. 
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0.1 Sobre Universos, Estructuras y Sistemas For­
males. 

Cuando trabajamos en matemáticas debemos asegurarnos de que las nuevas 
afirmaciones no contradigan los resultados que ya se tienen. Para ello, los 
matemáticos han establecido criterios que nos permiten decidir cuando algo 
es una consecuencia válida. 

No obstante la frase "todo es relativo" es aplicable también en las matemáticas. 
"2 + 2 = 4" no siempre es una proposición verdadera, puel:! la verdad del enun­
ciado depende de la estructura algebraica con la que estemos trabajando (1:, 
Z:3, etc); de igual modo, los ángulos internos de un triángulo no suman nece­
sariamente 180 grados, ya que esto depende del tipo de geometría que estemos 
considerando; la existencia de conjuntos tales como x={ x} depende del sistema 
axiomático de la teoría de conjuntos de la que estamos hablando. Así, debemos 
establecer dentro de qué estructura estemos trabajando. Además debemos es­
tablecer nociones elementales a partir de las cuales se derivan las propiedades 
de los objetos de estudio, y nociones elementales que nos indiquen cuáles son 
los objetos con los que nos está permitido trabajar; esas nociones elementales 
regirán a nuestro universo qe trabajo y nos permitirán establecer sin am­
bigüedades las propiedades, relaciones y construcciones válidas. Esas nociones 
elementales a las que nos referimos son lo que comúnmente se conoce 
como axiomas, así que habrá axiomas que restrinjan lo que se puede derivar, 
lo que se puede construir, con lo que se puede trabajar. Todo lo que podemos 
derivar de un conjunto de axiomas es lo que conocemos como teoría. Y al 
proceso de ir estableciendo las bases sobre las cuales se sostiene la veracidad de 
las teorías matemáticas lo conocemos como fundamentación de las matemáticas. 

Fundamentar las matemáticas es establecer su no contradicción y esto es 
parte del trabajo que se desafT'Olla en la 16gica2 . 

Algunos matemáticos como Leibniz, Frege, Russell,Whitehead, Hilbert, Boole, 
han hecho grandes aportaciones a la fundamentación de las matemáticas, esto 
es, al proceso de establecer de manera rigurosa criterios de construcción y de 
derivabilidad en las teorías y de las teorías. 

Con este espíritu riguroso, formalista o fundacionalista, es que algunos nos 
hemos involucrado en el trabajo con los sistemas formales. 

0.1.1 Lenguajes y Sistemas Formales. 

A continuación daremos una descripción de lo que son los sistemas formales . 
Explicaremos, por tanto, lo que es un lenguaje formal , las reglas de inferencia, 

2lLadriere] página 29. 
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una deducción, la cerradura dedu.ctiva de un conjunto de axiomas y una teoría3 . 

Un lengu.aje formal, corno todo lenguaje, se compone de un conjunto de 
símbolos (al cual también llamaremos alfabeto), con los cuales formaremos las 
expresiones del lenguaje. ' Una expresión en un lenguaje es una sucesión de 
símbolos de su alfabeto. 

En ciertos lenguajes existen expresiones que se distinguen de otras por que 
éstas se construyeron mediante reglas de formación, de manera que las fórmu­
las son un subconjunto de las expresiones. Denotaremos con L, ~ y F, a un 
lenguaje, el conjunto de expresiones y el conjunto de fórmulas respectivamente. 

Un conjunto de axiomas es un subconjunto de F. 

Por una regla de inferencia R de aridad n + 1 en L entenderemos una relación 
n+ l-aria sobre ~, es decir, un subconjunto del producto cartesiano ~n+l, de tal 
mane'ra que para todo conjunto de n fórmulas y cada fórmula a, se pueda decidir 
si las n fórmulas junto con a están en la relación R. Dos reglas de inferencia 
que usaremos en este trabajo, el cual se desarrolla en el contexto del Cp4, son 
modus ponens (de aridad 3) y generalización (de aridad 2)6, las cuales trabajan 
de la siguiente manera: 

Modus Ponens, R ~ 4>3 : 
R = {(~, ~ -+ a, a) I ep, ep -+ a, a E F} 

GeneralizaciÓTI, R ~ 4>2 ; 
R = {(~, \lxep) lepE F} 

Sea r ~ F. Una dedu.cci6n a partir de r, en un sistema formal es, de manera 
general, una f6rmula que se deriva o se concluye a partir de previas mediante 
algún método permitido del sistema. Estos métodos permitidos se obtienen en 
los sistemas formales a partir de las reglas de inferencia. Formalmente, para 
r ~ F y a E F de L diremos que a es consecuencia o dedu.cción de r en 
SFL si y sólo si existe una sucesión finita ep1, : .. , epn de fórmulas de L tal 
que: 

3 [RojasJ. 

i. IPn = a 

11. Para cada j E {1, ... , n}, se tiene que epj es un elemento de r o 
epj es un axioma lógico6 o epj es consecuencia directa de alguna 
o algunas de las f6rmulas anteriores de la sucesión, en virtud de 
alguna de las reglas de inferencia del S FL. La notación usual es: 

4[MendelaonJ páginas 41-115. 
5Denotaremos con Gen a la. regla de inferencia genem!imcián y con M.P. a la regla modus 

ponens. 
6Posteriormente veremos cuáles son los aztom<U lógiC03. 
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r I-SFL Q 

En el desarrollo de este trabajo usaremos la notación r 1- ep, 
donde r denotará únicamente al conjunto de axiomas propios 7 . 

En la notación r 1- ep va implícita la idea de que entre las fórmu­
las empleadas en la deducción de ep se encuentran los axiomas 
lógicos, pues en toda teoría de primer orden se incluyen a los 
axiomas lógicos. 

lll . La restricción para el uso de la regla de inferencia generalización 
es la siguiente: Si r 1- ep y x no aparece libre en ninguna fórmula 
de r de la cual depende ep, entonces r 1- Vxep. 

Del mismo modo que con la definición tradicional tenemos que 
si suceden (i) y (ü), se dirá que la sucesión ep¡, .. . , epn es una 
deducción de Q a partir de r en S FL Y a los elementos de r les 
llamaremos hipótesis o premisas. 

Un sistema formal consiste de un lenguaje formal y un conjunto de reglas 
de inferencia, así si {.R¡hEI es un paquete no vacío de reglas de inferencia en L, 
entonces a un sistema formal lo entendemos como la pareja ordenada 

Existen ciertos tipos de sistemas formales que son los sistemas axiomáticos. 
Un sistema axiomático se obtiene de un sistema formal al agregarle un conjunto 
de axiomas r . La definición tradicional para un sistema axiomático difiere de la 
que exhibiremos a continuación en el hecho de que en esta última se ha agregado 
el inciso (e). De manera que, de acuerdo a la definición que da el profesor Amors, 
entenderemos por un sistema axiomático S aquél que está compuesto por: 

(a) Un conjunto infinito o finito 6. de fórmulas que llamaremos axiomas 
de S (o axiomas lógicos), de tal manera que 6. sea un conjunto decidi­
ble, esto es, que dada una fórmula del lenguaje de nuestro sistema, 
podamos determinar si esa fórmula es o no un axioma (un elemento 
de 6.) . 

(b) Un conjunto finito y decidible de reglas de inferencia. 

(c) Una definición de deducci6n formal de una fórmula Q a partir de un 
conjunto de fórmulas r de tal manera que la deducción sea una lista 
finita de n fórmulas ep¡, .. . , lPn con n ;::: 1, tales que epn = Q Y para 

1Los axiomas de una teorfa se pueden dividir en axiomas propios y axiomas 16giOO9, pos­
teriormente veremos cómo se definen. 

8[Amor eJ. 
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toda i E {l, ... ,n} o bien <Pi es un axioma de S, o bien <Pi es una 
fórmula de r o bien <Pise obtiene a partir de fórmulas anteriores de la 
lista en virtud de alguna regla de inferencia de S y la aplicación de tal 
regla puede tener o no restricciones yen Caso de tenerlas, éstas deben 
ser efectivamente decidibles9 

j si existe tal deducción formal, esto se 
denota por r f-g o: y se lee "o: se deriva a partir de r en el sistema S" . 

Cerradura deductiva: Sea r ~ F, con F como se describió anteriormente, 
por la cerradura deductiva de r, (rt-), entenderemos el conjunto de todas las 
fórmulas que se deducen a partir de r en SFL, esto es: 

rl- = { <P E 4» I r f-SFL <P } 

En este caso, algunos autores llaman axiomas propios a las fórmulas de r. 

Una teoTÍaformal en SFL es un subconjunto T de F, deductivamente 
' 'cerrado, es decir, tal que T = TI-, Y a los elementos de T se les llama teoremas 
formales de T. 

Existe un tipo particular de teorías formales, las cuales son las teorías de 
primer orden con igualdad. Decimos que un lenguaje L es de primer orden c.on 
igualdad si y sólo si el conjunto de símbolos, S, está formado por la unión de los 
siguientes conjuntos: 

i. Un conjunto numerable de variables, digamos 

{X¡,X2 •. . } 

ii. Un conjunto vacío o finito o infinito de constantes 

{al, a2, ... } 
iü. Un conjunto vacío o finito o infinito de letras funcionales cada 

uno con su aridad ni 

u;' I ni < w} 
iv. Un conjunto vacío o finito o infinito de letras predicativas cada 

una con su aridad 

{Pt' I ni < w } 

v. Un conjunto DÚnimo de conectivos. 

VI. El conjunto de símbolos de puntuación 

{), (, , } 
vii. Un conjunto de cuantificadores, ya sea el universal "Ixi o el 

existencial 3Xi, o ambos para· cada variable Xi . 

viii. El conjunto con el símbolo de igualdad ~. 

9Entendemos por efectivamente decidible si existe un mecanismo (algoritmo) que nos per­
mita saber si las restricciones se aplican o no en cada caso. 
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Los lenguajes se distinguen entre sí según el conjunto de constantes, de letras 
predicativas y de letras funcionales que contengan. A la unión de estos conjuntos 
la conocemos corno el tipo de semejanza del lenguaje, así que distinguimos a los 
lenguajes de primer orden por su tipo de semejanza. Algunas veces en lugar de 
referirnos al tipo de semejanza del lenguaje diremos "el tipo de semejanza de la 
teoría" , ya que a una teoría la componen las fórmulas de su lenguaje. Así, si K 
simboliza una teoría, p(K) simboliza a su tipo de semejanza, y se tiene: 

p(K) = P U:7 U e 

donde 

- P simboliza al conjunto de letras predicativas de la teoría K. 

-:7 simboliza al conjunto de letras funcionales de la teoría K. 

- e simboliza al conjunto de constantes de la teoría K. 

Cuando describamos al tipo de semejanza de una teoría lo haremos según el 
orden anterior, es decir, primero escribiremos al conjunto de letras predicativas, 
enseguida al conjunto de las letras funcionales y al últimio al conjunto de las 
constantes lO . En este trabajo consideraremos a los conjuntos P, :7, e como con-
juntos finitos. . 

De manera que los símbolos de un lenguaje se clasifican en símbolos lógicos 
y símbolos no lógicos. Los símbolos no lógicos son aquéllos en los que 
su significado depende de la interpretación, así los símbolos que pertenecen al 
tipo de semejanza de una teoría son los símbolos no lógicos. Por el contrario los 
símbolos lógicos son aquéllos que siempre tienen la misma interpretación. Quiero 
aclarar que al símbolo para la igualdad (~) debemos clasificarlo como símbo­
lo lógico, pues el considerarlo corno una letra predicativa puede conducirnos a 
situaciones incorrectasll . Así mismo aceptaremos que los cuantificadores sean 
símbolos lógicos. 

Corno mencionamos anteriormente, se establece un procedimiento para de­
terminar cuáles expresiones del lenguaje son fórmulas 12. Decimos que un sis­
tema formal S FL es un sistema formal de primer orden si y sólo si, su lenguaje 
es de primer orden. 

Trabajaremos con los sistemas axiomáticos AP y ZF, donde 
p(ZF) = {E} U 0 U 0 
p(AP) = 0 U {/;, n, p} U {Co} 

así 
L ZF = p(ZF) U {Xi I i E N} U {A, V, --+, -, -,} U {V, 3} U {~} 

lO El orden en la notación no es Indispensable sin embargo preferimos oonsiderarlo. 
l1 [Amor dJ. 
l2nabajarem06 oon la definición usual de término y fórmula para W1 lenguaje de primer 

orden oon igualdad, véase [Mendel90nJ páginas 42 y 43. 



Mariana Martínez González ix 

LAP = p(AP)~ {Xi I i E N} U {A, V, ~, +-+, ..,} U {V, 3} U {~} 

También los axi~mas de las teorías de primer orden se dividen en dos clases, a 
saber, en axiomas propios y axiomas lógicos. Los axiomas propios son aquéllos 
con los que diferenciarnos a las teorías. Para fórmulas 0:, f3, , de teorías de 
primer orden con igualdad, el conjunto de axiomas lógicos t. está dado por13 : 

- Al : [o: -+ (f3 ~ 0:)] 

- A2 : [o: ~ (f3 ~ ,)) ~ [(o: -+ f3) ~ (o: -+ ,)] 

- .~ : [..,f3 -+ -,0:] ~ [(..,f3 -+ 0:) -+,B] 

- A4 : VXiO:(Xi) ~ o:(t) si ''t "es un término en el lenguaje que es 
libre14 paro Xi en O:(Xi)' Observemos que ''t " puede ser Xi . 

- As : Vx.(o: -+ f3) -+ (o: -+ VXif3) si o: es una fórmula del lertguaje 
que no contiene presencias libres de Xi. 

- ~ : VX¡(Xi ~ Xi) 

- A7 : VxVy(x ~ y ~ (o:(x, X) -+ o:(x, y))) 

Debemos observar que los anteriores son esquemas de axiomas, es decir que, 
por cada fórmula del lenguaje, la sustitución uniforme en alguno de A 1-A7 pro­
duce un axioma lógico del sistema, de manera que en realidad un sistema tiene 
un número infinito numerable de axiomas lógicos, ya que hay una infinidad 
(numerable) de fórmulas. Además, dado que el lenguaje de Z F es distinto al 
lenguaje de AP, el conjunto de axiomas lógicos de ZF es distinto al de AP. 

Los axiomas propias de ZF son: 

- Extensionalidad: VxVy[Vz(z E X +-+ z E y) ~ X ~ y] 

Vacío : 3xVy ..,(y E x) 

Par: VxVy3w[Vz(z E w +-+ (z ~ X V z ~ y»J 

- Union: Vx3y"lz [z E y +-+ 3w (w E x A z E w)] 

- Potencia: Vx3yVz[ z E y +-+ Vw(w E z -+ w E x)] 

- Esquema de Sepamción: Para toda fórmula ¡pez) de LZF que no 
tenga a "y" corno variable libre se tiene que 

Vx3yVz[z E y +-+ (z E x 1\ ¡pez))] 

13Coll5ideram08 el sistema axiomático de [Mendelson]. 
14Véase apéndice A. 
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- Esquema de Sustitución o de Reemplazo: Para cad~ fórmula '{J(x, y) 
de LZF, con variables libres "x", "y" 15, si b no es variable libre en 
'{J, el esquema de Sustitución enuncia lo siguiente 

V'xV'y\f'z[('{J(x,y) /\ '{J(x,z» -> y ~ z] -> 

V'a3bV'z[z E b ..... 3x(x E a /\ C;(x,z»] 

Axioma de Infinito:Hay un conjunto inductivo. 

Nuevamente tenemos que, el esquema de separación, enuncia un axioma para 
cada fórmula '{J que no tenga a y como variable libre. 

Los axiomas propios de AP, (AP simboliza la teoría de primer orden que se 
obtiene a partir de los postulados de Peano) son los siguientes: 

(APl) V'Xl"'(CO ~ f.(xt}) 

(AP2) V'Xl'1x2(f.(Xt} ~ f.(X2) -> Xl ~ X2) 

(AP3) V'Xl(!+(:Cl,eo) ~Xl) 

(AP4) '1Xl'1X2(!+(Xl, f.(X2» ~ f.(!+{Xl,X2») 

(AP5) V'Xl(f.(Xl,eo) ~ co) 

(AP6) '1X1V'X2(f.(Xl,J.(X2) ~ !+(J.(Xl,X2),Xt}) 

(AP7) Para cualquier fórmula o:(x) de LAP , 

(0:(0)/\ '1x(o:(x) -> O:(fs(x)))) -> (V'xo:(x») 

Las reglas de inferencia, como ya mencionamos, serán modw ponens y 
generalización. 

0.1.2 Metateoría. 

Las matemáticas no han sido desarrolladas dentro de un sistema formal, y has­
ta antes de que Godel diera a conocer su teorema de incompletud, eso parecía 
posible. 

Los sistemas formales pueden ser objeto de nuestro estudio, y para nombrar 
a los elementos del sistema, es necesario que el lenguaje con el que se expresan 
sus propiedades contenga todos los símbolos que contiene el lenguaje del sistema, 
así que podemos hacer distinción entre el lenguaje del sistema objeto de estudio 
y el lenguaje con el que se le estudia, a este último lenguaje lo conocemos como 
metalenguaje. Es posible que este metalenguaje también sea objeto de estudio, 
entonces necesitaremos un nuevo metalenguaje con las propiedades que le 
pedimos al primero, y así sucesivamente. También debemos hacer distinción en­
tre la teoría desarrollada dentro del sistema. formal y la teoría que se desarrolla 
para su estudio desde un metalenguaje, a ésta última la conocemos como meta­
teoría. A los teoremas de dicha metateorÍa los podemos llamar metateoremas, 

15Decim08 que una variable es libre en una fórmula si ésta no ocurre dentro del alcanoe de 
algún cuantificador. 
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éstos pueden ser acerca de las reglas de inferencia, o de las afirmaciones hechas 
dentro del sistema, o establecer relaciones del sistema con otros sistemas. Un 
ejet;nplo claro de esta situación la encontramos en el capítulo 1, donde enun­
ciaIJl()S teoremas acerca de teorías, dichas teorías son nuestro objeto de estudio, 
para lo cual empleamos al español junto con algunos símbolos como metalen­
guaje para designar a los símbolos de las teorías de las cuales estamos hablando. 

Entre los procedimientos de demostración están los deductivos y los construc­
tivos. Jean LadriereI6 dice al respecto: La noción de demostración constructiva 
no puede ser definida de manera rigurosa más que por la descripción precisa de 
los procedimientos de de4ucción que son considerados como constructivos. Sin 
embargo, se puede decir, de manera aproximada, que un procedimiento construc­
tivo de demostración, es un procedimiento que permite verificar efectivamente 
(de manera tangible) el resultado demostrado dentro de cada caso particular. 
Desde el · aspecto metateórico sólo las demostraciones constructivas son 
consideradas como satisfactorias por que sólo ellas están completamente ajus­
tadas a un método formal. Las otras dependen de suposiciones exteriores y re­
posan sobre evidencias incontrolables. En cuanto a formalizar la metateoría, se 
puede dar un contenido preciso a la noción de procedimiento constructivo,[. . .j, 
sf>-g'Ún el formalismo que se adopte, se imponen las exigencias más o menos 
fuertes de constructividad. Así se puede tomar un formalismo que permite el 
razonamiento por inducción. [. .. J El tipo clásico de demostración metateórica 
es el razonamiento por inducción estructural. Se puede hacer una tal inducción 
sobre la construcción de las proposiciones o también sobre la derivación de una 
proposición. En el primer caso, se establece una propiedad para las proposiciones 
elementales y se muestra que ella se conserva bajo la aplicación de diferentes 
reglas de formación. En el segundo caso, se establece una propiedad 
para los axiomas y se muestra que ésta se conserva bajo la aplicación de las 
diferentes reglas de derivación. En los dos casos, se efectúa, etapa por etapa, 
una traslación de la propiedad, de los casos elementales a los casos generales. 
Este tipo de razonamiento es posible porque las reglas son formuladas de manera 
recurrente. 

Desde este punto de vista metateórico, podemos referimos a un sistema 
axiomático, (el sistema axiomático de la teoría de anillos o el de la geometría 
euclidiana, por ejemplo). Podemos considerar al sistema de la geometría griega 
antigua, en donde las demostraciones se apegan a una estructura lógica, pero 
muchas veces se basan en afirmaciones que Uresultan evidentes" esto es, se apela 
a la intuición. A manera de ejemplo, cito a García Bacca quien afirma en su 
introducción filosófica a los Elementos de Euclides- que Euclides no define en 
parte alguna qué debe entenderse por prolongar según continuidad y dice, que 
por tanto, hay que dar a esta palabra el significado corriente visual de no ver 
huecos o discontinuidades. 

16 [Ladrierel página 54 
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Todo lo anterior podría conducirnos a diséusiones filosóficas más profundas, 
sin embargo, mi intención es simplemente dar una idea del trabajo comúnmente 
hecho en matemáticas y el tipo de trabajo al que nos conducen los sistemas 
formales. Debo mencionar que el trabajo con los sistemas formales nos hace 
enfrentarnos a una una gran cantidad de limitaciones17 . 

0.2 Idea general de la demostración del teorema 
de incompletud de Godel-Rosser. 

Con lo mencionado anteriormente podemos darnos cuenta de que la matemática 
presenta dos facetas: el trabajo hecho en la metateoría y el realizado dentro del 
rigor de un sistema formal. La demostración que conocemos del teorema de 
GOdel-Rosser utiliza ambas facetas. 

Metateóricamente se emplea lo siguiente: 

1. Los números naturales y sus operaciones (s'Ucesor, s'Uma, produ.cto) . 

2. En los naturales es válido un teorema de recursión a partir del cual dare­
mos las definiciones de los métodos de recursión y de su.stitu.ción. 

3. A partir de 1) y 2) daremos las definiciones de funciones que llamare­
mos primitivas. Por medio de éstas y de los métodos de recursión y de 
sustitución obtendremos nuevas funciones que llamaremos las funciones 
recursivas, por ejemplo, la división entre naturales, la diferencia positiva 
entre naturales; un ejemplo de constrUcción de una de éstas funciones lo 
encontraremos en el capítulo 2, y en el capítulo 3 daremos una lista de 
este tipo de funciones. Además, a partir de estos conceptos definiremos 
subconjuntos de naturales (subconjuntos de pares de nat'Urales, sub­
conjuntos de temas de números naturales, etc.), es decir, relaciones de 
números naturales las cuales, al cumplir ciertas condiciones, las llamare­
mos relaciones rectlNivas (por ejemplo x divide a y, y es el inverso aditivo 
de x, etc.) 

4. Definiremos los conceptos de representabilidad y de expresabilidad para 
las funciones y relaciones respectivamente. 

5. Enunciaremos teoremas y condiciones que establecen la representabilidad 
y la expresabilidad en un sistema formal de las funciones y relaciones 
recursivas. Intuitivamente, una función o una relación es representable o 
expresable en una teoría formal si en el lengu.aje de la teoría existe una 
expresión para ellos, es decir, hay 'Una fórmula que bajo 'Una interpretación 
describe el comportamiento de los individuos que están en la función o en 

17 [Torres). 
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la relación. La fórmula es una sucé.9ión de símbolos, sin embargo, nuestro 
interpretación es la ya descrita. 

Con respecto a los sistemas formales, la demostración que conocemos del 
teorema de GOdel-Rosser emplea la teoría AP (TAP), es decir, utiliza el lengua­
je formal de la Aritmética de Peano y la cerradura deductiva de su conjunto de 
axiomas para la formación y la demostración de las fórmulas que representan 
a las funciones recursivas, y las que expresan a las relaciones recursivas. Em­
pleando LAP es inmediata la representabilidad de un cierto tipo de funciones, 
llamadas funciones iniciales 18, o de las que emplean a la suma o al producto, 
ya que LAP contiene símbolos funcionales para las operaciones elementales en 
los naturales, y los teoremas mencionados anteriormente nos permiten asegurar 
la existencia de fórmulas de LAP que representan a las funciones recursivas y 
algo similar (aunque no igual) se tiene para las relaciones recursivas. 

Se establecen dos caminos, uno de LAP al universo de los números naturales 
y otro de los naturales a LAP. El primero ~ignará de manera única a los símbo­
los, fórmulas y expresiones de LAP números naturales, y será tal que podremos 
saber si un número proviene de un símbolo o una fórmula, o una implicación 
de fórmulas, o una generalización de una fórmula, etc. Además, podremos 
formar subconjuntos de números (pares, ternas, etc.) estableciendo relaciones 
de números que corresponden a conjuntos de números que provienen de ax­
iomas, de generalizaciones, e incluso conjuntos de números que corresponden 
a pruebas en TAP . En especial definiremos las relaciones PR y PRN que son 
subconjuntos de N3 en las cuales estarán relacionados números de pruebas de 
ciertos tipos de fórmulas (o de negación de fórmulas en el caso de PRN) con los 
números correspondientes a esas fórmulas. Estas relaciones serán escenciales en 
la demostración del teorema de Godel-Rosser, así que no nos olvidemos de ellas . 

El segundo camino (el de regreso) consiste en asignar símbolos del lenguaje 
formal (en nuestro caso ciertos términos de LAP o LZF) a los números naturales, 
a esos símbolos los conoceremos como numerales. Cuando trabajamos con 
LAP, disponemos de símbolos para el cero (ca), para la función sucesor Ui), 
la suma y el producto U¡ 1/ f!'), es decir, tenemos a un elemento distinguido 
(constante individual), a una letra funcional de aridad 1, y dos de aridad ~ . 
Además tenemos a un conjunto de axiomas de tal manera que 

ca , fi(ca) , f;U;(ca» , .. . 

son los términos del lenguaje formal a los que llamamos numerales. 

Una vez que hemos asignado números natllrales a los símbolos, fórmulas y 
expresiones (a los cuales se les conoce como número de Godel de un símbolo o 
de una fórmula o de una expresión) y dado que el camino de regreso consiste 
en asignarle símbolos del lenguaje formal, en este caso de LAP, a los números 

leEn el capítulo 3 se definen las funciones iniciales. 
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naturales, se tiene que los números naturales que provienen de fórmulas ~n LAP 
tienen asociados en LAP numerales, de manera que en LAP una fórmub. tiene 
dos expresiones, ella núsma y el numeral que le corresponde. Esto es, si o E 

_ L AP Y m E N se tiene lo siguiente: 

o -m-m 

Denotaremos con ro' al numeral m asociado, como anteriormente describi­
mos, al número m, si m es el número de GOdel de o. 

Con lo dicho anteriormente tenemos que si O(X)EL~p (o habla de x en LAP) , 
entonces o(o'} la entendemos de forma natural como "o habla de sí mi~ma en 
LAP'" 

Ya tenemos todo lo necesario para conocer de manera intuitiva al enunciado 
de GOdel-Rosser, y ha llegado el momento en que recordemos a las relaciones 
PR, PRN. Hemos dicho que PR y PRN son subconjuntos de N3 , usando AP y 
N decimos que (n,m,k) E PR si y sólo si n es el número asociado a la deducción 
hecha en AP de la fórmula que resulta al sustituir en la fórmula cuyo número 
asociado es m la variable Vk por el numeral de m y decimos que (n,m,k) E PRN 
si y sólo si n es el número asociado a la deducción hecha en AP de la negación 
de la fórmula que resulta al sustituir en la fórmula cuyo número asociado es m 
la variable Vk por el numeral de mio. Uno de los resultados principales que se 
emplean en la demostración del teorema de GOdel-Rosser, es que PR y PRN son 
relaciones expresables en AP, es decir que existen fórmulas 0PR, OPRN en L~p 
de tal manera que siempre que (x,y,z) E PR, se tiene que AP f- OPR (x,y;z); 
lo núsmo para la relación P RN'J-O donde Zif y Y corresponden a los numerales de 
x y 11 respectivamente. 

Se construye la siguiente fórmula en L~p: 

,(3:1) 

Sea 

- g(,(3:I» = r . 

Esto es, r es el número de Godel de ,(3:1), así r E N y l' E LAP-

Y de manera natural , entendemos a la fórmula ,(1') como una fórmula que 
habla de sí misma. 

19Véa.8e capftulo 3. 
20Para ver la definición oompleta de tula relación expresable consultar el capítulo 2. 

L 
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Intuitivamente ,(f) expresa lo siguiente: "Dado, cualquier X2, si X2 es una 
prueba mía, entonces existe X3 S X2 t;al que X3 es una prueba de mi negación". 
El enunciado ,(f) es conocido como el enunciado de Godel-Rosser. 

El enunciado ,(f) construido desde LAP y usando AP, resulta ser un enun­
ciado verdadero, ya que de suponer que AP r- ,(f) se puede demostrar 
que AP r- -ry(f) (si AP demuestra ,(f), entonces AP demuestra la negación de 
,(f» . De manera que si admitimos la consistencia de AP no podremos suponer 
que AP r- ,(f), esto es, si AP es consistente entonces AP }l,(f). Además, 
se ha demostrado que si se supone la consistencia de AP, y además suponernos 
AP r- -ry(f) podríamos demostrar que AP r- ,(1') lo cual nuevamente nos con­
duce a una contradicción; esto es, si AP es consistente entonces AP}l -ry(f) , 
con lo que tenernos que, suponer la consistencia de AP, implica que ,(f) es 
indecidible para AP. 

Hasta aquí termina la descripción de la demostración para el teorema de 
Godel-Rosser hecha usando AP corno teoría formal. La demostración que hare­
mos en este trabajo está basada en estas ideas, aunque con algunas variaciones. 
En el capítulo 4 daremos la construcción adecuada de la fórmula ,(x¡), para 
que la cuantificación universal que en ella aparece se refiera a los numerales y 
no a conjuntos cualesquiera, ya que trabajaremos con ZF. 

0.3 Algunas consideraciones que se deben tener 
para construir una demostración del teore­
ma de Godel-Rosser en ZF. 

Para la demostración del teorema de GOdel usando ZF y la generalización que 
dió Rosser, debemos hacer algunas consideraciones. 

La notación que usaremos a lo largo del presente trabajo es la siguiente: 

- TK denotará a la teoría que se obtuvo a partir de un conjunto 
de axiomas propios K. 

- p(K) denotará al tipo de semejanza de la teoría que se obtiene 
a partir de K. 

- LK denotará al lenguaje correspondiente a la teoría que se 
obtiene a partir de K. 

- K'r denotará la cerradura deductiva de el conjunto K. Recordemos 
que en estas deducciones implícitamente se considera el empleo de 
los axiomas lógicos, de acuerdo a lo dicho en 0.1.1. 
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Rosser enunció que para que en una teoría K se cumpla el teorema de Godel, 
su tipo de !iemenjanza (P(K» debe contener los mismos símbolos que p(AP), 
esto debido a la construcción de la demostración que se conoce de este teorema. 
Sin embargo, veremos que basta con tener definidos en p(K) a una constante 
individual y una letra funcional de aridad 1 (las correspondientes al O y a la fun­
ción sucesor respectivamente cuando consideramos a la interpretación estandar 
de AP). 

Dado que el propósito de este trabajo es hacer una demostración del teore­
ma de GOdel-Rosser IIsando ZF y basándonos en la que ya se conoce, debemos 
extender el lenguaje de la teoría de conjuntos (LZF), pues como ya sabemos, 
p(ZF) únicamente contiene una letra predicativa de aridad 2, a saber, la 
correspondiente a la pertenencia "E", esto es, queremos definir en LZF Y usando 
ZF a una constante individual y a una letra funcional de aridad 1. Además, 
queremos obtener la demostración usando las condiciones mínimas necesarias y 
garantizar que efectivamente la demostración se hará para ZF y no para alguna 
nueva teoría que se pudiera obtener al extender LZF , así que debemos garanti­
zar que la extensión que hagamos de LZF sea una extensión conservadora21 . 

0.4 Estructura del trabajo. 

Este trabajo está compuesto por cuatro capítulos. En el capítulo 1 daremos 
las definiciones y teoremas acerca de extensiones conservadoras y construiré la 
extensión deseada de ZF, además haremos una selección de ZF, con el fin de 
trabajar tan sólo con los axiomas que necesitamos para la construcción de la 
demostración, así que trabajaremos con una s~bteoría de zp22. En el capítulo 
2 se introducen las definiciones y resultados involucrados en el proceso 
constructivo de la demostración. En el capítulo 3 daremos la lista de funciones 
y relaciones recursivas que se emplean en la construcción de la demostración y 
que se obtuvieron a partir de las definiciones y resultados del capítulo 2. Final­
mente el capítulo 4 está compuesto por aquéllos resultados que establecen los 
requisitos que debe satisfacer una teoría para que haga verdadero al teorema de 
Godel-Rosser en cuestión, así como su demostración usando una subteoría de 
ZF y las conclusiones. 

Por último quiero hacer las siguientes aclaraciones acerca del lenguaje que 
emplearé. 

Acerca del Lenguaje formal 

21 En el capftulo 1 emmciarem06 las definiciones y resultados concernientes a extensiones 
conservadoras de una teorla . 

22Recordar que queremos trabajar con las condiciones mínimas necesarias. 

l 
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(a) Generalmente usaremos las letras ti, v, W, x, y , z para deno­
tar variablesX3. Cuando sea necesario utilizar más variables agre­
garé subíndices a estas letras, de manera que U$ , Vi, W¡, Xi, Y¡, Z¡ 

también denotarán variables, para i E N. Así que una aplicación fini­
ta de /. a alguna de estas variables, denotará un término en LE,24. 
Para evitar confusiones en las demostraciones, evito utilizar una sola 
letra indexada, esto es Xl, X2, . .. , Xn , ... para denotar variables, 
pues considero que el uso de distintas letras permite identificar de 
manera clara el papel que juega cada una de ellas en las fórmulas de 
las demostraciones. 

(b) Usaré las letras a, b, e, d, e para denotar constantes. 

(c) Dado que se define una función h: N -> LE" tal que h(n) = n, h(n) 
también simboliza un término en LE'. 

La notación para los elementos de N 

(a) Para simbolizar a los elementos en N utilizaremos las letras n, m, p, 
q, r, y en algunos casos estas letras aparecerán indexadas. 

23Será muy claro cuando _o no suoeda. 
24 L E' denota al lenguaje de la teoría que extiende a E S ZF. 
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Capítulo 1 

U na Extensión 
C\:Conservadora de ZF 

1 

En la introducción hemos definido los conceptos concernientes a teorías y sis­
temas formales . A continuación veremos cómo es posible extender a una teoría 
de manera conservadora. 

Al extender de manera conservadora el lenguaje de una teoría lo que hacemos 
es agregar nuevos símbolos a su tipo de semejanza, e incluir a los axiomas que los 
definirán, y debe procederse de manera que todo lo que se puede demostrar en 
la extensión de la teoría usando únicamente símbolos del lenguaje de la teoría 
original, también sea posible demostrarlo desde la teoría original; una de las 
ventajas que obtenemos con este tipo de extensiones es que ahorramos notación. 

En este capítulo haremos una extensión conservadora de LZF agregando una 
constante individual, y una letra funcional de aridad uno. La definición para la 
constante individual está basada en la idea de que esta constante individual sea 
un individuo que represente al vacío, y la letra funcional será una abreviación 
para la expresión metalingüística "ser un sucesor de otro conjunto" , con la no­
ción que comúnmente conocemos de este concepto. 

1.1 Definiciones sobre Extensiones 

Definición 1.1.1 Sean T, T ' trorías, y denotemos con p(T) al tipo de seme­
janza del lenguaje de la teona T. T ' es una extensión de T si y sólo si 

1. p(T) ~ p(T') 

2. T~ T' 
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Notación: 

- "syss"es una abreviación de "si y sólo si". 

Ob8ervación 1.1.1.1 Si rr = T, para que ocurra T c;;, T', basta que T' 1- 'Y 
paro cada fórmula 'Y de r . 

Definición 1.1.2 Sean T, T' teorías. T' es una eztensión conservadora de 
T si y sólo si 

1. T' es una extensión de T 

2. T = T'n LT 

Ob8ervación 1.1.2.1 T = T' n LT si y sólo si'para todo aELr se tiene lo 
siguiente: 

1. Si a E T', entonces a E T. 

2. Si T' 1- a, entonces TI- a. 

Notación: 

- p(T) .,: p 

- p(T') .,: p' 

1.2 Teoremas sobre extensiones conservadoras 

Los siguientes tres teoremas enuncian las condiciones que deben cumplirse para 
que una teoría que se obtiene a partir de otra por medio de agregar nuevos 
símbolos, sea una extensión conservadora. Las demostraciones de estos teoremas 
las presentaré de forma semántica debido a que enuncian un resultado acerca 
de teorías, no creí necesario que su demostración deba ser sintáctica l . 

Teorema 1.2.1 (Extensiones por DefinicÍones Relacionales) 

Sea Tuna p-teoría, <p una p-fórmula cuyas variables libres son Xl ,X2, ... ,Xn 
(distintas todas ellas). Sea R un símbolo relacional n-ario R rt p .Sea 

- p(T') = p(T) U {R} 

y sea T' la p '-teoría obtenida al cerrar bajo 1- al conjunto 

Así.-

1 Las demostraciones de los siguientes tres teoremas las he tomado de unas notas del Prcr 
fesor J.A. Amor. 

l 
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1. T' es una extensión conservadoro de T. 

Además paro cada p '-fórm:ula a hay una p-fórmula a* con las mismas 
variables libres que a 1! tal que 

2. T'~V Xl, . .. ,V xn(a(Xl, ... ,Xn ) ...... a*(Xl, ... ,Xn )) 

y 

3. T' ~ a si y sólo si ·T ~ a* 

Demostración 1.2.0.1 . 

1. Es inmediato que T' es una extensión de T, así que T ~ T', y como 
T ~ LT, tenemos que T ~ 1" n LT. Veamos que T' n LT ~ T; sea 
t/J E T' n LT, y sea 2l una estructuro de tipo p, tal que 1=2( T. Sea 
2l' = ( 2l, R2(' ) una p' expansión de 2l, donde 

2(' 
es decir, (al, ... ,an) E R si y sólo si F2( cp[x¡Jal,'" ,xn/an]. 

Así que 

(a) F2(' VX1, ... , VXn(R(Xl,' .. , xn ) ...... CP(Xl, " . ,xn » 
y como tenemos que 

(b) F2(' T 
(a) y (b) implican que 

(e) F2(' T' 
Dado que t/J es un teorema de T', y del paso anterior obtenemos 

(d) F2(' t/J 
Como t/J E ~, por el paso anterior tenemos que 

(e) F2( 'IjJ 

Por lo que 

(f) TF t/J 
Por el teorema de correctud-completud extendido tenemos que 

(g) TF t/J si y sólo si T~ t/J 
Por lo que 'IjJ E T. 

2. Definiremos a* por recursión sobre las fórmulas a de LT' 

- Si a es atómica 

l . Si a no incluye al nuevo símbolo relacional, entonces a* ~ a 

ii. Si a es R(tl, . .. , tn ), entonces a* ~ cp(t l , ... , tn) 
donde tI.' .. , tn son términos. 

- En general 



z. Si o es --.,p, o· es --(.,p.) 

ii. Si o es .,pl 1\ .,p2, 0* es .,pi 1\ .,p; 

iii. Si o es .,pl V t/J2, o· es .,pi V.,pi 
zv. Si o es VX.,pl, o· es Vx.,p~ 

4 

Ob8ervo.ci6n 1.!.0.2 Basta con eonsideror a los conectivos --, 1\, V yel 
cuantificador universal, ya que cualquier fórmuJ.a de un lenguaje de primer 
orden puede expresarse usando sólamente estos símboloil . 

Ob8erv0.ci6n 1.2.0.3 En los siguientes eapítuJ.os, ademá,s de las 
anteriores, escribiremos fórmulas de la forma o -+ {3 ya ..... {3. 

La demostrnción de este punto la haremos por inducción sobre las fórmu­
las. Paro las fórmulas atómicas, el único caso que nos interesa demostrar 
es cuando ésta es de la forma R(t¡, .. . , tn), siendo R el símbolo relacional 
que hemos agregado a LT. De manero inmediata, aplicando el axioma 
lógico 4, y el axioma con el cual extendimos T, tenemos que 

Hipótesis de Inducción: Supongamos que para.,pl y t/J2 fórmulas de 
LT' existen.,p~ y.,pi fórmulas de LT tales que: 

T' f- VX1,' . . ,Vxn(.,pl (Xl" .. ,Xn ) ..... .,pi(Xl, . . . ,Xn » 
T' f- VX1, . . . , VXn(t/J2(Xl, ... , Xn ) ..... .,p;(XiJ . . . ,Xn )) 

Si.,p es de la forma -..,pl, de acuerdo a lo anterior, debemos demostrar que 

De acuerdo a la hipótesis de inducción, obtenemos que 

(a) T' f- .,pl(Xl, " .,Xn ) -+ .,pj(Xl,' " ,Xn ) 

Como (.,p -+ cp) ..... (-,cp -+ -.tjJ) es tautología, entonces tenemos que 

(b) T' f- --Vii (Xl, .. . , xn ) -+ -,.,pl (Xl, . .. ,xn ) 

Análogamente tenemos que 

(e) T' f- --.,pl (Xl" " ,Xn ) -+ --.,pj(Xl, ... ,Xn ) 

(b) y (e) implican que 

(d) T'f- -,.,pl(Xl, .. . , Xn) ..... --.,pj(Xl , . .. ,Xn ) 

Con lo que podemos concluir que 

(e) T' f- .,p(Xl, "" Xn ) ...... -,tjJi(Xl , "" Xn ) 

2Es decir {~, /\ , V, 'v'} forme. un ClUljuntO completo de conectivos, pare. mayor información, 
consultar [Endertonj. 
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Si tP es de la forma tP11\ tP2, de acuerno a la hipótesis y por una tautologídi 
tenemos 

(a) T' f-- tP1 (~1, ... , Zn)l\tP2(~1, ... , ~n) ..... tP~(Zl, ... , Zn)l\tP;(Zl, . .. , zn) 
y 

(b) T' f-- tPi (Zl, .. . , Zn)l\tP2(Zl, ... , xn ) ..... tP1 (Xl, . .. , Zn)l\tP2 (Xl, .. . , zn) 
Esto es 

(e) T' f-- tP1 (Xl, ... , Xn)l\tP2(X1, . .. , Zn) ...... tPi (Xl, .. . , Zn)l\tP;(X1, . .. , zn) 

Si tP es de la forma t/11 V th .. de acuerdo a la hipótesis de inducción podemos 
afirmar que 

(a) T' f-- t/11(X¡" " ,xn) ..... tPHX1, .. . ,xn ) V tP;(X1, ... ,zn) 
y que 

(b) T'f-- tP2(X1, ... ,Zn) ..... tPi(X1"",Zn)vtP;(x1" .. ,zn) 
De (a) y (b) y por tautología4obtenemos 

(e) f-- tP1(~1,' " ,~n) V tP2(~1, .. · ,xn) ..... ·t/1i(X1,'" ,xn) V tP2(X1, ... ,xn ) 
Análogamente tenemos que 

(d) T'f-- tPi(X1,. " ,xn )VtP;(X1, '" ,xn) -4 tP1(Zl, . .. ,Xn )VtP2(X1, ... , xo) 
Así que podemos afirmar que 

(e) f-- tP1 (Xl, ... , Xn) V tP2 (Xl, ... , Xn) ...... tPi (Xl, .. . , Xn) V tP; (Xl, ... , xn) 

Si tP es de la forma VXtP1, es inmediato de la hipótesis de inducción que 

(a) T' f-- VXtP1(X1, . .. ,xn ) ...... VZtPi(X1,'" ,zn) 

3. P.D. T' f-- a si y sólo si T f-- a· 

Sea a E Lr tal que T' f-- a, de acuerdo al inciso (2) tenemos que 

(a) T' f-- a ...... a· 

Aplicando M.P. obtenemos que 

(b) T' f-- a· 

Como a· E LT, usando el inciso (1), tenemos que 

(e) Tf-- a+ 

Por otro lado, como T' es una extensi6n conseroadora de T, (e) 
implica lo del inciso (b), de modo que aplicando M.P. en los pasos 
(b) y (a) obtenemos que 

(d) T' f-- a 

Teorema 1.2.2 (Extensiones por Definiciones Ft.mcionales) 

Sea Tuna p-teoría, cpEL~+1 cuyas únicas variables libres son Zl, ... ,zo,y 
(distintas). Sup6ngase que 

sF6rmula 27 del apéndice 8-1. 
4F6rmula 29 del apéndice 8-1. 
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(a) T ~ Vzl , . .. ,Vxn3y <p(Xl, . . . ,zn,y) 

(b) T~ Vzl , . .. ,VxnVyVZ(<P(Xl, ... ,zn,y) ti <P(Zl, ' " ,xn,z) 
-+y<;::jz) 

Sean 

- 1 un símbolo funcional n-ario tal que 1 i p(T) . 

- p(T') = p(T) U {J} 

- T' = (T U {VXl, ... ,Vzn , Vy[f(Xl, . . . ,xn ) <;::j y ...... 

<P(Zl, ... ,Zn,y)f})f-

entoce.~ se cumplen las condiciones 1, 2 Y 3 del teorema 1.2.1. 

Demostración 1.2.0.2 . 

1. De manera análoga a como hicimos en la prueba del teorema 1.2.1, basta 
con que demostremos que LrnT' ~ T. Sean'IjJ E LrnT' , 21 una estructura 
de tipo p, tal que F!lI T. Sea 21' = (21, ¡!lI') una p' expansión de 21, 
tal que para cada al··· an E 121 1 (= 121' 1), considerando <p la lórmula 
del nuevo axioma definimos 

p' (al, " " an) = "el único b tal que F!lI <p!Xdal, . . . zn/an, y/bJ" 

De acuerdo a esta definición, tenemos que 

(a) ~I VXl, " . , VXn Vy(f(Xl, ' .. , xn ) <;::j y ...... <P(Zb ' .. , Xn , y)) 

Asi' que 

(b) ~, T' 

Como T' ~ t/J, de acuemo al inciso anterior tenemos que 

(e) F!lII 'IjJ 

Dado que'IjJ E Lr, (e) implica que 

(d) F!lI 'IjJ 

De lo cual obtenemos que 

(e) T F t/J 
Finalmente por el teorema de eorreetud-eompletud extendido 
tenemos que 

(1) T ~ t/J 
Con lo que concluimos que t/J E T. 

2. Para este punto, veremos primero que para todo pi -término t cuyas 
variables son Xl , ... Zn hay una fórmula t/JUr: cuyas variables libres son 
las de t Y x, Y tal que T' ~ 'ljJtx ...... t ~ x: 

i. Si t = Vo entonces t/Jtx ~ t ~ Vo 
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ii. Si t = Co entonces t/Jt%'= t ~ Co 

iii. Si t = f(x¡, ... ,xn ) entonces t/Jt%;:::: <p(x¡, . . . , xn,x) 

iv. Si t = f(tI, . . . , tn ) entonces 

t/Jt'IJ ;:::: 3y1,· .. , 3Yn(t/JtIYII\· · ·I\t/Jtnllnl\<p(y¡,···, Yn, x) 

v. Si t = g(t¡, .. . tk) entonces 
t/Jt'IJ ;:::: 3y¡, . . . , 3Yk (t/Jtl 111 1\ . . ·I\t/Jtklllo I\g(y¡, . . . , Yk, x) ~ x) 
(g =l-f) 

Definimos o' recursivamente: 

- Si o es atómica 

~. (tI ~ t2)* 3y¡3Y2(Y¡ ~ Y2 1\ t/Jtrlll f\. t/JtwJ 

u. (R(t¡, . . . ,t,.»' . ~ 3Yl, . . . ,3Yn(t/Jtlllll\· . ·1\t/JtnYn I\R(Yl , . .. , Yn)) 

- En general 

~. (""0)' ~ ""0' 
ii. (o 1\ (3)* ~ o' 1\ {3' 

iii. (o V (3)* ~ o' V {3* 

iv. (VXO)* ~ VXO' ~ 

Como lo importante :Pam este trolJajo es garontizar que de acuerdo a como 
hemos definido a le. teoría T', ésta es una extensión conservadom de T, 
y dar una construcción paro las fórmulas o', dejamos la demostmción de 
este punto como ejercicio pam el lector. 

3. La demostmción de este punto es la misma que la correspondiente en el 
teorema anterior. 

Teorema 1.2.3 (Extensiones por Definición de Constantes) 

Sea T una p-teoría, <p E L} cuya única variable libre es y. SupÓngase que : 

(a) T't- 3ycp(y) 

(b) T't- VyVz(<p(y) 1\ <p(z) -+ y ~ z) 

Sean 

- Co una constante individual tal que Co fÍ. p(T) 

- p(T') = p(T) U {Co} 

- T' = rr U {Vy(y ~ Co +-+ <p(y))}) r 

entonces se cumplen las condiciones 1, 2 Y 3 del teorema 1.2.1. 

Demostración 1.2.0.3 . 
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1. Úl. demostración para este punto es análoga a la que hicimos a la corre­
spondiente en el teor:ema 1.2.2. 

2. Definimos 1/;tz para cada p' término y cada x que no aparezca en t, tal que 
l=1/;tz ...... t~x 

i. Para t = Vo 

ii. Para t = c 

tPtx ~ Va ~ x 

1/;tz ~ c ~ x (e i- Ca ) 

m. Para t = Ca 1/;tz ~ 1/;(x) 
-Lv. Para t = !(t i , . .. , tn) 

1/;tz .= 3yt, . .. , 3yn(1/;tllll /\ . . . /\ 1/;tn lln /\ !(Yl, " " Yn) ~ x) 

Definimos o· recursivamente de la misma manera a como lo hicimos en el 
teorema 1.2.2. La demostración la dejamos como ejercicio para el lector. 

3. La demostración de este punto es la misma que la que hicimos en el teo­
rema 1.2.1. 

1.3 Extendiendo a L Z F 

En esta sección construiremos una extensión de ZF, agregando al lenguaje LZF 
una constante individual y una letra funcional de aridad 1, Y a ZF los axiomas 
correspondientes según los teoremas sobre extensiones conservadoras que los de­
finen . 

Recordemos que: 

LZF = {E}U0U0U {vn In E N} U {...,, /\, V,->, ...... } U {3, V} U 

O,(, ' }U{~} 

Los axiomas propios de ZF han sido enunciados en la introducción. Se­
leccionaremos de entre ZF a los axiomas de extensionalidad, vacío, par y unión, 
y al conjunto formado por estos axiomas lo denotaremos con E . Las reglas de 
inferencia de nuestro sistema formal serán, como ya hemos mencionado, modus 
ponens (M.P.) y generalización (Gen) . Así mismo LE denota al lenguaje de 
la teoría TE que se obtiene de la cerradura deductiva de E, y tenemos que LE 
coincide con LZF. Por tanto, nos referiremos a este lenguaje así como a su tipo 
de semejanza ya sea con el subíndice E o con el subíndice ZF. 

1.3.1 Definiendo a la constante individual correspondiente 
al vacío 

De acuerdo al teorema de extensiones por definición de constantes sea Co ~ 

p(ZF), sea <Pe E LkF definida de la siguiente manera: 
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Proposición 1.3.1 La teoría que se obtiene de E ' al hacer 

- P'zF = PZF U {co} 
- E ' = E U {'v'x(x ~ CO <4 Cf'c(x))} 

es una extensión conservadora de TE. 

De acuerdo al teorema l.2.3 debernos demostrar que: 

(a) E 1-- 3x'v'z--,(zEx) 

(b) El-- V'xV'y«V'z"'(zEX) 1\ V'z--,(zEy) --+ x~y)) 

Demostración 1.3.1.1 (Existencia) 

Tenemos que 

1. {axioma del vacío} 1-- 3xV'z..,(zEx) 

La unicidad la demostraremos por contrapositiva, esto es 

P.D. V'xV'y( ...,(x~y) --+ (--,(V'z--,(zEX))V --'(V'Z--'(ZEY)))) 

es decir 

P.D. 'v'xV'y( --'(x~) --+ (3z(zEX) V (3z (ZEY))) 

Demostración 1.3.1.2 (Unicidad) Tenemos que 

1. {axioma de extensionalidad} 1-- --'(x ~ y) --+ 

9 

3z(--'(z E x --+ z E y) V --'(z E y --+ z Ex)} 

si y sólo si 

2. {axioma de extensionalidad} 1-- --, (x~ y) --+ 

3%( ((zEx) 1\ --'(zEy)) V ((zEy) 1\ --'(zEx)) ) 

Por la fórmula 4.4 del apéndice B-JI tenemos 

3. 1--3%( ((zEx) 1\ -.(zEy)) V ((zEy) 1\ ""(zEX)))--+ 

(3z((zEX) 1\ --'(zEy)) V 3z((zEy) 1\ --, (zEX))) 

Por 4.2 del apéndice B-1I tenemos 

4. 1--(3%((zEX) 1\ --,(zEy)) V 3z((zEY) 1\ ~(zEX))) --+ 

((3% (zEx) 1\ 3z..,(zEy)) V (3% (zEy) 1\ 3z..,(zEX))) 

Sean: 



- a ;:=! 3z(zEx} 

- {J ;:=! 3~(zEy} 

- , ;:=! 3z( zEy} 

- a ;:=! 3~(zEx} 

Se tiene que, de acuerdo a la fórmtt1a 1 del apéndice B-1, 

5. f--(a/l.{J} V (,/l.6)-+ (aV,) 

(4) y (5) implican que 

6. E f--( (3z (zEx) /1. 3z-.(zEy}) V (3z (zEy) /1. 3~(zEX})) -+ 

(3z(zEX) V 3z(zEY}) 

10 

todos los pasos anteriores y por transitiuidad en la implicación tenemos 
que 

7. E f-- -..,(x;:::,y} ....... (3z(zEx) V 3z(zEy}} 

Lo cual ocurre si y sólo si 

8. E f---..,(x;:::,y} -+ -..,(iz-.(zEx} /1. V~(zEy}} 

si y s6lo si 

9. E f---..,(x;:::,y} -+-"'("Pdx} /1. "Pe(y}} 

si y sólo si 

10. E f-- "Pe(ft}/I."Pdy}-+ (x;:::,y) 

aplicando Gen dos veces tenemos 

11. E f-- Vx Vy (("Pdx}/l.c¡;dy}) -+ (~y}) 

Con lo cual queda terminada la prueba de la unicidad 

1.3.1 Y 1.3.2 implican que 

Por lo tanto, 

1. Co~p(E) 

2. hay una fórmula "Pe en Lk tal que E f-- 3!x"Pe(x) 

Recomemos que LE es el mismo que LZF , Y por tanto también lo son sus 
tipos de semejanza 

Sean: , 
PZF = PZF U {col 
E' E U {Vx(x ~ Co ..... "Pc(x))} 
Entonces de acuerdo al teorema 1.2.3 la teoría que se obtiene con Ef- es una 

extensión conservadora de TE. 
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1.3.2 Definiendo a la letra funcional correspondiente a la 
función sucesor 

La idea del comportamiento de la función sucesor "s(x)"es la siguiente: 

s(x)=xU{x} 

= U{x, {x}} 

y = U{x, {x}} 

Entonces debemos considerar a los siguientes conjuntos 
Zl = {x}, Z2 = {x,{x}} 
para que 
y = U Z2 

(1.1) 

(1.2) 

(1.3) 

Ya que tenemos idea de cómo es que se construye el conjunto sucesor de un 
conjunto, sean 

- f. 'Í- p(ZF) 

- c.p. E L~F 

queremos que 

f.(x) = y syss c.p. (x, y) 

De acuerdo a lo anterior c.p. queda definida intuitivamente de la siguiente 
manera: 

c.p. (x, y) 3w3v(w::::: {x} /\ v::::: {x, {x}} /\ y::::: Uv) 

Formalmente damos la siguiente definición para c.p.: 

c.p. (x, y) 3w3v('¡U1(U1 E w ...... U1 ::::: x) 

/\VU1 (U1 E v ...... U1 ::::: x V U1 ::::: w) 

/\VU1(U1 E y ...... 3z(z E v /\ U1 E z») . 
Observemos que: 

- w::::: {x} 

-v~{x,w} 

- c.p. (x,y) ~ y ~ U v 

Proposición 1.3.2 La teoría que se obtiene de E' al hacer 

- P'zF = PZF U {f.} 
- E' = E U {VxVy(f.(x) ::::: y ...... c.p. (x, y»)} 
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es una extensión conservadora de 1 ¡;. 

A continuaci6n probaremos que pan cada x existe un único y tal que tp8(X,y), 
es decir: 

P.D. 

(a) E 1- "Ix 3ytp8(X,y) 

(b) E 1- "Ix VyVz (CPs(x,y) 1\ tp.(x,z) .... y ~ z) 

Demostraremos primero la existencia y luego la unicidad. Observemos que 
la existencia es equivalente a tener lo siguiente: 

El- Vx3y3w3v(VUI(U¡ E w ~ U¡ ~ x) 

I\Vu¡(u¡ E v ~ u¡ ~ X Vu¡ ~ w) 

N/u¡ (u¡ E y ..... 3 z (z E V I\u¡ E z))) 

Demostración 1.3.2.1 (Existencia) . 

Sean: 

- AI(w,x) VU¡ (UI E w ~ uI ~ x) 

- A2 (w,v,x) ;:: Vu¡ (UI E v ...... UI ~ X V U¡ ~w) 

- A:i(v,y) VUI (UI E y ..... 3z (z E v 1\ UI E z)) 

1. {axioma del par} 1- \:Iz Vy 3w (VUI (UI E w ~ UI ~ Z V UI ~ y)) 
Aplicando el axioma 4 (~) dos veces con el término x el cual es libre para 
z y para y en la f6rmula anterior, obtenemos 

2. El- 3w V UI (UI E W ..... uI ~ X V uI ~ x). 

Lo cual implica que 

9. El- 3WVUI (UI E w ~ uI ~ x), 

es decir, 

4. El- 3w Al (w,x) . 

Análogamente, 

5. {axioma del par} 1- \:Ix Vw 3v VUI (u¡ E v ..... U¡ ~ x V UI ~ w), 

es decir, 

6. E 1- "Ix Vw 3v A2 (w,v, x) . 

Aplicando ~ con el término x obtenemos 

7. El- Vw 3v A2 (w,v,x) 

De (4) y (7) obtenemos 
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B. E ~ 3w Al (w,x) 1\ Vw 3v A2 (w,v,x) 

De 5.1 del apéndice B-Il y M.P. obtenemos 

9. E ~ 3w (A¡(w,x) 1\ 3v A2 {w,v,x)) 

Ahora., por 7.4 del apéndice B-Il y dado que la variable v no ocurre en 
Al(w,x) tenemos que 

10. E ~ 3v3w (A¡(w,x) 1\ A2 {w,v,x)) 

Por otro lado, sabemos que 

11. {axioma de uni6n} ~ "Iv 3y(VUl ('11.1 E Y <-+ 3z(z E v 1\ '11.1 E z)) ) 

Esto es 

12. {axioma de unión} 1- "Iv 3y Aa(v,y) 

Así que, de (JO) Y (12), obtenemos 

13. E ~ 3v3w (A¡(w,x) 1\ Adw,v,x) ) 1\ "Iv 3y Aa(v, y) 

De 5.1 del apéndice B-Il y usando M.P., obtenemos 

u. E ~ 3v(3w (Adw,x) 1\ A2 {w,v;x)) 1\ 3y Aa (v, y)) 

Como w no ocurre en 3y Aa (v, y), tenemos de acuerdo a la fórmula 7.4 
del apéndice B-Il y usando M.P. que: 

15. E ~ 3w3v( (A¡(w,x) 1\ A2 {w,v,x)) 1\ 3y Aa(v, y)) 

y como y no ocurre en (Al (w,x) 1\ A 2 (w,v,x)), por 7.4 y usando M.P .tenemos 

16. E~ 3y3w3v(A¡(w,x) 1\ A2 {w,v,x) A Aa (v, y)) 

Lo Ctlal equivale a 

17. E ~ 3y 3w 3v ("1'11.1 (Ul E w <-+ '11.1 ~ x) 

1\ "1'11.1 (Ul E v <-+ '11.1 ~x V '11.1 ~ w) 

1\ "1'11.1 (U1 E Y <-+ 3z{z E v 1\ '11.1 E z))), 

es decir, 

lB. E ~ 3y tp~{x,y) 

A plicando Gen, tenemos que 

19. E ~ "Ix 3y «}${x,y) 

Con lo que hemos terminado esta parte de la demostración. 

Ahora demostraremos la unicidad, esto es: 
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es decir, 

P.D. El-

3w3v ["tU¡ (U¡ E w ...... U¡ ::::: x) A "tu¡ (u¡ E v ...... u¡ ::::: x V u¡ ::::: w) 
A "tu¡ (U] E Y¡ ...... 3z (z E v A U¡ E z))] 

A 3w3v ["tU¡ (U¡ E w ...... U¡ ::::: x) A "tu¡ (u¡ E v ...... u¡ ::::: x V u¡ ::::: w) 
A "tUl (U¡ E Y2 ...... 3z (z E v A U¡ E z))] 

~ (y¡ ::::: Y2) 
Esta demostración está dividida en 4 part.es. 

Demostración 1.3.2.2 (Unicidad) 
Sean: 

- Al (w,x) ~ "tU¡ (U¡ E w ...... U¡ ::::: x) 

- A2 (w,v,x) ~ "tu¡ (U¡ E v ...... u¡ ::::: w V u¡ ::::: x) 

- A3(v,YI) "t u¡(u¡ E Y¡ ...... 3z (z E v A u¡ E z)) 

las cuales son subfórmulas de la fórmula 'Ps(x,y). 

Consideremos la siguiente deducción, en la cual utilizaremos constantes pro­
visionales a, b, e, d. 

De la fórmula (4) del apéndice B-I, tenemos que 

1. E, [(A¡(a,x) A A2(a,b,x) A ~(b,y¡)) A 

(A¡(c,x) A Adc,d,x) A ~(d,Y2))] 1- [A¡(a,x) A A¡(c,x)] 

y que 

2. E, [(A¡(a,x) A A2(a,b,x) A ~(b,y¡)) A 

(A¡(c,x) A A2(c,d,x) A ~(d'Y2))] 1- [A2(a,b,x) A A2(c,d,x)] 

y que 

3. E, [(A¡(a,x)AA2(a,b,x)A~(b,y¡)) A 

(A ¡(e, x) A Adc,d,x) A ~(d'Y2))] 1- [~(b,Y¡)A k(d,Y2)] 

Veamos cuál es la idea de lo que demostraremos a continuación. Para facil­
itar la notación, du.rante la redacción de la idea, denotemos por: 

B(x,y¡,Y2) ;::: 
(A¡(a,x)A A2(a,b,x) A ~(b,Yl)) A 
(A¡(c,x) A Adc,d,x) A k(d,Y2)) 

Demostraremos lo siguiente: 

I . 

l 
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(a) E, B(X'Yl,Y2) 1- A¡(a,x) /\ A ¡(e, x) -+ a ~ e 

De esta manera podremos aplicar M.P. usando el paso (1) y de acuer­
do a (2) tendremos que: 

(b) E, B(X,Yl,Y2) 1- [a ~ e /\ A2(a,b,x) /\ A2 (e,d,x)] 
Además demostraremos que 

(e) E,B(x,Yl,Y2)1- [a~e/\A2(a,b,x)/\Ade,d,x)] -+ [b~d] 
Con lo que tendremos de acuerdo a M.P. en (1) y (a), por (b) y (e) 
que 

(d) E, B(X'Yl"Y2) 1- ((a ~ e) /\ (b ~ d)) 
Además, de acuerdo a (3) y (d) tendremos que: 

(e) E, B(X,Yl,Y2) l-(k(b,Yl) /\ k (d,Y2) /\ (a ~ e) /\ (b ~ d)) 
Finamente demostraremos que: 

(f) E, B(X,Yt,Y2) 1- (k(b,YI) /\ k (d,Y2) /\ (a ~ e) /\ (b ~ d)) -+ 

(Yt ~ Y2) 
Con lo que habremos terminado la prueba de la unicidad. 

Así que la parte U de nuestra demostración consiste en demostrar el inciso (a) 
anterior, es decir 

P.D E, B(x,Yt,Y2) 1- At (a,x) /\ At (e,x) -+ a ~ e 
P.D. E, B(X,Yt,Y2) 1- 'v'U¡(Ul E a ..... Ul ~ x) /\ 'v'u¡(Ut E e +-+ U¡ ~ x) 

-+(a~e) 

Parte 1I- (Inciso(a)) Por lafótmula 4.1 del apéndiceB-II tenemos que 

1. E, B(x,Yt,'Y2) 1- fJU¡(Ul E a ..... Ut ~ x) /\'v' Ut (Ul E e ..... Ul ~ x)] -+ 

'v'Ul [(UI E a ..... U¡ ~ x) /\ (UI E e ..... Ul ~ x)] 

Por A4 con el mismo término UI se tiene que 

2. E, B(X'Yl,Y2)1- 'v'UI [(Ul E a ..... Ul ~ x) /\ (Ul E e ..... UI ~ x)J -+ 

[(UI E a ..... Ul ~ x) /\ (u¡ E e ..... Ul ~ x)J 

Así que por los dos pasos anteriores y por transitividad de la implicación, 

3. E, B(x,y¡,'Y2) 1- fJu¡(u¡ E a ..... U¡ ~ x) /\'v' Ul (Ul E e ..... UI ~ x)] -+ 

[(Ul E a +-+ UI ~ x) /\ (UI E e ..... UI ~ x)] 

Además por 22 del apéndice B-U tenemos que 

[(UI E a +-+ U¡ ~ x) /\ (Ul E e ..... Ul ~ x)].,: [(Ul E a -+ UI ~ x) /\ (Ul ~ 
X -+ Ul E a) /\ (Ul E e -+ Ul ~ x) /\ (Ul ~ X -+ UI E e)] 

Entonces podemos afirmar que 

4· E, B(X,Yl,'Y2) 1- [(Ul E a ..... U¡ ~ x) /\ (Ut E e +-+ Ut ~ x)] +-+ 

[(Ul E a -+ Ul ~ x) /\ (UI ~ X -+ Ul E a) /\ 
(Ul E e -+ Ul ~ x) /\ (Ul ~ X -+ ul E e)] 

Por (3) y (4) y la transitividad de la implicación, 



5. E, B(X,Yl,Y2) ~ [Ada,x)/\ Ade,x)} -+ 

[(Ul E a -+ Ul ~ x) /\ (Ul ~ X -+ Ul E a) /\ 
(Ul E c -+ Ul ~ x) /\ (Ul ~ X -+ Ul E e)] 
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De la fórmula 4 del apéndice B-I y la transitividad de la implicación, se 
tiene que 

6. E, B(X,Yl,Y2) ~ [Ada,x)/\ Ade,x)] --+ 

[(UI E a --+ Ul ~ x) /\ (Ul ~ X -+ Ul E e)j 

Por 19 del apéndice B-U, 

7. E, B(X,Yl,Y2) ~ [(Ul E a --+ Ul ~ x) /\ (u¡ ~ x --+ U¡ E e)] --+ 

(u¡ E a -+ ul E e) 

De (6) y (7) Y la transitividad de la implicación, se tiene que 

8. E, B(X,y¡ ,Y2) ~ [Ada,x)/\ Adc,x)j --+ (u¡ E a --+ UI E e) 

Análogamente, de (5) obtenemos: 

9. E, B(X,Yl,Y2) f- [A da, x) /\ Ade,x)] --+ 

. [fUI E e --+ U¡ ~ x) /\ (UI ~ X --+ Ul E a)] 

Nuevamente por la fórmula 19 del apéndice B-U 

10. E, B(X,YI,Y2) ~ [(U¡ E e --+ U¡ ~ x) /\ (UI ~ x:....... Ul E a)] -+ 

(u¡ E e --+ Ul E a) 

Estos dos últimos pasos dan como resultado que 

11. E, B(X,Yl,Y2) ~ [Ada,x) /\ Ade,x)] --+ (u¡ E e --+ Ul E a) 

De (8) y (11), 

12. E, B(X,Y¡,Y2) ~ [Ada,x) /\ Ade,x)] --+ 

(UI E a -+ Ul E e) /\(Ul E e --+ tLI E a) 

Esto es, 

19. E, B(X,Y¡,Y2) ~ [Ada,x) /\ Ade,x)] -+ (tL¡ E a ...... tL¡ E e) 

Aplicando Generalización obtenemos 

14. E, B(x,y¡,Y2) ~ 'v'tL¡ [[Ada,x) /\ Adc,x)j --+ (u¡ E a ...... tLI E e)] 

Como ul no ocurre en las fórmulas A da, x) y Adc,x), entonces por 7.2 
del apéndice B-U tenemos que 

15. E , B(X,Yl,Y2) ~ 'v'Ul [[A da, x) /\ Adc,x)] --+ (tLl E a ...... tL¡ E e)] 
--+ [[Ada,x) /\ Adc,x)j --+ 'v'UI (Ul E a ...... UI E e)] 

Aplicando M.P. a (14) y (15), 

16. E, B(X,Yl,Y2) ~ [A da, x) /\ A¡(c,x)j --+ 'v'tLI fui E a ...... tLI E ej 

El axioma de Extenswnalidad implica que 

l 
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17. E, B(x,y¡ ,112) -> r- \Ix \ly ('<tu¡ (U1 E x - U¡ E y) -> x ~ y) 

Aplicando ~ con los términos a y e que ocurren libres en esta fórmula 
tenemos que 

18. E, B(x,y¡,112) r- ('<tu¡(u¡ E a - U¡ E e) -> a ~ e) 

Por la transitividad de la implicación para las fórmulas 16) y 18), 

19. E, B(x,y¡,Y2) r- fA ¡(a, x) 1\ A¡(e,x)} -> fa ~ e} 

Con lo cual queda demostrado el inciso (a). 

Ahora comenzaremos la tercera parte de la demostración la que corresponde 
al inciso (e), esto es, 

P.D. E, B(x,y¡,Y2) r- (a ~ e) 1\ A2 (a,b,x) 1\ A2 (e,d,x) -> (b ~ d) 
P.D. E, B(x,y¡,Y2) r- f(a ~ e) 1\ 

\lu¡ (u¡ E b - U¡ ~ a V u¡ ~ x) 1\ 

\lu¡ (u¡ E d ...... U¡ ~ e V U¡ ~ x)} -> 

Parte IlI-(Inciso (e)) 

Por la fórmula 4 del apéndice B-I tenemos que 

1. E, B(x,y¡,112) r- f(a ~ e) 1\ 

\lu¡ (u¡ E b - U¡ ~ a V UI ~ x) 1\ 

\lu¡ (UI E d ...... '1.11 ~ e V Ul ~ x)] -> 

(b ~ d) 

flUl (UI E b ...... '1.11 ~ a V Ul ~ x) 1\ 

\lUI (Ul E d ...... Ul ~ e V UI ~ x)} 

Por la fórmula 4.1 del apéndice B-II, 

2. E, B(X,Yl,112) r- \1'1.11 ('1.11 E b - U1 ~ a V Ul ~ x) 1\ 

\lul (Ul E d ...... UI ~ e V Ul ~ x) -> 

\lu1 ((Ul E b ...... Ul ~ a V Ul ~ x) 1\ 

(Ul E d ...... '1.11 ~ e V Ul ~ x)) 

Entonces, por la transitividad de la implicación obtenemos 

3. E, B(X,Yl,112)r- f(a ~ e) 1\ 

\1'1.11 (Ul E b ...... ul ~ a V Ul ~ x) 1\ 

\lUl (Ul E d +-+ UI ~ e V '1.11 ~ x)} -> 

\lUl ((U1 E b ..... Ul ~ a V Ul ~ x) 1\ 

(Ul E d ...... Ul ~ e V Ul ~ x)) 

Pero también tenemos que 

4. E, B(X,Yl,Y2) r- f(a ~ e) 1\ 

\lUl (Ul E b ...... Ul ~ a V Ul ~ x) 1\ 

\lUl (Ul E d ..... Ul ~ e V Ul ~ x)] -> 

(a ~ e) 

Como '1.11 no ocurre en (a ~ e), por 2.1 del apéndice B-II, 
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5. E, B(X,y¡,Y2) 1- (a ~ c) -+ "luda ~ c) 

Aplicando la tmnsitividad de la implicación a los dos pasos anteriores, 
tenemos que 

6. E, B(X,Y¡,Y2) 1- r(a ~ c) /\ 
VU¡ (u¡ E b ..... U¡ ~ a V U¡ ~ x) /\ 
VU¡ (u¡ E d ..... U¡ ~ c V u¡ ~ x)j-+ 

"luda ~ c) 

Entonces, por los pasos (3) y (6) Y la fórmula 9 del apéndice B-I, 

7. E, B(X,Y¡,Y2) 1- r(a ~ c) /\ 
VUI (u¡ E b ..... u¡ ~ a V u¡ ~ x) /\ 
VUI (UI E d ..... U¡ ~ c V U¡ ~ x)j -+ 

Vu¡(a ~ c) /\ 
VU¡ r(u¡ E b ..... U¡ ~ a V u¡ ~ x) /\ 

(u¡ E d ..... u¡ ~ c V u¡ ~ x)j 

Nuevamente por la fórmula 4.1 del apéndice B-U, tenemos que 

8. E, B(X'Y¡'Y2) 1- "luda ~ c) /\ 
VU¡ ((u¡ E b ..... U¡ ~ a V u¡ ~ x) /\ 

(u¡ E d ..... U¡ ~ c V U¡ ~ x)) -+ 

Vu¡{(a ~ c) /\ 
(u¡ E b ..... u¡ ~ a V u¡ ~ x) /\ 
(UI E d ..... U¡ ~ C V UI ~ x)j 

Así que aplicando la tmnsitividad de la implicación a estos dos últimas 
pasos obtenemos 

9. E, B(X,Yl ,Y2) 1- r(a ~ c) /\ 
VU¡ (U¡ E b ..... U¡ ~ a V u¡ ~ x) /\ 
VU¡ (u! E d ..... u¡ ~ c V U¡ ~ x)j -+ 

Vu! r(a ~ c) /\ 
((u¡ E b ..... u! ~ a V u¡ ~ x) /\ 
(u¡ E d ..... U¡ ~ e V U¡ ~ x))j 

Por At tenemos que 

10. E , B(X,Y¡,Y2) 1- VU¡ r(a ~ e) /\ 
((u¡ E b ..... u¡ ~ a V u¡ ~ x) /\ 
(u¡ E d +-+ U¡ ~ e V U¡ ~ x))j -+ 

r(a ~ e) /\ 
((u¡ E b ..... U¡ ~ a V UI ~ x) /\ 
(u¡ E d ..... U¡ ~ e V U¡ ~ x))j 

De los pasos (9) y (lO) Y por 13 del apéndice B-U, y usando M.P., tenemos 
que 

L 
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11. E, B(X,YI,Y2)1- [(a ~ c) /\ 
'tUl (Ul E b ..... Ul ~ a V Ul ~ x) /\ 
'tUl (Ul E d ..... ul ~ C V Ul ~ x)J ---> 

I(a~ c) /\ 
((Ul E b ..... U¡ ~ a V U¡ ~ x) /\ 
(u¡ E d ..... U¡ ~ c V U¡ ~ x))j 

Por otro lado, por 22 del apéndice B-lI paro " ...... "tenemos que 

12. E, B(x,y¡,Y2) 1- [(a ~ e) /\ 
((Ul E b ..... Ul ::::. a V U¡ ~ x) .A, 

(u¡ E d ..... u¡ ~ c V u¡ ~ x))J ---> 

[(a ~ x) /\ 
((u¡ E b ---> U¡ ~ a V Ul ~ x) /\ 
(u¡ ~ a V u¡ ~ x ---> u¡ E by) /\ 
((u¡ E d ---> u¡ ~ c V U¡ ~ x) /\ 
(u¡ ~ e V u¡ ~ x ---> U¡ E d))J 

Como (a/\f3 ---> (3), el paso anterior, 13 del apéndice B-lI y M.P. implican 
que 

13. E, B(x,y¡,Y2) 1- [(a. ~ c) /\ 
( (u¡ E b ...... U¡ ~ a V U¡ ~ x) /\ 
(u¡ E d ..... U¡ ~ e V u¡ ~ x))J ---> 

I(a ~ c) /\ 
(u¡ E b ---> U¡ ~ a V U¡ ~ x) /\ 
(u¡ ~ e V U¡ ~ x ---> Ul E d)J 

Los siguientes quince pasos son para demostrar lo siguiente: 

(a ~ c)/\ (u¡ E b -4 U¡ ~ a V U¡ ~ x) -> (u¡ E b -4 U¡ ~ C V U¡ ~ x) 

Sea A (z,z) ~ (tI¡ E b -4 U¡ ~ Z V U¡ ~ x) , entonces por el Axioma 7 
(A 7) tenemos lo siguiente 

14. 1- (z ~ y) -4 

((u¡ E b ....... U¡ ~ z V U¡ ~ x) -4 (u¡ E b -> U¡ ~ y V U¡ ~ x)) 

A plicando Generalización a la variable z, obtenemos 

15. 1- 'tz[(z ~ y) -+ 

((u¡ E b ....... U¡ ~ z V U¡ ~ x) -4 (U¡ E b -+ U¡ ~ y V U¡ ~ x))J 

Luego, aplicando At con el término a que es libre para z en la fórmula 
anterior, obtenemm 

16. E, B(x,y¡,Y2) 1- [(a ~ y) -4 

((u¡ E b -+ u¡ ~ a V U¡ ~ x) -4 

(u¡ E b -4 U¡ ~ y V U¡ ~ x))J 

Ahora, aplicando Generalización a la variable y, tenemos que 



17. E, B(X'Yl,Y2) 1- 'v'yr(a ~ y) -> 

((Ul E b -> ul ~ a V Ul ~ x) -> 

(Ul E b -> Ul ~ Y V Ul ~ x))J 
Por ~ con el término e el cual es libre para y en la fórmula anterior, 

18. E, B(X,Yl,Y2) 1- (a ~ e) -> 

((Ul E b -> Ul ~ a V Ul ~ x) -> 

(u¡ E b -> Ul ~ e V Ul ~ x)) 
Observamos que 

19. E, B(X'Yl'Y2) 1- (a ~ C)A (u¡ E b -> Ul ~ a V Ul ~ x) -> (a ~ e) 

20 

Por otro lado, usando el Axioma 2 (A2), haciendo la siguiente sUltitución 
de fórmulas: 

A 
B 
e 

((a ~ C)A (Ul E b -+ U¡ ~ a V Ul ~ x)) 
(a ~ e) 

(Ul E b -> Ul ~ a V Ul ~ x) -+ (Ul E b ...... U¡ ~ e V Ul ~ x) 
tenemos lo siguiente: 

20.1- [((a~C)A(U¡Eb->Ul~aVUl~x)) ...... 

((a~c) -> 

((Ul E b ...... U¡ ~ a V Ul ~ x) ...... (Ul E b -> U¡ ~ e V Ul ~ x)))] 

[(((a ~ c)A (u¡ E b -+ U¡ ~ a V u¡ ~ x)) -+ (a ~ e)) -+ 

(((a ~ c)A (Ul E b -> U¡ ~ a V U¡ ~ x)) -+ 

((u¡ E b -+ U¡ ~ a V U¡ ~ x) -+ 

(u¡ E b -+ U¡ ~ e V U¡ ~ x))) ] 

Dada una expresión de la forma 1- /3 -+ , se tiene que 1- o: -+ (/3 ...... ,). 
Así que, considerando como o: a la fórmula (a ~ e) A (u¡ E b -+ U¡ ~ a V U¡ ~ x) , 
y el paso (18), afirmamos que: 

21. E, B(X,Y¡,Y2) 1- r(a ~ e) A (u¡ E b -+ U¡ ~ a V U¡ ~ x)] -+ 

r((a ~ e) -+ 

((u¡ E b -+ U¡ ~ a V U¡ ~ x) -+ 

(u¡ E b ...... Ul ~ e V U¡ ~ x)))] 

Aplicando M.P. a (21) y (20), obtenemos 

22. E, B(x,y¡,Y2) 1- [({a ~ c)A 

(u¡ E b -+ U¡ ~ a V U¡ ~ x)) -+ 

(a ~ e)] -+ 

[ ({ a ~ c)A (u¡ E b -+ U¡ ~ a V U¡ ~ x)) -+ 

i 
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(('11.1 E b -> '11.1 ~ a V '11.1 ~ x) -> 

('11.1 E b -> '1.&.. ~ C V '11.1 ~ x)) ] 

Aplicando la tautología (o 1\ f3 -4 f3), 

23. E, B(X,Y1,Y2) f- ({a ~ c)1\ ('11.1 E b -4 '11.1 ~ a V '11.1 ~ x)) -4 (a ~ c) 
Aplicando M.P. a (23) y (22), 

24. E, B(X,Y1,Y2) f- [(a ~ c) 1\ ('11.1 E b -4 '11.1 ~ a V '11.1 ~ x)] -4 

[('11.1 E b -> '11.1 ~ a V '11.1 ~ x) -4 

('11.1 E b -> '11.1 ~ e V '11.1 ~ x)] 

Luego, por A 2 y la fórmula del paso anterior, 

25. E, B(X,Yl,Y2) f- [[(a ~ c) 1\ 

('11.1 E b -- '11.1 ~ a V '11.1 ~ x)] --
[('11.1 E b -+ '11.1 ~ a V '11.1 ~ x) --

('11.1 E b -- '11.1 ~ C V '11.1 ~ x)]] -­
[[((a~c)1\ 

Aplicando M.P. a (24) y (25), 

('11.1 E b -- '11.1 ~ a V '11.1 ~ x)) -­
('11.1 E b - '11.1 ~ a V '11.1 ~ x)] -+ 

[((a ~ c) 1\ 
('11.1 E b -4 '11.1 ~ a V '11.1 ~ x)) -> 

('11.1 E b -> '11.1 ~ C V '11.1 ~ x)]] 

26. E, B(X,Yl,Y2) f- [(a ~ c) 1\ ('11.1 E b -> '11.1 ~ a V '11.1 ~ X)-4 

('11.1 E b -4 '11.1 ~ a V '11.1 ~ x)] -> 

[(a ~ c)1\ ('11.1 E b -> '11.1 ~ a V '11.1 ~ x)-t 

('11.1 E b -+ '11.1 ~ C V '11.1 ~ x)] 
De acuerdo a la tautología (o 1\ f3 -- f3), obtenemos 

27. f- ((a ~ c) 1\ ('11.1 E b -4 '11.1 ~ a V '11.1 ~ x)) -> 

('11.1 E b -> '11.1 ~ a V '11.1 ~ x) 

Aplicando M.P. a (27) y (26), 

28. E, B(X,Y1,Y2) f- ((a ~ c) 1\ ('11.1 E b -> '11.1 ~ a V '11.1 ~ x)) -+ 

('11.1 E b -+ '11.1 ~ C V '11.1 ~ x)) 

Esto último es lo que nos propusimos probar después del paso 
(13). Continuemos con la demostración de la parte lIJ. Sabemos 
que ((a 1\ f3 -+ -y) -- ((o 1\ f3 1\ 8 -> -y)) (ver fórmula 2 del apéndice 
B-I) entonces del paso (28) podemos afirmar que 



29. E, B(X'Y¡,Y2) 1- (a ~ c) Á 

(u¡ E b -4 u¡ ~ a V u¡ ~ x) Á 

(u¡ ~c V U¡ ~ X -4 u¡ E d) -4 
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((u¡ E b -4 U¡ ~ C V U¡ ~ x)) 
Además, de (a Á /3 1\, -4,) obtenemos 

30. E, B(X'Y¡,Y2) 1- (a ~ c) Á 

(U I E b -4 U¡ ~ a V U¡ ~ x) Á 

(u¡ ~ c V u¡ ~ X -4 U¡ E d) -4 

(UI ~ C V U¡ ~ x ~ U¡ E d) 

Sabemos que de a ....... /3 y a -4 , se puede obtener a -+ /3 Á " (fórmula 9 
del apéndice B-I). Aplicando esta última fórmula a los pasos (29) y (30) 
obtenemos 

31. E, B(X'Y¡,Y2) 1- [(a ~ c) 1\ 

(u¡ E b -+ U¡ ~ a V U¡ ~ x) Á 

(UI ~ C V U¡ ~ x -+ UI E d)J -4 

((u¡ E b -+ U¡ ~ C V U¡ ~ x) Á 

(u¡ ~ c V U¡ ~ x -+ 'U¡ E d)J 

Si observamos las dos últimas fórmulas del paso anterior y recordamos que 
((a -+ /3) Á (/3 -+ ,) -+ (a -+ ,)) (fórmula 5 del apéndice), tenemos que 

32, E, B(x,y¡,Y2) 1- ((U I E b -+ U¡ ~ C V U¡ ~ x) Á 

(u¡ ~ c V U¡ ~ x -+ U¡ E d)J -+ 

(u¡ E b -+ U¡ E d) 

Nuevamente por la fórmula 5 del apéndice B-1, con las fórmulas de los 
pasos (31) y (32), por M.P., tenemos que 

33. E, B(x,y¡,Y2) 1- ((a ~ c) Á 

(u¡ E b -+ U¡ ~ a V U¡ ~ x) Á 

(u¡ ~ c V U¡ ~ x -+ U¡ E d)J -+ 

((u¡ E b -+ U¡ E d)J 
De manera análoga !e demuestro que 

34· E, B(X,Y¡'Y2) 1- ((a ~ c) Á 

(u¡ E d -+ u¡ ~ c V U¡ ~ x) Á 

(u¡ ~ a V u¡ ~ x -+ U¡ E b)J -+ 

((u¡ E d -+ U¡ E b)j 

Entonces en el paso (33), aplicamos que ( (a -4 /3) -+ (a Á, -+ /3) ) y 
por M. P., obtenemos 

35. E, B(x,y¡,Y2) 1- [((a ~ c) Á 

(UI E b -4 U¡ ~ a V U¡ ~ x) Á 

(u¡ ~ c V U¡ ~ X -4 UI E d)) 1\ 
((a ~ c) Á 
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(U¡ E d -+ U¡ ~ C V U¡ ~ x) /\ 

(U¡ ~ a V Ul ~ X-+Ul E b))] -+ 

23 

[(Ul E b -+ ul E d)] 

Análogamente del paso 34 obtenemos 

36. E, B(x,y¡,Y2) f- [((a ~ c) /\ 

(u¡ E b -+ U¡ ~ a V Ul ~ x)/\ 
(u¡ ~ c V U¡ ~ x -+ U¡ E d)) /\ 
((a ~ c) /\ 
(u) E d -+ Ul ~ C V Ul ~ x) /\ 

(u) ~ a V Ul ~ X -+ u) E b))] -+ 

[(U¡ E d -+ U¡ E b)] 

Usando la fórmula 9 del apéndice B-l, 

31. E, B(x,y¡,Y2) f- [((a ~ c) /\ 

(u¡ E b -+ ul ~ a V Ul ~ x)/\ 
(u} ~ c V u! ~ X -+ Ul E d)) /\ 
((a ~ e) /\ 
(Ul E d -+ u) ~ c V Ul ~ x) /\ 

(u¡ ~ a V Ul ~ X -+ U¡ E b))] -+ 

[(U} E b -+ u) E d) /\ (Ul E d -+ Ul E b)] 

De la definición de las fórmulas A2 (a,b,x) y A2 (c,d,x) que dimos al inicio 
de la demostración, tenemos que de acuerdo al paso anterior 

38. E, B(x,y),Y2) f- {(a ~ c /\A2 (a,b,x) /\A2 (c,d,x))I-+ 
((U) E b -+ u) E d) /\ (u) E d -+ Ul E b)) 

Es decir, que 

39. E, B(X,Yl,Y2) f- f(a ~ c /\A2 (a,b,x) /\A2 (c,d,x))I-+ 
fU} E b ..... Ul E dI 

Aplicando Gen con la variable Ul 

40. E, B(x,y),Y2) f- VUl [I(a ~ c /\A2 (a,b,x) /\A2 (c,d,x))i -+ 

fu) E b ..... U¡ E di] 

Como u) no ocurre ni en ~c, ni en A2 (a,b,x), ni en A2 (c,d,x), usando 
7.2 del apéndice B-JI y M.P., tenemos que 

41. E, B(x,y¡,Y2) f- {(~c /\A2 (a,b,x) /\A2 (c,d,x)) i -+ Vu¡fu) E b ..... Ul E dI 

Así qUe, por el axioma de extensionalidad, usando la fórmula 5 del apéndice 
B-l y M.P., obtenemos 
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42. E, B(X,Yl,Y2) 1- [(~c I\A2(a,b,x) I\A2(c,d,x))] ...... [b ~ dJ 

Con lo que hemos concluido la parte /lI de esta demostmción, o bien el inci.~o 
(e) de la idea de la demostración. 

PARTE IV.Esta parte consiste en demostrar el inciso (f) de la idea de la 
demostmci6n, es decir, 

P.D. E, B(X,Y¡,Y2 ) 1- ~c 1\ ~d 1\ ~(b,y¡) 1\ ~(d,Y2) ...... Y¡~Y2 

Pam lo cual basta probar que: 
r 

E , B(x,y¡,Y2) 1- l ~d) 1\ 

VUI (U¡ E Y¡ +-+ 3z( z E b 1\ U¡ E z )) 1\ 

Vudu¡ E Y2 +-+ 3z(z E d 1\ U¡ E z)] -> 

[(y¡ ~ Y2 )] 

De acuerdo a la fórmula 4.1 del apéndice B-Il, tenemos que 

1. E , B(X,Y¡,Y2) 1- /'VUt (u¡ E Y¡ ..... 3z(z E b 1\ U¡ E z)) 1\ 

Vu¡ (Ul E Y2 +-+ 3z(z E d 1\ U¡ E z)J 
...... VU¡{(UI E y¡ +-+ 3z(z E b 1\ Ul E z)) 1\ 

(u¡ E Y2 +-+ 3z( z E d 1\ U¡ E z))] 

Luego, por la fórmula 12 del apéndice B-/ ((o -> {3} ...... (o 1\ ,-> (3 1\ ,)) 

Y del paso anterior agregando ~d obtenemos 

2. E, B(X,Y¡,Y2) I-[(b ~ d) 1\ 

Vudu¡ E Yl +-+ 3z(z E b Au¡ E z)) 1\ 

Vu¡(u¡ E Y2 +-+ 3z(z E d I\u¡ E z))j ...... 
[(b ~ d) 1\ 

VU¡ ((u¡ E Yl +-+ 3z(z E b I\u¡ E z) 1\ 

(u¡ E Y2 +-+ 3z(z E d I\u¡ E z))] 

Por la fórmula 4 del apéndice, tenemos que: 

3. E, B(X,Y¡,Y2) 1- (b;:::;d) 1\ 

VU¡ ((u¡ E Y¡ +-+ 3z(z E bAu¡ Ez) 1\ 

(Ul EY2 +-+ 3z(zedAu¡ Ez)) ...... 
(~d) 

Por la fórmula 2.1 del apéndice B-lI, como U¡ no ocurre en (~d), ten­
emos que 

4. 1- (~d) ...... Vu¡ (~d) 

Así que, por la fórm'Ula7 del apéndice B-/ y M.P., tenemos que 

5. E, B(x,y¡,Y2) 1- (~d) 1\ 

Además, 

'Vu¡ ((u¡ E Y¡ +-+ 3z(z E b I\u¡ Ez) 1\ 

(u¡ E Y2 ..... 3z(zedAu¡ Ez)) -> 

Vu¡(~d) 
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6. E, B(x,y¡,Y2) f- (~d) 1\ 

'v'UI ((u¡ E Y¡ ...... 3z(zEbI\uI Ez) 1\ 

(U¡ E Y2 ...... 3z(zEdI\u¡ Ez)) -+ 
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'v'UI ((U I E YI ...... 3z(zEbl\u¡ Ez) 1\ 

(UI E Y2 ...... 3z(zEdI\uI Ez)) 

Así que de estos dos últimos pasos obtenemos 

7. E, B(X,YI,Y2) f- (~d) 1\ 

'v'UI ((U¡ E Y¡ ...... 3z(zEbI\u¡ Ez)) 1\ 

(UI E Y2 ...... 3z(zEdI\uI Ez)) -+ 

\fu¡ (~d) 1\ 

'v'UI ((UI E Y¡ ...... 3z(zEbl\u¡ Ez) 1\ 

(UI E Y2 ...... 3z (zEdI\u¡ Ez)) 

Con lo que de acuerdo a las fórmula 4.1 y 13 del apéndice B-/I iJusando 
M.P., podemos afirmar que 

8. E, B(X,YI,Y2) f- (~d) 1\ 

'v'UI ((U¡ E Y¡ ...... 3z(zEbl\u¡ Ez)) 1\ 

(UI E Y2 ...... 3z(zEdI\uI Ez)) -+ 

'v'u¡ f(~d) 1\ 

((u¡ E Y¡ ...... 3z(zEbI\u¡ EZ) 1\ 

(UI E Y2 ...... 3z(zEdI\UI Ez))j 

De acuerdo a 13 del apéndice B-JI paro las fórmulas de los pasos (2) y 
(8), obtenemos 

9. E, B(x,y¡,Y2) f- f(fr~d) 1\ 

'v'u¡(u¡ E y¡ ...... 3z(zEbl\u¡ EZ)) 1\ 

'v'u¡(u¡ E Y2 ...... 3z(zEdI\u¡ Ez))J -+ 

'v'u¡ f(~d) 1\ 

((U¡ E YI ...... 3z(z E b l\uI E z) 1\ 

(UI E Y2 ...... 3z(z E d I\u¡ E z}J1 

Aplicando A4 con la variabe UI de la última fórmula del paso anterior, y 
usando como término a la misma variable, obtenemos 

10. E, B(x,y¡,Y2) f- flu¡ ((~d) 1\ 

((UI E Y¡ ...... 3z(zEbI\u¡ Ez) 1\ 

(u¡ E Y2 ...... 3z(zEdI\u¡ Ez)))j -+ 

f(~d) 1\ 

((u¡ E y¡ ...... 3z(zEbl\u¡ Ez) 1\ 

(u¡ E Y2 ...... 3z(zEdI\u¡ Ez))J 

Así que estos dos últimos pasos y 13 del apéndice B-lI ::} 

11. E, B(x,y¡,Y2) f-f(~d) 1\ 

\fu¡(u¡ E Y¡ ...... 3z(zEbl\u¡ Ez)) 1\ 

'v'u¡(u¡ E Y2 ...... 3z(zEdI\u¡ Ez))J -+ 

((~d) 1\ 



((Ul E Yl +-> 3z(zEbAul Ez) A 

(Ul E Y2 +-> 3Z(ZEdAul Ez))) 

Por otro lado, de acuerdo con 22 del apéndice B-Il para "+->", 

12. E, B(X,Yl,Y2) f- [(~d) A 

((Ul E Yl +-+ 3z(z E b AUl E z) A 

(Ul E Y2 +-+ 3z( z E d AUl E z))j -+ 

((b ~ d) A 

(Ul E Yl -+ 3z(z E b AUl E z)) A 
(3z(z E b AUl E z) -+ Ul E Yl) A 
(Ul E 1/2 -+ 3Z(zEdAul Ez)) A 
(3Z(zE dAul Ez) -+ Ul E 1/2)) 

La fórmula 19 del apéndice B-Il y los dos ú.ltimos pasos implican que 

19. E, B(X,Yl,Y2) f-[(~d) A 
VU¡(Ul E Yl +-> 3z(z E b AUl E z)) A 
VU¡(Ul E 1/2 ...... :Jz(zEdAul Ez))} -+ 

r(b ~ d) A 

Ahora demostraremos que: 

(Ul E Yl -+ :Jz(z E b AUl E z)) A 
(3z(z E b AUl E z) -+ Ul E Yl) A 
(Ul E 1/2 -t :Jz(z E d AUl E z)) A 
(3z(z E d AUl E z) -+ Ul E Y2)} 
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(b ~ d) A (Ul E Yl -+ 3z(zEbAul Ez)) -+ (Ul E Yl -+ 3z(zEdAUl EZ) 

Sea A(v,v) ;:::: (Ul E Yl -+ 3z(zEvAul Ez) 

Tenemos que 

14. E, B(X,Yl,1/2) f- (b ~ d) A (Ul E Yl -+ :Jz(zEbAu¡ Ez)) -+ (b ~ d) 

Con el axioma 7 y con la fórmula A (v, v), se tiene que 

15. E, B(X,Yl,Y2) f- v ~ w -+ (A(v,v) -+ A(v,w)) 

La regla de Generalización implica que 

16. E, B(X'Yl,Y2)f- Vv(v ~ w -+ (A(v,v) -+ A(v,w))) 

Por el axioma 4 con el término (constante) b, el cual es libre para v en la 
fórmula del paso anterior, 

17. E, B(X,Yl,Y2) f- b::::: w -+ (A(b,b) -+ A(b,w)) 

Aplicando nuevamente Gen, ahora a la variable w, tenemos que 

18. E, B(X,Yl,Y2) f- Vw(b ~ w -+ (A(b,b) -+ A(b,w))) 

Nuevamente por el por el axioma 4 con el término d el cual es libre para 
w en la f6rmula del paso anterior, 
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19. E, B(X,YI,Y2) f- b ~ d -+ (A(b,b) -+ A(b,d)) 

Sustituyendo por las definiciones de A(b,b) y A(b,d) respectivamente, 

20. E, B(X,YI,Y2) f- b ~ d -+ 

((UI E Yl -+ 3z(z E b AUl E z)) -+ 

(Ul E Yl -+ 3z(z E d AUI E z)) 

De la fórmula 2 del apéndice B-j y del paso anterior, obtenemos 

21. E , B(X,YI,Y2) f- [(b ~ d) A 
(UI E Yl -+ 3z(zEbAul Ez))J ....... 

[(Ul E Yl -+ 3z(zEbAul Ez)) --+ 

(Ul E Yl -+ 3z(zE dAUI Ez ))J 

Luego, por el Axioma 2 y M.P., tenemos que 

22. E, B(X,YI,Y2) f- [((b ~ d) A 
(Ul E Yl -+ 3z(z E b AUl Ez)) -+ 

(u¡ E Yl -+ 3z( z E b AUl E z)J --+ 

[ (b ~ d) 1\ 

Por la fórmula 4 del apéndice B-I, 

('11.1 E Yl --+ 3z( z E b AUl E z)) ....... 
(u¡ E Yl -+ 3z(z E d Au¡ E z)J 

23. E, B(X,Yl,Y2) f- ((b ~ d) A (u¡ E y¡ ....... 3z(z E b Au¡ Ez)) ....... 
(u¡ E Yl -+ 3z(z E b AUl Ez)) 

Entonces, aplicando M.P. a los dos pasos anteriores, obtenemos 

2.f E, B(x,y¡,Y2) f- ((b ~ d) A (u¡ E Y¡ ....... 3z(z E, b Au¡ Ez)) ....... 
(u,¡ E Y¡ -+3z(z E d AUl E z)) 

Con lo que hemos demostrodo lo que nos propusimos después del paso 
(13). Ahoro, por la fórmula 12 del apéndice B-1, tenemos 'fUe 

25. E, B(x,y¡,Y2) f- ((b ~ d) Á 
(u¡ E Yl -+ 3z(z E b AUI Ez)) 1\ 

3z(z E d Au¡ E z) -+ u¡ E Y2) ....... 
(u¡ E Yl -+ 3z(z E d AUl E z)) A 
(3z(z E d AUI E z) --+ Ul E Y2)) 

Por otro lado, de acuerdo a la fórmula que está después de la implicación 
principal en el paso (13), tenemos 'fUe 

26. E, B(x,y¡,Y2) f- [(b ~ d) A 

(u¡ E Yl -+ 3z(z E b Au¡ Ez)) A 
(3z(z E b Au¡ E z) -+ Ul E y¡) A 
(Ul E Y2 --+ 3z(z E d Au¡ Ez)) A 
(3z(z E d AUl E z) -+ u¡ E Y2)J -+ 

[(b ~ d) A 



(UI E YI -+ 3z( z E b I\UI Ez))t\ 
(3z(z E d I\UI E z) -+ UI E Y2)J 
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Entonces, la fórmula 5 del apéndice B-I y los pasos (13) y (26) implian 
que 

27. E, B(X,Y¡,Y2) f-f(~d) 1\ 

'v'u¡ (u¡ E Y¡ +-+ 3z(z E b I\u¡ E z)) 1\ 

'v'U¡(UI E Y2 +-+ 3z(z E d I\u¡ E z))J -+ 

((b ~ d) 1\ 

(u.¡ E Yl -+ 3z( z E b /\U¡ Ez)) 1\ 

(3z(z E d l\uI E z) -+ U¡ E Y2)) 

De la fórmula de este 'Último paso, de la fórmula del paso (25) y por la 
fórmula 13 del apéndice B-JI, afirmamos lo siguiente 

28. E, B(x,Y¡,1/2) f-f(bi:::!d) 1\ 

'v'U¡(UI E YI +-+ 3z(z E b I\UI E z)) 1\ 

'v'u¡(u¡ E Y2 +-+ 3z(z E d I\u¡ E z))J -+ 

(u¡ E Y¡ -+ 3z(z E d l\uI E z)) 1\ 

(3z(z E d I\u¡ E z) -+ u¡ E Y2)) 

De aCtl.erdo a la fórmula 5 del apéndice B-I, tenemos que 

29. E, B(X,Y¡,Y2) f- f(u¡ E Y¡ -+ 3z(z E d I\u¡ E z)) 1\ 

(3%(z E d I\UI E z) -+ U¡ E Y2))J -+ 

(u¡ E Y¡ -+ U¡ E Y2) 

Entonces, de estos dos últimos pasos y por la fórmula 5 del apéndice B-I, 
tenemos que 

30. E, B(X,y¡,Y2) f-f(~d) 1\ 

Vu¡(u¡ E YI +-+ 3%(z E b I\u¡ E z)) 1\ 

Vu¡(u¡ E Y2 +-+ 3z(z E d l\uI E z))J -+ 

(UI E Y¡ -+ UI E 1/2) 

De aroerdo a la definición de la fórmula ~(v,y) y al paso anterior, ten­
emos que 

31. E, B(X,YI,Y2) f- (~d) 1\ ~(b,y¡) 1\ ~(d,Y2) -+ (u¡ E Y¡ -+ U¡ E 1/2) 

De manero totalmente análoga, se demuestro que 

32. E, B(X,YI,Y2) f- (~d) 1\ ~(b,y¡) 1\ ~(d,Y2) -+ (u¡ E Y2 -+ U¡ E y¡) 

Así que, de los pasos (31) y (32), afirmamos que 

33. E, B(x,y¡,Y2) f- (~d) 1\ ~ (b,y¡) 1\ ~ (d,Y2) -+ fui E y¡ +-+ U¡ E 1/2J 

Por el Axioma de Extensionalidad, tenemos que 

34· E, B(X,Y¡'Y2) f- fui E Y¡ +-+ UI E Y2J -+ m¡ ~ 1/2J 

La fórmula 13 del apéndice B-Il y los dos pasos anteriores implican que 
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35. E, B(X,Yl,'!/2) f- [(~d) 1\ k (b,Yl) ti k (d,1I2)j -+ fyl ~ 1I2J 

Con lo que queda terminada esta parte de la demostración. 
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Entonces, por el pt.r.So (1) del principio de la demostración y (19) de la 
parte /I, se tiene que 

36. E, B(X,Yl,1I2) 1- a ~ e 

Por(2) del principio de la demostración y (42) de la parte f/I, 

37. E, B(X,Yl,1I2) 1- b ~ d 

De (3) del principio de la demostración y este paso (37), obtenemos 

38. E, B(X,Yl,1I2) 1- ~d) 1\ k(b,Yl) 1\ k(d,1I2) 

Así que por M.P. de (35) y (38), se tiene que 

39. E, B(X,Yl,1I2) 1- Yl ~ 112 

De acuerdo a la definición de la fórmula B(x,Y¡,1I2) y por la Regla C apli­
cada 4 veces, obtenemos 

40. E, 3w¡3v¡3w23v2 ((Al (w¡, x) 1\ A 2(WI, v¡, x) 1\ k (v¡, Y¡») 1\ (Al (W2, x) 1\ 

A2(W2, V2, x) 1\ k(v2, 112»)) f- Y¡ ~ 112 

Lo cual es equivalente a 

41. E, 3w13vl (A¡(w¡,x) 1\ A2(WI, v¡,x) 1\ k(v¡, y¡») 1\ 3w2 3V2(AI(W2,X) t\ 
A2(W2,V2,X)t\k(V2,1I2») 1- Y¡ ~112 

O bien a que 

42. E, 3w3v(AI (w, x)t\A2(w, v , x)I\k(v, y¡») t\ 3w3v(A¡ (w, x)t\A2 (w, v,x)t\ 
k(v, Y2») f- Y¡ ~ 112 

Con lo que, de acuerdo a como hemos definido Al, A 2 y k, lo anterior 
es equivalente a 

43. E, 'f'3(X,y¡) t\ 'f'3 (x, 1/2) 1- Y¡ ~ Y2 

El metateorema de la deducción implica que 

44- E f- 'f'.(x, y¡) 1\ 'f'3(X, 1/2) -+ YI ~ 112 

Por generalizaci6n, obtenemos 

Con esto queda demostrada la unicidad para la variable "y"de la fórmula 
'P. (x,y). 

De acuerdo al teorema por definiciones funcionales (Teorema 1.2.2) la ex­
tensión que se hace a LE al agregar la letra funcional 13 y a E al agragar el 
axioma 
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es una extensión conservadora de TE-

Sea: 

de modo que TE' denota a la teoría que se obtiene al cerrar deductivamente 
al conjunto E' y LE' el lenguaje formal de dicha teoría, donde 

Debemos precisar que si T es una teoría, T' una extensión conservadora de T 
y a su vez T" es una extensión conservadora de T', entonces T" es una extensión 
conservadora de T. En efecto, tenemos que T", es en sí una extensión de T, y 
que T = T' n LT, pero como T' = T" n LT" entonces T = T" n LT, n LT, y 
como LT ~ LT" entonces obtenemos T = T" n LT. 

i 
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Capítulo 2 

Teoría y MetateorÍa" en la 
Demostración del Primer 
Teorema de Godel 
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En este capítulo daremos las definiciones y propoSICIones necesarias para 
la construcción de la demostración del teorema de incompletud de Godel-Rosser 
desde la extensión que ya tenemos de ZF. 

2.1 Aritmética Recursiva 

Denotemos con 

- N al conjunto de números naturales ({O, 1, 2, . "' }) 

- f : Nn -+ N una función u operación entre números naturales de 
aridad n con n ~ 1. 

- R ~ Nn una relación R entre números naturales de aridad n, con 
n ~ 1. 

Definición 2.1.1 (FUnciones Iniciales) 

Las siguientes son funciones iniciales: 

1. La funci6n sucesor, la cual está definida de la siguiente manero: 
+ : N-+ N 
p+ = q ;: en el conjunto de los números naturoles, "q"es 

el naturol consecutivo de "p". Ejemplo: 
lz+ = 13. 
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2. Las funciones constantes, Ck, definidas para números naturales n y k 
romo: 

Ck:N"-+N 
VpI, · .. , VpnC;: (PI •. . . ,Pn) = k 

Ejemplo: VpI, ... , VpnC!f(PI , ... ,Pn) = 2. 

3. Las funciones proyección 7rk (con 1 ~ k ~ n) definidas para números 
n y k como: 

7rk : Nn -+ N 
VpI, ... , VPn7rk (PI, ... ,Pn) = Pk 

Ejemplo: VpI,· ·· , Vpn 7r!t (PI, 1'2, ... , Pn) = 1'3. 

Definición 2.1.2 (Método de Recursión) 

(a) Sean a E N y G : N2 -+ N . La función F : N-+ N dada por 

i. F(O) = m 

ii. V p F(p+) = G (F(p), p) 

se dice que se obtuvo por recursión a partir de m y de G. 

(b) Sean H : Nk -+ N Y G: Nk+2 -+ N . La función F : Nk+1 -+ N dada 
por 

i. VpI, . .. ,VpkF(PI, ... ,Pk, O) = H(PI, . .. ,pk) 

ii. Vpb .. . , VpkVq F(PI, ·· · ,Pk, q+) = 

G (PI, ... ,Pk, F(PI , . .. ,Pk,q), q) 

se dice que se obtuvo por recursión a partir de H y de G. 

Definición 2.1.3 (M~todo de Sustitución) 

Sea G: N'" -+ N Y sean HI , ... ,Hm : Nn -+ N . La función F : Nn -+ N 
dada por 

VpI,··., VpnF(PI,·· · ,Pn) = G (H¡(PI, ... ,Pn), ... , Hm(PI, ... ,Pn)) 

se dirá que se obtuvo por sustitución a partir de G y de H I , ... , Hm. 

Ejemplo: Definiremos por recursión y sustitución una función suma 

haciendo uso de las funciones 

(a) 7l-t: NI -+ N (función proyección de aridad 1), 

(b) ~: N3 -+ N (función proyección de aridad 3), 

(e) +: N1-+ N (función sucesor). 
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Primero definimos, usand~' el método de sustitución y haciendo uso de las 
funciones de los incisos (b) y (c) anteriores, una función Fi : N3 ~ N de la 
siguiente forma: 

Para las funciones 7r} : N -+ N y Fi : N3 -+ N, se define por recursión a la 
función F+: N2 ~ N de la siguiente forma: 

F+(Pl,O) = 7r¡(P¡) 

F+(Pl,pi) = Fl(Pl, F+(Pl,P2),Pl) 
= (~(PI,F+(PI,P2),P2»+ 

Definición 2.1.4 (Funciones Recursivas Primitivas) 

Una función F es una función recursiva primitiva si y sólo si hay una lista 
finita de funciones, digamos F1, . • • ,Fn , de tal forota que 

(a) Fn 
y 

F 

(b) Paro toda i E {1, . .. ,n} se tiene que, o bien 

i. F. es función inicial. 
o bien 

ii. F. se obtuvo por el método de recursión o por el método de susti­
tución a partir de funciones anteriores de la lista. 

Las funciones recursivas primitivas son aquéllas que se obtienen al aplicar un 
número finito de veces los métodos de recursión y lo sustitución a funciones re­
cursivas, así la función definida en el ejemplo anterior resulta ser una función 
recursiva primitiva. 

Entre los resultados acerca de funciones primitivas tenemos lo siguiente. 

Proposición 2.1.1 Sea G .' Nm ~ N una función primitiva, y sean Pi , '" ,Pn 
metavariables1 distintas. Paro iE{l, ... ,m}, sea qi alguna de las variables 
Pi,··· ,Pn' La función 

F : Nn-+N 
F (PI,'" ,Pn) = G (ql" " ,qm) 

también es primitiva. 

lUna metavariable es una de esas variables que comúnmente usam06 en matemáticas, no 
debe ronfundirse ron las variables del lenguaje formal. 
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Las siguientes son algunas aplicaciones de la proposición anterior: 

1. Añadir variables Artificiales. Si G : N2 -+ N es una función primitiva, 
entonces la función F descrita de la siguiente manera 

es primitiva. 

F : N3 -+ N 
F{Pi,P2,P3) = G{Pi ,P3) 

2. Permutar variabks. Si G : N2 -+ N es primitiva, entonces 

es primitiva. 

F : N2 -+N 
F(Pi,P2) = G(p2 ,P¡) 

3. Repetir variables. Si G : N3 -+ N es primitiva, entonces 

es primitiva. 

F : N2 -+N 
F(pi,P2) = G{Pi,P2 ,p¡) 

Proposición 2.1.2 Si damos la siguiente definición para las funciones ini­
ciales: 

1. La función sucesor +. N -+ N (+ como en la definición 2.1.1). 

2. La función constante cero Z: N-+ N; para todo P E N Z(p) = O. 

3. Las funciones proyección 7rk: Nn -+ N. (7rk como en la definición 
2.1.1). 

entonces esta definición es equivalente a la definición 2. 1.1. 

Demostración 2.1.2.1 Basta con demostrar que de acuerdo a esta nueva defini­
ción para las funciones inciciales se tiene que para todo k E N, Ck es primitivál. 
La demostración la haré por inducción sobre k. 
Sea k = O, 

q¡: Nn -+ N 
q¡ (Pi , ... , Pn) = O 

Usando el método de sustitución, sea Z: N-+ N y sea 7rf: Nn -+ N. La función 
ce; : Nn -+ N, definida como 

2Véanse las definici6nes 2.1.1 y 2 .1.4 . 

1 
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Vp¡, . . . , VpnCO (p¡, . .. ,Pn) = Z(7rf(PI, . . : ,Pn}} 

se dice que se obtuvo por sv.stitución a partir de las funciones Z y 7r? , las cv.ales 
son primitivas. Así que de acv.erdo a la definición de funciones primitivas (ver 
definición 2.1...~), podemos afirmar que la función CO es primitiva. Por tanto 
queda demostrada la base de la indv.cción. 

Hipótesis de Inducción: Supongamos que la proposición es válida 
para k EN, es decir, supongamos que la función 

Cí; : Nn -+ N 
Vp¡, . . . ,VpnCk(P¡, .. . ,Pn) = k 

es primitiva. 

De acuerdo al método de sv.stitución, sean +: N-> N, Ck : Nn -> N, las 
cuales son primitivas. La función C;:+I: Nn -+ N, definida como 

Vp¡ , .. . , Vpn Ck+l (PI , . . . ,Pn) = (Ck (PI, . .. ,Pn))+ 
= (k)+ 
= k +1 

de manera que 

es tina función primitiva, ya que Ck+1 se obtuvo por sv.stitv.ción a partir de 
funciones primitivas. Con lo que queda demostf'J-da .la proposición. 

Definición 2.1.5 (Método de Sustitución') 

Sea G': Nm -> N primitiva. Para cada i E {J, . . . ,m} sean ni E {J, . .. ,n} 
y H. ': Nn, -> N primitivas. Entonces la función F':Nn --4 N, dada por 

Vpl , . . . ,VpnF'(Pl , · · ·,Pn) = G' (H1 '(q11l .. . ,qn¡), . .. , Hm'(Ql_ , . .. ,qn_ }} 

donde q;. E {p¡, . .. ,Pn}, también es primitiva. 

Definición 2.1.6 (Método de Recursión') 

Sean H' : Nm -+ N , G' : N6 -> N . La función F' : Nn+l -> N, dada por 
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VpI, "" VpnF'(PI, . .. ,Pn,O) = H'(rl, . .. , rm ) 
con r, E {PI, . . . ,Pn} para toda iE{l, ... ,max(m,s)} 

Vp¡, ... ,VpnF'(PI, . . . ,Pn,q+ ) = G'(rl, . . . ,r. ) 
con r, E {PI, . . . ,Pn, F'(PI, . . . ,Pn,q), q} 

es recursiva primitiva y se obtuvo por recursión apartir de H' y G'. 

En el capítulo 3 daremos una lista de funciones recursivas primitivas. 

Definición 2.1.1 (El operador J.L) 
Sea G : Nn+1 ...... N con la propiedad de que para cada ji E Nn existe q E N tal 
que G(ji,q) = O. Definimos 

J.Lq(G(ji,q) = O) = min {q E N IG(p,q) = O} 

Así, 

F : Nn ...... N 
F (p; = J.Lq(G(ji,q) = O)) 

se . dirá que se obtiene de aplicar el operador J.L a G. 

Definición 2.1.8 (Función Recursiva General) 
Una función f es una función recursiva general si y sólo si hay una lista finita 
de funciones FI , .. . ,Fn tales que 

(a) Fn = F 

(b) Para cada i E {1, ... ,n} Fi es una función inicial o 1-"'¡ se obtiene 
por recursión, por sustitución o aplicando el operador J.L a funciones 
anteriores de la lista. 

2.2 Aritmetización de la Teoría 

Formalizaremos a continuación lo que en la introducción llamamos el primer 
camino. Recordemos que este primer camino consiste en dar una asignación 
que a cada símbolo, expresión o sucesión de expresiones le asocie un número 
natural de tal manera que cada número natural tenga asignado un sólo símbolo, 
una sola expresión o una sola sucesión de expresiones. Es decir, queremos definir 
una función 
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de manera que 9 sea inyectiva. 

Tal y como hemos hecho la distinción entre símbolos, expresiones y sucesión 
de expresiones, esta distinción la haremos también en la formalización del primer 
camino3 . De manera que definiremos tres funciones 

91 : LE' -+ N asignación de cada símbolo de LE' con un 
número natural, 

- g2 : Exp E -+ N asi9nación de cada expresión de L E' con un 
número natural, 

- 93 : ~ Exp E -+ N asignación de cada sucesión finita de 
expresiones de LE' con un número natural 

Estas funciones quedan definidas de la siguiente forma. 

Definición 2.2.1 Sea 91 : LE' -+ N tal ([Ue 

LE' gl LE' gl 

Ca 17 

f. 19 
( 3 E 21 
) 5 Xo 23 
, 7 Xl 25 
~ 9 
-+ 11 
.., 19 
'ti 15 X,. 23 + 2n 

De modo que si s E LE', 91(S) E N, Y decimos que 

91 (s) es el número de GOdel del símbolo s. 

Observación 2.2.1.1 La imagen de la función 91 es un subconjunto de los 
números impares en N. 

Observación 2.2.1.2 La función 91 es inyectiva por construcción. 

Definición 2.2.2 Definimos 92 : EXPE' -+ N de la siguiente manera: 

Dados So, 81 , . .. , 8,. E LE' 

( ) p,91 (so) p91(S!l p,91(8 ) g2 80, 81> .. . ,8,. = o 1 . .. n " 

--~------------------SEl que va de LE' a N. 
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en donde P¡ denota al i-ésimo número primo en N en orden ascendente, esto es 

Po = 2, PI = 3, P2 = 5, etc. 

Observación 2.2.2.1 La imagen de la funci6n g2 (Im!/"l) es un subconjunto de 
los números pares en N. 

Observación 2.2.2.2 Si n E Iml/2' los exponentes de la descomposición en 
factores primos de n son impares. 

Observación 2.2.2.3 La funci6n 92 inyectiva. 

w 
Definición 2.2.3 93 : ~ EXPE -+ N 

Sean Ea , El , . . . , En E ExpE (Ei es una expresión de LE') 

9 (E If. E ) = nl/2(Eo)pl/2(E¡) . . . p,92(En ) 
3 I,LI".l , ··· , n rO 1 n · 

Observación 2.2.3.1 La imagen de la función g3 (Im93 J es un subconjunto de 
los números pares. 

Observación 2.2.3.2 Si n E Im93 , los exponentes de la descomposición en 
factores primos de n son pares. 

Observación 2.2.3.3 La función 93 es inyectiva. 

Observación 2.2.3.4 Aunque Imf12 es un subconjunto de números pares y 
Im93 también es un subconjunto de números pares, Imf12 n Im93 = 0. 

Observación 2.2.3.5 Los símbolos tienen tres números naturales asociados. 
Por ejemplo 

g¡(co) = 17, 
92(CQ) = 217, 

93 (CQ) = 2
217

. 

Así queda concluida la asignación de números naturales para los símbolos, 
expresiones y sucesiones finitas de expresiones del lenguaje. Entenderemos que 
n E N es el número de GOdel de un símbolo, expresión o sucesión finita de 
expresiones, si n está en la imagen de alguna de las funciones g¡, 92 
o g3 respectivamente. Muchas veces designaremos la trayectoria de LE' 

.1 
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a N haciendo referencia simplemente a 94 , con lo cual, ~egún sea el caso, nos 
estaremos refiriendo a 91, 92 o a 935

. 

El segundo camino del cual hablamos en la introducción (el que va de N a 
LE') será descrito mediante una función h que definiremos usando el teorema 
de recursión para N. Recordémoslo. 

Teorema 2.2.1 (Teorema de Recursión para N) 
Paro toda función f: B -4 B Y todo a E B, exi~~te una única función h tal 

que: 

(a) h(O) = a 

(b) h(é) = f(h(n)) paro todo n E N 

Con el fin de no desviarme de lo que trata este trabajo, no incluiré la 
demostración de este teorema6 . 

Definición 2.2.4 Consideremos a los símbolos Ca y f. definidos en el capítu­
lo 1, Y sea B ~ LE' de manero que 

sea f la función f : B -4 B definida como 

De acuerdo al teorema de recursión paro N existe una única función h: N - B 
tal que 

(a) h(O) = Ca 

(b) h(é) = f3(h(n)). 

Esta es la función h que define la trayectoria de N aLE' Y a los términos 
que se obtienen mediante la función h les llamaremos numerales. 

Notación. Sea n E N. De acuerdo a como hicimos en la introducción deno­
taremos h(n) como n, a n le llamamos "el numeral de n" . Para una fórmula 
a de LE', denotaremos h(g(a» como ra', a ra' le llamamos "el numeral 
del número de Gódel de a" . 

4Tal oomo sucede en el caprtulo 4 que corresponde a la demostración. 
5De acuerdo al oontexto en el que estemos trabajando será muy claro cuá.l es la función a 

la que estarnos apelando. 
6Una demO!!tra.ción para dicho teorema se incluye en [Amor bj. 
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2.3 Funciones Representables y Relaciones Ex­
presables 

Continuando con la trayectoria de N a LE' y ya que los números tienen asociadas 
expresiones en LE', haremos algo parecido con algunos subconjuntos de números 
naturales. En particular, para algunas relaciones y funciones, definiremos lo 
siguiente: 

De~ción 2.3.1 (Relaciones Expresables) 
Sea 

Decimos que R es expresable en E' si y sólo si hay una fórmula OR E LE' 
tal que: 

(a) si (PI,P2, . .. ,Pn) E R, entonces E' 1- on(Pl.P2, . . . ,Pn) 

(b) si (PI,p2, . . . ,Pn) f/. R, entonces E' 1- -,an(Ji¡,P2, . .. ,Pn)' 

Definición 2.3.2 (Funciones Representables) 
Sea 

Decimos que F es representable en E' si y sólo si existe una fórmula 0F E L';;'f1 
de tal manero que paro PI, . . . ,Pn,Pn+1 E N 

(a) si F(PI, ... ,Pn) = Pn+l, entonces E' 1- oF(Jil, ' " ,Pn,Pn+¡) 

(b) y se tiene que E' 1- 3t1aF$1, .. . ,Pn, ti) 1\ 

VuVv (OF(Jil , ... ,Pn, ti) 1\ oF(Ji¡, . .. ,Pn, v) -+ u :::::: v). 

Veremos a continuación que las funciones iniciales definidas al comienzo de 
este capítulo son representables en LE'. Lo primero que demostraremos es que 
la función sucesor es representable en LE' para lo cual necesitamos primero 
demostrar la siguiente proposición. 

Proposición 2.3.1 Sean n, m E N. Se tiene que 

s~ n = m entonces E' 1- Ti :::::: m. 

Demostración 2.3.1.1 Por definición de la función h tenemos que 

- ft' = !~(f~(. .. (J~(eo}) . .. », !. aplicada a eo n veces 

- m = !s(fs(. . . (/s(eo}) .. . », !~ aplicada a eo m veces 

Por otro lado 
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1. E' 1- Co ~ co 

Además tememos que 

Aplicando este proceso n veces tenemos la aplicación de f. a la constante 
individual Co n veces, esto es: 

3. E' 1- f.(J.(. .. (J.(Co)) .. . )) ~ f.(J8( . . . (J8(Co» . .. » 
Por definición de la función h : N-- LE' 7 tenemos que 

-O=Co 

- n+ = f.(n) 

Es fácil verificar semánticamente que n+ es aplicar ~+ "veces el símbolo 
f. y obtener 

f. (J. ( ... f8(CO) .. . )) 
.. '" 

n+ veces 

Esto es, 

n = f. (J. ( ... f.(Co) . . . » .. ", ... 
n veces 

De modo que de acuerdo al paso (3) y como n = m, aplicar n veces el 
símbolo f. a Co es lo mismo que aplicar m veces el símbolo f8 a Co, es 
decir, 

m = f.(J.(· .. f.(Co) . . . )) 
, '" '" m vece.! 

Por todo lo anterior, podemos decir que 

4- E' 1- n ~ m 

Esto es 

5. n= m implica que E' 1- n ~ m 

Con lo que queda concluida la demostración de la proposición 2.3.1. 

Ya estamos listos para demostrar la siguiente proposición. 

Proposición 2.3.2 La función sucesor, + : N -- N, es representable en LE' . 

7Definición 2.2.4 de la sección anterior . 
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De acuerdo con la definición 2.3.2 sea CP8 la fórmula de L'i;, que definimos en el " . 
capítulo 1,8 entonces debemos demostrar que 

(a) (n) + = m entonces E' f-- CP8(ñ ,m) 

(b) E' f- (3ycp.(ñ,y» 1\ 'Vy'Vz(cp.(ñ,y) 1\ cp.(ñ,z) -+ y ~ z). 

Demostración 2.3.2.1 Inciso(a) 

De acuerdo a la proposición anterior, tenemos que para n+, m E N 

1. si n+ = m entonces E' f-- n+ ~ m 

Del paso anterior y como por definición tenemos n+ = h(n+) = f. (h(n)) = f.(ñ), 

2 . -'-
. St n ' = m entonces 

Como la siflUiente fórmula es un axioma de E', 

3. E' f-- 'Vx'Vy(J. (x) ~ y ...... CP.(x, y») 

Por A4 aplicado dos veces, primero con el ténnino Ti y lup.go con el término 
m, se tiene que 

4. E' f-- f8(ñ) ~ m ...... CP.(Ti, m) 

por definición de "r."y M.P., 

5. E' f-- f.(Ti) ~ m -+ cp.(ñ, m) 

Aplicando M.P. a los pasos (3) y (6), 

6. E' f-- cp.(ñ, m) 

Así que semánticamente por la transitividad de la implicación y de acuenio 
a los pasos anteriores podemos afirmar que 

7. si n+ = m entonces E' f-- cp.(ñ, m) 

De esta manero queda demostrado el inciso (a) . 

Inciso(b) 

En el capítulo 1 hemos demostrado que 

1. E' f-- 'Vx3ucp.(x,u) 

Aplicando A4 con el ténnino ñ, 

2. E' f--3ucp.(fr,u) 

Además, en el capítulo 1 hemos demostrado que 

8",. es la fórmula con la que definimos, en el capítulo 1, a la nueva letra funcional f •. 
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3. E' 1-- VxVyVz(cp.(x, y) ti CP.(x, z) ........ y ~ z) 

Nu.evamente aplicando A4 con el término n, 

4- E' I--VyVz(cp.(n,y)tlcp.(n,z) ........ y~z) 

De (2) y (4), 

5. E' 1-- 3ucp.(n, u) ti VyVz(cp.(n, y) ti cp .• (n, z) ........ y ~ z) 

43 

Por lo tanto la función sucesor es representable en E' por la fórmula 
CP. E L~ . 

Proposición 2.3.3 La función constante cero, Z : N -> N, es representable 

en LE" 

Recordemos que 

VnZ(n) = o. 

Entonces, de acuerdo a la definición 2.3.2, tenemos que demostrar que existe 
(3 E L~ tal que para n E N, 

(a) si Z(n) = O entonces E' 1-- (3(n,O) 

(b) E' 1-- 3u{3(n, u) ti VuVv({3(n, u) ti (3(n, v) ........ u ~ v). 

Consideremos la fórmula CPe con la cual extendimos a LZF para introducir 
a la constante individual Co, y definamos la fórmula {3 que necesitamos de la 
siguiente manera: 

- (3(x, y) 

Demostración 2.3.3.1 Inciso(a) 

Debemos tener presente que para todc n E N , n E LE , es un término, y 

0=<:0 E N. Entonces sea n E N. 

Supongamos que Z(n) = O P. D. E' 1-- (3(n, O) 

Por axioma de igualdad, podemos afirmar que 

1. E' 1-- n ~ n 
Por ser axioma de E' tenemos que 

2. E' 1-- x ~ Co +-+ CPe(x) 

Aplicando Gen obtenemos 



44 

3. E' ~ 'Iz(z ~ Co <-4 c,oc(z)) 

Aplicando A4 con el ténnino O E LE' el cual es libre para x en la jónnula 
del paso anterior, 

4· E' ~ O ~ ca <-4 c,oc(O) 

Por definición de "<4"y M.P., tenemos que 

5. E' ~ O ~ ca -+ C¡;¡c(O) 

Por definicón de O tenemos que O = ca, 

6. E' ~ ca ~ ca -+ c,oc(O) 

Como E' ~ ca ~ Co 

7. E' ~ c,oc(O) 

Entonces de (3) y (9) obtenemos 

8. E' ~ n ~ nA C¡;¡c(O) 

Esto es 

9. E' ~ {1(n, O) 

Con lo que queda demostrado el inciso (a) . 

Inciso(b) 

Demostraremos primero que 

E' ~ 3u.B(n, u) 
es decir 

E' ~ 3u(n ~ n 1\ c¡;¡c(u)) 

Hemos demostrado 

1. E' ~ n~n 

En el capítulo 1 demostramos que 

2. E' ~ 3uC¡;¡c(u) 

De {l) y (2), 

3. E' ~ n ~ nA 3uc¡;¡c(U) 

Como '1..1 no OC'I..Irre en n ~ n, por la jónnula 7.4 del apéndice B-JI y M.P., 

4. E' ~ 3u(Ji ~ Ji A c,oc(u)) 

Esto es 

5. E' ~ 3u.B(n, '1..1) 

Hasta aquí hemos demostrado una parte del inciso (b). Ahora 

1 
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P.D. E' 1- VuVv({3(n, u) 1\ {3(n, v) -+ u ~ v) 

Recordemos que 

{3(x,y) ;::::; x ~ x 1\ 'Pc(y) 

En el capítulo 1 demostramos que 

6. E' 1- VtNv('Pe(u) 1\ 'Pe(v) -+ u ~ v) 

Aplicando A4 dos veces con los términos variables u y v respectivamente, 

7. E' f-- 'Pe(u) 1\ 'Pe (v) -+ u ~ v 

Por la fórmula 2 del apéndice B-I podemos afirmar que 

8. E' 1- (x ~ x 1\ x ~ x 1\ 'Pe(u) 1\ 'Pe(v» -+ u ~ v 

De lo cual se tiene que 

9. E' f-- (x ~ x 1\ 'Pe(u) 1\ x ~ x 1\ 'Pe (v» -+ u ~ v 

Esto es 

10. E' 1- {3(x, u) 1\ {3(x, v) -+ u ~ v 

A plicando generalización, 

11. E' f-- Vx({3(x, u) 1\ {3(x, v) ---> u ~ v) 

Aplicando A4 con el término n, 

12. E' f-- {3(n, u) 1\ {3(n, v) -+ u ~ v 

Aplicando generalización dos ve.ces con los términos variables u y v, 

13. E' f-- VuVv({3(n,u) 1\{3(n,v) -+ u ~ v) 

De (5) y (13), 

14. E' 1- 3u{3(n, u) 1\ VuVv({3(n, u) 1\ {3(n, v) -+ u ~ v) 

Con lo que queda demostrado el inciso(b). Finalmente, ya que hemos demostra­
do los incisos ((a) y (b)), podemos afirmar que la función constante cero es 
representable en E'. 

Proposición 2.3.4 Las funciones proyección, 1l"~ : Nn -+ N, son representables 
en LEI . 

Consideremos a la función 1l"~ . De acuerdo a la definición de estas funciones 
tenemos que 



46 

Sea 

Veamos que efectivamente esta fórmula representa a la función 7rk. 

Demostración 2.3.4.1 (a) 
Sabemos que si 7rk(PI, . .. ,Pn) = m entonces m = P/c, entonces, por la 
proposición 2.3.1, tenemos que E' f- m ~ Pk. De lo cual y por algunas fórmu­
las lógicamente válidas tenemos que 

Con lo que obtenemos que 

Si 7rr:(PI, . . . ,Pn) = m, entonces E' f- O,,;:(JiI"",Pn,m) 

(b) 

Como E' f- O,,;:(JiI, . . . ,Pn,m), tenemos que 

1. E' f- 3ua".;:(JiI , ... ,Pn,U) 

Ahora demostremos que 

Por (29-iii) del apéndice B-IJ, 

2. E' f- UI ~ Pk 1\ Pk ~ tL2 --+ UI ~ '1-'2 

De acuerdo con la definición de la fórmula o,,;: tenemos que, 

3. E' , o".;: (PI. ... ,Pn, UI) 1\ Q,,;: (Jil, ... ,Pn, '1-'2) f- UI ~ Pk 1\ Pk ~ U2 

Entonces por M.P. aplicado a los pa.~os (3) y (2), 

4· E', o ... ;: (PI. .. . ,Pn,ur) 1\ o".;: (Ji 1. .. . ,Pn,tL2) f- til ~ '1-'2 

Así que, por el metateorema de la deducción, obtenemos 

5. E' f- 0".;:(PI, ... ,Pn,U¡)I\Q,,;:(JiI, ... ,Pn,ti2) --+ ti¡ ~tL2 

Finalmente, aplicando generalización a las variables U¡ y U2, afirmamos 
que 

Por lo tanto las funciones proyección son 1'epresentablf'-s en E'. 

1 
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Ya que tenemos la representabilidad de las funciones iniciales, veremos a con­
tinuación que las funciones recursivas primitivas (FRP) son representables; como 
las funciones iniciales lo son, y las FRP son aquéllas que se obtienen por medio de 
aplicar los métodos de recursión y / o sustitución a las que son representables y la 
manera de generarlas es comenzar con las funciones iniciales, entonces sólo ten­
dremos que demostrar que las funciones que se obtienen por medio de recursión 
y por medio de sustitución a través de funciones representables son representa­
bles. Para demostrar que las que se obtienen por recursión son representables, 
utilizaremos9 la llamada función "beta"de GOdello (f{3). Para comprender la 
utilidad de esta función, observemos que al calcular 1(Pb . .. ,Pn, m) (con f una 
función que se obtuvo por el método de recursión), es necesario conocer el valor 
qm-I = 1 (PI, . .. , Pn, m -1) si m es distinto de cero. En cualquier caso 1 genera 
una sucesión de números naturales qo, . .. , qm Y siendo 1 representable por una 
fórmula epI se tiene 

Para demostrar que una tal función 1 es representable usaremos a la suce­
sión qo, . . . , qm Y a la sucesión de sus numerales correspondientes qo,· .. , qm · 
Es aquí en donde emplearemos a la función f{3, ya que dada una sucesión de 
k números naturales, existen números n, m, tales que la función 1f3 evaluada 
en estos números y en un número {da como resultado el i-ésimo elemento de 
la sucesiónll como se puede observar en el ejemplo que damos después de la 
proposición 2.3.6. 

Para la definición de la función f{3 (función "beta"de GOdel) haremos uso de 
la función res: N2 -> N, la cual está incluida en la lista de funciones recursivas 
del capítulo 3. La función res(n, m) da como resultado el número correspondi­
ente al residuo de la división de m entre n . 

Definición 2.3.3 (Función "beta"de GOdel) 

Sea f {3 : N3 -> N. Definida de la siguiente manero: 

de manero que f{3 calcula el residuo de la división de PI entre {1 + (P3+1))-P2. 
Esto es, f{3 calcula el número natural r tal que 

Se afirma que la función 1/3 es representable en LE', esto es, se tiene la 
siguiente proposición. 

9De igual forma que para cuando se demuestra el primer teorema de Gódel usando AP. 
10 Normalmente esta función es nombrada como ''función ,B-GOdel", sin embargo en este 

trabajo la denotaré como J{J yal referirme a ella diré explícitamente "función beta dc GOdel". 
llpara números i que toman valores desde cero hasta. n, si la suoosión tiene n elementos. 
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Proposición 2.3.5 La función f{Jes representable en LE', 

Sea {3 E L ~ la fórmula que representa a la función! {j definida de la siguiente 
forma 

{3(X1, X2, X3, X4) ;:::: 3w3u13'1v,!3u33u4[a+(x3, 1, ul)t\a.(ul, X2, 'Iv,!)t\a+ (1, 'Iv,! , U3)t\ 
a.(u3, w, u4)t\a+(u4,x4, uS)t\<PdX4, U3) 
t\ Xl ~ usl 

La demostración de la proposición anterior para el caso de E' es la misma 
que para el caso de AP12. 

Se tiene que: 

Proposición 2.3.6 Para cualquier sucesión de números naturales qo, ql, .. . ,qk 
existen números naturales n, m , tales que 

f{j(n,m,i) = qi para i E {O,l, ... ,k}. 

Como la anterior es una propiedad para los números naturales (y no involu­
cra en ningún sentido el uso del sistema formal), no es necesario incluir en este 
trabajo su demostración13 . 

EJEMPLO (Una aplicación de la función f{j). 

Consideremos la sucesión definida por los 3 primeros elementos de la sucesión 
de Fi:bonacci: 

Veremos que existen números naturales n , m , tales que !{j(n, m, 0)=0, !(j(n, m, 1) = 1, 
fi3(n, m, 2)=1. Como 

!{j(n, m, i)=res(l + (i + 1) . m, n) 

donde 

n = (1 + (i + 1)· m)· q + r con 0$ r $ 1 + (i + 1)· m 

y así 

!(j(n, m, i) = r . 

Hacemos14 

p = max{2,bo,b1 ,b2 }; 

~~------------------1:lEn elllbro [Mendelsonj página 142 se da una demostración para esta proposición. 
13[Mende1sonj página 143. 
14Particularizando la idea de la demostración. 

1 
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donde 2 es el subíndice del último elemento de la sucesión, así 

p = n1az{2,0,l,l} = 2, 

Sea c = p!, en este caso tenemos c = 2. El número n1 que buscamos será el 
valor de c (en este caso m = 2) . Para encontrar el valor de n, se considera la 
nueva sucesión: 

tIQ = l+c; 
U¡ = 1 + 2c ; 
u2=1+3c ; 

Uo = 3, 
U¡ = 5, 
Uo = 7. 

Dada la sucesión de los tLiS, tenemos que para i =f. j, tLi Y Uj son primos 
relativos, por lo que, de acuerdo con el emphteorerna chino del residuo el sistema 
de congruencias: 

z:::: bo 
x:::: b¡ 
x:::: b2 

tiene solución, a saber 

(rrwd tIQ) 
(rrwd u¡) 
(rrwd U2) 

es decir, 
es decir, 
es decir, 

x::::o 
x:::: 1 
x:::: 1 

(mod 3) 
(n1od 5) 
(n1od 7) 

x = -69 + 3 . 5 . 7 . r, con r E 7l 

en particular, x = 36 es solución, de manera que el número natural n que 
buscamos será el valor de x, es decir, n = 36. Así que, para n = 36 Y n1 = 2, se 
tendrá que 

f{3(36, 2, 0) = 0, 
f{3(36,2,l)=1, 
f{3(36, 2,2) = 1, 

lo cual verificaremos sólo para el caso de f{3 (36, 2, 2) . De acuerdo a la definición 
de la función f{3 tenemos que f{3 (36,2 , 2)=res(1 + (2 + 1)· 2,36); 36 = 7 . q + r ; 
esto es 36 = 7 . 5 + 1, así que 

1 = r = res(l + (2 + 1)· 2,36) = f{3(36, 2, 2). 

Además de la función f{3 de Godel, usaremos las siguientes proposiciones. 

Proposición 2.3.7 Dado cualquier número natural n se tiene 

E' f- U¡ ~ O" --+ U¡ E f.(Ti) 
E' f- U¡ ~ r --+ ul E f.(Ti) 

E' f- Ul ~ Ti --+ U¡ E f . (Ti). 



Demostración 2.3.7.1 (Por Inducción sobre n) . 
Base de la Inducción 

-n=O 

De acuerdo al axioma con el cual extendimos a LZF tenemos que 

1. E' 1- I!(U) ~ y -> cp!(U,y) 

Por generolización y A4 , 

2. E' 1- I!(O) ~ i!(O) --+ CP!(O, 1.(0) 

De modo 'fUe podemos afirmar que 

3. E' 1- cp~(O, 1.(0) 

Esto es, 

4· E' 1- 3w3v(VUl (tll E w .... tll ~ O) 
1\ 'tUl (Ul E v ..... Ul ~ O V UI ~ w) 
1\ 'tU¡(UI E 1.(0) ..... 3z(z E v 1\ UI E z»)) 

Consideremos ahora la siguiente deducción (aplicación de la Regla C) . 

Como hipótesis : 

i. 'tUI(UI E a ...... UI ~O) 
1\ 'tU¡(UI E b ..... Ul ~ O V UI ~ a) 
1\ 'tUl (UI E I!(O) ..... 3z(z E b 1\ tll E z») 
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A partir del cual, por la fórmula .4 del apéndice B-I y por el 
axioma 4, podemos afirmar que 

ii. UI ~ O -> Ul E a 
Por generolización y A4, 

iii. O~O->OEa 
Lo que implica que 

iv. O E a 
Del paso (i), la fórmula.4 del apéndice B-I y M.P. tenemos que 

v. (u! ~ O V UI ~ a) -> UI E b 
Aplicando Gen a la variable Ul Y de~, 

vi. (a~UVa~a)->aEb 
Como a ~ a -> a ~ a V a ~ 0, del paso anterior, por el Axioma 
2 y M.P. podemos afirmar que 

vii. a ~ a -> a E b 
Con lo que obtenemos por medio de M. P. 

viii. a E b 
De (iv) y (viii), 

~. OEa 1\ aEb 
Por medio de la regla existencial, obtenemos 

1 
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x. 3z (Ü E z " z E b) 
De (i) tenemos que 

xi. 3z(u¡ E z f\ z E b) -+ U¡ EllO) 
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Aplicando genernlización a la variable U¡ y por ~ con el término 
O, obtenemos 

xii. 3z(Ü E z " z E b) -+ O E 18(0) 
Aplicando M.P. a (x) y (xii), 

xiii. O EllO) 

De manera que hemos obtenido que 

5. E' , 'v'u¡ (u¡ E a ..... u¡ ~ 0') 
" 'v'u¡(U¡ E b ..... U¡ ~ O V U¡ ~ a) 
"'v'u¡(u¡ E 1.(0) ..... 3z(z E bf\u¡ E z») 1- O E 1.(0) 

Entonces, por la regla C, 

6. E' , 3w3v(Vu¡(u¡ E w ..... U¡ ~ O) 
f\ 'v'u¡ (u¡ E v ..... U¡ ~ O V U¡ ~ w) 

f\ 'v'u¡(u¡ E 1.(0) ..... 3z(z E v" U¡ E z»)) 1- O E 1.(0) 

Por el metateorema de la deducción, 

7. E' 1- 3w3v(Vu¡ (u¡ E w ..... U¡ ~ O) 
f\ 'v'u¡(u¡ E v ..... u¡ ~ O V u¡ ~ w) 
f\ 'v'u¡(U¡ E 1.(0) ..... 3z(z E v f\ u¡ E z»)) -+ O E 1.(0) 

Aplicando M.P. a los pasos (4) y (7), 

8. E' 1- O EllO) 

Esto es, 

9. E' 1- U¡ ~ O -4 O E l. (O) 
Ya que tenemos que x ~ t -+ (<p(x, t) -+ <p(x,x») (véase apéndice A), 
podemos afirmar que 

10. E' 1- U¡ ~ O -+ (Ü E 1.(0) -+ u¡ E 1.(0») 

Por el axioma 2 y M.P., 

11. E' 1- (u¡ ~ O -+ O E 1.(0») -+ (u¡ ~ O -+ u¡ E 1.(0») 

Aplicando M.P. a (l8) y (20), 

12. E' 1- U¡ ~ O' -4 U¡ EllO) 

Con lo que queda concluida la base de la inducción. 

Hipótesis de Inducción 

Supongamos que para n E N tenemos que 



E' f- U¡ ~ O -+ U¡ E !s (ñ) 
E' f- U¡ ~ 1 -+ U¡ E !6 (ñ) 

Debemos demostmr que el resultado es válido pam n +. 

Consideremos la siguiente deducción (aplicación de regla Cj. 

Como hipótesis los dos primeros pasos: 

i. u¡ E !6(ñ) 

ii. VU¡(Ul E a ...... Ul ~ !6(fi») 
/1. VUl (Ul E b +-+ Ul ~ !s(ñ) V ul ~ a) 
/1. VU¡(Ul E !6 (f. (ñ» +-+ 3z(z E b /1. Ul E z») 
Del paso anterior, obtenemos 

iii. Ul ~ !s(ñ) V U¡ ~ a -+ U¡ E b 
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Aplicando genemlizando 11 la variable U¡ y por axioma 4, obten­
emos 

iv. !.(ñ) ~ !s(ñ) V !.(ñ) ~ a -+ !.(ñ) E b 
Por una tautología tenemos que, 

v. !.(Ti) ~ !6(Ti) -+ !.(Ti) ~ !6(Ti) V !6(Ti) ~ a 
Así que la por tmnsitividad de la implicación en los dos pasos 
anteriores, 

tn. !.(ñ) ~ !s(ñ) -+ !s(ñ) E b 
Por una tautología y M.P., obtenemos 

vii. !. (Ti) E b 
Usando la hipótesis en (i) y este último paso, tenemos que 

viii. U¡ E !.(ñ) 1\ !6(Ti) E b 
Por la regla existencial, 

iz. 3z(u¡ E % 1\ % E b) 
De la hipótesis (ii), tenemos que 

x. 3Z(Ul E % 1\ % E b) -+ u¡ E !.(f6(Ti» 
Aplicando M.P. a (ix) y (x), 

xi. '-'¡ E !6(f.(ñ» 

De la deducción anterior, tenemos que 

13. E' U {'-'1 E !.(fi)} , 
Vu¡ (Ul E a ..... Ul ~ !6(ñ») 
1\ VU¡(Ul E b ..... '-'1 ~ !s(ñ) V Ul ~ a) 
/1. VU¡(Ul E !s(f.(ñ» ...... 3z(% E b /1. Ul E z») f- Ul E !6(f6(ñ» 

Por la regla C, 

1 
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14. E U {u¡ E !.(n)} , U 

{3w3v(v'u¡ (u¡ E w +-+ u¡ ~ !.(Ti») 
!\ Vu¡(u¡ E v +-+ u¡ ~ f.(Ti) \1 Ul ~ w) 
!\ Vu¡(u¡ E !.U.(Ti» +-+ 3z(zE v!\ u¡ E z»))} f- u¡ E !.U.(Ti» 

De manera análoga a como obtuvimm el paso (4) previo a la Hipótesis de 
Inducción, y de acuerdo a uno de nuestros axiomas de E', podemos probar 
que 

15. E' f- 3w3v(Vu¡ (ti¡ E w +-+ u¡ ~ !.(Ti») 

!\ 'fu¡ (u¡ E v +-+ ·u¡ ~ !. (ñ) \¡ u¡ ~ w) 

!\ Vudu¡ E f.U.(Ti» +-+ 3z(z E v!\ u¡ E z»)) 

Por el metateorema de la deducción aplicado al paso (14), M.P. y el paso 
(15), se tiene que 

16. E'u {U¡ E !.(Ti)} f- u¡ E f.U.(n» 

Nuevamente por el metateorema de la deducción, tenemos que 

17. E' f- U¡ E !.(n) -+ U¡ E f.U.(n» 

De acuerdo a nuestra hipótesis de inducción, tenemos que 

18. E' f- U¡ ~ 0-+ u¡ E !.(n) 
E' f- U¡ ~ 1 -+ u¡ E f.(Ti) 

E' f- U¡ ~ n -+ U¡ E !.(Ti) 

Usando estos dos últimos pasos, la transitividad de la implicación y de 
acuerdo a como denotamos a f.U.(Ti», afirmamos que 

19. El f- U¡ ~ 0-+ U¡ E J.(n+) 
E' f- U¡ ~ 1 -+ u¡ E !.(n+) 

E' f- U¡ ~ n -+ U¡ E J.(n+) 

Además, como la demostración de la Base Inductiva es válida para cualquier 
término que coloquemos en lugar del término O, se tiene en particular que 

20. El f- U¡ ~ n+ -+ u¡ E !.(n+) 

Esto es 

21. E' f- U¡ ~ O -+ U¡ E !.(n+) 
E' f- U¡ ~ r -+ u¡ E f.(n+) 



E' 1- Ul ~ n+ ~ U¡ E !s(n+) 

Esto es lo que queríamos demostrar. 

ProposiCión 2.3.8 Para cualquier .número natural n se tiene 

E' 1- (x ~ O V .. . V x ~ Ti) +-+ (x E Ti V x ~ Ti) 

Demostración 2.3.8.1 (Inducción sobre n) 
Base de la Inducción 

- n = O P.D. E' 1- (x ~ U) +-+ (x E O V x ~ O) 

De acuerdo a la fórmula 20.1 del apéndice B-JI (Q: ...... Q:), tenemos que 

1. E' 1- x ~ O ~ x ~ O 

Por la fórmula 11 del apéndice 8-J, 

2. E' 1- x ~ O ...... (x ~ O V x E O) 

Ahora veamos que 

E' 1- (x ~ O V x E O) -+ x ~ O 
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Usando el axioma con el que hemos definido O == Co, podemos afirmar que 

3. E' 1- x ~ co ...... CPc(ec) 

Aplicando generalización, 

4· E' 1- \:Ix(x ~ Co ...... <¡)c(Co») 

Aplicando ~ con el término Co, 

5. E' 1- <¡)c(ec) 

De acuerdo con la definición de <¡)c(co), 

6. E' 1- \:Ix-.x ECo 

Por A4 , 

7. E'1--.XEco 

De acuerdo con la fórmula 25°del apéndice B-J, modus ponens y la defini­
ción de O, tenemos que 

8. E'I--'xECoVx~Co 

Además, por 24 del apéndice B-JI, tenemos que 

9. E' 1- x ~ <'o{) V .., x ~ co 

De (8) Y (9), 

J. 
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10. E' 1- (...., x E Co V x ~ coY 1\ (...., x ~ Co V x ~ Co) 

Por 13.2 del apéndice B-II y modu.s ponens, u.sando la fónnula del paso 
anterior, tenemos que 

11. E' 1- (....,xEcol\....,x~co)v (x~co) 

Esto es 

12. E' 1- (x E Co V x ~ Co) -+ (x ~ Co) 

De (12) y (2) Y dada la definición de O, tenemos que 

13. E' 1- x ~ O ...... (x ~ O V x E O) 

Con lo que queda demostrada la Base de la Inducción. 

Hipótesis Inductiva Supongamos ahora que para n E N se tiene que 

E' 1- x ~ O V ... V x ~ Ti <--> (x E Ti V x ~ Ti) 

Caso n+1: Debemos demostrar 

E' 1- (x ~ OV ··· V x ~ n V x ~ n+) <--> (x E n+ V x ~ n+) 

Es decir que debemos demostrar 

(a) E' 1- (x~Ov . ·.Vx~TiVx~n+)-+ (xEn+Vx~n+) 

(b) E' 1- (x E n+ V x ~ n+) -+ (x ~ O V ... V x ~ Ti V x ~ n+) 

Inciso(a) 

Tememos que 

1.4. E' 1- x ~ n+ -+ x ~ n+ 

En la proposición anterior hemos demostrado que para cualquier número 
natural n, se tiene que 

15. E' 1- x ~ O -+ x E f.(Ti) 
E' 1- x ~ 1 -+ x E f. (n) 

E' 1- x ~ Ti -+ x E f.(Ti) 

De la fónnula 16 del apéndice B-I y 1.2 del apéndice E-II, 

16. E' 1- x ~ O V . .. V x ~ Ti -+ x E f. (Ti) 

Nuevamente, aplicando la fónnula 16 del apéndice B-I a los pasos (l4) y 
(l6) , tenemos que 



17. E' f- x ~ O V .. . V x ~ n V x ~ n+ -+ x E f~(n) V x ~ n+ 

Recordemos que hemos denotado con n+ a f~(n), 

18. E' f- x ~ O V '" V x ~ ñ V x ~ n+ -+ x E n+ V x ~ n+ 

Con lo que queda concluida la demostración del inciso (a). 

Inciso (b) 
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Haciendo uso de uno de los axiomas con los que hemos extendido 
a LZF, aplicando generalización y el axioma 4, podemos afirmar que 

19. E' f- f~(n) ~ y -+ 'P,(ñ, y) 

Nuevamente aplicando generalizando y A4 obtenemos 

20. E' f- f~(n) ~ f~(ñ) -+ 'P,(ñ,f,(ñ» 

Por lo que podemos afirmar que 

21. E' f- 'P.(n, f~(ñ» 

De acuerdo con la definición de 'Ps, 

22. E' f- 3w3v ('tu¡ (UI E w ..... U¡ ~ ñ) 
A 'tUI (UI E v ..... UI ~ ñ V UI ~ w) 
A 'tu¡(u¡ E f,(n) ..... 3z(z E v A uI E z»)) 

Consideremos la siguiente deducción (aplicación de regla C, usando a y b 
como constantes) 

Como hipótesis: 

i. 'tUI (u¡ E a ..... U¡ ~ n) 
A 'tUI (u¡ E b ..... UI ~ n V UI ~ a) 
A 'tu¡(u¡ E f~(n) ..... 3z(z E b A UI E z») A 
(u¡ E f~(ñ) -+ cE b A u¡ E e) 
De (i) tenemos 

ii. 'tu¡(U¡Eb-+u¡~ñVuI~a) 
Aplicando el axioma 4 con el término e, 

iii. e E b -+ e ~ n V e ~ a 

De acuerdo con la fórmula 2 del apéndice E-I, se tiene 
iv. (e E b A UI E e) -+ (e ~ ñ V e ~ a) 

De (i) y (iv), 

v. (UI E f,(n») -+ (Zo ~ n V Zo ~ a) 
Además, del paso (iv), podemos afirmar que 

vi. (u¡ E f~(n») -+ (UI E e) 
Así que 

vii. (u¡ E f,(ñ») -+ ((e ~ nV e ~ a) A (u¡ E e)) 
De 13.1 del apéndice B-JI, 

viii. (u¡ E f~(n») -+ ((e ~ nA U¡ E e) V (e ~ a A U¡ E e)) 
Veamos a continuación que 

1 
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tll E e /\ e ~ñ -+ tll E ñ 

Por el axioma 7, tenemos que 

ix. z ~ n -+ (tll E Z -+ tll E ñ) 
Aplicando generalización y por axioma 4 

x. c ~ n -+ (tll E c -+ tll E ñ) 
Por la fórmula 2 del apéndice B-J, 

xi. c ~ n /\ tll E c -+ (tll E c -+ tll En) 
Aplicando A2 y M.P., 

xn. (e ~ n /\ 1.11 E e -+ 1.11 E e) -+ (e ~ n /\ 1/.1 E (: -+ Ul E ñ) 
Por la fórmula 4 del apéndice B-J y M,P., 

xiii. c ~ Ti /\ 1.11 E e -+ 1.11 E Ti 
Análogamente podemos obtener 

xiv. e ~ a /\ 1.11 E e -+ 1.11 E a 
De la hipótesis (i) obtenemos 

xv. 1.11 E a -+ 1.11 ~ Ti 
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De estos dos últimos pasos y por la tmnsitividad de la impli­
cación, tenemos que 

xvi. e ~ a /\ 1.11 E c -+ 1.11 ~ Ti 
Por (xiii) y (xvi), 16 del apéndice B-J y M.P., 

xvii. (c ~ Ti /\ 1.11 E e) V (e ~ a /\ 1.11 E e) -+ (1.11 E n V 1.11 ~ Ti) 
Por (vi.ii) y (xvii) Y la transitividad de la implicación, 

xviii. 1.11 E f.(ñ) ) -+ (1.11 E n V 1.11 ~ n) 

Hasta aquí hemos obtenido que 

23. E' , '<11.11 (1.11 E a ..... 1.11 ~ Ti) 
/\ '<I1.Id1.l1 E b ..... 1.11 ~ nV 1.11 ~ a) 
/\ '<IUd1.l1 E f.(Ti) ..... 3z(z E b /\ 1.11 E z)) /\ 
(1.11 E f.(n) -+ e E b /\ 1.11 E e) f-- tll E f.(ñ)) -+ (1.11 E Ti V 1.11 ~ Ti) 

Entonces por la regla e, tenemos que 

24 . E' ,3w3v3z ['<I1.I1(Ul E W ..... 1.11 ~ Ti) 

/\ '<11.11 (1.11 E v ..... 1.11 ~ Ti V 1.11 ~ w) 
/\ '<Iud1.l1 E f.(n) ..... 3z(z E v /\ 1.11 E z)) /\ 

(Ul E f.('í'r) -+ z E b /\ 1.11 E z)] f-- 1.11 E f . (ñ)) -+ (1.11 E ñ V tll ~ ñ) 

Pero tenemos que 

25. E' i- 3w3v ['<11.11 (1.11 E W ..... 1.11 ~ n:) /\ 

'<11.11 (Ul E v ..... tll ~ Ti V 1.11 ~ w )/\ 

'<11.11 (1.11 E f.(ñ) ..... 3z(z E v /\ u} E Z))] -+ 

3w3v ['<IUl (1.11 E W ..... 1.11 ~ Ti)/\ 



VU¡ (UI E V ....... U¡ ~ ñ V U¡ ~ w )/\ 

Vu¡(u¡ E f~(n) ....... 3z(z E v /\ UI E z»)] 

Tenemos, de acuerdo con 4.2 del apéndice B-JI, que 

26. E' f- 3w3v [VUI (u¡ E w ....... U¡ ~ n) /\ 

Vu¡ (u¡ E v ....... U¡ ;:::: Ti V U¡ ~ W )/\ 

Vu¡(u¡ E fs(n) ....... 3z(z E v /\ U¡ E z»)] -4 

3w3v VUI (u¡ E w ....... UI ~ n)/\ 
3w3v VUI (UI E'U ..... Ul ~ nV Ul ~ w)/\ 

3w3v Vu¡(u¡ E f~(ñ) ....... 3z(z E v /\ U¡ E z»)] 

Se tiene que 

27. E' f- 3w3v Vu¡ (UI E w ....... U¡ ~ n)1\ 
3w3v VUI (UI E v ....... U¡ ~ n V U¡ ;:::: w)/\ 

3w3v VUI (UI E !.(n) ....... 3z(z E 11 ,\ U¡ E z»)] -4 
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3w3v VUI (Ul E f.(n) ....... 3z(z E v /\ U¡ E z») 

Ya que ni w ni v ocurren en la sub fórmula que está después de la impli­
cación principal del paso anterior, se tiene que 

28. E' f- 3w3v Vu¡(u¡ E f~(n) ....... 3z(z E v /\ U¡ E z») -+ 

Vu¡ (u¡ E f~(n) ....... 3z(z E v /\ U¡ E z») 

Así que, por la transitividad de la implicaci6n, de (27) y (28), obtenemos 

29. El f- 3w3v Vu¡ (u¡ E w ....... U¡ ~ n)/\ 
3w3v 'tUl (U¡ E v ....... u¡ ~ n V u¡ ~ w)/\ 

3w3v Vu¡(u¡ E !.(n) ....... 3z(z E v /\ U¡ E z»)] -+ 

Vu¡ (u¡ E f~(n) ....... 3z(zE v /\ U¡ E z») 

Por el axioma 4, tenemos que 

30. El f- Vu¡(u¡ E f~(n) ....... 3z(z E v /\ U¡ E z») -+ 

(UI E f.(n) ....... 3z(z E v /\ u¡ E z») 

Dado que z no ocurre en la fórmula UI E f~(n), se tiene que 

31. E' f-(UI E f.(n) ....... 3z(z E v /\ Ul E z») -+ 

3z(u¡ E f3(n) ....... (z E v 1\ UI E z») 

Aplicando dos veces la transitividad de la implicación desde los pasos (29)­
(30) Y (31), obtenemos 

32. E' f- 3w3v VU¡(UI E w ....... UI ;::::ñ)/\ 
3w3v VUI (u¡ E v ....... UI ~ ñ V UI ;:::: w)/\ 

3w3v VUI (UI E f~(n) ....... 3z(z E v /\ U¡ E z»)] -+ 

3z(uI E f.(n) ....... (z E v /\ uI E z») 

Por la transitividad de la implicación, de (26) y (32), se tiene que 
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33. E' t- 3w3v [VU) (u) E w ...... u) ~ Ti) 1\ 

Vu) (u) E v ...... u) ~ Ti V u) ~ w )A 

Vu¡(u) E fs(Ti) ...... 3z(z E b 1\ u) E z»)] -+ 

3z(u) E fs(ñ) ...... (z E v A u) E z») 

Por (25) Y (33), 

34. E' t- 3w3v [VU)(U ) E w ...... u) ~ Ti) 1\ 

Vu) (u) E v ...... u) ~ Ti V u) ~ w )1\ 

Vu¡(u) E fs(Ti) ...... 3z(z E v 1\ u) E z»)] -+ 

3w3v [VU) (u} E w ...... u) ~ Ti)A 

Vu) (u) E v ...... u) ~ Ti V u) ~ w)1\ 

'iu¡(u) E f.(Ti) ...... 3z(z E v 1\ u) E z»)] 

1\ 3z[u) E f.(Ti) ...... (z E vl\u) E z)] 
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Como z no ocurre libre en la fórmula que precede al conectivo 1\ de la 
fórmula que está después de la implicación principal, se tiene que 

35. E' t- 3w3v [VU) (u¡ E w ...... u) ~ Ti)A 

Vu) (u¡ E v .... u) ~ Ti V u) ~ w)1\ 

Vu¡(u¡ E fs(ñ) +-+ 3z(z E v 1\ u) E z »)] -+ 

3w3v3z [VU) (u) E w +-+ u) ~ Ti)A 

Vu) (u) E v +-+ u} ~ Ti V u} ~ w)1\ 
Vu¡(u¡ E fs(Ti) +-+ 3z(z E v 1\ U¡ E z») 

1\ (u¡ E fs(Ti) +-+ (z E v 1\ u) E z»)] 

Aplicando M.P. a los pasos (22) y (35), 

36. E' t- 3w3v3z [Vu¡(U) E w +-+ u) ~ Ti)1\ 

Vu) (u} E v .... U¡ ~ Ti V u} ~ w)A 
Vu¡(U¡ E f.(ñ) +-+ 3z(z E v 1\ u) E z») 

1\ (u) E f.(Ti) +-+ (z E v A u) E z»)] 

Entonces, aplicando el metateorema de la deducción al paso (24), y apli­
cando M.P. usando también este último paso, obtenemos 

37. E' t- u) E f.(ñ) -+ u} E Ti V u¡ ~ Ti 

De acuerdo con nuestro Hipótesis Inductiva, tenemos que 

u) E Ti V u) ~ Ti -+ x ~ O V . .. V x ~ Ti 

De H./. Y (37), 
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38. E' f- U1 E f. (n) --+ x ~ O V .. . V x ~ n 

De (14) y (38), la fórmula 16 del apéndict. B-I y M.P., 

39. E' f- U1 E fa (n) V X ~ f. (n) --+ X ~ O V .. . V X ~ n V X ~ f. (n) 

Con lo que queda concluida la prueba para el inciso (b) y, por lo tanto, la 
prueba de esta proposición. 

Proposición 2.3.9 Para cualquier número natural n y cualquier fórmula cp, 
.~I'. tiene que. 

E' f- cp(O) ¡\ .. . 1\ cp(n - 1) --+ Vu(u E ñ --+ cp(u)) 

Demostración 2.3.9.1 (Inducción sobre n) 

Base de la Inducción 

- n = O: P.D. E' f- cp(O)--+ Vu(u E 0--+ cp(u)) 

De acuerdo con los axiomas con los que extendimos a Lzp, tenemos que 

1. E' f- v ~ CQ --+ CPc(v) 

Esto es 

2. E' f- v ~ CQ --+ Vu(-,u E v) 

Aplicando generalización a la variable v y aplicando At con el término co, 

3. · E' f- CQ ~ CQ --+ Vu(-,u E CQ) 

Como 

4. E' f- CQ ~ CQ 

Por M. P., 

5. E' f- Vu(-,u E CQ) 

Por A4 , 

7. E' f- -,u E CQ V cp(u) 

Esto es 

8. E' f- u E CQ --+ cp(u) 

Aplicando generalización, se tiene 

9. E' f- Vu(u E Co --+ cp(u)) 

Entonces 

.J 
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10. E' 1-- <p(eo) -4 Vu(uE Co -4 <p(u)} 

Ya que hemos denotado a eo con O, hemos demostrado que 

11. E' 1-- <p(0) -4 Vu(u E 0-+ <p(u)} 

Con lo que queda demostrada la Base Inductiva. 

Hipótesis de Inducción 

Supongamos que 

E' 1-- 1.p(O) /\· ·· 1\ <p(n - 1) -4 Vu(u E rr - -1 :,o(u» 

Demostremos que 

E' 1-- <p(O) 1\ . . . 1\ <p(rr) -4 Vu(u E n + -4 <p(u» 
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En el paso (S8) del inciso (b) de la demostración de la proposición 2.3.8 
demostramos que 

12. E' 1-- u E f.(ñ) -4 u E ñ V u ~ ñ 

Tenemos, por Hipótesis Inductiva y la fórmula 2 del apéndice B-I, que 

13. E' 1-- :,0(0) 1\ . .. 1\ <p(n - 1) 1\ <p(rr) -+ Vu(u E ñ -4 <p(u» 

Por el axioma 7, tenemos que 

14. E' 1-- u ~ ñ -+ (<p(ñ) -4 <p(u)} 

Por medio del axioma 2 y M.P. obtenemos 

15. E' 1-- (u ~ rr -4 <p(n)} -+ (u ~ ñ -4 <p(u)} 

Tenemos que 

f 6. E' 1-- <p(O) 1\ .. . 1\ <p(n) -+ <p(n) 

Pot la fórmula 11 del apéndice B-I, 

17. E' 1-- <p(0) 1\ . , . 1\ <p(ñ) -4 -,( u ~ ñ) V <p(ñ) 

Esto es 

18. E' 1-- <p{O) 1\ . .. 1\ <p(ñ) -+ (u ~ n -+ <p(n)} 

De los pasos (15) y (1B) Y por la transitividad de la implicación, tenemos 
que 

19. E' 1-- <p(0) 1\ ... 1\ <p(ñ) -+ (u ~ ñ -+ <p(u)} 

De la Hipótesis de Inducción, tenemos que 

20. E' 1-- <p{O) 1\ . .. 1\ <p(1í) -+ (u E n -+ <p(u)} 

Además, del paso (12) podemos afirmar que 
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21. E' 1- tp~) 1\ . . . I\(p(ñ) -> (u E f.(ñ) :...... u E ñ V u ~ ñ) 

También tenemos, de acuerno a la fórmula 22 del apéndice B-J, que 

22. E' 1- ((u E ñ -> tp(u) ) 1\ (u ~ ñ -> tp(u»)) -> 

(u E ñ V u ~ ñ -> tp(u») 

Por lo pasos (19) y (20), tenemos que 

23. E' 1- tp(O) 1\ .. . 1\ cp(ñ) -> ((u E ñ ---4 tp(u») 1\ (u ~ n ---4 tp(u»)) 

De los pasos (22) y (23) Y por la transitividad de la impliCfu:ión, tenemos 
que 

24· E' 1- tp(O) 1\ .. . 1\ tp(n) -> (u E ñ V u ~ ñ ---4 tp(u») 

De los pasos (21) y (24) y por 9 del apéndice B-J, tenemos que 

25. E' 1- tp(U) 1\ . .. 1\ ",(ñ) -> 

((u E f.(ñ) ---4 u E nV u ~ñ) 1\ (u E ñVu ~ ñ ---4 tp(u»)) 

Entonces, por la fórmula 5 del apéndice B-J, 

26. E' 1- ((uEf.(ñ)-+uEnVu~ñ)1\ (UEñVU~ñ---4tp(u»))---4 
(u E f.(ñ) -+ tp(u») 

Por la transitividad de la implicación para las fórmulas de los pasos (25) 
y (26), 

27. E' 1- tp(O) 1\ . .. 1\ tp(ñ) -+ (u E f.(n) -> tp(u») 

Aplicando generalización, 

28. E' 1- V'u( tp(O) 1\ . . . 1\ tp(ñ) -> (u E f.(n) ---4 tp(u»)) 

Por 7.2 del apéndice B-Il y M.P., concluimos que 

29. E' 1- tp(O) 1\ . .. 1\ tp(ñ) ---4 V'u(u E f.(ñ) -> tp(u»). 

Proposición 2.3.10 Para cualquier número natural n y cualquier fórmula tp 
se tiene que 

E' 1- tp(O) 1\ .. . 1\ tp(ñ) -> V'u«u E ñ V u ~ ñ) -+ tp(u» 

Demostración 2.3.10.1 (Inducción sobre n) 

Base de la Inducción 

-n=O 

De acuerdo al paso 8 en la base de la inducción de la demostración de la 
proposición anterior, tenemos que 

J 
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1. E' r- u E 0-+ cp(u) 

De lo cual tenemos que 

2. E' r- cp(O) -+ (u E O -+ cp(u)) 

Además, de acuerdo al axioma 7,15 tenemos que 

3. E' r- u ~ O -+ (cp(O) -+ cp(u)) 

Haciendo dos instancias del axioma 2, luego, por el axioma 1 y M.P., del 
paso (3) obtenemos 

4. E' r- cp(O) ...... (u ~ 0-+ cp(u)) 

De los pasos (2) y (4) obtenemos 

5. E' r- cp(O) -+ ((u E O -+ cp(u)) 1\ (u ~ O --> cp(u))) 

De acuerdo a la fórmula 29 del apéndice B-1 tenemos que 

6. E' f- ((u E O -+ cp(u)) 1\ (u ~ O --> cp(u))) --> (u E O V u ~ O --> cp(u)) 

De los pasos (5) y (6) obtenemos 

7. E ' r- cp(O) --> (u E Ov u ~ 0--> cp(u)) 

Aplicando generalización y ya que la variable u no tiene presencia en la 
fórmula cp(O) 

8. E' r- cp(O) --> Vu(u E O V u ~ 0--> cp(u)) 

Hipótesis de Inducción 

E ' r- cp(O) 1\ ... 1\ cp(n - 1) --> Vu(u E n - 1 V u ~ n - 1 --> cp(u)) 

Demostremos ahora que la proposición es válida para el número natural n. 

Aplicar generalización en el paso (24) de la proposición 2.3.9. 

Proposición 2.3.11 Para cualquier número natural n, se tiene que 

E' r- w En ...... w E n + 1 

Demostración 2.3.11.1 Tenemos que de manera completamente análoga a co­
mo obtuvimos el paso (3) en la Demostración 2.3.7.1, obtenemos 

1. E' r- CP. (n, f. (Ti)) 

Consideremos la siguiente deducción (aplicación de la regla C con a, b 
como constantes provisionales) 

15Véa.se el apéndice A. 



Los primeros dos pa.sos los tomamos como hipótesis. 

i. Vw(w E a .... w ~ Ti) 
1\ Vw(w E b .... w ~ TiV w ~ a) 
1\ Vw(w E f$(Ti) .... 3z(z E b 1\ w E z )) 

ii. w E Ti 
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De acuerdo a la fórmula 4 del apéndice B-I y por M.P. , obten­
emos 

iii. Vw(w E b .... w ~ Ti V w ~ a) 
Aplicando A4 y de acuerdo a la definición de " .... ", obtenemos 

iv. w ~ Ti V w ~ a ~ w E b 
Además, siempre sucede que 

v. w ~ n --+ w ~ Ti 
Así que por la fórmula 11 del apéndice B-1, tenemos que 

vi. w~n--+w~nVw~a 
Por otro lado del paso (iv) , se tiene que 

vii. w ~ n ~ (w ~ Ti V w ~ a ~ w E b) 
Aplicando el axioma 2 y M.P., obtenemos 

viii. (w~Ti~w~TiVw~a)~ (w~Ti-4wEb) 
Por M.P. aplicado a los pasos (vi) y (viii), 

ix. w~Ti~wEb 
Aplicando generalización y At con el término Ti, 

x. Ti~Ti~TiEb 
Como 

Por M.P. aplicado a (xi) y (x), 

xii. TiEb 
De (ii) y (xii) , 

xiii. w E Ti 1\ Ti E b 
Por la regla existencial, 

xiv. 3z(w E z 1\ Z E b) 
De (i), y por la fórmula 4 del apéndice, el axioma A4 , la defini­
ción de """"y M.P., obtenemos 

xv. 3z(w E z 1\ z E b) ~ w E f$(Ti) 
Aplicando M.P. a los pasos (xiv) y (xv), 

xvi. w E f. (Ti) 

De acuerdo a esta deducción, tenemos que 

2. El U {Vw(w E a ...... w ~ Ti) 
1\ Vw(w E b ...... w ~ Ti V w ~ a) 
1\ Vw(w E f.(Ti) ...... 3z(z E b 1\ w E z))} 
U {w E Ti} f- w E f.(Ti) 

Entonce., por La regla C, se tiene que 
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3. E' U {3u3v[Vw(w E u f-> Ul~ Ti) 

/1. Vw(w E v +-+ w ~ Ti V w ~ u) 

/1. Vw(w E f.(ñ) f-> 3z(z E v /1. w E Z))]} 

U {w E Ti} 1-- w E f.(Ti) 

Aplicando el metateorema de la deducción dos veces, obtenemos 

4. E' f- 3u3v[Vw(w E u f-> W ~ Ti) 

/1. Vw(w E v H W ~ n V w ~ u) 

,\ Vw(w E f . (ti) +-+ 3z(z E v 1\ w E z))] ~ 

[w E n ~ w E f . (Ti) ] 

Aplicando M.P. a los pasos (1) y (4), tenemos que 

5. E' f- w E Ti ~ W E f.(Ti) 
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Como no hemos aplicado generalización paro ninguna variable, entonces 
podemos aplicar el metateorema de la deducción y obtener 

6. E' f- w E Ti ~ w E f. (Ti) 

Esto es lo que queríamos demostrar. 

Las siguientes dos proposiciones son básicas para la demostración del teore­
ma principal de este trabajo. Cabe mencionar que estos son resultados que se 
tienen para AP, pero su justificación es distinta para E' . 

Proposición 2.3.12 Las funciones aritméticas que se obtienen por el método 
de recursión a partir de funciones representables son representables. 

Sea f una función de aridad n+ 1 que se obtuvo por el método de recursión 
a partir de funciones representables. Esto es, existen funciones H, G tales que 

-H:Nn~N 

- G : Nn+2 ~ N 
Y tenemos 

- F: Nn+l ~ N 

de tal manera que 

F(Pl, ···, Pn ,O) = H(p¡, ··· ,Pn) 

F(Pl, . . . ,Pn, n+) = G(Pl , ' " ,Pn , F(p¡ , ... ,Pn , n) , n) 

y 00 , OH denotarán a las fórmulas de LE' que representan a G y H , re­
spectivamente. 

Debemos dar una fórmla 'PF del lenguaje de nuestra t eoría tal que: 
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- F(Pl, .. . ,Pn,n) = m syss 'PF(.jit, . . . ,Pn,fi,m) 

y debemos recordar que h(n) representa un término en el lenguaje, el cual 
le fué asociado mediant.e la función h dada en la definición 2.2.4 , al número 
natural n. 

Demostraremos que 

(a) SiF(pl, .. . ,Pn,n)=m, entonces E'I-'PF(Pl, . .. ,Pn,n,m) 

(b) E'1-3u'PF(Pl, .. . ,Pn,n,u) 1\ 

Vu'v'v( 'PF(P¡, ... ,]>n, n , u) 1\ 'PF(Pt, . . . ,Pn, n, v) 

-- u::::: v). 

Salvo por una pequeña variación, la fórmula propuesta es la dada para la 
correspondiente proposición en [Mendelson] . La demostración que a contin­
uación daré, está basada en la que se da en el libro mencionado, sin embargo, 
la que ahí se presenta carece de la formalidad que se requiere cuando se ob­
tienen deducciones en un sistema formal. Además, la fórmula que daremos no 
involucra a la que representa a la relación "<"como se hace en [Mendelson], 
a pesar de que esta relación queda definida de la misma manera que como se 
define cuando se está trabajando con AP. Aprovecharemos que tenemos en el 
lenguaje a una letra predicativa de la misma aridad que la definida relación "<". 

Además, debemos observar que para n número natural, se tiene definida una 
sucesión qo, ql, ... , qn de números naturales tales que: 

- qo = F(Pl,· .. ,Pn, O) = H(Pl, ... ,Pn) 

- qn+ = F(p¡, ... ,Pn, n+) = G(Pl , .. . ,Pn, F(Pl, .. . ,Pn, n), n) 

Demostraremos por inducción sobre n, el número de elementos de la suce­
sión, que la función F así obtenida es representable. La fórmula de u;;t2 que 
se propone para reprentarla es la siguiente: 

3u3v [3w (,B(u , v, 0, w) 1\ QH(Xl , ... , X n, w») 

1\ ,B(U,V,Yl,Y2) 

de manera que 

1\ 'v'w( w E Yl ----> 

3Yw3z",(,B(u, v , w, Yw) 1\ ,B(u, v , /3(W) , zw) 

1\ QC(Xl, . .. , X n, Yw , w, Zw»)] 

J 
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F(p¡, ... ,pn,n) =m 

Demostración 2.3.12.1 (Inciso (a» 
(Inducción sobre n) 

<PF(J5¡, ... ,Pn, Ti, m) 

- qo = F(p¡ , .. . ,Pn , O) = H (p¡ , ... ,Pn) 
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Consideremos a una sucesión de números naturales formada únicamente 
por qo . De acuerdo a la. proposición 2. 3.6 consemiente a la función f (3 de 
Giidel16

, sabemos que existen números naturales r y 8 tales que: 

1. f(3(r, s, O) = qo 

Como f (3 es representable en E' por la fórmula 1317
, se tiene que 

2. E' f- 13 fr, s, O, qo) 

Por otro lado, también tenemos que qo = H (PI, ... , Pn) y que H es rep· 
resentable en E' por la fórmula Q H , entonces 

3. E' f- QH(p1, .. . ,Pn ,qO) 

Recordemos además, que hemos definido O = co y es posible demostrar de 
acuerdo al axioma con que introdujimos a Ca en LZF que 
('Ix (x ~ Ca ..... 'Pe(eo))), entonces 

4· E' f- 'Pero) 

Esto es, de acuerdo a la definición de 'Pe 

5. E' f- Vw(-.w E O), 
Entonces, tenemos de los pasos (2) y (3) que 

6. E' f- f3tr,s,O,qo) 1\ QH(p1, . . · ,Pn,qO) 

Por la regla existencial, 

7. E' f- 3w(f3tr,8,0,W») 1\ QH(p1, . .. ,Pn,W)) 

De (2) y (7), afirmamos 

8. E' f- 3W(f3fr,8,O,W)) 1\ QH(p1, .. . ,Pn,W)) 

1\ 13 fr, 8, O, qo) 

Por otro lado, del paso 5 aplicando A4 , tenemos que 

9. E' 1- -'wEO 

Entonces, podemos afirmar de acuerdo a la fórmula 25 del apéndice B-1 Y 
M.P. que 

16Deflnlci6n 2.3.3. 
17Proposici6n 2.3 .5 . 
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10. g f- ""1W E ° V 3yw3z,.., (,8(U, v, w, Yw) /\ ,8(u, v, !3(W), z,..,) /\ 

Esto es, 

G:c (Pl, .. . ,Pn, Yw, w, -tu,)) 

11. E' f- w E ° --4 3Yw3Zw(,8(U,V,W,yw) /\ ,8(u, v, !3(W), z,..,) /\ 

G:c (Pl, . .. , Pn, Yw, w, z,.,)) 
Aplicando generalización a las variable w, v, u, obtenemos 

12. E' f- 'Vu'Vv'Vw( w E 0--4 3Yw3z,..,(,8(u, v, w, Yw) /\ ,8(u, v, !s(w), zw) /\ 

G:C(Pl, ... ,Pn,Yw, w, z,..,»)) 

Aplicando ~ dos veces con los términos r, ti obtenemos 

13. E' f- 'Vw( w E ° --4 3yw3z,..,(,8(r, s, w, Yw) /\ ,8(r, s,J.(w), z,..,) 

/\ G:C(Pl, .. . ,Pn,Yw,W,z,..,»)) 

Así que, de los pasos (8) y (12), 

14. E' f- 3w(,8tr,s,O,w») /\ G:H(p1, ... ,Pn,W)) 

/\ (3 tr, s, 0, qo) 

/\ 'Vw( w E ° --4 3yw3z,..,(,8(r, s, w., Yw) /\ ,8(r, s, !8(W), z,..,) 

/\ G:C(Pl, ... ,Pn,Yw,W,z,..,»)) 

Aplicando la regla existencial dos veces a los términos r y S, obtenemos 

15. E' f- 3u3v [3w(,8(u,v,O,w) /\ G:H(p1, ... ,Pn,W)) 

/\ ,8 (u, v, O, qo) 

/\ 'Vw(w E 0--4 3Yw3z,..,( ,8(u,v,w,Yw) /\ (3(u,v,f.(w),z,..,) 

/\ G:C(Pl,' .. ,Pn, Yw, w, z,..,»))] 

Con lo que queda demostrada la Base Inductiva. 

Hipótesis Inductiva 

Supongamos que 

Si F(Pl, .. . ,Pn,n) = qn, entonces 

• E' f- 3u3v [3w({3(u,v,O,w») /\ G:H(p1, ... ,Pn,wJ) 
/\ ,8 (u, v, ñ, qn) 

/\ 'Vw( W E ñ --4 3Yw3Zw(,8(u, v, w, Yw) /\ (3(u, V,J3(W), zw} 

/\ G:C(Pl, '" ,Pn, Yw, w, z,..,»))] 
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(n + 1) : 

P.D. Si F(p¡, ... ,Pn,n + 1) = qn+¡, entonteS 

• E' f- 3u3v [3w(,B(u,v,O,w») 1\ O'HrPl" .. ,Pn,W)) 

1\ ,B(u, v,n+,qn+) 
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1\ 'v'w( W E n+ -+ 3Yw3zw (.Bíu, v, w, Yw) 1\ ,B(u, v , fs(w) , Zw) 

1\ O'G(J5l, . .. ,Pn, Yw, W, zw») )] 

Tenemos 

- qn = F(Pl, . . . ,Pn,n) 

- qn+ = F(p¡, ... ,Pn, n+) = G(p¡ , ... ,p", F(p¡, ... ,Pn, n),n) 
= G(p¡"",Pn,qn,n) 

Como G es representable, 

16. E' f- O'G rPl, .. . ,Pn, qn, n, qn+) 

Además, deben tenerse números naturales qo, . . . ,qn tales ([Ue 

- qo = F(p¡, ·· · ,Pn,O) = H(Pl, . .. ,Pn) 

- qr+ = F(p¡, .. . ,Pn, r +) = G(p¡, .. . , Pn, F(p¡, . .. ,Pn, r), r) 
rE {O, .. . ,n-l} 

Como H es representable, 

17. E' 1- O'H(fil, .. . ,Pn,qO) 

Para la sucesión de Qo, . .. , qn+, de acuerdo a la definición de la función 
f{J de Godel18 ya la proposición 2.3.6, existen números naturales k¡ y kz 
tales que 

coniE {O,l. . . ,n+} 

Como f{J está representada por la fórmula!3 se tiene ([Ue 

18. E' f- !3(k¡,k2 ,O,qo) 
E' 1- ,B(fl,7C2, r,q¡) 

E' 1- ,B (k¡, kz, n, qn) 
. E' 1- ,B(k;, kz,n+,qn+) 

De los pasos (17) y (lB) , 

18Deflnicl6n 2.3.3 . 



19. E' ~ (3~,k2,0,qO) 1\ Ü'.HlPl,· ·· ,Pn,qO) 

Por la regla existencial, 

20. E' ~ 3w ((3(kl,k2 ,'O,w) 1\ Ü'.HlPl, .. . ,Pn,W)) 

De los pasos (lB) y (20), 

21 . E' ~ 3w ((3(kl,k2 ,'O,w) 1\ Ü'.HWt, .. . ,Pn,w)) 
1\ (3(kl,k2,n+,qn+) 
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Por otro lado, reescribiendo las n + 1 últimas fórmulas en el paso (lB) y 
de acuerdo a la definición de n, (recordar n es notación para h(n), y que 
por definián de la función h, h(n+) = I.(h(n» y h(O) = Co = 'O) 

22. E' ~ (3~,k2 , 1.(O),ql) 
E' ~ (3(kl,k2, 1.(I),f/2) 

E' ~ (3(kl,k2,/.(n),qn+) 

Además, como 

- ql = G(Xl, ... ,xn,qo,O) 

- f/2 = G(x¡, ... ,xn ,ql,I) 

- qn = G(x¡, .. . ,xn,qn- ¡,n -1) 
- qn+ = G(x¡, .. . ,xn,qn,n) 

y G es representable, 

23. E' ~ Ü'.G(jr¡,· · · ,Pn,qO,'O,ql) 
E' ~ Ü'.GlPl, .. . ,Pn,ql, T,q2) 

E' ~ Ü'.C (pi, . .. ,Pn, qn, n, qn+) 

Entonces, de los pasos (21), (22) Y (23), obtenemos que 

24· E' ~ (3(kl, k2, O, qo) 1\ (3(kl , k2, f.(O), ql) 1\ 

QClPl, ·· . ,Pn, qo , O, ql) 

E' ~ (3~, ~, T, 7[i) 1\ (3(f;, k2 , I. (I), f/2) /\ 
Ü'.C $1, ... , Pn , ql , T, f/2) 
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E' 1- (3(kl,k2 ,n,qnJ 1\ {3(kl, k2 , f.(n),qn+) 1\ 

0:0$1, .. . ,Pn,qn, n ;qn+) 

Sea 

A(ñ) ~ 

3Y3z({3(kl,k2 , n, y) 1\ (3(k;.,k2 , fs(n), z) 1\ 0:0$1, . .. ,Pn, y,n,z)) 

y sean 

0:. !:::; {3(kl , k2 ,l,(ji) 1\ (3(kl , k2 ,f.(i),qi+) 1\ 

0:0 $1, ... ,Pn, (ji, i, qi+) 
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Entonces, del paso (24) aplicando la regla existencial dos veces, tenemos 

que 

25. E' , 0:0 1- A (Ú) 
E' , 0:1 1- A(f) 

E' , O:n 1- A(ñ) 

Aplicando el metatwrema de la ded'Ucci6n, obtenemos 

26. E' 1- 0:0 -4 A(Ú) 
E' 1- 0:1 -4 A(i) 

E' 1- O:n ..... A(ñ) 

Con M.P. aplicado a los pasos (2,4) y (26), podemos obtener 

27. E' 1- A~) 1\ A(f) 1\ . . , 1\ A(ñ) 

De acuerdo a la proposici6n 2.9.9, podemos afirmar que 

28. E' 1- A(Ú) 1\ A(f) 1\ ... 1\ A(ñ) -4 Vw(w E n + -4 A(w)) 

Aplicando M.P. a los pasos (27) y (28), 

29. E' 1- VW( w E n + ..... 3y3z({3(kl, k2, W, y) 1\ {3 (f;, k2, fs(w) , z) 1\ 

0:0$1, . . . , Pn, y ,W,z))) 

Entonces, de los pasos (21) y (29), obtenemos 

90. E' 1- 3w ((3(f;, k2 ,O, w) 1\ O:H(Pt, .. · ,Pn , w)) 

1\ (3(f;,k2 ,h(n+), h(qn+)) 



/\ \fw ( W E n+ -+ 3y3z(¡9 (kl, k2 , W, y) /\ ¡9(kl, k2 , Is(w) , z) 

/\ Qc 1Pl, · " ,Pn, y, w, z))) 

72 

De modo que, aplicando la regla existencial dos veces a los términos k1 y 
k2 , concluimos 

31. E' ~ 3u3v [3w (¡9(u,v,O,w) /\ QH(P¡, ... ,Pn,W)) 

/\ ¡9(u, v, n +, qn+) 

/\ \fw(w E n+ -+ 3y3z(¡9(u,v,w,y) /\ .8(u,v, ls(1I1),z) 

/\ QC(P¡, . .. ,Pn,Y,W,Z)))] 

Es decir que hemos demostrado 

32. E' ~ <P(P¡, ... ,Pn,Ti,m) 

De esta manera hemos terminado el inciso (a) de la demo.9tración. 

Demostración 2.3.12.2 (Inciso (b» 

La demostración correspondiente a este inciso estará dividida en dos partes, 
a saber: 

t. E' ~ 3wm <P¡<Pl, '" ,Pn,n,wm ) 

ii. E' ~ \fwm¡ \fwm~ (<P¡<Pl" . . ,Pn, Ti, wm ¡) /\ 1.f'¡<Pl, " . ,Pn, Ti, wm2 ) 

-+ wm ¡ ~ wm2 ) 

Pam demostrar la primera parte, observemos que en la conclusión del inciso 
(a) obtuvimos 

1. E' ~ <p(P¡, .. . ,Pn, Ti,m) 

De modo que aplicando la regla existencial, tenemos 

2. E' ~ 3wm <p(P¡, . .. ,Pn, Ti, wm ) 

con lo que queda demostrada esta primera parte. 

Camencemos a demostrar la segunda parte del inciso (b), por inducción 
sobre n. 

(Inducción sobre n) 

Base de la Inducción 

P.D. E' 1- <P¡(Pl,' .. ,Pn, {j, z¡) /\ <P¡(p¡, .. . ,Pn, {j, Z2) -+ Zl ~ Z2 

Tenemos que 

J 
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3. El, Y'/(ih, ... ,Pn,O,ZI)I\Y'/(PI, .. . ,Pn,ti,~) 

f- 3u3v [3w(.B(u, v, O, w) 1\ l:H(PI, . .. ,Pn, w») 

1\ .B(u, v, O, zd 
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1\ \fw( W E O -+ 3yw~':w( .B(u, v, w, yw)I\.B(u, v, !$(w), Zw) 

1\ QC(PI, " ',Pn,Yw,W,zw»))] 

Además, 

4· El , Y'/(Jh, . .. ,Pn, O, zd 1\ Y'/(PI, .. . , Pn, 0', Z2) 

f- 3u3v( 3w(.B(u, v, 0', w) 1\ QH{P¡, ... ,Pn, W») 

1\ .B(u,V,O,ZI) 

1\ \fw( W E O -+ 3Yw3zw((J(u, v, w, Yw) /'.,B (u, v,f.(w), Zw) 

1\ QC(PI,." ,Pn,Yw,w, Zw»)] 
Ahoro, consideremos la siguiente deducción (aplicación de la Regla e con 
a, b, d, e como constantes provisionales): 

Los siguientes dos pasos como hipótesis 

i. 3w(.B(a,b,O,w) I\QH(jh, ... ,Pn,W») 

1\ .B(a, b, O, ZI) 

1\ \fw( W E 0-+ 3yw3Zw(.B(a, b, w, Yw) 1\ .B(a, b, f3(W), zw) 

1\ QcUh, .. . ,Pn, Yw, w, Zw»)) 

ii.3w(.B(d,e,O,w)I\QHUh, .. . ,Pn,W») 

1\ .B(d, e, O, ~) 

1\ \fw( W E O -+ 3y",3Zw( .B(d, e, w, Yw) 1\ .B(d, e,fa(w), Zw) 

1\ QC(jiI, " . ,Pn, Yw, w, Zw») 
De acuerdo a la fórmula 4. del apéndice B-1, la 4. del Gpéndice 
B-U y M.P., de la hipótesis (i) tenemos que 

iii . .B(a, b, 0, ZI) 
y que 

iv. 3w(.B(a,b,O,w)I\QH(Pl , ... ,Pn, W») 
De la hipótesis (ii), tenemos que 

v . .B(d, e, 0, Z2) 
y que 

vi. 3w (.B(d, e, O, w) 1\ QH (Pl, ... , Pn, w») 
Además, teniendo como hipótesis los siguientes dos pasos (apli­
cación interna de la regla e con constantes provicionales c y f) 

A . .B(a, b, 0, c) 1\ QH (PI, ... , Pn, e) 



B. ¡3(d,e,O,f) /\CtH(Jh,· · · ,Pn,J) 
Podemos obtener de (A) 

C. ¡3(a,b,O,e) 
y 

D. CtH(Fl, ": ,Pn,e) 
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Por ser ¡3 la fórmula que representa a la función ff' ¡9, 

tenemos que 

E. ¡3(a, b, 0, u) /\ ¡3(a, b, 0, v) -> u ~ v 
De (iii) yde (C), 

F. ¡3(a,b,O,zd /\¡3(a,b,O)e) 
De acuerdo al paso (E), 

G. ¡3(a,b,O,z¡)/\¡3(a,b,O,e) -+ Z¡ ~e 
Por (F) y (G) y M.P., 

H. Zl ~ e 
De manera totalmente análoga, obtenemos 

1. Z2 ~ f 
De (B), obtenemos 

J. CtH(F¡, ... ,Pn,f) 
Por (D) y (J), 

K. CtH(fil, .· ·,Pn,e) /\ CtH(ji¡,· · ·,Pn,f) 
Como o: H es la fórmula que representa a la función H, ten­
emos que 

L. CtH(fi¡, ... ,Pn, e) /\ CtH(fi¡, . .. ,Pn, f) -+ e ~ f 
Aplincando M.P. a estos dos 'Últimos pasos, 

M. e~f 
Por otro lado, por el axioma 7, tenemos que 

N. x ~ y -+ Zl ~ X -> Z¡ ~ y 
,.- : Aplicando generalización y el axiuma 4 dos veces, 

O. e ~ f -+ Z¡ ~ e -+ Z¡ ~ f 
~ Por el axioma 2 y M.P., 

P. (e ~ f -+ Z¡ ~ e) -+ (e ~ f -+ Zl ~ f) 
Del paso (H) obtenemos que (e ~ f -+ Z¡ ~ e), así que, 
aplicando M. P., 

Q. e ~ f -+ Zl ~ f 
Por (M), 

R. Zl ~ f 
De (1) y (R), tenemos que 

S. Zl ~ f /1. f ~ Z2 
Por 29.3 del apéndice B-U, obtenemos 

T. Zl ~ f /1. f ~ Z2 -> Z¡ ~ Z2 

Aplicando M.P. a estos dos últimos pasos, 

¡QDefinición 2.3.3. 
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U. Z1 ~ Z2 

Entonces de suponer f3(a,b,O,c)t\O:H(fi¡, .. . ,Pn,c) Y f3(d,e,O,J)t\ 
O:H(fi¡, .. ·,Pn,J) demostramos Z1 ~ Z2, por lo tanto, podemos 
decir, de acuerdo a la regla C para las constantes provi­
sionales e y d, que 

vii. 3W1~ [P(a, b, O, W¡)t\O:H(fi1, ... ,Pn, w¡) t\ f3(d, e , O, W2)t\O:H(fi¡, . .. ,Pn, w2)] 

-+ [Z1 ~ Z2] 

Por M.P. usando los pasos (v) y (vi), tenemos que 
viii. Z1 ~ Z2 

Sean 

- t/J1 (a, b) 

y 

- t/J2(d, e) 

Así, tenemos que 

3w[f3(a,b,O,w) t\O:H(fi1, ... ,Pn,W)) 

t\ f3(a, b, O, z¡) 

t\ \iw( w E ° -+ 

3Yw3z.,..,{f3(a, b, w, Yw)t\f3(a, b, !.(w), z.,..,) 

t\ o:o(fi¡, .. . ,Pn, Yw, w, Zw))] 

3w [f3(d, e, O, w) t\ O:H (fi¡, ... ~ Pn, w)) 

t\ f3(d,e,O, Z2) 

t\ \iw ( w E O -+ 

3Yw3z.,..,(f3(d, e, w, Yw)t\f3(d,e, !.(w), z.,..,) 

t\ 0:0$1, . . . ,Pn, Yw, W, z.,..,))] 

5. E', Cf'/$l , . . . ,Pn, 0, z¡) t\ Cf'/$1, . . . ,Pn, O, Z2), t/J1 (a, b) t\ t/J2(d, e) 

Entonces, por la regla C, 

6. E', Cf'/(P1, ... ,Pn,0,Z¡)t\Cf'/(P1, . .. ,Pn,0,Z2), 

3u13v13'U2~[t/J¡(tll,V¡) t\ t/J2('U2,V2)] 1- %1 ~ Z2 

1- Z1 ~ Z2 

Como u¡ y v¡ no ocurren en t/J2 y como 'U2 y V2 no ocurren en t/J¡, lo 
anterior es equivalente a tener 

7. E', Cf'/(p¡, ... ,Pn,O,z¡)t\Cf'/(P¡, ... ,Pn,O,Z2), 
3u¡3v¡t/Jl(U¡,V¡) t\ 3u2~l/J2('U2,V2) 1- %1 ~ %2 

O bien, 



8. El, ep¡(ih, . .. ,Pn,a,zt}l\ep¡(.jh, .. . ,Pn,O, z2), 
3u3mpl (u, v) 1\ 3u3v1/J2 (u, v) f- ZI ~ Z2 

Aplicando el metateorema de la deducci6n, tenemos que 

9. El , ep¡(Pl, " . ,Pn, 0, ZI) 1\ ep¡(j5¡, .. . ,Pn, a, %2) f-
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3u3v 1/Jl (u, v) 1\ 3u3v1/J2 (u, v) -+ ZI ~ Z2 

De acuerdo a los pasos (3) y (4), tenemos que 

10. El, ep¡ (PI, . . . ,Pn, 0, z¡ )I\ep¡ (p¡, ... , Pn , 0, Z2) f- 3u3v 1/J¡{ u, v) 1\ 3u3v1/J2 (u, v) 

Aplicando M.P. a (lO) y (9), 

11. El, ep¡(p¡" ", Pn ,0,zt}l\ep¡(P¡"' . ,Pn,0,Z,2) f- Z¡ ~%2 

Por el metateorema de la deducción, tenemos que 

12. El f- ep¡(p¡ ,· ·· ,Pn,O,Z¡) Aep¡(P¡ , ... ,Pn,0,Z2) -+ Z¡~Z2 

Aplicando generalización dos veces, tenemos 

13. El ~- 'v'Z l'v'Z2(ep¡(P¡, ... ,Pn,0,Z¡)l\ep¡(P¡, . . . ,Pn,0, Z2) -+ Z¡~Z2) 

Con lo cual queda demostrada la Base Inductiva. 

Hipótesis de Inducción 

Supongamos que 

El f- 'v'z¡ 'v'Z2 (<p¡(P¡, . . . ,Pn, n, zd 1\ <P¡(p¡, . .. ,Pn, n, Z2) -+ Z¡ ~ Z2) 

P.D. 

E' 1- "v' Z¡ "v' Z2 (<p ¡ (PI, ... , Pn , n + 1, z¡) 1\ <p ¡ (PI, ... , Pn, n + 1, Z2) -+ 

Z¡ ~ %2) 

Tenemos que 

- qo =J(Xl , ... ,Xn,O} = H(Xl, " "Xn} 

- qn =f(x¡ , ... ,xn,n) 

- qn+l =f(x¡, ... ,xn,n+l}= G(x¡, . .. ,xn,qn,n) 

Obsérvese que qo, qn, qn+ ¡ son números naturales, entonces 

14· El f- 0G 1Pl, ... ,Pn, qn, n, qn + 1) 

15. F:' f- OH 1Pl, . . . , Pn, qo) 

16. E' f- <PI (¡Ji, ... , Pn, ñ, q;;) 

17. E'I-<p¡IPl, ... ,Pn,n+l ,qn+1 J 
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18. E' ~ 3z<p¡(P[, ... ,Pn,ñ, z} 

19, E' ~ VZ1 Vz2(<p¡(pi, . .. ,Pn, ñ, Zl) 1\ <P¡ (pi, . . . ,Pn, ñ, Z2) --> Zl ~ Z2) 

Se tiene que: 

<PI (pi, . . . ,Pn, n + 1, Yn+1) :::; 

3u3v[ 3w(,6(u, v, 0, w) 1\ O:HW1,' .. ,Pn, w)) 

1\ ,6(u,v,n+ 1,Zi) 

7', 

1\ VW( w E n + 1 ~ 3Yw3z.w(,6(u, v, w, Yw)I\,6(u, v , J.(w) , ZW} 

1\ O:CW1, .. . ,Pn,Yw,W, z.w)))] 

Entonces afirmamos que 

20. E' , <P¡(pi, .. . ,Pn, n + 1, Yn+l} ~ 

Veremos que 

3u3v[3w(,6(u,v,0',w) 1\ O:HW1 , '" ,Pn, w)) 

1\ ,6(u, v, n + 1, Zi) 

1\ Vw ( w E n + 1 ~ 
=hIw3zw(,6(u, v, w, Yw)I\,6(u, v, J.(w) , z.w) 

1\ O:CW1, . .. ,Pn , Yw, w, zw}) )] 

Consideremos la siguiente deducción (aplicación de la reglo. e usando como 
constantes provisionales a, b, e y f): 

El siguiente paso como hipótesis 

i. 3w(,6(a, b,O, w) 1\ O:HW1, ' .. ,Pn, w)) 
1\ ,6(a,b,n+ 1,%1) 

1\ 'v'w ( w E n + 1 ~ 
3Yw3zw(,6(a,b, w, Yw) 1\ ,6(a, b, J.(w), z.w) 

1\ o:cW¡, ... ,Pn, Yw, w , zw)) ) 

1\ 3w(,6(e,f, 0', w) 1\ O:H(j'j¡ , .. . ,Pn, w)} 
1\ ,6(e,f,n+ 1,Z2) 

1\ 'v'w( W E n + 1 ~ 
3Yw3zw{,6(e, f , w, Yw) 1\ ,6(e, J, f . (w) , z.w) 

1\ O:C(P1, . . . ,Pn,Yw,W,z.w))) 
Del cual obtenemos 

ii. 3w(,6(a, b, O, w) 1\ O:H(P 1, . .. ,Pn , w) 
y 



iií. {3(a, b, n + 1, z¡) 
y 

iv. 'v'w ( W E n + 1 -+ 

3Yw3Zw({3(a, b, w, Yw) 1\ {3(a, b, fs(w), Zw) 

1\ OG(P¡, .. . ,Pn,Yw,W,Zw))) 
Por el axioma 4 aplicado a este último paso, obtenemos 

v. W E n + 1 -+ 

3'Yw3Zw ({3(a, b, w, Yw) 1\ {3(a, b, fs(w), Zw) 
1\ oG(P¡, . . . ,Pn,Yw,w,zw)) 

De acuerdo a la proposición 2.3.11, tenemos que 

vi. wEn-+wEn+l 
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Por la transitividad de la implicación aplicada a estos dos últimos 
pasos, 

vii. w E n -+ 

3Yw3Zw({3(a, b, w, Yw) 1\ {3(a, b, f.(w), zw) 
1\ oG(P¡, .. . ,Pn,Yw,W,Zw)) 

Por otro lado, por el axioma 4 con el término n en el paso (iv), 

viii. n E n + 1 -+ 

3yw3.zw({3(a, b, n, Yw) 1\ {3(a, b, f.(n), Zw) 
1\ oG(P¡, ... ,Pn, Yw, n, zw)) 

Por la proposición 2.3.7, tenemos 

ix.nEn+l 
Aplicando·M.P. a (ix) y (viii), 

x. 3yw3z,-» ({3(a, b, w, Yw)I\{3(a, b, f.(w), Zw) 1\ oG(P¡, ... ,Pn, Yw, w, Zw)) 
Anaálogamente, obtenemos 

xi. 3'Yw3zw ({3(e, f, w, Yw)I\{3(e, f, f.(w), Zw) 1\ oG(P¡, . . . ,Pn, Yw, w, Zw)) 

Ahora consideremos la siguiente deducción (aplicación interna 
de la regla e usando como constantes provisionales e, d, c',d'): 

Los siguientes dos pasos como hipótesis 

A. {3(a,b,n,e) 1\ {3(a,b,f.(n),d) 1\ oG(P¡, ... ,Pn,e,n,d) 

B. {3(e, f, n, e') 1\ {3(e, f, f.(n), d') 1\ oG(P¡, ... ,Pn, e', n, d') 
De A, usando la fórmula 4 del apéndice B-J, obtenemos 

C. {3(a, b, n, e) 
De los pasos (ii), (B) y generalización para w en el paso (vii), 
tenemos que 

D. 3w({3(a, b, O, w) 1\ OH (.ji¡ , . . . ,Pn, w)) 

1\ (3(a, b, ñ, e) 

1\ 'v'w( w E ñ -+ 
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3Yw3z.., (,B(a, b, w, Yw) /\ ,B(a, b,js(w), zw)) 

/\ OC$l, '" ,Pn, Yw, w, z..,)) 
Por la regla existencial, 

E. 3u3v [3w( ,B(u, v, 0, w) /\ OH$l, ' .. ,Pn, w)) 

/\ ,B(u,v,n, c) 

/\ 'v'w ( w E n -4 
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3Yw3z..,(,B(u, v, w, Yw) /\ ,B(u, v, f&(w) , z..,)) 

/\ OC$l ,'" ,Pn,yw, w,Zw))) 
Esto es 

F. CP/(pl, ... ,Pn,c) 
De (16) y (E) y de acuerdo a la Hipótesis de Inducción, 
tenmnos que 

G. lJn ~ e 
Del paso (A) podemos obtener 

H. Oc(pl, . . . ,Pn,C, n,d) 
De los pasos (F) y (G), tenemos que 

l. Oc (pl, .. . ,Pn, qn, n, d) 
De (14) y (17) (d es el elemento qn-H de la sucesión generada 
por la función f), 

J. d ~ lJn+l 
Por (A) e (1), 

K. ,B (a, b,f. (n), qn+l) 
De (iii) e (1) y dado que ,B representa a la función f~, se 
tiene 

L. Zl ~ qn+l 
De manera totalmente análoga se obtiene que 

M. Z2 ~ qn+l 
Así, tenemos que 

N. Z¡ ~ qn+l /\ qn+l ~ Z2 
De acuerdo a 29.3 del apéndice B-U, podemos afirmar que 

O. Z¡ ~ Z2 

Así que al considerar como hipótesis a las fórmulas 
,B(a,b,n,c) /\,B(a,b,f.(n),d) /\oc$¡, · ·· ,Pn,c,n,d), ,B(e,f,n,c') 
/\ ,B(e,f,f.(n),d') /\ oc$¡, ·· ·,Pn,c',ñ,d'), cuyas constantes 
provisionales son e, d, e', d' hemos demostrado que Z¡ ~ Z2. 
Entonces, por la regla e y usando la fórmtÚa 4.2 del 
apéndice B-U, podemos afirmar que 

xii. 3Yw3z.., (,B(a, b, w, Yw)/\,B(a, b, f.(w) , z..,) /\ O!c$¡, . .. ,Pn, Yw, w, zw)) 

tdYw3z.., (,B(e, f, w, Yw)/\,B(e, f, f.(w) , zw) /\ oc(p¡, . .. ,Pn, Yw, w, zw))--

~STA TESIS NO SAll. 
DE LA BIBLIOTECA 



Aplicando M.P. a los pasos (x), (xi) y (xii), 
xiii. Z¡ ~ Z2 

Sean: 

- 'I/l¡(a,b) 

y 

- 'I/l¡ (e, f) 

3w(f3(a, b, O, w) 1\ aH$¡, . . . ,Pn, w)) 
1\ f3(a,b,n~ I,ZI) 

1\ V'w( W E n ~ 1 -+ 

3Yw3zw (f3(a, b, w, Yw) 1\ f3(a, b, f8(W), zw) 

1\ ac$¡, ... ,Pn,Yw,W,Zw))) 

3w(f3(e, f, O, w) 1\ aH$¡, . .. ,Pn, w)) 
1\ f3(e,f,n~ 1,Z2) 

1\ 'v'w ( W E n + 1 -+ 

3Yw3zw{f3(e, f , w, Yw) 1\ f3(e, f, fs(w), zw) 

1\ ac$¡, . .. ,Pn, Yw, w, Zw))) 

En la deducción anterior obtuvimos 

21. E', 'I/l¡(a,b) 1\'I/l2(e,f) 1- Z¡ ~ Z2 

Aplicando la regla C, tenemos que 

22. E', 3u¡3vl~3ti2 ('I/l¡ (u¡, v¡) 1\ 'I/l2(t/.2, v2)] 1- ZI ~ Z2 
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Como UI, v¡ no ocurren en th. y U2, V2 no ocurren en 'I/l¡, por 7.4 del 
apéndice B- fl, el paso anterior es equivalente a tener 

23. E', 3u3v'l/l¡ (u, v) 1\ 3u3v'l/l2 (u, v) 1- ZI ~ Z2 

Como tenemos que 

- 3u3v'l/l¡ (u, v) ~ <PI$¡, . .. ,Pn, n ~ 1, z¡) 
- 3u3v'l/l2(U, v) ~ <P¡$¡, .. . ,Pn, n + 1, Z2) , 

El paso (23) es equivalente a 

24. E' <P¡$¡ ,···,Pn,n+l,z¡) 1\ <P¡$I , .. . ,Pn,n+l , Z2) 1- ZI ~Z2 
Aplicando el metateorema de la deducción, se tiene 

25. E' 1- <PI (pi, . . . ,Pn , n ~ 1, ZI) 1\ <PI (pi, . . . ,Pn + 1, ñ, Z2) -+ 

Como ZI Y Z2 son variables, aplicando generalización dos veces, obtenen­
mo.~ 
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26. E' f-\1'z1\1'z2('P¡{pI, . . . ,Pn, n + 1, Z1) 1\ 'P¡{pI, ... ,Pn + I,n, z:i) .,.... 

,%1 ~ Z2) 

Con lo que queda demostrada la segunda parte del inciso (b) y queda con-
cluida la prueba de esta proposici6n. . 

Antes de enunciar el resultado similar al de la proposición anterior pero con 
las funciones que se obtienen por el método de sustitución, enunciaré un resul­
tado que nos servirá para su demostración. 

Proposición 2.3.13 Sean a, b términos que son libres para x en la fórmula 
4>( x, x) en el lenguaje de una teoría T de primer orden con igualdad. Entonces 

T f- a ~ b .,.... (<p(a, b) -+ <p(a, a)), 

donde f/J(x, x) es cualquier fórmula, y f/J(a,b) es la fórmula que surge a partir de 
4>(x, x) al sustituir alguna o todas las ocurrencias libres de x por a y/o algunas 
(o todas) las ocurrencias Libres de x por b. 

Demostración 2.3.13.1 De acuerdo al axioma 7 tenemos que, para x y y 
cualesquiera variables del lenguaje, 

1. T f- x ~ y -+ (f/J(x, x) -+ <p(z, y)) 

f/J(x, x) es cualquier fórmula, y f/J(x, y) se obtiene a partir de <p(x, x) por 
medio de reemplazar algunas, pero no necesariamente todas las ocurren­
cias libres de x por y, con la condición de que y sea libre para x en f/J(x, x), 
de modo que f/J(x, y) puede contener o no ocurrencias libres de x. 

Sea <p'(y,y) ~ <p(x,y); con <p(x,y) como se enuncia en el axioma 7, de 
modo que, aplicando este mismo axioma a <p '(y, y), tenemos que: 

2. Tf-x~y -+ (f/J'(y,y)-+<p'(y,x)) 

En términos de la fórmula <p, 

3. T f- x ~ y -+ (<p(x, y) -+ f/J(x, x)) 

Aplicando generalización, tenemos que 

4. T f- \1'x [x ~ y -+ (f/J(x, y) -+ 4>(x, x))! 

Por el axioma 4 con un término a libre para x en la fórmula anterior, 

5. T f- a ~ y -+ (4) (a, y) -+ <p(a, a)) 

Nuevamente aplicamos generalización a la variable "y" obtenemo.' 
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6. T f- Vy fa ~ y --> (4)(a, y) --> 4>(a, a»)J 

Por el axioma 4 con un término b libre para y en la fórmula anterior, se 
tiene 

7.Tf-a~b --> (4)(a,b)-->4>(a,a)) 

Con lo cual queda concluida la demostración de esta proposición. 

Ya tenemos lo que necesitamos para demostrar la siguiente proposición. 

Proposición 2.3.14 Las furu:.-iones (witméticas que se obtienen por el método 
de sustituci6n a partir de funciones representables en LE' son representables en 
LE', esto es, si G: Nn --> N, Y Hi : Nm --> N, i E {1, .. . , n}, son funciones 
representables, entonces la función F : Nm --> N dada por 

F(x¡ , ... ,xm ) = G(H¡(x¡, .. . , xm) , ... ,Hn(x¡, . . . ,xm )) 

es representable. 

Así que debemos demostrar que existe o: E L'E+l tal que: 

(a) SiF(p¡, . .. ,Pm)=q, Kf-0:(P1, .. . ,Pm,Q) 

(b) K f- 3wo:(p¡, . .. ,Pm , w) 1\ 

Vv¡ VV2 (0:(P1" .. ,Pm' vd 1\ 0:(P1,' .. ,Pm' V2) --> V1 ~ V2) 

Demostración 2.3.14.1 Por la representabilidad de las funciones h¡, sabemos 
que existen fórmulas /3i que representan en LE a las funciones ho Y'Y E L';;t¡ 
que representan a la función 9 según las hipótesis: 

IJ 

1. SiH¡(p1, . .. ,Pm)=q1, entonces E' f-/31(P¡ , . .. ,Pm,q1) 

2. Si H2 (P1,. " ,Pm) = q2, entO'llces E' f- /32(P1, ... ,Pm,Q2) 

IlJ 
1. E' f-3w 1/31(P1, .. . ,Pm,w¡) 1\ 

Vz¡ VW1 (/31 (P1, ' .. ,Pm, z¡) 1\ /31 (P1, ' . . ,Pm, w¡) --> Z1 ~ w1) 

2. E' f- 3w2!32(P1 ,' " ,Pm, W2) 1\ 

VZ2VW2 (i12(P1" " ,Pm, Z2) 1\ i12<P1,'" ,Pm, W2) -+ Z2 ~ w2) 



Mariana Martínez González 
83 

n. E' f- 3wn.8n(P¡, . . . ,Pm, wn ) /\ . 

Vz,., VWn (.8n(P¡, . .. ,Pm, Zn) /\ !32(p¡, . . . ,Pm, wn) -+ Zn ~ wn ) 

IlIJ 

i) Si G(q¡ , . . . ,qn) = r, se tiene que E' f-I'(q¡, . . . ,qn,r) 

j) E' f- 3vl'(q¡, . . . , qn, v) /\ 

VuVv (I'(q¡, . .. , qn, u) /\ I'(q¡, . .. , qn, v) -> U ~ v) 

Sea 

a(v¡, ... , vm,u) ;::: 3u¡,3u2 , . . . , 3un(.8¡(v¡ , . .. , vm ,u¡)/\ . . . /\.8n(v¡, . . . , vm ,Un)¡ 
"'f (U¡, ··· ,Un,u)J 

la fórmula que proponemos, par representar a la función f en L E' . Demostremos 
que se cumple el inciso (a) enunciado previamente. 

Inciso(a) 

Sea 

1. q = F(p¡, . . . ,Pm) 

Entonces, por definición y por hipótesis, tenemos que 

2. F(p¡ ''' ',Pm) = G(H¡(P¡ , .. . ,Pm), ... , Hn(P¡, ... ,Pm») 

Así que existen q¡, ... , qn E N tales que 

3. Si H¡ (PI, . .. ,Pm) = q¡ , entonces E' f- .8¡ (p¡ , ... ,Pm, q.l) 

Si Hn(P¡, . . . ,Pm) = qn, entonces El f- /3n{P¡, . . . ,Pm, qn) 

Esto último implica que 

4· E' f- /31 (jj¡, ... ,Pm, q¡) /\ .. . /\ /3n{P¡, ... ,Pm, qn) 

Tenemos que 

5. Siq = F(p¡" " ,Pm) = G(q¡, ... ,qn), entonces E ' f-I'(q¡, . .. , qn,Y) 

De manera que de (3),(4) y (5), 

6. E' f- /3¡ (p¡, . .. ,Pm, q¡) /\ ... /\ /3n{P¡ , ... ,Pm, qn) /\ I'(q¡ , . .. , qn,{¡) 

Como q¡ es un término en L E', sean U¡ (i E {1 , 2, . . . , n }) variables 
talt'-s que los t¿rminos (ji son libres para sus correspondientes u¡ . Así que 
por la regla existencial, tenemos lo siflUiente 
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7. E' 1- 3u¡, . . . ,3u,. [(3¡ (p¡, . . . ,Pm, u¡)A· . ·A(3n(Pl,' .. ,Pm, Un)A'Y(ut, . . . ,'U.;¡" q)J 

Esto es 

8. E' 1- Q(P!, .. . ,Pm,q) 

Así que si q = F(Pl, ' " ,Pm), 

entonces deducimos que E' 1- Q (P 1 , ... ,Pm, ¡¡) 
Con lo que queda concluida la demostración del inciso (a) . 

Inciso(b) 

La demostración correspondiente a este inciso estará dividida en dos partes: 

Inciso(b-i): E' 1- 3WQ(Pl, ... ,Pm,W) 
Inciso(b-ii) : E' 1- V'Vl V'v-¿ (Q(p¡, ... ,Pm, VI) A a(p¡, ... ,Pm, V2) -> 

Inciso(b-i) 

Por el pa.so (7) del inciso (a) tenemos 

1. E' 1- 3u¡, . .. , 3Un [(3¡(JJl, .. . ,1lm, u¡),," · . A(3n (JJl, .. . ,1lm, Un)A'Y(U¡ , . .. , Un,z¡)J 

Aplicando la regla existencial para el término ¡¡ 

2. E' 1- 3w3u¡, ... , 3Un [(31 (p¡, ... ,Pm, ud A .. . A (3n(P¡, .. . ,Pm, Un}A 
'Y(u¡, . .. ,Un, w)J 

Esto es 

3. E' 1- 3wQ(p¡, ... ,Pm, w) 

Con lo que queda concluida esta parte de la demostración. 

Inciso(b-ü) 

Sea p ;:::: PI, ... ,Pm, tenemos, de acuerdo a como hemos definido a la 
fórmula Q E L'~+1, que 

1. E' , Q(J5, v¡), Q(j5, vd 1- 3u¡ , .. . , 3Un (3¡ (pl, . .. , p;;t, u¡)A .. . A!3n(J51 , . . . ,p;;;, Un)A 
'Y(u¡, . .. ,Un,v¡)! 

Consideremos la siguiente deducción (aplicación de la Regla C con las 
constantes provisionales a¡ , .. . ,an,b¡, . . . ,bn): . 

Los siguientes dos pa.sos como hipótesis 

t . f3¡(p¡, .. . ,Pm,al) A·· · A !3n(JJl, . .. ,Pm,an) A'Y(a¡ , . . . ,an,v¡) 

ii. f3¡ (JJl, .. . ,Pm , b¡) A ... A !3n(P¡, . .. ,Pm, bn ) A 'Y(b1, · . . ,bn , V2) 
De La hipótesis (i) , de acuerdo a la fórmula -4 del B-I y por M.P., 
podemos afirmar que 
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iii. t3¡Wt, . .. ,pm,a¡) 

t3n(P¡, . . . ,Pm, an) 
De la misma manera, de la hipótesis (ii) obtenemos ([Ue 

iv. t3¡(p¡, . .. ,Pm,b¡) 

t3n(P¡, . . . ,Pm,bn ) 

Recordemos ([Ue tenemos 

q= G(H¡(P¡,·· · ,Pm), . . . ,Hn(P¡,·· · ,Pm)) 
= G(q¡ , ... , qn). 

De modo l[Ue 

q¡ =H¡ (Pi> .. . Pm); ... ; qn =Hn(P¡, . .. ,Pm) 
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y, como Hi es representable en L E' paro todo i E {1, . .. ,n}, 
entonces tenemos 

ti. {J¡ (p¡, . . . ,Pm, qd 

t3n(P!, ... ,Pm,qn) 
De manera l[Ue de los pasos (iii) y (v), tenemos 

vi. t3¡(p¡, ... ,Pm,at} 1\ t3¡(PI, . .. ,Pm,q¡) 

t3n (PI, ... ,Pm, an) 1\ {Jn (p¡, . .. , Pm, qn) 
De acuerdo a [U] previo al inciso (a), podemos afirmar ([Ue 

tlu. al ~ q¡ 

an ~qn 
De igual manera de los pasos (iii) y (iv), tenemos 

mn. t3¡(jÍl, .. . ,Pm,a¡) 1\ t3¡(p¡,· .· ,Pm,b¡) 

(Jn(P¡, . .. ,Pm, an) 1\ t3¡ (p¡, . . . ,Pm, bn ) 
De acuerdo a [U] previo al inciso (a), podemos afirmar l[Ue 

ix. a¡ ~ b¡ 
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Un ~ bn 

Lo cual implica 

x. al ~ b1 /\ ... /\ an ~ bn 
De los pasos (i) y (ii), de acuerdo a la fórmula -4 del apéndice 
B-I Y por M. P., tenemos 

xi. 1(a1, ... ,an,V1) /\ 1(b1, ... ,bn ,V2) 
De acuerdo a estos dos últimos pasos, afirmamos que 

xii. al ~ b1 ,\ . .. /\ Un ~ bn 1\ 

1(a1,' " ,an,V1) /\ 1(b1, ... ,bn ,V2) 
Por otro lado, sea 

~(x,x) ~ 1(X,~, .. . ,Un,V1) /\ 1(x,b2, · .. ,bn ,V2) 
Entonces, de acuerdo a la proposición anterior, observaml)s (['. ~ e 

cP(a1, bt) ~ 1(a1, a2,· .. ,Un, vI) /\ 1(b1,b2,· .. , bn , V2) 
A partir de esto, usando la proposición 2.3.12, afirmamos que 

xiii. al ::::; b1 -> 

[1(a1' a2, · .. , Un, v¡) /\ 1(b¡, b2, .. . , bn , V2) 
-+ ,(al , a2,· .. ,Un, v1)/\,(a1, b2, . .. ,bn , V2)] 

De manera similar, tenemos que 

xiv. a2 ~ b2 -> 

[1(<11, <12, . .. ,Un, VI) /\ 1(<11, b2 , · .. ,bn , V2) 

. -+ .,.(a1, a2,· . . , Un, V1 )/\.,.(al, a2, ... , bn , V2)] 

Un ~ bn -> 

b(a1' a2, ... ,Un, VI) /\ .,.(a¡, a2 ,· .. , Un-I, bn , V2) 
-+ .,.(al, a2, ' . . , an , v¡)/\.,.(al, a2 , . .. , Un, V2)] 

Agregando hipótesis al paso (xiii), o bien de acuerdo a la fórmula 
2 del apéndice 8-/ en el pa$o(xiii), tenemo.' 

xv. al ~ b1 /\ .,.(al, a2, " . ,Un, v¡) /\ .,.(b1, b2, .. " bn , V2) -+ 

[.,.(al, a2,· .. ,Un, v¡) /\ .,.(b t , b2, . .. ,bn , V2) -> 

.,.(al, a2, ... , a", v¡) /\ .,.(al, b2, .. . , b", v2)] 

De acuerdo al axioma 2 aplicado al paso anterior y por M.P., 
tenemos 

xvi. (al ~ b¡ /\ "Y (a1, a2, .. . , Un, v¡) /\ ,(bl , b2, . . . ,bn , V2) -> 

')'(a1 , a2, .. . , Un, v¡)/\')'(bl , b2, ... , bn , V2») 
-=-> (al ~ bl /\ ')'(a1 , ~ , ... , Un , v¡) /\ ')'(b1, b2, . .. ,bn, V2) 

-> ')'(al,~, . .. , an , v¡)/\.,.(al, b2, ... , bn , V2») 
De la fórmula -4 del apéndice, el paso anterior y M.P., 

xvii. al ~ b1 /\ ')' (a1, a2, · .. ,Un, v¡) /\ .,.(bl , b2, ... , bn , V2) 
-+ ')'(a1, a2 ,·· . , Un, v¡) /\ 1(a1, b2, . .. , bn , V2) 

• • ..j 



Mariana Martínez González 87 

Ahoro, usando la primero expresión del paso (xiv) y agregando 
hipótesis de acuerdo a la f6rmula 2 del apéndice B-l, 

XVtn. a2 ~ b2 1\ "(al, a2, .. . , a,., vd 1\ -y(al, b2, ... , bn , V2) 

-> [-y(al,a2, ... ,a,.,vdl\-y(al,b2, . . . ,bn,1l2) -> 

-y(al, a2, . . . , a,., VI) 1\ -y (al, a2,· .. , bn , v2)] 

Por el axioma 2, M.P. Y la fórmula.4 del apéndice B-l, podemos 
afirmar que 

xix. a2 ~ b2 1\ "(al, a2, .. . , a,., vd 1\ -y(a¡, b2, . . . , bn , V2) 
-+ -y(a¡, a2, .. . , a,., ·UI)/\-Y(UI, a2, .. . , bn , V2 

De acuerdo a la fórmula 12 del apéndice B-l aplicándola a lo que 
tenemos en el paso (xvii), podemos afirmar que 

xx. a¡ ~ b¡l\a2 ~ b2 1\-y(al,a2, ... ,a,., VI) 1\-y(bl ,b2, . . . ,bn , V2) 
-+ a2 ~ b21\-y(al, a2, . . . , a,., vdl\-y(a¡, b2, . .. , bn , V2) 

Por la transitividad de la implicación, de los pasos (xx) y (xix), 
obtenemm 

xxi. a¡ ~ bl 1\ U2 ~ b2 1\ -y(al, a2 , . .. , a,., vd 1\ -y(bl , b2, · .. , bn , V2) 
-> -y(al, a2, · · . , Un , vI)I\-y(a¡, a2 , · . . , bn , V2) 

Siguiendo con este rozonamiento, podemos afirmar que 

xxii. al ~ b¡ 1\ U2 ~ b2 1\ . .. 1\ Un ~ bnl\ 
-y(al, a2, .. . , Un, VI) 1\ -y(b¡, b2, . .. , bn , V2) -> 

-y(a¡,a2, . .. ,Un,v¡)I\-y(a¡,a2, . . . , Un , V2) 
Aplicando M.P. a los pasos (xii) y (xxii), tertemos que 

xxiii. -y (al , U2 , .. . , Un, V¡) 1\ -y(al, a2,· .. , Un, V2) 
Por otro lado, de acuerdo a la proposici6n anterior, tenemos 

xxiv. a¡ ~ q¡ -< [-y(a¡,a2, . .. ,Un,V¡) 1\ -y(a¡ ,a2, . .. ,Un,V2) 

-+ -y(q¡, a2, · . . , a,., v¡) 1\ -y(ql , a2 , ... , an, V2)] 

Aplicando el axioma 2 al paso anterior y por M.P., 

xxv. (al~ql -+ -y(a¡ ,a2, .. . , Un , v¡)I\-y(al,a2, ... ,Un,1l2») 
-+ (a¡ ~q¡ -+-y(q¡,a2, . . . ,Un,v¡)I\-y(q¡,a2 , . . . , Un , V2») 

Del paso (xxiii), podemos .afirmar que . 

xxvi. a¡ ~ ql -< -y(a¡,a2, .. . ,an,v¡) 1\-y(al,a2,· ·. ,Un, V2) 
Así, que aplicando M .P. a (xxvi) y (xxv), 

xxvii. al ~ q¡ -< -y(ql, a2,· . . , Un, VI) 1\ -y(q¡, a2,· .. , Un , V2) 
Agregando hipótesis en el paso anterior y de acuerdo a la fórmula 
2 del apéndice B-1, tenemos que 

xxvtn. al ~ q¡ 1\ U2 ~ Q2 -+ -y(q¡, a2,· .. , an , VI) 1\ -y(q¡, a2 ,· .. , Un , V2) 
De manera similar a como hemos procedido, tenemos, por la 
proposición anterior, que 

xxix. a2~Q2 -+ fy(q¡ , a2, . . . ,Un,v¡)I\-y(ql,a2, ... ,Un,V2) 
-+ -y(ql , Q2, 8, Un, VI) 1\ -y(ql , Q2, ... , Un, V2)} 

Agregando hipótesis a lo que tenemos en el paso anterior y de 
acuerdo a la f6rmula 2 del apéndice, 



xxx. al ~ ql /1. a2 ~ q2 -> 

[-y(ql.~ •... • ano v¡} /1. -y(ql. a2 • . . .• ano V2») -> 

-y(q¡. q2 • ... • ano v¡) /1. -y(ql, Q2, · .. , an, v2)] 

Por el axioma 2 y M.P., tenemos 

xxxi. (al ~ ql /1. a2 ~ Q2 -> 

-y(ql,~, .. . , an , VI) /1. -y(ql, a2, · .. , an , V2») => 

(al ~ ql /1. a2 ~ q2 -> 

-y(ql,q2 , ... , an,v¡) /I.-y(ql , </2 , ... ,an,t12») 
Apliamdo M.P. a los pasos (xxuiii) y (xxxi), 

xxxii. al ~ Ql/l.a2 ~ (J2 -> -y(ql,q2 , . . . ,an,Vl) /I.-y(ql,(J2, .. . , <tn, V2) 
Procediendo de igual manero, obten.emos 

xxxiii. al ~ ql /1. a2 ~ (J2 /1. ... /1. an ~ qn -> 

-y(ql,q2, '" ,qn,Vl)/I.-Y(Ql,q2 , ... , Qn,V2) 
Aplicando M.P. a los pasos (x) y (xxxiii), 

xxxiv. -Y(Ql, Q2 , ... , Qn, v¡) /1. -Y(Ql, Q2, .. . , qn, V2) 
De acuerdo a la representabilidad de la función g y dado que 
estamos suponiendo que 

q = F(pl ,···,Pm) 
= G(Ht(Pl,·.·,Pm) . . . ,Hn(Pl, ... ,Pm») 
= G(ql, .. . , qn), 

podemos afirmar que 

xxxv. -y(Ql,Q2, .. . • Qn'V¡)/I.-y(Ql,Q2 •... 'qn'tl2) -> VI ~V2 
Así, que por M.P. en (xxxiv) y (xxxv), tenemos que 

De la deducción anterior, tenemos que 

2. E' , f3l (JF¡, . .. ,p".:., al) /1. ... /1. f3n(ih , ... , pm, an) /1. -y(al,' .. , an , vd 
"f3l (PI, . . . ,Pm. b¡) /1. •.. "f3n(Pl, . . . ,Pm, bn ) /1. -y(b1, . .. , bn , V2) 

Por la regla C aplicada 2n veces, podemos obtener que 

3. E', o:(p, Vl) /1. o:(p, t12) 1- Vl ~ t12 

Por el metateorema de la deducción, tenemos que 

4· E' 1- o:(p, Vl) /\ o:(p, V2) -> VI ~ V2 

Aplicando generalización dos veces, tenemos 

5. E' 1- 'Iv 1 \t'V2 (o:(p, v¡) /1. o:(p, V2) -> VI ~ V2) 

1- VI ~ V2 

Con lo que queda concluida esta parte de la demostración. 

De (a), (b-i) y (b- ii) podemos concluir que toda función que se obtiene por 
el método de sustitución a partir de funciones representables es representable. 
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Como ya tenemos que las funciones iniciales son representables y que las 
funciones que se obtienen por medio de los métodos de recursión y de sustitu­
ción apartir de funciones representables son representables, y de acuerdo a la 
definición de las F.RP., se tiene demostrada la siguiente proposición. 

Proposición 2.3.15 Las funciones recursivas primitivas son representables en 
E'. 

Demostración 2.3.15.1 Definición de F.R.P. y propoS~Clones 2.3.2, 2.3.3, 
2.9.4, 2.9.11, 2.9.19. 

A continuación veremos resultados similares a los que obtuvimos con las 
F.RP. para las relaciones. Daremos la definición de relaciones recursivas 
primitivas (RR.P.) y las definiciones y resultados necesarios para garantizar 
que este tipo de relaciones sean expresables en E' . 

Definición 2.3.4 (Función Representante de Wla Relación) 

Sea R ~ Nn. Una función representante de R es una función i : Nn -+ N 
tal que 

Definición 2.3.5 (Relaciones Recursivas Primitivas) 

Sea R ~ Nn. R es una relación recursiva primitiva (R .R .P.) si y sólo si R 
tiene una función representante recursiva primitiva. 

Proposición 2.3.16 Las relaciones recursivas primitivas son expresables en 
E' . 

Demostración 2.3.16.1 Sea R una relación recursiva primitiva, entonces tiene 
una función representante iR que es recursiva primitiva (F.R.R.). Por ser iR 
una F.R.R. y de acuerdo con la proposición 2. 3.14, existe una fórmula 0/R que 
representa a fR . Sea CPR , definida por: 

donde Co es la constante que agregamos a LZF. De manera que: 

• Si (Pl , . . . ,plc) E R, entonces fR(Pl , . . . ,pk) = 0, por lo que 

E'I- O/R(Pl , ... ,prc,O) . 
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• Si (Pi, ... ,Pk) ~ R, entonces flt(Pl " " ,Pie) -=/= O, . Y como fR : Nk -+ N, 
existe no E N, tal que fR(Pl,'" ,Pk) = no y E' ¡..: O:/R(jh, .. . ,Pk, no) De 
acuerdo a la definición 2.3.2, 

E' f- O:/R $1, .. . ,pk,O) /1. O:/R $1, . . . ,Pie, m) -+ m ~ ° 
Por contrapositiva y dado que para todo número natural m, si m -=/= O, en- · 
tortces E' f- -, ro ~ ij2o, aplicando lo anterior con no (no -=/= O) Y por modus 
poneos tenemos que 

Y, por lo dicho anteriormente, se tiene que 

E' f- -'O:/R$l, '" ,pk,O) 

De manera que con la fórmula 'PR se satisfacen las condiciones de la definición 
2.3.1, para la repTUentabilidad de la relación recursiva primitiva R. 

20Véase la proposición 2.2 de l apéndice A. 
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Capítulo 3 

Lista de Funciones y de 
Relaciones Recursivas 
Primitivas 
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Por definición tenemos que las funciones iniciales son recursivas. La siguiente 
es una lista de funciones que obtuvimos por el método de recursión1 a partir de 
las iniciales y que por tanto son funciones recursivas2 , en el capítulo 2 también 
demostramos que las funciones recursivas 80n representables en LE', por tanto 
la siguiente es una lista de funciones representables en LE'. 

FUnción Definición de la FUnción Nombre de la FUnción 

+ : N2-+N m+O=m Función Suma de números 
m + (n)+ = (m + n)+ naturales. 
Para cualesquiera m, n E N. 

· :N2 -+N m·O=O FUnción Producto de números 
m · n+ = m · n + m naturales. 
Para cualesquiera m, n E N. 

~:N-+N mO = 1 Función Exponenciación. 
mn + = mn . m 
Para cualesquiera m, n E N. 

lCapítulo 2, definición 1.1.2. 
lEn el curao de Lógica nI impa.rtido por los profeeores Rafael RDjas B . y David Meza 

A. comprobamos que efectivamem.e las funciones que en esta sección se enlistan Be pueden 
obtener por el método de recursión. 
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Función Definición de la Función Nombre de la Función 

! : N~N O! = 1 La Función Factorial de un 
n+! = (n+l) . n! número. 
Para cualquier n E N. 

ó : N~N ó(n) = n-l si n > 1 Función Predecesor 
=0 si n =0 

':":N'l-+N m-n=m-n sim ~ n Diferencia Positiva 
=0 sim < n 

1-1: N2 ~N 1m - n 1= m-n sim ~ n Valor Absoluto de la Diferencia 
=n- m si n < m 

min : NZ -+ N min(m,n) = m si m:5 n El Mínimo de dos números. 
=n sim> n 

maz: N'l ~ N maz(m,n) = m sim> n El Máximo de dos números, 
=n si n ~ m 

sg : N-+N sg(n) = 1 si n> O El Signo de un número. 
=0 si n = O 

~ : N-+N ~(n) = O :¡i n> O El $ig.l)O Contrario de un número. 
= 1 si n = O 

Laa aiguientea también son llamada.s sumas o productos, según lea el C8IIO, 

de funciones primitivas, es decir que en las siguientes definiciones supondremos 
que la función I para cada caso es una función recursiva primitiva. 

{
O si r = O; 

• Lq<r 1(P1, " .p",q) = ,_ ) f'- ) . O flJ'l , . . . ,Pn,O + ... + 1J'1, .. · ,Pn,r-l sir> 

• L..Sr 1(P1, .. . Pn,q) = L.<r+ ¡(PI, .. . Pn,q) 

• nq<r ¡(PI, .. . p",q) = {~(Pl' '' ' ,Pn,O) · .... f(PI, '" ,Pn, r - 1) 

• L.<q<r ¡(PI, . .. p" , q) = Lq«r,:,.)':'I/(PI ,." Pn, q +8 + 1) 

si r =0 ; 

si r> O 
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A partir de las defmiciones anteriores es posible defuúr sumas y productos 
de funciones recursivas primitivas para « , <~ , ~< , ~~ . 

En algunas de las siguientes funciones se hace referencia a algunas relaciones, 
como por ejemplo a la relación P RI M ~ N, o a la relación I ~ N2 , dichas rela­
ciones son definidas en la siguiente sección. (Las relaciones las denotaremos con 
letras mayWctd~ .) 

FUnción 

d:N-1N 

Definición de la FUnción Nombre de la FUnción 

f"e$(m,O) = ° El residuo de dividir n 
f"e$(m, n+) = entre m. 
(res(m,n))+ . (sg(lm - ( re,,(m, n) )+ 1) 

d(x) = LII$",ig(f"e$(x,y)) Número de Divisores de 
un número. 

coc : N2 -1 N ooc(m,O) = ° 
ooc(m,n+) = 

El Cociente de dividir n 
entre m. 

coc(m,n) + 8g( Im- ( res(m,n) )+ I ) 

GR: Nn -1 N GR(Pl, .. . ,Pn) =0 si (Pl, . . . ,Pn) E R 
GR( P¡, . . . ,Pn ) = 1 si (p¡, . . . ,Pn) ~ R 
donde R ~ Nn 

~ y : Nn+2 -1 N ~YIl<.R(i,JI) = 

P : N-1N 

% si ~ Y < % tal que (i, y) E R 
o en otro caso lo siguiente 
min {y E N Iy < % Y (i,JI) E R} 
donde R ~ N"+l ,i E Nn, % E N. 

P(O) = 2 
P(n+) = 
~YIl<P(n)!+l(PRIM(y) & y > P(n» 

NotacWn : Pn ;:t P(n) 

FUnción Característica. 

El Mínimo Natural y 
tal que (i, y) E R. 

El Mínimo Natural y 

tal que (i,y) E R. 

El n-ésimo Primo en 
orden ascendente. 
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FUnción Definición de la Función Nombre de la FUnción 

O~ : N2 -t N (n). = ¡'¡'Yy<n( '" (?aH! In) ) El Exponente del i-ésimo Primo 

en la descomposición de n . 

id: N ..... N ld(n) = ¿1I<n(8g«n)~» Longitud 

(calcula el número de exponentes 
no cero de la descomposición 
densinfO, 
y da cero si n = O). 

ih:N-N lh(n) = Una variación de la función 
I'YII<n anterior. 

¡Vz%<n(z ~ y => (-(P% In) »] 

*: N2 ..... N 
("') ; 

n * m = n . I1i </d(m) ( P¡d(n)+i ) FUnción Concatenación. 

pp: N ..... N pp(n) =:es *n * z5 FUnción Poner Paréntesis. 

ppc:N2-+N ppc(m,n) = pp(m * 27 * n) FUnción Poner Paréntesis 
con Coma. 

neg: N -+ N neg(n) = pp( 2g1 (neg) * n ) FUnción que da el número de 
GOdel de la negación de la 
expresión con número de 
secuencia n. 

imp: N2 -. N imp(n,m) = pp( n * 2g1 (-) * m ) FUnción que da el número de 
imp(n,m) = pp( n * 211 * m ) GOdel de la implicación de las 

expresiones con número de 
secuencia n y m . 

cu:N2_N cu(n,m) = pp( 29'(V) . 391(tI~) * m ) FUnción que da el número de 
GOdel de la cuantificación 
universal respecto a la variable 
Vn de la expresión con número de 
secuencia m. 

lol: ~ - N lol(n,m,O) = FUnción que da la posición 
. I'YII</dt)( VOL(n,m,y) J que ocupa en su ocurrencia 

lol(n,m,k ) = libre número k la variable Vn en 
¡'¡'YII</d(m) la fórmula con número de 
(VOL(n,m,y) 1\ y > lol(n,m,k)] secuencia m. 
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Función Definición de la ¡"unción Nomhre de la f\mción 

nol : N2 --> N nol(n,m) = Función que da el número de 
JlY\I< ld(m) [ lol(n,m,y) = Id (m) I veces en que la variable Vn 

ocurre en la fórmula con 
número de secuencia m . 

nml : N -+ N nml(O) = 291 (co) FUnción que da el número de 
nml(é) = 29I (f.) * pp( nml(n) ) secuencia de un numeral. 

remp : N3 -+ N remp(n,m,p) = FUnción que da el número de 
( ). (n)p+, +1 

TI«p p; n ~ * m TIi<ld(n) - p P; - secuencia de la expresión que 

resulta de la expresión con 
número de secuencia n al 
quitar el símbolo del lugar p 
y poner en su lugar a la 
expresión con número de 
secuencia m . 

sus : N4 --> N sus(n,m,k,O) = n FUnción que da. el número 
sus(n,m,k,r+) = de secuencia de la fórmula 
remp(sus(n,m,k,r),k,lol(m,n,r» que resulta de sustituir las 

primeras l-ocurrencias libres 
de la. variable Vm por la 
expresión con número de 
secuencia k en la fórmula 
con número de secuencia n. 

sub : N4 -+ N sub(n,m,k,O) = n FUnción que da. el número 
sub(n,m,k,r+) = de secuencia. de la fórmula 
remp(sub(n,m,k,r),k ,lol(m,n,r+)":'l) que resulta de sustituir las 

primeras r-ocurrencias libres 
de la. varia.ble Vm por la 
expresión con número de 
secuencia k en la. fórmula 
con número de secuencia n . 
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F'unción Definición de la FUnción Nombre de la F\lIlción 

Sb: N3 ~ N Sb(n,m,k) = Función que da el número de secuencia 
sub(n,rn,k,nol(rn,n» de la fórmula que resulta de sustituir 

todas las ocurrencias libres de la 
variable Vm por la expresión con 
número de suecuencia k en la fórmula 
con número de secuencia n. 

sust : N2 --> N sust(m,k) = Función que da el número 
Sb(m,k,nnú(rn» de secuencia de la fórmula que 

se obtiene al sustituir todas las 
ocurrencias libres de la variable 
Vk por el número de secuencia 
de esa misma fórmula. 

3.1 Lista de Relaciones Recursivas Primitivas 

Relación Definición de la Relación Comportamiento de la Relación 

I ~ N2 (n,m) E I .,: res(n,m) = O n Divide amo 

PRIM ~N PRIM(n) .,: Id(n)-21= O n es un Número Primo . 

< ~ N2 (n,m) E < .,: 8g(~(n,m» = O n es Menor que m . 

VAR~N VAR(n) .,: 3yy<n ( n = 29\(v.) ) n es el Número de 
Secuencia de una. 
Variable 

TERM ~N TERM(n) .,: n es un Término. 
V AR(n) V (n = 29 \(Co» 

V [3y\l<n (TERM(y) /\ 
(n = 29 \(1.) * pp(y»)) 

ATOM ~N ATOM(n) .,: n es el Número de Secuencia 
3y1/<n3z%<n [TERM(y) /\ de una Fórmula Atómica de 

TERM(z) /\ Le· 
(n = pp(y * 291 (::::) * Z ) V 

n = pp(y * 291 ( E ) * z»)) 
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Función 
FORM ~ N 

MP~N 

Definición de la Función 
FORM(n) _ 

ATOM(n) 
V [3yy<,,(FORM(y) /\ (n = neg(y)) )) 
V l3Yy< .. 3z.<n(FORM(y) " FORM(z) " 

(n = imp(y,.o)))) 
V [3Y~<n3.o«n(FORM(y) " n = cu(z ,y) )] 

MP(x,y,z) ;::= 

FORM(x) " FORM(y) 
" FORM(.o) "!I = imp(x,z) 

CEN ~ N2 CEN(n,m) ;:: 
FORM(n) " FORM(m) 

" 3.o«m( m = cu(z,n») 

VO(n,m,p) ;:: 

FORM(m) " (m)~ = g¡(vn) ) 

VOF ~ N2 VOF(n,m) ;:: 
3Y~<ld(m) (V O( n,m,y») 

VOAI ~ N3 VOAI(n,m,p) ;:: 

VO(n,m,p) " (m),;::, = glM) 

VOA2 ~ N3 VOA2(n,m,p) ;:: 
VOAl(n,m,p) 
" [3y~<m(m = cu(n,y)) V 

3zz<m3y~<m3.o.<m «m = x * CU * . z) 
" VOF(n,y»)] 

VOA ~ N3 VOA(n,m,p) ;:: 
VOAI(n,m,p) V VOA2(n,m,p) 
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Nombre de la Función - --
n es el Número de Secuencia de 
una E'-Fórmula. 

.o es el Número de GOdel de 
una Fórmula que se obtiene 
por Modus Ponens de las 
fórmulas cuyos números de 
GOdel son", , y. 

m es el Número de GOdel de 
una Fórmula que se obtuvo 

por la Regla de Generalización 

aplicada a la fórmula con número 
de GOdel n . 

La Variable t1n Ocurre en la 

E-Fórmula con número de 

secuencia m en el Lugar p. 

La Variable Vn Ocurre en 
la Fórmula con número 
de secuencia m. 

La Variable Vn Ocurre en 

la E-Fórmula con número de 

secuencia m en el lugar p y es 
la Variable de un Cuantificador 
Universal \lv,.. _ 

La Variable t1n Ocurre en 
la E-Fórmuk . an número 
de secuencia m en el lugar 
p y está al alcance de un 
Cuantificador Universal \lvn . 

La Variable v,.. Ocurre 
Acotada en la E-Fórmula con 
número de secuencia m 
en el lugar p . 
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Relación Definición de la Relación Comportamiento de la Relación 

VOAF ~ N2 VOAF(n,m) ;=' La Variable Un Ocurre 

3yy<ld(",) (VOA(n,m,y») Acotada en la E'-Fórmula 

con número de secuencia m. 

VOL ~ N3 VOI,(n,m,p) ;=' La Variable v" Ocurre 
VO(n,m,p) A ",VOA(n,m,p) Libre en la E'-Fórmula 

con número de secuencia 
m en el Lugar p. 

VOLF ~ N2 VOLF(n,m) ;=' La Variable Un Ocurre 
VOF(n,m) A", VOAF(n,m) Libre en la E'-Fórmula 

con número de secuencia m, 
en todas BUS ocurrencias. 

-VOT ~ N2 VOT(n,m) ;=' La Variable v" Ocurre 
TERM(m) en el término con número 

A 3yY<ld(m)(m)~ = 9¡(Vn ») de secuencia m. 

SFOR ~ N2 SFOR(n,m) ;=' n Es el Número de 
FORM(n) A FORM(m) secuencia de una 
1\ [n = m V Subfórmula de la Fórmula 
(n =1 m A con número de secuencia m. 
3z",<ld(m)3yIl<ld(m)(m = :z: * n * y»)] 

TLVF ~ N3 TLVF(n,m,p) ;=' El Término con número 
TERM(n) 1\ FORM(P) de secuencia n es 
A", 3z",<p[SFOR(:z:,p) 1\ VOLF(m,:z:) para la Variable Vm en 
1\ 3y3z(:z: = cu(y,z) 1\ VOT(y,n) la Fórmula con número 
A", 3ww <p3kk <p (SFOR(w,p) 
A w = cu(m,k) 1\ SFOR(:z:,k»))] 

de secuencia p. 
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3.2 Axiomas Lógicos 

~x;oflla Lógi<-.o # 

AL! s;: N 

AL2 s;: N 

AlA s;: N'l 

AL6 s;: N 

Definición de 1ft RcI"dón 

AL!(z) == 
3¡¡.<z3>,<z[FOHM(y) fI F01IM(.) fI 

% = imp(y,imp(. ,y»] 

A/2(%) == 
3y~<%3za<z3ww<% 
[FORM(y) fI FORM(.) fI FORM(w) fI 

z=imp(imp(lI,imp(.,w», irnp(imp(y ,z) ,imp(y,w»)] 

AL3(z) == 
3¡¡.o3.,<.[FORM(y) fI f'OIlM(.) fI 

:r: = imp(imp(neg(.),ne4(1/», 
imp(imp(neg(.,y),z»)] 

A14(z,n) == 
3¡¡.«3.,<.[FORM(y) fI TERM(» 

1\ TLVF(.,n,y) 
fI :r: = imp(cu(n,l/) , sb(lI,n,.»J 

ALS(:r:,n) == 
3!i.<.3z,<. [FORM(y) fI FORM(z) 

1\ ~VOLF(n,l/) 

fI z = imp(cu(n,imp(l/,z»,imp(y,cu(n,z)))J 

AUl == 
:r: = cu(O, 2"(() . 3.'( .... ) . 5"(") . 7"("") . 11 •• 0 ) 

AL7 == 
3¡¡.<.[FORM(y) fI 

'" = imp(2f>(u'¡ . 3"'("') . 5"'("') , 
imp(y,sb( y, ! , -9">("2))))J 

lH!(lllición del Axioma 

<> -«(3-")') -
«o -(3) -(o -")'» 

Hj-~)-
«~(3 -o) -(3) 

\>'z"a(zn) -0(1) 
Para t un término que 
es libre para Zn en n(zn) . 

Si Q no contiene 
ocurrencias libres de 
Znl se tiene que 
\>'zn(a .... (3) -

(a .... \>'zn(3) 

z "" y _(o(z, x) -o(z, y» 

99 
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3.3 Axiomas Propios 

(a) Extensionalidad: 
\lv¡ \lV2 [ \lV3 ( ( V3 E VI -+ 'V'J E V2 ) 1\ ( 'V'J E V2 -+ 'V'J E VI ) ) -+ 

VI ~ V2 ] 

APEE'(n) !::::; 3m¡, .. . , 3mll [mI = 291 (V3) . 3 91 (E) · 591 (v¡) 

(b) Vacío: 
3vo \lv¡ ( ~o E V¡ ) 

1\ ffi2 = 291 ("3) . 391 (E) . 591 (V2) 

1\ m3 = 291 (vI) . 391 ("") . 591 (t12) 

1\ m4 = imp(m¡,m2) 
1\ ms = imp(m2,m¡) 
1\ 11lf¡ = neg(m5) 
1\ m7 = imp(m4, m6) 
1\ ms = neg(m7) 
1\ 1T/.g = cu(3, ms) 
1\ mio = imp(1T/.g, m3) 
1\ mil = cu(2,mlO) 
1\ n = cu(l,mll)] 

APVE'(n) !::::; 3m¡, .. . 3m5 [mi = 29 ¡(vo) . 391 (E) . 591 (vI) 

1\ ffi2 = neg(m¡) 
1\ m3 = cu(1,m2) 
1\ m4 = neg(m3) 
1\ m5 = cu(0,m4) 
1\ n = neg(m5)] 

(e) Par: 
\lvo\lvl3v2[\lv3 (VJ E V2 -+ 'V'J;:::: Vo V 'V'J ~ vd 

1\ (V3 ~ Vo V t'3 ~ VI -+ VJ E V2»)] 

APPE'(n) ::; 3m¡, .. . , 3m¡5 [mi = 29 ¡(V3 ) . 39¡(E) . 59¡(""2) 

1\ m2 = 29¡(v3 ). 39¡(""). 591 (vo) 

1\ m3 = 29 ¡(V3 ) . 39¡(:::<) · 59¡(V¡) 

1\ m4 = neg(m2) 
1\ m5 = imp(m4 , m 3) 
1\ 11lf¡ = imp(m¡, m5) 
1\ m7 = imp(ms ,ml) 
1\ ms = neg(m7) 
1\ 1T/.g = imp(m6 , ms) 
1\ mIO = neg(1T/.g) 
1\ mIl = cu(3 , mIO) 
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(d) Unión: 

/\ ml2 = neg(mn) 
/\ ml3 = cu(2, m12) 

/\ ml4 = neg(mI3) 
/\ miS = cu(l,m14) 
/\ n = cu(O, mis)] 

Vv0 3V¡VV2 [(V2 E V¡ --> 3v3(V3 Evo /\V2 E V3» 

/\ (3V3(V3 E Vo /\ V2 E va) --> V2 E v¡))] 

APUE'(n) !:::; 3m¡, .. . , 3mIS [mi = 29¡("") . 39¡ (E) . 59¡ (v¡) 

/\ m2 = 29¡(V3) . 39¡(E) . S9i(vo) 

/\ m3 = 29¡(V2) . 39¡(E) . S9¡(V3 ) 

/\ m4 = neg(m3) 
/\ ms = imp(m2, m4) 
/\ m6 = neg(ms) 
/\ m7 = neg(ms) 
/\ ms = cu(3, m7) 
/\ mg = neg(ms) 
/\ mIO = imp(m¡,ffi9) 
/\ mil = imp(ffi9, m¡) 
/\ ml2 = neg(mll) 
/\ ml3 = imp(mlO, m12) 

/\ ml4 = neg(mI3) 
/\ ml5 = cu(2, m¡4) 
/\ ml6 = neg(mIS) 
/\ m17 = cu(l, m16) 

/\ miS = neg(m¡7) 
/\ n = cu(O, mis)] 
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Las Relaciones que se emplean en la Demostración 

L!teladón Ddi"ición de la Relació" 

PHII ~ 1\11 PHII(n,m) "" 
FOHM(m) fI (n)'d(") . ' ... m fI 

Vii<ld(nl IFORM((n):) fI 

(At«(n) i) V M; ((n) i) V 

Co rllportallliento de la Hdad6n 

n Es el Número dc Giidcl 
ele una sucesión ele f6rmulas 

la cual es una Prueba, en el 

Sistema JO', de la fórmula 

3h<;3kk<. (M jJ«n) j , (n)" (n), )) COll número de S<'cuencia In . 
...... ...... ~ . 

V 3}j<i(GEN((71)j , (n);)))1 

PR(n,m,k) ~ 

PRU( n, sust(rn,k) ) 

PIlN ~ N" PUN(n,m,k) "" 
P/W( n ,neg( sb(m,k' , nm/(m) ) ) ) 

n es el nírmero de Gódel 
<.le una Prueba de la rórmula 
que resulta a l sustituir en la 
fórmula con nlÍmero de Gódel 
'" la variable "h por el 
numeral de m . 

n es el número <.le Gódel 
de \Ina prueba en E de la 
negaci6n de la fórmula que 
resulta de sustituir en la 
fórmula con número de Gooel 
m la variable t'k por el 
numeral de m . 
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Capítulo 4 

La Demostración 

4.1 Algunos resultados previos y el teorema de 
Godel-Rosser para ZF 

En la introducción he dado una descripción del teorema de incompletud de 
GOdel- Rosser. En los capítulos anteriores hicimos las construcciones necesarias 
para dar una demostración de este teorema. Ha llegado el momento de enun­
ciarlo y demostrarlo formalmente. 

El enunciado de GOdel-Rosser se obtiene a partir de la fórmula 

- ,,(x¡) ;::: V'Xo(QPR(Xo, XI , 1) --+ 3y(y ~ Xo /\ QPRN(y,Xl, 1))) 

Recordemos que QPR y QPRN son las fórmulas que expresan a las relaciones 
PR y PRN definidas en el capítulo 3. Observamos que esta fórmula escrita 
desde LAP, bajo interpretación, enuncia algo que involucra a todos los números 
naturales. Como es de suponer, para el caso de LEt, la cuantificación univiersal , 
bajo interpretación, no enuncia un "para 1;odo número na.~ural", lo cual ha 
sido un problema al querer demostrar el enunciado original de Rosser. Hemos 
decidido1 relativizar dicho enunciado a los naturales. De manera que, en lugar 
de pedir el inciso 5 de la hipótesis de RQsser, a saber, para toda número natural 

k 

T f- V'x(x ~ k V k ~ x) 

pediremos que cumplan la tricotomía con los numerales ciertos individuos que 
satisfagan la propiedad definida por la fórmula 'PN . Donde 

'PN(X) ~ 

- X ~ O V [O E x /\ 3y(y E x /\ !8(Y) ~ x) /\ 
V'y(y E x --+ (f8(y) E x V !.,,(y) ~ x))] 

Entonces, la definición que daremos para ,,(Xl) es la siguiente: 

lSugerencia del Profesor J .A. Amor. 



- ')'(x¡) ~ VXO [<PN(XO) --+ 

(a PR(XO,X1,I) --+ 

3y«y E Xo V y ~ xo) 1\ 

apRN(y, Xl, I»)] 

104 

A continuación enunciaré algunas propiedades que deben cumplir los nu­
merales, y los individuos que cumplen <PN. Pero antes de enunciarlas debemos 
recordar que en el capítulo 2 hemos definido por recursión una función 
h: N -- LE' tal que: 

- h(O) = C{) 

- h(n+) = f~(h(n» 

y que tenemos la siguiente notación: 

0= h(O) 
n + 1 = h(n+l) = f.(h(n» = f.(n). 

Proposición 4.1.1 Para todo número natural n se tiene que 

E'I-VY(YEn+l-+ (f. (y) En+l V Js(y)~n+l)). 

Demostración 4.1.1.1 (Inducción sobre n) 

Base de Inducción 

-n=O 

1. E' 1- JaCO) ~ r 
De acuerdo a la proposición 2.3.7, tenemos que 

2. E' 1- x ~ O --+ x E f.(~ 

Entonces, por Gen, el axioma 4 y M.P., obtenemos 

3. E' 1- O El 

Por otro lado, 1 implica que 

4· E' 1- J.(O) E Iv I~(O) ~ I 

Sea <p(0) ;:::: 1.(0) E I V I~(o) ~ I, entonces, de acuerdo a la proposi-
ción 2.3.10, tenemos que 

5. E' 1- <p(0) --+ Vy(y E f.(O) --+ <p(y» 

Así que, de acuerdo a lo que expresa <p(0) y aplicando M.P. en (4) y (5), 
tenemos que 
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6. E' f- "Iy(y E f.(O) -4 (f.(y) E Iv f.(y) ~T)) 

Esto es, reescribiendo al térmio f.(O) 

7. E' f- "Iy(y E 0+1 -4 (f.(y) E 0+1 V f.(y) ~ 0+ 1)) 
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Con lo que queda demostrada la proposición ]ara la base de inducción. 

Hip6tesis de Inducci6n: Supongamos que, 1<'ra n E N se tiene que 

E' f- "Iy( Y E n - (f.(y) E nV f.(y) ~ n)). 

P.D. 

E' f- "Iy(y E n + 1 ..... (f,(y) E n + 1 V f.(y) ~ n + 1)) 

La idea es: n+l = fll(n) "=" "nu{n} ", . 
luego '11 E n U {n} '* y E n V y = n " . 
Por H.J., "f.(y) E n V f.(y) = n o f.(y) = f.(n) = n + 1 ". 

De acuerdo a uno de los axiOf1ltls que agregamos en el capítulo 1 
para extender Lzp, sabemos que 

8. E' f- IX ::::: f.(n) +-> 'P. (n, x) 

Esto es 

9. E' f- x::::: f.(Ti) +-> 3w3v["Iy(y E w +-> y ~ n) 1\ 

"Iy(y E v +-> y ~ w V y :::::Tí) 1\ 

"Iy(y E IX +-> 3z(z E v 1\ y E Z)] 
Entonces, generalizando a la variable IX, luego aplicando el axioma -4 con 
el término f.(n), tuando sólo la implicación "- "y por M.P., obtenemos 

10. E' f- 3w3v["Iy(y E w +-> Y ~ n) 1\ 

Sea 

(3(a,b) 

"Iy(y E v +-> y ::::: w V y ~ n) 1\ 

"Iy(y E f.(n) +-> 3z(z E v 1\ y E z»] 

["Iy(y E a +-> y ::::: ñ) 1\ 

"Iy(y E b +-> y ::::: w V y ::::: n) 1\ 

"Iy(y E f.(n) ..... 3z(z E b 1\ Y E z»] 

Entonces tenemos que 

11. E' ,(3(a,b) f- ["Iy(y E a +-> y::::: rr) 1\ 

"Iy(y E b ..... y ~ w V y ~ rr) 1\ 

"Iy(y E f.(n) ..... 3z(z E b 1\ Y E Z»] 
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De lo cual, usando sólo un sentido de la implicación en las sub fórmulas de 
la fórmula del paso anterior, el axiama 4, la jórnlula 4 del apéndice B-J y 
M.P., podemos deducir que 

12. E',{3(a,b) f- y E a -+ y~ 'ñ 

19. E' ,{3(a,b) f- Vy(y E b i.. y ~ w Vy ~ 'ñ) 

14. E',{3(a,b) f- y E f~(ñ) -+ 3z(z E b 1\ Y E z) 

Ahora consideremos la siguiente deducción 

Admitamos como Hipótesis 

i. rEbl\yEr 
P(>r .. / '1ri'Jffl,a 4 paro la !6.-m'l l'1 del pc.,~(I (1.~) , r"" ,,1 mi,~"7'!" 

término r empleado en el paso anterior, obtenemos. 

ii. r E b -+ r ~ 'ñ V r ~ a 
Por la tautología (a. 1\ (3 ..:.. 0.) aplicadá en el paso (i) , tenemos 
que 

iií. y E r 

El axioma 7, implica que 

iv. r ~ ñ -+ (y E r ~ y E ñ) 
De la misma manera, por el axioma 7, tenemos que 

v. r ~ a ~ (y E r ~ y E a) 
Por una instancia de tautología y usando los pasos (iv) 
Y (v), obtenemos 

vi. r ~ 'ñ V r ~ a -+ ({y E r -+ y E Ti) V (y E r -+ y E a)) 
Usando la fórmula 28 del apéndice B-J, tenemos que 

vií., ((y E r -+ y E 'ñ) V (y E r -+ y E a) ) -+ 

. (y E r -+ (y E 'ñ V Y E a)) 
Así que, por transitividad de la implicación para los pasos (vi) Y 
(vii), obtenemos 

viii. r ~ 'ñ V r ~ a ~ (y E r ~ (y E Tí V Y E a)) 
Nuvevamente, por la transitividad de la implicación en (ii) y 
(viii), 

ix, rE b ~ (y E r -+ (y E Ti Vy E a)) 
Por la fóm¡ula 2 del apéndice B-J a partir del paso anterior, 
obtenemos 

x. r E b 1\ Y E r ~ (y E r ~ (y E 'ñ V Y Ea)) 
El axioma lógico 2, la fórmula.4 del apéndice B-J y M. P. implican 
que 

xi, r E b 1\ Y E r -+ (y E ñ V Y E a) 
Por otro lado, por la hipótesis de inducción de nuestra deducción 
principal, tenemos que 
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xii. Y E ñ -+ (fa(Y) E ñV !a(Y) ~ñ) 
Del paso (12) de nuestra deducción principal, del paso (xii) de 
esta deducción y por la fórmula 16 del apéndice B-I, tenemos que 

xiii. y E ñVy E a -+ (fa(Y) E ñV !a(Y) ~ñVy ~ñ) 
Además, por el axioma 7, usando una tautología y M.P., obten­
emos 

xiv. y ~ ñ -+ fa(Y) ~ fa(ñ) 
De acuerdo a la proposición 2.3.11, 

xv. y E ñ -+ Y E fa(ñ) 
Aplicando Gen y el axioma 4- con el término !a(Y), el cual será li­
bre para y, obtenemos 

xvi. fa(Y) E ñ -+ fa(Y) E fa(ñ) 
Porla proposición 2.3.7, tenemos que ñ E fa (ñ), así que, a partir 
del axioma 7 y del paso anterior, obtenemos 

xvii. fa(Y) ~ ñ -+ fa(Y) E fa(ñ) 
Los pasos (xiv), (xvi), (xvii), Y la fórmula 16 del apéndice B-I, 
implican que 

xviii. (f.(y) E ñV f.(y) ~ ñV y ~ ñ) ---+ 

(fa(Y) ~ fa(ñ) V fa (y) E f.(ñ») 
. Por la tmnsitividad de la implicación en los pasos (xiii) y (xviii), 
obtenemos 

xix. y E ñ V Y E a -+ (fa(Y) ~ fa(ñ) V fa(Y) E fa(ñ») 
Nuevamente, por la tmnsitividad de la implicación para los pasos 
(xi) y (xix), tenemos que 

xx. rE b 1\ Y E "r ---+ (f.(y) ~ fa(ñ) V fa (y) E !.(ñ») 
Aplicando M.P. a los pasos (i) y (xx), obtenemos 

xxi. fa(y) ~ f.(ñ) V f.(y) E f.(ñ) 

De esta última deducción, tenemos que 

15. E',{3(a,b),r E bl\y E r f- f.(Y) ~ f.(n) V f.(Y) E fa(ñ) 

Entonces, por la regla e, podemos afirmar que 

16. E', {3(a, b) , 3z(z E b 1\ Y E z) f- fa(Y) ~ f.(ñ) V f.(y) E f.(ñ) 

Por el metateorema de la deducción, tenemos que 

17. E',{3(a,b) f- 3z(z E b 1\ Y E z) ---+ (f.(y) ~ f.(ñ) V f.(y) E f.(ñ») 

Por la transitividad de la implicación en los pasos (14) y (17), tenemos 
que 

18. E',{3(a,b) f- y E fa(ñ) ---+ (fa(Y) ~ f.(ñ) V f.(Y) E fa(ñ») 

Recordemos que, ¡.(ñ) y n + 1 denotan al mismo término, así que, ree­
scribiendo el paso anterior, tenemos que 



19. E' ,{3(a,b) f- y E n + 1 -+ (J8(Y) ~ n + 1 V !8(Y) E n + 1) 

Entonces, aplicando la regla C dos veces, obtenemos 

20. E' 3w3v(f3(w, v» f- y E n + 1 -+ (J8(Y) ~ n + 1 V !8(Y) E n + 1) 
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De acuerdo con el metateorema de la deducción, lo anterior implica que 

21. E' f- 3w3v({3(w,v»-+ 
(y E n + 1 -+ (Ja(Y) ~ n + 1 V !s(Y) E n + 1)) 

De acuerdo a la definici6n de fJ(w, v), y aplicando M.P. a los pasos (JO) 
y (21), tenemos que 

22. E' f- y E n + 1 -+ (Ja(Y) ~ n + 1 V !.(y) E n + 1) 

Aplicando generalización, obtenemos 

23. E' f- Vy(y E n + 1 -+ (J.(y) ~ n + 1 V !s(Y) E n + 1)) 

Con lo que queda terminada la demostmción. 

Proposición 4.1.2 Para todo número natural n, se tiene que 

Demostración 4.1.2.1 (Por casos) 

CASO 1: n = O así Ti" = U 
Por una tautología, tenemos que 

1. E' f- O ~ O 
Así, obtenemos 

2. E' f- O ~ O V (O E O 1\ 3y(y E 01\ !.(y) ~ O) 1\ 

Vy(y E O -+ U.(y) E O V !8(Y) ~ O»)) 

Es decir, 

CASO 11: n+ 1 con n un número natural 
Se tiene que 

n+l~OV 

(O E n + 1 1\ 

3y(yEn+ll\!.(y)~n+l) 1\ 

Vy(y E n + 1 -+ (f.(y) E n + 1 V ! . (y) ~ n + 1))) 

De acuerdo a la proposición 2.3. 7, para todo número natural n , tenemos que 
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1. E/f-x~O-+xtf.(n) 

Por Gen y el axionh 4 con el término 0, el cual será libre para x, tenemos 
que 

2. E' f- O ~ O -+ O E f. (Tí) 

Con lo cual obtenemos 

3. E' f- O E f . (Ti) 

De la misma forma, por la pf'O)l)sición 2.3. 7, tenemos que 

4. E' f- x ~ Ti -+ x E f.(Ti) 

Así que 

5. El f- Ti E f.(Ti) 

Como tenemos que f.("ñ) = n + 1, lo qu.. se enuncia en el paso anterior 
es lo mismo que 

6. El f- nEn+1 

Es decir, 

7. E' f- f.(Ti) ~ n + 1 

Por lo que de los pasos (6) y (7), obtenemos 

8. El f- Ti E n + 1 /\ f.('ñ) ~ n + 1 

Entonces, por la regla existencial, tenemos que 

9. E' f- 3y (y E n + 1 /\ f.(y) ~ n + 1) 

De acuerno a lo que demostramos en la proposición 4.0.1, tenerll.OS que 

10. El f- 'v'y(y E n + 1 -+ ( f.(y) E n + 1 V f.(y) ~ n + 1)) 

Los pasos (9), (9) Y (10) implican que 

11. El f- O E n + 1 /\ 
3y(y E n + 1 /\ !.(y) ~ n + 1) /\ 
'v'y(y E n + 1 -+( !.(y) E n + 1 V !.(y) ~ n + 1)) 

Esto es 

12. El f- lPN(n + 1) 

Con lo que queda demostrado este caso y por lo tanto la proposición. 

Una propiedad importante que cumple la relación "<" en los números 
naturales es que satisface la tricotollÚa. Veremos sintácticamente a continuación 
que los individuos que cumplen t.pN(X) son E - comparables con los números 
naturales. 



Proposición 4.1.3 Para todo número natural n, se tiene que 

E' f- VJN(X) --+ (ñ E x V n ~ x V x En). 

Demostración 4.1.3.1 (Inducción sobre n) 

Base de Inducci6n 

-n=O 

Por instancia de tautología, tenemos que 

1. E' f- x ~ () --+ x ~ O 

Así que 

2. E' f- x ~ () --+ x ~ O V x E O 

Por otro lado, uaando la tautología (o. 1\ (3 --+ 0.), tenemos que 

3. E' f- O E x 
1\3y(y E x 1\ f.(y) ~ x) 1\ . 
Vy(y E x --+ U.(y) E x V f.(y) ~ x)) --+ 

OEx 
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De los pasos (2) y (3) Y uaando la fórmula 16 del apéndice 8-1, obtenemos 

4· E' f- x ~ O V (O E x 1\ 
3y(y E x 1\ f.(y) ~ x) 1\ 
Vy(y E x --+ U.(y) E x V f.(y) ~ x)] --+ 

[O E x V x ~ (}V V x E O] 
Con lo que queda demostrado el caso cuando n = O. 

Hip6teMs de Inducci6n: Supongamos que para n número natural se 
tiene: 

E' f- VJN(X) --+ n E x V n ~ x V x E n 

P.D. 

E' f- VJN(X) ....... n + 1 E x V n + 1 ~ x V x E n + 1 

La idea es: Veamos que 

- x ~ n --+ x E f.(n) 
- x E n -+ x E f.(n) 
- ñ E x -+ f.(ñ) E x V f.(ñ) ~ x 

Por la proposición 2.3.7, tenemos que 
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5. E' f- x ::::: 1í -+ x E f. (ñ) 

La proposición 2.3.11 implica que 

6. E' f- x E ñ -+ x E f. (ñ) 

Por otro lado, de acuerdo a la definiCión de I.f!N(X) , dado que 
(o V ({3 1\ 'Y 1\ 6) -+ (o V {3) 1\ (o V 'Y) 1\ (o V 6»), y por la fórmula 4 del 
apéndice B-J, tenemos que 

7. E' f- I.f!N(X) -+ x::::: O V Vy(y E x -+ U.(y) E x V f.(y) ::::: x») 

Además, por el axioma con el que extendimos a LZF paro agregar 
la constante 0", tenemos que 

8. E' f- x::::: O -+ \/z-,(z E x) 

Por contropositiva, lo anterior implica que 

9. E' f- 3%(% E x) -+ -'(x ::::: O) 

Ahoro consideremos la siguiente deducción, en la cual las dos primeros 
fórmulas son hipótesis: 

i. ñ E x 

u. x::::: O V Vy(y E x -+ (f.(y) E x V f.(y) ::::: x)) 
Por la fórmula 7.2 del apéndice B-JI, la fórmula del paso anterior 
y M. P. , tenemos que 

iii. Vy({x::::: O ) V (y E x -+ (f.(y) E x V f.(y)::::: z))) 
El axioma.. con el término ñ implica que 

iv. (x::::: O) V In E x -+ (f.(ñ) E x V f.(ñ) ::::: x)) 
Por otro lado, del paso (i), tenemos que 

v. 3%(% E z) 
Entonces, de acuerM al paso (9) de nuestro. deduceión prinCipal, 

vi. -,x::::: O 
Por una tautología, del paso (iv) , obtenemos 

vii. -,x::::: O -+ In E x -+ U.(fi) E x V f.(fi) ::::: x») 
Aplicando M.P. a los pasos (vi) y (vii), obtenemos 

viii. ñ E x -+ (J.(ñ) E x V f.(ñ) ::::: x) 
Nuevamente aplicando M.P. a los pasos (i) y (viii), 

iz. !.(n) E x V !. (ñ) ::::: x 

Denotemos por o y {3 a la.~ fórmulas que aparecen en los incisos (i) , 
(ii) , entonces en la deducción anterior obtuvimos que 

10. E' ,o,{3 f- f.(ñ) E x V f.(ñ)::::: x 

Así que, por el metateorema de la deducción aplicado dos vt'-ces, tenemos 
que 



11. E'~ñEx-+ [(x~OVVY(YEx-+(f.(Y)Exv/.(Y)~x))) -+ . 

(/.(n) E x v I.(n) ~ X)] 
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De los pasos (5), (6) Y (11) Y de la fórmula 16 del apéndice B-I, tenemos 
que 

12. E' ~ x r n V x ~ n V ñ E x -+ 

[ \ x E I.(ñ») V 

((x ~ O V Vy( y E x -. (f.(y) E x V I.(y) ~ x))) -+ 

(I.(n) E x V I.(n) ~ x))] 
Denotemos por 

- Ó xEnVx~nVnEx 

-"/ (x E I.(n») V 

((x ~ O V Vy(y E x -+ (f.(y) E x V Is(Y) ~ x)))-+ 

(I.(n) E x V I.(n) ~ x)) 

De modo que la fórmula del paso (12) es de la forma Ó -+ ,,/, de lo cual 
podemos obtener 

19. E' ~ «JN(X) -+ (6 -+,,/) 

El axioma 2 y M.P. implican que 

14· E' ~ (<(JN(X) -+ 6) -> (<(JN(X) -+ ,,/) 

Por hipótesis de inducción, tenemos que 

15. E' ~ «JN(X) -+ Ó 

Aplicando M.P. a los pasos (15) y (14), obtenemos 

16. E' ~ «JN(X) -+ "/ 

Esto es, 

17. E' ~ «JN(X) -+ [x E I.(n)] V 

[(X~OVVY(YEX-+ (fs(Y)EXVfs(Y)~x)))-+ 
(/.(n) E x V I.(n) ~ X)] 

Denotemos ahora con 

(x ~ O V Vy(y E x -+ (f.(y) E x V l. (y) ~ x»)) 

(Js(ñ) E x V I.(ft) ~ x) 

Así que, en términos de t/ll y de t/J2, el paso (17) es de la forma 
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18. E' 1- V'N(X) -+ [x E f8(ñ) V Nl -+ tP2)! 

Por tautología del paso anterior, tenem~s que 

19. E' 1- V'N(X) -+ [x E f.(ñ) V -,tP1 V tP2J 

Permutando las f6rmulas del lado derecho se tiene que 

20. E' 1- V'N(X) -+ [-,tPl Vx E f8(ñ)VVtP2J 

Por tautología obtenemos 

21. E' 1- V'N(X) -+ #1 -+( x E f.(ñ) '/ tfJ2)J 

Sustituyendo a tPl y a tP2 por s~ definición, tenemos que 

22. E' 1- V'N(X) -+ [(x ~ U V Vy(y E :f -+ (/.(y) E x V f.(y) ~ x»)) -+ 
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(x E f.(n) V f.(n) E x V f8(n) ~ x)] 
Como 

23. E' 1- V'N(X) -+ (x ~ O V Vy(y E x -+ (/.(y) E :r: V f.(y) ~ x»)) 
Aplicando el axioma 2 en el paso (22) y por M.P., tenemos que 

24· E' 1- V'N(X) -+ (x E f.('ñ) V !.(ñ) ~ x V f.(ñ) E x) 
De acuerdo a lo que dijimos al principio de este capítulo, ya tenemos que 

25. E' 1- V'N(X) -+ (x E n + 1 V x ~ n + 1 V n + 1 E x) 
Con lo que queda roncluido. la demostraci6n paro esta proposición. 

En el Capítulo 3 hemos definido las relaciones PR y PRN de la siguiente 
forma: 

- (n,m,k) E PR 

- (n,n,k) EPRN 

n es el número de GOdel de una prueba en 
E' de la fórmula que resulta al sustituir 
en la fórmula con número de GOdel m la 
variable Vk por el numeral de m . 

n es el número de Gadel de una prueba . 
en E' de la negación de la fórmula que 
resulta de sustituir en la fórmula con número 
de GOdel m la variable Vk por el numeral 
dem. 

Consideremos la siguiente fórmula 

"Y(:r:l) ~ V:r:o [V'N(:r:O) -+ ( OPR(Xo, Xl , 1) -+ 

3y «y E Xo Vy ~ Xo ) 1\ OPRN(y,:r:¡, 1))] 

Sea r el número de GOdel de "Y (:r: 1 ). Para el enunciado "Y(J<) de Rosser 
tenemos el siguiente teorema. 
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Teorema 4.1.1 (GÓDEL-ROSSER (1936» 

(a) Si E' es Consistente, entonces E' Y ,),(r) 

(b) Si E' es Consistente, entonces E' Y -ry (r) 

Demostraci6n 4.1.3.2 (Inci8o (a) , por reducción a lo absurdo) 

Supongamos que E' es consistente y que 

1. E' f- ')' (r) 

Sea no el número de Godel de . una prueba en E' de ')'(1'), así que, 
(no, r, 1) E PR implica que 

2. E' f- apR(nO, 1', 1) 

De (1) y por la definición de ')', tenemos que 

3. E' f- 'tIxo (<PN(XO) -+ 

(aPR(xO, r, 1) -+ 

3y((y E Xo V y ~ Xo ) /\ apRN(Y, r, 1»))] 
A plicando el axioma 4 con el término no, obtenemos 

4. E' f- IPN(no) --+ 

( aPR(no, r, 1) -+ ~((y E no V y ~ no) /\ apRN(Y, r, 1»)) 
Por la proposición 4.0.2 tenemos que para todo número natural n se 
tiene <PN (n) , entonces en particular para no 

5. E' f- IPN(no) 

Como E' es consistente, 

6. E' Y -ry(1') 

De lo cual, tenemos que para todo número natural p, 

Así que, para todo p E N 

7. E' f- -.o:PRNW, r, 1) 
En particular 

(p,r,l) f/. PRN 

8. E' f- -.oPRN(O, 1', 1) /\ ... /\ -.oPRN(nO, r, 1) 

Entonces, por la proposición 2.3.10 del capítulo 2 y M. P., tenemos que 

9. E' f- 'tIy({y E no V y ~ no) --+ -,apRN(Y, r, 1)) 
Esto es 

10. E' f- -'~({y E no Vy ~ no) /\ apRN(y, r, 1») 
Entonces, por los pasos (2), (5) Y (JO), tenemos que 
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11. E' 1- 'PN(ño) 1\ O:PR(ño, r, 1) 1\ 

-,?Jy((y E ño V Y ~ no) 1\ O:PRN(Y, 1', 1») 
Esto es, 

12. E' 1- -,( 'PN(ño) -4 

(O:PR(ño,f, I) -+ 3y((y E no V y ~ no) 1\ O:PRN(y, f, 1)))) 

Por la regla existencial, tenemos que 

13. E' 1- 3:1:0-'( 'PN(:l:O) -+ 

(O:PR(ZO, f, 1) -4 3y((y E :1:0 Vy ~:l:o ) 1\ O:PRN(Y, 1', 1)))) 

Lo Ctlal equivale a 

1.4- E' 1- -',(1') 
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Con lo que concluimos que, o bien no es cierto que E' sea consistente, o 
no es cier.to que El 1- ,(1'). Como queremos admitir la consistencia de E', 
concluimos que: 

E' }l ,(1') 

(Inciso (b), reducción a lo absurdo) 
Supongamos que F1 es consistente y que 

1. E' 1- -,,(1') 

Sea p el número de Godel de una prueba en E' de -,,(1') , así que, 
como (p,r,l) E PRN, 

2. E' 1- O:PRN(P, f, 1) 

Afirmamos que 

ya que, si sv.ponemos como hipótesis que 

i. 15 E Zo V ji ~ Zo 
Entonces, por (2) tenemos que 

ii. O:PRN(P, r, 1) 
(i) Y (ii) implican que 

iii. (fi E :1:0 V 15 ~ Zo ) 1\ O:PRN(P, T, 1) 
Por la regla existencial, obtenemos 

iv. 3Y( (y E Zo V y ~ zo) 1\ O:PRN(Y, r, 1)) 

Esto es 



3. E', (p E Zo V P ~ zo> 1- 3y( (y E Xo V Y ~ xo) 1\ OPRN(Y, T, 1)) 
Por medio del metateo1ema de la deducción, obtenemos 

4· E' 1- (p E Xo V P ~ zo) ...... 3y( (y E Zo V Y ~ xo) 1\ OPRN (y, r, 1)) 

Por otro lado, como E' es consistente, 

5. E' }L 1'(r) 
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Tenemos que para todo número natural n, (n, r, 1) ~ PRo Entonces para 
todo número natural n 

6. E' 1- """lQPR(n, T, 1) 

En particular 

7. E' 1- """lQPR(O, r , 1) 1\ . . . 1\ "'OPR(P, r, T) 

Así que, por la proposición 2.3.10 y M. P., tenemos que 

8. E' 1- 'Vxo ((zo E P V Zo ~ p) ...... "'OPR(XO, r, 1)) 

Por el axioma 4, tenemos 

9. E' 1- (xo EpVxo ~p) ...... "'OPR(Xo,T,T) 

Ahora consideremos la siguiente deducción (para obtener 1'(r») 

Hipótesis 

i. CPN(XO) 
Por m, 

ii. (p E Xo Vp ~ xo) ...... 3y( (y E Xo Vy ~ zo) 1\ OPRN(Y, T, 1)) 
Por (9), 

iii. Zo E pV P ~ Xo ...... "'OPR(XO, r, T) 
Por la fórmula 16 del apéndice 8-1 y de (ii) Y (iii), obtenemos 

'v. (p E Zo V P ~ xo) V (xo E P V p ~ xo) ...... 

( --xkPR(ZO, r , 1) V 3y( (y E Zo V Y ~ xo) 1\ OPRN(Y, r, 1)) ) 
Sustituyendo las fórmulas de la implicación principal por fórmu­
las lógicamente equivalentes, tenemos que 

V. (PE Zo Vp~ xo) V (xo EpVp~ zo) ...... 

(OPR(zo,r, T) ...... 3y ( (y E Xo Vy ~ xo) 1\ OPRN(y,r,I))) 

De manera que si denotamos por 

-o 

-(3 

(PExoVp~xo) V (xo E15Vp~xo) 
(p E Xo V P ~ Xo V Xo E 15) 

(O:PR(XO, r, 1) ~ 
3y(y E Xo V Y ~ xo) 1\ OPRN(y, r, T») 
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Tenemos que 

10. E', <f'N(XO) 1- (a -+ (3) 

Ent0nce.5, por el metateorema de la deducción, obtenemos 

11. E' 1- <f'N(XO) -+ (a -+ (3) 

El axioma 2 y M. P. implican que 

12. E' 1- (<f'N(XO) -+ a) -+ (<f'N(XO) -+ (3) 

Esto es 

13. E' 1- (<f'N(XO) -+ (PExoVP::::::XovxoEP))-+ 

(<f'N(XO) -+ (aPR(xoi r, I) -+ 
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3y({Y E Xo V y:::::: Xo ) /\ apRN(Y, T, I») 
Aplicando M.P., usando lo ya demostmdo en la proposición 4.0.3 y este 
último paso, obtenemos 

14· E' 1- <f'N(XO) -+ (aPR(xo, r, 1) -+ 

3y({y E Xo V y:::::: xo) /\ apRN(Y, r, I))) 
Aplicando Gen, tenemos que 

15. E' 1- 1'(r) 

Por lo que o no es cierto que E' sea consistente o no es cierto 
que E' 1- -ry(;:;) , con lo que concluimos que: 

E' }l -ry(1') 

Así queda demostmdo el teorema de Godel-Rosser pam T. C. 

Observamos que, de cierta forma, con el inciso (a) de la demostración de 
este teorema, tenemos la verdad del enunciado 1'(;;), ya que éste enuncia que, 
"si existe una prueba para él, entonces hay una prueba para su negación, y el 
número de ésa prueba es menor o igual al de la prueba de 1'(;;)" . Sin embargo, 
probamos que E' }l 1'(;:;) por lo que el antecedente de la condicional es falso y 
así 1'(;;) es verdadero en una interpretación. 

4.2 Conclusiones 

Hasta el momento sólo hemos demostrado que nuestro enunciado 1'(1') es inde­
cidible para la teoría que obtenemos de E',2 sin embargo, podemos concluir que, 

2Recurdese que E' denota al conjunto de axiomas formado por Extensionalidad, Vacío, 
Par, Unión y 106 dos axiomas con 106 que extendimos a la teoría de manera conservadora. 
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al igual que como se hace para la aritmética de Peano, a continuación veremos 
que toda extensión recursiva consistente de TE,3 es incompleta. 

Proposición 4.2.1 Sea E ~ L~, con LE' ~ Lp
4

, tal que 

i. E ~ O" para todo O" E TE' 

ii. E es recursivo. 

Si E es consistente entonces E tiene indecidibles, esto es, si E es consistente 
entonces E es incompleta. 

Demostración 4.2.1.1 Para E definimos en N2 la relación PRUdn, m), que 
difiere de la relaci6n P R U que definimos en el capítulo !J únicamente en el hecho 
de que debemos agregar una fórmula que indique que entre las deducciones se 
consideran también a aquéllas que usan los axiomas de E, es decir 

PRUr;(n,m) ~ FORM(m) 1\ (n)¡d(~:"'l ~m 1\ 

Vi¡<ld(n>!FORM((n)) 1\ (AL((n):..) V AE' ((n).) V 

AE«n).)V3jj<i3kk<i (MP((n)" (n)k, (n).)) 
'-J '-J '-J ..... 

V 3ji<i(GEN((n), , (n).)))J 
~ ~ 

donde AE ((n) .) si y sólo si n es el número de Godel de un axioma de E 

que no es de E' . E es un conjunto recursivo por lo que es una relaci6n ex­
presable en LE'. Así que a partir de la definici6n de esta nueva relaci6n, defin­
imos las relaciones P R' 11 P RN' de manera análoga a como se definieron en 
el capítulo 9 las relaciones PR y PRN, sólo que ahora usaremos a la relaci6n 
PRUdn,m) en lugar de PRU. Es claro que estas nuevas relaciones siguen 
siendo recursivas primitivas y que por lo tanto son expresables en el lenguaje de 
E' mediante fórmulas OPR' 11 OPRN', 11 que si consideramos al enunciado ,(1')', 
el cual está definido usando estas fórmulas, de manera completamente análoga 
obtendremos su indecidibilidad, por lo tanto E es incompleta bajo el supuesto de 
que es consistente. 

Además, recordemos que si T es una teoría en la que -'0" no se demuestra 
(O" es un enunciado escrito en el lenguaje de la teoría), entonces la teoría que se 
obtiene de Tu {O"} es consistente. De manera que, al igual que para el caso de 
la aritmética de Peano, tenemos el siguiente resultado. 

Proposición 4.2.2 Si suponemos que la teoría que se obtiene de E' es consis­
tente, entonces la teoría que se obtiene de E' U {,(1')} es incomplet¿> . 

3TE , denota a la cerradura deductiva. de E'. 
4 L E' ~ Lp denota al conjU11l;o de fórmulas del lenguaje Lp que no tiene variables libres, es 

decir, al conjunto de enunciad08. 
~Obeérveee que se tiene la oonsistencia de la teoría TE'U{-y(1')}. 
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Demostración 4.2.2.1 Definamos una relaci6n PRU' , que se obtiene a partir 
de la definida en el capítulo 3 por medio de agregar la condici6n de que en la 
deducci6n puede aparecer este nuevo axioma, esto es 

PRU'(n,m) ;=! FORM (m) 1\ (n)'d(~':'l ~ m 1\ 

Vii<ld(n){FORM((n):) 1\ (AL((n)~) V Ag ((n)i) 

V (n) i ~ g2(-y(r» 

V 3J;<i3kk<i (MP((n)i' (n) .. , (n)i)) 
. ........ ...., ...., 

V 3J;<i(GEN((n)i' (n),)))J 
~ 

y se procede de manera completamente análoga, con la única diferencia de 
que simplemente estamos considerando un axioma más, es decir que, pro­
cediendo de la misma manera, en la nueva teoría construiremos un enunciado 
"1' (r) el cual es indécidible6 paro dicha teona. 

Finalmente agregamos lo siguiente: 

(a) Siendo ZF lo más cercano a una buena fundamentación de las matemáticas, 
y aunque es bien conocido que ZF es una teoría incompleta, ha queda-
do demostrado que no importa cuanto extendamos (recursivamente) 
ZF, dichas extensiones siempre serán incompletas. En efecto, a par-
tir de la proposición 1 y suponiendo la consistencia de la Teoría de 
Conjuntos tenemos su incompletud en el sentido recursivo, esto es, 
siempre que demos un conjunto decidible de axiomas para la Teoría 
de Conjuntos, tendremos su incompletud, (repito, suponiendo su con­
sistencia), así, por ejemplo, ZFU{AC}, ZFu{HC}, ZFu{HGC} , 
etc., son teorías incompletas7 . 

(b) Rosser describió las condiciones que deben satisfacer las teorías para 
las cuales es posible demostrar su incompletud siguiendo el método 
que utilizó GOdel. Este trabajo es un ejemplo de que es posible pedir 
condiciones menos fuertes para establecer la incompletud, ya que en 
lugar de pedir la condición de que todos cumplan tricotomía con los 
naturales pedimos que la cumplan sólo aquéllos individuos que 
satisfacen la propiedad enunciada por la fórmula CPN. A continuación 
enuncio las hipótesis que establece Rosser en su generalización y las 
que pedimos en este trabajo. 

6Siguiendo exactamente los mismos argumentos. 
7Es decir que Teo(ZF) no es recursivamente axiomatizable, donde Teo(ZF} es el conjunto 

de enunciados verdaderos en una interpretaci6n de ZF . 
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Condiciones que pide Rosser: Sea K una tC<lría de primer orden 
con igualdad que tiene los mismos símbolos que AP y la cual satisface 
las siguientes condiciones: 

i. La relación ser axioma propio es recursiva. 

ii . ~K""O~I. 
iii. Cada función recursiva es representable en K. 
iv. ~K x::; ñ +-+ (x ~ OV x ~ Iv · ·· V x ~ ñ). 

v. Para cualquier número natural se tiene que ~ K X $ ñ V ñ ::; x. 

Condiciones que pedimos en este trabajo: 

i. La relación ser axioma propio es recursiva. 

ii. Cada función recursiva es representable en E'. 
iii. Para cada número natural n se tiene que ~ E' CPN(ñ) . 

iv. ~ E' Vy(y E n + 1 --+ (f.(y) E ñ V !.(y) ~ n + 1». 
v. Para cada número natural n se tiene que ~ E' cP N (x) --+ (ñ E x V ñ ~ x V x E ñ~ 
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Apéndice A 
/ 

Resultados de la lógica 
clásica para lenguajes de 
primer orden que son 
empleados en las 
demostraciones. 

121 

En la introducción hemos hablado acerca de los lenguajes y de las teorías for­
males. Los siguientes son algunos resultados acerca de las teorías formales para 
lenguajes de primer orden. 

DeftDición A.O.l (Ser término libre para una variable.) 

Sean <p una fórmvJ.a en un lenguaje formal de primer orden, t un término , 
y Xi una variable del lenguaje, se dice que t es libre para Xi en <p, si 
ninguna ocun-encía libre de Xi en <p se encuentra dentro del alcance de cualquier 
cuantificador ('<IXj), donde Xj es una variable en t. Esto significa que, si t es 
sustituido en todas las ocurrencias libres de Xi en <P(Xi) ninguna ocurrencia de 
una variable de t será una ocurrencia acotada en <p(t) . 

Definición A.O.2 (Una fórmula depende sobre otra) 

Sea <p una fórmula en un conjunto r de fórmulas bien formadas, 
y sea /'1 , ... ,/'n una deducción desde r. Decimos que /'i depende de <p en 
esta prueba, sí y sólo si 
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i. "'ti es <p y la justificación para "'ti es que ésta pertenece a r . 
ii. "'ti está justificada como una consecuencia directa por medio de 

M.P. o generalización de alguna de las precedentes fórmulas de 
la sucesron, en donde al menos una de estas fórmulas precedentes 
dependen de <p. 

Proposición A.O.3 (Teorema de la Deducción) 

Si se tiene una deducción de la fonna r, ¡p f- ¡ , entonces r 1- <p -> "'t . 

Definición A.O.g ··(Regla Existencial) 

Sea t 'un ténnino que es libre paro x en una fórmula <p( x, t), y sea <p( t, t) 
la fórmula que se obtiene a partir de <p(x, t) por medio de reemplazar todas las 
ocurrencias libres de x por t I

. Entonces, ¡p( t, t) 1- 3x¡p( x, t) . 

Definición A.O.4 (Regla e o Regla de Elección) 

Si se obtiene una deducción r, <p(d) 1- "'t, Y el símbolo constante d no aparece 
ni en <p ni en "'t ni en r, entonces 

r, 3x<p(x) 1- "'t 

Además hay una deducción de "'t a partir de r U {3x<p} en la cual d no aparecél. 

1 Es posible que 'f'(z, t) tenga o no ocurrencias de t. 
2Véase [Amor al. 
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A.l Definiciones concernientes a la demostración 
del Primer Teorema de Godel-Rosser. 

Definición A.l.1 (w-Consistencia para AP) 

Sea T 5; L~p. Tes w-Consistente si y sólo si para toda Q E L~p, si para 
toda n E N, 

Si TAP f- Q(n), entonces TAP y: 3w-.a(w). 

A.2 Algunos Resultados cuya demostración no 
se incluye en los capítulos 

Proposición A.2.1 Sea r.p una fórmula del lenguaje de una teoría T formal de 
primer orden con igualdad, y sea t un término de dicho lenguaje. Se afirma la 
siguiente particularización del axioma 7: 

x ~ t -+ (r.p(x,t) -+ cp(x, x»). 

Demostración A.2.l.1 Sea 

t/J(y, y) cp(x, y) 

EL axioma 7 implica que 

1. Tr- x~y -+ N(y,y) -+t/J(y,x») 

Por Gen sobre la varible "y" y por A4 obtenemos 

2. Tr-x~t-+ N(t,t)-+t/J(t,x») 

Usando la fórmula r.p en el-paso anterior se tiene que 

3. T f- x ~ t -+ (cp(x, t) -+ cp(x, x»). 

Proposición A.2.2 Para todo número natural n se tiene que: 

Si n '1 O, entonces E' r- -,n; ~ O. 

Demostración A.2.2.1 Sea n un número natural tal que n '1 O, entonces 
existe otro número natural m tal que el sucesor de m es n. De acuerdo a la 
proposición 2.3. "f3 tenemos que: 

1. E' r- x ~ O -+ x E f.(ffi) 

Como consecuencia de la definición proposición 2.3.2, (m)+ = n implica 
que 

3Véase el caprtulo 2. 



2. E' f- f3(m) :::::: Ti 

Por el axioma 7 y de (1) tenemos que 

3. E' f- f3(m) :::::: Ti ~ (x:::::: O ~ x E f3(m)) -+ (x:::::: O -+ x E Ti)) 

Aplicando modus ponens dos veces obtenemos 

4. E' f- x :::::: O -+ x E Ti 

Lo cual, por Gen, el axioma 4 y modus ponens, implica que 

5. E' f- O E ñ 

Aplicando la regla existencial, obtenemos 

6. E' f- 3x(x E ñ) 

Por otro lado, de acuerdo a 1.3.1 tenemos que 

7. E' f- ...,(x E O) 

A plicando la proposición A. 2.1 tenemos que 

8. E' f- y:::::: 0-+ (Vx(..,x E O) ~ Vx(..,x E y)) 

Generalizando y aplicando el axioma 4 obtenemos 

9. E' f- ñ::::::O -+ (Vx(-,x E O) -+ Vx(..,x E Ti)) 

De 7, el axioma 2 y modus ponens podemos deducir que 

10. E' f- ñ:::::: O ~ Vx( -.x E 71:)) 

Lo cual, por cotrapositiva, es equivalente a 

11. E' f- 3x(x E 71:) -+ ..,(Ti :::::: O) 
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Finalmente, aplicando modus ponen.~ a los pasos (6) Y (Jl), obtenemos 

12. E' f- ...,(ñ:::::: O) . 
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Apéndice B 

Lógicamente válidas 

B.l 

1. «o /\ {3) v b /\ c5» ~ (o v ,.) 

2. ({3 ~,.) ~ (0/\{3 ~,.) 

3. 3x(0 v ¡3) ~ (3xQ V 3x{3) 

4. (o /\ {3 /\,.) ~ (o /\,.) 

5. «o ~ {3) /\ ({3 ~ ,.» ~ (o ~ ,.) 

6. (o ~ (¡3/\,.» -+ «o ~ {3) /\ (o -+ ,.» 
7. «o -+ {3) /\ (¡3 -+ 1» ~ (o ~ ,.) 

8. «o /\ ¡3) v b /\ c5» ~ «o V,.) /\ ({3 v c5» 

9. «o ~ {3) /\ (o ~ 1» ~ (o ~ ({3 /\ 'Y» 

10. (o -+ ({3 /\ 1» ~ (o -+ {3) 

11. (o ~ {3) ~ (o ~ ({3 V,.» 
12. (o ~ {3) -+ (o /\ 'Y ~ {3 /\ 1) 

13. (o --+ (--ry --> -,(3» --+ (o ~ ({3 --+ ,.» 
14. -'(0 /\ ¡3) -+ -'(0 1\ {3 /\ 1) 

15. (o /\ {3) -+ (o /\ ({3 v 'Y» 

16. (o --+ c5 /\ {3 --> ,.) .--> «o v {3) ~ (c5 v 'Y» 
17. (o /\ {3) -+ (o V {3) 



18. «a -+ ({3 -+ ,,)) 1\ (-y --+ 6)) --+ (a --+ ({3 -+ 6)) 

19. (a --+ ({3 V ,,)) --+ «a -+ (3) V (a --+ ,,)) 

20. (a --+ ({3 1\ ,,)) -+ (o -+ ,,) 

21. «a V (3) --+ ,,) --+ ({3 --+,,) 

22. «a --+ (3) 1\ (8 -+ (3)) -+ «a V 8) -+ (3) 

23. «a 1\ (3) V (')' 1\ (3)) --+ «a V ,,) 1\ (3) 

24. (a 1\ ({3 -+,,)) -+ «a I\'P) -+ (a 1\ ')')) 

25. a -+ (a V (3) 

26. (a -+ ({3 -+ ,,)) +-+ «a 1\ (3) -+,,) 

27. «a --+ (3) 1\ h -+ 8)) -+ «a /\,,) -+ ({3/\ 6)) 

28. «a --+ (3) V (a --+ ,,)) -+ (a -+ ({3 V,,)) 

B.2 

Sean x, y Variables, y sean a, (3 Fórmulas: 

1. i. 'rIxa +-+ -dx...,a 
ii . 3xa +-+ ...,'rIX'Cl! 

iii. ...,'rIxa +-+ 3x...,a 
iv . ...,3xa +-+ 'rIx-,a 

v. 'riza -+ 3xa 

2. Sea a una p-fórmula en la cual la variable x no ocurre 

i. 'rIxa +-> a 

ii. 3xa +-> a 

3. Si a(z) es una p-fórmula en la cual las variables x y y no ocurren 

i. 'rIxa(z/x) .... 'rIya(z/y) 
ii. 3xa(z/x) .... 3ya(z/y) 
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4. Factorización - Distribución 

i. Vx[a & t1l ..... [Vxa & Vxt1l 
ii . 3x[a & t11 --+ [3xa & 3xt1] 

iii. (Vxa V Vxt1) --+ Vx(a V t1) 
iv . 3x(a V t1) --+ (3xa V 3xt1) 
v. Vx(a --+ t1) --+ (Vxa --+ Vxt1) 

vi. (3xa --+ :3xt1) -t 3x(a -t t1) 
vii. Vx(a +-+ (3) -t [Vxa +-+ Vxt1] 

viii. 3x(a ..... (3) --+ [3xa ..... 3xt1l 

5. Combinación V - :3 

i. 3x[a &.Bl ...... [Vxa & 3xt1l 
ii. Vx[a V t1l --+ [Vxa V 3xt11 

iii. Vx[a --> t11 --> [3xa --> 3xt1l 
iv . (3xa --> Vxt1) -t Vx(a --> t1) 
v. 3x[a --+ t1] ..... [Vxa --> 3xt1] 

vi. (Vxa --> Vxt1) -t 3x(a --> t1) 
vii. Vx[a ..... t1l --> [3xa ..... 3xt11 

viii. 3x[a -->.al ..... [Vxa --> 3xt1l 

6. Doble Cuantificación 

i . VxVxa +-+ Vxa 
ii. 3x:3xa ..... 3xa 

iii. VxVya ..... VyVxa 
iv. 3x3ya ..... 3y3xa 
v. 3x'v'ya --+ 'v'y3xa 

7. Si x no ocurre en a 

i. 'v'x[a V t1l ..... la V 3xt1l 
ii . Vx[a --> t11 +-+ [a -t Vxt1l 

iii. 'v'x[t1 -t al +-+ [3xt1 --> al 
iv. 3x[a & t1l ..... [a & 3xt1] 
v. 3x[a --> t1] +-+ [a -t 3xt1] 

vi. 3x[t1 --> al ..... [Vxt1 --> al 
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8. Paradoja de Roussell Generalizada 

i . .....,3z'v'y[a(y, z) +-+ .....,a(y, y)] 

9. Principio del bebedor 

i. 3z[,8(z) -+ 'v'z,8(z)] 

10. ldempotencia 

i. (a & a) ...... a 
ii. (a Va) ...... a 

11. Conmutatividad 

i. (a &,8) ...... (,8 & Ct) 
ii. (a v,8) ...... (,8 Va) 

iii. (a ...... ,8) ...... (,8 ..... a) 

12. Asociatividad 

i. (a & (,8 & 1)) ..... «a & ,8) & 1) 

ii. (a V (,8 V 1)) ..... «a V ,8) V 1) 
iii. (a ..... (,8 ...... 1)) ..... «a ..... ,8) ...... 1) 

13. Distributividad 

i. (a & (,8 v ,,» ...... «a & ,8) V (a & 1» 

ii. (a V (,8 & ~I» ...... «a V ,8) & (a V,,)) 

14. Doble Negación 

15. De Morgan 
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i . • (a & (3) ...... (oa V .(3) 
ií . • (a V (3) ...... (.a & .(3) 

16. Implicación Material 

i. (a - (3) ...... (.a V (3) 

17. Negación de la Implicación Material 

i . • (a - (3) ...... (a & . (3) 

18. Contrapositiva 

1. (a - (3) ...... (.{3 -+ oa) 
ii. (a ...... (3) ..... (.a ..... -,(3) 

19. Importación - Exportación 

i. (a -+ ({J -+ 'Y» ...... «a & (J) - 'Y) 

20. Reflexividad o Identidad 

J. (a - a) 
ll . (a ...... a) 

21. Transitividad 

i . «a -+ (3) & ({3 - 'Y)) -+ (a - 'Y) 
ii . «a ..... (J) & ({3 ..... 'Y)) -+ (a ...... 'Y) 

22. Equivalencia Material 

1. (a ..... (3) ..... «a -+ (3) & ({J -+ a)) 
ii. (a ...... (3) ...... «a & (3) V (.a & .(3)) 
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23. Negación de la Equivalencia Material 

i. "'(0: +-+ (3) +-+ ("'(0: -+ (3) V ..,({3 -+ 0:)) 
ii. "'(0: +-+ (3) +-+ «o: & ..,(3) V ('o: & (3)) 

24. Tercero Excluido 

i. o: V "'0: 

25. No Contradicción 

26. Absorción 

i. o: & ({3 V ..,(3) ..... o: 

ii. o: V ({3 & ..,(3) ..... o: 

27. Reducción a lo Absurdo 

i. (o: --+ (-y & ....,,)) +-+ --.o: 

ii. ((o: & ..,(3) -+ (-y & ,,,)) +-+ (o: -+ (3) 

28. Consecuentia Mirabilis 

i . (o: --+ --.0:) --+ --.o: 

29. Igualdad 

i. Vx[x ~ x] 

ii. VxVy[x ~ y --+ y ~ x] 

üi. VxVyVz[(x ~ y & y ~ z) --+ x ~ z] 

iv. VxVy[x ~ y --+ (o:(x, x) --+ o:(x, y))] 
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