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Objetivo.-

Este trabajo de tesis tiene como objetivo mostrar las propiedades y
caracteristicas de la transformada discreta Walsh, sus ventajas y deficiencias en
comparacion al andlisis de Fourier y aplicaciones de esta en el procesamiento y
acondicionamiento digital de sefiales.
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Introduccion.-

Las funciones Walsh constituyen un conjunto de funciones ortogonales y simétricas
en forma de pulsos rectangulares que tienen propiedades analogas a las funciones
seno y cosenoidales, por medio de estas funciones podemos efectuar la
representacién de cualquier sefial definida en el tiempo superponiendo miembros de
este conjunto de funciones ortogonales que son faciles de generar y definir y con
caracteristicas muy Utiles que pueden tener diferentes aplicaciones.

Estas funciones Walsh constituyen la base de transformada discreta Walsh (DWT) la
cual permite procesar un conjunto de coeficientes discretos para transportarios del
dominio real al domino Walsh, que es un dominio basado en la secuencia, parametro
analogo a la frecuencia.

En este dominio se pueden hacer diferentes procedimientos de anélisis de la sefial
procesada, es decir se puede estudiar y analizar diferentes caracteristicas de la
sefal de entrada muestreada, mismas que no podrian ser analizadas o detectadas si
se las estudiara en el dominio real, como por ejemplo tener un analisis de su
espectro y poder saber en que secuencias o en que parte de esta sefial se
encuentra contenida la mayor energia o contiene la informacién mas importante para
su estudio.

Ademas estando en este dominio de la secuencia se puede realizar el filtrado de
sefiales no deseadas como lo puede ser el ruido inherente a las transmisiones de las
sefiales y asl obtener la sefial original reconstruida y limpia.

Posteriormente que se ha trabajado en el dominio de la secuencia y se han
analizado diferentes caracteristicas de la sefial, que se ha filtrado el ruido no
deseado, e incluso se ha realizado la discriminacién de los coeficientes menos
importantes (compresion), se puede, de ser necesario hacer la operacion de
transformacioén inversa, es decir se pasar del dominio de la secuencia al dominio real
y se recupera la sefial original, o la sefial limpia de ruido o descomprimida.

Esto es en resumidas cuentas el fin que se persigue con describir y analizar una
transformada unitaria como lo es la transformada discreta Walsh, que puede ser una
alternativa en cuestion de procesamiento digital de sefiales, ya que la transformada
Walsh presenta propiedades similares a la transforma discreta de Fourier y tiene por
supuesto ventajas y desventajas que iremos analizando en diferentes temas a los
largo del capitulado.

Este trabajo de tesis pretende establecer las herramientas matematicas necesarias
para poder implementar diferentes sistemas de procesamiento digital de sefiales,
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basados en la transformada Walsh, que tengan como objetivo el analisis de
espectros de sefiales de ciertas caracteristicas, implementacion de algoritmos
rapidos de transformacion, analisis de transitorios, filirado de sefiales digitales,
compresion de sefiales, implementacion de sistemas de multiplexado, etc. que
podran ser desarrollados utilizando programas de computo numérico, circuitos
digitales y algoritmos en microcontroladores, en proyectos que busquen ofrecer
nuevas soluciones en la ingenieria de control y de comunicaciones.

El contenido de este trabajo de tesis se puede resumir de la siguiente manera: El
capitulo primero hace la definicion, exponiendo las propiedades y caracteristicas de
las funciones Walsh, y presenta meétodos para generarlas, ya que una parte
importante que se considerd en este frabajo era poder mostrar de donde provienen
los diferentes cédigos ortogonales, simétricos y ordenados, y con una secuencia
caracteristica.

El capitulo segundo presenta y define la Transformada Discreta Walsh y hace una
comparacion de sus propiedades con la Transformada Discreta de Fourier, ademas
define y explica el algoritmo para poder realizar la Transformada Rapida Walsh, que
permite obtener la transforma discreta utilizando menos operaciones y recursos y
proporcionando el mismo resultado.

El capitulo tercero presenta el andlisis espectral en el dominio de la secuencia
Walsh, evaluandolo y comparandolo con el anélisis de Fourier, ademas explica las
técnicas de filtrado de una sefial en el dominio de la secuencia

El capitulo cuarto muestra las aplicaciones de las funciones Walsh en las
comunicaciones digitales, especificamente en el multiplexado de sefiales, del cual se
presenta un modelo teérico de multiplexado, aprovechando la ortogonalidad de las
funciones Walsh, como complemento, se presenta el uso de los codigos ortogonales
en las transmisiones inalambricas de telefonia actual y como es que la modulacién
por division de cédigo, se basa en el uso de los mismos.

El quinto y ultimo capitulo presenta las aplicaciones del transformada Walsh en el
procesamiento y tratamiento digital de iméagenes, realizando primeramente un
descripcion de las caracteristicas de las imagenes digitales, los requisitos que deben
de cumplir las transformadas unitarias en este tipo de procesamiento, para
finalmente mostrar un modelo de compresién basado en la transformada Walsh, con
ejemplos ilustrativos de diferentes bloques de pixeles.

Las funciones Walsh y la Transformada Discreta Walsh, tiene muchas aplicaciones,
que estudiantes y profesores de Electronica y Telecomunicaciones los pueden
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implementar y analizar, ya sea como un elemento didactico para explicar el por que
con una transformada se busca cambiar de dominio, o por que se debe realizar la
compresién de una sefial a transmitir y por que debemos economizar el canal de
transmisién, entre otras, y por otro lado fomentar el disefio de sistemas de
compresion reales utilizando programas numeéricos, o sistemas que puedan procesar
sefiales y obtener sus espectros en zonas remotas utilizando pequefios
microcontroladores, mismos que basandose en los resultados espectrales podran
tomar un decision dentro de un proceso de control. Es un deseo personal que esta
tesis motive el estudio y puesta en marcha de estos sistemas y que constituya una
herramienta que facilite el desarrolio de estos.
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Capitulo 1
Generacion y propiedades de las Funciones Walsh

1.1 Las funciones Walsh.-

Las funciones Walsh conforman conjuntos ordenados de pulsos rectangulares que
toman Gnicamente dos valores en su amplitud +1 y -1, tienen la caracteristica de ser
ortogonales y simétricos respecto a su punto medio.

Asi como las funciones sinusoidales, requerimos de dos argumentos para definirlas
completamente:

El primero de ellos es un intervalo de tiempo t dentro del cual las funciones Walsh
estan definidas, este intervalo toma el nombre de “base de tiempo” este rango puede
ser -¥2T <t < ¥%T, o también 0T <t < 1T.

El otro argumento es un nimero de ordenamiento “n”, que esta relacionado a la
frecuencia sin embargo en estas funciones armoénicas rectangulares la frecuencia no

esta definida si no que la secuencia es usada como parametro analogo.
Las funciones Walsh se escriben:
WAL (n,t) (1.1)

La figura (1-1) muestra las primeras 32 funciones Walsh ordenadas en forma
ascendente dependiendo el nimero de cruces por cero dentro de la base de tiempo.

1.2 Propiedades de las funciones Walsh

1.2.1 Propiedad de ortogonalidad

Se dice que dos cédigos son ortogonales cuando estos no se traslapan entre si y
cuando tienen una cross correlaciéon cruzada igual a cero, dicho en términos
vectoriales cuando dos cédigos representados de forma de vector son ortogonales
cuando su producto interno (producto punto) es igual a cero. Como se muestra en el
siguiente ejemplo:

Cédigo 1=[1 1 -1 -1
Cédigo2=[1 -1 1 -1]
[1 1-1-1ef1 11 -11=[1 +(-1)+ 1 +(-1)]=0

1
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WAL(0,t) CAL(0,)
WAL(1,1) I SAL(1,t)
WAL(2,1) i e CcAL(1Y

WALB,Y) m SAL(2Y)
WALEY ——l_l_l_l— CALEY

WAL(S,t) I 1 [ 1 [ sALG3)
WAL(6,t) 1 I | I 1 f CAL(3,)
WAL(7,t) 1 f 1 I 1 I I SAL(4,1)

waL@ety | 1 | 1 || 1 I L CAL4Y
AT ey T oy T o N oy TR
WALA0S) ™ Led bed Leed | L L™ cALGSY
wany) LT L L L L L sAusy
waczy LT L L L LI L caey
warsy I L L L L L L sawy
waray T L L L LT LI LI L ca
warisy) LT L L L L L L L saey
wane L L L L L L LI L cAey
AT o N o T o T o T O o T o N o O LY
waresy) L LI L L L L LI cawey
warey L LI L WL L L L sauioy
waro J LML LI L UL LI L cAutoy
waety I L LU UL L L saumy
warzy) L UL L LWL LT caLiy
ZRC R i I i N O Ny O Ny g O By IREVVUEY)
waresy JLI WL LU LN LI cawizy
warzsy) J W WL LI LT sacisy
warzey WL LU LU cacesy
warery WL UL UL LT saviey
warzsy JLILUU UL LI L caveey
warey JLILUU UL sacisy
waeoy LML UL LT cacssy
WAL(31,4) 1J1J1.|1.I1.|1J'LI1.I1.I1.I'LI1.I'I.I1.I'I.I1.sAms,t,

Fig. (1-1). 32 primeras Funciones Walsh WAL (n,T).
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Solo un conjunto de funciones ortogonales puede utilizarse para sintetizar
completamente cualquier funcién en el tiempo a un grado requerido de precision, las
funciones Walsh tiene esta propiedad de ortogonalidad que generalmente se define
como:

K si n=m
[ KSn@).sm(yd =1 ° (1.2)
0si n&m

Un conjunto de funciones que puede ser integrado cumpliendo con la relacién (1.2)
sera normal y ortogonal, si el valor de K=1 se dice que el set o conjunto de funciones
esta normalizado y es llamado ortonormal, de no estarlo es llamado ortogonal.

Un conjunto de funciones estara completo si no existe en el una funcion que no sea
ortogonal con todas las demas funciones del conjunto, es decir al aplicar la relacion
(1.2) esta de como resultado = 0. Cuando esta integracién de dos funciones
ortogonales nos de como resultado un nimero entero serd el caso de estar
integrando dos funciones iguales.

La Transformada y serie de Fourier esta constituidas por un conjunto de funciones
sinusoidales ortogonales y podemos demostrar su ortogonalidad partiendo de dos
funciones:

Sn(t) = J2sen 27 nt
Sm(t) =2 sen 2 & mt
Aplicando la relacién (1.2) tenemos:

J‘2ser:27rnrsen2?rmrdt = 0 n#&m

I2sen2:rnr.sen2:rntdr= IZsenz 2antdt = 2

De igual manera el conjunto de funciones Walsh son ortogonales, tienen la
caracteristica de que en un intervalo de el nimero de amplitudes positivas (+1) es
igual al numero de amplitudes negativas (-'1 ), excepto la funcién WAL (0,t) en la cual
la funcién entera solo tiene el valor positivo.

Para comprobar la ortogonalidad de las funciones Walsh podemos aplicar una
expresion analoga a la ecuacion (1.2) sustituyendo la integral por una sumatoria de
productos es decir:

13
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S WAL (mt) WAL(n.0) (1.3)
b

1=0

Expresando los argumentos m, n y t en notacion binaria tenemos la ecuacion (1.4)
donde N = 2°:

1 ol 1 ‘
Z;’_} Z:ﬂ.,Z%_OWAL(m,,I,mrQ.,,mO sEyartyg- o)

X WAL(»,_I,n?_,..ﬁu;z z

- ibya-do)

(1.4)

Vamos a realizar el producto de dos funciones Walsh, conunaN=4=2% p=2,
utilizando la ecuacion (1.4):

1 1
Z ZWAL(ml,mn;fl,to)xWAL(nl,no;rl,roJ

ty=0 tp=0

Multiplicando dos funcion iguales entre si n =m, WAL(2,t) x WAL(2,t), y expresando
los argumentos en binario, es decir:

1 1
3 WAL(LOt,,8,) x WAL(LO; 2, t,)

=0 1p=0

Tomando los valores respectivos de la las funciones en funcion del tiempo,
ayudandonos de la figura (1-2):

m,n

o1

11

oo o1 10 11
t

Fig.(1-2) Funciones Walsh N= 3, Argumentos WAL(mt) en notacién binaria

14
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WAL(1,0 ; 0,0 )WAL(1,0; 0,0) + WAL(1,0;0,1) WAL(1,0;0,1) +
WAL(1,0; 1,0) WAL(1,0; 1,0) + WAL(1,0; 1,1) WAL(1,0; 1,1) =

(1)(1) + (<1)(-1) + (-1)(-1) + (1)(1) =4 =N

Multiplicando dos funcion Walsh diferentes entre si es decir n # m,, WAL(1,t) x
WAL(3,t), y expresando los argumentos en binario, es decir:

iiWAL(O,!;:,,:o) WAL(LL1,,t,)

=01y =0

Tomado los valores respectivos de la las funciones en funcién del tiempo,
ayudandonos de la figura (1-2):

WAL(0,1;0,0) WAL(1,1;0,0) + WAL(0,1;0,1) WAL(1,1;0,1) +
WAL(0,1; 1,0) WAL(1,1; 1,0) + WAL(0,1; 1,1) WAL(1,1;1,1) =
(-1)(-1) + (=1)(1) + (1)(-1) + (1)(1) = 0

Concluyendo de los ejemplos anteriores observamos que las funciones Walsh
cumplen la propiedad de ortogonalidad ya que tienen las siguientes caracteristicas
paran=myn#m:

N-1 N =
S WAL(m ) WAL(mty={ P& "=" (15)
e 0 para n#m

Por lo tanto las funciones Walsh forman un conjunto de funciones ortogonales que
pueden ser normalizadas al dividirlas por N para formar un sistema ortonormal.

1.2.2 Base de tiempo

Un conjunto de funciones completas y ortogonales pueden definirse en diferentes
intervalos estos pueden ser semi-infinitos (0,=0), infinitos (-0, +) o finitos (-T/2, +T/2)
o (0, T). Las funciones que componen la serie de Fourier pueden definirse en
cualquiera de estos intervalos, pero las funciones Walsh dnicamente pueden
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definirse en intervalos finitos. Esta limitacion le ofrece la ventaja de que una sefial
limitada en un intervalo de tiempo compuesta o conformada por un limitado nimero
de funciones ortogonales ocuparan una seccion finita del dominio al que se le
transforme. En cambio en las funciones circulares (sinusoidales como la serie de
Fourier) una sefial de tiempo finito da lugar a funcién de frecuencia infinita en el
domino a transformar.

1.2.3 Notacion de Harmuth

Esta es una notacion alternativa fue introducida por H.F. Harmuth y clasifica a las
funciones Walsh en términos de una simetria par o impar.

Para las funciones Walsh pares WAL (2k,t) se representan como CAL(kt).

Las funciones Walsh impares WAL (2k-1,t), son representadas como SAL (k.t).
Dondek=1, 2 3...., N2,

WAL (2k,t) = CAL(k,?)
WAL(2k-1,t) = SAL(k,1) (1.6)
K=12.N2

Esta notacion divide a las funciones Walsh en dos series adicionales que tienen
analogia con las series basadas en senos y cosenos como la serie de Fourier, Las
funciones Cosenoidales corresponderian a las funciones CAL y las Senoidales a las
SAL, y aunque existe una relaciéon simple entre una funcion cos(2nkt) y sen(2rkt), la
relacion entre CAL(k,t) y SAL(k,t) es mas complicada debido a la ausencia de un
teorema de corrimiento circular, que establece que la relacién entre una funcién
cosenoidal y senoidal son 90 grados.

La figura (1-1) en su parte derecha muestra las 16 primeras funciones CAL y SAL.

1.2.4 Propiedad de simetria

Dentro de un rango de tiempo -% < T <. %. las funciones pueden ser o directamente
simétricas (funciones CAL) o inversamente simétricas (funciones SAL), este ultimo
caso se explica partiendo la funcién por la mitad y tomando su lado izquierdo el cual
se encuentra reflejado en el lado derecho o viceversa.

Esto nos permite asegurar que:
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WAL(n,t) = WAL (t,n) (1.7)

Por lo que concluimos que las funciones Walsh son simétricas, la importancia en la
practica de esta simetria es que la transformada y su transformada inversa
representan la misma operacion matematica por lo que se simplifica la aplicacion de
esta.

1.2.5 Secuencia

El término de secuencia término analogo a frecuencia, nos describe una razén de
repeticion periddica que es independiente de la sefial, se define como la mitad del
numero promedio de cruces por cero (ZPS) dentro de la unidad de intervalo de
tiempo. De esto observamos que la frecuencia puede verse como una medida
especial de secuencia aplicable solamente a sefiales sinusoidales.

El numero de cruces por cero o ZPS en un intervalo abierto -%2< T <. %2 es:

ZPS = 2k por lo que k representa la secuencia en las funciones CAL y SAL.

En la tabla (I) se muestra la secuencia ZPS para las primeras 15 funciones Walsh,
ademas de la secuencia para sus correspondientes funciones CAL y SAL.

WAL—>ZPS CAL -» ZPS SAL - ZPS
WAL(0,T)= 0 CAL(0,T) > 0
WAL{1,T) > 05 SAL(0,T) = 0
WAL(2,T) - 1 CAL(1,T) - 1
WAL(3.T) - 1.5 SAL(1,T) > 1
WAL(4.T) > 2 CAL(2T) > 2
WAL(5,T) » 2.5 SAL(2,T)—» 2
WAL(6,T) - 3 CAL(3,T) »+3
WAL(7,T) - 3.5 SAL(3,T) =3
WAL(8,T) - 4 CAL(4T) > 4
WAL(9,T) - 4.5 SAL(4,T)—> 4
WAL(10,T) > 5 CAL(5T) » 5
WAL(11,T) > 5.5 - SAL(5T) > 5
WAL(12,T) - 6 CAL(B,T) - 6
WAL(13,T) - 6.5 SAL(6.T) > 6
WAL(14,T) - 7 CAL(7,T) > 7
WAL(15,T) 7.5 SAL(7.T) > 7

Tabla () Secuencia para las primeras 15 funciones Walsh.
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1.2.6 Propiedades para la multiplicacién de funciones Walsh
El producto entre dos funciones Walsh esta determinado por la siguiente expresion:

WAL(n,t) WAL(m,t) = WAL(n ® m, ) (1.8)

Donde & es una adicion binaria en médulo 2
De la cual se derivan las siguientes relaciones:

CAL(k,t)CAL(p,t) = CAL(k ® p,f)

SAL(k,t)CAL(p,t) = SAL(p ® (k—1) +1,1)

CAL(k,1)SAL(p,t) = SAL(k® (p—1) +1,1)

SAL(k,t)SAL(p,t) = CAL((k -1)® (p—1),1)
CAL(0,£) = WAL(0,1)

Las cuales corresponde a las siguientes relaciones para las funciones sinusoidales:

2cos(kt) cos(pt) = cos(k — p)t +cos(k + p)t
2sen(kt) cos(pt) = sen(k — p)t + sen(k + p)t
2cos(kt) sen( pt) = —sen(k — p)t + sen(k + p)t
2sen(kt) sen( pt) = cos(k — p)t —cos(k + p)t

1.3 Analogia entre las series de Fourier y las series Walsh.

Mediante la serie de Fourier podemos representar y descomponer una sefial o
funcion periddica, como una suma de series seno-cosenoidales cada una
multiplicada por un coeficiente, matematicamente queda definida por:

1) = ‘%‘* +3 (ay cos(ka, ) + bysen(ka, 1))

k=1

Donde:
a, 1
P RACK
2
a, = =~ _':rf{t)cos(kziro t)dt (1.9)

b, = ;% _[ f(O)sen(ka, t)dt
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Estos coeficientes a, y by representan las amplitudes pico de los componentes
espectrales de f{t).

Utilizando las series Walsh también podemos representar una sefial f(t), como una
sumatoria de funciones Walsh, matematicamente quedaria:

1) = a, WAL(0,t) + Ean WAL(n,1) (1.10)

Sabemos que el valor de WAL(0,t) es constante durante toda la base de tiempo, por
lo que podemos descomponer la sumatoria usando las funciones SAL y CAL que
nos daria una expresion matematica muy similar a la que definimos en las series de

Fourier:
1) = aWAL(0,1) + Nf f(a,M(s,:) +b,CAL(j,E)  (1.11)
=
Donde:
a, _ l
e f (WAL, 1) dt
b, = % [ r@ycariio e (1.12)

q, :% [ 754161y ar

Al ser WAL(0,t) = CAL(O,t) implica que en la expresidn hay un término CAL menos
que los términos SAL.

Los coeficientes obtenidos en (1.12) también estan referidos a una descomposicion
espectral de la funcién f(t) aunque estos ahora no tienen la forma sinusoidal.

La analogia entre las series de Fourier y Walsh es muy clara, ambas son
herramientas que nos permiten descomponer una funcion f(t) en una suma de
funciones ortogonales con diferente frecuencia o secuencia (arménicos) cada una de
ellas con coeficientes especificos con el cual podremos obtener su espectro en
frecuencia o secuencia.

Como observacion final diremos que la serie de Fourier es posible combinar los

elementos seno y coseno en una sola variable compleja: e**! que expresa la
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misma frecuencia, esto no es posible en las series Walsh debido a la ausencia de un
teorema de corrimiento circular como lo existe para las funciones sinusoidales.

1.4 Ordenamiento de las funciones.-

Lo que se busca al ordenar una funcién Walsh son basicamente dos cosas:

Primero que ese ordenamiento este en funcién del nimero de cruces por cero para
las funciones Walsh puedan relacionarse rapidamente con ofras funciones
ortogonales (funciones sinusoidales, Haar, etc.).

Segundo que su generacion sea rapida y sencilla ya sea analiticamente, por medio
de computadoras o hardware especializado.

En base a las dos caracteristicas expuestas existen tres ordenamientos muy
utilizados: Orden secuencial, orden natural (Paley) y ordenamiento Hadamard.

1.4.1 Orden secuencial.-

Este es el orden que originalmente J.L. Walsh introdujo a sus funciones conocido
como el orden Walsh, el orden Walsh — Kaczmarz o la forma ordenada WAL (n,t),
este orden se basa en el arreglo de sus componentes en forma ascendente
dependiendo del numero de cruces por cero y esta directamente relacionado con la
frecuencia, la ventaja de este ordenamiento es el que las funciones Walsh se
pueden dividir en funciones CAL o SAL, las cuales muestran una similitud con las
funciones ortogonales Seno y Coseno en el andlisis de Fourier y permite hacer
algunas comparaciones. Se usa en comunicaciones, procesamiento digital de
sefiales en andlisis espectral y filtrado.

1.4.2 Orden natural - Paley.-

Esta forma de ordenamiento es conocida también como ordenamiento binario,
ordenamiento Normal u ordenamiento Paley: PAL (n,t).

Este se obtiene a partir de las funciones Rademacher, este ordenamiento secuencial
las ventajas son analiticas y computacionales. Se usa basicamente en transmision
de imagenes y eficiencia computacional. La figura (1-3) Muestra las 32 primeras
funciones PAL(n,t), y a su derecha la correspondiente funcion WAL(n,t).
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PAL(0,t)
PAL(1,)
PAL(2,t)
PAL(3,t)
PAL(4,1)
PAL(5,1)
PAL(6,t)
PAL(7,t)
PAL(8,t)
PAL(3,t)
PAL(10,t)
PAL(11,1)
PAL{12,)
PAL(13,1)
PAL(14,8)
PAL(15,1)

PAL(16,t)
PAL(17.t)

PAL(18,1)
PAL(19,1)
PAL(20,t)
PAL(21,1)
PAL(22,1)
PAL(23,1)

PAL(24,1)
PAL(25.1)

PAL(26,1)
PAL(27,1)
PAL(28,1)
PAL(29,t)
PAL(30,1)
PAL(31,1)

WAL(0,1)

I WAL(1,1)
m_ WAL(3,1)
i e WAL(2,t)
1 I 1 I 1 e | WAL(7.t)

1 | | I 1 ! WAL(6,t)
e T L
3 ' ¥ 7 [ WAL(5)
g I O o T o I o T o T o IR

o T T o T T By B B
Wy B o T o, Ty I o VTR
I Ty T o T T o R o I VP

= 1 | 1 | 1 I L. WALEY
il | — L1 1 ™ waue

N LT NN T T Ty T T, e
LML UL FLRLTLILILRLTLE W
LML UL LML L, waess
LU LML LU LT waueso
UM LML ML LM UL L L waees
LML L UL UL T waess
LM MM LU UL L waer
LM UL L ML LU U waess
N O O e T o I oy T T o TS
o B Ty W T T O O
O O T T T T T o T oy TR
I I T I T o T Ty I O
TN MU UL waess
L T NI T B I T T I
R O T o I o T T o T T o TR
UL LU waees

Fig. (1-3). Funciones PAL(n,t), 32 primeras.
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1.4.3 Ordenamiento Hadamard.-

Este es un reordenamiento de las funciones PAL(n,t) que se simboliza WALy(n,t),
tiene grandes ventajas sobre los anteriores debido a su facil generacion utilizando el
producto matricial Kronercker, el significado de usar este reordenamiento de
Hadamard a las funciones PAL es obtener una Transformada Walsh — Hadamard
que pueda ser procesada de manera mas veloz que la DWT. (Discrete Walsh
Transform, Transformada Discreta Walsh)

El ordenamiento Hadamard de las funciones Walsh se muestran en la figura (1-4),
la secuencia sigue correspondiendo a la mitad del nimero de cruces por cero,
aunque el orden de la secuencia no esta de forma creciente.

WAL in.T) SECUENCIA

Fig. (1-4). Funciones WALx(n,1), 16 primeras.
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En la figura (1-5) podemos observar las diferencias entre estos tres ordenamientos,
se muestran las 32 primeras funciones Walsh, Paley y Hadamard representadas por
cuadros. Los cuadros de negro simbolizan un uno positivo y los cuadros blancos un
uno negativo. Todas las funciones empiezan con un cuadro negro lo que significa
que todas empiensan con fase positiva, es decir un uno positivo.

Observamos que el ordenamiento secuencial tiene la caracteristica de que cada fila
tiene un cambio mas que la anterior, el ordenamiento Paley o natural es muy
parecido pero reordenado en base al codigo Gray, y por ultimo el ordenamiento
Hadamard, tiene una estructura anidada.

Secuencial Paley Hadamard

Fig. (1-5). Ordenamiento Secuencial, Paley y Hadamard

1.4.4 Relaciones entre ordenamientos Secuencial , Paley y Hadamard.
La Relacién entre el ordenamiento PAL y Walsh esta definido por la expresion
siguiente :

PAL (g(n),t) = WAL(n,t) (1.13)

Donde: g(n) es una funcién basada en el cddigo Gray. En la tabla (ll) se muestra la

relacion que existe entre el nimero de las funciones WAL, el cédigo Gray y las
funciones PAL.
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WAL —+Gray —PAL WAL -+ Gray —PAL
0— 0000 -0 8> 1100 -+ 12
1 0001 =1 9 1101 —+ 13
2 0011 -3 10 - 1111 =15
3 0010 -2 1M1= 1110 - 14
4 — 0110 -6 12> 1010 -+ 10
5 0111 -7 13- 1011 -+ 11
6 — 0101 -5 14 = 1001 -9
7= 0100 -4 15— 1000 —+8

Tabla (Il) Relacién entre las funciones WAL, el cédigo Gray las funciones PAL.

Para saber que funcién PAL(g(n),t) corresponde a WAL(n,t):
- Debemos expresar a n en binarion = (n, , Ny ... Ny, Mo )2
- g(n) se obtendra gi(n) = m; & n.,, donde @ representa adicién en maédulo 2,
esta operacion corresponde a la conversién de binario a cédigo Gray.
Por ejemplo si tenemos:
WAL(S,t): 9 en binario corresponde an =(1001),. ns =1, n; =0, ny,=0, ng= 1.

gs=nz@ng=1 =1
@:=n@n;=1®0=1
gi=n@&n,=0@0=0
go=ne@n;=1&0=1

El nimero obtenido es g; = 1, g = 1, §1,=0, go = 1 que corresponderia al numero 9
en codigo Gray pero en binario (1101).= 13 por lo que:
PAL (13,t) = WAL (9,1)

De manera analoga para saber que funcién WAL(n,t) corresponde a PAL(g(n),t)
debemos realizar una conversion de cédigo Gray a binario.

Para la relacién entre el ordenamiento PAL y Hadamard tenemos que considerar

primeramente que la secuencia de ordenamiento de las funciones WALy (n,t) se
obtiene de una secuencia de ordenamiento de las funciones PAL a partir de:
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- Expresar el orden de las funciones PAL en nimeros binarios.
- Invertir el orden de los bits de estos nimeros
- Convirtiendo estos valores a nimeros decimales.

Es decir que para las 8 primeras funciones PAL: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 sus
correspondientes nimeros binarios serian: 000, 001, 010, 011, 100, 101, 110, 111.
Invirtiendo el orden de estos quedaria: 000, 100, 010, 110, 001, 101, 011, 111 que
corresponderian a las funciones WAL 4:0,4,2,6,1,5,3,7.

1.4.5 Ordenamiento del set de funciones Walsh respecto a la fase:

Tanto la figura 1-1 que muestras las funciones WAL como la figura 1-3 muestran a
las funciones PAL arregladas de manera que se enfatice su similitud con un conjunto
de series seno cosenoidales en las que las series se hallan desfasadas 90 grados
por lo cual no todas empiezan con la misma amplitud. Si las funciones WAL y PAL
se ordenan bajo este principio este se conocera como la "Fase de Harmuth” y
ocurrira cuando la base tiempo se defina en el intervalo /4T <t <. 14T,

Sin embargo si las series WAL y PAL son obtenidas a través de las matrices
Hadamard o por las funciones Rademacher, como lo veremos mas adelante, las
funciones tendran la misma fase ya que todas empezaran con el valor de +1, a esto
se le sefialara como una fase positiva, lo que involucra el cambio de signo a
algunas de las funciones que conforman las series, esto se debe basicamente a que

el intervalo de tiempo en el que se definen es 0T <t < 1T.

1.5 Obtencion de las funciones Walsh de forma analitica:
Consideraremos 4 métodos para la obtencién de las funciones Walsh:

1.5.1 Método de la ecuacion de diferencia (Obtencion de las series WAL)

Para este método consideraremos la base tiempo en 0T < t <.1T y definiremos la
amplitud de la funcion WAL (0,f) = 1 si Ia. ubicamos dentro de la base de tiempo y
WAL (0,t) = 0 si la ubicamos fuera del rango de t. A partir de esta primera funcion
Walsh podremos definir la funcién WAL (1,1), es decir que para definir una de ellas
necesitamos sus funciones que la preceden.

La ecuacién de diferencia esta definida como:
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WAL(2j +g,1) = (—l)lfﬂk{WALU‘Zr) + (1) WAL 2t - %D]

qg=0,1
j=012.. (1.14)

[i /2] Significa el entero inferior que se encuentre mas proximo a la division j / 2.
Paraj=1,

[i/21=0

A partir de (1.14) podemos definir N como un nimero entero de espacios discretos
que estaran contenidos dentro de la base de tiempo “t” a manera de simplificar su
obtencion. Redefiniendo la ecuacion ( 1.14 ), donde N=2"yn=0,1,2... (N-1):

WAL(2j +q,n) = (~1)l/2# x [WAL( 7.2n) + (=1) " WAL(j,2(n - —‘;-’))] (1.15)

Descomponiendo la ecuacién (1.15):
A =WAL (j,2n)
B=(-1)0*9,
C=WAL(, 2(n-N/2))
D= (_Uﬂﬂﬂq

WAL (2j+q,n) =D (A + BC) (1.16)
Los valores asignados para j y q son Unicos para cada funcion:

WAL (0n) » j=0,q=0
WAL (1,n) -»  j=0,q=1
WAL (2n) » j=1,9=0
WAL (3n) » j=1,q=1
WAL (4n) » j=2,q=0

Por ejemplo obtendremos la funcion WAL (1,n) utilizando las ecuaciones (1.16)
partiendo de WAL (0,n) = 1 los valores de jy q deberdanserj=0yq=1, para N2>

n que esta dentro de la base tiempo WAL (j,2n) = 1, para N/2< n que esta fuera de
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la base tiempo WAL (j,2n) = 0. Similarmente WAL (j, 2(n — N/2)) =0 paraN/2=ny
para WAL (j , 2(n — N/2)) = 1 cuando N/2< n. El signo de estas funciones estara
modificado por los factores (-1)12*9, y (-1)1* 9,

Partiendo de la funcion WAL (0,n) mostrada en la tabla (lll), las operaciones
realizadas para la obtenciéon de WAL (1,n) se simplificaran de la tabla (V)

n WAL(0,n)

N/2 -1
N /2

SNl s W |- o
o |k | wh |k | |t | |-

N-1

Tabla (Il) Funcion Walsh WAL (0,n)

Generacion de la funcién WAL (1,n)
n A B c D WAL(1,n)=D(A+BC)

0 1 -1 0 -1 -1

1 1 -1 0 1 -1

2 1 -1 0 1 =1

Nz2-1| 3 1 -1 0 -1 -1
N /2 4 0 -1 1 1 1
5 0 -1 1 1 1

6 0 -1 1 1 1

N-1 7 0 -1 1 1 1

Tabla (IV) generacién de la funcién Walsh WAL (1,n)

A partir de la funcion WAL (1,n) generaremos la funcién WAL (2,n) las operaciones
se simplifican en la tabla (V).
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Generacion de la funcién WAL (2,n)
n A B c D WAL(2,n)=D(A+BC)

0 -1 -1 0 1 -1

1 -1 -1 0 1 -1

2 1 -1 0 1 1

Ni2-1| 3 1 -1 0 1 1
N/2 4 0 -1 -1 1 1
5 0 -1 -1 1 1

6 0 -1 1 1 -1

N1 | 7 0 -1 1 1 -1

Tabla (V ) Generacién de la funcién Walsh WAL (2,n)

1.5.2 Método a partir de las funciones Rademacher (Obtencion de las series
PAL y WAL)

Las funciones Rademacher, son funciones ortogonales, conformadas por un
conjunto de pulsos rectangulares que tiene dos amplitudes +1 y -1, para definirse
R(n,t), necesitan de dos argumentos n y t ,el argumento t es el intervalo de tiempo 0
< t <.1. el argumento n define el nimero de periodos de ondas rectangulares que
contiene la funcién ya que este es iguala 2 ™',

Las funciones Rademacher mostradas en la figura (1-6) unicamente tienen simetria
impar por lo que se dice que son incompletas, a pesar de ello a partir de estas
funciones podemos generar las funciones Walsh tanto de orden natural como
secuencial.

Las funciones Walsh de orden natural a partir de las funciones Rademacher se
obtienen por una multiplicacién de estas Gltimas siguiendo la siguiente relacién:

m+]
PAL(n,t) = ,11 R(i, )" (1.17)

Donde n se debe expresar como un nimero binario:

n=b 2% 4b 2%V 4..5,2 +5,2° (1.18)

Por lo que b; solo puede tomar los valores de 1y 0.
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'O | mion
—— |

/] R
A | IS e

L | l[ | R(2,1)

I
-

[+] T

Fig. (1-6). Cinco primeras funciones Rademacher

Por ejemplo para encontrar la funcién PAL (13,t) debemos realizar lo siguiente.

Expresamos el n = 13 en binario: 1101, donde bs = 1 b, =1 b;=0 b, =1.
El valorde m = 3 y aplicamos la ecuacion (1.17 ).
Resultado: PAL (13,t) = R(4,1) R(3,f) R(1,t).

Por lo que la multiplicacién de las funciones Rademacher 4, 3, v 1 nos dara como
resultado la funcién PAL(13,t), tal y como se observa en la figura (1-7) :

L x UUUL x W - UL

R(3,1) R(4,1) PAL(13,1)

Fig. (1-7) Obtencién de la Funcion PAL(13,t) a partir de las funciones Rademacher

Notese que el rol de la funcién R(1,1) es el de invertir el signo a la mitad de la funcién

PAL(13,t).

Debido a que las funciones Rademacher las definimos en el intervalo de tiempo 0 <
t <.1 todas las funciones PAL generadas tendran una fase positiva, y necesitaremos
“p" funciones Rademacher para generar 2° funciones PAL.

Las expresiones anteriores usan la multiplicacién de funciones Rademacher que
tienen amplitudes los valores de +1 y -1 si adoptamos la convencién de los valores
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de 0 para -1 y 1 para +1, la multiplicaciéon de funciones Rademacher puede

expresarse como una sumatoria:

PAL(n,t) = Mzﬂb,._,R(f,r) (1.19)

i=1

Estas sumatorias de funciones Rademacher debe ser sumatorias binarias de Modulo
2 es decir una sumatoria binaria sin acarreo que obedece a las siguientes
propiedades:

0€0=0

o@1=1

1@0=1 (1.20)

1@1=0

Por ejemplo para generar la funcion PAL (13.t), bs =1 bz =1 by;=0 b, =1:
PAL (13,t) = boR(1,f) @ b;R(2,t) @ b,R(3,1) @ bsR(4,1)

Para obtener las funciones Walsh en orden natural a partir de este método debemos
de aplicar la relacion que existe entre ambas por medio del cédigo Gray como se vio
anteriormente, por ejemplo la funcién PAL (13,t) corresponderia a la funcién
WAL(9,t), por lo que de igual forma esta funcién se obtiene por la multiplicacién de
funciones Rademacher, o por la adicion en modulo 2, dependiendo el valor de las
amplitudes de estas, como se ve en la siguiente figura (1-8) la obtencién del funcién
Wal(9,t) a partir de la adicién en médulo 2 de las funciones Rademacher 4,3 y1:

T L e UUUL e M - ULUUL

R(1,1) R(3,1) R(4,1) WAL(9,1)

Fig. (1-8) Obtencién de la Funcién WAL(S,t) a partir de las funciones Rademacher

WAL (9,t) = 9 en codigo Gray corresponde a 1101 es decir b; = 1 b, =1 by=0 by =1.
Aplicando la relacién (1.19) obtenemos que:

WAL (9,8) = R(1,1) @ R(3,1) @ R(4,1)
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1.5.3 Método a partir de las matrices Hadamard.- Obtencién de las series
(WAL, y PAL)

Las matrices Hadamard son matrices cuadradas, cuyos coeficientes poseen
unicamente dos valores +1 y -1 y donde las columnas y las filas son ortogolales unas
con ofras, en estas matrices es posible intercambiar las filas por las columnas y su
propiedad de orgonalidad no se ve afectada, por lo que la matriz de Hadamard es
simétrica, su primera columna y su primera fila tiene Gnicamente valores positivos.
La matriz de menor orden es la de orden 2:

| -1 =1
A R ) e

Las matrices de orden mayores pueden obtenerse a partir de la relacién (1.22)
utilizando la matriz de orden dos (1.21) con la restriccion de que las de orden mayor
deben de ser multiplos de 2, (la variable N debe de ser muiltiplo de dos).

Hy = Hyp ®H, (1.22)

Donde @ significa producto directo o producto Kronecker, este producto se resuelve
reemplazando cada elemento en la matriz Hy,; por la matriz H,.

H H
H, =[H’”2 ;” ] (1.23)
Nz THNn

Para Hy = H@H, N=2:

[ (R |
-1 1 -1
1 -1 -1
=lv =1

— e

3
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Para Ha = H4®H2

-
(=

1
1

1. =1L+~ 1 1 =] =}
1

|
—

|
—_
—

1
-
—

1
—

|
-
—

|
—
-y

e e e e e e e —
— —
|
- —
|
— —
1 1
- —
1 1
— p—
1
—_ —
1
— —

PAL(D, 1)
PAL(4, 1)
PAL(Z, 1)
PAL(6. 1)
PAL(L, 1)
PAL(S. 1)
PAL(3, 1)
PAL(7,1)

En esta ultima matriz se puede observar que las 8 primeras funciones PAL se

encuentran dentro de la matriz Hadamard de orden 8 pero reordenadas, de ser

necesario se puede ordenar los elementos de las matrices de acuerdo al

ordenamiento natural incluso secuencial, utilizando valores de 1 y -1 en las

amplitudes y una fase positiva para que la primera fila y columna tengan tnicamente

el valor de 1, esto nos podria facilitar enormemente la obtencién de la transformada

Discreta Walsh ya que consistiria solamente de una multiplicacién de matrices.

Si reordenamos la matriz de orden 8 por el ordenamiento Walsh natural PAL

tendriamos:

i 1 1. 1 1 1
1 1 1 -1 -1 -1
1 -1 -1 1 1 -1
1 -1 -1 -1 -1 1
-1 1 -1 1

-1 -1 1 1 =1 -1
-1 =1 1 =1 1 1

e e e
|
—t
ot

Para el ordenamiento Walsh secuencial WAL tendriamos:

| =
-1
-1

-1

-1
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¥ & 4 i @ @ 17
I T 1 =1 =f =% =1

t osd =) =] =f I 4
1 -1 -1 1 1 =1 -1
=t 1
=1 =1 1 =1 1 1 =l

Pk b ek kA kg
|
—
[
—
—
|
—

=} 1=k I =F 1 =1

1.5.4 Método a partir de la sintesis Booleana (Obtencién de series WAL)

Este método define las funciones discretas Walsh WAL(i, T) como una cadena de bits
donde las amplitudes +1 toman el valor de 1 y las amplitudes -1 toman el valor de 0,
este método parte de la relacion (1.21), en la que se aplican operaciones légicas
como XOR, AND vy la sumatoria debe ser en médulo dos, lo que hace facil su
generacion por hardware.

WAL(i,t) = i(ft Qi )T, 0 (1.21)
k=1
Donde i se debe expresar en binario de la siguiente manera:

P = (i i), (1.22)

El intervalo de tiempo se dividira en N veces de acuerdo a N = 2°, y se expresara el
tiempo T en binario desde 0 hasta N-1 de acuerdo a la siguiente relacién:

| A . (1.23)

Donde k es el valor méximo que toma p.
Ejemplo: Para generar la funcién WAL(14,t) realizamos lo siguiente:

- Expresamos n = 14 en binario de acuerdo a la relacion (1.22):
f4=1,|;3=1,f2=1,f1=0, p=4.

- El intervalo de tiempo t se dividira en 2° = 16 veces, los tiempos desde 0 hasta 15
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en binario se muestran en la tabla (VI).

- Sabiendo el valor de p =4, k =4 aplicamos la ecuacién (1.21):

WAL(14,T) = (iy@ i2) Tia1e) * (2@ 13) Tiazury+ (138 Ia) Tiaanry + (1g) Tiaasr)
WAL(14,T) = (1@ i2) Ty + (2@ 13) Ty + (3@ i) Tpz) + (16) Ty
WAL(14T) = (0@1 )Ty + (10 )T+ (101)Tay + (1)Tey
WAL(14,T) = (1)Ty +(0)Ti3* (0) T + (1)Tpy)

A partir de esta ultima igualdad tabulamos los valores ayudandonos de la tabla (VI)
donde se encuentran los valores légicos que tomara T,,Ts, T, Ty, para después
aplicar la operacion AND en: (i1® i2)Ts , (i2® is)Ts, (i2® is)T2 , (is)T4, y finalmente
aplicar la sumatoria en moddulo 2 de estos ultimos términos para encontrar
WAL(14.t):

Obtencién de la function WAL(14,T)
T T4 T3 T2 Ty (141® i2)Te | (2@ 0)Ta | (i2® L)T2 (ia) Ty WAL(14,T)
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 o 0 0 1 0 0 0 1 1
2 0 0 1 0 0 0 0 0 0
3 0 0 1 1 0 0 0 1 1
4 0 1 0 0 0 0 0 0 0
5 0 1 0 1 0 0 0 1 9
6 0 1 1 0 0 0 0 0 0
T 0 1 1 1 0 0 0 1 1
8 1 0 0 0 1 0 0 0 1
9 1 0 0 1 1 0 0 1 0
10 1 0 1 0 1 0 0 0 1
11 1 0 1 1 1 0 0 1 0
12 1 1 0 0 1 0 0 0 1
13 1 1 0 1 1 0 0 1 0
14 1 1 1 0 1 0 0 0 1
15 1 1 1 1 1 0 0 1 0

Tabla (V1) Generacién de la funcién Walsh WAL (14,T) por sintesis Booleana.
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- La funcién como cadena de bits quedaria:
WAL(14,T)=0101010110101010

- Cambiando los ceros por -1.
WAL(14,T) =-1,1,-1,1-1,1,-1,1,1,-1,1,-1,1,-1,1,-1

- Dandole a la funcién una fase positiva:
WAL(14,T) = 1,-1,1,-1,1,-1,1,-1,-1,1,-1,1,-1,1,-1,1

Este el ultimo es que podemos reemplazar en la fila 15 de la matriz We.

Dadas estas bases matematicas podemos desarrollar un generador de funciones
Walsh usando compuertas logicas, como el que se muestra en la figura (1-9), en
ella se muestran dos entradas para el circuito légico generador de hasta la 15va
funcién Walsh, el primer parametro i,, corresponde al nimero en binario de la
funcién Walsh deseada, y el parametro k, corresponde a la secuencia.

b Ka Ky kg

— .
S ) e
: D

Fig. (1-9) Generador de funciones Walsh programable

Para este ultimo parametro podemos colocar un reloj digital que haga incrementos
de uno, desde cero a quince.

En este circuito se utilizaron compuertas légicas OR-exclusiva y AND necesarias
para poder realizar la suma en modulo-2
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1.6 Muestreo digital de las funciones Walsh

El teorema de muestreo para funciones sinusoidales para delimitar su ancho de
banda dice que 2f; = f, (0 el periodo de muestreo h = 1/f, = 1/2f;) como minimo
necesario para recuperar completamente la sefial original.

Un teorema analogo es utilizado en la funciones Walsh el que nos dice que la razon
minima de muestreo debe de ser f, = 2**' donde el ancho de banda en términos de
secuencia se expresa como una potencia de dos Z = 2* (o periodo de muestreo h =
1/2*"), esto es muy importante de considerar ya que si se aplica el mismo criterio de
duplicar la frecuencia base para obtener la frecuencia de muestreo tal y como se
hace con las funciones sinusoidales, no podremos recuperar la funcién Walsh
original como lo vemos en la figura (1-10).

L L L L L bl e
SAL(3,1)

IS Y O A Fy= 6

Imposible recuperar
SAL (4.1)

A A

SAL{4,1)

Fig. (1-10) Reconstruccion de la funcion SAL(3,t) a partir de un limitado numero
de muestras.

Este muestra lo imposible que es reconstruir la sefial SAL(3,t) usando unicamente 6
muestreos, en cambio al usar 8 muestreos que también son validos para SAL(4,1) la
sefial se recupera completamente.
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Capitulo 2

La Transformada
Walsh
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Capitulo 2

La Transformada Walsh

2.1. El significado de transformar un cédigo

El transformar un cédigo es una secuencia de 2 operaciones, la primera de ellas es una
transformacion lineal, que transforma un conjunto de N muestras correlacionadas en un
conjunto de N muestras o coeficientes no correlacionados, de hecho una transformada
optima produce coeficientes no correlacionados los cuales pueden ser cuantificados
independientemente con el fin de producir una compresion de los datos.

Por ejemplo N muestras de PCM pueden ser representadas como un vector de la
siguiente manera:

X7 = [oXs X ... Xpt] (2.1)
Y estas son transformadas en N coeficientes en el domino de la frecuencia o secuencia
en el caso de la Transformada Walsh, usando la siguiente expresién, donde A

representa dicha transformada:

G=AX" (2.2)
El resultado sera otro vector:

G=[goG19z ... g N4l (2.3)

En la ecuacién G = AX', A debe representarse como una matriz NxN, donde sus

elementos dependen de la transformada en uso.

La segunda operacion es otra operacion lineal ya que existe una Matriz B para cada
transformada que nos permite realizar el proceso inverso es decir la antitransformada:

Y =BG (2.4)

Donde:B=A"yG=AX"
Y=ATAX =X

38



La Transformada Walsh y sus Aplicaciones - Capitulo 2

Por lo que el proceso es totalmente reversible. En la practica la matriz inversa A ™" no
resulta problema obtenerla debido a que los codificadores utilizan trasformadas
unitarias:

Al=AT (2.5)

Donde T significa la transpuesta y * el conjugado complejo. Las Transformadas
sinusoidales, como la transformada del Coseno, Seno y de Fourier, y las no
sinusoidales (en el dominio de la secuencia), como la transformada Walsh, Walsh-
Hadamard, Haar y Salnt, son todas ellas unitarias.

X=AYG (2.6)

Esto significa que la transformacién inversa es sencilla de implementar asi como la
trasformada directa.
El modelo de un sistema transformacion de cédigo para N muestras puede simplificarse

de la siguiente manera:

Canal de TX 0 _
—X__] Transformada G, Disposiivo de G| Transtomada |_Y =
Linea A amacenarmiento Linea B

Fig. (2-1). Proceso de transformacion de un Codigo..

2.2 La Transformada Discreta Walsh (WDT)

2.2.1 Definicién.-

Toda funcién f{f) que es integrable y ademas periddica puede ser representada por
medio de las series Walsh definidas en el intervalo abierto (0,1), pero en el caso de que
ésta funcién sea no periddica, continua y - definida en el intervalo 0< t < 1, para su

representacion sera necesario aplicar el siguiente par de transformacion:

£ =3 F(k) WAL(K,0) @7)

k=0
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F(k) = j'f(:) WAL(k,t)dt (2.8)

Donde la ecuacién (2.7) representa la transformada Walsh y la (2.8) la transformada
inversa Walsh, pero para usos numéricos es conveniente considerar una transformada
discreta donde la funcién de entrada sea una serie discreta de N términos obtenidos al
muestrear dicha funcién continua en N puntos igualmente espaciados dentro del
intervalo abierto (0,1).

N debe ser igual a una potenciade 2, N=2°. Dondep=1,2, 3 ...

Tomando estas consideraciones de las expresiones (2.7) y (2.8) podemos obtener la
Transformada Discreta Walsh (DWT) la cual nos permite transformar una secuencia
de N muestras en el dominio del tiempo o espacio en un conjunto de muestras o
coeficientes en el domino espectral de la secuencia, esta definida por la siguiente
expresion:

lN—l
X =— ) x. WAL(n,i
: NZ (n,i) 538}

n=0,1,2.. N-1

Donde x; es una valor muestreado de la funcién original, y WAL (n,i) es un valor de la
muestra i-ésima de la funcion Walsh.

Por ejemplo si se desea procesar un conjunto de datos muestreados (N = 8), el uso de
la expresion (2.9) seria el que se escribe a continuacion:

Xy = %{x‘, WAL(0,0) + x, WAL(0,1)+ x, WAL(0,2) ... x, WAL(0,7))
X, = -;—(xo WAL(L,0) + x, WAL(L1) + x, WAL(L,2) ... x, WAL(1,7))

X, = %(x., WAL(2,0) + x, WAL(2,1) + x, WAL(2,2) ... x, WAL(2,7))

X, = é(xo WAL(7,0) + x, WAL(7,)) + x, WAL(7,2) ... x, WAL(7,7))
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La transformada discreta inversa Walsh nos permite regresar al domino del tiempo y
esta dada por la expresion:

N=l
x, =Y X, WAL(n,i)

=0

n=0,1,2.. N-Il

(2.10)

En ambas expresiones de la DWT directa (2.9) e inversa (2.10) notamos que la Unica
diferencia entre la transforma y la transformada Walsh inversa es el factor 1/N, y que en
ambas la funcién WAL (n,i) toma Gnicamente valores de +1.

Similarmente se pueden obtener transformadas X.(k) y Xs(k), utilizando la notacién de
Harmuth, es decir de las funciones CAL y SAL.

X.(k)= % S x, CAL(k,) @2.11)

i=0

X,(k) = -;7 S, SAL(k,) (2.12)

i=0

Como un ejemplo numérico de la Transformada Discreta Walsh, suponga que se
tomaron 8 muestras N= 8, y estas ocho muestras estan representadas en una escala de
0 a 255 ya que corresponden a la entrada de PCM. El vector resultante es el siguiente:

X =[202 231 190 174 137 110 115 130]
Para obtener el vector resultante a la salida reemplazamos los valores del vector de

entrada en la expresion (2.9), para los valores correspondientes a WAL(n,i) nos
auxiliaremos de la figura (2.2).

N=1
X, =~ x, WAL(n, i)
NS

n=012.. N-1
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Xo=1/8 (202 + 231+ 190 + 174+ 137 + 110+ 115+ 130) = 161.125
X;=1/8(202 +231+ 190 + 174 -137-110- 115-130) = 38.125
Xp=1/8 (202 + 231-190 - 174 - 137 - 110+ 115 + 130) = 8.375
Xa=1/8 (202 + 231-190 - 174 + 137 + 110- 115- 130) = 8.875
Xy=1/8(202-231-190 + 174+ 137-110- 115+ 130) =-0.375
Xs5=1/8 (202-231-190 + 174 - 137+ 110+ 115-130) =-10.875
Xs=1/8(202-231+190 - 174-137 + 110- 115+ 130) =-3.125
X;=1/8(202-231+ 190 - 174+ 137- 110+ 115- 130) =-0.125

El vector de salida resultante al aplicar la transformada Discreta Walsh sera:

Xy =[161.125 38.125 8.375 8.875 -0.375 -10.875 -3.125 -0.125]

WALO,) 0 -

WAL(L) 0

WAL 0

WAL(LY) 0 —

WAL(4, 1)

2 e e

WAL(S, 1)

- —..— et
T

WAL(6, 1)

WAL(7,1)

- i -
1

Fig. (2-2). 8 Primeras funciones Walsh, especiadas N = 8 veces dentro del
intervalode 0 a 1.
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2.1.2 Representacion de la transformada en forma Matricial

La transformada discreta Walsh puede ser definida de una forma mas sencilla y
calculada de manera mas rapida utilizando una multiplicacién de matrices, para su
calculo la expresion matematica que la define es la siguiente:

X, =[$in W, (2.13)

Y la Transformada Inversa Walsh esta definida por:
=X W, (2.14)

Donde X = [Xo X1 Xa... Xn4]' €s la secuencia de datos muestreados y W, es la matriz que
contiene las N primeras funciones Walsh:

Wm Woz WO.N—I
H}n Wl.N—: (2.15)

WN-I.I WN-I.Z WN—J.N—I

Obteniendo X; = [Xo X4 Xz ... Xy ] que son los N -1 componentes de la DWT. Notamos
que Wy es una matriz de N x N donde N es el nimero de muestras obtenidas de
nuestra sefial a transformar, por lo que si hay N datos muestreados necesitamos
considerar las N primeras funciones Walsh, cada una muestreada N veces. La k -ésima
fila de Wy, corresponde a los N valores muestreados a la k — esima secuencia Walsh.

Por ejemplo para una matriz de N = 8 las filas 5 y 6 de la matriz Walsh tendrian los

siguientes elementos:

WAL(4, i) =[ +1 o AR = BN N B )
WAL, )=[+1 -1 -1 +1 -1 +1  +1 -]

La matriz resultante para N=8 se muestra a continuacién, como vimos en el capitulo 1
esta tiene la propiedad de ser simétricas y diferentes métodos para obtener la

secuencia de cada fila:
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1. & % a8 I i1 17
1 1 1 -1 -1 -1 -1
1 -1 -1 -1 -1 1 1
-1 -1 1 1 -1 -1
-1 -1 1 1 -1 -1 1
-1 -1 1 -1 1 1 =1
-1 1 -1 =1 1 -1 1
=1 1 =1 1 =1 1 -1

e T e e e N = U =
—

Asi el ejemplo anterior teniendo en cuenta el mismo vector de entrada, asi como los
valores de W, aplicamos la relacién (2.13) y tenemos:

1 11 1 r 1 H
1 1 1 =1 =1 =1 =1
I =1 =1 -1 -1 1 1

-1 -1 1 =1 I 1 =1
-I 1 -1 =1 I -1 1

1
1
1
1
x{é][zoz 231 190 174 137 110 115 130] :
1
1
L -1 1 =1 1 -1 1 ~1]

El resultado en el vector de salida sera:

X=[161.12 3812 837 887 -037 -1087 -3.12 -0.12]

Al aplicar la antitransfromada Walsh utilizando como vector de entrada el resultado
anterior apoyandonos en la relacion (2.14) tenemos:

T O T T S O O
T . () QU (O

I =1 =1 | 1 =1 -1
x=[161.12 38.12 837 887 -037 -10.87 -3.12 -0.12]

-1 -1 1 -1 1 1 -1

=1 L=l 4 =1 [ =L
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El resultado en el vector de salida sera:

x=[202 23097 18999 173.99 137 110 115 130]

Como observamos el vector obtenido a la salida de la antitransfromada es muy similar al
vector que originalmente se tenia, esta pequefia diferencia, radica en que en la
operacién de multiplicacién de la transformada por el factor (1/8) Unicamente se
consideraron 2 cifras decimales, de tomarse mas de estas cifras en cuenta, la precision
en los resultados aumentara indudablemente, cabe sefialar que la multiplicacion entre el
vector de datos y la matriz Ws, no es una muitiplicacién como tal si no que son mas bien
operaciones aritméticas, por lo que si se consideran muestras PCM en el vector de
entrada estas tendran valores enteros Gnicamente, siendo el factor (1/8) como se dijo
anteriormente el que proporciona las cifras decimales, al efectuar la transformada.

2.2.3 Transformada Walsh-Paley

Esta transformada utiliza para su calculo una matriz de transformacion bajo el
ordenamiento Walsh natural o PAL, la expresion matematica que la define es la
siguiente:

1
Xy = [ij,. P, (2.16)

Y la transformada inversa Walsh- Paley esta definida por:
X=X P (2.17)

Donde X = [Xo X1 Xz... Xn4]" €5 la secuencia de datos muestreados y Py es la matriz que
contiene las N primeras funciones Walsh de orden Natural.
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2.2.4 Efecto del corrimiento circular

La transformada discreta de Fourier es invariante a la fase de la sefial de entrada por lo
que la misma descomposicion espectral puede obtenerse independientemente a la fase
o recorrimiento de la sefial de entrada, este no es el caso para la transformada Discreta
Walsh.

2.3 Comparacion entre la transformada discreta Walsh y la transformada discreta
de Fourier.

Las ventajas que ofrecen las series Walsh sobre Fourier en la sintesis de una sefal
compleja pueden estudiarse de diversas formas, pero dependen fundamentalmente del
tipo de sefial a sintetizar en funcion del tiempo, ya que las sefales puramente digitales
tienen promedios de tiempo muy pequefios mientras que sefiales analogicas tienen
resoluciones de tiempo muy grandes incluso de dias.

Es por eso que las comparaciones entre ambas transformadas podemos ilustrarlas
mejor mediante el siguiente procedimiento:

Tenemos dos sefiales de similares caracteristicas a las descritas anteriormente, a
ambas se les aplica la transformada Walsh y Fourier y son normalizardas para darle el
valor de la unidad a la frecuencia o secuencia mas alta. Ademas tomamos un criterio de
discriminacion de los coeficientes obtenidos de las transformadas que llamaremos R,
este criterio nos permitird conservar todos aquellos coeficientes que tengan un valor
mayor a R, los que se encuentren por debajo de este valor seran desechados,
eliminando asi todos aquellos coeficientes que tengan valores muy pequefios
reemplazandolos con ceros. Como consecuencia podemos limitar el nimero de
coeficientes con los cuales llevaremos a cabo la reconstruccion de la sefial.

La exactitud de la sintesis de estas sefiales puede observase las figuras (2-3) y (2-4):
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ORIGINAL

FOURIER 134
TERMINOS
WALSH 134

Fig.(2-3) Sintesis de una sefial continua.

ST
1

FOURIER 28 TERMINOS

QAW AAR A ...

Fig. (2-4) Sintesis de una seiial rectangular.

En la primera (Figura 2-3) se muestra el efecto de la transformacion, discriminacién de
coeficientes y reconstruccién de una sefial analégica continua, que podria ser una sefial
sismica, aproximadamente el doble de coeficientes Walsh se requieren para dar una
exactitud similar a la de Fourier.

En la segunda de ellas (Figura 2-4) se muestra la transformacion, discriminacién de
coeficientes y reconstruccion de una sefial rectangular, claramente se ve que la
trasformada Walsh es mas eficiente que la de Fourier, utilizando menos coeficientes y
dandole una elevada exactitud.
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De ambas observaciones concluimos que la transformacion de sefiales continuas
resulta mas favorable utilizando Fourier, aunque en una sefial rectangular precisamente
una sefial discontinua la reconstruccion resulta mas eficiente al utilizar la transformada
Walsh.

Ahora discutiremos las caracteristicas de estas trasformadas pero ya no tomaremos
como parametro la continuidad o discontinuidad en el tiempo sino que las analizaremos
de manera discreta, viendo los efectos de los niveles de cuantizacion e intervalos de
muestreo.

~ Sabemos que los intervalos de muestreo generalmente son tiempos mas pequefios que
el intervalo indicado por Nyquist, y la reconstruccién usando la transformada de Fourier
resulta una interpolacién lineal entre los puntos muestreados, de la sefial original. Lo
que limita en este caso a la Transformada Walsh, en que el orden de la funcién Walsh
mayor que compone dicha transformada, determina el nivel de cuantizacién de la sefial
reconstruida.

Por ejemplo al aplicar la trasformada Walsh a una sefial y aplicar nuevamente el criterio
de discriminacion de coeficientes se obtuvo como resultado que 24 de ellos eran
diferentes de cero, y entre ellos la funcién de mayor orden encontrada es WAL(128,t), si
sabemos que el nimero de intervalos en que esta dividida la base tiempo es N = 1024,
el numero minimo de puntos de cuantizacién en los que se reconstruira la sefial sera
1024/128 = 8, limitando asi a un valor finito, la exactitud de la representacion de la
sefal.

En cambio con la transformada de Fourier no se encuentra esta limitacion en la base de
tiempo y se puede obtener una aproximaciéon muy cercana a la funcién original.

A continuacion se muestra los niveles de cuantizacion para una sefial continua y una
sefial escalon:

No de No de Términos
niveles de Seiial Continua
cuantizacién Fourier Walsh
4 24 43
8 11 25
37 9 23
74 10 25
Tabla (VII)
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No de No de Términos
niveles de Seiial Escalon
cuantizacion Fourier Walsh
12 34 24
25 34 24
50 33 24
Tabla (VII)

En general mientras los niveles permitidos de cuantizacién se eleven, menos
coeficientes se necesitaran para representar a una sefal en el dominio de la secuencia
o frecuencia.

Como se esperaba el nimero de coeficientes requeridos para reconstruir una sefal
continua es mayor en la transformada Walsh, y la razon entre los términos Walsh y
Fourier permanece constante a pesar del incremento en los niveles de cuantizacion.

En funciones discontinuas la cantidad de términos parece ser insensible al aumento de
los niveles de cuantizacion en ambas transformadas.

Concluimos que para sefiales rectangulares que son generalmente las que se obtienen
a la salida de sistemas digitales la transformada Walsh tiene algunas ventajas sobre la
de Fourier, particularmente si la sefial puede relacionarse de manera binaria a la base
de tiempo de las series Walsh.

Un criterio que nos permite medir el nivel de eficiencia en la reconstruccion de una sefial
es por medio de la técnica del error cuadratico medio.

Esta técnica nos dice que si la sefial original muestreada x;, se le aplica un criterio de
seleccion de coeficientes y se reconstruye a partir de este limitado nimero de
coeficientes y nos da como resultado y;, el error cuadratico medio M.S.E. (Mean-Square
Error) sera:

MSE.= li(x, -:)? (2.18)

N i=l

De la relacién anterior se hizo un estudio para una sefial Sen(x/x) utilizando la
transformada Fourier y Walsh y se observé que para su reconstruccion, debido a que
esta sefial esta relacionada estrechamente con la serie de Fourier, cuando se utilizo
esta Gltima trasformada, se encontro el menor error cuando N es pequerio.
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Mientras el numero de muestreos se fue elevando la reconstrucciéon usando la
Transformada Walsh dio el menor error para N > 32.
La transforma discreta de Fourier esta definida por la siguiente expresion matematica:

l.N—l
¥ =Sy expleiduni FIN
r N;:x. exp(-j27i f/N) -

£=012.. N-1

Si la compramos con la expresién (2.3), se nota claramente que WAL(n,i) es real y
limitada a valores +1, mientras que exp(-jn i f / N ) es complejo y puede asumir N
diferentes valores para cada coeficiente.

Como conclusién podria afirmarse que la transformada Walsh demuestra ser
considerablemente mas facil y rapida de procesar usando métodos digitales, ademas
que en su obtencion Unicamente involucra adiciones y sustracciones, mientras que la
TDF involucra multiplicaciéon y operaciones con nimeros complejos.

La obtencion de la transformada discreta Walsh resulta ser mas precisa, que la TDF
debido a que las funciones seno - cosenoidales que intervienen en su obtencion no se
pueden representar de manera exacta por un nimero finito de bits, y son truncadas por
el sistema mediante ruido.

Finalmente en la tabla siguiente se muestra un sumario que compara las caracteristicas
de la Transformada Fourier y Walsh.
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Caracteristicas de la Transformada de FOURIER

Indice de
tiempo

Indice de

Funcitn Sen

Funcion Cos

Funcién
Compleja

Series en el
tiempo

=A, + 4 ex[{}z;_n f]+A2 exp(ﬂ;n f}+ T exp[

N

j2:rni(N—l)J

Coeficientes
complejos de
frecuencia

Serie de
Fourier

Transformada
de Fourier

1 &=} 2 ni
X =— ) x exp|l—Jj
A NZ. p[ = J

Transformada
Inversa de
Fourier

N-1 .
=S, exp(j 2 ni
i=0 N

Transformada
del Coseno de
Fourier

X.(f) = %Nz-lx, cos[sz" ’J Fat, B

Transformada
del Seno de
Fourier

X =k Snse Z2E) g

Tabla (IX)
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Caracteristicas de la Transformada WALSH

Indice de tiempo

Indice de Secuencia k
Indice del orden Walsh n
Funcién Cal CAL(k,i) = WAL(2k,i)
Bl SAL(k,i) = WAL(2k —1,i)
Funcién Walsh WAL(n,i) = WAL(i,n)
Serles en el tiompo x; = a, WAL(0,i)+ a, WAL(L,i) + ... + a,_ WAL(N —1,i)
Coeficientes de secuencia Aoy -on Ay
NIZ NI2
x; = a,WAL(0,i)+ ). z(a,, SAL(m,i) +b, CAL(p,i))
Serie \Walsh m=1 p=1
1 N=1
X, == x, WAL(n,i)
Transformada Walsh Ni=

N-1
x, =Y X, WAL(n,i)

Transformada Inversa Walsh =0

N-1
X W=~ x cALki)  k=12..%Y
Transformada Walsh Cal Nis 2
1 N-1 N
Xg(k)=—2" x; SAL(k,i) k=12 ..—
Transformada Walsh Sal Nz 2

Tabla (X)
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2.4 Transformada Rapida Walsh

La base de la eficiencia en la implementacién de la transformada Walsh radica en que
existe un alto grado de redundancia en la matriz de transformacién Walsh, si esta
redundancia de alguna manera pudiera eliminarse usando una factorizacion matricial,
seguramente lograriamos elevar la eficiencia en la transformacion, bajo este principio es
que la Transformada Rapida Walsh FWT (por sus siglas en ingles Fast Walsh
Transform) opera.

El célculo de la transformada Walsh utilizando la expresion (2.9) requiere 2N?
operaciones matematicas (adicion o sustraccion), Usando las técnicas de factorizacion
matricial se puede desarrollar un algoritmo con el que solo Nlog,N+N operaciones
matematicas sean suficientes para obtener la transformada Walsh. En particular para la
obtencion de este algoritmo N debe ser un potencia de 2, ya que es esencial para
realizar la factorizacion.

2.4.1 Algoritmo general de la trasformada rapida Walsh
La obtencion de un algoritmo rapido teniendo coeficientes ordenados secuencialmente

puede iniciarse a partir de la siguiente igualdad para las funciones Walsh:

p-1 Mot itiin)

WAL(n,i) =[] (-1) (2.20)

in=0,1,2..N-1
r=0,1,2..p

Aqui i y n estan expresados en términos binarios, i asi como n, solo podran tener
valores de 0 0 1, y asi se manejaran durante todo algoritmo.

i= (ip-!ifp-z"'i1’£0}2 (2.21)

El algoritmo se desarrolla reemplazando la ecuacién (2.20) en la ecuacion (2.9) y
factorizando el calculo en p diferentes etapas. Llevado a cabo esta sustitucion nosotros
obtenemos una expresién de suma y producto para la transformada discreta Walsh
denotada por:
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N=1 e=1 1 T
X,= % S xWAL(n,i) = ;l;l_[Z(—1)"*"‘""’”’"’xa,-l...,-ﬂ; (2.22)

i=0 r=0i =0

X, = EI;WAL(”J) = ﬁ i("l)"p_1_rﬁrﬁm}xup_,,__.‘n;

i=0 r=0 i, =0

Aqui x; se expresa como x; . Yy X, se expresa como X, donde i,y n, son los

bits binarios deiasicomodenconr=0,1,2, ... p.

El calculo de la transformada Walsh se lleva a cabo en series de varias fases, una fase
por cada potencia de 2 para N.

La primera fase de calculos se hace para obtener unos coeficientes parciales de
transformacion A, (r = 1), a partir de los coeficientes de entrada x;, estos Ultimos deben
obtenerse poniendo r = 0 en la ecuacioén (2.22), asi obtenemos los coeficientes parciales
de la primera fase (r = 1) a partir de los coeficientes de entrada (r = 0):

I s s
Ay iy )= Z(_I)HHW '}xu,,-._.m (2.23)

ip=0

Las fases siguientes se deben de calcular a partir de los resultados obtenidos en las
fases previas. Las ecuacion general para fases intermedias (r > 1) de transformacion es:

1
I sk -\ Aperltiny) . ;
A (s gsenn By § Tpslpeg o) = Z( 1) Ao Pt 5 Tpejionndint)
iy=0

(2.24)

Los valores de A, hasta A, deberan ser retenidos en un almacenamiento temporal
durante el calculo en curso.
Finalmente debemos normalizar el resultado por una divisiéon entre N:

1

(o yalipgeeeng) == N PN Mg mg) (2'25)

Asi el calculo completo de los coeficientes de la transformada se debe realizar en
Nlog,N operaciones aritméticas que en comparacion de las N? operaciones
demandadas por el método directo resulta efectivamente una gran ventaja.
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2.4.2 Diagramas de flujos de sefiales

El computo, disefio e implementacion de los algoritmos de la transformada rapida Walsh
puede desarrollarse de una manera eficiente si se utiliza un diagrama de flujo. Estos
consisten en una serie de nodos, cada uno representa una variable que se origina por la
suma de otras variables de la parte izquierda del diagrama, esta suma se representa por
medio de flechas que salen de los nodos a sumar y llegan a un mismo nodo que es la
variable resultante. El valor y signo de los sumandos se modifica dependiendo el valor
que se tenga indicado a un lado de la flecha que salga del nodo en cuestion. Por

ejemplo se tiene el diagrama de flujo de la figura (2-5):

B3

we
c3

Fig. (2-5). Representacion de un diagrama de flujo
de sefiales

Este nos indica que la variable A7 se origina de los nodos B3 y C3 este ultimo
multiplicado por el valor de W, los cual mateméticamente resulta:
A7=B3+WA.C3

2.4.3 Obtencion del algoritmo FWT para N =16
Teniendo en cuenta las ecuaciones enunciadas en el punto 2.4.1, las analizaremos de
una manea mas profunda, desarrollando un ejemplo, para observar como se calculan
estos coeficientes el caso de N = 16.
Comenzaremos definiendo los valores de i, n, ry p:

- Parai,n=0,1,2 3..15(6 N-1).

- Los valores de i y n deben expresarse en binario de acuerdo a la expresién

(2.21), i(ia, iz, 11, 10) Y n(ng, Nz, Ny, Ng)
- De la misma expresion (2.21)sip-1=3, p=4.
- r=0,1,223,4
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Para la primera fase de nuestro algoritmo haremos r = 1. Al aplicar la ecuacion (2.23)
nos percatamos que al ir alternando el valor de iy entre 0 y 1, estamos tomando pares
adyacentes de datos muestreados, vamos a tomar los dos primeros y observaremos el

bit iy en x;. Cuatro valores de, se obtienen.

(_l),.p_,(inn‘,) Para ip,=061, n,; =061

Esto nos indica si debemos de sumar o restar los dos valores adyacentes de x y Xu4
(donde i e i+1 so valores decimales). De estas sumas y restas los dos valores
intermedios se obtienen como:

Xi + Xia1 YO o X=X 6 Xisg = Xi

npglig+i

Dependiendo del signo (-1) ’trabajado antes. Este proceso se realiza para los

datos adyacentes x; restantes. Es asi como basicamente se desarrolla el algoritmo, la
base se concentra en determinar el tipo de operacion que se realiza entre dos datos
adyacentes.

Retomando el célculo de la primera fase (r = 1), la ecuacion (2.20) quedaria:

1
A (ny 5iy,0,1) = Z(‘l)nmw'}x(a,,;,.fl,f“

fg=0

Con la que calcularemos las 15 variables de salida de esta primera fase. El calculo se
resume en la tabla a continuacion:
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Fase1 (r=1)

A= X+ Xint Notacion decimal
A1(0500,0)=  Xoo00* X0001) Ao =Xo + X4
Ai(0:001)=  Xoo10* Xo01.1 A1=X2 +Xs
A4(0;0,1,0)= X(0,1,0,0) + X0,1.0,1) Az=x4+Xs
A0 01,1) = Xpr10* Xo1.1.) As=Xs + X7
Ai(0:1,00)= X000+ X1.001) As=xa+ X
Ai(0:1,01)=  Xao10+ X101.1) As = X0 + X11
A0 1,1,0)= X000+ Xa100) As = X2 + X13
A(0;1,1,1)= X110+ X(1,1.1,1) A7 = X14 + Xi5
Ai(1:0,0,0)= X(0,0,0,0) = X(0,0,0,1) Ag = Xo - X4
Ai(1;0,0,1)= - Xpo1.0)* Xo01.1) Ag=-Xp+ X3
A4(1:0,1,0)= %(0,1,0.0)~ %0.1.0.1) Ao = X4 - Xs
Ai(1:01,1)=  -Xo11.0%F X01,1.1) A1 == Xg+ X7
A1:100)=  X1,000- X100 A2 = Xg - Xg
Ai(1;1,01)= - Xap1.0F X010 Atz = - Xi0 + X114
Aq(1;1,1,0)= %(1,1,0,0)~ X{1,1.0,1) Agg = X2 - X13
A(1:11,1) = = Xpaa0* X010 Ais = - Xig + X5

La fase 2 de nuestro calculo lo realizamos tomando r = 2 y utilizando la ecuacion (2.21)

Tabla (XI)

la cual una vez sustituidos las variables quedaria establecida:

1
Ay(ny,my 5 iy0y) = Z(_l)ﬁwﬂl}“{l("s 3 Bysigsdy)

im0

El calculo se resume en la tabla a continuacion:
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Fase2 (r=2)

Az = As At Notacién decimal
A2(0,0;0,00=  A4(0;0,0,0)+A4(0;0,0,1) Bo=Ao + A
Az(0,0:0,1)=  A4(0;0,1,0)+A:(0;0,1,1) Bi=Az + As
Az(0,0;1,00=  A4(0;1,0,0)+ A1(0:1,0,1) Bo=As+As
Ap(0,0;1,1)=  A4(0;1,1,0)+ Aq(0;1,1,1) Bi=As +Ar
A2(0,1:;0,0)=  A4(0;0,0,0)-A4(0;0,0,1) Ba=Ao - A
A(0,1:0,1)=  -A(0;0,1,0) + Ay(0:0,1,1) Bs=-Az +As
Ax(0,1;1,0)=  A4(0;1,0,0)-A4(0;1,0,1) Bs = As-As
Ax(0,1;1,1)=  -Ay(0;1,1,0)+Aq(0; 1,1,1) Br=-As + A7
Az(1,0;0,00=  A4(1;0,0,0) +As(1;0,0,1) Bs = As + Ag
A(1,0;0,1)=  A(1;0,1,0)+Ai(1:0,1,1) Bs = Ao + Ay
Ax(1,0;1,00=  Ay(1;1,0,0)+A(1;1,0,1) Bio= Az + Az
A(1,0;1,1)=  Ay(1;1,1,0)+A(1;1,1,1) Bi1= A+ Ags
A2(1,1;0,0)=  A4(1:0,0,0)-A¢(1:0,0,1) Biz2=As-As
A(1,1:01)=  -A(1;0,1,0)+As(1;01,1) Bia=-Aw+An
Ax(1,1:1,00=  Ay(1;1,0,0)-A4(1:1,0,1) Bia= Az - A
AA11:1,1)=  -A(1:1,1,0)+A(1:1,1,1) Bis=-Au+As

Tabla (XII)

La fase 3 la realizamos tomando r = 3 y utilizando la ecuacién (2.21) la cual queda

establecida:

] 7
Ay(ny,ny,my 5 i) =D (=D 4, (ny,m, ; iyiy)

iy=0
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El calculo se resume en la tabla a continuacién:

Fase3 (r=3)

Ag = Ais A Notacién decimal
A3(0,0,0;0)=  A(0,0;0,0)+ Ax(0,0;0,1) Co=Bo + B
A3(0,00;1)=  Ay0,0;1,0)+Ax0,0;1,1) Ci=Bz +Bs
As3(0,0,1;0)=  Ax(0,0;0,0)-A:0,0;0,1) Cz=Bo - By
As(0,0,1:1)=  -Ax0,0:1,0)+A(0,0:1,1) Cs=-B; +B;
A3(0,1,.0:0)=  Ax(0.1;0,0) +Ax(0,1;0,1) Cs=Bs+Bs
As(0,1,0;1)=  A0,1;1,0)+A(0,1;1,1) Cs=Bs +By
Ay(0,1,1;0)=  Az(0,1;0,0)- A(0,1;0,1) Ce=Bs-Bs
Ay(0,1,1;1)=  -Ax0,1;1,0)+Ax0,1;1,1) Cr=-Bs +B7
As(1,00;0)=  A21,0;0,0)+Ax(1,0,0,1) Ca=Ba+Bs
Ay(1,00;1)=  A1,0;1,0)+Ax(1,0;1,1) Co =B+ By
As(1,0,1;0)=  A2(1,0;0,0)-A(1,0;0,1) Cio=Ba-Bs
Ay(1,01;1)=  -A1,0;1,0)+A(1,0;1,1) Ci11=-Bio+Bn
As(1,1,0;0)=  Ax1.,1;0,0) +Az(1,1:0,1) C12=By2+Buna
As(1,1,051)= Ax(1,1;1,0)+Az(1,1;1,1) Cia=Bu+Bss
As(1,1,1;0)= A1,1:0,0)-Ax(1,1:0,1) C14=B12-Bis
As(1,1,151)= LA(1,1;1,0)+Azx(1,1;1,1) Ci5=-B1ua+Bss

Tabla (XI1)

La fase 4 de nuestro calculo lo realizamos tomando r = 4 y utilizando la ecuacion (2.21)

la cual queda establecida:

1
A4(n3,nz,n1,n0) = Z(_l)"n{fa) A3 (njsn:!:nl 5 Ia)

=0
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El calculo se resume en la tabla a continuacion:

Fased (r=4)
Ay = A At Notacion decimal
A40,0,0,0)=  As(0,0,0;0)+ As(0,0,0 ;1) Do=Co +Cy
A4(0,0,01)=  As(0,0,0;0)-As(0,00;1) Di1=Co -Cy

As(0,0,1,0)=  As(0,0,1:0) +As(0,0,1 ;1) D2=Cz +Cs

A40,0,1,1)=  A5(0,0,1;0)-As(0,0,1:1) D3=Cz-Cs

A4(0,1,0,0)=  As(0,1,0; 0) + A3(0,1,0; 1) Ds=Cs+Cs
A4(0,001)=  A3(0,1,0;0)- As(0,1,0; 1) Ds=Cs-Cs
A4(0,1,1,0)=  As(0,1,1;0) +As(0,1,1:1) De=Cs +Cr

Aq0,1,1,1)=  As(0,1,1;0)-As(0,1,1;1) Dr=Cs -C7
Ad(1,0,00)=  As(1,0,0;0) +As(1,00; 1) Dg=Ce+Co
A(1,001) = As(1,0,0;0)-As(1,00;1) Dg =Cg - Co

A(1,010)=  As(1,0,1;0) +As(1,0,1: 1) Dy = Cio + Cry

A1,01.1)=  As(1,0,1:0)-As(1,0,1:1) D11 =Cio-Cn

A(1,1,00)=  As(1,1,0;0) + As(1,1,0; 1) Di2=Ciz+ Cia

A(11,01)= As(1,1,0:0)- As(1,1,0:1) D13=Cy2-Cia

Ay(1,1,1,0)=  As(1,1,1;0) + As(1,1,1: 1) Dya=Cia+ Cis

A1,11,1) = As(1,1,1:0) - Ag(1,1,1 1) Dis=Ci4-Cis
Tabla (XIV)

Finalmente solo restaria normalizar el resultado por (1/N), la expresiéon (2.22) quedaria:
1

(ng,m5.m,05) = 16 Axi(nS’nZ ’nl’nﬂ)

Y asi obtenemos los 16 valores de respuesta de la transformada Walsh, solo
requerimos realizar en 80 operaciones aritméticas, en lugar de las 512 operaciones que
habriamos realizado utilizando la transformada Walsh simple.

Teniendo en cuenta estas recomendaciones en el punto 2.4.2 podemos graficar el
diagrama de flujo del algoritmo de la transformada rapida Walsh secuencialmente
ordenada que obtuvimos anteriormente, figura (2.6), las lineas sélidas representan una
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multiplicacién por (+1), mientras que las lineas punteadas representa una multiplicacién
por (-1) de la variable que sale del nodo, antes que la sumatoria se realice.

FASE1 FASE 2 FASE 3 FASE 4
J\o BD CO
Xo R T Do
/
P o S . e L Bl o D,
O - DE
0 O === m===20D3

DOMINIO DE LA SECUENCIA

Fig. (2-6). Diagrama de flujo del algoritmo de la transformada rapida Walsh (N =16)
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2.4.4 Algoritmos en orden

Si analizamos la ultima fase del algoritmo mostrado en la figura (2.6) nos damos cuenta
que los valores de salida se obtiene de la combinacion de sus dos valores previos.
Como se muestra en la figura siguiente:

Fig. (2-7). Diagrama de mariposa

A este arreglo se le conoce como diagrama de mariposa. Aqui las variable de salida D,
y D, se obtienen de la combinacioén lineal de C; y C;, aunque para el caso de D, se
tenga que modificar el signo de C,. Estas mariposas tienen una ventaja inherente de
gran ayuda, ya que en las fases de transformacion una ves que se lee un par de datos
estos pueden reemplazarse por un par de resultados, lo cual hace que no sea necesario
que se almacenen todos los valores involucrados en la transformacién, si no que se
administre la memoria de una manera eficiente, donde los resultados obtenidos
sustituyen el lugar de los valores iniciales.

En la figura (2-8) se muestra una diagrama de un algoritmo de estas caracteristicas, los
resultados obtenidos estan en bits de orden invertido, por lo cual se necesita de un
algoritmo que proporcione los resultados en orden secuencial. Pero como podra notarse
el célculo del algoritmo no requiere de almacenamientos de los resultados en las fases
intermedias.
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FASE1 FASE 2 FASE 3 FASE 4

. e : 'v%" o /
XY /]

X
X3 O ..__--
'v 0y
xM"'"-‘ 3D,
’/
y
X -
B0 o —cm e M el —— \.\'Dlﬁ
A B (-
ENTRADA DE COEFICIENTES 5 15 15
MUESTREADCS TRANSFORMADOS
DOMINIC DEL TIEMPO
DOMINIO DE LA SECUENCIA

Fig. (2-8). Diagrama de la Transformada Rapida Walsh en "orden”.
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2.5. Transformada Walsh Bidimensional.

La transformada bidimensional finita de un arreglo bidimensional X;; de N? puntos se
obtiene por la expresion:

1 N-1 N-1

Xoua =27 > Y x,, WAL(n,i) WAL(m, j) (2.26)

i=0 =0
Y la transformada inversa por:

N-1 N-1

%= Z me WAL(n,i) WAL(m, j) (2.27)

Usando la simetria de la transformada discreta.

Para obtener por ejemplo el término de la transformada X;s, si N = 8, aplicando la
expresion (2.26) obtenemos:

[ x,0 WAL(3,0) WAL(2,0) + ]

Xo7 WAL(3,0) WAL(2,7) +

x, o WAL(3,7) WAL(2,0) +

| x,, WAL(3,7) WAL(2,7)

La transformada puede llevarse a cabo en dos etapas. La primera operacion de
transformacion para la variable i:

N-l
L™ ; x,; WAL(n,i) (2.28)

Esta es equivalente a realizar la transformada simple a lo largo de cada columna del

arreglo. En el segundo paso o etapa se realiza la transformacién simple a lo largo de
cada fila del arreglo:
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1 N=1 .
X, o > x,,; WAL(m, j) (2.29)

i=0

A continuacion se desarrollaré un ejemplo el cual ilustrard como se encuentra cada
elemento del arreglo de respuesta:

- N=8

- El arreglo resultante sera de 8 x 8, y sus términos iran de Xgp al X7 7.

- Es decir que m y n tomaran valoresde 0, 1, 2, 3... 7 6 N-1.

- Parauna m y n especifica aplicamos la ecuacién (2.28):

[ x,; WAL(n,0) + |
x,; WAL(n]) +
X, =| x,; WAL(n,2) +

| X5, WAL(n,7)

- Podemos aplicar esta expresion 8 veces variando el valorde jde 0, 1, 2... 7. Asi
obtendremos 8 valores desde X, hasta X, los cuales reemplazaremos en la
siguiente etapa del proceso: al aplicar la expresion (2.29).

[ x,.0 WAL(m,0) +
x,, WAL(m)) +
X, 2 WAL(m,2) +

Rl=

| X3 WAL(m,7)

- Este proceso debera repetirse N’ veces, una por cada elemento del arreglo de
respuesta.

El término de secuencia cero de la ecuacion (2.27) es una medida del valor promedio de
la sumatoria de términos en la matriz de datos:

Xos ™0 ¥ Xy (2.30)
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Si x;; representa una funcién real positiva entonces el valor maximo posible para X, es
N?A donde “A” es el valor maximo de la funcién. Los demas valores en el domino Walsh
que no sean Xoo variaran entre + N? A/2 estableciendo asi un limite para los otros
valores en el dominio Walsh.

Asi como en la transformada simple, la relacion de Parserval se puede aplicar de la

siguiente forma:

N-1 N—1 5 1 N-1 N1 ;
2 2 frl =z Z Z | X (2.31)
=0 = m=0 n=i

Esta transformada tiene importantes aplicaciones en reducciones de ancho de banda,
debido a que si unos pocos valores en el dominio Walsh son grandes en magnitud los
que restan sera de magnitud pequefia pudiendo descartarse reduciendo asi el ancho de
banda para un dato muestreado.

2.6 Transformada Walsh - Hadamard (WHT)

La transformada Hadamard o la transformada Walsh - Hadamard es basicamente
similar a la transformada Walsh, la diferencia radica en que las funciones utilizadas en
las matrices estan basadas en el ordenamiento Hadamard.

El significado de usar este reordenamiento de Hadamard a las funciones Walsh es
obtener una Transformada Walsh — Hadamard que pueda ser procesada de manera
mas veloz que la DWT.

La transformada Walsh-Hadamard queda definida de la siguiente forma:

B = {le,.HN (2.32)

Donde:

N= nimero de muestras

x; = Vector con las muestras de la funciéon muestreada

Xwn = Representa los coeficientes obtenidos de la Transformada
Hy = Matriz Walsh-Hadamard
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Al utilizar la transformada Walsh-Hardamard para procesar “N" nimero de muestras el
numero de operaciones aritméticas que se realizan esta dada por la relacién N(N-1) es
decir que para una procesamiento de 8 muestras N = 8 el nimero de operaciones a
realizar seria de 8 (8-1) = 56, lo que supone un ventaja en el procesamiento de los
datos.

La ecuacion que define a la transformada inversa Hadamard Walsh es:

X =Xy Hy (2.33)

Como un ejemplo vamos a obtener la transforma Walsh-Hadamard para una secuencia
de datos (1,2,0,3):

Solucién:

La secuencia de datos muestreados x;=[1, 2, 0, 3. N =4,

La matriz Walsh a utilizar Hy sera de 4x4:

L 1 & i
1 -1 1 -1
HE=1 1 a4 o
i <1 < 1

Al efectuar la transformada Xy, = (1/4)(x;.Hg) nos da como resultado:

Xwrk = (1/4)[6 -4 0 2]

Xo=1.5,X;=-1,X,=0y X3=0.5.

2.5. Transformada rapida Walsh-Hadamard FWHT

Existe un algoritmo capas de procesar las muestras de entrada y proporcionar los
mismos resultados utilizando menos de la mitad del nimero de operaciones que la
WHT, este algoritmo es el de la transformada rapida de Walsh-Hadamard, el cual
consiste de una serie de sumatorias, divididas por estados, en los cuales se realizan
operaciones previas simplificando las operaciones para los estados finales. Para un
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vector de entrada de N muestras, la FWHT requiere Unicamente de N log2 N sumas en
log2 N estados.

En la siguiente tabla se muestran un algoritmo de FWHT para 8 muestras. Nétese que
en el estado 1 se realizan 8 operaciones, en el segundo estado utilizando los resultados
anteriores se realizan 8 operaciones y finalmente en el estado 3 se requieren
unicamente otras 8 operaciones con lo que el nimero total de operaciones realizadas
seria de 8 +8+8 = 24 y B adiciones al aplicar la divisién 1/8 a cada coeficiente.

Algoritmo de FWHT paraN =8

Estado 1 Estado 2 Estado 3

x=A | (A+E) | (A+E)+(C+G) | [(A+E)+(C+G)]+[(B+F)+(D+H)]=Xwno

Xi=B | (B+F) (B+F)+(D+H) [(A+E)+(C+G)]-[(B+F)+(D+H)] = Xwn

X2=C | (C+G) (A+E)-(C+G) [(A+E)-(C+G)]+[(B+F)-(D+H)] = Xwnz

Xa=D | (D+H) | (B+F)-(D+H) | [(A+E)-(C+G)] -[(B+F) - (D+H)=Xwms

Xa=E (A-E) (A-E)+(C-G) [(A -E)+(C-G)]+[(B -F)+ (D - H)] = Xwns

Xs=F | (B-F) | (B-F)+(D-H) [(A -E)+(C -G)]-[(B -F)+ (D~ H)] = Xuns
X%=G | (C-G) (A-E)-(C-G) [(A -E)-(C -G)]+[(B -F)- (D -H)] = Xuns

Xr=H | (D-H) (B -F)-(D-H) [(A -E) -(C-G)]-[(B -F)-(D -H)] = Xwr
Tabla (XV)

A parte de la eficiencia en el computo, la FWHT nos proporciona otro punto para
analizar, Notemos que en cada estado la adicién requiere un BIT extra para representar
la sumatoria y por lo tanto el tamafio de la palabra se incrementara en 1 BIT por estado,
por ejemplo para una entrada PCM de 8 bits por muestras (palabra) en el estado
siguiente las sumatorias se realizaran entre palabras de 9 bits y asi sucesivamente.
Para transformar un bloque de N muestras de PCM cada una de ellas con una
resolucién de n bits, la transformada final tendra una resolucion final de n + log2 N bits,
si se quiere que este representada de manera precisa, por ejemplo si se tiene un
paquete de N = 32 muestras, se requieren coeficientes de 13 bits, si la muestras tiene
una resolucion de 8 bits como en el PCM estandar.

Por lo que si deseamos que realmente se comprima la sefial, la transformacion de cada
una de las muestras debe de estar seguida de una cuantizacion de los resultados o
coeficientes de las sumatorias para que sigamos teniendo la resolucién de bits original,
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de lo contrario la transformada por si misma no tendria resultados en la compresion por
la extension de los resultados.

Canalde X0
X__ ]| wanstormada |_G Cuantizacién | ~G Disposiivo ~G ] wonsfornada | Y = X,
Linea A de coeficienies dmemrrl:b Linea B

Fig. (2-9) Transformada directa y cuantizacion de coeficientes

Al cuantificar los resultados de las operaciones durante la transformada obtendriamos el
verdadero potencial de esta, que es que la mayor parte de la energia ha sido
comprimida en relativamente pocos coeficientes, como los veremos en los problemas
desarrollados.

Caracteristicas:

N = Nimero de muestras, n = Resolucién de las muestras.

Numero total de sumatorias: N log2 N

Numero de estados log2 N

Numero de bits de la palabra (resultado) sin cuantificar: n + log2 N

Ahora vamos a obtener la transformada Walsh-Hadamard usando el algoritmo de alta
velocidad, para la compresion de la siguiente secuencia de datos:

Xi=[2,4,5,0,9,3,7,7]
N = 8, Nimero total de sumatorias: N log2 N = 8 log, 8 = 8(3) = 24, Numero de estados
log2 N=3

Algoritmo de FWHT paraN=8
Estado 1
x=A | A=2| (A+E)= 11
x%=B | B=4| (B+F)= 7
%=C |C=5| (C+Q)= 12
%=D | D=0| (D+H)= 7
%=E |E=9| (A-E)= -7
x=F | F=3 | (B -F)= 1
%=G |G=7| (C-G)= 2
Xo=H |H=7| (D-H)= -7
Tabla (XV1)
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Algoritmo de FWHT para N=8
Estado 2
(A+E)+(C+G)= 11+12=23
(B+F)+(D+H)= 7T+7=14
(A+E)-(C+Q)= -1 -12=-1
(B+F)-(D+H)= 7-7=0
(A-E)+(C-G)= T+(-2)=-9
(B -F)+(D-H)= 1+(-7)=-6
(A-E)-(C-G)= -7 -(-2)=-5
(B -F)-(D-H)= 1-(-7)=8
Tabla (XVII)

Algoritmo de FWHT paraN=8

Estado 3
[(A+E)+(C+G)]+[(B+F)+(D+H)] = Xwho 23 +14 =37
[(A+E)+ (C+G)]- [(B+F) + (D +H)] = Xwn1 23-14=9
[(A+E)-(C+G)] +[(B+F)- (D +H)] = Xwrz 4 +0=1
[(A+E)-(C+G)] -[(B+F) - (D +H)] = Xwms 1-0=-1
[(A -E)+(C-G)]+[(B -F)+ (D -H)]= Xwha -9+ (-6) =-15
[(A -E)+(C -G)]-[(B -F) + (D - H)] = Xwns 9~(-6)=-3
[(A -E)-(C -G)+[(B -F)-(D -H)l=Xwns 5+8=3
[(A -E) -(C-G)]-[(B -F)- (D -H)l = Xwn -5-8=13

Tabla (XVIl)

Resultado el vector de datos comprimidos sera:
FWHT = (1/8){37, 9, 5, -33, -15, -3, 9, -19}

FWHT = {4.625, 1.125, -0.125, -0.125, -1.875, -0.375, 0.375, -1.625}
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Capitulo 3

Descomposicion espectral y filtrado en términos de secuencia

3.1 Caracteristicas de la descomposicion espectral Walsh

Un andlisis espectral utilizando funciones Walsh en términos de secuencia en lugar de
frecuencia tiene su uso principalmente en el analisis de sefales discontinuas y de
transitorios, ya que una importante caracteristica en la definicion del espectro de
potencia usando funciones Walsh es la posibilidad que el espectro pueda ser limitado
secuencialmente aunque las sefiales analizadas sean funciones limitadas en el tiempo,
en contra parte el comportamiento de la transformada de Fourier en un especto de
potencia nos dice que una funcién limitada en el tiempo no puede tener un espectro
limitado en frecuencia. Esto le da a las funciones Walsh una aplicacién muy importante
en el analisis de datos no estacionarios.

Una segunda caracteristicas de la descomposicion espectral Walsh es podemos
obtener una reduccion del efecto de corrimiento circular, que definimos anteriormente,
ya que funciones CAL y SAL correspondientes a una misma secuencia variaran
considerablemente en amplitud pero de manera reciproca.

De manera general puede formularse de una definicion de la equivalencia de la energia
en el dominio del tiempo y de la secuencia, el teorema de Parserval nos dice que la
energia contenida dentro de una serie ortogonal de coeficientes que representa a una
sefial, es la misma que cuando se expresa esta sefial en el tiempo. Por lo que la
energia es la misma en el dominio del tiempo como de la secuencia, como en cualquier
otro dominio.

Asi como en el andlisis de Fourier tenemos dos alternativas que pueden llevarse a cabo
para obtener el espectro de energia Walsh.

1.- Evaluacion directa via el cuadrado de los valores de la transformada Walsh (método
del periodo equivalente).

2.- Evaluacién indirecta via la autocorrelacién diadica (equivalente al método Wiener-
Khintchine).
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Solamente el segundo de estos métodos puede ser invariante al recorrimiento circular,
las ordenadas y coordenadas en todos los casos estan basadas en el concepto general
de secuencia en lugar de frecuencia. Las relaciones adicionales requeridas para el
andlisis de la descomposicion espectral estan resumidas las tabla (XIX) para Fourier y
(XX) para Walsh. Algunas de ellas ya las analizamos con anterioridad:

Caracteristicas de la descomposicion espectral con Fourier

s, P( _21::::') F{,2zm’] N n=m
Zex J exp| j =
Propiedad de ortogonalidad =y N N 0 n#m

Propiedad de simetria No aplicable

cos(nF m)i = cos(ni)cos(mi) + sen(ni)sen(mi)
Teorema del desplazamiento sen(n¥ m)i = sen(ni)cos(mi)* cos(ni)sen(mi)
2cos(ki) cos(pi) =cos(k — p)i + cos(k + p)i
2sen(ki) cos(pi) =sen(k - p)i+cos(k + p)i
2cos(ki) sen(pi)=-sen(k — p)i+ sen(k + p)i
Teoremas de la multiplicacién 2sen(ki) sen(pi)=cos(k - p)i - cos(k + p)i

1 N-1
Xi' *Y} =§in y[fﬂ:)

Convolucion =0
. % ). L]
Relacion de producto de Ia x*y X, el
convolucion Donde : © significa transfomada
l N-1
Rp(r)=— Z X Xirsiy
Autocorrelaién N i=0
1 2
F:"] R |X-l|
Espectro Fourier N
Tk R (@) o P(n)
N-1 N-
Wiener - Khintchine ! lZ|-¥;|2 = Z'| X l?
Teorema de Parserval Ni= -

Tabla (XIX)
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Caracteristicas de la descomposicion espectral WALSH

Propiedad de ortogonalidad

n=m

N-1 N
> WAL(m,i) WAL(n,i) =
e 0 nzm

Propiedad de simetria

WAL(n,i) = WAL(i,n)

Teorema de desplazamiento

No aplicable

WAL(k,i) WAL(p,i) = WAL|(k ® p),i]
CAL(k,i) CAL( p,i) = CAL[(k ® p).i]
SAL(k,i) WAL(p,i) = CAL[(p ® (k - 1)) +1,i]
CAL(k,i) SAL(p,i) = SAL[(k ® (p 1)) + 1,i]
SAL(k,i) SAL(p,i) = CAL[(k - 1) ® (p-1),i]
Donde : ® — Adicién en modulo 2

Teorema de multiplicacion
N=1
b T i iny(er)
Nim
Convolucién Diadica Donde : t significa const. de retrazo en la concoluvién
X, *y, <X, 0%,
Relacion de producto de la
convolucién Donde : <> significa transfomada
I N-1
Ry (@)= > Xi%si
Autocorrelaion Dyadic i=0
P(0)= X((0)
P(k) = X (k)+ X3(0)
-+
2 2
k =1.:w(£-1)
Espectro Dyadic 2
Teoria diadica R"’JETI) i P(t}‘
1 ¥ %
Wiener — Khintchine _Z[x ]?-:Z[X Iz
i k
Teorema de Parserval N =0 =0
Tabla (XX)
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3.2 Comparaciones entre el espectro Walsh y el espectro de Fourier
Seleccionar la estimacion espectral Walsh o Fourier para un proposito especifico
dependera basicamente de las caracteristicas de la sefial analizada. Basicamente la
descomposicion espectral en secuencia de una sefial de variaciones suaves como lo
podria ser una onda senoidal, resulta tener un espectro mas complejo que el obtenido a
través del andlisis de Fourier como se puede apreciar en la figura (3-1):

ﬂ Analisls de
ﬂ Fourler
Comsspondients

Espectro

Valsh

Sanoidal de

:TJ‘/N L L
Sacuencia de Zps = 15 1=15Hz
Fig. (3-1). Espectro de energia Walsh de una senoidal con f =15Hz.

Una complejidad similar se obtiene cuando se aplica el analisis de Fourier a una sefial
rectangular, observamos que el analisis por Walsh resulta ser mas sencillo en este caso

figura (3-2):

-4

.—%—-
Espectro ds
Fourir
do uns sefial
cusdrada

Fracusncla = 15 Hz 152Zps

~hndsts
Cormespondients

Fig. (3-2). Espectro de energia de Fourier de una sefial cuadrada con
periodo=T/15
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Analizaremos ahora un transitorio corto figura (3-3), obtenido al impactar o perturbar
una estructura mecanica. Una comparacion entre el espectro Walsh y Fourier se
muestra en la figura (3-4).

-

a0 ax o« os oa B @ @ & w @

Fig. (3-3). Transitorio corto al impactar una estructura mecénica

w3, 8.4 3 0

nooo e B Ly L e i.e e e 1500 ()
g

Secuencia z#s

e

! t A Frecuencia Hz
4 £ ; v - ...

tes B b AW AW Lee  LEe LW Lje LW L
g

500

Figura (3-4). Comparaci6n entre espectros de energia con respecto a la frecuencia y
secuencia.

Nosotros podemos ver que existen muchas similitudes entre los dos espectros en la
regién principal del transitorio. De cualquier modo en el espectro Walsh nos muestra
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otras regiones de energia de amplitud considerable, a mas altas secuencias que la
region principal.

En algunos casos esta segunda region es la que resulta de interés a ser analizada,
mientras que en otros se requiere de un espectro mas concentrado o comprimido. Las
razones por las que se obtiene este dltimo caso utilizando Fourier estan asociadas al
origen de la sefnal analizada particularmente.

Para el caso del espectro en secuencia Walsh, ya que esta sefial se obtiene de el
movimiento arménico de una estructura mecanica y por lo tanto definido a través de
ecuacion diferencial lineal, se espera que esta pueda ser representada por medio de
series exponenciales, es decir una suma de términos senoidales y cosenoidales, por lo
tanto como mencionamos anteriormente el espectro en secuencia obtenido de una
sefal sinusoidal sera mas complejo que el obtenido por Fourier, es por eso que resultan
otras zonas de alta energia a parte de la principal, convenientes para el que desee
estudiarlas.

De manera andloga observamos que se obtiene coeficientes extras de amplitud
considerable a altas frecuencias cuando se realiza el analisis de Fourier a una sefal
rectangular sintetizada, como lo podria ser sefial PCM (Pulse Code Modulation). La
figura (3-5) muestra el espectro de una sefial PCM obtenido a partir de unas series de
ilimitada cantidad de coeficientes arménicos, como lo dice |a teoria de Fourier.

454

40

£ 1]

20

154
fl '

b

93 o6 07 om o8

UL

Fig. (3-5). Espectro de energia de una sefial PCM utilizando Fourier.
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Caso contrario resulta la representacion espectral Walsh de esta misma sefial PCM,
como observamos en la figura (3-6) el ancho de bada esta limitado secuenciaimente de
manera muy precisa, debido al nimero finito de términos requeridos para sintetizar una
sefial codificada en binario que tiene una longitud que se relaciona a la base de tiempo
Walsh.

407
b
9
289
20

L1

9
(1!

ool LLLLLLLLEILILEL]  soevoncazee

Fig. (3-6). Espectro de energia de una sefial PCM utilizando Walsh.

Estos ejemplos indican claramente el rol que desempefian la descomposicion espectral
Walsh y Fourier para sefiales discontinuas y continuas con variaciones suaves.

Donde se requiera analizar una sefial derivada de una funcion del tipo sinusoidal como
lo podria ser por ejemplo el de una estructura mecanica, el analisis de Fourier resulta el
mas conveniente para obtener un espectro compacto.

Cuando se requiera analizar una sefial que contenga repentinas discontinuidades y un
limitado nimero de niveles como lo podria ser un sefal digital sintetizada, el analisis
Walsh es el mas apropiado para obtener un espectro compacto y limitado.

Como fuere para algunas aplicaciones especiales, como lo podria ser un analisis en
linea (tiempo real) donde la transformada Walsh se obtiene por medio de computadora,
la velocidad en el procesamiento es mas importante que la complejidad del espectro.
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3.3 Espectro Walsh via evaluacion directa (Método del periodo equivalente).
En este método el espectro Walsh se obtiene via el cuadrado de los valores de la
transformada Walsh, los coeficientes del espectro de potencia se pueden determinar de
una forma andloga a la forma periddica en que se calcula el espectro de Fourier:

P,(k)=Re(X,)’ + Im(X,)* (3.1)

Donde Re(X,) es el componente real (senoidal) e Im(X,) es el componente imaginario
(cosenoidal) de la transformada compleja de Fourier.

Para obtener el espectro Walsh nosotros podemos calcular:

P(0) = X¢,, (0)
P(k) = X2y (k) + X g (K)
P(N/2)=X2,(N/2) (3.2)

k=1,2..(N/2-1)

Dandonos (N/2)+1 puntos espectrales.
En resumen el espectro correspondiente a la transformada Walsh puede calcularse la
siguiente forma:

P(k) = [|ICAL(kt)* + [SAL(kt)]*]* (3.3)
Con los componentes de fase siguientes:
$(0)=0,n

¢ (k) = tan " Xsa(k) / Xea(K)], k=1,2,...., N/2 -1 (3.4)
& (N/2) = 2kn + n/2 k=0,12...
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En la figura (3-7) se muestra los espectros de una misma sefial recorrida o desplazada
aleatoriamente en la base de tiempo, observamos que la forma del espectro permanece
casi constante aunque se observan pequefios cambios en la estructura de la energia.

1«6

14

ol Dusplasamiorno on ol Bampo & cars

I=2
1=l
) Dueplsaminnts de Semps = 01T
-0
09
o8
07 e} Doaptasmmisrss on ol Bampa = 0187
1
06
0-5
() Dwsplazamisrto on ol Bempe = 0307
. AA.M
03
0.2
i) Cospinsamiants o0 ol Sempe = 0887
Q-1
0.0

08 ©5 0 15 20 @5 30 35 &40 &5 50 55

Fig. (3-7). Efecto del desplazamiento circular en el espectro Walsh

Se nota claramente que aunque la ecuacién (3.2) puede representar energia y aunque

conforme al teorema de Parselval, /P, (k) no nos da un espectro en amplitud como el

obtenido con -/cos’ wt + sen® ot en las funciones circulares, (debido a que se necesita
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un teorema como el que relaciona el Seno con el Coseno), las funciones CAL y SAL
correspondientes a una misma secuencia variaran considerablemente en amplitud pero
de manera reciproca, de esta forma la sumatoria de los cuadrados de los coeficientes
de las funciones CAL y SAL, que es parte de una de las definiciones del espectro,
reducira en parte el mencionado efecto circular.

Como un ejemplo numérico podemos obtener la transformada Walsh para una
secuencia de datos (1,2,0,3), y calcular ademas su correspondiente espectro:

Solucion:
La secuencia de datos muestreados x;=[7, 2, 0, 3]. N = 4.
La matriz Walsh a utilizar Wy sera de 4x4:

1111
o1 aoa
RS a4 g

1 F T -

X«=(1/4)[6 0 2 -4]
Xo=1.5X;=0,X2=05y X;=-1.

Para calcular el espectro tenemos:
P(k) = [ICAL(kt)* + |SAL(kI* ] *
Donde :

P(0) = Xca?(0) = (1.5)*= 2.25
P(1) = Xca’(1,8) + Xsa’(1,0) = X# + X;* = (0)° + (0.5)* = 0.25
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P(4/2) = P(2)= Xsal’(28) =X =(-1)°=1

Con los componentes de fase siguientes:
¢(0)=0n
¢(1)=tan"[0/0.5]=0
$(2)=2r+2kr k=012

3.4 Espectro Walsh via la autocorrelacion Diadica (Método Indirecto)

La teoria de Wiener — Khintchine establece de que si a la autocorrelacion de una serie
de términos de una funcién en el tiempo, se le aplica la trasformada de Fourier
obtendremos como resultado su espectro de energia de esa funcion. En términos

matematicos quedaria establecido de la siguiente manera:

Pe(f)= [ Ry(@)exp(~j27 fr)dz (35)
La relacion generalizada estaria definida:

Ry () © Py (f) (36)

Para el caso Walsh, una relacion muy similar podria ser aplicada entre la transformada
Walsh de una funcién y la autocorrelacion diadica de la misma:

Ry (7) © Py (k) 3.7

Donde P, (k) es el espectro discreto Walsh expresado en términos de secuencia y Ruy(7)
es la autocorrelacion diadica. Esto se le conoce como una derivacion del tipo légico de
la teoria de Wiener — Khintchine.
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3.4.1 Correlaciéon y convoluciéon Walsh

Aqui es donde el comportamiento de las funciones Walsh es muy diferente a las
funciones seno-cosenoidales, requiriendo una perspectiva diferente al momento de
trabajar con intervalos de tiempo de retrazo (lacks) ya que son distintos a los que se
utilizan en el analisis de Fourier.

Definamos dos series en el tiempo “x;" y “y; " las cuales han sido transformadas en
valores en el dominio Walsh como “X,." y “Y,‘respectivamente.

La convolucion de dos series en el tiempo se expresa de la siguiente forma:

l N-1
Z(T)=ﬁzxiyt-.‘ =X, *Y, (3.8)

i=0
Donde 1 indica el incremento en el valor de retrazo.

Reemplazando “x y “y.i" con los valores transformados teniendo Yy =Y.

2()= %NZ[NZ X WALk, :)]FZ YWAL( 7 - ,-)]
1=0

i=0 | k=0

-1 89
=Y X*YI[% NZ WAL(k,i) WAL(l, 7 — i}]

i=0

La expresion en corchetes es la convolucién de las funciones discretas Walsh.

Si nosotros llevamos a cavo una convolucion similar usando la transformada de Fourier
la funcion retrazada en tiempo, Y(#=t) exp(-2zin})/N) puede ser descompuesta en
funciones seno-cosenoidales por el teorema de desplazamiento circular, permitiendo asi
que la relacién (3.10) pueda aplicarse:

xO)*y(t) & X(f)eY(f) (3.10)

Donde <> indica un operador de transformacién. Por lo tanto la convolucién de x(f) y y (1)
se vuelve equivalente a la transformada inversa del producto de sus transformadas de
Fourier X{f) y Y(f).

No existe una relacion simple entre las funciones Walsh y una version retrazada de la
misma funcién, por lo que una equivalencia directa entre los productos de las
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transformadas Walsh y la convolucién de las mismas en el dominio del tiempo no se
puede usar. Como sea, usando la ecuacion (1.8), encontramos que este puede jugar
una parte similar a la del teorema de recorrimiento en la convolucién de Fourier.

De ahi que para dos series:

X <X, el (3.11)

Ahora definimos la convolucién Diadica como:

N-1
Z(f)‘:%zxi'yt@i =X, * Y, (3.12)

=0

Donde * representa la operacion de convolucién diadica:

Z(t) = %Ex[ﬁ Y, WAL(k,r ® i)] (3.13)

i=0 k=0

Usando la ecuacion (1.8):

Z(r) = %HZE Y, Exi WAL(k,i) WAL(k,7)
k=0 i=0
= EX,. Y, WAL(k,7) (3.14)

k=0
Resulta en una relacién equivalente a la ecuacion (3.10):
x*y, X, 07, (3.15)

Por lo tanto existen dos expresiones para definir la convolucion, ambas expresan una
forma de convolucién, pero mientas la expresion para Fourier implica adiciones
aritméticas para el desplazamiento de tiempo recursivo, la version Walsh de
convolucion requiere, una sustitucién por una adicién diadica o modulo 2.

Conociendo ambas expresiones podemos ahora comparar la convoluciéon en Fourier
con la convolucién Walsh.
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La autocorrelacion discreta en tiempo real esta definida por:
1 N-1
Re(@)=— > % X, (3.16)
N i=0

Donde i =0, 1,2...m y m << N. Aqui m es el rezago total de la correlacién.
La auto-correlacion discreta en tiempo diadica esta dada por:

N-1
R, (1)= % b . (3.17)
i=0

La diferencia entre las dos expresiones reside en el comportamiento de la adicién del
incremento del tiempo de rezago.

La convolucién diadica y la correlacion son idénticas por que la adicion y sustraccion en
modulo 2 son operaciones idénticas.

3.4.2 Escala de tiempo diadica

Ya que en el dominio del tiempo real se utiliza la adicion aritmética para la
autocorrelacion y en el dominio Walsh esta suma es en modulo 2, hace que el
comportamiento de la escala de tiempo diadica sea conocida como el dominio diadico,
este se compara en la figura (3-8) con el dominio de tiempo real.

En este figura observamos que serie de datos consecutivos para el tiempo real estan
igualmente espaciados, donde la correlacion aritmética tiene un rezago de tiempo que
se incrementa uniformemente, en el caso diadico Walsh una serie consecutiva de datos
son tomadas por instantes de tiempo junto con una serie de saltos hacia delante y hacia
atras todos de igual duracion.
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Tiempo
r———

Fig. (3-8). Tiempo lineal y diadico.

Al realizar una asociaciéon con la convolucién aritmética vemos que los resultados
obtenidos no los podemos procesar de manera directa y sencilla pero es posible realizar
una conversion de la correlacion diadica a la correlacion aritmética utilizando
operaciones matriciales, lo que nos facilitaria el calculo y lo haria mas sencillo.

3.4.3 El espectro secuencial via autocorrelacién

La mayor ventaja de obtener el espectro de energia utilizando este método es que los
resultados obtenidos tendra una invarianza en la fase. El proceso de obtencion del
espectro se resume en la figura (3-9).

Primeramente se obtiene la correlacion aritmética y el resultado es transformado por
medio de una operacion matricial para producir la autocorrelacion diddica de la funcién
en analisis. Posteriormente estos son transformados utilizando la transformada rapida
Walsh con lo que se obtiene el espectro de energia como lo indica la ecuacién (3.7).
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Tiempo Real Tiempo Diddico
~ A
Aut lacié Autocorrelacién
Aritmética Logica
—— T 1
LA
Matrices de
translacién
Transformada Transfromada
de Fourier Waish
Densidad Densidad
espectral espectral
de de
energla energla
Dominio de Dominio
Fourier Walsh
Fig. (3-9). Relacion entre los espectros Fourier y Walsh en
tiempo real y tiempo Diadico.

El paso adicional como se muestra es el de la conversion entre la correlacién aritmética
a diadica, y aunque la obtencion de la posterior transformada Walsh solo requiere pocas
operaciones, la dicha conversion en la autocorrelacion demandara N? operaciones si se
tiene N datos muestreados lo que alentara el proceso de calculo.

La conversion entre las dos funciones de correlacion se realiza utilizando dos matrices:

T,,=Dy-T, Yy TL-A=TN_'1.D;TI (3.18)

Donde T4, se refiere a una conversion de correlacion aritmética a légica y T,.4 sera la
opcion contraria. Dy es una matriz N por N diagonal, y sus elementos estan
relacionados de manera simple a la representacion binaria de los nimeros 0, 1, 2... N-1.
Ty es también una matriz N por N generada recursivamente.

Algunos métodos establecen que el espectro Walsh se puede obtener a partir de la
funcion de autocorrelacion légica sin la necesidad de utilizar un cambio entre los
sistemas aritmético y diadico de autocorrelacién. Para lo cual una matriz cuadrada de N
por N valores, opera sobre un vector en forma de columna que contiene los valores
muestreados de la funcién de autocorrelacion.

Esta matriz esta relacionada con el ordenamiento Paley donde sus filas obedecen
ciertas relaciones recursivas. Debido a esta relacion se observa cierta redundancia por
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lo que la matriz puede ser factorizada en un producto de coeficientes similar al que se
realiza con el algoritmo de la FWT.

El espectro Walsh se puede obtener usando Unicamente 3NLog N adiciones mas N Log
2N divisiones entre dos, estas divisiones son faciimente implementadas de manera
digital ya que se puede utilizar un registro con desplazamiento a la derecha.

Esto es en resumidas cuentas las mejores aproximaciones sobre la obtencion del
espectro a través del método de Wiener — Khintchine, sin embargo para algunas
aplicaciones donde cierta cantidad de desplazamiento en fase puede ser tolerado, el
método de evaluacién directa 6 método del periodo equivalente, es mas conveniente

debido a la simplicidad de sus calculos.

3.5 Analisis espectral de sefiales no estacionarias

El andlisis espectral de datos no estacionarios presenta un problema cuando se quiere
representar este espectro para ser analizado en tres dimensiones, es decir presentar el
contenido de estos datos en términos de energia, tiempo (o frecuencia) y de secuencia,
todos a la vez.

Existen diferentes métodos para lograr esto, uno de ellos es asumiendo que las series
de datos analizados son estacionarios o muy cerca de estarlo dentro de un espacio de
tiempo pequefio, para posteriormente dividir estos espacios de tiempo consecutivos en
espacios aun mas pequerios, cada uno de estos Ultimos puede ser analizado como una
serie estacionaria y como una serie de dos dimensiones (energia y secuencia) a partir
de solamente una (secuencia).

Un ejemplo se da en la figura (3-10). Aqui se muestra el espectro de cada una de las
pequefias series de tiempo, una detras de la otra, por lo que los cambios en el
contenido del espectro de las series completas puede observarse a lo largo del eje de
tiempo (eje punteado) que seria nuestra tercera dimension.
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Secuencia

Fig. (3-10). Espectro No-estacionario

Un método alternativo de analisis cosiste en aplicar una transformada en movimiento
que actue en un pequefio segmento de la sefial y se desplaza de manera progresiva a
lo largo del eje del tiempo para finalmente proporcionarnos un espectro en movimiento.
Esta técnica es conocida como analisis espectral de términos pequefios (short term
spectral analisis). Y se muestra de en la figura (3-11).

Energia

ts
S

.otz
|_*t1_|

'\JAWM—A

EOLST
- — - —

Operador de
Transformacion

—_—

Tiempo

o fr— - -
-
~r
W

v

Fig. (3-11). Analisis espectral de sefiales no estacionarias
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En ella un operador de transformacion actia sobre una longitud corta de tiempo, y se
desplaza progresivamente a lo largo del registro de la sefial. El espectro de corta
longitud resultante estara ubicado dentro una ventana igual a la longitud del operador,
teniendo como referencia el tiempo central del operador de transformacion.

La resolucién del andlisis es proporcional a la longitud de la transformada. También se
necesita otro pequefio operador adicional para la localizacién precisa del tiempo central.
Si se utiliza una ventana de forma triangular para la transforma secuencial se logra que
esta sea mas afilada y evita los errores de discontinuidad.

Un ejemplo de este procedimiento es el analisis de un disturbio sismico registrado por
un sismagrafo, como se muestra en la figura (3-12) al que se le aplicaron los analisis de
Fourier y Walsh.

(@)

it iy

(b)

MU i A%
o o, ! ,\1P 0
oo o BEET RV B
A '\JJ;LK‘P ; ,&J\ ;Z).\ﬁ nﬁn %/ Mngﬁr\'i’z\;\\l

o7 (0)

-

Fig. (3-12). Graficas un disturbio sismico. a) En tiempo Real b)
En frecuencia c¢) En secuencia
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3.6 Filtrado de sefales en secuencia

Debido a que la convolucién aritmética no se puede aplicar directamente al filtrado
digital Walsh, las investigaciones han llevado a cabo un filtrado en el que la que se
aplica la técnica de Wiener, esta técnica tiene un uso especial en Fourier, se le utiliza en
la técnica de filtrado no recursivo. La figura (3-13) ilustra de forma generalizada el
sistema de filtrado Wiener en una dimensién.

—_— A A ——-
x{t) = sit) + nlt) yit) =8 (t)

fitrado
G

Fig. (3-13). Filtrado Wiener generalizado

Primeramente se asume una sefal de entrada en forma de vector x(t), la cual consiste
de de la sefal s(t) y de ruido n(t), se asume que estos componentes son no
correlacionados entre ellos. A esta sefial x(f) de entrada se le realiza una operacion de
transformacioén unitaria utilizando una matriz de N por N elementos, llamada A, para
producir la siguiente igualdad:

X(f)=Ax(t) = As(t) + An(t) = S(f)+ N(f)  (3.19)

El vector resultante X{(f), se multiplica por una matriz N por N de filtrado que llamaremos
G, para posteriormente aplicar la transformada inversa, lo que nos produce a la salida
del filtro:

W)y=A"-G-A-x(1) (3.20)

Esta es en resumen la técnica de filtrado Wiener: transformada — modificacién —
transformada inversa.
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Si G se selecciona de manera correcta la respuesta a la salida del filtro consistira
unicamente de la sefial s(t) mas un componte de ruido muy reducido n(t).

Idealmente la matriz de filtrado G se selecciona en forma conjunta con la matriz de
transformada A, para minimizar el error cuadratico promedio de la sefial principal s(t) y
su valor estimado y(t).

El filtrado discreto Wiener puede ser implementado por cualquier transformada unitaria
incluyendo Fourier, Walsh, Haar y Karhunen-Loeve, el resultado para cada caso nos
dara el mismo error cuadratico medio.

Al usar la transformada Walsh con esta técnica es posible usar dos tipos de matrices de
filtrado. La matriz de filtrado puede ser un vector generador(es decir contiene
componentes diferentes a cero a lo largo de la diagonal Gnicamente) de la misma forma
que lo hace el filtrado no recursivo de Fourier, o puede ser un escalar que a su vez es
una matriz 1x1.

El filtrado vectorial usando la transformada Walsh puede ser extremadamente rapido y
se puede llevar a cabo realizando 2Nlog,N adiciones / sustracciones mas N
multiplicaciones reales. Sin embargo tiene pocas aplicaciones practicas al tener
Unicamente un simple vector

El filtrado escalar es en general el mas conveniente, pero a pesar de que el proceso de
transformacion sea rapido, la multiplicacion por la matriz de filtrado puede demandar
arriba de N? multiplicaciones. Una reduccion del tiempo de computo se obtiene si varios
de los valores que estan afuera de la diagonal su hacen cero y asi es posible obtener un
filtro que es econdmico en el disefio y el tiempo de procesamiento.

3.6.1 Filtrado con un vector basado en secuencia.

Una técnica simple de filtrado Walsh esta referido como filtrado limitado en secuencia.
Aqui un vector en forma de columna se emplea en lugar de una matriz diagonal de
filtrado. Los coeficientes del vector estan limitados a los valores de 0 y 1. En el caso un
filtro pasa bajas por ejemplo, todos los coeficientes arriba de cierto valor se hacen cero
al multiplicarse por los coeficientes de valor cero del vector de filtrado, todo esto antes
de que se aplique la transformada inversa Walsh.

Este es un proceso muy eficiente que puede resultar en un filtro “brick — wall” (o pared
de ladrillos) para eliminar ciertos coeficientes no deseados.
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Un ejemplo se da en la figura (3-14) donde a una sefial de secuencia pequefa se le
suma una segunda sefial comprendida de elementos de mas altas secuencias.
Llevando a cabo el proceso Wiener, colocando una serie de unos en la parte superior
del filtro y ceros en la parte inferior, resulta la sefal original de secuencia pequefa
reconstruida de manera exacta. El proceso es idealmente adaptado al filtrado de datos
rectangulares a los que se les adiciona un componente de ruido, como ocurriria por
ejemplo en los sistemas de transmisién digital.

i Filtro

m SRR

Figura (3-14). Ejemplo de un filtrado limitado secuencialmente

La conveniencia del vector de Filtrado Wiener para los muestreos de sefiales continuas
puede resultar en la representacién por escalones de la sefial donde podemos utilizar la
transformada Walsh. Como un ejemplo se muestra la figura (3-15) donde compara el
filtrado pasa banda de un transitorio sismico con perturbaciones, usando Fourier y
Walsh.
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Figura (3-15). Filtrado basa bajas usando las transformadas Fourier y
Walsh

A continuaciéon hemos desarrollado un ejemplo de filtrado con un vector basado en
secuencia del medio ciclo de una sefal senoidal figura (3-16).
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Fig. (3-16) Muestro de sefial senoidal
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Valores Muestreados
Xo 0.015
X4 1.429
X2 3.571
X3 4.360
X4 4.542
x5 4.140
X
X7

2.576

1.034
Tabla(XXI)
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Fig. (3-17) Valores muestreados

Aplicando la transformada Walsh obtenemos los siguientes coeficientes en el dominio

de la secuencia:

X, =[2708 -0364 -1444 -0176 -0221 0.0643 0518 -0.032]

Aplicando un filtro pasa bajas con secuencia de corte = 4 tenemos:

X, =[2708 -0364 -1.444 —0.176 -0.221 0.0643 0518 —0.032]x

oo o o o o

o o o o o o = o

o O o o o - o O

=T T — B — B — = =]

(=T — T — A~ N - — O - I~ |

(=D — N — N — R =T = — I —]

o o o o o o o o
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Nos da como resultado:

X, =[2708 -0364 -1.444 -0.176 0 0 0 0]
Aplicando la transformada inversa Walsh

x, =[0722 0722 3965 3965 4341 4341 1.804 1.804]

ket

e i s i

0 1 2 3 4 E§ & 7

Fig. (3-18) Valores muestreados

Aplicando un filtro pasa altas con secuencia de corte = 4 tenemos:

X, =[2708 -0364 -1444 -0.176 -0221 00643 0518 —0.032]x

o o o o o o o o
o O 0 o o o o o
(=2 — S — I — N — T — A — A —]
(=T — T — S — N = N — R~
o o~ o o o o o
o = o 0o o o o o

o o o o o o o

X,=[0 0 0 0 -0221 00643 0.518 —0.032]

Aplicando la transformada inversa Walsh

x,=[-0.707 0707 -0394 0394 0201 -0201 0.771 —0.771]
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01 2 2 4 5 8 ?
Fig. (3-19) Valores muestreados

Realizando la suma de lo obtenido con el filtro pasa bajas y el filtro pasa altas tenemos:
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Fig. (3-20) Ejemplo de descomposicion
de un sefial sencidal muestreada

Estos ejemplos de filtrado Walsh por medio de un vector basado en secuencia se
realizaron con la finalidad de mostrar lo facil que son de implementar, los resultados
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daran sefiales escalonadas como las que observamos en las figuras anteriores, para
reducir este efecto se deberan de tomar mas muestras en el mismo periodo de tiempo.

3.6.2 Filtrado de valor de umbral

Este método de filtrado de valor de umbral (Threshold filtering) para la eliminacion de
ruido y distorsién de una sefial se basa en que se conoce las caracteristicas sefial
original, y a partir de esto es que se determina un nivel de umbral que establecera la
relacion de filtrado.

Los valores de unos y ceros del vector de filtrado se obtienen de la siguiente forma: se
asignaran unos para todos los valores que excedan el valor umbral y cero para todos
aquellos valores que estén por debajo de este. Si nosotros consideramos la que sintesis
de esta sefial se obtiene por medio de la suma de una nimero de funciones Walsh se
vuelve claro que para recuperar la sefial original de manera aceptable, el nivel de
umbral debe ser seleccionado de manera que contenga el nimero suficiente de estas
funciones Walsh, asi para sefiales de variaciones suaves se espera tener un nivel de
umbral bajo para minimizar la distorsiéon en la reconstruccién de la sefial. Donde se
requieren pocos términos para sintetizar adecuadamente una sefial, como pulsos o
funciones discontinuas, se debe usar un nivel de umbral alto.

En la figura (3-21) se muestra como se puede implementar un programa de filtrado del
tipo umbral, el nivel de umbral “L" se define como un porcentaje del coeficiente de
secuencia mas largo encontrado en la transformada Walsh de la sefial. El valor de L se
provee al programa como un parametro al igual que el N nimero de muestras.
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Entrada de H valores

Entrads de N valores muestresdos de ls sefisl
L il Entrada del walor Umbral (L%) originel

Transmitids

valor mas grande

Xm

Comparacién con L

» sl Xm> L entonces Xm= 1
Xm < L entonces Xm =0

Xs.Xm

L definido como un g je del valor en
secuencia mas grande de la sefial original

A\

Salida

Fig. (3-21). Diagrama de flujo para un filtrado Walsh de valor umbral

Es interesante llevar a cabo este tipo de filtrado teniendo como entrada una serie de
pulsos, teniendo diferentes frecuencias de muestreo y adicionandole cantidades
aleatorias de ruido. El efecto de elevar el nivel de umbral nos dara como resultado el
estiramiento de los pulsos recuperados, esto es debido a que existe un limitado nimero

99



La Transformada Walsh y sus Aplicaciones - Capitulo 3

de coeficientes en secuencia diferentes a cero. El estiramiento es inversamente
proporcional al ancho de los pulsos, siendo el estiramiento mayor para pulsos
estrechos.

La exactitud de la reconstruccion del pulso depende del nimero de muestras usadas y
del nivel de umbral. Para el propésito de identificar un pulso inmerso en ruido nosotros
no estariamos preocupados tanto en la forma de este si no en la relacion sefial a ruido
S/N de la senal filtrada resultante, particularmente si la sefial tenia originalmente una
relacién S/N de valor cero o incluso negativa.

Algunos de los resultados se muestran en la figura (3-22) donde una serie de pulsos
obscurecidos por un ruido agregado de forma aleatoria, tendiendo un nivel de umbral L
= 33% se puede localizar faciimente la ubicacion de los pulsos aunque como se puede
apreciar existe una pequefia distorsion en cuanto al ancho y tamafio de los pulsos.

JL__n [

) Seital + Ruido sleatario

{c) Sefial filwrads con L = 33%
r. M

Fig. (3-22). Filtrando una sefial con ruido.
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La figura (3-23) nos muestra el efecto de variar el valor de nivel de umbral durante el
filtrado de una senal dada, se nota claramente que este filtrado es mas efectivo en la

identificacion de sefales digitales, sefiales de pulsos.
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Fig. (3-23).
Filtrado Umbral. Variaciones en el valor de umbral L.

3.6.3 Filtrado escalar basado en frecuencia

La dificultad de los métodos anteriores de filtrado radica en la determinacion de los
coeficientes indicados en la matriz de filtrado, para realizar de forma efectiva un filtrado
en funcién de la frecuencia si se desea pasar una sefial a una frecuencia determinada,
los coeficientes requeridos en el filtrado Walsh son numerosos en un ancho de banda

extenso dentro de la secuencia.
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Sin embargo existe mucha informacién sobre el disefio de filtros utilizando la
transformada de Fourier y se puede utilizar a demas las relaciones entre el filtrado
Wiener de Fourier y Wash para poder aplicar un filtrado de tipo secuencial a
determinadas frecuencias.

Si nosotros expresamos las dos formas de filtrado (Fourier y Walsh) en forma matricial
podemos obtener una relacién entre las matrices de filtrado. Primeramente el vector de
salida para el filtrado de Fourier seria:

»w(@®)=F"-G,-F-x(t) (3.21)

Donde F y F” son la transformada directa e inversa de Fourier, y G, es el conjunto de
coeficientes de filtrado. Para el caso del proceso Walsh el vector de salida seria:

Y, () =W -G, -W-x(1) (3.22)

Donde W y W™ son la transformada Walsh directa e inversa y G, es el segundo conjunto
de coeficientes de filtrado. Si nosotros asumimos que las salidas de ambos prosesos
seran iguales podemos hacer que y(t)=y,(t) y podemos escribir:

F"G,F <x(t) = W"sz -x(r) (3.23)
Donde G1:
G, =W.F™ G, F.w! (3.24)

Los valores de G1 se obtiene directamente utilizando técnicas ya conocidas en Fourier,
y usando la transformadas rapidas de Fourier y Walsh, se obtiene los valores de G,
necesarios para obtener la matriz de filtrado. Aunque el proceso de hallar los valores de
G; y luego de G; es mas lento, el proceso de filtrado Walsh que se implementara
finalmente sera mas rapido que si lo hiciéramos directamente por Fourier. Esto seria
ideal cuando se tenga operaciones repetitivas del tipo complejo como filtrado de
imagenes en dos dimensiones u operaciones en linea.

En el caso del filtrado en una sola dimension al tener N muestras se realizaran 2N log
2N adiciones /sustracciones mas N? multiplicaciones reales. El calculo de estas dltimas
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sera el elemento crucial en la efectividad de este tipo de filtrado, ya que el proceso sera
mucho mas rapido si se logra reducir los elementos diferentes de cero.

3.5.4 Filtrado en dos dimensiones

Aplicar la trasformada vy filtrado a las muestras de una imagen se puede demandar una
gran cantidad de recursos de un computador, debido al tamafio de la matriz que se
tiene en las imagenes para obtener una buena resolucion. Si esto ademas se pretende
realizar en tiempo real, se tiene el problema de que se debe de tener una taza de
transmision muy alta. Por estas dos razones es que la utilizacion de la transformada
Walsh resulta ser muy conveniente

En terminos generales el proceso implica transformar los datos muestreados a un
dominio en el que se pueda realizar preferentemente operaciones lineales o no lineales,
para después realizar la retransformacion de los coeficientes. Utilizando la transformada
Walsh todo esto se resume en el método de filtrado general Wiener.

El filtrado lineal se define como una combinacion lineal de todos los coeficientes
transformados para producir una matriz de N? puntos, los cuales se puedan modificar, la
expresion general de lo anterior seria:

Xy ZEX__,, G(m',m,n',n) (3.25)

N-1N=-
m=0 n=0

Donde G(m’',m,n’,n) es la funcién de filtrado.

Es conveniente considerar esta matriz de filtrado como un producto de dos matrices:

G(m',m,n',n) =G, (m',m)-G,(,n',n) (3.26)

Donde las matrices de filtrado [G,,] 0 [G,] pueden tomar la forma de una matriz diagonal
(o un vector) o en el mas complejo de los casos una matriz escalar. Como podemos ver
el filtrado en dos dimensiones cosiste en realizar dos veces la transformacién de las
muestras y dos veces el producto por la matriz de filtrado que es esencialmente repetir
el procedimiento para el procesamiento en una sola dimension dos veces.
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Cuando nosotros consideramos el filtrado en una sola dimensién, nosotros
generalmente deseamos referir las caracteristicas de transferencia (matriz de filtrado)
como los filtros pasa-bajas, pasa-altas, supresores de banda y pasa banda
dependiendo los efectos que tenga los datos analizados en el espectro de energia, la
forma mas sencilla seria teniendo los valores deseados igual a uno dentro de nuestra
banda y como cero los valores no deseados. Esto seria dificil de implementar por
Fourier pero de manera sencilla usando Walsh y por lo tanto tendriamos una funcién de
transferencia mas sencilla en el disefio.

Las operaciones no lineales que se puede realizar en el filtrado tienen que ver con que
a los coeficientes de las imagenes se les aplique operaciones logaritmicas:

z K- Xm.n lcg{l‘Xm,n } (327)
Xl

Y una relacion de potencia:

Xoao= __ B .T."'| (3.28)

Donde: K y k son constantes. Gracias a una operacion logaritmica se podra atenuar los
coeficientes de la transformada, por un factor proporcional a su magnitud, la relacion de
potencia tiende a enfatizar la diferencia entre las bajas y altas amplitudes de los
coeficientes y esto se utiliza para dar una mejora en las caracteristicas de la imagen
procesada.
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3.6 Filtrado de una sefial no estacionaria

Una sefial que exhibe caracteristicas de amplitud en funcion de la frecuencia asi como
de tiempo es llamada una sefal no estacionaria. Si el periodo de medicidén o adquisicion
varia escasamente con la frecuencia de esta sefal, la sefial puede ser considerada
como estacionaria o muy cercana de estarlo.

Un ventaja muy particular de usar las funciones Walsh con este tipo de sefiales es que
CAL(k,t) y SAL(k,t) desaparecen estando afuera de la base de tiempo (por ejemplo -Y2< t
< %). La transformada Walsh X, también se reduce a cero afuera de los intervalos de
secuencia: -(k+1) < Seq < + (k+1).

Por consecuencia, cualquier funcién de tiempo que pueda ser representada como una
superposicion de un namero finito de funciones Walsh es limitada tanto en tiempo como
en secuencia, por lo tanto esta sefial solo ocupara una area finita del dominio tiempo -
secuencia en ves de ocupar una area infinita en el dominio tiempo - frecuencia.

El método para el andlisis de este tipo de sefiales por ejemplo un transitorio,
primeramente se saca un promedio de la duracién en tiempo de este, para luego dividir
este tiempo en pequefios segmentos, los cuales son analizados y procesados como si
fuera una sefial estacionaria. Los resultados se grafican separadamente en el mismo
eje de tiempo (o secuencia) como si fuera un grafico de tres dimensiones. Un analisis de
sefales continuo de este tipo es conocido como filtrado en secuencia paralelo.

Este tipo de filtrado tiene mucha similitud con el andlisis espectral para sefiales no
estacionarias, aqui se usa un conjunto de filtros supresores de banda o digitales. Es de
hecho una forma del analisis espectral en el dominio de la secuencia y da informacion
sobre el contenido secuencial a lo largo de la duracion de la sefal.

Esto puede ser considerado en la forma convencional tomando cada operaciéon de
filtrado como un resultado de una funcién de respuesta al impulso o de forma alternativa
como la aplicacién de la propiedad de ortogonalidad Walsh a la funcién sin filtrar, donde
esta es usada para seleccionar el coeficiente Walsh requerido, y el proceso esrepetido
para M funciones Walsh diferentes.

La funcion respuesta al impulso esta forméda por una version limitada de la funcién
Walsh:

H(n,t) = WAL(n,t) G(t) (3.29)
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Donde:
G(t)=1 para 0<t<T

: (3.30)
G(t)=0 todas las demds

Esto es usado en una funcién de convolucion que nos da por resultado:

y(n,t) = fWAL(n,E) x(t —ih) (3.31)

i=0

Donde h = T/N = intervalo de muestreo.
Esto es realizado de forma continua para formar un banco de filtrado transversal
tendiendo M salidas en secuencia. Como se observa en la figura (3-24).

Filra PRy
con retenclén
Seftal de entrada / de mussiras
.__/\'\_/_* ke
Bl S—
~
- Horh —————
< — WALDSY -/;_
i T WAL(LY --/\"L_.__._._.__
[ |
M i
valores FWT H -— N —p
f 1
I
i !
— WALMAY e
Salida filtrada en secuencla
Fig. (3-24). Filtrado secuencia paralelo.

Un limitado conjunto de muestras, conteniendo las M primeras del conjunto total de N,
se transforman para darmnos M coeficientes transformados, cada uno teniendo un canal
de salida donde los resultados son almacenados. El conjunto de muestras de entrada
avanza una posicién admitiendo al conjunto una muestra nueva del conjunto total de N
muestras desechando de igual manera la mas antigua del conjunto (por ejemplo la
primera).

La transformada de este secundo set se lleva a cabo para proporcionamos el siguiente
conjunto paralelo de M coeficientes. El proceso se repite hasta que el set completo de N
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muestras se procesan. La idea es de dar series con M canales de salida cada uno
representando el valor continuo de un coeficiente Walsh a lo largo de la duracién de la

sefial de N muestras.
Analizando una sefial sismica, la forma de la sefial de salida se muestra en la figura

(3-25), donde solo se usan las primeras 16 funciones Walsh.

e AN
Fig. (3-25). Filtrado de un evento sismico

Existe cierta redundancia usando la técnica que se muestra en la figura (3-24), ya que
los pares de sefales filtradas CAL y SAL para una misma secuencia contienen la misma
informacién a parte del cambio de signo. Una versién del andlisis de energia espectral
del filtro en secuencia se puede desarrollar donde los cuadrados de las funciones
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filtradas SAL y CAL se suman usando la ecuacién (3.3), para darnos (M/2) + 1 sefales
filtradas. Los resultados se muestran en la figura (3-26) los cuales se aplicaron sobre el
mismo transitorio sismico. El uso del filtrado en secuencia también produce unos
graficos mas sencillos ya que los resultados solo pueden tomar signos positivos.

Fig. (3-26). Resultado al tomar los cuadrados de la sefial sismica filtrada.
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Capitulo 4

Aplicaciones de las funciones Walsh en el multiplexado de sefiales

El recurso mas limitado en un sistema de comunicacién electrénica es el espectro
electromagnético. En un sistema de comunicaciones via radio, los usuarios compiten
por las frecuencias disponibles. Es por esto que uno de los principales problemas que
tiene que resolver un sistema de comunicaciones moviles es sincronizar el acceso
simultaneo de usuarios al mismo tiempo. La solucién al problema del acceso mdiltiple
tiene grandes implicaciones desde el punto de vista econémico pues limita el nimero de
usuarios que pueden utilizar el sistema y por lo tanto, las utilidades que se obtienen.

4.1. Los Esquemas de Acceso Miltiples

Para transmitir una sefial de un usuario a otro, la informacién debe enviarse a través de
un canal que posiblemente tenga que ser compartido con muchos otros usuarios que
transmiten sus propias sefiales simultaneamente por el mismo canal. Surge por lo tanto
un importante problema que es el de dividir el canal de comunicacién entre los varios
usuarios que lo requieren, de tal manera que cada receptor puede recuperar la sefial
con la precision con la que se envié.

Analizaremos especificamente el caso de comunicaciones inalambricas, ya que estas
contindan aumentando en popularidad, y se requiere que multiples usuarios puedan
compartir la misma frecuencia. Dentro de los tipos comunes de sistemas de acceso
multiple actuaimente tenemos:

¢ El Acceso Mdiltiple por Division de Frecuencia (FDMA)
e El Acceso Mdltiple por Division de tiempo (TDMA)

e El Acceso Mdltiple por Divisién de cddigo (CDMA)

Cada uno de estos esquemas de acceso multiple plantean soluciones muy diferentes al
problema del ancho de banda y se explica en detalle debajo.
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4.1.1 Acceso Miiltiple por Division de Frecuencia (FDMA)

Cada usuario de FDMA se asigna un canal de frecuencia especifico. Nadie mas en la
misma area puede usar la frecuencia de este canal mientras esta asignada a un
usuario. Aunque esta tecnologia reducira la interferencia de sefal, también existen
grandes limitantes en cuanto al nimero de usuarios capaces de comunicarse en un
mismo momento, figura (4-1).

Tiempo

FDMA

Fig. (4-1) FDMA

4.1.2 Acceso Muiltiple por Division de tiempo (TDMA)

Cada usuario de TDMA comparte un canal de frecuencia comun, pero usan el canal
solo una cantidad muy corta de tiempo. A cada uno de ellos se le asigna una ranura de
tiempo y sélo se le permite transmitir durante esa particular ranura de tiempo. Cuando
todas las ranuras de tiempo disponibles en una frecuencia dada se usan, el siguiente
usuario debe asignarse una ranura de tiempo en otra frecuencia. Las rodajas de tiempo
son tan pequefas que el oido humano no puede percibir como el tiempo ha sido
rebanando, y por consiguiente asume que ellos tienen el canal entero para transmitir su
senal, figura (4-2).
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Tiempo

TDMA

Fig. (4-2) TDMA

4.1.3 Acceso Miiltiple por Division de cédigo (CDMA)
Los usuarios de CDMA comparten un canal de frecuencia comin. Todos los usuarios
estan al mismo tiempo en la misma frecuencia. Sin embargo, cada par de usuarios se le

asigna un caddigo especial que reduce las interferencias ademas que se incrementa la
privacidad, figura (4-3).

Tiempo

CDMA

Fig. (4-3) CDMA

Vale la pena notar que mientras los esquemas de acceso muitiple FDMA y TDMA tienen
una capacidad limitada por el ancho de banda disponible y el ancho de banda de cada
uno de los canales muiltiples deseados, en el caso del CDMA no existe este limitante.
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En el CDMA, como se vera mas adelante, se pueden adicionar nuevos usuarios
teniendo presente que el precio que se paga es la pérdida de calidad en la
comunicacion

4.2 Modelo tedrico de multiplexado Walsh

Las funciones Walsh pueden ser utilizadas en muchas de esas areas donde las técnicas
sinusoidales dominaron previamente, principalmente en el disefio de equipo digital y de
computacién donde las funciones de dos niveles Walsh son compatibles con los
algoritmos binarios de los equipos. Asi mismo hay muchas caracteristicas de las
funciones Walsh que no tienen una contraparte con las funciones de Fourier lo que
permite nuevas ideas en el desarrollo de hardware y software.

Histéricamente los fundamentos matematicos que dieron origen a posteriores
desarrollos en comunicaciones estaban basados en representaciones en secuencia de
tiempo continuo muy similar a lo que era las representaciones tiempo — frecuencias
contindas.

En la era digital de nuestros dias, se ha visto que basta con que se use un conjunto
finito de funciones Walsh para representar y alcanzar resultados satisfactorios en la
teoria de comunicaciones moderna.

Empezaremos recordando que el multiplexado se refiere a todas aquellas técnicas que
permiten la transmisién simultdnea de muchas sefiales independientes dentro de un
canal de comunicaciones comun. Todas las formas de multiplexado estan basadas en
sistemas de funciones ortogonales usadas como sefiales portadoras.

La figura (4-4) muestra en forma general un sistema de multiplexaje de sefiales.
Tenemos “n" sefiales a ser transmitidas cada una se le modifica por una Unica sefal
portadora que produce una separacién entre cada una de las “n” sefiales.

El de-multiplexado de todas estas sefiales se puede llevar a cabo al momento de la
recepcion combinando la sefial multiplexada separadamente con cada una de las
sefales portadoras unicas, tenemos el caso de FDM, en que diferentes sefiales son
situadas en diferentes partes del espectro de frecuencias y el de-multiplexado en el lado
de la recepcion se realiza por medio de filtros selectivos de ciertas frecuencias
especificas que permite recuperar la sefial original. Se utilizaba como sefiales
portadoras sefiales seno-cosenoidales.
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Surnador Distribuidor Filtros
5 Sehal o sefial de
Entrada salida
n- entradas n - salidas recuperada
Sk
Portadora
Fig. (4-4) FDMA

En los primeros experimentos de multiplexado Walsh se reemplazé las sefiales seno-
cosenoidales que se usaban como portadoras, por sefiales Walsh en un sistema FDM
refiriéndonos a la figura (4-4), la sefial enviada sobre un canal sencillo de transmision
S(t) es la suma de los productos de cada una de las sefiales de entrada, sy y su
portadora asociada ¢, ambas expresadas como funciones del tiempo.

SO =35, (0,0) (@.1)
k=1

Al momento de la recepcion, la sefial compuesta, S(t), se distribuye a una serie de
multiplicadores que tienen una replica de c,. Los productos son filtrados para remover
los productos cross-relacionados a altas frecuencias, y recuperar las sefales s
originales, desafortunadamente la sefial recuperada contiene la suma de otras tantas
sefiales multiplexadas por el mismo canal.

Es necesario que las portadoras sean parte de un set de funciones ortogonales, ya que
eso permitirda que se identifiquen y que se eliminen al momento de multiplicarlas por si
mismas, para asi obtener la sefial de salida deseada.

A parte de las sefiales sinusoidales las funciones Walsh constituyen un conjunto de
funciones ortogonales de la misma eficiencia en términos de ancho de banda que las
anteriores.
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4.2.1 Sistema de multiplexado Walsh

Para el estudio de un sistema digital de transmision nosotros vamos a considerar el
sistema que se muestra en la figura (4-5). Aqui las sefales a transmitir a, y by (k =0, +
1, + 2...) son sefales cuantificadas que existen dentro de un intervalo de tiempo finito 0
<t <T. Las sefales portadoras son secuencias Walsh codificadas fi(t) y fi(t) que tienen
valores de + 1 y son ortogonales entre ellas.

1% X
1 B X
i [
]
:
Entrada |
Datos :
]
i
L]
]
= .I' L] X
L junur g r
TR EUE Y Kt
Cadgas Waish Replics de codiges Waisn
Fig. (4-5) Sistema Digital Walsh de Transmision y Recepcion

Las sefiales de datos y sefales portadoras son multiplicadas por pares y sumadas de
manera lineal para la transmisién como se muestra. Se asume que las secuencias
codificadas f{f) y f{t) son almacenadas o recuperadas en la recepcién, la sefial
combinada y transmitida es multiplexada separadamente con cada una de estas
secuencias de codigo y el resultado promedio para una sefial representada de forma
efectiva, en el caso particular la sefial a, se representa:

t=1 [a e [bos g, 0a @2
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Debido a que las sefiales portadoras fi(t) y fi(t) son ortogonales, el segundo término de la
ecuacién se convierte en cero y podemos escribir:

s ; [a.f2 (4.3)

Pero f{(t) = + 1 por lo que A, = & y la sefial deseada es recuperada.

Este sistema, a pesar de ser simple en concepto, sufre muchas desventajas entre ellas
la sefial transmitida es una sefial multi-nivel, que tiene una valor de amplitud — potencia
promedio y por lo tanto es susceptible al ruido ademas el sistema requiere de varios
multiplicadores lineales.

Estas dificultades han llevado al desarrollo de sistemas en que la sefial transmitida y
multiplexada es también binaria de Unicamente dos niveles. Esto hace que la potencia
pico sea igual a la potencia promedio y por lo tanto que haya una inmunidad dptima
para el ruido. Una ventaja adicional es que es mas facil disefiar multiplicadores digitales
de operaciones multi-nivel que analégicos.

4.2.2 Sistema de multiplexado por mayoria légica

Esta técnica de multiplexado digital consiste en la transmisién Unicamente del signo de
la sefial multiplexada, esto es posible debido a que con las sefializaciones digitales solo
es necesario determinar el signo del coeficiente de correlacién de transmision por un
unico canal, para recuperar la informacién en la recepcion.

Los datos binarios a ser transmitidos son modulados cada uno por un conjunto de
cadigos Walsh que actiian como sefiales portadoras. Las sefiales en conjunto sumadas
dan origen a una Unica sefal la cual se pasa a través de un dispositivo que detecta y
transmite unicamente el signo logico en el intervalo de un bit del total de las sefiales
moduladas en cada canal. Este sistema es conocido como transmisiéon por mayoria
l6gica y se muestra en la figura (4-6).
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Fig. (4-6) Sistema de multiplexaje por mayoria logica

El demultiplexado se lleva a cabo al encontrar el coeficiente de correlacion de la sefal
transmitida con cada uno de los mismos cédigos Walsh utilizados en la transmision.

El nimero de canales que se pueden usar con este sistema depende de la existencia
de una matriz donde las filas tengan un coeficiente de correlacién de signo invariante
después de ser moduladas, sumadas, etc... la matriz puede formarse con funciones
Walsh de WAL(1,t) a la WAL(7,1).

Desafortunadamente el uso de una matriz mas grande provee una transmisién ambigua
de signo. Una solucion alterna para poder.utilizar mas canales es que la salida de un
multiplexor con un conjunto de canales sea a su ves la entrada de un segundo
multiplexor donde se tiene la entrada de otros multiplexores y estos a su ves con otros
canales, en concreto la idea es tener varios multiplexores agrupando varios canales en
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varias etapas. Los mutiplexores sucesivos permiten la reduccion de la taza de error, ya
que cada multiplexor por si mismo reduce ese error.

Con el uso adecuado de cédigos ortogonales como sefiales portadoras, el sistema
ofrece una relacion aceptable entre el numero de canales en uso y la correccién
automatica de errores, esto resulta debido a que la magnitud de los coeficientes de
correlacién para un canal dado se incrementan de manera inversa al numero de canales
mezclados, por lo que el signo correcto se mantiene incluso con la presencia de errores
en la sefal multiplexada. Esto se ilustra en la figura (4-6) donde se agrega un bit de
error a la sefial mutiplexada y se elimina durante el proceso de recuperacion.

En este ejemplo se muestran 3 de los 7 canales posibles, y a pesar de que se tiene
cierta capacidad de correccion cuando el sistema esta totalmente lleno es
imprescindible que el multiplexor pueda determinar que canales estan activos. Debido a
la redistribucion de potencia en todo el sistema en el momento del multiplexaje, es
posible que al momento de realizar la demodulacién de un canal inmévil o vacio, este
puede producir una sefial a la salida. Por lo tanto se tiene la necesidad de monitorear la
actividad de un canal y después de adquirir cierta informacién, suprimir la salida de un
canal inactivo. Esta dificultad puede encontrar una solucién al dejar un canal del
multiplexor para este propoésito, para que almacene informaciéon para control de los
demas canales.

Finalmente diremos que un sistema de multiplexado por mayoria légica pude ser
construido totalmente usando circuitos digitales, principalmente con memorias de solo
lectura y registros de desplazamiento.

4.3 Técnicas de modulacién de espectro expandido (SPREAD SPECTRUM)

Los esquemas de acceso multiple tiene como meta, permitir que varios usuarios de un
sistema tengan acceso simultaneamente al canal de comunicaciones. La capacidad de
un esquema de acceso multiple se mide en el nimero de usuarios que pueden
compartir simultdneamente un canal con un ancho de banda fijo. Como es obvio, es
preferible un esquema de acceso que permita mas usuarios pues se hace un uso mas
eficiente del espectro pero ademas que estos usuarios requieran de un servicio de
calidad, donde la sefial que reciben tenga una relacion sefial/ruido aceptable, por todo
lo anterior es que los esquemas de acceso multiple en particular CDMA utilizan la
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modulacion de espectro expandido buscando compartir el canal de comunicaciones con
el mayor numero de usuarios posible.

4.3.1 Definicion de modulacion de espectro expandido
La codificacion denominada Espectro Expandido SS (Spread Spectrum) se basa en la
ley de C.Shannon sobre la capacidad de canal:

C=Wlog,(1+S/N) (4.4)

La capacidad C del canal se relaciona con el ancho de banda W y la relacién sefal a
ruido S/N. Puede efectuarse una comunicacién con una S/N insignificante a condicién
se usa una banda W lo suficientemente ancha. Para transmitir 3 kb/s con una relacion
sefial-a-ruido S/N de 10 se requiere una banda de 200 kHz.

En base a lo anterior la modulacién por espectro expandido busca obtener un mayor
redimiendo de un canal teniendo mayor nimero de usuarios con una relacion S/N
aceptable, para lo cual antes de la transmision por un canal, los datos en banda base de
un usuario se expanden figura (4-7), usando un Unico cédigo de expansion para ese
usuario en particular, por lo que cada usuario tendra un cédigo diferente dentro de sus
datos a transmitir, que sera unico, lo que permitira que muchos usuarios usando
diferentes codigos puedan compartir un mismo ancho de banda.

WiHz

Fig. (4-7) CDMA — Espectro Expandido

Esta técnica puede compararse a una fiesta figura (4-8), dénde todos estamos en el
mismo cuarto y todos hablamos al mismo tiempo. Sin embargo, cada par de invitados
usa un idioma diferente para comunicarse. Usando idiomas diferentes hace que el
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comunicarse sea muy facil para los invitados, prestando solo atencién a lo que la
persona que habla su idioma esta diciendo y poniendo a todos los demas fuera de su

atencion.

"Shalom"”
“Hello" 'Guun‘rl"' “Buenos Dias™

L

Fig. (4-8) Analogia de la fiesta

El espectro expandido (SS) permite evitar las interferencias denominadas “Jamming”. El
emisor, antes de enviar la informacién, divide cada BIT en varias unidades llamadas
chips (secuencia grande de bits codificadores) y codifica el BIT antes de enviarlo. Si se
tiene una sefial de 10 Khz y cada bit es codificado por 100 chips, el ancho de banda
necesario para la transmision de los chips sera de 1 Mhz.

Estas técnicas tienen su origen en los sistemas militares y en términos generales
existen tres técnicas basicas: dos técnicas en el ensanchado de espectro (spread
spectrum) y una ensanchado de tiempo (time hopping).

e Secuencia directa “DS-SS": (spread spectrum) producto convolucional con un
codigo denominado Chips. Ensanchado en modulacién. Lo detallaremos mas
adelante.

» Frecuencia Hoppers FH-SS: (spread spectrum) saltos de frecuencia siguiendo
una secuencia conocida como “Saltos de Frecuencia” (Frecuency Hopping): Se
asignan N canales a la comunicacién y se va saltando entre las diferentes
frecuencias multiplexaciéon con un patrén de saltos predeterminado. Si tenemos
una sefial de 10 Khz y deseamos 100 canales, el ancho de banda necesario
para transmitir la sefial es de 1 Mhz.
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» Ensanchado de tiempo: (time hopping). pulsos de modulacion FM; a un mensaje
transmitido a una tasa R que requiere un intervalo de tiempo T, se le asigna un
intervalo de tiempo mayor Ts. Durante el intervalo Ts, la informacion es
transmitida en rafagas de acuerdo a un plan de saltos preestablecido. Puede ser
visto como el equivalente de los saltos de frecuencia pero realizado sobre
ranuras de tiempo en vez de frecuencias. Es usado en radares.

4.3.2 Espectro expandido por secuencia directa.

Entre una de las técnicas de espectro expandido mas comunes es la de la secuencia
directa. En esta técnica la portadora es modulada (expandida) con un cédigo digital.
Cada BIT (de duracién Ti) de la sefial de datos se multiplica por un cédigo (Chip de
duracion Tc) qué cambia una proporcién mas rapida (Rc = 1 / Tc) que la secuencia
original de BITS de datos (Ri = 1/ Ti), es decir Rc > Ri.

Esta técnica de secuencia directa se aplica para obtener una sefial digital con un ancho
de banda mayor (expandido) para posteriormente transmitirse.

El numero de simbolos de cédigo (chips) por bit de sefial se llama ganancia de
procesamiento, de forma similar la proporcién de expansion (SF) se define como:

_Re

SF =
Ri

(4.5)

Una vez que la sefial se codificé y transmitié por el canal, el cédigo modulador debe de
ser conocido tanto por la unidad emisora como por la transmisora, una unidad receptora
que no tenga el codigo correcto solo recibira ruido aunque este posicionado en la misma
frecuencia que otro que si tenga el cédigo correcto.

En la recepcion la sefial se recibe y se decodifica, para lograr esta tarea, la sefial
recibida se multiplica (correlacionador) por el mismo cédigo modulador de manera
sincronizada.

Debido que el cédigo original se compone de valores binarios 1/-1 o 1/0, esta operacion
quitara el cédigo completamente de la sefial y solo la sefial de datos original
permanecera. Notese que la operacion de expansion es precisamente equivalente a la
operacion de compresion.
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Las distintas comunicaciones son diferenciadas al codificar la informacién de acuerdo
con una clave particular, todas transmitidas en un mismo rango de frecuencias, a todas
aquellas que no posean la clave particular recibiran solo ruido el cual se incrementara
con el aumento de usuarios, mismo que serd considerado como un ruido de fondo
(Background noise). Una forma de controlar este ruido es que durante el proceso de
ensanchamiento (modulacién) se adiciona redundancia a la sefial, de manera que es
mucho mas resistente a las interferencias.

El codigo o clave particular que mencionamos continuamente, es como ya
mencionamos una secuencia binaria de valores 1/-1 o 1/0 y tiene propiedades
similares a un ruido aleatorio, esta es quiza la parte mas importante ya que las
propiedades de este cddigo permitira que mientras para unos usuarios la comunicacién
sea legible para los otros sea solo ruido, las propiedades son las siguientes:

« Balance: Deben tener aproximadamente el mismo nimero de ceros y de unos.
e Deben de ser codigos ortogonales.
* Debe tener una correlacion baja.

Enfocandonos en el Gltimo punto sobre la baja correlacion debemos tomar en cuenta
primero la auto-correlacion, definida como el grado de correspondencia entre un cédigo
y si mismo con un desplazamiento T (retardo distinto de cero o mdiltiplo de la secuencia)
es igual a:

S$,0).5,¢-1) (4.6)

Y para la correlacién cruzada definida como el grado de correspondencia entre cédigos
distintos desplazados o no, se define como:

§,®.8,¢-T7) (4.7)
Los resultados en ambos casos deben de ser de valores muy pequefios.
Generalmente con este tipo de modulacién se utilizan factores de SF de 10 o 100, y en

términos generales el ancho de banda antes de la modulacién es:

W ~1/Ti = Ri (4.8)
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Y después de aplicada la modulacion:

B=1/Tc=Re=SF*Ri= B~ SF*W (4.9)

4.3.3 Codigos ortogonales en DS-SS

4.3.3.1 Cédigos Walsh.- Los codigos Walsh o Walsh-Hadamard normalmente se usan
en sistemas de expansion directos por que son muy practicos y porque ellos exhiben
muchas Unicas propiedades que los hacen utiles en la codificacion y decodificacion de
sefiales en estos sistemas.

Una de las ventajas principales de cddigos de Walsh-Hadamard es que ellos son
ortogonales de baja correlacion y por consiguiente eliminan los efectos de interferencia
de multi-acceso, cumpliendo asi con las propiedades y requerimientos para poder ser
empleados en esparcimiento y compresion (Spreading y De-spreading) del espectro.

La secuencia de un canal se codifica generalmente mediante funciones Walsh de 64
bits Las funciones Walsh utilizadas en este caso requieren de 64 bits y en total tenemos
64 secuencias distintas, a una cierta velocidad llamada frecuencia de chips. Por ejemplo
1,2288 Mb/s para el caso de un canal telefénico celular de voz. Se transmite las
secuencias Walsh para codificar un cero légico y la secuencia invertida para un uno
l6gico.

La norma |S-95 responsable de establecer las caracteristicas de CDMA en telefonia
celular propone la codificacion mediante funciones ortogonales Walsh de 64 bits de
largo proporcionando 64 codigos ortogonales.

4.3.3.2 Cddigos PN (Pseudo ruido).- Ademas de las funciones Walsh existen otro tipo
de cddigos ortogonales llamados funciones “PN" (Pseudo Noise — Pseudo Ruido) que
consisten en una secuencia binaria pseudo aleatoria “PRBS" (Pseudo-Random Binary
Secuency), estas secuencias ortogonales se obtienen mediante un registro digital
realimentado de desplazamiento “LFSR” (Linear Feedback Shift Register).
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El nimero de retroalimentaciones que puede tener el registro depende del tipo de
funcién y de la longitud del registro. Las secuencias aleatorias que se pueden generar
con un registro de m bits:

N=2"-1 (4.10)

Dependiendo del nimero de bits, es el nimero de secuencias PN que se pueden
obtener. Sin embargo muy pocas secuencias son ortogonales. De la ecuacion (4.10)
podemos observar que hay N secuencias PN, sin embargo Unicamente m son
ortogonales.

La norma 1S-95 CDMA nos dice que para 64 BITS se optienen 2% - 1 = 1,8447 x 10'°
secuencias PN, pero de esas 1,8447x10' secuencias PN, solo 64 de ellas son cédigos
ortogonales, lo que significa m usuarios por portadora.

4.3.4 Transmisién y recepcion en CDMA utilizando un cédigo ortogonal
En el transmisor (tx):

D = datos de baja velocidad a transmitir.

C = cadigo ortogonal Walsh 6 PN de alta velocidad.

Y =D EXOR C.

En el receptor (rx):

Y = datos recibidos de alta velocidad.

C = el mismo cédigo ortogonal Walsh 6 PN.
D = datos recibidos, Y EXOR C.

-] =] D] -.

= = ol o »
= o = ol m

Fig. (4-9) Simbologia y tabla de verdad de la funcion EXOR
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Ejemplo del funcionamiento del sistema con multi-usuarios:

Usuario 1.

Tx de datos [D4] = 0000 0000
Codigo Walsh del usuario 1 [C4] = 0011 0011
Transmision del usuario 1 [Y4] = Dy EXOR C; = 0011 0011
Usuario 2.

Tx de datos [D,] = 0000 0000
Codigo Walsh del usuario 2 [C;] = 0000 1111

Transmision del usuario 2 [Y;] = D2 EXOR C; = 0000 1111

Usuario 3.

Tx de datos [Ds] = 0000 0000
Codigo Walsh del usuario 3 [C;)] = 1100 1100
Transmisién del usuario 3 [Ys] = Dz EXOR C3 = 1100 1100

Recepciones
Rx de datos del usuario 1 de la Tx del usuario 1
[D4] =[Y4] EXOR [Cq] = 0011 0011 EXOR
0011 0011 =
0000 0000 (dato valido).

Rx de datos del usuario 1 de la Tx del usuario 2

[D2] =[Y2] EXOR[Ci] = 0000 1111 EXOR
0011 0011 =
0011 1100 (ruido).

Rx de datos del usuario 1 de la Tx del usuario 3
[Ds] =[Ys] EXOR [Cy] = 1100 1100 EXOR
0011 0011 =
1111 1111 (dato no valido).
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4.4 Estandar para telefonia celular digital con CDMA (I1S95)

Aungue no todos los esquemas de acceso multiple que mencionamos con anterioridad
son los posibles y existentes, si son los mas empleados en la telefonia celular Vale la
pena notar que en el concepto mismo de la telefonia celular hay implicito un esquema
de acceso multiple por divisién de espacio (SDMA - Space Division Multiple Access),
que consiste en dividir el espacio en unidades independientes (llamadas células) cada
una de ellas con una antena (estacion base) encargada de atender todas las
comunicaciones en su area de cobertura.

La seleccion del esquema de acceso muliltiple se hace basicamente buscando ampliar la
capacidad del sistema celular, y esto se debe al hecho de que las comunicaciones via
celular se estan popularizando y el espectro electromagnético disponible es limitado.

El esquema de acceso mditiple TDMA sélo puede ser utilizado en telefonia celular
digital y requiere que se implementen mecanismos de sincronizacion, especialmente en
el enlace movil-base, para garantizar que cada moévil esta transmitiendo durante el
tiempo que le corresponde y que no va a interferir con los otros moéviles que estan
utilizando oftras ranuras. En el enlace base-movil la sincronizacion se requiere para
garantizar que cada movil esté procesando unicamente la informacion que va dirigida
hacia él. Normalmente se aplica en conjunto con el FDMA. Se utiliza FDMA para dividir
el canal fisico en varios canales légicos, y cada canal légico se multiplexa utilizando
TDMA.

De igual forma para la telefonia celular con CDMA se aplican en conjunto otras formas
de acceso multiple que hacen que el sistema completo de comunicacion sea mas
robusto y eficiente, claro que la base del sistema es la modulacién por division de
codigo y es que una muestra inicial de la eficiencia de CDMA radica en la posibilidad de
rehiso de frecuencias a nivel celdas y sectores contiguos (incremento de eficiencia
espectral).

La estacion base trabaja con antenas direccionales de apertura angular de 60°, cada
uno de los 6 sectores dispone de portadoras FDMA (10) y canales CDMA (40). Cada
estacion base maneja una elevada cantidad de canales (2400).

Debido a que en CDMA no hay rehtso de frecuencias a nivel usuario y en lugar de
asignar una portadora por usuario se asigna una portadora para un grupo de usuarios
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cada uno con un codigo diferente transmitiendo al mismo tiempo, su eficiencia en
cuanto al nimero de moéviles que puede manejar es mucho mayor que los accesos
basados solamente en TDMA y FDMA.

El Uso de CDMA tuvo su inicio en las comunicaciones militares y posteriormente en las
comunicaciones civiles. En usos militares CDMA es parte de una familia de técnicas de
comunicacion digitales que se han usado durante muchos afios; CDMA, en particular,
se us6 ampliamente por los dias de Segunda Guerra Mundial, con el fin de resistir los
esfuerzos enemigos para bloguear las comunicaciones y esconder el hecho que la
comunicacion estaba incluso teniendo lugar (baja probabilidad de intercepcion), asi
como de evitar la aglomeracion en sistemas militares de radio congestionados y de baja

velocidad e incluso radar.

En usos civiles comercialmente fue introducido en 1995, y CDMA se volvié rapidamente
una de las tecnologias inaldmbricas de mas rapido crecimiento en el mundo. Usando un
Unico codigo para distinguir cada diferente llamada, CDMA permite a mas personas
compartir el espacio aéreo de telecomunicaciones al mismo tiempo y sin interferencia.

En 1999 la Unidn de las Telecomunicacioneses Internacional seleccioné CDMA como la
norma estandar para la nueva generacién de telefonia celular (sistemas inaldmbricos
3G ‘“tercera generacién”). Muchos distribuidores de servicios inaldmbricos estan
modernizando o estdn actualizando las redes de 3G en CDMA con la razén de
proporcionar mas capacidad el trafico de voz, junto con las capacidades de transmision
de datos a gran velocidad. Hoy, encima de 100 millones de consumidores a nivel
mundial confian en CDMA para las comunicaciones de la voz claras, fiables y servicios
de datos de vanguardia.

La capacidad aumenta de 8 a 10 veces en comparacion de un sistema del teléfono
movil analégico. La calidad de la llamada mejora, con mejor un mejor sonido y mas
consiente comparado a un sistema del teléfono movil analégico. Ofrece mucha
privacidad por los cédigos a emplear en la descompresion, ofrece caracteristicas de
cobertura mejoradas, que permiten la posibilidad de menos celdas celulares, ademas de
que el tiempo de la charla aumenta para los usuarios y se puede demandar mas ancho
de banda.
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El estandar 1S-95 ha sido definido por la TIA (Telecommunications Industry Association)
de Estados Unidos, y es compatible con el plan de frecuencias existente en los Estados
Unidos para la telefonia celular analdgica. Las bandas especificadas son 824 Mhz - 849
Mhz para reverse-link (del movil a la base) y 869 Mhz - 894 Mhz para forward-link (de la
base al movil). Los canales estan separados por 45 Mhz. La velocidad maxima de
usuario es de 9.6 Kb/s, y se ensancha a un canal de 1.2288 Mchip/s.

El proceso en ensanche es diferente para cada enlace. En el forwardlink los datos son
codificados con un cédigo convolucional y se ensanchan con una secuencia de 64 bits
(funciones Walsh). A cada movil se le asigna una secuencia diferente.

Se proporciona un canal piloto (cédigo piloto) para que cada moévil pueda determinar
como actuar con respecto a la base. Este canal tiene mayor potencia que todos los
demas y proporciona una base coherente que usan los moéviles para demodular el
trafico. También proporciona una referencia de tiempo para la correlacion del cédigo.

El forward link spreading se hace a través de una banda de 1.2288MHz. Con una
longitud de 64 bits, 64 codigos ortogonales Walsh, con una velocidad de cédigo =
1.2288Mb/s.

Para el identificador de los moéviles se asigna un cddigo Walsh diferente por cada
usuario.

* W, = codigo Walsh 0, usado para el canal piloto (Pilot channel).

o W,-W; = Usado para canales de voceo (Paging channels).

e Ws;, = Usado para canal de sincronizacion (Sync. Channel).

o W3-Wj3; y Wi3-Wies = Usados para los canales de trafico (Traffic channel).

En el reverse-link se utiliza otro esquema pues los datos pueden llegar a la base por
caminos muy diferentes. Los datos son codificados con un cédigo convolucional, cédigo
PN largo. Finaimente se ensancha la sefial utilizando cédigos que son especificos del
usuario y de la base.

Los cédigos en el reverse link tienen una longitud de 42 bits, 2*2-1=4.398x10"? cédigos
PN y una velocidad del codigo = 1.2288Mb/s.
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También se usan codigos PN cortos para la identificacion de la célula en el rehuso de
células, tienen una longitud de 15 bits, 2'°-1=32767 cédigos PN cortos y una velocidad
del codigo = 1.2288Mb/s.

El nimero de usuarios idealmente es de 64 por portadora. Sin embargo tenemos
codigos utilizados en Forward Link por lo que quedan 55 canales para el trafico. Cada
usuario contribuye con ruido al sistema, por lo que el nimero de usuarios que pueden

compartir el mismo ancho de banda es limitado.

El control de potencia se debe de hacer en ambas direcciones. De la base al movil, se
hace con el fin de minimizar la interferencia que genera la base sobre las células
vecinas. Del movil a la base se realiza con el fin de evitar que los méviles que estan
cerca de la base generen una sefial tan potente que impida a la base recibir informacién
de los moviles lejanos, se lleva a cabo en pasos de 1 dB, y puede ser de dos maneras:
una es tomar como referencia la potencia recibida de la estacién base. La otra es recibir
instrucciones de la base sobre el ajuste que se debe llevar a cabo.

Finalmente, vale la pena anotar que la sefial que se transmite se modula utilizando la
técnica QPSK filtrado de la base al médvil y QPSK filtrado con un desplazamiento del
movil a la base.

La separacion de la sefial CDMA en recepcion se puede efectuar mediante 2 métodos
(para reducir la interferencia entre canales en la misma celda):

-Tipo “Rake”: usa técnicas correlativas disponiendo de un filtro adaptado al cédigo de
cada suscriptor. Como cada cédigo es conocido y periédico, se genera un espectro con
rayas espectrales definidas y separables.

-Tipo “deteccién de unién™: se toma en cuenta el codigo de los usuarios de la misma
celda, suponiendo insignificante la interferencia entre celdas y resolviendo en un paso la
separacion y ecualizacion. Al conocer todos los cédigos que se transmiten en una celda,
se puede, por diferencia, identificar uno en particular.

Un problema importante es el sincronismo inicial. Se trata de una blsqueda y deteccion
secuencial sobre un cédigo PN corto, mediante sucesivos corrimientos de un bit y

129



La Transformada Walsh y sus Aplicaciones - Capitulo 4

comparaciones. Luego del sincronismo inicial corresponde un seguimiento (tracking) de

la sefal entrante.

Resumen de los parametros y funciones de canalizacion en CDMA

Parametro

Funcién

Frecuencia

Se divide el espectro en canales de 1.23 Mhz, los enlaces forward link y
reverse link estan separados 45 Mhz, Se le asigna una frecuencia
especifica de las disponibles en una célula, a una llamada. Se asignan
diferentes frecuencias a diferentes llamadas.

Cédigos Walsh

Separa los canales de forward link de los diversos usuarios de una
misma célula, se asigna en la base el codigo 0 es para el canal piloto
mientras que el 32 es para la sincronizacion.

Codigos PN Largos

Separa los canales reverse link de los diversos usuarios de una misma
célula, depende del tiempo y de la identificacion de un usuario, esta
compuesto por una secuencia binaria pseudo aleatoria (PRBS) de 43 bits
y una mascara especifica del usuario.

Cadigos PN Cortos

También llamados secuencia de ensanche | y Q, separa diferentes
celdas o sectores de celdas. Los codigos | y Q son diferentes pero estan
basados en PRBS de 15 bits.

Ambos codigos se repiten a intervalos de 27.667 ms. Las estaciones
base se diferencian por los desplazamientos de tiempo de las secuencias
cortas.

Tabla (XXIl) Parametros y funciones de canalizacion en CDMA

4.5 Desarrollo de una llamada telefonica utilizando CDMA
Cuando se enciende un movil, éste conoce la frecuencia asignada para el servicio

CDMA en el area local. Se sintoniza en dicha frecuencia y busca la sefial piloto. Puede

encontrar varias sefiales piloto provenientes de diferentes estaciones base, pero éstas

pueden ser diferenciadas porque tienen diferentes desplazamientos de tiempo.

El mévil selecciona la sefial piloto mas potente y establece referencias de tiempo y

frecuencia a partir de ella. Una vez realizado este proceso de seleccion de la base, el

movil comienza a demodular con el cédigo Walsh 32 que corresponde al canal de

sincronizacién. El canal de sincronizacién contiene el valor futuro del registro de
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desplazamiento de codigo PN largo (42 bits). El mévil carga dicho valor en su registro y
queda sincronizado con €l tiempo de la estacion base.

Adicionalmente se requiere que el movil se registre en la base; de esta manera, ésta
sabe que el mavil esta disponible para recibir llamadas y cual es su ubicacion. Cuando
un movil pasa de una zona a otra y no hay una llamada en curso, realiza un proceso de
“idle state handoff.” Un “Handoff’ es una caracteristica tinica de los sistemas celulares
que consiste en que si un movil cruza de una célula a otra en medio de una
conversacion se realzara el cambio o traspaso a la otra célula y la conversaciéon no
debera afectarse por este hecho. Minimizar los handoffs y garantizar que los que se den
sean exitosos es una tarea muy importante para los disefiadores de sistemas celulares.
Cuando el usuario realiza una llamada, el mévil intenta contactar la estacion base con
un acceso de prueba. El cédigo PN largo que se utiliza esta basado en los parametros
de la celda. Si ocurre una colisién, el mévil no recibe respuesta y espera un tiempo
aleatorio antes de intentar de nuevo.

Al establecer contacto con la estacion base, esta le asigna un canal de trafico mediante
un coédigo Walsh. A partir de este momento el mévil cambia el cédigo PN largo por uno
basado en su nimero de registro con la base. El cédigo Walsh se utiliza en el forward-
link, mientras que el codigo PN largo se utiliza en el reverse-link.

Cuando un movil comunicado con una base detecta otra sefial piloto suficientemente
potente, solicita un proceso de “soft handoff".

Al moévil se le asigna otro cédigo Walsh y otra sincronizacion piloto. El mévil debe estar
en capacidad de recibir ambas sefiales y combinarlas. Cuando la sefial de la base
original haya disminuido lo suficiente, el moévil solicita el fin del “soft handoff".

Al finalizar una llamada, los canales se liberan. Cuando el mévil se apaga genera una

sefal registro de apagado que se envia a la base para indicar que ya no esta disponible
para llamadas.
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4.6 Ventajas y desventajas de CDMA
Ventajas

Aprovecha la naturaleza de las conversaciones humanas para proporcionar
mayor capacidad.

No requiere de un filtro ecualizador. Basta con el correlacionador.

Como todas las células utilizan las mismas frecuencias, no hay necesidad de
hacer cambio de frecuencias en el “handoff’. Sélo hay que hacer cambio de
codigos.

No se requieren los bits de guarda que hay entre las ranuras en TDMA.

Al sectorizar, por lo menos en teoria, se obtiene un incremento de la capacidad.
Menos desvanecimientos.

La transiciéon es mas facil. En CDMA se utiliza un ancho de banda de 1.25 Mhz,
el cual es equivalente al 10% del ancho de banda asignado a las compafiias
celulares, por lo que se puede hacer una transicién lenta y adecuada.

Mayor capacidad.

No se requiere gestion ni asignacion de frecuencias.

El efecto de adicionar un usuario extra sobre la calidad, se refleja en todos los
usuarios.

Puede coexistir con sistemas analogos.

Desventajas

Necesitan de un control de potencia rapido, ya que el nivel de potencia de todas
las estaciones méviles que se reciben en la base deben de ser iguales. Si uno
de los moviles envia sefiales con una mayor potencia este distorsionara las
sefiales de los otros moviles, En el peor de los casos un solo mévil que tenga un
control de la potencia fuera de los parametros puede hacer caer la comunicacién
de toda la célula y de las células cercanas.

La estaciones moviles que estan en la etapa handoff necesitan utilizar
frecuencias de mas de una célula por consecuencia la capacidad de estas se
reduce.
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Capitulo 5

Aplicaciones de la transformada Walsh en el tratamiento digital de

imagenes

5.1 Procesamiento de senales multidimencionales

Las sefales multidimencionales como lo son las imagenes (fotos) f(x,y), video f(x,y.1),
CT y MRI f(x,y,z,t), de los cuales haremos un breve definicion mas adelante, requieren
de un procesamiento y tratamiento digital debido a que para su transmision y
visualizacion requieren de una codificacion y compresion, ademas algunos casos estas
se encuentran deterioradas, con ruido o ciertas distorsiones por lo que es necesario un
procesamiento digital para su realce (Enhancement), restauracion, reconstruccion,
reconocimiento de patrones, analisis y deteccion.

Enfocandonos principalmente en el procesamiento y tratamiento de imagenes estas no
pueden ser procesadas como tal si trabajamos con datos pictéricos en ves de datos
numericos, por lo que las imagenes deben de ser digitalizadas, es decir convertirlas a
una forma numérica antes de iniciar de un procesamiento por computadora.

Las aplicaciones mas importantes en el tratamiento de imagenes se encuentran en las
areas médicas, satelitales, radares y en el campo de la astronomia. A continuacién se

muestran algunos ejemplos de ellas, figuras (5-1), (5-2) y (5-3):

Fig. (5-1) Imagen satelital de un volcan en la peninsula de Kamchatka, Rusia
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Fig. (5-2) Imagen satelital de un volcan en Alaska, EEUU

Fig. (5-3) Imagen astronémica de la Galaxia Espiral: “NGC 1232 —
VL UT 1 + FORS 1" tomada por European Southern Observatory
en 1998
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En el campo de la medicina el tratamiento digital de imagenes va desde el
procesamiento de imagenes de rayos X, imagenes de ultrasonido, hasta CT y MRL

La proyeccion de una tomografia axial automatizada (CT) es un examen simple y
seguro donde un explorador computarizado produce una serie de imagenes y puede
detectar muchas condiciones que no se perciban en radiografias convencionales,
requieren el uso de un tinte radiografico que es inyectado o dado de forma oral a los
pacientes para realzar las imagenes contorneando los vasos sanguineos o visualizando
los érganos del cuerpo.

Por otro lado la proyeccion de imagen de resonancia magnética (MRI) es una técnica
especial de la proyeccion de imagenes que permite que los médicos perciban imagenes
tridimensionales detalladas del interior del cuerpo humano las cuales pueden conducir a
la deteccion temprana y al tratamiento de diversas enfermedades.

En las figuras (5-4), (5-5), (5-6) y (5-7), se muestran algunos ejemplos del uso de
imagenes en la medicina.

Fig. (5-4) Imagen médica: Ultrasonido de un feto de 5 meses de gestacion.
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" Fig. (5-5) Imagen médica: placa de
rayos X de un rodilla humana

Fig. (5-6) Sala de examenes médicos MRI

Fig. (5-7) Imagen médica: MRI de un cerebro
humano normal.

5.2 Caracteristicas de las imagenes digitales
Una imagen es una representacion, una semejanza, o una imitacion de un objeto o de

una cosa, una descripcién viva o gréfica, asi mismo una imagen digital es una

representacion electrénica tomada de una escena o escaneada de documentos -

fotografias, manuscritos, textos impresos e ilustraciones.
A continuacién definiremos las caracteristicas mas importantes que definen a las

imagenes digitales:
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5.2.1 Pixeles.

Para obtener una imagen digital se realiza un muestreo de la imagen analégica y se
confecciona un mapa de ella en forma de cuadricula de puntos o elementos de la figura
llamados pixeles a cada uno de ellos se le asigna un valor tonal (negro, blanco, matices
de gris o color), el cual esta representado en un cédigo binario.

Los digitos binarios ("bits") para cada pixel son almacenados por una computadora en
una secuencia, y con frecuencia se los reduce a una representacion matematica
comprimida. Luego la computadora interpreta y lee los bits para producir una version
analdgica para su visualizacion o impresién. En la figura (5-8) se muestra como una
imagen esta representada por muchos pixeles y como estos en muchos casos solo son

visibles al hacer un acercamiento.

Fig. (5-8) Los pixeles que componen una imagen pueden verse
en forma individual al hacer un acercamiento.
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5.2.2. Frecuencia de muestreo.

La frecuencia de muestreo también llamada frecuencia espacial es un buen indicador de
la resolucion (capacidad de distinguir los detalles espaciales finos). Las unidades dots-
per-inch (puntos por pulgada) (dpi) o pixels-per-inch (pixeles por pulgada) (ppi) son
términos comunes y sinénimos utilizados para expresar la resolucion de las imagenes
digitales. Generalmente, pero dentro de ciertos limites, el aumento de la frecuencia de
muestreo también ayuda a aumentar la resolucién, como podemos observarlo en las
siguientes dos imagenes figura (5-9) y (5-10), la imagen A tiene mas dpi que la imagen

B, el contraste en la resolucion es evidente.

Fig. (5-9) Imagen A : 256 x 256 Pixeles Fig. (5-10) Imagen B: 32 x 32 Pixeles

Generalmente una imagen se expresa en dimensiones de pixel quiere decir que son las
medidas horizontales y verticales de la imagen, expresadas en pixeles y multiplicadas
por el dpi. Una camara digital también tendra dimensiones de pixel, expresadas como la
cantidad de pixeles en forma horizontal y en forma vertical que definen su resolucion
(por ejemplo: 2.048 por 3.072).
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Ejemplo:

10"

O

Fig. (5-11) Dimension de pixel: Un documento de

8 x 10 pulgadas que se escaneda a 300 dpi
posee dimensiones de pixel de 2400 pixeles (8
pulgadas x 300 dpi) por 3000 pixeles (10
pulgadas x 300 dpi)

5.2.3. Profundidad de bits.

La profundidad de bits en una imagen es determinada por la cantidad de bits utilizados
para definir cada pixel. Cuanto mayor sea la profundidad de bits, tanto mayor sera la
cantidad de tonos (escala de grises o color) que puedan ser representados. La tonalidad
en una imagen esta definida por el color que predomina en ellas. Las imagenes digitales
se pueden producir en blanco y negro (en forma bitonal), a escala de grises o a color.
Una imagen bitonal esta representada por pixeles que constan de 1 BIT cada uno, que
pueden representar dos tonos (tipicamente negro y blanco), utilizando los valores 0 para
el negro y 1 para el blanco o viceversa

Una imagen a escala de grises esta compuesta por pixeles representados por muiltiples
bits de informacion, que tipicamente varian entre 2 a 8 bits o mas

Ejemplo: En una imagen de 2 bits, existen cuatro combinaciones posibles: 00, 01, 10 y
11. Si "00" representa el negro, y "11" representa el blanco, entonces "01" es igual a gris
oscuro y "10" es igual a gris claro. La profundidad de bits es dos, pero la cantidad de
tonos que pueden representarse es 2° ¢ 4. A 8 bits, pueden asignarse 256 o 2° tonos
diferentes a cada pixel.
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En la figura (5-12) se muestra de izquierda a derecha una imagen bitonal (1 BIT) una
en escala de grises (8 bits) y una en escala de colores (24 bits).

Fig. (5-12) Profundidad de bits : De izquierda a
derecha imagen bitonal de 1 BIT, a escala de grises de
8 bits, y a color de 24 bits

Una imagen a color esta tipicamente representada por una profundidad de bits entre 8 y
24 o superior a ésta. En una imagen de 24 bits, los bits por lo general estan divididos en
tres grupos: 8 para el rojo, 8 para el verde, y 8 para el azul. Para representar otros
colores se utilizan combinaciones de esos bits. Una imagen de 24 bits ofrece 16,7
millones (2%) de valores de color. Cada vez mas, los escaneres estan capturando 10
bits o mas por canal de color y por lo general imprimen a 8 bits para compensar el
"ruido” del escaner y para presentar una imagen que se acerque en el mayor grado
posible a la percepcion humana.

Calculos binarios para la cantidad de tonos representados por profundidades de bits
comunes

1BIT (2 ") = 2tonos

2 bits (2%) = 4 tonos

3 bits (2°) = 8 tonos

4 bits (2*) = 16 tonos

8 bits (2°) = 256 tonos

16 bits (2'%) = 65.536 tonos

24 bits (22*) = 16,7 millones de tonos
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En las figuras (5-13), (5-14) y (5-15) se muestra la misma imagen pero con diferentes
profundidades de bits y concluimos que la inteligibilidad de la imagen no se ve afectada
ya que podemos reconocer facilmente que se trata de la misma imagen, caso opuesto
con las figuras (5-9) y (5-10) en que se presenta la misma imagen pero con diferentes
frecuencias de muestreo y es dificil darse cuenta a simple vista que se trata de la misma
imagen.

Fig. 5-15:
Imagen 256x256 2 tonos

Fig. 5-13:
Imagen 256x256 256 tonos

Fig. 5-14:
Imagen 256x256 32 tonos

5.2.4. Archivos de imagenes.

El tamario del archivo se calcula multiplicando el drea de superficie (altura x ancho) de
un documento a ser escaneado, por la profundidad de bits y el dpi®. Debido a que el
archivo de imagen se representa en bytes, que estan formados por 8 bits, divida esta
cifra por 8.

Formula 1 para el tamafio de archivo:

w & .2
Vil Jé arahive s (altura x ancho x proj;mdzdad de bits x dpi”) 5.1)

Por ejemplo, si se captura una imagen de 24 bits con una camara digital con
dimensiones: 8" de alto, 10" de ancho, con un dpi: 300, entonces el tamafio de archivo
esigual a:
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(8x10x 24 x300%)
8

=21.6 M bytes

Si se proporcionan las dimensiones de pixel, multipliquelas entre si, y por la profundidad
de BIT para determinar la cantidad de bits presentes en un archivo de imagen. De igual
manera si la imagen se representa en bytes, que estan formados por 8 bits, divida esta
cifra por 8

Férmula 2 para el tamario de archivo:

(dimenciones de pixel x profundidad de bits)
8

Tamano de archivo = (5.2)

Ejemplo, si se captura una imagen de 24 bits con una camara digital con dimensiones
de pixel de 2400 x 3000 pixeles entonces el tamario de archivo es igual a:

(2400 x 3000 x 24)
8

=21.6 M bytes

Debido a que las imagenes digitales tienen como resultado archivos muy grandes, la
cantidad de bytes con frecuencia se representa en incrementos de 2'° (1024) o mas:

1 Kilobyte (KB) = 1024 bytes
1 Megabyte (MB) = 1024 KB
1 Gigabyte (GB) = 1024 MB
1 Terabyte (TB) = 1024 GB

5.2.5. Compresion de imagenes.

El término compresion de datos de imagenes se refiere al proceso de reduccion del
volumen de elementos necesarios para representar una determinada cantidad de
informacion. Los datos son los medios a través de los que se transporta la informacion.
Se pueden utilizar distintas cantidades de datos para describir la misma cantidad de
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informacion. Por lo tanto, hay datos que proporcionan informacion sin relevancia. Esto
es lo que se conoce como redundancia de los datos. La redundancia de los datos es un
punto clave en la compresién de datos de imagenes digitales.

En la compresién digital de imagenes, se pueden identificar y aprovechar tres tipos
basicos de redundancias: la de codificaciéon, entre pixeles y psicovisual, logrando la
compresion de datos es cuando una o varias de estas redundancias se reducen o se
eliminan. En este mismo capitulo en el tema 5.4 se describe la implementacién de un
codificado de imagenes basado en la transformada Walsh que permite la compresion de

imagenes aprovechando la redundancia de codificacion, entre pixeles y psicovisual.

5.2.6. Imagenes en color.

La teoria del color nos dice que los colores se dividen en 2 categorias denominadas
colores primarios aditivos y sustractivos, los aditivos necesitan energia para generarse y
crear toda la gama de color (Rojo, Verde, Azul) a la inversa los sustractivos seden
energia y se fundamentan en el color blanco (Magenta, amarillo y Cyan), los receptores
de TV, las computadoras, cine y el ojo humano funcionan aditivamente esto es
afadiendo energia para generar los colores este proceso se denomina sintesis aditiva.
Al proceso contrario se denomina sintesis sustractiva y es utilizado en las imprentas
para reproducir imagenes de color en papel.

Hoy la mayoria de las imagenes electrénicas son grabadas en color, en el dominio RGB
(Red, Green, Blue). Las imagenes RGB se transforman al espacio luminancia-
crominancia, generalmente referido al dominio Y-Cr-Cb, definido como:

Y=03R+0.6G+0.1B
C = B-Y

r

+0.5 (5.3)

R-Y
1.6

C,= +0.5

El canal de la luminancia se refiere a la brillantes de una imagen y los canales de
crominancia son Cr que se refiere a la tonalidad y Cb a la saturacion, que es la cantidad
de pureza del color. Debido a que el ojo humano es relativamente insensible al
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contenido de altas frecuencias de los canales de crominancia Cr y Cb son
submuestreados por 2 en ambas direcciones.

Esto es ilustrado en la figura (5-16) donde los canales de crominancia contienen la
mitad de muchas lineas y pixeles por linea comparados al canal de luminancia.

Y1|Y2| ¥Y3| Y4||Crl|Cr2||Cb1l|Cb2

Y5 | Y6 | Y7 | Y8 ||Cr3[{Cra||Cb3|Cb4

Y9 [Y10|Y11| Y12

Y13|Y14|Y15| Y16

Fig. (5-16) Submuestreo de los canales de crominancia en comparacién
con el canal de luminancia.

Con frecuencia se ordenan los pixeles de una imagen a color como no entrelazado (3
exploraciones separadas) o entrelazado (una exploracion sencilla). El entrelazamiento
hace posible descomprimir la imagen, y convertirla de la representaciéon luminancia-
crominancia a RGB para visualizarla con una minima cantidad de memoria. Para los
datos entrelazados, los bloques de la WDT son ordenados de acuerdo a los parametros
especificados en la trama.

A fin de reducir la redundancia psicovisual en las imagenes, usualmente se incorpora
las caracteristicas del sistema visual humano en el proceso de compresion a través de
la especificacion de matrices de cuantificacion.

Se conoce que la respuesta en frecuencia del sistema visual humano decae con el
incremento de la frecuencia espacial. Ademas, este decaimiento es mas rapido en los
dos canales de crominancia. Esto implica que una pequefia variacién en la intensidad
es mas visible en regiones de variacion lenta que en las regiones de variacion rapida, y
también mas visible en la luminancia comparada con una variacién similar en la
crominancia.

Como resultado se admite la especificacién de dos matrices de cuantificacion, una para
la luminancia y otra para los dos canales de crominancia para asignar mas bits a la
representacion de los coeficientes que son visualmente mas significativos.
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5.3 Transformadas de imagenes digitales

En la codificacién, realce, restauracion y reconocimiento de patrones por
transformacion, se utiliza una transformada lineal, reversible para hacer corresponder
una imagen con un conjunto de componentes fundamentales o coeficientes, en el
dominio de la frecuencia o secuencia. La imagen teniendo sus componentes en tal
dominio (frecuencia o secuencia) se puede transformar inversamente al dominio
espacial, reproduciendo la imagen tal y como estaba originalmente. Este principio es el
fundamento para las técnicas de compresion y realce por transformadas.

La teoria de las trasformadas juega un papel muy importante en el procesamiento de
imagenes, debido a que el trabajar con la trasformada de la imagen en lugar que con la
imagen misma puede darnos una mejor vision de las propiedades de la imagen, por
ejemplo en las figura (5-17) y (5-18) podemos apreciar como la simple imagen de un
punto en el dominio espacial tiene una representacion mas compleja y detallada en otro

dominio.

Fig. (5-17) Imagen en el dominio Fig. (5-18) Imagen en el dominio de
espacial. una transformada unitaria.

Para el procesamiento de imagenes, se necesitan transformaciones bidimensionales.
En este caso, por cada frecuencia horizontal se lleva a cabo una busqueda de todas las
frecuencias verticales posibles.

Un factor importante que afecta al error de codificacion de la transformada y a la
complejidad de calculo es el tamafio de la subimagen o bloque. En la mayoria de las
aplicaciones, las imagenes se subdividen de forma que la correlacién (redundancia)
entre bloques adyacentes se reduce a un nivel aceptable, la subdivision se hace
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respecto de un factor “n" de modo que “n" sea una potencia entera de dos, siendo n la
dimensién del bloque. Esta ultima condicién simplifica el calculo de las transformadas en
bloques. En general, tanto el nivel de compresion como la complejidad de calculo
crecen seguln se incrementa el tamafio del bloque. Los tamafios mas populares de los
bloques son 8 x 8 y 16 x16.

Vamos a analizar las caracteristicas que deben de tener las transformadas para
imagenes partiendo de una transformada en una sola dimensién.

Si tenemos una secuencia de una sola dimension representada en forma de vector f de
N términos, a esta secuencia se le puede transformar de la siguiente forma:

g=T.f (5.4)

Donde g(u) es la transformada de fix), y T(x,u) es elemento transformador, asi la
transformada directa por la relacién:

gu)= E T(x,u)f(x), 0<us<N-1 (5.5)

x=0

De igual manera la transformada inversa por:

f(x) =E1(x,u)g(u), 0< xsN-1 (5.6)

=l

Donde I (x,u) es el elemento transformador inverso:
Si:
=77 (5.7)
El elemento transformadador es una matriz que es llamada unitaria y la transformada es

también llamada unitaria donde las columnas y filas de una matriz unitaria N x N son
ortonormales y forman un set completo de vectores base cada uno de ellos de
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dimension N, que permitiran representar una sefial cualquiera en el dominio de la
secuencia o frecuencia.

Asi como una sefial de una dimensién puede ser representada por una serie basica de
vectores ortonormales, una imagen puede ser representada en términos de un set

discreto de arreglos basicos llamados imagenes basicas a través de una transformada
bidimensional (o de imagenes).

Para una imagen, la transformada directa e inversa son:

N-1N-1

g,v)= > T(x,y,u,9) [ (x,y) (5.8)

x=0 y=0

N-1N-1

[, )= I(x, y,u,v)g(u,v) (5.9)

u=0 v=0
Donde nuevamente, T(x,y,u,v) ¥ I{x,y,u,v) y son llamados operadores de transformacion

directo e inverso respectivamente.
El transformador directo se dice que puede ser separado si:

T(x,y,u,v) =T, (x,u) T, (y,v) (5.10)
Se dice que es simétrico si T; es funcionalmente igual a T; tal que:

T(x,yu,v)= T|(-’C=1‘)Tz (»,v) (5.11)
Los mismos comentarios podemos hacer al respecto del transformador inverso.

Si el operador T(x,y,u,v) de la transformada de una imagen g(u,v) es separable y
simétrico entonces la transformada puede séer escrita en forma de matriz:

[&1=[L1 ML) (5.12)

148



La Transformada Walsh y sus Aplicaciones - Capitulo 5

Donde [ f] es el tamafio original de la imagen, y [T;] es una matriz transformadora. Si
ademas, [T;] es una matriz unitaria entonces la transformada es llamada unitaria y
separable y la imagen original se recupera por medio de la siguiente relacion:

A1=[01 [T )] =[1] [g)(T}] (5.13)

En la transformacion unitaria vemos que la transformada inversa y directa es
practicamente la misma operacion.

Asi en una transformacién unitaria se conserva la energia de la sefial. Esta propiedad
se llama la propiedad de preservacion de energia.

lef* =lA1° (5.14)

Esto significa que cada transformacién unitaria simplemente es una rotacion del vector
en el N el espacio del vector dimensional.
Para el caso de dos dimensiones la propiedad de preservacion de energia esta escrita

como:

N=

1N-I1 N-=1N-1
Iy =3 Slewy)  (5.15)
0 y=0 0

x= u=0 v=

La compresién de energia.- La mayoria de las transformadas unitarias comprimen o
empaquetan un gran fragmento del promedio de energia de la imagen en unos
relativamente pocos componentes: Esta propiedad es muy Util para los propésitos de
condensacion y compresion.
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5.3.1 Transformada Discreta de Fourier (FDT).
La transformada discreta de Fourier esta definida por las siguientes relaciones para la

transformada directa e inversa:

X Zlﬁxue p[ 2”(";‘]*7”9)] (5.16)

i=0 j=i

—Eﬁix cxp( 2”(”;”")) (5.17)

m=0 n=0

La transformada de Fourier de una secuencia en general es de valor complejo, y una
representacion de una secuencia en el dominio de Fourier requiere de los componentes
de fase y magnitud. En los varios contextos a menudo se desea reconstruir una imagen
teniendo sélo informacién de dominio parcial, ya sea magnitud o fase. En la figura (5-
19) se muestra los dominios de amplitud y fase de una imagen.

Fig. (5-19). Imagen original, amplitud en Fourier, fase en Fourier

Se ha observado que en la sintesis de una imagen por Fourier, si se utiliza Unicamente
los componentes de fase exclusivamente, a menudo podremos capturar la mayoria de
la inteligibilidad de la imagen original. Una sintesis de una imagen se puede realizar a
través de la transformada de Fourier tomando Unicamente la magnitud, sin embargo,
generalmente esta no captura la inteligibilidad de la imagen original. En un ambiente
digital la reconstruccién a partir de la magnitud de Fourier da resultados pobres debido
al hecho que los coeficientes de Fourier en el espectro disminuyen rapidamente, es
decir, tienden a cero conforme la frecuencia aumenta.
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La siguiente ecuacién nos permite encontrar el espectro en fase de Fourier, es una
ecuacion lineal para valores f(x,y) de la imagen para cada frecuencia (u,v):

N-1N-1
](H,V) g,yz.:nf(x,}’)sin[br(u.{_w}”v]

tang(u,v) = iyt (5.18)
R@») 55 £, y)cosf2m(ux + )/ N]

x=0 y=0

5.3.2 Transformada Discreta del Coseno (DCT).

La Transformada Discreta del Coseno es un caso especial de la Transformada Discreta
de Fourier en la que se eliminan los coeficientes senoidales. En la figura (5-20)
podemos ver de izquierda a derecha y de arriba abajo, las 16 primeras funciones
basicas de la transformada discreta del coceno.

ki
el
o

Fig. (5-20) 16 primeras funciones bésicas en 1D de la DCT

T 5!

La DCT tiene la propiedad de ser separable, lo que significa que es posible obtener la
DCT bidimensional mediante la realizacién de calculos en cada dimension de manera
separada.

151



La Transformada Walsh y sus Aplicaciones - Capitulo 5

Para un bloque de tamafio 8x8 el par de Transformadas Discretas del Coseno
bidimensionales son:

i 2i+ l)mrr] [(2 Jj+ l)mr:l
.= . ; COS| cos 5.19
m.n amauE;xl,J [ 2N 2N ( )

N-1N-1 - =
iy Egamancm ms[(21 ;;\Zm”}cos[(b ;:()n”} (5.20)

Donde mn=0,1,2,..N-1 y a, =1 ' % Mismo caso para a,
N

(5.21)

La DCT se utiliza principalmente en los procesos de compresion de imagenes. La propia
DCT no realiza ninguna compresion, ya que hay tantos coeficientes como muestras,
pero convierte los datos de entrada en una forma en la que la redundancia puede
detectarse y eliminarse facilmente.

Las propiedades de la DCT han resultado ser de tal valor practico que se han convertido
en el estandar internacional para los sistemas de codificaciéon por transformacion. El
hecho de que en la DCT se requieran solamente calculos reales, facilita su aplicacion
en los circuitos practicos. La trasformada, es una transformada real, tiene propiedades
de compactacion de energia excelentes por lo que es muy usada en la compresion de
sefales.

En las figuras (5-21), (5-22) y (5-23) se presenta un caso especial en el que se le aplico
un transformada discreta de coseno a todo el blogue en conjunto utilizando la matriz de
coeficientes de la figura (5-22), dando como resultado la figura (5-23) que esta
expresada de forma logaritmica, observamos que en la esquina superior izquierda se
concentran coeficientes de un color mas claro, lo que nos representa que son los
coeficientes de mayor energia.
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50 100 150 200 250

Fig. (5-21) Imagen original: “el camarografo”

50 100 150 20 20

Fig. (5-22) Representacion visual de la matriz DCT de
250 x 250

100

150

200

250

50 100 150 200 250

Fig. (5-23) Representacion en forma logaritmica de la
DCT de la imagen original
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5.3.2 Transformada Waish (WDT)

La transformada Walsh no se basa en términos trigonométricos como la transformada
de Fourier, se basa Unicamente en unas series donde las funciones Unicamente tienen
dos valores 1y -1. Y estas funciones pueden implementarse de una forma mas eficiente
en un ambiente digital, ya que se requiere Unicamente de operaciones lineales y reales
para la obtencién de la transformada, no como las funciones exponenciales de Fourier
que requieren de operaciones complejas.

Los moédulos transformadores para la transformada inversa y directa en dos
dimensiones son idénticos excepto por la constante (1/V), el arreglo formado por los
modulo son matrices simétricas que tienen columnas y filas ortogonales, por lo que el
arreglo inverso es el mismo que el arreglo directo.

La transformada bidimensional finita de un arreglo bidimensional X;; de N? puntos se
obtiene por la expresion, definida anterioremente en el Capitulo 2:

=

=

% wil

=7 2 2 F1y WAL, D) WAL, ) (2.20)
i

S
\.
a

Y la transformada inversa por, definida anterioremente en el Capitulo 2:

Xy = E Ex,_, WAL(n,i) WAL(m, j) (2.21)

m=0 a=0

Como ya analizamos anteriormente, el concepto de frecuencia también existe dentro de
las funciones Walsh, nosotros podemos pensar a la frecuencia como el nimero de
cruces por cero o el nimero de transiciones en los vectores de las funciones, a todo
esto se le ha dado el nombre de secuencia. En las figuras (5-24), (5-25), (5-26), (5-27),
(5-28) y (5-29) se muestran diferentes matrices de coeficientes Walsh, donde el color
blanco equivale a uno positivo mientras que los cuadros negros corresponden al uno
negativo. Dichas matrices unidimensionales son también validas para la transformada
bidimensional.
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Fig. (5-24) Matriz Walsh 2x2 Fig. (5-25) Matriz Walsh 4 x 4

’?:F. 15 25 35 45 55 &5 75 §S 51 5FAIS4S5 8857604050091 929304 85465 5
Fig. (5-26) Matriz Walsh 8x8 Fig. (5-27) Matriz Walsh 16 x 16
5 01 |10 0.1
10 1 20 = 005
15 W | ¥ o
20 40
2% i Mo |50 o e
0 : 60 o 0.1
0 2 0 20 40 60
Fig. (5-28) Matriz Walsh 32x32 Fig. (5-29) Matriz Walsh 64 x 64

La transformada Walsh exhibe la propiedad de compactacion de energia de la misma
forma que lo hacen las demas transformadas que estamos analizando. Debemos
mencionar que la dentro de las transformadas bidimensionales de imagenes la
transformada discreta del Coseno es la que tiene mejor desempefio en lo que se refiere
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a sintetizacion de energia, pero como se muestra en la figura (5-30) la transformada

discreta Walsh tiene un comportamiento muy cercano al de DCT conforme se

incrementa la frecuencia en el eje de las “x".
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Fig. (5-30) Comportamiento de la DCT vs. la WDT conforme
al incremento de frecuencia.

El algoritmo de rapido de la transformada Walsh (Fast Walsh Transform FWT) permite

realizar el computo de los coeficientes de manera mas rapida y eficiente este algoritmo

es una modificacion del algoritmo rapido para la transformada de Fourier (Fast Fourier

Transform FFT).

La transformada Walsh puede implementarse con en circuitos VLS| (circuitos integrados

a muy alta escala) de propésito especial, que los hace atractivos para el uso en tiempo

real.

En la figura (5-31) se muestra la misma imagen de “el camarédgrafo” y su

correspondiente representacién en el Dominio Walsh donde se muestra la zona de

mayor energia en la esquina superior izquierda del bloque.

156



La Transformada Walsh y sus Aplicaciones - Capitulo 5

1] o L] a0 =

Fig. (5-31) Imagen original de “el camarégrafo” y sus zonas de mayor energia
(blanco) después de aplicada la WDT

5.3.3 Trasformada Walsh — Hadamard
En forma similar a la transformada Walsh, la transformada Hadamard- Walsh en dos
dimensiones esta definida por las siguientes ecuaciones:

[Xo ) =[x, )] (5.22)

X ] =[$J[X@]’-[HN] (5.23)

Donde en la ecuacién (5.22) se aplica la transformada Walsh Hadamard parcial en una
dimensién, para posteriormente aplicar nuevamente (5.23) la transformada Walsh
Hadamard en una dimensién de la transpuesta de la matriz obtenida en (5.22). La gran
mayoria de las propiedades que describimos para la transformada Walsh son también
validas para esta transformada Walsh Hadamard.

En las figuras (5-32), (5-33), (5-34), (5-35), (5-36) y (5-37) se muestran diferentes
matrices de coeficientes Walsh Hadamard, donde el color blanco equivale a uno positivo
mientras que los cuadros negros corresponden al uno negativo. Dichas matrices
unidimensionales son también validas para la transformada bidimensional Walsh
Hadamard.
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Fig. (5-32) Matriz Walsh Hadamard 32x32 Fig. (5-33) Matriz Walsh Hadamard 64 x 64
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'
Fig. (5-34) Matriz Walsh Hadamard 32x32

8BS 3.

Fig. (5-36) Matriz Walsh Hadamard 32x32 | Fig. (5-37) Matriz Walsh Hadamard 64 x 64

Como ya lo habiamos analizado la transformada Walsh difiere (nicamente de la
transformada Hadamard - Walsh en el orden de sus funciones ortogonales basicas,
esto provoca que la transformada no pueda ser procesada utilizando una modificacién
del algoritmo rapido de la Transformada de Fourier, el algoritmo de alta velocidad a
utilizarse es uno propio llamado Fast Hadamard Transform (FHT).
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En la figura (5-38) se muestra la misma imagen de “el camarografo” y su
correspondiente representacion en el dominio Walsh Hadamard donde se muestras las
zonas de mayor energia de forma cuadriculada.

5 m = m =0

Fig. (5-38) Imagen original de “el camardgrafo” y sus zonas de mayor energia
(blanco) después de aplicada la Trasformada Walsh - Hadamard

5.4 Implementacién de un codificador de imagines basado en la transformada
Walsh

En el dominio de la secuencia, los coeficientes fundamentales representados por los
pixeles de brillo, tienden a agruparse en regiones especiales alrededor de las zonas de
baja secuencia. Como resultado, hay areas generalmente grandes de la imagen donde
los coeficientes de altas secuencias tienen un valor muy pequefio o cero.

La codificaciébn y compresion de una imagen ocurre porque el proceso de
transformacién - cuantificacion - transformacién nos permite eliminar mucha
redundancia de la imagen. Debemos tener claro que la WDT no es la que comprime los
datos, sino el proceso subsiguiente de cuantizacion. La WDT simplemente expresa los
datos en una forma que facilita ese proceso.

Una vez que se transforman los coeficientes de la imagen, existen varias técnicas para
reducir o comprimir estos coeficientes, estas técnicas se basan en el conocimiento
sobre la estadistica de las sefiales y sobre el estudio de la percepcion visual humana,
que apareceran combinados en sistemas practicos.

La version de la imagen en el dominio de la secuencia, es generalmente una
representacion en términos de energia muy eficiente de la imagen original. Las técnicas
de compresion de imagenes por transformadas se aprovechan de esta eficaz
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caracteristica de una imagen en el dominio de la secuencia o frecuencia, ya que se
pueden eliminar de una manera mas simple los coeficientes que tengan valores muy
pequenos.

Debido a que el peso de los coeficientes de valor cercano a cero en el proceso de la
transformada inversa es muy pequefio, cuando la imagen se transforma nuevamente
hacia el dominio espacial, la eliminacién de estos coeficientes antes de aplicar la
transformada inversa implica una pequeiia distorsion. Adicionalmente, otros coeficientes
pueden ser reducidos en su resolucion (redondeo) sin que se causen efectos notorios
cuando se regrese al dominio espacial.

La figura (5-39) muestra un resumen del proceso descrito, la imagen es transformada al
dominio de la secuencia, posteriormente cuantificada, asi puede almacenarse o
trasmitirse para luego aplicar la transformada inversa y recuperarse con distorsiones
minimas. A continuacion describiremos el proceso Transformacién — Cuantificacién —
Transformacion de una forma mas detallada tocando algunos puntos importantes dentro
de la compresion de imagenes para finalmente exponer algunos ejemplos.

Bloque
Bloque de Blogue de reconstruido a
Imagen en coeficientes coeficientes partir de los
bloques WDT WwoT coeficientes
cuantificados cuantificados

Fig. (5-39) Bloques 8 x8 procesados por Walsh
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5.4.1 Calculo de la transformada rapida Walsh:

El proceso de codificacion y compresion de imagenes parte de aplicar la WDT a la
imagen, esta se divide en bloques de pixeles de tamafio 8 x 8 0 16 x 16 que se
procesan de izquierda a derecha y de arriba abajo. Segln se va encontrando cada
bloque o subimagen de 8x8, se cambian los niveles de sus 64 pixeles, sustrayendo de
los mismos la cantidad 2™, siendo 2", el maximo numero de niveles para el caso de una
imagen representada en tonos de gris. Esto es, para las imagenes de 8 bits se resta
128 de cada pixel.

Después se calcula la Transformada Discreta Walsh bidimensional del bloque,
produciendo un conjunto de 64 valores conocidos como coeficientes Walsh. En la figura
(5-40) se muestra el proceso de transformacion de cada bloque de 8 x 8 de la imagen:

—_—

WDT WDT

8x1D
X - 8x1D.'_

(vert) (horiz)

Fig. (5-40) Cumple con la propiedad de que es separable y puede utilizarse la FWOT en dos pasos.

Los coeficientes obtenidos de la transformada son un indicativo del contenido
secuencial de cada uno de estos bloques. La transformada bidimensional se puede
obtener aplicando el algoritmo rapido que explicamos en el capitulo 2. Primero se
procesan los coeficientes de manera vertical de 8 en 8, posteriormente estos resultados
se procesan de manera horizontal de 8 en 8 utilizando el mismo algoritmo. En la figura
(5-41) se muestra un bloque de 8 x8 pixeles que puede ser transformado utilizando dos
veces el bloque de coeficientes de la figura (5-42) de la transformada Walsh
unidimensional.
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8 pixeles = ———————————

sajaxid g

Fig. (5-41) Bloque o subimagen de tamafio 8x8 Fig. (5-42) Coeficientes de la WDT en 1D

Una ves obtenida la matriz con los coeficientes Walsh notamos que la distribucion de
energia ha cambiado, pero sabemos que el total de la energia permanece siendo el
mismo dado que la WDT es una transformacién unitaria y mas aun, el maximo valor de
cada coeficiente en la matriz de 8 x 8 esta limitado ya que una entrada de 8 bits puede
ser representada por a lo mas 11 bits, debido a la suma de coeficientes positivos,
situacién que busca evitarse si se quiere comprimir la sefial, por esta razén es que
antes de aplicar la trasformada bidimensional se les cambia de nivel a sus 64 pixeles,
para finalmente redondearlos.

Con la WDT inversa podemos regresar a la imagen original, sin embargo la
reconstruccion perfecta de una imagen no es siempre posible si la tomamos Gnicamente

los valores enteros redondeados de la matriz.

5.4.2 Cuantificacion.
Este consiste de dos partes:

a) Matriz de cargas.-

El ojo humano no tiene la misma sensibilidad a todas las frecuencias. Por lo tanto, una
cuantizacion de los coeficientes correspondientes a las altas frecuencias es menos
sensible para el ojo humano que si se aplica la misma cuantificacién en bajas
frecuencias.
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-

Frecuencia espacial

Fig. (5-43) Respuesta del ojo con respecto a la frecuencia

La figura (5-43) muestra que la sensibilidad que tiene el ojo al ruido, vemos que este
disminuye con el incremento de la frecuencia, la sensibilidad maxima y una
concentracion mayor de energia se encuentra alrededor de la esquina superior
izquierda de la matriz obtenida de la transformacién, como resultado, el coeficiente
superior izquierdo suele tratarse como un caso especial y se deja sin modificar.

El coeficiente superior izquierdo lleva la componente continua (DC) del bloque, el cual
corresponde al término de secuencia cero Walsh. Se tratara de un valor unipolar (s6lo
positivo) en el caso de la luminancia y, normalmente, sera el valor mas alto del bloque,
dado que el espectro de las imagenes tipicas se encuentra dominado por la
componente DC. Hacia la derecha, los coeficientes representan las secuencias
espaciales horizontales crecientes y hacia abajo, los coeficientes representan las
secuencias espaciales verticales crecientes. El coeficiente inferior derecho representa
las secuencias diagonales mas altas del bloque. Todos estos coeficientes son bipolares,
la polaridad indica si fue invertida la forma de onda espacial original a esa secuencia. La
omision de uno de ellos supone la desaparicion de la componente de secuencia
adecuada del bloque reconstruido posteriormente. La diferencia entre los bloques
originales y los reconstruidos se considera como ruido afiadido a los datos deseados.

b) Factores de cuantificacién por punto y uniformes

Los coeficientes de la WDT son cuantizados para reducir su magnitud e incrementar el
nimero de coeficientes con valor 0. Un factor de cuantificacion por punto (midstep) es
en donde el valor de escalén de cuantificaciéon es variado de acuerdo a la localizacion

163



La Transformada Walsh y sus Aplicaciones - Capitulo 5

de los coeficientes dentro e la matriz de coeficientes. La ecuacion para el cuantizador se

escribe como:

Fluy): [@]J
Qlu.v) (5.24)

Clu,v)=

Donde: C(u,v) es el coeficiente cuantificado, F(u,v) es el coeficiente de secuencia de la
WDT y Q(u,v) es el coeficiente de cuantificacion que varia con la posicion para el
elemento (u,v) en el bloque. En la figura (5-44) se muestra la funcién de transferencia
del cuantizador. El signo + indica + para un coeficiente positivo de F(u,v) y un - para un
coeficiente negativo de F(u,v). El inverso del cuantizador es:

Flu,v)=Clu,v)Qlu,v) (5.25)

cluwv)t

Q(u,w;

Fig. (5-44) Funcion de transferencia del cuantizador

La cuantizacién es una etapa de pérdida de informacion. Si cuantificamos con un factor
muy grande, la imagen recuperada se vera con demasiados bloques "burdos" de
pixeles.

Si empleamos un factor demasiado pequefio se utilizardn muchos bits que
esencialmente podrian guardar ruido. Un factor de cuantizaciéon alto, da mejores
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porcentajes de compresion. Un factor de cuantizacion demasiado bajo agrega calidad a
la imagen recuperada.

En la figura (5-45) se muestran tres imagenes que fueron cuantificadas a razon de
eliminar la mayor cantidad de coeficientes para lo cual se tomaron valores de
cuantificacién cada ves mayores.

% I/

Coeficientes AC eliminados: 25 Coeficientes AC eliminados: 100 Coeficientes AC eliminados: 200

Fig. (5-45) Codificacion Walsh con razones de cuantizacién en incremento

Un factor de cuantificacion uniforme puede ser aplicado a toda la imagen, de ser asi se
le denomina generalmente MQUANT y generalmente es un entero que va del 1 al 32 el
cual se envia también como informacion adicional cuando se transmite una imagen.

5.4.3) Codificacion

a) Barrido en zigzag

El barrido zig-zag se la plica a los coeficientes transformado de un bloque donde la
cadena de valores obtenida se dice que esta reordenada segtn el barrido en zig - zag,
como se muestra en la figura (5-46), apreciamos que esta cadena esta distribuida
cualitativamente seglin una secuencia espacial creciente.

Este procedimiento de codificacion ha sido disefiado de modo que se beneficia de la
existencia de largas series de ceros que se producen normalmente en la cuantificacion y

que son en mayor nimero consecutivos a partir de esta reordenacion en zig - zag.
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En particular, los coeficientes AC no nulos se codifican utilizando un cédigo de longitud
variable que define el valor del coeficiente y el nimero de ceros precedentes.

El modelo de codificacion reordena los coeficientes cuantizados de la WDT en un
recorrido zig-zag, por que de esta forma se tiene mas probabilidades de tener cadenas
de ceros consecutivos que si realizaramos el barrido de otra forma.

Coeficiante de inicio

Coeficients D vizontal

Dj1f2]|3|4|5|6]|7
4 I

cn

i

Vertical

%
Val
7/

~Nlmo | B Wk =

45

N

2127

Fig. (5-46) Escéaner en Zig-Zag

Como se muestra en la figura (5-46) el primer coeficiente (0,0) es llamado el coeficiente
DC y el resto de los coeficientes son llamados coeficientes AC. Los coeficientes AC son
recorridos por el patrén en zig-zag de la posicion (0,1) hasta la (7,7).

b) Modelo de codificaciéon - Run Level-

Codificacion “Run-Level" se refiere a codificar una cantidad consecutiva de los ceros
seguidos por un nivel distinto a cero. En vez de contabilizar todos los valores cero
individualmente, la longitud consecutiva de ceros es la que se contabiliza y envia. Esta
técnica fue utilizada prominentemente en la transmisién de facsimile de imagenes de
dos niveles, como los documentos de texto, pero es Util para cualquier dato con largas
cantidades de ceros consecutivos.
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Ejemplo:

(3920-101001000000000000000000000000000000000000
000000000000000000)

Sen transmite de la siguiente forma:

* Mean of the block : 32 - inicio de lo bloque, coeficiente DC = 32
e (0,2 - ningln cero antes del coeficiente = 2

e (1,-1) - Un cero antes del coeficiente = - 1

e (1,1) - Un cero antes del coeficiente = 1

o (2,1) - Dos ceros antes de el coeficiente = 1

e (54,0 - 54 ceros consecutivos

e (EOB) The end-of-block (EOB). - Fin del barrido y del bloque

Los coeficientes AC cuantizados usualmente contienen cadenas consecutivas de ceros.
Por tanto, se puede tener una ventaja al usar una técnica de "run-level" en donde el
byte de cédigo esta formado por un nibble que representa el nimero de ceros
consecutivos antes del primer coeficiente distinto de cero y otro nibble que contiene la
longitud en bits del siguiente coeficiente distinto de cero.

A continuacién se incluye la representacién en bits del siguiente coeficiente distinto de
cero incluyendo solo los bits mas significativos.

En la figura (5-47) se muestra un resumen del proceso de transformacion —
cuantificacién, barrido en zig — zag y transmision utilizando el codigo run level.
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3EL 199 170 165 363 185 2oe 17 T - =05 000000000002000

220 217 193 176 165 179 197 174 WDT 00000 -1 -1 om

194 196 195 192 169 158 180 1574

Lo 196: 187 309 185 149 157 leg) -

Fig. (5-47) Resumen grafico del proceso de codificacion de un bloque de imagen 8x8

c) Reduccidn de los Coeficientes DC

Esta reduccioén se realiza entre bloques 8 x 8 de una misma imagen. El coeficiente DC
de cada bloque es codificado usando DPCM (Diferencial Pulse Code Modulation).

Los coeficientes de DC varian ligeramente entre bloques sucesivos. La codificacion de
los coeficientes DC explota esta propiedad mediante el uso de la técnica DPCM la cual
codifica la diferencia entre los coeficientes DC cuantizados del blogque actual y los
coeficientes DC cuantizados de los bloques anteriores. Si se considera el k-ésimo
blogue cuantizado, la formula para el codigo de DPCM esta dada por:

DPCMCODE, =(X,,,); ~ (X, )is (5.26)

La inversa del DPCM calcula el coeficiente actual DC sumando el cédigo DPCM actual
con el codigo del coeficiente predecesor DC.

(X,,,)s = DPCMCODE, —(X,,,): (5.27)
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d) Codificacién entropia de Huffman (VLC):

Esta ultima etapa consiste en codificar los coeficientes con una longitud tanto mas corta
cuanto mas frecuentes sean estadisticamente. Los bloques del modelo DPCM y cédigo
de "run-level" pueden ser directamente comprimidos usando codificacién con entropia.
El estandar de compresion de imagenes de mas usos en la actualidad llamado JPEG
utiliza los cédigos de Huffman para realizar esta tarea. Los codigos de Huffman trabajan
distribuyendo el numero de bits empleados para representar un simbolo, asignando una
menor cantidad de bits a los simbolos de mayor frecuencia de aparicion y una mayor
cantidad de bits a los simbolos que rara ves aparecen.

Por ejemplo si pensamos en la siguiente oracion:

Mama la sala de la casa es esa.
Se puede observar que simbolos como la "a" pueden ser codificados con un menor
numero de bits y simbolos como la "i" pueden ser codificados con mas bits. El codigo de

Huffman se construye dependiendo la frecuencia de aparicion de cada simbolo como se

muestra en la siguiente tabla:

Simbolo | Frecuencia | Cédigo (bits)
m 4 0001

a 18 1

I 6 011

s 8 001

d 2 00001

e 6 010

c 2 00000

Tabla (XXIII). Frecuencias y cédigos de Huffman
asociados a los simbolos m, a, |, s,d, eyc.
Por lo tanto la frase anterior se puede codificar de la siguiente manera:
0001| 1| 0001| 1| 011| 1| 001| 1| 011] 1| 00001]| 010| 011| 1] 00000| 1| 001| 1] 010] 001|
010| 001] 1
Mama la sala de la casa es esa.
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Lo cual tomaria 184 bits representarlo en codigo ASCII con un byte por simbolo.

La codificacion de Huffman conjuntamente con la codificacion Run-Level y el barrido en
zig-zag se puede aplicar a los coeficientes cuantificados de la WDT. La codificacion de
Huffman también se aplica a los varios tipos de informacion adicional de la imagen,
como el inicio o termino de blogues y nimero de estos etc....

5.4.4. Reconstruccion de la imagen.-

Como se muestra en la figura (5-47) el proceso de reconstruccion de la imagen parte
de la decodificacion entre los sub-bloques de 8 x 8 de la imagen seguida por la
decodificacién Run Level de la informacion contenida dentro de cada uno de los sub-
bloques, para a continuacién realizar un barrido en zig — zag en sentido contrario al
realizado en la codificacion para posicionar cada coeficiente dentro de la matriz,
finalmente se aplica la transformada inversa Walsh y se recupera la imagen.

Las variaciones entre la imagen original y la recuperada son minimas si consideramos
que se trata del procesamiento de imagenes muy grandes, que tengan que ser
transmitidas grandes distancias con en el caso de las fotografias digitales tomadas por
satélites o sondas espaciales o que procesamiento de las mismas en lo que los
transductores las convierten de su forma analégica a digital para después procesarlas y
desplegarlas en un periférico de salida debe de ser muy rapido, si consideramos todas
estas posibles situaciones vemos que una minima variacioén es tolerable dentro de los
rangos de la calidad.

5.5 Ejemplos de codificacion de una imagen basado en la transformada Walsh

A continuacién analizaremos varios ejemplos en los que codificaremos los mismos
bloques de pixeles usando diferentes criterios matematicos con el fin de llegar a la
conclusién sobre cual es el procedimiento mas eficiente de compresién. Lo que se
buscara en todo momento es el poder reconstruir el bloque original a partir de la menor
cantidad de coeficientes, sacrificando la fidelidad y legibilidad de la imagen dentro de
rangos aceptables. Nuestro analisis empezara con la compresién de un bloque de baja
actividad, figura (5-48), esto es que los valores numéricos de este bloque, se mantienen
dentro de un intervalo en que entre el mayor y el menor de los coeficientes no se supera
las 50 unidades de diferencia.
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Posteriormente analizaremos un bloque de gran actividad es decir un bloque que el
intervalo antes mencionado es mucho mayor que las 50 unidades, es decir podemos ver

juntos valores muy claros como muy oscuros.

5.5.1 Compresion de un bloque de baja actividad

Error &7 (3 cocfozisn

Fig. (5-48) Ejemplo de codificacion de un bloque de baja actividad

La entrada 8 x 8 que se muestra en la figura 5-49 representa un bloque en la escala de
grises (0-256) y es tomada de una regién de baja actividad, esto es que hay pequefas
diferencias entre los valores de los pixeles en la misma area, (los pixeles se encuentran

entre el intervalo 171 a 128).
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Fig. (5-49) Bloque 8 x8 original de baja actividad

Los valores numéricos de los pixeles de este blogue son:

(168
171
171
164
161
164
161
154

161
154
168
171
161
161
168
161

161
161
147
154
157
161
157
157

150
150
164
161
154
154
154
150

a ) Reduccion de los valores decimales.-

154
157
164
157
143
150
161
140

168
171
161
157
161
157
140
132

164
150
143
147
154
154
140
136

1547

164
154
132
132
140
132

128

(5.28)

En nuestro primer ejemplo usaremos de la WDT para codificar el bloque que se muestra

en la figura (5-49):

Aplicando la WDT bidimensional a la matriz de coeficientes "x" (5.28) tenemos como

resultado “X" (5.29).
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154.81
3.72
-0.78
2.13
-1.56
0.72
-0.09
| 1.06

491
-2.44
-0.32
-2.53

0.91

0.19
=0.13
-0.59

-0.32
0.31
0.44
0.47
0.09

=0.13
0.69
0.22
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431 -128
072, 118
-0.78 0.25
=113 -=1.53
-05 -1.84
028 -0.75
-0.66 0.25
0.50 022

1

0.47
-1.34

1.5

0.81
-0.09
-0.09

0.25

-0.06
1.41
0.97
2.56

-0.69

-1.09
0.16

-0.50

0.91 |
-1.13
0.81
0.28
0.28
0.88
-0.13

-0.16

(5.29)

Si el procesamiento se llevara a cabo eliminando los valores decimales para simplificar

el proceso (mayor velocidad y menor complejidad en la programacion) la matriz

obtenida de la WDT seria “ X' " (5.30):

(154 4

3 -2

0 0

- 2 =2
-1 0

0 0

0 0
|10

(=T = R = I T = — O — I =

(=T S = =

(=

o O O Qo O Q

(5.30)

Observamos que cierta compresién se ha llevado a cabo intrinsecamente dentro del

proceso de transformacién esto es que muchos coeficientes de han reducido a cero,
solo 20 de los 64 son distintos de cero, si a partir de estos resultados aplicamos la WDT

inversa de * X' " (5.30) el bloque obtenido seria “ x' " que se muestra en la figura (5-50);

debido a que se pierden valores decimales es que la figura no es exactamente 100%

igual a la original.
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(164
168
170
162
160
160
158

154

160
156
162
162
160
160
170
166

160
160
154
150
156
152
150
150
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152
152
158
154
152
156
158
150

158
158
160
156
142
146
152
144

158
154
148
148
150
150
140
136

154]

158
148
140
142
142
136

132 |

(5.31)

Fig. (5-49) Bloque 8 x8 original de baja actividad

Fig. (5-50) Bloque 8 x8 reconstruido por valores

enteros

b) Optimizacion de los coeficientes de entrada
En la figura (5-51) mostramos un cuadro espectral el cual nos permite apreciar donde
se concentra la mayor energia una vez aplicada la WDT, como observamos el

coeficiente de la esquina superior izquierda es el de mayor amplitud pero también

podemos apreciar que la diferencia entre este primer coeficiente y los demas es muy

grande esto trae como consecuencia dos importantes situaciones.
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Logend — ——
0.06

Fig. (5-51) Zonas de mayor energia después de aplicada la WDT
del bloque (5.26)

La primera es que al momento de aplicar la WDT el componente de DC es decir el de
secuencia cero, resulta de la suma promedio de todos los coeficientes, y debido a que
en una imagen todos estos son positivos, el resultado puede ser mayor que 256 lo que
nos demandaria mas bits para representarlo, es decir si en nuestro sistema de
procesamiento destinamos 8 bits (1 byte) para representar un pixel, y si el resultado de
uno de ios coeficientes sobrepasa el valor de 256 tendriamos que utilizar 9 o 10 bits
para representarlo ademas de destinar un BIT para el signo puesto que los coeficientes
Walsh a diferencia de los valores de entrada de las imagenes si pueden ser negativos o
positivos, por todo lo anterior si no se tiene en cuenta estas consideraciones no se
llevaria a cabo una compresién como tal por que en ves de disminuir el nimero de bits y
la complejidad en las representaciones estariamos obteniendo lo contrario.

La segunda es que no se llevaria a cabo de manera eficiente la cuantizacién debido a
que la distribucion de energia en los coeficientes seria muy abismal por un lado un
coeficiente contiendo mas del 90% de la energia y el otro 10% entre los 63 restantes, la
discriminacion por lo tanto no se llevaria a cabo de la manera correcta.

A continuacion vamos a restar el valor promedio de 128 a cada uno de los elementos de
la matriz de entrada 8 x 8, lo que nos permitira trabajar con coeficientes de entrada en
un rango de 0 a 128.
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128
128
128
128
128
128
128
128

Aplicando la relacion (5.33) a nuestra matriz original “x" (5.27) tenemos:

-

40
43
43
36
33
36
33
26

128
128
128
128
128
128
128
128

33
26
40
43
33
33
40
33

128
128
128
128
128
128
128
128
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128
128

128
128

128

128

128

128

128
128
128
128
128
128
128
128

[l=[x1-s]

33
33
19
26
29
33
29
29

22
22
36
33
26
26
26
22

26
29
36
29
15
22
33
12

40
43
33
29
33
29
12
4

128
128
128
128
128
128
128
128

36
22
15
19
26
26
12
8

128
128
128
128
128
128
128
128

26|
36
26
4
4
12
4
0

128]

128
128
128
128
128
128
128

(5.32)

(5.33)

(5.34)

Y a continuacién aplicamos la WDT bidimensional a la matriz “y" (5.34) utilizando solo

partes enteras y obtenemos “Y".

[26

4
-2

o O o o

o O o O C o o O

=]

(== = T == R =

S N O = O

e L

(5.35)
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El diagrama espectral de esta matriz de coeficientes sera:

legend
0.06
|
| 1
{
|

1

AL AN E ?‘91

|

B

1 1
|

|

1

i

Fig. (5-52) Zonas de mayor energia después de aplicada la WDT al bloque
(5.32)

Como vemos el intervalo de amplitudes ya no es tan abismal con el caso anterior, el
elemento de mayor energia continua siendo el de la esquina superior izquierda al igual
que todos los elementos de esa esquina.

Aplicando la WDT inversa de “Y"(5.35) obtenemos:

(34 34 30 26 28 40 28 28]

38 30 30 26 28 40 24 32

40 36 24 32 30 30 18 22

yim 32 36 20 28 26 26 18 14 (5:56)
34 30 30 22 16 32 24 12

34 30 26 26 20 28 24 12

32 40 24 28 26 14 14 6

28 36 24 20 18 14 10 2

Aplicamos una operacién inversa en la ecuacion (5.33):

[x]=01+[s]=[x] (5.37)

177



La Transformada Walsh y sus Aplicaciones - Capitulo 5

Obtenemos el siguiente bloque:

(162 162 158 154 156 168 156 156
166 158 158 154 156 168 152 160
168 164 152 160 158 158 146 150
160 164 148 156 154 154 146 142
x'= (5.38)

162 158 158 150 144 160 152 140
162 158 154 154 148 156 152 140

160 168 152 156 154 142 142 134

156 164 152 148 146 142 138 130]

Fig. (5-49) Blogue 8 x8 original de baja actividad Fig. (5-53) Blogue 8 x8 reconstruido después de
optimizar los coeficientes de entrada (5.36).

c) Aplicando una matriz de cuantificacién

En este punto con los ejemplos realizados anteriormente, la compresion de datos
todavia no se ha realizado, el objetivo de la compresion es reducir los elementos menos
importantes en la reconstruccion posterior y solo conservar los primordiales, esta
distincién se realiza localizando los elementos que contengan mayor energia, que como
dijimos, se encuentran muy cerca de la esquina superior izquierda de nuestro bloque
transformado al dominio de la secuencia.

La matriz de cuantificacion tiene por objeto eliminar todos los elementos posibles que
tengan poca energia dentro de un bloque de una imagen. A continuacién proponemos
dos matrices de cuantificacién Q, y Q..
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0= (5.39)

O - e
S e e
S e
O O O
NS O O ]
EoNE e R S S S
B e R - N S SR

(5.40)

O e e
B B e e e
I S
o ]
E N S T S
= = b B B PR
LN . R - S S -

4 4 4 4 4 4 4 4

La diferencia entre ambas es que la primera pretende conservar el 51. 56 % de los
elementos (33 de 64) y la matriz Q2 dnicamente 32.81% (21 de 64), obviamente
eliminado en ambos casos la mayoria de los elementos de menor energia. El proceso
de cuantizacién de cada elemento de la matriz “Y” es el que dara paso al proceso de
compresion en el dominio secuencial se realiza utilizando la siguiente ecuacion:

Y, Tut [gzg]
Zh‘ = redande<>|:—ﬂ~:| = — k.,f = 0! l'! wan '? (5'41)
Qi 9y

Como vimos anteriormente g, denota el i/—th termino de la matriz 8x8 de

cuantizacion Q; o Q,, y la ecuacion (5.41) permite la relacion entre el bloque “Y* con las
matrices de cuantificacion. Las operaciones de suma o resta de elementos se hace para
asegurar que el mismo tipo de criterio sea utilizado para valores positivos o negativos,
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asi los dos términos en el numerador seran sumados o de otra forma los términos se
restaran.

Posteriormente cuando se quiere reconstruir el bloque se debe empezar por un proceso
de escalamiento esto es que al bloque se le multiplica nuevamente por cada uno de los
coeficientes de la matriz de cuantizacion (un escalar), esto para mantener la proporcién
original.

v 1=[z. Ma.:] (5.42)

Y finalmente aplicar la WDT inversa de “ Yy ' ".

Como paso siguiente se aplicara la ecuaciéon (5.41) con la matriz Q, al bloque de
coeficientes Walsh de dos dimensiones (5.35) y obtenemos como resultado una
reduccion de coeficientes Z;:

26 4 0 4 -1 1 0 0

3 -2 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 -1 0 0
72 720 -1 -1 1 0 o0 i

-1 0 0 0 -1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0O 0 0 0 0 0 0 0

L0 0 0 0 0 0 0 O]

Aplicando la ecuacion (5.42) — escalamiento- y después la WDT inversa de Z; (5.43)
obtenemos el blogue reconstruido “ x' " (5.44) que se muestra en la figura (5-54) y lo
comparamos con la imagen original figura (5-49).
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(160 162 156 154
164 162 156 158
168 162 152 158
164 162 152 154
158 160 154 152
162 160 154 156
162 164 154 152
158 164 154 148

158 164 158 152]
162 164 158 156
158 156 146 148
154 156 146 144
144 158 152 138
148 158 152 142
148 146 136 138
144 146 136 134

(5.44)

Fig. (5-49) Bloque 8 x8 original de baja actividad

Fig. (5-54) Bloque 8 xB reconstruido después de

aplicar la matriz de cuantizacion Q1

Repitiendo el procedimiento anterior con la ecuacion (5.41) y la matriz Q,, al bloque de

coeficientes Walsh de dos dimensiones (5.35) obtenemos como resultado una

reduccion de coeficientes Zs:

26 4 0 4
3 -2 0 0

0 0 0 0
2|2 20 0
-1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

L0 0 0 o0

)

(5.45)

O O O O O O =

o O o O o O o —-
o O O O O O © O
o O O O o O o O
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Aplicando la ecuacion (5.42) — escalamiento- y después la WDT inversa al blogue (5.45)
obtenemos el bloque reconstruido “ x' " (5.46) que se muestra en la figura (5-55) y lo
comparamos con la imagen original figura (5-49).

(163 161 153 155 161 163 155 153]
165 163 155 157 163 165 157 155
165 163 155 157 155 157 149 147
163 161 153 155 153 155 147 145
x'= (5.46)

159 161 153 151 149 155 147 141
161 163 155 153 151 157 149 143

161 163 155 153 143 149 141 135

159 161 153 151 141 147 139 133

Fig. (5-55) Bloque 8 x8 reconstruido después de

Fig. (5-49) Bloque 8 x8 original de baja actividad aplicar la matriz de cuantizacién Qz

El proceso de cuantizacion resulto en que muchos de los elementos de la matriz WDT
tomaron el valor de cero, con lo que la compresion se llevo a cabo eficientemente.

El disefio de Q depende de las caracteristicas visuales y consideraciones de la
proporcién de la compresion. Todos los standarts de compresion proveen valores ya
establecidos para Q, en algunos casos como la matriz Q; que se muestra a
continuacién, los valores de la matriz de cuantizacién pretenden reducir el término de
mayor energia y de alguna forma equilibrar los valores de la matriz.
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41121344
1 2141444
21134444
11144444
Q= 14444434 (547)
1 4 444444
4 4 444444
4 4 4 4 4 4 4 4

La cuantificaciéon en el dominio WDT ha producido ahorros significantes, desde que se
necesitan sélo 11 valores representar un bloque comparados a los 64 valores que
originalmente se necesité en la representacion; esto representa una proporcion de
compresion de 10:2. Es decir que por cada 10 coeficientes que antes necesitaba par
reconstruir el bloque ahora solo necesito 2.

La matriz Z puede ser representada de una manera aun mas eficiente usando una
combinacion de la codificacion Run-Level asi como de la codificacion Huffman.

Observemos finalmente que X # X y eso debido a que solo el error causado por la
codificacion se encuentra dentro de la cuantizacion, de cualquier forma en este ejemplo
se observa que el error de codificacion no es un porcentaje considerable.
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5.5.2 Compresion de un bloque de alta actividad

Original

Comp , d presion
2D
woT =& ; . rgg'r
Quantizacién | Cuantizacion
+ inversa
d Error de
8l codificacion

Descomprimida

Fig. (5-56) Bloque 8 x8 original de alta actividad

Tenemos en este caso una matriz 8x8 como bloque de entrada de una regién de alta

actividad, si nosotros hacemos un acercamiento a la imagen nos percatamos de que la

imagen tiene dos bordes muy marcados, los valores en pixel para este blogue estan

dado por (5.48) y corresponde a la figura 5-57.

197
200
172
118
73
54
50
68

184
158
110
77
75
84
95
115

144
111
111
139
151
142
130
106

103
141
179
193
163
122
71
55

130
179
192
156
110
73
52
63

133
151
135
102
84
90
101
116

70
70
95
128
154
160
146
118

51 ]

73
144
193
197
162
117

72

(5.48)
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Fig. 5-57 Bloque 8 x8 original 2

A continuacién vamos a restar el valor promedio de 128 a cada uno de los elementos de

la matriz de entrada 8 x 8, lo que nos permitira trabajar en un rango de 0 a 128.

Aplicando la WDT bidimensional a “x” (5.46) tenemos como resultado:

74
15.16
-8.875
4.219
-0.5
-2.719
-3.25

| 2.031

1.156
9.312
7.781
5.562
1.469
0.062
3.281
1.875

-2312

-35.781
2.250

0.2812

0.5

2.469
1.125
0.468

—4.906
18.94
17.84
3.688

—-2.469

-6.812
7.469

0.75

2.156
13.56
-12.34
-0.063
-0.718
-4.75
—-4.531
0.437

-1.312
2.406

1.625

-0.531
-1.438
-1.531
0.8125
-0.7812

1.031
-0.75
1.156
0.125
0.531
1.438
0.3438
0.875

0.25
2.406
2.812
1.219
0.125
0.093

1

0.8438 |

(5.49)

Si eliminamos los valores decimales para simplificar el proceso la matriz obtenida de la

WDT seria:

=7
15
g
4
0
=2
=3
2

1 =2
9 =5
7 2
5 0
1 0
0 2
3 1
1 0

-4
18
17
3
=3
-6
7

e = M = = i B

o = O O = N N O

(5.50)
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Aplicando la WDT inversa y sumando 128 a cada uno de los elementos obtenemos la
reconstruccion final dada por la matriz (5.51).

(191 183 139 111 135 139 75 59 ]
199 159 115 135 171 151 71 79
169 113 113 173 185 133 97 145
129 81 137 189 157 105 125 189
x'= (5.51)

73 73 145 165 109 89 157 189
61 85 141 121 77 89 157 157
51 99 127 75 55 107 147 115

| 71 119 107 55 71 115 115 75 |

Este bloque numérico representado en la escala de grises se muestra en la figura (5-

59) y se comprara con la imagen original se muestra en la figura (5- 58):

: 2 o Fig. (5-58) Bloque 8 xB reconstruido después de
Fig. (5-57) Bloque 8 x8 original de alta actividad optimizar los coeficientes de entrada

En la figura (5-59) mostramos un cuadro espectral el cual nos permite apreciar donde
se concentra la mayor energia una vez aplicada la WDT:
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Fig. (5-59) Zonas de mayor energia al aplicar La WDT del blogque de alta
actividad.

En este punto con los ejemplos realizados anteriormente, la compresion de datos
todavia no se ha realizado, para los ejemplos siguientes aplicaremos las matrices de
cuantizacion Q; y Q..

Aplicando Q1 obtenemos:

[<7 1 <=2 =4 2 <1 0 0

15 9 -5 18 13 2 0 0

-8 7T 2 17 =12 1 © 0

Z - 4 5 0 3 0 0 0 0 s

0o 1 0 -2 0 0 0 0

-2 0 2 -6 0 0 0 0

o 0 o0 0 0 0 0 0

o0 0 0o 0 0 O 0 0|

Aplicando la ecuacién (5.42) — escalamiento- y después la WDT inversa al bloque (5.52)
obtenemos el bloque reconstruido * x' * (5.53) que se muestra en la figura (5-60) y lo
comparamos con la imagen original figura (5-57).
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Fig. (5-57) Bloque 8 x8 original de alta actividad

79 ]

65
159
173
165
175

97

87

(5.53)

Fig. (5-60) Bloque 8 x8 reconstruido después de
aplicar la matriz de cuantizacién Q1

Repitiendo el procedimiento anterior con la ecuacion (5.42) y la matriz Q2, al bloque de

coeficientes Walsh de dos dimensiones (5.52)

reduccién de coeficientes en la matriz Z, (5.54).

B
15
-8

S O O = W 3 O -

i

o O o o O O

obtenemos como resultado una

o o O O o o o

oo O O 0O O O Q

c O O O 0O 0 O 0

(5.54)
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Aplicando la ecuacion (5.42) — escalamiento- y después la WDT inversa al bloque (5.54)

obtenemos el bloque reconstruido * x' * (5.55) que se muestra en la figura (5-61) y lo

comparamos con la imagen original figura (5-57).

(193
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139
61
55
73
79

Fig. (5-57) Bloque 8 x8 original de alta actividad

165
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111
85
79
97
103

113
115
137
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141
143
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137
131
73
79

159
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167
161
79
77
79
81

127
133
135
129
99
97
99
101

55

61
123
117
179
177
119
121

(5.55)

Fig. 5-61 Bloque 8 x8 reconstruido después de
aplicar la matriz de cuantizacién Q

La cuantificacion en el dominio WDT ha producido ahorros significantes, desde que se

necesitan sélo 19 valores representar un bloque comparados a los 64 valores que

originalmente se necesité en la representacion; esto representa una proporcion de

compresion de 10:3, por cada 10 coeficientes que antes necesitaba para representar el

blogue ahora solo necesito 3.

La matriz Q debe ser seleccionada de una manera en se pueda optimizar tanto la

compresion si sacrificar la inteligibilidad de la imagen.

189




La Transformada Walsh y sus Aplicaciones - Conclusiones

Conclusiones

Para sintetizar completamente con cierto grado de precision cualquier funcion
definida el tiempo solo podemos utilizar un conjunto de funciones ortogonales,
las funciones Walsh cumplen con esta propiedad por lo que pueden emplearse
en la sintesis de sefiales.

La mayoria de las transformadas utilizadas en el procesamiento digital de
sefales, como la transformada discreta de Fourier (DFT), la transformada rapida
de Fourier (FFT), estan basadas en funciones senoidales y cosenoidales en
cambio existen transformadas basadas en cadenas de pulsos que toman solo
valores de + 1 como la transformada Walsh, que permite que se simplifique y
acelere el computo del procesamiento digital de una sefial.

Las funciones Walsh estan definidas dentro de un intervalo de tiempo que toma
el nombre de “base de tiempo” dentro del cual ocurren transiciones de amplitud
que toman Unicamente dos valores +1 y -1. Dentro de este intervalo cada
funcion Walsh tiene secuencia diferente como parametro andlogo a la
frecuencia, esta secuencia es la mitad del nimero de cruces por cero de la sefial
dentro de la base tiempo.

La transformada discreta Walsh es una transformada analoga a la Transformada
de Fourier, por medio de ella podemos sintetizar una sefial descomponiéndola
en componentes armodnicos que en este caso estarian en el domino de la
secuencia en ves de la frecuencia, tiene la ventaja de ser lineal, ya que su
procesamiento Unicamente intervienen un numero reducido de operaciones
aritméticas, en contra parte la transformada de Fourier requiere de operaciones
con numeros complejos para su obtencion.

Las funciones Walsh carecen de un teorema de corrimiento circular como en el
caso de las funciones seno y cosenoidales donde existe un teorema que las
relaciona a ambas e incluso se puede combinar, en el estudio Walsh las
funciones CAL y SAL que son funciones Walsh de simetria par e impar, no existe
un teorema que relacione a CAL con SAL.

Las funciones Walsh son simétricas, esto le da importante caracteristica de
poder constituir una transformada unitaria donde la transformada y la
transformada inversa representen la misma operacion matematica, simplificando
su aplicacién y uso, la Unica diferencia entre ambos procesos es el factor 1/N.
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En la mayoria de los casos estas funciones son ordenadas en forma ascendente
dependiendo el valor de su secuencia, pero existen diferentes clases de
ordenamientos que tienen caracteristicas diferentes en su generacion y ventajas
al momento de aplicar las transformadas como la velocidad en el procesamiento
de datos.

Al aplicar la WDT debemos considerar que si la matriz de transformacion W, es
una matriz de N x N debemos considerar al menos N valores de entrada
muestreados, dicho de forma inversa si tenemos N valores de entrada
muestreados, debemos de considerar las N primeras funciones Walsh para
aplicar la transformada, es importante que N sea una potencia de dos.

La transformacion de sefales continuas resulta ser mas favorable utilizando
Fourier, mientras que en una sefal discreta, mas precisamenie una sefial
rectangular como los pulsos de bits digitales el procesamiento resulta ser mas
favorable utilizando Walsh.

La trasformada rapida Walsh basa su eficiencia en que en la transformada
Walsh existe una gran redundancia en la matriz de transformacion, y al utilizar
una factorizacion matricial podemos reducir el tiempo de proceso debido a que
vamos a realizar menos operaciones, reduciendo de N? operaciones aritméticas
(adicién o sustraccion) a solamente N log;N.

El resultado de aplicar una transformada unitaria como la transformada Walsh es
que la mayor parte de la energia ha sido comprimida en relativamente pocos
coeficientes.

El andlisis espectral utilizando funciones Walsh en términos de secuencia en
lugar de frecuencia tiene su uso en el andlisis de sefiales discontinua y de
transitorios ya que Walsh hace posible que el espectro pueda ser limitado
secuencialmente aunque las sefales analizadas sean funciones limitadas en
tiempo, en contraparte con Fourier donde se nos dice que una funcion limitada
en el tiempo no pude tener un espectro limitado en frecuencia.

El proceso de transformacién Walsh cumple con el teorema de Parserval que
nos dice que la energia contenida dentro de una serie ortogonal de coeficientes
que representan una sefial es la misma que cuando se expresa en el tiempo, por
lo que la energia es la misma en el dominio del tiempo que en el dominio de la

secuencia.
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La transformada discreta de Fourier es invariante a la fase de la sefial de
entrada, por lo que la misma descomposicion espectral puede obtenerse de
forma independiente de la fase o requerimiento de la sefal de entrada, no es el
caso para la transformada Walsh.

Las ventajas que ofrecen las series Walsh sobre Fourier en la sintesis de una
sefial compleja y en su estimaciéon espectral puede estudiarse de diversas
formas, pero dependen fundamentalmente del tipo de sefial a sintetizar en
funcién del tiempo, donde se requiera analizar una sefial derivada de una
funcién sinusoidal el analisis de Fourier resulta ser mas compacto, en cambio
cuando se requiera analizar una sefial que contenga repentinas discontinuidades
y un numero limitado de niveles como una sefial digital, el andlisis Walsh es el
mas apropiado.

Podemos obtener el espectro por el método evaluacion directa o método del
periodo equivalente que no acepta un requerimiento de la sefial a analizar o por
el método de Wiener — Khintchine, que es invariante al desplazamiento de la
sefial, sin embrago para algunas aplicaciones donde cierta cantidad de
desplazamiento en fase puede ser tolerado, el método de evaluacion directa es
mas conveniente debido a la simplicidad de sus célculos.

El filtrado digital Walsh se basa en la técnica de Wiener, esta técnica tiene un
uso especial en Fourier y en resumen consiste en: transformada — modificacion.
— transformada inversa. La modificacién se lleva a cabo por medio de una matriz
de filtrado G que si se selecciona de manera correcta la respuesta a la salida del
filtro consistira Gnicamente de la sefial original mas un componte de ruido (sefial
filtrada) muy reducido. Idealmente la matriz de filtrado G se selecciona en forma
conjunta con la matriz de transformada.

Las funciones Walsh puede utilizarse en el multiplexaje de sefales digitales,
debido a que pueden ser utilizadas en la modulacion por divisién de cédigo, que
consiste en que cada sefial a ser multiplexada dentro de un mismo canal se le
asigna un cédigo diferente que solo podra ser interpretado por el usuario final
que posea dicho cédigo Unico de modulacién- demodulacién, dicha técnica se
utiliza actualmente en la telefénica celular G-3.

La transformada Walsh posea un gran simplicidad en su calculo si se la utiliza en
la compresion de imagenes digitales, cabe resaltar que el proceso de
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compresién no lo realiza la transformada si no que esta operacion permite ver
los coeficientes de un bloque de pixeles de una imagen de una forma distinta, de
como si se estuviera visualizando dicha imagen, con coeficientes pictéricos. La
transformada Walsh permite procesar un bloque de pixeles de una imagen para
obtener un bloque de coeficientes en el dominio de la secuencia, donde se le
podran aplicar cuantificaciones, barridos y diversos tipos de codificacion de una
manera mas sencilla, el bloque original se recupera al aplicar la transformada
inversa Walsh.
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