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La ciencia es un juego, pero un juego con la realidad, un juego con los cuchillos
afilados ... Si alguien corta con cuidado una imagen en mil trozos, puedes resolver el
rompecabezas si vuelves a colocar las piezas en su sitio. En un juego cientifico, tu rival
es el Buen Serior. No sélo ha dispuesto el juego, sino también las reglas, aunque no sean
del todo conocidas. Ha dejado la mitad para que ti las descubras o las determines. Un
experimento es la espada templada que puedes empunar con éxito contra los espiritus
de la oscuridad pero que también puede derrotarte vergonzosamente. La incertidumbre
radica en cudntas reglas ha creado el propio Dios de forma permanente y cudntas
parecen provocadas por la inercia mental; la solucién sélo se vuelve posible mediante
la superacion de este limite. Tal vez esto sea lo mds apasionante del juego. Porque, en
tal caso, luchas contra la frontera imaginaria entre Dios y ti, una frontera que quizds
no exista.

Erwin Schrédinger
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Capitulo 1

Introduccion

El objetivo principal de esta tesis consiste en dar condiciones adecuadas que aseguren
la existencia de una infinidad de puntos criticos de funcionales fuertemente indefinidos
no simétricos, como aquéllos asociados a sistemas elipticos fuertemente indefinidos cuyo
Hamiltoniano es supercuadrético pero no es simétrico. Las aplicaciones que obtenemos
aseguran la existencia de una infinidad de soluciones de tales sistemas, incluyendo
algunos con no linealidades supercriticas.

1.1 Antecedentes

1.1.1 Puntos criticos de funcionales simétricos

Muchos problemas que surgen de la fisica, la biologia y otros contextos tienen una
formulacién variacional. Es decir, encontrar soluciones de ellos equivale a encontrar
puntos criticos de un funcional con valores reales definido en un espacio o en una
variedad de Banach, por lo general de dimensi6én infinita.

Cuando la dimensién del espacio es finita el cdlculo diferencial clésico nos da criterios
para garantizar la existencia de puntos criticos; de hecho, es bien sabido que todo
funcional definido sobre un conjunto cerrado y acotado de un espacio de dimensién
finita alcanza su minimo y su méximo. Es bien sabido también que esta propiedad
en general no se cumple en espacios de dimensién infinita, debido a que no todos los
conjuntos cerrados y acotados son compactos.

Muchos funcionales que aparecen en ecuaciones diferenciales estdn definidos en todo
un espacio de Banach de dimensién infinita, o bien en la esfera unitaria de un tal
espacio. Es decir, el dominio no es, por lo general, compacto. Un modo de introducir
cierta compacidad al problema que nos permita obtener puntos criticos es requiriendo
que el funcional satisfaga alguna condicién de compacidad. La m4s usual es la llamada

1



2 1. INTRODUCCION

condicion de Palais-Smale.

Definicién 1.1 (Condicién de Palais-Smale) Sea ® un funcional de clase C' sobre
un espacio de Banach X. Se dice que ® satisface la condicién de Palais-Smale (en c)
si toda sucesion (x,) en X tal que

P (z,)—c y P(z,)—0
tiene una subsucesion convergente.

El Principio Variacional de Ekeland [31] garantiza que todo funcional de clase C*,
acotado inferiormente, que satisface la condicién de Palais-Smale, alcanza su minimo.

Sin embargo, en muchas aplicaciones el funcional involucrado no estd acotado ni
inferior ni superiormente. Un criterio muy 1til para asegurar la existencia de un pun-
to critico de un funcional tal es el llamado Teorema de Paso de Montana debido a
Ambrosetti y Rabinowitz [1], [40].

Teorema 1.2 (de Paso de Montafnia, Ambrosetti-Rabinowitz, 1973) Sea X un
espacio de Banach y ® € CY(X,R) un funcional tal que ® (0) = 0, que satisface la
. condicidn de Palais-Smale, y las siguientes condiciones:

(®,) Eristen constantes p,a > 0 tales que ® |sp,> a.

(P2) Existe e € X\B, tal que ® (e) <O0.

Entonces ® posee un valor critico ¢ > a, dado por

c=inf sup ®(g(t))
9€T 10,1

dondeI' = {9 € C([0,1],X):9(0) =0, g(1)=e}.

Aqui B, denota a la bola cerrada en X de radio p y centro en el origen y 9B, denota
a su frontera. Este teorema basicamente dice que si la gréfica de la funcién es como
el crater de un volcdn o bien como un valle rodeado de montanas, entonces el camino
6ptimo para salir del centro del créiter o valle (z = 0) a un punto especifico fuera de él
(z = e), pasa por un paso de montana (un punto silla) de altura ¢ (valor critico).

Si el funcional tiene simetrias, méds especificamente, si el funcional es par (es decir,
&(z) = ®(—z)), los puntos criticos diferentes de cero aparecen por pares +z. Las
simetrfas aumentan la complejidad topolégica de la gréfica del funcional y es de espe-
rarse que ocasionen la aparicién de multiples puntos criticos. En efecto, Ambrosetti y
Rabinowitz probaron la siguiente versién simétrica del Teorema de Paso de Montana
[1], [40].
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Teorema 1.3 (Paso de Montana Simétrico, Ambrosetti-Rabinowitz, 1973)
Sea X un espacio de Banach real de dimensién infinita y sea ® € C'(X,R) un funcional
par que satisface la condicion de Palais-Smale y las siguientes dos condiciones:

(®1) Ezisten constantes p,a > 0 tales que ® |5p,> o

(®2) Para cada subespacio de dimension finita W C X existe R > 0 tal que ® (u) <0
para toda u € W\Bpg.

Entonces ® posee una sucesion no acotada de valores criticos (positivos).

Resultados andlogos para simetrias mds generales fueron probados por Bartsch,
Clapp y Puppe (18], [8].

Obsérvese que las hipétesis de este teorema implican que el funcional no estd acotado
superiormente. Por ejemplo, la grafica de ® (z) = ||||> — ||z||* tiene la forma de créter

de un volcdn:
N
p 95 95"

[

021
Y
0.4

061

® (z) = |2 - [|=I*

Ms4s atin, si dim X = oo, entonces ® satisface todas las hip6tesis del Teorema de Paso
de Montana Simétrico excepto la condicién de Palais-Smale: Los 1inicos puntos criticos
de este funcional son el origen y la esfera de radio 1/\/5, con valores criticos 0 y 1/4
respectivamente, sin embargo, no toda sucesién en la esfera de radio 1/v/2 tiene una
subsucesién convergente (ya que una esfera en un espacio de dimensién infinita no es
compacta).

Un ejemplo tipico de aplicacién del Teorema Simétrico de Paso de Montana es el
siguiente: Consideremos el problema de Dirichlet no lineal

—Au=[uf?u enQ
(Do) { u=0 en 00

donde Q es un dominio abierto acotado suave de RV, N >3,y 2<p<2',y 2 = 2%

es el exponente critico de Sobolev. Este es un problema simétrico, es decir, si u es
solucién de (Dy) entonces —u también lo es. Las soluciones de (D) son los puntos
criticos del funcional

(u) = % /9 |Vul? dz — % L |uf? dz
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definido en el espacio de Sobolev H} (2) . Este es un funcional par y satisface las condi-
ciones (¥,) y (P2) del Teorema Simétrico de Paso de Montana. El Teorema de Rellich-
Kondrakov [12] garantiza que ® satisface la condicién de Palais-Smale si p < 2*. De
modo que (Dy) tiene una infinidad de soluciones.

Notemos que la parte cuadrética de este funcional es la forma cuadritica asociada
al producto escalar en H}(2). Si consideramos, por ejemplo, el sistema eliptico

—Au=uf?u enQ
(S) —Av=—v|"%v enQ
u=0 v=0 en 0f)

con 2 < p,q < 2*, resulta que el funcional asociado
1
B i) o 1/(|w1"’— Vo[?)dz — 1/ lufP dz — —f | do
2 Ja pJa qJa

definido en Hj () x H} (2) no satisface la condicién (®,) del Teorema de Paso de
Montafia. M4s atin, su parte cuadrética tiene una infinidad de valores propios positivos
y una infinidad de valores propios negativos (contados con sus respectivas multipli-
cidades). En la literatura, a un funcional con esta propiedad se le llama fuertemente
indefinido y, si el niimero de valores propios negativos es finito, se le llama semidefinido,
véase por ejemplo [7]. De hecho, este funcional es fuertemente indefinido en el sentido
que definiremos m4s adelante (véase la Definicién 1.5).

La demostracion del Teorema Simétrico de Paso de Montana se basa en el siguiente
principio de Lusternik-Schnirelmann: Si el conjunto de subnivel ®° := {z € X : ®(z) <
b} no se puede deformar en el conjunto de subnivel $* entonces ® debe tener un valor
critico en el intervalo [a,b] (si © satisface la condicién de Palais-Smale). La dificultad
en el caso fuertemente indefinido se puede ilustrar observando la forma cuadratica

®(u,v) = flull* ~ oll*,  (u,0) € X, ® Xa.

Su tnico punto critico es el origen y, puesto que ®7¢, £ > 0, tiene el tipo de homotopfa
de la esfera unitaria en X, una condicién necesaria y suficiente para que el conjunto
de subnivel ¥ no se pueda deformar en ¢ es que dim X; < co. Es decir, el punto
critico 0 de @ no afecta la topologia de los conjuntos de subnivel de ®; de modo que
el principio de Lusternik-Schnirelmann podria no detectar los puntos criticos de un
funcional fuertemente indefinido.

El primero en tratar exitosamente este tipo de problemas fue Rabinowitz [42] quien
restringi6 el problema fuertemente indefinido a subespacios de dimensién finita, encon-
tré puntos criticos de las restricciones y control6 el crecimiento de los valores criticos
cuando la dimensién de los subespacios tendfa a co. A partir de entonces se han de-
sarrollado varios métodos para tratar este tipo de problemas. Un enfoque muy usado
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se debe a Benci y Rabinowitz [10] quienes mostraron que el principio de Lusternik-
Schnirelman contimia funcionando si se restringe la clase de deformaciones de manera
adecuada.

Un enfoque distinto basado en aproximaciones de tipo Galerkin, (mismo que seguire-
mos en este trabajo) se debe a Bartsch y Clapp [7]. La idea es reducir el problema
fuertemente indefinido a un problema semidefinido. El resultado requiere una condi-
ci6n de compacidad mds fuerte que la condicién de Palais-Smale, la cual se cumple
en muchos casos interesantes. Para ilustrar dicho resultado mencionaremos un caso
especial de él.

Teorema 1.4 (Bartsch-Clapp, 1996) Sea X = X'® X? un espacio de Hilbert, sean
B e B XL e XY, X2 € r CXGC T X2

sucesiones de subespacios de dimension finita de X' y X2, y sea ® € C'(X,R) un
funcional par, que satisface las siguientes condiciones:
(PS*) Toda sucesion (z,,) tal que z, € X' ® X} , k, — o0,

®(zn) »c y (P Lvrleaxz“)r (zn) =0

tiene una subsucesion que converge a un punto critico de P.

(MP,) Existen constantes p,a > 0 tales que ®(z') > a si z' € X! y ||z]| = p.

(MP,) Para cada subespacio de dimensién finita W C X existe R > 0 tal que ® (z) <0
para toda x € W con ||z|| > R.

(A) Para cada k > 1, sup ®(X} & X?) < oo.

Entonces, si dim X} — co, ® posee una sucesién no acotada de valores criticos.

Obsérvese que no hay restriccién sobre la dimensién de X 2. El resultado de Bartsch
y Clapp es de hecho mé4s general que el aqui enunciado: Incluye, en particular, el caso
en el que el funcional @ es par tinicamente respecto a la variable ! € X7, es decir, las
simetrias pueden tener un espacio de puntos fijos de dimensién infinita. Este resultado
se aplica para obtener una infinidad de soluciones de sistemas elipticos del tipo del
sistema (&) considerado arriba, véase (7).

Motivados por este resultado, damos la siguiente definicién.

Definicién 1.5 Sea X = X' @ X? un espacio de Banach con dim X' = oo, y sea
® : X — R un funcional que satisface las condiciones (M P,) , (M P;) y (A) del Teorema
1.4. Decimos que ® es fuertemente indefinido si dim X? = co. En caso contrario,
decimos que ® es semidefinido.

En todos los resultados mencionados hasta el momento las simetrfas juegan un papel
esencial para garantizar la existencia de una infinidad de puntos criticos. Veremos ahora
qué sucede cuando perturbamos las simetrias.
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1.1.2 Perturbacién de simetrias

Como mencionamos anteriormente, las simetrias aumentan la complejidad topolégica
de la gréfica de un funcional y ocasionan la aparicién de multiples puntos criticos. Es
de esperarse que, si perturbamos un funcional par de modo tal que las simetrias de-
saparezcan pero sin que se altere esencialmente la topologfa de su gréfica, el nuevo
funcional tendrs, a su vez, miiltiples puntos criticos. Demostrar este hecho no es para
nada trivial, ya que los invariantes topolégicos usuales, como son la categoria equivari-
ante de Lusternik-Schnirelmann o el género de Krasnoselskii, si bien son herramientas
excelentes en el caso simétrico, no son de ninguna ayuda en el caso no simétrico. De
hecho aiin no hay un método concluyente que garantice una infinidad de puntos criticos
para este tipo de funcionales.

Los primeros resultados en esta direccién surgieron a principios de los 80’s y se
deben a Bahri-Berestycki [4], Struwe [48] y Rabinowitz [43],[44], quienes utilizaron un
invariante topolégico, introducido originalmente por Krasnoselskii, que refleja ciertas
propiedades no simétricas de los conjuntos simétricos. Consideraron el problema

—Au=u?u+f enQ
(Do) { u=0 en 9<2

donde 2 es un dominio abierto acotado suavede RY, N > 3,y 2 < p < 2*,y f € L*(Q),
y probaron resultados como el que sigue.

Teorema 1.6 (Bahri-Berestycki, 1981) Para cada f € L*(2) el problema (Dj)
tiene una infinidad de soluciones si

2<p<pn
donde pn es la ratz mds grande de la ecuacion 2(N —1)p> — (N +2)p— N =0.

Posteriormente Bahri y Lions [6] utilizaron la desigualdad semicldsica de Cwickel
[26], Lieb [39] y Rosenbljum [45] para acotar superiormente los indices de Morse del
funcional par, y asf obtener una mejor cota (superior) sobre p.

Teorema 1.7 (Bahri-Lions, 1988, [6]) Para cada f € L*(2) el problema (D) tiene
una infinidad de soluciones si

2(N -1)

~N_2 (11)

2<p<

Nétese que 35,%1 < 2*. Por otro lado, previamente Bahri [3] habfa demostrado que
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Teorema 1.8 (Bahri, 1981) Para casi toda f € L*(Q) el problema (D}) tiene in-

finidad de soluciones si

2N .
2<p< N_3= 2%,

En vista de este resultado existe la conjetura de que (Dj) tiene una infinidad de
soluciones para toda 2 < p < 2* y para toda f € L? (£2) . Hasta la fecha esta conjetura
no ha podido ser demostrada.

Un resultado andlogo al de Bahri-Lions para perturbaciones de no linealidades pares
més generales fue demostrado por Tanaka [49].

Recientemente Bolle [13] introdujo un nuevo método que produce buenos resultados
para problemas donde las simetrias son perturbadas por una condicién no homogénea
a la frontera, es decir, problemas del tipo

o — p—2
(D) Au=ulf"u+f enQ
U= U en 0§
donde © es un dominio abierto acotado suave de RV, N>3,y2<p<2,uc€
C*aQ) y f € C°%Q). La idea bésica de Bolle consiste en dar condiciones para que las
propiedades de enlace (la complejidad topolégica) que tienen los conjuntos de subnivel
de ciertos valores criticos (valores minimax dados por un invariante topolégico adecua-
do) del funcional par se preserven bajo la perturbacién. Basdndose en esta idea Bolle,
Ghoussoub y Tehrani [14] demostraron un teorema abstracto de multiplicidad de puntos
criticos el cual permite obtener resultados no triviales para funcionales semidefinidas
con perturbacién de simetrias que detallamos a continuacién. El contexto es el siguiente:
Sea E un espacio de Hilbert, con una descomposicién en suma directa
E=E*@E".
Sea
EtcEfc---CE?"

una sucesién de subespacios de dimensi6n finita de X', tal que dimE;" = k. Para
cada k > 1, definimos

Ev:=Ef®E".

Sea @ : Ex[0,1] — R un funcional de clase C?. Pensamos a ¢ como una trayectoria
de funcionales

(I)t tE— Ra @;{U) = (If'(u, t}: 0<t<1.

Supongamos que
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(P1) @ satisface la condicién de Palais-Smale para trayectorias, es decir, toda sucesién
(. ti) en Ex[0,1] tal que @, (ug) — ¢ y |[(®y,) (wr)|| — 0, tiene una subsucesion -
convergente en E x [0, 1].

(P2) Para cada b € R existe C = C(b) tal que

‘%‘I‘(u' f)| < C(IR )l +1)(Jlull +1)  si [By(w)| <b.

(P3) Existen dos funciones continuas 61,0, : [0,1] x R — R, 6; < 65, las cuales son
Lipschitz en la segunda variable, tales que

0.(t, ®,(u)) < %Cb(u, t) < Oa(t, ®y(u))  si P(u)=0.

(P4) Para cada subespacio de dimensién finita W de E,

sup @, (w) - —oo cuando w € W, |lw| — oc.
0<t<1

(P5) El funcional ®; es par, es decir, @ es invariante bajo la accién antipoda.

Consideremos los valores

¢ = inf sup ®o(g(z)), k=1,2,.. (1.2)
QEG:EEJ;

donde

G={geC(E,E):gesimpar,y g(z) =z sl |z| grande}.
Teorema 1.9 (Bolle-Ghoussoub-Tehrani, 2000) Supongamos que ® satisface (P1)-
(P5). Sila sucesion

ck+l — Ck (1 3]
max 101(2, cxt1)| + max 02(t, cx)| + 1

es no acotada, entonces P, tiene una sucesion no acotada de valores criticos.

Obsérvese que ¢, > $g (0) pues 0 € g (E;) Vg € G, y, dado que E. es de dimensién
finita, la propiedad (P4) garantiza que ¢; < co. De hecho, estos valores minimax son
valores criticos del funcional par ®;. Si E~ tuviese dimensién infinita, la propiedad (P4)
no bastarfa para garantizar que los valores minimax c; sean finitos; en este caso, una



1.1. ANTECEDENTES 9

condicién suficiente para que los valores minimax ¢ sean finitos es que @, esté acotado
superiormente sobre Ey.. Mds adelante veremos que, si @, es fuertemente indefinido en
el sentido de la Definicién 1.5, la sucesion (ex) estd acotada, es decir, la condicién (1.3)
del Teorema 1.9 no se cumple (véase el Comentario 2.6.2). De modo que no podemos
aplicar este teorema para obtener la existencia de una infinidad de valores criticos en
el caso fuertemente indefinido.

Usando este resultado y las cotas para los indices de Morse de los puntos criticos
del funcional par obtenidas por Bahri y Lions [6], Bolle, Ghoussoub y Tehrani [14]
demostraron que el problema de Dirichlet no homogéneo (D’) tiene una infinidad de
soluciones si

2N
2<p< 14
PRy (14)

mejorando asf un resultado previo de Candela y Salvatore [23].

Un resultado andlogo para perturbaciones de funcionales invariantes bajo la accién
de un grupo de Lie compacto arbitrario fue demostrado por Clapp, Herndndez-Martinez
y el autor de esta tesis en [20], y fue aplicado para demostrar la existencia de una
infinidad de soluciones de sistemas elipticos de tipo gradiente (véase seccién 1.2.2) con
perturbacién de simetrfas arbitrarias. Incluimos en la tesis una generalizacién parcial
de la aplicacion dada en [20] (Teoremas 3.9, 3.1).

Los sistemas de tipo gradiente son los m4s sencillos desde el punto de vista varia-
cional, ya que el funcional asociado a ellos es semidefinido. Nuestro objetivo principal
es estudiar sistemas elipticos cuyo funcional asociado es fuertemente indefinido y no es
simétrico. Para estos, consideraremos sistemas elfpticos no cooperativos (véase seccién
1.2.3)

—Au = [uf 2 u+ fu(z,u,v) en
(H) Av =[] v+ f(z,u,v) enQ
u=0, v=0 en 0S2

donde 2 es un dominio abierto acotado suave de RY, N >3, p € (2,2%), ¢ € (2,00) y
f es un término de orden menor que no es necesariamente simétrico en (u, v).
Sistemas elipticos que inducen funcionales fuertemente indefinidos han sido profusa-
mente estudiados en las ultimas dos décadas. Por ejemplo por Benci y Rabinowitz [10],
Hulshof y van der Vorst [34], De Figueiredo y Felmer [29], Costa y Magalhaes [21, 22],
De Figueiredo y Magalhaes [30], Bartsch y Clapp [7], Kryszewski y Szulkin [37], Bartsch
y De Figueiredo [9], entre otros. Todos estos resultados se refieren a sistemas elfpticos
que dependen subecriticamente de ambas variables, es decir, p, ¢ < 2*, y todos ellos re-
quieren alguna condicién de simetria en f. Resultados de existencia de soluciones para
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sistemas Hamiltonianos criticos (en un sentido més fuerte que el considerado aqui)
fueron obtenidos recientemente por Hulshof, Mitidieri y van der Vorst [35].

Recientemente de Figueiredo y Ding [28] consideraron el caso ¢ > 2* y probaron
que, bajo condiciones de crecimiento adecuadas, el sistema (H) tiene una infinidad de
soluciones si f es una funcién par, es decir, si f(z,u,v) = f(z, —u, —v).

Aqui demostraremos un resultado andlogo para funciones f que no son necesaria-
mente pares (Teorema 1.12). Para ello probaremos primero un teorema de multiplicidad
de puntos criticos que produce resultados no triviales para funcionales fuertemente in-
definidos con perturbacién de simetrfas (Teorema 1.10). A continuacién enunciamos y
discutimos nuestros resultados.

1.2 Los resultados

1.2.1 El teorema abstracto

El resultado abstracto que presentamos aquf es un teorema de multiplicidad de puntos
criticos que produce resultados no triviales para funcionales fuertemente indefinidos con
perturbacién de simetrias (véase capitulo cuatro). Est4 basado en una aproximacién
tipo Galerkin, como la considerada por Bartsch y Clapp en [7], que nos permite reducir
el estudio de funcionales fuertemente indefinidos con perturbacién de simetrias a un
problema semidefinido. La ventaja de este enfoque es que podemos hacer uso de los
métodos de teorfa de Morse desarrollados por Bahri-Lions [6] y Tanaka [49] para obtener
buenos resultados en las aplicaciones a sistemas elipticos. Una adaptacién adecuada del
método de Bolle [13] nos permite, a su vez, tener control del crecimiento de los niveles
del funcional bajo la perturbacién.

Sin embargo, a diferencia del caso simétrico estudiado en [7] y del caso semidefinido
estudiado en [14], el problema fuertemente indefinido con perturbacién de simetrfas
requiere de un conocimiento detallado de la topologia de los conjuntos de subnivel de
las aproximaciones del funcional simétrico asociado. Una discusién mds detallada de
este punto se dard en la seccién.

Enunciamos a continuacién nuestro resultado.

Sea X un espacio de Banach con una descomposicién en suma directa

X=X"eX*eoX".

De acuerdo con esta descomposicién denotaremos por u = (ut,u% u~) a los puntos de
X. Sean

XreXfc-cX®, XfckcckX, X cXic-cX
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sucesiones de subespacios de dimensién finita de X*, X*y X~ tal que dim X; = k.
Para cada k,n > 1, definimos

Xt=X*oX.:®X, vy Xp=XeX,.®X,.
y denotamos por F a la familia de subespacios de X
F={X"wm>1)
Consideramos la involucién ¢ : X — X dada por
tut vt uT) = (—utut, —ur).

Entonces X* = {u € X : tu = u} es el conjunto de puntos fijos de ¢. Diremos que un
subespacio V' de X es t-invariante si tu € V para toda u € V. Diremos que una funcién
o :V — W entre dos subespacios t-invariantes es ¢-equivariante si o(wu) = to(u) para
todaue V.

Sea @ : X x[0,1] — R un funcional de clase C', y sea " : X" x [0, 1] — R su restriccién
a X™ x [0,1]. Pensamos a & y ®" como trayectorias de funcionales

$ : X R, ‘I)t(u):@(u:t)} 0<t <1,
o} : X" R, O}(u)=9"(u,t), 0<t<1l, n>1,

y deﬂota.[n()s por
t = s L), : = 5

a sus derivadas (respecto a u). Supondremos que ¢ tiene las siguientes propiedades:

(H1) ¢ satisface la condicién (PS*) para trayectorias con respecto a F, es decir, toda
sucesion (ug,tx) en X x [0,1] tal que

u € X™, m— o0, t—ot, P (w)—e,  |[(R5F) (w)] — 0,
tiene una subsucesién que converge a un punto critico de ®; en X.
(H2) Para cada n € N suficientemente grande, y b € R existe una constante C =
C(n,b) tal que

|§¢(u,a’sc(ll(@:‘)’(u)ll(w+1)(||un+n siu€ X", y [@u) <b.
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(H3) Existen dos funciones continuas 64,82 : [0,1] x R — R, 8; < 6, las cuales son
Lipschitz continuas en la segunda variable, tales que

0,(t, ®,(1)) < %fb(u,t) <Oyt By(w)) s B(u) = 0.

(H4) Para cada subespacio de dimensién finita W de E,

sup ¢, (w) - —co cuando w € W, |w| — oo.
0<t<1

(H5) Pg(eu) = Po(u) para toda u € X, y existe M >0 tal que ®,(u*) < M para cada
te0,1], u* € X~.

(H6) sup{®o(u):u€ X X @ X"} = Mi < 0.

(H7) Para cada k > 1 existen n, > 1 y una funcién v, : R — R no decreciente
que cumple lo siguiente: Para toda n > ny, toda funcién continua c-equivariante
o: Xp — X" ytoda R > 0 tales que o(u) = u si ||ul]| > R, existen una funcién
continua t-equivariante o : Xi,; — X" y una R > R tales que &(u) = o(u) para
u€ XP, o(u) = u para |[ul| > R, y

sup ®o(T(X41)) < Vi(sup Bo(o(X3)))-
Probaremos el siguiente teorema en el siguiente capitulo:

Teorema 1.10 Supongamos que ® satisface (H1)-(H7). Entonces existe una sucesion
(cr) de nimeros reales (véase Definicion 2.2) tales que, si la sucesion

Cr+1 — Ck
max 612, crt1)| + max |62(t, ci)| + 1

(1.5)

es no acolada, entonces ®, tiene una sucesién no acotada de valores criticos.

Si @, : X — R es semidefinido en el sentido de la Definicién 1.5 con X! = X+
y X? = X* @ X, y satisface las propiedades (P1)-(P4) del Teorema 1.9 entonces
satisface las condiciones (H1)-(H7) (véase 2.6.1). Més atin, los valores ¢ del Teorema
1.10 coinciden con los del teorema de Bolle, Ghoussoub y Tehrani (1.2). Sin embargo,
si @, es fuertemente indefinido, ain cuando satisfaga las condiciones (P1)-(P4) del
Teorema 1.9, dicho teorema no es aplicable ya que la sucesién (c;) definida en (1.2) va
a estar siempre acotada (véase 2.6.2). De modo que el Teorema. 1.9 no puede ser aplicado
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para obtener la existencia de una infinidad de valores criticos en el caso fuertemente
indefinido. Si dim(X* @ X~) = oo, los valores ¢, proporcionados por el Teorema
1.10 no coinciden con los definidos en (1.2) y, como veremos en las aplicaciones del
Capitulo 4, la sucesién de dichos valores no va a estar necesariamente acotada. Nuestros
valores ¢ se obtienen como limites de valores criticos adecuados de los funcionales pares
semidefinidos @ : X™ — R, n > 1. Esto permite, en las aplicaciones, usar métodos de
teoria de Morse para estimar el crecimiento de las ¢;’s, y derivar condiciones para que
la sucesién (1.5) sea no acotada. De modo que, bdsicamente, este teorema nos permite
reducir el estudio de funcionales fuertemente indefinidos con perturbacién de simetrias
al estudio de funcionales semidefinidos con perturbacién de simetrias, tal y como ocurre
en el caso simétrico considerado por Bartsch y Clapp [7].

Las condiciones esenciales que permiten esta reduccion son, por una parte, la condi-
cién (PS*) para trayectorias con respecto a F, que es una extensién de la condicién
(PS*) introducida por Bahri y Berestycki [5] y Li y Liu [38], y que aparece en el teorema
de Bartsch y Clapp enunciado arriba (Teorema 1.4). Y, por otra parte, la condicién
(HT7). Esta requiere de un conocimiento bastante fino de la topologia de los conjun-
tos de subnivel del funcional simétrico ®¢. Por lo general, en las aplicaciones, no es
sencillo comprobar que esta propiedad se cumple. Recientemente Castro y Clapp [15]
mostraron que cierto tipo de funcionales satisfacen la condicién (HT7). Usaremos ideas
andlogas en nuestras aplicaciones a sistemas elipticos fuertemente indefinidos, es decir,
el funcional asociado al sistema es fuertemente indefinido.

Ademsds de que nuestro resultado produce resultados no triviales para funcionales
fuertemente indefinidos, es una extensién del teorema de Bolle, Ghoussoub y Tehrani
(Teorema 1.9) en los siguientes dos sentidos: En primer lugar, nuestro resultado es
vélido para espacios de Banach y funcionales de clase C* (y no sélo para espacios de
Hilbert y funcionales de clase C?). En segundo lugar, nuestro resultado no requiere
que el conjunto de puntos fijos sea X* = {0}, ni siquiera que X* sea de dimensién
finita. Pero el aspecto mds importante es que nuestro resultado no requiere que ® sea
semidefinida, es decir, no requiere que dim(X* @ X ™) sea finita. Este requerimiento
juega un papel esencial para que la sucesién (1.3) no sea necesariamente acotada. Estas
ventajas seran utilizadas para probar la existencia de una infinidad de soluciones de
sistemas elipticos no simétricos fuertemente indefinidos (Teorema 4.1).

1.2.2 Aplicaciones a sistemas gradientes

Aplicaremos el Teorema 1.10 para obtener una infinidad de soluciones v = (v, . .. 2 Um)
! — R™ del sistema eliptico

—-Av=V,H(z,v) en{)
@) { v=1g en S
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donde © es un dominio suave y acotado de RN, N > 3, ug € C*9Q,R™), y H €
CHQ2 x R™, R) es de la forma .

H(z,u) = F(z,u) + f(z,u).
Un sistema eliptico de este tipo se llama sistema gradiente [27], y se dice que es

auténomo si la no linealidad H no depende de z.
Supondremos que F' y f satisfacen las siguientes condiciones:

(F,) Existe p € (2,2*) y ao > 0 tal que, para toda (z,u) € @ x R™,

|V F(z,u)| < ao(luf’~" +1).

(F,) Existen p>2y R> 0 tales que (525) (p—1)<py

0 < puF(z,u) <V F(z,u)-u si |u/>R.

(F,) F(z,—u) = F(z,u) para toda (z,u) € 2 x R™.
(f) Existen v € [0,1) y do > 0 tales que, para toda (z,u) € Q x R™,

do(|F (2, u)|" + 1)
do(|VuF (z,u)]" + 1)

|f (@, W) + |Vuf(z,u) - ul
|V (z,u)]

<
<
Observe que integrando por partes la condicién (F5) se obtiene
(F3) Existen by, by > 0 tales que, para toda (z,u) € Q x R™,
F(z,u) > by |[ul* — by.

Si f # 0 6 ug # 0 el funcional asociado al problema (G) no es par (aunque si es
semidefinido). Probaremos el siguiente resultado:

Teorema 1.11 Si se cumplen (Fy), (F2), (Fi) y (f), entonces el problema (G) tiene
una infinidad de soluciones si



1.2. LOS RESULTADOS 15

Si f es de la forma f(z,u) = f(z)u entonces f satisface la condicién (f) con

7 = . En este caso, la condicién max {%‘,’T} = (i - %) N de nuestro teorema

es equivalente a la condicién ,,__':ﬁ < %;f—z Esta iltima es la condicién obtenida por
Candela, Salvatore y Squassina en [25], de modo que nuestro resultado extiende el
Teorema 1.1 de [25] a no linealidades m4ds generales.

En los casos particulares en los que, o bien ug = 0, o bien F(z,u) = F(u) no depende
de z y f(z,u) = f(z)u, obtendremos resultados mds fuertes (véanse los Teoremas
3.9 y 3.11), que extienden resultados previos de Bahri-Lions [6], Tanaka [49] y Bolle,
Ghoussoub y Tehrani [14] para una séla ecuacién (es decir, para m = 1), asf como
resultados de Clapp [19], Candela y Salvatore [23], Candela, Salvatore y Squassina
[24, 25], Clapp, Herndndez-Martinez y el autor de esta tesis [20] para sistemas de
ecuaciones.

Los resultados obtenidos por Clapp, Herndndez-Martinez y el autor de esta tesis en
[20] abarcan simetrias mds generales. Prueban que varios de los resultados presentados
aqui para sistemas de tipo gradiente siguen siendo vélidos si F, en vez de ser par, es
invariante bajo la accién ortogonal de un toro §! x--- x§!, o de un g-toro Z/gx ---xZ/q,
o de un g-grupo ciclico Z/q", con g primo, ¢ > 1, que actda sin puntos fijos en R™,
mejorando asi un resultado previo de Clapp [19].

Para mantener la unidad en la exposicién no incluimos en esta tesis los resultados
de [20] en toda su generalidad, es decir, para simetrias arbitrarias. Consideramos sélo
el caso clasico donde el grupo es Z/2, pero extendemos los resultados de [20] al caso no
auténomo.

1.2.3 Sistemas elipticos fuertemente indefinidos

Consideraremos sistemas elipticos de la forma

—Au = H,(z,u,v) en
(Hg) Av = Hy(z,u,v) en
=0 v=0 en 99

donde € es un dominio acotado y suave en RY, N > 3, y H € C'(©2 x R% R). A este
tipo de sistemas se les suele llamar sistemas elépticos no cooperativos. M4s exactamente,
consideraremos sistemas elipticos no cooperativos de la forma

—Au = |uf 2 u+ fu(z,u,v) enQ
(H) Av = [v" v + fo(z,u,v) en
u=0, v=0 en 9N

donde €2 es un dominio acotado y suave en RY, N > 3,y f € C}(Q x R?, R). Obsérvese
que H(z,u,v) = 7 [uf’ + 1 [v]* + f(z,u,).
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Nos interesa especialmente el caso en que la funcién f no es simétrica, y el sistema
es subcritico en u y supercritico en v, es decir, p € (2,2°), ¢ € [2*, ), donde 2* = 2%
es el exponente critico de Sobolev, y f es un término no simétrico de orden menor.
Probaremos el siguiente teorema:

Teorema 1.12 Sip € (2,%=2), g € [p,00), y f € C'(Q x R, R) satisface

| ful, w,v)| < do(ful™™" + o]~ +1) (16)
|fo(®, u,0)| < do(ful™" + |o|™™" +1)

para toda (z,u,v) € Q x R% y constantes dy > 0,0 < o0 —1 < 1(wp-1). ¥y

B mm{(— - —) Nty (2'2j1)} entonces el sistema (H) tiene una infinidad

de soluciones.

A diferencia de nuestros resultados para sistemas gradientes, este resultado requiere
del Teorema 1.10 en toda su fuerza: El funcional asociado a este sistema es un fun-
cional de clase C! definido en un espacio de Banach (pero no de Hilbert), y es ademés
fuertemente indefinido.

Si, adicionalmente, f es par (es decir, si f(z,u,v) = f(z, —u, —v)) de Figueiredo y
Ding [28] probaron que el Teorema 1.12 es vilido bajo condiciones de crecimiento més
débiles sobre f. Nuestras condiciones se derivan bisicamente de consideraciones que
involucran al indice de Morse, andlogamente a lo que ocurre en el caso de Bahri-Lions
(Teorema 1.7) y Tanaka [49]. En particular, si f(z,u,v) = g(z)uy p € (2,%5}),
el teorema anterior asegura la existencia de una infinidad de soluciones del problema
eliptico perturbado

~Au=|ul"?u+g(z) enQ, u=0 ends,

que es justamente el resultado de Bahri-Lions (Teorema 1.7).

Para demostrar este teorema usaremos, como mencionamos antes, nuestro resultado
abstracto. Un punto fundamental para ver que el funcional asociado al sistema (H)
satisface las hipétesis del Teorema 1.10 consiste en un andlisis cuidadoso de los conjuntos
de subnivel de las aproximaciones del funcional simétrico asociado. La descripcién
que daremos aqui nos permitird ademds obtener estimaciones para la energfa de las
soluciones de (H), andlogas a las dadas por Bahri-Lions en el caso de una séla ecuacién
simétrica [6] y recientemente extendidas por Castro y Clapp al caso de una séla ecuacién
perturbada [15].



1.3. ORGANIZACION DE LA TESIS 17

1.3 Organizacién de la tesis

La tesis estd organizada de la siguiente manera:

En el Capitulo 2 demostramos nuestro resultado abstracto aplicable tanto para
funcionales semidefinidos como fuertemente indefinidos con perturbacién de simetrias,
es decir, el Teorema 1.10.

En el Capitulo 3 aplicamos nuestro resultado abstracto para establecer la existencia
de una infinidad de soluciones de sistemas elipticos de tipo gradiente. Probamos el
Teorema 1.11 y los resultados anunciados en la seccién 1.2.2.

En el Capitulo 4 aplicamos nuestro resultado abstracto para establecer la existen-
cia de una infinidad de soluciones de sistemas elipticos no cooperativos fuertemente
indefinidos y probamos una versién més general del Teorema 1.12 citado arriba y las
estimaciones mencionadas.

En el Capitulo 5 mencionamos algunos problemas que quedaron pendientes y que
planeamos desarrollar en un futuro préximo.

Inclufmos un apéndice en el cual damos un bosquejo de la prueba del Lema de
Deformacioén, usada en el Capitulo 2 (véase el Lema 2.5) y, finalmente probamos la
diferenciabilidad de los funcionales que aparecen en nuestras aplicaciones.
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Capitulo 2

Puntos criticos de funcionales
fuertemente indefinidos con
perturbacion de simetrias

El objetivo de este capitulo es probar el Teorema 1.10, el cual da un criterio para la
existencia de una infinidad de puntos criticos de funcionales fuertemente indefinidos
con perturbacién de simetrias. Empezaremos recordando las hip6tesis de ese resultado.

2.1 Hipétesis del teorema
Sea X un espacio de Banach con una descomposicién en suma directa
X=XteX"'®oX .

De acuerdo con esta descomposicién denotaremos por u = (ut,u*, ™) a los puntos de
X.
Sean

MNerewelkt, XBeXBoeeR XeXcocuaeX

sucesiones de subespacios de dimensién finita de X*, X*y X, tal que dim X; = k.
Para cada k,n > 1, definimos

Xt=X*eX,eX;, y Xrt=X{eoX,®0X,;
y denotamos por F a la familia de subespacios de X

F=Xan. 1)
19



2. PUNTOS CR{TICOS DE FUNCIONALES FUERTEMENTE INDEFINIDOS CON PERTURBACION
20 DE SIMETRI{AS

Consideramos la involucién ¢ : X — X dada por

+ 4o

fut,ut,u”) = (—ut,ut, —u").
Entonces X* = {u € X : tu = u} es el conjunto de puntos fijos de ¢.

Definicién 2.1 Diremos que un subespacio V de X es t-tnvariante st tu € V' para
toda u € V. Diremos que una funcion o : V. — W entre dos subespacios t-invariantes es
t-equivariante si o(wu) = to(u) para toda u € V, y que es L-invariante si o(tu) = o(u)
para toda u € V.

Sea @ : X x [0,1] — R un funcional de clase C', y sea ®" : X" x [0,1] — R su
restriccién a X™ x [0, 1]. Pensamos a ¢ y " como trayectorias de funcionales

Qo : X-oR, Pfu)=2(u,t), 0<t<1,
o : X" >R, ) =9(ul), 0<t<ln>1,

y denotamos por
’ a ny/ =l a n
‘bt(u) e Eq)(u: t)l (q)l'.) (U) — au¢, (uv t)
a sus derivadas (respecto a u). Supondremos que ¢ tiene las siguientes propiedades:

(H1) & satisface la condicion (PS*) para trayectorias con respecto a F, es decir, toda
sucesion (ug, tx) en X x [0,1] tal que

u € X™, np—o00, t—t, P, (u)—ec ||(¢;1“]'(uk}“ =,
tiene una subsucesién que converge a un punto critico de ®; en X.

(H2) Para cada n € N suficientemente grande, y b € R existe una constante C' =
C(n,b) tal que

52000 < U@ @y + DIl +1) 5w X7,y )] <

(H3) Existen dos funciones continuas 6;,6; : [0, 1] xR — R, 8, < 05, las cuales son
Lipschitz continuas en la segunda variable, tales que

01 (t, @4(u)) < %‘P{u, t) < 0a(t, ®y(u)) si ®i(u) = 0.
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(H4) Para cada subespacio de dimensién finita W de X y a € R existe R > 0 tal que
&, (w) < a para todas t € [0,1] y w € W con ||w|| > R.

(H5) ®o(wu) = Po(u) para toda u € X, y existe M > 0 tal que ®,(u*) < M para cada
te[0,1], u* € X*.

(H6) sup{®p(u):ue€ X ®X°@® X~} = My < co para toda k > 1.

(H7) Para cada k > 1 existen ny > 1 y una funcién £, : R — R no decreciente
que cumple lo siguiente: Para toda n > ny, toda funcién continua t-equivariante
o : X — X"y toda R > 0 tales que o(u) = u si [|ul| > R, existen una funcién
continua t-equivariante o : X',;, — X" y una R > R tales que o(u) = o(u) para
u € X7, 7(u) = u para ||u|| > Ry

sup $o(G(X,1)) < bk(sup Po(a(X7)))-

El objetivo de este capitulo es demostrar el siguiente resultado, enunciado en la
introduccién:
Teorema 1.10. Supongamos que ¢ satisface (H1)-(H7). Entonces eziste una suce-
sién (cx) de nidmeros reales tales que, st la sucesion

Cik41 — Ck (2 1)
max 61(2, )| + max 62(2, )| + 1

no estd acotada, entonces ®, tiene una sucesion no acotada de valores criticos.
A continuacién definiremos los valores ¢, involucrados en este teorema.

2.2 Definicién de ¢; y propiedad de enlace

Definicién 2.2 Para cada n € N definimos
¢y = inf sup Pg(o(u))
o€l wexp

donde '} es el conjunto de las funciones continuas o € CO(XP, X™) que cumplen las
siguientes tres propiedades:

(i) o es i-equivariante, es decir, o(1(u)) = t(o(u)) para cada u € X7,

(it) Eziste R >0 tal que o(u) =u si|lul| > R.

(iit) o(u) = u para toda u € X.
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Una consecuencia importante de la definicién de ¢} es la siguiente propiedad de
enlace.

Proposicién 2.3 Seae € X', \ X' y sea
v:{v+se€ Xp,, :veE XS, s€(0,00)} - X"

una funcion continua con las siguientes propiedades:
i) 9| XP es i-equivariante.
1) Emxiste R > 0 tal que J(u) =u si|ju]] > R.
11) 9(v) =v para todav € X.
Entonces eziste un punto (vo, sp) € X % [0,00) tal que
Po(I(vo + s0€)) = iy

Demostracién:  Consideremos la extension 9 : Xg, — X" de 9 definida como

sigue:
(v + se) := i (w — se)  si (v,8) € XP x (—00,0].

Recordemos que, por hipétesis, dim Xi,; = dim X 4+ 1. Dado que 9 | X' es
t-equivariante, ¥ estd bien definida y es continua. Ademéds, por definicién, ¥ es ¢~
equivariante y satisface que ¥(u) = u si ||ul| > R, y que #(v) = v para toda v € X.
Es decir, 9 € I';, ;. Por definicién de ¢}, existe ug € X7, tal que ®o((ug)) > i, ¥,
como g 01 = @, por la propiedad (H5), también tu, satisface que ®o(I(cug)) > i, -

De modo que, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que ug = vg + spe con
(vo, $0) € X x [0,00). m

Obsérvese que basicamente lo que dice este resultado es que
B o (X x [0,0)) #£0, Vo €T,

En la seccién 3 veremos que esta propiedad de enlace se preserva, en un cierto
sentido, bajo el flujo gradiente de la familia ®,. Ello nos permitird encontrar valores
criticos para @;.

Dado que la inclusién X < X™ pertenece a I'}, la propiedad (H6) garantiza que

cp < sup Po(u) < My < oo paratodak,n > 1. (2.2)
ueXpP

Notemos ademds que
Do(0) < g <cpyy paratodak,n>1 (2.3)

Los valores ¢, que aparecen en el Teorema 1.10 se definen como sigue.
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Definicién 2.4 Para cada k > 1 definimos

¢, == limsup cj.

En vista de (2.2) este limite es finito, y por (2.3) cumple que
D(0) < cx < epqy1 <00 para toda k > 1.

Sin pérdida de generalidad (tomando una subsucesién si es necesario) podemos
suponer que

¢t — ¢ cuando n — oco.
Supondremos también, de aqui en adelante, que las condiciones (H1)-(H7) se cumplen
y que la sucesién (1.5) del Teorema 1.10

Ck+1 — Ck

max |61(t, cxva)| + max |02(2, c)| +1

no estd acotada.

2.3 Un lema de deformacion

Una de las condiciones esenciales que permite reducir el estudio de funcionales fuerte-
mente indefinidos con perturbacién de simetrias al estudio de funcionales semidefinidos
con perturbacién de simetrias es la condicién (PS*) para trayectorias con respecto a
F, que es una extensién de la condicién (PS*) introducida por Bahri y Berestycki [5)]
y Li y Liu [38], y que juega también un papel importante en el teorema de Bartsch y
Clapp enunciado en la introduccién (Teorema 1.4).

La propiedad (H1) implica, en particular, que cada ®, : X — R satisface la condi-
cién (PS*) con respecto a F, es decir, que toda sucesién (ug,t) en X x [0, 1] tal que

up € X™, mp— 00, Pu(w) —e, (@) (w)ll -0,

tiene una subsucesién que converge a un punto critico de @, en X.
Esta propiedad es suficiente para demostrar el siguiente lema de deformacién. De-
notamos por

5 == {u € X : &,(u) < a}

a los conjuntos de subnivel de ®;. El siguiente Lema de Deformacién fue demostrado
por Bartsch y Clapp (7]
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Lema 2.5 (de deformacién)

a) Para todat € [0,1] y todac € R, K, = {u € X : ®,(u) = ¢, ®}(u) = 0} es
compacto.

b) Si @, no tiene ningin valor critico en el intervalo [a,b] entonces existen ng € N,
y una sucesion de homotoptas H" : X" x [0,1] — X™, n > ny, tales que

b.1) H"™(u,0) = u Vu € X"
b.2) H™(u,s)=u Vu€e ®:*NX", 0<s< 1,
b.3) H™(u,1) € ®F°NX" VYue &N X"

Si t = 0 entonces H" satisface ademds
H" (tu,s) = ¢H™ (u,8) Vue X™, 0<s<1.

Demostracion: a) Como @, satisface la condicién (PS*) con respecto a F, toda
sucesion (u,) en K, tiene una subsucesién que converge a un punto critico u de ®,. Por
la continuidad de ®; se cumple que u € K..

b) Si @, no tiene ningun valor critico en [a, b] entonces existe ng € N tal que, para
todan > ny, 7 = @, |x» no tiene ningun valor critico en [a, b]. De lo contrario, existiria
una sucesién

up € X™, ny— 00, Py(w) = c€la,b], (D7) (ux)=0.

Como &, satisface la condicién (PS*) con respecto a F la sucesion (uy) contendria una
subsucesién convergente a un punto critico de ®, con valor critico en [a, b] contradiciendo
nuestra hipétesis. El lema cldsico de deformacién de Palais para funcionales en espacios
de Banach (véase Apéndice A) asegura la existencia de las homotopfas deseadas.

Si t = 0 entonces, por la hipétesis (H5), @ es t-invariante y su flujo gradiente negativo
se puede tomar t-equivariante. Por tanto, las homotopias satisfacen

H" (wu,s) = tH™ (u,s) Yue X™, 0<s<1,
como se afirma. m
Nétese que el lema no afirma que las homotopias de los incisos b) y ¢) deban ser
compatibles entre sf, es decir, no afirma que H" sea la restriccién de H**!. Una conse-

cuencia de este lema, que no usaremos en la demostracién del Teorema 1.10 pero que
vale la pena senalar, es la siguiente.

Corolario 2.6 Sic, > M (con M como en (H5)) entonces ¢ es un valor critico de
Dy.



2.4. PRESERVACION DE ENLACES 25

Demostracién: Supongamos que ¢ es un valor regular de ®p. La condicion (PS*)
con respecto a F asegura la existencia de € > 0 tal gue @, no tiene valores criticos
en [cx — 2¢, ¢ + 2¢]. Podemos suponer que ¢, — 26 > M. Paraa = ¢, —2c y b =
¢ + 2¢, escogemos ng y H™ como en el lema anterior. Suponemos ademés que ¢ €
[ck — €, ¢k + €] para toda n > no. Sea o € I'} tal que sup,epp Po(0(u)) < ¢k +¢, y sea
(u) = H"(a(u),1). Como H"( -, 1) es t-equivariante, & € I';. Pero sup,cpn ®o(0(u)) <
¢ — 2e < ¢ — e contradiciendo la definicién de c;. =

En la demostracién anterior jugé un papel esencial el hecho de que H®( - ,t) es
t-equivariante. Una homotopia tal existe porque ®¢ es t-invariante. Dado que ®; no es
t-invariante no se puede aplicar a ella un argumento semejante. Veremos a continuacién
que las hipétesis del Teorema 1.10 garantizan que la propiedad de enlace de los valores
cp de @, (Proposicién 2.3) se preserva a lo largo del flujo gradiente negativo de la familia
®,. Es decir, la topologia de la grifica de ®; no cambia de manera esencial. Esto nos
permitird probar que ®, tiene una infinidad de valores criticos.

2.4 Preservacién de enlaces
De las propiedades (H1) y (H3) se obtiene el siguiente resultado.
Lema 2.7 Para cada b,6 > 0 ezisten ng € N y p > 0 tales que

01 (t, @y(u)) — 0 < (-%@(u, t) < 02(t, Dy(u)) + 6
para toda (u,t) € X™ x [0,1] con n > no, |®e(u)| < b y [|(27)'(w)]| < p.

Demeostracién: Argumentando por contradiccién, supongamos que existen b, § > 0,
¥ (ug, tx) € X™ x [0,1] tales que

moooo, tiot, [@u)l<b v [[(@) @) -0
cuando k£ — o0, y que ademds cumplen
0 a
91 (tk, @;k{uk)) ) > &‘1’(“&, tk) 6 a@(uk, tk) 2 Gg(tk, q-";t (uk)) + 4.

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que (ug, ;) satisface la primera desigual-
dad

b7}
0y (te, P, (ug)) — 6 > 'é-zq’(uk, i)
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Por (H1) existe una subsucesién de (u;) que converge a un punto critico u de @,.
Entonces, por continuidad,

3
0u(t, ®u(w) = 8 > 5 B(u,1)

contradiciendo (H3). m

Fijemos § > 0. Para 6, y f como en (H3) consideremos los flujos (;,(, : [0, 1] xR —
R definidos por

{ €i(0,8) =s
2Ci(t,s) = 01(¢,C,(t,5) — 6

{ CZ(O! 3) =8
5Ca(t,8) = O2(, Cs(t,8)) +6

Nétese que C; y C, son continuas, que ; < Cp, y que ((t, - ) y Ga(t, - ) son no-
decrecientes en la segunda variable.

Adaptando el método de Bolle [13] usaremos el flujo gradiente de la familia de
funcionales @, para definir deformaciones que preserven los conjuntos de subnivel y
supernivel de la familia, en el siguiente sentido:

Proposicién 2.8 Para cada par de nimeros reales dy < d, eziste ng € N y, para cada
n > ng y cada v = 1,2, eriste una homotopia n : X™ x [0,1] — X™ con las siguientes
propiedades:

i) n*(u,0) = u para cada u € X™.

1) ni(u,t) =u si Dy(u) < ﬂr:ir:‘l‘iéllgy(t, di)—1 6 @,(u)> %cy(t, dy) + 1.

11i) (-, t) : X™ — X™ es un homeomorfismo para cada t € [0, 1].

w) Si ¢ € [dy, dy] y Po(u) > ¢ entonces Dy(n}(u,t)) = (,(t,¢) para cada t € [0,1].

v) Si c € [dy,da] y Po(u) < ¢ entonces ®,(nf(u,t)) < (,(t,c) para cada t € [0,1].

Demostracion: ~ Extenderemos el argumento de Bolle [13, Proof of Theorem 3]
a espacios de Banach y funcionales de clase C! como sigue. Sea M™ = {(u,t) €
X" x [0,1] : (®7)(u) # 0} y sea W™ : M™ — X™ un campo vectorial pseudogradiente
para la aplicacién (u,t) — (D7) (u), esto es, W™ es localmente Lipschitz y satisface

W@t <20@) @Iy (@@ W @) 2 1@ @IF  (24)

para cada (u,t) € M™. Dicho campo existe (véase Apéndice A). Sea o, = min{(,(¢,d,) :
0<t<1}yp, =max{(,(t,ds) : 0 <t <1} Para b= max{|a,|,|B,|:v = 1,2}



2.4. PRESERVACION DE ENLACES i

y la é que fijamos arriba, escojamos ng € N y p > 0 como en el Lema 2.7. Sean
Av, it € C=(R,[0,1]) tales que A, = 0 en (—00,0, = 3JU[B, +3,00) y A, = 1 en
[0, B.),y n=0en[-§,4]y p=1en (~o00,—p]U[p,0).

Fijemos n > ng y consideremos los campos vectoriales V' : X™ x [0, 1] — X™ dados
por

sty <2 (La)- + ) Wn(u, )
Vi (u,t) = 4 ((ﬁq’) (w,t) + 1+ 63, Cl(t,c))) NI, D)
V() = =4 (59700 + 14070, Golt ) ) M@ MW O

si (u,t) € M™, y por V! = 0 en caso contrario; donde h* := max{=+h, 0} > 0. Obsérvese
que V(u,t) = 0 si ®y(u) ¢ [a, — 3,8, + 3] 6 [W"(u,t)|| < £. Por otro lado, si
®y(u) € [ay — 3,8, + 3] ¥ [W"(u,t)]| > % entonces las condiciones (H2) y (2.4)
implican que
4(|(52)(w t)] + 1 +16.(t, ¢, (¢, 9))
W (w0l
< Gll@y) (W@l + D (Jlull +1)
= W )]

_c, (@@l 1
-G ("W"(u, ol W, t)") (Ilull +1)

<c (1 % %) (Il + 1) < Calu +1)

IV (u, Bl <

para algunas constantes positivas C; y C». Esto, y el hecho de que V" es localmente
Lipschitz (véase [33]) implican la existencia de un flujo global 7 : X™ x [0,1] — X"
dado por
{ M (u,0) = u
am(ut) = V(i (u,t),t) -

(véase [46], Capitulo 4). Las propiedades i)-iii) son inmediatas. Probemos iv): Sea
u € X" tal que ®o(u) > ¢ con ¢ € [dy,ds). Sea f(t) := ®:(n}(u,t)). Dado que f(0) =
Dg(u) > ¢ = (;(0, ¢) es suficiente mostrar que

1= Git.0) = F() > otaltc) = 0,(8,C,(8,) = 5. (25)

Asi, supongamos que f(t) = {,(t,c). Entonces A;(f(t)) = 1 debido a que a < (,(t,¢) <
B. Asi, tomando

olt) == (D) (w0, 8)+ 1+ 07 (1,4, )),
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obtenemos que

F(@) = (@) (0 (u, 1)) (V" (7 (w, 1), 1)) + g—tq’(ni’(u-. t).t)

(®7) (i (u, t)) (W™ (i (w, 8),8) | 9 o
2 P
W= (i (. 2), )| ot

> ple)u (W, ) D) + e, ), 1)

= 4p(O)u(IW" (0} (. 1), )II) (n (u, ), 1)

St [|W™(ni(u,1),t)|| < p entonces [|(®7)'(ny(u,t))|| <p y, por el Lema 2.7,

10) > 5@ (w,0),8) > 61(6,Co(t,6)) ~ .

Si W™ (u, 1), ]| > p entonces u(IW™(n(u,t),)]) = 1, y ast

F(0) 2 0lt) + 2007 0,1) 2 0,06, Cu(6,0) > Bu(8, 6 0,)) — .

Esto prueba (2.5). Por lo tanto, 77 satisface iv). De manera totalmente ansloga se
prueba que 75 satisface v). m

Definicién 2.9 Dado un subconjunto A de X™, definimos T'}(A) como el conjunto
de todas las funciones continuas 7 € C°(X™, X™) tales que:

(?) 7(u)=u para todau € A

(77) Emiste R > 0 tal que 7(u) =u siu € X, y ||u|| > R.

Sea M > 0 como en (H5), y sean ¢, y ny como en (H7). Probaremos a continuacién
una propiedad de enlace para @,.

Proposicién 2.10 Para cada k € N tal que
M+ 1< (ot ex) < ((t,ceq1)  para toda t € [0, 1], (2.6)

evisten 0 < e <1 ymy > ng y, para cada n > my, existen dos subconjuntos A} C By
de X™ con las siguientes propiedades:

a) sup@;(A7) < (o(1, e +€x) < (4 (1, Cepr — €x)-

b) sup ®1(By) < (5(1, blex +&x))-

¢) infrerpeap)sup @1(7(BR)) = (1(1, cksr — €x)-
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Demostracion: Fijemos 0 < g, < 1 tal que
Colt,cx + €x) < (y(t, cks1 —ex)  para toda t € [0, 1]. (2.7

Esto es posible por (2.6) y por la continuidad de ¢;, {,. Por definicién de c¢; ¥y ci41
existe my > n; tal que, para cada n > my,

Ck <Ck+Ek Y Ciyr > Chil — Eks
Tomando m; suficientemente grande, por la Proposicién 2.8, podemos suponer ademés
que existen homotopfas 7 : X™ x [0,1] — X™ que satisfacen las propiedades i)-v) de la
Proposicién 2.8 cond; =dy = ¢y —exsiv=1,ycond, =cx +er y ds = li(cx + )
si ¥ = 2. En particular, estas homotopfas cumplen que

(0] (u,t)) > C1(t, crar —€x) s Po(u) > cry1 — €k (2.8)
Pe(n3(u, 1)) < (ot c) si Po(u) <c y c€ [ek + ex, belcr + k)] (2.9)

para toda ¢ € [0,1]. Fijemos n > my y tomemos o € I'} tal que
sup ®o(0(XY)) < ek + &k, (2.10)
es decir,
(XD C X NBFIT,
Por (2.9) con ¢ = ¢ + & se tiene que
(M (XP)) € X™n@faleate),
y por (2.8) se tiene que
(T0)e(®o)>*+1—% C X7 @S (beki—ew),

Estas desigualdades, junto con (2.7), implican que

(1)e(o(X7) O (77)4(®3)>*+~% = @ para toda t € [0,1], (211)

donde (®F)>ck+17x := {u € X™: Dp(u) > cry1 — Ex}-
Por la propiedad (H7) o tiene una extensién & € I'y,, tal que

sup o(3(X7,1)) < bk (sup Bo(0(X7)))
< f;,(c;, + €x). (2'12)
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pues £ es no decreciente. Tomemos e € X, \ X; y definamos
k= {(mh(o(w) :ue X}, y
B == {(n5)1(c(u+te)) :u € X, t > 0}.

Claramente se tiene que A} C Bf C X™. Veamos que estos conjuntos satisfacen las
propiedades a), b) y ¢):
a) Por (2.9) y (2.6) se tiene que

sup ®;(Ag) = sup &1((n2)1(0(X)))
<Gl e +&x) < (1, cra1 — Ex)-
b) Por (2.12) y (2.9) con ¢ = & (ck + &) se tiene
sup & (By) = sup{®:((n3):1(c(u + te))) : v € Xi, t > 0}
< Co(L, b(ex + €x))-
c¢) Basta probar que para cada 7 € I'(A}) existe wp € BE tal que
®1(7(wo)) = €1(1, Cra1 — &) (2.13)

Sea 7 € I'f(A}), es decir, 7: X® — X™ es continua y 7(u) = u para toda u € A} y
para toda u € X}, con ||u suficientemente grande. Consideremos la funcién

d:{u+te:ue X, t€[0,00)} — X"
definida como sigue:

_J )zl o (nB)aco a(u) i0<t<1/2
g - { (:I‘)Tl ° Tnj (ﬂi‘):rolgf"(u+ (2t —1)e) :: 1/2<t<1

Como 7(u) = u para toda u € A}, esta funcién est4 bien definida y es continua. Ademds
cumple que ¥(u) = o(u) para cada u € X}, en particular, ¥ | X es c-invariante y
?(u) = u para cada u € X;. Por definicién de ¢ y la propiedad (H4), existe R > 0 tal
que, si u € X7, v |lu|| > R, entonces o(u) = u y ®,(u) < M para toda ¢t € [0, 1]. Por
la propiedad (H5) y nuestras hipétesis se tiene que

< mi ; J _
M +1 < min {Orgigll C?(tv ¢ + Ek}‘l 02?21 Cl(tt Cik+1 Ek)} 1

y asi, la Proposicién 2.8 nos asegura que (7})(u) = usiu € X2,y |lull > R .
Por tanto, 9 satisface las hipétesis del Lema 2.3 y, en consecuencia, existe un punto
(uo,to) € X x [0,00) tal que

‘I’o(t‘}(‘llo + tge)) = C:_'_] > Cky1 — Ek- (214)
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Si tg < 1/2 entonces (n})24,(9(uo + toe)) = (13)2s,(0(u0)), contradiciendo (2.11). Por
lo tanto o > 1/2.y (1)s(9(uo-+ toe)) = 7 [(7§)s (@ (uo + (2%o — 1)e)] . Las desigualdades
(2.8) y (2.14) implican que

D4(7 [(n2)1(6(uo + (2to — 1)e)]) = 1((77)1(P(uo + toe))) 2 (1(1, Crsr — €x)

¥, como wy := (13)1(c(uo + (2to — 1)e) € BE, se cumple (2.13). Esto prueba c). m

2.5 Propiedades de enlace y valores criticos.

La proposicién anterior garantiza que los conjuntos Ay, B} tienen la siguiente propiedad
de enlace respecto del funcional @7:

7(Bp) N (97)>s(hewt1=€x) £ @ para toda T € [F(A7),

donde (®7)>(ekr1=ex) ;= {y € X™ : ®F(u) > (;(1, ck41 — €x)}- Esta propiedad, junto
con la condicién de Palais-Smale (H1) garantiza que se cumple lo siguiente.

Proposicién 2.11 Sea k tal que existen 0 < ex < 1, my > 1 y, para cada n > my,
dos subconjuntos A} C BY de X™ que satisfacen las propiedades a)-c) de la Proposicidn
2.10. Definimos

¢ = inf sup ®;(7(u
£ iy SR )

). := lim supcj,.

n—oo

Entonces ¢ es un valor critico de ®; : X — X tal que
C2(1:Ck) < Ek S C2(1)ek{ck + 1))

Demostracion: Como nuestros datos satisfacen las condiciones de la Proposicién
2.10, se cumple

Co(L,cx + k) < €y (1, cr1 — €k) < G < sup Py(By) < (o(1, Li(ck + €x)) < o0,

para toda n suficientemente grande, ya que la identidad de X™ pertenece a I't(AR).
Asf, dado que ¥, es no decreciente, pasando al limite obtenemos

Ca(1, k) < T < Go(L, (e + 1)) < 0.
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Supongamos que ¢; es un valor regular. Entonces, por la condicién de Palais-Smale
(H1), existe € > 0 tal que P, no tiene valores criticos en ¢ — 2¢, ¢ + 2¢] . Escogemos
€ de modo que

Cr — 2 > Cz(l,ck +5k)- (215)

Por el Lema de Deformacién 2.5 existe kg > m; y para cada n > kg existe una funcién
continua H™ : X™ x [0,1] — X™ tal que

b.1) H"(u,0)=u Vue X"
b.2) H"(u,s)=u Vu € @f‘:"_kﬂX“, 0<s<1,
b.3) H™(u,1) € 5% 2N X" Vue &5%**n X",

Podemos suponer que ¢ € [¢x — €, ¢ + €] para toda n > kq. Sea 7 € I'}(A}) tal que

sup ®;(7 (u)) < ¢ + e < 6 + 2,
ueB}

y sea 7 (u) = H™ (7 (u),1). Si probamos que T € I'f(A}) entonces, por la desigualdad
anterior y la condicién b.3), tendrfamos que

sup &,(7 (u)) < & — 2 < &,
uEB}

lo cual contradice la definicién de ¢, y asf habrfamos probado que ¢ es un valor critico
de ®,. De modo que basta probar que 7 € I'}(AR).

(i) Como nuestros datos satisfacen la condicién a) de la Proposicién 2.10, la desigualdad
(2.15) garantiza que

sup®; < (o(1, 0 + &x) < G — 2¢
A

y asf, por b.2), si u € A} entonces 7 (u) = H"* (7 (u),1) = H* (u,1) = u.

(i2) Por la propiedad (H4) existe R > 0 tal que si v € X, y ||lu|]| > R , entonces
@, (u) < (5(1, cx+éx). Tomando R suficientemente grande podemos suponer que 7(u) =
u para toda u € X7, tal que [lu|| > R. Asf, aplicando de nuevo b.2), tenemos que
T(u)=H"(r(u),1) = H"(u,1) =u siu€ X2,y ||lu| > R.

Esto demuestra que 7 € ['F(A}). m

Para demostrar el Teorema 1.10 deberemos pues probar que las hip6tesis de la
Proposicién 2.10 se cumplen para una infinidad de k’s. Notemos primero que si la
sucesién (1.5) no es acotada tampoco lo son las siguientes sucesiones.
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Lema 2.12 Las sucesiones

(min(ql(t,cm)—cz(t,ck))) y '(ﬂrg!iglcz(mk))

0<t<1
no estdn acotadas superiormente.

Demostracion:  Por definicién de los flujos ¢, y por el Teorema 4.1.5 de [46] se
tiene, para cada t € [0, 1],

|@@@~ﬂ5eMjlm@@+oqrﬂﬁ
0
<A, (&{nia\.(x1 |6.(t, s)| +5)

donde k, es la constante de Lipschitz para 6, y A, = e*. Es decir, si 0,(s) =
max |6..(t, s)| tenemos

ls = ¢, (t,9)| < A(Bu(s) +9), VE€[0,1]

parav = 1,2 y A = max{A,;, Az} > 0. Tomando s = ¢;4+; parav =1,y s = ¢; para
v = 2 y usando la desigualdad del trisngulo se tiene

0 < ekt — ¢k = (crs1 — Gt cra1)) + (GiE, 1) — GolE ck)) + (a2, €x) — k)
< Gyt 1) = Calt, ck) + A (61(cksa) + Ba(ck) +26)

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que 2§ < 1, de modo que

0< — Ck+1 - Ci < El(t’ Cik41) = Co(t, cx)
T Oi(cksr) +0a(ck) +1 7 Oi(crya) +02(ck) + 1

3

y dado que la sucesién (1.5) es no acotada, se sigue que

(muam%m—gmmﬂ

0<t<1

es no acotada superiormente. Y, como {; < (5, la sucesién

(o‘%}%&(t‘ Ck))

tampoco estd acotada superiormente. m
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Demostracién del Teorema 1.10.:  Por el lema anterior, tomando una sub-
sucesién si es necesario, podemos suponer que

M +1< (ot e) < (4(t, k1) paratodat e 0,1y k> 1.

Entonces existen AR, B subconjuntos de X" que satisfacen las propiedades a)-c) de la
Proposicién 2.10 para toda n > my. Por la Proposicién 2.11 los valores ¢, son valores
criticos de @, : X — X y satisfacen

Ek Z Cz(l, Ck).

Por el lema anterior, ¢x4+; — 00 cuando k — co. ®

2.6 Conclusiones y comentarios

2.6.1 El caso semidefinido

Si dim(X* @ X~) < oo entonces las propiedades (H6) y (H7) son consecuencia de la
propiedad (H4).

En efecto, la propiedad (H4) garantiza que ®o(u) < 0 para todau € X @ X X~
tal que ||u|| > Ry, como la bola de radio R en X;" & X* & X~ es compacta, ®, estd
acotada superiormente en X;" @ X* @ X~. Es decir, se cumple (H6).

En cuanto a (HT7),si 0 : X ®X*®X~ — X es una funcién continua t-equivariante
tal que o(u) = u si ||u|]| > R, entonces, por el Teorema de Extensién de Tietze, existe
una funcién continua -equivariante & : X;,; & X* & X~ — X tal que o(u) = o(u) si
u€ X ®X*®X",yo(u) =u para ||ul| > R. Definimos £ como la funcién constante
con valor

b =supPo(a( X, @ X @ X7)).

Como antes, este supremo es finito por la propiedad (H4).

Si dim(X* & X~) < oo, las propiedades (H1)-(H5) coinciden con las dadas por
Bolle, Ghoussoub y Tehrani [14]. Sin embargo, ain en este caso, nuestro resultado
extiende al suyo (véase el Teorema 1.9) en dos sentidos: En primer lugar, nuestro
resultado es vélido para espacios de Banach y funcionales de clase C! (y no sélo para
espacios de Hilbert y funcionales de clase C?). En segundo lugar, nuestro resultado no
requiere que el conjunto de puntos fijos sea X* = {0}.
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2.6.2 El caso fuertemente indefinido

La ventaja esencial de nuestro resultado respecto del Teorema 1.9 es que no requiere
que dim(X* @ X ™) sea finita, pues esto permite aplicarlo a funcionales ®; fuertemente
indefinidos. Este requerimiento juega un papel esencial para que la sucesién (1.3) no
sea necesariamente acotada.

En efecto, consideremos por simplicidad el caso en el que X* = {0} y

®o(u) <0 paratodaue {ue Xf®X :|ul| >RIU{0} x X~.
Entonces se cumple lo siguiente.

Lema 2.13 Si dim(X~) = oo entonces eziste una homotopta ¥ : Sp(X;' & X~) x
[0,1] — Sr(XF ® X™) tal que ¥(u,0) = u, ¥(u,1) € SgX~, y ¥(—u,t) = —V(u,t).

Demostracion: Por simplicidad, denotemos
Ski=Spr(Xf®X"), So:=8rX",
y a los hemisferios de Sy por Bf y By, de modo que
Sk=BfUB; y Si1=BinB;.

Demostremos la afirmaci6én por induccién. Si k = 0 la homotopfa ¥ : S x [0,1] — S,
U(u,t) = u cumple las condiciones del enunciado. Supongamos que existe ¥ : Si_; X
[0,1] — Sk—1 que cumple dichas condiciones. Como dim(X~) = oo, las esferas Sj,
k =0,1,..., son contrafbles. Por tanto, la funcién ¥; = ¥( - ,1) : Sx_; — S tiene una
extensién

ﬁl i B;: — So.
Consideremos la funcién
T (Bf x {0,1}) U (Ske1 x [0,1]) = Sk
dada por
i u sit=0
V(ut)={ T(u) sit=1
Y(u,t) siu€ Sp

Como S es contrafble, esta funcién tiene una extensién

—+

v :B:X[U,l]—*Sk.
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Definimos ¥ : Sy x [0,1] — Sk como sigue:

T(u,t) = T (u,t) siu€ B
’ ~U"(—u,t) siue By

Esta homotopfa cumple las condiciones del enunciado. m

Supongamos pues que dim(X~) = oo y escojamos ¥ como en el lema anterior. La
funcién

c:(XfeoX ) )u{ueX:|u|>R+1} — (Xf@X)U{ue X :|u| > R+1}

dada por
u si flull 2R+1
o(w) = WU 1-llull +R) si R< |l <R+1
Ly, 1) si 0<lul <R

es contfnua e impar. Por el Teorema de Extensién de Tietze, podemos pensar a esta
funcién como la restriccién de una funcién continua e impar o : X — X. Por definicién
de U, esta funcién cumple que

o(XF ®X") C{ue XF® X :|lul > R}U ({0} x X7).

Asf, nuestra eleccién de R garantiza que $o(o(XF®X ™)) C (—o00, 0] y, en consecuencia,
si definimos ¢, como Bolle, Ghoussoub y Tehrani [14], es decir, si

¢ :=inf sup Po(o(u))

€0 uexiex-

donde G := {0 € C%X,X) : o es impar y o(u) = u si ||u|| es grande}, entonces
@) (0) < ¢ < 0. De modo que los valores minimax ¢, estan acotados, y asf, la sucesién
(1.3) es acotada.

Las ventajas arriba mencionadas serdn utilizadas para probar la existencia de una
infinidad de soluciones de sistemas elfpticos no simétricos fuertemente indefinidos (Teo-
rema 4.1). Nétese ademds que nuestro resultado no requiere que el conjunto de puntos
fijos X* sea de dimensién finita.
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2.6.3 El método de Galerkin

Los valores criticos ¢; del funcional simétrico ®¢ se definieron como limites de valores
criticos adecuados de los funcionales pares semidefinidos ®j : X™ — R, n > 1. Esto
permite, en las aplicaciones, usar métodos de teoria de Morse para estimar el crecimiento
de las ¢’s, y derivar condiciones para que la sucesién (1.5) sea no acotada. En este
sentido nuetro resultado permite aprovechar la riqueza topolégica de las aproximaciones
semidefinidas para estudiar funcionales fuertemente indefinidos, tal y como ocurre en
el caso simétrico considerado por Bartsch y Clapp (7).

2.6.4 La propiedad (H1)

Esta propiedad es la extensién natural a trayectorias de funcionales de la condicién
(PS*), introducida por Bahri y Berestycki [5] y Li y Liu [38], que permite reducir el
estudio de funcionales fuertemente indefinidos al estudio de funcionales semidefinidos.

En las aplicaciones, el aspecto crucial para comprobar que esta propiedad se cumple,
consiste en demostrar que toda sucesién (ux, tx) tal que

u € X™, np—oo00, tr—ot, lw) o e, |(BF*) (w)| = 0,

estd acotada en X x [0,1]. Si esto ocurre, y si ), = A + K donde A es un operador de
Fredholm y K es completamente continua, entonces ¢ satisface (H1) (véase [7]).

2.6.5 La propiedad (H7)

Esta propiedad garantiza que los valores minimax de la restriccién del funcional @,
a X}, proporcionados por la propiedad de enlace, estén acotados uniformemente con
respecto a n, lo cual, como vimos en la seccién anterior, permite usar la condicién (H1)
para obtener valores criticos de ®;.

Nétese que toda funcién o € C°(XJ, X™) -equivariante tal que o(u) = u para
||lu|| suficientemente grande tiene una extensién & € C°(Xg,,, X™) t-equivariante tal
que ¢(u) = u para ||ul| suficientemente grande. La afirmacién esencial en la propiedad
(H7) es que

sup ®o(F(Xiy,)) < be(sup Bo(o(XT))

para alguna funcién ¢, que no depende de n. En nuestra aplicacién del Capitulo 4 esta
funcién serd de hecho también independiente de k.

Comprobar que la propiedad (H7) se cumple, requiere de un conocimiento bastante
preciso de la topologia de los conjuntos de subnivel del funcional simétrico ®j. Re-
cientemente Castro y Clapp [15] desarrollaron un método para probar que cierto tipo
de funcionales cumplen esta propiedad. Usaremos ese método en las aplicaciones del
Capitulo 4 a sistemas elipticos fuertemente indefinidos.
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Capitulo 3

Sistemas elipticos de tipo gradiente

En este capftulo daremos una aplicacién de nuestro teorema abstracto (Teorema 1.10)
a sistemas de ecuaciones diferenciales parciales, elipticos, no simétricos, de tipo gradi-
ente. El funcional asociado a este tipo de sistemas es semidefinido. Los resultados que
obtenemos aquf extienden resultados recientes de Candela, Salvatore y Squassina a no
linealidades més generales, y recuperan, como caso particular, otros resultados previos.

3.1 Sistemas elipticos de tipo gradiente con condi-
cién de frontera no homogénea

Aplicaremos el Teorema 1.10 para obtener una infinidad de soluciones v = (vy, ... ,vm) :
{2 — R™ del sistema eliptico de tipo gradiente con condicién de frontera no homogénea

—Av=V,H(z,v) enfd
@ {™"700"Y am

donde €2 es un dominio suave y acotado de RN, N > 3, uy € C*(0,R™), y H €
C'($2 x R™,R) es de la forma

H(z,u) = F(z,u) + f(z,u)
F'y f satisfacen las siguientes condiciones:
(F,) Existe p € (2,2%) y ap > 0 tal que, para toda (z,u) € 2 x R™,
|VuF(z,u)| < ao(|uf"™" +1).

(F,) Existen u>2y R > 0 tales que (555) (p—1) < py

0 < pF(z,u) <V, F(z,u)-u si |ul>R.
39
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(F,) F(z,—u)= F(z,u) para toda (z,u) € Q2 x R™.
(f) Existen v € [0,1) y do > 0 tales que, para toda (z,u) € 2 x R™,
(2, 0)] + Vuf (2,0) - ul < do(|F (=, w)]" +1)
[Vuf(z,w)| < do(|VuF(z,u)]" +1)
Observe que integrando por partes la condicién (F3) se obtiene
(F3) Existen by, by > 0 tales que, para toda (z,u) € @ x R™,
F(z,u) > b [uf* —
Probaremos el siguiente resultado, previamente enunciado en la seccién 1.2.2:

Teorema 3.1 Si se cumplen (F1), (F2), (Fy) v (f), entonces el problema (G) tiene una
infinidad de soluciones si

3.1.1 Formulacién variacional

Sea ug € C? (2, R™) una extensién de la funcién dada ug tal que satisface Aug = 0. El
problema (P) es equivalente a

@) —Au=V,H(z,u+1) en{
u=0 en OS2

es decir, u es solucién de (') si y s6lo si v = u + ug es solucién de (G).
Siu=(u,...,un) es una solucién clésica de (G'), es decir, si u € C*(Q2) y cumple

—Au; =V, H(z,u+1u) enQ
u;=0,i=1,...,m endfd

entonces, multiplicando por ; € C1(£2,R) ambos lados de cada ecuacién, integrando
sobre €, y usando la identidad de Green obtenemos

f (—Aw) p; dz = / Vu; -V, dz — f %w.- ds,
Q Q a0 On
y dado que ¢; se anula en la frontera de §2 , obtenemos

f AR {xaz“L M), e rictodn i, € CAALRY,
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o bien
] Vu; -V, de — a—H(xé:—-—w)-cp,- dz =0, pa:ra toda p; € C} (2, R).
[y} Q i

Por densidad se tiene que

/ Vu; - V,dz —f W(ﬂd: =0, para toda ¢, € Hy(S,R), i=1,... ,m.
Q Q '

Sumando estas ecuaciones, se obtiene la siguiente ecuacién equivalente
f Vu-Vydz - f VuH(z,u+ ) - ¢ dz =0, para toda ¢ € Hy(Q,R™). (3.1)
Q Q

A las soluciones de (3.1) se les llama soluciones débiles de (G'). Probaremos la existencia
de una infinidad de soluciones débiles a las que llamaremos simplemente soluciones. Los
resultados de regularidad para problemas elipticos garantizan que una solucién débil
es solucién clésica si los datos del problema son suficientemente regulares ( véase [48]
Apéndice B). Veremos a continuacién que las soluciones débiles son los puntos criticos
de un funcional de clase C' en un espacio de Hilbert.

Consideremos el espacio de Sobolev X := H}(€2,R™) equipado con el producto
escalar usual

(u, ) :=/Q(Vu-v1;)dz=§fn{vw-vw)dx.

A la norma inducida por este producto escalar la denotaremos por ||-||. Denotaremos
por ||, a la norma en L™(2, R™), es decir,

fl, = (i / mr) "

H(z,u,t) = F(z,u+tug) + tf(z, u + uo).
De la condicién (F}) e integrando obtenemos

|F{x,u) = F(Ir0)|

1 1
‘/ -QF(x,su)ds‘ 5/ |V F(z, su) - u|ds
o Os 0

IA

1
dI/ (Jul® + 1)ds.
0
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Asi, dado que F(-,0) es continua en €, se tiene
F(z,u) < da|u +1). (32)
De esta desigualdad, junto con (f), obtenemos
|H(z,u,t)] < di(|uff +1) paratoda (z,u,t) € @ x R™ x [0,1].

Del Teorema de Encaje de Sobolev, dado que p € (2,2*), se sigue que el funcional

®(u,t) == -:15 /n |Vul|* dz — /Q H(z,u,t)dz

estd bien definido en X x [0, 1]. Denotaremos por @, al funcional ®,(u) := ®(u,t), y
por @, a su derivada.

Proposicién 3.2 ® € C*(H}(Q,R™) x [0,1],R), y
) (u)v = f Vu- Vv dz — / V.H(z,u,t) v dz.
Q Q

En particular, los puntos criticos de ®, (es decir, los puntos u tales que ®{ (u)v =0
para toda v € X) son las soluciones (débiles) de (G').

Demostracién: Véase la Proposicién A.6 del apéndice A. m

Asf pues, para probar el Teorema 3.1 basta mostrar que & satisface las condiciones
del Teorema 1.10 con

Xt:=H{QR™), X*'=X":={0}, vy F={X"=X:neN}.

Recordemos que, dado que dim (X* @& X~) = 0 < oo, autométicamente se cumplen las
condiciones (H6) y (H7), véase la Seccién 2.6 del Capitulo 2. Probaremos a conti-
nuacién que ¢ cumple las condiciones (H1)-(H5).

Supondremos en adelante que se cumplen las hip6tesis del Teorema 3.1.

3.1.2 Propiedades (H1)-(H5)

Dado que X™ = X, la condicién (H1) coincide con la condicién (P1) de Bolle-Ghoussoub-
Tehrani [14] . Para probar (H1) necesitaremos el siguiente lema.

Lema 3.3 Sean uy € X, & € [0,1] tales que @y (ux) = d y (D) (ux) = 0 cuando
k — oco. Entonces (ux) es acotada en X.
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Demostracién: Las propiedades (F3) y (f) implican

1 .
§V,,H(:c, u,t)-u— H(z,u,t) = %VHF[:r,u + tug) - u — F (z,u + tug)

+t (%Vuf(x,u+uo)-u— f(z,u+ug))
= %V,‘F(I,u+tuﬂ) « (- tig) — F (@, 1+ tug)
+t (%Vuf(x,u+uu} “(u+uo) — f(a:,u+uo))
3 (VuF(@, u-+ tuo) - ta + Vo (2, u-+ o) - uo)
2 (5 = DF(z,u+ tuo) ~ do(|F(, u + uo)|" +1)

—d; (|VuF(z,u + u)| + 1)
> d 1 F(z,u+ tug) — d, (3.3)

donde la dltima desigualdad se debe a que u > p — 1. Asf,
. 1
Py, (ux) — E@‘u) (ur)up = /R(EV“H(J:’ Uk, tk) - wp — H(z, ug, tx))
>d; / F(z,u + trug) — da.
Q

De esta desigualdad, de las hipétesis del lema, y de (F3), se obtiene
[ukly, < d(1+ ||ul]). (34)
Por otro lado, se sigue de (f) y (F1) que

IVuf(z,w)| < do(|VuF(z,u)[" +1)
< d(ju[™ +1). (3:5)

Usando una vez més la condicién (F;) obtenemos
./QV“H(I, Up, Th) - Up = ]f; VuF(z,ur + trug) - uk + tx ]9 Vuf(z, ux + ug) - ug
< [ 19 @+t e+t [ 19080+ )]
<o [ (e tisoP™ + e ol ™7+ 1) s

< d(/n(|u,,|”+ 1)
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Por hipétesis, se tiene que, € := p/(1 + p — p) < 2*. Asf, usando la desigualdad de
Hoélder, el Teorema de Encaje de Sobolev y la desigualdad (3.4), obtenemos

[ bl < ™| ol = el sl < 1+ a0,
Esto muestra que
.LWH@mmLMSﬂHWMm
con 1 < ¢ < 2 de lo que se sigue que
Vurly = (@) (w) (ur) + fﬂ VuH (2, ug, te) - we < d(1+ [lul|”), (3.6)
es decir,

lluell? < d(L + lu]|)

con o < 2. Por lo tanto (ux) debe ser acotada en X. m

Proposicién 3.4 & satisface (H1).

Demostracion: Sea ux € X, tx € [0,1] tal que @y (ux) — dy (P¢) (ux) — 0
cuando £ — oco. Por el lema anterior tenemos que (u;) es acotada en X. Asi, existe
una subsucesién u; — u que converge débilmente en X. M4s atin, por el Teorema de
Rellich-Kondrakov, ux — u converge fuertemente en L°(f2) para cada s € [1,2*) . Se
sigue de (F}), de la desigualdad (3.5) y de la desigualdad de Hélder que

/ VoH (z, ug, te) - (ux — u)
a

= |L(VuF(I,uk + trug) + te Vo f(z, ur + ug)) * (ux — u)

£y [ (™ + 1) | —
Q
< da(|url2™ |ux — ul, + |ux — ul,).
Asi,
fn g i ) o (0 U = ) ] B s 20 it i) =0
o

cuando k — oo, esto es, u;. — u converge fuertemente en X. Claramente u es un punto
criticode ;. m
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Proposicién 3.5 ® satisface (H2) y (H3) con 05(t,s) = A(s* + 1) = —064(t,s), para
alguna constante A > 0 y § = max {?:—1,7}.

Demostracién: De la desigualdad (3.3) se sigue que
1 1
Dy(2) — 5‘13;(“}“ = [(EVHH{z,u, t)-u— H(z,u,t))
Q
> dlf F(z,u + tug) — ds.
Q

Por otro lado, de (f) y (#,) obtenemos

|f(z,w)["" < dg"(|F (2, w)[" + 1)/
< dy(|F(z,u)| +1)
< ds(F(z,u)+1).

Esto muestra, usando la desigualdad de Holder y las dos desigualdades anteriores, que
a
72(w0)| < [ 1VuFu+ ol ual+ [ 17(a0)
Q Q
T
< (ju+twofy 1) o [ 15020
T)

&
3

=1
[

®,(u) — %‘I);(u)u +1

Sds(

con § = max {&;—1,7} .
Si |®4(2)| < b, dado que 0 < § < 1, esta desigualdad implica que

+ |q>,(u) - %‘b;(u)u+ 1

<dy |¢;(u) ~ S¥(Wu+1 (37)

Ig‘ﬁ(u, t)

< CI2y()l llull + 1) < C(I12(u)l| + 1)(lull + 1)
Esto prueba (H2). Si ®}(u) = 0 entonces de la desigualdad (3.7) obtenemos

< dp |Be(w) + 11 < A(@(u)? +1)2° = 04(t, By(u)) = —0, (2, De(w)).

0
72wt

Esto prueba (H3). =
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Proposicién 3.6 ¢ satisface (H4).
Demostracion: De las propiedades (f) y (F3) obtenemos

<I>g(u)=1|Vu|§—/F(:c,u+tug)—tff(z,u+uﬂ)
< Livup /F(zu+tu)+do](|F(zu+u ' +1)

=2 2 0 0
< IVut—dy f F(z,u+ tuo) + ds

o § |Vul2 — dq |uls + ds. (3-8)

Dado que p > 2 se tiene que, para cualquier subespacio de dimensién finita W de X y
a € R, existe R > 0 tal que ®;(u) < asiu€ Wy |u|l > R, es decir, se cumple (H4).
=

Proposicién 3.7 @ satisface (H5).

Demostracién: Como X* = {0} y ® es continua, 9;(0) < M para todo t € [0,1].
Por (F}), se tiene que ®y es un funcional par, es decir, ®g (—u) = @¢ (u) . Esto prueba
(H5). m

3.1.3 Crecimiento de los valores minimax c;

Sean X; € X5 C --- C X; C --- una sucesién de subespacios vectoriales de X tales
que dim(X) = k. Dado que X* = X~ := {0}, los valores c; definidos en la Seccién 2.2
son simplemente
cx == inf sup ®g(o(u))
o€k ueX,

donde T es el conjunto de las funciones continuas ¢ € C°(Xy, X) que cumplen las
siguientes dos propiedades:
(i) o es impar, es decir, (—u) = —o(u) para cada u € X,
(i) Existe R > 0 tal que o(u) =u si |ju|| > R.

Para completar la demostracién del Teorema 3.1 necesitamos mostrar que la sucesién
(1.5) del Teorema 1.10

Crk+1 — Ck
max |0;(t, cis1)| + Inax |83(t c)| +1

0<t<1
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no estd acotada. Probaremos la siguiente estimacién.

Proposicién 3.8 Friste una constante positiva C tal que

Ck” < ¢, para toda k suficientemente grande,

Demostracion: Como se mostré anteriormente (3.2), la condicién (F}) implica que
F(z,u) < di(Juf’ +1)

Asf, para alguna constante d > d; se tiene que

Bo(u) =1|Vu]§ - f F(z,u)

1
§ |V“|2 - d{u|’ —d
=: ¥(u) —

Esto muestra que, para cada k,

() = mf sup ¥(o(u)) < mf sup Do(o(u)) +d=cx +d. (3.9)

T uEXy

Tanaka demostré [49, Theorem B] que que existe ux = (u}, ... ,u*) € X tal que

U(ug) = (uh) + -+ U (u) < c(¥), (3.10)
V'(u}) =0,
po(ur) = po(we) + -+ - + po(uf’) > k

donde p19(w) denota el indice de Morse més la nulidad de ¥ en u, y ¥(v) = 3 |Volz—d [vf;
para cada v € Hj(f2). Entonces para alguna i € {1,... ,m} se tiene que

; k
P> —. 3.11
po(ui) = m (3.11)
La desigualdad clésica de Cwickel [26], Lieb [39], y Rosenbljum [45] nos dice que

o) < G [ [uif" (3.12)
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con a := % (p —2). Por otra parte, como u} es un punto critico de ¥, se tiene que
T (afi i i|2 i
0= U'(x) (ui) = |Vui|, — dp|ui |;
de modo que
dp—2), ;
9 [ukl

Como p < 2* = 2% se tiene que a < p. Por tanto, combinando (3.9), (3.10), (3.12) y
(3.11) obtenemos

(ul) = 1 |Vui > — dJuif = P>
2 P P

e +d > e (T) > T (u}c) = d{p2— 2) |u1:|§ >, |u}‘|2 > Cs3k” (3.13)

conv=2=2= ‘.%55 Por tanto, para k suficientemente grande,

Ck” < Ck.

Demostracién del Teorema 3.1:  Aplicaremos el Teorema 1.10. De las Proposi-
ciones 3.4-3.7 obtenemos las propiedades (H1)-(H5). Las propiedades (H6)-(H7) son
consecuencia de (H4), véase 2.6.1. Sélo falta mostrar que la sucesién (1.5) es no aco-
tada. Supongamos, por contradiccién, que existe B > 0 tal que

Cr41 — Ck < B(Q(ng.;) + G(Ck) + 1)
donde 6(s) = |61(t,s)| = |02(t, )| = A(s® + 1)%/2 con § := m,a.x{l’;—l'y} (véase la

Proposicién 3.5). Argumentando como en [44, (10.47)], esto implica que existe una
constante D > 0 tal que

¢ < DkYO-9  para toda k,

lo cual contradice la Proposicién 3.8 si § < (;’, - 2#) N, como habfamos supuesto. m

3.1.4 Comentarios
(1) Nétese que la condicién
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del Teorema 3.1 depende de las funciones 8, y 6, para las que se cumple (H3). En los
casos particulares del problema (G) que consideraremps a continuacién, las funciones
0, y ¢ que obtendremos nos permitirdn debilitar esta condicién.

(2) Sifesdelaforma f(z,u)= f(z)-u, con f € C(QR™), entonces f satisface la

condicién (f) con y = i En efecto, como f est4 acotada en 2, usando (F3) obtenemos

|f(z,u)| < a1 |u| < as(F(z,u)/* +1).

Y dado que V.f(z,u) = f(z) la condicién (f) se cumple. Asi pues, en este caso,

1

la condicién max {?:—‘, 7} < ( S zl) N de nuestro Teorema 3.1 es equivalente a la

condicién ﬁ < %;{—2 Esta tltima es la condicién obtenida por Candela, Salvatore

y Squassina en [25], de modo que nuestro resultado extiende el Teorema 1.1 de [25] a
no linealidades més generales (si bien, en [25] se consideran operadores elipticos m4s
generales).

3.2 Sistemas elipticos de tipo gradiente con condi-
cion de frontera  homogénea

Consideremos ahora el problema (G) con condicién de frontera uy = 0, es decir,

—Au=V,H(z,u) enf
(%) { u=0 en 99

En este caso obtenemos un resultado mejor:

Teorema 3.9 Si se cumplen (Fy), (F2), (Fy) y (f), entonces el problema (Go) tiene
una infinidad de soluciones si

La trayectoria de funcionales asociada a este problema es @ : H} (2, R™)x[0,1] — R,

O / Ve dz — f Hiww ide
2 Ja Q
donde
H(z,u,t) := F(z,u) + tf(z,u).

Como antes tomamos X = X+ = H}(Q,R™) y X* = X~ = {0}. Este funcional
satisface lo siguiente.
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Proposicién 3.10 & satisface (H3) con 05(t, s) = A(s*+1)"/? = —6,(t, s), para alguna
constante A > 0. ;

Demostracion: De la desigualdad (3.3) se sigue que

By(2) — %fl):(u)u - L(%VuH(z, o= B )

>, / Pl —da:
Q
Por otro lado, de (f) y (F») obtenemos
|f (@, W) < dy" (1P, w)[" + 1)/

< da(|F(z,u)| +1)
< ds(F(z,u)+1).

Esto muestra , usando la desigualdad de Holder y las dos desigualdades anteriores, que

So00)| < [ el <d ([ 11@al") < alow) - e+

(3.14)

Si @;(u) = 0 entonces de la desigualdad (3.14) obtenemos

§<I>(u, t)| < dr |®e(u) + 1|7 < A(®@y(w)? + 1)7/2 = by(t, B(1)) = —O1(t, By(w)).

Esto prueba (H3). m

Demostracién del Teorema 3.9:  Aplicaremos el Teorema 1.10. De las Proposi-
ciones 3.4-3.7 obtenemos las propiedades (H1)-(H2)-(H4)-(H5). Las propiedades
(H6)-(H7) son consecuencia de (H4), véase 2.6.1. La propiedad (H3) se prob6 en
la proposicién anterior. Sélo falta mostrar que la sucesién (1.5) es no acotada. Supon-
gamos, por contradiccion, que existe B > 0 tal que

Cr41 — €k < B(O(ck4a) +6(ck) +1)

donde 6(s) = |6;(t, s)| = |62(t, s)| = A(s? +1)"/? (véase la proposicién anterior). Como
antes, esto implica que existe una constante D > 0 tal que

cx < DEYO-1  para toda k.

Dado que v < (;1, - 2%) N, esto contradice la Proposicién 3.8. m
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3.2.1 Comentarios

(1) Si fesdelaforma f(z,u) = f(z)-u entonces cumnple la condicién (f) con y = 1

n?
véase 3.1.4 (2). En este caso, la condicién v < (;{ - zl) N de nuestro Teorema 3.9

es equivalente a -£5 < %’{—2, que es la condicién obtenida por Candela, Salvatore y
Squassina en [25], de modo que nuestro resultado extiende el Teorema 1.3 de [25] a no
linealidades mds generales. .

(2) Param = 1, es decir, en el caso de una séla ecuacién, y f(z,u) = f(z)ula condicién
e zl) N coincide con la obtenida por Bahri-Lions (1.1) para F(u) = |u|?, y por
Tanaka [49] para F(z,u) = F(u).

3.3 El caso auténomo

Consideremos ahora otro caso especial de (G) en el que H es de la forma

H(z,u) = F(u) + f(z)-u, y feC(@QR™),
es decir, consideremos el problema

" ~Au=V,F(u)+ f(z) en®
@) { U= en 052

Nétese que f cumple la condicién (f) con v = ;1, véase 3.1.4 (2). En este caso se
obtiene también un mejor resultado, ya que es posible obtener una “mejor cota” para

la condicién (H3). M4s precisamente,

Teorema 3.11 Si se cumplen (F1), (F»), y (F4), entonces el problema (G*) tiene una
infinidad de soluciones si

1 1 1

1<(z-5)¥

De manera completamente andloga a la del Teorema 3.9, la demostracién de este
teorema es consecuencia de la siguiente proposicién.

Proposicién 3.12 & satisface (H3) con 04(t, s) = A(s*+1)/4 = —6,(t, s), para alguna
constante A > 0.
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Demostracién: Sea u un punto critico de ®,. Entonces u € C?(2,R™) es una
solucién cldsica del sistema

; —Au=V, H(u+ty) enfd
(G u=20 en df)

y asi, usando la identidad de Green, se tiene

—tb(ut /VF(u+tug g — ]f u

=[3Au-ug—fnf-u+tj;f'uo (3.19)
- aﬂ%-uo—/nf-u+t/nf-uo

Sea v = u + ug y sea Dgqu = Dsquy la componente de la derivada de u tangencial a
9. Procediendo como en [14] se muestra que

'/(IDMI—- )
Samﬂ+¢f+4ﬁpw)

<c(|®e(u)] +1).

o
2 [on

(3.16)

De las ecuaciones (3.15) y (3.16) se sigue que
]%MmﬂSAu%wW+n“.

Esto prueba (H3). m

3.3.1 Comentarios

(1) Para el caso de una séla ecuacién (es decir, cuando m = 1) este resultado fue
probado por Bolle, Ghoussoub y Tehrani [14]. Observe que § < (i - «21.—) N es equiva-
lente a p < 2. que es la condicién dada en [14], véanse los comentarios previos a la
desigualdad (1.4).

(2) El Teorema 3.11 fue demostrado por Clapp, Herndndez-Martinez y el autor de
esta tesis en [20]. De hecho, probaron que el Teorema 3.9, con F(z,u) = F(u)
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y flz,u) = f(x) -, el Teorema 3.11 contimia siendo vélido si F, en vez de ser par, es
invariante bajo la accién ortogonal de un toro §! x --- x §', o de un g-toro Z/q x ---xZ/q,
o de un g-grupo ciclico Z/q", con ¢ primo, ¢ > 1, que actiia sin puntos fijos en R™,
mejorando asi un resultado previo de Clapp [19].
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Capitulo 4

Sistemas elipticos fuertemente
indefinidos

En este capitulo daremos una aplicacién de nuestro teorema abstracto (Teorema 1.10)
a sistemas elipticos no cooperativos, cuyo funcional asociado es fuertemente indefinido.
Los resultados que obtenemos aqui extienden resultados recientes obtenidos por de
Figueiredo y Ding [28] para no linealidades simétricas, al caso no simétrico.

4.1 Multiplicidad de soluciones de un sistema elip-
tico no cooperativo, fuertemente indefinido

Consideremos el sistema elfptico no cooperativo:

—Au= [uf?u+ fu(z,u,v) en
(H) { Av = tvjq_2 v+ fo(z,u,v) en Q
u=0 v=0 en J0
donde § es un dominio acotado y suave en RV, N > 3,y f € C1(f2 x R%R).
Nos interesa especialmente el caso en que la funcién f no es simétrica, y el sistema
es subcritico en u y supercritico en v, es decir, p € (2,2*), ¢ € [2*,0), donde 2* = 2%
es el exponente critico de Sobolev, y f es un término no simétrico de orden menor que
|u|” + |v|? en el infinito.
En esta seccién probaremos el siguiente teorema.

Teorema 4.1 Sean p € (2,2*), ¢ € (2,00), y f € C}(Q x R%,R). Si existen d > 0,
95
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y€[0,1), v < min{(i = -2—1-) N, L %)} tales que

g—1

(f1) |f(z,2)| + |f(z, 2)2| < d(|u|™ + |v|™ + 1)
() |fe(z,2)] < d(ju[ @V + "0 +1)

para toda x € Q, z = (u,v) € R?, entonces el problema (H) tiene una sucesion de
soluciones z, = (ug,vx) que satisface

Cik" < ®y(z) < Cak”,
con v:i= N_(?:—z) y C1,Cy constantes positivas.

El Teorema 1.12 mencionado en la introduccién es un caso especial de éste, véase la
seccién 4.5.

A diferencia del caso de sistemas gradientes, este resultado requiere del Teorema 1.10
en toda su fuerza. Como veremos a continuacién, el funcional asociado es un funcional
de clase C! en un espacio de Banach (no de Hilbert), y es ademés fuertemente indefinido
(véase A.8).

4.2 Formulacién variacional
Consideremos una solucién clésica (u,v) : 2 — R? de clase C? del sistema eliptico

fuertemente indefinido (H). De igual manera como se procedi6 en el caso homogéneo,
se tiene que u y v satisfacen las ecuaciones

fVu-Vnpda:—/|u|p_2u<pdz—/Mcpdx = 0, para cada p € C°(Q,R),
Q 0 Q ou

: q-2 af(I,‘h'.,‘U)
/an V@bdm%—/ﬂlﬂ vgbdx+/n-———av Pdz

Restando estas ecuaciones se obtiene la siguiente ecuacién equivalente

0, para cada ¢ € CZ°(9,R).

/Vu-chdz—/Vu-Vrpdx—/VzH{x,u,v)-(tp,lp)dx=0, Y o, € CP(Q,R)
Q Q Q @)

donde

1 1
H(z,z) := = [ulf + g [v]* + f(z,2), z€Q, z=(u,v) €R%
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A las funciones (u,v) que satisfacen la ecuacién (4.1) se les llama soluciones débiles
de (H). Si los datos del problema satisfacen condiciones de regularidad adecuadas, las
soluciones débiles son soluciones cldsicas (véase el Apéndice B de [48]). De modo que
nos ocuparemos linicamente de la existencia de soluciones débiles, a las que llamaremos
simplemente soluciones.

Como en el caso gradiente, las soluciones débiles son puntos criticos de un funcional
definido en un espacio adecuado. Para ver esto, consideremos los valores propios de —A
en H}(2),0 < A\ <--- < \; <---, contados con sus respectivas multiplicidades, y sea
e; € H() la funcién propia correspondiente a A; tal que [e;|, = 1. Consideremos el
espacio de Banach H{(§2) N L(R2) equipado con la norma |||, == (|IVvl3 + [v]2)/2, y
definamos V?(£2) como la cerradura de span{ey : k > 1} como subespacio de Hj(€2) N
L9(2), el cual es un espacio de Banach. Sea X la suma directa

X = Hy(Q) & V(Q).
Denotemos a los elementos de X por z = (u,v), y a sus normas por
llzll, == (IVul3 + [lvllgy)* = (Vul; + [Vol; + [v]}) 2,
donde ||, es la norma usual en L7(Q?). Definamos

X} : =span{ey,....ex} C HY(Q) =: X,
X, : =span{e;,...en} CVI(Q) = X,

y X* := {0}. La proyeccién H}(2) — span{ey,...,en} C H(R2) induce el operador
continuo

P, :VY(Q) — X,

el cual satisface P,v — v en V9({2) cuando n — oo para cada v € V9(Q); esto debido
a que Up>1 X, es denso en X ™.
Sea

1 1
H(z,z,t) = ;|u!”+ - " +tf(z,2), z€Q, z=(u,v) € R
Obsérvese que la condicién (f;) implica
|H(z,2,t)] <c(luff + v|+1), VzeR, z=(uv)€R?
para alguna constante positiva ¢. Asf, el funcional

P(z,t) := %/ﬂ (|V‘u|2 — |V‘U|2) dz—/nH(I,z,t)dx

estd bien definido en X x [0, 1]. M4s aiin, la Proposicién A.7 asegura la diferenciabilidad
de @, es decir, se cumple lo siguiente.
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Proposicién 4.2 El funcional ® € C*(X x [0,1],R), y su derivada estd dada por

' (u,v) ((p,:}:):fVu-V(p d:t:—/Vn-vwdx—szH(x,ta,v,t)v(w,w) dz.
Q Q Q

En particular, puntos criticos de ®; := ®( - ,1) son las soluciones débiles de (H), esto
debido a que C(Q,R) C VI(Q), (véase el lema A.12).

Comenzaremos mostrando que ¢ satisface las condiciones (H1)-(H7) del Teorema
1.10. Como en el Capitulo 2 definimos

Xt=X*teX:, Xl=XleX

y ®7 : X™ — R es el funcional definido por ®7(z) = ®(z,t), z € X™.

4.3 Propiedades (H1)-(H6)

Para probar (H1) necesitaremos los siguientes dos lemas.

Lema 4.3 Sea 2, € X™, t, € [0,1] tal que ny — oo, ¥4, (2x) — ¢ y (®4F)'(2) — 0
cuando k — co. Entonces (z) es acotada en X.

Demostracion: De la propiedad (f,) obtenemos

1 . I IO = WY ¢ P
35,20 2= H2t) = B2 P+ T2l 4 ¢ (560 - £ ,2)
p—2 qg—2
SsE—a ) m A8 L gE TP g
25 |ul” + % [v]* = do (Ju|™ + [v]™ + 1)
> dy (|uff + [v|) — da. (42)
Por lo tanto,
1 i 1
A1+ [lzelly) 2 Poe(2r) — 5(Per) (2) (2) = [ (5H(2, 21, ti)2i — H(@, 2, i)
o)
>d; (}uk|§ + |'U;,_.|:) — dj.
de donde obtenemos

[ukly + |vely < d(1+ [12],)- (4.3)
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Y asi, haciendo zx = (ux, i), y usando (f;) obtenemos
/ H,(z, zp, tr)ur = Iuk|§ + ik/ Fulz, 21 )k
Q Q

< df(iuqu e[V [ + 1).
0

Por hipétesis, 1 = g/(q —y(g— 1)) < 2*. Entonces, usando la desigualdad de Holder, el

Teorema de Encaje de Sobolev y la desigualdad (4.3), obtenemos
/nlvkrf(q—l) ux] < kau(q—ll |uqu <d(1+ ||zk";+*r(q—1))’Q}_
que junto con (4.3) se sigue que
[ Bl ) < 1+ )
con 1 < ¢ < 2. De esta desigualdad y la condicién (f;), se obtiene
—/ H,(z, 2z, ti)vg = f H,(z, zi, ti)ux — / H,(z, 2k, ) - 2x
) Q Q
<d(t-+ ) = [ (i + o)
[ (ual™+ o+ 1

< d(1 + |2l - dy ]Q (sl + [oel) + ds
< dg(1+ l2l7)-

De aqui concluimos que, para k suficientemente grande,

Vil = (852 a) e O) + | Bl e < (1 + el

[Voely = —(@) () (0, vs) — LHU(I, 2k, ti)ok < d(1+ [l2xllg)-

De las desigualdades (4.3), (4.4) y (4.5) obtenemos
llzlly < d(1+ llzll7)

con ¢ < 2. Por lo tanto (2;) es acotada en X. m

(4.4)

(4.5)
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Lema 4.4 [b|* — [a|* < q[b|? ?b(b— a) para todo a,bE€ R y q > 2.

Demostracion: Sea f (t) = |(1 —t)a + tb|*, entonces f (1) — f(0) = f'(£) para
algin £ € (0,1), donde f'(t) =¢|(1 —t)a+ tbr’_2 ((L =t)a+tb) (b—a). Como

f'O=q(@-1)|0-t)a+to]" *(b—a)*>0

para toda t € [0,1], f' es creciente, y asf

bl = lal” = f (1) = £ (0) = f'(€) < f(1) = q[b" *b(b—a). m

Proposicién 4.5 ¢ satisface (H1).

Demostracion: Sea zx € X™, t; € [0,1] tal que ny — oo, tx — t, By (2x) — d
y (®48)'(2x) — 0 cuando k — oo. Denotemos por z; = (uk,vx). Dado que (z) es
acotado en X, existe una subsucesién tal que ux — u débilmente en Hj () y v — v
débilmente en H} ()N L7 () . Més aiin, por el Teorema de Rellich-Kondrakov, ux — u
fuertemente en L*(2) para toda s € [1,2*) y, por interpolacién, v — v fuertemente en
L#(2) para cada s € [1,max{q,2"}). Se sigue de la condicién (f2) y la desigualdad de
Hoélder que

/ H(z, z, te) (ur. — u)
o}

- ] [+ a2 s~ )

Zk f (sl + o™ + 1) s —
Q
< da(luklP ™ e — ul,, + el Juk — ul,, + Ju — ul,)

conn=g/(g—v(g—1)) <2" .Y asi,

/ VueV(ug, — u) = (D5*) (i) (ux — u,0) + / H.(z, z, ty)(ux —u) — 0 cuando k — oo,
Q Q

es decir, ux — u fuertemente en H}(2).

La proyeccién P, : V() — V9(R2), satisface P,v — v en V9(f2) cuando n — oo
para cada v € V(). Asi, (v — P,,v) — 0 en L*() para cada s € [1,max{q,2°}).
Argumentando como en la desigualdad anterior,

l [ ttit@ 200~ o)

< dy(Juxl? ™" vk = Poyol, + [oxl[]97 |or — Pa,vl,,
+ |ﬂk - Pﬂkvll)i

< dI/(|uk|P'l + o™ + 1) |y — P, v
1]
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con 7 < 2* definida como en la desigualdad anterior. De aqui que,
/ tifo(z, zi) (v, — Po,v) — 0 cuando k — oo.
Q
De esto inferimos
|Vuilz — |Vol2 +0(1) = / Vur V(v — P v)
Q
= _(¢::k )r(‘zk)(oa U — P,“U) - f H”(I, Zks tk)(ﬂk = Pﬂkv)
Q
=o(1) —/ |vk|? 2 vi (v — Poyv)
Q
=o0(1) +/ k|72 vie(v — i) +/ k|72 Vi (P — v)
Q Q
=o(1) + f ok " v (v — i)
Q
1
<o(1) + E(Fvlz = lvelg)
donde o(1) — 0 cuando k — oo. La tltima igualdad se debe a que vy — v débilmente
en L(Q) y, por tanto, estd acotada, y P,v — v en LY(Q). La ultima desigualdad es
consecuencia del Lema 4.4. De modo que, de la semicontinuidad inferior débil de la
norma se sigue que
0 < lim inf [Vug[3 — [Vof3 < limsup [Vagf3 — [Vo]; < %(Ivlﬁ — lim inf [v[2) < 0.
Por lo tanto, existe una subsucesién tal que v — v fuertemente en V9((2). Esto prueba
que z; — z fuertemente en X. Asi, esto implica que ®} (zx)¢ — ®{(z)¢ paracada( € X

¥, de aquf que ®;(z)¢ = 0 para cada ¢ € U,>;X™. Dado que U,>; X™ es denso en X, z
es un punto critico de ®,. m

Proposicién 4.6 & satisface (H2) y (H3) con 65(t,s) = A(s* + 1)7/2 = —6,(t,s),
A>0.

Demostracién: De la desigualdad (4.2) se sigue que
By(2) — 28!(2)z = /(11{,(5, 5,4) 5= H(5,2,8)
2 02

> dy (Jul? + o) - ds.



62 4. SISTEMAS EL{PTICOS FUERTEMENTE INDEFINIDOS

Por otro lado, (f;) implica

£ (2, 2" < g (Jul™ + |v]" + 1)/
< da(Juf’ + [v|" + 1)

Usando Hélder y estas dos desigualdades se tiene que

. %@;{z}z w1 e

goen)| < [ al<d( [ e ZJI”")‘F <

Siz € X"y |®(z)| < b, de esta desigualdad se tiene

%‘I’(Z- 3)‘ < O([|(@F) (2)]|xn llzll, + 1) < C(|(®F) (2)]| g + D)(UI2Nl, +1)-
Esto prueba (H2). Si @,(z) = 0 entonces (4.6) implica

‘ Dot t)] < d [8(2) + 11" < A@((2)? + 172 = B3(t, &4(2)) = ~6:(t, 24().

Esto prueba (H3). m

Proposicién 4.7 @ satisface (H4) y (H6).

Demostracién: De la propiedad (f,) se obtiene
1 1 1 1
2(2) = 5 IVul} ~ 5 |le§ - -2t [ f@.2)

< 5 IVul}— -l - < Evt" +do [ (1™ + 1o+ 1

<3 |V“|z = dy |ul) — dz |v[] +d3

Por lo tanto, dado que p > 2, se sigue que ¥, estd acotado superiormente sobre cualquier
subespacio lineal U @ V9(£2) de X con dimU < oo, pues todas las normas en U son
equivalentes; es decir, se tiene (H6). M4s atin, para cada subespacio lineal de dimensién
finita W de X y, para cada a € R, existe R > 0 tal que $¢(2) <asiz€ Wy |z|, > R,
es decir, se tiene (H4). m

Proposicién 4.8 @ satisface (H5).
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Demostracién: Como X* = {0} y ® es continua, ®;(0) < M para todo ¢t € [0,1].
Adems4s, ®¢ es una funcién par:

1 1 1 1
®o(u,v) = 5 |Vufy — > |Vol; — 5|HJ£ ~% vl

= 3 V(0 = 5 V(-0 - 2 [~} - (-0

= $p(—u, —v).

Es decir, se tiene (H5). =

4.4 La propiedad (HT)

Veremos ahora que @, satisface (H7), de hecho, probaremos que (H7) se cumple con
£(t) = ot + 3, donde «, B son constantes positivas independientes de k. Dividiremos la
demostracién en una serie de lemas. Los dos primeros se encuentran en [15]. Damos
aqui una demostracion detallada de ellos.

Lema 4.9 Sea Q un dominio acotado suave en RN . Entonces existe a € R tal que:
(i) (z',a) € Q para algin ' € RN, y
(ii) si (2',b) € 2 y b > a, entonces (2',t) € §2 para todaa <t < b.

Demostracién: Sean ey = (0,...,0,1) ERY, M =max{z-exy:7€Q}y K ={z €
Q : z-ey = M}. Observe que M es el valor maximo (pues § es acotado) de la proyeccién
ortogonal de Q en la tltima coordenada, Py(zy,...,Zn) = zZy, y que K = Py (M) es
cerrado. Por ser la proyeccién una funcién abierta se tiene que K C 852. De modo que,
como Jf) es compacta, K es también compacto.
Sea v : 0 — RN el campo vectorial normal unitario exterior a Q y sea O = {z €
9 : v(z) - ey > 0}. Dado que 95 es suave tenemos que v es continua y, por tanto, O
es abierto en 8Q. Como v(z) = ey si z € K, se tiene que K C O. Dado que 9 es
compacto, existe € > 0 tal que el conjunto A :=={z € N :z-ey > M — e} C O (pues
de no ser asf existirfa una sucesién (z,) en IQ\O tal que z,-ey — M y z,, — z y asf,
por continuidad, z - ey = M, es decir, z € K y z € dQ\O lo cual es una contradiccién,
pues O es una vecindad de K).
Asi, para cada (z/,t) € A existe £ > 0 tal que (z/,s) € Qsit<s<t+Ey(z,s) €N
sit—& < s < t. Es decir, para cada (z',t) € A,

{2’} x [a, M) NI = {(z",t)} y {2'}x[a,t)CQ
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dondea:=M—c. m

Definamos

1w =g [vuf -2 [, s@=g [l [ ey
e : =2 [ 1vul - [ .

Lema 4.10 Eriste una funcidn continua par T : Hy(Q) — [0,00) con las siguientes
propiedades:

(i) I([(1—s)+ s7(u)]u) < I(u) para todaue€ H}(Q),0<s<1.

(i) Si I*(u) <0 entonces 7(u)=1.

(i) Si 2I(u) < max;>o I(tu) entonces I*(r(u)u) < 0.

(iv) I*#(7(u)u) < max{al(u),0}, donde a :=2@P~2/(-2)

Demostracién: Para cada v € H}(Q) tal que ||v|| = 1 consideremos la funcién

fo: [0, ) =R, fo (t) =1 (tv) = %tz |p|ptp

Como p > 2, la gréfica de esta funcién es de la forma:

Observe que f, tiene un tinico maximo t, = (Jll:ff;);h >0, f.,(t;) > 0, f, es estricta-
P

mente creciente en [0, E:,] y estrictamente decreciente en [?.,, 00), ¥ fo Lt) — —o0 cuando
t — oo0. De modo que existen t, t} > 0 tnicos, tales que 0 < t; <t, <t} y

21 (tv) > ;g.]xf (tv) = I (tv) <=t € [t;,t]].
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Sea t > 0 el tnico cero positivo de I, es decir, t; > 0y I (tiv)

t; >t} por definicién de t . Sea

i

0
(t-t)t
h—t
p(tv) =4 (t;—1) (A— ty) +8

th—1t,

£

£

.

Para cada u € Hj(S2) denotemos por ¢ := ||u|| y por v := Tuj Sl w # 0, y definamos

pltv .
T(u)= —'(‘t_')‘ S1 u;-éO
0 st u=0
Observemos que
pltv) <t 0<t<t,y
pltv) >tet, <t
es decir

T(w)<1e0<t<t,
Tw>1et, <t
T(u)=1sit, <t

Veamos que 7 satisface las condiciones requeridas:

si

si

sl
si

o
1A

IA
IA

)

ﬁ
IA
IA
S

L

SHIA

1A

L

= A

=%

ol

& %

0. Obsérvese que

i)Si’r(u)Sl(yporloanteriorOStS?.,)yOSsSlentonces/\:(l—s)+

sT(u) < 1y asi Mt <t, es decir

I () =I(Mv) = fu (M) < fu(t) = I (tv) = 1 (u)

pues f, es creciente si 0 <t < ﬂ,

Sit(u)>1(&t>%)y0<s<1entonces A= (1—s)+s7(u)>1yasi >t es

decir

I(Mu) = fu (At) < fu (8) = I (u)

pues f, es decreciente si t > ¢,. En ambos casos tenemos la propiedad 7).
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ii) Por definicién de ¢} se tiene que I* (t;v) = 0 y ademés se tiene que
Mfu)=I*{t)<0t>t
y asi, 7 (1) = 1, es decir, se tiene la propiedad 1).
iii) Por definicion de ¢, t, y t} se tiene
2f, (t) = 21 (tv) = 21 (v) < max (su) = maxJ (stv) = I (&v) = f, (&)
s> 8>
&
0<t<t;6t>tr.

Asi, si 0 < ¢t < ¢, entonces 7 (u) = 0, de aqui que I# (7 (u)u) = 0. Si t > ¢} entonces
p(tv) > t;, y asf

2
2l @ ull =225 @) =2l o) ol? < S loeo) oy = 1 7 0w

es decir I# (7 (u)u) = 2|7 (u) u/|* - 1—1, |7 (u) ul} < 0; por lo tanto se tiene iii).
iv) Probemos primero que se cumple

* () = O
r?gxf (tu) =272 r?g]xf(tu) : (4.7)

En efecto, si gu(t) = I (tu) = 2¢2 ||u||* - £ luff, t > 0, entonces existe un tinico t#>0
tal que

# -
max I*# (tu) = gu(£)-

De hecho, dado que ¢, (t) =t (4 [|u]|? — P2 |u|§) , se tiene que

oo (A1)
_(p=2\ (20l

Por otro lado, recordemos que

max I (tu) = fu (&)

2\ 732
= flull” \ 3
= [ AL
[ul?

w0 - (252 (1)
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y asi

#
gu('f:.:) Py
fu (t)
Esto demuestra (4.7). De aqui se sigue que

2p
p—-2

# # o
I (T(u)u)ﬁll}?gtf (tu) =2 I?Zagd{tu)

<2FFI(u) si max [ (tu) < 21 (u).

Por otro lado,
I*(r (w)u) <0 si max I (tu) > 21 (u).

Por lo tanto
I#(7 (u) w) < 277 max{I (v),0} = max{al (x),0}.

donde a := 2%’:—‘}. ]

Recordemos que X™ := X+ @ X . En adelante denotaremos a las componentes de
una funcién ¢ : ¥ — X™ como sigue

pi=(p*¢7), @YX, oYX,

Lema 4.11 Eristen a, 8 > 0, que dependen sdlo de §2 y de p, con la siguiente propiedad:
Para toda funcién continua ¢ : X7 — X" tal que p(z) = z si ||z]| > R, ezisten una
Juncién continua 9 : X2 x [0,00) — X™ y una R’ > R tales que:

(i) ¥(2,0) =¢(z) para toda z € X}.

(i) Bo((z,8) <1 si || >R 6 s>R.

(iii) @o(y(z,s)) < max{aPo(p(z)) + 5,0} para toda z € X7, s > 0.

Demostracion: Sea a como en el Lema 4.9. Supongamos, sin pérdida de ge-
neralidad, que a = 0. Sea 7 : H}(Q2) — [0,00) como en el Lema 4.10, y escribamos
z=(z",zy) ER¥ ! x R=R".

Dado u € H}(Q) ¢ H'(RV), z € 2y 0 < s <2, definamos

(1 =54 s7(u)u(z) si 0<s<1
ug (z) == T(u)u(z,szy) sl zy>0y1<s<2
7 (u)u (', zN) si zy<0yl<s<2
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Si denotamos

Q" ={(2',zn) € Q: zy <0}
QF := {(a’,zn) €Q: 2y 2 0}

A :={(z/,zn) €N:0< zn S%}
QE = {(I,,IN) GQ:A—SJ- SxNSM}

se tiene que Q = Q" UQ U Q2 y u, € HY(Q) para cada 0 < s < 2; y si ademss
1 < s <2 se tiene que u, (z) =7 (u)u(z) en 2, us(z) =0en Q% y

||usi52=L|Vu,|”dz=fn_ |Vu,,|2d:r+/n} [Vus|2d:c+/‘;3 IV, ?

= (r (w)? ([ﬂ [Val? do + /9; Va (2, szw)? do:)

= (@) ([ 19w dat [ (Guth, @) con b &' 2m) = (& 520)
= )" ([ 1vlde+5 [ 190 @)F et (1))

@) ([ vulas+ [ vu@ia), @) -

< (7 (u)? (./n |Vau|® dz + /m |Vu (z)| dz) , pues s > 1
= lIr (W) ull® < s||7 (u) ull*, pues s> 1.
Es decir,
llusll> < s]l7 () u||®, paracadal<s<2. (4.8)

De manera similar, si 1 < s < 2 tenemos
uly= [ tuPds+ [ ulds
1= al
=/ |7 (u) u|pdz+l/ |7 (u) u|f dz
o= s Jo+
1 1

2 —f |7 (u) uf” dz + *f |7 (u) ulf dz, pues s > 1

s Ja- S Ja+

=< I () ul}.
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Es decir
1 .
|us b > . |7 (u) ul}, paracadal<s<2 (4.9)

De (4.8) y (4.9) se sigue que, para cada 1 < s <2,

2
s s s 1
sl (us) = 5 lJusl|* — ; |ualf < = I (u) ul|® - 7 |7 (u) uf}

P 2
< 2lir @l - 217 (W) uf,
= I* (r (w)u),
es decir
I(u,) < I* (7 (w)u), paracadal<s<2. (4.10)

Por otro lado, por el Lema 4.10 (i), se tiene que
I(ug) <I(u), paracada0<s<1. (4.11)
Sea 2y = Q3 UQN~. Dado que Q2 G , por el Lema 4.9 i) podemos elegir una w €
C (\Q2), w # 0, tal que
/ |Vw|? dz = f |w|P dz (4.12)
Q )

Definamos 9 = (¢, 97) : X2 x [0,00) — X™ como sigue:
+ | et (2)], si 0<s<2
V(s = { [e* ()], +(s—2)w si 2<s
B _J1=s)+aslp=(z) si 0<s<1
i) = { ap~(z) si 1< z

con a := 26p=2/(=2)_ Obsérvese que %*(z,0) = [p*(2)], = ¢* (2) y ¥7(2,0) = ¢~ (2),
es decir, 7 es una extencién de ¢; y asi, se tiene i).
Por otro lado, si 0 < s <1 del Lema 4.10 ¢) se sigue que

I(6*@9) = I ([*@)],) =1 (1 - s+ 57 (+*(2)) () < T (¢"(2));
sil <5< 2de (4.10) se sigue que

I($*(29) =1 ([p*(2)],) < I* (r (¢*(2)) 9" (2))
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y si s > 2 por definicién de w tenemos que

I(H(z s))—I([cp (2)] +(s—2) )
= 3 16 @+ (=2l = 2 (|[* @, + (s -2

(I LI+ s =2 wi?) == (1" @ + 165 - 2) )
=1I([¢*(2)],) +I((s—2)w)

2.1* (T (‘P+(Z)) 90+(Z)) + I ((s —2)w), por el caso anterior (s = 2).

1
2

Resumiendo estos tres casos obtenemos

I (p*(2)) si 0<s<1
I(y*(z,3)) < { I* (1 (p*(2)) ™ (2)) si 1<s<2 (4.13)
I#(r(et(2) et () +I((s—2)w) si s>2

Por otro lado, si0 < s <1y A(s) =[(1 — s) + as] tenemos
I (¥7(z,5) = J (A () ¢™(2))
=22 @+ e

{ - L <
> 1l @I+ @l =7 (@),

donde la desigualdad se da porque @ > 1 y asi A(s) > 1 paratoda 0 < s < 1.
Si s > 1, entonces

J (¥ (z,9) = J (ap™(2))
=5 e @I+ 5 o)l
25 le @I +5 @] ~aJ (¢ (=)

donde la desigualdad se da porque a > 1. Juntando estos dos casos tenemos que

J (%7 (2,9)) > { i}“‘(’;(_"()z))) : ?éjs L (4.14)
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Asi, por (4.13), (4.14) y el Lema 4.10 (iv), tenemos que

@ (Y(2,8)) =1 (¥*(z,9)) = J (¥ (z,9))

I(¢*(2)) = J (¢~ (2)) = Po (¢(2)) si 0<s<1
< 9§ (1 (0%(2)) p*(2)) — d (97 (2)) si 1<s<2
I* (1 (p*(2)) p*(2)) + I ((s —2)w) —aJ (p7(2)) si s>2

& (0(2)) si 0<s<1
< ¢ max{a®q(p(z)),0} si 1<s<2
max{a®o(p(z)) + 5,0} si s>2

donde B := max{] (tw) : t >0} =1 (t:.,w) = I (w) > 0 pues £, = 1 por definicién de
w. Es decir, se cumple iii).

Veamos que se satisface ii). Dado que X} es de dimensién finita (y asi todas las
normas son equivalentes en X7) y p > 2 podemos tomar R' > max{R,2} tal que
I# (u) + I (w) < —1 para toda u € X} con |lu]| > R', y ademis tal que

I((r—2)w) < — max I* (7 (¢*(v) ¢*(v)) = 1, sir>R, (4.15)

pues I (tw) — —oo cuando t — co. Sir > R' > 2 entonces por (4.13), y (4.15)
I(¥*(z,7)) < T# (7 (¢7(2) ¢*(2)) + I ((r — 2) w)
<I* (7 (9*(2) 1 (2)) — EE%I# (7 (¢%(2)) ¢*(2)) =1
< -1

Sea z = (u,v). Si0 < r <1y |u|| > R entonces, por (4.13) y dado que R' > R, se
tiene

I(y*(z,1) <I(p*(2)) =1(u) <I# (u) < -1.
Si1<r<2y|ul| > R entonces, por (4.13) y dado que R’ > R, usando el Lema 4.10
(ii) se tiene
I(¥*(z,m) < I* (1 (¢*(2) ¢*(2)) = I* (7 (w) )
=I*(u) < -1
Si2<r<R'ylu| > R entonces, por (4.13) y por definicién de R’ > R, se tiene
I($*(z,1) < I* (7 (¢%(2) ¢*(2)) + I ((r — 2) w)

=I*(u)+I((r-2)w)
< I (u)+ I (w) < 1.
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Asi, de todos estos casos tenemos

I(Y*(zr)<-1, siu|>R6r>FR
y, dado que @ (z) < I (u), concluimos que

Do (P(2,7)) < -1, siful>R6r>R.
Esto prueba (ii). =

Lema 4.12 Sea D := {z € X" : $¢(2z) < —1}. Entonces
(a) ze D, s>1=sz€ D.
(b) D es homotdpicamente equivalente a la esfera unitaria en X™.

Demostracion: a) Sea z € D,y s > 1, entonces s > s>y s9 > s> puesp > 2y
q > 2. Como z € D entonces

s? 2 P q

®o(s2) =3 (lleall? = N1olf?) - |‘“-| = g [Ul
s p_ S_ |9
<% (Il - i) —;lui,, A,

= 5Py (2) < —s* < —1
es decir, sz € D; y asf tenemos a).
b) Sea z = (u,v) € X tal que ||u/|* + ||v]|* = 1. Probaremos primero que existe un
tnico t, > 0 tal que ®¢(t.z) = —1. En efecto: t > 0 satisface y(tz) = —1 si y sélo si
2
fult) = IIUII N l”t” l1v2|| v |9tq —_—

Como p,q > 2, las gré.ﬁcas de f, v g, son de la forma.

sl "

ful®) 9u(t)
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Es decir, f,(0) = 0, f, tiene un tinico punto critico en (0,00) y éste corresponde a un
valor méximo positivo, y f.(s) — —oo cuando s — op; en tanto que g, es convexa y
g, (0) = —1. De modo que existe un dnico punto ¢, tal que f, (t.) = g, (¢.) .

Mis atin, si denotamos por SX™ a la esfera unitaria en X", tenemos que la funcién

SX™ — 8D, zt2,

es continua y, de hecho, es un homeomorfismo con inverso z — ﬁ Por a) se tiene

ademds que dD es un retracto por deformacién de D, de modo que D es homot6pica-
mente equivalente a la esfera SX™. =

Proposicién 4.13 & satisface (H7). Mds precisamente, existen o, B > 0, que depen-
den sélo de 2 y de p, con la siguiente propiedad: Para toda funcidn impar continua
o : Xp — X" tal que o(z) = z si ||z|| > R, existen una funcidn impar continua
G:Xp,, — X" yuna R> R que satisfacen:

(i) o(z)=0(z) size Xp.

(i) 5(z)=z si ||z| >R

(i) ®o(7(z)) < max{a®y(o(n(2))) + B,0} donde 7 : Xp,, — X7 es la proyeccién
ortogonal.

Demostracion: Sea o : X' — X™ una funcién continua e impar tal que o(z) = z
si ||z]] = R. Por el Lema 4.11 existen ¢ : X x [0,c0) — X™ y R’ > R que cumplen
las propiedades (i), (ii) y (iii) de dicho lema. Fijemos e € X[, ortogonal a XJ con
llell = 1, y extendamos o al semiespacio W = {v+te : v € X, t > 0} de X}, mediante

g(v+te) =y(v,t) sive Xg, t>0,

Por otro lado, dado que X}, es un espacio de dimensién finita y 1 satisface la condicién
(ii) del Lema 4.11, existe R > R’ tal que ®p(w) < —1 y ®¢(c(w)) < —1 para toda
w € W con |lw|| = R"”. Dado que {z € X™: ®(z) < —1} =: D es homotépicamente
equivalente a la esfera unitaria en X™ (por el lema anterior), D es contraible. De aqui
que exista una homotopfa

V:{weW:|w|=R"}x[0,1]—D

tal que ¥(w,0) = T(w), ¥(w,1) = w, y ¥(z,t) = z para z € X, t € [0,1]. Sea
R:= R" + 1y definamos ¢ : X';; — X" como

o) siweW, |wl <R
5wy = | WYRELIWI-F) si weW, R'<|u| <R
. s weW, R< ful

—o(—w) si —weW
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Dado que o es impar y las propiedades de ¥, & esta bien definida y es, por definicién,
una extensién impar de o a X, que satisface g(w) = w si ||w|| > R, es decir, se
cumplen las primeras dos condiciones (i) y (ii). Obsérvese que, por el lema anterior,
tu€ Dsiu€e Dyt > 1. Deaqui que $o(c(w)) < —1si ||w]| > R" y, por el Lema 4.11,

Dy(a(v + te)) = Po(¥(v, |t])) < amax{Po(¢(v)),0} + B si ||v+te| < R".

Esto prueba (iii). m

4.5 Crecimiento de los valores minimax c;

Para completar la demostracién del Teorema 3.1 necesitamos mostrar que la sucesién
(1.5) del Teorema 1.10

Ck4+1 — Ck
fa(t
ok 16:1(t, ck1)| +c?g:}£gax1| 2(t, ce)| +1

no estd acotada, donde

¢k := limsup cf, ¢} := inf sup ®g(co(u)),
n—o0 €Ty uexp

y I'? es el conjunto de las funciones continuas o € C°(X7, X™) con las siguientes dos
propiedades:
(i) o es impar, es decir, o(u) = —o(u) para cada u € X7,
(i) Existe R > 0 tal que o(u) =wu si ||u] > R.
Probaremos las siguientes estimaciones.

Proposicién 4.14 Ewisten constantes positivas Cy, Cs tales que
Cik" < e < Cok”

-

=2
donde v := N

Demostracién: Denotemos por ®F : X™ — R la restriccion de 99 a X™ = H}(2) ®
V9(§2),. Usando un resultado de Tanaka tenemos que, para cada k,n > 1 existe 2} =
(ug,vg) € X™ tal que

Do(zp) <ck,  (BG) () =0 'y po(zk) 2 k+n (4.16)
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donde p(2f) denota el indice de Morse m4s la nulidad de 2}, véase [49]. Denotemos
por ®g(z) = I (u) — J (v) donde
; W Lo
1) = (31vu - Shup). I = (519045 ).
Dado que el cero es el nico punto critico de J, se sigue de (4.16) que 2z = (u},0) y
que
I(ug) = Ro(z) <, I'(wg) =0, vy po(u) 2k,

donde la tltima desiguldad se debe al hecho de que

Ho(2() = po(ug) + dim (VI(Q)n) = po(u) + n. (4.17)
La desigualdad clédsica de Cwickel [26], Lieb [39], y Rosenbljum [45] nos dice que

k< () < Gr [ﬂ izl (4.18)

con @ := %(p — 2). Asi, usando el hecho de que u} es un punto critico de I , es decir,
que

0=1I'(uf) (up) = [Veil; — [upl?
tenemos que

(p—2)
2p

I(u) = [? -

Por otro lado, como p < % =: 2" se tiene que a < p, de modo que de la desigualdad

(4.18) obtenemos

pla =)
o <o [ar)” < C B pp-rap < g
1]

=l P i
conv==%= NF_Q,esde{:lr

Cik" < ¢ paratodanyk.

Tomando el limite cuando n — oo obtenemos la primera desigualdad de esta proposi-
cién:

C1k¥ < ¢, := limsupcy

n—oo
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Veamos la segunda desigualdad. Sea

If={o" € CO%X}, X*) : 0% es impar, y 0 (u) = usi ||lul| es suficientemente grande}.
Siot €I} y o € CO(X}, X™) estd dada por o(u,v) = (¢ (u), v), entonces, por (H4),
®y(c(z)) < 0 para ||z|| suficientemente grande. Argumentando como en la demostracién

de la Proposicién 4.13 podemos suponer que o € I'}, y que

max o(0(2)) = max Bo(o™(u).
z€Xy ueX;

Entonces, de la desigualdad (40) en [6] se obtiene

g < inf max ®o(0™(u)) < Bok¥

otel} ueX}

para toda n. Es decir, se tiene la segunda desigualdad. =

4.6 Demostracién de los Teoremas 4.1 y 1.12

Demostracién del Teorema 4.1:  Aplicaremos el Teorema 1.10. De las Proposi-
ciones 4.5, 4.6, 4.7, 4.8 y 4.13 obtenemos las propiedades (H1)-(H?7). Sélo falta mostrar
que la sucesi6n (1.5) es no acotada. Procediendo como en la demostracién del Teorema
3.1, supongamos, por contradiccién, que existe B > 0 tal que

k41 — Ck < B(0(cks1) + 0(ck) + 1)

donde 6(s) = |6:(t, s)| = |02(t, s)| = A(s*+ 1)/ (véase la Proposicién 4.6). Como en
[44, (10.47)] esto implica que existe una contante D > 0 tal que

e < DKM para toda k,

lo cual contradice la Proposicién 4.14 si v < GJ - zl) N, como habfamos supuesto.

Asi, el Teorema 1.10 nos da la existencia de una sucesién de valores criticos (¢;) de ®;
que satisface

Co(1, ex) < G < (o(1, alex +1) + B) (4.19)
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con a, 3 > 0 como en la Proposicién 4.13 (véase la Proposicion 2.11). Para nuestra
funcién particular 6§, tenemos que s < (,(1,5) < A;(s + 1). Asi, de (4.19) y del Lema
4.14 se obtiene

Cik" <& < Cok”

2
con v := Wp{_m ]
DemostreEién del Teorema 1.12: Supongamos que p € (2, %2-}, q € [p, ),
y que f € C(Q x R?, R) satisface
| fulz, u,0)| < do(ful™ " + [o|" ™" +1) (4.20)

| fol,u,0)] < do(ju]™ " + 7" +1)

para toda (z,u,v) € Q@ x R? y constantes dg > 0, 0 < 0 -1 < g("(p—l), y
= 9% _
;‘J574mn{(i—ﬁlz)N,;&(T‘)}.Nétfseque, dado que p > 2, (;‘}—%)N<

(- %) N =1, de modo que y cumple las condiciones del Teorema 4.1. Probaremos

que f satisface las propiedades (f;) y (f2) para esta 7. Asf, el Teorema 1.12 es un caso
particular del Teorema 4.1.
Como0<o—-1< i(qp—l)ypﬁqsetiene

|f: (@, u,9)] < |fu (@ w,0)| + | fo (@, 0, 0) < dy (u"" + o7 + o + 1)
<dp (Jul™ " + [ +1),

es decir, se cumple (f;). Para probar (f;) basta ver que

|fo (z,2) - 2| <ay(|u|™ + o] +1), ¥
|f (z,u,v)| < az(|u|™ + |v|" + 1).

Probemos la primera desigualdad: La desigualdad |f. (z,%,v) z| < |fu(z,u,v)||u| +
| fo (z,u,v)||v], junto con las hipétesis (4.20) sobre f, nos dan

|f: (2,u,0) 2] < dy(|uf™ + ] + [ o] + [v]” " [u] + [u] + o))
¥, usando la desigualdad de Young y las hipétesis o—1 < 2 (yp— 1) y v > 1{ , obtenemos

|2 (@4, v) 2| < aa(|u]™ + o +1).
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Para la segunda desigualdad basta proceder como en (3.2) y usar las hipétesis (4. 20)
sobre f, es decir

|f (z,u,v)| = [f(,0,0)] < |f(z,u,v) = f(z,,0)| +|f(z,u,0) — f(z,0,0)|
Il Jul
< [Min@uoid+ [ i old
0 0
< dy(Jul"™ ] + v + 1) + dy (Jul™ + 1).
Usando la desigualdad de Young, se obtiene
|f(z,u,0)| < az (|o]" + [ul™ + 1),

es decir, se cumple la segunda desigualdad. m

4.7 Comentarios

Si pe (2,4=2), el Teorema 4.1 garantiza la existencia de una infinidad de soluciones

de la ecuacién
~Au=uf?u+f(z) inQ, u=0 ondQ (4.21)

(basta aplicarlo con ¢ € (2,p) y f(z,u,v) = f(z)u). Es decir, el resultado de Bahri y
Lions [6] que mencionamos en la introduccién (véase el Teorema 1.7) se obtiene tam-
bién como un caso particular del teorema principal de este capftulo. Las estimaciones
superiores del Teorema 4.1 para las energias de dichas soluciones,

v 2p

< = —
Dy(z) < Cok", v Np-2)
fueron recientemente establecidas por Castro y Clapp [15] para el caso particular de la
ecuacién (4.21).

Si f es una funcién par (es decir, si f(z,u,v) = f(z, —u, —v)) de Figueiredo y Ding
[28] probaron que el Teorema 1.12 es vélido bajo condiciones de crecimiento m4s débiles
sobre f. Como en el caso de Bahri-Lions (Teorema 1.7), nuestras condiciones sobre f
se derivan bésicamente de las estimaciones para el fndice de Morse de Cwickel [26],
Lieb [39] y Rosenbljum [45]. Dado que ese resultado es el mejor que se tiene hasta el
momento para una séla ecuacién, nuestras hipétesis sobre f son adecuadas.

Sin embargo, de Figueiredo y Ding [28] prueban la existencia de una infinidad de
soluciones para Hamiltonianos H(z, u, v) pares mds generales que los considerados aqui.
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La dificultad para obtener multiplicidad de soluciones para Hamiltonianos més generales
que no sean pares radica en verificar que se cumple la cpndicién (H7). Esta propiedad,
como mencionamos antes (véase 2.6.5), requiere de un conocimiento bastante preciso
de la topologfa de los conjuntos de subnivel del funcional par ®.
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Capitulo 5

Perspectivas a futuro

Para concluir, mencionaremos algunos problemas que se nos quedaron pendientes y que
planeamos desarrollar en un futuro préximo.

5.1 Soluciones miiltiples de sistemas no coopera-
tivos para Hamiltonianos mas generales

Consideremos el sistema. eliptico no cooperativo
—Au= H,(z,u,v) inQ
(H") —Av=—-H,(z,u,v) in
u=0 v=0 on df2

donde €2 es un dominio acotado suave en RY, N > 3, y H es de la forma
H(z,u,v) = |[v|* + F(z,u,v) + f(z,u,v)

con q € (2,0), y F,f € CYQ x R% R). Si F satisface condiciones de crecimiento
adecuadas, andlogas a las consideradas por de Figueiredo y Ding [28], y alguna de las
siguientes condiciones de simetria:
F(z,—u,v) = F(z,u,v) paratoda (z,u,v)€ QxRZ

o bien F(z,—u,-v) = F(z,u,v) paratoda (z,u,v) € QxR?
y si f satisface condiciones andlogas a las del Teorema 4.1, es posible demostrar que la
trayectoria de funcionales asociada a este problema

1

B(z,t) = §/ﬂ(|vu.|2 - Vo)) dx—jr;H(x,z,t)dx, z = (u,v) € H}(Q) @ V(R),

81
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con H(z,z,t) := |v|' + F(z,2) + tf(z, z), satisface las condiciones (H1)-(H6) del
Teorema 1.10 y que la sucesion

Ck+1 — Ck
max [01(2, )| + goax 102(2, o)l + 1

no estd acotada.

De modo que, para poder asegurar la existencia de una infinidad de soluciones del
sistema (H*) requerimos investigar bajo qué condiciones se cumple la condicién (HT).
Por ejemplo, dado que el funcional

wo(z) o= 5 [ (V= Vo) do— [ (Sup+ 2prr) do

satisface (H7) (véase la Proposicién 4.13), tenemos que, si un funcional ¥, satisface
a®o(2) — c2 < Yo (2) < c3Po (2) + ca,

entonces el funcional ¥, satisface (H7).
Un primer problema al que nos avocaremos es investigar bajo qué condiciones se
cumple la condicién (H7) para Hamiltonianos més generales.

5.2 Otros problemas
Otros problemas que queremos abordar préximamente son los siguientes:

1. Nos interesa estudiar la existencia de soluciones miiltiples del sistema fuertemente
indefinido (H) considerado en el Capitulo 4, pero con condiciones no homogéneas
a la frontera. Investigaremos bajo qué condiciones adicionales se cumplen las
condiciones de nuestro teorema abstracto en este caso.

2. Asimismo, nos interesa aplicar nuestro teorema abstracto a sistemas elipticos de
un tipo diferente a los considerados en esta tesis, es decir, a sistemas de tipo
Hamiltoniano (véase [27]) de la forma

—Au = H,(z,u,v) en
Av=H,(z,u,v) enf
u=1uy, V=1 en 902

donde Q es un dominio acotado en R¥, N > 3, y H € C*(2 x R% R), y establecer
condiciones sobre el Hamiltoniano H que garanticen la existencia de una infinidad
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de soluciones de este sistema cuando H no es par. El espacio donde estd definido
el funcional asociado a este sistema es un espaciq de Sobolev fraccionario, y una
primera dificultad radica en obtener estimaciones inferiores para el crecimiento de
los valores minimax. Especificamente, en este caso no podemos usar directamente
la desigualdad (4.18). Ademsds estd el problema de probar la condicién (HT).

3. Usando métodos anélogos a los desarrollados en [19, 20] planeamos extender el
Teorema 1.10 a grupos de simetrias mds generales que el grupo Z,.

4. Nos interesa ademds establecer un teorema dual a nuestro resultado abstracto,
similar al Teorema 3.18 de [50] (véase también Proposicién 2.2 de [28)]) , y aplicarlo
a un problema céncavo-convexo, ya sea semidefinido o fuertemente indefinido,
para establecer la existencia de dos sucesiones de valores criticos del funcional
asociado, una de ellas convergiendo a cero y la otra a infinito.
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Apéndice A

Lema de deformacion.
Diferenciabilidad de funcionales.

A.1 Lema de deformacién

El lema de deformacién juega un papel muy importante para probar la multiplicidad
de puntos criticos. Para obtener un lema de deformacién para funcionales Frechet
diferenciables sobre espacios de Banach se requiere de una generalizacién del concepto
de gradiente: la nocién de pseudogradiente introducida por Palais en 1966.

Definicién A.1 Sea M un espacio métrico, X un espacio normado y h: M — X"\{0}
un mapeo continuo. Un campo vectorial pseudogradiente para h sobre M es un campo
vectorial continuo localmente Lipschitz V : M — X tal que, para cada uw € M,

V()] < 2||a()|l (A1)
h(w) (V (w)) > ||k ()] (A2)

A un punto v =V (u) € M que satisface las desigualdades anteriores se le llama vector
pseudogradiente para h en u.

Obsérvese que si X es un espacio de Hilbert, ® : X — R de clase C', M := {z €
X : ®(z) # 0} y h := @, entonces V := V& definido por (V®(z),v) := &' (z) (v)
satisface las condiciones (A.1) y (A.2). Asi, un campo pseudogradiente es efectivamente
un generalizacién del concepto de campo gradiente. Si el funcional ® es de clase C?
y estd definido sobre un espacio de Hilbert, entonces el gradiente de ¢ es localmente
Lipschitz.

Las deformaciones que aparecen en el lema de deformacién estdn dadas por el flujo
de un campo vectorial pseudogradiente. La condicién de que V' sea localmente Lipschitz
se requiere para que dicho flujo sea un flujo global.

85
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Observe que suma convexa de campos vectoriales pseudogradientes sigue siendo un
campo vectorial pseudogradiente. Asi, en general un campo vectorial pseudogradiente
no es tinico y, més aiin, su existencia no parece evidente para espacios de Banach. Esta
nos la garantiza el siguiente lema. La idea de su demostracién es probar la existencia
local de campos vectoriales pseudogradientes y luego pegarlos mediante una particién
de la unidad localmente Lipschitz. La demostracién de los siguientes resultados se
encuentra, por ejemplo, en [50]. La incluimos aqui para conveniencia del lector.

Lema A.2 Sea M un espacio métrico, X un espacio normado y h : M — X"\{0} un
mapeo continuo. Entonces erxiste un campo vectorial pseudogradiente para h sobre M.

Demostracién: Como

IR ()1 = lsupl{h (v) (W) : u € X},

lull=

para cada v € M, existe z € X con ||z|| = 1 tal que

2

3@ <k (@) () <[r @)
Definamos y = 3 || (v)|| z. Como h (v) es lineal,

lyll < 2l @)Il, R (@) @) > 1@ (A-3)

Para cada v € M existe una vecindad abierta N, de v tal que

lyll <20k @I, &) @) 2 k@)

para toda u € N,. En efecto, como h es continua, fi(u) = 2|k (u)|| — ly|| ¥ f2(u) =
h(u) (y) — ||k (u)||* son tambien continuas en M, de modo que N, := fi*(0,00) N
f21(0,00) es abierto y contiene a v por (A.3). La familia

N :={N,:ve M}

es una cubierta abierta de M. Dado que M es un espacio métrico, y por tanto para-
compacto, existe una subcubierta localmente finita M := {M; : j € J} de N (véase
el Teorema de Stone [32, Teo. 5.1.3]). Definamos p; (u) := dist(u, X\ M;) como la
distancia de u a X'\ M;. Es fécil ver que la familia de funciones

Pj (u)
> Py (u)’

keJ

,85(“) = jedJ
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forma una particién de la unidad localmente Lipschitz subordinada a M ([33, Prop.
1.2.11)). _

Para cada j € J, escojemos v; € M tal que M; C N,,. Por (A.3) existe y; tal que
cumple

llsll <2l @, k@) () > k@]
para toda v € M;. Dado que M es un refinamiento localmente finito, la funcién

V() =Y u6;(w)

el
estd bien definida. M4s atin, cada u € M tiene una vecindad tal que esta funcién es
una suma finita de funciones Lipschitz en dicha vecindad, por lo que V' es localmente
Lipschitz. Finalmente, V(u) es un campo vectorial pseudogradiente para h. En efecto:
B;(u) # 0 siy sélosi u € M; y, por construccién, y; es un vector pseudogradiente
para h en u para toda u € M; C N,;. Asi, como V(u) es una combinacién convexa de
vectores pseudogradientes para h en u, V/(u) es un vector pseudogradiente para h en u.
(]

El siguiente lema cuantitativo de deformacién se debe a M. Willem, véase [50, Lem-
ma 2.3].

Lema A.3 Sea X un espacio de Banach, ® € C'(X,R), SC X,c€eR, >0, >0
tales que

19 ()] > %ﬁ Vu € 7 ([c — 2¢, ¢+ 2¢]) N Sas. (A4)

Entonces existe una homotopta continua n: X x [0,1] — X tal que:
() n(u,t)=u sit=0d6u€ ® ' ([c—2,c+2]) NSy
(i) n (u,1) € ®<"¢ para todo u € =+ N S.
(#ii) 1 (-, t) es un homeomorfismo de X para todo t € [0,1].
Demostracién: Por el lema anterior existe un campo vectorial pseudogradiente W
para & en M := {z € X : ' (z) # 0}. Definamos
A =37 ([c— 2, ¢+ 2¢]) N Sy,
B:=®1(c—¢,c+e])NS;,
. dist (u, X\ A)
© dist (u, X\ A) + dist (u, B)

W)
Vw%={uwww soued
0 si ue X\A
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Asf, 1 es localmente Lipschitz y tal quey = len By ¥ = 0en X\A, y V es un
campo vectorial localmente Lipschitz (véase [33, Ejem. 1.2.10]). Adem4s, dado que W

satisface las desigualdades (A.2) y (A.4), V satisface ||V (u)] < m < 5 decir,

V@)l <C@+|ull), VueX. (A.5)
Asi, para cada u € X el problema de Cauchy
{ Lo (t,u) =V (o (t,u))

o(0,u) =u

tiene una solucién unica ¢ (-, u) definida en todo R . Més aun, ¢ es continua en R x X
(véase, por ejemplo, [46, cap. 4]). Definamos 7 : X x [0,1] — X como 7 (u,t) :=
o (8¢et,u) . Es féacil ver que 7 satisface las condiciones requeridas (véase [50, Lemma
2.3)). =

A.2 Diferenciabilidad de los funcionales involucra-
dos en las aplicaciones de los Capitulos 3 y 4.
En esta seccién demostraremos algunos resultados que garantizan la diferenciabilidad
de los funcionales semidefinidos y fuertemente indefinidos que surgieron en nuestras
aplicaciones.
Una clase importante de operadores que suelen surgir en el anilisis no lineal son los

llamados operadores de Nemitski, que aparecen también en nuestras aplicaciones y que
a continuacién definiremos.

Definicién A.4 Sea Q0 un subconjunto abierto y acotado de R* y sea h: Q x R™— R.
El operador de Nemitski asociado a h, denotado también por h, estd definido como
sique:

h(u): Q—= R, h(u)(z)=h(z,u(z)), ve(M(Q)", zeq.
donde M (£2) es el espacio de funciones Lebesgque medibles con valores reales.
Se dice que h es una funcion de Carathéodory o que satisface la condicién (C) si:
i) s+ h(z,s) es continua para casi toda z € ,
1) x +— h(z,s) es medible para cada s € R™.
Observe que si h satisface la condicién (C)
h(u) € M (2) paracadaue (M (Q)™.
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A.2.1 Continuidad de los operadores de Nemitski

Supongamos que p;, 7 > 1 para cada 7 € {1,..., m} y que ademss

Ih(z,s)| < e (1 43 |s.:|”"f) (A-6)

i=1

para alguna constante ¢ > 0. Bajo todas estas hipétesis se tiene

Teorema A.5 Sea 2 C R™ un conjunto abierto y acotado y h : @ x R™—= R una
funcion que satisface la condicion (C) y que cumple (A.6). Entonces el operador de
Nemitski inducido por h es un operador continuo de LP* (1) x --- x LPm (Q) a L™ ().

Para la demostracion de este teorema véase [51, Prop. 26.6], [11, 2.2.1], [2, Teo.
2.2], 6 [48, Apendice C]. Véase ademss [2, Teo. 2.6 y Teo. 2.9] para la diferenciabilidad
de operadores de Nemitski. Usaremos este resultado para probar las Proposiciones 3.2
y 4.2 de los Capitulos 3 y 4 respectivamente.

A.2.2 Demostraciéon de la Proposicién 3.2
El funcional asociado al sistema eliptico (G)

—Av=V,H(z,v) en§l
@) { V=1 en 90

esta dado por

1
Siu)i= / IVl dz — / H(z,u,t)dz
2 Ja Q
donde
H(z,u,t) = F(z,u + tug) + t f(z,u + up),

2 es un dominio suave y acotado de RN, N > 3, 4o € C*(02,R™), F, f € C}(xR™,R)
y satisfacen las siguientes condiciones:

(F,) Existe p € (2,2*) y ap > 0 tal que, para toda (z,u) € 2 x R™,

IVuF(z,u)| < ag(luf™ +1).
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(f) Existen v € [0,1) y do > 0 tales que, para toda (z,u) € 2 x R™,

|f (2, w)| + [Vuf(z,u) - u| < do(|F(z,%)]" +1)
[Vuf(z,u)| < do(|VuF(z,u)|" +1)

Proposicién A.6 Si F' satisface (F1) y f satisface (f) entonces el funcional @ es de
clase C* en X = H} (2, R™), y su derivada estd dada por

@} (u)v = / Vu- Vv dz — / VuH(z,u,t) v dz.
Q o
Demostracion: La derivada de Gateaux del funcional ®; en u en la direccién v es
Doy (1) = 8, (1 + 80) Jomo= / TV de = / L (T R
dS 0 0

Asf, basta demostrar que la derivada de Gateaux D®, : X — X’ es continua, donde X'
es el dual topolégico de X, es decir, basta probar que el operador ¥ : X — X’ definido
por

‘D(u)v::LV!‘H(z,u,t)-vdx

es continuo. Sea u, — u una sucesién convergente en X. Por los Teoremas de Encaje
de Sobolev, y como por hipétesis p < 2*, se tiene que u, — u en L? (€2, R™) . Por otro
lado, usando las desigualdades de Holder y Sobolev se tiene
[ (u,) v — ¥ (u)y] < / |VoH(z, un, t) — Vo H(z,u,t)||v| dz
Q
< |VuH(z, un,t) — V H(z,u, t“;‘f—: |v|p
< ¢|V H(z,un, t) — V H(z,u, t)LLl 2] -
=2

Dado que F satisface (Fy), el operador V, H : LP (},R™) — L7 (R2) definido como

V.H (u) (z) :== VuH (z,u(z),t) es una funcién continua por el Teorema A.5 con p; = p
y 7 = ;25 De aquf se sigue que ¥ es continua. =

A.2.3 Demostracién de la Proposicién 4.2
El funcional asociado al sistema eliptico (H)

—Au=|uf?u+ fu(z,u,v) enQ
(H) Av=[v|" v+ f(z,u,v) enQ
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estd dado por
P(z,t) == E/ (|V’u.|2 — |Vof*) dz — [ H(z, z,t)dz
2 Ja Q
donde
1 Lo g 2
H(z, z:t) = 5 |ul|? + 7 [v]* + tf(z,2), =€, z=(u,v) € R

§ es un dominio acotado y suave en R¥, N>3,pe€ (2,2),q€ (2,00) y f €
C'(2 x R?,R) satisface:

(fr) |f(z,2)| + | f:(z, 2)2| < d(|u]™ + || + 1)
(f2) |f:(z, 2)| < d(|u['¥(P'1) 3 }UP("'I) +1)

para toda z € Q,z = (u,v) € R%

Proposicién A.7 Si F satisface (f;) — (f;) entonces el funcional ® es de clase C' en
X = H}(2) ® V(). Su derivada esta dada por

) (u,v) ({p,w)=]nVu-Vgodx—LVu-ngdx—[]V,H(I,u,v,t)-{(p,'qb}dx
- 3 _ . _ p—2 . q—-2
fﬂVu Vpdz /QVu Viydz ]f;lu| wpdz /n|v| vipdz
= Lf(z, 2) - wdz.
tfnv flz,z)-w

Demostracion: Sean z = (u,v), w = (p,¥) € X. La derivada de Gateaux del
funcional @, en z en la direccién w es

D,®,(2) := a‘%@; (z + sw) |_,=g=/nVu—th —/ﬂVu -V —/ V.H(z,z,t) - w.
Q

Asi, basta demostrar que el operador ¥ : X — X' definido por
¥ (z)w:= / V.H(z,zt) wdz
Q

es continuo, con z = (u,v), w = (p,¥) € X. Procediendo como en la proposicién
anterior, sea z, = (Un, V) — 2z = (u,v) en X, entonces u, — u en L? () y v, — v en



92 A. LEMA DE DEFORMACION. DIFERENCIABILIDAD DE FUNCIONALES.

L1(Q), donde § = max{2*, ¢}; y usando las desigualdades de Holder y Sobolev se tiene

[¥(z,) - w— ¥ (2) w|= l] (V.H(z,zn,t) — V.H(z,z,t)) - wdz
Q
< / [letn "2 2, — [t~ | || + [[vnl®* v = [0~ ] [8]
Q

+ [z~ fu@allel+ [ 1 @) - @1
<19 (wn) = 9 @)z, I, + b (un) = h (W) g, 9l

1 @ 20) = fu (@,2)], [l + 1o (22 20) = fu (22, [y,
< ¢ (lg () = 9 (@)l g, + Ih (un) = h ()]s, ) llwll,

e (1fu (@,20) = fu @2, + 1o (@, 20) = £ @, 2)]) ol

donde g (u) = |ul"u, h(u) = [v|* %0, yr = min{-%5, q—?-l} tal que £ + 2 < 1 lo cual
se cumple dado que v € [0,1). Dado que f satisface (f;) — (f2), los operadores g :
LP(Q) — L1 (Q), h: LI(Q) = Li=1 () y fu, fo: I (Q) x LI (Q) — L () definidos
como sigue: g (u) (z) := g(u(z)), h(v) (z) = h(v(z)) ¥ fu(2)(2) := fu(z,2(2)),
fo (2)(z) := f, (z, z (z)) son funciones continuas por el Teorema A.5; y de aquf se sigue
que V¥ es continua. =

El siguiente lema muestra que el funcional asociado al sistema eliptico no cooperativo

del capitulo cuatro es fuertemente indefinido.
Lema A.8 Elfuncional ®,(z) := } [, (|Vul® - |Vv|*) dz— [, H(=, 2,t)dz, z = (u,0) €
X = H}(Q) & VI(Q) es fuertemente indefinido para cada t € [0,1] en el sentido de la
definicion 1.5 si [, |f (z,4,0)] < ¢ Ilell?, si|[u|| < 1, para alguna constante ¢; > 0 y
B > 2, donde ||[u||* = [, |Vul®dz.

Demostracién:  Tomemos X' = H}(2), X? = V() y X} = X definido en
la seccién 4.2. Por hipétesis y usando los Teoremas de encaje de Sobolev tenemos
@, (u,0) =l — Lul —t [ f (z,0,0)dz > 3 [lul® — L uf — i ull® > & [full® -
% [l||” = e f[u||’e, asi, dado que p, 8 > 2 y tomando p suficientemente pequeiio se tiene
(MP, ). Dado que & satisface la condicién (H4) (véase Proposicién 4.7) se tiene (MP;).
De hecho, de la demostracién de la proposicién 4.7 se obtuvo

1
®(2) < 5 [Vuly — du |ul} — dz o]} +ds

lo cual implica la condicién (A). =
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Observacién A.9 En el lema anterior uno puede prescindir de la condicién
[ V@0l <l s fu <1
definiendo de manera adecuada X', X* y X}, (véase [50, Theorem 3.7]).

Para probar que los puntos criticos de ®; son soluciones débiles de () se requiere
probar que C (§2) C V9(£2), para lo cual requeriremos los siguientes lemas.

Lema A.10 ([17], Chap. IV, Theorem 8) Exziste una constante positiva C = C(N, )
tal que

lea]>, SCAN? 5N >3,
donde e, es la funcién propia correspondiente al valor propio A, de —A en H}(S).
Demostracién: Por calculo directo, tenemos que

V (lel* 2 ¢) = oI~ Vo + oV (lo*~?) (A7)
IV ||°| = a||* 2 oV

de esta iltima desigualdad se tiene

_ Vel

2a-2 2
ol gl = -2

(A.8)

Sea ¢ € CZ(Q2) y a > 3, entonces, usando integracién por partes, (A.7) y (A.8)
tenemos

- /ﬂ lpl**~% oA = [ﬂ V (el ¢) - Voo
= (a=1) [ o2 (VP
-8 [1vierr.

Asf, poniendo ¢ = e, en esta iltima igualdad, tenemos

— (20’ . 1) a
o [leal* =222 [ 9 enp (A.9)
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Por otro lado, por los Teoremas de encaje de Sobolev, se tiene que
alfh.< [191F,  vrect@
que junto con la igualdad (A.9) se tiene
M [ lenl® 2 222 e, e (A10)

Si hacemos B8 = 35 y @ = B* con k € {0,1,2,...} y asf, 28" = 28" y de aqui
obtenemos

&
leal® |, = lealZiks

que junto con (A.10) tenemos

/\ﬂ 2k 28k
Ienl-zﬁk-lvl = [ (21812 )] |en!2'g’= 3 Vk e {0‘ 1, 2, P }

y por induccién tenemos

k(da_ 8% |*
k+1 < O T — -
|en|2,8 e :1;'[0 ¢ (ij’* = 1) leal, (A.11)

Por otro lado, dado que || < co y si f € L™(2) entonces f € L°(Q) Vs > 1, ¥
|f|p — | f|., cuando p — oo; asf, tomando el limite en ambos lados de (A.11) cuando
k — oo se tiene

< o
|€l'l|gq = |imoot=0 | ¢ (2'6.[ 1 len12

- [ 3OW # | k B
= | lim II (—) m I | ———=
k—ool=0 \ ¢; k—co0 I=0 (25 - 1)

1520(3)'] 2 28
_ (ﬁ) (3) - IkI (ﬁ—) 7] el

|en|2

C
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240
((_2:%1)) ] es finito, pues esta serie se puede acotar por

aa er ‘5151 oo "Li'
c(n) = lgo (4(251 = 1)) < ;Eﬂﬂm

donde ¢(n) = [ﬁmk_.m

L=~

donde claramente 377, 7 es acotado. m
Lema A.11 Sip € C?™ () entonces
| ver| < 187, (a12)
Q

donde e, y A\, son como en el lema anterior.

Demeostracién: Aplicando varias veces integracién por partes, tenemos

1[ 1]
n= "3 (PAen=_"_ A n
fn“"’ X Jo Mo~
1)’ 1 \*
’\fl 1} An 1]

() [
- () o

S AT A™); lenl,
= A" (A™g)l,

y usando Hélder tenemos

Lo
1]

es decir, se tiene (A.12). m
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Corolario A.12 Sip € C () entonces

Pm = Z(‘P» En)m(n)en — en L™ ()

n=1

en particular, dado que || < oo se tiene que @,, — @ en L(Q), para cada ¢ > 1; y
dado que ,, — @ en H} () donde p,, € V() se tiene que ¢ € VI(R), es decir,
C=(Q) C VI(Q).

Demostracion: Usando el Lema A.11, Hélder y Lema A.10

lo(z) — o (2) =

len (2)]

> (e ez @en (@)
<5

n=k+1
oo
[
n=k4+1 /2
oo
< Y AT AT lenl,
oo
<al@m)l, Y A lenly
n=k+1

=2 N
<ac|(Am0)l, Y AT

n=k+1

es decir

=] N_p
o = Pelo < cal(A™@), Y A

n=k+1

y tomando m suficientemente grande (fija) y tomando k suficientemente grande se tiene
que el lado derecho de esta desigualdad se puede hacer tan pequeiia como se quiera, es
decir |¢ — |, — 0 cuando k — co. m
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