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111 

La ciencia es un juego, pero un juego con la realidad, un juego con los cuchillos 
afilados .. . Si alguien corta con cuidado una imagen en mil trows, puedes resolver el 
rompecabezas si vuelves a colocar las piezas en su sitio. En un juego científico, tu rival 
es el Buen Señor. No sólo ha dispuesto el juego, sino también las reglas, aunque no sean 
del todo conocidas. Ha dejado la mitad para que tú las descubras o las determines. Un 
experimento es la espada templada que puedes empuñar con éxito contra los espíritus 
de la oscuridad pero que también puede derrotarte vergonzosamente. La incertidumbre 
radica en cuántas reglas ha creado el propio Dios de forma permanente y cuántas 
parecen provocadas por la inercia mental; la solución sólo se vuelve posible mediante 
la superación de este límite. Tal vez esto sea lo más apasionante del juego. Porque, en 
tal caso, luchas contra la frontera imaginaria entre Dios y tú, una frontera que quizás 
no exista. 

Erwin Schrodinger 
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Capítulo 1 

Introducción 

El objetivo principal de esta tesis consiste en dar condiciones adecuadas que aseguren 
la existencia de una infinidad de puntos críticos de funcionales fuertemente indefinidos 
no simétricos, como aquéllos asociados a sistemas elípticos fuertemente indefinidos cuyo 
Harniltoniano es supercuadrático pero no es simétrico. Las aplicaciones que obtenemos 
aseguran la existencia de una infinidad de soluciones de tales sistemas, incluyendo 
algunos con no linealidades supercríticas. 

1.1 Antecedentes 

1.1.1 Puntos críticos de funcionales simétricos 

Muchos problemas que surgen de la física, la biología y otros contextos tienen una 
formulación variacional. Es decir, encontrar soluciones de ellos equivale a encontrar 
puntos críticos de un funcional con valores reales definido en un espacio o en una 
variedad de Banach, por lo general de dimensión infinita. 

Cuando la dimensión del espacio es finita el cálculo diferencial clásico nos da criterios 
para garantizar la existencia de puntos críticos; de hecho, es bien sabido que todo 
funcional definido sobre un conjunto cerrado y acotado de un espacio de dimensión 
finita alcanza su mínimo y su máximo. Es bien sabido también que esta propiedad 
en general no se cumple en espacios de dimensión infinita, debido a que no todos los 
conjuntos cerrados y acotados son compactos. 

Muchos funcionales que aparecen en ecuaciones diferenciales están definidos en todo 
un espacio de Banach de dimensión infinita, o bien en la esfera unitaria de un tal 
espacio. Es decir, el dominio no es, por lo general, compacto. Un modo de introducir 
cierta compacidad al problema que nos permita obtener puntos críticos es requiriendo 
que el funcional satisfaga alguna condición de compacidad. La más usual es la llamada 

1 



2 1. INTRODUCCI6N 

condición de Palais-Smale. 

Definición 1.1 (Condición de Palais-Smale) Sea <I> un funcional de clase el sobre 
un espacio de Banach X. Se dice que <I> satisface la condición de Palais-Smale (en c) 
si toda sucesión (x n ) en X tal que 

tiene una subsucesión convergente. 

El Principio Variacional de Ekeland [31] garantiza que todo funcional de clase el, 
acotado inferiormente, que satisface la condición de Palais-Smale, alcanza su IlÚnimo. 

Sin embargo, en muchas aplicaciones el funcional involucrado no está acotado ni 
inferior ni superiormente. Un criterio muy útil para asegurar la existencia de un pun
to crítico de un funcional tal es el llamado Teorema de Paso de Montaña debido a 
Ambrosetti y Rabinowitz [1]' [40]. 

Teorema 1.2 (de Paso de Montaña, Ambrosetti-Rabinowitz, 1973) Sea X un 
espacio de Banach y <I> E el(X, lR) un funcional tal que <I> (O) = O, que satisface la 
condición de Palais-Smale, y las siguientes condiciones: 
(<I>¡) Existen constantes p, a > O tales que <I> l aBp~ a. 
(<I>2) Existe e E X\Bp tal que <I> (e) S O. 
Entonces <I> posee un valor crítico c ~ a, dado por 

c = inf sup <I> (g (t)) 
yEf tEIO,I) 

donde r = {g E e([O, 1]' X) : g(O) = O, g(l) = e}. 

Aquí Bp denota a la bola cerrada en X de radio p y centro en el origen y aBp denota 
a su frontera. Este teorema básicamente dice que si la gráfica de la función es como 
el cráter de un volcán o bien como un valle rodeado de montañas, entonces el camino 
óptimo para salir del centro del cráter o valle (x = O) a un punto específico fuera de él 
(x = e), pasa por un paso de montaña (un punto silla) de altura c (valor crítico). 

Si el funcional tiene simetrías, más específicamente, si el funcional es par (es decir, 
<I>(x) = <I>( - x)) , los puntos críticos diferentes de cero aparecen por pares ±x. Las 
simetrías aumentan la complejidad topológica de la gráfica del funcional y es de espe
rarse que ocasionen la aparición de múltiples puntos críticos. En efecto, Ambrosetti y 
Rabinowitz probaron la siguiente versión simétrica del Teorema de Paso de Montaña 
[1]' [40] . 
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Teorema 1.3 (Paso de Montaña Simétrico, Ambrosetti-Rabinowitz, 1973) 
Sea X un espacio de Banach real de dimensión infinita y sea 4> E el (X, IR) un funcional 
par que satisface la condición de Palais-Smale y las siguientes dos condiciones: 
(4)¡) Existen constantes p, Q > O tales que 4> laBp 2: Q. 

(4)2) Para cada subespacio de dimensión finita W e X existe R > O tal que 4> (u) :::; O 
para toda u E W\BR . 

Entonces 4> posee una sucesión no acotada de valores críticos (positivos) . 

Resultados análogos para simetrías más generales fueron probados por Bartsch, 
Clapp y Puppe [18], [8]. 

Obsérvese que las hipótesis de este teorema implican que el funcional no está acotado 
superiormente. Por ejemplo, la gráfica de 4> (x) = IIxll2 -lIx114 tiene la forma de cráter 
de un volcán: 

4> (x) = IIxl12 - IIxll4 

Más aún, si dim X = 00, entonces 4> satisface todas las hipótesis del Teorema de Paso 
de Montaña Simétrico excepto la condición de Palais-Smale: Los únicos puntos críticos 
de este funcional son el origen y la esfera de radio 1/../2, con valores críticos O y 1/4 
respectivamente, sin embargo, no toda sucesión en la esfera de radio 1/../2 tiene una 
subsucesión convergente (ya que una esfera en un espacio de dimensión infinita no es 
compacta). 

Un ejemplo típico de aplicación del Teorema Simétrico de Paso de Montaña es el 
siguiente: Consideremos el problema de Dirichlet no lineal 

{ 
-.0.u = lulp

-
2 u en O 

('Do) u = O en ao 

donde O es un dominio abierto acotado suave de IRN
, N 2: 3, y 2 < p < 2*, y 2* = ;~2 

es el exponente crítico de Sobolev. Este es un problema simétrico, es decir, si u es 
solución de ('Do) entonces -u también lo es. Las soluciones de ('Do) son los puntos 
críticos del funcional 

4>(u) := - IVul dx - - lulP dx 11 2 11 
2n . Pn 
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definido en el espacio de Sobolev HJ (n) . Este es un funcional par y satisface las condi
ciones (<I») y (<I>2) del Teorema Simétrico de Paso de Montaña. El Teorema de Rellich
Kondra.kov [12] garantiza que <I> satisface la condición de Palais-Smale si p < 2* . De 
modo que (Do) tiene una infinidad de soluciones. 

Notemos que la parte cuadrática de este funcional es la forma cuadrática asociada 
al producto escalar en HJ(n). Si considerarnos, por ejemplo, el sistema elíptico 

(S) 
{ 

-t:J.u = JUJP-2 u 
-t:J.v = - JVJQ-2 V 
U = O, v = O 

con 2 < p, q < 2* , resulta que el funcional asociado 

en n 
en n 
en 8n 

<I>(u, v) := ~ {(JV'UJ2 - JV'vJ2)dx - ~ {JuJP dx - ~ {JvJq dx 
210 plo qlo 

definido en HJ (n) x HJ (n) no satisface la condición (<I>¡) del Teorema de Paso de 
Montaña. Más aún, su parte cuadrática tiene una infinidad de valores propios positivos 
y una infinidad de valores propios negativos (contados con sus respectivas multipli
cidades). En la literatura, a un funcional con esta propiedad se le llama fuertemente 
indefinido y, si el número de valores propios negativos es finito, se le llama sernidefinido, 
véase por ejemplo [7]. De hecho, este funcional es fuertemente indefinido en el sentido 
que definiremos más adelante (véase la Definición 1.5). 

La demostración del Teorema Simétrico de Paso de Montaña se basa en el siguiente 
principio de Lusternik-Schnirelmann: Si el conjunto de subnivel <I>b := {x E X : <I>(x) ::; 
b} no se puede deformar en el conjunto de subnivel <I>a entonces <I> debe tener un valor 
crítico en el intervalo [a, b] (si <I> satisface la condición de Palais-Smale). La dificultad 
en el caso fuertemente indefinido se puede ilustrar observando la forma cuadrática 

<I>(u, v) := JJUJJ2 - JJVJJ2 , (u, v) E Xl EB X 2· 

Su único punto crítico es el origen y, puesto que <I>-€, é > O, tiene el tipo de homotopía 
de la esfera unitaria en X 2 , una condición necesaria y suficiente para que el conjunto 
de subnivel <I>€ no se pueda deformar en <I>-€ es que dimX2 < oo. Es decir, el punto 
crítico O de <I> no afecta la topología de los conjuntos de subnivel de <I>; de modo que 
el principio de Lusternik-Schnirelmann podría no detectar los puntos críticos de un 
funcional fuertemente indefinido. 

El primero en tratar exitosamente este tipo de problemas fue Rabinowitz [42] quien 
restringió el problema fuertemente indefinido a subespacios de dimensión finita, encon
tró puntos críticos de las restricciones y controló el crecimiento de los valores críticos 
cuando la dimensión de los subespacios tendía a oo. A partir de entonces se han de
sarrollado varios métodos para tratar este tipo de problemas. Un enfoque muy usado 
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se debe a Benci y Rabinowitz [lOJ quienes mostraron que el principio de Lusternik
Schnirelman continúa funcionando si se restringe la clase de deformaciones de manera 
adecuada. 

Un enfoque distinto basado en aproximaciones de tipo Galerkin, (mismo que seguire
mos en este trabajo) se debe a Bartsch y Clapp [7J. La idea es reducir el problema 
fuertemente indefinido a un problema semidefinido. El resultado requiere una condi
ción de compacidad más fuerte que la condición de Palais-Smale, la cual se cumple 
en muchos casos interesantes. Para ilustrar dicho resultado mencionaremos un caso 
especial de él. 

Teorema 1.4 (Bartsch-Clapp, 1996) Sea X = Xl Ef) X 2 un espacio de Hilbert, sean 

xt e ... e X~ e ... e Xl, X¡ e ... e X¡ e ... e X2 

sucesiones de subespacios de dimensión finita de X l Y X 2, y sea <I> E el (X, 1R) un 
funcional par, que satisface las siguientes condiciones: 
(PS*) Toda sucesión (xn ) tal que xn E Xl Ef) XL kn -+ 00, 

y 

tiene una subsucesión que converge a un punto crítico de <I> . 
(MPI) Existen constantes p,a: > O tales que <I>(XI) ~ a: si Xl E Xl Y IIxlll = p. 
(MP2 ) Para cada subespacio de dimensión finita W e X existe R > O tal que <I> (x) ~ O 
para toda x E W con IIxll ~ R . 
(A) Para cada k ~ 1, sup <I>(X~ Ef) X2) < oo. 
Entonces, si dimX~ -+ 00, <I> posee una sucesión no acotada de valores críticos. 

Obsérvese que no hay restricción sobre la dimensión de X2. El resultado de Bartsch 
y Clapp es de hecho más general que el aquí enunciado: Incluye, en particular, el caso 
en el que el funcional <I> es par únicamente respecto a la variable Xl E Xl, es decir, las 
simetrías pueden tener un espacio de puntos fijos de dimensión infinita. Este resultado 
se aplica para obtener una infinidad de soluciones de sistemas elípticos del tipo del 
sistema (S) considerado arriba, véase [7J. 

Motivados por este resultado, damos la siguiente definición. 

Definición 1.5 Sea X = Xl Ef) x 2 un espacio de Banach con dim Xl = 00, y sea 
<I> : X -+ IR un funcional que satisface las condiciones (M PI) , (M P2 ) Y (A) del Teorema 
1.4. Decimos que <I> es fuertemente indefinido si dimX2 = oo. En caso contrario, 
decimos que <I> es semidefinido. 

En todos los resultados mencionados hasta el momento las simetrías juegan un papel 
esencial para garantizar la existencia de una infinidad de puntos críticos. Veremos ahora 
qué sucede cuando perturbamos las simetrías. 
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1.1.2 Perturbación de simetrías 

Como mencionamos anteriormente, las simetrías aumentan la complejidad topológica 
de la gráfica de un funcional y ocasionan la aparición de múltiples puntos críticos. Es 
de esperarse que, si perturbamos un funcional par de modo tal que las simetrías de
saparezcan pero sin que se altere esencialmente la topología de su gráfica, el nuevo 
funcional tendrá, a su vez, múltiples puntos críticos. Demostrar este hecho no es para 
nada trivial, ya que los invariantes topológicos usuales , como son la categoría equivari
ante de Lusternik-Schnirelmann o el género de Krasnoselskii, si bien son herramientas 
excelentes en el caso simétrico, no son de ninguna ayuda en el caso no simétrico. De 
hecho aún no hay un método concluyente que garantice una infinidad de puntos críticos 
para este tipo de funcionales. 

Los primeros resultados en esta dirección surgieron a principios de los 80's y se 
deben a Bahri-Berestycki [4], Struwe [48] y Rabinowitz [43],[44] , quienes utilizaron un 
invariante topológico, introducido originalmente por Krasnoselskii, que refleja ciertas 
propiedades no simétricas de los conjuntos simétricos. Consideraron el problema 

{ 
-b.u = lul p

-
2 u + f en n 

u=O enan 

donde n es un dominio abierto acotado suave de ]RN, N ~ 3, y 2 < p < 2* , y fE L 2(n), 
y probaron resultados como el que sigue. 

Teorema 1.6 (Bahri-Berestycki, 1981) Pam cada f E L2 (n) el problema (D~) 
tiene una infinidad de soluciones si 

donde PN es la miz más gmnde de la ecuaci6n 2 (N - 1) p2 
- (N + 2) P - N = O. 

Posteriormente Bahri y Lions [6] utilizaron la desigualdad semi clásica de Cwickel 
[26], Lieb [39] y Rosenbljum [45] para acotar superiormente los índices de Morse del 
funcional par, y así obtener una mejor cota (superior) sobre p. 

Teorema 1. 7 (Bahri-Lions, 1988, [6]) Pam cada f E L2 (n) el problema (D~) tiene 
una infinidad de soluciones si 

2 
2 (N - 1) 

< p< N-2 . (1.1) 

Nótese que 2(::~21) < 2* . Por otro lado, previamente Bahri [3] había demostrado que 
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Teorema 1.8 (Bahri, 1981) Pam casi toda f E L2 (Q) el problema (?Yo) tiene in
finidad de soluciones si 

2N * 
2 < p < -N =2 . 

-2 

En vista de este resultado existe la conjetura de que (Vb) tiene una infinidad de 
soluciones para toda 2 < p < 2* Y para toda fE L 2 (Q) . Hasta la fecha esta conjetura 
no ha podido ser demostrada. 

Un resultado análogo al de Bahri-Lions para perturbaciones de no linealidades pares 
más generales fue demostrado por Tanaka [49]. 

Recientemente Bolle [13] introdujo un nuevo método que produce buenos resultados 
para problemas donde las simetrías son perturbadas por una condición no homogénea 
a la frontera, es decir, problemas del tipo 

(V') { 
-~u = lulp

-
2 

U + f en Q 
U=Uo enaQ 

donde Q es un dominio abierto acotado suave de IRN , N ~ 3, Y 2 < p < 2*, Uo E 
C2(aQ) y f E CO(n). La idea básica de Bolle consiste en dar condiciones para que las 
propiedades de enlace (la complejidad topológica) que tienen los conjuntos de subnivel 
de ciertos valores críticos (valores minimax dados por un invariante topológico adecua
do) del funcional par se preserven bajo la perturbación. Basándose en esta idea Bolle, 
Ghoussoub y Tehrani [14] demostraron un teorema abstracto de multiplicidad de puntos 
críticos el cual permite obtener resultados no triviales para funcionales semidefinidas 
con perturbación de simetrías que detallamos a continuación. El contexto es el siguiente: 

Sea E un espacio de Hilbert, con una descomposición en suma directa 

E = E+ EBE- . 

Sea 

Ei e Et c· ·· e E+ 

una sucesión de subespacios de dimensión finita de X+, tal que dim Ei; = k. Para 
cada k ~ 1, definimos 

Ek := Ei; EB E - . 

Sea <1> : E x [O, 1] -> IR un funcional de clase C2
. Pensamos a <1> como una trayectoria 

de funcionales 

<I>t : E -> IR, <I>t(u) = <I>(u,t) , O ~ t ~ 1. 

Supongamos que 
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(PI) <I> satisface la condición de Palais-Smale pam trayectorias, es decir, toda sucesión 
(Uk , tk) en E x [O , 1] tal que <I>tk (ud ---> c y 11 (<I>tk)'( Uk) 11 ---> 0, tiene una subsucesión. 
convergente en E x [0, 1]. 

(P2) Para cada b E IR existe C = C(b) tal que 

I:t <I>(u, t)1 ::; C(lI<I>;(u) 11 + l)(llull + 1) 

(P3) Existen dos funciones continuas 81,82 : [0,1] x IR ---> IR, 81 ::; 82 , las cuales son 
Lipschitz en la segunda variable, tales que 

(P4) Para cada subespacio de dimensión finita W de E, 

sup <I>t (w) ---> -00 cuando w E W, IIwll ---> oo. 
0~t~ 1 

(P5) El funcional <I>o es par, es decir, <I>o es invariante bajo la acción antípoda. 

Consideremos los valores 

Ck = inf sup <I>o (g (x)) , 
gEG xEEk 

k = 1, 2, .. . 

donde 

G = {g E C (E , E) : 9 es impar, y 9 (x) = x si IIxll grande} . 

(1.2) 

Teorema 1.9 (Bolle-Ghoussoub-Tehrani, 2000) Supongamos que <I> satisface (Pl)
(P5). Si la sucesión 

(1.3) 

es no acotada, entonces <I>1 tiene una sucesión no acotada de valores críticos. 

Obsérvese que Ck ::::: <I>o (O) pues ° E 9 (Ek ) Vg E G, y, dado que Ek es de dimensión 
finita, la propiedad (P4) garantiza que Ck < oo. De hecho, estos valores rninimax son 
valores críticos del funcional par <I>o . Si E- tuviese dimensión infinita, la propiedad (P4) 
no bastaría para garantizar que los valores rninimax Ck sean finitos; en este caso, una 
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condición suficiente para que los valores minimax Ck sean finitos es que <1>0 esté acotado 
superiormente sobre Ek· Más adelante veremos que, si !Pt es fuertemente indefinido en 
el sentido de la Definición 1.5, la sucesión (Ck) está acotada, es decir, la condición (1.3) 
del Teorema 1.9 no se cumple (véase el Comentario 2.6.2) . De modo que no podemos 
aplicar este teorema para obtener la existencia de una infinidad de valores críticos en 
el caso fuertemente indefinido. 

Usando este resultado y las cotas para los índices de Morse de los puntos críticos 
del funcional par obtenidas por Bahri y Lions [6], Bolle, Ghoussoub y Tehrani [14J 
demostraron que el problema de Dirichlet no homogéneo (V') tiene una infinidad de 
soluciones si 

(lA) 

mejorando así un resultado previo de Candela y Salvatore [23J . 
Un resultado análogo para perturbaciones de funcionales invariantes bajo la acción 

de un grupo de Lie compacto arbitrario fue demostrado por Clapp, Hernández-Martínez 
y el autor de esta tesis en [20J , Y fue aplicado para demostrar la existencia de una 
infinidad de soluciones de sistemas elípticos de tipo gradiente (véase sección 1.2.2) con 
perturbación de simetrías arbitrarias. Incluimos en la tesis una generalización parcial 
de la aplicación dada en [20J (Teoremas 3.9, 3.1). 

Los sistemas de tipo gradiente son los más sencillos desde el punto de vista varia
cional, ya que el funcional asociado a ellos es semidefinido. Nuestro objetivo principal 
es estudiar sistemas elípticos cuyo funcional asociado es fuertemente indefinido y no es 
simétrico. Para estos, consideraremos sistemas elípticos no cooperativos (véase sección 
1.2.3) 

{ 

-6..u = lulp
-

2 u + fu(x , u , v) en n 
(Ji) 6..v = IvIQ

-
2 

V + f v(x , u , v) en n 
u = O, v = O en 8n 

donde n es un dominio abierto acotado suave de IRN
, N 2: 3, p E (2,2*), q E (2,00) y 

f es un término de orden menor que no es necesariamente simétrico en (u, v). 
Sistemas elípticos que inducen funcionales fuertemente indefinidos han sido profusa

mente estudiados en las últimas dos décadas. Por ejemplo por Benci y Rabinowitz [10], 
Hulshof y van der Vorst [34], De Figueiredo y Felmer [29], Costa y Magalhaes [21, 22]' 
De Figueiredo y Magalhaes [30], Bartsch y Clapp [7], Kryszewski y Szulkin [37], Bartsch 
y De Figueiredo [9], entre otros. Todos estos resultados se refieren a sistemas elípticos 
que dependen subcríticamente de ambas variables, es decir, p, q < 2*, y todos ellos re
quieren alguna condición de simetría en f. Resultados de existencia de soluciones para 
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sistemas Hamiltonianos críticos (en un sentido más fuerte que el considerado aquí) 
fueron obtenidos recientemente por Hulshof, Mitidieri y van der Vorst [35]. 

Recientemente de Figueiredo y Ding [28] consideraron el caso q ;::: 2' Y probaron 
que, bajo condiciones de crecimiento adecuadas, el sistema (H) tiene una infinidad de 
soluciones si f es una función par, es decir, si f(x , u, v) = f(x , -u, -v). 

Aquí demostraremos un resultado análogo para funciones f que no son necesaria
mente pares (Teorema 1.12). Para ello probaremos primero un teorema de multiplicidad 
de puntos críticos que produce resultados no triviales para funcionales fuertemente in
definidos con perturbación de simetrías (Teorema 1.10). A continuación enunciamos y 
discutimos nuestros resultados. 

1.2 Los resultados 

1.2.1 El teorema abstracto 

El resultado abstracto que presentamos aquí es un teorema de multiplicidad de puntos 
críticos que produce resultados no triviales para funcionales fuertemente indefinidos con 
perturbación de simetrías (véase capítulo cuatro). Está basado en una aproximación 
tipo Galerkin, como la considerada por Bartsch y Clapp en [7] , que nos permite reducir 
el estudio de funcionales fuertemente indefinidos con perturbación de simetrías a un 
problema semi definido. La ventaja de este enfoque es que podemos hacer uso de los 
métodos de teoría de Morse desarrollados por Bahri-Lions [6] y Tanaka [49] para obtener 
buenos resultados en las aplicaciones a sistemas elípticos. Una adaptación adecuada del 
método de Bolle [13] nos permite, a su vez, tener control del crecimiento de los niveIes 
del funcional bajo la perturbación. 

Sin embargo, a diferencia del caso simétrico estudiado en [7] y del caso semidefinido 
estudiado en [14], el problema fuertemente indefinido con perturbación de simetrías 
requiere de un conocimiento detallado de la topología de los conjuntos de subnivel de 
las aproximaciones del funcional simétrico asociado. Una discusión más detallada de 
este punto se dará en la sección. 

Enunciamos a continuación nuestro resultado. 
Sea X un espacio de Banach con una descomposición en suma directa 

X = X+ EB X' EB X-. 

De acuerdo con esta descomposición denotaremos por u = (u+, uo, u-) a los puntos de 
X. Sean 

xi e Xi e ... e X+, X; e X; e . .. e X', X;- e Xi e ... e X-
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sucesiones de subespacios de dimensión finita de X+, X· y X-, tal que dim Xi; = k. 
Para cada k, n 2: 1, definimos 

X n := X + E9 X~ E9 X;: y X~ := Xi; E9 X~ E9 X ;:. 

y denotamos por F a la familia de sub espacios de X 

F = {Xn 
: n 2: 1}. 

Consideramos la involución ¿ : X -+ X dada por 

( + • -) ( +. - ) ¿ u , u , u = -u , u , -u . 

Entonces X· = {u E X : m = u} es el conjunto de puntos fijos de ¿. Diremos que un 
subespacio V de X es ¿-invariante si m E V para toda u E V. Diremos que una función 
(J : V -+ W entre dos subespacios ¿-invariantes es ¿-e¡¡uivariante si (J(m) = ¿(J(u) para 
toda u E V. 
Sea <I> : X x [O, 1] -+ IR un funcional de clase C l , y sea <I>n : xn x [O, 1] -+ IR su restricción 
a xn x [0, 1]. Pensamos a <I> y <I>n como trayectorias de funcionales 

<I>t X -+ IR, <I>t(u) = <I>(u, t) , O:::; t :::; 1, 

<I>~ X n 
-+ lR, <I>~(u) = <I>n(u, t), O:::; t :::; 1, n 2: 1, 

y denotamos por 

<I>~(u) := :u <I>(u, t), 

a sus derivadas (respecto a u). Supondremos que <I> tiene las siguientes propiedades: 

(Hl) <I> satisface la condici6n (P S·) paro troyectorias con respecto a F , es decir, toda 
sucesión (Uk , tk) en X x [0,1] tal que 

tiene una subsucesión que converge a un punto crítico de <I>t en X . 

(H2) Para cada n E N suficientemente grande, y b E IR existe una constante C = 
C(n, b) tal que 

I :t <I>( u, t) I :::; C( 11 (<I>~)' (u) II(xn)' + 1)(lIull + 1) 
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(H3) Existen dos funciones continuas (JI,(h : [0,1] x lR ---> lR, (JI :::; (J2 , las cuales son 
Lipschitz continuas en la segunda variable, tales que 

si <P~ ( u) = O. 

(H4) Para cada sub espacio de dimensión finita W de E, 

sup <P t (w) ---> -00 cuando w E W, Ilwll ---> oo. 
O~t~1 

(H5) <po(w) = <po(u) para toda u E X, Y existe M 2:0 tal que <Pt(u*) :::; M para cada 
t E [O, 1]' u* E X*. 

(H6) sup{<po(u) : u E Xi; EB X* EB X-} =: M k < oo. 

(H7) Para cada k 2: 1 existen nk 2: 1 Y una función Ik : lR ---> lR no decreciente 
que cumple lo siguiente: Para toda n 2: nk, toda función continua ¿-equivariante 
CI : Xí: ---> xn y toda R > O tales que CI(U) = u si lIull > R, existen una función 
continua ¿-equivariante (j : Xí:+1 ---> xn y una R > R tales que (j(u) = CI(U) para 

u E Xí:, CI(U) = u para Ilull > R, y 

sup<po«(j(Xí:+1)) :::; Ik(SUp<PO(CI(Xí:))). 

Probaremos el siguiente teorema en el siguiente capítulo: 

Teorema 1.10 Supongamos que <P satisface (Hl)-(H7). Entonces existe una sucesi6n 
(Ck) de números reales (véase Definici6n 2.2) tales que, si la sucesi6n 

(1.5) 

es no acotada, entonces <PI tiene una sucesi6n no acotada de valores críticos. 

Si <P t : X ---> lR es semi definido en el sentido de la Definición 1.5 con Xl = X+ 
y X 2 = X* EB X-, y satisface las propiedades (Pl)-(P4) del Teorema 1.9 entonces 
satisface las condiciones (Hl)-(H7) (véase 2.6.1). Más aún, los valores Ck del Teorema 
1.10 coinciden con los del teorema de Bolle, Ghoussoub y Tehrani (1.2) . Sin embargo, 
si <P t es fuertemente indefinido, aún cuando satisfaga las condiciones (Pl)-(P4) del 
Teorema 1.9, dicho teorema no es aplicable ya que la sucesión (Ck) definida en (1.2) va 
a estar siempre acotada (véase 2.6.2). De modo que el Teorema 1.9 no puede ser aplicado 
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para obtener la existencia de una infinidad de valores críticos en el caso fuertemente 
indefinido. Si dim(X* EB X-) = 00, los valores Ck proporcionados por el Teorema 
1.10 no coinciden con los definidos en (1.2) y, como veremos en las aplicaciones del 
Capítulo 4, la sucesión de dichos valores no va a estar necesariamente acotada. Nuestros 
valores Ck se obtienen como límites de valores críticos adecuados de los funcionales pares 
semidefinidos 4>0 : xn -+ IR, n ~ 1. Esto permite, en las aplicaciones, usar métodos de 
teoría de Morse para estimar el crecimiento de las Ck 's, Y derivar condiciones para que 
la sucesión (1.5) sea no acotada. De modo que, básicamente, este teorema nos permite 
reducir el estudio de funcionales fuertemente indefinidos con perturbación de simetrías 
al estudio de funcionales semidefinidos con perturbación de simetrías, tal y como ocurre 
en el caso simétrico considerado por Bartsch y Clapp [7] . 

Las condiciones esenciales que permiten esta reducción son, por una parte, la condi
ción (PS*) para trayectorias con respecto a F, que es una extensión de la condición 
(P S*) introducida por Bahri y Berestycki [5] y Li y Liu [38], y que aparece en el teorema 
de Bartsch y Clapp enunciado arriba (Teorema lA). Y, por otra parte, la condición 
(H7) . Esta requiere de un conocimiento bastante fino de la topología de los conjun
tos de subnivel del funcional simétrico 4>0. Por lo general, en las aplicaciones, no es 
sencillo comprobar que esta propiedad se cumple. Recientemente Castro y Clapp [15] 
mostraron que cierto tipo de funcionales satisfacen la condición (H7). Usaremos ideas 
análogas en nuestras aplicaciones a sistemas elípticos fuertemente indefinidos, es decir, 
el funcional asociado al sistema es fuertemente indefinido. 

Además de que nuestro resultado produce resultados no triviales para funcionales 
fuertemente indefinidos, es una extensión del teorema de Bolle, Ghoussoub y Tehrani 
(Teorema 1.9) en los siguientes dos sentidos: En primer lugar, nuestro resultado es 
válido para espacios de Banach y funcionales de clase el (y no sólo para espacios de 
Hilbert y funcionales de clase e2 ). En segundo lugar, nuestro resultado no requiere 
que el conjunto de puntos fijos sea X* = {O}, ni siquiera que X* sea de dimensión 
finita. Pero el aspecto más importante es que nuestro resultado no requiere que 4> sea 
semidefinida, es decir, no requiere que dim(X· EB X-) sea finita. Este requerimiento 
juega un papel esencial para que la sucesión (1.3) no sea necesariamente acotada. Estas 
ventajas serán utilizadas para probar la existencia de una infinidad de soluciones de 
sistemas elípticos no simétricos fuertemente indefinidos (Teorema 4.1). 

1.2.2 Aplicaciones a sistemas gradientes 

Aplicaremos el Teorema 1.10 para obtener una infinidad de soluciones v = (V1, ... ,vm ) : 

n -+ IRm del sistema elíptico 

(9) { 
-D.v = \1v H(x, v) 

V=Uo 

enO 
en 00 
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donde n es un dominio suave y acotado de ]RN, N 2': 3, Uo E C 2 (an, ]Rffi), y H E 
C¡(n x ]Rffi,]R) es de la forma 

H(x , u) = F(x, u) + f(x, u). 

Un sistema elíptico de este tipo se llama sistema gradiente (27], y se dice que es 
autónomo si la no linealidad H no depende de x. 

Supondremos que F y f satisfacen las siguientes condiciones: 

(F¡) Existe pE (2,2*) yao > O tal que, para toda (x, u) E n x ]Rffi, 

1V'"F(x, u)1 ::; ao(luIP
-¡ + 1). 

(F2 ) Existen ¡..¿ > 2 Y R > O tales que C:~J (p - 1) ::; ¡..¿ y 

0< ¡..¿F(x , u) ::; V'"F(x, u)· u si lul 2': R. 

(F4 ) F(x, -u) = F(x, u) para toda (x, u) E n x ]Rffi . 

(f) Existen 'Y E [0,1) Y do> O tales que, para toda (x, u) E n x ]Rffi, 

If(x, u)1 + 1V'"f(x, u)· ul ::; do(lF(x, u)l"Y + 1) 

1V'"f(x,u)1 < do(IV'"F(x,u)I"Y + 1) 

Observe que integrando por partes la condición (F2 ) se obtiene 

(F3 ) Existen b¡, b2 > O tales que, para toda (x, u) E n x ]Rffi, 

Si f =1= O ó Uo =1= O el funcional asociado al problema (9) no es par (aunque sí es 
semidefinido). Probaremos el siguiente resultado: 

Teorema 1.11 Si se cumplen (F¡), (F2 ), (F4 ) Y (J), entonces el problema (9) tiene 
una infinidad de soluciones si 

{
p - 1 } (1 1 ) 

max -----¡;- , 'Y < P - 2* N. 
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Si f es de la forma f(x , u) = J(x)u entonces f satisface la condición (J) con 

'Y = t· En este caso, la condición max { 7, 'Y} < Ü - f. ) N de nuestro teorema 

es equivalente a la condición ~ < tJ ~. Esta última es la condición obtenida por 
Candela, Salvatore y Squassina en [25], de modo que nuestro resultado extiende el 
Teorema 1.1 de [25] a no linealidades más generales. 

En los casos particulares en los que, o bien Uo = O, o bien F(x, u) = F(u) no depende 
de x y f( x, u) = J(x)u, obtendremos resultados más fuertes (véanse los Teoremas 
3.9 y 3.11), que extienden resultados previos de Bahri-Lions [6], Tanaka [49] y Bolle, 
Ghoussoub y Tehrani [14] para una sóla ecuación (es decir, para m = 1), así como 
resultados de Clapp [19], Candela y Salvatore [23], Candela, Salvatore y Squassina 
[24, 25], Clapp, Hernández-Martínez y el autor de esta tesis [20] para sistemas de 
ecuaciones. 

Los resultados obtenidos por Clapp, Hernández-Martínez y el autor de esta tesis en 
[20] abarcan simetrías más generales. Prueban que varios de los resultados presentados 
aquí para sistemas de tipo gradiente siguen siendo válidos si F, en vez de ser par, es 
invariante bajo la acción ortogonal de un toro SI x··· xSl, o de un q-toro Z/q x· ·· x Z/q, 
o de un q-grupo cíclico Z/qT , con q primo, q > 1, que actúa sin puntos fijos en IRm , 

mejorando así un resultado previo de Clapp [19] . 
Para mantener la unidad en la exposición no incluimos en esta tesis los resultados 

de [20] en toda su generalidad, es decir, para simetrías arbitrarias. Consideramos sólo 
el caso clásico donde el grupo es Z/2, pero extendemos los resultados de [20] al caso no 
autónomo. 

1.2.3 Sistemas elípticos fuertemente indefinidos 

Consideraremos sistemas elípticos de la forma 

(1tg) 
{ 

-óu = Hu(x, u, v) 
Óv = Hv(x, u, v) 

u = O, v = O 

enn 
enn 
enan 

donde n es un dominio acotado y suave en IRN , N ~ 3, Y H E el (n x 1R2, JR). A este 
tipo de sistemas se les suele llamar sistemas elípticos no cooperativos. Más exactamente, 
consideraremos sistemas elípticos no cooperativos de la forma 

{ 

-óu = lulp
-

2 
U + fu(X , u, v) en n 

(1t) óv = IvIQ
-

2 
V + fv(x , u , v) en n 

u = O, v = O en an 
donde n es un dominio acotado y suave en IRN

, N ~ 3, Y f E el (n x JR2 , JR). Obsérvese 
que H(x , u, v) = ~ lulP + ~ IvlQ + f(x, u, v). 
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Nos interesa especialmente el caso en que la función f no es simétrica, y el sistema 
es subcrítico en u y supercrítico en v, es decir, p E (2,2*) , q E [2* ,00), donde 2* = ~ 
es el exponente crítico de Sobolev, y f es un término no simétrico de orden menor. 
Probaremos el siguiente teorema: 

Teorema 1.12 Si p E (2, 2::~i), q E [P,oo), y f E el(n x 1l~.2 , IR) satisface 

If., (x, u , v)1 s: do(lu!'l'P-1 + Ivl<7- 1 + 1) 
If v(X, u, v)1 s: do(lul1'p-1 + Ivl1'q-1 + 1) 

(1.6) 

para toda (x, u, v ) E n x 1R2
, y constantes do > O, O s: a - 1 s: ; (¡p - 1), Y 

1 < 'V < min {(1 - ..l.) N ...!L (2"-1)} entonces el sistema (H) tiene una infinidad P - I P 2" , q- l 2" 

de soluciones. 

A diferencia de nuestros resultados para sistemas gradientes, este resultado requiere 
del Teorema 1.10 en toda su fuerza: El funcional asociado a este sistema es un fun
cional de clase el definido en un espacio de Banach (pero no de Hilbert) , yes además 
fuertemente indefinido. 

Si, adicionalmente, f es par (es decir, si f(x, u , v) = f(x, -u, -v)) de Figueiredo y 
Ding [28] probaron que el Teorema 1.12 es válido bajo condiciones de crecimiento más 
débiles sobre f. Nuestras condiciones se derivan básicamente de consideraciones que 
involucran al índice de Morse, análogamente a lo que ocurre en el caso de Bahri-Lions 
(Teorema 1.7) y Tanaka [49]. En particular, si f( x, u ,v) = g(x)u y P E (2, 2::~i) , 
el teorema anterior asegura la existencia de una infinidad de soluciones del problema 
elíptico perturbado 

u = O en 8n, 

que es justamente el resultado de Bahri-Lions (Teorema 1.7). 
Para demostrar este teorema usaremos, como mencionamos antes, nuestro resultado 

abstracto. Un punto fundamental para ver que el funcional asociado al sistema (H) 
satisface las hipótesis del Teorema 1.10 consiste en un análisis cuidadoso de los conjuntos 
de subnivel de las aproximaciones del funcional simétrico asociado. La descripción 
que daremos aquí nos permitirá además obtener estimaciones para la energía de las 
soluciones de (H) , análogas a las dadas por Bahri-Lions en el caso de una sóla ecuación 
simétrica [6] y recientemente extendidas por Castro y Clapp al caso de una sóla ecuación 
perturbada [15]. 
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1.3 Organización de la tesis 

La tesis está organizada de la siguiente manera: 
En el Capítulo 2 demostramos nuestro resultado abstracto aplicable tanto para 

funcionales sernidefinidos como fuertemente indefinidos con perturbación de simetrías, 
es decir, el Teorema 1.10. 

En el Capítulo 3 aplicamos nuestro resultado abstracto para establecer la existencia 
de una infinidad de soluciones de sistemas elípticos de tipo gradiente. Probamos el 
Teorema 1.11 y los resultados anunciados en la sección 1.2.2. 

En el Capítulo 4 aplicamos nuestro resultado abstracto para establecer la existen
cia de una infinidad de soluciones de sistemas elípticos no cooperativos fuertemente 
indefinidos y probamos una versión más general del Teorema 1.12 citado arriba y las 
estimaciones mencionadas. 

En el Capítulo 5 mencionamos algunos problemas que quedaron pendientes y que 
planeamos desarrollar en un futuro próximo. 

Incluímos un apéndice en el cual damos un bosquejo de la prueba del Lema de 
Deformación, usada en el Capítulo 2 (véase el Lema 2.5) y, finalmente probamos la 
diferenciabilidad de los funcionales que aparecen en nuestras aplicaciones. 
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Capítulo 2 

Puntos críticos de funcionales 
fuertemente indefinidos con 
perturbación de simetrías 

El objetivo de este capítulo es probar el Teorema 1.10, el cual da un criterio para la 
existencia de una infinidad de puntos críticos de funcionales fuertemente indefinidos 
con perturbación de simetrías. Empezaremos recordando las hipótesis de ese resultado. 

2.1 Hipótesis del teorema 

Sea X un espacio de Banach con una descomposición en suma directa 

X = X+ EB X· EB X - . 

. De acuerdo con esta descomposición denotaremos por u = (u+, u*, u-) a los puntos de 
X. 

Sean 

Xi e xi: e ... e X+, X¡ e X; e ... e X*, Xl e Xi c··· e X-

sucesiones de sub espacios de dimensión finita de X+,X' y X-, tal que dimX: = k. 
Para cada k, n ~ 1, definimos 

X n := X+ EB X~ EB X;: Y X; := X: EB X~ EB X;: ; 

y denotamos por :F a la familia de subespacios de X 

:F = {Xn 
: n ~ 1} 

19 



2. PUNTOS CRITICOS DE FUNCIONALES FUERTEMENTE INDEFINIDOS CON PERTURBACiÓN 
20 DE SIMETRíAS 

Consideramos la involución ¿ : X -t X dada por 

( + * - ) ( + * - ) ¿ u ,u ,u = - u ,u ,-u . 

Entonces X* = {u E X : w = u} es el conjunto de puntos fijos de L 

D efinición 2.1 Diremos que un subespacio V de X es ¿-invariante si w E V para 
toda u E V. Diremos que una función a : V -t W entre dos subespacios ¿-invariantes es 
¿-equivariante si a(w) = ¿a(u) para toda u E V, Y que es ¿-invariante si a(w) = a(u) 
para toda u E V. 

Sea <I> : X x [O ,lJ -t lR un funcional de clase el, y sea <I>n : xn x [O, lJ -t lR su 
restricción a xn x [O, 1J . Pensamos a <I> y <I>n como trayectorias de funcionales 

<I>t X -t lR, <I>t(u) = <I>(u,t) , ° ~ t ~ 1, 

<I>~ X n 
-t lR, <I>~(u) = <I>n(u, t) , ° ~ t ~ 1, n ~ 1, 

y denotamos por 

<I>~(u) := :u <I>(u, t), 

a sus derivadas (respecto a u) . Supondremos que <I> tiene las siguientes propiedades: 

(Hl) <I> satisface la condición (PS*) para trayectorias con respecto a F, es decir, toda 
sucesión (Uk , tk) en X x [O,lJ tal que 

tiene una subsucesión que converge a un punto crítico de <I>t en X . 

(H2) Para cada n E N suficientemente grande, y b E lR existe una constante e = 
e(n, b) tal que 

I! <I>(u, t)1 ~ e(II(<I>~)' (u)lbn)' + l)(lIull + 1) 

(H3) Existen dos funciones continuas el ,e2 : [O,lJ x lR -t lR, el ~ ()2 , las cuales son 
Lipschitz continuas en la segunda variable, tales que 

si <I>~(u) = O. 
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(H4) Para cada subespacio de dimensión finita W de X y a E IR existe R > O tal que 
1?t(w) ::; a para todas t E [O,lJ Y w E W con Ilwll ~ R. 

(H5) 1?o(w) = 1?o(u) para toda u E X, Y existe M ~ O tal que 1?t(u*) ::; M para cada 
t E [O, 1]' u* E X*. 

(H6) sup{ 1?o(u) : u E Xi; EB X O EB X - } =: Mk < 00 para toda k ~ 1. 

(H7) Para cada k ~ 1 existen nk ~ 1 Y una función €k : IR -+ IR no decreciente 
que cumple lo siguiente: Para toda n ~ nk, toda función continua ~-equivariante 
u : XI: -+ xn y toda R > O tales que u(u) = u si lIull > R, existen una función 
continua ~-equivariante íi : XI:+1 -+ xn y una Ji > R tales que íi(u) = u(u) para 

u E XI:, íi(u) = u para Ilull > Ji, y 

sup1?o(íi(X;+l)) ::; €k(sup1?O(u(X;))). 

El objetivo de este capítulo es demostrar el siguiente resultado, enunciado en la 
introducción: 
Teorema 1.10. Supongarrws que 1? satisface (Hl)-(H7). Entonces existe una suce-
sión (Ck) de números reales tales que, si la sucesión 

no está acotada, entonces 1?1 tiene una sucesión no acotada de valores críticos. 
A continuación definiremos los valores Ck involucrados en este teorema. 

2.2 Definición de Ck Y propiedad de enlace 

Definición 2.2 Para cada n E N definimos 

Ck:= inf sup 1?o(u(u)) 
aErk uEXI: 

(2.1) 

donde r k es el conjunto de las funciones continuas u E CO (XI:, xn) que cumplen las 
siguientes tres propiedades: 
(i) u es ~-equivariante, es decir, u(~(u)) = ~(u(u)) pam cada u E XI:, 
(ii) Existe R > O tal que u(u) = u si Ilull > R. 
(iii) u(u) = u para toda u E X~. 
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Una consecuencia importante de la definición de c~ es la siguiente propiedad de 
enlace. 

Proposición 2.3 Sea e E X:+ 1 \ X: y sea 

íJ: {v+se E Xí:+l: v E Xí:, s E [O,oo)} -> X n 

una función continua con las siguientes propiedades: 
i) íJ I Xi: es ¿-equivariante. 
ii) Existe R > O tal que íJ(u) = u si lIull > R. 
iii) íJ(v) = v para toda v E X~ . 

Entonces existe un punto (vo , so) E Xi: x [0, 00) tal que 

q>o(íJ(vo + soe» ?: C~+I · 

Demostración: Consideremos la extensión :J : Xi:+ 1 -> xn de íJ definida como 
sigue: 

:J(v + se) := ¿íJ(w - se) si (v, s) E Xí: x (-00, O] . 

Recordemos que, por hipótesis, dim Xí:+l = dim Xi: + 1. Dado que íJ I Xí: es 

¿-equivariante, :J está bien definida y es continua. Además, por definición, :J es ¿

equivariante y satisface que ;9(u) = u si lIull > R , Y que :J(v) = v para toda v E X~. 
Es decir, :J E rk+l. Por definición de c~+l existe Uo E Xí:+l tal que q>o(:J(uo» ?: c~+l y, 
como <1>0 o ¿ = q>o por la propiedad (H5), también Wo satisface que q>o(:J(wo» ?: C~+I. 
De modo que, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que Uo = Vo + soe con 
(vo , so) E Xí: x [0, 00) . • 

Obsérvese que básicamente lo que dice este resultado es que 

En la sección 3 veremos que esta propiedad de enlace se preserva, en un cierto 
sentido, bajo el flujo gradiente de la familia <l>t . Ello nos permitirá encontrar valores 
críticos para <1>1. 

Dado que la inclusión Xí: ~ xn pertenece a r~, la propiedad (H6) garantiza que 

c~:S sup <l>o(u) :S M k < 00 para toda k, n ?: 1. 
uEX;: 

Notemos además que 

q>0(0) :S c~ :S c~+1 para toda k, n ?: 1 

Los valores Ck que aparecen en el Teorema 1.10 se definen como sigue. 

(2.2) 

(2.3) 
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Definición 2.4 Pam cada k ~ 1 definimos 

Ck:= limsl1p cj; . 
n~CXl 

En vista de (2.2) este límite es finito, y por (2.3) cumple que 

<1>0(0) ~ Ck ~ Ck+l < 00 para toda k ~ 1. 

23 

Sin pérdida de generalidad (tomando una subsucesión si es necesario) podemos 
suponer que 

cuando n --+ oo. 

Supondremos también, de aquí en adelante, que las condiciones (Hl)-(H7) se cumplen 
y que la sucesión (1.5) del Teorema 1.10 

no está acotada. 

2.3 Un lema de deformación 

Una de las condiciones esenciales que permite reducir el estudio de funcionales fuerte
mente indefinidos con perturbación de simetrías al estudio de funcionales semidefinidos 
con perturbación de simetrías es la condición (PS*) para trayectorias con respecto a 
F, que es una extensión de la condición (PS*) introducida por Bahri y Berestycki [5] 
y Li y Liu [38], y que juega también un papel importante en el teorema de Bartsch y 
Clapp enunciado en la introducción (Teorema 1.4). 

La propiedad (Hl) implica, en particular, que cada <l>t : X --+ IR satisface la condi
ción (PS*) con respecto a F , es decir, que toda sucesión (Uk , t) en X x [0,1] tal que 

Uk E X n
., nk --+ 00, <l>t(Uk) --+ e, ,,(<I>~')'(Uk)" --+ O, 

tiene una subsucesión que converge a un punto crítico de <l>t en X . 
Esta propiedad es suficiente para demostrar el siguiente lema de deformación. De

notamos por 

a los conjuntos de subnivel de <l>t. El siguiente Lema de Deformación fue demostrado 
por Bartsch y Clapp [7] 
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Lema 2.5 (de deformación) 
a) Para toda t E [O, IJ Y toda c E IR, Kc = {u E X : <I>t(u) = c, <I>~(u) = O} es 

compacto. 
b) Si <I>t no tiene ningún valor crítico en el intervalo [a , bJ entonces existen no E N, 

Y una sucesión de homotopías Hn : X n x [O , lJ ---> X n, n :::: no , tales que 

b.l) 
b.2) 
b.3) 

Hn (u,O) = u 
Hn (u, s) = u 
Hn (u , 1) E <I>fa n xn 

VuE X n 

Vu E <I>fa n X", O::; s ::; 1, 
Vu E <I>? n xn 

Si t = ° entonces Hn satisface además 

Demostración: a) Como <I>t satisface la condición (PS*) con respecto a F , toda 
sucesión (un) en Kc tiene una subsucesión que converge a un punto crítico u de <I>t. Por 
la continuidad de <I>t se cumple que u E Kc. 

b) Si <I>t no tiene ningún valor crítico en [a, bJ entonces existe no E N tal que, para 
toda n :::: no , <I>~ = <I>t Ixn no tiene ningún valor crítico en [a, bJ. De lo contrario, existiría 
una sucesión 

Como <I>t satisface la condición (PS*) con respecto a F la sucesión (Uk) contendría una 
subsucesión convergente a un punto crítico de <I>t con valor crítico en [a, bJ contradiciendo 
nuestra hipótesis. El lema clásico de deformación de Palais para funcionales en espacios 
de Banach (véase Apéndice A) asegura la existencia de las homotopías deseadas. 
Si t = ° entonces, por la hipótesis (H5), <I>o es ¿-invariante y su flujo gradiente negativo 
se puede tomar ¿-equivariante. Por tanto, las homotopías satisfacen 

Hn (w, s) = ¿Hn (u, s) Vu E X n, O::; S ::; 1, 

como se afirma. _ 

Nótese que el lema no afirma que las homotopías de los incisos b) y c) deban ser 
compatibles entre sí, es decir, no afirma que Hn sea la restricción de Hn+l . Una conse
cuencia de este lema, que no usaremos en la demostración del Teorema 1.10 pero que 
vale la pena señalar, es la siguiente. 

Corolario 2.6 Si Ck > M (con M como en (H5)) entonces Ck es un valor crítico de 
<I>o· 
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Demostración: Supongamos que Ck es un valor regular de cI>o. La condición (PS') 
con respecto a F asegura la existencia de E > O tal Que cI>o no tiene valores críticos 
en [Ck - 2E, Ck + 2E] . Podemos suponer que Ck - 2E > M. Para a = Ck - 2E Y b = 
Ck + 2E, escogemos no y Hn como en el lema anterior. Suponemos además que c~ E 

[Ck - E, Ck + E] para toda n ~ no. Sea O" E r~ tal que SUP"EB~ cI>o(O"(u)) ~ c~ + E, Y sea 
u(u) = Hn(O"(u) , 1). Como Hn( . , 1) es ¿-equivariante, u E r~ . Perosup"EB~ cI>o(u(u)) ~ 
Ck - 2E ~ c~ - E contradiciendo la definición de c~ . • 

En la demostración anterior jugó un papel esencial el hecho de que Hn( . ,t) es 
¿-equivariante. Una homotopía tal existe porque cI>o es ¿-invariante. Dado que cI>1 no es 
¿-invariante no se puede aplicar a ella un argumento semejante. Veremos a continuación 
que las hipótesis del Teorema 1.10 garantizan que la propiedad de enlace de los valores 
c~ de cI>o (Proposición 2.3) se preserva a lo largo del flujo gradiente negativo de la familia 
cI>t· Es decir, la topología de la gráfica de cI>t no cambia de manera esencial. Esto nos 
permitirá probar que cI>1 tiene una infinidad de valores críticos. 

2.4 Preservación de enlaces 

De las propiedades (Hl) y (H3) se obtiene el siguiente resultado. 

Lema 2.7 Para cada b, 8 > O existen no E N Y P > O tales que 

a 
81(t, cI>t(u)) - 8 < 8t cI>(u, t) < 82(t, cI>t(U)) + 8 

para toda (u, t) E X n x [0,1] con n ~ no, lcI>t(u)1 < b Y 1I(<I>~)'(u)1I < p. 

Demostración: Argumentando por contradicción, supongamos que existen b, 8 > 0, 
y (Uk , tk) E X n• x [0, 1] tales que 

nk--+OO, tk--+t, lcI>t.(Uk)l<b, y 11(cI>~)/(Uk)II--+O 

cuando k --+ 00, y que además cumplen 

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que (Uk, tk) satisface la primera desigual
dad 
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Por (Hl) existe una subsucesión de (Uk) que converge a un punto crítico u de <I>t. 
Entonces, por continuidad, 

contradiciendo (H3). • 

Fijemos b > O. Para el ye2 como en (H3) consideremos los flujos (1 ' (2: [0 , 1] x IR-> 
IR definidos por 

y 

{ 
(2(0, s) = s 
-Bt(2(t, s) = e2(t, (2(t, s)) + b . 

Nótese que (1 y (2 son continuas, que (1 ::; (2, y que (1 (t, . ) y (2(t, . ) son no
decrecientes en la segunda variable. 

Adaptando el método de Bolle [13] usaremos el flujo gradiente de la familia de 
funcionales <I>t para definir deformaciones que preserven los conjuntos de subnivel y 
supernivel de la familia, en el siguiente sentido: 

Proposición 2.8 Para cada par de números reales dI ::; d2 existe no E N y, para cada 
n:2: no y cada 1/ = 1,2, existe una homotopía r¡~ : X" x [0,1] --> xn con las siguientes 
propiedades: 

i) r¡~(u,O) = u para cada u E X n. 
ii) r¡~(u, t) = u si <I>t(u)::; min (y(t, dI) - 1 6 <I>t(u):2: max(y(t, d2) + l. 

O<t<l O<t< l 

iii) r¡~(., t) : X n -+ X n es un h;;meomorfismo para cada tE -[o, 1]. 
iv) Si c E [d¡, d2] y <I>o(u) :2: c entonces <I>t(r¡í'(u, t)) :2: (l(t, c) para cada t E [0,1]. 
v) Si c E [dI> d2 ] Y <I>o(u) ::; c entonces <I>t(r¡2(U, t)) ::; (2(t, c) para cada t E [0, 1]. 

Demostraci6n: Extenderemos el argumento de Bolle [13, Proof of Theorem 3] 
a espacios de Banach y funcionales de clase el como sigue. Sea Mn = {(u, t) E 

X n x [0, 1] : (<I>7)'(u) i= O} Y sea W n : Mn -+ X n un campo vectorial pseudogradiente 
para la aplicación (u, t) ....... (<I>7)'(u), esto es, W n es localmente Lipschitz y satisface 

IIWn(u, t)1I ::; 2 11 (<I>7)'(u) 11 y (<I>~)'(u) (Wn(u, t)) :2: 1I(<I>~),(u)11 2 (2.4) 

para cada (u,t) E Mn. Dicho campo existe (véase Apéndice A). Sea ay = min{(y(t,d¡): 
O::; t::; 1} Y /3y = max{C(t,d2 ): O::; t::; 1}. Parab = max{layl,l/3vl: 1/ = 1,2} 
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y la 15 que fijamos arriba, escojamos no E N Y P > O como en el Lema 2.7. Sean 
A",Jl E COO(IR,[0, 1]) tales que A" == O en (-00,0'" --: 4] U LB" + 4,00) y A" == 1 en 
[0'", ,8,,], Y Jl == O en [- ~,~] y Jl == 1 en (-00, -p] U [p , 00) . 

Fijemos n ~ no y consideremos los campos vectoriales V"n : X n 
X [0,1] --+ X" dados 

por 

V¡"( u, t) = 4 (( ~ 1» - ( u, t) + 1 + Bi(t, (1 (t, C)) ) '\1 (1)t( u) )Jl(IIWn( u, t) 11) W
n
( u, t) 2 

ut IIWn(u,t)jj 

V2
n(u, t) = -4 (( ~ 1»+(u, t) + 1 + B2(t, (2(t, C)) ) A2(1)t(U))Jl(IIWn(u , t)jD Wn(u, t) 2 

ut jjWn(u, t)1I 

si (u, t) E Mn, y por V"n = O en caso contrario; donde h± := max{±h, O} ~ O. Obsérvese 
que V"n(u,t) = O si 1>t(u) ti. [0'" - 4,,8,, + 4] ó IIWn(u,t)1I :S ~ . Por otro lado, si 
1>t(u) E [0'" - 4, ,8,, + 4] y IIWn(u,t)1I ~ ~ entonces las condiciones (H2) y (2.4) 
implican que 

jjVn(u t)jj < 4(1(1t1»(u, t)1 + 1 + jB,,(t,(,,(t,c)) j) 
" , - IIWn(u, t)1I 

< Cl(jj(1>~)'(u)jj + 1)(lIull + 1) 
- IIWn(u, t)1I 

( 
jj(1)~),(u)1I 1) 

= Cl jjWn(u, t)jj + jjWn(u, t)1I (lIull + 1) 

:S Cl (1 + ~) (lIull + 1) :S C2 (lIujj + 1) 

para algunas constantes positivas C l y C2 . Esto, y el hecho de que V"n es localmente 
Lipschitz (véase [33]) implican la existencia de un flujo global1/~ : xn x [0,1] --+ xn 
dado por 

{ 
7]~(u,O) = u 
1t1/~(u, t) = V"n(1/~(u, t) , t) . 

(véase [46], Capítulo 4) . Las propiedades i)-iii) son inmediatas. Probemos iv): Sea 
u E X n tal que <l>o(u) ~ c con e E [d!, d2]. Sea f(t) := 1>t(1/~(u, t)). Dado que f(O) = 
1>o(u) ~ c = (1 (O, c) es suficiente mostrar que 

f(t) = (l(t,C) ==} f'(t) > %t(l(t,C) = Bl(t'(l(t, C)) - 15. (2.5) 

Así, supongamos que f(t) = (l(t,C). Entonces Al(f(t)) = 1 debido a que O':S (l(t,C):S 
,8. Así, tomando 
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obtenemos que 

j'(t) = (<I>~)'(1]~(U, t)) (vt(1]~(U, t) , t)) + :t <1>(1];' (U , t) , t) 

= 4cp(t)fl(lIwn(1]n(U t) t)lI) (<I>~)'(1]f(U , t)) (wn(1]f(U, t) , t)) + ~<I>(1]n(U t) t) 
1 , , Ilwn(1]f(u,t) ,t)1I 2 at ¡ " 

a 
2: cp(t)fl(lIwn(1]~(u, t) , t)lI) + at <I>(1]~(u , t) , t) . 

Si IIwn(1]f(u , t) , t)1I < p entonces 11(<I>~)'(1]f(u , t))ll < p y, por el Lema 2.7, 

j' (t) 2: ! <1> ( 1]~ ( u, t) , t) > 01 ( t , (1 (t , c)) - ó. 

Si IIwn(1]f(u , t), t)1I 2: p entonces fl(lIwn(1]f(u , t), t)ID = 1, y así 

j'(t) 2: cp(t) + :t<l>(1]~(u, t) , t) 2: 01(t'(I(t, C)) > 01(t ,(¡(t ,c)) - ó. 

Esto prueba (2.5) . Por lo tanto, r¡f satisface iv). De manera totalmente análoga se 
prueba que 1]~ satisface v). • 

Definición 2.9 Dado un subconjunto A de X n, definimos fk(A) como el conjunto 
de todas las funciones continuas r E CO (Xn, X n) tales que: 
(i) r(u) = u para toda u E A 
(ii) Existe R > O tal que r(u) = u si u E Xk+¡ y lIull 2: R. 

Sea M 2: O como en (H5) , y sean f.k y nk como en (H7). Probaremos a continuación 
una propiedad de enlace para <1>1. 

Proposición 2.10 Para cada k E N tal que 

(2.6) 

existen 0 < ék < 1 Y mk 2: nk y, para cada n 2: mk, existen dos subconjuntos Ak e Bí: 
de xn con las siguientes propiedades: 

a) sup <1>1 (Ak) :S: (2(1, Ck + ék) < (¡ (1, Ck+l - ék). 
b) sup <1>1 (Bí:) :S: (2(1 , f.k(Ck + ék)). 
C) infrHk(Ak)Sup<l>¡(r(Bí:)) 2: (1(I , Ck+l-éd· 
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D emostración: Fijemos O < ck < 1 tal que 

(2.7) 

Esto es posible por (2.6) y por la continuidad de (1' (2' Por definición de Ck Y Ck+l 

existe mk ~ nk tal que, para cada n ~ mk, 

Tomando mk suficientemente grande, por la Proposición 2.8, podemos suponer además 
que existen homotopías 7J~ : x n x [0,1] -+ X n que satisfacen las propiedades i)-v) de la 
Proposición 2.8 con dI = d2 = Ck+l - Ck si v = 1, Y con dI = Ck + Ck Y d2 = fk(Ck + ck) 
si v = 2. En particular, estas homotopías cumplen que 

<Pt(7J~(u,t)) ~ (l(t,Ck+l-ck) si <Po(u) ~ Ck+l-Ck (2.8) 

<Pt(7J~(u, t)) :::; (2(t, c) si <Po (u) :::; C y cE [Ck + ck, fk(Ck + ck)] (2.9) 

para toda t E [0,1] . Fijemos n ~ mk Y tomemos (7 E r;: tal que 

es decir, 

Por (2.9) con c = ck + ck se tiene que 

(7J~M(7(X;:)) e x n n <p¡'2(t,Ck+Ek), 

y por (2.8) se tiene que 

Estas desigualdades, junto con (2.7), implican que 

donde (<PÜ»Ck+l-Ek := {u E X n 
: <Po(u) > Ck+l - ck} . 

Por la propiedad (H7) (7 tiene una extensión (j E r;:+l tal que 

sup <Po «(j(X;:+l)) :::; f k (sup <Po «(7 (X;:))) 
:::; fk(Ck + ck). 

(2.10) 

(2.12) 
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pues €k es no decreciente. Tomemos e E X:+¡ \ X: y definamos 

A~ := {(1];)¡(O"(u» : u E Xn , y 

Bí: := {(r¡;)¡(a(u + te» : u E Xí:, t ~ O}. 

Claramente se tiene que A~ e Bi: e xn. Veamos que estos conjuntos satisfacen las 
propiedades a), b) y c): 
a) Por (2.9) y (2.6) se tiene que 

sup <I>¡ (A~) = sup <1>1 ((r¡;)¡ (O" (Xí:) » 
:S (2(1,ck + ék) < (l(l,Ck+l - ék). 

b) Por (2.12) y (2.9) con C = €k(Ck + ék) se tiene 

sup<l>I(Bí:) = SUp{<I>1 ((1];)¡ (a (u + te») : u E Xí:, t ~ O} 

:S (2(1,€k(ck + ék». 

c) Basta probar que para cada T E r(A~) existe Wo E Bi: tal que 

<I>¡(T(WO)) ~ (¡(l,ck+l -ék). (2.13) 

Sea TE rl:(Al:), es decir, T : xn -t xn es continua y T(U) = u para toda u E Al: Y 
para toda u E XM.l con Ilull suficientemente grande. Consideremos la función 

{} : {u + te : u E Xi:, t E [O,oo)} -t X n 

definida como sigue: 

{}(u + te) = { (r¡f)2"/ o (r¡2ht o O"(~ si O:S t :S 1/2 
(1]f)l¡ o T o (1]2h o O"(u + (2t - l)e) si 1/2 :S t :S 1 

Como T( u) = u para toda u E Al:, esta función está bien definida y es continua. Además 
cumple que {}(u) = O"(u) para cada u E Xi:, en particular, {} I Xi: es ¿-invariante y 
{}(u) = u para cada u E X~. Por definición de a y la propiedad (H4), existe R > O tal 
que, si u E Xi:+l y lIull ~ R, entonces a(u) = u y <l>t(u) :S M para toda t E [0,1]. Por 
la propiedad (H5) Y nuestras hipótesis se tiene que 

M + 1 :S min { min (2(t, Ck + ék), min (¡ (t, Ck+l - ék)} , 
O~t~¡ O~t~¡ 

y así, la Proposición 2.8 nos asegura que (r¡~Mu) = u si u E Xi:+l y Ilull ~ R . 
Por tanto, {} satisface las hipótesis del Lema 2.3 y, en consecuencia, existe un punto 
(ua, to) E Xi: x [O, (0) tal que 

(2.14) 
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Si to :::; 1/2 entonces (r¡fhto('!9(uo + toe)) = (1J2'hto(a(uo)), contradiciendo (2.11). Por 
lo tanto to > 1/2 y (1Jf h ('!9( Uo + toe)) = 7 [( 1J2' h (O:( Uo +. (2to - l)e) 1 . Las desigualdades 
(2.8) y (2.14) implican que 

1>¡(7 [(1J~h(O:(Uo + (2to - l)e)]) = 1>¡«1J~h('!9(Uo + toe))) 2': (¡(I,ck+! - ck) 

y, como Wo := (r¡2'h(O:(Uo + (2to - l)e) E B'k, se cumple (2.13). Esto prueba e) . • 

2.5 Propiedades de enlace y valores críticos. 

La proposición anterior garantiza que los conjuntos Aí:, B'k tienen la siguiente propiedad 
de enlace respecto del funcional1>f: 

7(B'k) n (1)~f'l(¡,Ck+l-Ek) '" 0 para toda 7 E rk(Ak), 

donde (1)í'V'1(¡,Ck+1-Ek) := {u E Xn: 1>í'(u) > (¡(I,ck+! - ck)}. Esta propiedad, junto 
con la condición de Palais-Smale (Hl) garantiza que se cumple lo siguiente. 

Proposición 2.11 Sea k tal que existen O < Ck < 1, mk 2': 1 y, para cada n 2': mk, 
dos subconjuntos Aí: e B'k de xn que satisfacen las propiedades a)-c) de la Proposici6n 
2.10. Definimos 

y 

Ck := lim supCk· 
n ...... oo 

Entonces Ck es un valor eritico de 1>1 : X -+ X tal que 

Demostraci6n: Como nuestros datos satisfacen las condiciones de la Proposición 
2.10, se cumple 

para toda n suficientemente grande, ya que la identidad de x n pertenece a rí:(Aí:) . 
Así, dado que ek es no decreciente, pasando al límite obtenemos 
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Supongamos que Ck es un valor regular. Entonces, por la condición de Palais-Smale 
(Hl), existe e> O tal que <1>1 no tiene valores críticos en [Ck - 2e, Ck + 2e]. Escogemrn; 
e de modo que 

(2.15) 

Por el Lema de Deformación 2.5 existe ko ~ ffik Y para cada n ~ ko existe una función 
continua Hn : X n x [0,1] -+ X n tal que 

b.l) 
b.2) 
b.3) 

Hn(u,O) =u 
Hn(u,s) = u 
Hn (u, 1) E <l>fCk-2c n xn 

\fuEXn 

\fu E <l>fCk-
2c n X n , O::; S ::; 1, 

\fu E <l>fCk+2c n X n . 

Podemos suponer que ~ E [Ck - e, Ck + e] para toda n ~ ka. Sea 7 E rk(Ak) tal que 

sup <1>1(7 (u» ::; ~ + e::; Ck + 2e, 
uEBr 

y sea 7(U) = Hn (7 (U) , 1). Si probamos que 7 E rk(Ak) entonces, por la desigualdad 
anterior y la condición b.3), tendríamos que 

sup <1>1(7 (u» ::; Ck - 2e < C;, 
uEB~ 

lo cual contradice la definición de ~, y así habríamos probado que Ck es un valor crítico 
de <1>1. De modo que basta probar que 7 E rk(Ak). 
(i) Como nuestros datos satisfacen la condición a) de la Proposición 2.10, la desigualdad 
(2.15) garantiza que 

y así, por b.2), si u E Ak entonces 7 (u) = Hn (7 (u), 1) = Hn (u, 1) = u . 
(ii) Por la propiedad (H4) existe R > O tal que si u E Xk+l y Ilull ~ R , entonces 
<I>¡(u) ::; (2(1, Ck+ek). Tomando R suficientemente grande podemos suponer que 7(U) = 
u para toda u E Xk+i tal que lIull ~ R. Así, aplicando de nuevo b.2), tenemos que 
7 (u) = Hn (7 (u), 1) = Hn (u, 1) = u si u E Xk+l y Ilull ~ R. 
Esto demuestra que 7 E rk(Ak). • 

Para demostrar el Teorema 1.10 deberemos pues probar que las hipótesis de la 
Proposición 2.10 se cumplen para una infinidad de k's. Notemos primero que si la 
sucesión (1.5) no es acotada tampoco lo son las siguientes sucesiones. 



2.5. PROPIEDADES DE ENLACE Y VALORES CRíTICOS. 33 

Lema 2.12 Las sucesiones 

y 

no están acotadas superiormente. 

Demostración: Por definición de los flujos (v y por el Teorema 4.1.5 de [46] se 
tiene, para cada t E [0,1], 

ICv(t, s) - si ~ ek_t 1t 

IOv(~, s) + (-lt 61 di, 

~ Av (max IOv(t, s)1 + 6) 
09:9 

donde kv es la constante de Lipschitz para Ov y Av = é-. Es decir, si Bv(s) .
max IOAt , s)1 tenemos 
O:,;t:9 

Is - (v(t, s)1 ~ A (Bv(s) + 6) , Vt E [0,1] 

para v = 1,2 Y A = max{Al,A2} > O. Tomando s = Ck+l para v = 1, Y s = Ck para 
v = 2 Y usando la desigualdad del triángulo se tiene 

o ~ Ck+l - Ck = (Ck+l - (1 (t, Ck+l)) + ((1 (t, Ck+l) - (2(t, Ck)) + ((2(t, Ck) - Ck) 

~ (1 (t, Ck+l) - (2(t, Ck) + A (Bl(Ck+l) + B2(Ck) + 26) , 

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que 26 < 1, de modo que 

O 
Ck+l - Ck (l(t,Ck+¡) - (2(t,Ck) A 

< < + , 
- Ol(Ck+l) +02(Ck) + 1 - Ol(Ck+l)+02(Ck)+1 

y dado que la sucesión (1.5) es no acotada, se sigue que 

es no acotada superiormente. Y, como (1 ~ (2 ' la sucesión 

tampoco está acotada superiormente. _ 
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Demostración del Teorema 1.10.: Por el lema anterior, tomando una sub-
sucesión si es necesario, podemos suponer que 

Entonces existen Ak, Bí: subconjuntos de xn que satisfacen las propiedades a)-c) de la 
Proposición 2.10 para toda n ~ mk. Por la Proposición 2.11 los valores Ck son valores 
críticos de 4>1 : X -+ X Y satisfacen 

Por el lema anterior, Ck+l -+ 00 cuando k -+ oo. • 

2.6 Conclusiones y comentarios 

2.6.1 El caso semidefinido 

Si dim(X· El7 X-) < 00 entonces las propiedades (H6) y (H7) son consecuencia de la 
propiedad (H4). 

En efecto, la propiedad (H4) garantiza que 4>o(u) ::; O para toda u E X: El7X· El7X
tal que lIull ~ R y, como la bola de radio R en X: El7 X· El7 X- es compacta, 4>0 está 
acotada superiormente en X: El7 X· El7 X -. Es decir, se cumple (H6). 

En cuanto a (H7) , si a: X:El7X·El7X- -+ X es una función continua ¿-equivariante 
tal que a(u) = u si lIull > R, entonces, por el Teorema de Extensión de Tietze, existe 
una función continua ¿-equivariante a : X:+l El7 X· El7 X- -+ X tal que a(u) = a(u) si 
u E X: El7X· El7X-, y a(u) = u para lIull > R. Definimos Ek como la función constante 
con valor 

Como antes, este supremo es finito por la propiedad (H4). 
Si dim(X· El7 X-) < 00, las propiedades (Hl)-(H5) coinciden con las dadas por 

Bolle, Ghoussoub y Tehrani [14] . Sin embargo, aún en este caso, nuestro resultado 
extiende al suyo (véase el Teorema 1.9) en dos sentidos: En primer lugar, nuestro 
resultado es válido para espacios de Banach y funcionales de clase el (y no sólo para 
espacios de Hilbert y funcionales de clase e2

). En segundo lugar, nuestro resultado no 
requiere que el conjunto de puntos fijos sea X· = {O}. 
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2.6.2 El caso fuertemente indefinido 

La ventaja esencial de nuestro resultado respecto del Teorema 1.9 es que no requiere 
que dim(X' EB X-) sea finita, pues esto permite aplicarlo a funcionales <l>t fuertemente 
indefinidos . Este requerimiento juega un papel esencial para que la sucesión (1.3) no 
sea necesariamente acotada. 

En efecto, consideremos por simplicidad el caso en el que X· = {O} Y 

<l>o(u) :S O para toda u E {u E X: EB X- : Ilull ~ R} U {O} x X- o 

Entonces se cumple lo siguiente. 

Lema 2.13 Si dim(X-) = 00 entonces existe una Jwmotopía W : SR(X: EB X-) x 
[0,1] --+ SR(X: EB X-) tal que w(u, O) = u, w(u, 1) E SRX-, y w( -u, t) = -w(u, t) . 

Demostraci6n: Por simplicidad, denotemos 

y a los hemisferios de Sk por E: y E¡;, de modo que 

Sk = E: UE¡; y Sk-l = E: nE¡; . 

Demostremos la afirmación por inducción. Si k = O la homotopía W : So x [O, 1) --+ So, 
w(u, t) = u cumple las condiciones del enunciado. Supongamos que existe W : Sk-l x 
[0,1] --+ Sk-l que cumple dichas condiciones. Como dim(X-) = 00, las esferas Sk, 
k = 0, 1, ... , son contraíbles. Por tanto, la función Wl = w( . ,1) : Sk-l --+ So tiene una 
extensión 

~l : E: --+ So· 

Consideremos la función 

dada por 

- 8 ( + ) W : Ek x {0,1} U (Sk-l X [0,1)) --+ Sk 

~8(U, t) = { ~l(U) 
w(u, t) 

si t = O 
si t = 1 
si u E Sk-l 

Como Sk es contraíble, esta función tiene una extensión 
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Definimos Ii/ : Sk X [O, IJ -+ Sk como sigue: 

Ii/( u, t) = { 1i/~0: ' t) si u E Bt 
-W (-u,t) si u E B; 

Esta homotopía cumple las condiciones del enunciado. _ 

Supongamos pues que dim(X-) = 00 y escojamos W como en el lema anterior. La 
función 

dada por 

{

U si lIull ~ R + 1 

u(u)= ~W(I~",I-lIull+R) si R:5l1ull:5R+l 

~W(I~",I) si O:5l1ull:5R 

es contínua e impar. Por el Teorema de Extensión de Tietze, podemos pensar a esta 
función como la restricción de una función contínua e impar u : X -+ X. Por definición 
de W, esta función cumple que 

u(xt EB X-) e {u E xt EB X- : lIull ~ R} u ({O} x X-). 

Así, nuestra elección de R garantiza que <1>o(u(xtEBX-)) e (-00, OJ y, en consecuencia, 
si definimos Ck como Bolle, Ghoussoub y Tehrani [14], es decir, si 

donde 9 := {u E CO(X,X) : u es impar y u(u) = u si lIull es grande}, entonces 
<1>0 (O) :5 Ck :5 O. De modo que los valores minimax Ck estan acotados, y así, la sucesión 
(1.3) es acotada. 

Las ventajas arriba mencionadas serán utilizadas para probar la existencia de una 
infinidad de soluciones de sistemas elípticos no simétricos fuertemente indefinidos (Teo
rema 4.1). Nótese además que nuestro resultado no requiere que el conjunto de puntos 
fijos X· sea de dimensión finita. 
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2.6.3 El método de Galerkin 

Los valores críticos Ck del funcional simétrico <1>0 se de'finieron como límites de valores 
críticos adecuados de los funcionales pares semi definidos <1>0 : xn -t R, n 2:: 1. Esto 
permite, en las aplicaciones, usar métodos de teoría de Morse para estimar el crecimiento 
de las Ck'S, Y derivar condiciones para que la sucesión (1.5) sea no acotada. En este 
sentido nuetro resultado permite aprovechar la riqueza topológica de las aproximaciones 
semidefinidas para estudiar funcionales fuertemente indefinidos, tal y como ocurre en 
el caso simétrico considerado por Bartsch y Clapp [7J. 

2.6.4 La propiedad (Hl) 
Esta propiedad es la extensión natural a trayectorias de funcionales de la condición 
(PS*), introducida por Bahri y Berestycki [5J y Li y Liu [38], que permite reducir el 
estudio de funcionales fuertemente indefinidos al estudio de funcionales semidefinidos. 

En las aplicaciones, el aspecto crucial para comprobar que esta propiedad se cumple, 
consiste en demostrar que toda sucesión (Uk, tk) tal que 

Uk E X nk
, nk -t 00, tk -t t, <l>t(Uk) -t c, 1I(<I>~k)'(Uk)ll-t O, 

está acotada en X x [O, 1 J. Si esto ocurre, y si <I>~ = A + K donde A es un operador de 
Fredholm y K es completamente continua, entonces <1> satisface (H1) (véase [7]) . 

2.6.5 La propiedad (H7) 

Esta propiedad garantiza que los valores minimax de la restricción del funcional <1>1 
a X;:, proporcionados por la propiedad de enlace, estén acotados uniformemente con 
respecto a n, lo cual, como vimos en la sección anterior, permite usar la condición (H1) 
para obtener valores críticos de <1>1. 

Nótese que toda función (J' E CO(X;:, xn) ¿-equivariante tal que (J'(u) = u para 
IlulI suficientemente grande tiene una extensión a E CO(X;:+l' xn) ¿-equivariante tal 
que a(u) = u para lIull suficientemente grande. La afirmación esencial en la propiedad 
(H7) es que 

sup <l>o(a(X;:+l)) :S fk(sup <1>0 ( (J'(X;:)) 

para alguna función f k que no depende de n. En nuestra aplicación del Capítulo 4 esta 
función será de hecho también independiente de k. 

Comprobar que la propiedad (H7) se cumple, requiere de un conocimiento bastante 
preciso de la topología de los conjuntos de subnivel del funcional simétrico <1>0 . Re
cientemente Castro y Clapp [15J desarrollaron un método para probar que cierto tipo 
de funcionales cumplen esta propiedad. Usaremos ese método en las aplicaciones del 
Capítulo 4 a sistemas elípticos fuertemente indefinidos. 
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Capítulo 3 

Sistemas elípticos de tipo gradiente 

En este capítulo daremos una aplicación de nuestro teorema abstracto (Teorema 1.10) 
a sistemas de ecuaciones diferenciales parciales, elípticos, no simétricos, de tipo gradi
ente. El funcional asociado a este tipo de sistemas es semidefinido. Los resultados que 
obtenemos aquí extienden resultados recientes de Candela, Salvatore y Squassina a no 
linealidades más generales, y recuperan, como caso particular, otros resultados previos. 

3.1 Sistemas elípticos de tipo gradiente con condi
ción de frontera no homogénea 

Aplicaremos el Teorema 1. 10 para obtener una infinidad de soluciones v = (VI , ... , vm ) : 

n -+ ]Rm del sistema elíptico de tipo gradiente con condición de frontera no homogénea 

(9) {-b.V=V"H(X,v) enn 
V=Uo enan 

donde n es un dominio suave y acotado de ]RN, N ~ 3, Uo E e 2 (an,]Rm), y H E 
el (n x ]Rm,]R) es de la forma 

H(x, u) = F(x, u) + f(x, u) 

F Y f satisfacen las siguientes condiciones: 

(FI ) Existe pE (2,2*) yao > O tal que, para toda (x, u) E n x ]Rm, 

IVuF(x, u)1 ::; ao(luIP
-

1 + 1). 

(F2) Existen Jl > 2 Y R > O tales que (2:~1) (p - 1) ::; Jl Y 

O < JlF(x, u) ::; V uF(x, u) . u si lul ~ R. 

39 
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(F4 ) F(x , -U) = F(x, U) para toda (x, u) E n x ]Rm. 

(f) Existen I E [0,1) Y do> O tales que, para toda (x, u) E n x lRm
, 

If(x , u)1 + IV' .J(x, u) . ul ::; do(lF(x, u)l'Y + 1) 

IV' uf(x, u)1 ::; do(lV' uF(x, uW + 1) 

Observe que integrando por partes la condición (F2) se obtiene 

(F3 ) Existen b¡, b2 > O tales que, para toda (x, u) E n x lRm
, 

F(x, u) ~ b¡ lujl' - b2 · 

Probaremos el siguiente resultado, previamente enunciado en la sección 1.2.2: 

Teorema 3.1 Si se cumplen (F¡), (F2 ), (F4 ) Y (1), entonces el problema (9) tiene una 
infinidad de soluciones si 

{
P-1 } (1 1) 

max ----;;-' I < P - 2* N. 

3.1.1 Formulación variacional 

Sea Uo E C2 01, IRm
) una extensión de la función dada Uo tal que satisface A Uo = O. El 

problema (P) es equivalente a 

(9') { 
-Au = V' uH(x, u + Uo) en n 

u=o enan 
es decir, u es solución de (9') si y sólo si v = u + Uo es solución de (9). 

Si u = (Ul,'" ,um ) es una solución clásica de (9'), es decir, si u E c2(n) y cumple 

{ 
-AU~= V' ~!!(x, u + uo) en n 

u, - O, z - 1, .. . ,m en an 
entonces, multiplicando por 'Pi E cJ(n,IR) ambos lados de cada ecuación, integrando 
sobre n, y usando la identidad de Green obtenemos 

In (-AUi) 'Pi dx = In V'Uí' V''Pi dx - loo ~: 'Pi ds, 

y dado que 'Pi se anula en la frontera de n , obtenemos 

1. 1. aH(x,u+uo) 1 
V'U;' V''Pi dx = a 'Pi dx, para toda 'Pi E Ce (n,lR), 

n n Ui 
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o bien 

1 18H(x,u+Uo) . 1 
'VUi . 'V<Pi dx - 8 <Pi dx = O, para toda <Pi E Ce (O, lR) . 

íl íl Ui 

Por densidad se tiene que 

1 18H(x,u+uo) 1( )' 'VUi ' 'V<Pidx - 8 <Pidx = O, para toda <Pi E Ho O, lR , 2 = 1, .. . , m. 
íl íl Ui 

Swnando estas ecuaciones, se obtiene la siguiente ecuación equivalente 

;: in 'Vu· 'V<p dx - in 'V uH(x, u + Uo) . <P dx = O, para toda <P E HJ(O, IRm
). (3.1) 

A las soluciones de (3.1) se les llama soluciones débiles de (9'). Probaremos la existencia 
de una infinidad de soluciones débiles a las que llamaremos simplemente soluciones. Los 
resultados de regularidad para problemas elípticos garantizan que una solución débil 
es solución clásica si los datos del problema son suficientemente regulares ( véase [48] 
Apéndice B). Veremos a continuación que las soluciones débiles son los puntos críticos 
de un funcional de clase C 1 en un espacio de Hilbert. 

Consideremos el espacio de Sobolev X := HJ(O, IRm
) equipado con el producto 

escalar usual 

(u , v) := 1 ('Vu · 'Vv) dx = t 1 ('Vu; . 'VVi) dx . 
íl ;=1 íl 

A la norma inducida por este producto escalar la denotaremos por 11·11. Denotaremos 
por 1·lr a la norma en Lr(o, IRm), es decir, 

Sea 

H(x , u , t) := F(x , u + tUo) + tf(x, u + Uo). 

De la condición (F1) e integrando obtenemos 

¡F(x, u) - F(x, 0)1 111 :s F(x, su)dSI ~ 11 

I'V uF(x , su) . ul ds 

< dI 11 

(lul P + 1)ds. 



42 3. SISTEMAS ELíPTICOS DE TIPO GRADIENTE 

Así, dado que F(· , O) es continua en n, se tiene 

(3.2) 

De esta desigualdad, junto con (1) , obtenemos 

IH(x, u, t)1 ~ d1(lul P + 1) para toda (x , u, t) E n x IRm x [O,IJ. 

Del Teorema de Encaje de Sobolev, dado que p E (2,2*), se sigue que el funcional 

<I>(u, t) :=! r lV7ul 2 dx - r H(x, u, t)dx 
2 Jn Jn 

está bien definido en X x [0,1]. Denotaremos por <I>t al funcional <I>t(u) := <I>(u, t), y 
por <I>~ a su derivada. 

Proposición 3.2 <I> E C 1 (HJ(n,IRm) x [O, l],lR), Y 

<I>~ (u) v = In V7u · V7v dx - In V7 uH(x, u, t) . v dx . 

En particular, los puntos criticas de <I>1 (es decir, los puntos u tales que <I>~ (u) v = O 
pam toda v E X) son las soluciones (débiles) de (9') . 

Demostmci6n: Véase la Proposición A.6 del apéndice A. • 

Así pues, para probar el Teorema 3.1 basta mostrar que <I> satisface las condiciones 
del Teorema 1.10 con 

X+ := HJ(n, IRm
), X* = X - := {a}, y F = {xn = X : n E N}. 

Recordemos que, dado que dim (X* EB X-) = O < 00, automáticamente se cumplen las 
condiciones (H6) y (H7), véase la Sección 2.6 del Capítulo 2. Probaremos a conti
nuación que <I> cumple las condiciones (HI)-(H5). 

Supondremos en adelante que se cumplen las hipótesis del Teorema 3.1. 

3.1.2 Propiedades (Hl)-(H5) 

Dado que xn = X , la condición (HI) coincide con la condición (PI) de Bolle-Ghoussoub
Tehrani [14] . Para probar (HI) necesitaremos el siguiente lema. 

Lema 3.3 Sean uk E X, tk E [O,IJ tales que <I>dUk) -+ d Y (<I>tk)'(Uk) --+ a cuando 
k -+ oo. Entonces (Uk) es acotada en X . 
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Demostmci6n: Las propiedades (F2 ) y (f) implican 

1 l ' 
2\1uH(x, u, t)· u - H(x , u, t) = 2\1uF(x , u + tUo)' u - F (x , u + tuo) 

+t G \1 uf (x, u + Uo) . u - f (x, u + Uo)) 

1 
= 2\1uF(x, u + tUo) . (u + tUo) - F (x, u + tUo) 

+t (~\1tJ (x, u + Uo) · (u + UO) - f (x, u + Uo)) 

t -2 (\1 uF(x , u + tUo) . Uo + \1 uf (x , u + Uo) . Uo) 

~ (~ - 1)F(x, u + tUo) - c41(¡F(x, u + Uo)I"Y + 1) 

-dI (1\1 uF(x, u + Uo)1 + 1) 
~ dIF(x , u + tUo) - d2 , (3.3) 

donde la última desigualdad se debe a que J-L > P - l . Así, 

~tk(Uk) - ~(~tk)'(Uk)Uk = In (~\1uH(X, Uk , tk)' Uk - H(x, Uk , tk)) 

~ dI In F(x , Uk + tkUo) - d2· 

De esta desigualdad, de las hipótesis del lema, y de (F3 ), se obtiene 

IUkl: :5 d(1 + Ilukll) · 
Por otro lado, se sigue de (f) y (FI ) que 

l\1uf(x,u)1 :5 c41(I\1u F(x ,uW + 1) 
:5 d(lul"y(P-I) + 1). 

Usando una vez más la condición (F¡) obtenemos 

In \1 uH(x, Uk, tk) . Uk = In \1 uF(x, Uk + tkUo) . Uk + tk In \1 uf(x, Uk + Uo) . Uk 

:5 In l\1uF(x,Uk + tkUo)llukl + tk In l\1uf(x, Uk + Uo)llukl 

:5 CI In (iUk + tkUoIP
-
I + tk IUk + UoI(P-Ih + 1) IUkl 

:5 d(1n (IUkIP + 1). 

(3.4) 

(3.5) 
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Por rupótesis, se tiene que, B := J-L/(1 + J-L - p) ::; 2*. Así, usando la desigualdad de 
Holder, el Teorema de Encaje de Sobolev y la desigualdad (3.4), obtenemos 

r IUkIP::; lIukIP- 1 1....e....luklll = IUklp-1Iuklo ::; d(1 + IIUklll+[(P- I)/I'I) , in p-l l' 

Esto muestra que 

lo VuH(x, Uk, tk) . Uk ::; d(l + Ilukll U

) 

con 1 < a < 2 de lo que se sigue que 

IVUkl; = (~t.)'(Uk)(Uk) + lo VuH(x, Uk , tk) . Uk ::; d(l + IIUkII U
) , (3.6) 

es decir, 

con a < 2. Por lo tanto (Uk) debe ser acotada en X. • 

Proposición 3.4 ~ satisface (Hl). 

Demostración: Sea Uk E X, tk E [0,1] tal que <Pt.(Uk) --+ d Y (~t.)'(Uk) --+ O 
cuando k --+ oo. Por el lema anterior tenemos que (Uk) es acotada en X. Así, existe 
una subsucesión Uk -lo u que converge débilmente en X. Más aún, por el Teorema de 
Rellich-Kondrakov, Uk --+ u converge fuertemente en L"(n) para cada s E [1,2*) . Se 
sigue de (F1), de la desigualdad (3.5) y de la desigualdad de Holder que 

llo VuH(x, Uk , tk) . (Uk - u)1 = llo (VuF(x, Uk + tkUo) + tk Vuf(x , Uk + Uo)) . (Uk - u)1 

::; dI lo (IUkIP- 1 + 1) IUk - ul 

::; d2(lukl:-1 IUk - ulp + IUk - ulp ) ' 

Así, 

lo VUk' V(Uk - u) = (~t. )'(Uk)(Uk - u) + lo VuH(x , Uk , tk) . (Uk - u) ---> O 

cuando k --+ 00, esto es, Uk --+ u converge fuertemente en X . Claramente u es un punto 
crítico de ~t . • 
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Proposición 3.5 <I> satisface (H2) y (H3) con ()2(t, s) = A(S2 + 1)! = -()I(t, s), para 

alguna constante A > O Y J = max { 7' 'Y} . 
Demostraci6n: De la desigualdad (3.3) se sigue que 

<I>t(z) - ~<I>;( u)u = r (~V' uH(x, u, t) . u - H(x, u, t)) 
2 Jn 2 

~ dI In F(x, u + tuo) - d2· 

Por otro lado, de (J) y (F2) obtenemos 

If(x,u)I Ih ~ ~h(lF(x,u)11' + 1)lh 
~ d4(!F(x, u)1 + 1) 
~ d5(F(x, u) + 1). 

Esto muestra, usando la desigualdad de Holder y las dos desigualdades anteriores, que 

I :t <I>(u, t) I ~ In IV' uF(x, Uk + tUo)IIUoI + In If(x, u)1 

~ d7 (Iuk + tUoI~1 + 1) + de, (In If(x, uWh ) l' 

~ ds (l<I>t(U) - ~<I>;(u)u + 11~ + l<I>t(U) - ~<I>;(u)u + 111') 

~ dg l<I>t(U) - ~<I>;(u)u+ lió, (3.7) 

con J = max { 7' 'Y} . 
Si l<I>t(z)1 ~ b, dado que 0< J < 1, esta desigualdad implica que 

I! <I>(u, t)1 ~ C(II<I>;(u)lIl1ull + 1) ~ C(II<I>;(u)1I + 1)(lIull + 1). 

Esto prueba (H2). Si <I>;(u) = O entonces de la desigualdad (3.7) obtenemos 

I! <I>(u, t)1 ~ d7 1<I>t(u) + lió ~ A(<I>t(U)2 + l)~Ó = ()2(t, <I>t(u)) = -()I(t, <I>t(u)). 

Esto prueba (H3) .• 
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Proposición 3.6 <1> satisface (H4). 

Demostración: De las propiedades (f) y (F3 ) obtenemos 

<l>t(u) = ! lV'ul; - r F(x, u + tUo) - t r f(x, u + uo) 
2 Jn Jn 

:::; ! lV'ul; - r F(x , u + tuo) + do [ (IF(x, u + uo)l')' + 1) 
2 Jn Jn 

:::; ~ lV'ul; - d2 in F(x, u + tUo) + d3 

:::; ~ lV'ul; - d4lul~ + d3 . (3.8) 

Dado que ¡.t > 2 se tiene que, para cualquier subespacio de dimensión finita W de X y 
a E IR, existe R> O tal que <l>t(u) :::; a si u E W y Ilull ~ R, es decir, se cumple (H4) . 

• 

Proposición 3.7 <1> satisface (H5). 

Demostración: Como X* = {O} Y <1> es continua, <l>t(O) :::; M para todo t E [0,1]. 
Por (F4 ), se tiene que <1>0 es un funcional par, es decir, <1>0 (-u) = <1>0 (u) . &to prueba 
(H5) .• 

3.1.3 Crecimiento de los valores minimax Ck 

Sean Xl e X2 e ... e X k e ... una sucesión de subespacios vectoriales de X tales 
que dim(Xk ) = k. Dado que X* = X- := {O}, los valores Ck definidos en la Sección 2.2 
son simplemente 

donde rk es el conjunto de las funciones continuas a E CO(Xk , X) que cumplen las 
siguientes dos propiedades: 
(i) a es impar, es decir, a( -u) = -a(u) para cada u E X k , 

(ii) Existe R > O tal que a(u) = u si lIull > R. 
Para completar la demostración del Teorema 3.1 necesitamos mostrar que la sucesión 

(1.5) del Teorema 1.10 
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no está acotada. Probaremos la siguiente estimación. 

Proposición 3.8 Existe una constante positiva e tal que 

para toda k suficientemente grande, 

donde 1/ := f¡~. 

Demostración: Como se mostró anteriormente (3.2), la condición (F¡) implica que 

F(x, u) ~ dl(lulP + 1) 

Así, para alguna constante d 2: dI se tiene que 

1 2 r 
<Po (u) = "21\7UI2 - Jn F(x, u) 

Esto muestra que, para cada k, 

2: ~ l\7ul; - d lul: - d 

=: \JI ( u) - d. 

Ck(\JI) := inf sup \JI(a(u)) ~ inf sup <po(a(u)) + d = Ck + d. (3.9) 
uEr. uEX. uEr. uEX. 

Tanaka demostró [49, Theorem B] que que existe Uk = (uL . .. ,uk') E X tal que 

\JI(Uk) = ilí (un + ... + ilí (uk') ~ Ck(\JI), 

ilí'(uU = 0, 

flo(Uk) = flo(ul) + ... + flo(uk') 2: k 

(3.10) 

donde flo(U) denota el índice de Morse más la nulidad de \JI en u, y ilí(v) = ! l\7vl;-d Ivl: 
para cada v E HJ(f!) . Entonces para alguna i E {1, ... ,m} se tiene que 

(3.11) 

La desigualdad clásica de Cwickel [26], Lieb [39], y Rosenbljum [45] nos dice que 

(3.12) 
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con a := !i(p - 2). Por otra parte, como ui es un punto crítico de ~, se tiene que 

de modo que 

Como p < 2* = ~~2 se tiene que a < p. Por tanto, combinando (3.9), (3.10), (3.12) Y 
(3.11) obtenemos 

- . d(p - 2) I "IP I "IP 
Ck + d ~ Ck(\lI) ~ \lI (u~) = 2 u~ P ~ C2 u~ a ~ C3kv (3.13) 

con v = ~ = j;¡ ~. Por tanto, para k suficientemente grande, 

-
Demostración del Teorema 3.1: Aplicaremos el Teorema 1.10. De las Proposi

ciones 3.4-3.7 obtenemos las propiedades (H1)-(H5). Las propiedades (H6)-(H7) son 
consecuencia de (H4), véase 2.6.1. Sólo falta mostrar que la sucesión (1.5) es no aco
tada. Supongamos, por contradicción, que existe B > O tal que 

Ck+l - Ck ~ B(O(Ck+l) + O(Ck) + 1) 

donde 0(8) = 101(t,8)1 = 102(t, 8)1 = A(82 + 1)Ó/2 con 8 := max {7' 'Y} (véase la 

Proposición 3.5). Argumentando como en [44, (10.47)], esto implica que existe una 
constante D > O tal que 

Ck ~ Dk1/(1-Ó) para toda k, 

lo cual contradice la Proposición 3.8 si 8 < Ü - f. ) N, como habíamos supuesto. -

3.1.4 Comentarios 

(1) Nótese que la condición 

{
p - 1 } (1 1 ) max -p,-,'Y < P - 2* N 

..... ~ .. 
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del Teorema 3.1 depende de las funciones ()¡ y e2 para las que se cumple (H3) . En los 
casos particulares del problema (9) que consideraremps a continuación, las funciones 
el y e2 que obtendremos nos permitirán debilitar esta condición. 
(2) Si f es de la forma f( x, u) = f( x ). u , con ¡ E e (n, ]Rm) , entonces f satisface la 

condición (J) con 'Y =~ . En efecto, como ¡ está acotada en n, usando (F3 ) obtenemos 

lJ(x , u)1 :S al lul :S a2(F(x, U)I/I' + 1). 

Y dado que "Vuf(x ,u) = f(x) la condición (J) se cumple. Así pues, en este caso, 

la condición max {7' 'Y} < (~- f. ) N de nuestro Teorema 3.1 es equivalente a la 

condición ~ < itr/!:2· Esta última es la condición obtenida por Candela, Salvatore 
y Squassina en [25], de modo que nuestro resultado extiende el Teorema 1.1 de [25] a 
no linealidades más generales (si bien, en [25] se consideran operadores elípticos más 
generales) . 

3.2 Sistemas elípticos de tipo gradiente con condi
ción de frontera homogénea 

Consideremos ahora el problema (9) con condición de frontera Uo = O, es decir, 

{ 
-~u = "VuH(x, u) en n 

u = O en éJn 

En este caso obtenemos un resultado mejor: 

Teorema 3.9 Si se cumplen (F1 ) , (F2), (F4 ) Y (J), entonces el problema (90) tiene 
una infinidad de soluciones si 

'Y < (! -~) N. 
p 2" 

La trayectoria de funcionales asociada a este problema es <I> : HJ (n,]Rm) X [0, 1] --+ ]R, 

<I>(u, t) :=! r l"Vul 2 dx - r H(x , u, t)dx 
2 Jn Jn 

donde 

H(x, u, t) := F(x , u) + tf(x , u) . 

Como antes tomamos X = X+ = HJ(n, ]Rm) y X' = X- = {O} . Este funcional 
satisface lo siguiente. 



50 3 SISTEMAS ELfPTICOS DE TIPO GRADIENTE 

Proposición 3.10 <1> satisface (H3) conB2(t , s) = A(s2+1)1/2 = -BI(t, s) , para alguna 
constante A > O. 

Demostración: De la desigualdad (3.3) se sigue que 

<l>t( z) - ~<I>~(u)u = r (~\1uH(x,u, t) . u - H(x, u,t)) 
2 Jn 2 

:::: di in F(x, u) - d2 . 

Por otro lado, de (1) y (F2 ) obtenemos 

If(x, U)llh :S d~h (!F(x, u)l 'Y + l)lh 

:S d4 (!F(x , u)1 + 1) 
:S ds(F(x , u) + 1). 

Esto muestra, usando la desigualdad de Holder y las dos desigualdades anteriores, que 

1 :t <1>( u, t) 1 :S in If(x, u)1 :S d6 (in If(x, u)1
1
h r :S d7l<1>t( u) - ~<I>~(u)u + 111' 

(3.14) 

Si <I>~(u) = O entonces de la desigualdad (3.14) obtenemos 

1 :t <1> (u , t)1 :S d7I<1>t(u) + W :S A(<I>t(u)2 + 1P/2 = B2(t, <l>t(u)) = -BI(t, <l>t(u)) . 

Esto prueba (H3). • 

Demostración del Teorema 3.9: Aplicaremos el Teorema 1.10. De las Proposi
ciones 3.4-3.7 obtenemos las propiedades (H1)-(H2)-(H4)-(H5) . Las propiedades 
(H6)-(H7) son consecuencia de (H4) , véase 2.6.1. La propiedad (H3) se probó en 
la proposición anterior. Sólo falta mostrar que la sucesión (1.5) es no acotada. Supon
gamos, por contradicción, que existe B > O tal que 

Ck+1 - Ck :S B(B(Ck+¡) + B(Ck) + 1) 

donde B(s) = IBI(t ,s)1 = IB2(t ,s)1 =A(s2+1)1/2 (véase la proposición anterior) . Como 
antes, esto implica que existe una constante D > O tal que 

Ck :S Dkl /(I -'Y) para toda k. 

Dado que 1 < (~ - f. ) N , esto contradice la Proposición 3.8 .• 
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3.2.1 Comentarios 

(1) Si f es de la forma f (x, u) = J( x) . u entonces cumple la condición (J) con, = ;, 

véase 3.1.4 (2). En este caso, la condición, < (~- f. ) N de nuestro Teorema 3.9 

es equivalente a -j!::¡ < f¡ ~, que es la condición obtenida por Candela, Salvatore y 
Squassina en [25], de modo que nuestro resultado extiende el Teorema 1.3 de [25] a no 
linealidades más generales. 
(2) Para m = 1, es decir, en el caso de una sóla ecuación, y f(x, u) = J(x)u la condición 

, < (~ - f. ) N coincide con la obtenida por Bahri-Lions (1.1) para F(u) = lulP , y por 

Tanaka [49] para F(x, u) = F(u). 

3.3 El caso autónomo 

Consideremos ahora otro caso especial de (9) en el que H es de la forma 

H(x, u) = F(u) + J(x) . u, y ¡E e (n, IRm
), 

es decir, consideremos el problema 

Nótese que f cumple la condición (J) con, = ;, véase 3.1.4 (2). En este caso se 
obtiene también un mejor resultado, ya que es posible obtener una "mejor cota" para 
la condición (H3). Más precisamente, 

Teorema 3.11 Si se cumplen (F1 ), (F2), Y (F4 ), entonces el problema (g*) tiene una 
infinidad de soluciones si 

De manera completamente análoga a la del Teorema 3.9, la demostración de este 
teorema es consecuencia de la siguiente proposición. 

Proposición 3.12 <1> satisface (H3) con (J2(t, s) = A(S2+1)1/4 = -(JI(t, s), para alguna 
constante A > O. 
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Demostración: Sea u un punto crítico de <I>t. Entonces u E C2 (n, ]R=) es una 
solución clásica del sistema 

{ 
- b.u="VuH(u+tuo) enn 

u = O en on 
y así, usando la identidad de Green, se tiene 

%t<I>(u, t)=- in "VF(u+tuo) ·uo - in f . u 

= in b.u · Uo - in f . u + t in f . Uo 

= { ou . Uo- { f ·u+t { f·uo 
Jan on Jn Jn 

(3.15) 

Sea v = u + Uo y sea Danv = DanUo la componente de la derivada de u tangencial a 
on. Procediendo como en [14] se muestra que 

IJan (~IDanuoI2 - ~ 1 =~ 1 2) 1 = llan (~I"VvI2 _ ~ 1 =~12) 1 

:::; a (11ull + 1)2 + b lin F (v)1 (3.16) 

:::; c( l<I>t (u) 1 + 1) . 

De las ecuaciones (3.15) y (3.16) se sigue que 

I 
a I 2 1/4 ot<I>(u,t) :::;A( I<I>du)1 +1) . 

Esto prueba (H3) .• 

3.3.1 Comentarios 

(1) Para el caso de una sóla ecuación (es decir, cuando m = 1) este resultado fue 

probado por Bolle, Ghoussoub y Tehrani [14]. Observe que 4 < (~ - J; ) N es equiva

lente a p < ~~l' que es la condición dada en [14], véanse los comentarios previos a la 
desigualdad (lA) . 
(2) El Teorema 3.11 fue demostrado por Clapp, Hernández-Martínez y el autor de 
esta tesis en [20] . De hecho, probaron que el Teorema 3.9, con F(x, u) = F(u) 
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y f( x, U) = J(x) . u, el Teorema 3.11 continúa siendo válido si F , en vez de ser par, es 
invariante bajo la acción ortogonal de un toro § I X · .. X SI , o de un q-toro '!L/ q x ... x '!L / q, 
o de un q-grupo cíclico '!L/qr, con q primo, q > 1, que actúa sin puntos fijos en IRm

, 

mejorando así un resultado previo de Clapp [19] . 
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Capítulo 4 

Sistemas elípticos fuertemente 
indefinidos 

En este capítulo daremos una aplicación de nuestro teorema abstracto (Teorema 1.10) 
a sistemas elípticos no cooperativos, cuyo funcional asociado es fuertemente indefinido. 
Los resultados que obtenemos aquí extienden resultados recientes obtenidos por de 
Figueiredo y Ding [28] para no linealidades simétricas, al caso no simétrico. 

4.1 Multiplicidad de soluciones de un sistema elíp
tico no cooperativo, fuertemente indefinido 

Consideremos el sistema elíptico no cooperativo: 

(H) 
{ 

-~u = lulp
-

2 
U + fu(x, u, v) 

~v = IvI Q
-

2 
V + fv(x, u, v) 

u = O, v = O 

enn 
en n 
en an 

donde n es un dominio acotado y suave en ]RN, N 2': 3, Y f E el (O x ]R2, ]R). 

Nos interesa especialmente el caso en que la función f no es simétrica, y el sistema 
es subcrítico en u y supercrítico en v, es decir, pE (2,2*), q E [2*, (0), donde 2* = ~~2 
es el exponente crítico de Sobolev, y f es un término no simétrico de orden menor que 
lulP + Iv lQ en el infinito. 

En esta sección probaremos el siguiente teorema. 

Teorema 4.1 Sean pE (2, 2*), q E (2,00), Y fE el(O x 1I~.2,]R). Si existen d > O, 
55 
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'Y E [0 , 1) , 'Y < min { (~ - f.-) N, ~ (2;~l) } tales que 

U¡) If(x, z)1 + IJz(x , z) zl :::; d(lul'YP + Ivl 'Yq + 1) 
(12) Ifz(x, z)1 :::; d(lul 'Y(p-l) + Ivl'Y(q- l) + 1) 

para toda x E n, z = (u , v) E IR2 , entonces el problema (1t) tiene una sucesión de 
soluciones Zk = (Uk , Vk) que satisface 

con ¡¡ := N(!'=-2) y el> e2 constantes positivas. 

El Teorema 1.12 mencionado en la introducción es un caso especial de éste, véase la 
sección 4.5. 

A diferencia del caso de sistemas gradientes, este resultado requiere del Teorema 1.10 
en toda su fuerza. Como veremos a continuación, el funcional asociado es un funcional 
de clase el en un espacio de Banach (no de Hilbert), yes además fuertemente indefinido 
(véase A.8) . 

4.2 Formulación variacional 

Consideremos una solución clásica (u, v) : n -+ IR2 de clase e2 del sistema elíptico 
fuertemente indefinido (1t). De igual manera como se procedió en el caso homogéneo, 
se tiene que u y v satisfacen las ecuaciones 

1 r7 r7 d 1
1 

IP- 2 d 18f(x,u , v) d vU· v t.p X - U ut.p x - t.p x 
n n n 8u 

O, para cada t.p E e;=,(n,IR), 

In \7v · \7'1j;dx + In Ivl
q
- 2 v'lj;dx + In 8f(~vu, v) 'lj;dx O, para cada 'Ij; E c;=,(n, IR) . 

Restando estas ecuaciones se obtiene la siguiente ecuación equivalente 

In \7U.\7t.pdx-1n \7U.\7'1j;dx-1n \7zH(x,u,v)· (t.p , 'Ij;)dx =0, 'v't.p,'Ij;EC;=,(n,IR) 

(4.1) 

donde 

1 1 
H(x, z) := -lulP + - Iv l

q + f(x , z), x En, z = (u , v ) E II~? 
p q 
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A las funciones (U, V) que satisfacen la ecuación (4.1) se les llama soluciones débiles 
de (7t). Si los datos del problema satisfacen condicione:; de regularidad adecuadas, las 
soluciones débiles son soluciones clásicas (véase el Apéndice B de [48]). De modo que 
nos ocuparemos únicamente de la existencia de soluciones débiles, a las que llamaremos 
simplemente soluciones. 

Como en el caso gradiente, las soluciones débiles son puntos críticos de un funcional 
definido en un espacio adecuado. Para ver esto, consideremos los valores propios de -D, 

en HÓ(n), O < A¡ :::; ... :::; Aj :::; ... , contados con sus respectivas multiplicidades, y sea 
ej E HÓ(n) la función propia correspondiente a Aj tal que lejl2 = 1. Consideremos el 
espacio de Banach HÓ(n) n Lq(n) equipado con la norma Ilvll(q) := (lV'vl; + Ivl~)¡/2, y 
definamos Vq(n) como la cerradura de span{ ek : k ;::: 1} como sub espacio de HÓ (n) n 
U(n), el cual es un espacio de Banach. Sea X la suma directa 

X := HÓ(n) EB Vq(n). 

Denotemos a los elementos de X por z = (u, v) , y a sus normas por 

II z llq := (lV'ul; + II v ll ~q»)¡/2 = (lV'ul; + lV'vl; + I vl~)¡ /2 , 

donde 1·lr es la norma usual en Lr(n). Definamos 

X: : = span{e¡, ... , ed e HÓ(n) =: X+, 
X;: : = span{e¡, ... ,en } e Vq(n) =: X- , 

y X· := {O}. La proyección HÓ(n) --+ span{e¡, .. . ,en } e HÓ(n) induce el operador 
continuo 

Pn : Vq(n) --+ X;: 

el cual satisface Pnv --+ v en Vq(n) cuando n --+ 00 para cada v E Vq(n); esto debido 
a que Un~¡X;;- es denso en X-. 

Sea 

1 1 
H(x, z, t) := -lulP + -Ivl

q + tf(x, z), x E n, z = (u , v) E IR? 
p q 

Obsérvese que la condición U¡) implica 

IH(x, z, t)1 :::; c(lulP + Ivl
q + 1), 'vi x E n, z = (u, v) E JR2, 

para alguna constante positiva c. ASÍ, el funcional 

<JI(z , t) :=! r (lV'uI2 - lV'vn dx - r H(x, z , t)dx 
2 Jn Jn 

está bien definido en X x [O, 1]. Más aún, la Proposición A.7 asegura la diferenciabilidad 
de <JI, es decir, se cumple lo siguiente. 
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Proposición 4.2 El funcional <1> E C 1(X X [0,1], lR), Y su derivada está dada por 

<I>~(U,V)(cp,1p)= 1 \lU.\lCPdx-l \lU.\l'!/J dx-l \lzH(x,u, v , t)·(cp,'!/J) dx. 

En particular, puntos críticos de <1>1 := <1>( . ,1) son las soluciones débiles de (1t) , esto 
debido a que C~(S1,lR) e vq (S1), (véase el lema A.12). 

Comenzaremos mostrando que <1> satisface las condiciones (Hl)-(H7) del Teorema 
1.10. Como en el Capítulo 2 definimos 

X~:= Xi; El) X;;, 

y <I>~ : xn -> lR es el funcional definido por <I>~(z) = <I>(z, t), z E X n
. 

4.3 Propiedades (Hl)-(H6) 

Para probar (Hl) necesitaremos los siguientes dos lemas. 

Lema 4.3 Sea zk E X nk , tk E [0,1] tal que nk -> 00, <l>dZk) -> c y (<I>~:)'(Zk) -> ° 
cuando k -> oo. Entonces (Zk) es acotada en X. 

Demostración: De la propiedad (12) obtenemos 

1 p - 2 q - 2 (1 ) 2Hz(x, z, t) . z - H(x, z, t) = ---;¡:¡;-lulP + 2q Ivlq + t 2 fz (x, z) - f (x, z) 

P -2 q-2 2 --luIP + --Ivlq - do (lull'P + Ivll'q + 1) 
2p 2q 

2 dI (lulP + Ivlq) - d2 . (4.2) 

Por lo tanto, 

d(1 + Ilzkllq) 2 <l>tk (Zk) - ~ (<I>~:)/(Zk)(Zk) = 1 (~Hz(X, Zk, tk)Zk - H(x, Zk, tk)) 

2 dI (IUkl~ + IVkl:) - d3 · 

de donde obtenemos 

(4.3) 
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y así, haciendo Zk = (Ub vd, y usando (12) obtenemos 

r H,,(x, Zk, tk)Uk = IUklP + tk r ¡uix, Zk)Uk Jn P Jn 
::::: d 1 (IUkIP + IVkl 'Y(q- l) IUkl + 1) . 

Por hipótesis, T) = q/(q - ,(q -1)) < 2'. Entonces, usando la desigualdad de Holder, el 
Teorema de Encaje de Sobolev y la desigualdad (4.3), obtenemos 

1IVkl'Y(q- l) IUkl ::::: IVkl~(q-l) IUkl'1 ::::: d(1 + Il zk ll~+'Y(q-l)/q) . 

que junto con (4.3) se sigue que 

1 H,,(x, Zk, tk)Uk ::::: d(1 + IIZkll;) 

con 1 < (J < 2. De esta desigualdad y la condición (f¡), se obtiene 

-1 Hv(x, Zk, tk)Vk = 1 H,,(x, Zk , tk)Uk - 1 Hz(x, Zk, tk) . Zk 

::::: d(1 + II Zkll; ) - 1 (IUkIP + IVkl
q
) 

+d11 (IUkI7P + IVkl'Yq + 1) 

::::: d(l + II Zkll;) - d21 (IUkIP + IVklq) + d3 

::::: d4 (1 + II Zk ll;) · 

De aquí concluimos que, para k suficientemente grande, 

y 

I\7Vk l; = -(~~:)'(Zk)(O,Vk) -1 Hv(X,Zk,tk )Vk::::: d(1 + IIZkll;) · (4.5) 

De las desigualdades (4.3), (4.4) Y (4.5) obtenemos 

IIZkll~ ::::: d(1 + II Zk ll;) 

con (J < 2. Por lo tanto (Zk) es acotada en X. • 
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Lema 4.4 IW - lal
q 

::::; q IW- 2 b (b - a) para todo a, b E IR Y q > 2. 

Demostración: Sea f (t) = 1(1 - t) a + tW , entonces f (1) - f (O) = f' (O para 
algún ~ E (0, 1) , donde f' (t) = q 1(1 - t) a + tbl q

-
2 ((1 - t) a + tb) (b - a) . Como 

f"(t) = q (q - 1) 1(1 - t) a + tbl q
-

2 (b - af ~ O 

para toda t E [O , 1] , f' es creciente, y así 
IW - la lq 

= f (1) - f (O) = f' (~) ::::; f'(I) = q IW- 2 b (b - a) . • 

Proposición 4.5 1> satisface (HiJ . 

Demostración: Sea Zk E X nk , tk E [0, 1] tal que nk -> 00, tk -> t , cI>tk(Zk) -> d 
Y (cI>~:)'(Zk ) -> O cuando k -> oo. Denotemos por Zk = (Uk, Vk) . Dado que (Zk) es 
acotado en X , existe una subsucesión tal que Uk ->. U débilmente en HJ (n) y Vk ->. V 
débilmente en HJ (n) n U (n) . Más aún, por el Teorema de Rellich-Kondrakov, Uk -> u 
fuertemente en U(n) para toda s E [1 , 2*) y, por interpolación, Vk -> v fuertemente en 
U(n) para cada s E [1 , max{ q, 2*}). Se sigue de la condición (/2) y la desigualdad de 
Holder que 

11 Hu(x, Zk , tk)(Uk - u)1 = 11 (IUkIP
-

1 + tkfu(x , Zk))(Uk - u)1 
::::; dI 1 (IUkIP-

1 + IVkl 'Y(q- l ) + 1) IUk - ul 

::::; d2 (l u kl:- 1 IUk - ulp + IVkl;(q-l) IUk - ul7] + IUk - u1 1) 

con 'T] = q/(q - ,(q - 1)) < 2* . Y así, 

1 \1Uk \1(Uk - u) = (cI>~k)'(Zk )(Uk - u, O) + 1 Hu(x, Zk, tk)(Uk - u) ---+ O cuando k -> 00, 

es decir, Uk -> u fuertemente en HJ(n). 
La proyección Pn : Vq(n) -> Vq(n)n satisface Pnv -> v en Vq(n) cuando n -> 00 

para cada v E Vq(n). Así, (Vk - Pnkv) -> O en U(n) para cada s E [1,max{q ,2*}) . 
Argumentando como en la desigualdad anterior, 

11 tkfv(x , Zk)(Vk - Pnk v)1 ::::; dl1 (lukl
p
- l + IVkl 'Y(q-l) + 1) IVk - Pnkvl 

::::; d2 (l ukl:- 1 Ivk - Pnkvlp + IVkl;(q- l) IVk - Pnk vl7] 

+ IVk - Pnk vI¡) , 
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con TI < 2* definida como en la desigualdad anterior. De aquí que, 

in tkfv(x, Zk )(Vk - Pnkv) --> O cu~ndo k -+ oo. 

De esto inferimos 

I\7Vkl; -1\7vl; + 0(1) = in \7Vk \7(Vk - Pnkv) 

= -(<l>~:)'(Zk)(O,Vk - Pnkv) -in Hv(X,zk, tk)(Vk - Pnkv) 

= 0(1) -inIVk lq-2Vk(Vk - Pnkv) 

= 0(1) + inIVklq-2Vk(V - Vk) + inIVkIQ-2Vk(PnkV - v) 

= 0(1) + inIVkIQ-2Vk(V - Vk) 

1 
:::; 0(1) + -(lvl: - IVkl:) 

q 
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donde 0(1) -+ O cuando k -+ oo. La última igualdad se debe a que Vk -" v débilmente 
en LQ(O) y, por tanto, está acotada, y Pnv -+ v en LQ(O). La última desigualdad es 
consecuencia del Lema 4.4. De modo que, de la sernicontinuidad inferior débil de la 
norma se sigue que 

: - 1 
O:::; liminf I\7Vkl; -1\7vl; :::; limsup l\7vkl; -1\7vl; :::; -(lvl: -liminf IVkl:) :::; O. 

q 

Por lo tanto, existe una subsucesión tal que Vk -+ v fuertemente en VQ(O). Esto prueba 
que Zk -+ Z fuertemente en X . Así, esto implica que <I>~k (Zk)( -+ <I>;(z}( para cada <; E X 
y, de aquí que <I>;(z)( = O para cada <; E Un~¡xn . Dado que Un~lxn es denso en X, Z 
es un punto crítico de <I>t .• 

Proposición 4.6 <l> satisface (H2) y (H3) con 82(t,s) = A(S2 + 1yr/2 
A> O. 

Demostraci6n: De la desigualdad (4.2) se sigue que 

<I>t(z) - ~<I>;(Z ) Z = in (~Hz(X, z, t) . Z - H(x , z, t)) 

~ d¡ (Iul: + Ivl:) - d3 . 

-8¡(t,s) , 
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Por otro lado, (h) implica 

If(x, z) 11h :S d¿h(lul'YP + Ivl 'Yq + l)lh 

::; d4 (lulP + Ivlq + 1) 

Usando Holder y estas dos desigualdades se tiene que 

I %t <I>(z, t)1 ::; In If(x, z)1 ::; dr, (In If(x, z)11h r ::; d7I<1>t(z) - ~<I>~(z)z + { . (4.6) 

Si z E xn y I <l>t(z) I :S b, de esta desigualdad se tiene 

Esto prueba (H2). Si <I>~(z) = O entonces (4.6) implica 

I! <I>(z, t)1 :S d7 I<1>t(z) + W :S A(<I>t(Z)2 + 1)'Y/2 = B2(t, <l>t(z)) = -B1(t, <l>t(z)) . 

Esto prueba (H3). • 

Proposición 4.7 <1> satisface (H4) y (H6). 

Demostración: De la propiedad (JI) se obtiene 

Por lo tanto, dado que p > 2, se sigue que <l>t está acotado superiormente sobre cualquier 
sub espacio lineal U EB Vq(O) de X con dim U < 00, pues todas las normas en U son 
equivalentes; es decir, se tiene (H6). Más aún, para cada subespacio lineal de dimensión 
finita W de X y, para cada a E IR, existe R > O tal que <l>t(z) ::; a si z E W y IIzllq ~ R, 
es decir, se tiene (H4) . • 

Proposición 4.8 <1> satisface (H5). 
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Demostración: Como X' = {O} Y <P es continua, <pt(O) ::; M para todo t E [0, 1]. 
Además, <Po es una función par: 

Es decir, se tiene (H5) . • 

4.4 La propiedad (H7) 

Veremos ahora que <Po satisface (H7), de hecho, probaremos que (H7) se cumple con 
f(t) = o:t + (3, donde 0:,(3 son constantes positivas independientes de k. Dividiremos la 
demostración en una serie de lemas. Los dos primeros se encuentran en [15]. Damos 
aquí una demostración detallada de ellos. 

Lema 4.9 Sea n un dominio acotado suave en ]RN . Entonces existe a E ]R tal que: 
(i) (x', a) E n para algún x' E ]RN-l, Y 
(ii) si (x' , b) E n y b ~ a, entonces (x', t) E n para toda a ::; t ::; b. 

Demostración: Sean eN = (O, .. . ,0, 1) E ]RN, M = max{x·eN: x E n} y K = {x E 
n: x'eN = M} . Observe que M es el valor máximo (pues n es acotado) de la proyección 
ortogonal de n en la última coordenada, PN(x¡, ... ,XN) = XN, Y que K = PÑ1(M) es 
cerrado. Por ser la proyección una función abierta se tiene que K e 8n. De modo que, 
como 8n es compacta, K es también compacto. 
Sea 1/ : 8n ---+ ]RN el campo vectorial normal unitario exterior a n y sea O = {x E 
8n : I/(x) . eN > O} . Dado que 8n es suave tenemos que 1/ es continua y, por tanto, O 
es abierto en 8n. Como I/(x) = eN si x E K, se tiene que K e O. Dado que an es 
compacto, existe é > O tal que el conjunto A := {x E 8n: x· eN ~ M - é} e O (pues 
de no ser así existiría una sucesión (xn ) en 8n\O tal que Xn . eN ---+ M y xn ---+ X Y así, 
por continuidad, x· eN = M, es decir, x E K y x E 8n\O lo cual es una contradicción, 
pues O es una vecindad de K) . 
Así, para cada (x', t) E A existe € > O tal que (x', s) ~ n si t < s < t + € Y (x', s) En 
si t - € < s < t. Es decir, para cada (x', t) E A, 

({x'} x [a , M]) n 8n = {(x', t)} y {x'} x [a, t) e n 
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donde a : = M - E. • 

Definamos 

I(u) 

Lema 4.10 Existe una funci6n rontinua par T : HÓ(D) --+ [0,00) ron las siguientes 
propiedades: 

(i) 1([(1- s) + ST(U)]U) ~ I(u) para toda u E HÓ(D), O ~ s ~ l. 
(ii) Si I#(u) ~ O entonces T(U) = l. 
(iii) Si 2I(u) ~ maxt~oI(tu) entonces I#(T(u)u) ~ O. 
(iv) I#(T(u)u) ~ max{aI(u), O} , donde a:= 2(3p-2)/(P-2). 

Demostraci6n: Para cada v E HÓ(D) tal que ¡¡vII = 1 consideremos la función 

fv : [0,00) --+ lR, 

Como p > 2, la gráfica de esta función es de la forma: 

1 

Observe que f v tiene un único máximo t: := (~) p-2 > O, fv(t:) > O, fv es estricta-

mente creciente en [O, t:] y estrictamente decreciente en [t." 00), y fv (t) --+ -00 cuando 
t --+ oo. De modo que existen t;;, t;; > O únicos, tales que O < t;; < t: < t;; y 

2I (tv) ~ maxI (tv) = 1 (t.,v) {::::=> t E [t;;-, t;;] . 
t~O 
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Sea t~ > O el único cero positivo de I, es decir, t~ > O Y I (t~v) = O. Obsérvese que 
t~ > t;; , por definición de t;; . Sea 

O SI O :::; t :::; t;; 
(t - t;; ) tv 

si t;; :::; t :::; tv 
tv - t;; 

P (tv) = (t~ - t;,) (t - iv) ~ 
si tv :::; t :::; t;; ~ +tv 

tt - tv 
t* v si t+ < t < t* v - - v 

t si t* < t v -

Para cada u E Hó(ü) denotemos por t := lIull y por v := II~II si u =1 O, Y definamos 

Observemos que 

es decir 

T(U) = {P(o:V) si u =1 O 

si u = O 

P (tv) :::; t {::} O :::; t :::; tv , y 

P ( tv) ? t {::} t;, :::; t 

T(u):::;l{::}O:::;t:::;t;, 
T(u)?l {::} t;,:::; t 

T (u) = 1 si t: :::; t 

Veamos que T satisface las condicion~ requeridas: 
i) Si T(U) :::; 1 (y por lo anterior O:::; t :::; t;,) Y O:::; s :::; 1 entonces .x = (1- s) + 

ST (u) :::; 1 Y así .xt :::; t, es decir 

I (.xu) = I (.xtv) = fv (.xt) :::; fv (t) = I (tv) = I (u) 

pues fv es creciente si O :::; t :::; t;, . 
Si T (u) ? 1 ({::} t ? t;,) y O :::; s :::; 1 entonces .x = (1- s) + ST (u) ? 1 Y así .xt ? t, es 
decir 

I (.xu) = fv (.xt) :::; fv (t) = I (u) 

pues fv es decreciente si t ? t;,. En ambos casos tenemos la propiedad i). 
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ii) Por definición de t~ se tiene que 1# (t~v) = O Y además se tiene que 

1# (u) = 1# (tv) :s: O <* t ~ t: 

y así, 7 (u) = 1, es decir, se tiene la propiedad ii). 
iii) Por definición de t;; , tv y t~ se tiene 

2fv (t) = 2I (tv) = 21 (u) :s: max1 (su) = maxI (stv) = 1 (tvv) = fv (tv) 
s~O s~O 

O :s: t :s: t ;; ó t ~ t~. 

Así, si O :s: t :s: t;; , entonces 7 (u) = O, de aquí que 1# (7 (u) u) = O. Si t ~ t~ entonces 
p (tv) ~ t~ , y así 

2117 (u) ul1
2 = 211 p (:v) (tv) W = 211p (tv) vl12 :s: ~ Ip (tv) vi: = ~ 17 (u) ul: 

es decir 1# (7 (u) u) = 2117 (u) ul1 2 - ~ 17 (u) ul: :s: O; por lo tanto se tiene iii) . 
iv) Probemos primero que se cumple 

# ~ max1 (tu) = 2p-2 max1 (tu) . (4.7) 
t~O t~O 

En efecto, si 9u(t) = 1# (tu) = 2t211ull2 - % lul:, t ~ O, entonces existe un único ttf > O 
tal que 

If:ox 1# (tu) = 9u(ttf) . 

De hecho, dado que 9~(t) = t (411u1l2 - tP-2 Iul:) , se tiene que 

1 

~# (4I1UIl2) p-2 
tu = lul: , y 

~ 

9u(t#) = (p - 2) (~) p-2 
u 2p lulp 

Por otro lado, recordemos que 
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y así 

Esto demuestra (4.7). De aquí se sigue que 

[#(7 (u) u) :S max[# (tu) = 2~ max I (tu) 
t~O t~O 

Por otro lado, 

Por lo tanto 

~ 
:S 2 p-2 [(u) si max[ (tu) :S 21 (u). 

t~O 

[# (7 (u) u) :S O si max [ (tu) ~ 21 (u) . 
t~O 

[#(7 (u) u) :S 2~ max{I (u) ,O} = max{ a[ (u), O}. 

~ donde a := 2 p-2. • 
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Recordemos que X n := X+ EB X;;. En adelante denotaremos a las componentes de 
una función r.p : Y -+ xn como sigue 

Lema 4.11 Existen a, (3 > O, que dependen s6lo de n y de p, con la siguiente propiedad: 
Pam toda funci6n continua r.p : X¡: -+ xn tal que r.p(z) = z si Ilzll ~ R , existen una 
funci6n continua'IjJ : X¡: x [0, 00) -+ xn y una R' 2 R tales que: 

(i) 'IjJ(z, O) = r.p(z) pam toda z E X¡:. 
(ii) cl>o('IjJ(z,s)):S -1 si IIzll ~ R' 6 s ~ R'. 
(iii) cl>o('IjJ(z,s)) :S max{acl>o(r.p(z)) + {3,0} pam toda z E X¡:, s ~ O. 

Demostmci6n: Sea a como en el Lema 4.9. Supongamos, sin pérdida de ge-
neralidad, que a = O. Sea 7 : HJ(n) -+ [0, 00) como en el Lema 4.10, y escribamos 
x = (X',XN) E IRN-l x IR = IRN. 
Dado u E HJ(n) e H1(IRN

), x E n y O :S s :S 2, definamos 

". (x)~ { 
(1-s+s7(u))u(X) si 

7 (u) u (x', SX N) si x N ~ O Y 1 :S s :S 2 
7(U)U(X',XN) si XN:S O Y 1:S s:S 2 
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Si denotamos 

n- := {(XI,XN) En: XN:S a} 
n+ := {(XI,XN) En : XN ~ a} 

n! := {(XI ,XN) En : a:s XN :S M} 
s 

n;:= {(XI ,XN) En: M :S XN:S M} 
s 

se tiene que n = n- U n! U n;, y U s E HJ(n) para cada a :S s :S 2; Y si además 
1 :S s :S 2 se tiene que Us (x) = T (u) U (x) en n- , Us (x) = a en n;, y 

IIus l12 = r l\7ui dx = r l\7ui dx + r l\7ul dx + r l\7ul dx 
k ~ k ~ 

= (T(U))2 (1_I\7UI2dx+ 1! l\7u(X
I
,SXN)12 dX) 

= (T (U))2 (1- l\7ul2 
dx + 1! l\7u (h s (X))12 dX) , con hs (Xl, XN) = (Xl, SXN) 

= (T(U))2 (r l\7uI2 dx+~ r I\7U(hs(x))12IdetJ(hs)ldX) Jn- s Jn! 

Es decir, 

= (T(u))2 (r l\7uI2 dx+ ~ r l\7u (Y)12 dY) , hs (n!) = n+ Jn- s Jn+ 
:S (T (u))2 (1- l\7ul 2 

dx + 1 + l\7u (x)1 2 
dX) , pues s ~ 1 

= liT (u) ul12 :S S liT (u) u1l2, pues s ~ L 

lIusll2 :S S liT (u) u1l 2, para cada 1 :S s :S 2. 

De manera similar, si 1 :S s :S 2 tenemos 

lusl: = r luslP dx + r luslP dx Jn- Jn! 
= r IT (u) ulP dx + ~ r IT (u) ulP dx Jn- s Jn+ 

~~ r IT(u)uIPdx+~ r IT(u)uIPdx, puess~l 
s Jn- s Jn+ 

1 
= -IT(U)ul: · 

s 

(4.8) 
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Es decir 

(4.9) 

De (4.8) Y (4.9) se sigue que, para cada 1 :S 8 :S 2, 

es decir 

¡ (us ) :S ¡# (7 (u) U), para cada 1 :S 8 :S 2. (4.10) 

Por otro lado, por el Lema 4.10 (i), se tiene que 

¡ (us ) :S ¡ (u), para cada O :S 8 :S 1. (4.11) 

Sea n2 = n~ U n-. Dado que n2 s;;: n, por el Lema 4.9 i) podemos elegir una w E 
c,:, (n\n2 ) , w # O, tal que 

In l'i7wl 2 
dx = In IwlP 

dx 

Definamos 1/J = (1/J+,1/J-) : Xi: x [0,00) -> xn como sigue: 

./'+(z 8) '= { [<p+(z)]s si O:S 8 :S 2 
'P ,. [<P+(z)]2 + (8 - 2)w si 2:S 8 

./._( )._ { [(1- 8) + a8]<p-(z) si O:S 8:S 1 
'P Z,8 .- a<p-(z) si 1:S 8 

(4.12) 

con a := 2(3p-2)/(p-2) . Obsérvese que 1/J+(z,O) = [<p+(z)]o = <p+ (z) y 1/J-(z,O) = <p- (z), 
es decir, 1/J es una extención de <p; y así, se tiene i). 
Por otro lado, si O :S 8 :S 1 del Lema 4.10 i) se sigue que 

si 1 :S 8 :S 2 de (4.10) se sigue que 
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y si s :::: 2 por definición de w tenemos que 

I (1j;+ (z,s )) = I ([cp+(z)L + (s - 2)w) 

= ~ 11 [cp+(z)L + (s - 2) wl1 2 - ~ (1 [cp+ (z)] 2 + (s - 2) wl:) 

= ~ (11 [cp+(z)] 211 2 + lI(s - 2) w112) - ~ (1 [cp+(z)LI: + I(s - 2) wl:) 
= I ([cp+ (z)L) + ¡ ((s - 2) w) 

~ ¡# (7 (cp+(z)) cp+(z)) + ¡ ((s - 2) w) , por el caso anterior (s = 2). 

Reswniendo estos tres casos obtenemos 

Por otro lado, si O ~ s ~ 1 Y .x (s) = [(1 - s) + as] tenemos 

J (1j;-(z, s)) = J (.x (s) cp-(z)) 

= .x
2 

(s) Ilcp-(z)112 + .x
q 

(s) Icp- (zW 
2 q q 

:::: ~ Ilcp-(z)11 2 + ~ Icp-(z)l! = J (cp-(z)) , 

donde la desigualdad se da porque a > 1 Y así .x (s) :::: 1 para toda O ~ s ~ 1. 
Si s :::: 1, entonces 

J (1j; - (z, s)) = J (acp-(z)) 

a 2 
2 aq 

q 
= 2 1Icp-(z)11 + q Icp- (z)l q 

:::: ~ Ilcp-(z)112 + ~ Icp-(z)l! = aJ (cp- (z)) 

donde la desigualdad se da porque a > 1. Juntando estos dos casos tenemos que 

( 4.13) 

(4.14) 
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Así, por (4.13), (4.14) Y el Lema 4.10 (iv) , tenemos que 

<1>0 (~(z, 8)) = I (~-j!(Z,8)) - J (~-(z, 8)) 

{ 

I (<p+(z)) - J (<p- (Z)) = <1>0 (<p(z)) si O::; 8 ::; 1 
::; I# (7 (<p+(z)) <p+(z)) - aJ (<p-(z)) si 1::; 8 ::; 2 

I# (7 (<p+(z)) <p+(z)) + I ((8 - 2) w) - aJ (<p-(z)) si 8 ~ 2 

{ 

<1>o(<p(z)) si O::; 8::; 1 
::; max{a<1>o(<p(z)), O} si 1::; 8 ::; 2 

max{a<1>o(<p(z))+,B,O} si 8~2 

donde,B := max{I (tw) : t ~ O} = I (tww) = I (w) > O pues tw = 1 por definición de 
w. Es decir, se cumple iii). 
Veamos que se satisface ii). Dado que Xi: es de dimensión finita (y así todas las 
normas son equivalentes en Xi:) y p > 2 podemos tomar R' ~ max{R,2} tal que 
I# (u) + I (w) ::; -1 para toda u E Xi: con lIull ~ R' , y además tal que 

I ((r - 2) w) ::; - max I# (7 (<p+(v)) <p+(v)) - 1, si r ~ R', (4.15) 
vEX~ 

pues I (tw) -> -00 cuando t -> oo. Si r ~ R' ~ 2 entonces por (4.13), y (4.15) 

::; -1. 

Sea z = (u,v). Si O::; r ::; 1 Y lIull ~ R' entonces, por (4.13) y dado que R' ~ R, se 
tiene 

I(7jJ+(z,r))::; I(<p+(z)) =I(u)::; I#(u)::;-1. 

Si 1 ::; r ::; 2 y lIull ~ R' entonces, por (4.13) y dado que R' ~ R, usando el Lema 4.10 
(ii) se tiene 

I (~+(z, r)) ::; I# (7 (<p+(z)) <p+(z)) = I# (7 (u) u) 

= I# (u) ::; -1. 

Si 2 ::; r ::; R' y Ilull ~ R' entonces, por (4.13) y por definición de R' ~ R, se tiene 

I (~+(z, r)) ::; I# (7 (<p+(z)) <p+(z)) + I ((r - 2) w) 

=I#(u)+I((r-2)w) 
::; I# (u) + I (w) ::; -1. 
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Así, de todos estos casos tenemos 

1 (1/J+( z, r)) ::; -1, si lIull:::: R! ó r:::: R' 

y, dado que <Po (z) ::; 1 (u), concluimos que 

<Po (1/J(z,r)) ::; -1, si lIull:::: R! ó r:::: R' . 

Esto prueba (ii) . • 

Lema 4.12 Sea D := {z E X n 
: <po(z) ::; -1}. Entonces 

(a) z E D, s :::: 1 ==> sz E D. 
(b) D es homot6picamente equivalente a la esfem unitaria en X n . 

Demostmción: a) Sea z E D, y s :::: 1, entonces sP :::: S2 y sq :::: S2 pues p > 2 y 
q > 2. Como z E D entonces 

S2 2 2 sP sq 
<Po (sz) = '2 (llull - IIvll ) - p lul: - q Ivl~ 

2 2 2 

::; ~ (lI u ll 2 - IIvln - ~ lulP - ~ Ivl
q 

2 p P q q 

= S2<PO(z)::; -s2::;-1 

es decir, sz E D; y así tenemos a). 
b) Sea z = (u, v) E X tal que lIull 2 + IIvll 2 = 1. Probaremos primero que existe un 

único tz > O tal que <po(tzz) = -1. En efecto: t > O satisface <po(tz) = -1 si y sólo si 

fu(t) := lIull
2 
t2 _ lul: tp = IIvl1

2 
t2 + Ivl~tq -1 = : 9v(t). 

2 p 2 q 

Como p , q > 2, las gráficas de fu y 9u son de la forma: 
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Es decir, fu(O) = 0, fu tiene un único punto crítico en (0,00) Y éste corresponde a un 
valor máximo positivo, y fu(s) -> ~oo cuando s -> 09; en tanto que gv es convexa y 
gv (O) = -1. De modo que existe un único punto tz tal que fu (t z) = gv (t z )' 

Más aún, si denotamos por sxn a la esfera unitaria en xn, tenemos que la función 

SXn -> 8D, 

es continua y, de hecho, es un homeomorfismo con inverso z 1-+ II~II' Por a) se tiene 
además que 8D es un retracto por deformación de D, de modo que D es homotópica
mente equivalente a la esfera sxn .• 

Proposición 4.13 <1> satisface (H7). Más precisamente, existen a, (3 > 0, que depen
den s610 de n y de p, con la siguiente propiedad: Para toda funci6n impar continua 
a : Xi: -> xn tal que a(z) = z si IIzll ~ R, existen una funci6n impar continua 
(j : Xi:+l -> xn y una Ji ~ R que satisfacen: 

(i) (j(z) = a(z) si z E Xi:. 
(ii) (j(z) = z si IIzll ~ R. 
(iii) <l>o((j(z)) :S max{a<l>o(a(7r(z))) + {3,0} donde 7r: Xi:+l -> Xi: es la proyecci6n 

ortogonal. 

Demostración: Sea a: Xi: -> xn una función continua e impar tal que a(z) = z 
si IIzll ~ R. Por el Lema 4.11 existen'ljJ : Xi: x [0,00) -> xn y R' ~ R que cumplen 
las propiedades (i), (ii) Y (iii) de dicho lema. Fijemos e E Xi:+l ortogonal a Xi: con 
lIe 11 = 1, Y extendamos a al semiespacio W = {v He : v E Xi:, t ~ O} de Xi:+l mediante 

O'(v+te)='ljJ(v,t) siv E Xi:, t~O, 

Por otro lado, dado que Xi:+l es un espacio de dimensión finita y 'ljJ satisface la condición 
(ii) del Lema 4.11, existe R" ~ R' tal que <1>0 ( w) :S -1 Y <l>0(0'( w)) :S -1 para toda 
w E W con IIwll = R". Dado que {z E xn : <l>o(z) :S -1} =: Des homotópicamente 
equivalente a la esfera unitaria en xn (por el lema anterior), Des contralble. De aquí 
que exista una homotopía 

IJ! : {w E W: Ilwll = R"} x [0,1]-> D 

tal que lJ!(w,O) = O'(w), lJ!(w,1) = w, y lJ!(z,t) = z para z E Xi:, tE [0,1]. Sea 
Ji : = R" + 1 Y definamos (j : Xi:+l -> xn como 

{ 

O'(w) 

(j(w) = :JIIJ!(RIIII:II,IIwll- R") 

-(j(-w) 

si w E W, IIwll:S R" 
si w E W, R":S IIwll :S Ji 
si w E W, Ji:s IIwll 
si -wE W 



74 4. SISTEMAS ELíPTICOS FUERTEMENTE INDEFINIDOS 

Dado que a es impar y las propiedades de W, u esta bien definida y es, Eor definición, 
una extensión impar de a a Xi:+l que satisface u(w) = w si IIwll ~ R, es decir, se 
cumplen las primeras dos condiciones (i) y (ii). Obsérvese que, por el lema anterior, 
tu E D si u E D Y t ~ l. De aquí que <l>o(u(w)) :::; -1 si IIwll ~ R" y, por el Lema 4.11 , 

<l>o(u(v + te)) = <l>o(1/J(v , Itl)) :::; amax.{<I>o(cp(v)),O} + fJ si IIv + tell :::; ¡t'. 

Esto prueba (iii). • 

4.5 Crecimiento de los valores rninirnax Ck 

Para completar la demostración del Teorema 3.1 necesitamos mostrar que la sucesión 
(l.5) del Teorema 1.10 

no está acotada, donde 

Ck := lirnsup c~, 
n->oo 

C~:= inf sup <l>o(a(u)), 
<TEr¡; uEX' 

y r;: es el conjunto de las funciones continuas a E eo (Xi:, xn) con las siguientes dos 
propiedades: 
(i) a es impar, es decir, a(u) = -a(u) para cada u E Xi:, 
(ii) Existe R > O tal que a(u) = u si lIull > R. 

Probaremos las siguientes estimaciones. 

Proposición 4.14 Existen constantes positivas el, e2 tales que 

donde v : = iJ r!:z. . 

Demostración: Denotemos por <1>0 : xn -t lR la restricción de <1>0 a xn = HJ(D) EB 
Vq(D)n. Usando un resultado de Tanaka tenemos que, para cada k, n ~ 1 existe zi: = 
(u;:, vi:) E xn tal que 

( 4.16) 
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donde J..Lo( zí: ) denota el índice de Morse más la nulidad de zí:, véase [49]. Denotemos 
por 4>o(z) = I (u) - J (v) donde 

I(u)= GI\7ul;- ~lul:) , J(v)= GI\7vl;+~lvl:). 
Dado que el cero es el único punto crítico de J, se sigue de (4.16) que zí: = (uk, O) Y 
que 

donde la última desiguldad se debe al hecho de que 

(4.17) 

La desigualdad clásica de Cwickel [26], Lieb [39], y Rosenbljum [45] nos dice que 

(4.18) 

con Q := !f(p - 2). Así, usando el hecho de que uk es un punto crítico de I , es decir, 
que 

tenemos que 

Por otro lado, como p < ~~2 =: 2" se tiene que Q < p, de modo que de la desigualdad 
(4.18) obtenemos 

G kV < G ( { lunIO<)P/O< < (p - 2) lunlP = I(un) < cn 
1 - 3 Jn k - 2p k P k - k 

con v = E. = 2~· es decir 
O< N p-2' 

para toda n y k. 

Tomando el límite cuando n --t 00 obtenemos la primera desigualdad de esta proposi
ción: 

G1kV 
::; Ck := limsupck 

n-oc 



76 4. SISTEMAS ELíPTICOS FUERTEMENTE INDEFINIDOS 

Veamos la segunda desigualdad. Sea 

rt := {o-+ E Co(X: ,X+) : (J+ es impar, y (J+(u) = u si Ilull es suficientemente grande}. 

Si (J+ E rt y (J E CO(Xí:,xn) está dada por (J(u,v) = ((J+(U), v), entonces, por (H4), 
<Po ( (J (z )) ::; O para 11 z 11 suficientemente grande. Argumentando como en la demostración 
de la Proposición 4.13 podemos suponer que (J E rk, y que 

Entonces, de la desigualdad (40) en [6J se obtiene 

para toda n. Es decir, se tiene la segunda desigualdad. _ 

4.6 Demostración de los Teoremas 4.1 y 1.12 

Demostración del Teorema 4.1: Aplicaremos el Teorema 1.10. De las Proposi
ciones 4.5, 4.6, 4.7, 4.8 Y 4.13 obtenemos las propiedades (Hl)-(H7). Sólo falta mostrar 
que la sucesión (1.5) es no acotada. Procediendo como en la demostración del Teorema 
3.1, supongamos, por contradicción, que existe B > O tal que 

donde 8(8) = 181(t, 8)1 = ¡82 (t, 8)1 = A(82 + 1)"'/2 (véase la Proposición 4.6). Como en 
[44, (10.47)J esto implica que existe una contante D > O tal que 

Ck ::; Dk1/ (I--y) para toda k, 

lo cual contradice la Proposición 4.14 si I < 0- f; ) N, como habíamos supuesto. 

Así, el Teorema 1.10 nos da la existencia de una sucesión de valores críticos (Ck) de <PI 
que satisface 

( 4.19) 
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con a, f3 > O como en la Proposición 4.13 (véase la Proposición 2.11). Para nuestra 
función particular e, tenemos que 8::; (2(1 ,8) ::; A¡(8 ;t 1) . Así, de (4.19) y del Lema 
4.14 se obtiene 

con v := N~r:-2)' • 

Demostración del Teorema 1.12: Supongamos que pE (2, 2::~n, q E [P, oo), 
y que fE C¡(O x 1R2,1R) satisface 

Ifu(x, u, v)1 ::; do(lull'P-¡ + Ivl"-¡ + 1) 
Ifv(x, u, v)1 ::; do(lull'P-¡ + Ivll'q-¡ + 1) 

(4.20) 

para toda (x , u, v) E n x 1R2
, y constantes do > O, O ::; (J - 1 ::; ~ (-yp - 1) , Y 

~ ::; 1 < min { Ü - ~ ) N , ~ e;~¡) } . Nótese que, dado que p > 2, Ü - ~ ) N < 
(~ - ~) N = 1, de modo que 1 cumple las condiciones del Teorema 4.1. Probaremos 
que f satisface las propiedades (f¡) y (f2) para esta l' Así, el Teorema 1.12 es un caso 
particular del Teorema 4.1. 
Como O ::; (J - 1 ::; ~ (-yp - 1) Y P ::; q se tiene 

Ifz (x, u, v)1 ::; Ifu (x, u, v)1 + Ifv (x, u, v)1 ::; d¡ (lull'P-¡ + Ivll'q-¡ + Ivl"-¡ + 1) 
::; d2 (lull'P-¡ + Ivll'q-¡ + 1) , 

es decir, se cumple (f2 ). Para probar (f¡) basta ver que 

Ifz (x, z) . zl ::; a¡(lull'P + Ivll'q + 1), Y 

If (x, u, v)1 ::; a2(lull'P + Ivll'q + 1). 

Probemos la primera desigualdad: La desigualdad Ifz (x, u, v) zl ::; Ifu (x, u, v)llul + 
Ifv (x , u, v)llvl, junto con las hipótesis (4.20) sobre f, nos dan 

IJz (x , u, v) zl ::; d¡ (lull'P + Ivll'q + lull'P-¡ Ivl + Ivl"-¡ lul + lul + Iv!) 

y, usando la desigualdad de Young y las hipótesis (J-1 ::; ~ (IP - 1) Y 1 2: ~, obtenemos 

IJz (x, u, v) zl ::; a¡(lull'P + Ivll'Q + 1) . 
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Para la segunda desigualdad basta proceder como en (3.2) y usar las hipótesis (4.20) 
sobre f, es decir 

If( x ,u, v)I-lf(x,O, O)1 ::; If(x, u,v) - f( x ,u, O)1 + If( x ,u, O) - f( x , O,O)1 
{Ivl { Iul 

::; Jo Ifv(x, u, ()I d( + Jo Ifu(x, (, 0)1 d( 

::; d1(lul"lP-1Ivl + Ivl"lq + 1) + d1(lul"lP + 1). 

Usando la desigualdad de Young, se obtiene 

es decir, se cumple la segunda desigualdad. _ 

4.7 Comentarios 

Si pE (2, 2ft~{), el Teorema 4.1 garantiza la existencia de una infinidad de soluciones 
de la ecuación 

-t:J.u = lulp
-

2 u + J(x) in n, u = O on an (4.21) 

(basta aplicarlo con q E (2, p) Y f(x , u, v) = J(x)u). Es decir, el resultado de Bahri y 
Lions [6] que mencionamos en la introducción (véase el Teorema 1.7) se obtiene tam
bién como un caso particular del teorema principal de este capítulo. Las estimaciones 
superiores del Teorema 4.1 para las energías de dichas soluciones, 

2p 
lI:= N(p _ 2)' 

fueron recientemente establecidas por Castro y Clapp [15] para el caso particular de la 
ecuación (4.21). 

Si f es una función par (es decir, si f(x , u, v) = f(x , -u, -v)) de Figueiredo y Ding 
[28] probaron que el Teorema 1.12 es válido bajo condiciones de crecimiento más débiles 
sobre f. Como en el caso de Bahri-Lions (Teorema 1.7), nuestras condiciones sobre f 
se derivan básicamente de las estimaciones para el índice de Morse de Cwickel [26], 
Lieb [39] y Rosenbljum [45]. Dado que ese resultado es el mejor que se tiene hasta el 
momento para una sóla ecuación, nuestras hipótesis sobre f son adecuadas. 

Sin embargo, de Figueiredo y Ding [28] prueban la existencia de una infinidad de 
soluciones para Hamiltonianos H(x, u, v) pares más generales que los considerados aquí. 
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La dificultad para obtener multiplicidad de soluciones para Hamiltonianos más generales 
que no sean pares radica en verificar que se cumple la cpndición (H7). Esta propiedad, 
como mencionamos antes (véase 2.6.5), requiere de un conocimiento bastante preciso 
de la topología de los conjuntos de subnivel del funcional par <1>0. 
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Capítulo 5 

Perspectivas a futuro 

Para concluir, mencionaremos algunos problemas que se nos quedaron pendientes y que 
planeamos desarrollar en un futuro próximo. 

5.1 Soluciones múltiples de sistemas no coopera
tivos para Hamiltonianos más generales 

Consideremos el sistema elíptico no cooperativo 

{ 

-/:).u = Hu(x, u, v) in n 
(1t*) -/:).v = -Hv(x, u, v) in n 

u = O, v = O on an 
donde n es un douúnio acotado suave en IRN

, N 2: 3, Y H es de la forma 

H(x, u, v) = Ivl q + F(x, u, v) + f(x, u, v) 

con q E (2,00), Y F,f E CI(n x 1R2,1R). Si F satisface condiciones de creciuúento 
adecuadas, análogas a las consideradas por de Figueiredo y Ding [28], y alguna de las 
siguientes condiciones de simetría: 

F(x,-u,v) = F(x,u,v) paratoda (x ,u,v) EnxlR2, 

o bien F(x , -u, -v) = F(x ,u,v) paratoda (X,U,V)EnxIR2, 

y si f satisface condiciones análogas a las del Teorema 4.1, es posible demostrar que la 
trayectoria de funcionales asociada a este problema 

<P(z, t) := ~ r (lV'uI2 - lV'vI2) dx - r H(x, z, t)dx, 
2Jn Jn 

81 
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con H(x, z, t) := /v/ q + F(x, z ) + tf(x, z ), satisface las condiciones (Hl)-(H6) del 
Teorema 1.10 y que la sucesión 

no está acotada. 
De modo que, para poder asegurar la existencia de una infinidad de soluciones del 

sistema (ri*) requerimos investigar bajo qué condiciones se cumple la condición (H7) . 
Por ejemplo, dado que el funcional 

1>o(z) :=! r (/Vu/ 2 
- /Vv/ 2

) dx - r (! /u/ P + ! /v/ q
) dx 

2 Jn Jn P q 

satisface (H7) (véase la Proposición 4.13), tenemos que, si un funcional 1110 satisface 

entonces el funcional 1110 satisface (H7) . 
Un primer problema al que nos avocaremos es investigar bajo qué condiciones se 

cumple la condición (H7) para Harniltonianos más generales. 

5.2 Otros problemas 

Otros problemas que queremos abordar próximamente son los siguientes: 

1. Nos interesa estudiar la existencia de soluciones múltiples del sistema fuertemente 
indefinido (1t) considerado en el Capitulo 4, pero con condiciones no homogéneas 
a la frontera. Investigaremos bajo qué condiciones adicionales se cumplen las 
condiciones de nuestro teorema abstracto en este caso. 

2. Asimismo, nos interesa aplicar nuestro teorema abstracto a sistemas elípticos de 
un tipo diferente a los considerados en esta tesis, es decir, a sistemas de tipo 
Harniltoniano (véase [27]) de la forma 

{ 

-Ó-u = Hv(x , u, v) en n 
Ó-v = Hu(x, u, v) en n 

u = uo, v = Vo en an 
donde n es un dominio acotado en IRN , N :c 3, y H E C 1(f2 X ]R2, lR), y establecer 
condiciones sobre el Hamiltoniano H que garanticen la existencia de una infinidad 
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de soluciones de este sistema cuando H no es par. El espacio donde está definido 
el funcional asociado a este sistema es un espaciQ de Sobolev fraccionario , y una 
primera dificultad radica en obtener estimaciones inferiores para el crecimiento de 
los valores minimax. Específicamente, en este caso no podemos usar directamente 
la desigualdad (4.18) . Además está el problema de probar la condición (H7). 

3. Usando métodos análogos a los desarrollados en [19, 20] planeamos extender el 
Teorema 1.10 a grupos de simetrías más generales que el grupo 1:2 . 

4. Nos interesa además establecer un teorema dual a nuestro resultado abstracto, 
similar al Teorema 3.18 de [50] (véase también Proposición 2.2 de [28]) , y aplicarlo 
a un problema cóncavo-convexo, ya sea semi definido o fuertemente indefinido, 
para establecer la existencia de dos sucesiones de valores críticos del funcional 
asociado, una de ellas convergiendo a cero y la otra a infinito. 
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Apéndice A 

Lema de deformación. 
Diferenciabilidad de funcionales. 

A.l Lema de deformación 

El lema de deformación juega un papel muy importante para probar la multiplicidad 
de puntos críticos. Para obtener un lema de deformación para funcionales Frechet 
diferenciables sobre espacios de Banach se requiere de una generalización del concepto 
de gradiente: la noción de pseudogrodiente introducida por Palais en 1966. 

Definición A.l Sea M un espacio métrico, X un espacio norrnado y h : M --+ X'\ {O} 
un mapeo continuo. Un campo vectorial pseudogradiente paro h sobre M es un campo 
vectorial continuo localmente Lipschitz V : M --+ X tal que, para cada u E M, 

IIV(u)1I ::; 2I1h(u)11 
h(u) (V (u)) ;::: IIh (u)112 . 

(A.1) 

(A.2) 

A un punto v = V (u) E M que satisface las desigualdades anteriores se le llama vector 
pseudogrodiente paro h en u. 

Obsérvese que si X es un espacio de Hilbert, ~ : X --+ IR de clase el, M := {x E 

X : ~' (x) =J O} y h := ~' , entonces V := 'V~ definido por ('V~(x), v) := ~' (x) (v) 
satisface las condiciones (A.1) y (A.2). Así, un campo pseudogradiente es efectivamente 
un generalización del concepto de campo gradiente. Si el funcional ~ es de clase e2 

y está definido sobre un espacio de Hilbert, entonces el gradiente de ~ es localmente 
Lipschitz. 

Las deformaciones que aparecen en el lema de deformación están dadas por el flujo 
de un campo vectorial pseudogradiente. La condición de que V sea localmente Lipschitz 
se requiere para que dicho flujo sea un flujo global. 

85 
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Observe que suma convexa de campos vectoriales pseudogradientes sigue siendo un 
campo vectorial pseudogradiente. Así, en general un campo vectorial pseudogradient€ 
no es único y, más aún, su existencia no parece evidente para espacios de Banach. Esta 
nos la garantiza el siguiente lema. La idea de su demostración es probar la existencia 
local de campos vectoriales pseudogradientes y luego pegarlos mediante una partición 
de la unidad localmente Lipschitz. La demostración de los siguientes resultados se 
encuentra, por ejemplo, en [50]. La incluimos aquí para conveniencia del lector. 

Lema A.2 Sea M un espacio métrico, X un espacio normado y h : M --+ X'\{O} un 
mapeo continuo. Entonces existe un campo vectorial pseudogradiente para h sobre M. 

Demostraci6n: Como 

IIh(v)11 = sup {h(v)(u): u E X}, 
lIull=1 

para cada v E M, existe x E X con IIxll = 1 tal que 

2 
311h (v)11 < h (v) (x) :S IIh (v)lI· 

Definamos y = ~ IIh (v)11 x. Como h (v) es lineal, 

Ilyll < 211h (v) JI , h (v)(y) > Jlh (V)Jl2 . 

Para cada v E M existe una vecindad abierta Nv de v tal que 

Jlyll :S 211h (u) JI , h (u) (y) ~ Jlh (u)112 

(A.3) 

para toda u E Nv · En efecto, como h es continua, f¡ (u) = 2J1h (u) JI - JlyJl y 12 (u) = 
h (u) (y) - IIh (u)112 son tambien continuas en M, de modo que Nv Jl 1 (O, (0) n 
J2- 1 (O, (0) es abierto y contiene a v por (A.3). La familia 

N := {Nv : v E M} 

es una cubierta abierta de M. Dado que M es un espacio métrico, y por tanto para
compacto, existe una sub cubierta localmente finita M := {Mj : j E J} de N (véase 
el Teorema de Stone [32, Teo. 5.1.3]). Definamos Pj (u) := dist(u, X\Mj) como la 
distancia de u a X\Mj. Es fácil ver que la familia de funciones 
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forma una partición de la unidad localmente Lipschitz subordinada a M ([33, Prop. 
1.2.11]) . . 
Para cada j E J, escojemos Vj E M tal que Mj e Nvj ' Por (A.3) existe Yj tal que 
cumple 

para toda v E Mj. Dado que M es un refinamiento localmente finito, la función 

V(u) = I>j¡)j(u) 
jEJ 

está bien definida. Más aún, cada u E M tiene una vecindad tal que esta función es 
una suma finita de funciones Lipsclútz en dicha vecindad, por lo que V es localmente 
Lipsclútz. Finalmente, V(u) es un campo vectorial pseudogradiente para h. En efecto: 
¡)j(u) =1- O sí y sólo sí u E Mj y, por construcción, Yj es un vector pseudogradiente 
para h en u para toda u E Mj e Nvj' Así, como V(u) es una combinación convexa de 
vectores pseudogradientes para h en u, V(u) es un vector pseudogradiente para h en u . 

• 
El siguiente lema cuantitativo de deformación se debe a M. Willem, véase [50, Lem

ma2.3]. 

Lema A.3 Sea X un espacio de Banach, 4> E C1(X,IR), S e X, e E IR, E > O, Ó > O 
tales que 

IW(u)1I ~ 8;, Vu E 4>-1 ([e - 2E, e + 2E]) n Su. 

Entonces existe una homotopía continua 1/ : X x [0,1] -+ X tal que: 
(i) 1/ (u, t) = u si t = O 6 u E 4>-1 ([e - 2E, e + 2E]) n Su. 
(ii) 1/ (u, 1) E 4>~C-E para todo u E 4>~C+E n S. 

(iii) 1/ (" t) es un homeomorfismo de X para todo t E [0,1]. 

(A.4) 

Demostraei6n: Por el lema anterior existe un campo vectorial pseudogradiente W 
para 4>' en M := {x E X : 4>' (x) =1- O} . Definamos 

A := 4>-1 ([e - 2E, e + 2E]) n Su, 

B := 4>-1 ([e - E, e + E]) n Só, 

1jJ u := dist (u , X\A) 
() dist (u, X\A) + dist (u, B) 

{ 

-1jJ(u)W(u) si u E A 
V (u) := IIW

O
(u)11 2 

si u E X\A 
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Así, 'IjJ es localmente Lipschitz y tal que 'IjJ = 1 en B y 'IjJ = ° en X\A, y V es un 
campo vectorial localmente Lipsclútz (véase [33, Ejem. 1.2.10]) . Además, dado que W 

satisface las desigualdades (A.2) y (A.4) , V satisface IIV(u)11 ~ IIW~u)1I ~ :E' es decir, 

IIV(u)11 ~ e (1 + IlulD , 'fu E X. (A.5) 

Así, para cada u E X el problema de Cauchy 

{ 
ftO"(t,u)=V(O"(t,u)) 

O" (O, u) = u 

tiene una solución única O" (., u) definida en todo lR . Más aún, O" es continua en lR x X 
(véase, por ejemplo, [46, cap. 4]). Definamos 1] : X X [O,IJ -+ X como 1] (u, t) := 

O" (8Et , u) . Es fácil ver que 1] satisface las condiciones requeridas (véase [50, Lernma 
2.3]) .• 

A.2 Diferenciabilidad de los funcionales involucra
dos en las aplicaciones de los Capítulos 3 y 4. 

En esta sección demostraremos algunos resultados que garantizan la diferenciabilidad 
de los funcionales semidefinidos y fuertemente indefinidos que surgieron en nuestras 
aplicaciones. 

Una clase importante de operadores que suelen surgir en el análisis no lineal son los 
llamados operadores de Nemitski, que aparecen también en nuestras aplicaciones y que 
a continuación definiremos. 

Definición AA Sea f2 un subconjunto abierto y acotado de lRn y sea h : f2 x IRm-+ IR. 
El operador de Nemitski asociado a h, denotado también por h, está definido como 
sigue: 

h(u):f2-+lR, h(u)(x)=h(x,u(x)), u E (M (f2))m, x E f2. 

donde M (f2) es el espacio de funciones Lebesgue medibles con valores reales. 

Se dice que h es una función de earathéodory o que satisface la condición (e) si: 

i) s 1--> h (x, s) es continua para casi toda x E f2, 

ii ) X I--> h (x , s) es medible para cada s E lRm
. 

Observe que si h satisface la condición (e) 

h (u) E M (f2) para cada u E (M (f2))m. 
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A.2.1 Continuidad de los operadores de Nemitski 

Supongamos que Pi, r 2: 1 para cada i E {1 , ... , m} y que además 

(A.6) 

para alguna constante c > O. Bajo todas estas hipótesis se tiene 

Teorema A.5 Sea n e lRn un conjunto abierto y acotado y h : n x lRm -+ lR una 
funci6n que satisface la condici6n (C) y que cumple (A. 6). Entonces el operador de 
Nemitski inducido por h es un operador continuo de VI (n) x ... x V~ (n) a U (n) . 

Para la demostración de este teorema véase [51, Prop. 26.6], [ll , 2.2.1], [2, Teo. 
2.2], ó [48, Apendice ej. Véase además [2, Teo. 2.6 y Teo. 2.9] para la diferenciabilidad 
de operadores de Nemitski. Usaremos este resultado para probar las Proposiciones 3.2 
y 4.2 de los Capítulos 3 y 4 respectivamente. 

A.2.2 Demostración de la Proposición 3.2 

El funcional asociado al sistema elíptico (9) 

esta dado por 

donde 

(9) { 
-~v = 'ilvH(x , v) 

v = Uo 

en n 
enan 

<pt(u) :=! r l'ilul 2 dx - r H(x, u, t)dx 
2 Jo. Jo. 

H(x, u, t) := F(x, u + tuo) + tf(x, u + uo), 

n es un dominio suave y acotado de lRN
, N 2: 3, Uo E C 2 (an,lRm ), F, fE c1(ox lRm ,IR) 

y satisfacen las siguientes condiciones: 

(F1) Existe pE (2,2*) Y ao > O tal que, para toda (x, u) E n x lRm , 

l'iluF(x, u)1 ::; ao(luIP
-

1 + 1). 
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(f) Existen, E [0,1) Y do> O tales que, para toda (x, u) E n x ]Rm, 

If(x, u)1 + lV'uf(x, u)· ul ::; do(IF(x, u)l'Y + 1) 
lV'uf(x , u)1 ::; do(lV'uF(x, uW + 1) 

Proposición A.6 Si F satisface (F¡) y f satisface (f) entonces el funcional <I> es de 
clase e¡ en X = HJ(n, ]Rm), y su derivada está dada por 

<1>; (u) v = In V'u· V'v dx -In V' uH(x, u, t) . v dx. 

Demostración: La derivada de Gateaux del funcional <l>t en u en la dirección v es 

Dv<I>d u) := ! <l>d u + sv) 18=0= In V'u· V'v dx - In V' uH(x, u, t) . v dx . 

Así, basta demostrar que la derivada de Gateaux D<I>t : X -+ X' es continua, donde X' 
es el dual topológico de X, es decir, basta probar que el operador W : X -+ X' definido 
por 

w(u)v:= In V'uH(x,u , t)·vdx 

es continuo. Sea Un -+ u una sucesión convergente en X. Por los Teoremas de Encaje 
de Sobolev, y como por hipótesis p < 2*, se tiene que Un -+ u en V' (n, ]Rm) . Por otro 
lado, usarIdo las desigualdades de Holder y Sobolev se tiene 

Iw (un) v - W (u) vi ::; In IV' uH(x, Un, t) - V' uH(x, u, t)llvl dx 

::; IV' uH(x, Un, t) - V' uH(x, u, t)l..E... Ivl 
p-l P 

::; clV'uH(x,un,t) - V'u H(x,u,t)I..E...llvll· 
p-1 

Dado que F satisface (F¡), el operador V'uH : V' (n,]Rm) -+ Lr6. (n) definido como 
V' uH (u) (x) := V' "H (x, u (x) , t) es una función continua por el Teorema A.5 con Pi = P 
y r = ~. De aquí se sigue que W es continua. _ 

A.2.3 Demostración de la Proposición 4.2 

El funcional asociado al sistema elíptico (1i) 

{ 

-6.u = lulp
-

2 u + f,,(x, u, v) 
(1i) 6.v = IvIQ

-
2 

V + fv(x , u, v) 
u = O, v = O 

enD 
en n 
en un 
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está dado por 

<I>(z, t) :=! f (l\7uI 2 -1\7vn dx - .¡ H(x, z, t)dx 
2Jn Jn 

donde 

1 1 
H(x , z, t) := -lulP + -Ivl

q + tf(x, z), x E n, z = (u , v) E R?, 
p q 

n es un dominio acotado y suave en JRN, N ~ 3, p E (2,2·), q E (2,00) Y f E 
el(D x JR2 , JR) satisface: 

U¡) If(x, z)1 + Ifz(x, z)zl :S d(lul'P + Ivl,q + 1) 
(12) !fAx, z)1 :S d(lul,(P-l) + Ivl,(q-l) + 1) 

para toda x E n , z = (u, v) E JR2 . 

Proposición A.7 Si F satisface (fl ) - (f2) entonces el funcional <P es de clase el en 
X = HÓ(n) EB Vq(n) . Su derivada esta dada por 

<I>~(u,v)(cp,'I/I)= In \7U.\7CPdx-1n \7U.\7'1/1dx-1n \7zH(x,u,v, t)'(cp ,'I/I)dx 

= In \7u· \7cpdx -In \7u· \7'1/1dx -In lulP-
2

ucpdx -In Ivl
q
-

2
v'l/ldx 

-t In \7zf(x,z) ·wdx. 

Demostrnci6n: Sean z = (u , v), w = (cp, '1/1) E X. La derivada de Gateaux del 
funcional <Pt en z en la dirección w es 

Así, basta demostrar que el operador \JI : X -> X' definido por 

\JI (z ) w:= In \7zH(x , z , t) . w dx 

es continuo, con z = (u , v), w = (cp , '1/1) E X. Procediendo como en la proposición 
anterior, sea Zn = (un , vn ) -> z = (u , v) en X, entonces Un -> u en IJ' (n) y V n -> v en 
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L q (0) , donde q = max {2* , q}; y usando las desigualdades de Holder y Sobolev se tiene 

Iw (zn) . w - W (z) . wl = 11 C'vzH(x , Zn , t) - \1zH(x, z, t)) . wdxl 

::; 111un1P-2 Un - lulp-2 ull<p1 + Ilvnlq-2 Vn - Ivlp-2 vi 11/11 

+ 11fu (x, Zn) - fu (x, z)II<p1 + 11fv (x, Zn) - fv (x, z)111/I1 

::; Ig (Un) - 9 (u)l~ l<plp + Ih (Un) - h (u)l~ 11/IIq 

+ Ifu (x, Zn) - fu (x, z)lr 1<p12. + Ifv (x, Zn) - fv (x , z)lr 11/I1q , 

::; c (Ig (Un) - 9 (u)l~ + Ih (Un) - h (u)I~) II w llq 
+c (lfu (x, Zn) - fu (x, z)lr + Ifv (x, Zn) - fv (x, z)lr) II w llq 

donde 9 (u) = lulp-2 
U, h (u) = Ivlq-2 v, ,r = min{P~l,!-t} tal que ~ + f. ::; 1 lo cual 

se cumple dado que I E [0,1) . Dado que f satisface (fl ) - (f2), los operadores 9 : 

LP (0) -> L~ (0) , h : Lq (0) -> L~ (0) Y fu, fv : LP (0) x Lq (0) -> Lr (0) definidos 
como sigue: g(u)(x) := g(u(x)), h(v)(x):= h(v(x)) y fu(z) (x) := fu(x,z(x)), 
fv (z) (x) := fv (x, z (x)) son funciones continuas por el Teorema A.5; y de aquí se sigue 
que W es continua. _ 

El siguiente lema muestra que el funcional asociado al sistema elíptico no cooperativo 
del capítulo cuatro es fuertemente indefinido. 

Lema A.8 El funcional <l>t(z) := ~ In (l\1uI2 - l\1vI2) dx- In H(x, z, t)dx, z = (u, v) E 
X = HJ(0) EB V q(0) es fuertemente indefinido para cada t E [0,1] en el sentido de la 
definición 1.5 si Inlf (x, u, 0)1 ::; Cl lIull/l , si Ilull ::; 1, para alguna constante Cl 2: O Y 

!3 > 2, donde IIul12 = In l\1ul2 
dx. 

Demostración: Tomemos Xl = HJ(0), X 2 = Vq(0) y X~ = X: definido en 
la sección 4.2. Por hipótesis y usando los Teoremas de encaje de Sobolev tenemos 
<l>t (u, O) = ~ IIul12 - ~ lul: - t In f (x, u, O) dx 2: ~ lIull2 - ~ lul: - Cl Ilull/l 2: ~ IIul12 -
~ IlullP - Cl lIull iJ , así, dado que p,!3 > 2 Y tomando p suficientemente pequeño se tiene 
P 
(MP l ). Dado que <1> satisface la condición (H4) (véase Proposición 4.7) se tiene (MP2). 

De hecho, de la demostración de la proposición 4.7 se obtuvo 

<l>t(z) ::; ~ l\1ul; - dI lul; - d2lvl: + d3 

lo cual implica la condición (A). _ 
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Observación A.9 En el lema anterior uno puede prescindir de la condición 

in If (x , u, 0)1 ::; CI lIull/1, si liull ::; 1 

definiendo de manera adecuada XI , X 2 y Xf, (véase (50, Theorem 3.7j). 

Para probar que los puntos críticos de 4>1 son soluciones débiles de (Ji) se requiere 
probar que C;: (O) e vq (O) , para lo cual requeriremos los siguientes lemas. 

Lema A.10 ([17], Chapo IV, Theorem 8) Existe una constante positiva C = C(N, O) 
tal que 

si N ~ 3. 

donde en es la función propia correspondiente al valor propio >'n de -f:j. en HJ(O). 

Demostración: Por calculo directo, tenemos que 

'V (I <p12"'-2 <p) = 1<p12"'-2 'V<p + <p'V (1<p12"'-2) 
I'V 1<p1"'1 = Q 1<p1"'-2 <p'V<p 

de esta última desigualdad se tiene 

(A.7) 

(A.8) 

Sea <P E C; (O) y Q > ~, entonces, usando integración por partes, (A.7) y (A.8) 
tenemos 

Así, poniendo <P = en en esta última igualdad, tenemos 

(A.9) 
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Por otro lado, por los Teoremas de encaje de Sobolev, se tiene que 

que junto con la igualdad (A.9) se tiene 

¡ 1 1
2"" (2a - 1) 11 1"" 12 

An en 2: 2 el en 2" · 
n a 

(A.lO) 

Si hacemos fJ = ::-2 ya = fJk con k E {a, 1,2, ... } y así, 2*;:l = 2fJk+1 Y de aquí 
obtenemos 

que junto con (A.lO) tenemos 

Vk E {a , I ,2, .. . } 

y por inducción tenemos 

(A. U) 

Por otro lado, dado que Inl < 00 y si 1 E LOO (n) entonces 1 E U (n) Vs 2: 1, Y 
Illp --+ 11100 cuando p --+ 00; así, tomando el límite en ambos lados de (A.U) cuando 
k --+ 00 se tiene 
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. k ~ 2iI 
[ 

1 1 donde c ( n) = hmk~oo lE!O ( (2f3' - 1 ) ) es finito , pues esta serie se puede acotar por 

00 ( /321 ) ~ 00 1 
cn=II < II 2iI () 1=0 (2/31 - 1) - I=l 

1 ,,= 1 :S /32 L-1=O ¡¡r 

donde claramente ¿:;:o f¡ es acotado. -

Lema A.U Si <p E c-¡m (n) entonces 

donde en y An son como en el lema anterior. 

Demostración: AplicarJdo varias veces integración por partes, tenemos 

y usando Holder tenemos 

Jin <pen J = (L) m Jin (~m<p)enJ 

es decir, se tiene (A.12). _ 

:S A~m 1(~m<p)12IenI2 
= A~m 1(~m<p)12 

(A.12) 
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Corolario A.12 Si'P E c,: (n) entonces 

m 

'Pm = L ('P, en h 2 (!1)e n ---> 'P en UO (n) 

n=l 
en particular, dado que Inl < 00 se tiene que 'Pm ---> 'P en U (n) , para cada q ~ 1; Y 
dado que 'Pm ---> 'P en HJ (n) donde 'Pm E V q (n) se tiene que 'P E V q (n), es decir, 
C,: (n) e V q (n) . 

Demostración: Usando el Lema A.H, Holder y Lema A.lO 

I'P (x) - 'Pdx) I = In~l ('P, en )p(!1)en (X)I 

~ n~l 11 'Penll en (x)1 

00 

n=k+l 
00 

n=k+l 
00 N 

~ C2C31(~m'P)12 L A~mAJ 
n=k+l 

es decir 

n=k+l 

y tomando m suficientemente grande (fija) y tomando k suficientemente grande se tiene 
que el lado derecho de esta desigualdad se puede hacer tan pequeña como se quiera, es 
decir I'P - 'Pkloo ---> O cuando k ---> oo .• 
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