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Presentacion

El camino mads corto entre
dos verdades en el dominio real

pasa a través del dominio complejo.
Hadamard.

En este trabajo damos algunas versiones del Teorema de Cauchy que
consideramos importantes por sus consecuencias en el analisis complejo.

Comenzamos con un recorrido histérico del desarrollo de la demostra-
cion del teorema que inicia con el trabajo de Cauchy. Aqui puede observarse
la dificultad que presenta la hipétesis de continuidad sobre la derivada de
la funcion. También se presentan versiones interesantes e ingeniosas para
su época en donde se hace uso explicito o implicito de la hipotesis de tal
continuidad, como por ejemplo en la prueba dada por Briot v Bouquet. Se
comenta la hipétesis de la curva de integracion empezando en un rectangulo
y llegando a la versién mas general donde se pide tinicamente que la curva
cerrada sea diferenciable a trozos. Comentamos también la prueba al teore-
ma dada por Goursat.

En la segunda parte se dan las herramientas que necesitaremos para
el desarrollo del trabajo como son la diferenciabilidad de una funcién, la
condicion de que una funcién sea holomorfa y criterios relacionados para
saber cuando una funcién cumple estas condiciones. También se define lo
que es integrar una funcién a lo largo de una curva y las propiedades de
tal integral. Aqui encontramos algunos resultados del analisis complejo que
utilizamos posteriormente.

En el Capitulo 3 trabajamos la version homotdpica del teorema de
Cauchy, no sin antes dar unos resultados de topologia algebraica y definir

(]



6 Presentacion

lo que es la gavilla de funciones holomorfas.

En el Capitulo 4 se dan primeramente resultados sobre particiones de la
unidad para un uso técnico en el capitulo. Definimos el indice en un punto
con respecto a una curva cerrada para demostrar el Teorema del Residuo y
pasar a la version homoldgica del teorema de Cauchy. También se tratara la
ecuacion % = 9.

Para el Capitulo 5 se trata lo concerniente a los primeros grupos de
cohomologia de una gavilla con respecto a cierta cubierta v funciones lo-
calmente constantes. Después se da el resultado conocido como la versién
cohomoldgica del teorema de Cauchy y sus consecuencias como, por ejem-
plo, que el primer grupo de cohomologia sea cero en un conjunto abierto de
C es equivalente a que toda funcién holomorfa tenga una primitiva.

En el ultimo capitulo se analizan algunas propiedades de homotopia libre
v damos la prueba de Dixon del teorema de Cauchy, una de las pruebas mas
simples. Utilizando los resultados anteriores, mostramos las equivalencias
logicas del teorema de Cauchy. En esta parte también puede encontrarse
las implicaciones que tiene el teorema de Cauchy en dominios simplemente
conexos v finalmente un analisis breve sobre las pruebas del teorema dadas
en libros cldsicos de variable compleja.



Capitulo 1

Introduccion

Augustin Louis Cauchy (1789-1857)
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Desde sus origenes la variable compleja se utilizé para resolver proble-
mas de célculo diferencial. Cientificos como D'Alambert y Euler comenzaron
a desarrollar la teoria de funciones de variable compleja en esa direccion.
Sin embargo, Cauchy es uno de los primeros en formalizar la teoria de la
variable compleja.

Augustin Louis Cauchy, quien nacié el 21 de agosto de 1789 y falle-
ci6 el 23 de mayo de 1857, fue un matematico y fisico francés famoso por
sus trabajos en Andlisis Matematico. Sus textos Cours d’analyse (1821) v
Ezercises d’analyse et de physique mathematique (1840-1847) fueron muy
influyentes para la matemaética moderna. Destaca en ellos el estudio cuida-
doso de las condiciones para la convergencia de las series. Otros trabajos de
importancia fueron Analyse algébrique v el Résumé des lecons sur le calcul
infinitésimal cuyo propésito fue formalizar el andlisis infinitesimal.

En 1814, Cauchy presenta en la Academia de Ciencias su obra titulada
Mémoire sur les intégrales définies. Este trabajo contiene sus descubrimien-
tos acerca de la teoria de los residuos. La primera publicacién del trabajo
aparece en 1825 con notas adicionales v con algunos cambios de notacion
en 1882. En este trabajo frecuentemente se combinan dos ecuaciones reales
en una ecuacion compleja. El primer teorema probado en la memoria es:

St una funcion de una variable compleja es holomorfa en cierta re-
gion y continua sobre la frontera, la integral de la funcion tomada
a lo largo de la frontera de la regién es igual a cero.

Sus argumentos son del siguiente estilo. Las regiones consideradas son
transformadas de forma inyectiva y continua sobre un rectangulo en el plano
real. La transformaciéon o aplicacién sobre el plano complejo M + iN es
obtenida tomando funciones M y N con derivadas de todos los érdenes con
respecto a x e y, continuas en T e y.

Sea f(M+iN) = P+iQ una funcién holomorfa de M +i/N en una cierta
region (2 del plano M + iN y consideremos que M = ¢(z,y) vy N = ¢(z.y)
son funciones continuas en las variables = e y definidas en un rectangulo R
con frontera R, que poseen derivadas parciales de todos los érdenes con
respecto a r e y en R y sobre 9R. Ademas, sean

S+1‘T=f(M+iN)W (1.1)
U+iV = f(M+ :‘;\')W—err—) (1.2)

Ay )
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Diferenciando 1.1 v 1.2

a0 T T
as +30_T = f + )8(ﬂ18+zf\)() U+u’\)

dy dy dy
*(M +iN)
JI IJV v T Y e ——
HFM +iN) =
U v A(M +iN) d(M +iN)
1
o Pigy =M N oz T
.2 1 -.\.-
S iy DM )
drdy

Como bajo las condiciones anteriores se tiene que,

9*(M +iN) _ &*(M +iN)
dxdy B dydx

sucede que,
05, OT U ov
Ay e@y =z 'or
Entonces
as  ou or oV

Multipliquemos las ecuaciones anteriores por drdy e integremos de = 0
ar=aydey=0ay=>b Como el integrando es continuo, el orden de
integracién puede cambiarse!. Esto nos lleva a la igualdad

/U“ i dd _// “drdy. (1.4)

Sean S(z,b) = S, S(z,0) = s, U(a,y) = U y U(0,y) = u, entonces

] a b b
/ Sdr*/ sdx =/ Udy—/ udy. (1.5)
0 0 1] 4]

De manera similar, tomando T'(z,b) = T, T(z,0) = ¢, V(a,y) =
V(0,y) = v, obtenemos

a a b b
/ Tdr —f tdx =/ Vdy —/ vdy. (1.6)
0 0 0 0

'Esto se debe al Teorema de Fubini.
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Multiplicando en la ecuacién (1.6) por —i, y en (1.5) por —1 y realizando
la suma se tiene la igualdad

a b a b
it)d: iV)dy — S +iT)dx — iv)dy =
/0 (s+tt)d'z+/u (U +iV)dy /0 (S +iT)dx /U(u+ Ydy =0

o, equivalentemente

d(M+zN) g
/ f(M +iN)————= i(z + i) d(z +iy) = 0.
b a+1b
p—i)
S+:iT
u+1v & U+iV
v
s+it
0 [EESS

Esto se puede resumir en el siguiente resultado.

Teorema fundamental 1. Sea f(M + iN) una funcion de M + iN en
una region S del plano M + iN que es continua en S y sobre 9S, y sean
M = ¢(z,y) y N = ¢(x,y) funciones continuas de x e y en un rectangulo

= {(z,y) : 0 < = < a,0 < y < b} tales que sobre la frontera OR,
poseen derivadas parciales continuas de todos los drdenes con respecto a x
e y. Ademads estas funciones aplican la region cerrada S sobre el rectangulo
cerrado R de manera uno a uno y continuamente. Entonces la integral de
f(M +iN)d(M +iN) a lo largo de R en el sentido positivo se anula, es
decir

f(M 4+ iN)d(M +iN) = 0.
OR

En la segunda parte, Cauchy demuestra el siguiente resultado:

Teorema fundamental 2. Sea f(M + iN) una funcién holomorfa de
M +iN en una cierta region S del plano M + iN, excepto por un polo
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simple m + in contenido en S, y continua sobre la frontera S de S, salvo
quizds en este polo. Sean M = ¢(x,y) y N = ¥(z,y) funciones continuas
de x ey y sobre la frontera OR de un rectingulo R que poseen derivadas
parciales continuas de todos los érdenes y que aplican la region S sobre
el rectangulo R de manera uno a uno, continuamente y de tal forma que
m=¢(X,Y)yn=9v(X,Y). Sea R = {(z.,y): a’ <2 <a" b <y <b'}
un rectdngulo en el interior de R y que contiene a (X,Y) en OR’'. Entonces
la integral de f(M + iN)d(M + iN) tomada a lo largo de R en sentido
positivo es igual a la integral de f(M + iN)d(M + iN)tomada en sentido
positivo a lo largo de OR’', es decir:

/ F(M +iN)d(M +iN) = / F(M +iN)d(M +iN).
dR JaRr’

N a+1b
-
1 8| 7
2| |6 1
1

La demostracion se sigue del Teorema Fundamental 1 aplicandolo a los
rectangulos 1, 2,..., 8 (véase [12]). La intencién original de estos resultados
es llegar al Teorema del Residuo®.

‘Este trabajo fue considerado como innovador en su época debido a que
contenia ideas originales. También se puede ver que los resultados requieren
en buena parte de resultados de analisis real y el siguiente paso era encontrar
demostraciones que dependieran tinicamente de z como variable compleja.

Ahora se sabe que el Teorema Fundamental 1, y conocido como el teo-
rema de Cauchy, fué comunicado por Gauss a Bessel en una carta fechada
el 18 de diciembre de 1811, en la que incluia ademads la prueba. En su obra

2yéase Capitulo 4.
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Comptes Rendus, Cauchy prueba el teorema basandose en la férmula de
Green (de la misma manera que Gauss lo habia probado). Esta demostracion
fue expuesta luego por Riemann en 1851 durante su famosa disertacion inau-
gural en Gottingen.

Hasta ese momento todas las demostraciones utilizaban la continuidad
de la derivada.

Una prueba interesante que también utiliza la continuidad de la deriva-
da es la dada por Briot y Bouquet en [23] que aparecié en 1875. Esta de-
mostracion funciona en regiones (2 que son en forma de estrella o estrelladas
desde zp € (2, esto quiere decir que para cualquier z € (2, el segmento entre
29 v z esta contenido en (2. Supongamos que ) es estrellada desde el origen.
Consideremos una curva cerrada simple 4 contenida en 2 y parametrizada
por ¢: [0,1] — Q. Si la regién es estrellada las curvas 7, con & € [0,1] ¥
parametrizadas por a¢(t) estan contenidas en 2. Tomamos & = a + h con
h pequena de tal manera que la curva cerrada v, quede contenida en (2.
Definamos la funcién ¢(a) = f% fdz = fol flag(t))ao'(t)dt. Esta funcion
es continua pues la diferencia ¢(@) — ¢(a) se aproxima a cero conforme h
tiende a cero. Esto nos lleva a que la integral f fdz es una funcion continua
de a. Veremos ahora que en realidad ésta funcmn es constante, mostrando
que ¢'(a) = 0. Como f es C-diferenciable® en 2, ésta puede desarrollarse
en serie de potencias?. Entonces tenemos que

L) .5

flz+w) = f(z)+ f(z)w+ st

= f(@)+ea(w)

donde ¢,(w) tiende a cero si w tiende a cero. Y también por ser f una
funcién C-diferenciable,

fz+w) -~ f(2)

w

= f'(2) + e2(w)

donde e5(w) cumple que tiende a cero si w tiende a cero.
Deseamos encontrar limy, _.g ﬂi};ﬂﬂl. Pero

5 — bl 1 v — e
pl(a) . ly( r) :./U' ((‘:f( C.f’{f)) . f( ¢(t)) +f(('i¢(t)))¢’(t)df- (1_7)

3Decimos que f es C-diferenciable en Q si limy, .o L :+hh_ () existe para toda z € Q.

tyéase la pagina 29.
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Observemos que:
F(ag(t)) = flag(t)) +e1(ho(t))

1800) ~ [eb ) _ 411 (ag(1) + (012t
La funcién F(z) = zf(z) es también C-diferenciable en Q y F'(z) = f(z) +
zf'(z2). Por tanto F'(a¢(t)) = f(ad(t)) + ad(t) f'(ao(t)). Ahora regresando
a la ecuacién 1.7,

1 _ —

= [ (011" (@6()) + cca(hote)ote) + f(ao(t) + e1(ho(e))) o )

1
= /G (ao(t)f (as(t) + F(as(t)) ) ' (t)at

-+

1 2
| (asathottyote) + erno(e) o' ey

0

1 . ’ ’ . . !
> ] F'(ad(t)) g (t)dt + f (aca(ho(®)s(t) + i (ho(t)) o' ()dt

0+ /01 ((\rsg(h(b(t))t;')(t) + El(ht,b{t}))z;')’(t)dt.

Observemos que

1
lim [a (aea(ho(e))o(t) + ex(ho(t)) o' (t)dt = 0.
Por tanto

h—0 h
Luego ¢'(a) = 0 para a # 0, por tanto ¢ es constante para a # 0 y por
continuidad de ¢, se tiene p(a) = ¢(0) = 0 para toda a € [0, 1]. Esto prueba
el teorema de Cauchy para regiones estrelladas.

Decimos que la funcién f(z) = P(z,y) +iQ(z,y) (donde z = z + iy) sa-
tisface las ecuaciones de Cauchy-Riemann en el punto (x,y) si se satisfacen
simultaneamente las ecuaciones

8P L o — % b M F (')_P B L e 8Q v
-.(i;(-r-,y)— ay(-t.y) y 8;;{1"5’)__5(“1’3’)'
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Dichas condiciones se deben a D’Alambert quien enuncié y probé en 1752
que las relaciones se cumplen si y sélo si f(z) es C-diferenciable en el punto

(z,9).

En notacién moderna. el teorema de Cauchy de 1846 se puede enunciar
de la siguiente forma

Teorema 1. Si f(z) es C-diferenciable en la region § con derivada continua
en una region 2 y R C () es un rectingulo cerrado, entonces

f(z)dz=10
R

Como f(z) = P(z,y) + iQ(x,y) es C-diferenciable sobre €2, se cumple
que

or_0Q _ 9P 09

dr  dy - Oy or’
Al aplicar la férmula de Green en un rectangulo R a las integrales de linea,
tenemos:

[f(z)dz = sz-Qdy+r/ Qdx + Pdy
aR
oQ BP OP _9Q
// ———a—yd.rd-i-// y)d xdy

Para extender el teorema, el siguiente paso fue sustituir R por un po-
ligono P con lados paralelos a una de las direcciones. Consideremos dos
Casos:

Caso 1. Si P es simple®, por el teorema de Jordan®, P tiene por interior
un dominio acotado 2 simplemente conexo. Dividamos P en rectangulos
contenidos en 2. Usando el Teorema 1 se sigue el resultado.

Caso 2. Si P no es simple, tomamos cada una de las componentes cerradas
v las dividimos como en el caso anterior.

SUna curva se llama simple si no tiene autointersecciones.

SEl Teorema de la curva de Jordan dice que si v una curva simple cerrada en C,
entonces C\ 2 puede descomponerse de manera tinica como la unién ajena de dos regiones
Ay B tales que, A es acotada y simplemente conexa (llamada el interior de ), v puede
contraerse a cualquier punto de A U~y y las fronteras de A y B son +. Para ver mas
detalles, puede consultarse [26].
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De esta manera se sigue el resultado para poligonos’.
Consideremos ahora el siguiente resultado, el cual entenderemos como
un primer resultado de cohomologia (véase Capitulo 5).

Teorema 2. Sea () un dominio acotado y simplemente conexo. Si f(z) es
C-diferenciable en Q2 con derivada continua, entonces existe F(z) tal que

F'(2) = f(2).

Exhibamos F(z) explicitamente. Elijamos un punto a € {2 y sea

F(z) = / " f(t)dt

donde la curva de integracion es una linea poligonal con segmentos paralelos
a los ejes coordenados. Se puede ver que la integral es independiente de la
curva (véase la pigina 48). Ahora mostraremos que la derivada de F en un
punto zg € 2 es f(zp). En efecto,

(20 + h) — F(z e I
Pt W= FG) _ g = 2 1" ) - st

0

donde la curva de integracion puede ser tomada como la hipotenusa de un
triangulo rectangulo cuando |h| es suficientemente pequena. Entonces

F(zo+h) — F(2p) ; [h|

~ flao)| £ méx () - flzo)l

h t€[z0.20+h] |hl

zo+h
Por la continuidad de f(z) en zp se tiene F'(z0) = f(z20) lo cual completa
la prueba.

Seaq: I = [0,1] — € una curva continua y consideremos la particién
del segmento I por los puntos 0 =ty < ... < t, = 1, obteniendo segmentos
[ti—1,tk) con k =1,...,n. Esto nos da una particién de la curva < en arcos
parciales 3. (kK = 1,....n) con puntos iniciales zx_; = Yx(tx—1) y finales
2k = Y(tx). El punto final de cada arco (excepto el iltimo) coincide con el
punto inicial del arco que le sigue. Uniendo los puntos z,...,2,-; en este
orden mediante segmentos, obtenemos una poligonal I' inscrita en la curva
7. Los lados de esta poligonal son las cuerdas de los arcos 7. La longitud
de I' es

n
Z |zk — zk—-l[-
k=1

"Puede verse con mayor detalle en [13].
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Si esta magnitud, independientemente de la particién considerada, queda
acotada

n
> lak = zk-1] € € < 0,

k=1

la curva ~ se llama rectificable. Para esta curva rectificable v, y para f(z) =
u(x,y) + iv(z,y) una funcién definida y continua en ~: consideremos al-
guna particién de la curva -y en arcos 7, y utilizando la notacién anterior
formemos para la funcién f(z) la suma

§=3 fl&-1)(zk = zx-1).
k=1

Cada término de esta suma es el producto de f(z) en cierto punto &, del
arco 7, por la diferencia de los puntos finales e iniciales del arco. Introduz-
camos para abreviar, la siguiente notacién

w(€py i) = why V(Eka M) = Uiy Tk — Ty = AZp_q, Yb — Yo—1 = DYp-1-
Entonces podemos escribir
F(€k) = up + ik, 2k — 261 = Dy + 1Ay,

y por tanto,

.S‘

Zf(ﬁk-l)(zk —2k1) = Z(W-.q + v —1)(Azg—1 +iAYk-1)
k=1 k=1

- Z(uk-iﬂik—: — g1 Ay-1) +iZ(t's--1AIk-1 + U1 Ayr-1)-

k=1 k=1

Observemos que las partes real e imaginaria de la suma S son sumas for-
madas para la misma particion de la curva «. Para los siguientes pares
de funciones reales: la primera, para u(z,y) vy —v(z,y), v la segunda, para
v(z,y) y u(z,y). Como las funciones u(z, y) y v(z,y) son continuas y la cur-
va -y es rectificable, las sumas indicadas convergen a un limite determinado
al aumentar indefinidamente las particiones de la curva (es decir, cuando la
maxima diferencia de los valores extremos del pardmetro t tiende a cero).
De hecho, los limites son:

[ u(x,y)de —v(z,y)dy y / v(z, y)dv + u(z, y)dy.

bl | ¥
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De aqui decimos que, bajo las mismas condiciones, la integral de la funcion
compleja f(z) también tiende a un limite, en este caso:

] w(z,y)dz — v(z,y)dy + z‘/ v(z,y)dz + u(z, y)dy
”

+

Este limite se designa mediante f,1r f(z)dz y se llama la integral de la funcién
f(2) tomada a lo largo de la curva . Asi,

[z = Jim 3 f6a)(on - )
id k=1

fu(a:.y)d:r —v(z,y)dy + i / v(z,y)dzr + u(z, y)dy.

) G |

Cambiemos ahora el poligono P por una curva regular I' contenida en
Q. De esta forma, tenemos el teorema de Cauchy para curvas regulares.

Teorema 3. Sean () un dominio acotado y simplemente conexo, f(z) una
funcién C-diferenciable en 2 con derivada continua y I' una curva reqular
cerrada en (). Entonces

/!:f(z)dz= .

Si L es un arco regular de I' que va del punto a al punto b, por el teorema
fundamental del Célculo y el Teorema 2

]rf(z)dz = F(b) — F(a). (1.8)
SiI' = L, entonces a = b y hemos terminado®.

Fué Edouard Goursat quien demostré por primera vez el teorema para
curvas rectificables sin hacer uso de la hipétesis de la derivada continua.
Sin embargo, su demostraciéon publicada en 1884 no dejaba claro como li-
brarse de esta hipétesis. Por fin en 1900 podemos decir que el teorema queda
demostrado cuando Goursat publica su articulo Sur la définition générale
des fonctions Analytiques d’ aprés Cauchy, en el cual él mismo menciona:
Me he dado cuenta hace mucho tiempo de que la demostracion del teore-
ma de Cauchy que di en 1883, no suponia la continuidad de la derivada.

SEste analisis se encuentra en [13]
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Para responder a un pedido que me ha sido efectuado por el profesor Os-
good, indicaré, aqui rdpidamente como se puede hacer esta extension. Cabe
mencionar también que E. Moore da una prueba en 1900 sin suponer la
continuidad de la derivada. Dicha prueba puede consultarse en [27] o [16].

En la prueba, Goursat encara directamente el problema para una curva
cerrada rectificable arbitraria. A pesar de que para esta prueba no se hace
uso explicito del Lema 1 que se presenta a continuacién, la prueba del mis-
mo aparece en su articulo de 1900. En este mismo afio Goursat define por
primera vez el conjunto de funciones para el cual es vilido el teorema de
Cauchy y demuestra que es el de todas las funciones C-diferenciables.

Definicién 1. Sea + una curva cerrada simple v denotemos por int(~) el
interior de la region que encierra. Consideremos f(z) holomorfa en yUint(7y).
Dado ¢ > 0 diremos que 7 satisface ser («)-relativa a = si existe en yUint(y)
un punto 2’ tal que |f(z) — f(2')— f'(2')(z = 2")| < |z —2'|¢ para todo z € 4.

Lema 1 (de Goursat). Sea f(z) una funcién continua que admite deriva-
da en todos los puntos de v U int(v) donde v es una curva cerrada simple.
Consideremos, ademds, € > 0 un nidmero positivo. Entonces siempre es
posible descomponer el drea int(y) en regiones tales que el contorno de cada
una de ellas satisfagan la condicion (a) relativa a <.

Esta propiedad que establece el Lema 1 es la que deben cumplir las fun-
ciones para que sea valida la prueba de 1883. Puede verse que esta propiedad
la cumplen las funciones C-diferenciables. Ademas puede cambiarse en la
condicién («) para todo z € 7 por para cualquier z € v U int(y) y el lema
sigue siendo vilido (véase [14]). De este lema se sigue el siguiente resultado.

Corolario 1. Sea v una curva cerrada stmple. Consideremos f(z) una fun-
cion diferenciable en yUint(7y). Entonces para todo < > 0 existe un conjunto
finito A = {z;} de puntos de v U int() tales que, para todo z € v U int(y),
existe z, € A que satisface

1£(2) = f(z) = (2 = 2)f' (2 ) < |z = 2 e

Puede probarse este resultado sin probar el Lema 1 basiandose tnica-
mente en la compacidad de v U int(7).

Definicién 2. Sea f(z) una funcién holomorfa en un dominio €2. Diremos
que f(z) es uniformemente diferenciable en Q) si para todo € > 0, existe
4 > 0 tal que para 2,z € yUint(y) con |z — 2| < d se cumple

1f(2) = f(z') = F'(2)(z — &) < €]z — 2.
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El conjunto de funciones continuamente diferenciables estéd contenido en
el de las funciones holomorfas con derivada continua. Esto nos lleva a pensar
que el Lema 1 de Goursat ayuda a comprender el porqué de la continuidad
de la derivada de toda funcién holomorfa, aunque sea de modo intuitivo.

A continuacién veremos una prueba parecida a la de Goursat utilizando
los teoremas anteriores. La diferencia de esta prueba con la de Goursat y
Moore radica en que se utiliza como la curva el contorno de un rectangulo
(en las pruebas originales la curva era el contorno de un tridngulo). Para
nuestro objetivo, demostraremos los lemas siguientes:

Lema 2. faR dz = 0 donde R es un rectdngulo cerrado.
Lema 3. [, zdz=0

Del Teorema 1, el resultado se sigue para funciones C!. El objetivo es
demostrar estos lemas sin utilizarlo. Sean zg,...,2, = zo puntos distintos
de 9R con la propiedad

‘Zj-"Zj_l!S(s, j=1,...,ﬂ..

De la definicién de la integral tenemos

n

dz = lim Z(zj—zj_l):zn—zg:{}
AR n—oc

j=1
mn mn
2dz = lim E zj(zj — zj—1) = lim E 2j-1(2; — 2j-1).
R n—oo n—oQ <
i=1 =1

Como los limites de una y otra suma son iguales, su media aritmética ten-
dra el mismo limite, es decir

—+00

) 1 n 1
.[aR zdz = lim 3 2(232 =2 Z_,z_l) = 5(2'2‘ - 25) =0.
i=1

Formulemos el teorema de Cauchy conocido también como el Teorema de
Cauchy-Goursat.

Teorema 4. Sea f(z) una funcidn holomorfa en Q. Si el rectdngulo cerrado

R estd contenido en 1, entonces

f(z)dz=0
OR
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Observemos que no podemos usar el Teorema 1 pues no sabemos que
para f(z + iy) = u(z,y) + iv(z,y) las derivadas parciales de u y v sean
continuas. Dividamos el rectdngulo R en cuatro rectdngulos utilizando los
puntos medios de los lados de R. Si

| [ f@dz|=c
aR
entonces alguno de los nuevos rectangulos, digamos R;, cumple
| f (z)dz| > —G-
oR, 4

Ahora dividamos R, en cuatro rectdngulos del mismo tamano y llamémosle
R, al que cumple la desigualdad
G
z)dz| > —.
| 1@ |> &

Continuando el proceso, obtenemos una sucesién de rectangulos
RiDRyD---

donde cada R; tiene la mitad de perimetro del anterior R;_; y que ademas
cumple

G

d | > 2

|/, e >

Si k es el perimetro de OR, entonces 21,, es el perimetro de dR,,. Como la

sucesion de rectangulos cerrados y anidados cumple que su diametro tiende
a cero, existe un tinico punto zy contenido en todos ellos. Ademas, como
f'(z0) existe, la funcién

_ f(2) - (=) _

22— 20

#(2) f'(z0)

tiende a cero cuando z se aproxima a zp. Para la funcién f(z) = f(z0) +
f'(20)(z — 20) + ¢(z)(2z — 2p) tenemos por los Lemas 2 y 3 que

f@)de= | 6(z)(z — 20)dz
IR, R,

Como ¢(z) — 0 cuando z — 2zp, si tomamos ¢ > 0, existe & > 0 tal
que |z — zg| < 4 implica que |¢(z)] < €, podemos determinar un entero
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m suficientemente grande tal que |¢(z)| < € para z en dR,,. Cuando z
estd sobre R, es claro que |z — zg| es menor que el perimetro de dR,,,

entonces
G k k
— < <Ee— 5
4m 2m 2\m

Como ¢ es arbitraria se tiene que G = 0. Esto prueba el teorema.

f(2)dz

| IR m

Otra manera de demostrar el teorema de Cauchy es mediante el Teorema
de Cauchy en su versién homotdpica o el Teorema de deformacién cuya
redaccién aparece en el trabajo de Cauchy como Teorema Fundamental 2.
Esta version necesita la siguiente definicién.

Definicién 3. Sean v, y 72 dos curvas de [0,1] en Q. Decimos que son
homotdpicas si existe una funcién continua H: [0, 1] x [0,1] — Q tal que

1. H(0,s) = m(s), H(1,s) = ¥2(s) para todo s € [0,1].
2. H(t,0) = a, H(t,1) = b para todo t € [0,1] ( o bien, 2. H(t,0) =
H(t,1) para todo t € [0,1], para curvas cerradas)

La funcién H es llamada homotopia. La condicién 2 indica que H fija
los extremos v la 2" que H es una homotopia de curvas cerradas. También
decimos que 7, ¥ 72 son dos curvas homotépicas diferenciables si la funcién
de homotopia H satisface que las derivadas parciales H;, H,, H;; existen y
son continuas en [0, 1] x [0, 1].

Con lo anterior se formula el siguiente resultado

Teorema 5. Si v, y 72 son curvas continuamente diferenciables homoto-
picamente diferenciables en Q y f(z) es C-diferenciable entonces

[n f(2)dz = [m f(2)d=.

Una primera prueba utiliza que f’ es continua en (2. Consideremos
P / il = FCH (2, 9))(Hu(t, s)dt + Hy(t, s)ds).
a([0,1]x[0,1]) 3(0,1] x[0,1])

Por el teorema de Green

/ fH.ds + fHydt = // (% _ afH‘)dms.
d([0,1]x[0,1]) 1)xf01] © Ot s
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Como
dfH,

ot
por tanto, J = 0. Usando 2 o 2’ de la Definicion 3 tenemos

I:/:“ f(z)dz—l}f(z)dz:().

La segunda prueba se basa en la idea de los rectangulos de la de-
mostracion del teorema de Cauchy-Goursat también con una homotopia
diferenciable y usando la idea de Vyborny en [18].

OfH,

:f’H:Hs‘i'stt=f’HsHl+.ths= Os

Una prueba que no necesita que H sea una homotopia continuamente
diferenciable se verd mas adelante y cuya formulacién queda de la siguiente
manera

Teorema 6. Sea f(z) una funcidn holomorfa en Q0 y consideremos v y
Y2 curvas cerradas (o con extremos fijos) en Q0 que son homotdpicas en 2.

Entonces
/f(z)dz=f f(z)d-=.

De este teorema de Cauchy se deduce la siguiente version.

Teorema 7. Sea f(z) una funcidn holomorfa en Q). Consideremos vy una
curva cerrada homotdpica a un punto en Q2. Entonces

[r f(z)dz = 0.

Si 2 es una regién simplemente conexa, toda curva cerrada es homotdpi-
ca a un punto, de aqui se deduce el teorema para dominios simplemente
conexos que se vera en el Capitulo 3.

Mediante el teorema de la curva de Jordan, el teorema de Cauchy se
puede enunciar de la siguiente manera.

Teorema 8. Si f(z) es holomorfa en una region Q y y: I — Q es una
curva cerrada simple con el interior de v en S, entonces®

[; f(z)dz = 0.

9En este trabajo este teorema es llamada la Versién Homolégica y puede verse en el
Capitulo 4.
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Otras formulaciones del teorema de Cauchy pueden verse en [7]. Cabe
mencionar que el teorema de Cauchy sigue siendo vélido si f(z) es C-dife-
renciable en los puntos de un simplemente conexo §2 excepto en un conjunto
finito de puntos {z;} de 2, siempre que f(2) verifique para todos los puntos
z; quet?

lim (z — 2;)f(z) = 0.

Z—Zj

Dentro de las consecuencias importantes del teorema de Cauchy pode-
mos mencionar el Teorema del Residuo, la Formula Integral de Cauchy y la
Férmula Integral de Cauchy para derivadas, entre otras (véase el Capitulo
6).

Por otra parte si f(z1,...,2») es una funcién holomorfa en el polidisco
cerrado P = {(21,...,20) € C" : |z; —w;| < r; paratodoj =1,...,n}.
Entonces si (23,...,2,) es interior a P, se tiene

f(zl‘---,zn (2m)nf -/: Hf(tlv_-za ")dtl d

ni=]

donde v; = {u; € C : |u; — w;| = r;}. Para esta parte puede consultarse
(1],(17] v [22].

También el teorema de Cauchy tiene aplicaciones en el dominio real. Por
ejemplo, permite calcular integrales impropias de variable real. Sugerimos
consultar [19], [21] o [25].

En adelante trataremos las versiones del teorema de Cauchy que a nues-
tro juicio son las mas importantes y generales. Las herramientas que uti-
lizaremos son algunos resultados basicos de Geometria Algebraica, Topologia
Algebraica y Anilisis Complejo cuyo origen se encuentra en la teoria de fun-
ciones de varias variables complejas. Para estos tépicos, se sugiere consultar

[1].

10Esta condicién equivale a que los puntos z; son singularidades removibles.



Capitulo 2

Preliminares

En este capitulo daremos los resultados bésicos para el desarrollo del tra-
bajo. Aqui podremos encontrar lo que entenderemos por C-diferenciabilidad
asi como condiciones equivalentes para que una funcién sea de este tipo.
También daremos la definicién de integraciéon de una funcién a lo largo de
una curva, sus propiedades y resultados cldsicos de sobre integracién. En
esta parte se demuestra el Teorema de Cauchy para el disco.

2.1. Diferenciacion

Sea f una funcion con valores complejos, definida en un abierto Q de C.
Decimos que f es C-diferenciable en a si existe el limite siguiente :

o fG+a) - @)
z—0 z
En tal caso denotaremos al limite como f’(a) y lo llamaremos la derivada
de f en a. Decimos que f es C-diferenciable en (2 si f es C-diferenciable en
a para todo a € (). Si este es el caso la funcién de 2 en C que asocia a cada
a el mimero f’(a), es denotada por f' y se llama la derivada de f.

De aqui en adelante §2 serd un dominio, es decir un conjunto abierto y
conexo de C, a menos que se diga algo mas al respecto.

Sea f una funcién definida en €. Si f es C-diferenciable en a € £,
entonces existen las derivadas parciales g—é( a)y g‘g(a] donde estas se definen
por:
of .. flat+h)— f(a) of , v _ . flatih) - f(a)
e S L B T

heR heR
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Es claro que se cumplen las relaciones:

of of ,
55 (@) = =i, (@) = f'(a).

Para una funcién f: 8 — C para la cual sus primeras derivadas parciales
existen en a, definimos:

af 1/9f Of
(@) = 5 (7 (0) - za—y(a))

3f (Bf of

2:@ = 3(5;(@ +i5,(@).

1
2

Notemos que cuando f es C-diferenciable en a € §2, se cumplen las
relaciones f'(a) = %‘E{G) v %é(a) = 0. Para cuando f = u + v donde u,v
son sus funciones coordenadas que toman valores reales, tenemos que si f
es C-diferenciable en a entonces

du v du dv
57}_:(0) = O_y(a) y 53}(“) = —a(a)-

Si f es una funcién con valores complejos tal que f = u + iv, con u,v
funciones coordenadas, las ecuaciones siguientes son equivalentes y se les
conoce como las ecuaciones de Cauchy-Riemann:

%(a) - -~
32(} =4

du
a(a) = 5“?;(‘1)

0 0
7@ = ~5:@
8f, . _ 8f

0—'I(a) B 32()

Como C es un R-espacio vectorial y a la vez un C-espacio vectorial,
tenemos dos tipos de aplicaciones lineales de C en C: las lineales sobre R
y las lineales sobre C. Toda aplicacién T: C — C que es C-lineal tiene la



2.1. Diferenciacién 27

forma T'(z) = Az con A € C, ya que T(z) = zT'(1) por lo que tomamos
A = T(1) (en este caso ademas es R-lineal). La conjugacién g: C — C con
regla g(z) = Z es una aplicacién R-lineal pero no C-lineal como puede com-
probarse facilmente.

Para una aplicacién T: C — C que es R-lineal, se tiene que T(az) =
aT'(z) para a € R, de modo que, si z = z + iy, entonces

z+2z z

T(z +iy) = 2T(1) +y7(0) = (232)7(1) + ;)T(i)

_ (fl”(l);t"l”(i))er (T(l)-;iT(i))E'

Il

T(z)

Entonces si hacemos A = (w) yu= (w), tenemos que

T(z) = Az + uz.

Reciprocamente una fuﬁcién de esta forma es R-lineal. Luego una aplicacién
T: C — C es R-lineal si y sélo si es de la forma T(z) = Az + uZ sien-
do A := 3(T(1) = iT(i)), p := 3(T(1) + iT(¢)). Una aplicacién R-lineal
T: C — C dada por T(z) = Az + uZ es C-lineal, cuando u = 0 o equivalen-
temente, cuando T'(i) = ¢T'(1).

Si C es identificado con R? mediante z = = + iy ( ; ), entonces

toda matriz real de 2 x 2, digamos A = ( g ; ), induce una aplicacion

de multiplicacién por la derecha T': C — C definida por

r(*)=(® ¢ z\ _ [ ax+cy
y /) \b d y /] \ bz+dy
que es R-lineal.

Esta aplicacion satisface T'(1) = a +ib y T(i) = ¢ + id. Luego la matriz
real A induce una aplicacién C-lineal cuando se tenga que T'(i) = iT'(1), lo
cual es equivalente a que ¢+ id = —b+ia y por tanto c = —by d = a. Es
decir, la matriz debera ser de la forma A = ( g ;b ) y T(2) = (a+ib)z.

Puede verse facilmente que la reciproca también es cierta.
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Consideremos p: C — R? definida por la regla u(z + iy) = (z,y), con
z,y € R. La aplicacién p es un isomorfismo de R-espacios vectoriales, con
inversa p~'(z,y) = z + iy. Sean f: Q — C con f = u + iv donde u,v son
funciones coordenadas y a € §2. Supongamos que f tiene primeras derivadas
parciales en a. Sea d(u,v): R? — R? la funcién inducida por la matriz
jacobiana de f, esto es la aplicacién R-lineal definida por

%(a) 5%(a) €
duo)En) = (2, 0 % ( )
(u,v)(&,n) ( %;(a) g;(ﬂ) n
du du v v
(55(@ €+ 5,@ . 5;(@) -6+ 5-(0)m).
Finalmente, definimos la aplicacién R-lineal df,: C — C mediante
dfo = " od(u,v) op,

podemos ahora observar que el siguiente diagrama conmuta

c % c
wl Ly
R2 d(u,v) R2

Por tanto tenemos que para h = £ + in € C, la aplicacién df,: C — C
esta dada por

dfa(h) p~'od(u,v) o p(h)

- f’“(a) e+”“(a) n
: %u(a)- £+ 5t(a) 7

_ (%; €+ 2 -n) (2@ -6+ 2 )

Il

= (—(a)+z—(a))£+(§v(a)+1%( ))n
: 3f{) §+—(a) n

: (u(a)+—f( e+ 0(Z @) - L@)n
" —(a) (e+m)+?i<) (€~ in)

e
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Consecuentemente df,: C — C es C-lineal, si y sélo si, %zg(a) =0 y en este
caso, df,(h) = %E(a)h para todo h € C.

Las funciones C-diferenciables forman un C-algebra! y se tiene que, si
U, V son subconjuntos abiertos de C, f: U — C y g: V — C son C-
diferenciables tal que f(U) C V, entonces, go f: U — C es también C-
diferenciable sobre U. Ademas, si a € U, tenemos (gof)'(a) = ¢'(f(a))f'(a).

Un resultado que garantiza que una funcién sea C-diferenciable en (2 es
el siguiente: Una funcién f: Q@ — C donde gﬁ- y %E existen, son continuas

y ademds, % = —i%{; en §, es C-diferenciable en Q2 (véase [1] para una
demostracion).

Un resultado que generaliza el anterior, y que asegura que la continuidad
de las parciales no es un hecho que se debe tener de antemano, es el Teore-
ma de Looman-Menchoff: Sea f continua en Q2. Si gé y g—'g eristen en cada
punto de ) y satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann %ﬁ = —i%&,
entonces f es C-diferenciable en §) (para la demostracion de este resultado
puede consultarse [1]).

Sea f una funcién de valores complejos definida en 2. Decimos que f es

holomorfa sobre (1 si para todo a € (2, existe una vecindad U de a, U C 2,
y existe una sucesion {a, }»>0 de nimeros complejos tales que

Za,,(z—a)“ (2.1)
n=0

converge a f(z) para cada z € U.

Dada f: 2 — C holomorfa en 2, no es dificil ver que ésta es C-dife-
renciable alrededor de cada a € §2 (en la vecindad de U donde es vilido el
desarrollo (2.1) ) y con derivada en tal vecindad de a igual a

f(2) =) nan(z—a)"", (2.2)

por lo que una funcién holomorfa es infinitamente diferenciable. Ademads, los

1Forman un C-espacio vectorial con la suma de funciones y producto por escalares
complejos y un anillo conmutativo con la suma y producto de funciones.
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coeficientes a, los obtenemos al evaluar en a la funcién f y sus respectivas
derivadas de la siguiente manera:

" (n)
ao = f(a), a1 = f'(a), az = L2, y en general, a, = (4.

Las funciones de la forma Y .- a,(z — a)" son por lo anterior C-dife-
renciables en el conjunto donde la serie es convergente.

Se puede mostrar que una serie de potencias se esta forma es convergente
en un disco con centro en a y radio R donde R™! = limsup,,_,.. V/|an|,
conocido como el radio de convergencia de la serie de potencias.

A la expresion 2.1 se le conoce como el desarrollo en serie de Taylor de
la funcién f alrededor de a.

2.2. Integraciéon

Sea X un espacio topoldgico. Una curva en X es una aplicacién continua
v: [a,b] — X donde [a,b] = {t € R:a <t < b}. Los puntos y(a) y (b)
son los extremos de la curva, y(a) es el punto inicial y v(b) es el punto final
de 7. También decimos que v va de y(a) a y(b). Una curva ~v: [a,b] — X,
es cerrada si v(a) = 7(b). Denotaremos por Ima(y) = {y(t) : t € [a,b]}, la
imagen, traza o recorrido de la curva.

Dadas 7;: [a;,b;] — X con i = 1,2, dos curvas en un espacio topolégi-
co X, decimos que 72 es una reparametrizacion de -, si existe una funcién
continua estrictamente creciente ¢: [az, ba] — [a;, ;] y suprayectiva, tal que

.7 © ¢ = . Para este caso, I'ma(y,) = Ima(yz).

De acuerdo con lo anterior, al considerar ¢: [0,1] — [a,b] con ¢(t) =
(1—t)a+tby unacurva¥: [a,b] — X, podemos construir la curva y = yo¢
que es una reparametrizacién de la curva original, por lo que podemos con-
siderar que todas las curvas estdn parametrizadas en el intervalo [0, 1].

La siguiente definicién indica como unir tramos de curvas.

Sean v;: [0,1] — X con ¢ = 1,2 curvas en X de tal manera que v,(1) =
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72(0). Definimos su producto 7, - y2 como la curva v: [0,1] — X dada por:

o= fr  aos

1
21
Y2(2t —1) sij 1

t<
t<
Esta nueva curva es continua, estd bien definida y ademas, I'ma(y) =
Ima(m) U Ima(y,).

Definimos la curva y7': [0,1] — X, llamada la inversa de 7, como
7~ 1(t) = (1 — t). Notemos que 7~ ! es la curva 7 recorrida en sentido o-
puesto y que Ima(y~?) = Ima(y).

Diremos que la curva v: [0,1] —  es (continuamente) diferenciable
a trozos si existe una particion 0 = ap < a@; < ... < ax = 1 del in-
tervalo [0,1] tal que 7|(a;,a,,,) € (continuamente) diferenciable para cada
j=0.1,...,k — 1. Observemos que si 7: [0,1] —  es diferenciable a trozos
en (2, entonces 7! también, y si 71,72 son diferenciables a trozos en (2,
entonces v; - y2 también lo es.

Ahora consideremos v: [0,1] — £ una curva diferenciable a trozos en Q2
y sea f una funcién con valores complejos definida sobre (2. Definimos la
integral de f a lo largo de y (escrita como: fv fdz = f'r f(z)dz) mediante la
formula

/ fdz = /0 FrE)( (8))t

cuando la integral de la derecha existe.

No es dificil ver que si consideramos 7, y 72 curvas diferenciables a trozos
en {2 de tal manera que 2 es una reparametrizacion de -, entonces

fdz= | fd.

Y2 mn

En lo siguiente entenderemos como curva a una curva diferenciable a
trozos, a menos que se especifique otra cosa.

Sea 7: [0,1] — Q una curva en 2. La longitud de 7y es

L(y) = /0 Iy ().
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Sea f: Q — C continua y consideremos =, 7;, Y2 curvas en ) de manera
tal que la curva 7, - 2 este definida, entonces:

‘ fdz=/fdz+/ fdz.

[ 1z —[!fdz.

Ademas, L(v:-72) = L(m1)+ L(v2) y L(v~!) = L(v) (para la demostracién
de estos resultados puede consultarse [1]).

Un resultado importante para la integracién de funciones complejas es
el siguiente teorema de andlisis real, que se puede consultar en [33].

2.1 Teorema (de Green). Sea 2 C C un dominio con frontera 9} suave
y orientada positivamente. Supongamos que u y v son funciones reales de
clase C' en Q. Entonces’

j udzr + vdy = f/(vz — uy)dzdy.
29 Q

Ahora veremos como se aplica el teorema de Green al estudio de fun-
ciones de variable compleja. Si f:  — C es tal que sus funciones com-
ponentes u,v: 8 — R son de clase C! en 2 y 9 es suave y orientada
positivamente, entonces, dado que:

fdz = (u+ ) (dx + idy) = udz — vdy + i(vdz + udy),
se tiene

fdz = /udx—-vdy+z’/ vdr + udy
a0

- [ [+ uy)dx: i [ [ (e v, )y

z//ﬂ ((uz — vy) + i(va + uy))dzdy

; af
Qz/Lgd:cdy.

2Como siemgre vz, es la parcial de la funcién v con respecto a x, también la deno-
taremos como 5~. Andlogamente vy, uz y uy representan las derivadas parciales corre-
spondientes.

an

I
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Si f: 2 — C es una funcién C-diferenciable con funciones componentes
de clase C! en una vecindad en 2, entonces de la identidad

=9 [ [Y
/(’mfdz—h/ né-gdzdy,

podemos concluir el Teorema de Cauchy que asegura

fm fdz=0.

En particular tenemos una prueba inmediata del Teorema de Cauchy-
Goursat.

2.2 Teorema (Cauchy-Goursat). Si f: Q@ — C es C-diferenciable con
funciones componentes de clase C' y si el recténgulo cerrado R = [a,b] x
[cd] ={z€C:a<Rez<b c<QYmz < d} estd contenido en (Q,
entonces
fdz=0.
R

Y no es dificil tener la siguiente version de la férmula de Cauchy que

permite expresar a f puntualmente en términos de una integral.

Sean 2 un abierto de C, f una funcién C-diferenciable en 2 con funciones
componentes de clase C' y R = [a, b] X [¢, d] un rectdngulo cerrado contenido
en ). Entonces, para cualquier w € int(R) = {z€C:a<Rez< b, c<
8m z < d} se cumple la igualdad

_ K f(z)
f(w . 2mi R Z—wdz.

Otro teorema importante que se debe a Morera es el siguiente:

2.3 Teorema (de Morera). Sea f: Q@ — C una funcién continua. Su-
pongamos que para todo rectingulo cerrado R C Q se tiene [, fdz = 0,
entonces [ es C-diferenciable.
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2.4 Corolario (de Morera). Si f es continua en §) y C-diferenciable en
2\ {a} para algiin a € 2, entonces f es C-diferenciable en Q

Véase [19] para los detalles de estos resultados.

2.1 Definicién. Una primitiva de f: & — C sobre £ es una funcién
F: Q — C cuya derivada en Q es f, es decir F' = f en Q.

A continuacién presentamos algunos resultados necesarios para demos-
trar el Teorema de existencia de primitiva en el disco y el teorema de Cauchy
en el disco.

2.5 Proposicién. Sea ¢: [a,b] X [¢,d] — C una funcidn continua y defini-

mos g: [e,d] = C como

b ;
o9) = [ olt.s)at

Entonces g es continua. Mas ain, si %‘f eriste y es una funcién continua
sobre [a,b] x [¢,d], entonces g es continuamente diferenciable y se tiene

b
g6)= [ s (23)

Demostracion. Primero veremos que g es continua en so € [a,b]. Como la
funcién ¢ es uniformemente continua, se tiene que para € > 0 existe d > 0
tal que si |s — so| < &, entonces |@(t,s) — é(t,50)| < = para t € [a,]].
Entonces

b

lo(s) — g(so)] = f (6(2, 5) — B(t, s0))dt
b

< / 16(2, 5) — 62, s0)ldt

b
€
< f,, b_adt—e

y por tanto la funcién g: [¢,d] — C es continua en so y entonces en [c, d].
Sea sp un punto fijo en [¢,d] y sea € > 0. Denotemos por ¢ a %‘f Como
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¢ es unifomemente continua en [a, b] x [¢,d], entonces existe § > 0 tal que
lp(u,v) — ¢(t, s)| < € cuando (u —t)? + (v — 5)* < 6%. En particular

lp(t, s) — p(t, s0)| < € (2.4)

si|s— so| < d yt€ [a,b] es arbitrario. Asi, tenemos

< g|s — sg|. (2.5)

/ (ot 7) = olt, s0))dbr

Para cada t € [a,b], la funcién ®: [c,d] — C definida mediante ®(s) =
#(t,s) — sp(t,sp) es una primitiva de @(t,s) — ¢(t,s9). Por el Teorema
fundamental del Cdlculo y la desigualdad 2.5, se tiene

[ @] = | [ (ol - ott,soN)ir] < els - 5o

(2.6)
cuando |s — so| < 6. Pero de la definicién de g y de la desigualdad 2.6
tenemos

9(s) —g(s0) _ /b (t, so)dt

§— 8

|®(s) — @(s0)| =

b b
fa o(t, s)dt — fa o(t, so)dt B fb @(t, so)dt

§— 8p

L[6(t,5) — 8(t, 50) — (s — s0)ep(t, s0)]dt

8§ — 8o
b
s Is _1301 / |6(¢, ) — @(t, s0) — (s — so)e(t, so)|dt
b
< oo [ 196 - oGolat
< g(b-a)

si0 < |s—sg| < &. Por tanto g es diferenciable y g’ estd dada por la férmula
2.3. O

2.6 Proposicién. Sea f: Q@ — C una funcién C-diferenciable y supongamos
que D(a,r) C Q. Si escribimos ¥(t) = a + re®* para t € [0,27], entonces

10 =5 [ {ac
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Demostracidn. Si consideramos el conjunto G, = {X(z —a) : z € Q} y
a la funcién g(z) = f(a + rz) definida en G, vemos que sin pérdida de
generalidad, podemos suponer que a =0 y r = 1, y por tanto tenemos que
D(0,1) c Q.

Fijemos z condicionada a |z| < 1. Afirmamos que

fz) = meg._zdc
2

_ ™ f(ezt)ettd
- 21T F—g

o equivalentemente, que

2w it) ,it
0 = f—e(i‘j—_)izdz—zwf(z}

0

Consideremos la funcién
f(z + s(e® — z))e
7

- f(2)

o(t,s) =

definida para s € [0,1] y t € [0, 27]. Como |z+s(e™ —2z)| = |2(1—s)+se'| <
1, ¢ estd bien definida y es continuamente diferenciable. Sea
P

g(s) = o(t, s)dt.

0

Esta funcién g tiene derivada continua. Tenemos que

2m
9(0) = i (t,0)dt
B 2n f(z)e“
N /n (e“ -z —f(z))dt
2n it
= f(z)/o S dt - 2mf(2)
= 0

debido a que fu AN eff_z dt = 2mi. Demostraremos que g es constante. Derivan-
do tenemos

a(s) = /:ﬂ e f'(z + s(e™ — 2))dt.
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Para 0 < s < 1 se tiene que ®(t) = is~! f(z + s(e' — 2)) es una primitiva
de ¢o(t) = e f'(z + s(e'* — 2)). Por tanto ¢'(s) = ®(27) — ®(0) = 0 para
0 < s < 1. Entonces ¢’ es continua, ¢’ = 0 y por tanto g es constante. Ya
que g(0) = 0, se sigue la afirmacién. O

2.7 Teorema. Si f: D(a, R) — C es una funcion C-diferenciable, entonces
[(z) =Y pan(z —a)" para |2 —a| < R.

Demostracion. Sea 0 < r < R tal que D(a,r) C D(a, R). Si y(t) = a + re®*
para t € [0,27], entonces por la proposicién anterior

1 [ fw)
flz) = > [! e zdw, (para [z —a| <T)

~l—. f(w) - st}
2mi Jw—al-

zZ—a
w=—=ia

= / f(‘w) ;:Z)“dw‘ (yaque|2—a[<r=|w_ai)_

Pero como |z — a| < r y w esta sobre Ima(vy),

[f@)llz—al" _ ﬁ(lz = a|)"
lw—al?t! — r r

donde M = max{|f(w)| : |w—a| = r}. Como i":—“l < 1, por el criterio M de
Weierstrass®, tenemos que Y f (w)m(%}n converge uniformemente para
w sobre I'ma(y) y por tanto podemos intercambiar la suma con la integral*

f(z) = = [2#1 / (w—a)"“de(z e

T

3El Criterio M de Weierstrass dice que dada una sucesién de funciénes {fn} acotadas
en D que satisfacen que para cada n existe una constante M, tal que |f.(x)| < M, para
toda z € D, entonces si la serie 3 °7 | My converge, la serie de funciones 325, fn(x)
converge uniformemente en D. Esto puede consultarse en [7] o [19].

4Esto se puede garantizar mediante el siguiente resultado. Sea v una curva rectificable
en C y supongamos que fn y f son funciones continuas en Ima(y). St limp—oc fn = f
de manera uniforme en I'ma(y), entonces

/f: lim [ fa.
4 s

Para mas detalles se sugiere al lector consultar [7].
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Tomemos

= omi (w — a)nt!

1 f(w)
R o b SR,
i [r w

entonces a,, es independiente de z y por tanto la serie convergeen |z—a| < r.
El valor de a, es independiente de 7, es decir, no depende de r ya que
i = f—n(,"—) (véase la pagina 30). Por tanto

o0

f(z)= Zan(z —a)"

n=0

para |z — a| < r. En virtud de que r es arbitrario, se tiene que esta repre-
sentacién es vilida para |z — a| < R. a

Es claro con la ayuda de este teorema que si una funcién f: @ — C
es C-diferenciable en el abierto €2, entonces es holomorfa en € y como ya
hemos resaltado que holomorfa implica C-diferenciable, tenemos que estos
dos conceptos son equivalentes. De ahora en adelante nos referiremos como
holomorfa en (2.

2.2 Definicién. Sea (2 C C un abierto. Denotamos H(f2) a la C-élgebra de
funciones holomorfas sobre (2.

2.8 Lema. Si la serie de potencias Y . a,(z—a)" tiene radio de conver-
gencia R ylim, . /|bn] = 1, entonces la serie

i anbn(z —a)"
n=0

tiene radio de convergencia R.

Demostracién. Como lim,,_., /|bn| = 1, dado £ > 0 existe N € N tal que
para todo n > N se tiene

l—e< {lbpl <1 +e.
Esto implica que
(1 - ) Vlanl < Vanbn| < (1+¢) V/laul.
Por tanto tenemos:

(1 —€)limsup ¥/|a,| < limsup ¥/|a,b,| < (1 + ) limsup /|a,|-
n—oc n—oc

TN—+00
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Como ¢ es arbitrario, se tiene

limsup {/|a,b,| = limsup /|ax|

n—o0 n—o0

lo que prueba el lema. O

2.9 Proposicion (Existencia de una primitiva en el disco). Si f
es una funcién holomorfa en D(a.R), entonces f tiene una primitiva en
D(a, R).

Demostracién. Por el Teorema 2.7 se tiene que f(z) = > a,(z — a)” para

|z —a|] < R. Sea
o an

n=

)(z - a)"*.

Como el lim,_.oc(n+1)% = 1, por el Lema 2.8 se tiene que esta serie de
potencias tiene el mismo radio de convergencia de 3 a,(z — a)". Entonces,
F esta definida en D(a. R). Mas aiin, F'(z) = f(z) para |z — a| < R (véase
la pagina 30). ’ O
2.10 Teorema (de Cauchy para el disco). Sean f: D(a, R) —» C una

funcion holomorfa y : [0,1] — C una curva cerrada diferenciable a trozos
contenida en D(a, R). Entonces
/ fdz=0
p

Demostracion. Por la Proposicién 2.9, existe una funcién F € H(D(a, R))
que es primitiva de f. Si v es una curva cerrada diferenciable a trozos,
entonces por la definicién de [ fdz (véase la pigina 31), se tiene

ffdz

Il

1
/ﬂ Fr ) ()t

Il

fo F/(y(t)) (t)at

[0 (F oy (t)dt
F(+(1)) - F(x(0)).

Como la curva v es cerrada, se tiene que ¥(0) = (1) y por tanto

[ fdz = F(x(1)) - F((0)) = 0
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lo que prueba el Teorema. O

Ahora, enunciamos sin demostracién otros teoremas del Anélisis Com-
plejo.
2.11 Teorema (de continuacién analitica). 1. Sean  C C un do-

minio y f € H(Q). Si U C Q es un abierto no vacio tal que fly =0,
entonces f = 0 sobre 2.

2. Sean Q2 C C un dominio y f, g € H(Q). Si el conjunto {z € Q : f(z) =
g(z)} tiene un punto de acumulacion en Q, entonces f = g.

2.12 Teorema (del mapeo abierto). Si f: 2 — C es una funcién holo-
morfa no constante, entonces f es una aplicacion abierta. Es decir, para
cualquier U C §2 abierto se tiene que f(U) es abierto en C.

Un resultado que también emplearemos es el que tiene que ver con de-
sarrollos de Laurent y que mencionamos a continuacion.

2.13 Teorema (El Hesarrollo de Laurent). Sean 0 < r; <r, < oo y
Q= {z € C:r <|z| <rs}. Para cualquier f € H(Q) existe una tinica
familia {a,}nez de nimeros complejos tales que:

oo
flz) = Z a,z" para z € ().
TM=—0C
La serie anterior converge uniformemente y absolutamente en c'ualquier
subconjunto compacto de (2.

En particular tenemos que si a € Q, f € H(2\ {a}) y si r > 0 es tal que
{zeC:0< |z—a| <r}CQ, entonces f tiene un desarrollo de la forma,

o0

f(z) = Z ap(z—a)" 0<l|z—a|<T

n=-—og

oo

conocido como desarrollo de Laurent de f en a. A la serie )~ ;a,(z —a)"
se le conoce como la parte regular de f en a y a la serie E:;} ap(z — a)®
como la parte singular o principal de f en a.



Capitulo 3

Version Homotdépica del Teorema de
Cauchy

En este capitulo lo iniciamos definiendo y mostrando algunos resultados
referentes a levantamientos y aplicaciones cubrientes. También veremos la
construccién de gérmenes de funciones y la gavilla de funciones holomorfas.
Todo esto serd utilizado en la demostracién de la versién homotépica del
teorema de Cauchy.

3.1 Definicién. Sea X un espacio topolégico de Hausdorff. Diremos que X
es una variedad n-dimensional si para cada a € X, existe una U vecindad
abierta de a que es homeomorfa a un abierto de R™. Si ¢: U — 2 es el
homeomorfismo, donde {2 es un subconjunto abierto de R"™, entonces la
pareja (U, ¢) es llamada una carta. Al conjunto de cartas, {(U;, ¢;)}icz tal
que X = U;ezU; donde T es un conjunto de indices, se le llama un atlas
para X.

3.2 Definicién. Sean X, X variedades n-dimensionales yp: X - X un
homeomorfismo local'. Sean Y un espacio topolégico y f: ¥ — X una
aplicaciéon continua. Un levantamiento de f, es una aplicacién continua

f:Y = X tal que po f = f.

X

i
/e
vy 4 x

Si la aplicacién f existe, diremos que f puede ser levantada.

1p: X — X es un homeomorfismo local si para cada z € X, existen abiertos U € X y
VCXtalesqueze Uy plg : U — V es homeomorfismo.

41
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b«

=]
R~

[
i ke

Figura 3.1: Levantamiento de una curva

3.1 Ejemplo. El levantamiento puede no existir. Consideremos p: R — S!
definida por p(z) = e?™* y f: §! — S! la funcién identidad. Supongamos
que existe un levantamiento f : S — R de f con respecto de p. Entonces se
tendra que el siguiente diagrama es conmutativo

R
i
/ol

st L s

Por lo tanto el diagrama induce el siguiente diagrama de grupos fundamen-
tales, también conmutativo,

m (R)

Ip.
mSYH Lom(sh).

I,
b

Pero como m,(S*) = Z, m (R) = {e}, f.(a) = a paratodoa € Z y p.(e) = ao
para algin ag € Z, se tiene que a = f.(a) = (p. o f.)(a) = p.(e) = ay, lo
cual es una contradiccion. Por tanto el levantamiento no existe. Para mas
detalles, puede consultarse [31].
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3.2 Ejemplo. El levantamiento generalmente no es tnico. Si consideramos
la funcién exponencial ezp: C — C* = C )\ {0} y las curvas v: [0,1] — C*
donde y(t) = 2™ para cualquier ¢t € [0,1] y 4: [0,1] — C con F(t) =
27i(t + k) donde k € Z \ {0} son continuas y ademas (exp) o 5 = 7. Por lo
tanto 4 es un levantamiento de 7 con respecto al homeomorfismo local exp
y como k € Z es arbitraria tenemos varios levantamientos de la curva 7.

3.1 Lema. Sean p: X — X homeomorfismo local, Y un espacio conezo
Hausdorff, f: Y — X una aplicacion continua y supongamos que f, y fo son
levantamientos de f. Entonces, si existe un punto yo € Y tal que fi(yo) =
f2(vo). se tiene que f, = fo en Y.

Demostracion. Sea E = {y € Y : fi(y) = fa(y)}, tenemos que yo € E
¥ por tanto este conjunto es no vacio. Afirmamos que E es cerrado. Para
esto, probaremos que Y \ E es abierto. Para cualquier € Y \ E se tiene
que fi(x) # fa(x), entonces existen vecindades Vi, (z) ¥ Vi,(2) de fi(z) y
f2(x) respectivamente tales que Vj, ;) N Vy,(z) = 0. Consideremos W =
fl‘l(Vm,)) n fz’l{be_I)), observemos que W es no vacio pues x € W,
ademas, W es abierto por ser interseccion finita de abiertos. Sea y € W,
entonces fi() € Vy,(x) ¥ f2(y) € V(o). Esto implica que fy(y) # fa(y)-
Por tanto W C Y\ E'y Y'\ E es abierto, lo cual nos lleva a que el conjunto E
es cerrado. Ahora veremos que E es abierto. Seay € Ey a = fi(y) = f2(y).
Por hipétesis existe una U vecindad de a tal que p(ﬁ) = U abierto y p|g
es un homeomorfismo. Como f; y f2 son continuas, existe V vecindad de
y tal que fi(V) € U y p(i(v)) = £(v) = p(f2(v)). Ya que p| es inyectiva
sucede que f,(v) = fa(v), luego V C E y entonces E es abierto. Como Y es
conexo y FE es distinto del vacio, abierto y cerrado se tiene que E=Y. [

3.3 Definicién. Sean X, X variedades y p: X — X una aplicacién conti-
nua. Decimos que p es una aplicacion cubriente si para cada a € X existe
una vecindad U de a con las propiedades:

1. p~(U) = UjesU; con Up NU; = O para k # 1

2. b-'_,v es un conjunto abierto de X tal que p|b-,j es homeomorfismo sobre
U para todo j € J.

3.3 Ejemplo. Sea u: C — C )\ {a} donde z +— a + €*. Afirmamos que
pt es una aplicacion cubriente. Claramente p es una aplicacién continua.
Consideremos b € C\ {a} y ¢ € C tal que a + e = b. Como p es un
homeomorfismo local (pues e* lo es), existe una vecindad abierta V; de ¢
y una vecindad abierta U de b tal que pu: Vp — U es un homeomorfismo.



44 3. Version Homotépica del Teorema de Cauchy

a+ e*

2mi

B §

rp=1 X:
Figura 3.2: El cubriente a + €*

Entonces u~}(U) = UpezV,, donde V, := 2win + V. Sea Vi, NV, # @ con
k # 1, existe un z € Vp tal que z + 2wik = 2 + 2wil luego k = [ lo cual es
una contradiccién. Asi, Vi NV, = 0 para k # l. Por tanto, se tiene que p es
una aplicacién cubriente.

3.2 Proposicién. Sea p: X — X una aplicacién cubriente, @ € X tal que
p(@) =a y~: I =[0,1] = X una curva con 4(0) = a. Entonces eziste un
levantamiento ¥: I — X de v con 5(0) = a.

Demostracion. Para cualqﬁuier T €E .X: , existe una vecindad Ug de z conexa
tal que p~!(U.) = UjesU; donde U; es una vecindad en X. Como I es
compacto y v es continua, entonces podemos encontrar puntos 0 = tp <
t; < ... < tpy1 = 1 que satisfacen que ¥([t,,t,+1]) estd contenida en U,
para alguna x y para cualquier v = 0,...,p. Elegimos z, € X tal que
v(t) € U,, parat, <t <t,y parav=0,... Y2 Por hipétesis, U, es una
componente conexa tal que p~!(U,,) = UjesUp,; donde la unién es ajena
Y Poj = pIUE., es un homeomorfismo sobre U,,. Definamos ' en [to, ;]
mediante

F(t) =poj0(t), te<t<t

donde jy es el indice para cada a € UU_J;,- Supongamos que 4 estd bien
definida sobre [tp,t,] y sea

P : (Uz,) = UjEJU:,j
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donde la union es ajena y p,; = plu.',,- es un homeomorfismo sobre U, .
Definamos 7 sobre [t,,t,41] como

) =pyj09(t), t<t<tp

donde j, es el indice en J,, para ¥(t,) € U, j..- La prueba termina si definimos
inductivamente (t) para t € [0, 1]. O

Sea a € C. Consideremos el conjunto de parejas (U, f) donde U es un
abierto que contiene a a y f € H(U). Definamos la relacién (U, f) ~ (V,g)
si existe W vecindad de a con W Cc UNV y tal que flw = g|lw. Es claro
(ue ~ es una relacién de equivalencia. Una clase de equivalencia obtenida
por esta relacién es llamada un germen de funcién holomorfa en a y se
denota f,. Denotamos O, al conjunto de todos los gérmenes en a. Si
fa € O,, definimos el valor f,(a) del germen f, en a como f,(a) = f(a),
tomando cualquier representante (U, f) de f,. De la definici6n de la relacién
de equivalencia este valor no depende del representante (U, f) de f,. De la
misma forma definimos los valores en a de la k-ésima derivada de f, como

¥ (a) = f®(a), donde (U, f) es un representante de f,.
3.3 Proposicién. O, tiene estructura de C-dlgebra local.

Demostracion. Sean f,,g, € O,, A € C. Tomemos (U, f), (V,g) represen-
tantes de f, y g. respectivamente. Definimos f, + ga, faga ¥ M. a los
gérmenes de a definidos por: (UNV, f + g),(U NV, fg), (U, Af) respecti-
vamente. Con estas operaciones no es dificil ver que O, es un C-espacio
vectorial con la suma y producto por escalares, y anillo conmutativo con la
multiplicacion y adicién de funciones. Sea M, el conjunto de no-unidades.
Afirmamos que f, € M, si y sélo si fa(a) = 0. La prueba es como sigue,
si fo(a) # 0, entonces para (U, f) un representante de f,, tenemos que
f(a) # 0; por continuidad de f, existe una vecindad V de a tal que f(z) # 0
para z € V. Si g, es el germen en a de (V, }], entonces f,g, = 1 y por tan-
to f. es unidad y entonces f, ¢ M,. Si f, es unidad, entonces f,g, = 1
para alguna g, € O,. Sean (U, f), (V, g) representantes de f,, g, respectiva-
mente, entonces f(z)g(z) = 1 en una vecindad de a, es decir, f(z) # 0 en
esa vecindad. Por tanto f,(z) = f(z) # 0 en una vecindad de a. Asi, hemos
visto que M, = {f, € O, : fo.(a) = 0}. Sean f,,g. € M,. Se tiene que
fala) = ga(a) = 0, por tanto (fo + ga)(@) = fa(a) + ga(a) = 0 y entonces
fo + ga € My, Ademas g,f, € O, v (gufa)(a) = 0, luego g.f. € M,.
Por lo tanto M, es un subanillo. Sea h, € O,, entonces h,f, € O, ¥
(hafa)(a) = ha(a)fa(a) =0, asi hy fu € M, y por tanto M, es un ideal de
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O,. Como todo ideal propio de O, que consiste de no-unidades estd con-
tenido en M,. Esto nos lleva a que M, es un ideal maximal. O

3.4 Lema. —%: es isomorfo a C.

-,

Demostracién. Sea ¢: O, — C definido mediante la regla ¢(f,) = ).
Tenemos que ¢ es un homomorfismo de anillos pues ¢ (fo + 9a) = +
9a)(a) = fa(a)+ga(a) = ©(fa)+¢(9a) ¥ ¢(faga) = (faga)(a) = fa(a)ga(a) =
¢(fa)¥(9a)- Dado ¢ € C tomemos (W, h) de tal manera que h(z) = ¢ para
cualquier z € W. Entonces h,(a) = ¢. Asi ¢(h,) = ha(a) = ¢ y por tanto
 es un epimorfismo. Por definicién, kerp = {f, € Op : fo(a) = 0} = M,.
Entonces por el Primer Teorema de Isomorfismos para Anillos tenemos:

(a
a

’-\"“

O, (&
ker ¢ M

2Ime=C.

O

Consideremos O = U,¢cO,, introducimos una topologia en O de la si-
guiente manera. Sea f, € O, y sea (U, f) un representante de f,. Denotamos
mediante

N(U,f):={f- €O.: f. esel germen en z € U definido por (U, f)}.

El conjunto {N(U, f)} forma un sistema fundamental de vecindades® de f,
y entonces induce una topologia en O.

Definimos la aplicacién p: @ — C como p(f,) = a para todo f, € O,.
No es dificil ver que p es continua.

3.4 Definicion. El espacio O con la aplicacién p: O — C es llamado la
gauilla® de gérmenes de funciones holomorfas sobre C.

2Definicién. Sea X un conjunto y supongamos que para cada z € X existe una
coleccion Ny de subconjuntos de X tal que

= ParacadalU € Np,z e U.
s Si U,V € Nz, entonces existe W € Ny talque W CcUNV.

» SiU € N y V € Ny, entonces para cada z € U NV, existe W € N: tal que
wcunv.

La coleccién {Nz : z € X} se llama un sistema fundamental de vecindades (véase [7]).
3El concepto de gavilla fue introducido de manera formal por Jean Leray y Henri
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3.5 Proposicion. O es un espacio de Hausdorff.

Demostracion. Sea f, € O, y gy € Op. Supongamos que f, # gy. Si a # b,
sean (U, f) y (V, g) representantes de f, y g, respectivamente. Consideremos
U'c Uy V' CV vecindades de a y b respectivamente tales que U' NV’ =
0 (esto es posible pues C un espacio de Hausdorff). Entonces N(U’, f) y
N(V’,g) son vecindades ajenas de f, y g». Ahora si a = b, consideremos
(U, f) y (V,g) representantes de f, ¥ g» = ga- Sea D un disco con centro en
a tal que D C U NV. Afirmamos que si f, # ga, N(D,f)NN(D,g) = 0.
Esto se sigue de lo siguiente: si h, € N(D, f) N N(D,g), entonces f y g
definen el germen de h, en z. Luego, por definicién, existe W C D tal que
flw = glw vy por el Principio de continuacién analitica (Teorema 2.11),

f =g sobre D. Asi, f, = ga, lo que es una contradiccién.
O

3.6 Proposiciéon. La aplicacién p: O — C, p(fs) = a es un homeomorfis-
mo local.

Demostracion. Sean f, € O, y (U, f) un representante de f,, entonces
PN(U,f)) = U. Si V es un abierto en C que contiene a a, entonces
p(NUNV,f)) = UnV C V, por lo que p es continua; ademads, ya
que p(N(U, f)) = U, se tiene que p es una aplicacion abierta. Finalmente
Pln(u.s) es inyectiva con inversa z — f, = germen en z definido por (U, f).
Entonces para cualquier N(U, f), p|n(v,s) es un homeomorfismo sobre su
imagen U. O

3.7 Corolario. O es una 2-variedad.

3.5 Definicién. Definimos la aplicacién derivada d: O — O de la siguiente
manera. Si f, € O, y (U, f) es un representante de f,, definimos d(f,) =
(f')a, €l germen en a de f’, donde f’ es la funcién derivada f': U — C.

3.8 Proposicién. d: O — O es una aplicacion cubriente.

Demostracion. Sea f, € O y sea (U, f) un representante de f,. Conside-
remos D un disco con centro en a tal que D C U y sea F una primitiva
de f sobre D (la cual existe en virtud de la Proposicién 2.9). Sea D =
N(D, f), y para cada c € C definamos U, = N(D, F + ¢). Afirmamos que

Cartan en 1950. Los ejemplos mas importantes de gavillas se encuentran en el campo
de la topologia algebraica, geometria diferencial, varias variables complejas y geometria
algebraica. Dentro de los ejemplos de gavillas encontramos las siguientes: en el andlisis
complejo, la gavilla de funciones holomorfas; en la geometria diferencial, la gavilla de
formas diferenciales y en el dlgebra, la gavilla de anillos locales (véase [30]).
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d~Y(D) = UcecUs,, en efecto, sean 2 € D,g, € O, con dg, = f, y sea W
una vecindad conexa de z, W C D, entonces ¢' = f en una vecindad de
z. Asi, ¢’ = f sobre W, lo cual nos lleva a que %(g — F) =0sobre Wy
por tanto g = F + c sobre W y g, € U, entonces d(U.) = N(D, f) = D,
lo cual muestra la igualdad y que d es continua. Ahora veamos que d|y,
es homeomorfismo sobre D, pero para todo ¢ € C,d|y, es inyectiva, pues d
manda elementos distintos de U, a gérmenes con puntos diferentes de D,

por tanto d es una aplicacién cubriente. O

3.6 Definicién. Sean 2 C C una regién, f € H(Q2) y v: [0,1] — Q una
curva en . Una primitiva de f a lo largo de 7 es un levantamiento con
respecto a d: O — O, es decir, es una funcién continua I': [0,1] — O que
cumpla que (deI')(t) sea el germen de f en «(t) (el cual existe en virtud de
que d es aplicacién cubriente).

Es claro de la definicién que si F} y F» son dos primitivas de f a lo largo
de -y, entonces difieren en una constante.

3.9 Lema. Sean Q C C, f € H(R) y~v: [0,1] — Q una curva diferenciable
a trozos. Entonces para F: [0,1] — O una primitiva de f a lo largo de y se
tiene

/ fdz = F(1)(1(1)) - F(0)(~(0)).

Demostracion. Sea G: [0,1] — O definida de la siguiente manera:
Para cada t € [0,1] consideramos a D, C § un disco abierto centrado en
v(t) y tomamos a h una primitiva de f en D, de manera que

hx(to)) = fﬂ " Fr(s) (s)ds. (3.1)

Entonces, definimos G(t) como el germen de h en 7(t). Claramente (doG)(t)
es el germen en «(t) de h’, es decir, es el germen de f en 7(t). Para ver que
G es levantamiento falta solamente ver que es continua. Sea to € [0,1] y D
un disco pequeno con centro en y(¢p) y h € H(D) la primitiva de f en D que
cumple 3.1. Tomemos § > 0 tal que y(t) € D para |t —ty| < 4. Por hipétesis
h(v(to)) = U‘" f(~(s))7'(s)ds. Como para t con |t — tg| < § se tiene que

W) -hotto) = [ ThGe)ds

]t F(v(s)y'(s)ds
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pues h’ = f sobre D, luego h(7(t)) = f{; f(«(s))+'(s)ds y por tanto, G(t)
es el germen de h en %(t) para |t — to| < d. Luego G(t) € N(D,h) para
|t — to] < &, por lo que G es continua en t,;. Pero hemos observado que
dos primitivas de f a lo largo de « difieren en una constante, por lo que
F(t) = G(t) + ¢ para alguna c y para todo t € [0, 1], por tanto

F)((1) - FO)((0) = G1)(x(1)) - GO)(+(0))
fu FOx(s)7 (s)ds

= [vfdz

lo que prueba el Lema. O

3.7 Definicién. Sean @ C C, f € H(Q) y v: [0,1] — € una curva continua.
Definimos f_? fdz = ¢(1) — ¢(0), donde ¢(t) es el valor de F(t) en «(t) para
0<t<1ytal que F: [0,1] - O es una primitiva de f a lo largo de ~.

3.10 Lema. Sean Q) C C y f € H(Q). Si f tiene una primitiva sobre (2,
entonces para cualquier curva cerrada v: [0,1] — 2 se tiene que f_? fdz =

Demostracion. Si H es una primitiva de f sobre 2, entonces F: [0,1] — O
definida por F(t) = H,) (el germen de H en 'y(t)) es una primitiva de
f alo largo de v y ademds H(v(t)) es el valor en ¢t de F(t). Entonces si
~(0) = ¥(1) tenemos que,

f fdz = H((1)) - H(»(0)) = 0

O

3.8 Definicién. Sean X una variedad, I = [0,1] y 70,m: 1 — X dos
curvas en X. Decimos que 79 y 71 son homotdpicas si existe una aplicacion
continua F: I x I — X tal que F(t,0) = y(t) y F(t,1) = 11(t) para todo
t € I. Sea v,(t) = F(t,u). Decimos que F es una homotopia de 7y y ;.
Decimos que F fija a (0) = a si F(0,u) = a para todo u € I. Si ademas
~0(1) = b, decimos que F fija los puntos finales de 9 y 1 si F(0,u) = a
para cualquier u € I y F(1,u) = b para cualquier u € I.

3.11 Teorema (general de Monodromia). Sean X,X variedades y
p: X — X un homeomorfismo local. Sea @ € X y a = p(a). Considere-
mos Yo, curvas en X que empiezan en a y sea {7y, }.er una homotopia
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Yo(t)

7(t)

Figura 3.3: Curvas con homotopia que fija los extremos

de o @ 1 que fija a a. Supongamos que para todo u € 1, 7y, tiene un levan-
tamiento 7y, con respecto a p: X — X tal que v,(0) = a. Entonces, {Vu tues
es una homotopia entre los levantamientos Yo y 71 -

La demostracién del teorema general de Monodromia puede consultarse en
1] o [3]-

3.12 Proposicion. Sean X , X variedades n-dimensionales yp: X=X
un homeomorfismo local. Sea @ € X,a = p(a) y b € X. Consideremos vo, 1
curvas en X que inician en a y terminan en b. Supongamos que existe
{Yu}uer homotopia entre vy y 1 con extremos a y b. Si para todo u € I,
Yu tiene un levantamiento «y, con respecto a p que empieza en a, entonces
Yo ¥ 1 tienen los mismos puntos finales y 7,(1) es independiente de u.

Demeostracion. Por el teorema general de Monodromia, se tiene que la apli-
cacién F: Ix I — X definida por F(t,u) = 4,(t) es continua. En particular,
la aplicacién F(1,u): I — X definida como u ~ 7,(1) es continua. Esta
aplicacion es un levantamiento de la aplicaciéon constante u — (1) = b
lo mismo que la aplicacion constante definida como u — (1), ademas se
tiene que F(0,1) = 40(1). Entonces, por el Lema 3.1, es también constante.
Por tanto 7 y 71 tienen los mismos puntos finales y v, (1) es independiente
de u. O
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Yult

y  Tul(t)

Sy
ey

Yu(t)

Figura 3.5: Proposicion 3.12
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3.13 Teorema (Version Homotépica del Teorema de Cauchy). Con-
stderemos § C C una regidn y sean -yp,7y; curvas en {1 con los mismos
extremos a, b. Supongamos que eriste una homotopia entre yo y 11 en ) que
fija los extremos. Entonces, para toda f € H(Q2) se tiene

fdz:/ fdz.
Y0 M

Demostracion. Sea {v.}ue; una homotopia entre vy y 71 que fija los ex-
tremos. Sea I'y: I — O definida por I',(t) igual al germen en 7, (t) de f.
Entonces {I', }.es €s una homotopia en O entre I'g y I’y que fija los puntos
extremos f, y fp. Sea F,, el germen en a de una primitiva de f en algu-
na vecindad de a. Entonces, como d: @ — O es cubriente, I', tiene un
levantamiento I'y: I — O tal que I',(0) = F,. Por la Proposicién 3.12,
Io(1) = I'1(1), y este germen tiene el mismo valor en b = 79(1) = 7;(1). Sea

« tal valor, entonces
/ fdz=a — F,(a) = f fdz.
To T

O

3.9 Definiciéon. Sea X un espacio de Hausdorff arco conexo. Decimos que
X es simplemente conero si dadas <yg,%), dos curvas en X con los mismos
puntos extremos a y b, existe una homotopia {v,}.ec; en X entre v y m
que fija los extremos.

3.10 Definicién. Sean X un espacio Hausdorff arco conexo, a € X y v
una curva cerrada que inicia y termina en a. Decimos que -y es homotdpica
a la constante a, si existe una homotopia {7, }.es entre v = v y la curva
~1 definida como 7, (t) = a para cualquier t € I, que ademas, fija los puntos
extremos.

Observemos que si X es simplemente conexo, toda curva cerrada es
homotédpica a un punto. El reciproco también es cierto (la prueba de esto
sera considerada mas adelante).

3.14 Teorema (de Cauchy). Si @ C C es un dominio simplemente
conezo, entonces para cualquier f € H() y toda v curva cerrada en 12,

es vdlida la igualdad
/ fdz=0
4 ]
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Demostracion. Sean las curvas vo(t) = () y 11(t) = 70(0) en la versién
homotépica del teorema de Cauchy (Teorema 3.13). Se tiene entonces

/fdz = [ fdz=0.
v o
O

3.15 Teorema. Sea §) C C un dominio simplemente conezxo. Entonces toda
f € H(RQ) tiene una primitiva en ().

Demestracion. Sea ¢: Q — O tal que ¢(z) es el germen de f en z. Entonces,
como d: O — O es cubriente, sabemos que existe una aplicacién continua
$: 2 — O tal que do® = ¢. Definimos F' sobre (2 por F(z) igual al valor de
®(z) en z. Afirmamos que F' € H(R2). Si zg € Q y (U, %) es un representante
de ®(2p), entonces por la continuidad de ® se tiene que si ®(z) es el germen
en z de ¥ en una vecindad V de zg, entonces F|y = 1|y, lo cual prueba
que F' € H(2). Por tanto como d o ® = o se tiene que F’ = f sobre (2. Lo
que concluye la prueba. O



Capitulo 4

Version Homolégica del Teorema de
Cauchy

Aqui trataremos la versién homotdpica del teorema de Cauchy. Para este
fin, daremos resultados sobre particiones de la unidad para un uso técnico.
Después definiremos lo que es el indice de una curva cerrada con respecto de
un punto para dar paso a la demostracién del teorema del residuo, la férmula
de Cauchy y la versiéon homotépica del teorema de Cauchy. También se
mostrara la existencia de una funcién u € C*(2) que cumpla la ecuacién
‘%% = ¢ para ¢ € C§°(Q2). Esto ultimo sera necesario para el siguiente
capitulo.

4.1. Particiones de la unidad

Sean  un subconjunto de R™ (n > 1) y U = {U;}ie; una cubierta
abierta de Q.

4.1 Definicién. Consideremos una funcién f: @ — R. El soporte de f
denotado por supp(f) estd definido por:

supp(f) = {z € Q- f(z) #0}

4.2 Definicién. Una particién de la unidad relativa (o subordinada) a U
es {¢;i: 2 — R}ies una familia de funciones C* (con el mismo conjunto de
indices I de la cubierta I{), que tiene las siguientes propiedades:

1. ¢; >0en Qy supp(¢;) C U;.

2. La familia de conjuntos cerrados {supp(¢;)}ies es localmente finita
(es decir, para un conjunto compacto K C (2, el conjunto {i € I :

K N supp(¢;) # 0} es finito).

95
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a T )

Figura 4.1:

3. YicrPi=1len L

4.1 Lema. Sean A, B subconjuntos cerrados ajenos de R™ con A acotado.
Entonces existe una funcion ¢: R® — R de clase C* tal que ¢(z) =1 en
A y¢(x)=0 en B.

Demostracion. Sean 0 < a < b dos niimeros reales. Consideremos la funcién
(véase figura 4.1) f : R — R con regla

1 1
e¥—¢t T-a paraa<x <b,
flx) = )
0 en otro caso.

Es facil ver que f(z) es C* en R. Ahora construimos la funcién

b
. f(t)dt
F(z) = fb—
[, f(t)dt
Observemos que F'(z) es también C* en R y que
0 para x > b,
F(z)=<1 para z < a,

decrece desde 1 hasta 0 paraa<z <b

como lo muestra la figura 4.2.
Definamos ahora la funcién 3(z): R® — R mediante la férmula

T

15'{931'---11%)=F(:c¥+---+a:ﬁ):F(fo)
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R
0 S

Figura 4.2:

n

Si tomamos r2 = Y ., 22 vemos que ¥(z) es C* en R" y

0 para r2 > b,
Plx)=(1 : para 72 < a,
decrece desde 1 hasta 0 paraa < r?<hb.

Con la ayuda de una construccion como la anterior, podemos asegurar que
si S y S’ son dos esferas concéntricas en R" y S incluye a S’, entonces
existe una funcién suave ¥(x) tal que ¥(z) = 0 fuera de la bola limitada
por S, y ¥(z) = 1 en la bola limitada por S’. Consideremos ahora los
conjuntos cerrados A y B. Como A es compacto, existe un conjunto finito de
esferas {S;}, tales que las correspondientes bolas abiertas D; con dD; =
S; constituyen una cubierta del conjunto A, es decir, A C UL, D;. Ya que
ANB = 0, podemos considerar que D; N B = () para cualquier i. Ahora, para
todo 7 existe una esfera mas pequena S; concéntrica con S;, S! C S;, tal que
el conjunto de esferas {S;} también es cubierta de A, es decir, A C U%, D..
Sean ¥;(z) € C*°(R") funciones tales que:

1 en D,
Vilz) = {0 en D;.

Se define la funcién ¢: R" — R,

m

plz)=1- H(l - ¥i(z)).

i=1

Claramente @(z) € C*(R"), p(xr) =1en Ay ¢(z) =0 en B. O
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4.2 Lema. Sean U un conjunto abierto en R" y K un subconjunto compacto
contenido en U. Entonces existe ¢ € C>*(U) tal que ¢(z) > 0 para todo
ze K.

Demostracion. La funcién ¢ definida sobre R mediante

b(t) = {;_1-' sit<l1,

sit>1

es C* en R. La funcién £: R® — R definida mediante &(z4,...,2,) =
¥$(2(2z + --- + 22)) es C*™ en R™ y cumple que £(0) > 0 , supp (§) =
{reR":Y 22 < 1}. Sea 6 > 0 la distancia! entre K y R™\ U. Definimos
para cualquier @ € K, una funcién ¢, € C*(R") como ¢a(z) = &{(%52).
Observemos que ¢, (a) > 0, supp(¢,) C U, que los conjuntos definidos como
Vo = {z € U : ¢o(z) > 0} son abiertos y UserV, = U D K. Entonces, por
ser K compacto, existen ay,...,ap € K tales que UleVui D K. La funcién
@ = @a, + -+, tiene las propiedades que pide el Lema. O

4.3 Teorema. Sea Q un abierto en R" y U = {U; }ie; una cubierta de Q.
Entonces erziste una particion de la unidad relativa a U.

Demostracion. No es dificil ver que existe una cubierta abierta {V;};ey
localmente finita de (2 tal que? V; €  para cualquier j € J, y que sea un
refinamiento de U, es decir, para todo j € J existe i € I tal que V; C U;.
Elegimos una aplicaciéon 7: J — I tal que V; C U,(;). Entonces existen
sabconjuntos compactos K; C V; tales que U; K; = . Sea ¢; € C§°(V;)
con 1;(z) > 0 para = € K. Sea ¥ = ., ¥;, entonces {V;} es localmente
finita, la suma ZjeJ ¥; es una suma finita sobre cualquier subconjunto
compacto de (2, entonces ¥; € C5°(2). Asi, ¥; > 0 sobre K; y entonces
¥ > 0 sobre 2 = UKj. Sea §; = %—, {§;} es una particién de la unidad
relativa a {V;}. Para i € I sea J; = 77(i) y definimos ¢; = 3°.c; &,
entonces {@;} es una particién de la unidad relativa a Y. 0

4.4 Teorema. Sea () un abierto en R" y sea X C (2 un subconjunto cerrado
de Q. Sea U un abierto en 2 con X C U. Entonces existe ¢ € C>(),

0<¢<1talqued|x =1ydlaw=0.

1La distancia entre un compacto K y un cerrado F, se define como d = min{d(z,y) :
z€ K,y € F}

2‘{,' € Q2 indica que V; es relativamente compacto en £, es decir, la cerradura de Vj
en {2 es un conjunto compacto
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Demostracién. Sean V = Q\ X y {¢y,dv} una particién de la unidad
relativa a la cubierta {V,U} de 2, entonces como supp(¢y) C V se tiene
que ¢y |x = 0. Como ¢y + ¢y = 1 sobre (), se tiene ademds que ¢y|x =1,
luego supp(¢y) C U. Entonces, tomando ¢ = ¢y tenemos el resultado. 0O

4.5 Teorema. Sea §2 un abierto en R y sean X, X dos subconjuntos
cerrados de Q2 con X; N Xo = 0. Sean ¢y, p2 € C*(2), entonces existe ¢ €
C>(Q) con ¢|x, = d1lx, ¥ Olx, = ¢2|x,- Mas aiin, si —c0 < a <b< 400,

"I es un intervalo con puntos extremos a,b y 01(Q2) U ¢2(Q) C I, entonces
podemos elegir ¢ tal que ¢(2) C I.

Demostracion. El teorema anterior garantiza la existencia de esta funcién
a € C*(1),0 < a <1tal que alx, =1y a|x, = 0. Entonces si tomamos
¢ = ap; + (1 — @)¢,, tenemos el resultado. O

4.2. Version Homoldgica del Teorema de Cau-
chy ‘

En esta seccién trataremos el concepto de indice de una curva cerrada
con respecto a un punto. Aqui puede encontrarse la prueba de que el indice
siempre es un nimero entero y que es independiente de la curva. También
damos la prueba de la versién homoldgica el teorema de Cauchy en cuya
demostracién utilizaremos el teorema del residuo.

4.3 Definicién. Consideremos v: [0,1] — C una curva cerrada en C y
a € C\ I'ma(y). La aplicacién ¢: C — C\ {a} definida por ¢(z) = a + €* es
una aplicacién cubriente. Sea 4 un levantamiento de <. Definimos el indice
de ~ con respecto a a como el mimero n(y,a) definido por

1 r. 5
n(v,0) = 5—=[(1) - 5(0)]
El indice esta bien definido:

4.6 Lema. Si~: [0,1] — C es una curva cerrada, a € C\ Ima(y) y m, 72
son levantamientos de v con respecto a la aplicacién z — a + €*, entonces
72(1) = 42(0) = 41(1) — 71(0). Entonces, n(v,a) depende inicamente de v
y a pero no del levantamiento.

Demostracién. Como tenemos que a+e™(?) = 4(0) = a+e72() existen € Z
de tal manera que 72(0) = 71(0) + 2win. Las aplicaciones t — 7, (t) + 2min
¥y 72 son dos levantamientos con el mismo punto inicial ¢ = 0. Entonces
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por Lema 3.1 se tiene que y2(t) = 71 (t) + 2win para todo t, en particular
72(1) = 72(0) = 1 (1) — 1(0). U

4.7 Lema. Sivy: [0,1] — C es una curva cerrada y a € C\ I'ma(y), se
tiene que n(7,a) es un entero.

Demostracién. Si 7 es el levantamiento de v, entonces a + e7(1) = 7(1) =
7(0) = a +€7®). Entonces 5(1) = 4(0) + 27in para algin n € Z. ]

4.8 Lema. Para una curva cerrada 7y se cumple la igualdad
1 dz

2mi ,2—0

n(y,a)

Demostracién. Consideremos d: @ — O, la aplicacién derivada (ver Defini-
cién 3.5) y n: C\ {a} — O la aplicacién definida mediante la regla n(w) =
germen en w de la funcién f(z) = -X-. Sean v: [0,1] — C una curva ce-
rrada, I' = no~y y I’ un levantamiento de I' con respecto a d. Tomemos
w = y(t),t € [0,1] y F., el germen en I'(t). El par (D, F) es un represen-
tante de F,, en un disco D centrado en w, por la definiciéon de la aplicacién
d, tenemos que F'(z) = -1~ para z € D. Entonces £[(z — a)e”F(?)] =

(1= (z —a)F'(z))e"F(#) = 0 para cualquier z € D.

0
r
S ld
01 5 o
1y }
C\ {a}

Sea 7;(t) = el valor en (t) del germen I'(t). Observemos que (y(t') —
a)e ) = (y(t') — a)e"FO)) para t' suficientemente cercano a t. Co-
mo (z — a)e”F(*) es constante sobre D, la aplicacién t — (y(t) — a)e=7(¥)
es localmente constante sobre D. Ademas t ~— (y(t) — a)e™"(®) es local-
mente constante sobre [0,1]. Si a = (¥(0) — a)e @ y ¢ € C es tal que
e = a, entonces la aplicacién t — F(t) = 7,(t) + ¢ es un levantamiento
de 7 (con respecto a z +— a + €7). Entonces 27t n(y,a) = 5(1) — 5(0) =
L(1)(y(1)) - T0)(+(0)) = [, ;. |

4.9 Lema. Sean a € C yv,,v2 curvas con punto final e inicial zy € C\ {a}.
Supongamos que vy, y 2 son homotdpicas en C\ {a} (con homotopia fija en
zp). Entonces n(y,,a) = n(vyz,a).
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Demostracion. Por la versién homotépica del teorema de Cauchy (Teorema
3.13) aplicado a la funcién z — (z —a)~! se sigue el resultado. O

4.4 Definicién. Sean {2 un dominio en C y 7: [0,1] — 2 una curva cerrada
en ). Decimos que v es homdloga a 0 en 2, y escribimos ¥ ~q 0, si el
conjunto S = {a € C\ Ima(y) : n(7y,a) # 0} esta contenido en 2.

4.10 Lema. Si~: [0,1] — Q es una curva cerrada de Q que es homotdpica
a una constante en (), entonces v ~q 0.

Demostracion. Sea a € C\ Q. Si 7 es homotépica a una constante en Q) C
C\ {a}, entonces fv L_dz = 0, por lo que n(y,a) =0. O

z—a

4.5 Definicién. Sean () abierto en C y E un subconjunto discreto de (2.
Consideremos f € H(2\ E), y elegimos 7 > 0 de tal manera que D(a,r) =
{z€C:|z—a| <7} C Qy D(a,r)NE = {a}. Entonces f tiene un desarrollo
en serie de Laurent :

o0

flz) = z ca(z—a)?, O0<|z—a|<T.

n=-—90oC
Al coeficiente c_; lo llamamos el residuo de f en a y lo denotamos resy(a).

4.11 Teorema (del Residuo). Sean 2 un abierto en C y E un conjunto
discreto en (). Sea v una curva cerrada en )\ E que es homotdpica a
una curva constante en §). Entonces para todo f € H(Q2\ E) el conjunto
{a € E : n(v,a) # 0} es finito y tenemos

771 | fz = 3 resy@) o) (1)

acE

Demostracion. Sean~y: [0,1] - Q\ Ey F: I x I — ) una homotopia entre
v y una curva constante (la homotopia fija v(0) = ¥(1)). Sea K = F(I x I).
Como K es compacto por ser la imagen continua de un conjunto compacto
¥ E es discreto se tiene que K N E es finito. Sia € E y a ¢ K, entonces
F es una homotopia entre -y en una curva constante en C\ {a} por lo que,
n(v,a) = 0. Entonces {a € E': n(vy,a) # 0} C ENK y por tanto es finito.
Sea ENK = {ay,...,ap} y consideremos g; la parte principal de f en a;,
entonces f—g; —- - - — gp es holomorfa en un conjunto abierto U D K y y es
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homotdépica a una constante en U. Por la versién homotdépica del teorema
de Cauchy (Teorema 3.13) se tiene:

/fdz—Zngdz.

=1

Sea g;(z) = c.(,j}(z — a;)" la parte principal del desarrollo en serie

n=-—0oo0
de Laurent de f en a;. Esta serie converge uniformemente sobre Ima(vy), y

entonces

/g,dz— Z {3}/ z—aj dz-2mc{’%n(’r,a3)

n=-—0oo

Sl £ o |
Ya que (z —a;)" tiene por primitiva a gz—:_-';ll—— sobre C\ {a} paran # —1,
entonces

WD / fdz = n('y,aJ)c(’) Zn(’y,aj)resf(aj) = Z n(vy,a)ress(a).

i= l i=1 a€E
(]
4.12 Teorema (Férmula de Cauchy). Sean (! un conjunto abierto en

C y v una curva cerrada en §) homotédpica a una constante. Consideremos
f € H(RY) y a € I'ma(y). Entonces

nna)f(@) = 5 [ Las.
2 ]

Demostracién. La funcién g: 2\ {a} — C definida por g(z) = ZJ—(} es
holomorfa sobre 2\ {a} y se tiene

f(2)

&

resy(a) = zll_):r;(: —a

= Iim f(2) = f(a).

Entonces por Teorema 4.11 se cumple que

ﬁ [F %d*" = f(a)n(v,a).
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4.13 Proposicién. Toda curva v: [0,1] — Q es homotdpica a una curva
diferenciable a trozos I': [0,1] — Q mediante una homotopia que deja fijos
los puntos extremos.

Demostracion. Sea £ > 0 tal que D(7(t),e) C 2 para cualquier t € [0, 1].
SeaD =1t < t; <:-- <t, =1 de tal manera que |y(t) — ¥(t,)| < §
para cualquier t, <t <t,4; v=0,...,p— 1. Definimos I': I — 2 de la
siguiente manera. Si t, < t < t,41, sea I'(t) = a,t + B, tal que o, 3, € C
y se eligen de manera que ¥(t,) = a,t, + B, ¥ Y{tv+1) = avtus1 + Bo.
Entonces T es diferenciable a trozos. Mas atn, [y(t,41) —(t.)| < §. Asi,
IP() — (t.)] = IT(#) — T(t,)] < § (el segmento entre 7(t,) ¥ Y(tu+1)
estd en el disco D(y(t,), 5), entonces |I'(t) — ()] < € para 0 < ¢t < 1).
La aplicacién F(t,u) = (1 —u)y(t) +ul'(t) con 0 <t <1y0<u<l,es
una homotopia entre I' y 7, ya que F(t,u) € (2 para cualquier u,t. Ademds
como |F(t,u) — ()] = u|[(¢) — v(¢)| < €, es continua. Y fija los extremos
debido a que se cumplen las relaciones

F(0,0) = v(0) = Bp =T(0) = F(0,1)
F(1,0) =~v(1) =ap—1+ f,-1 =T'(1) = F(1,1).
O
4.14 Teorema (Versién Homoldgica del Teorema de Cauchy). Sean

Q un dominio en C y v: [0,1] —  una curva cerrada en C, con y ~q 0.
Entonces para cualquier f € H(§2) tenemos:

/fmzo
i

Demostracién. Por la proposicién anterior existe I': [0,1] — Q curva di-
ferenciable a trozos que es homotdpica a v con los extremos fijos, por el
Lema 4.9, n(y,a) = n(I',a) para a € Q y entonces I' ~g 0. Por la ver-
sién homotdpica del teorema de Cauchy (Teorema 3.13) se tiene que para
cualquier f € H(2) se cumple

[rfdz=‘/rfdz.

Sea {R,} una sucesién de funciones racionales cuyos polos® estén fuera de

3Sj f es una funcién holomorfa en una regién §2 que contine alguna vecindad agujerada
de zo, entonces zg es una sigularidad aislada. Ademads, si en el desarrollo de Laurent de
zg todos los ¢, con n € N, excepto un niimero finito son cero diremos que zy es un polo.
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Q) y de tal manera que lim,—..c R, = f uniformemente sobre Ima(I')*,
entonces

lim /r Rndz = lim /0 1 Ra(T(8)T (t)dt = /U ] F(D()(t)dt = /r fdz.

T—00

Por otra parte sea E,, el conjunto de polos de R,,, es decir, E,, C C\ Q. Por
el teorema del Residuo (4.11 Teorema) se tiene que

pues n(I’,a) = 0 para cualquier a ¢ (). Entonces
]fdz= Iim [ R,dz=0
r N—00 r

lo que demuestra que f_! fdz = 0. ; O

s2 . Ou __
4.3. La ecuacion 5 = ¢

En ésta seccion mostraremos la existencia de una funcién v € C*(2)

que cumple la ecuacién %‘zé = ¢ para una funcién ¢ € C§°. La existencia de

esta funcién nos sera importante en el siguiente capitulo.

4.15 Lema. Sean R, R’ rectdngulos cerrados en C tales que R' C int(R).
Consideremos un abierto U que contiene a R\ int(R') y ¢ € C§°(U). En-

tonces P
2i f/ —?dxdy = / ¢dz — ddz.
rRr 02 R R’

Demostracion. Sean K = R\ int(R') y a € C§°(U) tal que alx = 1.
Definamos una funcién 3 sobre una vecindad V de R por

_Ja(2)é(z) sizeU,
w(z)_{o sizeV\U.

4Esto se garantiza mediante:
Teorema Cldsico de Runge. Si C \ €0 es conexo, entonces toda funcién en H(§2) puede
aproximarse uniformemente por funciones racionales en 2.
Véase [1] o [32].
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Entonces
2i /f %dxdy =/ Ydz = ¢dz, (4.2)
r 0% IR aR
¥
2i /] Qid:zdy = / Ydz = / ¢dz. (4.3)
, 0Z oR! oR
Restando 4.3 en 4.2 se tiene el resultado. O
4.16 Lema.

—dxd 2.
/j;zi{l ,ZI ¥=

Demostracion. Si cambiamos a coordenadas polares haciendo z = re®,
obtenemos
1 1 27 1
/f —dzdy = ] j (—)rdrdﬂ =2
Iz1<1 12l o Jo M

4.17 Teorema. Sea ¢ € C§¢(C). Entonces, para w € C se tiene

dp 1 _
/C T wd;rdy = —mp(w)

Demostracion. Si reemplazamos z por z +w (w fijo), la formula de cambio
de variable en una integral doble nos lleva a

f 6—? . d:::dy=/ 8—?(z+w)~1+dxdy.
C 62 z

cdZz—w

Como ¢ tiene soporte compacto, podemos encontrar R un rectangulo que
contiene al origen y tal que ¢(z + w) = 0 para cualquier z € int(R). Con-
sideremos R. = [—¢,¢] x [—¢, €] con € un nimero real positivo pequeio de
tal manera que R. C int(R). Entonces por el Lema 4.15

2i //R\R —(z +w) d:cdy 2if~/.r.t\at %(f(z_:ﬂ)d;rdy

é(z +w) s
IR, z

Il
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pues ¢(z + w) = 0 para z € R. Ahora,

Mdz - M)_-ﬂw_)dz + 2mig(w).
9R, 2 3R, 7

Como ¢ € C§°(C), entonces existe M > 0 tal que |@(z +w) — ¢(w)| < M|z|.
Asi,

lim ¥z +w) = 6W) 1ol < yim M - L(9R,) = lim M -8 = 0.
e—0 OR, z e—0 e—0

Por el Lema 4.16
// —(z+ w) dzdy = —2mig(w).

Como ¢(z + w) = 0 para z € R, se tiene

// Pzz—w " ffR %(z + w)édwdy = —m(w).

4.18 Teorema. Sea ¢ € C§°(C). Definimos una funcion u sobre C como

[ 0

(C=£&+1n, & n € R y dédn denotan la medida de Lebesque en el (-plano).
Entonces u € C§(C) y se tiene

O

|
Il
e

Demostracion. De igual manera que en el Teorema 4.17 si reemplazamos ¢
por ¢ + z, tenemos que

<L [ D a2 [ HF g,

como % es integrable sobre cualquier conjunto compacto (por el Lema 4.16),
es continua. Sea h € R\ {0}. Entonces

(z+h]-—u(z //Clé(c+z+h) $C+2) 4
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Para z y ( fijos se tiene

h,mqb((+z+h} (c+z) d
h—0 h

¢(c+ 2)

Mas ailin, como ¢ es continuamente diferenciable y tiene soporte compacto,
éste limite converge uniformemente en ¢ para z en todo subconjunto com-
pacto de C. Ahora, como T%f es integrable sobre cada conjunto compacto,

concluimos que

1y BNl
_ 1 10¢
- ffcaf(c+2)d£dn

-2 /[ %

y este limite es uniforme para z en cualquier conjunto compacto en C, por
tanto ‘;—2 es continua. Similarmente se tiene que

(2) = ~—//1@ (¢ + 2)dedn

- /&

y es continua. Repitiendo estos argumentos, podemos establecer que la fun-
cién u pertenece a C§°(C).

du
%y

Finalmente
u_ l(%Jr-@)
oz~ 2\az 'y

= 5 ([ 320 dein+i [[ F2(¢)dean)
5 [ (3560 +i55©) 7 dean
3 [ 2580 7= dedn
—;/fca—f(og_zdsdn,

asi por el Teorema 4.17 se tiene,

Ju
- #(2)
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O

4.19 Teorema (Variante de la Férmula Integral de Cauchy). Sean
Q un abierto en C y K un compacto de Q. Sea a € C§°(Q2) tal que a =1
sobre cualquier vecindad de K. Entonces, para toda funcién f € H(S2) se

o i@=-1 / 107

Demostracién. Definimos ¢ € CB"{Q) por

_Ja(2)f(z) sizeQ,
¢("‘)*{o sizeC\ Q.

Entonces para z € K se tiene

1[0 1
#(z) = - / acg_zdfdn

= ——// f+a )dfdn
]88

4.6 Definicion. Sea (2 un abiertoen Cy A C 2. Definimos A como la unién
de A con todas las componentes conexas de Q2 \ A que son relativamente

compactas en (2.

f(z)

O

4.20 Teorema. Sean {2 un abierto en C y ¢ € C3°(2). Entonces, existe
u € C§°(Q) tal que a’f = ¢ sobre (1.

Demostracion. Si K es un subconjunto compacto de 2, sea a € C§°(f2)
con a = 1 en una vecindad de K, por el Teorema 4.18, aplicado a a¢ (en
lugar de ¢), existe v € C§°(12) tal que % = ao = ¢ en una vecindad
de K. Sea {K,},>1 una sucesién de conjuntos compactos en §2 tales que
K, Cint(K,4,), UK, =Qy K, = K. Aplicando lo anterior a cada K,,,
se tiene que existe v, € C§°(2) tal que %"—; = ¢ sobre una vecindad de K,.
Entonces v,41 —v, € O(K}). Elegimos h;, € H(f2) tal que |vp4; —v, —hy| <
5‘;. Definimos u sobre ) como

u:vp2(0q+1—vq—hq)—h]----—hp_l

qzp
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sobre K,. Esta expresion define a u independientemente de p. Entonces
Wy = Vg41 — Vg — hq € H(int(K})) para ¢ > p y la serie 3 -, w, converge
umformemente :sobre K,. Asi, encontramos u — v, € 'H(mt(}(p]) tal que
a“ “ETE ¢ sobre K. Entonces como p > 1 es arbitrario, el resultado se
obtlene O



Capitulo 5

Version Cohomolégica del Teorema de
Cauchy

En este capitulo se definen los primeros Grupos de Cohomologia con
coeficientes en C, con respecto a una cubierta I de un dominio 2 y se
utilizan resultados sobre funciones localmente constantes para mostrar la
versién cohomoldgica del teorema de Cauchy.

5.1. Grupos de cohomologia

Supongamos que X es un espacio topolégico y que Z es un sistema de
conjuntos abiertos en X. Una pregavilla de grupos abelianos sobre X es un
par (F, p) que consiste de:

s Una familia F = {F(U)}vez de grupos abelianos.

= Una familia p = {p{/: F(V) - F(U);U,V € IV C U} de homomor-
fismos de grupos con las siguientes propiedades:

* py =idx) para todo U € T
e plyopl =pY, paraWcVvVcu

Denotaremos mediante F a (F, p).

Una pregavilla F es llamada gavilla sobre un espacio topolégico X si
para todo U C X y cualquier familia de subconjuntos abiertos U; C U,
i € I tal que U = UjeU; se cumple:

= Si f,g € F(U) son elementos tal que f|y, = g|y, para cualquier i € I,
entonces f = g.

71
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= Si para elementos f; € F(U;) con i € I tales que filv.nu, = filuinu,
para cualesquiera i, j € I, existe f € F(U) de tal manera que f|y, = f;
para cualquier i € 1.

Sean X un espacio topoldgico y F una gavilla de grupos abelianos.
Supongamos que existe una familia &4 = {U;}.e; de subconjuntos de X
tal que X = U;¢;U;. Para cada entero ¢ = 0,1,2,..., definimos el g-grupo
cocadena de F, con respecto a U como el conjunto

cowx)y= [[ FUen---nU).

(§0yeryig) €191

Los elementos de C?(U, X) son llamados g-cocadenas. Una g-cocadena
es una familia (fi,,...i,)Go,....i,)ere+ tal que fi, ;. € F(Ui, N---NU;,)
para cada (ig,...,1,) € I?*!. La suma de dos cocadenas est4 definida com-
ponente a componente, lo que da a C9(U, X)) una estructura de grupo.

Definamos ahora los operadores coborde

8:C°WU,F)—-C'UF) y 6:CU,F)—-C*U,F)

Para (f;)ics € C°(U, F) definimos su imagen bajo é: CO(U, F) — C* (U, F)
como &((fi)ier) = (9ij)ijer donde gi; := fi — f; € F(U: NUj).

Para (fi;)ijer € C'(U,F) definimos su imagen bajo 6: C'(U,F) —
C2(U,F) como 6( (fij)ijker ) = ( 9ijk )ijker donde giji := fij+ fix+ fri €
FU:NU; N Uy).

5.1 Observacién. Los operadores coborde son homomorfismos de grupos.
5.2 Observacién. dod =0

Sea
ZY U, F) = ker(C} (U, F) 5 C2(U, F))

que llamaremos el conjuntos de los 1-cociclos y
BY(U, F) := Ima(C°WU, F) > C' (U, F))

que sera el conjunto de 1-bordes. Por la Observacién 5.2, B (U, F) es un
grupo normal de Z' (U, F).
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5.1 Definicién. El grupo cociente

_Z\U,F) _ ker(d)
T BU,F)  Ima(o)

H(U,F) :

es lamado el Primer Grupo de Cohomologia con coeficientes en F con res-
pecto a la cubierta U.

El cero-grupo de Cohomologia
Definimos también el conjunto de 0-cociclos como
20U, F) := ker(COU, F) S cMu, F))
v el conjunto de 0-bordes mediante
B°U,F):=0
Por tanto podemos también considerar al grupo cociente,'

2°U,F)

BUF) ~ 2%Uu,r)

H'U,F):=
a este grupo le llamamos el cero-grupo de cohomologia con coeficientes en
F con respecto a la cubierta .

De la definicién de 4, si tomamos una O-cocadena (f;) € C°(U,F) en
Z°%U, F) se tiene que filu,nu; = fjluinu, para cualquier i,j € I. Los e-
lementos f; definen un elemento global f € F(X) y por tanto se tiene un
isomorfismo natural entre H°(U, F) y F(X), es decir

H'U,F) = 2°U,F) = F(X).

El grupo H°(U, F) es independiente de la cubierta i/ y por tanto lo podemos

definir como
H'(U,F) := F(X)

El grupo H°(U, F) nos da el niimero de componentes conexas de X pues si
fi # f; entonces ¢; # c¢;j con ¢; y c; constantes y por tanto U tiene tantas
componentes como constantes ¢; distintas existan.
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5.2. Version Cohomolégica del Teorema de Cau-
chy

En ésta parte daremos la prueba de la version cohomoldgica del teorema
de Cauchy y algunas de sus consecuencias como por ejemplo, que el primer
grupo de cohomologia para un dominio simplemente conexo es cero.

5.1 Teorema. Sea Q un subconjunto abierto de R™ y sea U = {U,;}ic; una
cubierta de §). Supongamos que para cada par i,j € I se tiene una funcidén
¢ij € C>*(U;NU;). Supongamos ademds que para cada tres indices i,j, k € I
tenemos que @ix = ¢;j + @ sobre U;NU;NUi. Entonces, existe una familia
de funciones {¢i}ies con ¢; € C(U;) tal que ¢; — ¢; = ¢ij sobre U; NU;
para cualquier i, € I.

Demostracion. Sea {a;}ie; una particién de la unidad relativa a U. Para
cada abierto U; de la cubierta, definimos ¢;: U; — C mediante:

= Jai(@)gii(z) sizeUinU;,
di(z) = {03 j siIEUi\(UJ'int).

Entonces ¢; € C*(U;). Definamos la funcién

(_15,‘ = Zajr,b,-,- sobre U,'.
jerl
Entonces, como la familia {supp(a;)} es locamente finita, la suma anterior
contiene un nuimero finito de términos distintos de cero en una vecindad
de cada punto de Uj, por tanto, ¢; € C*°(U;). Veremos ahora que cumplen
la ecuacién. Entonces, debido a que ¢;; + ¢jx = @i sobre U; N U; N Uy,
tomando i = k = j se tiene 2¢;; = ¢y; lo que implica que ¢;; = 0 sobre
U;. Si k = i, obtenemos que ¢;; + ¢;; = ¢;; = 0, de donde ¢;; = —¢;; en
U;NUj. Sean k,l € I, entonces

Ok — 1 = Z a;j(Prj — b1j) + crdrr — ik

J#FkL

Ya que @y — ¢1j = Gk + Gji = Gri Y St = —ux se obtiene que:

O — 1 = Z a;(drt) + bt + ardr = Z%‘(ﬁk: = ¢l

J#Ek jel

lo cual prueba la afirmacién. O
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5.2 Teorema. Sea §2 C C una region y U = {U;}ic; una cubierta abierta
de Q. Supongamos que para todo i,j € I ezisten f;; € H(U; NU;) (con la
convencion de que H(0) = {0}) y que la familia {f;;} satisface la condicion
fij + [ix = fix sobre Ui NU; N Uy para cualesquiera i,j,k € I. Entonces
eziste la familia {f; }ic1, donde f; € H(U;), tal que f; — f; = fi; enU;NU;
para cualesquiera i,j € I.

Demostracién. Por el Teorema 5.1 podemos encontrar una familia {¢;}:c;
donde ¢; € C**(U;) de tal manera que ¢; — @; = f;; en U; N U; para todo
.- 4 . iy _ (905 _ Ofiy _ : :

i,j € I. En particular (%2) — (32) = % = 0 sobre U; N Uj, ya que
fi; € H(U; N U;). Podemos definir ¢ € C>(f2) mediante ¢|y, = %2‘ para
cualquier i € I, que esta bien definida. Sea u € C>(12) tal que % = ¢ en
Q (la funcién u existe en virtud del Teorema 4.20) y sean f; = ¢; — u en
Ui, es claro que f; € H(U;). Ademas, para 1,j € I, se tiene que f; — f; =
(0i—u)—(¢; —u) = ¢;—@; = fi; en U;NU; como se deseaba demostrar. O

Sea (2 un subconjunto abierto de C y sea U = {U;};c; una cubierta de
§2. es decir, 2 = U;c;U;. Sea J C I x I el conjunto de pares (i,j) tal que
Ui;nU; # 0. Consideremos para un abierto V' C C el conjunto de funciones
con valores complejos definida en V que son localmente constantes y que se
denotara como C(V') (si V es conexo, entonces las funciones son constantes).
En este caso tenemos

c'w,c)= [] cw:nu;)
(3,3)€d

¥ los elementos de tal conjunto son llamados 1-cocadenas del cubriente U
con valores en C.

Definamos
Z'U,C) = {{cij} € C*(U,C): cij + ¢ + cxi = 0 sobre U; N U; N Uy # 0}

Para el conjunto de 0-cocadenas C°(U,C) = [];c, C(U;), definimos la
aplicacion 4: C°( U,C ) — ZY( U,C ) de la siguiente manera. Si
(¢ ier € C”(u, C) con ¢; € C(U;) entonces (JC)U = CiFU.-nU,- . (.‘jl{,:r,rwJ =
¢ —¢j en U; NU; para (i,j) € J. Llamamos B'(U,C) = I'ma(9).

5.3 Observacién. Los conjuntos Z'(U,C) y B' (U, C) son grupos aditivos
y C-espacios vectoriales. Ademds B! es un subgrupo normal de Z1.
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5.4 Observacién. Con lo anterior podemos definir el grupo cociente

ZY(U,C)
1 s 1
H (U,C) := BW.C)
5.2 Definicién. El grupo H' (U, C) se llama el primer grupo de cohomologia
con coeficientes en C con respecto a la cubierta U.

5.3 Definicién. Definimos H°(U,C) := Z°(U,C) = keré y se llama el
0-grupo de cohomologia con coeficientes en C con respecto a la cubierta .

Observemos que de la igualdad H°(U,C) = Z°(U,C) obtenemos el
niimero de componentes conexas de X (véase la pagina 73).

5.3 Teorema. Sean 2 C C un dominio y U = {U;}ier una cubierta de
Q por discos abiertos (es decir, cada U; es un disco). Supongamos que
H'(U,C) = 0. Entonces toda f € H(R2), tiene una primitiva en Q.

Demostracion. Sea J = {(i,j) € I x I : Uy NnU; # 0}. En cada disco U;
tenemos, por el Teorema 2.9, que f tiene una primitiva F;. Si (4,5) € J,
definimos ¢;; = F;— F; en U;NU;. Como U;NUj es conexo, ¢;; es constante,
ya que las primitivas difieren en una constante. Si ¢, j,k € I son tales que
U;NnU;NU # (), entonces CijtCjteri = (P}—Fj)+(ﬂ—Fk)+(Fk—F;) = {.
Por tanto £ = {(¢ij) (i j)es} € Z'(U,C). Pero H' (U, C) = 0, entonces existe
¢ = (ci)ies € C°(U, C) tal que §(c) = €. Es decir, existe una familia
(¢i)ier € [1C(U;) con F; — Fj = ¢; — ¢j en U; NU; para cualquier (i, j) € J.
Ahora definimos F':  — C como F|y, = F; — ¢; donde F; es una primitiva
de f en U;, entonces como F; —¢; = Fj—c; en U;NUj, la funcién F esta bien
definida. Ademds F’ = F;' = f en U; para todo i € I, por lo tanto F es una
primitiva de f en 2. O

Sean 2 C C un dominio y & = {U;}ie; una cubierta abierta de {2 por
discos U;. Definimos un homomorfismo (de C-espacios vectoriales)

Su: H(Q) —» H'(U,C)

de la siguiente manera: Sea f € H({2). Para cada disco U; tenemos que f|y,
tiene una primitiva F; en U; por el Teorema 2.9. Como (F;—F;) = f—f =0
en U; NUj, entonces c;; = F; — F} es constante sobre U; N U;. La familia
{cij}ijyes (donde J = {(i,7) € I x I : U; NU; # 0}) estd en Z'(U,C), ya
que ¢;; + cjx = (F; - F:,) + (Fj + Fy) = (F; - FJ) = ¢;; en U; nt N Uy.
Definimos dy/(f) a la clase en H'(U,C) de {c;j}. Sea {G;}ic; otra familia
tal que G; € H(U;) y G = f en U;. Entonces(d/dz)(G; — F;) =0en U, y
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como U; es conexo, entonces ¢; = G; — F; es una constante. Si denotamos el
elemento de Z'(U,C) obtenido mediante {G;} por ¥ = {7i;}(i.j)es donde
7ij = Gi — Gj en U; NUj;, tenemos 7;j — ¢;; = ¢; — ¢ en U; NU; vy entonces
{~ij—ci;} € B'(U,C). Asi, d(f) no depende de la eleccién de las primitivas
{F:}, por lo que esta bien definida.

Sea dq: H(Q2) — H() el operador derivada f — f' = 4. Entonces, la
ecuacién do(F) = f denota simplemente que F es la pnmltlva de f sobre
Q.

5.4 Teorema (Versién Cohomolégica del Teorema de Cauchy). Sean
Q un dominio en C y U = {U; }ies una cubierta abierta de Q por discos U;.
Entonces la siguiente sucesion es exacta

0— C % H©) 2 1) 2 H'(U,C) — 0

donde i asigna a cada nimero ¢ € C, la funcion constante ¢ sobre ().

Demostracion. Afirmamos primero que la aplicacién i es inyectiva. Esto
es claro pues si ¢ es una constante y in(c) = 0, entonces =10
Consideremos ker(dgn). Tenemos que dq(f) = dz = 0 si y s6lo si f es cons-
tante (ya que {2 es conexo). Por tanto Ima(iq) = ker(dqn).

Ahora veremos que ker ( &y ) = Ima ( dq ). Primero mostraremos que
Ima(dq) C ker(dy). Supongamos que dn(F) = f, y recordemos que de-
finimos dy(f) tomando la familia (F;) de primitivas tal que F; = Fly,.
Entonces &y (f) esta en la clase de F; — F; = 0 sobre U; NU;. Asi dy(f) =0
y por tanto Ima(dq) C ker(dy). Ahora veamos que ker(dy) C I'ma(dq). Sea
f € ker(8y), F; € H(U;) una primitiva de f sobre U; y ¢;; = F; — F} sobre
U;NUj,. Si u(f) = 0, entonces existe una familia {c;; }ics, donde ¢; es local-
mente constante (y por tanto constante) sobre U; tal que ¢; —¢; = ¢;; sobre
U;NU;. Entonces F; — F; = ¢;—c;j 6 F;—¢; = Fj—c; sobre U;NU;. Por tanto
si F' es una funcién wbre Q con Fly, = F; — ¢;, entonces F € H(f2) y se
tiene que dqo(F)|y, = ( >)(Fi—ci) = flu, donde c; es localmente constante,
luego f € Ima(dq).

Finalmente veamos que, du(H(Q)) = H'(U,C). Demostraremos que
H'(U,C) C u(H(R)). Sea ¢ € H'(U,C) y {ci;} € Z(U,C). Suponga-
mos que £ es la clase en H'(U,C) de {¢; j}. Ahora, ¢;; es localmente cons-
tante, entonces ¢;; € H(U; N Uj). Por el Teorema 5.2, existe una familia
{F:}ie: con F; € H(U;) de tal manera que F; — F; = ¢;; en U; NU;.

~ dF, des;
Entonces: %L - St = 54 = 0 sobre U; N U;j (c;; es localmente cons-

tante). Asi, f € 7{(52) tal que fly, = ‘f_f: Por itltimo mostraremos que
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su(M(R)) ¢ H'(U,C). Consideremos &y(f), definimos dy(f) eligiendo una
primitiva F; de f sobre U;. Entonces &y(f) es la clase en H!(U,C) de
{(F; — F;)|U; nU;}, es decir, de {c;;}. Entonces &y(f) = & O

5.5 Corolario. Sea 2 un subconjunto de C abierto. Entonces cualquier
funcion f € H(SY) tiene una primitiva, si y sélo si, H'(U,C) = 0 para
alguna U cubierta de discos abiertos de Q2. Si esta condicidn se satisface
para una cubierta U ésta se satisface para cualguier otra cubierta.

Demostracion. Si H'(U,C) = 0, entonces ker(dy) = H(f2), pero como
Ima(dq) = ker(dy) se tiene que dqn es suprayectiva lo que garantiza que
f € H(f) tenga una primitiva en . Reciprocamente si cada f € H(Q)
tiene una primitiva se tiene que dg es suprayectiva, por lo que deberia
suceder en la sucesién exacta del Teorema 5.4 que H'(U,C) = 0. O

5.5 Observacién. El Teorema anterior sigue siendo vilido para una cu-
bierta U por conjuntos abiertos U; conexos y simplemente conexos debido
al Teorema 3.15.

5.6 Corolario. Sea Q) un conjunto abierto conezxo y simplemente conezo de
C. Entonces para cualquier cubierta U de §) de conjuntos abiertos conezxos
y simplemente conezos, se tiene que H'(U,C) = 0.

Demostracién. Si §) es simplemente conexo, entonces f € H(S2) tiene primi-
tiva, por el Teorema 3.15. Asi, da(H(€2)) = H(Q) y por tanto ker &y = H(R2).
Entonces {0} = &y (H(2)) = H'(U, C), lo que prueba la afirmacién. O



Capitulo 6

Consecuencias del Teorema de Cauchy

6.1. Relacion entre homotopia y homologia
en la Teoria de Cauchy

Homotopia Libre

6.1 Definicién. Dos curvas cerradas <, son llamadas homotdpicamente
libres en X si existe una aplicacién continua ¥: I x I — X con las siguientes
propiedades:

P(0,t) = 4(t) paratodatel
¥(1,t) = F(t) paratodatel
¥(s,0) = 1(s,1) paratodase ]

syl F(t)

7(t)

Figura 6.1: Homotopia libre de curvas

79
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Todas las curvas 7,: I — X definidas por 7,(t) = 1(s,t) son cerradas.
Los puntos iniciales trazan la curva é: I — X definida por §(s) = 9(s,0).

6.1 Proposicién. Si v y 7 homotdpicamente libres en X, entonces las
curvas ¥ y 8 - 7 - 6! son homotdpicas con los mismos puntos iniciales y
finales en X.

Demostracion. Si ¢: I x I — X es la homotopia entre v y ¥, definimos
x: I x I — X por x(s,t) = 6(s) - ¢¥(s,t) - 6(1 — s); ésta es una homotopia
libre con los mismos puntos iniciales y finales en X O

6.2 Teorema (de Cauchy para curvas con homotopia libre). Sean
Y y % curvas cerradas, continuamente diferenciables en un dominio 2 C C
y homotépicamente libres, entonces para toda f € H(Q) se tiene

/fdz=ffdz.

Demostracion. Recordemos que si¥: I xI — X es la homotopia libre entre
v ¥ 4 entonces x: I x I — X definida por x(s,t) = &(s) - ¥(s,t) - 6(1 — s)
da la homotopia entre v y § - 5 - 67!, que tiene los mismos puntos iniciales
y finales. Entonces

[ffdz:/ﬁ_d_lfdu/dez+£fdz—/éfdz=£fdz.

Homotopia y Homologia nula

6.2 Definicién. Una curva v en  es llamada homotdpicamente nula en
2 si es homotdpicamente libre a una curva constante, es decir, si existe
una homotopia con los mismos extremos en {2 entre 7 y la curva constante

t — (0).

6.3 Proposicion. Toda curva cerrada continuamente diferenciable v que
es homotdpicamente nula en §1 es homoldgicamente nula en 2, ademds

/fdz:{]

para toda f € H(RQ).
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Figura 6.2: Curva homoldégicamente nula pero no homotépicamente nula

Demeostracion. Como v es homotépicamente nula en {2 entonces para cual-
quier a € C\ Q el indice n(7,a) es igual a cero. Luego v es homoldgicamente
nula y por el teorema de Cauchy (Teorema 4.14) se sigue que

-/;f(z)dz =0.
O

6.1 Observacién. la homologia nula es consecuencia de la homotopia nula.

6.2 Observacién. La homologia nula no implica la existencia de una ho-
motopia nula. En el conjunto Q = C\ {-1, 1}, consideremos 7; = —1 + €',
Yo = 14+€ 0+ 43 = —242¢%¥ y 44 = 24+ 2¢"%+™) con 9 € [0, 27]. Observe-
mos que 0 es punto final e inicial de las curvas. Lacurvay = v4-v3 ™ 12~ ''m
es homoldgicamente nula pero no homotépicamente nula en 2, pues toda
deformacién de la curva a un punto tiene que pasar porel 1 y —1.
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6.2. Equivalencias légicas del Teorema de Cau-
chy

En esta seccién veremos las equivalencias entre el teorema de Cauchy, el
Teorema del Residuo y la Férmula integral de Cauchy.

6.4 Teorema. Sean ) C C un dominio y f € H(R), las siguientes afirma-
ciones son equivalentes:

1. Siy,7: I — S0 son dos curvas diferenciables a trozos con los mismos
puntos iniciales y finales, se tiene

f fdz = / fdz.

2. Exziste F € H(R2) tal que F' = f en Q.

8 Sivy: I — Q es una curva cerrada diferenciable a trozos entonces

ffdz=0
r

Demostracion. 1) = 2) Consideremos zp un punto fijo en Q y z cualquier
otro punto en {2. Como (2 es dominio, existe -y una curva diferenciable a
trozos contenida en {2 que conecta a z y zg. Consideremos F(z) = |. LT (€)dE.
Esto define una funcién F en 2. Por hipdtesis se tiene que el valor de F
depende de z y no de la trayectoria siempre que la trayectoria esté contenida
en {2, por tanto F estd bien definida. Sea £ > 0. Puesto que {2 es abierto y
f es continua en z, existe un nimero § > 0 de tal manera que D(z,4) C Q
y |f(€) — f(2)] < € siempre que |§ — z| < 4. Supongamos que |w — z| < 4.
Conectemos z con w mediante un segmento de recta 4. Observemos que este
segmento ¥ estd contenido en D(z,4) y que

P - ()= [ s~ [ o= [ s
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Asi obtenemos que

F(w) - F(z) _ ﬂz)‘ - [Pl =Pl ool
w-—=z w-—2z
| 5 £(§)de - £(2) [, de]
w2
U@ - 1)k
) w2
o L0 - 1)l
- w2
< L&)
= w1
_ Elw—z|
T Tl T

Esto implica que lim,,_., Z0)=F() _ 5 (z), por tanto F es C-diferenciable

w—2z
en z y cumple F’ = f; como esto sucede para cada z € (2, se tiene (3).

2) = 3) Supongamos que existe F' € H(Q) tal que F' = f en Q y sea
7: I — {2 una curva cerrada diferenciable a trozos en (2. Entonces se tiene:

1
]T Yo = fo FOW (B)dt

[o F () (t)dt

fo (F o) (t)dt
F(y(1)) - F(x(0)) =0

3) = 1) Sean v,,72: [0,1] — € dos curvas con los mismos puntos finales e
iniciales. Consideremos la curva cerrada y := 7; -2~} que est4 parametriza-
da en el intervalo [0, 1] por
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Por hipétesis [, fdz = 0, entonces :

O=Lfdz=[nm_lfdz:[nfdz—-[mfdz.
Llfdz=£2fdz.

Por tanto:

6.5 Teorema. Son equivalentes:
1. Teorema del residuo.
2. Teorema de Cauchy en su forma homoldgica.
3. Férmula integral‘de Cauchy.
Demostracién.
1) = 2) Se sigue de la prueba del Teorema 4.14.

2) = 3) Sea f € H(?) y consideremos -y una curva cerrada tal que
v ~q 0. Sea a € 2\ Ima(y). Definamos

z)—fla %
e B e 0

z=—a

f'(a) =i,

por el corolario del teorema de Morera, g es holomorfa en (2. Luego de (2)

se tiene
/g(z)dz =0
o

y por tanto

1 (1@, _ f;r“é) / z‘?a =n(v,a)f(a)

2ni J,z—a

si a € Q\ I'ma(y).
3) = 2) Se sigue de la prueba del Teorema 6.8.
2) = 1) Se sigue de la prueba del Teorema 6.10. O
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6.3. La prueba de Dixon y el Teorema del
Residuo

Uno de los resultados centrales del andlisis complejo es el Teorema del
Residuo. En el Capitulo 3 vimos que mediante el Teorema del Residuo se
podia obtener la version homolégica del teorema de Cauchy (Teorema 4.14).
A continuacién veremos la manera de obtener el teorema del Residuo como
una consecuencia del teorema de Cauchy. En esta parte utilizaremos la de-
mostracién dada por John Dixon en [9] y simplificada por Peter A. Loeb en
[10] y [11].

Es importante mencionar que Dixon en el articulo citado buscaba princi-
palmente una demostracién corta y transparente del teorema de Cauchy ya
que las pruebas dadas en los libros cldsicos de variable compleja no son muy
claras. Su prueba estd basada en propiedades locales de funciones holomor-
fas que se obtienen del teorema de Cauchy para el disco y de la existencia de -
primitivas en el disco. Al parecer ésta es la prueba més natural y elemental
del resultado sin suponer hipétesis adicionales.

6.6 Proposicion. Siy es una curva en un dominio S, entonces para cada
z € Ima(y) existe una curvay enQ con z ¢ Ima(¥) tal que [ fdz = [, fdz
para cualquier f € H(S2).

Demaostracidn. Supongamos primero que la curva v es constante e igual a z,
entonces Ima(y) = {z} y claramente f'r fdz = 0. Ahora como (2 es abierto,
existe un disco D(z,7) C Q y cualquier circunferencia 4 en D(z,7) que
no pase por z, cumple que f;f f(2)dz = 0 (por el teorema de Cauchy para
el disco), luego fn, f(2)dz = f;f f(z)dz = 0. Supongamos ahora que existe
& # z con € € I'ma(vy), tomamos r > 0 tal que D(z,r) C Qy € ¢ D(z,r).
Podemos suponer que v: [0,1] — Q es tal que ¥(0) = (1) = £. Por la
continuidad uniforme de la curva 4, existe un niimero natural n tal que si
s,t € [0,1] y |t — 5] < L entonces |y(t) — ¥(s)| < r. Dividamos el intervalo
[0,1] con los puntos 0 < '—" < e < L"Trll <l.Sean0<zg<z; <...<
Z;, = 1 los puntos de la particién 5 tales que y(£) # 2. Si tomamos z;, ;4
puntos consecutivos, y si entre ellos hay puntos de la forma ﬁ (en cuyo caso
cumplen que 7(:‘—;) = z) o bien otros puntos ty con y(ty) = z, entonces la
curva ¥(t) con z; < t < x4, esta en el disco D(z,71). Si este es el caso
reemplazamos la curva -y sobre el intervalo [a:,-, :ci+1] POr una curva que vaya
de ¥(z;) a y(zi4+1) y contenida en el conjunto D(z,r)\ {z}. Por el teorema
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de Cauchy aplicado al disco D(z,r) este reemplazo no cambia el valor de la
integral para f € H(2) sobre v o sobre la curva modificada. Mediante este
procedimiento encontramos 7 tal que z € Ima(9) y con f,r fdz = f:, fdz
para f € H(f2). O

6.7 Proposicién. Sea f € H(?) y consideremos la funcion ¢: 2 x Q — C
definida como:

L2104,
pw,z) =4 , :
f(w) siw=z.

Entonces para cada z € Q, (-, z) es holomorfa en Q). Ademds, la funcidn
definida como g(z) = f,y @(w, 2)dw es holomorfa sobre Q, donde v es una
curva cerrada simple.

Demostracién. Con z € (2 fijo, la funcién ¢(-, z) es holomerfa sobre 2\ {2}
y continua en . Por el corolario del teorema de Morera, (-, z) es holomorfa
en (2. La funcién g(z) = f’r @(w, z)dw es holomorfa en t\ I'ma(vy). Fijemos
z € Ima(7). Por la proposicién anterior podemos reemplazar ¥ con otra
curva 9 que no pase por z y tal que en un disco abierto D(z,¢), los valores
de g no cambien sobre D(z, £). Esto implica que g es holomorfa sobre D(z, £),
y por tanto sobre (1. O

6.8 Teorema. Sean (2 C C y 7y una curva cerrada diferenciable a trozos en
§). Supongamos que y es homdloga a 0 en Q, es decir cada w ¢ 2 estd en
S = {w € C\ I'ma(y) : n(vy,w) = 0}. Entonces, para cada f € H(2) se
cumplen:

1. [ f(z)dz=0.

2. n(y,w) f(w) = 5= [. L& dz, para cualguier w € Q\ Ima().

v z—w

Demostracion. Consideremos las aplicaciones ¢ y g de la Proposicién 6.7 y
h: C — C definida como:

_ ) J,e(w,z)dz  sobre ,
= {J; 1&) 4, sobre S.

z—w
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Observemos que 1 U S = C y para todos los puntos z € Q2 N S, tenemos

/ o(w, z)dw
]f f(l}

f(w) /’ f 2)

Il

9(z)

Il

h(z) — 271 f(z)n{n, z) = h(2).

Ahora extendamos la funcién g a una funcién entera mediante g(z) = h(z)
para z ¢ ). Como la imagen de -y es acotada y S contiene una vecindad del
nfinito, im,_. . g(z) = 0, tenemos que existe R > 0 tal que |g(2)| < 1 para
|z} > R ¥ por continuidad g estd acotada en |z|-< R, luego g esta acotada
en C. Entonces por el Teorema de Liouville! g es constante y dado que
lm._. . g(z) = 0, la constante es igual a 0. Asi, para todos los puntos
z € 2\ Ima(y) se tiene:

f(z)n(v,2) =

w— z Qm w—z

/ f&) , £
i

lo cual demuestra 2.
Cambiando f(z) por f(z)(z — w) en la parte 2 del Teorema tenemos:

/f(z)dz - / L‘Zz)(f%"ldw = 2mi n(y, w) f (w)(w — w) = 0

O

6.3 Definicién. Un ciclo I' es un conjunto finito de curvas rectificables?

y cerradas {7; : 1 < i < n}. La imagen de I' es Ima(I") = U™, Ima(y;).

Para toda funcién f continua sobre Ima(T’), la integral de f sobre I es,
ffdz=Y_, f_n_ fdz. Mas atin, para a € Ima(T') se define el indice de I’
a por n(T',a) = 3""_, n(7i, a). También diremos que I es un ciclo en un
conjunto abierto Q si Ima(I’) C 0.

ITeorema de Liouville. Si f es entera y acotada , entonces f es constante.
2V éase la pagina 16.
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Con estas definiciones podemos extender el teorema de Cauchy de la
siguiente forma:

6.9 Teorema. Sean Q2 un dominio enC y I un ciclo en Q tal que n(I',a) =
0 para todo a & 2, es decir I' ~q 0. Entonces se verifican:

1. (El Teorema Integral de Cauchy). Para toda f € H(Q2)
/ f(z)dz=0
r

2. (La Formula Integral de Cauchy). Para toda f € H(Q?) y para cualquier
w € Q\ Ima(T),

1 f(z)
Nw)=— | ——d=.
f(z) n(T,w) sl R
Demostracion. La prueba es similar a la del anterior. O

6.4 Definicién. Una funcién f tiene una singularidad aislada en z = a si
existe R > 0 tal que f estd definida y es holomorfa en D(a, R) \ {a}.

6.10 Teorema (del Residuo). Sea f € H(2\{a1,...,am}) dondea,,...,an
son singularidades aisladas de f. Si v es una curva cerrada suave en §! que
no pasa por algin ay y si ¥y ~q 0 en §2, entonces

m

L/fdz =D n(v,ax) ress(ax).

271
¥ k=1

Demostracién. Sean my. = n(vy,ax) para 1 < k < m y elijamos nimeros po-
sitivos 71, ..., 7;n de manera que cada dos discos D(ax, rx) no se intersequen,
ninguno de estos intersequen a -y, y cada disco esté contenido en 2. Sea
Y (t) = ax + v exp(—2mimyt) para 0 <t < 1. Entonces paral < j <m

n’(ﬁ}'! G.j) + Z n(']!k,ﬂj) =0.
k=1

Entonces como v ~q 0 y D(ax,7:) C Q,

m

n(y,a) + Y n(wa) =0
k=1
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para todo a & 2\ {ai1,...,an}. Por el teorema anterior (Teorema 6.9)

tenemos: -
0=/fdz +> [ fda
7

k=1Y"7k
Si 3°°° __ ca(z—ax)" es el desarrollo de Laurent de f alrededor de z = a,
entonces esta serie converge uniformemente sobre dD(ax, r). Asi, f_“ fdz =
Yone oo Cn [, (2= ax)"dz. Pero [[ (z—ag)"dz = 0sin # 1 pues (z - ax)"
tiene primitiva. Entonces

fdz=c_ / (z—ax) "'dz = 2mi n(, ax) resp(ax) = 2mi(—my) resy(a).
T Tk

Por lo tanto

"

%jfdz =Y n(v,ax) resy(ax)

i
R k=1
4

6.4. El Teorema de Cauchy y los dominios
simplemente conexos

Entre las consecuencias importantes del teorema de Cauchy esta su
relacién con los dominios simplemente conexos y la existencia de primitivas
y ramas de logaritmos. Antes de ver esto probaremos algunas proposiciones.
6.11 Teorema. Sea §2 C C un dominio tal que f'rf = 0 para toda cur-
va cerrada y en Q2 y toda funcion f € H(S). Entonces ) es simplemente
conezo.

Demostracion. Si {2 no es simplemente conexo, entonces existe una curva
cerrada yp € Qy zp € §2 tal que n(9, z0) # 0. Sea ¢(z) = m:_—mj entonces
¢ es holomorfa en Q y f,m ¢ = n(v0, 20) # 0, una contradiccién. O

6.12 Proposicién. Sean (! un dominio simplemente conezo en C y con-
sideremos f € H(2). Si f no se anula en Q, entonces existe g € H(2) tal
que €9 = f sobre Q.

Demostracion. Como f no se anula, g— es holomorfa sobre (2, luego por la

Proposicién 6.4 existe ¢ una primitiva en §2 de % Entonces

d -_— ! ! - ey ! g - o
ZUeH=( = [8)e = (f' = fF)e* =0,
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Esto nos lleva a que fe™? es igual a una constante ¢ # 0. Si a € C es tal
que e = c se tiene que f = e?*°, por tanto la funcién holomorfa g = ¢+ a
es la buscada. O

6.3 Observacion. Una funcion g que cumple e = f es llamada una rama
de logaritmo sobre 2. Ademds si €9 = f = €9 donde gy, g2 € H(f2) consi-
deremos g = g; — g,. Entonces e? =1y de aqui que g'e? = 0. Asi g’ =0y
entonces g es constante con e? = 1. Por tanto g = 2win para algiin n € Z,
lo que nos muestra que dos ramas de logaritmo de una funcién difieren en
un miultiplo entero de 2mi.

6.4 Observacién. Otra prueba de la Proposicién anterior la podemos ob-
tener mediante los siguientes argumentos: Sabemos por el Ejemplo 3.3 que
exp: C — C )\ {0} es una aplicacién cubriente, si suponemos que la fun-
cién f: @ — C\ {0} es holomorfa en un conjunto simplemente conexo
(). Entonces por ser exp una aplicacién cubriente, existe un levantamien-
to g: ! — C de f respecto a ezp, esto es una g que cumple exp(g) = f.

- Ademds, por el Ejemplo 3.2, dado el levantamiento g, podemos encontrar
todos los levantamientos mediante g, = g + 2min con n € N.

6.13 Proposicién. Sean ) un dominio simplemente conezo en C y una
funcion f € H(S2) que no se anula en S, entonces para n € Z \ {0}, eziste
he H(Q) tal que k™ = f.

Demostracién. Por la Proposicién 6.12, sabemos que existe g € H(Q) tal
que e9 = f. Basta tomar h = en. O
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6.14 Teorema. Sea ) un dominio en C. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes.

1. Q es simplemente conezo.

2. P\ es conezo®.

3. C\ Q no tiene componentes conexas compactas.
4

. Para cada a € C\ 2 y toda curve cerrada v en (2, el indice n(y,a) =0
(es decir, toda curva cerrada 7y en S} es homdloga a cero).

154

. Para todo f € H(QY) y toda curva cerrada y en §2, fv f(z)dz = 0.

6. Para todo f € H(R2) existe una sucesion de polinomios que converge

a f en H(Q).
7. Toda funcion f en H({2) tiene una primitiva.

8. Para cualquier cubierta abierta U = {U;}ic; de Q0 de discos abiertos
se tiene que H'(U,C) = 0.

9. Para todo f € H(SY) que no se anula en Q, existe g € H(N) tal que
f=e9.

10. Para todo f € H(S2) que no se anula en N2, existe g € H(N2) tal que
2
g=1

11. Q) es homeomorfo al disco unitario.

12. Para todou: (2 — R armdnica, existe una funcion armdnicav: ! - R
tal que f = u + iv es holomorfa en ().

Demostracidn.

1) = 2) Sea Q2 simplemente conexo. Si 2 = C, entonces P\ Q = {co}
es claramente conexo. Supongamos que 2 # C. Entonces por el Teorema
del Mapeo de Riemann* existe una biyeccién holomorfa ¢: D — (). Sea
K = 0\ la frontera de Q2 en P (2 es la cerradura en P). Sea K, la cerradura
de P del conjunto ¢(A,) donde A, = {z € C:1—- 1 < |z| < 1}. Entonces,
como A, es conexo y P es compacto, K,, es compacto y conexo, ademds
K41 C K. Consideremos L = N,,>1 Ky. Afirmamos que L = K. En efecto,
a € K siy sélo si existe la sucesién {z,} con-z, € A, tal que a es punto

3P =CU {0}
4Teorema del Mapeo de Riemann. Si  # C es un dominio simplemente conexo
en C, entonces existe un homeomorfismo holomorfo del disco D(0, 1) sobre 2.
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limite de {¢(z,)}, es decir, si y sblo si a € ¢(An) = K, para una infinidad
de indices n, lo cual pasa si y sélo si @ € L = N,>1K, (observemos que
‘Kn41 C K,;)- Ahora veremos que K es conexo. Supongamos que K = AUB
donde A, B son conjuntos compactos ajenos y sean U, V conjuntos abiertos
ajenos en P tales que A C U y B C V. Entonces (P\ (UUV))NK = 0.
Como P\ (U U V) es compacto pues es un cerrado dentro de un compacto y
ya que K = Np>1 Ky, se tiene que (P\ (UUV))N(NL, K,) = @ para alguna
m, es decir, K,, C UUV. Pero K,,NU D A, K,,NV D B. Esto es imposible
puesto que K, es conexo. Supongamos ahora que P\ 2 = §; U S; donde
S1,52 son conjuntos compactos ajenos. Afirmamos que toda componente
conexa C de P\ Q est4 dentro de K = Q\ Q. Si C N Q = 0, entonces cada
punto de C tiene un abierto contenido en P que no interseca a {2, por tanto
C es abierto en P. Pero C es cerrado en P\ §2, entonces lo es en P. Esto
lleva a que C = P y por tanto es conexo ya que [P lo es. Ahora, si CNK # 0
para alguna componente conexa C' de P\ (2, entonces si consideramos Si, Sz
uniones de componentes conexas, tenemos que A = S;NK,B=5NKy
son no vacios. Entonces K = AU B es una union de conjuntos no vacios,
disjuntos, cerrados, lo cual contradice la conexidad de K, por tanto P\ Q
€s conexo.

2) = 3) Supongamos que C \ (2 tiene una componente conexa compacta
C. Sea N una vecindad de C en C \  que sea abierta y cerrada en C\
y que también sea relativamente compacta® en C. Como N es cerrada en
C\ ©, N es cerrada en C y por tanto es compacta. Ahora, N es abierta
en P\ (2, pues es abierta en C \ 2. Asi, N es compacta en P\ 2. Como es
abierta y cerrada, N es la unién de componentes conexas de P\ §2, donde
ninguna de éstas contiene {co}. Entonces P \ {2 no puede ser conexo.

3) = 4) Supongamos que C\{2 no tiene componentes conexas compactas,
entonces por un corolario del teorema de Runge®, existe una sucesién de
polinomios {F,} en C de tal manera que convergen a f en subconjuntos
compactos de §2. Por tanto, para una curva cerrada - se tiene

/fdz: lim /Fﬂ=0.
¥ nreRdy

debido a que cada F), tiene una primitiva sobre C, luego en C \ €. Por el

SProposicién. Sea X un espacio de Hausdorff localmente compacto. Consideremos
K una componente conexa de X que sea compacta. Entonces K tiene un sistema funda-
mental de vecindades N en X cuyas vecindades son abiertas y cerradas en X. Véase [1]
en la péagina 111.

SCorolario. Sea Q un abierto en C. Entonces el conjunto de restricciones de poli-
nomios en z sobre {2 es denso en H(f2) si y sélo si C\ © no tiene componentes conexas
compactas. Véase (1] en la pagina 115.
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Teorema 6.4, f € H(2) tiene una primitiva. Aplicando esto a f(z) = zla

con a ¢ S se tiene que f’r L_dz = 0 para toda curva cerrada +. Entonces

zZ—0
n(vy,a) = 0 para cualquier a ¢ 2 y por tanto vy ~q 0.

4) = 5) Se tiene del Teorema 4.14.

5) = 1) Se tiene del Teorema 6.11.

2) = 6) Esto se debe en realidad a un corolario del teorema de Runge’
que no tratamos por escapar a los prop6sitos del trabajo, se puede consultar
en (1] o [7].

6) = 5) Consideremos 7 una curva cerrada en Q y f € H(f). Por
hipétesis, existe una sucesién de polinomios {p,} que convergen a f en
2. Como cada polinomio tiene una primitiva, entonces se tiene para todo
n € N que | o Pn(2)dz = 0. Ya que {pn} converge a f uniformemente sobre

la Ima(v), tenemos que [ f(z)dz = limn_.c [ pn(2)dz = 0.

1) = 7) Como (2 es simplemente conexo, por el Teorema 3.15, se tiene
el resultado.

7) = 5) Se sigue del Teorema 6.4.

7) « 8) Se sigue del Corolario 5.5.

1) = 9) Se tiene de la Proposicién 6.12.

9) = 10) Se tiene de la Proposicién 6.13.

10) = 11) Si 2 = C entonces la funcién h(z) = 1377 da un homeo-
morfismo de 2 en D. Si  # C, el resultado es en realidad un Lema para
la demostracién del Teorema del Mapeo de Riemann®, véase [1] péaginas
148-150 para una prueba de este resultado.

11) = 12) Supongamos que 2 # C. Por el teorema del Mapeo de Rie-
mann existe h: ! — D que es un homeomorfismo holomorfo. Si u: @ — R
es armoénica, entonces u; = uoh™!: ! — R es una funcién arménica sobre
D. Definimos v (z,y) = [; wiz(z,t)dt + ¢(z) donde ¢ se determinard de
manera que cumpla las ecuaciones de Cauchy-Riemann vy, = —uy,. Dife-
renciando con respecto a r tenemos:

v

viz(z,y) = ‘/: Uype (T, t)dt + ¢’ (z) = -/0 Uyyy(z, t)dt + ¢'(z) =

= —uy(z,y) + u1y(z,0) + ¢'(z)

Entonces ¢'(z) = wu1y(2,0). Un célculo directo muestra que u(z,y) y
vi(z,y) = [ wiz(x, t)dt— [ ui,(s,0)ds satisfacen las ecuaciones de Cauchy-
Riemann. Asi para u; existe una funcién vy;: D — R tal que f; = uy + i,

7Corolario del Teorema de Runge. Si P\ es conexo, entonces para cada f € H(f2)
existe una sucesién de polinomios {pn} tal que convergen a f en Q.

8Lema. Sea § # C un dominio. Supongamos que para cada f € H(f2) que no se anula
existe una funcién g € H() tal que g = f. Entonces Q es isomorfo analiticamente a D.
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es holomorfa en D. Sea f = f; o h. entonces f es holomorfa en D y u es la
parte real de f, entonces v = Sm f = v; o h es la arménica conjugada. De
la misma manera como se resolvié para un disco, se prueba para cuando {2
es igual a C.

12) = 9) Supongamos que f € H(2) nunca se anula. Sean u = Re f
yv=Sm f.SiU: Q — R se define como U(z,y) = log|f(z)|, entonces
U es arménica. Sea V una funcién arménica sobre 2 tal que g = U + iV
es holomorfa en ). La funcién h = €9 es holomorfa en 2, nunca se anula
y cumple |h| = |e?] = €9 = |f| en Q, por lo que {- es holomorfa en
 y su imagen no es abierta por lo que debera ser constante en 2, luego
f=c1e? =e9%c,

1) = 11) Si 2 = C, entonces h(z) = T3 Dos da un homeomorfismo
entre C y D(0,1). Si Q # C, por el Teorema del Mapeo de Riemann se tiene
que existe un homeomorfismo holomorfo entre {2 y el disco unitario, luego
un homeomorfismo.

11) = 1) Si Q = C, claramente es simplemente conexo. Si Q@ # C,
entonces consideremos un homeomorfismo h: 8 — D(0, 1). Sean y una curva
cerrada en ( tal que v(0) = 4(1) = 2z € Q2. Entonces o(s) = h(y(s)) es una
curva cerrada en D. Como D es simplemente conexo®, existe una funcién
continua ¢: I? — D tal que ¢(s,0) = o(s), ¢(s,1) = h(z) para todo
s € [0,1] y ¢(0,t) = (1,t) para t € [0,1]. Si consideramos I' = h™! o ¢,
tenemos que I' es una homotopia continua de I? en {2 entre la curva v y la

curva constante igual a h=1(0) = zo. Por tanto ) es simplemente conexo.
O

9D es simplemente conexo pues es conexo y (1—t)o(s) € D paratodate [0,1] dala
homotopia entre la curva o y el punto 0.
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6.5. Analisis de las pruebas dadas al Teorema
de Cauchy en libros clasicos de variable
compleja

En el libro de Ahlfors [21], se presenta primeramente la versién para el
rectdangulo y el disco. La prueba para el rectdngulo no varia mucho de la
que se ve en la introduccién. La versién que se trabaja con mayor detalle
es la versién homolégica. Aqui la prueba se basa en aproximar las curvas
por poligonos y utiliza la Férmula Integral de Cauchy. Primero se supone
(2 acotado y después se prueba para ) no acotado.

En el libro de Marsden [19] se da una versién preliminar cuya formu-
lacién utiliza que f sea continua sobre y en el interior de una curva cerrada
simple de clase C* y cuya demostracién utiliza el teorema de Green. Es-
ta versién es mejorada utilizando el teorema de deformacién que utiliza la
condicion adicional de que la homotopia sea derivable. La versién presenta-
da es la versién homotdpica aplicada a una curva cerrada homotépica a un
punto en (). Cabe mencionar que se utiliza fuertemente que la curva y la
homotopia son C! por tramos. Da indicaciones de como considerar el caso
en que la homotopia sea solamente continua.

La prueba presentada en el libro de Conway 7] utiliza la idea de la prue-
ba de Dixon. Primero se demuestra la férmula integral de Cauchy y después
una versién mas general de la misma. Luego, se formula la primera version
donde se pide que se considere 2 un abierto de C, f € H(Q) y {:}, curvas
cerradas rectificables en (2 tales que )_ n(v;,w) = 0 para cualquier w € €.
Entonces 37", [ f = 0. Observemos que esta versién no es mis que la
versién homolégica probada anteriormente y cuya demostracion se obtiene
como consecuencia de la Férmula Integral de Cauchy. La segunda versién
aqui presentada utiliza la nocién de homotopia y cuya formulacién es un
corolario obtenido en este trabajo. Entre los problemas que tiene esta de-
mostracién esta el no justificar que la homotopia es diferenciable. La tercera
version es la versién homotépica para curvas cerradas. En la demostracion
se supone que la homotopia es de clase C?. El autor aclara aqui que se
resolvera este caso especial. La cuarta versién es la que se obtiene como
corolario y que pide que {2 sea simplemente conexo.

En el libro de Stewart [16] se prueba primeramente el lema que dice:
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6.15 Lema. Sea 7: [a,b] — § una curva contenida en un abierto . En-
tonces existe una subdivision a < tp < ... < i, = b de tal manera que para
cada curva v, = 7|, _,1,] estd contenida en un disco abierto D, C .

Con este resultado y considerando que la integral no cambia para dos
curvas homotépicas con extremos fijos, es posible cambiar una curva por
otra diferenciable a trozos. Después se da la prueba de Moore, la cual, como
ya se comenté, necesita nuevamente que f’ exista a diferencia de otras prue-
bas que necesitan f’ sea continua. Esta prueba se realiza para un tridngulo
contenido en un dominio {2. La versién del teorema de Cauchy aqui presen-
tada es la versién homoldgica. En este libro resalta el andlisis que hace del
teorema de Cauchy.

Otro libro que presenta una prueba interesante es el Kodaira [29]. En
él se presenta una versién homolégica donde se hace un tratamiento muy
extenso de la descomposicion celular. Si I'(t,s) es una aplicacién conti-
nua del rectdngulo R en el plano complejo C tal que I'y(t,s), ['s(t,s) ¥
Iys(t, s) = g (t, s) existen y son continuas, se explica bajo qué condiciones
['(R) es llamada una célula. En este trabajo se muestra que dada una regién
() se puede dar una descomposicién celular y mediante la prueba de que la
integral sobre cada célula es cero se obtiene el Teorema de Cauchy en su
versién homolégica.

Otro libro consultado es el de Shilov [28] el cual da la versién del teore-
ma de Cauchy para conjuntos simplemente conexos y cuya demostracion se
basa en llevar la curva cerrada a una poligonal cerrada y después dividir la
poligonal en tridngulos. Por ultimo considera cada tridngulo y muestra que
la integral sobre la frontera del tridngulo es igual a cero. La prueba es muy
parecida a la mostrada en la pagina 21 para rectangulos.

Por 1iltimo tenemos el libro de Nevanlinna [20]. Este libro presenta la
prueba de Goursat para tridngulos y se platica la prueba general en donde
se utiliza la invarianza de la integral para cualquier curva y las propiedades
de homotopia. Se hace, ademas, una mencion especial cuando el dominio es
simplemente conexo.
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