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Presentación 

El camino más corto entre 
dos verdades en el dominio real 

pasa a través del dominio complejo. 
Hadamard. 

En este trabajo damos algunas versiones del Teorema de Cauchy que 
consideramos importantes por sus consecuencias en el análisis complejo. 

Comenzamos con un recorrido histórico del desarrollo de la demostra­
ción del teorema que inicia con el trabajo de Cauchy. Aquí puede observarse 
la dificultad que presenta la hipótesis de continuidad sobre la derivada de 
la función. También se presentan versiones interesantes e ingeniosas para 
su época en donde se hace uso explícito o implícito de la hipótesis de tal 
continuidad, como por ejemplo en la prueba dada por Briot y Bouquet. Se 
comenta la hipótesis de la curva de integración empezando en un rectángulo 
y llegando a la versión más general donde se pide únicamente que la curva 
cerrada sea diferenciable a trozos. Comentamos también la prueba al teore­
ma dada por Goursat. 

En la segunda parte se dan las herramientas que necesitaremos para 
el desarrollo del trabajo como son la diferenciabilidad de lIna función , la 
condición de que una función sea holomorfa y criterios relacionados para 
saber cuando una función cumple estas condiciones. También se define lo 
que es integrar una función a lo largo de una curva y las propiedades de 
tal integral. Aquí encontramos algunos resultados del análisis complejo que 
utilizamos posteriormente. 

En el Capítulo 3 trabajamos la verSlOn homotópica del teorema de 
Cauchy, no sin antes dar unos resultados de topología algebraica y definir 

5 



6 Presentación 

lo que e:; la gavilla de funcione:; holomorfa:;. 

En el Capítulo 4 se dan primeramente re:;ultado:; sobre particiones de la 
unidad para un uso técnico en el capítulo. Definimos el índice en un punto 
con respecto a una curva cerrada para demostrar el Teorema del Residuo y 
pasar a la versión homológica del teorema de Cauchy. También se tratará la 

., O" ecuaClOn Dí = ({! . 

Para el Capítulo 5 se trata lo concerniente a lo:; primeros grupos de 
cohomología de una gavilla con respecto a cierta cubierta y funciones lo­
calmente const.antes. Despué:; se da el resultado conocido como la versión 
cohomológica del teorema de Cauchy y su:; consecuencias como, por ejem­
plo, que el primer grupo de cohomología sea cero en un conjunto abierto de 
e e:; equivalente a que toda función holomorfa tenga una primitiva. 

En el úl timo capítulo :;e analizan algunas propiedades de homotopía libre 
y damos la prueba de Dixon del teorema ele Cauchy, una de las pruebas más 
simples. Utilizando los resultados anteriores , mostramos las equivalencias 
lógicas del teorema ele Cauchy. En esta parte también puede encontrarse 
las implicaciones que tiene el t.eorema ele Cauchy en dominios simplemente 
conexos y finalmente un análisis breve sobre las pruebas del teorema dadas 
en libros clásicos de variable compleja. 



Capítulo 1 

Introducción 

Augustin Louis Cauchy (1789-1857) 
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8 1. Introducción 

Desde sus orígenes la variable compleja se utilizó para resolver proble­
mas de cálculo diferencial. Científicos como D'Alambert y Euler comenzaron 
a desarrollar la teoría de funciones de variable compleja en esa dirección. 
Sin embargo, Cauchy es uno de los primeros en formalizar la teoría de la 
variable compleja. 

Augustin Louis Cauchy, quien nació el 21 de agosto de 1789 y falle­
ció el 23 de mayo de 1857, fue un matemático y físico francés famoso por 
sus trabajos en Análisis Matemático. Sus textos Cours d 'analyse (1821) y 
Exercises d'analyse et de physique mathematique (1840-1847) fueron muy 
influyentes para la matemática moderna. Destaca en ellos el estudio cuida­
doso de las condiciones para la convergencia de las series. Otros trabajos de 
importancia fueron A nalyse algébrique y el Résumé des le{:ons sur le calcul 
infinitésimal cuyo propósito fue formalizar el análisis infinitesimal. 

En 1814, Cauchy presenta en la Academia de Ciencias su obra titulada 
Mémoire sur les intégrales définies. Este trabajo contiene sus descubrimien­
tos acerca de la teoría de los residuos. La primera publicación del trabajo 
aparece en 1825 con notas adicionales y con algunos cambios de notación 
en 1882. En este trabajo frecuentemente se combinan dos ecuaciones reales 
en una ecuación compleja. El primer teorema probado en la memoria es: 

Si una función de una variable compleja es holomorfa en cierta re­
gión y continua sobre la frontera , la integral de la función tomada 
a lo largo de la frontera de la región es igual a cero. 

Sus argumentos son del siguiente estilo. Las regiones consideradas son 
transformadas de forma inyectiva y continua sobre un rectángulo en el plano 
real. La transformación o aplicación sobre el plano complejo M + iN es 
obtenida tomando funciones M y N con derivadas de todos los órdenes con 
respecto a x e y, continuas en x e y . 

Sea f(Al +iN) = P+iQ una función holomorfa de M +iN en una cierta 
región n del plano M + iN y consideremos que M = </J (x, y) y N = 'IjJ (x , y) 
son funciones continuas en las variables x e y definidas en un rectángulo R 
con frontera aR, que poseen derivadas parciales de todos los órdenes con 
respecto a x e y en R y sobre aRo Además, sean 

s + iT = f(M + iN) a(M
a
: iN) 

U + iV = f(M + iN ) a(M
a
+ iN) 
y 

(l.l) 

(1.2) 



1. Introducción 

Diferenciando 1.1 Y 1.2 

[JS .[JT j' (' 1 'N)[J(M +iN)[J( M +iN) 
- +2 - = 11 +1 + 
[Jy [Jy [JX [Jy 

,:)2(i\ó1 ';Y) 
j' (~.1 N) u 1 +L + 1 + 1 ,:) ,:) 

uXuy 

[JU .[JV j'('J . "T)[J(M +iN) [J(M +iN) - + 2- = 11' + lI. + 
[JX [JX [Jy [JX 

j '( \1 . IV) [J2(AJ + iN) + 1 +L ,:),:) . 
u:Cuy 

Como bajo la;; condiciones anteriores se tiene que, 

sucede que , 

Entonces 

[J2(M + iN) 
[Jx[Jy 

[J2(M + iN) 

8y[J:r 

[JS . [)T [JU .[JV 
-+ 1- = - +2 - . 
[Jy [Jy [JX [J;C 

oS 
ay 

aU 
ax y 

[JT 

ay (1.3) 

Multipliquemos las ecuaciones anteriores por dxdy e integremos de x = O 
a x = a y de y = O a y = b. Como el integrando es continuo, el orden de 
integración puede cambiarse1 . Esto nos lleva a la igualdad 

1" lb [JS lb 1" [JU 7}dydx = -¡;-dxdy. 
o o uy o o uX 

(1.4) 

Sean S(x , b) = S, S(x, O) = s, U(a , y) = U Y U(O, y) = u, entonces 

1" Sdx -1" sdx = lb Udy -lb udy. (1.5) 

De manera similar, tomando T(x, b) = T , T(x , O) = t, V(a , y) = V Y 
V(O, y) = v, obtenemos 

f" f" fb f b 
Jo Tdx - Jo tdx = Jo Vdy - Jo vdy. (1.6) 

1 Esto se debe a l Teorema d e Fubini. 



10 1. Introducción 

~Iultiplicando en la ecuación (1.6) por -i, y en (1.5) por -1 y realizando 
la suma se tiene la igualdad 

r {b {a {b 
lo (s + it)dx + lo (U + iV)dy - lo (S + iT)dx - lo (u + iv)dy = a 

o, equivalentemente 

1 . d(M +iN) . 
fCM + 2N) d( ') d(x + 2y) = a. 

oR x + 2y 

u+iv 

b a+ib ......-...... -----. 
S+iT 

4 U+iV 

s+it 
o~----__ ----~---­a 

Esto se puede resumir en el siguiente resultado. 

Teorema fundamental 1. Sea f(M + iN) una fun ción de M + iN en 
una región S del plano M + iN que es continua en S y sobre OS , y sean 
Al = 4>(x , y) y N = 'IjJ (x, y) fun ciones continuas de x e y en un r'ectángulo 
R = {(x , y) : a ::; x ::; a, a ::; y ::; b} tales que sobre la front era 8R, 
poseen derivadas parciales continuas de todos los órdenes con respecto a x 
e y . Además estas fun ciones aplican la región cerrada S sobre el rectángulo 
cerrado R de manera uno a uno y continuamente. Entonces la integral de 
f(M + iN)d(/'d + iN) a lo largo de 8R en el sentido positivo se anula, es 
decir 

( f(M + i N)d(M + iN) = a. lOR 

En la segunda parte, Cauchy demuestra el siguiente result ado: 

Teorema fundamental 2. Sea f(M + iN) una f1l11Ción holomorfa de 
Al + iN en una cierta región S del plano M + iN , excepto por un polo 
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simple m + in contenido en S, y continua sobre la front era oS de S, salvo 
quizás en este polo. Sean M = 1J(x, y) y N = 'lj; (x, y) funciones continuas 
de x e y y sobre la frontera oR de un rectángulo R que poseen derivadas 
parciales continuas de todos los órdenes y que aplican la región S sobre 
el rectángulo R de manera uno a uno, continuamente y de tal forma que 
m = 1J(X, Y) y n = 'lj; (X, Y) . Sea R ' = {(x, y) : a' :s: x :s: al/,b' :s: y :s: bl/} 
un rectángulo en el interior de R y que contiene a (X , Y) en OR'o Entonces 
la integral de f(M + iN)d(M + iN) tomada a lo largo de oR en sentido 
positivo es igual a la integral de f(M + iN)d(M + iN)tomada en sentido 
positivo a lo largo de o R ' , es decir: 

r f(M + iN)d(M + iN) = r f(M + iN)d(M + iN) . 
l aR l aR' 

b a+ib 
1 8 7 

2 .- 6 

3 -4 5 o a 

La demostración se sigue del Teorema Fundamental 1 aplicándolo a los 
rectángulos 1, 2, ... , 8 (véase [12]). La intención original de estos resultados 
es llegar al Teorema del Residu02 . 

Este trabajo fue considerado como innovador en su época debido a que 
contenía ideas originales. También se puede ver que los resultados requieren 
en buena parte de resultados de análisis real y el siguiente paso era encontrar 
demostraciones que dependieran únicamente de z como variable compleja. 

Ahora se sabe que el Teorema Fundamental 1, y conocido como el teo­
rema de Cauchy, fué comunicado por Gauss a Bessel en una carta fechada 
el 18 de diciembre de 1811, en la que incluía además la prueba. En su obra 

2Véa.<;e Capítulo <'l. 
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Comptes Rendus, Cauchy prueba el teorema ba:;ándose en la fórmula de 
Green (de la misma manera que Gauss lo había probado). Esta demostración 
fue expuesta luego por Riemann en 1851 durante su famosa disertación inau­
gural en Güttingen. 

Hasta ese momento toda:; la:; demostraciones utilizaban la continuidad 
de la derivada. 

Una prueba interesante que también utiliza la continuidad de la deriva­
da es la dada por Briot y Bouquet en [23] que apareció en 1875. Esta de­
mostración funciona en regiones n que son en forma de estrella o estrelladas 
desde Zo E n, esto quiere decir que para cualquier z E n, el segmento entre 
Zo y z está contenido en n. Supongamos que n es estrellada desde el origen. 
Consideremos una curva cerrada simple, contenida en n y parametrizada 
por cp : [0,1] -+ n. Si la región es estrellada las curvas la con o E [0 , 1] Y 
parametrizadas por ocp(t ) están contenidas en n. Tomamos o = o + h con 
h pequeña de tal manera que la curva cerrada ,:' quede contenida en n. 
Definamos la función <p (o) = J,,, fd z = Jol 

J(ocp(t) )oQ'(t)dt. Esta función 
es continua pues la diferencia <p(o) - <p (o) se aproxima a cero conforme h 
tiende a cero . Esto nos lleva a que la integral f f dz es una función continua '0 de o. Veremos ahora que en realidad ésta función es constante, mostrando 
que <p '( o) = O. Como f es C-diferenciable3 en n, ésta puede desarrollarse 
en serie de potencias4 . Entonces tenemos que 

f( z + w) 
I"( z) 

f(z) + I'( z ) w + -- w 2 + .. . 
2' 

f(z) + f 1 (w) 

donde f 1 (w) tiende a cero si w tiende a cero . Y también por ser f una 
función C-diferenciable, 

f (z + w) - f (z) J' () ( ) ':""":' __ -'---'--'-oC. = Z + f ~ 'U' 
'U! -

donde f2(W ) cumple que tiende a cero si w tiende a cero. 
Deseamos encontrar límh~o 'I'(ú) ~ 'I'(a) . Pero 

<p(o) ~ <p (o) = 11 

(o f( OCP(t)) ~ f(o cp(t)) + f( ocp(t)) ) cp'(t)dt . (l.7) 

:JOecimoti que f es C-diferenciable en!l ti i límh ~o ! (z+ h2 -f(z) ex itite para toda z E!l , 
" Véase la página 29. 
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Observemos que: 

f(ii <jJ (t)) = f(cx<jJ (t)) + E l (h <jJ(t )) 

f(ii<jJ(t)) ~ f(a<jJ(t)) = <jJJ'(a<jJ(t)) + <jJ (t)E2(h<jJ(t)) . 

La función F (z) = z f (z) es también C-diferenciable en n y F' (z) = f (z) + 
zJ'( z). Por tanto F'(cx<jJ (t)) = f(cx<jJ(t)) + a<jJ(t)f'(cxo(t)). Ahora regresando 
a la ecuación 1.7, 

11 (a f( ii<jJ(t)) ~ f(a<jJ ( t)) + f( ii <jJ(t))) <jJ ' (t )dt = 

11 

(a0(t)J'( CX<jJ (t)) + aE2(h<jJ(t)) <jJ(t) + f( a<jJ(t)) + El (h <jJ(t)) ) <jJ'(t)dt 

11 

( a<jJ(t)!'( a<jJ(t)) + f(a <jJ(t)) ) <jJ'(t)dt 

+ 11 

( aE2 (h<!J(t)) <jJ(t) + ~1 (h<jJ (t)) ) <jJ'(t)dt 

1t t ;; Jo F'( a<jJ(t))a<jJ'(t)dt + Jo (aE2(h<jJ (t)) <jJ (t) + El (h <jJ(t)) ) <jJ'(t)dt 

0 + 11 

( CXE2 (h<jJ (t)) <jJ(t) + E l (h<jJ(t )) ) <jJ'(t )dt. 

Observemos que 

Por tanto 

lím {1 (aE2(h<jJ (t)) <jJ (t) + El (h <jJ(t))) </J' (t)dt = o. 
h-OJo 

lím cp(ii) - cp (a ) = O. 
h~O h 

Luego cp' (a ) = O para cx =1 O, por tanto cp es constante para a =1 O Y por 
continuidad de cp, se tiene cp(a) = cp (O) = O para toda a E [0, 1] . Esto prueba 
el teorema de Cauchy para regiones estrelladas. 

Decimos que la función f( z) = P(x, y) + iQ(x , y) (donde z = x + iy) :,m­

tisface las ecuaciones de Cauchy-Riemann en el punto (x, y) si se sa.tisfacen 
simultáneamente las ecuaciones 

uP uQ 
----;:)(x,y) = ----;:)(x,y) 
vx vy 

uP DQ 
y ----;:)( x, y) = -----;:)(x, y) . 

vy vx 
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Dichas condiciones se deben a D' Alambert quien enunció y probó en 1752 
que las relaciones se cumplen si y sólo si f( z ) es C-diferenciable en el punto 
(x,y). 

En notación moderna, el teorema de Cauchy de 1846 se puede enunciar 
de la siguiente forma 

Teorema 1. Si f(z) es C-diferenciable en la región n con derivada continua 
en una región n y R e n es un rectángulo cerrado, entonces 

Como f(z) 
que 

r f(z)dz = o. laR 

P(x , y) + iQ(x, y) es C-diferenciable sobre n, se cumple 

ap 

ax 

aQ 

ay 
y 

ap 

ay 

Al aplicar la fórmula de Green en un rectángulo R a las integrales de línea, 
tenemos: 

1 f(z)dz 
oR 

r Pdx - Qdy + i r Qdx + Pdy laR laR 

Ji ( aQ ap) Ji (ap aQ ) - - - - dxdy + i - - - dxdy 
R a:r ay R ax ay 

o. 

Para extender el teorema, el siguiente paso fue sustituir R por un po­
lígono P con lados paralelos a una de las direcciones. Consideremos dos 
casos: 

Caso 1. Si P es simplé, por el teorema de Jordan6 , P tiene por interior 
un dominio acotado n simplemente conexo. Dividamos P en rectángulos 
contenidos en n. Usando el Teorema 1 se sigue el resultado. 

Caso 2. Si P no es simple, tomamos cada una de las componentes cerradas 
y las dividimos como en el caso anterior. 

5Una curva se llama simple s i no tiene autointersecciones. 
fiEl Teorema de la curva de .lordan dice que si "1 una curva simple cerrada en C, 

entonces C\í2 puede descomponerse de manera única como la unión ajena de dos regiones 
A y B tales que , A es acotada y simplemente conexa (llamada e l interior de "1) , "1 puede 
contraerse a cualquier punto de A U "I Y las fronteras de A y B son T Para ver más 
detalles, puede consultarse [26J. 
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De esta manera se sigue el resultado para polígonos7 . 

Consideremos ahora el siguiente resultado, el cual entenderemos como 
un primer resultado de cohomología (véase Capítulo 5). 

Teorema 2. Sea n un dominio acotado y simplemente conexo. Si f(z) es 
C-diferenciable en n con derivada continua, entonces existe F( z) tal que 
F'(z) = f(z) . 

Exhlbamos F(z) explícitamente. Elijamos un punto a E n y sea 

F(z) = ¡Z f(t)dt 

donde la curva de integración es una línea poligonal con segmentos paralelos 
a los ejes coordenados. Se puede ver que la illtegral es independiente de la 
curva (véase la página 48). Ahora mostraremos que la derivada de F en un 
punto lO E n es f(zo). En efecto, 

F( zo + h) - F(zo) _ f(zo) = ~ ¡zo+h[f(t) _ f( zo)]dt 
h h Jzo 

donde la curva de integración puede ser tomada como la hipotenusa de un 
triángulo rectángulo cuando Ihl es suficientemente pequeI'ia. Entonces 

1 
F(zo + h) - F(zo) - f(zo)l::::; ~~x If(t) - f( zo)I~. 

h IEI-o,.o+h] Ihl 
Por la continuidad de f(z) en Zo se tiene F'( zo) = f(zo) lo cual completa 
la prueba. 

Sea 'Y: 1 = [O, 1] --> n una curva continua y consideremos la partición 
del segmento 1 por los puntos O = to < ... < tn = 1, obteniendo segmentos 
[tl.,_I , t¡..] con k = 1, ... ,n. Esto nos da una partición de la curva 'Y en arcos 
parciales 'Yk (k = 1, . . . , n) con puntos iniciales Zk-I = 'Ydtk-I) y finales 
Zk = 'Y¡..(t¡.). El punto final de cada arco (excepto el último) coincide con el 
punto inicial del arco que le sigue. Uniendo los puntos Zo, ... , Z,,_I en este 
orden mediante segmentos, obtenemos una poligonal r inscrita en la curva 
'Y- Los lados de esta poligonal son las cuerdas de los arcos 'Yk. La longitud 
de res 

n 

L IZk - Zk-II· 
k=1 

7PIlede verse con mayor d etalle e n [131. 
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Si esta magnitud, independientemente de la partición considerada, queda 
acotada 

n 

L IZk - Zk- ll ::; e < 00, 

k=l 

la curva I se llama rectificable. Para esta curva rectificable " y para f(z) = 
u(x, y) + iv(x, y) una función definida y continua en ,: consideremos al­
guna partición de la curva I en arcos Ik y utilizando la notación anterior 
formemos para la función f(z) la suma 

n 

S = L f(~k-¡)(Zk - z~._¡). 
k=l 

Cada término de esta suma es el producto de f(z) en cierto punto ~k-l del 
arco Ik por la diferencia de los puntos finales e iniciales del arco. Introduz­
camos para abreviar, la siguiente notación 

Entonces podemos escribir 

y por tanto, 

" 11. 

S L f(~k-¡)( Zk - Zk-l) = L(Uk-l + i Vk-¡)(~Xk-l + i~Yk-¡) 
k=l k= l 

11 

L(Uk-l~Xk-l - Vk-l~Yk-¡) + i ¿)Vk-l~Xk-l + Uk - l~Yk-¡) . 
k=l k=1 

Observemos que las partes rea.l e imaginaria de la suma S son SmlH\S for­
madas para la misma partición de la curva l. Para los siguientes pares 
de funciones reales: la primera, para u(x,y) y -v(x , y) , y la segunda, pa.ra 
v(x, y) y u(x, y). Como las funciones u(x, y) y v(x, y) son continuas y la cur­
va I es rectificable, las sumas indicadas convergen a un límite determinado 
al aumentar indefinidamente las particiones de la curva (es decir, cuando la 
máxima diferencia de los valores extremos del parámetro t tiende acero) . 
De hecho, los límites son: 

j u(:/;,y)dx - v(x,y)dy y j v(:r,y)d:r+u(x,y)dy. 
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De aquí decimos que, bajo las mismas condiciones, la integral de la función 
compleja f( z ) también tiende a un límite, en este caso: 

¡ u(x, y)dx - v(x, y)dy + i ¡ v(x, y)dx + u(x , y)dy 
~ ~ 

Este límite se designa mediante J~ f(z)dz y se llama la integral de la función 

f(z) tomada a lo largo de la curva ¡. Así, 

¡ f(z)dz 

n 

lím " f(~k-d(Zk - Zk-1) n-oc~ 
k=l ¡ u(x , y)dx - v(x, y)dy + i ¡ v(x, y)dx + u(x , y)dy. 

Cambiemos ahora el polígono P por una curva regular r contenida en 
!1. De esta forma, tenemos el teorenia de Cauchy para curvas regulares. 

Teorema 3. Sean n un dominio acotado y simplemente conexo, f(z) una 
función C-diferenciable en n con derivada continua y r una curva regular 
cerrada en !1 . Entonces t f( z)dz = O. 

Si L es un arco regular de r que va del punto a al punto b, por el teorema 
fundamental del Cálculo y el Teorema 2 

t f( z)dz = F(b) - F(a). (1.8) 

Si r = L, entonces a = b Y hemos terminado8 . 

Fué Edouard Goursat quien demostró por primera vez el teorema para 
curvas rectificables sin hacer uso de la hipótesis de la derivada continua. 
Sin embargo, su demostración publicada en 1884 no dejaba claro como li­
brarse de esta hipótesis. Por fin en 1900 podemos decir que el teorema queda 
demostrado cuando Goursat publica su artículo Sur- la définition génémle 
des fonctions Analytiques d ' apres Cauchy, en el cual él mismo menciona: 
Me he dado cuenta hace mucho tiempo de que la demostración del te01'e­
ma de Cauchy que di en 1883, no suponía la continuidad de la derivada. 

8Este anális is se enc llentra en [1 3) 
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Para responder a un pedido que me ha sido efectuado por el profesor Os­
good, indicaré, aquí rápidamente como se puede hacer esta extensión. Cabe 
mencionar también que E . Moore da una prueba en 1900 sin suponer la 
continuidad de la derivada. Dicha prueba puede consultarse en [27J o [16J . 

En la prueba, Goursat encara directamente el problema para una curva 
cerrada rectificable arbitraria. A pesar de que para esta prueba no se hace 
uso explícito del Lema 1 que se presenta a continuación, la prueba del mis­
mo aparece en su artículo de 1900. En este mismo año Goursat define por 
primera vez el conjunto de funciones para el cual es válido el teorema de 
Cauchy y demuestra que es el de todas las funciones C-diferenciables. 

Definición 1. Sea"f una curva cerrada simple y denotemos por intb) el 
interior de la región que encierra. Consideremos f( z) holomorfa en "fUint("f). 
Dado é > O diremos que "f satisface ser (a)-relativa a é si existe en "fUintb) 
un punto z' tal que If(z) - f( z') - /'(z')(z - z')1 :::; Iz - z'lé para todo z E "f. 

Lema 1 (de Goursat). Sea f(z) una función contimw que admite deriva­
da en todos los puntos de "f U intb) donde"f es una curva cerrada simple. 
Conside1"emos, además, é > O un númem positivo. Entonces siempre es 
posible descomponer el área intb) en regiones tales que el contorno de cada 
una de ellas satisfagan la condición (a) 1"elativa a :: . 

Esta propiedad que establece el Lema 1 es la que deben cumplir las fun­
ciones para que sea válida la prueba de 1883. Puede verse que esta propiedad 
la cumplen las funciones C-diferenciables. Además puede cambiarse en la 
condición (a) para todo z E "f por para cualquier z E "f U intb) y el lema 
sigue siendo válido (véase [14]). De este lema se sigue el siguiente resultado. 

Corolario l. Sea "f una CUT'va cerrada simple. Consideremos f (z) una fun­
cióTl dife1"enciable en "fUintb). Entonces ]Jara todo:: > O existe un conjunto 
finito A = {z;} de puntos de "f U int("() tales que, pam todo z E "f U intb) , 
existe z,. E A que satisface 

If(z) - f( z,.) - (z - z,) /,( z,)1 :::; 1; - z, I€ · 

Puede probarse este resultado sin probar el Lema 1 basándose única­
mente en la compacidad de "f U intb). 

Definición 2. Sea f(z) una función holomorfa en un dominio n. Diremos 
que f( z ) es uniformemente diferenciable en n si para todo € > O, existe 
fJ > O tal que para z , z' E "f U intb) con Iz - z'l < fJ se cumple 

11(z) - 1(z ') - /,(z)( z - z')1 < él.:' - zl· 
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El conjunto de funciones continuamente diferenciables está contenido en 
el de las funciones holomorfas con derivada continua. Esto nos lleva a pensar 
que el Lema 1 de Goursat ayuda a comprender el porqué de la continuidad 
de la derivada de toda función holomorfa, aunque sea de modo intuitivo. 

A continuación veremos una prueba parecida a la de Goursat utilizando 
los teoremas anteriores. La diferencia de esta prueba con la de Goursat y 
Moore radica en que se utiliza como la curva el contorno de un rectángulo 
(en las pruebas originales la curva era el contorno de un triángulo). Para 
nuestro objetivo, demostraremos los lemas siguientes: 

Lema 2. fcJR dz = O donde R es un rectángulo cerrado. 

Lema 3. faR zdz = O 

Del Teorema 1, el resultado se sigue para funciones el. El objetivo es 
demostrar estos lemas sin utilizarlo. Sean Zo, ... , Zn = Zo puntos distintos 
de aR con la propiedad 

IZj-Zj_11~8, j=l, ... ,n. 

De la definición de la integral tenemos 

r dz 
laR 

r zdz 
laR 

11 

lím ¿)Zj - Zj_¡) = Zn - Zo = O 
11-> oc 

j=l 

n n 

lím '" Zj(Zj - Zj_¡) = lím '" Zj-1(Zj - Zj-1). n~oo~ n~oo~ 
j=l j=l 

Como los límites de una y otra suma son iguales, su media aritmética ten­
drá el mismo límite, es decir 

Formulemos el teorema de Cauchy conocido también como el Teorema de 
Cauchy-Goursat. 

Teorema 4. Sea f(z) una función holomorfa en n. Si el rectángulo cerrado 
R está contenido en n, entonces 

r f(z)dz = O laR 
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Observemos que no podemos usar el Teorema 1 pues no sabemos que 
para f(x + iy) = u(x,y) + iv(x,y) las derivadas parciales de u y v sean 
continuas. Dividamos el rectángulo R en cuatro rectángulos utilizando los 
puntos medios de los lados de R. Si 

I r f(z)dzl = G JaR 

entonces alguno de los nuevos rectángulos, digamos R1 , cumple 

I r f(z)dzl ~ G. 
JaR) 4 

Ahora dividamos Rl en cuatro rectángulos del mismo tamaño y llamémosle 
R2 al que cumple la desigualdad 

Ir f(z)dzl~~ · 
JaR2 4 

Continuando el proceso, obtenemos una sucesión de rectángulos 

donde cada Ri tiene la mitad de perímetro del anterior R i - 1 y que además 
cumple 

11 f( Z)dz l ~ ~ 
aRn 

Si k es el perímetro de 8R, entonces 2kn es el perímetro de oR,.. Como la 
sucesión de rectángulos cerrados y anidados cumple que su diámetro tiende 
a cero, existe un único punto Zo contenido en todos ellos. Además, como 
f'(zo) existe, la función 

<jJ(z) = f( z ) - f( zo) - f'( zo) 
z - Zo 

tiende a cero cuando z se aproxima a Zo. Para la función f (z ) 
f'( zo) (z - zo) + <jJ(z)(z - zo) tenemos por los Lemas 2 y 3 que 

1 f(z)dz = 1 <jJ(z )(z - zo)dz 
aR n aR n 

f(zo) + 

Como <jJ(z) -> O cuando z -> Zo, si tomamos E > O, existe {¡ > O tal 
que Iz - zol < {¡ implica que 1<jJ(z) I < E , podemos determinar un entero 
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m suficientemente grande tal que 14>(z)1 < E para z en oRm' Cuando z 

está sobre oRm es claro que Iz - zol es menor que el perímetro de oHm, 
entonces 

Como E es arbitraria se tiene que G = O. Esto prueba el teorema. 

Otra manera de demostrar el teorema de Cauchy es mediante el Teorema 
de Cauchy en su versión homotópica o el Teorema de deformación cuya 
redacción aparece en el trabajo de Cauchy como Teorema Fundamental 2. 
Esta versión necesita la siguiente definición. 

Definición 3. Sean 11 y 12 dos curvas de [O, 1] en n. Decimos que son 
homotópicas si existe una función continua H: [0,1] x [0,1]-- n tal que 

1. H(O , s) = Ids), H(l, s) = 12(S) para todo s E [0,1]. 

2. H(t, O) = a , H(t,l) = b para todo t E [0,1] ( o bien, 2'. H(t, O) = 
H(t, 1) para todo t E [0, 1], para curvas cerradas) 

La función H es llamada homotopía. La condición 2 indica que H fija 
los extremos y la 2' que H es una homotopía de curvas cerradas. También 
decimos que 1I y 12 son dos curvas homotópicas diferenciables si la función 
de homotopía H satisface que las derivadas parciales H¡, Hs, H ts existen y 
son continuas en [0,1] x [0,1]. 

Con lo anterior se formula el siguiente resultado 

Teorema 5. Si 11 Y 12 son curvas continuamente diferenciables homotó­
picamente diferenciables en n y f(z) es C-diferenciable entonces 

1 f(z)dz = 1 f(z)dz. 
11 12 

Una primera prueba utiliza que f' es continua en n. Consideremos 

1 = r fdH = r f(H(t, s)(Ht(t, s)dt + H s(t, s)ds). 
JÜ(lO,ljX¡O, li) Ja(¡O,ljX¡O,Ij) 

Por el teorema de Green 

fHsds + fHtdt = -- - -- dtds. 1 11 (OfHs OfHt) 

D(lO,ljx¡O, IJ) ¡O, lj x ¡O,lj ot os 
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Como 
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8fHs I I 8fHt --at = f HtHs + f Hst = f HsHt + f Hts = ---¡¡;-
por tanto, 1 = o. Usando 2 o 2' de la Definición 3 tenemos 

1 = 1 f(z)dz - 1 f(z)dz = o. 
7¡ 72 

La segunda prueba se basa en la idea de los rectángulos de la de­
mostración del teorema de Cauchy-Goursat también con una homotopía 
diferenciable y usando la idea de Vyborny en [18J. 

Una prueba que no necesita que H sea una homotopía continuamente 
diferenciable se verá mas adelante y cuya formulación queda de la siguiente 
manera 

Teorema 6. Sea f(z) una función ha/amorfa en n y consideremos 11 y 
T2 curvas cerradas (o con extremos fijos) en n que son homotópicas en n. 
Entonces 

1 f(z)dz = 1 f(z)dz . 
7¡ 72 

De este teorema de Cauchy se deduce la siguiente versión. 

Teorema 7. Sea f(z) una función holomorfa en n. Consideremos 1 una 
curva cerrada homotópica a un punto en n. Entonces 

1 f(z)dz = o. 

Si n es una región simplemente conexa, toda curva cerrada es homotópi­
ca a un punto, de aquí se deduce el teorema para dominios simplemente 
conexos que se verá en el Capítulo 3. 

Mediante el teorema de la curva de Jordan, el teorema de Cauchy se 
puede enunciar de la siguiente manera. 

Teorema 8. Si f(z) es holomorfa en una región n y T 1 -> n es una 
cuma cerrada simple con el interior de 1 en n, entonces9 

1 f(z)dz = o. 

9En este trabajo este teorema es llamada la Versión Homológica y puede verse en el 
Capítulo 4. 
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Otras formulaciones del teorema de Cauchy pueden verse en [7J. Cabe 
mencionar que el teorema de Cauchy sigue siendo válido si fez) es e-dife­
renciable en los puntos de un simplemente conexo n excepto en un conjunto 
finito de puntos {z;} de n, siempre que f(z) verifique para todos los puntos 
Zi que 10 

lím (z - zi)f(z) = O. 
z--+ Zi 

Dentro de las consecuencias importantes del teorema de Cauchy pode­
mos mencionar el Teorema del Residuo, la Fórmula Integral de Cauchy y la 
Fórmula Integral de Cauchy para derivadas, entre otras (véase el Capítulo 
6). 

Por otra parte si f(z¡, .. . ,zn) es una función holomorfa en el polidisco 
cerrado P = {(z¡, ... ,z,,) E en : IZj - wjl :::; rj para todo j = 1, ... ,n}. 
Entonces si (ZI, . . _, z,,) es interior a P, se tiene 

) 1 j j TIn 
f(t¡, ... , tn) 

f(z¡, . .. ,z" =(2 ·)n .. . . _. dt¡ · ··dtn 
1ft 1'1 I'n i =1 t, Z, 

donde r i = {Ui E e : I Ui - Wi I = r i}. Para esta parte puede consultarse 
[1 ]'[17J Y [22J . 

También el teorema de Cauchy tiene aplicaciones en el dominio real. Por 
ejemplo, permite calcular integrales impropias de variable real. Sugerimos 
consultar [19], [21J o [25J. 

En adelante trataremos las versiones del teorema de Cauchy que a nues­
tro juicio son las más importantes y generales. Las herramientas que uti­
lizaremos son algunos resultados básicos de Geometría Algebraica, Topología 
Algebraica y Análisis Complejo cuyo origen se encuentra en la teoría de fun­
ciones de varias variables complejas. Para estos tópicos, se sugiere consultar 
[lJ. 

IOEsta condición equivale a que los puntos Zi son singularidades removibles. 



Capítulo 2 

Preliminares 

En este capítulo daremos los resultados básicos para el desarrollo del tra­
bajo. Aquí podremos encontrar lo que entenderemos por e-diferenciabilidad 
así como condiciones equivalentes para que una función sea de este tipo. 
También daremos la definición de integración de una función a lo largo de 
\IDa curva, sus propiedades y resultados clásicos de sobre integración. En 
esta parte se demuestra el Teorema de Cauchy para el disco. 

2.1. Diferenciación 

Sea f una función con valores complejos, definida en un abierto n de C. 
Decimos que f es C-diferenciable en a si existe el límite siguiente: 

1
, f(z + a) - f(a) 
1m . 

z-o Z 

En tal caso denotaremos al límite como f'(a) y lo llamaremos la derivada 
de f en a. Decimos que f es C-diferenciable en n si f es e-diferenciable en 
a para todo a E n. Si este es el caso la función de n en e que asocia a cada 
a el número f'(a) , es denotada por f' y se llama la derivada de f· 

De aquí en adelante n será un dominio, es decir un conjunto abierto y 
conexo de e, a menos que se diga algo más al respecto. 

Sea f una función definida en n. Si f es e-diferenciable en a E n, 
entonces existen las derivadas parciales ~(a) y ~(a) donde estas se definen 
por: 

af (a) = lím f(a + h) - f(a) 
ax "-O h 

/tER 

y 

25 

af (a) = lím f(a + ih) - f(a). 
ay 1. -0 h 

/t ER 
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Es claro que se cumplen las relaciones: 

o/ (a) = _i a/ (a) = f'(a). ax ay 
Para una función /: n --+ C para la cual sus primeras derivadas parciales 

existen en a, definimos: 

o/ 1(0/ .0/) -(a) = - -(a) - l-(a) az 2 ax ay 

Notemos que cuando / es C-diferenciable en a E n, se cumplen las 
relaciones f'(a) = %f(a) y U(a) = O. Para cuando / = u + iv donde u , v 
son sus funciones coordenadas que toman valores reales, tenemos que si / 
es C-diferenciable en a entonces 

att (a) = av (a) au (a) = _ av (a) . ax ay y ay ax 

Si / es una función con valores complejos tal que / = u + iv, con u, v 
funciones coordenadas, las ecuaciones siguientes son equivalentes y se les 
conoce como las ecuaciones de Cauchy-Riemann: 

o/ (a) 
ax 
~; (a) 

au (a) = av (a) 
ax ay 

o/ (a) 
ax 

.0/ 
-l-(a) ay 
o 
au av 
-(a) = - -(a) ay ax 
o/ az (a) . 

Como C es un lR-espacio vectorial y a la vez un C-espacio vectorial, 
tenemos dos tipos de aplicaciones lineales de C en C: las lineales sobre IR 
y las lineales sobre C. Toda aplicación T: C --+ C que es C-lineal tiene la 
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forma T( z ) = )'z con). E C , ya que T( z ) = zT(l) por lo que tomamos 
). = T(l) (en este caso además es lR-lineal). La conjugación g: C -> C con 
regla g(z) = z es una aplicación lR-lineal pero no C-lineal como puede com­
probarse fácilmente. 

Para una aplicación T : C -> C que es lR-lineal, se tiene que T(az) = 
aT(z) para a E lR, de modo que, si z = x + iy , entonces 

T(z) T(x + iy) = xT(l) + yT(i) = (Z; Z)T(l) + (Z ; Z)T(i) 

(T(l) ~ iT(i») z + (T(l) ~ iT(i») Z. 

Entonces si hacemos). = (T(l)~iT(i» ) Y j1 = (T(l)~iT( i»), tenernos que 

T(z) = )'z + j1z. 

Recíprocamente una función de esta forma es IR-lineal. Luego una aplicación 
T : C -+ C es lR-lineal si y sólo si es de la forma T(z) = )'z + j1Z sien­
do ). := ~(T(I) - iT(i» , j1 := ~(T(l) + iT(i» . Una aplicación lR-lineal 
T : C -> C dada por T( z ) = )' z + j1z es C-lineal, cuando j1 = O o equivalen­
temente, cuando T(i) = iT(l) . 

Si C es identificado con lR2 mediante z = x + iy f-7 ( : ) , entonces 

toda matriz real de 2 x 2, digamos A = (~ ~) , induce una aplicación 

de multiplicación por la derecha T : C -+ C definida por 

T ( x ) = (a c) ( x ) = ( ax + cy ) 
y b d Y bx + dy 

que es lR-lineal. 

Esta aplicación satisface T(l) = a + ib y T(i) = e + id. Luego la matriz 
real A induce una aplicación C-lineal cuando se tenga que T(i) = iT(l), lo 
cual es equivalente a que e + id = -b + ia y por tanto e = -b y d = a. Es 

decir, la matriz deberá ser de la forma A = (~ ~b) y T(z) = (a + ib) z. 

Puede verse fácilmente que la recíproca también es cierta. 
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Consideremos Jl : e ---+ JR2 definida por la regla Jl(x + iy) = (x,y), con 
x, y E R. La aplicación Jl es un isomorfismo de JR-espacios vectoriales, con 
inversa Jl-1(x,y) = x + iy. Sean 1: n ---+ e con 1= u + iv donde u,v son 
funciones coordenadas y a E n. Supongamos que I tiene primeras derivadas 
parciaJes en a. Sea d(u, v): JR2 ---+ JR2 la función inducida por la matriz 
jacobiana de 1, esto es la aplicación lR-lineal definida por 

d(u, v)(~, r¡) = ( 
~~(a) ~;(a)) ( ~ ) 
~~ (a) ~~ (a) r¡ 

(
aU au av av ) 
-(a) . ~ + -(a) .r¡, -(a)· ~ + -(a)·r¡ . 
ax ay ax ay 

Finalmente, definimos la aplicación IR-lineal dla : e ---+ e mediante 

dla = Jl-1 o d(u, v) o p" 

podemos ahora observar que el siguiente diagrama conmuta 

Jl 1 1p, 
JR2 ~ JR2 

Por tanto tenemos que para h = ~ + ir¡ E e, la aplicación dI,, : e ---+ e 
está dada por 

dla(h) Jl-1 o d(u,v) o Jl(h) 

-1 (~~(a).~+~;(a).r¡) 
Jl ~~(a) . ~ + ~~(a) . r¡ 

( aU (a) . ~ + au (a) . r¡) + i (aV (a) . ~ + av (a) . r¡) 
ax ay ax ay 

(:~ (a) + i :~ (a))~ + (:~ (a) + i:~ (a))r¡ 

= al(a).~+al(a) . r¡ 
ax ay 

( al (a) + a~ (a))~ + (_i)(a~ (a) _ al (a))r¡ 
az az az az 

~~ (a) . (~+ ir¡) + ~~ (a) . (~- ir¡) 

al(a).h+ a~(a).h 
az az 



2.1. Diferenciación 29 

Consecuentemente dfa: e -+ e es e-lineal, si y sólo si, ~(a) = O Y en este 

caso, dfa(h) = *(a)h para todo h E C. 

Las funciones e-diferenciables forman un e-álgebra1 y se tiene que, si 
U, V son subconjuntos abiertos de e, f: U -+ e y g: V -+ e son e­
diCerenciables tal que f(U) e V, entonces, 9 o f: U -+ e es también e­
diCerenciable sobre U. Además, si a E U, tenemos (gof)'(a) = g'(f(a))f'(a). 

Un resultado que garantiza que una función sea e-diferenciable en n es 
el siguiente: Una función f: n -+ C donde ~ y U existen, son continuas 

y además, ~ = -iU en n, es C-diferenciable en n (véase [lJ para una 
demostración) . 

Un resultado que generaliza el anterior, y que asegura que la continuidad 
de las parciales no es un hecho que se debe tener de antemano, es el Teore­
ma de Looman-Menchoff: Sea f continua en n. Si ~ y U existen en cada 

punto de n y satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann ~ = -iU, 
entonces f es C-diferenciable en n (para la demostración de este resultado 
puede consultarse [1]). 

Sea f una función de valores complejos definida en n. Decimos que f es 
holomorfa sobre n si para todo a E n, existe una vecindad U de a, U e n, 
y existe una sucesión {an }n20 de números complejos tales que 

00 

(2.1) 

converge a f(z) para cada z E U. 

Dada f: n -+ e holomorfa en n, no es difícil ver que ésta es e-di fe­
renciable alrededor de cada a E n (en la vecindad de U donde es válido el 
desarrollo (2.1) ) Y con derivada en tal vecindad de a igual a 

00 

f'(z) = L nan(z - a)n-1, (2.2) 
n=l 

por lo que una función holomorfa es infinitamente diferenciable. Además, los 

lForman un e-espacio vectorial con la suma de funciones y producto por escalares 
complejos y un anillo conmutativo con la suma y producto de funciones. 
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coeficientes an los obtenemos al evaluar en a la función f y sus respectivas 
derivadas de la siguiente manera: 

I J"(a) ¡(n)(a) 
ao = f(a), al = f (a), a2 = 2! ,yen general, an = n! . 

Las funciones de la forma L~=o an(z - a)n son por lo anterior C-dife­
renciables en el conjunto donde la serie es convergente. 

Se puede mostrar que una serie de potencias se esta forma es convergente 
en un disco con centro en a y radio R donde R- l = límsuPn-+oo Vlanl, 
conocido como el radio de convergencia de la serie de potencias. 

A la expresión 2.1 se le conoce como el desarrollo en serie de Taylor de 
la función f alrededor de a. 

2.2. Integración 

Sea X un espacio topológico. Una curva en X es una aplicación continua 
¡: [a, b] -> X donde [a, b] = {t E lR : a ::::: t ::::: b}. Los puntos ,(a) y,(b) 
son los extremos de la curva, ,(a) es el punto inicial y ,(b) es el punto final 
de ,. También decimos que, va de ,(a) a ,(b). Una curva ¡: [a, b] -> X, 
es cerrada si ,(a) = ,(b). Denotaremos por Ima(¡) = {¡(t) : t E [a, b]}, la 
imagen, traza o recorrido de la curva. 

Dadas ,i: [ai, bd -> X con i = 1, 2, dos curvas en un espacio topológi­
co X , decimos que ,2 es una reparametrización de ,1 si existe una función 
continua estrictamente creciente <fJ: [a2, b2] -> [al, bl ] Y suprayectiva, tal que . ,1 o <fJ = ,2· Para este caso, Ima(¡l) = Ima(¡2) . 

De acuerdo con lo anterior, al considerar <fJ: [0,1] -> [a, b] con <fJ(t) = 
(1 - t)a + tb Y una curva i: [a , b] -> X, podemos construir la curva, = i o <fJ 
que es una reparametrización de la curva original, por lo que podemos con­
siderar que todas las curvas están parametrizadas en el intervalo [0,1]. 

La siguiente definición indica como unir tramos de curvas. 

Sean ,i: [0,1] -> X con i = 1,2 curvas en X de tal manera que ,1 (1) = 
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1'2(0). Definimos su producto 1'1 . 1'2 como la curva 'Y: [O, lJ -+ X dada por: 

'Y(t) = {'Yl (2t) si ° :s t :s ~, . 
1'2 (2t - 1) si ~ :s t :s 1 

Esta nueva curva es continua, está bien definida y además, Imab) 
Imab¡) U Ima('Y2)' 

Definimos la curva 1'-1: [O, 1 J -+ X, llamada la inversa de 'Y, como 
'Y- 1(t) = 1'(1- t). Notemos que 1'-1 es la curva 'Y recorrida en sentido o­
puesto y que Imab- 1) = Imab). 

Diremos que la curva T [O,IJ -+ 11 es (continuamente) diferenciable 
a trozos si existe una partición ° = ao < al < ... < ak = 1 del in­
tervalo [O,IJ tal que 'Y1(aj,aj+¡) es (continuamente) diferenciable para cada 
j = O, 1, ... , k - 1. Observemos que si 'Y: [0,1 J -+ 11 es diferenciable a trozos 
en 11, entonces 1'-1 también, y si 1'1,1'2 son diferenciables a trozos en 11, 
entonces 1'1 . 1'2 también lo es. 

Ahora consideremos 'Y: [O, 1 J -+ 11 una curva diferenciable a trozos en 11 
y sea f una función con valores complejos definida sobre 11. Definimos la 
integral de f a lo largo de 'Y (escrita como: J-y fdz = J-y f(z)dz) mediante la 
fórmula 

J, fdz = 11 

fb(t))('Y'(t))dt 

cuando la integral de la derecha existe. 

No es difícil ver que si consideramos 1'1 y 1'2 curvas diferenciables a trozos 
en 11 de tal manera que 1'2 es una reparametrización de 1'1, entonces 

1 fdz = 1 fdz. 
"12 "11 

En lo siguiente entenderemos como curva a una curva diferenciable a 
trozos, a menos que se especifique otra cosa. 

Sea T [O,IJ --+ 11 una curva en 11. La longitud de 'Y es 

Lb) = 11 

h'(t)ldt. 
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Sea f: n --> e continua y consideremos ",1,,2 curvas en n de manera 
tal que la curva ,1 . ,2 este definida, entonces: 

r f dz = ¡ f dz + r f dz. 
J,'· .. ·12 " J'2 

y 

[ f dz = - [ f dz. 
J,-, J, 

Además, L(rl " 2) = L(rl) +L(r2) Y L(r-l) = L(r) (para la demostración 
de estos resultados puede consultarse [1]). 

Un resultado importante para la integración de funciones complejas es 
el siguiente teorema de análisis real, que se puede consultar en [33J . 

2.1 Teorema (de Green). Sea n e e un dominio con frontera en suave 
y orientada positivamente. Supongamos que u y v son funciones reales de 
clase el en n. Entonce? 

hnUdX+VdY= J Io(Vx -uy)dXdy. 

Ahora veremos como se aplica el teorema de Green al estudio de fun­
ciones de variable compleja. Si f: n --> e es tal que sus funciones com­
ponentes u, v: n --> IR son de clase el en n y en es suave y orientada 
positivamente, entonces, dado que: 

se tiene 

fdz = (u + iv)(dx + idy) = udx - vdy + i(vdx + udy), 

r fdz 
Jan 

r udx - vdy + i r vdx + udy 
Jan Jan 

-J lo (vx + uy)dxdy + i J lo (ux - vy )dxdy 

i J lo ((u x - vy) + i(vx + uy»)dxdy 

2i J In ~~dXdy. 
2Como siemgre Vx, es la parcial de la función v con respecto a x, también la deno­

taremos como a~ ' Análogamente Vy, Ux y Uy representan las derivadas parciales corre­
spondientes. 
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Si f: n ---+ C es una función C-diferenciable con funciones componentes 
de clase el en una vecindad en n, entonces de la identidad 

Ion fdz = 2i J in ~~dXdy, 
podemos concluir el Teorema de Cauchy que asegura 

En particular tenemos una prueba inmediata del Teorema de Cauchy­
Goursat. 

2.2 Teorema (Cauchy-Goursat). Si f: n ---+ C es C-diferenciable con 
funciones componentes de clase el y si el rectángulo cerrado R = [a, b] x 
[e, d] = {z E C : a < Re z :::; b, c :::; ~m z :::; d} está contenido en n, 
entonces 

r fdz = o. 
laR 

y no es difícil tener la siguiente versión de la fórmula de Cauchy que 
permite expresar a f puntualmente en términos de una integral. 

Sean n un abierto de C, f una función C-diferenciable en n con funciones 
componentes de clase el y R = [a, b] x [e, d] un rectángulo cerrado contenido 
en n. Entonces, para cualquier W E int(R) = {z E C : a < Re z < b, e < 
~m z < d} se cumple la igualdad 

f(w) = ~ r f(z) dz . 
21l'l laR z - w 

Otro teorema importante que se debe a Morera es el siguiente: 

2.3 Teorema (de Morera). Sea f: n ---+ C una función continua. Su­
pongamos que para todo rectángulo cerrado R e n se tiene JüR fdz = O, 
entonces f es C-diferenciable. 
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2.4 Corolario (de Morera). Si f es continua en n y C-diferenciable en 
n \ {a} para algún a E n, entonces f es C-diferenciable en n 

Véase [19J para los detalles de estos resultados. 

2.1 Definición. Una primitiva de f; n ....... IC sobre n es una función 
F; n ....... IC cuya derivada en n es f, es decir F' = f en n. 

A continuación presentamos algunos resultados necesarios para demos­
trar el Teorema de existencia de primitiva en el disco y el teorema de Cauchy 
en el disco. 

2.5 Proposición. Sea </J; [a, bJ x [c, dJ ....... C una función continua y defini­
mos g; [c, dJ ....... C como 

Entonces 9 es continua. Mas aún, si ~! existe y es una función continua 
sobre [a, bJ x [c, dJ , entonces 9 es continuamente diJerenciable y se tiene 

, lb o</J 9 (s) = """2}(t,s)dt. 
" uS 

(2.3) 

Demostración. Primero veremos que 9 es continua en So E [a, bJ. Como la 
función </J es uniformemente continua, se tiene que para é > O existe 5 > O 
tal que si Is - sol < 5, entonces I</J(t,s) - </J(t,so)1 < b~a para t E [a,bJ . 
Entonces 

Ig(s) - g(so)1 

< 

< 

Ilb (</J(t, s) - </J(t, so))dtl 

lb I</J(t, s) - </J(t, so)ldt 

l b é 
--dt=é 

a b - a 

y por tanto la función g; [c, dJ ....... C es continua en So Y entonces en [c, dJ. 
Sea So un punto fijo en [c, dJ y sea é > O. Denotemos por cp a ~ . Como 
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cp es unifomemente continua en [a, b] x [e, dI, entonces existe Ó > O tal que 
Icp(u,v) - cp(t,s)1 < E cuando (u - t)2 + (v - S)2 < Ó2 . En particular 

Icp(t, s) - cp(t, so)1 < E (2.4) 

si Is - sol < Ó y t E [a, b] es arbitrario. Así, tenemos 

11: (cp(t, r) - cp(t, so))drl :S Els - sol· (2.5) 

Para cada t E [a,b], la función tI>: [c,d] --+ C definida mediante tI>(s) = 
if>(t ,s) - scp(t, so) es una primitiva de cp(t, s) - <p(t, so). Por el Teorema 
fundamental del Cálculo y la desigualdad 2.5, se tiene 

1tI>(s) - tI>(so)1 = 11: tI>'(r)drl = 11: (cp(t, r) - cp(t, so))drl :S Els - sol 

(2.6) 

cuando Is - sol < Ó. Pero de la definición de 9 y de la desigualdad 2.6 
tenemos 

Ig(S) - g(so) 
s - So 

- lb cp(t, so)dtl = 

I

tif>(t'S)dt-tif>(t'SO)dt lb 1 
a a _ cp(t , so)dt 

s - So a 

1 

J:[if>(t, s) - if>(t, so) - (s - so)cp(t, so)]dt 1 

s - So 

< -1 _l_llb 

Iif>(t, s) - if>(t, so) - (s - so)cp(t , so)ldt 
s - So a 

< -1 _l_llb 

1tI>(s) - tI>(so)ldt 
S - So a 

< E(b - a) 

si 0< Is - sol < ó. Por tanto 9 es diferenciable y g' está dada por la fórmula 
2~ O 

2.6 Proposición. Sea f: n --+ C una función C-diferenciable y supongamos 
que D(a, r) e n. Si escribimos ,(t) = a + reit para t E [0,211"], entonces 

f(z) = ~ 1 f(() d( . 
211"2 1(- Z 
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Demostración. Si consideramos el conjunto G l = g(z - a) : z E D} Y 
a la función g( z ) = fea + TZ) definida en G l vemos que sin pérdida de 
generalidad, podemos suponer que a = O Y T = 1, Y por tanto tenemos que 
D(O, 1) e D. 
Fijemos z condicionada a Izl < 1.' Afirmamos que 

fez) _1 ¡ f(() d( 
21Ti 'Y ( - z 

1 12
". f( eit)eit . 

- ' t dt, 
21T o e' - z 

o equivalentemente , que 

1
2". f(eit)eit 

O = it dt - 21Tf(z) 
o e - z 

12". (f(eit) eit ) 
t - fe z ) dt 

o e - z 

Consideremos la función 

cjJ(t, s) = fe z + S(:it - z))e
it 

_ fez) 
e' - z 

definida para s E [O, 1J Y t E [O, 21TJ. Como Iz+s(eit - z) 1 = Iz(l-s)+seit l ::; 
1, cjJ está bien definida y es continuamente diferenciable. Sea 

( 2'" 
g( s) = Jo cjJ(t, s)dt. 

Esta función 9 tiene derivada continua. Tenemos que 

g( O) = 12

". cjJ(t, O)dt 

{2'" (f(z )e
it 

_ f( z) )dt 
Jo e t - z 

1
2". eit 

fez) - -it-dt - 21Tf(z) 
o e - z 

O 
r 2". . it 

debido a que Jo e:~ - z dt = 21Ti. Demostraremos que 9 es constante. Derivan-
do tenemos 

( 2". 
g'(s) = Jo eit j'(z + s(eit - z) )dt. 
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Para O < s ::; 1 se tiene que cp(t) = is-1 f(z + s(eit - z)) es una primitiva 
de 4J2(t) = eit J'(z + s(eit - z)). Por tanto g'(s) = cp(27r) - cp(O) = O para 
O < s ::; 1. Entonces g' es continua, g' = O Y por tanto 9 es constante. Ya 
que g(O) = O, se sigue la afirmación. O 

2.7 Teorema. Si f: D( a, R) -+ C es una función C-diferenciable, entonces 
f( z) = 2::::'=0 an(z - a)n para Iz - al < R . 

Demostración. Sea O::; r ::; R tal que D(a, r) e D(a, R). Si "((t) = a + reit 

para t E [O, 27r], entonces por la proposición anterior 

f(z) _1_ r f(w) dw (para Iz - al < r) 
27ri J, w - z ' 

_1 r f(w) 1 dw 
27ri J, w - a 1 - ~_~ 

= ~ r f (w) ~ ( z - a ) n dw, 
27rl I., w _ a ~ w _ a (ya que Iz - al < r = Iw - al). 

, n=O 

Pero como Iz - al < r y w esta sobre Ima("(), 

If(w)IIz-aln < M(lz_al)n 
Iw - al n +1 - r r 

dondeM=máx{lf(w)l : Iw-al =r}. Como Iz ~a l < 1,por el criterio M de 

Weierstrass3, tenemos que 2:: f(w) (~~~)Cl converge uniformemente para 

w sobre Ima("() y por tanto podemos intercambiar la suma con la integral4 

~ [1 r f(w) 1 n 
f(z) = f='o 27ri J, (w _ a)n+l dw (z - a) 

3El Criterio M de Weierstross dice que dada una sucesión de funciónes {In} acotadas 
en D que satisfacen que para cada n existe una constante M n tal que If,,(x)1 < M n para 
toda x E D , entonces si la serie ¿::=l M n converge, la serie de funciones ¿:: =l fn(x) 
converge uniformemente en D. Esto puede consultarse en [71 0[191. 

4 Esto se puede garantizar mediante el siguiente resultado. Sea "1 una curva rectificable 
en e y supongamos que fn y f son fun ciones continuas en lma("{). Si límn_ oo fn = f 
de manero uniforme en lmab) , entonces 

J f = lím J f n . 
'"Y n-OQ "'f 

Para mas deta lles se sugiere al lector consultar [71. 
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Tomemos 
a

n 
= _1_ ¡ f(w) dw 

27ri 'Y (w - a)n+l 

entonces an es independiente de z y por tanto la serie converge en Iz-al < r. 
El valor de an es independiente de " es decir, no depende de r ya que 
an = ¡:(t) (véase la página 30). Por tanto 

00 

f(z) = L an(z - a)n 
n=O 

para Iz - al < r. En virtud de que r es arbitrario, se tiene que esta repre­
sentación es válida para Iz - al < R. D 

Es claro con la ayuda de este teorema que si una función f : n --+ C 
es C-diferenciable en el abierto n, entonces es holomorfa en n y como ya 
hemos resaltado que holomorfa implica C-diferenciable, tenemos que estos 
dos conceptos son equivalentes. De ahora en adelante nos referiremos como 
holomorfa en n. 

2.2 Definición. Sea n e C un abierto. Denotamos lt(n) a la C-álgebra de 
funciones holomorfas sobre n. 

2.8 Lema. Si la serie de potencias ¿:::'=O an(z - a)n tiene radio de conver­

gencia R y límn~oc yIfbJ = 1, entonces la serie 

00 

L anbn(z - a)n 
n=O 

tiene radio de convergencia R. 

Demostración. Como límn~oo v1bJ = 1, dado E > O existe N E N tal que 
para todo n ~ N se tiene 

1 - 10< \IíbJ < 1 + E. 

Esto implica que 

(1 - E) v'lanl < v'lanbnl < (1 + E) v'lanl. 

Por tanto tenemos: 

(l-E)límsup v'lanl:::; límsup v'lanbnl:::; (1 +E)límsup v'lanl. 
n~oo n~DC H--+OO 
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Como E es arbitrario, se tiene 

límsup 1la71 bn l = límsup 11an l 

lo que prueba el lema. o 

2.9 Proposición (Existencia de una primitiva en el disco). Si f 
es una función holomorfa en D(a , R) , entonces f tiene una primitiva en 
D(a, R). 

Demostración. Por el Teorema 2.7 se tiene que f(z) = La71 (z - a)n para 
Iz - al < R. Sea 

00 

F(z) = ~ (~)(z - a),,+1. 
L n+1 
n=O 

Como el lím71 ---+ oc (n + 1)~ = 1, por el Lema 2.8 se tiene que esta serie de 
potencias tiene el mismo radio de convergencia de L a,,(z - a)". Entonces, 
F está definida en D(a , R) . Mas aún, F'(z) = f(z) para Iz - al < R (véase 
la página 30). O 

2.10 Teorema (de Cauchy para el disco). Sean f: D(a , R) -+ e una 
función h%morfa y,: [O, 1 J -+ e una curva ce1'Tada diferenciable a trozos 
contenida en D(a , R). Entonces 

j fdz = O 

Demostración. Por la Proposición 2.9, existe una función F E 1t(D(a, R» 
que es primitiva de f. Si , es una curva cerrada diferenciable a trozos, 
entonces por la definición de J.., fdz (véase la página 31), se tiene 

j fdz = 11 

f(¡(t»)r'(t)dt 

11 

F'(¡(t»)r'(t)dt 

11 

(F o ,)'(t)dt 

F(¡(l» - F(¡(O» . 

Como la curva, es cerrada, se tiene que , (O) = ,(1) Y por tanto 

j fdz = F(¡(l» - F(¡(O» = O 
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lo que prueba el Teorema. o 

Ahora, enunciamos sin demostración otros teoremas del Análisis Com­
plejo. 

2.11 Teorema (de continuación analítica). 1. Sean n e e un do-
minio y f E 1i(n) . Si U e n es un abierto no vacío tal que flu == O, 
entonces f == O sobre n. 

2. Sean n e e un dominio y f,g E 1i(n) . Si el conjunto {z En: f(z) = 
g(z)} tiene un punto de acumulación en n, entonces f == g. 

2.12 Teorema (del mapeo abierto). Si f: n -+ e es una función holo­
morfa no constante, entonces f es una aplicación abierta. Es decir, para 
cualquier U e n abierto se tiene que f(U) es abierto en C. 

Un resultado que también emplearemos es el que tiene que ver con de­
sarrollos de Laurent y que mencionamos a continuación. 

2.13 Teorema (El desarrollo de Laurent). Sean O :::: F¡ :::: r2 :::: 00 y 
n = {z E e : r¡ < Izl < r2}. Para cualquier f E 1t(n) existe una única 
familia {an } nEZ de números complejos tales que: 

00 

f(z) = L anz" para z E n. 
n=-oo 

La serie anterior converge uniformemente y absolutamente en cualquier 
subconjunto compacto de n. 

En particular tenemos que si a E n, f E 1i(n \ {a}) y si r > O es tal que 
{z E e : O < Iz - al < r} e n, entonces f tiene un desarrollo de la forma, 

00 

f(z) = ¿ an(z - a)" 0 < Iz - al < r 
n=-oo 

conocido como desarrollo de Laurent de f en a. A la serie 2::=0 a,,(z - a)" 

se le conoce como la parte regular de f en a y a la serie 2:=~ a,,(z - a)n 
como la parte singular o principal de f en a. 



Capítulo 3 

Versión Homotópica del Teorema de 
Cauchy 

En este capítulo lo iniciamos definiendo y mostrando algunos resultados 
referentes a levantamientos y aplicaciones cubrientes. También veremos la 
construcción de gérmenes de funciones y la gavilla de funciones holomorfas. 
Todo esto será utilizado en la demostración de la versión horno tópica del 
teorema de Cauchy. 

3.1 Definición. Sea X un espacio topológico de Hausdorff. Diremos que X 
es una variedad n-dimensional si para cada a E X , existe una U vecindad 
abierta de a que es homeomorfa a un abierto de IR" . Si <p : U --> n es el 
homeomorfismo, donde n es un subconjunto abierto de IR", entonces la 
pareja (U, <p) es llamada una carta. Al conjunto de cartas, {( Ui , <Pi )}.iEI tal 
que X = UiEIUi donde I es un conjunto de índices, se le llama un atlas 
para X . 

3.2 Definición. Sean X, X variedades n-dimensionales y p: X --> X un 
homeomorfismo local 1. Sean Y un espacio topológico y f: y --> X una 
aplicación continua. Un levantamiento de f, es una aplicación continua 
!: y --> X tal que po j = f. 

X 
j 
/ !p 

y L X 

Si la aplicación j existe, diremos que f puede ser levantada. 

1 p: X ---+ X es un homeomorfismo local si para cada x E X, existen abiertos U E X y 
V e X tales que x E U Y pl~ : U ---+ V es homeomorfismo. 

41 
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o 1 

Figura 3.1: Levantamiento de una curva 

3.1 Ejemplo. El levantamiento puede no existir. Consideremos p : lR -> §I 

definida por p(z) = e21rit y f : §I -> §I la función identidad. Supongamos 
que existe un levantamiento J: §I -> lR de f con respecto de p . Entonces se 
tendrá que el siguiente diagrama es conmutativo 

lR 

Por lo tanto el diagrama induce el siguiente diagrama de grupos fundamen­
tales, también conmutativo, 

7r1(lR) 

J. 
/ lp. 

7r1 (§I) ~ 7r1 (§I) . 

Pero como 7r1 (§I) ~ Z, 7r1 (lR) = {e}, f.(a) = a para todo a E Z y p.(e) = ao 
para algún ao E Z, se tiene que a = f.(a) = (P. o J.)(a) = p.(e) = ao, lo 
cual es una contradicción. Por tanto el levantamiento no existe. Para mas 
detalles, puede consultarse [31]. 
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3.2 EjempJo. El levantamiento generalmente no es único. Si consideramos 
la función exponencial exp: e -+ C* = e \ {O} Y las curvas T [0, 1] -+ C* 
donde -y(t) = e2

;;-it para cualquier t E [0,1] Y 1' : [0,1] -+ e con 1'(t) = 
211"i(t + k) donde k E Z \ {O} son continuas y además (exp) 01' = -y. Por lo 
tanto l' es un levantamiento de -y con respecto al homeomorfismo local exp 
y como k E Z es arbitraria tenemos varios levantamientos de la curva -y. 

3.1 Lema. Sean p: X -+ X homeomorfismo local, Y un espacio conexo 
HausdorjJ, f: y -+ X una aplicación continua y supongamos que f¡ y 12 son 
levantamientos de f. Entonces, si existe un punto Yo E y tal que f¡ (Yo) = 
h(yo), se tiene que J¡ = 12 en Y. 

Demostración. Sea E = {y E Y : J¡(y) = 12(y)}, tenemos que Yo E E 
Y por tanto este conjunto es no vacío. Afirmamos que E es cerrado. Para 
esto, probaremos que Y \ E es abierto. Para cualquier x E Y \ E se tiene 
que J¡(x) =J: h(x), entonces existen vecindades Vf¡(x) y Vh(x) de f¡(x) y 
h(x) respectivamente tales que Vf¡(x) n Vh(:r) = 0. Consideremos W = 

f1-1(Vf¡(X») n f2- 1(Vh (x»), observemos que W es no vacío pues x E W , 
además, W es abierto por ser intersección finita de abiertos. Sea y E W, 
entonces h(y) E Vf¡(x) y 12(y) E Vh(:r)' Esto implica que f¡(y) =J: 12(y)· 
Por tanto W e Y\E y Y\E es abierto, lo cual nos lleva a que el conjunto E 
es cerrado. Ahora veremos que E es abierto. Sea y E E Y a = J¡ (y) = 12(y) . 
Por hipótesis existe una Ü vecindad de ti tal que p( Ü) = U abierto y pi ü 
es un homeomorfismo. Como J¡ y 12 son continuas, existe V vecindad de 
Y tal que f¡(V) e Ü y p(J¡(v)) = f(v) = p(12(v)) . Ya que plü es inyectiva 
sucede que J¡(v) = h(v), luego V e E y entonces E es abierto. Como Y es 
conexo y E es distinto del vacío, abierto y cerrado se tiene que E = Y. O 

3.3 Definición. Sean X , X variedades y p: X -+ X una aplicación conti­
nua. Decimos que p es una aplicación cubriente si para cada a E X existe 
una vecindad U de a con las propiedades: 

1. p-l (U) = UjEJÜj con Ük n Ü¡ = 0 para k =J: 1 

2. Üj es un conjunto abierto de X tal que plü es homeomorfismo sobre 
) 

U para todo j E J. 

3.3 EjempJo. Sea J.L : e -+ e \ {a} donde z 1-+ a + eZ
• Afirmamos que 

J.L es una aplicación cubriente. Claramente J.L es una aplicación continua. 
Consideremos b E e \ {a} y e E e tal que a + ee = b. Como J.L es un 
homeomorfil>'IIlo local (pues eZ lo es), existe una vecindad abierta Vo de e 
y una vecindad abierta U de b tal que J.L: Vo -+ U es un homeomorfismo. 
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o 
x x 

Figura 3.2: El cubriente a + eZ 

Entonces J.L-I(U) = UnEZVn donde Vn := 27rin + Va. Sea Vk n Vi i= 0 con 
k i= 1, existe un z E Va tal que z + 27rik = z + 27ril luego k = 1 lo cual es 
una contradicción. Así, Vk n Vi = 0 para k i= l. Por tanto, se tiene que J.L es 
una aplicación cubriente. 

3.2 Proposición. Sea p: X ...... X una aplicación cubriente, a E X tal que 
p(a) = a y T 1 = [0,1J ...... X una curva con ,(O) = a. Entonces existe un 
levantamiento ::y: 1 ...... X de , con ::Y(O) = a. 

Demostración. Para cualquier x E X, existe una vecindad Ux de x conexa 
tal que p-I(Ux ) = UjEJUj donde Uj es una vecindad en X. Como 1 es 
compacto y , es continua, entonces podemos encontrar puntos O = to < 
tI < ... < t p+1 = 1 que satisfacen que ,([tv, tv+d) está contenida en Ux 
para alguna x y para cualquier 1/ = O, ... ,p. Elegimos Xv E X tal que 
,(t) E UXu para tI.' :S t :S tv+1 para 1/ = O, ... ,p. Por hipótesis, Uxo es una 
componente conexa tal que p- I(Uxo ) = UjEJU~,j donde la unión es ajena 
y PO ,j = plu~ .j es un homeomorfismo sobre Uxo ' Definamos " en [to, td 
mediante 

::y(t) = Po,;o o ,(t), to:S t :S tI 

donde jo es el índice para cada a E U~,jo' Supongamos que ::y está bien 
definida sobre [to, tvJ Y sea 
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donde la union es ajena y P",j = plu~ .j es un homeomorfismo sobre UXv ' 

Definamos i sobre [t", t,,+¡] como 

i(t) = p~,} o ,(t), t" S t S t"+l 

donde j" es el Índice en J" para i(t,,) E U;jv. La prueba termina si definimos 
inductivamente i(t) para t E [0,1]. O 

Sea a E C. Consideremos el conjunto de parejas (U, J) donde U es un 
abierto que contiene a a y f E 1t(U). Definamos la relación (U,J) rv (V,g) 
si existe W vecindad de a con W e U n V y tal que flw = glw. Es claro 
que'" es una relación de equivalencia. Una clase de equivalencia obtenida 
por esta relación es llamada un germen de función holomorfa en a y se 
denota fa' Denotamos O" al conjunto de todos los gérmenes en a. Si 
fa E Oa, definimos el valor faCa) del germen fa en a como faCa) = fea), 
tomando cualquier representante (U, J) de fa' De la definición de la relación 
de equivalencia este valor no depende del representante (U, J) de f". De la 
misma forma definimos los valores en a de la k-ésima derivada de fu como 
r\k)(a) = f(k )(a), donde (U'J) es un representante de fa' 

3 .3 Proposición. O" tiene estructura de <e-álgebra local. 

Demostración. Sean f",g" E Oa, A E C. Tomemos (U,J), (V,g) represen­
tantes de f" y ga respectivamente. Definimos fa + ga, fag" y >'f" a los 
gérmenes de a definidos por: (U n V, f + g), (U n V, fg), (U,)..j) respecti­
vamente. Con estas operaciones no es difícil ver que Oa es un <e-espacio 
vectorial con la suma y producto por escalares, y anillo conmutativo con la 
multiplicación y adición de funciones. Sea Ma el conjunto de no-unidades. 
Afirmamos que f" E M" si y sólo si f aCa) = O. La prueba es como sigue, 
si faCa) =1= O, entonces para (U,J) un representante de fa, tenemos que 
fea) =1= O; por continuidad de f, existe una vecindad V de a tal que fez) =1= O 
para z E V. Si ga es el germen en a de (V, :7), entonces fag" = 1 Y por tan­
to fa es unidad y entonces fa 1. Mu· Si fa es unidad, entonces f"g(/. = 1 
para alguna ga E O". Sean (U, J), (V, g) representantes de f a, g" respectiva­
mente, entonces f(z)g(z) = 1 en una vecindad de a, es decir, fez) =1= O en 
esa vecindad. Por tanto f,,(z) = fez) =1= O en una vecindad de a. ASÍ, hemos 
visto que Mu = {fu E O" : faCa) = O}. Sean fa,g" E M". Se tiene que 
f,,(a) = g,,(a) = O, por tanto (j" + g,,)(a) = faCa) + ga(a) = O y enton('('s 
f" + g" E M". Además 9,.1" E O" Y (g"f,,)(a) = O, luego 9,.1" E M". 
Por lo tanto M" es un subanillo. Sea h" E Oa, entonces h"f" E O" Y 
(h,.j,,)(a) = h,,(a)f,,(a) = O, así haf" E M" Y por tanto M" es un ideal de 
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o •. Como todo ideal propio de Oa que consiste de no-unidades está con­
tenido en M a • Esto nos lleva a que Ma es un ideal maximal. O 

3.4 Lema. jt es isomorfo a c. 

Demostración. Sea cp: Oa -t e definido mediante la regla cp(fa) = fa(a). 
Tenemos que cp es un homomorfismo de anillos pues cp (fa + 9a) = (fa + 
9a){a) = fa(a)+9a(a) = cp(fa)+CP(9a) y cp(fa9a) = (fa9a)(a) = fa(a)9a(a) = 
cp(/.)CP(9a). Dado c E e tomemos (W, h) de tal manera que h(z) = c para 
cualquier z E W. Entonces ha(a) = c. Así cp(ha) = ha(a) = c y por tanto 
cp es un epimorfismo. Por definición, kercp = {fa E Oa : fa(a) = O} = M a. 
Entonces por el Primer Teorema de Isomorfismos para Anillos tenemos: 

Oa Oa 
-- = - 3! 1m cp = C. 
ker cp Ma 

O 

Consideremos O = UaEcOa, introducimos una topología en O de la si­
guiente manera. Sea f" E O" Y sea (U, f) un representante de fa. Denotamos 
mediante 

N(U,f):= {Jz E Oz : fz es el germen en z E U definido por (U,f)}. 

El conjunto {N(U, f)} forma un sistema fundamental de vecindades2 de fa 
y entonces induce una topología en O. 

Definimoo la aplicación p: O -t e como p(fa) = a para todo fa E O a. 
No es difícil ver que p es continua. 

3.4 Definición. El espacio O con la aplicación p: O -t e es llamado la 
gavilla3 de gérmenes de funciones holomorfas sobre C. 

2Definición. Sea X un conjunto y supongamos que para cada x E X existe una 
colea:ión Nz de subconjuntos de X tal que 

• Para cada U E Nx , x E U. 

• Si U, V E Nz , entonces existe W E Nx tal que Wc Un V. 

• Si U E Nx y V E N y , entonces para cada z E U n V , existe W E N z tal que 
wcunv. 

La colección {Nz : x E X} se llama un sistema fundamental de vecindades (véase [7)). 
3EI concepto de gavilla fue introducido de manera formal por Jean Leray y Henri 



3. Versión Homotópica del Teorema de Cauchy 47 

3.5 Proposición. O es un espacio de HausdorJJ. 

Demostración. Sea fa E Oa y 9b E Ob· Supongamos que fa =1- 9b· Si a =1- b, 
sean (U, f) Y (V, 9) representantes de fa y 90 respectivamente. Consideremos 
Uf e U y V' e V vecindades de a y b respectivamente tales que U' n V' = 

o (esto es posible pues e un espacio de Hausdorff) . Entonces N(U',I) y 
N(V',g) son vecindades ajenas de fa y gb . Ahora si a = b, consideremos 
(U, f) y (V,g) representantes de fa y 9b = 90· Sea D un disco con centro en 
a tal que D e Un V . Afirmamos que si fa =1- g", N(D,f) n N(D ,9) = 0. 
Esto se sigue de lo siguiente: si hz E N(D, I) n N(D ,g) , entonces f y 9 
definen el gennen de hz en z. Luego, por definición, existe W e D tal que 
flw = glw y por el Principio de continuación analítica (Teorema 2.11), 
f = 9 sobre D. Así, f" = 9a , lo que es una contradicción. 

o 
3.6 Proposición. La aplicación p: O ~ e, p(Ja) = a es un homeomorfis­
mo local. 

Demostraci6n. Sean fa E Oa y (U, I) un representante de fa , entonces 
P(N(U, f) = U. Si V es un abierto en e que contiene a a , entonces 
P(N(U n V,f) = U n V e V , por lo que p es continua; además, ya 
que p(N(U,1) = U, se tiene que p es una aplicación abierta. Finalmente 
PIN(U,J) es inyectiva con inversa z f--> fz = germen en z definido por (U, 1). 
Entonces para cualquier N(U, 1), P!N(U,J) es un homeomorfismo sobre su 
imagen U. O 

3.7 Corolario. O es una 2-variedad. 

3.5 Definición. Definimos la aplicación derivada d: O ~ O de la siguiente 
manera. Si fa E Oa y (U, 1) es un representante de f'l) definimos d(Ja) = 
(Jf)a, el gennen en a de f' , donde f' es la función derivada f': U ~ C. 

3.8 Proposición. d: O ~ O es una aplicación cubriente. 

Demostraci6n. Sea fa E O y sea (U, I) un representante de fa. Conside­
remos D un disco con centro en a tal que D e U y sea F una primitiva 
de f sobre D (la cual existe en virtud de la Proposición 2.9). Sea V = 
N(D,I), y para cada e E e definamos Ue = N(D, F + c). Afirmamos que 

Cartan en 1950. Los ejemplos mas importantes de gavillas se encuentran en el campo 
de la topología algebraica, geometría diferencial, varias variables complejas y geometría 
a lgebraica. Dentro de los ejemplos de gavillas encontramos las siguientes: en el análisis 
complejo, la gavilla de funciones holomorfas; en la geometría diferencial, la gavilla de 
formas diferenciales y en e l álgebra, la gavilla de anillos locales (véase [30]) . 
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d- I (D) = UcEcUc, en efecto, sean z E D, gz E Oz con dgz = fz y sea W 
una vecindad conexa de z, W e D, entonces g' = f en una vecindad de 
z. Así, g' = f sobre W, lo cual nos lleva a que Jz (g - F) = O sobre W y 
por tanto 9 = F + e sobre W y gz E Uc , entonces d(Uc ) = N(D, f) = D, 
lo cual muestra la igualdad y que d es continua. Ahora veamos que dl uc 
es homeomorfismo sobre D, pero para todo e E e, dl uc es inyectiva, pues d 
manda elementos distintos de Uc a gérmenes con puntos diferentes de D, 
por tanto d es una aplicación cubriente. O 

3.6 Definición. Sean n e e una región, f E 1t(n) y T [0,1) --+ n una 
curva en n. Una primitiva de f a lo largo de , es un levantamiento con 
respecto a d: O --+ O, es decir, es una función continua r: [O, 1) --+ O que 
cumpla que (dor)(t) sea el germen de f en ,(t) (el cual existe en virtud de 
que d es aplicación cubriente). 

Es claro de la definición que si FI y F2 son dos primitivas de f a lo largo 
de " entonces difieren en una constante. 

3.9 Lema. Sean n e e, f E 1t(n) y ,: [0,1) --+ D una curva diferenciable 
a trozos. Entonces para F: [0,1] --+ O una primitiva de f a lo largo de, se 
tiene i fdz = F(l)(,(l)) - F(O)(r(O)). 

Demostración. Sea G: [O, 1] --+ O definida de la siguiente manera: 
Para cada t E [O, 1] consideramos a Dt e D un disco abierto centrado en 
,(t) y tomamos a h una primitiva de f en Dt de manera que 

h(-y(to)) = foto f(r(s))r'(s)ds. (3.1) 

Entonces, definimos G(t) como el germen de h en ,(t). Claramente (doG)(t) 
es el germen en ,(t) de h', es decir, es el germen de f en ,(t). Para ver que 
G es levantamiento falta solamente ver que es continua. Sea to E [0,1] Y D 
un disco pequeño con centro en ,(to) Y h E 1t(D) la primitiva de f en D que 
cumple 3.1. Tomemos Ó > O tal que ,(t) E D para It - tol < Ó. Por hipótesis 
h(r(to)) = J~o f(-y(s))r'(s)ds. Como para t con It - tol < Ó se tiene que 

j t d 
h(r(t)) - h(r(to)) = -d h(-y(s))ds 

to s 

j t f(r(s))r'(s)ds 
to 
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pues h' = f sobre D, luego h(-y(t» = J~ f(-y(s»)¡'(s)ds y por tanto, G(t) 
es el germen de h en 'Y(t) para It - tol < 8. Luego G(t) E N(D, h) para 
It - tol < 8, por lo que G es continua en too Pero hemos observado que 
dos primitivas de f a lo largo de 'Y difieren en una constante, por lo que 
F(t) = G(t) + e para alguna e y para todo t E [0,1], por tanto 

F(l)('Y(l)) - F(O)('Y(O)) 

lo que prueba el Lema. 

G(l)('Y(l)) - G(O)(-y(O») 

11 

f(-y(s))¡'(s)ds 

i fdz 

o 
3.7 Definición. Sean n e e, f E 1i(n) y 'Y: [0,1] ...... n una curva continua. 
Definimos J, fdz = 4>(1) - 4>(0), donde 4>(t) es el valor de F(t) en -/(t) para 
O :S t :S 1 Y tal que F: [9, 1] ...... O es una primitiva de f a lo largo de -y. 

3.10 Lema. Sean n e e y f E 1i(n). Si f tiene una primitiva sobre n, 
entonces para cualquier curva cerrada T [0,1] --+ n se tiene que J.¡ fdz = O. 

Demostración. Si H es una primitiva de f sobre n, entonces F: [0, 1] ...... O 
definida por F(t) = H,(t) (el germen de H en 'Y(t)) es una primitiva de 
f a lo largo de 'Y y además H(-y(t)) es el valor en t de F(t). Entonces si 
'Y(O) = 'Y(1) tenemos que, 

i fdz = H(-y(l)) - H(-y(O)) = O 

o 
3.8 Definición. Sean X una variedad, l = [0,1] Y 'Yo, 'Yl: l --> X dos 
curvas en X. Decimos que 'Yo Y 'Yl son homotópieas si existe una aplicación 
continua F: l xl ...... X tal que F(t,O) = 'Yo(t) Y F(t, 1) = 'Yl(t) para todo 
t E l . Sea 'Yu(t) = F(t,u). Decimos que F es una homotopía de 'Yo Y 'Y¡. 
Decimos que F fija a 'Yo(O) = a si F(O, u) = a para todo u E l. Si además 
'Yo(l) = b, decimos que F fija los puntos finales de 'Yo Y 'Yl si F(O, u) = a 
para cualquier u E l Y F(l, u) = b para cualquier u E l . 

3.11 Teorema (general de Monodromía). Sean X, X variedades y 
p: X --+ X un homeomorfismo local. Sea ii E X y a = p(ii). Considere­
mos -lo, 'Y¡ curvas en X que empiezan en a y sea {'Y .. } .. E 1 una homotopía 
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'O(t) 

b 

a 

11 (t) 

Figura 3.3: Curvas con homotopía que fija los extremos 

de IÓ G 11 que fija a a. Supongamos que para todo u E J, IU tiene un levan­
tamie7lto fu con respecto a p: X --> X tal que I~(O) = a. Entonces, {fu}uEI 
e$ uno homotopía entre los levantamientos io y i1 . 

La demostración del teorema general de Monodromía puede consultarse en 
[1] o 15]. 

3.12 Proposición. Sean X, X variedades n-dimensionales y p: X --+ X 
un homeomorfismo local. Sea a E X, a = p(a) y b E X. Consideremos 10, 11 
curvas en X que inician en a y terminan en b. Supongamos que existe 
bU}UEI homotopía entre 10 y 11 con extremos a y b. Si para todo u E J, 
IU tiene un levantamiento fu con respecto a p que empieza en a, entonces 
io y 11 tienen los mismos puntos finales y 1~(1) es independiente de u. 

Demostración. Por el teorema general de Monodromía, se tiene que la apli­
cación F: 1 x J --> X definida por F( t, u) = fu (t) es continua. En particular, 
la aplicación F(1, u): J --+ X definida como u f-t 1~( 1) es continua. Esta 
aplicación es un levantamiento de la aplicación constante u f-t 1(1) = b 
lo mismo que la aplicación constante definida como u f-t 1'0(1), además se 
tiene que F{O, 1) = 1'0(1). Entonces, por el Lema 3.1, es también constante. 
Por tanto io y i1 tienen los mismos puntos finales y f.,(1) es independiente 
deu. D 
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"(" (t) 
~ 

1 

Figura 3.4: El Teorema General de Monodromía 

"(" (t) 

o 1 

Figura 3.5: Proposición 3.12 
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3.13 Teorema (Versión Homotópica del Teorema de Cauchy). Con­
sideremos n e e una región y sean 10, 11 curvas en n con los mismos 
extremos a, b. Supongamos que existe una homotopía entre 10 y 11 en n que 
fija los extremos. Entonces, para toda f E 1-l(n) se tiene 

r fdz = r fdz. 
J"IO J"Il 

Demostración. Sea {Iu}uEI una homotopía entre 10 y 11 que fija los ex­
tremos. Sea fu: 1 -> O definida por fu (t) igual al germen en IU (t) de f. 
Entonces {fU}UEI es una homotopía en O entre fo Y f 1 que fija los puntos 
extremos fa y fb. Sea F" el germen en a de una primitiva de f en algu­
na vecindad de a. Entonces, como d: O -> O es cubriente, fu tiene un 
levantamiento fu: 1 -> O tal que fu(O) = Fa. Por la Proposición 3.12, 
ro(l) = r 1(1), y este germen tiene el mismo valor en b = 10(1) = 11(1). Sea 
Q tal valor, entonces 

r fdz = Q - F~(a) = r fdz . 
J"IO J"Il 

o 
3.9 Definición. Sea X un espacio de Hausdorff arco conexo. Decimos que 
X es simplemente conexo si dadas 10, 11 dos curvas en X con los mismos 
puntos extremos a y b, existe una homotopía {Iu}uEI en X entre 10 y 11 
que fija los extremos. 

3.10 Definición. Sean X un espacio Hausdorff arco conexo, a E X Y I 
una curva cerrada que inicia y termina en a. Decimos que I es homotópica 
a la constante a, si existe una homotopía {,U}UEI entre 10 = I Y la curva 
11 definida como 11 (t) = a para cualquier t El, que además, fija los puntos 
extremos. 

Observemos que si X es simplemente conexo, toda curva cerrada es 
homotópica a un punto. El recíproco también es cierto (la prueba de esto 
sera considerada mas adelante). 

3.14 Teorema (de Cauchy). Si n e e es un dominio simplemente 
conexo, entonces para cualquier f E 1l(n) y toda I curva ce7Tada en n, 
es válida la igualdad i fdz= O 
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Demostmción. Sean las curvas 10 (t) = ,( t) Y 11 (t) = 10 (O) en la versión 
homotópica del teorema de Cauchy (Teorema 3.13). Se tiene entonces 

r fdz = r fdz = o. 
J'Y . . J'Yo 

o 
3.15 Teorema. Sea 11 e e un dominio simplemente conexo. Entonces toda 
f E 1i(11) tiene una primitiva en 11. 

Demostmción. Sea <p: 11 -+ O tal que <p(z) es el germen de f en z. Entonces, 
como d: O -+ O es cubriente, sabemos que existe una aplicación continua 
<1>: 11 -+ O tal que do <1> = <p. Definimos F sobre 11 por F(z) igual al valor de 
<I>(z) en z. Afirmamos que F E 1i(n). Si Zo E 11 Y (U,'I/J) es un representante 
de <I>(zo), entonces por la continuidad de <1> se tiene que si <I>(z) es el germen 
en z de 'I/J en una vecindad V de Zo, entonces Flv = 'l/Jlv, lo cual prueba 
que F E 1i(n) . Por tanto como do <1> = 9 se tiene que F' = f sobre 11. Lo 
que concluye la prueba. O 



Capítulo 4 

Versión Homológica del Teorema de 
Cauchy 

Aquí trataremos la versión homotópica del teorema de Cauchy. Para este 
fin, daremos reh"Ultados sobre particiones de la unidad para un uso técnico. 
Después definiremos lo que es el índice de una curva cerrada con respecto de 
un punto para dar paso a la demostración del teorema del residuo, la fórmula 
de Cauchy y la versión homotópica del teorema de Cauchy. También se 
mOb"trara la existencia de una función u E GOC(n) que cumpla la ecuación 
~; = tP para fj) E Gü(n). Esto último será necesario para el siguiente 
capítulo. 

4.1. Particiones de la unidad 

Sean n un subconjunto de ]R" (n ~ 1) Y U = {U;}¡EI una cubierta 
abierta de n. 
4.1 Definición. Consideremos una función f : n ....... lR. El soporte de f 
denotado por supp(f) está definido por: 

supp(f) = {x En: f(x) =1= O} 

4.2 Definición. Una partición de la unidad relativa (o subordinada) a U 
es {fj)¡: n ....... RhEI una familia de funciones Goc (con el mismo conjunto de 
índices 1 de la cubierta U), que tiene las siguientes propiedades: 

1. fj)¡ ~ O en n y supp(fj)¡) e Ui . 

2. La familia de conjuntos cerrados {supp(fj)¡)hEI es localmente finita 
(es decir, para un conjunto compacto K e n, el conjunto {i El: 
Knsupp(fj)¡) =1= O} es finito). 

55 
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a 

Figura 4.1: 

3. ¿iEI </>i = 1 en fl. 

4.1 Lema. Sean A, B subconjuntos cerrados ajenos de Rn con A acotado. 
Entonces existe una función </>: Rn ....... R de clase Coo tal que </>(x) == 1 en 
A y</>(x)=O enB. 

Demostmción. Sean O < a < b dos números reales. Consideremos la función 
(véase figura 4.1) f : lR ....... IR con regla 

f(x) = ~~-~ 
{ 

1 1 

para a < x < b, 

en otro caso. 

Es fácil ver que f (x) es COO en R. Ahora construimos la función 

( t f(t)dt F x)= ;:.,X~ __ J: f(t)dt 

Observemos que F(x) es también Coo en IR y que 

{

O 
F(x) = 1 

decrece desde 1 hasta O 

como lo muestra la figura 4.2. 

para x ~ b, 

para x ::s: a , 

para a ::s: x ::s: b 

Definamos ahora la función 1jJ(x): IRn ....... IR mediante la fórmula 

n 

1jJ(Xl, ... ,xn ) = F(xi + ... + x~) = F(I>n 
i=l 
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~ lR 
01--"""---.......... _-

a b 

Figura 4.2: 

Si tornamos T
2 = I::l x; vemos que 'IjJ (x) es Coo en IR" y 

{

O para T 2 2 b, 

'IjJ(x) = 1 . para r 2 ::; a, 

decrece desde 1 hasta O para a ::; r 2 ::; b. 

Con la ayuda de una construcción corno la anterior, podernos asegurar que 
si S y S' son dos esferas concéntricas en IRn y S incluye a S', entonces 
existe una función suave 'IjJ (x) tal que 'IjJ (x) == O fuera de la bola limitada 
por S , y 'IjJ(x ) == 1 en la bola limitada por S' . Consideremos ahora los 
conjuntos cerrados A y B . Como A es compacto, existe un conjunto finito de 
esferas {Sd:~l tales que las correspondientes bolas abiertas Di con aDi = 
Si constituyen una cubierta del conjunto A, es decir, A e U;~l Di ' Ya que 
AnB = 0, podemos considerar que DinB = 0 para cualquier i. Ahora, para 
todo i existe una esfera mas pequeña S: concéntrica con Si, S: e Si , tal que 
el conjunto de esferas {S:} también es cubierta de A, es decir, A e Ui~ 1 D; . 
Sean 'ljJi (x) E Coo (lR") funciones tales que: 

'ljJi (X) = {~ 
Se define la función <p: lRn -> lR, 

m 

en D~, 

en Di. 

<p(x) = 1 - rr (1 - 'ljJi (X)) . 
i=1 

Claramente <p(x) E coo(1Rn), <p(x) == 1 en A y <p(x) == O en B . o 
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4.2 Lema. Sean U un conjunto abierto en Rn y K un subconjunto compacto 
contenido en U. Entonces existe </> E eOO(U) tal que </>(x) > a para todo 
xEK. 

Demostmción. La función 'l/l definida sobre R mediante 

{

_....L. 

'l/l(t) = ~ 1-' si t < 1, 

si t ;::: 1 

es eoc en R. La función {: Rn -+ R definida mediante {(Xl, .. . ,xn ) = 
y,(2(xi + ... + X~» es coo en Rn y cumple que {(a) > a ,supp ({) = 
{x E Rn : ¿x~ ~ H. Sea Ó > a la distancia l entre K y Rn \ U. Definimos 
para cualquier a E K, una función </>a E C""(Rn) como </>a(x) = {(x¡a) . 
Observemos que </>a(a) > 0, sUPP(</>a) e U, que los conjuntos definidos como 
Vo = {x E U: </>a(x) > a} son abiertos y UaEuVa = U ::) K. Entonces, por 
ser K compacto, existen al, . .. ,ap E K tales que Uf=l Va; ::) K. La función 
• = </>a1 + ... + 4>a p tiene las propiedades que pide el Lema. O 

4.3 Teorema. Sea n un abierto en Rn y U = {Ui}iEI una cubierta de n. 
Entonces existe una partición de la unidad relativa a U. 

Demostmción. No es difícil ver que existe una cubierta abierta {Vj }jEJ 
localmente finita de n tal que2 Vj <S n para cualquier j E J, Y que sea un 
refinamiento de U, es decir, para todo j E J existe i E 1 tal que Vj e Ui . 

Elegimos una aplicación í: J -+ 1 tal que Vj e Ur(j). Entonces existen 
subconjuntos compactos Kj e Vj tales que UjKj = n. Sea 'l/lj E CO'(Vj) 
ron 'l/lj(x) > a para x E Kj. Sea 'l/l = ¿jEJ'l/lj, entonces {Vj} es localmente 
finita, la suma ¿jEJ 'l/lj es una suma finita sobre cualquier subconjunto 
compacto de n, entonces 'l/lj E cO'(n). Así, 'l/lj > a sobre Kj y entonces 

'" > a sobre n = uKj . Sea {j = Yft, {{j} es una partición de la unidad 
relativa a {Vj}. Para i E 1 sea Ji = í-l(i) Y definimos </>i ¿jEJ; {j, 
entonces {4>;} es una partición de la unidad relativa a U. O 

4.4 Teorema. Sea n un abierto en]Rn y sea X e n un subconjunto cerrado 
de n. Sea U un abierto en n con X e U. Entonces existe </> E COO(n), 
O ~ </> ~ 1 tal que </>Ix = 1 Y </>1!1\U = a. 

¡La distancia entre un compacto K y un cerrado F , se define como d = mín{d(x, y) : 
rE K,y E F} 

2Vj ¡¡;; n indica que V j es relativamente compacto en n, es decir, la cerradura de Vj 

en n es un conjunto compacto 
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Demostración. Sean V = n \ X Y {</Ju, </Jv} una partición de la unidad 
relativa a la cubierta {V, U} den, entonces como supp(<I>v) e V se tiene 
que <l>v/x = O. Como <l>u + <l>v = 1 sobre n, se tiene además que </Ju/x = 1, 
luego supp( CPu ) e U. Entonces, tomando <1> = <l>u tenemos el resultado. O 

4.5 Teorema. Sea n un abierto en Rn y sean XI , X 2 dos subconjuntos 
cerrados de n con Xl n X 2 = 0. Sean <1>1,<1>2 E CX(n), entonces existe <1> E 

COO(n) con <I>/XI = <l>1Ixl y </J/X2 = </J2 /X2· Mas aún, si -00 ~ a < b ~ +00, 
1 es un intervalo con puntos extremos a, b y 91 (n) U <l>2(n) e l, entonces 
podemos elegir <1> tal que <I>(n) e l. 

Demostración. El teorema anterior garantiza la existencia de esta función 
o E COC(n) , O ~ o ~ 1 tal que O/XI = 1 Y O/X2 = O. Entonces si tomamos 
</J = 0<1>1 + (1 - 0)<1>2, tenemos el resultado. O 

4.2. Versión Homológica del Teorema de Cau­
chy 

En esta sección trataremos el concepto de índice de una curva cerrada 
con respecto a un punto. Aquí puede encontrarse la prueba de que el índice 
siempre es un número entero y que es independiente de la curva. También 
damos la prueba de la versión homológica el teorema de Cauchy en cuya 
demostración utilizaremos el teorema del residuo. 

4.3 Definición. Consideremos T [0,1) ---+ e una curva cerrada en e y 
a E e \ lma(¡). La aplicación </J: e ---+ e \ {a} definida por <I>(z) = a + eZ es 
una aplicación cubriente. Sea i un levantamiento de "'l. Definimos el índice 
de "'1 con respecto a a como el número nh,a) definido por 

nh,a) = 2~i [i(l) - i(O)] 

El índice está bien definido: 

4.6 Lema. Si "'1: [O, 1) ---+ e es una curva cerrada, a E e \ 1 ma( "(1) Y "'11, "'12 
son levantamientos de "'1 con respecto a la aplicación z 1--+ a + e Z

, entonces 
"'12(1) - "'12(0) = "'11(1) - "'11(0). Entonces, nh,a) depende únicamente de "'1 
y a pero no del levantamiento. 

Demostración. Como tenemos que a+e"'l (O) = "'1(0) = a+c"'2(0), existe n E Z 
de tal manera que "'12(0) = "'11 (O) + 21rin. Las aplicaciones t 1--+ "'11 (t) + 21rin 
y "'12 son dos levantamientos con el mismo punto inicial t = O. Entonces 
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por Lema 3.1 se tiene que 1'2(t) = 1'1 (t) + 27rin para todo t, en particular 
1'2(1) - 1'2(0) = 1'1(1) - 1'1(0). O 

4.7 Lema. Si T ¡0,1J -+ e es una curva cerrada ya E e \ Ima(')'), se 
tiene que n (-y , a) es un entero . 

DemostTUCi6n. Si i es el levantamiento de 1', entonces a + é(l) = 1'(1) = 
1(0) = a + é(O). Entonces i(1) = i(O) + 27rin para algún n E Z. O 

4.8 Lema. Para una curva cerrada l' se cumple la igualdad 

1 ¡ dz n(')',a) = -2' --o 
7rt -y Z - a 

Demostraci6n. Consideremos d: O -+ O, la aplicación derivada (ver Defini­
ción 3.5) y 1]: e \ {a} -+ O la aplicación definida mediante la regla T}(w) = 
germen en w de la función f(z) = z~a' Sean T [0,1] -+ e una curva ce­

rrada, r = 1] o 1 y f un levantamiento de r con respecto a d. Tomemos 
w = 1'(t), t E ¡O, 1] Y Fw el germen en f(t). El par (D, F) es un represen­
tante de F", en un disco D centrado en w, por la definición de la aplicación 
d, tenemos que F'(z) = z~a para z E D. Entonces (~ [(z - a)e-F(z)] = 

(1 - (z - a)F'(z»e-F(z) = O para cualquier z E D. 

O 
f 
/ 1 d 

[0,1] 
r 

O -+ 
1) 

h / 
e \ {a} 

Sea 1¡(t) = el valor en 1'(t) del germen f(t). Observemos que (')'(t') -
a)e-11 (t') = (,),(t') - a)e-F(-y(t'» para t' suficientemente cercano a t. Co­
mo (z - a)e-F(z) es constante sobre D , la aplicación t f--+ (')'(t) - a)e--y¡(t) 
es localmente constante sobre D. Además t f--+ (')'(t) - a)e--y¡(t) es local­
mente constante sobre [0,1J. Si a = (')'(0) - a)e--Y¡(O) y e E e es tal que 
eC = a, entonces la aplicación t f--+ i(t) = 1'1 (t) + e es un levantamiento 
de 1 (con respecto a z f--+ a + eZ

). Entonces 27ri n(')',a) = i(1) - i(O) = 

f(1)(1(1» - f(O) (')'(0» = J-y z~a ' O 

4.9 Lema. Sean a E e y 1'1, 1'2 curvas con punto final e inicial Zo E e \ { a }. 
Supongamos que 1'1 y 1'2 son hamo tópicas en e \ {a} (con homotopía fija en 
zo). Entonces n(')'l,a) = n(')'2,a). 
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Demostración. Por la versión homotópica del teorema de Cauchy (Teorema 
3.13) aplicado a la función z f-> (z - a)-l se sigue el resultado. O 

4.4 Definición. Sean n un dominio en e y "(: [O, 1] --> n una curva cerrada 
en f!. Decimos que "( es homóloga a O en n, y escribimos "( "'n O, si el 
conjunto S = {a E e \ Ima("() : n("(, a) 1= O} está contenido en n. 

4.10 Lema. Si'Y= [0,1] --> n es una curva cerrada de n que es homotópica 
a una constante en n, entonces "( "'n o. 

Demostmción. Sea a E e \ n. Si "( es homotópica a una constante en n e 
e \ {a}, entonces J.., z~adz = O, por lo que n("(,a) = O. O 

4.5 Definición. Sean n abierto en e y E un subconjunto discreto de n. 
Consideremos f E 1t(n \ E), Y elegimos r > O de tal manera que D(a, r) = 
{z E e: Iz-al ~ r} e n y D(a, r)nE = {a}. Entonces f tiene un desarrollo 
en serie de Laurent 

00 

f(z) = L cn(z - a)n, 0< Iz - al < T. 

11.=-00 

Al coeficiente C-l lo llamamos el residuo de f en a y lo denotamos res ¡ (a). 

4.11 Teorema (del Residuo). Sean n un abierto en e y E un conjunto 
discreto en n. Sea "( una curva cerrada en n \ E que es homotópica a 
una curva constante en n. Entonces para todo f E 1t(n \ E) el conjunto 
{a E E: nh,a) 1= O} es finito y tenemos 

2:i 1 fdz = L res¡(a) n("(,a) 
.., aEE 

(4.1) 

Demostración. Sean "(: [O, 1] --> n \ E Y F: 1 x 1 --> n una homotopía entre 
"( y una curva constante (la homotopía fija "((O) = "((1». Sea K = F(I x 1). 
Como K es compacto por ser la imagen continua de un conjunto compacto 
y E es discreto se tiene que K n E es finito. Si a E E Y a ~ K , entonces 
F es una homotopía entre "( en una curva constante en e \ {a} por lo que, 
n("(, a) = O. Entonces {a E E: n("(, a) 1= O} e E n K y por tanto es finito. 
Sea E n K = {al, . . . , ap } y consideremos gj la parte principal de f en aj, 
entonces f - gl - ... - gp es holomorfa en un conjunto abierto U :> K y "( es 
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homotópica a una constante en U. Por la versión homotópica del teorema 
de Cauchy (Teorema 3.13) se tiene: 

¡ fdz = t ¡ 9j dz. 
, j=l ' 

Sea gj(z) = I.:~~-oo c~)(z - aj)n la parte principal del desarrollo en serie 
de Laurent de f en ajo Esta serie converge uniformemente sobre Imah), y 
entonces 

( )n+l 
Ya que (z - aj)n tiene por primitiva a z-:il sobre e \ {a} para n "1 -1, 
entonces 

o 

4.12 Teorema (Fórmula de Cauchy). Sean n un conjunto abierto en 
e y , una curva cerrada en n homotópica a una constante. Consideremos 
f E 1i(n) ya E Imah). Entonces 

1 ¡ f(z) 
nh,a)f(a) = -2. --dz. 

1rl ,z-a 

Demostración. La función g: n \ {a} -> e definida por g(z) 
holomorfa sobre n \ {a} y se tiene 

resg(a) = lím(z - a) f(z) = lím f(z) = f(a). 
z-a Z - a z-+a 

Entonces por Teorema 4.11 se cumple que 

1 ¡ f(z) 
- . --dz = f(a)nh, a). 
21ft , z - a 

l.J.=l es 
z-a 

o 
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4.13 Proposición. Toda curva "(: [O, 1] -> n es homotópica a una curva 
diferenciable a trozos r : [0,1] -> n mediante una homotopía que deja fijos 
los puntos extremos. 

Demostración. Sea E > O tal que Dh(t) ,E) e n para cualquier t E [0,1] . 
Sea ° = to < tI < ... < tp = 1 de tal manera que b(t) - "( tv)1 < ~ 
para cualquier tv < t < tv+1 1/ = 0, ... ,p - 1. Definimos r: 1 -> n de la 
siguiente manera. Si tv < t < tv+l, sea r(t) = ovt + /3v tal que 0v , /3v E e 
y se eligen de manera que ,,(tv) = ovtv + /3v Y 1(tv+¡) = Ovtv+I + /3v. 
Entonces r es diferenciable a trozos. Mas aún, b(t,,+¡) - "((t ... )1 < ~ . Así, 
Ir(t) - "(t,,)1 = Ir(t) - r(t,,) I < ~ (el segmento entre "(t,,) y "(t ... +I) 
está en el disco Dh(tv ), ~), entonces Ir(t) - "(t)1 < E para ° :S t :S 1) . 
La aplicación F(t, u) = (1 - u)"t(t) + ur(t) con O :S t :S 1 Y O :S u :S 1, es 
una homotopía entre r y "(, ya que F(t, u) E n para cualquier u , t. Además 
como lF(t , u) - "(t)1 = ulr(t) - "(t)1 < E, es continua. Y fija los extremos 
debido a que se cumplen las relaciones 

F(O, O) = "(O) = /30 = r(O) = F(O, l) 

F(l , O) = "( 1) = op - 1 + /3p- 1 = r(l) = F(l , 1). 

o 
4.14 Teorema (Versión Homológica del Teorema de Cauchy). Sean 
n un dominio en e y T [0,1] -> n una curva cerrada en e, con"( "'o O. 
Entonces para cualquier f E 1t(n) tenemos: 

i fdz = O 

Demostración. Por la proposición anterior existe r : [0,1] -> n curva di­
ferenciable a trozos que es homotópica a "( con los extremos fijos, por el 
Lema 4.9, nh,a) = n(r, a) para a E n y entonces r "'O O. Por la ver­
sión homotópica del teorema de Cauchy (Teorema 3.13) se tiene que para 
cualquier f E 1t(n) se cumple 

i fdz = Ir fdz . 

Sea {R..} una sucesión de funciones racionales cuyos polos3 están fuera de 

3Si f es una función holomorfa en una región n que contine alguna vecindad agujerada 
de zo, entonces zo es una sigula ridad aislada. Además, si en el desarrollo de Laurent de 
Zo todos los C- n con n E N, excepto un nllmero finito son cero diremos que Zo es un polo. 
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!1 Y de tal manera que límn->oo Rn = j uniformemente sobre Ima(r)4, 
entonces 

lím r Rndz = lím t Rn(r(t))r'(t)dt = t j(r(t))r'(t)dt = r jdz. 
n->oo Jr n->oo Jo Jo Jr 

Por otra parte sea En el conjunto de polos de Rn, es decir, En e e \!1. Por 
el teorema del Residuo (4.11 Teorema) se tiene que 

2:i Ir Rndz = L n(r, a)resRn (a) = O 
r aEEn 

pues n(r, a) = O para cualquier a (j. !1. Entonces 

lo que demuestra que J"( jdz = O. o 

4.3. La ecuación ~~ = q; 
En ésta sección mostraremos la existencia de una función u E COO(!1) 

que cumple la ecuación ~~ = <jJ para una función <P E Cff. La existencia de 
esta función nos será importante en el siguiente capítulo. 

4.15 Lema. Sean R, R' rectángulos cerrados en e tales que R' e int(R). 
Consideremos un abierto U que contiene a R \ int(R') y <P E Ci)(U). En-
tonces 

2i Ir r ~~ dxdy = r <jJdz - r <jJdz. 
JR\R' uZ JaR JaR' 

Demostración. Sean K = R \ int(R') y a E Ci)(U) tal que alK l. 
Definamos una función 'ljJ sobre una vecindad V de R por 

'ljJ (z) = {~(Z)<jJ(Z) si z E U, 

si z E V \ U. 

4Esto se garantiza mediante: 
Teorema Clásico de Runge. Si e \ !1 es conexo, entonces toda función en 1t(!1) puede 
aproximarse uniformemente por funciones racionales en !1. 
Véase [1] o [32] . 



4.3. La ecuación ~~ = <P 65 

Entonces 

2i Jr { ~~ dxdy = { 1jJdz = { 4>dz , 
lR uZ laR l aR 

(4.2) 

y 

2i Jr { ~~ dxdy = { 1jJdz = { 4>dz. 
lR' uZ laR' laR' 

(4.3) 

Restando 4.3 en ·1.2 se tiene el resultado. o 
4.16 Lema. 

{{ _,l,dXdY = 21T. 
1 llzl<1 z 

Demostración. Si cambiamos a coordenadas polares haciendo z red} , 
obtenemos 

Ji 1 ¡1 ¡27r 1 
-, ,dxdy = (-) rdrdB = 21T 

Izl<1 Z o o r 

4.17 Teorema. Sea 4> E CO'(C). Entonces, para w E <C se tiene 

Ji fJ4> 1 
~--dxdy = -1T4>(W) 

e 8z z - w 

o 

Demostración. Si reemplazamos z por z + w (w fijo), la fórmula de cambio 
de variable en una integral doble nos lleva a 

Ji 84> 1 Ji 84> 1 
8

- --dxdy = !'l- (z + w)-dxdy. 
e z z - w e uZ z 

Como 4> tiene soporte compacto, podemos encontrar R un rectángulo que 
contiene al origen y tal que <p( z + w) = O para cualquier z f/. int(R). Con­
sideremos R" = [-10,10] x [-10,10] con é un número real positivo pequeño de 
tal manera que R" e int(R). Entonces por el Lema 4.15 

Ji fJ rj> 1 
2i !'l - (z + w)-dxdy = 

R\R, uZ Z 
2 · !~ 8 (4)( z + w)) 1 d 2 8- ( X y 

R\R. Z Z 

_ ( 4>(z + w) dz 
1 DR. Z 



66 4. Versión Homológica del Teorema de Cauchy 

pues 4>(z + w) = O para z E aR. Ahora, 

( 4>(z + w) dz = ( 4>(z + w) - 4>(w) dz + 2rri4>(w). 
laR, z laR, z 

Como 4> E C8"(c), entonces existe M> O tal que 14>(z +w) - 4>(w)1 ~ Mlzl. 
Así, 

lím I ( 4>(z + w) - 4>(w) dzl ~ lím M . L(aR
ó

) = lím M . 8é = o. 
ó ..... o laR, z ó ..... O ó ..... O 

Por el Lema 4.16 

2i Il ::(z +w)~dXdy = -2rri4>(w). 

Como 4>(z + w) = O para z f/. R, se tiene 

¡i 04> 1 ir¡ 84> 1 
!'}_ --d$dy = !l- (z + w)-dxdy = -rr4>(w) . 

e uZ z - W R uZ Z 

o 
4.18 Teorema. Sea 4> E C8"(c). Definimos una función u sobre e como 

u(z) = _! ¡r ( 4>«() d~dr¡ 
rr le (- z 

(( = ~ + iT}, ~ , r¡ E IR Y ~dr¡ denotan la medida de Lebesgue en el (-plano J. 
Entonces u E Ca (q y se tiene 

au = A. az <¡J. 

Demostración. De igual manera que en el Teorema 4.17 si reemplazamos ( 
por ( + z, tenemos que 

u(z) = _! ¡r ( 4>«() ~dT} = _! ir r 4>«( + z) d~dr¡, 
rr le ( - z rr le ( 

como ~ es integrable sobre cualquier conjunto compacto (por el Lema 4.16) , 
es continua. Sea h E IR \ {O} . Entonces 

u(z + h) - u(z) = _! ({ ! 4>«( + z + h) - 4>«( + z) d~dr¡ 
h rr 1 le ( h 



4 3 L ·, élu A.. .. a ecuaclon ¡Ji = 'V 

Para z y ( fijos se tiene 

1
, </>( + z + h) - </>( + z) _ fJ</>( ) 
h~ h - fJ~ + z 
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Mas aún, como </> es continuamente diferenciable y tiene soporte compacto, 
éste límite converge uniformemente en ( para z en todo subconjunto com­
pacto de C. Ahora, como I~I es integrable sobre cada conjunto compacto, 
concluimos que 

fJu (z) = lím u(z + h) - u(z) 
ax h~O h 

1 Ji. 1 a</> = -- --( + z)d{dr¡ 
7r e ( a~ 

1 Ji. a</> 1 = -- -()-d~dr¡ 
7r e a~ (- z 

y este límite es uniforme para z en cualquier conjunto compacto en e , por 
tarlto ~~ es continua. Similarmente se tiene que 

au(z) 
ay _~ Ir r ~ a</> ( + z)d~dr¡ 

7r le ( ar¡ 

_~ Ir r a</> ()_l-d~dr¡ 
7r le ar¡ ( - z 

y es continua. Repitiendo estos argumentos , podernos establecer que la fun­
ción u pertenece a CO' (q. 
Finalmente 

~(au +iau) 
2 ax ay 

au 
az 

_~ (Ir r a</> ()_l-d~dr¡ + i Ir r a</> ()_l-d~dr¡) 
27r le ax ( - z le ar¡ ( - z 
_~ Ir r (a</> () + i a</> ()) _l-d~dr¡ 

27r le a~ ar¡ ( - z 

_~ Ir r 2a~()_1_d~dT} 
27r le a( ( - z 

_~ Ir r a~()_l_d~dr¡, 
7r le a( (- z 

así por el Teorema 4. 17 se tiene, 

au 
az = </>(z) 
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o 
4.19 Teorema (Variante de la Fórmula Integral de Cauchy). Sean 
n un abierto en e y K un compacto de n. Sea u E Cü(n) tal que u = 1 
sobre cualquier vecindad de K. Entonces, para toda función f E H(n) se 
tiene 

f(z) = _.!. ¡r r a~ f(()_1_df.dr¡ 
11" Jo. a( (- z 

para z E K. 

Demostración. Definimos </> E Cü(n) por 

</>(z) = {Uo(Z)f(Z) si Z E n, 
si Z E e \ f1. 

Entonces para Z E K se tiene 

f(z) = 1 ¡~ a</> 1 </>(z) = -- ~-d~dT} 
11" o. a( ( - z 

1 ¡le (aU af ) -- ~f + o~ d~d'7 
11" o. a( a( 

_.!. ¡r r a~ f(() d~dr¡ . 
7r Jo. a( ( - z 

o 
4.6 Definición. Sea n un abierto en e y A e n. Definimos A como la unión 
de A con todas las componentes conexas de n \ A que son relativamente 
compactas en n. 

4.20 Teorema. Sean n un abierto en e y </> E c8"(n). Entonces, existe 
u E Cü(n) tal que ~~ = </> sobre n. 

Demostración. Si K es un subconjunto compacto de n, sea o E Cü(n) 
con o == 1 en una vecindad de K, por el Teorema 4.18, aplicado a o</> (en 
lugar de </», existe v E c8"(n) tal que ~~ = 09 = </> en una vecindad 
de K. Sea {Kn}n21 una sucesión de conjuntos compactos en n tales que 

Kn e int(K"+I), UK" = n y K" = K". Aplicando lo anterior a cada K", 
se tiene que existe v" E C8"(n) tal que ~ = </> sobre una vecindad de Kn . 
Entonces vp+ 1- vp E O(Kp). Elegimos hp E H(n) tal que IVp+I - vp - hpl < 
2~' Definimos u sobre n como 

u = vp ¿)vq+1 - vq - hq) - h l - . .. - hp_I 
Q2p 
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sobre Kp. Esta expresión define a tt independientemente de p. Entonces 
wq = Vq+l - vq - hq E 1í(int(Kp)) para q ~ p y la serie Lq~p wp converge 
uniformemente sobre Kp. Así, encontramos tt - vp E 1í(int(Kp)), tal que 

Z~ = ~ = rj; sobre Kp. Entonces como p ~ 1 es arbitrario, el resultado se 
obtiene. O 



Capítulo 5 

Versión Cohomológica del Teorema de 
Cauchy 

En este capítulo se definen los primeros Grupos de Cohomología con 
coeficientes en e, con respecto a una cubierta U de un dominio n y se 
utilizan resultados sobre funciones localmente constantes para mostrar la 
versión cohomológica del teorema de Cauchy. 

5.1. Grupos de cohomología 

Supongamos que X es un espacio topológico y que I es un sistema de 
conjuntos abiertos en x . Una pregavilla de grupos abelianos sobre X es un 
par (F, p) que consiste de: 

• Una familia F = {F(U)}uEI de grupos abelianos . 

• Una familia p = {p~ : F(V) -> F(U) ; U, V E IV e U} de homomor­
fismos de grupos con las siguientes propiedades: 

• p~ = idJ'"(U) para todo U E I 

• p~ o p~ = p{{, para W e V e U 

Denotaremos mediante Fa (F, p). 

Una pregavilla F es llamada gavilla sobre un espacio topológico X si 
para todo U e X y cualquier familia de subconjuntos abiertos Ui e U, 
i E 1 tal que U = UiE1Ui se cumple: 

• Si J, g E F(U) son elementos tal que J/U i = g/Ui para cualquier i E 1, 
entonces J = g. 

71 
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• Si para elementos Ji E :F(Ui ) con i E J tales que JdUinUj = iJluinuj 
para cualesquiera i,j E J, existe J E :F(U) de tal manera que Jlui = Ji 
para cualquier i E J. 

Sean X un espacio topológico y :F una gavilla de grupos abelianos. 
Supongamos que existe una familia U = {Ui}iEI de subconjuntos de X 
tal que X = UiElUi . Para cada entero q = 0,1,2, ... , definimos el q-grupo 
cocadena de :F, con respecto a U como el conjunto 

rr 
Los elementos de eq(U, X) son llamados q-cocadenas. Una q-cocadena 

es una familia (f¡o , ... ,iq)(io, ... ,iq)Elq+l tal que f¡o , ... ,iq E :F(Uio n··· n Ui.) 
para cada (io, ... , iq) E Jq+l. La suma de dos cocadenas está definida com­
ponente a componente, lo que da a eq (U, X) una estructura de grupo. 

Definamos ahora los operadores coborde 

Para (h)iEl E eO(U,:F) definimos su imagen bajo ó: eO(U, :F) -+ el (U,:F) 
como Ó((h)iEI) = (9ij)i ,jEI donde 9iJ := Ji - iJ E :F(Ui n Uj ). 

Para (Jij)i ,jEI E el(U,:F) definimos su imagen bajo ó: el(U,:F) -> 

e 2(U,:F) como ó( (Jij)i ,j,kEI ) = (9ijk )i,j,kEI donde 9ijk := Jij + iJk+ iki E 
:F(Ui n Uj n Uk) . 

5.1 Observación. Los operadores coborde son homomorfismos de grupos. 

5.2 Observación. ó o ó = O 

Sea 

que llamaremos el conjuntos de los 1-cociclos y 

que será el conjunto de 1-bordes. Por la Observación 5.2, El (U,:F) es un 
grupo normal de Zl(U,:F) . 
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5.1 Definición. El grupo cociente 

es llamado el Primer Grupo de Cohomología con coeficientes en F con res­
pecto a la cubierta U. 

El cero-grupo de Cohomología 

Definjmos también el conjunto de O-cociclos como 

y el conjunto de O-bordes mediante 

rfJ(U,F) := O 

Por tanto podemos también considerar al grupo cociente, 

o( ) ZO(U, F) ° 
H U,F := BO(U, F) = Z (U,F) 

a este grupo le llamamos el cero-grupo de cohomología con coeficientes en 
F con respecto a la cubierta U. 

De la definición de Ó, si tomamos una O-cocadena (f¡) E CO (U,:F) en 
ZO(U,F) se tiene que f¡lu,nuj = Jjlu,nuj para cualquier i,j E l . Los e­
lementos Ji definen un elemento global J E F(X) y por tanto se tiene un 
isomorfismo natural entre HO(U,F) y F(X), es decir 

El grupo HO (U, F) es independiente de la cubierta U y por tanto lo podemos 
definir como 

HO(U,F) := F(X) 

El grupo HO(U ,F) nos da el número de componentes conexas de X pues si 
Ji 1: h entonces c¡ 1: Cj con Ci Y Cj constantes y por tanto U tiene tantas 
componentes como constantes Ci distintas existan. 
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5.2. Versión Cohomológica del Teorema de Cau­
chy 

En ésta parte daremos la prueba de la versión cohomológica del teorema 
de Cauchy y algunas de sus consecuencias como· por ejemplo, que el primer 
grupo de cohomología para un dominio simplemente conexo es cero. 

5.1 Teorema. Sea n un subconjunto abierto de IRn y sea U = {UdiEJ una 
cubierta de n. Supongamos que para cada par i,j E 1 se tiene una función 
<Pij E COO(UinUj ). Supongamos además que para cada tres índices i,j, k E 1 
tenemos que <Pik = <Pij + <Pjk sobre Ui n Uj n Uk. Entonces, existe una familia 
de funciones {<Pi};EJ con <Pi E COO(Ui) tal que <Pi - <Pj = <Pij sobre Ui n Uj 
para cualquier i,j E l. 

Demostración. Sea {a;}iEJ una partición de la unidad relativa a U . Para 
cada abierto Ui de la cubierta, definimos ~i: Ui --+ e mediante: 

Entonces ~i E COO(Ui ). Definamos la función 

<Pi = L aj<Pij sobre Ui· 
jEJ 

Entonces, como la familia {supp( a j )} es locamente finita, la suma anterior 
contiene un número finito de términos distintos de cero en una vecindad 
de cada punto de Ui, por tanto, <Pi E COO(Ui ). Veremos ahora que cumplen 
la ecuación. Entonces, debido a que <Pij + <Pjk = <Pik sobre Ui n Uj n Uk, 
tomando i = k = j se tiene 2<Pii = <Pii lo que implica que <Pii = O sobre 
Ui· Si k = i, obtenemos que <Pij + <Pji = <Pii = O, de donde <Pij = -<Pji en 
Ui n Uj . Sean k, lE l, entonces 

<Pk - <PI = L aj(<Pkj - <Plj) + al<Pkl - ak<Plk 
jik,1 

Ya que <Pkj - <Plj = <Pkj + <Pjl = <Pkl y <Pkl = -<Plk se obtiene que: 

<Pk - <PI = L aj (<Pkl) + al<Pkl + ak<Pkl = L aj<Pkl = <Pkl 
jik,l jEJ 

lo cual prueba la afirmación. o 
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5.2 Teorema. Sea n e C una región y U = {Ud iE! una cubierta abierta 
de n. Supongamos que para todo i,j E 1 existen Jij E H(Ui n Uj ) (con la 
convención de que H(0) = {O}) Y que la familia {Jii} satisface la condición 
/;j + JjI, = Jik sobre Ui n Uj n U k para cualesquiera i, j, k El. Entonces 
existe la familia {JdiE! , donde Ji E H(Ui ), tal que Ji - fJ = Jii en Ui n Uj 

para cualesquiera i,j E J . 

Demostración. Por el Teorema 5.1 podemos encontrar una familia {4>¡}iE! 
donde 4>i E GOC(Ui ) de tal manera que 4>i - 4>i = Jij en Ui n Uj para todo 
.. E 1 E t· l (a</>;) (0b.) - í!& - O b U n U 1,J . n par ICU ar ai - ai - ai - so re i j, ya que 
f¡ j E H(Ui n Uj ). Podemos definir 4> E GOC(11) mediante 4>lu; = g¡¡. para 
cualquier i E 1, que está bien definida. Sea u E G""(11) tal que ~; = 4> en 
n (la función u existe en virtud del Teorema 4.20) y sean Ji = <Pi - u en 
Uj, es claro que J; E H(Ui ). Además, para i,j E 1, se tiene que Ji - fJ = 
(4)i -u)- (4)j -u) = 4>i - <Pj = Jii en Ui nUj como se deseaba demostrar. O 

Sea 11 un subconjunto abie'rto de e y sea U = {Ui };E! una cubierta de 
n. es decir, n = UiE!Ui . Sea J e 1 x 1 el conjunto de pares (i , j) tal que 
Ui n Ui =1 0. Consideremos para un abierto V e C el conjunto de funciones 
con vaJores complejos definida en V que son localmente constantes y que se 
denotará como C(V) (si Ves conexo, entonces las funciones son constantes). 
En este caso tenemos 

CI(U,C)= rr quinUi ) 
(i ,j)EJ 

y los elementos de tal conjunto son llamados l·cocadenas del cubriente U 
con valores en C. 

Definamos 

Para el conjunto de O-cocadenas CO(U,C) = DiE! qui ) , definimos la 
aplicación 15: CO( U, C ) ~ Zl( U, C) de la siguiente manera. Si 
(C¡ )iE/ E CO(U,C) con Ci E qU¡) entonces (ÓC) ij = cilu;nuj - Cj lu;nuj = 
C¡ - Cj en Ui n Uj para (i,j) E J . Llamamos B 1(U,C) = Ima(Ó). 

5.3 Observación. Los conjuntos ZI (U, C) Y B1 (U, C) son grupos aditivos 
y C-espacios vectoriales. Además B1 es un subgrupo normal de Zl. 
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5.4 Observación. Con lo anterior podemos definir el grupo cociente 

1( ) Zl(U,q 
H u,e := B1(U,q' 

5.2 Definición. El grupo H1(U, q se llama el primer grupo de cohomología 
con coeficientes en e con respecto a la cubierta U. 

5.3 Definición. Definimos HO(U,q := ZO(U,q = kerÓ y se llama el 
O-grupo de cohomología con coeficientes en e con respecto a la cubierta U. 

Observemos que de la igualdad HO(U, q = ZO(U, q obtenemos el 
número de componentes conexas de X (véase la página 73). 

5.3 Teorema. Sean O e e un dominio y U = {U;}iEI una cubierta de 
O por discos abiertos (es decir, cada Ui es un disco). Supongamos que 
11. 1 (U, q = O. Entonces toda J E 11.(0), tiene una primitiva en O. 

Demostración. Sea J = {(i,j) E 1 xl: Ui n Uj =1= 0}. En cada disco Ui 
tenemos, por el Teorema 2.9, que J tiene una primitiva Fi ' Si (i,j) E J, 
definimos Cij = Fi - Fj en Ui n Uj . Como Ui n Uj es conexo, Cij es constante, 
ya que las primitivas difieren en una constante. Si i, j, k E 1 son tales que 
uinUjnUk =1= 0, entonces Cij+Cjk+Cki = (Fi -Fj)+(Fj -Fk)+(Fk-Fi ) = O. 
Por tanto {= {(C;j)(i ,j)EJ} E Zl(U,q. Pero 11. 1(U,q = O, entonces existe 
C = (Ci)iEI E CO (U, q tal que Ó(c) = ~ . Es decir, existe una familia 
(Ci)iEI E TI qui) con Fi - Fj = C; - Cj en Ui n Uj para cualquier (i,j) E J. 
Ahora definimos F: O -> e como Flu; = Fi - Ci donde Fi es una primitiva 
de J en Ui , entonces como Fi - Ci = Fj - Cj en Ui n Uj , la función F está bien 
definida. Además F' = F;' = J en Ui para todo i El, por lo tanto F es una 
primitiva de J en O. O 

Sean O e e un dominio y U = {UihEI una cubierta abierta de O por 
discos Ui . Definimos un homomorfismo (de e-espacios vectoriales) 

de la siguiente manera: Sea J E H(O) . Para cada disco Ui tenemos que Jiu; 
tiene una primitiva Fi en Ui por el Teorema 2.9. Como (Fi -Fj )' = J - J = O 
en Ui n Uj , entonces Cij = Fi - Fj es constante sobre Ui n Uj . La familia 
{Cij}(i ,j)EJ (donde J = {(i,j) E 1 xl: Ui n Uj =1= 0}) está en Zl(U,q , ya 
que Cij + Cjk = (Fi - Fj) + (Fj + Fk) = (Fi - Fj) = Cik en Ui n Uj n Uk . 

Definimos óu(f) a la clase en H1(U,q de {Cij}. Sea {G;}iEI otra familia 
tal que G i E 11.(Ui ) y G; = J en Ui· Entonces(djdz)(Gi - F¡) = O en Ui, y 
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como U¡ es conexo, entonces ei = G i - Fi es una constante. Si denotamos el 
elemento de ZI(U,q obtenido mediante {G;} por"t = {"tij}¡i .j)EJ donde 
"tij = G ¡ - G j en U¡ n Uj , tenemos "t¡j - e¡j = e¡ - Cj en U¡ n Uj y entonces 
{"tij -eij} E B1(U,q. Así, óu{f) no depende de la elección de las primitivas 
{ Fi }, por lo que está bien definida. 

Sea dn: 1-l(n) -+ 1-l(n) el operador derivada f ....... f' = tlz. Entonces, la 
ecuación dn(F) = f denota simplemente que F es la primitiva de f sobre 
n. 

5.4 Teorema (Versión Cohomológica del Teorema de Cauchy). Sean 
n un dominio en e y u = {U¡hEI una cubierta abierta de n por discos U¡. 
Entonces la siquiente sucesión es exacta 

donde in asigna a cada número c E e, la función constante c sobre n. 

Demostración. Afirmamos primero que la aplicación in es inyectiva. Esto 
es claro pues si c es una constante y in(c) = O, entonces c = O. 
Consideremos ker(dn). Tenemos que dn{f) = tIz = O si y sólo si f es cons­
tante (ya que n es conexo). Por tanto Ima(in) = ker(dn). 
Ahora veremos que ker ( Ou ) = Ima ( dn ). Primero mostraremos que 
Ima(dn ) e ker(ou). Supongamos que dn(F) = f, y recordemos que de­
finimos óu{f) tomando la familia (F¡) de primitivas tal que Fi = Flui. 
Entonces ou{f) está en la clase de F¡ - Fj = O sobre Ui n Uj . Así ou{f) = O 
Y por tanto Ima(dn) e ker(Óu)· Ahora veamos que ker(Óu) e Ima(dn ). Sea 
fE ker(ou), F¡ E 1-l(U¡) una primitiva de f sobre U¡ y c¡j = Fi - Fj sobre 
U¡nuj . Si ou{f) = O, entonces existe una familia {e¡j}iEI, donde C¡ es local­
mente constante (y por tanto constante) sobre U¡ tal que C¡ - ej = c¡j sobre 
uinuj . Entonces Fi -Fj = C; -Cj ó F¡ -Ci = Fj -Cj sobre u¡nuj . Por tanto 
si F es una función sobre n con Flui = F¡ - Ci, entonces F E 1-l(n) y se 
tiene que dn(F)lui = (,tz )(F¡ - cd = flui donde e¡ es localmente constante, 
luego f E Ima(dn). 
Finalmente veamos que, ou(1-l(n)) H1(U,q. Demostraremos que 
H1(U,q e ou(1-l(n)). Sea ~ E H1(U,q Y {e¡j} E Z(U,q. Suponga­
mos que ~ es la clase en H I (U, e) de {C;j}. Ahora, c¡j es localmente cons­
tante, entonces C;j E 1-l(U¡ n Uj ). Por el Teorema 5.2, existe una familia 
{F;}¡EJ con F¡ E 1-l(U¡) de tal manera que F¡ - Fj = Cij en U¡ n Uj . 

lF c/F c/C "" b U ( Entonces: !:.:..L1 " - ~l = ~l' = O so re U¡ n J" CiJo es localmente cons-
(Z {:; (Z 

tante). Así, f E 1-l(n) tal que flu , = ~. Por último mostraremos que 
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Óz¡(1i(n» e H1(U,<C) . Consideremos 8u (f), definimos 8u (f) eligiendo una 
primitiva Fi de f sobre Ui . Entonces 8u (f) es la clase en H1(U,<C) de 
{{F¡ - Fj)IUi n Uj } , es decir, de {Cij} ' Entonces 8u (f) = ~ O 

5.5 Corolario. Sea n un subconjunto de C abierto. Entonces cualquier 
función f E 1i(n) tiene una primitiva, si y sólo si, Hl (U, <C) = O para 
alguna U cubierta de discos abiertos de n. Si esta condición se satisface 
paro una cubierta U ésta se satisface paro cualquier otra cubierta. 

Demostroción. Si H1(U,<C) = O, entonces ker(8u ) = 1i(n), pero como 
lma(do) = ker(8u ) se tiene que do es suprayectiva lo que garantiza que 
f E 1i(n) tenga una primitiva en n. Reciprocamente si cada f E 1i(n) 
tiene una primitiva se tiene que do es suprayectiva, por lo que debería 
suceder en la sucesión exacta del Teorema 5.4 que H1(U,C) = O. O 

5.5 Observación. El Teorema anterior sigue siendo válido para una cu­
bierta U por conjuntos abiertos Ui conexos Y simplemente conexos debido 
al Teorema 3.15. 

5.6 Corolario. Sea n un conjunto abierto conexo y simplemente conexo de 
C. Entonces para cualquier cubierta U de n de conjuntos abiertos conexos 
y simplemente conexos, se tiene que H 1 (U, C) = O. 

Demostroción. Si n es simplemente conexo, entonces f E 1i(n) tiene primi­
tiva, por el Teorema 3.15. Así, do(1t(n)) = 1i(n) y por tanto ker 8u = 1i(n). 
Entonces {O} = 8u (1i(n)) = H1(U ,<C), lo que prueba la afirmación. O 



Capítulo 6 

Consecuencias del "Teorema de Cauchy 

6.1. Relación entre homotopía y homología 
en la Teoría de Cauchy 

Homotopía Libre 

6.1 Definición. Dos curvas cerradas 'Y/y son llamadas homotópicamente 
lif1res en X si existe una aplicación continua 1/1: 1 x 1 -+ X con las siguientes 
propiedades: 

1/1 (0, t) 
1/1(1, t) 
1/1 (8 , 0) 

'Y(t) 
;y(t) 

1/1(8,1) 

para toda t E 1 
para toda t E 1 
para toda 8 E 1 

Figura 6.1: Homotopía libre de curvas 
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Todas las curvas "Ys: 1 -t X definidas por "Ys(t) = 'Ij;(s, t) son cerradas. 
Los puntos iniciales trazan la curva 8: 1 -t X definida por 8(s) = 'Ij;(s,O). 

6.1 Proposición. Si "Y Y i homotópicamente libres en X, entonces las 
curvas "Y y 8 . i . 8- 1 son homotópicas con los mismos puntos iniciales y 
finales en X. 

Demostración. Si 'Ij;: 1 x 1 -t X es la homotopía entre "Y y i, definimos 
x: 1 x 1 -t X por X(s,t) = 8(s) ·'Ij;(s,t)· 8(1- s); ésta es una homotopía 
libre con los mismos puntos iniciales y finales en X O 

6.2 Teorema (de Cauchy para curvas con homotopía libre). Sean 
"Y y i curvas cerradas, continuamente diferenciables en un dominio n e e 
y homotópicamente libres, entonces para toda f E H(n) se tiene 

j fdz = h fdz. 

Demostración. Recordemos que si 'Ij;: 1 x 1 -t X es la homotopía libre entre 
"Y y i entonces x: 1 x 1 -t X definida por X(s,t) = 8(s)· 'Ij;(s,t)· 8(1- s) 
da la homotopía entre "Y y 8· i . 8- 1, que tiene los mismos puntos iniciales 
y finales . Entonces 

1 f dz = r. f dz = ~ f dz + ~ f dz - r f dz = ~ f dz . 
I J6.,.6-¡ Jó I'I Jó I'I 

o 

Homotopía y Homología nula 

6.2 Definición. Una curva "Y en n es llamada homotópicamente nula en 
n si es homotópicamente libre a una curva constante, es decir, si existe 
una homotopía con los mismos extremos en n entre "Y y la curva constante 
t f-t "Y(O). 

6.3 Proposición. Toda curva cerrada continuamente diferenciable "Y que 
es homotópicamente nula en f2 es homológicamente nula en n, además 

j fdz = ° 
para toda f E H(f2). 



6.2. Relación entre homotopía y homología en la Teoría de Cauchy 81 

Figura 6.2: Curva homológicamente nula pero no homotópicamente nula 

Demostración. Como 'Y es homotópicamente nula en n entonces para. cua.l­
quier a E e \ n el índice n("(, a) es igual a cero. Luego "les homológicamellte 
nula y por el teorema de Cauchy (Teorema 4.14) se sigue que 

i f(z)dz = O. 

o 

6.1 Observación. la homología nula es consecuencia de la homotopía nula. 

6.2 Observación. La homología nula no implica la existencia de una ho­
motopía nula. En el conjunto n = e \ {-1, 1}, consideremos "11 = -1 + eiO , 
"12 = 1 + ei(O+7r) , "13 = -2 + 2e iO Y "14 = 2 + 2ei (O+7r) con () E [0,211"]. Observe­
mos que ° es punto final e inicial de las curvas. La curva 'Y = "14 ·"13 - 1 ·"12 - 1 ·"11 
es homológicamente nula pero no homotópicamente nula en n, pues toda 
deformación de la curva a un punto tiene que pasar por el 1 y -l . 
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6.2. Equivalencias lógicas del Teorema de Cau­
chy 

En esta sección veremos las equivalencias entre el teorema de Cauchy, el 
Teorema del Residuo y la Fórmula integral de Cauchy. 

6.4 Teorema. Sean n e e un dominio y f E H(n), las siguientes afirma­
ciones son equivalentes: 

1. Si 11,12: 1 ~ n son dos curvas diferenciables a trozos con los mismos 
puntos iniciales y finales, se tiene 

1 jdz = 1 jdz. 
"11 "12 

2. Existe F E H(n) tal que F' = j en n. 

3. Si 1: 1 ~ n es una curva cerrada dijerenciable a trozos entonces 

Demostración. 1) =} 2) Consideremos Zo un punto fijo en n y z cualquier 
otro punto en n. Como n es dominio, existe 1 una curva diferenciable a 
trozos contenida en n que conecta a z y Zo· Consideremos F(z) = J"I j(t,)d1,. 
Esto define una función F en n. Por hipótesis se tiene que el valor de F 
depende de z y no de la trayectoria siempre que la trayectoria esté contenida 
en n, por tanto F está bien definida. Sea € > O. Puesto que n es abierto y 
f es continua en z, existe un número Ó > O de tal manera que D(z, ó) e n 
y If(O - f(z)1 < € siempre que It, - zl < ó. Supongamos que Iw - zl < Ó. 

Conectemos z con w mediante un segmento de recta i . Observemos que este 
segmento i está contenido en D(z, ó) y que 

F(w) - F(z) = 1- j(Odt, -1 f(Odt, = ~ j(Odt, . 
"1""1 "1 h 
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Así obtenemos que 

= I F(w) - F(~ ~ ~w - z)f(z) I 

I f:, f(üd1, - f(z) Ir d~1 
= 

= 

< 

< 

= 

Iw-zl 

I f:,(f(ü - f(z»d~1 

Iw- zl 
J-y If(ü - f(z)lld~1 

Iw-zl 
t:L(i) 
Iw-zl 
élw-zl -:'-_...,... = é. 
Iw-.zl 
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Esto implica que límw_z F(ül:::~(z) = f(z), por tanto F es C-diferenciable 
en z y cumple F' = f; como esto sucede para cada z E n, se tiene (3) . 

2) =} 3) Supongamos que existe F E 1f(n) tal que F' = f en n y sea 
7: 1 -> n una curva cerrada diferenciable a trozos en n. Entonces se tiene: 

l fdz = fol f(-y(t»)-y'(t)dt 

= fol F'(-y(t»)-y'(t)dt 

fo 1

( F0 7)'(t)dt 

F(-y(l» - F(-y(O» = O 

3) =} 1) Sean 71 , 72: [O, 1] -> n dos curvas con los mismos puntos finales e 
iniciales. Consideremos la curva cerrada 'Y := 71 ·72 -1 que está parametriza­
da en el intervalo [O, 1] por 

7(t) = {71 (2t) 
72(2 - 2t) 

siO<t<! - - 2 ' 

si~StS1 . 
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Por hipótesis J, f dz = O, entonces : 

O = 1 f dz = 1 _ f dz = 1 f dz -1 f dz . 
1 ,¡ '12 ¡ ,¡ 12 

Por tanto: 

1 fdz = 1 fdz. ,¡ 12 

o 

6.5 Teorema. Son equivalentes: 

1. Teorema del residuo. 

2. Teorema de Cauchy en su forma homológica. 

3. Fórmula integral de Cauchy. 

Demostración. 
1) ::::} 2) Se sigue de la prueba del Teorema 4.14. 
2) ::::} 3) Sea f E H(n) y consideremos, una curva cerrada tal que 

, "'o O. Sea a E n \ Ima(r). Definamos 

{ 

f( z) -f(a) 

g(z) := z a 
f'(a) 

z En\{a}, 
z = a. 

por el corolario del teorema de Morera, 9 es holomorfa en n. Luego de (2) 
se tiene 1 g(z)dz = O 

y por tanto 

~ 1 f( z) dz = f(a! 1 ~ = n(r, a)f(a) 
27rZ 1 Z - a 27rZ 1 Z - a 

si a E n \ Ima(r). 
3) ::::} 2) Se sigue de la prueba del Teorema 6.8. 
2) ::::} 1) Se sigue de la prueba del Teorema 6.10. o 
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6.3. La prueba de Dixon y el Teorema del 
Residuo 

Uno de los resultados centrales del análisis complejo es el Teorema del 
Residuo. En el Capítulo 3 vimos que mediante el Teorema del Residuo se 
podía obtener la versión homológica del teorema de Cauchy (Teorema 4.14). 
A continuación veremos la manera de obtener el teorema del Residuo como 
una consecuencia del teorema de Cauchy. En esta parte utilizaremos la de­
mostración dada por John Dixon en [9J y simplificada por Peter A. Loeb en 
[lOJ y [l1J. 

Es importante mencionar que Dixon en el artículo citado buscaba princi­
palmente una demostración corta y transparente del teorema de Cauchy ya 
que las pruebas dadas en los libros clásicos de variable compleja no son muy 
claras. Su prueba está basada en propiedades locales de funciones holomor­
fas que se obtienen del teorema de Cauchy para el disco y de la existencia de 
primitivas en el disco. Al parecer ésta es la prueba más natural y elemental 
del resultado sin suponer hipótesis adicionales. 

6.6 Proposición. Si, es una curva en un dominio fl, entonces para cada 
z E 1 ma(¡) existe una curva i en fl con z ~ 1 ma( i) tal que J'Y f dz = Ji f dz 
para cualquier f E 1í(fl). 

Demostración. Supongamos primero que la curva, es constante e igual a z, 
entonces 1 ma(¡) = {z} y claramente J'Y f dz = O. Ahora como fl es abierto, 
existe un disco D(z, r) e n y cualquier circunferencia i en D(z, r) que 
no pase por z, cumple que Ji f(z)dz = ° (por el teorema de Cauchy para 

el disco), luego J'Y f(z)dz = Ji f(z)dz = O. Supongamos ahora que existe 

~ =J:. z con ~ E Ima(¡), tomamos 'r > ° tal que D(z, r) e n y ~ ~ D(z, r). 
Podemos suponer que ¡: [O,lJ --+ n es tal que ,(O) = ,(1) = ~. Por la 
continuidad uniforme de la curva" existe un número natural n tal que si 
s, t E [O,lJ y It - si < ~ entonces h(t) -,(s)1 < r. Dividamos el intervalo 

[O,lJ con los puntos ° < ~ < ... < (,,~l) < 1. Sean 0< Xo < Xl < . . . < 

X'" = 1 los puntos de la partición ~ tales que ,(~) =J:. z. Si tomamos Xi,Xi+l 

puntos consecutivos, y si entre ellos hay puntos de la forma ~ (en cuyo caso 
cumplen que ,( ~) = z) o bien otros puntos to con ,( to) = z, entonces la 
curva ,(t) con Xi ~ t ~ Xi+l, está en el disco D(z,r). Si este es el caso 
reemplazamos la curva, sobre el intervalo [Xi, Xi+ 1 J por una curva que vaya 
de ,(Xi) a ,(Xi+¡) y contenida en el conjunto D(z,r) \ {z}. Por el teorema 
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de Cauchy aplicado al disco D(z, r) este reemplazo no cambia el valor de la 
integral para f E 1t(O) sobre 'Y o sobre la curva modificada. Mediante este 
procedimiento encontramos l' tal que z f/. 1 ma( 1') y con J'"1 f dz = I'r f dz 

para f E 1l(O). O 

6.7 Proposición. Sea f E 1t(O) y consideremos la función t.p: O x O --t e 
definida como: 

t.p(w z) = w z 
{ 

J(w)-J( z) 

, J'(w) 
si w =f: z, 

si w = z . 

Entonces para cada z E O, t.p(., z) es holomorfa en O. Además, la función 
definida como g(z) = J'"1 t.p(w , z)dw es holomorfa sobre n, donde 'Y es una 
curva cerrada simple. 

DemO$tración. Con z E n fijo, la función t.p( ., z) es holomorfa sobre n \ {z } 
y continua en n. Por el corolario del teorema de Morera, t.p(. , z) es holomorfa 
en n. La función g(z) = J'"1 t.p(w, z)dw es holomorfa en n \ Imah). Fijemos 
z E Ima("(). Por la proposición anterior podemos reemplazar 'Y con otra 
curva i que no pase por z y tal que en un disco abierto D( Z , é) , los valores 
de 9 no cambien sobre D(z, é} . Esto implica que 9 es holomorfa sobre D(z, é), 
y por tanto sobre O. O 

6.8 Teorema. S ean n e e y 'Y una curva cerrada diferenciable a trozos en 
n. Supongamos que 'Y es homóloga a O en n, es decir cada w f/. n está en 
S = {w E e \ Imah) : nh, w) = O} . Entonces, para cada f E 1t(n) se 
cumplen: 

1. J.., f(z)dz = O. 

2. n("(,w)f(w) = 2;i J'"1 ;~zldz , para cualquierw E n\Imah) · 

Demostración. Consideremos las aplicaciones t.p y 9 de la Proposición 6.7 Y 
h: e -+ e definida como: 

( ) _ {J'"1 t.p(w, z)dz 
h w - J J(z) -dz '"1 z- w 

sobre n, 
sobre S . 
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Observemos que n U S = e y para todos los puntos z E n n S, tenemos 

g(z) 11¡?(W, z)dw 

1 f(W~ = :(z) dw 

r f(w) dw _ r f(z) dw 
J, w - z J, w - z 

h(z) - f(z) f ~ J, w- z 
h(z) - 211"i f(z)nh, z) = h(z). 

Ahora extendamos la función 9 a una función entera mediante g(z) = h(z) 
para z f/. n. Como la imagen de , es acotada y S contiene una vecindad del 
infinito, límz~oo g(z) = O, tenemos que existe R > O tal que Ig(z)1 < 1 para 
~zl > R y por continuidad 9 está acotada en 14::; R, luego 9 está acotada 
en C. Entonces por el Teorema de Liouville1 9 es constante y dado que 
Jím:_:x: g(z) = O, la constante es igual a O. Así, para todos los puntos 
z E n \ lma(r) se tiene: 

f(z) n(r, z) = ~ f f(z) dw = ~ f f(w) dw 
211"1 J, w - z 2m J, w - z 

lo cual demuestra 2. 
Cambiando f(z) por f(z)(z - w) en la parte 2 del Teorema tenemos: 

¡ ¡ f(z)(z - w) 
f(z)dz = dw = 211"i n(r, w)f(w)(w - w) = O 

, , z-w 

o 

6.3 Definición. Un ciclo f es un conjunto finito de curvas rectificables2 

y cerradas {Ti : 1 ::; i ::; n}. La imagen de f es Ima(f) = UZ:1lma(ri). 
Para toda función f continua sobre Ima(r), la integral de f sobre fes, 
Irfdz = I:7=1 J'i fdz. Mas aún, para a f/. Ima(f) se define el índice de f 

en a por n(f, a) = I:7=1 n(ri, a). También diremos que f es un ciclo en un 
ronjunto abierto n si Ima(r) e n. 

¡Teorema de Liouville. Si f es entera y acotada , entonces f es constante. 
2Véase la página 16. 
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Con estas definiciones podemos extender el teorema de Cauchy de la 
siguiente forma: 

6.9 Teorema. Sean n un dominio en e y f un ciclo en n tal que n(f, a) = 
O para todo a f/. n, es decir f "'o O. Entonces se verifican: 

1. (El Teorema Integral de Cauchy). Para toda f E 1t(n) 

Ir f(z)dz = O 

2. (La Fórmula Integral de Cauchy). Para toda f E 1i(n) y para cualquier 
w E n \ Ima(r), 

f(z) n(f, w) = ~ r f(z) dz . 
2m ir z - w 

Demostración. La prueba es similar a la del anterior. o 
6.4 Definición. Una función f tiene una singularidad aislada en z = a si 
existe R > O tal que f está definida y es holomorfa en D( a, R) \ {a}. 

6.10 Teorema (del Residuo). Sea f E 1t(n\ {al, . .. ,am }) donde al, ... ,am 

son singularidades aisladas de f . Si "'( es una curva cerrada suave en n que 
no pasa por algún ak Y si "'( "'o O en n, entonces 

Demostración. Sean mk = n("'(, ak) para 1 :::; k:::; m y elijamos números po­
sitivos TI, ... ,Tm de manera que cada dos discos D( ak, Tk) no se intersequen, 
ninguno de estos intersequen a "'(, y cada disco esté contenido en n. Sea 
"'(dt) = ak + Tk exp( -27rimkt) para O :::; t :::; 1. Entonces para 1 :::; j :::; m 

m 

n("'(,aj) + ¿n("'(k,aj) = O. 
k=l 

Entonces como "'( "'o O Y D(ak , rd e n, 
m 

n("'(,a) + ¿ n ("'(k , a) = O 
k=l 
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para todo a f/. n \ {a 1, ... , am }. Por el teorema anterior (Teorema 6.9) 
tenemos: 

o = 1 fdz + f 1 fdz. 
"Y k=l "Yk 

Si E::'=-oo cn(z - ak)n es el desarrollo de Laurent de f alrededor de z = ak, 
entonces esta serie converge uniformemente sobre 8D( ak, rk). Así, f f dz = 

"Yk 

E::'=-oo Cn J'Yk (z - ak)ndz. Pero J"Yk (z - ak)ndz = O si n =1= 1 pues (z - ak)n 
tiene primitiva. Entonces 

1 fdz = c-1l (Z-ak)-ldz = 2rri n(¡k,ak) reS¡(ak) = 2rri(-mk) reS¡(ak). 
"Yk "Yk 

Por lo tanto 

6.4. 

o 

El Teorema de Cauchy y los dominios 
simplemente conexos 

Entre las consecuencias importantes del teorema de Cauchy está su 
relación con los dominios simplemente conexos y la existencia de primitivas 
y ramas de logaritmos. Antes de ver esto probaremos algunas proposiciones. 

6.11 Teorema. Sea n e e un dominio tal que J"Y f = O pam toda cur­
va cerrada 'Y en n y toda función f E 1í(n). Entonces n es simplemente 
conexo. 

Demostmción. Si n no es simplemente conexo, entonces existe una curva 
cerrada 'Yo E n y Zo f/. n tal que n(¡o, zo) =1= O. Sea <t>(z) = 211"i(;-zo)' entonces 

<t> es holomorfa en n y f <t> = n (¡o , zo) =1= O, una contradicción. O 
"Yo 

6.12 Proposición. Sean n un dominio simplemente conexo en e y con­
sideremos f E 1í(n) . Si f no se anula en n, entonces existe 9 E 1í(H) tal 
que e9 = f sobn~ n. 
Demostmción. Como f no se anula, f es holomorfa sobre n, luego por la 

Proposición 6.4 existe <t> una primitiva en n de f. Entonces 
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Esto nos lleva a que fe-</> es igual a una constante e i= O. Si o E e es tal 
que ee:> = e se tiene que f = e</>+e:>, por tanto la función holomorfa 9 = 4> + o 
es la buscada. O 

6.3 Observación. Una función 9 que cumple eg = f es llamada una rama 
de logaritmo sobre n. Además si eg, = f = eg2 donde g1, g2 E 1t(O) consi­
deremos 9 = g1 - g2 · Entonces eg == 1 Y de aquÍ que g'eg = O. Así g' = O Y 
entonces 9 es constante con eg = 1. Por tanto 9 = 27l"in para algún n E Z, 
lo que nos muestra que dos ramas de logaritmo de una función difieren en 
UD múltiplo entero de 27l"i. 

6-4 Observación. Otra prueba de la Proposición anterior la podemos ob­
tener mediante los siguientes argumentos: Sabemos por el Ejemplo 3.3 que 
e:rp: e -+ e \ {O} es una aplicación cubriente, si suponemos que la fun­
ción f: O -+ e \ {O} es holomorfa en un conjunto simplemente conexo 
n. Entonces por ser exp una aplicación cubriente, existe un levantamien­
to g: n -+ e de f respecto a p.xp, esto es una 9 que cumple exp(g) = f . 

. Además, por el Ejemplo 3.2, dado el levantamiento g , podemos encontrar 
todos los levantamientos mediante gn = 9 + 27l"in con n E N. 

6.13 Proposición. Sean n un dominio simplemente conexo en e y una 
función f E 1t(O) que no se anula en O, entonces para n E Z \ {O}, existe 
hE 1t(n) tal que hn = f. 

Demostración. Por la Proposición 6.12, sabemos que existe 9 E 1t(n) tal 
que eg = f. Basta tomar h = e~. O 
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6.14 Teorema. Sea n un dominio en C. Las siguientes afirmaciones son 
quivalentes. 

1. n es simplemente conexo. 

2. JI» \ n es conexo3 . 

3. C \ n no tiene componentes conexas compactas. 

4· Para cada a E C\n y toda curva cerrada 'Yen n, el índice n("(,a) = O 
(es decir, toda curva cerrada 'Y en n es homóloga a cero). 

5. Para todo f E 1-l(f2) y toda curva cerrada 'Y en n, f-y f(z)dz = O. 

6. Para todo f E 1-l(f2) existe una sucesión de polinomios que converge 
a f en 1-l(n). 

7. Toda función f en 1-l(n) tiene una primitiva. 

8. Para cualquier cubierta abierta U = {U¡hEl de n de discos abiertos 
se tiene que H 1 (U, C) = O. 

9. Para todo f E 1-l(n) que no se anula en n, existe 9 E 1-l(f2) tal que 
f = ego 

10. Para todo f E 1-l(n) que no se anula en f2 , existe 9 E 1-l(f2) tal que 

9
2 = f · 

11. n es homeomorfo al disco unitario. 

12. Para todo u: n -+ R armónica, existe una función armónica v: f2 -+ R 
tal que f = u + iv es holomorfa en n. 

Demostración. 
1) => 2) Sea n simplemente conexo. Si n = C, entonces JI» \ n = too} 

es claramente conexo. Supongamos que f2 =1 C. Entonces por el Teorema 
del Mapeo de Riemann4 existe una biyección holomorfa </J: D -+ f2. Sea 
K = fl\f2 la frontera de f2 en JI» (fl es la cerradura en JP» . Sea Kn la cerradura 
de P del conjunto </J(An) donde An = {z E C : 1 - ~ < Izl < 1}. Entonces, 
como An es conexo y JP> es compacto, ]( n es compacto y conexo, además 
K .. +l e ](n. Consideremos L = nn::;:IKn. Afirmamos que L = ](. En efecto, 
a E K si y sólo si existe la sucesión {Zn} con ' z,. E An tal que a es punto 

3p = CU {oo} 
4Teorema del Mapeo de Riemann. Si fl i- e es un dominio simplemente conexo 

en e, entonces existe un homeomorfismo holomorfo del disco D(O, 1) sobre fl . 
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límite de {l/>(zn)}, es decir, si y sólo si a E l/>(An ) = Kn para una infinidad 
de índices n, lo cual pasa si y sólo si a E L = nn~IKn (observemos que 

. Kn+l e K n ). Ahora veremos que K es conexo. Supongamos que K = AuB 
donde A, B son conjuntos compactos ajenos y sean U, V conjuntos abiertos 
ajenos en P tales que A e U y B e V. Entonces (P \ (U U V» n K = 0. 
Como P \ (U U V) es compacto pues es un cerrado dentro de un compacto y 
ya que K = nn>IKn, se tiene que (P\(UuV»n(n::'=IKn) = 0 para alguna 
m, es decir, Km e UUV. Pero KmnU ~ A, KmnV ~ B. Esto es imposible 
puesto que Km es conexo. Supongamos ahora que P \ n = SI U S2 donde 
SI, S2 son conjuntos compactos ajenos. Afirmamos que toda componente 
conexa C de P \ n está dentro de K = ñ \ n. Si C n ñ = 0, entonces cada 
punto de C tiene un abierto contenido en P que no interseca a ñ, por tanto 
C es abierto en P. Pero C es cerrado en P \ n, entonces lo es en P. Esto 
lleva a que e = P y por tanto es conexo ya que P lo es. Ahora, si C n K =1- 0 
para alguna componente conexa C de P \ n, entonces si consideramos SI, S2 
uniones de componentes conexas, tenemos que A = SI n K, B = 8 2 n K y 
son no vacíos. Entonces K = A IJ B es una union de conjuntos no vacíos, 
disjuntos, cerrados, lo cual contradice la conexidad de K, por tanto P \ n 
es conexo. 

2) => 3) Supongamos que e \ n tiene una componente conexa compacta 
C. Sea N una vecindad de C en e \ n que sea abierta y cerrada en e \ n 
y que también sea relativamente compacta5 en C. Como N es cerrada en 
e \ n, N es cerrada en e y por tanto es compacta. Ahora, N es abierta 
en P \ n, pues es abierta en e \ n. Así, N es compacta en P \ n. Como es 
abierta y cerrada, N es la unión de componentes conexas de P \ n, donde 
ninguna de éstas contiene {oo}. Entonces P \ n no puede ser conexo. 

3) => 4) Supongamos que e\n no tiene componentes conexas compactas, 
entonces por un corolario del teorema de Rungé, existe una sucesión de 
polinomios {Fn} en e de tal manera que convergen a f en subconjuntos 
compactos de n. Por tanto, para una curva cerrada, se tiene 

1 fdz = lím 1 Fn = O. 
'Y n ..... oo 'Y 

debido a que cada Fn tiene una primitiva sobre e, luego en e \ n. Por el 

5Proposición. Sea X un espacio de Hausdorff localmente compacto. Consideremos 
K una componente conexa de X que sea compacta. Entonces K tiene un sistema funda­
mental de vecindades N en X cuyas vecindades son abiertas y cerradas en X . Véase [11 
en la página 111 . 

6Corolario. Sea n un abierto en IC. Entonces el conjunto de res tricciones de poli­
nomios en z sobre n es denso en 1í(n) si y sólo si e \ n no tiene componentes conexas 
compactas. Véase [11 en la página 115. 
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Teorema 6.4, f E 1í(n) tiene una primitiva. Aplicando esto a f(z) = z ~a 

con a tf. n se tiene que J-y z ~a dz = O para toda curva cerrada l ' Entonces 
n(¡, a) = O para cualquier a tf. n y por tanto I "'o O. 

4) :::;. 5) Se tiene del Teorema 4.14. 
5) :::;. 1) Se tiene del Teorema 6.11. 
2) :::;. 6) Esto se debe en realidad a un corolario del teorema de Runge7 

que no tratamos por escapar a los propósitos del trabajo, se puede consultar 
en [1J o [7J . 

6) :::;. 5) Consideremos I una curva cerrada en n y f E 1í(n). Por 
hipótesis, existe una sucesión de polinomios {Pn} que convergen a f en 
n. Como cada polinomio tiene una primitiva, entonces se tiene para todo 
n E N que J-yPn(z)dz = O. Ya que {Pn} converge a f uniformemente sobre 

la Ima(¡) , tenemos que J-y f( z )dz = límn-+oo J-y Pn(z)dz = O. 
1) :::;. 7) Como n es simplemente conexo, por el Teorema 3.15, se tiene 

el resultado. 
7) :::;. 5) Se sigue del Teorema 6.4. 
7) <=> 8) Se sigue del 'Corolario 5.5. 
1) :::;. 9) Se tiene de la Proposición 6.12. 
9) :::;. 10) Se tiene de la Proposición 6.13. 
10) :::;. 11) Si n = e entonces la función h(z) 1+

zlzl da un horneo-
morfismo de n en D . Si n =1 e, el resultado es en realidad un Lema para 
la demostración del Teorema del Mapeo de Riemann8 , véase [lJ páginas 
148-150 para una prueba de este resultado. 

11) :::;. 12) Supongamos que n =1 c. Por el teorema del Mapeo de Rie­
mann existe h: n -+ D que es un homeomorfismo holomorfo. Si u: n -+ lR 
es armónica, entonces UI = u o h- I : n -+ lR es una función armónica sobre 
D. Definimos VI (x , y) = J~ UIx(X, t)dt + 4>(x) donde 4> se determinará de 
manera que cumpla las ecuaciones de Cauchy-Riemann VI x = -UIy' Dife­
renciando con respecto a x tenemos: 

VI x(X, y) = lY 
UI xx(X, t)dt + 4>'(x) = -lY 

UIyy(X, t)dt + 4>'(x ) = 

= -UIy(X, y) + u¡y(x , O) + 4>'(x) 

Entonces 4>'(x) = UIy(X,O). Un cálculo directo muestra que U¡(x, y) y 
V¡ (x, y) = J~ u¡x(x, t)dt-J; UIy(S, O)ds satisfacen las ecuaciones de Cauchy­
Riemann. Así para UI existe una función VI : D -+ lR tal que J¡ = U¡ + iv¡ 

7 Corolario del Teorema de Runge. Si 1P\f2 es conexo, entonces para cada f E 7t(f2) 
existe una sucesión de polinomios {Pn} tal que convergen a f en f2 . 

¡¡Lema. Sea f2 t e un dominio. Supongamos que para cada f E 7t(f2) que no se anula 
existe una función 9 E 7t(f2) tal que ,92 = f . Entonces f2 es isomorfo analíticamente a D. 
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es hoIomorfa en D. Sea I = JI o h. entonces I es holomorfa en D y u es la 
parte real de 1, entonces v = ~m I = VI o h es la armónica conjugada. De 
la misma manera como se resolvió para un disco, se prueba para cuando n 
es igual a C. 

12) ~ 9) Supongamos que I E 1l(n) nunca se anula. Sean u = 3?e I 
y v = 9m l. Si U: n -+ lR se define como U(x,y) = logll(z)l , entonces 
U es armónica. Sea V una función armónica sobre n tal que 9 = U + iV 
es holomorfa en n. La función h = e9 es holomorfa en n, nunca se anula 
y cumple Ihl = le9 1 = elo91f1 = 1I1 en n, por lo que f es holomorfa en 
n y su imagen no es abierta por lo que deberá ser constante en n, luego 
1= cle9 = e9+C

• 

1) ~ 11) Si n = e, entonces h(z) = l':lzl nos da un homeomorfismo 
entre e y D(O, 1) . Si n =1- e, por el Teorema del Mapeo de Riemann se tiene 
que existe un homeomorfismo holomorfo entre n y el disco unitario, luego 
un homeomorfismo. 

ll) ~ 1) Si n = e, claramente es simplemente conexo. Si n =1- e, 
entonces consideremos un homeomorfismo h: n -+ D( 0, 1). Sean -y una curva 
cerrada en n tal que -y(0) = -y(1) = Zo E n. Entonces l1(s) = h(-y(s» es una 
curva cerrada en D. Como D es simplemente conex09 , existe una función 
continua tp: 12 -+ D tal que tp(s,O) = l1(s), <p(s,1) = h(zo) para todo 
s E [0,11 Y <p(0, t) = <p(1 , t) para t E [0, 1]. Si consideramos r = h- 1 o <p , 
tenemos que r es una homotopía continua de 12 en n entre la curva -y y la 
curva constante igual a h-1(0) = Zo. Por tanto n es simplemente conexo. 

O 

9D es simplemente conexo pues es conexo y (1 - t)<7(s) E D para toda t E [O, lJ da la 
homotopía entre la curva <7 y el punto O. 
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6.5. Análisis de las pruebas dadas al Teorema 
de Cauchy en libros clásicos de variable 
compleja 

En el libro de Ahlfors [21], se presenta primeramente la versión para el 
rectángulo y el disco. La prueba para el rectángulo no varía mucho de la 
que se ve en la introducción. La versión que se trabaja con mayor detalle 
es la versión homológica. Aquí la prueba se basa en aproximar las curvas 
por polígonos y utiliza la Fórmula Integral de Cauchy. Primero se supone 
n acotado y después se prueba para n no acotado. 

En el libro de Marsden [19] se da una versión preliminar cuya formu­
lación utiliza que f sea continua sobre y en el interior de una curva cerrada 
simple de clase el y cuya demostración utiliza el teorema de Green. Es­
ta versión es mejorada utilizando el teorema de deformación que utiliza la 
condición adicional de que la homotopía sea derivable. La versión presenta­
da es la versión horno tópica aplicada a una curva cerrada homotópica a un 
punto en n. Cabe mencionar que se utiliza fuertemente que la curva y la 
homotopía son el por tramos. Da indicaciones de como considerar el caso 
en que la homotopía sea solamente continua. 

La prueba presentada en el libro de Conway [7] utiliza la idea de la prue­
ba de Dixon. Primero se demuestra la fórmula integral de Cauchy y después 
una versión más general de la misma. Luego, se formula la primera versión 
donde se pide que se considere n un abierto de e, fE 1i(n) y b¡}~l curvas 
cerradas rectificables en n tales que E nbi, w) = O para cualquier w E n. 
Entonces E;:l J'"Yi f = o. Observemos que esta versión no es más que la 
versión homológica probada anteriormente y cuya demostración se obtiene 
como consecuencia de la Fórmula Integral de Cauchy. La segunda versión 
aquí presentada utiliza la noción de homotopía y cuya formulación es un 
corolario obtenido en este trabajo. Entre los problemas que tiene esta de­
mostración está el no justificar que la homotopía es diferenciable. La tercera 
versión es la versión horno tópica para curvas cerradas. En la demostración 
se supone que la homotopía es de clase e2

. El autor aclara aquí que se 
resolverá este caso especial. La cuarta versión es la que se obtiene como 
corolario y que pide que n sea simplemente conexo. 

En el libro de Stewart [16] se prueba primeramente el lema que dice: 
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6.15 Lema. Sea 'Y: [a, b] -+ n una curva contenida en un abierto n. En­
tonces existe una subdivisión a < to < ... < tn = b de tal manera que para 
cada curva "Ir = "Illt,--t.t r l está contenida en un disco abierto Dr e n. 

Con este resultado y considerando que la integral no cambia para dos 
curvas homotópicas con extremos fijos, es posible cambiar una curva por 
otra diferenciable a trozos. Después se da la prueba de Moore, la cual, como 
ya se comentó, necesita nuevamente que f' exista a diferencia de otras prue­
bas que necesitan f' sea continua. Esta prueba se realiza para un triángulo 
contenido en un dominio n. La versión del teorema de Cauchy aquí presen­
tada es la versión homológica. En este libro resalta el análisis que hace del 
teorema de Cauchy. 

Otro libro que presenta una prueba interesante es el Kodaira [29J. En 
él se presenta una versión horno lógica donde se hace un tratamiento muy 
extenso de la descomposición celular. Si r(t, s) es una aplicación conti­
nua del rectángulo R en el plano complejo e tal que rt(t, s), rs(t, s) y 
rts(t, s) = rst(t, s) existen y son continuas, se explica bajo qué condiciones 
r(R) es llamada una célula. En este trabajo se muestra que dada una región 
n se puede dar una descomposición celular y mediante la prueba de que la 
integral sobre cada célula es cero se obtiene el Teorema de Cauchy en su 
versión homológica. 

Otro libro consultado es el de Shilov [28J el cual da la versión del teore­
ma de Cauchy para conjuntos simplemente conexos y cuya demostración se 
basa en llevar la curva cerrada a una poligonal cerrada y después dividir la 
poligonal en triángulos. Por último considera cada triángulo y muestra que 
la integral sobre la frontera del triángulo es igual a cero. La prueba es muy 
parecida a la mostrada en la página 21 para rectángulos. 

Por último tenemos el libro de Nevanlinna [20J. Este libro presenta la 
prueba de Goursat para triángulos y se platica la prueba general en donde 
se utiliza la invarianza de la integral para cualquier curva y las propiedades 
de homotopía. Se hace, además, una mención especial cuando el dominio es 
simplemente conexo. 
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