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Resumen

En este trabajo se calcula una solucién para la ecuacién de Schrodinger uni-
dimensional independiente del tiempo. Se encuentra que ésta es de la forma
Ye(z) = CS'(z)/? exp[iS(z)/h] y es vélida de manera exacta toda vez que el
flujo 7 sea mnulo y la  funcibn  S(z) cumpla  con
Sle) = =k f \/Zm(E V(z) + Vp(z))dz, donde el término Vy(zx) tiene la

forma Vg(x (4—‘;’:{%% %%l) Por la forma de la solucion calculada se
encuentra una conemén entre ésta y la solucién obtenida en la aproximacién

semiclédsica, que es igual a 9.(z) a orden cero. Esto nos permite hacer un
andlisis més detallado mediante el cual se explican los origenes de la solucién
semicldsica en las regiones cldsicamente prohibidas. Finalmente, se explora
la posibilidad de mejorar las soluciones para la aproximacién semiclésica y
determinar la funcién S(z) de nuestra solucién mediante un proceso iterativo.
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Introduccion

Por tratarse de una teoria que en muchos sentidos contradice la intuicién y
el sentido comin, herencia del mundo macroscépico en el que estamos in-
mersos como observadores, la Mecanica Cuéntica tiene distintas y variadas
formas de ser interpretada. Cada una de ellas presenta caracteristicas par-
ticulares que la hacen atractiva para abordar ciertos problemas fisicos y que
a la vez son poco ttiles para el planteamiento de otros. Lo importante es,
sin embargo, que con cada una de éstas se puedan hacer predicciones sobre
fenémenos fisicos en la naturaleza comprobables por medio de la observacién.
Aun asl, ya sea por su simpleza o aplicabilidad, existen interpretaciones que
son preferidas sobre las demas.

En el presente trabajo nos basamos en el formalismo de la funcién de onda
o mecéanica ondulatoria. Este es uno de los mas estudiados y aceptados y lo
empleamos para exponer una descripcién detallada de un sistema cuédntico
que no evoluciona en el tiempo. Nos enfocamos en el estudio de un sistema
formado por una particula no relativista y sin espin que interactia con un
potencial arbitrario dependiente de la posicién. En este sentido, la ecuacién
de Schrodinger unidimensional independiente del tiempo es nuestro punto
de partida. Para obtener informacién del sistema y ser capaces de hacer
predicciones sobre su comportamiento requerimos resolver la ecuacién ante-
riormente mencionada. Las soluciones a ésta son las llamadas funciones de
onda del sistema, al cual describen completamente en términos de amplitudes

de probabilidad.

Aunque en la actualidad existen muchos métodos aproximados para encon-
trar soluciones para la ecuaciéon de Schrodinger, fueron pocos los intentos
encontrados en la literatura por establecer un lineamiento de cardcter mas
general que permita una formulacién sistematica de las soluciones exactas.



Los tratamientos y calculos de soluciones exactas -mas alld de las pocas por
todos conocidas- que se encontraron estan orientados a resolver la ecuacién
con algin potencial muy particular y cuya solucién es de gran interés para
ciertas lineas de investigacion. Si bien esto genera conocimiento y un mejor
entendimiento de la realidad fisica, los procesos y herramientas empleados
rara vez son generalizables de modo que su aplicabilidad resulta un tanto
limitada. Luego, nos parece deseable contar con una especie de “receta” que
nos indique las soluciones exactas para la ecuacion y emplearlas ain cuando
su calculo resulte un poco mas complicado que el de un método aproximado.

Existe un método de aproximacion para las soluciones de la ecuacién de
Schrodinger que nos resulta particularmente interesante pues éste retoma
algunas caracteristicas cldsicas o macroscépicas del sistema. También per-
mite, en principio, hacer una conexién entre el sistema cuantico y el sistema
clasico, de modo que se pone de manifiesto la idea que senala que la de-
scripcién cldsica de un sistema fisico es un limite de la descripcién cuéntica.
Aunque existe mas de una forma de entender tal limite, en este trabajo no
abundaremos mucho sobre ellas puesto que va mas alla de nuestros objetivos.
De cualquier modo en alglin momento echaremos mano de una para dar con-
tinuidad a nuestro trabajo.

Haciendo caso a lo anterior, definimos los tres objetivos principales de este
trabajo:

e FEstablecer una metodologia autocontenida para calcular una solucion
ezacta para la ecuacion estacionaria de Schrodinger unidimensional.
En el capitulo dos nos damos a la ambiciosa tarea de buscar -con la
finalidad de encontrar, claro esta- un algoritmo que nos permita conocer
las soluciones deseadas en términos de los parametros intrinsecos del
sistema, asf como encontrar las reglas para su uso. Los resultados que
se obtienen son sumamente motivantes, pues se encuentra una solucién
exacta mediante un sistema autocontenido de ecuaciones.

e Ezplorar la hipdtesis que plantea que un proceso iterativo aplicado a las
soluciones semicldsicas conlleva a una mejor descripcion del sistema
empleando solucion encontrada. Puesto que la solucién encontrada de-
pende de un parametro que las mismas ecuaciones definen pero no pre-
cisan y que, entre otras cosas, depende de sus derivadas, resulta llama-
tivo intentar un proceso iterativo para calcularlas. Mds atin, existiendo
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referencias en la literatura que senalan que un proceso de esa natu-
raleza llevado a cabo sobre las soluciones de la aproximacién semiclésica
habria de mejorar la precisién de la aproximacién y tomando en cuenta
el vinculo encontrado entre la solucion exacta y tal aproximacion, llevar
a cabo el proceso nos permitiria tanto explorar la hipétesis como, en
caso de ser valida, encontrar las funciones necesarias. En el capitulo
tres abordamos esta tarea y en el cinco aplicamos los resultados a una
serie de ejemplos.

e Hacer una revision de la aprozimacion semicldsica usada normalmente
para resolver la ecuacion estacionaria de Schrodinger unidimensional.
La solucién obtenida en este trabajo tiene una estructura muy simi-
lar a la de las soluciones calculadas y postuladas por la aproximacién
semiclasica. Esta similitud nos invita a llevar a cabo un estudio del
método semiclésico a la luz de un procedimiento analogo al que da lu-
gar a nuestra soluciéon. Con esta revision se logra esclarecer el origen
de las soluciones en las regiones clasicamente prohibidas para sistemas
ligados que la aproximacion semiclasica solamente postula ademas de
construir nuestras propias expresiones para la descripcion del sistema
en esta misma region. Estas ideas se desarrollan en el capitulo cuatro.

Antes de atender estos objetivos es conveniente mencionar que al principio
de este trabajo hacemos una breve revisiéon del marco tedrico que define al
formalismo que le da sustento a éste y a los resultados que de aqui puedan
ser obtenidos. Con esto se intenta dar un recordatorio (cuando no los ele-
mentos suficientes) para seguir con detalle el desarrollo de cada objetivo asi
como para entender la importancia que vemos en cada uno de ellos. También
debemos decir que los sistemas que estudiamos al aplicar los primeros resul-
tados aportan mucha informacién cuantitativa sobre la fisica involucrada en
cada uno, pero procuramos hacer una descripcién cualitativa y grafica de
ésta con la finalidad de lograr un mejor entendimiento. Por otra parte, al
final de este trabajo se encuentra también un apéndice complementario sobre
la aproximacion semiclésica, a la cual nos referimos con bastante frecuencia
pero cuyo estudio detallado no se requiere para el entendimiento de los temas
que deseamos desarrollar.
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Capitulo 1

La Ecuacion de Schrodinger
Unidimensional

Desde el punto de vista de la mecanica ondulatoria, la ecuacién fundamen-
tal de la mecanica cuantica que describe la evolucién de una particula no-
relativista de masa m y sin espin al interactuar con un potencial V' que

depende de las coordenadas espaciotemporales, es la llamada ecuacién de
Schrodinger [4]-[7]

72y 4 & V(z,t)¥

ih= (z,1) = & U(x,t) + V(z,t)¥(z,t) (1.1)
Con ayuda de esta ley dinamica se pueden calcular las funciones y parametros
que determinan al sistema. Por tanto, resolver esta ecuacién constituye una
tarea fundamental cuando se desea entender un proceso cuantico en la natu-
raleza. El primer paso en nuestro trabajo consiste en entender a las soluciones
de esta ecuacién para posteriormente poder formular un procedimiento que
nos permita encontrarlas.

1.1 La Funcién de Onda VU

Las soluciones ¥ a la ecuacién (1.1), que son necesariamente funciones com-
plejas por la presencia de ¢ en el término de la izquierda de la ecuacién, son
conocidas como funciones de onda. Estas determinan el estado del sistema y
de ellas podemos extraer toda la informacién fisica necesaria para hacer una
descripcién completa de éste. Dicha informacién nos es dada en términos de
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las amplitudes de probabilidad de obtener cierto resultado cuando se le mide
algiin parametro al sistema. Por ejemplo, con la tnica ayuda de la funcién
de onda podemos hacer una prediccién sobre la ubicacién de la particula que
queremos describir: la densidad de probabilidad de encontrar a la particula
entre las posiciones z y = + dx al tiempo ¢ es

P(z,t)dz = |¥(z,t)|*dz = ¥*(z,t)¥(z,t)dz (1.2)

Ademas, como la particula debe estar en algiin lugar en el espacio, se satisface
la condicién de normalizacion

/_ | ¥(z, ) 2de = 1 (1.3)

Para obtener informacion sobre los parametros fisicos de nuestro sistema
debemos recurrir a la nocién de observable y de lo cual se hara una dis-
cusién mas adelante. Continuando con la descripcién de las soluciones,
matematicamente la funcién de onda es en general una funcién compleja que
pertenece a un espacio de Hilbert y por la forma de la ecuacién (1.1) éstas
estan definidas hasta una fase constante de la forma e'®. Para ser soluciones
admisibles, las funciones de onda deben cumplir con algunas consideraciones
fisicas y matematicas de las cuales sefialamos las siguientes [7, 9]:

1. U debe ser finita excepto, a lo més, en un conjunto finito de puntos
en el espacio y debe cumplir la ecuacién (1.3). Es decir, debe ser de
cuadrado integrable.

2. V¥ debe ser continua y continuamente diferenciable.
3. ¥ debe ser univaluada en todo punto.

4. U debe satisfacer las condiciones de frontera adecuadas para el sistema
fisico.

5. ¥ debe satisfacer la ecuacién de continuidad

%@ﬂ+%@ﬂ_
ot or

donde p(z, t) es la densidad de probabilidad |¥(z, )| y j es la densidad

de corriente o flujo con j = % ('I"%} . ga%‘y)

0 (1.4)
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1.2 La Ecuacién de Schrodinger Unidimen-
sional Independiente del Tiempo

Si suponemos que la funcion de onda ¥(z,t) puede descomponerse en un
producto de funciones de variables independientes de la forma

U(z,t) = Y()T(t) (1.5)

y que el potencial es constante en el tiempo, entonces la ecuacién (1.1)
adquiere la forma

dT(t) _ R°T(t) dy(x)

thyp(z) e + V(z)y(z)T(t) (1.6)
de donde al dividir entre ¥(z)T'(t) obtenemos
ih dT(t) K d*(z)
T & - e & @ (-0

siempre que ¥ (z)T'(t) # 0 (excepto, tal vez, en un nimero finito de puntos).
Entonces, como las ecuaciones dependen de parametros independientes entre
si, ambas ecuaciones deben ser iguales a una constante, que convenientemente
etiquetamos como F. Tenemos ahora el sistema de ecuaciones

ih dT(t)
T & (1.8)
W dy(z) _
“omv@) da? +V(z)=E (1.9)
Resolviendo (1.8) tenemos que
T(t) = CetEP (1.10)
y de (1.9) tenemos que
h? d?
B9(z) =~ 8D 4y (a)y(a) (1.11)

La ecuacién anterior constituye la ecuaciéon de Schrodinger unidimensional
independiente del tiempo y es con ésta con la que habremos de estar traba-
jando a lo largo de esta tesis.



1.3 La Ecuaciéon de Eigenvalores

Llamamos observable a todo aquel parametro fisico que podemos medirle al
sistema, tal como la energia, la cantidad de movimiento, la masa, etcétera.
De acuerdo con uno de los postulados de la mecénica cuantica [6] para cada
observable A del sistema existe un operador lineal asociado A tal que al hacer
una medicién de la primera obtenemos un valor a si la funcién de onda 7,
que describe al sistema es solucion de la ecuacion

Ay, = ay, (1.12)
A la ecuacién anterior se le conoce como ecuacion de eigenvalores, donde a
es un eizgenvalor del operador Ay Y, es la eigenfuncion de A correspondiente
a a. Al medir la observable A sé6lo podemos obtener un resultado contenido
en el conjunto de todos los eigenvalores {a;}, el cual puede ser discreto o con-
tinuo. Para cada elemento {a;} del espectro del operador existe al menos una
eigenfuncién ; que es solucién de la ecuacién (1.12). Si todos los elementos
del espectro son reales se dice que el operador A es hermitiano®

1.4 El Postulado de Desarrollo

Por el principio de superposicién sabemos que si ¥ y ¢ son soluciones de
una ecuacion diferencial, una combinacién lineal de éstas también lo es. Del
mismo modo podemos decir que si ¥, y ¥, son soluciones de la ecuacién
de Schrodinger, ¥ = ay, + by, también es una soluciéon. El postulado de
desarrollo [4] de la mecénica cudntica hace uso de este hecho y nos dice
que, si A es hermitiano, el conjunto de todas sus eigenfunciones linealmente
independientes v; es completo y forma la base de un espacio de Hilbert al
cual pertenecen todas las posibles soluciones de la ecuaciéon de Schrodinger.
Es decir, cualquier solucién de la ecuacién (1.11) puede escribirse como

> Catp,(z), coneigenvalores discretos (1.13)

a

()

= / Cat,(z)da, coneigenvalores continuos (1.14)

1Esta no es la tnica forma de definir la hermeticidad de un operador. Més adelante,

cuando se revise el concepto de valor esperado de un operador podremos dar una definicién
mas formal.



y se cumple que

Y G =1 (1.15)

Este 1ltimo resultado es la relacion de completez para el conjunto de eigen-
funciones 1); que forman el espacio de funciones. Al coeficiente C, se le llama
amplitud de probabilidad y representa la cantidad con la que contribuye la
funcién ¥, a la funcién de onda ; |C,|* es la probabilidad de encontrar al
sistema en el estado v, con eigenvalor a.

1.5 El Operador Hamiltoniano

Podemos definir el operador H como

f?f: ——mT-I-V(:C) (115)

con lo que es posible reescribir a la ecuacién (1.11) como

Hy(z) = Ey(z) (1.17)

Claramente la ecuacién (1.17) es la ecuacién de eigenvalores del operador H.
Como se mencioné antes, F es una constante indefinida. Podemos pensar
que existe un conjunto de eigenvalores {E,} para H de donde la constante
E puede tomar algin valor. Entonces también existe un conjunto {9z } de
eigenfunciones que satisfacen la ecuacién para cada uno de los valores posibles
de E. Pero ja qué observable corresponde este operador? Para aclarar esta
cuestion, hacemos uso de otro operador, el de cantidad de movimiento p
definido en el espacio de configuracién como [4]

h 0
p = —— 1.18
i (1.18)
Vemos que si sustituimos este operador en la ecuacién (1.16) el operador H
queda como

a2

I;’=2p—m+V(a:) (1.19)

el cual se parece mucho al Hamiltoniano clésico definido por las ecuaciones
de Hamilton. La tnica diferencia estriba en que tenemos un operador p y
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no una cantidad p, pero como ya vimos que para toda observable existe un
operador, podemos suponer que H es el operador Hamiltoniano analogo a
la funcién hamiltoniana de un sistema clasico. Por lo tanto se dice que la
cantidad E definida por (1.11) es la energia del sistema.

1.6 Valores Esperados

Como se menciond antes, con la funcién de onda podemos extraer informacién
de las observables del sistema en términos de las amplitudes de probabilidad
para los posibles resultados de éstas durante una medicién. No podemos

hablar entonces del valor de la observable A al hacer la medicién sino del
valor esperado o valor promedio de A. Dicho valor estd definido como

(4) = (W|Aly) = [ v Ayda (1.20)

Si ya contamos con una representacién de la funcién de onda en términos de
las eigenfunciones de un operador A, entonces tenemos que el valor esperado
de éste queda como

(A) = WlAl)

<Z Cal; Ai;cj¢j>
> CiCja;(hilv;)

= ic;c}.aja,.,}.

= Y |Gl (1.21)

Il

Podemos ahora complementar la definicién dada anteriormente para oper-
adores hermitianos. Es claro de la ecuacién (1.20) que

Gl = ([ ¢ dvaz)
= [¢(Av) dz

10



= / (Av)" ¢de
= (Ay|g) (1.22)

Definiendo al operador hermitiano adjunto de A como el operador A' tal que

(8| Av) = (ATg|y) (1.23)

se dice que A es hermitiano si es autoadjunto, i.e. A = At. Por otra
parte, de la ecuacién (1.22) vemos que si A es autoadjunto se tiene que
(A) = (A') = (A)*, de donde concluimos nuevamente que los eigenvalores
son reales para un operador hermitiano.

Con las nociones sobre las soluciones de la ecuacién de Schrodinger que se
acaban de revisar y con las ecuaciones vistas para extraer informacién del
sistema, estamos ahora en condiciones de ir en busca de un método que nos
permita calcular de forma exacta las soluciones a la ecuacién (1.11). En los
capitulos siguientes habremos de dedicarnos a esta tarea.
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Capitulo 2

Una Solucion Para la Ecuacion
de Schrodinger Unidimensional
Independiente del Tiempo

Como se menciond en el capitulo anterior, la ecuacion de Schrodinger describe
la dindmica de un sistema cuéantico y las soluciones de ésta contienen el total
de la informacién que describe a la particula. Es entonces claro que cuando
deseamos entender un sistema fisico descrito a través de la formulacién ondu-
latoria de la mecanica cuantica, debemos identificar dichas soluciones. Salvo
en contadas excepciones, esto constituye una tarea ardua, pues no existe
una forma general de hacer el calculo y muchas veces es necesario recurrir a
métodos aproximados. De éstos existen muchos y en este trabajo se hablara
de uno de ellos con algiin detalle en los capitulos y apéndices siguientes. Quer-
emos ahora explorar la posibilidad de construir una solucién para la ecuacién
(1.11) a partir de un Ansatz propuesto inicialmente por David Bohm [1, 2],
pues con su uso parece reducirse el trabajo necesario para el cédlculo de las
funciones de onda.

2.1 Planteamiento de una Solucién para la
Ecuacién de Schrodinger

Existen muchas formas de atacar el problema de resolver la ecuacién (1.11).
Los métodos que se siguen dependen principalmente del tipo de potencial V
con el que interctia la particula. Al plantear nuestra solucién, sin embargo,
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dejaremos el problema de la forma del potencial para més tarde, cuando el de-
sarrollo imponga de manera natural las condiciones que éste debe satisfacer.
Nos enfocamos de momento en resolver la ecuacién diferencial de forma pu-
ramente matematica y sin tomar consideraciones fisicas en este punto. Asi,
sabemos que la ecuacion

d?
tiene soluciones de la forma
f(z) = e (2:2)

Con esto en mente y recordando la ecuacién de Schrodinger unidimensional
independiente del tiempo

d*y(x)
dx?

encontrada en (1.11), podemos ir més alld y proponer una solucién para ésta
de la forma

+ 22 (B- V(@) p(a) =0

¥(z) = R(z)erS® (2.3)

donde las funciones R y S son reales. Una solucién idéntica se encuentra
en la literatura en los trabajos relacionados con la formulacién de la onda
piloto (también llamada formulacién de de Broglie-Bohm) para la mecanica
cuéntica [1, 12] y en algunos planteamientos de la aproximacién semiclésica
para resolver la ecuacién de Schrodinger [8]. Por lo tanto, las conclusiones
que hagamos a partir de esta expresién tal vez también puedan ser utilizadas
bajo este enfoque.

Continuando con la solucién, si sustituimos el Ansatz (2.3) en la ecuacién
(1.11), vemos que ésta se separa en dos partes, una real y otra imaginaria.
Con esta separacién podemos hacer una primera evaluacién de la validez de
nuestro Ansatz y encontramos la forma que deben tener las funciones R(z)
y S(z). De forma explicita, vemos que

Y = Re#S (2.4)
¥ = (R’+lRS') eks (2.5)



[/ S H_i 2 1 ' H] #5(x)
Y = [(R = RS )+ - (2R'S'+ RS")| e (2.6)

donde el apdstrofe significa diferenciacién respecto a z. Al sustituir las ex-
presiones anteriores en (1.11) tenemos que ésta queda de la forma

h? v 1 pan) 0 ’ m| is() is
= [(R’ - RS )+E(2R’S +RS )]eﬁ +(V = E)RekS = 0
(2.7)
que se puede escribir también como
h?R" — RS? +ih(2R'S' + RS") + 2mR(E - V) =0 (2.8)

que podemos separar en dos ecuaciones. La primera de éstas corresponde a
la parte real:

—~RS?+2mR(E-V)+R*R'=0 (2.9)

y otra corresponde a la parte imaginaria:

2R'S' + RS" =0 (2.10)

Esta tdltima expresién nos permite hacer una evaluacién preliminar de la
validez del Ansatz (2.3). Para esto multiplicamos la ecuacién anterior por el
factor R/m, con lo que obtenemos la ecuacién

1
E(QRR’S’ + R2S") =0 (2.11)
que podemos reescribir como

-é‘:} (325’) =0 (2.12)

m

Recordando que nuestro problema es independiente del tiempo, la ecuacién
de continuidad toma la forma

d

—3=0 2.13

e (2.13)
Comparando esta ecuacién con (2.12) concluimos que el término R%S’/m en
ésta debe ser la corriente de probabilidad j. Esto lo verificamos sustituyendo

(2.3) la definicién de j, obteniendo
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or Ox

j = Qim(w*a"’ a‘”*w) |
= i( (R’+ RS’) (R’—%RS’)R)

= (2.14)

Es decir, es correcto concluir que el término R2S’/m que aparece al modificar
la ecuacién (2.10) es la corriente de probabilidad j y que esta ecuacién nos
es otra mas que la ecuacioén de continuidad. Esto nos permite decir que, al
menos hasta este punto, la solucién (2.3) y la separacién de la ecuacién (1.11)
en una parte real y otra imaginaria son fisicamente consistentes.

Continuando con nuestro problema, sabemos que para tener una solucién
completa debemos determinar las funciones R y S. Como tenemos dos ecua-
ciones y dos incégnitas, R y S, podemos encontrar soluciones exactas para
nuestro sistema. Estamos suponiendo que las derivadas de las funciones R
y S las podremos calcular una vez que éstas se hayan encontrado, asi que
las expresiones que a continuacién se encuentren estaran en términos de al-
guna o algunas de las derivadas. Tomamos primeramente la parte real de
la ecuacién de Schrodinger (2.9) y acomodamos los términos para despejar
aquellos que dependen de la funcién S, encontrando que

h2 R.rr
rz — —_—
S —Zm(E V-+-2 R) (2.15)
de donde obtenemos
S ==x,2m|E - V+n—2E (2.16)
- om R ‘
o bien, integrando ambos lados de la ecuacién
h: R
S—:t/\J2m (E V+%§)da: (2.17)
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Antes de seguir, observamos que una expresion para S en términos de j y R
se puede calcular si a la ecuacién (2.9) la multiplicamos por R/m. Con esto
se encuentra que

5=/§@Rw-vq+mrmx (2.18)

Puesto que ésta y (2.17) son equivalentes, notamos que la funcién S sélo
tendra sentido si j # 0, es decir si

R # 0 (2.19)
S # 0 (2.20)

Una vez hecha esta aclaracién podemos seguir buscando nuestra la solucién.
Suponiendo que ambas desigualdades se cumplen, separamos los términos
dependientes de R de los de S en la expresién para la parte imaginaria (2.10)
dividiéndola entre j. Es decir, reescribimos la ecuacién como

2RJ' Sﬂ'
73 i+ T 0 (2.21)
Claramente esta expresion es equivalente a
d d :
25 In R+ I In§" =
5 (InR?+Ins) =
dz
d 2 Q!
—In(R’S) =
B alym) = B (2.22)
7 ln(jm) = :

Integrando ahora ambos lados de la 1ltima expresién obtenemos

Injm = C, (2.23)

donde C; es una constante de integracién. Podemos despejar el término jm
elevando a la funcién exponencial por cada uno de los términos de la igualdad
(2.23), lo que nos da como resultado
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jm = e = C? (2.24)

Esto nos dice que el flujo j es constante y por las condiciones (2.19) y (2.20)
decimos que C # 0. Podemos usar este resultado y la forma de j para obtener
la expresion para la funcién R en términos de la derivada de S de la forma

C
R=+— 2.25
v 2%
Sustituyendo en el Ansatz inical, tenemos que siempre que el flujo j sea
distinto de cero la funcién de onda (2.3) puede ser escrita como funcién
unicamente de S de la forma

Ct ig
’l,be = ﬁeﬁ (226)
Con las expresiones (2.17) y (2.25) tenemos dos expresiones que nos definen
a R en términos de S y/o sus derivadas y viceversa. Podemos entonces
encontrar la forma de S en términos de sus derivadas y complementar a la
solucién anterior. Para esto, primeramente derivamos dos veces la expresion

(2.25), obteniendo

Sw
B = ~Cizem (2.27)
33:)2 Sm
R' = C: (43'5/2 - 28,3;2) (2.28)

Con esto podemos construir el término que depende de la funcién R(z) y sus
derivadas en la expresion (2.17) en términos de S(z) y sus derivadas:

h2 Ru h2 331!2 Sm
—_—— i — (m — §-§) (2.29)

Ahora, sustituyendo este ultimo resultado en la ec. (2.17) tenemos una ex-
presién para S en términos de sus derivadas de la forma

K2 35m2 g
S—i/\j2m(E—V+%(m—28’))dx (2.30)
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o bien

) hQ 38‘;;2 Sm
S—:EJQTH(E—V-{-%(W“Q—SU)) (2.31)

Con cualquiera de estas dos dltimas ecuaciones tenemos definida a la solucién
(2.26) de forma cerrada. Resulta notable el hecho de que el tnico término
en todas las ecuaciones encontradas desde la separacion de la ecuacién de
Schrodinger que depende explicitamente de # es el de la expresién (2.29). Mas
adelante en este mismo capitulo se hara una discusién de las implicaciones o
interpretaciones que se desprenden de tal dependencia. Por el momento nos
limitaremos a renombrarlo como

fi,2 38:12 Sm
o= (_._45,2 ué_ST) (2.32)

con lo cual la expresién (2.30) queda de una forma mds compacta:

S=+ [\2m(E -V + Vg)dz (2.33)
/v

Para verificar que (2.26) sea efectivamente una solucién para la ecuacién
de Schrodinger independiente del tiempo la sustituimos en (1.11). Esto nos
lleva a la ecuacién

35.'12 Su
_an _ 2 N
Se+2m(E-V)+h (43,2 28’) 0 (2.34)
que por la expresién (2.32) podemos reescribir como
~S?+2m(E-V +Vg)=0 (2.35)

Claramente podemos ver que si derivamos una vez y elevamos al cuadrado la
expresion (2.33) y la sustituimos en (2.35), esta tltima ecuacién se satisface
de forma exacta. Esto quiere decir que la funcién 9. es una solucién exacta
para la ecuacién (1.11) si y sélo si la funcion S satisface la ecuacién (2.33) y
j # 0. Un proceso para encontrar dicha funcién se explora en el capitulo 4.

La expresién final encontrada 1, junto con la ecuacién (2.30) constituye un

avance en los objetivos de este trabajo, pues se trata de un sistema de ecua-
ciones que definen la forma de una solucién exacta de la ecuacién de onda.
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En sintesis, observamos que es posible satisfacer exactamente a la ecuacién
de Schrodinger unidimensional independiente del tiempo si

1. proponemos una funcién de onda de la forma

2. encontramos a la funcién S que satisfaga la ecuacién

hZ 3gm2  gm
S= :I:/\JZm(E v+ (48’2—@))@:

3. el flujo j del sistema es constante y distinto de cero.

2.2 El Potencial Cuantico

Es interesante ver que el término que depende de las derivadas de orden
superior de S en (2.30), al que convenientemente llamamos Vg en (2.32), es
el tnico elemento en la ecuacién que depende explicitamente de A. Podemos
tratar de entender este término llevando primero las ecuaciones obtenidas al
limite clasico. En el llamado limite de Planck, donde

h—0 (2.36)

las leyes de la mecanica cuéntica deben reducirse a las leyes de la mecanica
clasica'. En este sentido, vemos que el limite clasico de (2.34) es

-S?+2m(E-V)=0 (2.37)
o bien
S&
B=e=d¥ (2.38)

Ahora, si suponemos que la dependencia de S en h dada por (2.30) es tal
que S;_,, es la accién clasica del sistema de modo que se cumpla

1Cabe sefialar que este limite es complementario al principio de correspondencia de
Bohr, en el que el limite clasico se encuentra al tomar nimeros cuanticos grandes (n — o0)

(6]
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Shao =P (2.39)

donde p(z) es la cantidad de movimiento clasica de la particula en una di-
mensién, la expresién (2.38) corresponde a la ecuacién de Hamilton-Jacobi.

El que exista un limite clasico para la ecuacién de Schrédinger en términos
de la ecuacién de H-J al usar la solucién (2.26) es un claro indicador de
que dicha expresion es correcta en el sentido de que reproduce el compor-
tamiento clasico de la particula cuando los términos dependientes de h son
despreciados. En este sentido, la informacién cuéntica del sistema se encuen-
tra contenida uinicamente en el término V. Retomando las ideas de Bohm,
podemos decir entonces que si la ecuacién de H-J describe correctamente
a la particula clasicamente, entonces el término Vp puede verse como una
correccion a los parametros que determinan clasicamente el sistema, es decir
la cantidad de movimiento p, la energia E y potencial V, y nos lleva a una
interpretacién cuantica de todo el sistema [3].

Por la discusién anterior y por inspeccién de las ecuaciones (2.35) y (2.37)
podemos concluir que mientras la particula cldsica interactiia con un poten-
cial V y la describen parametros clasicos, la particula cudntica interactia
con un potencial V — Vg y la describen parametros corregidos. En algunos
textos y bajo el formalismo de la onda piloto para interpretar a la mecédnica

cuantica, al potencial Vy se le suele dar el nombre de potencial cudntico de
Bohm (2, 12].

2.3 Un Acercamiento a la Validez de la Solucién

Ye

Aunque ain no tenemos un método para determinar de manera precisa la
forma de la funcién S que define a nuestra solucién 1., podemos hacer una
prueba sencilla con la finalidad de explorar su validez y aplicabilidad. Por
ejemplo, podemos intentar resolver el problema de una particula de energia
E confinada por una caja de potencial V(z) de ancho a con paredes infini-
tas, cuyas soluciones analiticas podemos calcular o encontrar en los libros de
texto [6]. Primero veamos la forma del potencial con el que interactia la
particula:
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;s 250
V(z)={ 0, ze€(0,a)
., ZT=2a
¥ix)
E
(/] a *

Figura 2.1: Caja de potencial con paredes infinitas

Sabemos que en las regiones fuera del intervalo (0, a) la funcién debe ser nula.
Esto hace que ahi la soluciéon que queremos probar no sea aplicable pues ahi
7 = 0. Sin embargo, es obvio que no la necesitamos; ya sabemos que es cero.
Nos enfocamos entonces en la regién (0,a). Como el potencial V' es nulo,

entonces
g=x [ J/2m(E + Vo)dz (2.40)

Por otra parte, puesto que en un sistema ligado unidimensional como el que
estamos tratando las funciones de onda deben ser reales [9], podemos mejor
emplear una combinacién lineal de las soluciones ¥} y 9. para plantear la
solucién del sistema en la regién (0,a). La forma mds general de escribir a
nuestra funcién de onda es

Cl . 02

ﬁsm (S/h) + ﬁcos(S/ﬁ) (2.41)
Antes de continuar, nos preguntamos lo siguiente: jcudl podria ser la con-
tribucién neta del potencial Vj en nuestro sistema? Recordando la discusién
en la seccién previa podemos decir que, puesto que la particula es libre

P =
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en el interior de la caja, los efectos cuanticos sobre ésta deben ser pocos.
Podriamos incluso suponer que el potencial cuéntico en el interior de la caja
es nulo. Esta suposicién nos lleva a lo siguiente:

8 = [ V2mEdz
= V2mEzx (2.42)

con lo cual

G . (\/2171.5‘:3) C, (\/2mEz)
Y o= = sin e Cos
2mE h 2mE h
& %Sin (kx)+%cos(kx) (2.43)

donde k? = 2mE/Rh?. Aplicando las condiciones de frontera para la funcién
de onda tenemos que

Ye(0) = e(a) =0 (2.44)

de donde se concluye que
Co=0 (2.45)
== % (2.46)

Finalmente obtenemos el valor de C; normalizando la probabilidad de en-
contrar a la particula en el intervalo (0, a):

CiC, fe

* s
() T Jo sin®(kpz)dz
a
= IG5 =1 (2.47)
de donde obtenemos
0 =2t (2.48)
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Sustituyendo este resultado y (2.46) en la solucién (2.43) tenemos que la
funcién de onda queda como

Y = \/%ﬁsin(knx)

1 I?knﬁ) .
= knh( —— | sin (knx)

= ‘/g sl (%) (2.49)

y la energia se cuantiza como

1 (nmh

E=E,= (7)2 (2.50)

Sabemos que estas tltimas expresiones son las correctas para describir a la
particula en la caja de potencial asi como la energia que la caracteriza [6].

Como acabamos de mostrar, una solucién valida para el caso del pozo de
potencial infinito puede ser construida con una combinacién lineal de ¥} y
¥, y con una suposicién simple y razonable: el potencial cudntico Vg es
cero dentro de la caja. Si bien es cierto que un ejemplo no es suficiente para
mostrar la validez general de una hipétesis, el desarrollo anterior nos sefiala
dos puntos importantes:

1. Existe al menos un sistema cudntico que podemos describir de manera
exacta mediante el uso de la solucién .

2. Es posible encontrar al menos una funcién S que satisfaga de forma
exacta la ecuacién (2.30).

Una vez que la solucién ha sido probada para un sistema sencillo, podemos
continuar con la bisqueda de una metodologia més general que nos permita
encontrar la funcién S que describa la interaccién de nuestra particula en
otros casos tal vez mas complejos.
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Capitulo 3

Determinacion de la Funcion de
Onda Y Mediante un Proceso
Iterativo

En el capitulo anterior dijimos que es posible encontrar una solucién exacta
para la ecuacién de Schrédinger unidimensional en términos de un parametro
S que atin no hemos determinado. Sin embargo, vimos que con algunas su-
posiciones razonadas y razonables esta funcién puede ser aproximada y ob-
tuvimos asi la expresién exacta de la funcién de onda para un problema de
prueba. La tarea siguiente de este trabajo consiste en buscar un método que
nos permita determinar de manera precisa la forma de la funcién S esperando
poder encontrar con éste las funciones de onda de cualquier problema unidi-
mensional independiente del tiempo.

3.1 Hipoétesis de Iteracion

Cuando se construyé la solucién exacta (2.26) para la ecuacién de Schrodinger
unidimensional, esta quedé determinada por una funcién S que recoge los
valores del sistema que queremos estudiar. Encontramos entonces que esta
funcién debe cumplir con la relacién (2.33) para que la solucién exacta tenga
sentido. Hasta ahora no hemos hablado de cémo podemos calcular esta
funcién S de modo que la condicién se cumpla, por lo cual nos proponemos
ahora a explorar un método con este fin.
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La forma de la ecuacién (2.30) nos recuerda una relacién de recurrencia, pues
S se encuentra definida en términos de sus propias derivadas. Sabemos que
para una relacién de este tipo es necesario determinar las condiciones iniciales
de la recurrencia. Esto nos sugiere que necesitamos hacer una primera apro-
ximacién de la funcién para poder iniciar la recurrencia. Por otra parte, la
discusién sobre el potencial cuantico muestra una conexién entre la solucién
exacta (2.26) y el limite clésico de las ecuaciones de movimiento del sistema.
Mas adelante se verd més claramente este vinculo. Por ahora estos hechos
nos permiten tomar una hipétesis planteada originalmente para las soluciones
de la aproximacién semiclésica [3] para resolver la ecuacién (1.11) y aplicarla
a nuestra solucién.

Durante el estudio de la aproximacién semiclasica para resolver la ecuacién
de Schrodinger unidimensional independiente del tiempo en [7] el autor nos
dice que

“En realidad, un proceso iterativo es sugerido por el hecho de que
u”(x) es cero para la particula libre. Sospechamos que esta se-
gunda derivada se mantiene relativamente pequena st el potencial
no varia violentamente”

Aplicado a nuestra solucién, la funcién u(z) que se menciona en la cita se
refiere a los términos relacionados con S y sus derivadas. La condicién
u”(z) = 0 se refiere a que los términos S” y S” son cero, lo cual es con-
sistente con el ejemplo visto al final del capitulo 2. Si la segunda derivada de
la que habla el autor se mantiene pequena nosotros podemos decir que el po-
tencial cudntico se mantiene pequeno en nuestra solucién. Tomaremos, pues,
la sugerencia del autor y buscaremos determinar a la funcién S mediante un
proceso iterativo. Antes de proceder nos parece importante senalar que no se
encontraron referencias en la literatura sobre estudios de esta hipétesis, por lo
que con este trabajo se podria dar alguna luz sobre su validez o aplicabilidad.

3.2 El Proceso Iterativo

Estaremos realizando un proceso iterativo para calcular la forma de la funcién
S de la solucién 9, de acuerdo a los siguientes criterios:

1. Como la funcién S depende de sus derivadas y no tenemos idea de como
es ésta, lo primero que haremos es tomar una “definicién adecuada” -es
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decir una aproximacién- de la funcién de modo que podamos calcular-
las. A esta funcién, que define las condiciones iniciales de la iteracion,
la llamaremos S,

2. Posteriormente construiremos el potencial cuéntico Vi, correspondi-
ente a esa funcién. Con esta primera aproximacién de V,, buscamos
hacer una mejor aproximacién de S de acuerdo a la forma (2.33). A
ésta la llamaremos S,.

3. Con este resultado, podemos construir un nuevo potencial cuantico,
que nos sirve para construir la siguiente aproximacién de S y asi hasta
lograr autocontencién del sistema.

4. Cada vez que encontremos una expresiéon aproximada para .S constru-
iremos también la funciéon de onda aproximada de acuerdo con la ex-
presién exacta (2.26) antes de calcular el siguiente potencial cuéntico.

5. Diremos que el método funciona si la funcién aproximada de S converge
rapidamente, con lo cual convergen también el potencial cuantico y la
solucién.

3.3 Soluciones Iteradas

Para iniciar el proceso tomamos al potencial cudntico V como nulo. Con
esto reescribimos la expresion (2.33) y construimos la funcién S a orden cero:

8= :I:f 2m (B - V)dz (3.1)

que inmediatamente empleamos para definir la aproximacién de nuestra funcién
de onda a orden cero sustituyendo en la solucién exacta obteniendo
Cy
Yo = ek (3.2)

it

0

Esta primera aproximacién de la funcién de onda puede ser calculada ya de
manera formal, pues sélo depende de los valores de E y V. Asi, la funcién
de onda queda a orden cero como

bo = __ G iV (3.3)
V2m(E - V)
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De aqui surgen las primeras observaciones del proceso. Primero, la ecuacién
anterior es igual a la solucién encontrada por la aproximacién semiclasica
[1,3,5,6,7,8, 10, 11]. Esto nos muestra que la solucién exacta es mas gene-
ral y que existe un limite para el cual ésta nos devuelve los resultados de una
aproximacién ampliamente aceptada. Esto también nos ayuda a justificar a
posteriori el haber escogido llevar a cabo un proceso que originalmente fuera
pensado para la aproximacién semiclasica.

Segundo, también de la ecuacién anterior resulta evidente que en los puntos
{z;} en los que

E=V(z:) (3.4)

la solucién 9y no sera una aproximacién valida de una solucién exacta, pues
ésta diverge y la amplitud de probabilidad se vuelve infinita. Esto nos re-
cuerda los problemas que presenta la aproximacion semiclasica en los llama-
dos puntos de retorno. Nos conviene entonces seguir con la iteracion para
ver si este problema se resuelve de manera natural.

Volviendo al proceso, si sustituimos (3.2) en (1.11) llegamos a

—SZ +2m(E - V) +R? U e =0 (3.5)
i 4S7  285) '
donde claramente vemos que, de acuerdo a (3.1), 1y es una solucién exacta
para la ecuacion de Schrodinger si B — 0. Es decir, a orden cero, el potencial
cuéantico (2.32) es de la forma

R (e 8r
VQg = ~2_rr_1 (IS‘OE = 2—86 (36)

Esta correccién la podemos calcular de forma exacta empleando la definicién
de Sp. Obtenemos nuevamente una funcién que depende tinicamente de la

energia inicial de la particula y de la forma del potencial inicial con el que
ésta interactia. Esto es,

K2 ( 5V 4‘/”)

Yoo = sam \E=vE TE-V B0
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y por la forma en que estamos considerandolo podemos decir que

h? 5172 4v"
32m ((E —vEtE- V)?) =3 %)

De nuevo se ve que si se cumple la condicién (3.4) la condicién anterior no
podré ser satisfecha, lo cual implica que el potencial cudntico deja de ser
despreciable. A menos, claro, de que se cumpla que V"2 — 0y V” — 0 més
rapido que (E — V)% y E — V, respectivamente, en toda vecindad que con-
tenga a los puntos {z;} que satisfagan (3.4), lo cual no se puede garantizar
para cualquier valor de F.

Sin embargo, omitiendo esos puntos {z,}, vemos que esta primera aproxi-
macién puede emplearse en las regiones donde

1. El potencial V sea tal que sus primeras dos derivadas sean suficiente-
mente pequenas.

2. La energia E de la particula sea suficientemente mayor -o suficiente-
mente menor- que el potencial V.

Para seguir con el proceso iterativo ahora usamos al potencial cuantico a
orden cero para definir de la funcién S a primer orden

S = £ [\fom(B-V+Vy,)d (3.9)

= :l:/\j%n (E Y 32; ((35_1'_/?/)2 + ;K}))dm (3.10)

y la solucién a primer orden

C;h S
1’[)1 = ——eh”!
V&
- Cy Ef [ /2m(E-V+V, Ojdx
Y2m(E -V + VQu)

2 2 " -1/4
_ Ct [E V4 h ( 5V + 4V )] «
32m

am (E-V? E-V
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P I (@5 45)] e

X

Podemos ver de esta tltima expresion que ahora la funcién aproximada es
nula en los puntos en que E = V, pues si V' es distinto de cero, el término
(E — V)? manda toda la amplitud a cero. También vemos que salvo en ca-
sos muy sencillos la integral en la exponencial no podra resolverse de forma
analitica. Pero ahora continuamos con el proceso para ver si en la siguiente
iteracién se puede ver mas claramente el comportamiento de la solucién vy,
principalmente, ver si ésta puede estar convergiendo.

Como la forma del potencial cudntico se mantiene para cualquier paso de
la iteracién, calculamos directamente V,; empleando la definicién (2.32) sin
recurrir de nuevo a la solucién de (1.11). Tenemos asi que

52 3 SHZ Sm
Vo = | 3 = L 12
@ om (45;2 23;) (3.12)

y la funcién S a segundo orden es

8=k ‘/2m (E-V+Vy,)de (3.13)

Desgraciadamente las expresiones anteriores se complican tanto al reducirlas
a funciones de E, V y sus derivadas que resulta impractico escribirlas en este

texto. Sin embargo, es importante decir que el término \/ 2m (E -V+ VQI)

tiene ahora nueve raices, seis mas que en el paso anterior. También es impor-
tante mencionar que la amplitud sigue yéndose a cero en los puntos en que
E = V. Tal vez la parte mas destacable sea que ahora aparecen términos
proporcionales a i* en el potencial cudntico. No es dificil entonces predecir
que en la n-ésima iteracién habran términos proporcionales a i*". Ademas,
puesto que la parte de la exponencial puede escogerse como una funcién pu-
ramente real, ésta sélo oscila de modo que el comportamiento de la integral
no afecta mucho a la forma de la solucién en estos mismos en tanto no sea
divergente. Por otra parte, escribir de forma explicita las iteraciones sigu-
ientes también carece de utilidad, por lo que mejor sélo escribimos las formas
generales de las n-ésimas aproximaciones de las funciones Vg, Sy 1,
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2 "2 "
Vo, = _?1__(33,, S“) (3.14)

n 2m \45.2 29
5, = % \/Qm (B-V+V,, ) (3.15)
Yo = kS (3.16)

VSn

Para analizar la evolucién de la solucién a través de la iteracién necesitamos
aplicar el proceso a problemas especificos. Nuestra solucién ya mostré su vi-
abilidad con un ejemplo sencillo por lo que tiene sentido intentar un ejemplo
mas interesante. Ademdas ahora podemos buscar calcular las funciones S con
las ecuaciones y el procedimiento que acabamos de establecer. La aplicabil-
idad de éste muy probablemente esté en funcién de la forma del potencial
que estudiemos, pues de las ecuaciones encontradas en (3.3) y (3.11) se ve
que ésta seguramente determinara la forma en que se resuelven las integrales.

Para que nuestra solucién sea completa, es decir que describa siempre de
forma correcta a la particula, debemos hacer una consideracién adicional.
Hasta este momento hemos supuesto que los términos que involucran raices
pares son siempre reales. Pero por ejemplo jqué pasasi E <V —V,? Clara-
mente la solucién exacta se vuelve imaginaria, lo cual contradice lo visto en
[9]. Sucede también que si, tal como hemos estado suponiendo, el poten-
cial cuantico se mantiene pequeno, la desigualdad anterior puede expresar su
mismo sentido a través de la desigualdad E < V. Las regiones del espacio en
las que esto se cumple son aquellas en las que cldsicamente la particula no
puede ser encontrada. Sin embargo, haciendo referencia una vez mas a las
propiedades probabilisticas de la mecanica cuéantica, existe una probabilidad
distinta de cero de encontrar a la particula cuantica en las zonas clésicamente
inaccesibles. En el capitulo siguiente se desarrolla de manera similar a la
hecha en el capitulo dos una solucién para la ecuacién de Schrodinger unidi-
mensional independiente del tiempo en las regiones clasicamente prohibidas.
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Capitulo 4

Revision de la Aproximacion
Semiclasica

En la literatura se encuentra que las soluciones a la ecuacién de Schrodinger
correspondientes a la aproximacién semiclasica en las regiones en las que
E < V son postuladas sin que un proceso las justifique (1, 6, 7, 9, 11]. Al
emplearlas se observa que éstas satisfacen la ecuacién (1.11), pero siguen sin
ser claros los pasos que hay que seguir para construirlas. Ademas, siguiendo
un linea de razonamiento analoga a la empleada para calcular las soluciones
en las regiones en que E > V planteada tradicionalmente en los libros, se
encuentra que las partes real e imaginaria del Ansatz usualmente empleado
en la descripcién del método intercambian papeles sin justificacion previa ni
explicacién fisica que la fundamente. Es decir, de acuerdo al método se puede
seguir tratando a la funcién S’ como la accién clasica en el limite A — 0, pero
en la regién que en este momento nos interesa esta funcién resulta imaginaria,
aun cuando sabemos que debe ser cero. Tratando de dar una explicacién
coherente a este problema y respaldados por la reduccién de la solucién exacta
a la solucién de la aproximacién semiclésica (3.3), en las siguientes secciones
mostramos un procedimiento en el que empleamos el razonamiento usado
al construir la solucién 3, para encontrar la forma de las soluciones de la
ecuacién (1.11) en el caso clasicamente prohibido. Mostramos también como
estas nuevas soluciones pueden reducirse a las soluciones postuladas por la
aproximacion semiclasica. En el apéndice A de este trabajo se hace una
repaso detallado de esta aproximacion. Para esta seccién haremos uso de los
resultados que ahi se exponen sin entrar en muchos detalles.

33



4.1 Analizando el Caso £ <V

Recordando la aproximacién semiclésica (3, 1, 6, 9, 11, 8, 7], se tiene que
empleando el el Ansatz

Y= er‘*‘!‘;‘S

en la ecuacién de Schrodinger, se obtienen las ecuaciones
1 h?
E=— Sr2 YV i 2 "
2m 4 2m [T e

2r'S'+85"=0

Que a su vez dan origen a la ecuacién de Hamilton-Jacobi

E=LS‘Q+V
2m
y a las relaciones
1 1
R=er=—=—
N
p=9

cuando se hace un desarrollo de S en serie de potencias de /i y nos quedamos
con los términos de orden menor que i?; de aqui que se le llame aproximacién
semiclasica a este procedimiento.

La solucién encontrada por la aproximacién estd escrita en términos de la
cantidad de movimiento clasico del sistema de la forma:

Yo = %f pi (4.1)

p = +/2m(E-V) (4.2)

Es muy importante hacer notar que estas expresiones son vélidas tinicamente
en aquellas regiones que le son cldsicamente accesibles a la particula, aquellas
en que E' > V. Las soluciones correspondientes a las regiones en que £ < V
son postuladas (3, 1, 6, 9, 11, 7] suponiendo que un proceso anélogo al seguido
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para las soluciones en las regiones complementarias se puede llevar a cabo.
Estas son de la forma

N O ey P 43
VYse ﬁe (4.3)

g = =/2m(V - E) (4.4)

Sin embargo, al hacer el desarrollo para estas nuevas regiones, se observa que
la funcién S, asociada con la accién clasica del sistema debido a la reduccién
a la ecuacién de H-J, cambia de real a imaginaria al pasar de laregiéon £ > V
alaregion E < V.

Para evitar esta ambigiiledad en la funcién S, podemos volver al proceso
visto en el capitulo 2. Si planteamos ahora un Ansatz de la forma

,w = e%+ir (45)

al sustituir en la ecuacién de Schrodinger unidimensional independiente del
tiempo se tienen las ecuaciones

1 12 hz 12
E=———-5“+V+— [r -
2m 2m

%s"] (4.6)

%T'S’ +r"=0 (4.7)

siempre y cuando ¥ # 0. Si andlogamente buscamos el comportamiento de
ambas cuando i — 0, obtenemos que

_ L
B=-—8"+V (4.8)

y que se debe cumplir que

r'=0 (4.9)

pues de otro modo, si 1’ # 0, la ecuacién (4.7) diverge.

De las ecuaciones anteriores podemos decir un par de cosas: primero, es
claro del resultado (4.9) que
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donde C es una constante de integracién. Y segundo y maés importante,
que la expresién (4.8) es del tipo de la ecuacién de Hamilton-Jacobi con la
salvedad de que al reordenar, si esperamos que para el primer término del
lado izquierdo se cumpla que

89 2% (4.11)

entonces erigimos que

V>E (4.12)

De acuerdo con la definicién de S’'(z) vista como la accién clésica y la cual
se pide que sea un funcién real [3], la condicién (4.11) se cumple inmediata-
mente. Por lo tanto, nuestro problema sélo puede estar definido en la regién
del espacio en la que la condicién (4.12) se cumple. Es decir, todo cuanto
obtengamos del Ansatz (4.5) serd valido sélo para el caso en que V > E.

Sustituyendo (4.9) en (4.6) nos deja con

1 12 ﬁ’ "
E=—=8"+V->=5 (4.13)

Podemos ahora definir al potencial cuantico de este sistema de forma similar
a como se hizo al encontrar (2.32)

h il
Vo=5-5 (4.14)

Es importante notar que este potencial es proporcional a h, mientras que el
potencial cuéntico de la regién cldsicamente permitida (2.32) es proporcional
a h?. Esto nos muestra de inmediato que la contribucién al sistema del
primero es mayor que la del segundo. Por otra parte, de la ecuacién (4.13)
también podemos despejar una expresién para S de la forma

S? = % (V — E) — hS" (4.15)

entonces

' = +y/2m(V — E) — hS" (4.16)
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por lo que

B = i/\/zm(v-E)—hs”dx

- i/\/q_ﬂh—is”da:
= :|:[|q|\/1 = —S”dz
= & / ( ”) dz (4.17)

donde ¢*> = 2m (V — E). Si ahora desarrollamos la raiz en la expresién (4.17),
S toma la forma

g = :lr/q(l-;;—iS”—...)dz
h
= =4 ——98"— ... ldx 4.18
](q L ) (418)

Esta tltima expresién contiene un serie de potencias de h. Si suponemos
que h es muy pequena, entonces podemos despreciar los términos de la serie
correspondientes a ordenes superiores de este pararmetro. Esto nos deja con
la ecuacién

En base a lo visto en el capitulo anterior, podemos llevar a cabo una iteracion
del potencial cudntico (4.14) en la expresién anterior. Definimos entonces la
aproximacién a orden cero de la funcién S como

B [ qdz (4.20)

que nos permite definir la aproximacién de la funcién de onda a orden cero
como
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Sy, .
,% — e-;f'-ﬂr
— ot# [adz+iCy
= Ceth[ak (4.21)
con C = €. Podemos definir ahora el potencial cudntico a orden cero
empleando (4.20) como

RS,
Qo — 2 dx?

Iterando esta expresion en la siguiente aproximacién de S encontramos que

(4.22)

h &S,
8, = if 2g F=

= :i:fq——(:l:—)d

— :I:[qd:r—th—d—Id:n

= :I:]qd$~?i2lnq

= ik / gdz — hiny/g (4.23)

Con esto y con (4.10) podemos escribir la solucién de la ecuacién (1.11) para
la regién clasicamente inaccesible en términos del Ansatz (4.5) como

wl = e—hl-+1r

£} [ qdz—In /G+iC,
— ofh [adz-Inya,iC,
C
- ﬁeiﬂ ol (4.24)

El resultado (4.24) es el mismo que el que usualmente se propone en la liter-
atura para los casos en que E < V senalado por la aproximacién semicldsica
(4.3). Hemos encontrado, pues, una forma de deducir la ecuacién que de
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acuerdo a la aproximacién semiclasica da una aproximacién de la solucién
a la ecuacién de Schrodinger unidimensional independiente del tiempo en la
regién clasicamente prohibida sin comprometer la naturaleza de la funcién
S. Mas aun, si se quiere ver a la S’ como una expresién para la accién en
esta region, esto puede fundamentarse con la expresién del tipo H-J (4.13).

4.2 Soluciones Iteradas

Aunque ya encontramos la solucién que define la aproximacién semiclasica
estamos interesados en obtener una mejor descripciéon del sistema que la
que dicho método ofrece. Por lo tanto retomamos la idea de las soluciones
iteradas para esta region del espacio. Las ecuaciones que describen a la n-
ésima aproximacién de la solucién de acuerdo a este proceso se ven de la
siguiente forma

- f qdz — %%m (4.25)
$, = Cett ] TR (4.26)

Utilizando la primera de éstas desarrollamos las primeras 3 iteraciones para
obtener

h ﬁ.2 q.r: h2 q]?
S; = i/qdm—alnq:lzzf—dxq:—/—

g

qq 2 __fq“’ 3h3fq’_d (27

De estas expresiones vemos que la estructura general de la funcién S es de
la forma
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h
S,,=:I:/qd$—§lnq+0(h"), N1 (4.28)
por lo que la estructura de las soluciones es del tipo

_ C i1 o)
Y, \/ae e (4.29)
Si la serie de potencias O(R") es convergente entonces la solucién 1,, también
convergera a una solucién similar a la dada por la aproximacién semiclasica.
Sin embargo, ésta también podria ser tal que las discontinuidades de la
solucién semiclasica en los puntos E = V sean eliminadas y puedan conec-
tarse suavemente las soluciones en ambos lados de los puntos de retorno.

Trataremos de ver esto con algunos ejemplos en el capitulo final de este
trabajo.
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Capitulo 5

Evaluacion del Método
Iterativo

En los capitulos anteriores hemos construido soluciones para una sistema
fisico descrito por la ecuacién de Schrodinger unidimensional independiente
del tiempo en las regiones del espacio clasicamente accesibles e inaccesibles.
Cuando tenemos a una particula moviéndose en una regién del primer tipo
situada entre dos regiones del segundo tipo hablamos de estados ligados del
sistema. Clasicamente, la particula estd restringida a moverse en la regién
intermedia pues no puede penetrar en las otras, de modo que oscila entre los
puntos {z,} que satisfacen E = V/(z;). Como ya mencionamos anteriormente,
para la particula cudntica es posible penetrar en la regién prohibida, de modo
que la descripcion completa del sistema requiere que las soluciones en cada
regién converjan suavemente en dichos puntos (recordemos que la funcién
de onda y su primera derivada deben ser continuas). Encontramos también
un método con el que esperamos poder calcular de forma las soluciones en
ambas regiones basado en la iteracién del potencial cuantico. Vimos que con
éste método pueden reducirse las soluciones a las expresiones dadas por la
aproximacién semicldsica lo cual ofrece una prueba modesta de la validez
tanto de las soluciones como del método. Es nuestra intencién en este tra-
bajo evaluar la posibilidad de mejorar las expresiones semiclasicas con el
método que proponemos asi como ver si es posible empatar de esta forma
las soluciones en ambas regiones a través de los puntos {z;}. Como también
mencionamos, la descripcién analitica de las soluciones iteradas resulta un
tanto complicada, por lo que haremos un primer acercamiento a nuestro ob-
jetivo mediante la aplicacién a algunos problemas representativos de estado
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ligados y cuyas soluciones exactas y aproximaciones semiclasicas conocemos.
Con esto esperamos hacer un dictamen més acertado de las soluciones y del
método.

5.1 El Pozo Unidimensionél

Al final del capitulo 2 vimos este problema sin una metodologia clara. Nos
guiamos por intuicién puesto que careciamos de una mejor forma para pro-
ceder. Sin embargo probamos que una combinacién lineal de las funciones ¥
y ¥t resuelve este problema. Trataremos de resolverlo de nuevo pero ahora
de una manera més formal con el procedimiento que discutimos y queremos
probar. Nuevamente este problema nos sera de alguna utilidad pues podra
darnos informacién sobre la validez del método iterativo.

Nos situamos de nuevo en el interior de la caja, donde V = 0. Partimos
de las expresiones (3.15) y (3.16) para construir las funciones S; y %,, que
quedan como

g, = & / VamEdz
= +Vv2mEz (5.1)
C i
o = _42;156*3@3 (5.2)

De las ecuaciones (2.40-2.50) sabemos que con la eleccién de ¥ = 1, obten-
emos el resultado correcto. ;Qué pasa entonces con el proceso iterativo? Para
responder esto, seguiremos con el procedimiento a pesar de que sabemos que
la solucién a orden cero es la correcta. Al construir el potencial cuantico a
orden cero obtenemos que

K2 35.*:2 Sm
B s s O R, 5.3
=0 (5.4)
pues de la ecuacién (5.1) se tiene que
S'=8"=0 (5.5)
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Por lo tanto la iteracion del potencial cuantico en la aproximaciéon de S no
habra de modificar en absoluto la expresiéon obtenida a orden cero sin im-
portar el niumero de veces que se haga. En otras palabras, las soluciones
convergen desde la primera iteracion. Esto prueba de una manera muy sen-
cilla que el procedimiento no es del todo descabellado y que al menos existe
un sistema en el que el planteamiento de la solucién iterada tiene sentido.
Pasemos ahora a un ejemplo un poco mas complicado.

5.2 El Potencial Lineal

Vamos a considerar a una particula que interactia con un potencial lineal de
la forma

V=alz|, a>0 (5.6)

¥(x)

m

Figura 5.1: Potencial Lineal

Tenemos el espacio dividido en tres regiones, una clasicamente accesible y
dos clasicamente inaccesibles. Estas estan delimitadas por los puntos en que
E =V, a los que cominmente se les llama puntos de retorno. Sin embargo,
debido a la formulacién de la mecanica cuantica y a las propiedades cuanticas
de la particula, no podemos simplemente suponer que en las clasicamente
prohibidas la particula no puede ser encontrada. De hecho, existe una pro-
babilidad distinta de cero de que la particula penetre en la barrera debida
al potencial. Sin embargo, ésta debe tender rapidamente a cero conforme se
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aleja de los puntos de retorno. Para resolver el problema trataremos a los dos
tipos de regiones por separado con los dos tipos de soluciones encontradas
en (3.16) y (4.25).

En la regién cldsicamente permitida necesitamos una funcién cuyo flujo j sea
cero, por lo que nuevamente construimos una solucién que lo satisfaga me-
diante una combinacién lineal de las soluciones ¥F. Ahora no deseamos que
la funcién sea nula en los puntos de retorno pues esperamos que la particula
penetre en la barrera més alld de éstos. Los puntos de retorno del sistema

son z; = —E/ay z, = E/a y la funcién de onda que usaremos queda como
at1€08(S/h
¥=(-1) “_(\/g{—) (5.7)

Calculando la forma inicial de S como

S5 = :I:f\XZm(E—akz:de

= F2L(E — afal)¥?
m\ /3 3/2
- #|(%)" @ - ae) 6.3

encontramos la primera aproximacion de la solucion

O oon (3[()" (2 o]
\‘/Qm(E — alz|)
g, (:F§ [(%) Vi g alwl)] 3/2)

Cma™ | (28)" (8~ alal)]

a

(5.9)

Ahora, en la regién clasicamente inaccesible no tenemos restricciones sobre la
funcién de onda, de modo que podemos emplear directamente las férmulas en-
contradas en (4.24) y (4.25). Por la simetria del potencial podemos plantear
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el problema para sélo una regién. Escogiendo la regién I1] (de z, en ade-
lante), queremos que la solucién tienda rapidamente a cero cuando z — oo
desde z,. La funcién que satisface esto es

¥ = Ce %S (5.10)

S=fa- hi”

con ¢ = y/2m(alz| — E). De este modo, S y la solucién en la regién /1] a
orden cero son:

(5.11)

S = f J2m(alz| - E) (5.12)

¥ = Ce~k [ V2mlalz|-E) (5.13)

Conectamos las soluciones a través de los puntos de retorno con ayuda de las
formas asintéticas de la funcién de Airy Ai' y encontramos que la energia se
cuantiza como

3ah \??
E = (8 \/2_) (2n 4+ 1)%3 (5.14)
m m

Veamos ahora como se comporta la solucién. Por ejemplo, si para el niimero

cuéntico principal tomamos n = 6, la forma de las funciones S y — asf

como la funcién de onda que definen a orden cero tienen la forma

1Este procedimiento es equivalene al usado en la aproximacién semiclésica que se detalla
en el Apéndice A
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xy —3.36046 3.36946 x

Figura 5.2: Funcién S en aproximacion cero

wrix)

Y, 2 ,—J

\\ //
\ /f\ it ; N\ ,’:
: \ ./ \ |/ / o
% .".{dtnf \\ /"r \‘a.«?:f x;
% / =N '\/'

Figura 5.3: Funcién de onda en aproximacion cero

Para hacer la primera iteracién construimos al potencial cudntico de orden
cero, que queda como
V. — 5a%h?
Q ™ 39m(E — alz|)?

(5.15)
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i =2.44743 2.44743 x;

x

Figura 5.4: Potencial cudntico a orden cero

Hacemos ahora las primeras iteraciones del potencial cudntico en la funcién
S para construir las funciones correspondientes. Los resultados graficos de
las primeras cuatro iteraciones se muestran en la figuras 5.5-5.20
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0 30
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4
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Stx)

Figura 5.5: Funcién S a primer orden de la iteracién

Figura 5.7: Amplitud de la funcién a primer orden
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Figura 5.6: Potencial Cudntico a orden cero
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Figura 5.8: Funcién de onda en la primera iteracién
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2.44743 0

Figura 5.9: Funcion S a segundo orden de la iteracién

Figura 5.11: Amplitud de la funcién a primer orden
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Figura 5.10: Potencial Cuéntico a primer orden
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Figura 5.12: Funcién de onda en la segunda iteracién
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-20
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Figura 5.13: Funcién S a tercer orden de la iteracién

Figura 5.15: Amplitud de la funcién a tercer orden
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Figura 5.14: Potencial Cudntico a segundo orden

Figura 5.16: Funcién de onda en la tercera iteracién
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Figura 5.17: Funcién S a cuarto orden de la iteracién  Figura 5.19: Amplitud de la funcién a cuarto orden
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Figura 5.18: Potencial Cudntico a tercer orden Figura 5.20: Funcién de onda en la cuarta iteracion
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De la evolucién del potencial cuantico visto en las figuras anteriores con-
cluimos que no se observa convergencia. Por el contrario, son mas las sin-
gularidades con cada iteracién. También vemos que las singularidades en la
amplitud aumentan y cada vez es menor la regién en que ésta es continua.
Lo mismo pasa para la funcién S, que si bien conserva su forma general, la
regién en la que estd definida es cada vez menor. Como consecuencia de esto
la funcién de onda presenta mas divergencias y es continua en una regién
menor. Es decir, se comporta tan bien como en la primera aproximacion
pero con puntos de retorno cada vez mas cercanos.

Por otra parte, también con n = 6, en la region prohibida las graficas de
So ¥ ¥y tienen la forma:

Six)
— x
= 9.78971
e
-2 ‘«.\
\_\\
-4 ~
e
\-
1 ~
s
-8 h
.
-10 b

Figura 5.21: Funcién S a orden cero
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0.8 \
0.6 \
0.4 \

0.2

x
X3 9.78971

Figura 5.22: Funcién de onda a orden cero

Construimos el potencial cuantico a orden cero de la forma

ﬁ S.H
Vg, = —= 5.16
Qo zq ( )
que iteramos en S para construir las aproximaciones de la solucién. En las
figuras siguientes presentamos los resultados para S, Vg, y ¢ de las primeras
cuatro iteraciones en la regién clésicamente prohibida; la amplitud S~'/2 es
la misma en todos los casos.
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Figura 5.23: Potencial cuantico a orden cero
Sfx)

— X
™ 9.78971

—iol g

Figura 5.24: Funcién S a primer orden de la iteracién
¥ix)
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0.5

. x
X2 9.78971

Figura 5.25: Funcién de onda en la primera iteracién
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Figura 5.26: Potencial cuantico a primer orden
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X
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Figura 5.27: Funcién S a segundo orden de la iteracién
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Figura 5.28: Funcién de onda en la segunda iteracién
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Figura 5.29: Potencial cudntico a segundo orden
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Figura 5.30: Funcion S a tercer orden de la iteracién

¥ix)
0.35

0.3
0.25}
0.2
0.15
0.1

0.05

x2

X
9.78971

Figura 5.31: Funcién de onda en la tercera iteracién
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Figura 5.32: Potencial cuantico a tercer orden
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Figura 5.33: Funcién S a cuarto orden de la iteracion
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Figura 5.34: Funcién de onda en la cuarta iteracién
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Al igual que en la regién permitida, vemos de las gréficas anteriores que la
region en que la funcién S estd definida decrece con las iteraciones. Notamos
también que el potencial cuédntico, lejos de converger, desarrolla mas singu-
laridades y que la funcién de onda deja de ser 1til en las regiones cercanas
(cada vez més amplias) a los puntos de retorno.

Finalmente, sabemos que al resolver la ecuacién de Schrodinger con un poten-
1/3

cial de la forma (5.6), las funciones de Airy Ai(z), con z = (2—;‘"59) d (z, — ),

la satisfacen de forma exacta en todo el espacio y éstas conectan suavemente

las soluciones de un lado y otro de los puntos de retorno. Una comparacion

de la solucién exacta con la primera y la ultima aproximacién de la solucién
iterada se muestra en la siguiente grafica:

Ailx)
Cuarta Beracidn

FPrimera l
Reracidn

(¥} [
N——

SN A
X \IJ ¥+

Figura 5.35: En la regién permitida

Ailx)

\anem Reracidn

0.6

0.5

o4

0.3

0.2

o1

x
2x3

Figura 5.36: En la region clasicamente inaccesible

Claramente observamos que si bien la solucién iterada reproduce de forma
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exacta el comportamiento de la funcién de Airy lejos de los puntos de re-
torno, con cada nueva iteracion es necesario estar mas lejos de los puntos de
retorno para que la funcién de onda nos dé informacién correcta.

5.3 El Oscilador Armdnico

Pasamos ahora a nuestro 1ltimo ejemplo, el oscilador arménico. Empezamos
de la misma forma que en los ejemplos anteriores: primero vemos las solu-
ciones en la region cldsicamente permitida y luego en la prohibida. Constru-
imos para esto una solucién real a partir de las funciones ¥ y la usamos
en el sistema ligado. Llevamos a cabo algunas iteraciones y vemos el com-
portamiento de la solucién después de cada una. Nuevamente esperamos
convergencia rapida en las soluciones y que los intervalos en que el método
no puede ser empleado se colapsen de modo que las soluciones en ambos la-
dos converjan suavemente. El sistema con con el que estaremos trabajando
es de la forma

P(x)

™

Figura 5.37: Oscilador Arménico con m = w? =1

Los puntos de retorno son z, = —/2E/mw? y z, = {/2E /mw?. La ecuacién

que construimos entre éstos tiene la forma

2 S
- n : o=l
= (1) \/§sm(h) (5.17)
donde n es el nimero cuantico principal del sistema. Entonces, las aproxi-
maciones de S y v a orden cero son
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So = f\/2m (E - %mzzz)dx

|
= — —_— ] ) — -
5 (:rw\/m(2E mz?w?) + 3iFIn2 + 2iE1n (v 2F mx2w3:2) (5.18)

Wy = (—1)"\/%_6 sin (%) (5.19)

De aqui podemos ya calcular el potencial cuantico del sistema a orden cero
usando la relacién (3.41) (con n = 0), pero antes veamos la forma que toman

S y la amplitud 1/,/Sj también a orden cero para luego entender la forma

que tiene la funcién de onda. Al evaluarlas entre los puntos de retorno, las

funciones S, y ﬁ se comportan de la forma senalada en las figuras 5.38 y
0

5.39 respectivamente.

S(x)
10

-10

Figura 5.38: Aproximacién de la la funcién S a orden cero
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x
X X

Figura 5.39: Aproximacién de la la funcién 1/4/S" a orden cero

De éstas podemos ver que la parte oscilatoria de la funcién de onda va a
ser bastante regular en todo el intervalo, pues S esta definida en todo punto
entre , y , y su comportamiento es muy suave. Por otra parte, resulta evi-
dente que la amplitud va a causar problemas a la solucién, pues ésta diverge
en los puntos de retorno. El comportamiento de la solucién (5.19) se puede
apreciar en la siguiente grafica, donde tomamos a n = 6 como el nimero
cuéanico principal:
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¥(z)

ANFA x
VAV

Figura 5.40: Funcién de onda a orden cero

Hasta este punto, la funcién se comporta tal como predice la teoria de la
aproximacién semiclésica. Veamos qué cambios trae la inclusién del potencial
cuantico y su iteracién en la solucién. El potencial cuantico a orden cero
exhibe el siguiente comportamiento:

E(x)

40

|

X X

X

Figura 5.41: Aproximacién del potencial cudntico V,, a orden cero
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Se puede observar que en esta primera aproximacién, éste es muy cercano
a cero en la regién interior apartada de los puntos de retorno, pero diverge
rapidamente al acercarnos a z, y r,. Como la siguiente aproximacién de la
solucién depende de como es este potencial, es probable que las divergen-
cias se manifiesten claramente al evaluarlas. A continuacién presentamos los
grupos de gréficas correspondientes al potencial cuédntico, la funcién S, la
amplitud, y la funcién de onda para los primeras cuatro iteraciones:
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Figura 5.42: Potencial cudntico V, a orden cero Figura 5.44: Primera iteracion numérica de S
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Figura 5.43: Primera iteracién de 1/v/5 Figura 5.45: Primera iteracién de ¢
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Figura 5.46: Potencial cudntico V;; a primer orden

Figura 5.48: Segunda iteracién numérica de S
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Figura 5.47: Segunda iteracién de 1/v/ 5"

Figura 5.49: Segunda iteracién de ¥
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Figura 5.50: Potencial cudntico Vj; a segundo orden

Figura 5.52: Tercera iteracién numérica de S
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Figura 5.51: Tercera iteracién de 1/v/S
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Figura 5.53: Tercera iteracién de ¥
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Figura 5.54: Potencial cuantico Vj, a tercer orden Figura 5.56: Cuarta iteraciéon numeérica de S
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Figura 5.55: Cuarta iteracién de 1/v/5' Figura 5.57: Cuarta iteracién de 9
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Nuevamente tenemos que el potencial cudntico no muestra una convergencia
a este orden de la iteracién. Tal como en el ejemplo anterior, éste presenta
cada vez maés singularidades conforme se aumenta el orden. La funcién de
onda también presenta las primeras divergencias més lejos de los puntos de
retorno conforme se avanza en la iteracién debido a que tanto V, como S
son mas singulares.

Vayamos ahora a la region clasicamente inaccesible. Las funciones S y %
a orden cero que nos sirven para fijar las condiciones iniciales de la itera-
cién tienen la forma mostrada en las siguientes gréaficas. También estamos
suponiendo que el nimero cuantico principal n es n = 6.

5tx)

x
7.2111

=if

Figura 5.42: Funcién S a orden cero
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¥ (x)
4000 P,

A

2000 \

1000 N

x
72111

Figura 5.43: Funcion de onda a orden cero

Nuevamente construimos el potencial cuantico a orden cero de la forma

hSy
Vo= (5.20)

que iteramos en S para construir las aproximaciones de la solucién. En las
figuras 5.44-5.55 presentamos los resultados para S, Vj y ¥ de las primeras
cuatro iteraciones en la regién clasicamente prohibida; la amplitud S'~'/2 es
también la misma en todos los casos.
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Figura 5.44: Potencial cuantico a orden cero
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Figura 5.45: Funcién S a primer orden de la iteracién
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Figura 5.46: Funcién de onda en la primera iteracién
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Figura 5.47: Potencial cudntico a primer orden
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Figura 5.48: Funcién S a segundo orden de la iteracié
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Figura 5 49: Funcién de onda en la segunda iteracién
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Figura 5.50: Potencial cuantico a segundo orden
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Figura 5.51: Funcién S a tercer orden de la iteracién
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Figura 5.52: Funcién de onda en la tercera iteracion
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Figura 5.53: Potencial cuantico a tercer orden
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Figura 5.54: Funcién S a cuarto orden de la iteracién
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Figura 5.55: Funcién de onda en la cuarta iteracién
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En las graficas anteriores pudimos observar que el potencial cuédntico pre-
senta mas discontinuidades al avanzar con las iteraciones. Puesto que S y la
solucién dependen de V,, también vemos que estas funciones son singulares
en mas puntos que al principio. Si la comparamos con la solucién exacta para
el potencial de oscilador dadas por los polinomios de Hermite, en la figura
siguiente vemos que las soluciones son buenas en un regién suficientemente
lejana de los puntos de retorno. Ademas, con cada iteracién es necesario
alejarse mas para que la solucién sea valida.

Cuarta
1 Reracién

Primera 3
Reracidn

‘ /\ 3
vV

Figura 5.56: Potencial Lineal

En base a estos ejemplos, vemos que el proceso iterativo presenta serias difi-
cultades para calcular a la funcién de onda. De la forma en que fue realizado

no fue posible lograr una convergencia en los potenciales cudnticos, los cuales
determinan las soluciones a cada sistema.
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Conclusiones

A lo largo de este trabajo estuvimos empleando el formalismo de la mecédnica
ondulatoria para la mecénica cuéantica para hacer una descripcién de un sis-
tema fisico que no evoluciona en el tiempo. Este consistié de un particula
no relativista y sin espin interactuando con un potencial dependiente de la
posicién. De acuerdo a este formalismo, se puede conocer al sistema com-
pletamente si se conoce la funcién de onda que lo describe. Tales funciones
son, ademads, las soluciones a la ecuacién de Schrodinger. En este trabajo
nos enfocamos en el estudio de soluciones para la ecuacién de Schrodinger
unidimensional independiente del tiempo.

Uno de los intereses y motivos principales para la realizacion este trabajo
fue encontrar una metodologia que nos permita calcular las funciones de
onda para la ecuacién mencionada. Queriamos hallar un procedimiento para
determinar las soluciones de manera general sin recurrir a condiciones par-
ticulares del sistema que quisiéramos describir. Al principio de este trabajo
logramos deducir una expresién para una solucién de la ecuacién en cuestién
a partir de un Ansatz propuesto originalmente por David Bohm [1, 2, 12].
Establecimos también las condiciones que debe cumplir esta expresién en
términos de los parametros del sistema de modo que se satisfaga la ecuacién.
Respecto a la expresién encontrada es necesario hacer énfasis en un los si-
guientes puntos:

1. La funcién 1, puede plantearse como una solucién para la ecuacién
de Schrodinger unidimensional independiente del tiempo si y sélo si la
densidad de corriente j del sistema es constante y distinta de cero.

2. La funcién 1, es una solucién exacta si ademas la funcién S satisface
las condiciones impuestas por la ecuacién (2.30).
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3. Para los estados ligados, en donde la funcién de onda es real y la densi-
dad de corriente es cero, la solucién v, sélo es 1til para construir otras
soluciones que satisfagan las condiciones del problema.

4. La expresion deducida para la solucién no se encuentra en la literatura,
por lo que posiblemente se trate de un resultado original de este trabajo.

Posteriormente desarrollamos un método para calcular de forma precisa la
solucién exacta a través de un proceso en el que iteramos el potencial cudntico
en la funcién S. Se tomé la opcidn del proceso iterativo por dos razones: la
primera es que la funcién S define una relacién de recurrencia entre ésta y
sus derivadas, de modo que se necesitan fijar las condiciones iniciales de tal
recurrencia. La segunda es que existe una hipétesis en la literatura sobre
las soluciones de la aproximacién semicldsica que sugiere un método de esta
indole. Por similitud entre éstas y nuestra solucién decidimos poner a prueba
dicha hipétesis. Con este método y con una modificacién al Ansatz de Bohm
pudimos también encontrar una expresion para la solucién de la ecuacién
de Schrodinger en las regiones que cldsicamente son inaccesibles para una
particula. Estas también mostraron una similitud con las soluciones que la
aproximacién semiclasica postula para esta interesante regién del espacio.
Del método iterativo y de la solucién a la luz de éste podemos concluir lo
siguiente:

1. La forma de la solucién exacta puede reducirse a la solucién de la
aproximacion semiclésica en la region clasicamente permitida a través
del proceso iterativo si éste se deja a orden cero. Es posible entonces
que nuestra solucién llevada a un orden superior en la iteracién mejore
la precisién de la solucién semiclésica.

2. Con la modificacién del Ansatz se puede construir una solucién a la
ecuacién de Schrodinger en la regién clasicamente prohibida, que a
través del proceso iterativo se reduce también a la solucién de la a-
proximacién semiclasica cuando el proceso iterativo se lleva al primer
orden en la misma regiéon. Esto es particularmente interesante pues en
la literatura no se encuentra un proceso que lleve a estas expresiones
finales.

3. Por la dependencia en h del potencial cuantico en ambas regiones
decimos que los efectos de éste deben ser mds intensos en la regién
clasicamente inaccesible.
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Finalmente, con el objetivo de evaluar el proceso iterativo para determinar
la solucién exacta, recurrimos a la aplicacion de ambos a ejemplos concretos
pues el anélisis en términos de parametros abstractos se tornaba complicado
y no era féacil extraer informacién de las ecuaciones generales. A través de los
ejemplos de sistemas de estados cudnticos ligados que analizamos pudimos
ver algunos resultados importantes, que ahora nos permiten decir que:

1. La solucién 1), puede usarse para construir soluciones reales que sa-
tisfagan de forma exacta a la ecuacién de Schrodinger atin cuando no
pueda determinarse la funcién S de manera precisa. Existen sistemas
cuanticos para los que se encontré la forma de la funcién S y que fueron
descritos de forma exacta con estas soluciones.

2. La convergencia en las soluciones iteradas en ambas regiones para los
problemas de estados ligados estd determinada por la convergencia de
una serie de potencias de h que a la vez determina al potencial cuantico
en el n-ésimo paso de la iteracién. La convergencia de ésta se encuentra
estrechamente relacionada con la forma del potencial del sistema que
se estudia y de las condiciones iniciales para la iteracion.

3. Por la forma en que se llevé a cabo, decimos que el proceso iterativo
falla para los sistemas ligeramente mas complicados que analizamos. La
ineficacia de éste radica en que con cada iteracién el potencial cuantico
calculado por el método presenta mas singularidades debido a que son
mas los puntos en que S’ es cero y al menos una de S” o S® no lo es.

4. Es probable que con este método se pueda hacer una mejor aproxi-
macién que la semicldsica a una distancia suficientemente lejana (y
mayor que la requerida por la aproximacién semiclasica) de los puntos
de retorno. Dicho de otra forma, es posible que nuestra solucién y/o
las que se construyan a partir de ésta pueda ser mejor en intervalos
menores que la semiclasica cuando se aproximan por iteraciones.

Por lo anterior podemos decir que en buena medida el objetivo principal
de este trabajo fue satisfecho pues se encontré un sistema autocontenido
de ecuaciones que determinan de forma exacta la solucién de la ecuacién
de Schrodinger unidimensional independiente del tiempo. Sin embargo, su
aplicacion directa esta limitada a sistemas no ligados. Para el resto, sélo
sirve como guia para construir una solucién adecuada. También entendimos
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c6mo se puede construir la solucién de la aproximacion semiclésica en las re-
giones clasicamente prohibidas encontrando un limite semicldsico adecuado
para nuestra solucién y sin tener que hacer suposiciones innecesarias sobre
el sistema.

Por otra parte, el asunto de la determinacién de la funcién de onda por un
proceso iterativo y, mas concretamente, la posibilidad de traer una mejora
a las soluciones semiclésicas con este proceso todavia presenta algunos pro-
blemas interesantes que pueden dar pie a futuros trabajos de investigacion.
Por ejemplo, queda aun por verse si cambiando la forma de la aproximacién
cero de la funcién S se obtienen otras estructuras para el potencial cuantico,
quien es a fin de cuentas el que determina la serie que esperamos converja.
Podemos también preguntarnos si existe una mejor forma de hacer las ite-
raciones. Es decir, jestamos iterando el parametro que debemos? ;Hasta
doénde es valido hacer las suposiciones que nos llevan a las expresiones ite-
radas? Otra cuestién que conviene preguntarse es cémo afecta la forma del
potencial a la iteracién. ;Existen distintos procedimientos, iterativos o no
iterativos, para distintas clases de potenciales? De la no convergencia de las
series de h surge la duda de si al quedarnos con todos los términos de la
serie en la solucién semiclésica jésta seguird convergiendo? Finalmente -sélo
para cortar la discusion, pues evidentemente surgen muchas preguntas de los
resultados obtenidos- nos podemos preguntar de qué otra forma podriamos
construir la funcién S. De cualquier modo el haber explorado la hipdtesis
de las soluciones iteradas nos permite decir que, hasta donde nos fue posible
investigar y de la forma en que decidimos hacerlo, dificilmente se pueden
obtener mejores soluciones para la aproximacién semiclasica de esta forma.
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Apéndice A

La Aproximacion Semiclasica:
el Método WKB

La aproximacién semiclésica, también llamada aprozimacion WKB tiene sus
origenes en los estudios realizados por G. Wentzel, A. Kramers y L. Brillouin!
en la década de 1920 para resolver la ecuacién de Schrédinger unidimensional
con potenciales independientes del tiempo suponiendo que estos varian lenta-
mente con la posiciéon. Partiendo de esta suposicion se puede proponer un
ansatz a la ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo (1.11) de la
forma

h(z) = &F (A1)
Sustituyéndolo en la ecuacién de Schrodinger tenemos que
1 ih
E=—8%4V - —5" :
2mS + 2mS (A.2)

Para calcular esta funcién S se supone que un desarrollo en serie de potencias
de h puede hacerse como?

i

h h

Al sustituirla en (A.2) se obtiene

1En algunos textos ingleses se le llama JWKB por la contribucién de H. Jeffreys
2También puede construirse esta serie sin el factor 1/i y los resultados son equivalentes.
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—S8? 4+-2m(E — V) +ih(Sy +285S;) + h*(Sy +255S5+ SZ) +... =0 (A4)

Esta ecuacion sélo se satisface de forma general si cada término dependiente
de alguna potencia de h es individualmente cero. Por lo tanto (A.4) define
una jerarquia de ecuaciones, cuyos primeros elementos son

Sg = 2m(E-V) (A.5)
Sy

S, = 350 (A.6)

, _ S+ S

Sy = T (A7)

Podemos escribir cada uno en términos del anterior, lo que obtenemos re-
solviendo primero la ecuacion de S,. Suponiendo que los términos restantes
del desarrollo O(h™) son muy pequeifios en comparacién con los primeros tres,
la serie de ecuaciones se reduce a las que ya se escribieron de forma explicita.
Esto nos deja con las relaciones siguientes

g = & f J2m(E - V))de' (A.8)

1 2mV’ 1
Sl = - Zmd‘r = —Z In 2m(E - V) (Ag)
_ i@ e
5, = /(2862 - 4563)d:1: (A.10)

Resulta evidente que si el potencial varia lentamente y E — V # 0, tanto S”
como S" seran pequenos y se puede decir que S, — 0. Por lo tanto, s6lo se
conserva a S, y S5; en el desarrollo de S. De este modo, la solucién dada por
(A.1) queda como

+ ig
Ywkp = €&
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~ e-f;(So+-’:.=Sl)
ek (£So=231nSp)
C
= kg
4
V5o

- G v (A.11)
Y2m(E — V)

+i5,

De la ecuacién (A.8) para S, tenemos que esta solucién puede reducirse a
una forma puramente real sélo en el dominio en que £ > V. Esta es la
region clasicamente accesible para la particula. La region complementaria en
la que E < V es clasicamente inaccesible para la particula, pues la cantidad
de movimiento de ésta se vuelve puramente imaginaria. En esta regién la
solucién (A.12) no es valida. Sin embargo, una solucién también complemen-
taria estd dada de la forma

V= Leiﬂ J1v/2m(E-V)\dz") (A.12)
VI2m(E - V)|

Es claro que ambas soluciones dejan de ser buenas aproximaciones en aque-
llos puntos en que F = V, pues la densidad de probabilidad de hallar a la
particula se vuelve infinita con la divergencia de la funciones de onda. Estos
puntos son los puntos de retorno clasicos del sistema. Para estados ligados
las soluciones (A.12) y (A.12) pueden ser empleadas siempre que éstas se
apliquen en regiones suficientemente lejanas de dichos puntos. Un estado
ligado se representa en la figura siguiente.

Se espera entonces que la funcién de onda que describe al sistema sea tal que
la particula oscile en la regién /1 y que decaiga exponencialmente en [y I1]
al alejarse de los puntos de retorno. Entonces, de acuerdo a la aproximacién
semiclasica, la funcién de onda del sistema es de la forma

( c 81‘; f:1 ly/2m(E-V)|dz’
| :472m(E—V) !

Cze_#l" f’ VIR(E—V)dz' Cae_* [* VEm(E=—V3as!
3/2m(E-V) {/2m(E-V) !

c e_}l; f:g [\/2m(E-V)|dz'
\ | :“,72m(5-‘r’)| ’

T; < T < &
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N

X x3

Figura A.1: Sistema ligado. Clasicamente la particula oscila en la regién
II entre z, y z,, aunque cuanticamente la particula puede penetrar en las
regiones [ y I1]

Para que esta representacion sea correcta, es necesario conectar las soluciones
a ambos lados de los puntos de retorno, en los que todas éstas divergen. La
forma de hacer esto es suponiendo que el potencial puede ser aproximado por
un potencial lineal V, = E+ A, (z — z,, en una vecindad alrededor de estos
puntos. Con esta suposicién la ecuacién de Schrodinger se puede reescribir
como

d2
d?f —2p=0 (A.13)

Gon) Z, =k (QmAi) Ly (z —z,,). Las soluciones de (A.13) son las funciones

de Airy Ai y Bi. Al revisar las aproximaciones asintéticas de éstas se observa
que las méas adecuadas son las A, pues éstas oscilan a la regién clésicamente
accesible y decrecen exponencialmente lejos de los puntos de retorno en la
regién clasicamente inaccesible®. Satisfaciendo las condiciones a la frontera
del problema, la funcién de onda del sistema se puede escribir como [6, 10]:

3Para el caso de una barrera de potencial, las soluciones adecuadas son las Bi, que
decrecen entre los puntos de retorno y oscilan fuera de ellos.
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4

—_1)n -+ 7 |\/2m(E-V)|dz!
%e 1 ' T < 3:1
m(E—V)]

= 2(—1)“sin(§f:1 \/2m{E—V}da:’+3;-)

V2m(E-V) :

i e—%fz‘; |\/2m(E-V)|dz’
)

\ "; [2m(E-V)|

T, <z <I

T, < T

De el andlisis que lleva a esta expresion de la funcién de onda también se
desprende la condicién de cuantizacién (nuevamente al satisfacerse las condi-

ciones a la frontera):
5{ J2m(E — V)dz = (n+ 1)7h (A.14)

que es muy similar a la condicién de de Wilson-Somerfeld salvo un factor de
dos.
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