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Introduccion

En este trabajo analizamos el comportamiento de la integral de Lebesgue oscila-
toria
I\ = f et
[0.1]
v de la medida de los subconjuntos de nivel
{t€[0,1]: Ju(t)| < o}

cuando u es una funcién real de variable vectorial de clase C*, ) es cualquier mimero
real y a > 0. Estamos interesados en el comportamiento de I(\) al hacer tender A
a infinito; mientras que con los subconjuntos de nivel centramos nuestra atencién en
pardmetros a cercanos a cero.

A partir de los resultados conocidos para funciones de variable real, tratamos de
establecer resultados andlogos para funciones con dominio en R™. Desde los afios 20
se conocen estimaciones para I()) cuando u tiene como dominio a los niimeros reales.
Johannes Gualtherus van der Corput establecié y probé las siguientes afirmaciones
requiriendo s6lo hipétesis sobre las derivadas de u:

1. Sea u: R — R una funcidn diferenciable tal que u' es mondtona y para todo
t € (a,b), v(t) > p 6 u'(t) < —p para algin p > 0. Entonces,

b
] eMu(t) dt
a

2. Sea u: R — R una funcién dos veces diferenciable tal que para toda t € (a,b),
u’(t) > p 6 u"(t) < —p con p > 0. Entonces,

: 4
2
f ¢ mmd“gw'
a

3

<=
p




Estas afirmaciones dieron pie al resultado que ahora conocemos como el Lema de
van der Corput:

a)Sean a < b, u funcion real integrable y diferenciable tal que |u'(t)| > 1 para todo
t € [a,b], w' mondtona y A € R. Entonces eziste C tal que

b)Para cualesquiera a < b, A € R, k > 2 y u funcidn real integrable tal que
u®¥) > 1, existe C tal que
Ck

b
ixu(t)
/a e dt| 5.—“'1”‘.

En ambos casos la constante C' es absoluta, es decir, no depende ni de u, ni de
A ni del intervalo [a,b]. Fue en los afios 80 cuando se consigui6 estimar el Lema de
van der Corput de manera éptima. Arhipov, Karacuba y Cubarikov [1] lograron esto
utilizando estimaciones de los subconjuntos de nivel.

En el caso de més de una variable se analizard el comportamiento de ciertos
operadores integrales con los que se podrdn acotar los subconjuntos de nivel 6, en el
caso del Lema de van der Corput, trabajar con ellos resultard equivalente a estudiar
directamente el comportamiento de I(A).

Este trabajo esté dividido en cinco capitulos. En el primero probaremos el Lema
de van der Corput a partir de las cotas de los subconjuntos de nivel y algunos otros
resultados.

En el segundo capitulo, se trabajard con los subconjuntos de nivel determinados
por funciones de més u de una variable a través del estudio del operador integral

Saf () = f xE.(@,9)f(W)dy,

donde E, = {(z,y) € [0,1)? : |u(z,y)| < a} y f € LP(R), 1 < p < 0o.
En el tercer capitulo trataremos de generalizar el Lema de van der Corput, es

decir, buscaremos estimar |I()A)| cuando u es una funcién de més de una variable.
Para ello, utilizaremos distintas propiedades del operador integral

Tof(z) = f D f(y)dy,



donde f € LP(R™), 1 < p < o0.

En el cuarto capitulo trabajaremos los casos particulares en los que el Lema de
van der Corput y los subconjuntos de nivel est4n determinados por un polinomio P
real de variable real. Al ser P un polinomio se cumplirdn autométicamente hipdtesis
que facilitaran el andlisis.

En el dltimo capitulo, veremos c6mo con la ayuda de la Teoria de Gréficas se
podrian mejorar algunos de los resultados tratados en los capitulos anteriores.

Como conclusiones, lograremos obtener estimaciones absolutas para I()) y los
subconjuntos de nivel para funciones u de variable vectorial que cumplan con DPu <
1, para algiin multi-indice 8, en todo su dominio y, con algunas hipétesis extras,
lograremos que tales estimaciones sean como las que sugieren los resultados en una
dimensién.

Sobre la notacién utilizada en este trabajo, hay que sefialar que cuando escribamos
| A| nos referimos a la mediada de Lebesgue del conjunto A, por {aAbAc} entenderemos
el valor minimo entre los nimeros a, b y c¢. Hay que resaltar también que C representara
una constante positiva, que, aunque no se indique, podré variar de una linea a otra.






Capitulo 1

El lema de van der Corput.

En este capitulo se prueba el Lema de van der Corput y se obtienen estimaciones
para los subconjuntos de nivel determinados por funciones u: R — R. Veremos por
qué no es posible tener el Lema de van der Corput si s6lo pedimos que u®*) > 1 con
k cualquier niimero natural. Para enfatizar esta situacién trabajamos por separado el
casok=1yk>2.

Comenzamos con algunos lemas que nos ayudaran, en éste y en los siguientes
capitulos, a acotar la medida de los subconjuntos de nivel. El primero, no es més que
un corolario del Teorema de Rolle y lo utilizaremos para probar una generalizacion
del Teorema del valor medio.

Dados ay,...,ax € R, k € N, denotaremos con cnz{a;,. .., ar+1} al espacio conexo
generado por {ay,...,ak+1}, y con enz{ay,...,aks1} & su cerradura.

Lema 1.0.1. Sean a,,...,ax € R, k € N y f: eaz{a;,...,ak1} — R, tal que
f € C¥, y f(a:) = f(a;) para todo i,j. Entonces eziste £ € cnz{ay, ..., ak+1} tal que
f®E =o.

Demostracién: Por el Teorema de Rolle existe b; € cnz{a;, ai41},i=1,...,k—1
tal que f’(b;) = 0. Por el mismo resultado existe ¢, € enz{by, by41} C cnz{a,,ar42},7 =
1,...,k—2, tal que f"(c,) = 0.

Si repetimos k — 2 veces el proceso anterior obtenemos ¢ € enz{a,...,ax41} tal

que f*(€) =0.



Lema 1.0.2. Sean ay,...,ax41 € R distintos, k € N, f: enz{a1,...,ap1} — R, tal

que f € C*. Entonces existe £ € cnz{ay,...,ap41} tal que:
k+1
=Y *f(am)k! [] la; —ai ™
=1 iriFm

Demostracion: Sea Pi(z) el polinomio de grado k obtenido con interpolacién de
Lagrange en los puntos f(a;),i=1,...,k+ 1. Entonces

k41
Pi(z) =
u#:.'

satisface FPi(a;) = f(a:).

Derivando k veces,

K f(ags)K!
P(H f(a1) e vas 1
() = (a1 —az)--- (a1 — ax41) (k41— a1) -+ (@41 — @k-1)
k+1
=K Z f@) I1 5
i) % a‘
Sea U(z) = f(z) — Px(x). Por construccién, ¥ se anula en ay, ..., ax4+;. Entonces,

por el Lema 1.0.1, existe £ € cnz{ay, ..., a1} tal que ¥H)(£) = 0. Por lo tanto,

k+1 £ k+1
RGERAGEL) M | Pacrs “’ = k1Y H
J=1 i !#:.' =1 u?‘—:

El lema siguiente nos permitird relacionar la medida de un conjunto cualquiera
con el lema 1.0.2. Recordemos que queremos estimar |{z : |u(z)| < a}|.

Lema 1.0.3. Sea E C R Lebesgue medible tal que 0 < |E| < 0o y k € N. Entonces
existen ag, .. .,ax € E tales que para toda | = 0,... k,

I1 la; — ail > (1EI/2¢)* . (1.1)

il



Demostracién: Dado que el resultado es claro si |E| = 0 podemos suponer que
|E| > 0. Ademés, sabemos que para todo conjunto Lebesgue medible |E| = sup{|K]| :
K C E y K es compacto}, por lo que es suficiente probar el lema para conjuntos
compactos. Aun mads, es posible suponer que F es un intervalo y, reescalando, podemos
suponer que dicho intervalo es [0, 1]. Justificaremos esto tltimo en la parte final de la
demostracién.

Sean a9 = 0,41 = 1/k,a3 = 2/k,...,ax = kfk. Veremos primero que el valor
minimo de [];,; |a; — @ se alcanza en | = k/2, si k es par, 6 en | = (k+1)/2si k
es impar.

Supongamos que k es par, hay que demostrar que para todo [,

IT lai—agsml < I la; —al. (1.2)

Jig#k/2 gl
Partimos del hecho de que
Ik —1)!
H |aj _all = ( kk ) ) (1.3)
JuaH

entonces, para | < k/2, (1.2) es equivalente a
(k/2)(k — (k/2))! < Ik —D),
que a su vez es sinénimo de que -
Q-2+l kf22<(1-2---D)(1-20 -1+ K/2--- (k= 1)),
que es vélida si y sélo si,
(+1)(+2)--- (k/2) < ((k/2) + 1)((k/2) +2) - - ((k/2) + ((k/2) = 1))

Pero esta 1ltima desigualdad es verdadera porque cada factor del miembro derecho es
mayor que cada uno del miembro izquierdo, y cada miembro tiene (k/2) — [ factores.
De manera similar se prueba el caso en que [ > k/2.

Por lo tanto, paral =0,...,k,
I lai—agml < I] laj - al-
J:i#k/2 Jig#
Vameos a ver ahora que

IT lai —asl = (1EI/2e)%.
3#(k/2)
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Por (1.3),
(k2D (k2N (k20 )
#gz) laj — arjol = === = (k/2)k2% ~ ((k/g)x;zwz) .
Ahora, si )
e % (1.4)
entonces
ek/2 (k/2)k/2
2k2 = 2k/2(k [2)1"
con lo que -
2)! o
U:/(Q)i% 22 k{2e kﬂ:
y asi, |
k/2)!
((k/(z)iﬁ) > (20)™*.
Por lo tanto,

[Tlei—al> I la;—axszl > (IEI/2¢)".

Jig# J#(k/2)
Falta justificar (1.4). Si escribimos e*/2 como una serie de Taylor, tenemos que,

. (/22 SN kj2¢ X (k/2)
H=((£/;)z ¥ zﬂ; (z{!)'““ > ‘(is)’

i=(k/2)+1

es decir,

k/2
2 > (k/2) _
(k/2)!
La prueba del caso en que k es impar es andloga.
Veamos ahora porqué es vélido suponer que E es un intervalo, siempre que F sea
compacto y de medida positiva.
Sea fp: E C [0,1] — R, fg(z) = |(—00, z]NE|. Veremos que fg(E) es un intervalo

cerrado con medida igual a |E| y que para todo z,y € E, |fe(z) — fe(y)| < |z — y|.
Veamos primero que fg no incrementa distancias. Supongamos que z < y, entonces,

|/e(z) = fe(y)| = ||(~00,2] N E| — |(—00,y] N E]|
= ||(=00,2] N E| — |(—00,2] N E| - |(z,y] N E|| < |z —y|.
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Como consecuencia tenemos que fg es continua.

Enseguida veremos que fg(E) = [0, |E|). Demostraremos solamente la contencién
que no es inmediata. Sea z € [0, |E|]. Tenemos dos casos, a saber, cuando z, es punto
de acumulacién de la imagen de E y cuando no lo es.

No puede ser que T no sea punto de acumulacion, ya que la compacidad de E y
la continuidad de fr aseguran la existencia de z,,z; € E tales que z; < x,

fe(z1) = méx{fe(z) : fe(z) <z} y

fe(z2) = min{fp(z) : fe(z) > 2o}

Entonces,
|[5‘:1,2.‘2] n EI = 0,

por lo que fp(z;) = fe(z2), que es una contradiccién. Por lo tanto, z, tiene que ser
punto de acumulacién de la imagen de E, entonces podemos encontrar una sucesién
en E convergente cuyo limite, por la compacidad, también estd en E. Por continuidad
tenemos que la imagen de dicho limite es .

Por lo tanto si | E| es un subconjunto cualquiera del intervalo [0, 1], existen ay, . .., ax €
fe(E) que satisfacen (1.1), entonces si b; € fz'(a;) # 0, i =0,...,k tenemos que

[T 16: = bl > (1E|/2¢)*.

il

Utilizando estos resultados lograremos estimar la medida de los subconjuntos de
nivel con una cota independiente de la funcién que determina al conjunto.

Teorema 1.0.4. Sea u: R — R una funcién integrable tal que u™(t) > 1, conk € N,
entonces -
[{t € R: Ju(t)| < a}| < 2e((k+1)1)*al/%.

Demostracién: Sea E = {t € R : |u(t)| < a}. Supongamos que |E| > 0. Por el
Lema 1.0.3 existen ay,...,ax € E tales que para cualquier [ € {0,1...,k}

11 la; — al™ < |EI™*(2e)". (1.5)
Jig#l
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Por otro lado, el Lema 1.0.2 nos asegura la existencia de £ € cnz{ay, ..., a} tal
que

k
u® () = k1Y u(am) [] o —aml ™.

m=0 Li#m
Usando (1.5) y el hecho de que a; € E, 0 < j < k, tenemos

k k
K'Y u(am) [T o= anl™ < B ulam)|BI™*(26)* <
m=0 Lil#m m=0

< K| E[7%(2e)*(k + 1) méx  [u(anm)| < (k+ )| E|7*(2e)*a.
Como u®)(t) > 1 para toda t, tenemos que 1 < (k + 1)!|E|~*(2e)*a. Es decir,

|E| < (ak + 1))*(2e).

Podemos generalizar este teorema en el sentido de que podemos suponer |u® (¢)| >

B en lugar de u®(t) > 1 para obtener una cota similar pero que ahora dependeré
también de .

Corolario 1.0.5. Sea u: R — R una funcidn integrable tal que |[u®(t)| > B con
B >0 ykeN, entonces

1{t € R: Jut)] < a}| < 2e((k+ 1)) (a/|8]) %

Demostracién: Sélo probaremos el caso en que u¥)(¢) > 8 > 0.
Por la proposicién anterior,

[t e R: uol < el = [{e: o0 < | < 2e((k+ ) (@/1o) ™,
donde w(t) = B~ lu(t).

O

El siguiente resultado es un corolario del Teorema 1.0.4 en el que estardn involu-
cradas funciones de varias variables. Sera de esta manera como apliquemos la mayoria
de las veces dicho Teorema en los Capitulos posteriores.
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Corolario 1.0.6. Seanu: R* - R,u € C® y 8= (B,..., L) multi-indice con (3, >
0 tales que DPu > 1. Entonces existe Cy tal que para todo (z1,Z3,...,Tn-1) € R*!

y toda o > 0
50}

-
efidln bl i
y€[0,1] Ba:‘f‘ --Bxﬁ’l]‘(l 1,Y)
Demostracién: Para facilitar la notacién escribiremos (z1,z2,...,2Zn-1,y) =
(@',y) y B=(8,B,) donde ' = (By, ..., Bn-1)-
Para 2’ fijo definimos %,:: R — R dada por ¥ (y) = 8% u(z’, y)/0z" . Entonces,

e ana”*e".

C)(y) = u(@,y) = DPu(’,y) > 1.

§8'+Pn
Oz'% ByPn
El Teorema 1.0.4 nos asegura la existencia de una constante Cg, independiente de 1.
(v por lo tanto de z') tal que

< a}

{y € [0, 1]

Continuamos ahora con la prueba del Lema de van der Corput. Demostraremos
primero el caso en que |u/(t)| > 1 (caso k = 1) y veremos, con un ejemplo, por qué
tenemos que pedir hipétesis extras a la funcién u para probarlo. Después trataremos
con el caso general (k > 2).

P e U

33:51 Ba,ﬂ" lm(:a':l,..., ZTpn-1,Y)

< Cg,al/n

O

Teorema 1.0.7. Sean u: R — R ya < b € R tales que v’ esmondtanay|u(t)|>l
para toda t € [a,b]. Entonces para cualquier A € R,

iAu(t) dt|
/: =

Demostracién:

] iAu(t) dt| ( m\u(t] '
_ l eiAu(t) b > j'b eﬂ\u(t] . ﬂ”(t al < 1 ei}\u(t] b + fb ei%u(t] . uﬂ(t) dt|
S e . Ja w(@)? SR e@ L] T w®?
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1 [ eiAu(b} gtAu(a) f eiru(t) | 4 t)}

— S e R - — + e ———

Al Ll w(b)  w(a)| Ja ]
uh‘(t)

T
o e+ ] * i L, ]
5|1v[ﬁ+wzn]+|}\_l[a |:;{£))|dt] RN [/b “”}'

La tltima desigualdad se debe al hecho de |u/(t)| < 1 para cualquier ¢. Por otro
lado, como u/(t) es monétona, u"(t) < 0 6 u"(t) > 0.

IA

IA

uﬂ (t)

v(t)?

Si u”(t) > 0 entonces,

b u”(t) . b ‘h‘-”(t)
[ fepl = [ dmeeze
Si u"(t) < 0 entonces,
b u”(t) B b —U”(t)
[ fpl = | wrazo
Por lo tanto
"lu(®)] w(t) | |1 1
[ ] = | 73] = e - wm <

Todo lo anterior nos permite concluir que
b
[ iAu(t) dt| i_
@ Al

La sig'uiente proposicion muestra que no es posible eliminar la hipdtesis de mo-
notonia de u’. Encontraremos una funcmn cuya derivada es mayor o igual a 1, un
intervalo (a,b) y una A para los que f e dt no esté acotada.

O

Proposicién 1.0.8. El Teorema 1.0.7 no tiene por qué ser vdlido si no se tiene que
u’ es mondtona.
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Demostracién: Sean A = 1 y u una funcién suave en R tal que u(t) = 10¢ para
t€ Ay =[2rk+em(2k+1)—€l yu(t) =t,sit € By =[r(2k+1) +¢,2n(k+1) — ¢,

k € N. Entonces,
2m(k-+1)
/ sen(u(t)}dt‘

2wk

2m(k+1)
-/. eiu(t]dt Z
2

wk

sen(10t)dt + [ sen(t)dt + f

sen(u(t])dt| . e
A By [2k,2m (k+1)]\(AxUBy)

Analicemos por separado las integrales sobre Ay y Bx. Por un lado,

27 (k+1/2)—e
f sen 10t dt = —1/10[cos(201r(k +1/2) — 10€) — cos(20mk + 105)]
2wk+e

- 1/10[ — cos(20m (k + 1/2)) cos(10€) + sen (207 (k + 1/2)) sen(lﬁe)]
+1/10 [cos(20:-‘rk) cos(10¢) — sen(207k) sen(ll)e)]
= 1/10{ — [cos(207k) cos 107 — sen(20mk) sen(107)] cos(10€)

+ [ sen(207k) cos(107) + sen(10) cos(207k)] sen(10¢) + cos(lOe)}
= 1/10[— cos(10€) + cos(10¢)] = 0.

Por el otro,

2m(k+1)—€
f sent dt = — cos(2m(k + 1) — €) + cos(2(k + 1/2) + €)
2 (k-+1/2)+e

= —cos(2r(k + 1)) cose + sen(2m(k + 1)) sene
+cos(2m(k + 1/2)) cos e — sen(2n(k + 1/2)) sene
= —COS€ — COS€ = —2COSE.

En ninguno de los dos casos importé quien fuera k. Entonces, por (1.6) y el analisis
anterior,

2m(k+1)
] e Odt| > sen(t)dt + f seu(u(t))dt|
2k B [2mk,2n(k+1))\(AxUBY)
> seu(t)dt’ - | / sen(u(t))dt‘
By [2mk 27 (k+1)]\(AxUBk)
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> 2cos€e — / - 1dt = 2cos € — |[27k, 2n(k + 1)]\(Ax U By)|
[2mk, 27 (k+1)]\(AxUBg)

= 2cose — 4e.

Por lo tanto, si escogemos € suficientemente pequefio entonces,

2m(k+1)
f eiu( t) dt
2nk

>C>3/2

con C independiente de k.

Lo anterior implica que para todo niimero natural N existe m € N tal que

2m(m+1)
-/ eiu(t) dt 2
0

2 2m(m+1)
f senu(t)dt + ...+ f sen u(t)dt
0 2

I

senu(t)dt + - - -

= |/ senu(t]dt+f senu(t)dt+]
Ao Bo [0,27]\(AoUBo)

<o+ senu(t)dt+f senu(t)dt-i—f

sen u(t)dt|
Am b [2m 27 (m+1)]\(AmUBm)

—2mcose +/ sen u(t)dt
imo[2mi 2w (i+1)]\(A:UB;)

> 2mecose —

senu(t)dt

-/U:';ol?ﬁ-i’w(l'ﬂ)l\(&UBi)

m
> 2mcose — Z |[273, 2 (i + 1)]\(A; U B;)| = m2cose — mde = mC > N,
i=0
es decir, siempre podemos encontrar un intervalo 7 tal que

/ eiu(t) dt
n

2

con j cualquier nimero natural.
O

Continuamos con la demostracién del caso k > 2 del Lema de van der Corput.
Necesitaremos el siguiente resultado que nos permitira utilizar el Teorema 1.0.7 en la
prueba.
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Lema 1.0.9. Sea u: [a,b] — R una funcidn integrable tal que u¥) es siempre positiva
o negativa y B > 0. Entonces {z € [a,b] : [u/(z)| > B} es la unidn de a lo mds O(k)
intervalos en los que u' es mondtona.

Demostracién: Se haré por induccién sobre k. Sin pérdida de generalidad, u*) >
0, en caso contrario aplicamos la demostracién a —u.

Comenzamos con el caso k = 2. Supongamos que u” es positiva, entonces, u’ y
continua y estrictamente creciente. En consecuencia, u': [a,b] — [¢/(a),u/(b)] es un
homeomorfismo. Luego,

{z €la,b]: [W'(z)] 2 B} = {z € [a,b] : /() 2 B} U {z € [a,}] : w'(2) < -3}

={z€lab:z2 W) (B}U{z € s : 2 < () (-B)}
= [(«)7(8),b] U [a, (w) 7' (=B)]-

Por lo tanto, si k = 2, {z € [a,b] : [¢/(z)| > B} es la unién de a lo més 2 intervalos
en los que ¥’ es monétona. Con una demostracién muy parecida se logrardn los mismos
resultados si u” es siempre negativa, es decir, si 4’ es mondtona decreciente.

Supongamos vilido el resultado para k — 1 y demostrémoslo para k. Dividamos
[a,b] en {z € [a,}] : [u"(z)| = B} y en {z € [a,b] : [u"(z)| < B}

Si hacemos v = u' entonces v*~1) es positiva y, por la hipétesis de induccién,
{z € [a,b] : [V'(z)| > B} es la unién de a lo mds O(k — 1) intervalos en los que v’ es
monotona.

Tenemos por tanto que {z € [a,b] : |u"(z)| > B} estd dividido en a lo mds
O(k — 1) intervalos donde u” es monétona, y entonces, por la base de induccién,
{z € [a,b] : W (z)] 2 B} N {z € [a,b] : |u"(z)| > B} se descompone en a lo més
20(k — 1) = O(k — 1) intervalos en los que ' es monétona.

Falta analizar {z € [a,b] : |u/(z)| > B} N {z € [a,}] : [u"(z)| < B}. Necesitamos
saber cuéntas veces u” se anula para determinar en cudntos intervalos u’ es monétona.
Como supusimos que u(¥) es positiva, entonces u*~) se anula a lo més una vez, con lo
que u*~2) se hace cero en dos puntos como méximo y, continuando con este anélisis,
concluimos que u” se anula en, a lo més, k—2 puntos. En consecuencia u’ es monétona
en, cuando més, O(k — 1) intervalos.

Por lo tanto, {z € [a,b] : |v/(z)| > B} se descompone en, a lo més, 20(k — 1) =
O(k) intervalos donde u' es mondtona.

O
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Estamos listos para demostrar lo que resta del Lema de van der Corput.

Teorema 1.0.10. Sean k> 2€ N,a<be R, A€ R yu: R — R funcién integrable
tal que u®)(t) > 1 para todo t € [a,b]. Entonces eziste Cy positiva independiente de

u,\,a y b tal que
b
; Ck
iAu(t)
[ e <

Demostracion:

b
/ eiAu(t)dt / eia\u{t)dt# 3
a A

donde A = {t € [a,b] : |u'()| < B}, con B por determinar.

/ e"“"(‘)dt| = I+II
Ac

<

Empezamos estimando I. Sea v = u’. Como v*~) > 1 y k > 1, del Teorema 1.0.4

tenemos que
[t € [,]: [o(8)] < B} < C(k)VE-DgHED,

Pero, k! = 2-3---k < kF1, ya que en ambos miembros tenemos k — 1 factores y cada
factor del miembro derecho es mayor 6 igual que cada uno del izquierdo. Entonces,

I< / leP®|dt < j dt = |{t : |u'(t)| < B}| < CkpY*D,
A A

Por el Lema 1.0.9, A° se descompone en a lo més O(k) intervalos en los que u’ es
monétona. Sea J uno de estos intervalos. Por el Teorema 1.0.7,

/ e**"(t)dz‘ < C/(IN).

Entonces

/ ce"‘“(‘)dt‘ < Ck/(NB).

Por lo tanto ;
f e*'*"“)dt’ < CK(BY*D 4 1/|]\B).

Tomando 8 = |A|~*~1/k ge obtiene la conclusién deseada.
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Como con los subconjuntos de nivel aqui también podemos cambiar u® > 1 por
[u®)| > B.

Corolario 1.0.11. Eriste C positiva tal que para cualesquiera a < b, A€ R, k > 2
yu: R — R funcion integrable que satisfaga u®(t) > p 6 u*)(t) < —p ,con p > 0,

para todo t € [a,b]
¥ 4 Ck
ed“(t)dt| A w1
/.«. = (plA])

Demostracion: Por tener demostraciones muy parecidas sélo haremos el caso en
que u®) > p.
Si hacemos v = up el lema anterior asegura que,

b
f ei‘\"{‘}dt] < 9 X
. = A

donde A = p). Por lo tanto

; Ck
iAu(t)
[- | < e

Usando el resultado anterior es inmediato demostrar la siguiente generalizacion
del Teorema. 1.0.10.

Corolario 1.0.12. Erziste C positiva tal que para cualesquieraa <b, A\€R, k>2 y
u funcidén real integrable que satisfaga |u®| > p con p > 0,

- Ck
e“““”dt' ¥ )
f.. = (pIA])V*

Veamos ahora que la cota obtenida en el Teorema 1.0.10 es éptima.

Proposicién 1.0.13. La cota obtenida en 1.0.10 es dptima con respecto a los pard-
metros A y k.
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Demostracién: Sea u(t) = t*/k!. Entonces u*¥)(t) = 1, por los Teoremas 1.0.10
y 1.0.7, para cualquier intervalo [a, b], tenemos

b
Ck
tAu(t)
fa ‘“‘ N

Consideremos el intervalo [0, ((wk!A~')/4)"/¥]. Entonces, utilizando el hecho de
que para toda n € N, n < 4(n!)/",

((wkIA=1)/4)1/% (GRS VEV I k
f 5 NE/R) gy > f P oos(’\t )dt
0 0 k!

ver
>_—fk_
2 Ak

—1y sy 1/k
/((«m )/4) S
0

%A_llk(k!)l/k 2

Por lo tanto,

= O(kX~Y¥)

(]

Enunciaremos ahora el Lema de van der Corput de la manera en la que usualmente
se le encuentra, es decir, escribiremos lo establecido en los Teoremas 1.0.7 y 1.0.10 en
un solo resultado.

Teorema 1.0.14. a)Sean a < b, u funcidn real integrable tal que |u’| > 1, ' mond-
tona y A € R. Entonces eziste C tal que

b
f idu(t) dt| < %

b)Para cualesquiera a < b, A\ € R, k > 2 y u funcidn real integrable tal que

u® > 1, eriste C tal que
iAu(t)
fa | <

Concluimos el capitulo con un corolario en el que probaremos una versién del Lema
de van der Corput para funciones de varias variables. Nos serd ttil para justificar varios
resultados en los siguientes capitulos.

Corolario 1.0.15. Sean u: [0,1]* = R y k € N. Si para alguna i,1 < i <n,

%u(xl,....zn) >1

L]
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entonces existe Cy independiente de u tal que para toda A € R

: Ck
e ei)\u(z;,...,xn)dzl ...dzx < —_
jl;,ll /{;.:1 R

Si k = 1 pediremos ademds que para cada T; = (21, . . ., Ti—1, Ti41, - - - Tn) fijo, la prime-
ra derivada de la funcidn vz, : [0,1] — R dada por ¢z, (y) = (21, .., Ti-1, Y, Tit1,-- - Tn)
sea monotona.

Demostracién: Por el Teorema de Fubini,

j f P CIPE T R o ‘zn)dxl
[0,1] [0,1]
</ / M5 W) dy
~ Jpg [0.1]

Por el Lema de van der Corput, existe Cj independiente de 9z, (y en consecuencia de

Z; y de u) tal que
C
a0 g | k
fm 1= D

/ ] p\u(m, ) dzl
[0,1] [0,1)

Jolfy
[0,1] [0.1]

dz;.

Por lo tanto,
Ck

[,\ll/k'
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Capitulo 2

Los subconjuntos de nivel en mas

de una variable.

En este capitulo trabajaremos para estimar la medida de los subconjuntos de nivel
determinados por funciones reales u« con dominio en el cubo unitario n-dimensional,
continuas, con todas sus derivadas parciales continuas y que satisfagan Dfu > 1 para
algin multi-indice S.

Nuestro objetivo serd encontrar una constante positiva C' y un exponente ¢ inde-
pendientes de u tales que,

{z: [u(2)| < a}| < Co”.

Para facilitar la notacién, definimos Q" = {(z1,...,Z,) ER*: 0 < z; < 1,i =
1,...,n} y denotaremos con Us(Q") = Up al conjunto de funciones que tengan las
caracteristicas descritas anteriormente.

El anélisis se hard a través del siguiente operador integral: Sea E, = {z € Q" :
|u(z)|] < a}, con 0 < @ < 1. Entonces para n = n' + n"(1 < n’ < n — 1) se define
el operador que transforma funciones de L’Q,‘., en funciones en LE“. de la siguiente
manera:

Saf(r-") s f } an(xl‘ zﬂ)f(zﬂ')dzﬂ
Qn
conz € Q" yz=(z',2").

23
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2.1. El caso bidimensional

Comencemos con el caso de dos variables. Durante tod& esta seccion, E, =
{(@,y) € @: |u(z,y)| < a}, Sa: LP([0,1]) — LU[0,1]) y Saf(z) = [ 1) XEa (%, 9) f (y)dy.
Supondremos u € Uy, es decir, para todo (z,y) € Q?

j+k

Oridyk  —

Obtendremos cotas superiores e inferiores de ||S;||L»— e para estimar los subcon-
juntos de nivel y para saber qué tan buenas son tales estimaciones. Comenzamos
acotando inferiormente al operador S,.

Proposicién 2.1.1. Seanp > 1 y 1 < ¢ < co. Para cada j,k existe C < oo tal que
los siguientes enunciados son vilidos.

a) Siu(z,y) = —(z — )%, j+k=d> 2, entonces ||Sal|r—rs > Ca'/?.

b) Si u(z,y) = z7y*, entonces ||Sal|r—re > Cal/4.

c) Siu(z,y) = 29y*, entonces ||S,||r—re > Cal/* | donde p' es el exponente conju-
gado de p.

Demostracién:

a)Sif=

Saf(@)= | X (o Uy = —l{we[0,1]: |z — 3] < a4},

X '/{PE[‘]:1F=|¢—U|<01‘M}
Entonces, para z € [0, a'/9),
Saf(z)={y€[0,1]: 0 <y <z +a'/¥}| > a'/?
Mientras que para z € [alf"‘, 1— a9,
Sef(x)=|{y€[0,1 : 2 - < y < z+a'/?}| = 2a'/4.
Por tltimo, para z € [1 — a'/4,1]
Saf(@)=|{y€[0,1]: z -/ <y <1} > "/

Como ||Sa|lLr—re = SUPJ f]|p=1 |Safllq, entonces, ||Sallzr—re > Ca'/d.
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b) Siz’ < a ent.onces para t.oda y € [0,1),27y* < @, es decir, {y : 27y* < a} =[0,1].
Por lo tanto, S =[5 £(

Entonces, si f = 1
f f(y)dy

alli
ISaflls > /

Por lo tanto ||Sa||z,—z, > a*/.

q alli
dz = dz = o'/
0

1
o
0

e

c) Si y* < « entonces para toda z € [0,1], 27y* < a, es decir, {z € [0,1] : 2/y* <
a} = [0,1]. Por lo tanto, Sig(y) = j;] (z)dz

Entonces, si g = 1
1 v k| a1
f g(x)dw’ dz = f’ /
0 0 0

1/k

, a v allk
ISzll? > / de i f iz = ok

Por lo tanto, si denotamos con ¢’ al exponente conjugado de g, ||Salz,~z, =
“S "L,J—'L,,J > al/kp’

Juntando los tres casos de la proposicién anterior podemos demostrar, de ma-
nera inmediata, el siguiente resultado que involucra a cualquier u € Ug;), es decir,
probaremos un resultado para S, en general.

Corolario 2.1.2. Con las hipdtesis de la proposicion anterior,

1
U [Sallz,-z, > CadMiehw .

Jk

Observemos que cuando p = ¢ = d/j, 1/(jq) = 1/(kp’) = 1/d. Utilizaremos este
hecho més adelante.

A continuacién analizaremos para qué indices p,q,7 v k la norma del operador
Sq: L? — L7 determinado por funciones u € Uj estd acotada superiormente por
constantes que sélo dependan de a y alguno de lo indices arriba mencionados.
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Proposicién 2.1.3. i j = 0, k = d y u € Ugy), entonces ||SallLo—1s < Cal/¥,
donde 1/p+1/p'=1conp>1.5ij=d, k=0 yue€ Upjg entonces ||Sa||tr—rs <
Call%,

Demostracién: Por la desigualdad de Hélder,

1/
150 f ()] < /[ le:s.(:r,y)f(yNdyS( /{ ” |XE0(I,y]|p'dy) T

]

=y € 0,1] : u(z, )| <} I fll,.

El Corolario 1.0.6 nos asegura la existencia de una C}) independiente de la variable z.
Por lo tanto,

Y
(/ |Saf (I)fqu) < (Ca ) || fllp = Cal/¥ || £],.
o)

Un procedimiento andlogo con S}, en lugar de S, nos conducird a la conclusién de
la segunda afirmacién.

]

Trabajaremos ahora con funciones u € U, ;). Necesitaremos el siguiente lema para
acotar superiormente la norma del operador S,: L? — L2

Lema 2.1.4. Sea u € Up,yy. Si E = {(z,y) € Q*: |u(z,y)| < o} y E(y) = {z €
[0,1] : (z,y) € E}, entonces eziste C' independiente de u tal que

Céa

|E(y1) N E(ys)| < T

Demostracién: Sean y;,ys € [0, 1]. Sea ¢: [0,1] — R, ¢(z) = u(z, y1) — u(z, y2).
Observamos que ¥(z) = fyf %(z,s)ds y que

oy Qu(@y)  Bu(my) _ [ Bu = " 24,
vE) oz or /m 930z id)a= /; Bxas(z’s)ds'

Ahora, por hipétesis, 8*u/0z8y > 1, entonces para toda z € [0, 1]

" ' Pu(z,s) | [V Pulzy), |
|?J1*1W|-L ds < A '—-a;-a-s——ds— 4 st = |[¢'(z)|.
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Tenemos por tanto que |¢'(z)| > |y1 — 32|, ¥ por el Corolario 1.0.6 existe C indepen-
diente de v tal que

[{z € [0,1] : |[¢(2)| < 2a}| < Cda/lyr — 3.
Pero E(y1)NE(yz) C {z € [0,1] : [¢/(z)| < 2} pues si z € E(y;) N E(y2) entonces
|u(z,u)| < @, i=1,2, y por lo tanto,
[%(2)] = |u(z, 1) — u(z, 1) < lu(z, )| + |u(z, 32)| < 200
Concluimos entonces que

E(w) N E(y)| < 222

ly1 — yz|'

Teorema 2.1.5. Sea u € Uy,1). Entonces eriste una constante C tal que

1Sallz2—r2 < Cat’?log'?(1/a).

Demostracién:

15a118 = [ I5af@)Pda = [ ( [xea yl)f(yl)dy,) ( [xe.ta yz)f(yz)dyz) dz

< [ [ [xe.@mxe. @ m sl w)ldusdads.
Por el teorema de Tonelli, esto tltimo es igual a

f / f XEo (T, 1) XEa (2, ¥2)| f (1) || f (y2) | dzdyr dye

= f f |E(ws) 0 E(wa)|1f ()11 (v2)ldyadye
ff; o E@) 0 B Sl @) dndss

+]-/Im*n|z4a |E(y1) N E(y2)|1f (v1) 1 f (y2) | dyrdye-

En el primer sumando podemos utilizar el hecho de qﬁe E(y:) N E(y) C [0,1]
para hacer |E(y;) N E(y2)| < 1. Mientras que para el segundo usamos el Lema 2.1.4
para acotar |E(y;) N E(y,)|. Obtenemos entonces que ||S,f||2 es menor o igual a

J[ - ilirldnd + jf o = ). (2)
ly1—12l<da m—ml>h
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Usando la desigualdad de Holder, el teorema de Tonelli y simetria acotamos el
primer sumando en (2.1),

[ s < ( [[1560PxGmmnisio . )indn o

1/2
x ( [ / |f(yg)|2xuy,.,,.3)4,,1_,,...@}(yl,yz}dyzdyl) _

= [ f |f (1) X101 w2 f1n —val <t} W1, o) dyodyn < / |f (y1)? ( f dyz) dy:
{y2:ly1 —p2|<4a}

s / £ )Pl ¢ s — 92l < 4o} ldus < [I£]1280

Para el segundo, usamos Holder nuevamente y un simple cambio de variable,

|f (1) f (y2)| |f (1) f(w2)]
40//12"“‘”"2"‘* -l P _4a]/1>lm~m1>4a Vv = v2lV/ly - e

2 1/2 2 1/2
1>y —v2|>de |y1 vl 12|y1—12l>da |!J1 7

2
e fl B — 4o [1sar f bl

Sl —pal>da (U1 — Y2 {v2:1>l1n —12l>4a}

= 40 [ Fa)P? L o~ dzdy, = 4a(log(1) — log(4e)) | £112 = da] 1 log(1/4a).

Por lo tanto

ISaf1lz < 8allfII3 + 4ol fl3 log(1/4a) < Calog(1/a)|f]l3-

Con este teorema podemos estimar los subconjuntos de nivel determinados por
funciones u € Uy 1)

Corolario 2.1.6. Eriste una constante C tal que para toda u € Uy

{(z,y) € @ : |u(z,y)| < a}| < Ca'?log"?(1/a).



Demostracion: En el teorema anterior se demostré que para toda f € Lﬁl'll’

1Saflla < Ca'/?log"(1/)||f2-
Si tomamos f=1:
ISalllz < Ca’?log'?(1/a).
Pero |{(z,y) € Q*: |u(z,y)| < a}| = [|Sallli < [|Salllz, ya que estamos trabajan-
do en espacios de medida finita.

O

Observemos que para calcular la medida de E = {(z,y) € @* : |u(z,y)| < a}
solamente utilizamos estimaciones sobre las secciones E(y) = {z € [0,1] : (z,y) € E}.
En la siguiente proposicion veremos que no es posible obtener una estimacién para
|E| del tipo Ca/? si sélo utilizamos las estimaciones de los conjuntos E(y).

Proposicién 2.1.7. Para cualquier A < oo eziste un pardmetro o y un conjunto
E C [0,1] tal que para todo z # 2’ € [0,1],

a
|z — 2|

|E(z) N E(z')| <
pero |E| > Aa'/?.

Demostracién: Sea 0 < § < 1/2 y K C R? un d-conjunto de Kakeya-Besicovitch
construido como en [3] . Entonces, |K| = O(log (log(67"))/log(6~") tiende a cero
cuando § — 0 y a cada z € [0, 1] le podemos asociar un subconjunto T, C K tal que
|T%| ~ & y para cualquiera z’ € [0, 1],

Bé§?
sk
|T: N Ty < i
para alguna constante B.

Ahora, sea ¢: [0,1] — K una funcién medible, suprayectiva y tal que para cada

S [0,1], |¢(S)| = |K]|S|. Definimos

E={(z,y) € Q: ¢(y) € T;}

y a = B§?/|K|.
Veamos ahora que para cada zo € [0,1], ¢(E,,) = Ty Si y € E,,, entonces
(z0,y) € E, es decir, ¢(y) € T;,. Por otro lado, si (a,b) € T, la suprayectividad de ¢
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nos asegura la existencia de y, € [0, 1] tal que ¢(yo) = (a, ). Por lo que, (zo,%) € E,
y asi, yo € E,,. Por lo tanto, ¢(E;,) = T;,. En consecuencia,

|E:| = |K|7|Te| = |K|™'8

entonces,
|E| = / |Ex|dz ~ |K|718 ~ |K|"2a'? > o'/2.
0,1]
Ademds,
B&*|K|™ «a
E.NEy| = |K| T NTy| < = ;
1B Bl = K TN Ty € T = 2
Por lo tanto, para toda z,z’ € [0, 1],
I < e
() N B@)| < 2

y a~Y2|E| ~ |K |~/ tiende a infinito cuando 6§ — 0.

El siguiente resultado es el caso general del Teorema 2.1.5, es decir, trabajaremos
para acotar el operador S, determinado por funciones u € Uy con j, k > 1. Logra-
remos como corolario estimaciones para la medida de los subconjuntos de nivel para
una clase més extensa de funciones u. Procederemos como en la prueba del Teorema
2.1.5. Necesitamos primero una generalizacion del Lema 2.1.4.

Lema 2.1.8. Para cada j,k > 1 eziste una constante C;y tal que para toda u € Uy
Y Yoy oy Uk € [0!1]

k
|E(yo) N--- N E(w)| < Cina > [T o — vl ™.

m=0l:l#m

Demostraciéon: Procederemos como en la prueba del Lema 2.1.4. Sean yy, ...,y €
[0,1]. Sea ¥: [0,1] — R, dada por

k

V@) =k Y [T v = vl ulz, ym).

m=0l:l#£m
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Luego,

i a 4
30@ =k T o= wml™ 5 u(, vm).

m=0l:l#m
Por el Lema 1.0.2,

- Y o (¥
H =] i ) e (—.u(x. s)) .
,;,{}}m : Bl ay* \ 9z

para algin £ € cnz{yp, . . ., yx}- Ahora, la hipdtesis %‘;—;@u > 1, implica que %zp >1.
Por lo tanto 1 cumple con las condiciones del Teorema 1.0.4, y asi,

k 1/j
<G (aklz IT I —yml“)

m=0l:l#m

{J: € [0,1] : [#(z)| < ak! Z H |y — ym’—l}

m=0L:l#m

k
<Cua Y T I — yml ™.
m=0 l:l#m

Por otro lado, si z € E(y) N--- N E(yx) entonces |u(z,ym)| < @ para0 <m < k.
Es decir, z € {z € [0,1] : [¢(2)| < ak!' 3} o [Tiasm [91 — ¥m| '}
Por lo tanto,

k
|E(yo) N+~ N E(ye)| < Cina Y [T It = yml ™.
m=0 l:ls¢m

Estamos listos para demostrar la generalizacién del Teorema 2.1.5.

Teorema 2.1.9. Sean 1 < j < k, p = j;ﬁ)l_k,q =k+1y0 < a < 1. Entonces
existe Cjy tal que para toda u € Uy,

|Sc:"L?—»L SC,
| TEE] oV (log(1/0) BT sij=1
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Demostracion:

[1sut @tz = | [ [xe v

k+1

dzx

< f ] xEa @ y0) £ ) -+ f XEa (@ Us1) | W)l dgsade

k+1

= // IT xEa (@ ym) | £ @)1+ 1f W)l - - - diesada.

m=1

Por el Teorema de Tonelli podemos integrar primero con respecto a z, y obtener que,

[15af@1ds
< j ] B@) 0+ 0 Bl f @)+ [f@es)ldtn - derr. (2.2)

Supongamos que j > 1. Con el Lema 2.1.8 acotamos |E(y1) N --- N E(yk41)| ¥y
entonces, (2.2) est4 dominado por

k+1

Coaallt [+ [3 TT b= sm 51 r)ldn--dgpns (23)

m=1£L:4#m

= Cjxali (/ lyr — ol ™7 - lyr = Y7 F ()| -+ - 1 (Wes1) By -+ - - Ay

+f|‘y2 = y1|_1ﬁ|y2 = yai_”j e |y2 = yk+1|_w|f(yl]| s If(yk+1)|dy1 <o dypyrt

+ / lykrr — 377 - |ygrr — w721 F )| -+ - | f (gksn) | - - -dy;,.,.l) ;

Por simetria, para toda m # 1,

_/Iym =97 Ny = vl - |y — Y T F )] - - | () |dn - - - dyiga

= / 1 — wol ™ |yr — wa| ™7 < Jyn = wesa | N F @) - - - |f (n) | - - - A
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Entonces, podemos escribir (2.3) como

(k+1)CJka1f’f|y; 4| oy —ys| 7V - =y | T f ()| - - | F (k1) [ Ay - - - Ay

= Cjrallt / / |/ (we)| @)l o [ )l J
e ltn — 9‘3|1f’ lys — ya|'/7 » lth — e |19 Y| () ldys

= G [Uaf S,

donde Iy representa integracién fraccionaria! con # = 1—1/j < 1. Pero si p’ es el
exponente conjugado de p tenemos que

1y
G [t < e ( [Upsasn) 111y

= Ciue || I £IIZ, 1 £ lp-

(k+1) - 1 entonces el operador Ig: p — kp' es continuo, por lo tanto,

_Jlkt1)
(k1)K

Ciwe AT f iy I fllo < Cina I flIGN£llp = Ciua P £lI5+

Como p =

Revisemos ahora el caso j = 1. Sea T': Ly, X -++ X Ly, ,, — L, tal que

k+1

T(f- s forr)(o) = [ - f [T xe. v o)l i ool

Veremos primero que ||T(f1,. .., fes1)lli < Calog* (™) fillill folloo - - - | fesalloo
Por el Teorema de Tonelli y el Lema 2.1.8,

1T (frs- - -5 fur) ln
S/"']IE(yl)n"'nE(yHl)”fl(yl)l"'Ifk+l(?}k+l)|dy2‘"dyfﬁ.]dyl

k+1
f /Cm{l “Z II [ye — Yml|™ l}lfl(y1)| | frsa (Unsa) dyz - - - dyyadin

m=1 &:0+£m
k+1

Cay T lve—yml™

-/ /{welﬂ-ll:a}:"“ et We—vml™'<1} 155 ke

lver Apéndice A.
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X|fi(y)| -« - | frer (ks 1Ay - - - Ay dan

+/] Clfity)] - | frsr(Yrs1)|dy2 - - - AYps1dys.
{v2€[0,1:a T8, Tesem lve—ym| =121}

m=1

Al segundo sumando lo estimamos rdpidamente de la siguiente manera,

f [ ClA@)] - i W)l -~ dtisndin <
{1260, TH, Tl eetm le—ym|=121}

m=1

Clifillllf2lloo - - 1 frsalloo-

Analicemos ahora el primer sumando.

k+1

C(IZ I-[ |y£_' yml_l

_/ k = =
‘/ {WE[O-”:EJ:!; nzzz;em lve—ym|~t<a~1} m=1 L:4#m

| fi(y)l - -« | faar (Ur41)10Y2 - - - dyrs1din
k+1

aiffe] o5 T s
{v2€l0 1523 lve—1n|-1<a-1} mz=:1 ;};,[n

X|fi(y)] - | fier (Yar)dys - - - dyisadyn.

Por simetria, como en el caso j > 1, y por el Teorema de Tonelli tenemos que la
tltima integral es igual a

k+1

Ca(k + 1)/---[ lye — 3]~
{w2€l0,1:T15] lye—w|-'<a—1} ;I;Ig

X|fi(y)l - - | frsr (Ursr)|dy2 - - - dygsrdin

k+1

= Ca/-.-]H lye — y1l 7 | fa(ws)| - | frsr (i) 1 £ (10)]
=3
X _/ ﬁy_z_)_de dys - - - dyk41dY
{ael01a T3 lve—wil=*<lo-mi<1} kg
k+1

< Cellfello j / TT lve — sl 1fs@s)l -+ s s )L (00)]
=3
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: dt
X / dys - - - dyr1din
o1 el E

£=3
k+1

_‘Cailf:e[lmf /Hiye wl 7 fa@a)l - - | s (W) | 2 (1)

=4

-1
x
X f log | |1 — vl (——) |1 — ys| ™| f3(ys)|dysdys - - - dyrsadys.
( 1524 |ve — wal

Si utilizamos el hecho de que para cada s > 1, f{m] min{1, (u/t)|log®(t/p)|}dt <

s+1(

Culog 1), tenemos que lo anterior estd4 dominado por

k+1

Callfallulflle [ - j ) (R R IE RO AT

=
/log2 (im vl (m) ) lv1 — val ™| fa(va)|dyadys - - - dys1din

k+1

< Calsalelslelfile [ -+ [ TTlve= s 1o Uoaesls0)

-1
f10E3 lyr — sl (;,.,.1—) ly1 — ys| | f5(ys)|dysdys - - - dyes1dys.
[1eZ6 lye — wl

Si continuamos integrando de esta manera, después de n < k pasos podremos estimar
lo anterior por

k+1
Cal|falleo - - "fn+1"ao/ / IT lve— ol | fass(@ns2)] -« | Frsa (wes) 1 fi ()]

=n+3

f log" (lyl Yn+2l (W—) )

X |11 = Ynt2l | fat2(Uns2)|dUns2 - - - dykrdpn.
En el paso k — 1 tendremos que ||T'(f1,.- ., fi+1)|1 estd dominado por,

Callfelloo - | fillo ] T
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X /log"_l (m—_ﬁﬁl—l) ly1 = Y| i1 (Yes1) | dyrsadun

< Callfalleo -+ | fialloo log* (@) / | (o) .

Por lo tanto,

IT(f1, - - fesr)lln < Calogt (™)l fillill felloo - -« Il frsalloo- (2.4)

Podemos lograr, de manera andloga, las siguientes k desigualdades,
IT(f1s far -+ 5 ferr) Il < Calogh(L/@) || fillooll fallill follooll falloo - - - [l fisalloo  (2:5)
IT(f1, far -+ fern)ll < Calogh(1/a) |l fillooll fellooll fsllall falloo - - - fiesalloo — (2.6)

IT(f1, f2s- - firr) 2 < Carlogh(1/a)l| frllool fellooll follooll falloo -+ fiesall (2.7)

Si interpolamos multilinealmente? (2.4) y (2.5); (2.4) y (2.6);..., (2.4) y (2.7)
obtenemos k + 1 — 1 = k desigualdades de la siguiente forma,

T (f1, f2s - -« frt1) s £ Cax logk(l/a)“fl."k+1”f2"it—1"f3"00"f4”oo"'"fk+1"m. (2.8)
IT(f1, far-- s fus1)lls < Carlog®(1/a)

|| f1 ||k+1”f2||m||f3||£r_=llf-i“m w0 || freaa lloo- (2.9)
IT(f1, far-- > fir1)lls < Carlogt(1/a)
X fille+all F2llooll fsllooll fall e2 [l fslloo - - - | fita lloo- (2.10)

IT(f1, far--- fesn) I < Calogt(1/e)
X\l fillk+1ll follooll fllooll falloo - « = | fieaa [ g - (2.11)

Observemos que como las constantes de cada desigualdad son iguales, al momento
de interpolar éstas permanecen sin cambio.

Si interpolamos ahora (2.8) y (2.9), (2.8) y (2.10),..., (2.8) y (2.11) obtenemos
k+1—2 =k — 1 desigualdades,

T (f1s f2r- -5 Frr)lln < Calﬂgk(lfa)"fl||k+1||f211k+1||f3||§;_;||f4”oo"' | fr+1loo

2Vid. Grafakos, Loukas. Classical & Modern Fourier Analysis. E.U.A., Prentice Hall, 2003
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IT(fr, far+++ , fesr)lh < Calog(1/a) | fullesall Fallisall fsllooll Full sa | folloo - -« | fiesalloo

||T(f1:f2;---!fk+l)[!1 < CC!logk(lfa)||f1||k+1||f2||m||f3||oo||f4||m" * ||fk+1||1%-

Si continuamos interpolando de la misma manera, después de n pasos tendremos
k + 1 — n desigualdades con la siguiente forma,

IT(f1, fos - -+ fresr)ln < Carlogt(1/a)

X[ filliess - - fallesall Frsall s [l Fnszlloo - -« [l fisalleo-

IT(f1, f2y - - - fis1)ln < Calogh(1/cx)
X[ il - - ||fn||b+1"fn+1||oo||fn+3"f%};"fn+3"w oo || fest lloo-

IT(f1, far-- - fia)lla < Calogh(1/a)
X[ il ==« I fnlliesall frtalloo - - I fiea l i

Entonces, en el paso k — 1 tenemos k + 1 — (k — 1) = 2 desigualdades,
IT(f1, f2, - - s fesr)lln < Carlogh(1/a)
X[ fallera == I fe-allierall fill ey N e lloo- (2.12)
"T(fh fz: seny fk+1)"1 < Ca logk(l/a)

XN ulliess == N fe-allesall Fellooll freanll psn- (2.13)
Finalmente, interpolando (2.12) y (2.13), concluimos que

IT(f1, f2,- -, fer) s < Calog*(1/@)|| fillss - - | fresallisa-

Si tomamos f = f; = fo =...= fe41 € Ly tenemos que,

\T(f, f,---» 1 < Calogh(1/a)|fIIELL,

es decir,

[ 1.1 @)1 s < Catog 1/l
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Como corolario obtenemos facilmente estimaciones para la medida de los subcon-
juntos de nivel determinados por u € Uy, j, k > 1. Como es de esperarse, logramos
el mismo resultado que en el Corolario 2.1.6 para u € Uy y).

Corolario 2.1.10. Sea u € Uy, 4,k > 1. Entonces eriste C' < oo tal que

al/i(k+1) sij>1

; 2 u(z, y)| < <C k
i) e @ efutey] Saj < a0 (log(1/@)) ™ sij=1

Demostraciéon: En el teorema anterior ¢ = k + 1 > 2, entonces:
{(z,y) € @ : lu(z,y)| < a}| = [ISallls < [ISallly < lISallzo—rallLlly = l|Sallzo—Lell2ll

al/ik+1) sij>1

<C k
aV/®+) (log(1/a)) ™ sij=1.

Si tomamos p y g como en el teorema anterior, entonces 1/(k+1)j = 1/jq = 1/kp/,
y de acuerdo con el Corolario 2.1.2, tenemos que nuestras estimaciones son adecuadas
para toda j, k. Sobre el factor (log a~1)¥/(*+1) que aparece en el caso j = 1 haremos
comentarios més adelante.

2.2. El caso de mas de dos variables

Trabajamos ahora con funciones u: Q® — R con n > 3 y veremos qué cotas
podemos conseguir para la medida de los subconjuntos de nivel determinadas por tales
funciones. A diferencia del caso n = 2, atacaremos directamente a los subconjuntos
de nivel.

En el primer resultado trabajaremos con funciones u que cumplen solamente con
DPu>1, 8= (B, pPa...,0s) multi-indice, y obtendremos

{z € Q" : |u(z)| < a}| < Co
con € dependiendo de n y las primeras n — 1 entradas de .

Mais adelante, pediremos a u algunas condiciones extras que nos permitirin mejo-
rar la estimacién pues € serd igual a 1/|]|.



39

Teorema 2.2.1. Para cada n > 1 y cada 8 multi-indice existe € > 0 y C < oo tal
que para toda funcion u integrable que satisfaga DPu > 1 y para cualguier o > 0,

{z € Q": |u(z)| < a}| < Ca".

Demostracion: Procederemos por induccién sobre n. El caso n = 2 fue tratado
en el Corolario 2.1.10, asf que supondremos vélido el resultado para n—1 y se realizard
la prueba para n.

Sean = (B ,k),con B e N1y ke N E={z€Q": |u2) <a}y
E(y) = {2’ € Q"' : (z',y) € E}. Veremos primero que para cualesquiera 91, . ., Y41
en @ existe € > 0 tal que,

P k+1
|E(y1) N+ N EWii1) o < Ca® Y [ vt — vl ™, (2.14)

m=1l#m
donde el miembro izquierdo representa la medida de Hausdorff® en dimensién n — 1.

Sea 9: Q"' — R dada por

k+1
P(2') = (Z kT v — vl (e, ym)) ;
m=1 I#m

Entonces,
k+1
D () = (Z kKD u(z!, ym) [ ] I — yml“) . (2.15)
m=1 I#£m
Por el Lema 1.0.2, existe & € cnz{yy, ..., Yx+1} tal que
% (D’u(:ﬂ:’, {)) = DPu(z,€) > 1.
Por la hipétesis de induccién

e € @ : ()| < sy < O
Siz’ € E(y;1) N -+ N E(yk4+1) entonces,

k+1 k+1
@) =Yk T vt — yml 7 ule’, ym)l < Cra Y [T vt — vl ™
m=1 Li#m m=1 [:l#m

3ver Apéndice B



40

En consecuencia,

k+1
E(pn)N---NE(yk1) C {Z’ € Q"' : [¥(2)| < Cra Z H lye — ‘yml'l} .

m=1 l:l#m
Pero
k+1 k+1
{Z' ) <Ca ) I In —yml“l} <G Y [T 1w — yml™.
m=1 l:l#m Hn1 m=1 Li#m

Utilizaremos lo anterior para acotar |E|.
B1= [ [ xe(@, gz
Qn-l Ql

k+1 1/(k+1) (1/(k+1))
= f ( f x.e(z’,y)dy) dz’ ( / ld:.c') =
Qn—l Ql -1

= (f . /‘;1 XE{:cnyl)dyl -/Q1 XE{z’syk-t-l)dngdx')]1/("“),

donde 1/(k + 1) + (1/(k + 1))’ = 1. Usando el Teorema de Tonelli para cambiar el
orden de integracién tenemos que la ltima integral es igual a

1/(k+1)
(/ / / XE(xjvyl)"'XE(x’syk+l)dz)dyl"'dyk+1)
1 1 Q!I—l

1/(k+1)
= ([1 T f1 ./Qn—.‘l XE(y;)n‘..nE(yH,)(.’L")dx'dyl Fios dyk+1)

(1/k+1)
=G ([ [ 1B N Bl i)
Q Q!

Si usamos (2.14) podemos acotar lo anterior con

i 1/(k+1)
Cueni (a‘ LIL Z H (7 yml“dyx---dym) . (2.16)

' m=1Litm

Entonces, por simetria vemos que

(1/k+1)
|E| £ Cren (aek fcﬂ lyr = v2l lyn —ys ™+ [y — yHﬁ"‘dyz---dymdyl)
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ko ER e
= Ck.e.nad(kﬂ) [f (/ [y — :Uz!_‘d‘yz) dyl] = Ct,e,naﬁ:‘ (/ (Iﬂl)kd'yl)
Q! Q! Q!

donde Iy representa integracién fraccionaria® con § = 1 —e. Como f < 1, entonces,
I converge casi donde sea. Por lo tanto

[{z € Q" : [u(2)| < a}| < Ciena/®H,

Si pedimos hipétesis extras a u podemos generalizar el Teorema 1.0.4, es decir,
lograremos acotar |{z : |u(z)| < a}| donde u es una funcién de variable vectorial que
cumple con DPu > 1 con un cota similar a la del Teorema 2.2.1 pero en la que el
exponente de « s6lo depende del multi-indice f.

Teorema 2.2.2. Sean o > 0 y u € Uy tal que para algunos indices Ny > [, N3 >
Bay .-y Np > Bn, 0™u(z)/0z) no cambia de signo, i = 2,...,n. Entonces eviste
C < oo que sélo depende de B, Ny, ..., N, tal que

{z € Q" : |u(z)| < a}| < Ca*Al.

Demostracion: La prueba se hard por induccién sobre la dimensién n. En el
caso n = 1, el Teorema 1.0.4 nos asegura la existencia de una constante C' que sélo
depende de 8 (que en este caso en un niimero natural) tal que,

{z € Q" : |u(z)| < a}| < Ca*/IAl,

Supongamos vélido el caso n—1 y demostremos para n. Sean E = {z € Q" : |u(z)| <
a} y v por determinar. Entonces,

A .[{=G@=I§:FU(E] <T} ol [{xe@=|%ts(=)|27} B

Por un lado,

<7

1 1
{‘r} XE(If;zn)dx - /()l ./0 x{zEQ“:l:’?ﬁ;‘;u(z) }(:c',a:n)dx’da:n =

v[{ zF.Q":| ﬁ;u(:}

4yver Apéndice A
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u(z', z,) dz,.

5/01 <7}

Para cada z, fija tenemos que D# (%u(m’, xn)) = DPu(z',z,) > 1. Entonces, por
la hipétesis de induccién y por el Corolario 1.0.6,
)

/

Por otro lado,

Pn
! n—1 .
{er ’6@'&"‘

dz, <1-CyY¥,

{x' eQrt:

u(z',z,)| <

dxon

Xe(T', Zn)dz,da’.

“aee= [
-/{xeoﬂ];;;u(zﬂ»w} K L {znel011] Zgru@|21}

Ahora, por hipétesis, DO0Naly — gﬁ';u es siempre positiva o negativa, en-
tonces, por el Lema 1.0.9, el intervalo [0 IT se descompone en r intervalos, r € N
y sblo depende de N,, en los que P;u es siempre positiva o negativa. Enton-

ces, {:r,. €[0,1]: |~8;g;u :r)| > ‘7} se descompone en a lo mds r partes en las que

P:“( ) <~v6 P;u( x) > —=. Si J es una de tales partes, por la base de induccién,
tenemos que "

/ XE(Z', Zn)dn < {20 € J : [u(z)| < @}| < Cg, |a/7['/*.
J
En consecuencia,

xe(@,Zn)dz < Cia, N, la/7|"/P.

]{::GQ":|?'?;u(x)|2'r}

Por lo tanto
|E| = Cio.nm) (Y1 + |ot/4] /).

Tomando v = al#1/18l obtenemos el resultado deseado.
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2.3. Mejorando las estimaciones de los subconjun-

tos de nivel

En esta seccién estimaremos la medida de los subconjuntos de nivel determinados
por funciones ¢ tales que 8%¢ € C*(Q? y [|¢| < oo. A diferencia de los casos
anteriores, no utilizaremos integrales del tipo [ €**? para estimar nuestros conjuntos,
sino que nos valdremos de las propiedades del operador, [ e¢*YF(z)G(y)dzdy, F,G €
L*([0,1]),% € C*=([0,1]).

Definicién: Diremos que los puntos de una coleccion de niimeros r; estdn §—separados
st para todo i # j, |rj —ri| 2 6 y |rj — rj| < 26.

Proposicién 2.3.1. Sea ¢: Q* — R integrable tal que 8°¢/0zdy € C®(Q?) y es
distinta de cero en todo Q*. Entonces existe C < oo tal que para cualesquiera § >
0, N € N y cualguier conjunto de nimeros é-separados {ry,...,rn},

N
Ul(=.9) € @*: |6(z,y) — 5| < 6}| < CN'/26"/%\/1og(1 + N).

J=1

Demostracién: Supongamos que para cualesquiera i, j, [r; — ;| = n;;6, n;; € N.
Es decir, cualesquiera dos puntos de la coleccién distan entre si un miiltiplo entero de
8. Hagamos ¢(z,y) = ¥(z,y) + f(z) + g(y) donde ¢ € C® y 8°¢/0zdy = 8*¢/0z0dy

Hérmander [6], asegura que para toda F,G € Lfmp v€C®0,1]y A €R,

f[ ] e p (I)G(y)dzdy| < C+ )2 Fll 2o, | Gll 2jo -
0,12

Entonces,

f e‘*‘*("”)dxdy‘ =
o.1y?

/ eM(@Y) giAf () gir S(ﬂ)dxdy‘ <C(l+ m)—llﬁ' (2.17)
(0.1

Sean E; = [{(2,y) € @* : |6(z,y) — 5| < 8}| para cada 1 < j < N,y h € C(R)
no negativa tal que h(t) = 1 para [t| < 1, entonces

|Ej[=/ drdy = drdy =
E.f {(3,#}EQ’:I¢(£.|;) —r,lé'“‘ ﬂl}
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= / h (w) drdy < / h ($(z,y) —r;07") dady.
{(2.4)€Q1d(z,5)—rs16-1<1} é Q@

Por lo tanto,

N

<ZtEt<Z/ (B0 gady -

Jj=1

Zh ‘“Iy — %5 ) dzdy.
R

Si escribimos a h como la transformada inversa de su transformada de Fourier y
hacemos 6! = ), la integral anterior es igual a

N L
L,Zf HmiNGle) e (¢) dedady,
g1 =00

que a su vez, por el Teorema de Fubini, es igual a

00 N
f h(€) j; Z 2@V T dr dydt .
—00 2 3=1 2

Como h € CZ(R), entonces h es una funcién en el espacio de Schwartz®, por lo
que, )
sup(1 + |z|)?|h(z)| = C < oo.
z€R

Entonces, para toda £ € R,
h(&)l < c1+ )

Por lo tanto, haciendo u(§) = Z;\f__ L2ty y(€) = fQ2 NS (=W) drdy,

N o0
UB|<c [ a+ieuoleie
=1 —oo
=oy [ e el 2.15)

k=0 Y k<I€I<k+1

5Vid. Folland, Gerald. Real Analysis, Modern Techniques and Their Applications. E.U.A., John
Wiley & Sons, 1984, p. 227
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Seran necesarias las siguientes estimaciones para acotar cada sumando de la serie
anterior.
Para cada a € R,

N

a+1 a+1 at1 N ) )
[ weras= [ wem@as = [ 3 emrine S ermtag
& o ¢ j=1 =1
N N a4l
o Z / eZm’E(.\n—Ar,—)dg_
j=1 =
En N ocasiones sucede que £ = j, en cada una de ellas f:“ e2mibQre=Ari)de — 1,
Cuando £ # j, usamos el hecho de que A|ry — r;| = ngj, ne; € N para asegurar que
[+ g2riéOre=drs)d¢ — 0. Por o tanto,

£=1

a+1
[ w@ra <N (2.19)
También, para todo &
N
@) <) le ™| <N (2.20)
=1

Y, utilizando (2.17),

()] < (1+2x|2¢])™2 < (2x|re]) ™2,

entonces,
[v(€)] < Cmin{1, |A¢|72}. (2:21)

Procedemos ahora a estimar |UJL, E;| via (2.18).Trabajaremos por separado el caso
k = 0 que dividiremos en dos partes, cuando |£| < 1/N y cuando (1/N) < |¢| < 1.
Por (2.20) y (2.21),

[ b@l@l < [ NOpedg = onx f le|-/2dg
lEl<1/N lEl<1/N lEl<yN
sty CN)«_UQN_]‘” - CNWA'W.

(2.19) y (2.21) justifican que,

/ /
j(.llN}slﬂsl ISl = (-/(IIN]EIEISI iv(E)deg)l 2 (](.IKN)SIGIQ |u(§)|2d£)1 2
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- (/: AR ./ul Iu(E)Izd&) : (/(ammﬂsz C|A§|‘1d5) 3

1

1/2
< CA—1f2N1/2 (/ Igi—ldg) = CA_]'/le/z lOg |£|
(1/N)<lé1<1

1/N
s CA—I/QNUleglﬂ(N) < C/\—l/2Nl/210g1/2(1 5 N)

Entonces,

[ 10416 u@llo@)lde < XN 2log(a + W),
o<j¢l<1
Continuamos ahora con k > 1. Por (2.19), (2.21) y la desigualdad de Hélder,

[+l e@lues
E<|€|<k+1

([, o) ([ (arierivone)”

" ( f_ :1 lu(€)[*dé + /k . |u(£)|3d£) " ( /k - 1§|)“‘|v(§)§2d5) N

1/2
<owmin([ i) era)
k<|¢|<k+1

1/2
<owmxin ([ jateE) <
k<|g|<k+1

S CN]/ZI\-Ifz (k——ﬁ/
k

1/2
d{) s CN‘I./?A—I/2k—5f2.
<[g|<k+1

Entonces,

./ (1 + €D 2 [o(©)l|u(é)lde < CNY2AT/2E~572,
k<Ig|<k+1

Por lo tanto,

N

UE;

=1

< ) CON'2\V2g52 4 CATV2NY210g'2(1 + N)
k=1

< CA™V2NY210g'/%(1 + N).
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Supongamos ahora que r, < 7, siempre que £ < m, y que |r; — rip1| < 26,
1<i< N-—1. Sean

A = (T] _6)TN+5) Y B — {(I)y) € Q2 : ¢('I1y) € A})
entonces, |[A| < 2N§ y para cada (z,y) € UYL, E;
m—0<rj—0<¢(z,y) <r;+d<ry+4,

es decir, U, E; C B.

Sean §' = |A|/2N, |\ = (r1 —68)+ &, ry = (r1 — ) + 38,15 = (r1 — 8) +58,...,
riy = (r1 — 8) + (2N — 1)&'. Por construccién |r; — | = n;0', 4,5 € {1,2,...,N},
para algin n; ; € {2,4,6, 2N —2}. Entonces los puntos 1, . ..}y son como los del caso
anterior, por lo que,

N
U{(@,v) € @*: 1¢(z,y) — 7| < §}| < ONY*(8')/?/1log(1 + N).
ji=1

Observemos que

U@ ) € @< 16(z,9) - 7| < 8} = B.

j=1
Por lo tanto, _
n
| Bj| < CN'2(8')"2\/log(1 + N) < CN'/?6'\/1og(1 + N).
j=1

Podemos estimar ahora a los subconjuntos de nivel determinados por funciones ¢
como las de la Proposicién anterior. Observemos que dichas funciones cumplen con
8% /0z8y > 1, entonces podemos pensar en comparar el Corolario 2.1.6 con la cota
que aqui obtengamos.

Corolario 2.3.2. Sea ¢ como en la Proposicion anterior. Entonces,

{(z,y) € @*: ¥(z,y)| < 8}| < C&'/2.
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Demostracion: Basta con tomar N = 1 y r; = 0 en la proposicién anterior.

Pudimos deshacernos del factor y/log(1/a) del Corolario 2.1.6 pero hay que recor-
dar que las funciones con las que se trabajaron aqui son distintas a las que determinan
los subconjuntos de nivel en aquel Corolario.



Capitulo 3

El lema de van der Corput en mas

de una variable

Vamos ahora a buscar un equivalente al Lema de van der Corput cuando traba-
jamos en més de una dimensién. Es decir, trataremos de acotar uniformemente

I\ = f @) dy
qQn

para la clase més extensa posible de funciones u: Q™ — R que satisfagan DPu(z) > 1
con  un multi-indice.

A diferencia del caso de una variable no se podré conseguir una estimacién del tipo
C|A| 71! si sélo pedimos que u cumpla con DPu(z) > 1. Para lograr una tal estima-
" cién, tendremos que pedir condiciones extras a u, y 8 tampoco podré ser cualquiera.
Lograremos obtener estimaciones para distintos tipos de multi-indices § y veremos
con un ejemplo que para funciones que satisfacen v? > 1 con 8 = (1,1,...,1) no
existe & > 0 tal que para alguna constante C, I(A) < C|A|™.

En toda esta seccién nos valdremos del operador
Tf(@) = [ 1)y

para acotar I(A). Comenzamos, una vez més, con el caso de dos variables.
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3.1. El lema de van der Corput en dos variables

Nuestros operadores tomarén la siguiente forma:

10)= [ eMeidsdy y Tif@)= [ een sy,
[0,1)2

[0,1]
Examinemos, antes que nada, cudl es la relacién que guardan T} e I()).

Teorema 3.1.1. Sean j,k > 1 y a > 0. Para toda u € U,y existe C, independiente

de u, tal que
f MY drdy
[0,1)2

ITAllzoo—pr < CIAI

)| = <o

si y solo si

Demostracién: Supongamos que para toda f € L, ||T\fllz1 < C|AI™||f|loo- El
caso particular f = 1 justifica que,
/ el’)m(::,y] dy

oy = | [ [ eendyas <

Supongamos ahora que |I(A)| < C|A|~®. Veremos primero que el resultado vale
para funciones caracteristicas. Sean ¢, 9 € C* y u € Uj;x), entonces

de = |T31]| < CAI=.

N |
e 0+ A70(0) 4 X000) = 25 (o) + X7 )

Bi+k
= Tﬂ;ﬁ‘u(z’ y) 21

Es decir, (u(z,y) + A7'¢(z) + A7'%(y)) € Ui, y por hipétesis

‘ / em{z.u)ewtz)ew(u)dzdy| =

/ eu(u(z.y)+a-l¢(=)+rlw(undmyl <opre 31)

Sean A, B C [0,1] medibles. Sean {¢,(z)}, {¢n(y)} sucesiones de funciones suaves
tales que:

lim ¢,(z) —

n—oo

0 size A
T siz € A°
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0 siye B

lim n(y) — { . :
Bry00 w siy€ B¢

Entonces, por el Teorema de la convergencia dominada,

\/e‘u“tz-‘y)e%(")eﬁ%(ﬁ}dxdy pare je‘A"(xvy} [XA Gz er](I)[xB P=E, xB,:](y)dxdy (3_2)

cuando n — co. Ademés, por (3.1),

| / eu(zy) [xa — xac)(z)[xB — xB)(y)dzdy

con A y B subconjuntos medibles cualesquiera del intervalo [0, 1].

< CIA™ (3-3)

Si combinamos casos particulares de la desigualdad anterior, la podremos escribir
en términos solamente de A y B.

] I e"‘“‘""’xA(x)xB(y)d-'cdy|

< | _/ =N [ — x4 — x4 — Xae + Xae) (2) [ — xB — XB — XBe + XB] (y)d-‘cdy|

<

/ eul@y) [‘X S XA] (z) [ —XB— XB— XBe+ XBc] (y)dzdyl

+

[ 491 xae = xal ) - x8 ~ x0 e + x5] 0Nt

<

f =) [y 4c — xa](2) [xBe — X5] (y)dzdyi

-+

/euu(x.ul [xac — x4](2)[ - xB — x5¢] (y)da:dy|
+ ’feﬂu{z,v}[— X4 — xa<] () [xBe — x8] (y)da:dy|
+ |/35Au(x.y) [ — x4 — x4¢])(2)[ — xB — XB] (y)d:z:dy‘

- | f 2@ [y 4 — xac) (2) [XBe — XB](?I)d-"?dy’
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- +

/ (=) [X e — X A] (.T:) da:dy| +’ / eiru(zy) [X — B] (y}dxdy / ei)m(z,g) dzdy

Podemos acotar cada sumando de la ltima suma con (3.3). El primer sumando es
el caso general de dicha desigualdad, mientras que los tres sumandos restantes son
casos particulares. En el segundo sumando témese A = (), en el tercero B = ) y en el
cuarto A= B = (.

Por lo tanto, para cualesquiera A, B C [0,1] medibles,

| [y e"‘“"‘”’xA(x)xB(y)dxdy| < o (3.4)

Sean {Ag}een, { Bm}men C [0,1] sucesiones de conjuntos medibles y supongamos
que

-/'eﬂu(z.v) (Z QX A, (.‘.t:)) (Z BmXBm (y)) dzdy
7 m

<O Y ol D 1Bl (3.5)
£ m

Ahora, si f, g € L0, 1] podemos escribirlas como f = ", aixa, ¥ 9 = Y_; FmXBm>
con 3, lar| < [|flloo ¥ 3omm [Bml < |9l - Por lo que

|/ [ st s@yines| < cu-eislelols 35)

f f(z) ( f e""‘("”’g(y)dy) dz

Por lo tanto, utilizando (3.6), concluimos que ||Thg]l1 < C|A|7%||9]loo, €s decir,
ITallzoe—r2 < CIA|™

Como 1 e co son exponentes conjugados,

ol = sup | [ foiDgtes| = sup
1 flloc=1 Ifllo=1

Para probar (3.5) basta utilizar una vez més el Teorema de la convergencia domi-
nada y suponer que ), |a|, ), |Bm| < o0.

(]

Interpolando, podemos generalizar el Teorema anterior.
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Corolario 3.1.2. Las afirmaciones del teorema anterior son eguivalentes a
ITallzo—ze < CIAI™*

conp yp conjugados yp > 1.

Demostracién: Supongamos que |I(A)] < C|A\|~. Necesitamos demostrar que
ITallp—wre < C|A|™® para poder utilizar el Teorema de interpolacién de Riesz-
Thorin!. Procederemos como en la parte final del Teorema anterior.

Sean f,g € L'[0,1]. Si escribimos f = Y, cuxa, ¥ 9 = > BmXBm» cOn 3, | <
I£ll: ¥y X0 1Bml < llgll1, podemos utilizar (3.5) para justificar que,

[ [ @evate)s@avas| < p<isilals (37)
Como estamos trabajando en espacios de medida finita y 1 e oo son exponentes
conjugados,
IT2glleo = up. | / f(z)Thg(z) ’= jup f f(z) ( ] e‘*“‘""’g(y)dy) dx‘-

Entonces, por (3.7),
1752z < CIAT2.

Podemos usar ahora el teorema de interpolacion de Riesz-Thorin para concluir
que:
1Tl oz < CIAI™®

siempre que p y p’ sean conjugados y que p > 1.

Por otro lado, supongamos que ||T3|| .z < C|A|™® con p y p’ conjugados y
p > 1. Entonces,

T3 fll < ITx fll < CIATE [ fllp < CIAIT (1 £ lloos
con lo que la prueba queda concluida.
O

Comenzamos ahora la biisqueda de cotas para |I())|. Tratando de imitar el lema
de van der Corput, podriamos intentar estimar I(\) pidiendo que u s6lo cumpla con
&k /8298y* > 1 para j + k = d > 2 y pedir hipétesis extras cuando d = 1. Con el
siguiente ejemplo veremos que esto no es posible. Construiremos una funcién u € Uy 1)
para la cual serd imposible encontrar un a > 0 tal que |I(A)| < C|A|™.

1Vid. Folland, Gerald. Real Analysis, Modern Techniques and Their Applications. E.U.A., John
Wiley & Sons, 1984, p. 192-201
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Lema 3.1.3. Para cada M >> 1 y cada € existe una funcidn suave g: [0,1] — R
tal que ¢’ > M y dist(g(y),Z) < € excepto en un conjunto de medida O(e) que es la
union de a lo mds CM /e intervalos de longitud €2/M .

Demostracién: Sea g(0) = 0. Construiremos g lineal a pedazos intercalando
segmentos con pendiente M/e? con segmentos de pendiente M en intervalos de longi-
tud €2/M y e/M respectivamente. Podemos acomodar estos segmentos de tal manera
que dist(g(y),Z) < € excepto en la unidn de los intervalos de longitud €2/M, de los
cuales necesitamos M /e para construir g en todo [0,1]. Para hacer de g una funcién
derivable, podemos convolverla con una aprozimacién de la identidad®. (ver figura 1)
m}

r 3
2+€ |-
2 ——
1+
l - .
€L

| | | | N

| I | | =

eIM &2 /M+e/M 26%/M+ e/M 26%/ M+ 2e/M
Figura 1.

2ver Apéndice B



Lema 3.1.4. Para cualquier € > 0 existe u € U,y tal que dist(u(z,y),Z) < € excepto
en un conjunto de medida a lo mds e.

Demostracién: Comenzamos construyendo inductivamente algunas funciones au-
xiliares en el intervalo [0,1]). Sean € > 0 y fo = 0. Por el lema anterior existe una
funcién, fi, tal que dist(f1,Z) < € excepto en un conjunto de medida € y fi(z) > €
para toda z € [0, 1], es decir,

inf fi(y) > sup fo(y) +e.

0<y<1

Utilizando el mismo lema podemos construir f, tal que dist(fs,Z) < € excepto en un

conjunto de medida € y
inf f;(y) > S fa(y) +e

0<y<1

Supongamos construidas f3, fg,..., fj con caracter(stlcas andlogas a las funciones re-
cién definidas. Por el lema anterior, existe f;;1 tal que dist(fj+1(y),Z) < € excepto
en un conjunto de medida €, y que fj,; > suppc,<; f; + €, es decir, que

onf, inf fi(y) > 2 f,(y)+€

Ahora, sea f : Q% — R tal que

fiy) siz=je,0<j<1/e
fag) =] W+ E—dew | sije<z<(j+1)e—€
U (=) G+ -t

+('—_Ui;11)ﬂ)f((j+l)e,y) si(j+1)e—eE<z<(j+1)

Si je <z < (j + 1)e — € entonces
3yf(x y) = azay[f’(y) +(z - jey] = —[f’(y) +(z - je) =1.
Y si (j+ 1)e — € < z < (j + 1)e — €, entonces

f( :y) 26 ay[ [J+1 )(fj(y)'l'(f_Ez)y)'!'(x_jf_f_ez)fj-l-l(y)] —

% [e(j +1)fiy) + 2+ (e~ )G+ e+ flya(y)(—je— e+ Ez)]
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= (i)~ £i0) — e+ ).

Ademds, por construccion,

fi@) + €< fi1(v), porloque, € < fi,, — fj— e+ €, esdecir,

1
1< 2500 - f) - et el
Por lo tanto, excepto en las lineas = = je y © = je — €2, 8°f/0x0y > 1.

Por otro lado, para je < z < (j + 1)e — €* tenemos

1f(2,9) = £iW)] = |£3(¥) + (z = je)y — ;)| = |(z — je)y| = |z — jelly| < |z — jel.

Pero z € (je, (j+1)e— €?) entonces, |z — je| < e. Por lo tanto, para toda y, |f(z,y)—
fi(y)| < € , entonces, dist(f(z,y), f;(y)) < €. Luego,

dist(f(z,y),Z) < dist(f(z,y), f;(y)) + dist(f;(y), Z) < € + €= 2e. (3.8)

Pero dist(f;(y),Z) < € excepto en un conjunto de medida € y estamos trabajando en
franjas de medida € — €2 < €. Entonces (3.8) es vélida excepto en un conjunto con
medida a lo més €2. Como hay 1/e de estas franjas, tenemos un conjunto de medida
a lo més € en donde (3.8) no vale.

En las franjas restantes, (j+1)e—€? < z < (j+1)¢, tenemos también un conjunto
donde (3.8) puede no valer. Pero hay 1/¢ de estas franjas y cada una mide €.

Entonces f es continua, suave fuera de las lineas z = je,z = je — €2, satisface
8%f /8zBy > 1 también fuera de estas lineas y dist(f(z,y), Z) < 2€ excepto en un con-
junto de medida a lo més 2e. Ademds, por construccién, para cada y, z — 8f(z,y)/0y
es continua en £ = je y en £ = je — €.

Por lo que 8°f/8z0y > 1 en el sentido de las distribuciones® y si convolvemos
f con una aproximacién de la identidad no negativa, obtenemos la funcién deseada
ue U1,1'

(]

3Vid. Schwartz, Laurent. Theorie des Distributions. Publications de I'Institut de Mathematique
de I'Universite de Strasbourg. Francia. 1957
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Lema 3.1.5. Sea z € R tal que |z — 2n7| < 1/50 para alguna n € N entonces,
cos(z) > 1 — cos(1/50).

Demostracién: Por hipétesis
z € [2nm — 1/50, 2n7 + 1/50] = [2n7 — 1/50, 2nx] U (2nmr, 2nm + 1/50)

Si z estd en el primer uniendo entonces cos(z) > cos(2nm — 1/50) = cos(1/50) >
1/2, ya que en dicho intervalo cos(z) es creciente.

Y, si  esté en el segundo uniendo, cos(z) > cos(2nm + 1/50) = cos(1/50) > 1/2
pues en este intervalo cos(z) es decreciente.

Por lo tanto cos(z) + cos(1/50) > 1, es decir, cos(z) > 1 — cos(1/50)

Estamos listos para exhibir el contraejemplo.

Teorema 3.1.6. No existe @ > 0 tal que para alguna constante C y toda u € Uy y),
[I(A)] < C|A|™®. No eziste1 < p,q < 0o ya > 0 para los cuales se tenga ||Th || p—re <
C|A|™® uniformemente en u € Uy ;.

Demostracion: Es suficiente con probar la primera afirmacién ya que el Teorema
3.1.1 asegura que si no tenemos ninguna « para la cual sea verdadero |I()\)| < C|A|™,
entonces no puede ser verdad ||Th||zr—re < C|A|™%.

Sea € > 0 tal que 1/(50¢) = 2wk, para alguna ko € N. Sea A\ = 1/(50¢). Por el
Lema 3.1.4 existe u, € U ; tal que dist(uc(z,y),Z) < € excepto en un conjunto F de
medida a lo més e.

Si (z,y) € F°y m € Z entonces |u(z,y) —m| < ¢, por lo que, 2rko|ue(z,y)—m| <
2mkoe que a su vez implica que |Au(z,y) — 2w(kom)| < 2mwkoe y en consecuencia,
dist(Au(z,y), 2nZ) < eA = 1/50. Entonces, por el lema anterior,

IO > Re(T(N)] > | / m[AuE(z,y)]dxdy’ ’ | ) cosbvua oy | >

> [1—cos(1/50)][1 — |F|] — ‘]FC cos[Au(z, y)]d:l:dy‘ = [1—cos(1/50)][1 — |F|]— |F| =
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=1—|F|(2 - cos(1/50)) — cos(1/50)
pero |F| = € y si € < 1/10000 entonces

[I(A)] > 1 — (1/100000)(2 — cos(1/50)) — cos(1/50) = Cp > 0.

Por lo tanto, existe u, € Uj; tal que para todo e suficientemente pequeno, y
entonces, para A suficientemente grande, |I()\)| > Cp. Entonces no existe a > 0 tal
que [I()\)| € C|A|, pues C|A|™® — 0 cuando A — 0.

O

Comenzamos ahora la biisqueda de cotas superiores para I(A). Trabajaremos con
los distintos valores que j y k puedan tomar. Por el ejemplo anterior excluimos el caso
j =k = 1. Comenzamos con el caso en que j 6 k son cero.

Teorema 3.1.7. Sea k € N.

a) Sea u € U, tal que para cada z € [0,1] fijo la funcion y — Ou(z,y)/0y es
mondtona, entonces

Ci
()] < |f\|_m

b) Sik > 2, entonces para toda u € Uy,

Ci
[I(A)] < N
En ambos casos Cy. es independiente de u.

Omitimos la demostracién del Teorema anterior por ser una consecuencia inme-
diata del Corolario 1.0.15. Como es de esperarse existe un teorema anélogo para
funciones u € U

Teorema 3.1.8. Sea j € N.

a) Sea u € Uy tal que para cada y € [0,1] fijo la funcidn « — Ou(z,y)/dz es
mondtona, entonces

o) < ﬁ
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b) Sij > 2, entonces para toda u € Uy;)

C;
I < N_;h
En ambos casos C; es independiente de u.

Veremos ahora qué puede decirse cuando 7,k > 1 con j 6 k estrictamente mayor
que uno. El primer paso serd analizar I()), a través de T, cuando u € Uyy) 6
ue UUJ}'

Teorema 3.1.9. Sean j,k > 2 y A € R. Entonces, para cualquier u € Upy) 6
u € Uy
| IT3llz—za < O
6 at

ITallz2—z2 < CIA|~Y@D

respectivamente.

Demostracién: Por simetria basta probar el caso en que k > 2 y que u cumple
con 9'+*u/9zdy* > 1.

IT5fI3 = [o 1 | fo 1 X f(z)de 2dy

1 1 1
- f / M=) f(z,)dz, f edulzad) f(z9)dzady
o Jo 0

1 1 1
- iMu(z1,9)—u(z2,¥)]
fu fo ( /; 3 dy) Fz) T @ dzadz,

1 pl-z 1 L
= / [ ( / ei.\[u(:1.y)—u(z+x1.v)ldy) f(z1)f(z + z1)dzdz,
0 Joz 0

1 1-z;
<[/
0 J-—=;
donde z = x5 — ;. Sean ¥,: Q% — R dada por ¥.(z1,y) = u(z1,y) —u(z1 +2,9) ¥y

Jzz = [y €219 dy. Vamos a demostrar que |0*9,(z1,y)/8y*| > |2|, y como k > 2,
utilizaremos el Lema de van der Corput para acotar |Jz, .|.

1 ——
[ ety | FEF e, @9)
1]
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Si z > 0y como u € Uz, entonces

T1+z T1+z +1
<L o < s A
0<z2 / ds < f asayku(s' y)ds

I1 Iy

o* o* o*
_ %’7”(3}1 +z,y) — 6—wu($1,y) = —@1&:(31:9)'

Por lo que, |z| < |0*%,(z1,y)/0y*|. De manera anéloga podemos ver que si 2 < 0,
entonces |z| < [6%,(z1,y)/0y*|-

Por lo tanto, por el Corolario 1.0.15 existe C' independiente de z y de z; tal que
|2y 2| < C(|Az])~"/% (para ver que es posible utilizar el Lema de van der Corput hay
que proceder como en la prueba del Teorema 3.1.7). Entonces, por (3.9),

1 1—x
ITFIE < CIA[Y f / |24 £ (2 + 21) £ (1) |deday
0 1

0 1
= C|A\|"V* [ 1 |z|~Y/* [ |£(z + 21) f(21)|dz1d2
O fo PRl /0 Ve + 1) f (1)l deadz

<o ([ i s mopan) ([ ieopan) e

1 1=z 1/2 1-2 1/2
ro [ ([Tl apan) ([ 1P ) e
o 0

1 "
< 712 [ s 4dz = O £

Hay que observar que como k > 1 entonces [, |2|~/*dz < oo.
En consecuencia,
IT>f113 < CIN*I1£13,

por lo tanto,
I T\l 2aza < CIAI7H2.

Utilizando este teorema y el Corolario 3.1.2, obtenemos facilmente nuestras pri-
meras estimaciones para I()).
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Corolario 3.1.10. Sean j,k > 2 y A € R. Entonces, para cualquier v € Upy) d
u e U(J"l}
[I(M)| < C|A[7/e0

(=N

[I(N)] < CIA[~/@)

respectivamente.

El siguiente teorema es una generalizacion del corolario anterior, vamos a estimar
[I(A)| conu € Ugpy, 21y k 2 2.

Proposicién 3.1.11. a) Para cada j > 1 y k > 2 existe C < oo tal que para toda
uEU(j_k) yAER,
)] < CIN~/E2),

b) Para cadak > 1y j > 2 existe C < oo tal que para toda u € Uijx) y A ER,
E)] < CIAIT/6%).
Demostracién: Por simetria basta probar el inciso a).
Por induccién sobre j. El caso j = 1 estd dado por el corolario anterior.

Supongamos valida la afirmacién para j — 1.
Como estamos trabajando en espacios de medida finita

2 1/2
[0,1] 1/]0,1] [0,1] 1/]0,1]

entonces,
2 2
( / / .g"*“("“]dm‘ dy) < f j eﬂu(z.v)dz| dy,
[0.1] 1/]0,1] [0.1] 1/]0,1]
por lo cual,
2
| I(A)F < / f M=) 4 dy = [ ] e"‘“(“"”}dxl f eMu(z2.9) dgody
[0,1] 1/[o,1) [0,1] J[o,1] [0,1]

:/ / (f eu[“(zlnﬂ)_“(zztﬂ)]dy) dxzdml
[0,1] J[0,1] [0,1]
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1—z1
— / / (/ eiz\[u(zl W) —u(z+z: ,y)]dy) dzd:n
|01 li —I Eolll

siempre que z = To— ;. Sean 1, : Q% — R dada por ¥,(z,y) = u(z1,y) —u(z+21,y)
¥ Jzy,2(A) = [ =10 dy. Veremos que

au- l)+k

dzi1oy+"*

para aplicar la hipétesis de induccién a | [ Jz, (A)dzy|.
Siz<0:

1 T 63 ak 6(3 1)+k
T z1+z e -/zﬂ-z _3—; Iia?u(s’ y):| 6373 aysz(xh y)

xl,y)‘ > (3.10)

Siz>0

T1+2 T1+2 a',- a(j—l)+k
z_—f f [ u(s, y}] W‘ﬁbz(mny)
T3 1

ya que u € Ujx. Entonces, para toda z, se satisface (3.10).

Ahora,
/ / ( / eia\%(zx_u)dy) dzdz,
0,1 /- [0,1]
1
< / f f e"“b'(""')dydrl
=1 |J =z J[0,1)
1 1-z
+'[ / .[ eixwt(zliy)dydzl
o [Jo [0,1]

Si aplicamos la hipdtesis de induccién a ambos sumandos tenemos que,

dz

dz

0 ) 1 1
P < [ el Waz+ [ CPaal 1Rz
1
= C\|V/@H) ] 2|/ g,
2y

Lo desarrollado hasta el momento se pudo haber hecho suponiendo que u: [a, b] x
[e,d] — R, obteniendo estimaciones anédlogas a las ahora obtenidas en las que las
constantes también sean independientes de los pardmetros a,b,c y d. Por lo que la
constante C' obtenida de la hipdtesis de induccion es también independiente de los
limites de integracién de los dos sumandos anteriores.



Como 2/~'k > 1 entonces [, |2|~/@*¥)dz < co. Por lo tanto

[I(N)] < C(IAYET0)1/2 = ||~/ @R,
o

Pidamos ahora hipdtesis extras a u para poder obtener un resultado con j y k
mayores o iguales a uno. Ya sabemos que sin condiciones extras podemos encontrar
un contraejemplo para el caso j =k = 1.

Ademaés de permitir el caso j = k = 1 con la proposicién que sigue obtendremos
un mejor exponente para A.

Proposicién 3.1.12. Sean j,k > 1, > 0 y u € U tales que para alguna 6 > 0 el
niimero de componentes conezas del conjunto

{y €0,1: a%k;u(z, y)’ > ﬁ}

es a la mds 8, con § independiente dex y 3. Sik =1 éupondremas ademds que 8*u/y*
tiene para cada = a lo mds 6 cambios de signo. Entonces existe una constante positiva
Cjxs tal que para toda A € R

Ciks
I < u—lm

Demostracién: Sean A = {(z,y) € Q@ : |Zzu(z,y)| 2 f} y B = {(z,9) € @*+
Igafzu(x, y)| < B}, con B por determinar. Entonces,

OV

/ e"*“(”")dydx| + f f |e*E=¥) |dydx = I + 1.
A B

I= |/fx4(z, y)e““("")dyd:c| < f‘f e @V dy| dz.
{vel0,1]:18* /dy* u(=z.y)| =B}

Las hipétesis nos permiten descomponer la integral interior en la suma de a lo mds
§ integrales, cada una con un intervalo como dominio en el que |3*u(z,y)/dy*| > B.
A cada una de estas nuevas integrales le podemos aplicar el Corolario 1.0.15, siempre
que k > 2, y acotar I con Cis(|\|8)~Y*. Si k = 1, 6%u/8y? tiene a lo més & cambios
de signo para z fija, entonces {y € [0,1] : |Qu(z,y)/dy| > B} se descompone en a lo
més & + 1 intervalos donde du/dy es monétona. En consecuencia podemos estimar la
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integral, dividiéndola en una suma donde cada sumando tiene como dominio uno de
estos intervalos, con Cs/|A|3 (por el Teorema 1.0.7).

Por otro lado,

HS[/ d:cdy-—-f
{:E[O,l]:l%u(:,y)lgﬂ}

Por el Corolario 1.0.6 existe C; de la variable y y de la funcién u tal que

{x €[0,1]: %u(m, y}} & ,8}|dy.

{z €[0,1]: ‘%u(r, y)| < ﬁ}’ < 0B

Por lo tanto, IT < C;f. Juntando las dos estimaciones
I(\) < C;BY3 + Cis(IA18) %,

Haciendo # = A~3/i** obtenemos el resultado deseado.

Observemos que j + k < k27, entonces |A|"/7*% < |\|-/¥?'  Es en este sentido
que deciamos que con esta proposicion obtendriamos un mejor exponente para A. Es
claro que la desigualdad anterior es vélida si y solo si |A] > 1. Pero como estamos
trabajando en espacios de medida finita,

)| < [ f |9 | dzdy < 1.
[0,1] J[0,1]

Entonces si [A| < 1 se cumple trivialmente que |I(A)| < C|A|~Y/7** para toda u € Uz
(122yk216j21yk2>2).

Corolario 3.1.13. Sea u € Ui con j,k > 1. Si existe N > k tal que 8¥u/8y™
es positiva o negativa 6 si existe M > j tal que 3u/9z™ es positiva o negativa,
entonces

[I(N)] < C/IAME+R.



Demostracién: Vamos a suponer primero que existe N > k tal que 8V u/dy" es
positiva o negativa. Por el Lema 1.0.9, {y €[0,1]: |-§'£;u(:c, y)| > ,6’} se divide en un
nimero finito de intervalos que sélo depende de k. Si ademés suponemos que k > 1
entonces, podemos usar la proposicién anterior y obtener que

[I(N)] < C/INME*0.

En el lema 1.0.9 vimos que si Vu/dy" es positiva o negativa entonces 8%*u/dy>
tiene un mimero finito de cambios de signo, lo que nos permite utilizar la Proposicién
3.1.12 cuando k = 1 y obtener la cota deseada.

Para estimar |I()\)| cuando se supone que existe M > j tal que OMu/9z™ es

positiva o negativa basta observar que en la Proposicién 3.1.12 podemos utilizar como
hipétesis que existe § > 0 tal que el niimero de componentes del conjunto

{x €[0,1]: |ay:"(x y)| >6}

es a la més d, con ¢ independiente de y y (. Si j = 1 supondremos ademds que
0?u/0z? tiene para cada y a lo mas & cambios de signo, para concluir que

Cjxs
[I(A)] < W

3.2. El lema de van der Corput para mas de dos

variables

Continuamos con los resultados para més de dos variables. No est4 de més men-
cionar que ahora T) es un operador de LP(Q™") en L9(Q™) con n’ +n" = n > 3,
z=(z,2") € Q% x Q"' y que toma la siguiente forma

Taf() = [an ) (1)

mientras que

I = ] eM s
Qn



donde u: Q™ — R es una funcién que satisface D?u > 1 en todo Q™.

Hay que observar que la prueba del Teorema 3.1.1 puede rehacerse para los ope-
radores T e I()\) determinados por funciones u de més de dos variables sin que se
requiera ninglin cambio esencial, asi que daremos como vélido dicho teorema para
mas de dos dimensiones.

El ejemplo construido en el Teorema 3.1.6 nos impide incluir algiin resultado en el
que #=(1,1,...,1), ya que el objetivo es encontrar estimaciones que sean vilidas en
cualquier dimensién. Veremos que es posible encontrar un € > 0 y una constante C' tal
que [I()X)| < C|A|™¢ para toda funcién u € Us con alguna entrada de  mayor o igual
a dos. Después pediremos condiciones extras a u que servirdn para lograr € = |3|.

Atacaremos directamente I()) y obtendremos como consecuencia estimaciones
para T).

Teorema 3.2.1. Para cada n > 2 y cada  multi-indice con al menos una entrada
estrictamente mayor a 1, existen 0 < €ng < 1 y Cepnp tal que para toda u € Ug y
A€ER

[Z(A)] < CIA™.

Demostracién: Revisemos primero el caso n = 2. Supongamos 8 = (fi, B2).
Cuando 3, > 2y > 1606, > 1y B > 2 la Proposicién 3.1.11 da el resultado.
Restan por analizar dos casos, a saber, a) 8 = (0,2) y b) 8 = (2,0). Ambos casos
tienen demostraciones muy parecidas, asi que s6lo escribiremos la prueba del inciso
a).

a) Por hipétesis §%u/8y? > 1, entonces por el Corolario 1.0.15,

1] rl
| I ().)| = ’ f ei‘\“("’)dydm’ < / f e““("”)dy
Q? o |Jo

Supongamos ahora el resultado vélido para n—1. Sea 8 = (8, 8,), 8’ € N*™1, 8, €
N y supongamos que la entrada que al menos es dos es algin elemento de §'. Proce-
deremos por induccién sobre S3,,.

1
dz < / C/|\\V?dz = C/|A[Y2.
0

Supongamos que [, = 0, entonces si escribimos z = (¢, z,,), 2’ € Q" ', z, € Q',
tenemos que
5(8'n)

D u(z',z,) = ———=u
" 8xP ol

(2, zn) = DPu(e,z,) > 1.
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Podemos entonces aplicar la hip6tesis de induccién sobre la dimensién y el Corolario
1.0.15 para obtener una constante positiva C' independiente da la variable z,, tal que
| fgn1 e"Mu(®'20)dz’| < C|A\|~¢ y, entonces,

o< [ ([ eemar
[0,1] I/ Qn-1

Supongamos ahora que el resultado es vilido para 8, € {0,...,k — 1}. Hay que
demostrar que si D@*)y(z) > 1 entonces |I(\)| < C|A|™.

/ ePule ) gy
Qi
- f / f e“‘[“(""“)_“(“’"]idx'dzdz,,
QrJ@ Jor—t
1 1—zn 2
= / f / ei;\[u(:‘,x..+s)—u{:¢’,=,.]] dz'ds dz,
0 J—z, n—1
0 -
= / f / eMu(@ zata)-ul@'zn)l gy dr'ds
-1JQn-1J—s

1 1-8 - _
+ [ [ / ' AU Zats)—u(z’ zn)] dz,dz'ds
0 J@r-1Jo ,

siempre que s = z — z, y que A = —\. Sea ,: Q" — R dada por ¥,(z,z,) =
u(z’, z, + 8) — u(z’, z,). Veremos que para toda s

dz, < C|\.

2 ———————————
[T < / dr’ = / j M zn) gy [ M) dydy! =
-) -1 1 ql

|DE*Dgp| > |s| (3.11)

para utilizar la hipétesis de induccién (sobre 3,) y acotar | fq,,_, f_ln eM¥a(@'2n) 4y dor!|
y | an_; fol—s eii\fh(ﬂ-"ﬂn)dzﬂdaf‘l_

Sis>0

Tn+s Tn+s . Tn+8 3‘8' 3&—1 o ;
0$3='£" ldts_ s Dﬁﬂ(:ﬂ,t)dt= W(Eu(x,t))dt

n In

e g (PO P ,
= [ 5 (gm0 dt = gpggmlute' o +) w2l =

n

= DF*Vy,(2, 2,).
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v vo9Pol (9
05—s=fu 1dt5/ Dﬁux',tdt=f ,—(—u:.c’,t)dt
y+s y+s ( ) y+s 0zP'otk-1 \ 8t ( )

9 il e ’ 9% gk—1 , ,
=/: a(axﬁ,atk_lu(zgt)) dt = W[H(I,y}—u(z,y_'_s)]:
y+s
= —D@* Dy, ).

Por lo tanto (3.11) se satisface para toda s. Ahora podemos aplicar la hipétesis
de induccién sobre 3, y obtener que

1
f [ M 0) gy
Qn-1J-3
1-s5 _
f f @2 4y, !
n—1 0

para luego integrar con respecto a s (podemos integrar con respecto a s pues 0 < € <
1)y lograr asi estimar |I(A)| con O(|A|7¢).

< C(|rs)~

Y que
< C(|rs])~

a

El resultado siguiente es consecuencia del teorema anterior via el Teorema 3.1.1
para més de dos variables.

Teorema 3.2.2. Seann=n'+n">2,p>1yg <oo. Sea = (B,..., B, Fn)
tal que 3; # 0 para alguna 0 < i < n' y §; > 2 para alguna n' +1 < j < n. Entonces
eriste € > 0 y C < oo tal que para toda funcion u € Ug y A € R el operador

TAf(I!) = f ) e'.‘“'(”‘z")f(x”)dm”
Qv

cumple con
1T fll aggny < CA| fllLo@)-

Por dltimo, pediremos a u condiciones extras para lograr que en la estimacién de
I()) el exponente para A sea el sugerido por el Lema de van der Corput.
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Teorema 3.2.3. Sea u una funcién integrable tal que DPu > 1 en Q™ y que para
algunos indices Ny > B, N3 > B,...,Np > Bn las derivadas parciales D©0-Nny,
D©0:0Nn1,8a)yy  D(ON2Bs-Ba)yy, s0m positivas & negativas. Entonces eciste C tal
que

[T)] < O~

Demostracién: Sean g = (8',3,), 8/ € N*1,8, € N y v una cantidad por
determinar. Entonces, si escribimos z = (2, z,),2’' € Q" !, z, € [0, 1], tenemos que

[Z(M)] < e #n)dy' dz,

/{(z',:..JeQﬂ=|§§‘;u(zzxn)

21}

eﬂu{x’ ‘Zn) dr' ditﬂ

/{(m..)eo":|?p‘7:;vfz'-z«)

<~;}

Analicemos el segundo sumando,

’/{l (z' xn)EQ™:

]ei)\u(z’.a:n]ldzfdmn S/
{ (x’,wn}EQ“=| ﬁ;!ﬂﬂ-‘r Tn)

eilu(z',:l:.‘} dz’ d.’ﬂn

ff:.;#(zzx..ﬂw}

- -/{(f‘zn)eqﬂzlﬁyﬁ:;u{x"zn] .

<)

! —
<'r}dJ:dxn . /GP

<1}
< 7} | dz,.

Para cada z,, fijo definimos ¥, : Q"' — R dada por ¢, (z') = 8% /0zBru(2’, z,)
. Entonces D%y, = DF'nly = DBy > 1y DOMn-idep,  DOvNo-2bn-idyy
DON2Bs.--Bn-1)afy.  son positivas o negativas, con Ny > f2, N3 > f3,..., Na1 > Bn-1.
Por lo tanto, v, satisface las hip6tesis del Teorema 2.2.2 que nos permite asegurar
que

{:r:" €eQ"!: |§ﬁ:u(z’,zn)

= ./;;1 4215Qn—1;|ﬁ:u(z'.zn)

{z' € Q" : |t (z")| < 7} < CHVIP.

Trabajando como en la prueba del Corolario 1.0.15 podemos asegurar que la cons-
tante que nos proporciona el Teorema 2.2.2 es independiente de la variable z,,.
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Por lo tanto,

eia\u(z'.:..}dzfdzn < C,-ylflﬁ'|_

-/{(z’.zn)EQ":|%u(w'ﬂ:n)|<1}

Por otro lado, para cada 7’ fija, la existencia de N, > 3, tal que D©0-Naly
no cambia de signo nos permite aplicar el Lema 1.0.9 para dividir {z, € [0,1] :
|$;u(x’, z,)| = 7} en un nimero finito de intervalos que sélo depende de N, en
los que 8% u(z’, z,)/0z% es monétona, para después aplicar en cada uno de estos
intervalos el Lema de van der Corput. Entonces,

e:'.\u(z",z") dz’ dz,

/i(-"-'#‘n)EQ":

Z'r}

':55;'-‘{3'#'")

BiJ\u(w’.zn}dm“I dz' < C[(Pﬁh’)_lm“df.

<[

Por lo tanto

~[{zn6[0,l]:‘£:ﬁ—u(f'.:n)l2“f}

[I)] < CHPT + (|Aly) o),
tomando y = A~1#'V/I8l obtenemos

[N < CAIA



Capitulo 4

Casos particulares del lema de van
der Corput y de los Subconjuntos
de Nivel

Los resultados que a continuacién presentamos son casos particulares de estima-
ciones de la medida de los subconjuntos de nivel y del lema de van der Corput en los
que u es un polinomio de grado fijo. Conseguiremos resultados para polinomios de
varias variables sin tener que pedir explicitamente hip6tesis extras.

Comenzamos con estimaciones para los subconjuntos de nivel.

Teorema 4.0.4. Sean d,n € N y u: R® — R polinomio de grado menor o igual a
d que satisface DPu(z) > 1 para algiin multi-indice B y para todo z € Q™. Entonces
eziste C < oo tal que

{z € Q" : |u(z)| < a}| < Ca'/P.

Demostracién: Supondremos § = (#', ") e N*" ! xNyz = (¢/,2") € Q"' xQ.

Por ser u un polinomio, podemos descomponer [0 1] en un mimero finito de in-
tervalos que sélo depende de d en los que para cada z’ fijo, Q;u(z‘ Z,) €s positiva o
negativa. Con esta observacién en mano podemos repetir de manera casi idéntica la
prueba del Teorema 2.2.2 para obtener la conclusién deseada.

O
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Utilizando el teorema anterior, probaremos el Lema de van der Corput para poli-
nomios de cualquier niimero de variables.

Teorema 4.0.5. Para cualquier polinomio u: Q™ — R de grado menor o igual a d
que satisfaga DPu > 1 para algin multi-indice B, existe Cppq tal que

‘ f e‘*‘“(x)dm’ < G-V,
Demostracién: Si dividimos [I(\)| como en la prueba del Teorema 3.2.3 entonces,
o= [\, N ), | !
{znctont| Zpuiz|21]
80

/)
{I"EQ"_ 1, ?';'Tu(zlrzﬂ)

donde + es una cantidad por determinar.

dz'dz,,

o)

Utilizando el teorema anterior podemos acotar el segundo sumando por Cy~ /¥,

Valiéndonos del hecho de que u es un polinomio podemos descomponer al conjunto
{z. €[0,1]: |ai:§;u(x’, x,,)| > 7} en un ndimero finito de intervalos que sélo depende

del grado de u en los que 8%~ u(z’,z,)/8z% es mondtona. Usando el Teorema 1.0.14
podemos estimar el primer sumando por C(|Aly)~Y/5»).

Tomando vy = A~¥1/18l concluimos que

f e(/\u(:) dr
Qr

< C|,\]~1/tﬁi.

O

Si no pedimos condiciones para alguna derivada de u también podemos acotar
I(A), aunque nuestra cota dependera de los coeficientes del polinomio. Necesitaremos
el siguiente lema para el caso n = 1.

Lema 4.0.6. Sea p(t) = Z?=1 ¢;t!. Supongamos que Y9_, |e;| > e, entonces para
alguna j, |p’(t)| > 1/2 en [0, log.(3/2)]-
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Demostraciéon:

Sea jo € {-1,0,1,2,...,d — 2} el primer nimero tal que
|Ca-jo-1] = e e (4.1)
el ) ‘

El nimero j, existe ya que si |Cy_;_1| < 1/(d—j—1)! paratodo j € {-1,0,1,2,...,d—

2} entonces,
Z!"":| < Z i

j=1

lo cual es una contradiccién. Ademds, podemos suponer que jp es el primer niimero
en satisfacer (4.1) por el Principio del Buen Orden. En consecuencia,

el <1 (4.2)
para'jzd_jﬂ:d_jo'i-ls"')d'
Entonces,
|pl—9o-1(¢)| = Z et fimdti+l
;_d—ml(J d+Jo+1)‘
4 - d j]
> |(d = jo — 1)eg—io—1]| — —Ct‘ d+j+1

Ahora, por (4.1) y (4.2) lo anterior estd dominado por,
fi—d+i+1 jo_ 4+l

N R B

Por 1ltimo, si despejamos, observamos que

1-(ef=1)2> -;—, siempre que ?2- >é,

es decir, si ¢ € [0,log,(3/2)].
Por lo tanto, existe j € N tal que para toda ¢ € [0, log.(3/2)]

p9() > 1/2.
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Teorema 4.0.7. Sea p(z) = }_41<4Ca®®, Ca € R. Entonces eziste Cyy tal que,

~1/d

l/ ei?(i‘)dx‘ < Oy Z leal

o<]al<d

Mds aun, si p es un polinomio de variable real entonces,

4 ~1/d
’f eip(!)dt} <cd (Z |cj|) :
Qr i=1

Demostracién: Comenzamos con el caso en que p: R* — R con n > 2. Como en
2 _o<|al<d [Cal DO aparece el término constante podemos suponer, sin pérdida de gene-
ralidad, que el término independiente de nuestros polinomios es cero. Denotemos con
pa €l espacio vectorial de polinomios del tipo p(z) = Zlalsd caZ®, ¢cq € R. Definimos
para todo p € pu, [IPllps = 2o<jai<a |Cal- || * llps €5 una norma para pq

Consideremos el funcional 6: p; — R, dado por

8(p) = méx min |D%(z)|.
() b, gg,l.l p(z)]

Analizaremos primero algunas caracteristicas del operador 6 que seran necesarias
para estimar I()). Es inmediato de la definicién de 8 que 6(\p) = A0(p), es decir, 6
es homogénea de grado uno.

Veamos ahora que 8 es continua en p = 0 con respecto a la norma || - ||,,. Sea
€ > 0. Si escogemos g=) 3y |4 1<a S tal que ||g||y, < €/(d!)", entonces para cualquier
( multi-indice tal que 0 < |B| < dy z = (1,1,...,1),

IDPq(2)] < ()" D leal <€

0<lal<d
Es decir, |6(g)| < € siempre que ||q||,,, < €/(d!)". Por lo tanto, 6 es continua en p = 0.

Probaremos ahora que si 8(p) = 0 entonces p = 0. Supongamos que 8(p) = 0
entonces.

Qéx inf [D°p(z)| =0, por lo que, nf |D%p(z)|=0

para toda 0 < |a| < d. Entonces, escogiendo o adecuados, podemos ver que los
coeficientes de los términos de cada grado, empezando con los de grado d, son iguales
a cero.
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Con ayuda de estas propiedades demostraremos que existe una constante C > 0
tal que para todo p € pq, 6(p) > C||p||p,- Como @ es homogénea de grado uno bastara
con probar que 6(p) > C para p que satisfaga ||p||,, = 1.

Supongamos que no existe una tal C' . Sea S* = {p € p4 : ||pllp, = 1}. Entonces
existe

{Pu}nen € S* tal que lim 6(p,) = 0.
La compacidad de S* nos asegura la existencia de
{Pn.}keN c {Pn}neN y de po € S? tales que kli.rgop“* = po.

Pero por ser @ continua en ¢ = 0 y {pn, }xen subsucesién tenemos que py = 0, pero
esto es imposible porque py € S*. Por lo tanto, existe C' > 0 tal que 8(p/||p|ly,) = C
para todo p € pg.

Entonces, para algiin ap multi-indice, |ap| < d,

uf Do (L) (z)

i
zeQ lIPlles

>~ (giz) @

para toda z € Q™. Podemos ahora utilizar el Teorema 4.0.5 para asegurar que
/ Jotea (87 @),
Qn

> C,

es decir,
>C

< C'(Cllpllp,) 1!,

Por lo tanto, siempre que ||p||p, > 1,

’ / P dg| = [ o1 (55) 9 5| < o gl
Q" Q=
Y si ||p|lpe < 1 entonces,
[ [ emaa| < [ dm <1< ol
Qr Qn

Trabajaremos ahora el caso en que p es un polinomio de variable real. Supongamos
que p(t) = 37, cit’ y que ||p|| = 7, |ej| > 1. Sea

p(t) = ijtj,
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donde b; = c;(log,.(3/2))7. Entonces,
1 log, 3/2 log, 3/2
/ POt — C f ™ T / 832 itple Ipl2ep0) gy
0 0 0

Puesto que
d d

ellpll™ D [bs] > ellpl ™ lesl = e,

J=1 j=1

podemos usar el Lema 4.0.6 para asegurar la existencia de j € N, 1 < j < d, tal que
e|lp||~*|pY(¢)| > 1/2 siempre que t € [0,log,(3/2)]. Por el Lema de van de Corput,

log, 3/2
/ eilplle URep) g | < (e [pll) /4.
0

Como supusimos ||p|| > 1 y j < d, concluimos que

35 d -1/d
e*'f*wdt| <Cd c; .
ju (21 ,|)

=1

Para el caso en que ||p|| < 1 basta con observar que

1 1 d =L
/ eip(t)dt| < / dt<1<Cd (Z |cj|) 4
0 0

j=1

Obtendremos ahora una estimacion para el operador T, determinado por un po-
linomio gq.

Corolario 4.0.8. Para cadad,ne N, Ae R yparap=2yq=2 ezisten C < oo y
8 > 0 tales que para cualquier polinomio Q(z,y) = ¥, caz®y®", donde z € Q™ ,y €
QV,yn'+n"=nl1<n'<n-1,

-4
"T«\"L’qLBSC'\_J( Z Ical) .
#0

acod 70,0
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Demostracion: Haremos el caso n = 2 para simplificar la notacién. Supongamos
que Y-, s0.an50 [Cal = 1y sea B = (B,8") # (0,0) tal que |cg| > 0.

2
IT>flI2 = / I / PQz) f(y)dy{ dz < f ] | / MR Y)-Q(.2)) 4

1/2
< ( / / | / e‘*l°<*'”’—°‘='="dx| If(y)|2dzdy) -
- 1/2

( / [ ’ f Q) -Qewlgy] | f(z)lzdydz)

donde A = —\. Ambos factores de la dltima integral requieren de anélisis anlogos,
por lo que sélo escribiremos cémo estimar el primero. Sea

|F W)l f(2)ldzdy <

p(y,2) = ?}{Q(I, 1) -QE o= Y, L -2)
aa'=0F, a"#0

entonces,

P2l < Y dleally™ =27 < Y dlleally™ 2. (4.3)

ca'=F, o' #0 . || <d
Por otro lado, el Teorema 4.0.7 asegura que

g —1/d
‘/e“m(”ﬂ‘@(”‘)]dzl < C’|A|“/d (Z |c.,||y°‘” . zn"l) :

lal<d

pero, si usamos (4.3) tenemos que

f e‘*“*‘*"'"“‘”""“z| < Cmin{1, |AY|p(y, 2)| /4. (4.4)

Utilizaremos ahora el siguiente resultado que puede ser encontrado en [12].

Para todo € < 1/4 existe una constante A que sélo depende de ¢ tal que para todo
polinomio P(z) = 3, /<4 7T

jl P@I <4 (Z ml) :

|lal<d
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Para cada y € [0,1], p(y, z) es un polinomio en z de grado a lo més d, entonces
para cualquier € < 1/d,

A l]I;o(zav,z)l"dzsA( Yool Y ™

aa'=F" a’#0 aa'=0F, a"#0
—€
SA( Y, Ical) :
aco’ =03 a''#0
Pero, o
3 P, 2)) = b I s
) a:a.‘:ﬂ.!’aﬂzﬂﬁ
entonces,

y’ I "

57 PW2)| = > & =p1B"e > 0.

Z z=0 aal =8, al'=p" z=0
En consecuencia,

> Il >0,
oa'=p"
por lo que, para toda y € [0, 1],
/w ) lp(y, 2)|*dz < A. (4.5)

Ahora, supongamos que
Aoy, 2) "% < 1,

por consiguiente,
Ale(y, 2)| > 1,

por lo tanto, para todo € < 1/d,

XY p(y, )| < IN"lp(y, 2) 7%

Entonces, por la desigualdad anterior, (4.4) y (4.5),

/]

[ MR Y)—Q(=.2)] g

f@)Pdzdy < [ [ OW w21 w)Pdzdy
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—op f F@)P ] Ip(y, 2)|~“dzdy < CAN| .

De manera aniloga,
[ [|] éer-ateaaa 1eypauas < cAR 1518 = cAnIA1E
Si sucediera que |A|"/4|p(y, z)|~/¢ > 1, entonces,

fj ’feu[Q(x.u)‘Q(x.z)ldz‘ |f(y)[2dzdy < //|f(y)i2dzdy < ]|f||§

Por lo tanto,
I3z < CIAI N £1I3-
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Capitulo 5

Relaciones

En este capitulo veremos cémo ciertos resultados de la Teoria de Gréficas po-
drian ayudar a mejorar la estimacién de los subconjuntos de nivel determinados por
funciones u con dominio en R", n > 3.

Por ejemplo, si la siguiente afirmacién fuese verdadera, cosa que hasta el momento
no se sabe, podriamos mejorar la estimacién de los subconjuntos de nivel para u € Uy ;.

Afirmacién 5.0.9. Eziste ¢¢ > 0 con la siguiente propiedad. Para cualquier E C
[0,1)%, |E| # 0, ezisten A, B,C, D € E tal que el rectdngulo ABCD tiene las aristas
paralelas a los ejes y con drea al menos | E|*.

Supongamos que es posible probar la existencia de tal ¢, entonces, el factor
log"/?(a") en la estimacién del Corolario 2.1.6 puede ser eliminado. Para ver es-
to necesitamos probar que cada rectdngulo con vértices en E = {(z,y) € [0,1]? :
|u(z,y)| < @} y aristas paralelas a los ejes tiene drea a lo més 4a.

Procederemos como en la prueba del Lema 2.1.4. Sean A = (z,,11), B = (z1,%2),C =
(z2,92), D = (z2,71) € E. Supongamos que z; < Tp, 1 < ¥2 ¥ que el rectdngulo
ABCD tiene aristas paralelas a los ejes. En la prueba del Lema 2.1.4 vimos que la
funcién ¢: [0,1] — R dada por $(z) = u(z, y1)—u(z, y2) cumple con |¢/(z)| > |y1—y|
en todo [0,1] y que [¢(z1)|, |#(22)| < 2a. Entonces,

E;’C;,.’Eg] - {z € [0! 1] : W"(z)l < 20’}

(si hubiera zg € [z4, 7] tal que |1(zo)| > 2 tendria que existir £, tal que ¥'(Zp) = 0),
y como sabemos que |{z € [0,1] : [¢(2)] < 2a}| < C4a/|y1 — y2| (por el Lema 2.1.4)
entonces ABCD tiene drea a lo mas C4a.

81



82

Por lo tanto, la Afirmacién 5.0.9 nos asegura la existencia de un rectdngulo R C E
y de €y > 0 tales que ¢|E|> < |R| (con ¢ independiente de E). Pero por el anélisis
anterior, |R| < ca, entonces,

|E| = |{(z,y) € [0,1]* : Ju(z,y)| < a}| < Ceg*a.

Por otro lado, podemos escribir la Afirmacién 5.0.9 en términos de medidas de
probabilidad de la siguiente manera.

Afirmacién 5.0.10. Sean u,v medidas de probabilidad en R. Eziste €y > 0 tal que
para cualquier E C R? medible tal que (1 ® v)(E) > 0, ezisten A, B,C,D € E tales
que el rectdngulo ABCD tiene las aristas paralelas a los ejes y con drea al menos
6[)|E Iz.

Utilizando los métodos que se emplearon en el Capitulo 2 podemos probar la
afirmacién anterior si modificamos un poco las conclusiones.

Proposicién 5.0.11. Existe €5-o con la siguiente propiedad. Sean u,v medidas de
probabilidad en R. Para cada E C R? medible que cumpla con que (1 ® v)(E) > 0,
eziste un rectingulo R C R con vértices en E y aristas paralelas a los ejes y que
satisface

(1 ® v)(R) > eo(u ® v)(E)*/ log*[1/pn® v(E)].

Demostracién: Probaremos la contrapositiva, es decir, si cada rectdngulo R con
aristas paralelas a los ejes y vértices en E cumple con (u ® v)(R) < «, entonces
(k®V)(E) < Ca'’?log(1/a)"/2.

Escribiremos, como en el Capitulo 2, E(y) = {z € [0,1] : u(z,y) € E}. Como p y
v son medidas de probabilidad,
2 1/2
dp(z)) y

-/n /RXE(I, y)dv(y)|du(x) < (-/l; |./I‘tXE(x, y)dv(y)

Entonces,
2

m®n%ms] d(z)

R

jj; xe(z,y)dv(y)

=/f[m@mUmmmwmmwm)
RJRJR



- / / f XE(on) ()X B (2)dpa(2)do (1) (1)
j’ [ E(1) N E(y2))dv(y2)dv(3e)
= fn fw ., PUE@) N B))d () (v) + ] f E(y1) 0 E(y))dv(yy)dv(v2).

3‘2>91
Por ser simétricas las dos integrales anteriores, tenemos que

(W V)(E) <2 [ ] _ W(B) 0 E(w)dv()dv ). (5.1)

Sean z,,z; € E(y) N E(y:). Supongamos que z; < z,, entonces el rectdngulo
formado por (z1,¥2), (z2,¥2), (%2, %1), (21, %1) cumple con u([z1, z2])nu([ye, 11]) < o

Entonces, por la definicién de infimo y supremo, el rectdngulo R formado por

(nf(E(y1)NE(y2)), v2), (sup(E(y1)NE(¥2)), v2), (sup(E(11) N E(w2)), v1), (inf (E(v1) N
E(y)), %) cumple con (4 ® v)(R) < .

Pero al estar E(y;)NE(y2) contenido en el intervalo [inf(E(y,)NE(y2)), sup(E(y1)N

E(y,))] se cumple que
a

w(E(yy) N E(ys)) < Wz )

En consecuencia, por (5.1),

wevrB <2 [ f.., [mﬁﬁ A 1] () dv(ya)

il VR ey LI

+C// dv(1)dv(y2).
R J{y1>12:0<v((ya.]) <}

Al segundo sumando lo estimamos usando unicamente que v(R) = u(R) =1,

c J du(gn)dv(ys) < C [ J dv(gn)dv(ys) < C.
{1 >y2:0<v([y2.0n)) <a}

Analicemos el primer sumando. Para cada y, definimos yo = min{y; > ¥ :
v([y2,31)) > a}, entonces,

a
C/ll j{’m:vm:agu(;m,m”g} mdv(yl)dv(w)
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: C]'; /{mell:ylzm} mdv(m)dv(yg)

= C'/;t/mX{mER:mgw}(yl)dy(yl)du{yz).

Ahora, definimos para cada n € N, f.(1) = (¥([12, ¥1)) ™ X{yo,vo+n] (¥1)- Por ser v
una medida de probabilidad, para cada término de la sucesién {f,}nen se cumple!
que,

Y([yz:04n)) 1 Ylyz.504n)) 1
—d
g

Yo+n 1
_/l;fn(yl)dyl =/;n mdy(yl)=[u([m.w)} de(

= log (v([y2, 30 + n))) — log(a).
Observemos que cuando n tiende a infinito, v([yz, yo +n)) — 1.

Ademds para cada y; > s,

fin) €. < faln) < - < (@([y2, 1)) " Ximneran w0} (1)

Entonces, por el Teorema de la Convergencia Monétona,

/R V([y:yl))x{”‘e"’vlzw} (n)dv(y) = aﬂlf_{lgojl;fn(yl)dyx

= ( 1im log (v([y, 9o +n))) — log(a) ) =  (log(1) — log(a)) = alog(1/a).

Por lo tanto,
(b ® v)(E) < Ca'?log'?(1/a).

Podemos encontrar conjeturas referentes a poligonos en la Teoria de Gréficas,
similares a la Afirmacién 5.0.9 que también pueden ser utilizadas para mejorar las
estimaciones obtenidas para los subconjuntos de nivel. Necesitaremos la siguiente
definicién.

Definicién: Una curva de Jordan es una curva plana que es topoldgicamente
equivalente al circulo de radio uno.

Es decir, una curva de Jordan es un curva cerrada sin cruces.

1Vid. Folland, Gerald. Real Analysis, Modern Techniques and Their Applications. E.U.A., John
Wiley & Sons, 1984, p. 103
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Afirmacién 5.0.12. Eriste ¢¢ > 0 tal que para cualquier E C Q? con medida de
Lebesgue distinta de cero ezisten k € {4,6,8,...} y V1,Va,..., Vi € E tal que la
figura R = V}V,... Vi es una curva poligonal de Jordan con todas las aristas paralelas
a los ejes y tal que

Area(R) > eok|E|%.

El siguiente Lema es necesario para relacionar los subconjuntos de nivel con la
afirmaci6n anterior.

Lema 5.0.13. Sean u € Upy,1), I' € Q una curva poligonal de Jordan tal que todas sus
aristas son verticales u horizontales y todos sus vértices pertenezcan a E = {(z,y) :
|u(z,y)| < a}. Denotemos con R a la regién encerrada por T'. Entonces

Area(R) < w - o,

donde w es el nimero de vértices (punto de interseccion de un segmento vertical con
uno horizontal) de T'.

Demostracién: Como u € Uy,

A:ea(R)=fRdxdys L FYEW 2[232“@‘”

i 9dy
NG

-L[2(252) 3 ()]
L2 (35§ (25) e

Si hacemos P(z,y) = M_!ll , Qz,y) = —(—lﬂ, por el Teorema de Green tenemos
que,

heeatr) < 3 [ (30@0) - 3-P()) dody = 5 [ Qo) + Plaio

_1 [ou(z,y), Ouz,y),
_2f dy — &

Integremos por separado los segmentos verticales de los horizontales.

(5.2)
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Sean v; = (a,b), v; = (c, b) dos vértices de I y ¢;;(t) = (a+ (c—a)t, b) el segmento
horizontal que los une. Entonces,

Qu(z,y) ,  dulz,y), [ (Oulc;(t)dy Bu(cy(t)) de
o VT d”‘/o( oy dt Oz I)"“‘

Si hacemos h(t) = u(c;;(t)) entonces,

ih(t} — a“(cij(t))@ . W(c.j(t})d_x
ot dy dt or  dt’

Pero, por ser c;; un segmento horizontal,

Por lo tanto,

' (Bu(ci(t) dy  Bu(cy(t)) dx ‘o ;
fo( ;‘y Yl Eg)dt=—/; sih)dt = —h@)|

1

) = —u(a+ (c—a)1,b) + u(a+ (c — a)0,b) = u(a, b) — u(c, b)

= —u(ci5(t))

= u(v;) — u(v;).
Si calculamos ahora el segmento vertical que sigue, es decir, el que estd compren-
dido entre los vértices v; y vx = (c,d) con el mismo método, obtendriamos que

Ou(z,y) du(z,y)
o OV W%

Por lo tanto, con ayuda de (5.2), tenemos que
Area(R) < 1/2[21;(1:1) —2u(vy) +2u(vs) +. . ] < Julvr)| + |u(ve)| +- . . + |u(vy) = wa.

O

dzr = u(c, d) — u(c, b) = u(ve) — u(v;).

Con este lema en mano y si la Afirmacién 5.0.12 fuera verdadera podriamos, una
vez més, mejorar la estimacién del Corolario 2.1.6 quitando el factor logaritmico.

Supongamos vélida la Afirmacién 5.0.12. Sea u € Up,;). Entonces, existe una
curva cerrada de Jordan T tal que sus k vértices pertenecen a E = {(z,y) € [0,1]%:
|u(z, y)| < a}, todas sus aristas son paralelas a los ejes y que cumple con

Area(R) > eok|E|?,



donde R es la figura delimitada por I'. Pero por el lema anterior,
Area(R) < ka.

Por lo tanto,
|E| < Ca*2.
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Apéndice A

Sean € NNPara0 < @« < ny f € LP(R"), p > 1, definimos la integracién
fraccionaria de f de grado a como

n"/?2°T(e/2) f f)
I.f)(z) =

donde I': [0,00] — R, y I'(s) = [;° e *t*"'dt. En este apéndice veremos que I, f
converge casi donde sea si f € L?, p > 1. Ademés, examinaremos para qué exponentes
py q el operador I,: LP(R") — L9(R™), f — I, f, esta acotado.

L

Teorema A.1l: Sean0 < a<n,l <p<g<oo,1/qg=1/p—a/n. Sif € LP(R"),
entonces Io(f) converge absolutamente casi donde sea y

aflla < Apgll£ll,-

Demostracion: Sea K (z) = |z|~"**. Entonces el operador Tx: L?(R™) — LI(R")
tal que Tk (f) = K * f difiere solamente en un factor constante de I,, por lo que,
para facilitar la notacién, probaremos el teorema para Tk. Sea u una cantidad por
determinar. Definimos,

Kl(x)={ K(z), B:1 || <
0, si|z] > p

Km(:c)={ K(z), silz|>p

0, si |z| < p.
Entonces K = K; + K, y asi,

Tk f(z) = (K * f)(z) = K1 * f(2) + Koo * f(2)- (3)

Examinemos ahora || Kil|; ¥ || Keolly- Si S®* ! = {z € R™: |z| = 1}, entonces
m
Ml = [ faleds = |51 [ romerniar = Cup. @)
lzl<u 0
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1y 00 1/
Kl = ([ tetWaz) = (15 [T riomeminar)
|=lzp I

Por hipétesis ¢ < oo, entonces 1/p — a/n > 0, por lo que,

1 1

ap n’
que a su vez implica que
ap—np < n—np,

y asi,
(= n)ﬁ < —n, esdecir, (n—a)p’—n>0.

Entonces la tiltima integral existe y es igual a Cau®"*®/#), Pero,

n p—1 ( 1- ) n  -n
a-n+—==a-n+n—=a-n|l+——|=a——-—=—.
4 p P P

Por lo tanto,
I Koollyr = Cap™™/1. (5)

Para probar la primera del Teorema tenemos que ver que Tk |f| existe casi donde
sea. La desigualdad de Young nos asegura que |K;| x| f| existe casi donde sea, ya que,
por (4), |K1| € L' y por hipétesis |f| € LP. Ademéds, como p y p’ son exponentes
conjugados y |Kw| € L¥, |Kw| * |f| existe para cualquier z.

Por lo tanto, la integral definida por Tk(f) converge absolutamente casi donde
sea.
Veremos ahora que Tk es un operador débil (p, g) para todo p, g como en las hipé-
tesis, para después utilizar el Teorema de Interpolacién de Marcinkiewicz? y concluir
que

Iafllg < Allfllp-
Supongamos que || f|l, =1 y sea A > 0. Como K * f = K * f + Ko * f, entonces,

{z € R™: |(K * f)(z)| > 2A}| < {z € R": |(Ky % f)(z)| > AH
+{z €R": (Ko * f)(2)| > A}-

2Vid. Folland, Gerald. Real Analysis, Modern Techniques and Their Applications. E.U.A., John
Wiley & Sons, 1984, p. 192-201
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Por un lado,
|{zew=|(fmr)(x>|>»\}|=f dz <
{zeR™:|(K1+f)(z)|/A>1}
3 [Kie 1P, _ K sl _ GRS _ ElE

f{zenn:|(xl-n(x)|f,\>1} AP AT AP AP
Pero || K, |1 = Ciu®, entonces,
[{z € R™: |(K1* f)(z)| > A}| < (C1p®/A)P.

Luego,
Koo * flloo < | Kool fllp = Il Koollp-

Pero, por (5),
. HKoo"P" = 02#"‘”-

Si hacemos p = C;'A~9/", entonces, ||Kw * flloo < A. Por lo que,

{z € R*: |(Kw * f)(z)| > A} =0.

Por lo tanto,
—1
l{z € R™: (K » £)()] > 20}| < (Cup®/AP +0 = fffs“g :

La hipétesis 1/g = 1/p—a/n implica que gn/p = n+ag. Entonces, p+(apg/n) = q.
Por lo que,
CiC.

-1 q
Hz € R*: |(K * f)(@)| > 2} < 22— = CFCy! (MgL) ,

es decir, Tk es débil (p, q).
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Apéndice B

Dada una funcién f € LP con caracteristicas especiales, es posible aproximarse a
ella, tanto como se necesite, con funciones en L? de clase C*. Esto es, podemos hacer
que una funcién k veces diferenciable tenga las propiedades de f.

Para lograrlo necesitaremos el siguiente resultado sobre cémo es la convolucién de
una funcién de clase C* con una funcién integrable.

Teorema B.1 Sean f € L' y g € C* tal que 8°g estd acotada para |a| < k.
Entonces f x g € C* y 3*(f * g) = f * 3%g para |o| < k.

Demostracion: Por hipétesis existe M, € N tal que

P (0@ )W) < Maf(@)

oze

para toda z,y y siempre que |a| < K. Entonces, como supusimos f € L! la siguiente
cadena de igualdades esté justificada.

Tl = T - 2 ([ oe-vswa)

= [ 5otz 5@ dy = £+ 9(2) < oo

Sea ¢ cualquier funcién con dominio en R™ y ¢ > 0. Definimos,

hi@)=t™(3)-

En el siguiente teorema aproximaremos una funcién f cualquiera en LP con una
convolucién de f con una funcién integrable.

Teorema B.2 Sea ¢ € L' tal que [ §(z)dz = a. Entonces, para toda f € LP,1 <
p<oo, fx¢,— af en la norma L? cuando t — 0.
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Demostracion:
£ 8i0) = af(@) = [ 1 - vty — [0 @y = [[1e-1) - @) 40
Si hacemos z = y/¢ tenemos que,

f @) —of@) = [ [f(a—t2) - f(@)] 8z = [ [(Tuf)a) - f(@)]bla),

donde (T3, f)(z) = f(z — tz). Entonces, por la desigualdad de Minkowski para inte-

grales,
P 1/p
da:) <

< [ ([ 1@ep@ - seoterpas) = [ 16N~ - s

Pero ||fi. — fll, < 2||fl|l, y tiende a cero cuando ¢ — 0 para cada z (las traslaciones
son funciones continuas en Ly, es decir, T,: [? — LP es un operador cont.inuoa).
Podemos usar ahora el Teorema de la convergencia dominada para concluir que

lim||f + 6. — afll, =0.

I+ a) — as @l = ( [ | [ (@@ - @)1z

O

Cuando [ ¢ = 1, {¢:}+>0 es llamada una aproximacién de la identidad y la uti-
lizaremos para aproximar funciones en L? por funciones, también en LP, que tienen
propiedades especificas. Por ejemplo, en espacios de medida finita podemos pedir
que cada ¢, € C* para usar el Teorema B.1 y aproximar f con funciones k veces
diferenciables.

3Vid. Folland, Gerald. Real Analysis, Modern Techniques and Their Applications. E.U.A., John
Wiley & Sons, 1984, p. 229



Apéndice C

En este apéndice trataremos la medida y la dimensién de Hausdorff, asi como
algunas de sus propiedades. La siguiente definicion es necesaria para una adecuada
introduccién a la medida de Hausdorff.

Definicién: Sea 1 < k < n. Una subvariedad C* de dimension k en R™ es un
conjunto M C R" con la siguiente propiedad: Para cada x € M eziste una vecindad
U C R™ de z, un conjunto abierto V C R¥ y una funcidn inyectiva, f : V — U de
clase C* tal que f(V) = M NU y la diferencial D, f es inyectiva para cada z € V.
Tal funcion f es llamada una parametrizacion de M NU.

El 4rea k-dimensional de una funcién f: D C R*¥ — R" de clase C! est4 definida
como la integral del Jacobiano de f sobre D. Entonces, el drea de una subvariedad
C"? de dimensién k est4 dada por el célculo del drea de cualquier parametrizacién.

En 1918 F. Hausdorff introdujo una medida k-dimensional en R®, k < n, que da la
misma édrea para k-subvariedades, pero que estéd definida para todos los subconjuntos
de R" y que es igual a la medida de Lebesgue en R" cuando k = n.

Comenzamos con la construccién de la p-medida de Hausdorff para cualquier p >
0. Sea U C R", un conjunto no vacio, se define el didmetro de U como diam U =

sup{|z —y| : z,y € U}.
Sean A C R™ y § > 0. Diremos que {C;}:en €s un d-cubierta de A, si A C |J:2, C;
y diam C; < ¢ para toda i € N. Entonces, para cualquier p > 0,

00

o0
H,5(A) =inf{2(diam Bj: AC UBjydiam B; SJ},

i=1 j=1

con la convencién de que inf® = co. Observemos que cuando § disminuye, el infimo
es tomado sobre una familia mds pequefia de cubiertas de A, por lo que, el valor de
Hp 5(A) se incrementa.
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Definimos
Hy(4) = 1im Hya(A).

Teorema C.1 H, es una medida exterior métrica.

Demostracién: H,; es una medida exterior por la manera en que fue definida.
Fécilmente podemos ver que H, es también una medida exterior. Veamos ahora que
H, es una medida métrica, es decir, veremos que para todos A, B C R" tales que
dist(A, B) > 0 se verifica que,

H,(AU B) = Hy(A) + Hy(B).

Sean A, B C R™ tales que dist(A, B) > 0 y {C;}ien una é cubierta de AU B con
é < dist(A, B). Observemos que la eleccién de § implica que no existe ninguna i € N
tal que C; interseca a A y B. Entonces, por definicién de Hpg,

oo

Hy5(A) + Hps i diam C{')” + ) _(diam CP)P = Z{dlam G/
i=1

=1 i=1

donde C;* denota a los elementos de {Cy }nen tales que C;NA # @ y CF denota a los
elementos de la misma sucesién cuya interseccién con el conjunto B no es el conjunto
vacio. Como {C;}ien fue una § cubierta cualquiera de A N B, entonces

Hﬂra(A UB) < HP‘J(A] + Hp_‘s(B).

Esta desigualdad es vélida para cualquier § < dist(A, B), por lo que, al hacer

tender a § a cero,
Hy(AU B) < Hy(A) + Hy(B).

La otra desigualdad la tenemos por el hecho de que H, es medida. Por lo tanto
H,(AN B) = Hy(A) + H,(B).

O

Entonces, la restriccién de H, a los conjuntos de Borel* es una medida, que seguire-
mos denotando con Hp, y la conoceremos como la medida p-dimensional de Hausdorff.

El siguiente Teorema nos permitird definir la dimensién de Hausdorff.

Teorema C.2 Si Hy(A) < oo, entonces H; = 0 para toda ¢ > p. Si H, > 0,
entonces Hy(A) = oo para toda q < p.

4Vid. Folland, Gerald. Real Analysis, Modern Techniques and Their Applications. E.U.A., John
Wiley & Sons, 1984, p. 322
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Demostracién: Sélo probaremos la primera afirmacién, ya que la segunda es la
contrapositiva.

Si Hy(A) < oo, para cualquier § > 0 existe una & cubierta {B;};en tal que
> (diam B;)? < H,s(A) + 1, entonces,

> (diam B;)P < Hy(A) + 1.

Ahora, si ¢ > p,

> (diam B;)? =) "(diam B;)P*?) <

<67y (diam B;)” < 6777 (Hya) +1),
entonces, Hy5(A) < §97P(H,y(A) + 1). Si hacemos que § — 0 vemos que H,(A) = 0.

O
De acuerdo a este tltimo resultado, para cualquier A C R",
inf{p > 0 : Hy(A) = 0} = sup{p > 0: H,(A) = oo}.

Definimos a este valor como la dimensién de Hausdorff de A.

En el caso en que p sea un nimero natural tenemos en siguiente resultado cuya
prueba puede ser encontrada en [4].

Teorema C.3 Eriste una constanie v, > 0 tal que v, H, es la medida de Lebesque
en R™.

Cabe mencionar que 7, resulta ser el volumen de la bola de radio 1, es decir,
Yn = m/2/2"T((n/2) + 1). Esto no es importante para nuestros propésitos.

Concluimos entonces que con la medida de Hausdorff podemos medir un conjunto
k-dimensional de R™, k < n, y esta medida coincidird (médulo una constante) con la
medida de Lebesgue correspondiente a RF.
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