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Introducción 

En este trabajo analizamos el comportamiento de la integral de Lebesgue oscila~ 
toria 

I()") = [ ei>.u(tldt 
1[0,11 

y de la medida de los subconjuntos de nivel 

{t E [0,1] : lu(t)1 :$ a} 

cuando u es una función real de variable vectorial de clase Coo, ).. es cualquier número 
real ya> O. Estamos interesados en el comportamiento de I()") al hacer tender ).. 
a infinito; mientras que con los subconjuntos de nivel centramos nuestra atención en 
parámetros a cercaDos a cero. 

A partir de los resultados conocidos para funciones de variable real, tratamos de 
establecer resultados análogos para funcioneS con dominio en lRn

• Desde los años 20 
se conocen estimaciones para I()") cuando u tiene como dominio a los números reales. 
Johannes Gualtherus van der Corput estableció y probó las siguientes afirmaciones 
requiriendo sólo hipótesis sobre las derivadas de u: 

1. Sea u: lR -+ lR una función diferenciable tal que u' es monótona y para todo 
t E (a, b), u'(t) ~ p ó u'(t) :$ -p para algún p > O. Entonces, 

Ilb 

e21riU(tldtl :$ ~. 

2. Sea u: lR -+ lR una función dos veces diferenciable tal que para toda t E (a, b), 
u"(t) ~ p ó u"(t) :$ -p con p > O. Entonces, 

Ilb 
e21riU(tldtl :$ p;/2. 

3 
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Estas afirmaciones dieron pie al resultado que ahora conocemos como el Lema de 
van der Corput: 

a)Sean a < b, u función real integrable y diferenciable tal que lu'(t)1 ~ 1 para todo 
t E [a, b], u' monótona y .>. E IR. Entonces existe e tal que 

b)Para cualesquiera a < b, .>. E IR, k ~ 2 Y u función real integrable tal que 
u(k) ~ 1, existe e tal que 

En ambos casos la constante e es absoluta, es decir, no depende ni de u, ni de 
.>. ni del intervalo [a, b]. Fue en los años 80 cuando se consiguió estimar el Lema de 
van der Corput de manera óptima. Arhipov, Karacuba y Cubarikov [1] lograron esto 
utilizando estimaciones de los subconjuntos de nivel. 

En el caso de más de una variable se analizará el comportamiento de ciertos 
operadores integrales con los que se podrán acotar los subconjuntos de nivel ó, en el 
caso del Lema de van der Corput, trabajar con ellos resultará equivalente a estudiar 
directamente el comportamiento de 1('>'). 

Este trabajo está dividido en cinco capítulos. En el primero probaremos el Lema 
de van der Corput a partir de las cotas de los subconjuntos de nivel y algunos otros 
resultados. 

En el segundo capítulo, se trabajará con los subconjuntos de nivel determinados 
por funciones de más u de una variable a través del estudio del operador integral 

Saf(x) = J XEJX, y)f(y)dy, 

donde Ea = {(x, y) E [0,1]2: lu(x, y)1 < a} y f E V'(IR) , 1 < p < oo. 

En el tercer capítulo trataremos de generalizar el Lema de van der Corput, es 
decir, buscaremos estimar 11('>')1 cuando u es una función de más de una variable. 
Para ello, utilizaremos distintas propiedades del operador integral 



5 

donde f E lJ'(lR"), 1 < p < oo. 

En el cuarto capítulo trabajaremos los casos particulares en los que el Lema de 
van der Corput y los subconjuntos de nivel están determinados por un polinomio P 
real de variable real. Al ser P un polinomio se cumplirán automáticamente hipótesis 
que facilitarán el análisis. 

En el último capítulo, veremos cómo con la ayuda de la Teoría de Gráficas se 
podrían mejorar algunos de los resultados tratados en los capítulos anteriores. 

Como conclusiones, lograremos obtener estimaciones absolutas para 1('>") y los 
subconjuntos de nivel para funciones u de variable vectorial que cumplan con Df3u ::::; 
1, para algún multi-índice f3, en todo su dominio y, con algunas hipótesis extras, 
lograremos que tales estimaciones sean como las que sugieren los resultados en una 
dimensión. 

Sobre la notación utilizada en este trabajo, hay que señalar que cuando escribamos 
IAI nos referimos a la mediada de Lebesgue del conjunto A, por { al\bl\c} entenderemos 
el valor mínimo entre los números a, b y c. Hay que resaltar también que e representara 
una constante positiva, que, aunque no se indique, podrá variar de una linea a otra. 
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Capítulo 1 

El lema de van der Corput. 

En este capítulo se prueba el Lema de van der Corput y se obtienen estimaciones 
para los subconjuntos de nivel determinados por funciones u: IR ---+ R.. Veremos por 
qué no es posible tener el Lema de van der Corput si sólo pedimos que u(k) > 1 con 
k cualquier número natural. Para enfatizar esta situación trabajamos por separado el 
caso k = 1 Y k ~ 2. 

Comenzamos con algunos lemas que nos ayudarán, en éste y en los siguientes 
capítulos, a acotar la medida de los subconjuntos de nivel. El primero, no es más que 
un corolario del Teorema de Rolle y lo utilizaremos para probar una generalización 
del Teorema del valor medio. 

Dados al, ... , ak E IR, k E N, denotaremos con cnx{ al, ... , ak+1} al espacio conexo 
generado por {a¡, ... , ak+1}, Y con cnx{al' .. . , ak+1} a su cerradura. 

Lema 1.0.1. Sean a¡, ... , ak E IR, k E N Y 1: cnx{ a¡, ... , ak+1} ---+ IR, tal que 
1 E Ck, y 1(0.;) = 1(aj) para todo i,j. Entonces existe ~ E cnx{a¡, ... , ak+1} tal que 
1(k)(~) = o. 

Demostración: Por el Teorema de Rolle existe b¡ Ecnx{a¡, 0.;+1}, i= 1, ... , k - 1 
talquef'(b¡) = O. Por el mismo resultado existe c,. E cnx{brl br+1} ~ cnx{ar ,ar+2},r = 
1, . .. ,k - 2, tal que f"(c,.) = O. 

Si repetimos k - 2 veces el proceso anterior obtenemos ~ E cnx{ a¡, ... , aH¡} tal 
que r(~) == O. 

o 

7 
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Lema 1.0.2. Sean al, ... ,ak+l E IR distintos, k E N, 1: cnx{ al, ... ,ak+l} -t IR, tal 
que f E Ck. Entonces existe ~ E cnx{ al, . . . , ak+¡} tal que: 

k+1 

fk(~) = ¿ ±f(am)k! rr Jaj - aiJ - l
. 

j=l i:i#m 

Demostración: Sea Pk(X) el polinomio de grado k obtenido con interpolación de 
Lagrange en los puntos f(ai), i = 1, ... , k + 1. Entonces 

Derivando k veces, 

k+l 1 
= k!¿f(aj) rr --o 

j=l ¡:ih aj - ai 

Sea W (x) = f (x) - Pk (x). Por construcción, W se anula en al, ... ,ak+l' Entonces, 
por el Lema 1.0.1, existe ~ E cnx{ al, . .. ,ak+l} tal que W(k)(~) = O. Por lo tanto, 

o 

El lema siguiente nos permitirá relacionar la medida de un conjunto cualquiera 
con el lema 1.0.2. Recordemos que queremos estimar J{x : Ju(x)J ::; a}J. 

Lema 1.0.3. Sea E ~ lR Lebesgue medible tal que O::; JEJ < 00 y k E N. Entonces 
existen ao, ... ,ak E E tales que para toda 1 = O, ... , k, 

rr Jaj - ad 2: (JEJ/2e)k . (1.1) 
j:j#l 
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Demostración: Dado que el resultado es claro si IEI = O podemos suponer que 
IEI > O. Además, sabemos que para todo conjunto Lebesgue medible IEI = sup{IKI : 
K ~ E Y K es compacto}, por lo que es suficiente probar el lema para conjuntos 
compactos. Aun más, es posible suponer que E es un intervalo y, reescalando, podemos 
suponer que dicho intervalo es [0,1) . Justificaremos esto último en la parte final de la 
demostración. 

Sean ao = O, al = l/k, a2 = 2/k, ... , ak = k/k. Veremos primero que el valor 
mínimo de I1j:#/laj - all se alcanza en l = k/2, si k es par, Ó en l = (k + 1)/2 si k 
es impar. 

Supongamos que k es par, hay que demostrar que para todo l, 

rr laj - a{k/2) I :::; rr laj - a¡J. (1.2) 
j:j#/2 j:#1 

Partimos del hecho de que 

rr I . _ I - l!(k - l)! 
aJ al - kk ' 

j:#1 
(1.3) 

entonces, para l < k/2 , (1.2) es equivalente a 

(k/2)!(k - (k/2))! :::; Z!(k -l)!, 

que a su vez es sinónimo de que 

(1 · 2 · . . ·l· .. k/2)2 :::; (1 ·2: . · l)(1 ·2· . . ·l· .. k/2· .. (k - l)), 

que es válida si y sólo si, 

(l + 1)(Z + 2)··· (k/2) :::; «k/2) + 1)«k/2) + 2)··· «k/2) + «k/2) -l)). 

Pero esta última desigualdad es verdadera porque cada factor del miembro derecho es 
mayor que cada uno del miembro izquierdo, y cada miembro tiene (k/2) -l factores. 
De manera similar se prueba el caso en que l > k/2. 

Por lo tanto, para l = O, ... , k, 

rr la; - a{k/2) I :::; rr la; - all· 
;:;#/2 j:#1 

Vamos a ver ahora que 

rr la; - ak/21 2: (IEI/2e)k. 
#(k/2) 
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Por (1.3), 

Ahora, si 

entonces 

con lo que 

y así, 

Por lo tanto, 

(k/2)k/2 k/2 > -,-:-,--:-,-:-.,-
e - (k/2)! 

é/2 (k/2)k/2 
->~~~ 2k/2 - 2k/2(k/2)!' 

(k/2)! > T k/2 -k/2 
(k/2)k/22k/2 - e , 

( 
(k/2)!)2 k 

(k/2)k/22k/2 ~ (2e)- . 

II laj - all ~ II laj - ak/21 ~ (IEI/2e)k . 
j :#1 #(k/2) 

(1.4) 

Falta justificar (1.4). Si escribimos ek / 2 como una serie de Taylor, tenemos que, 

k/2 _ (k/2)k/2 {k/2)-1 (k/2)i 00 (k/2)i 
e - (k/2)! + L -i!- + L ir' 

i=O i={k/2)+1 

es decir, 
k/2 > (k/2)k/2 

e - (k/2)! . 

La prueba del caso en que k es impar es análoga. 

Veamos ahora porqué es válido suponer que E es un intervalo, siempre que E sea 
compacto y de medida positiva. 

Sea fE: E e [0,1] -+ R., fE(X) = 1(-00, x]nEI. Veremos que fE (E) es un intervalo 
cerrado con medida igual a IEI y que para todo x, y E E, Ih(x) - h(y)1 :::; Ix - yl. 
Veamos primero que fE no incrementa distancias. Supongamos que x < y, entonces, 

IfE(X) - fE(y)1 = II(-oo,x] n EI-I(-oo,y] n EII 

= II(-oo,x] n EI-I(-oo,x] n EI-I(x,y] n EII :::; Ix - yl· 



11 

Como consecuencia tenemos que fE es continua. 

Enseguida veremos que h(E) = [O, IEI). Demostraremos solamente la contención 
que no es inmediata. Sea Xo E [O, IEI). Tenemos dos casos, a saber, cuando Xo es punto 
de acumulación de la imagen de E y cuando no lo es. 

No puede ser que Xo no sea punto de acumulación, ya que la compacidad de E y 
la continuidad de fE aseguran la existencia de XI, X2 E E tales que Xl < X2, 

Entonces, 

h(Xl) = máx{JE(x) : fE(x) < xo} y 

h(X2) = rnín{h(x) : h(x) > xo}. 

I[Xl, X2] n El = O, 

por lo que fE(Xl) = h(X2), que es una contradicción. Por lo tanto, Xo tiene que ser 
punto de ácumulación de la imagen de E, entonces podemos encontrar una sucesión 
en E convergente cuyo límite, por la compacidad, también está en E. Por continuidad 
tenemos que la imagen de dicho límite es Xo. 

Por lo tanto si IEI es un subconjunto cualquiera del intervalo [O, 1], existen 0.0, ... , ak E 
h(E) que satisfacen (1.1), entonces si b. E fil(a.) =f. 0, i = O, ... , k tenemos que 

II lb. -'- bd ~ (IEI/2e)k . 
• :.#1 

o 

Utilizando estos resultados lograremos estimar la medida de los subconjuntos de 
nivel con una cota independiente de la función que determina al conjunto. 

Teorema 1.0.4. Sen. u: R --+ lR. una función integrable tal que u(k)(t) ~ 1, con k E N, 
entonces 

I{t E lR: lu(t)1 ~ a}1 ~ 2e((k + 1)!)1/ka 1/k. 

Demostración: Sea E = {t E R: lu(t)1 ~ a}. Supongamos que IEI > O. Por el 
Lema 1.0.3 existen 0.0, . .. , ak E E tales que para cualquier 1 E {O, 1 ... , k} 

II la; - all- l ~ IEI-k(2e)k. 
; :#1 

(1.5) 
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Por otro lado, el Lema 1.0.2 nos asegura la existencia de ~ E cnx{ ao, ... ,ak} tal 
que 

k 

u(k)(~) = k! L ±u(am) rr lal - ami-l. 
m=O l:l#m 

Usando (1.5) Y el hecho de que aj E E, O :s; j :s; k, tenemos 

k k 

k! L ±u(am) rr lal - aml-1 :s; k! L lu(am )IIEI-k(2e)k :s; 
m=O l:l#m m=O 

Como u(k)(t) ~ 1 para toda t, tenemos que 1 :s; (k + 1)!lEI-k(2e)ka. Es decir, 

IEI :s; (a(k + 1)!)1/k(2e). 

o 

Podemos generalizar este teorema en el sentido de que podemos suponer IU(k)(t)1 ~ 
f3 en' lugar de u(k)(t) ~ 1 para obtener una cota similar pero que ahora dependerá 
también def3. 

Corolario 1.0.5. Sea u: R. ----> R. una función integrable tal que lu(k)(t)1 ~ f3 con 
f3 > O Y k E N, entonces 

Demostración: Sólo probaremos el caso en que u(k)(t) ~ f3 > O. 
Por la proposición anterior, 

I{t E R.: lu(t)1 :s; a}1 = I{t: Iw(t)1 :s; ~}I :s; 2e((k + 1)!)1/k(a/If31)1/k, 

donde w(t) = f3- 1u(t). 

o 

El siguiente resultado es un corolario del Teorema 1.0.4 en el que estarán involu­
cradas funciones de varias variables. Será de esta manera como apliquemos la mayoría 
de las veces dicho Teorema en los Capítulos posteriores. 
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Corolario 1.0.6. Sean u: lRn -) lR, u E Coo y {J = ({JI, ... , (Jn) multi-índice con {Jn > 
O tales que Df3u ~ 1. Entonces existe Ck tal que para todo (XI, X2, . .. , Xn-l) E lRn

-
l 

ytodaa>O 

Demostración: Para facilitar la notación escribiremos (Xl, X2,"" Xn-l, y) 
(x' , y) y {J = ({3', (Jn) donde {J' = ({JI, . .. , (Jn-l)' 

Para x' fijo definimos 'l/Jx': lR -) IR dada por 'l/Jx'(Y) = 8f3'u(x' , y)/8X,f3'. Entonces, 

af3'+f3n 
'l/J'!')(y) = 8x

'
f3'8yf3n u(x',y) = Df3U(x' ,y) ~ 1. 

El Teorema 1.0.4 nos asegura la existencia de una constante Cf3n independiente de 'l/Jx' 
(y por lo tanto de x') tal que 

o 

Continuamos ahora con la prueba del Lema de van der Corput. Demostraremos 
primero el caso en que lu'(t)1 ~ 1 (caso k = 1) y veremos, con un ejemplo, por qué 
tenemos que pedir hipótesis extras a laJunción u para probarlo. Después trataremos 
con el caso general (k ~ 2) . 

Teorema 1.0.7. Sean u: lR -) lR ya < bE lR tales que u' es monótona y lu'(t)1 ~ 1 
para toda t E [a, b) . Entonces para cualquier>. E lR, 

Ilb 

eiÁu(t) dtl S I~I' 

Demostración: 

1 
(b eiÁu(t) dtl =.2..1 (b (eiÁu(t))' dtl 

la 1>'1 la u'(t) 

= .2..leiÁU
(t) lb (b eiÁu(t) . U"(t) ti < .2.. [1 eUu(t) lb I I (b eiÁu(t). U"(t) dtll 

1>'1 U'(t) a + la U'(t)2 d - 1>'1 u'(t) a + la U'(t)2 
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<- ----- + dt 
1 [/ é\u(bl ei>'U(al / lb / ei>.u(tl . u"(t) / ] 

- l.xl u'(b) u'(a) a u'(t)2 

< ~ [lei>.U(bll lei>.U(al~] ~ [ (b / u"(t) / ] 
- l.xl lu'(b)1 + lu'(a)1 + l.xl la u'(t)2 dt 

1 [1 1] 1 [{b lu"(t) I ] 2 1 [(b / u"(t) / ] 
~ TXT lu'(b)1 + lu'(a)1 + TXT la u'(t)2 dt ~ TXT + TXT la u'(t)2 dt . 

La última desigualdad se debe al hecho de lu'(t)1 < 1 para cualquier t . Por otro 
lado, como u'(t) es monótona, u"(t) ~ O Ó u"(t) ;::: O. 

Si u"(t) ;::: O entonces, 

lb / u"(t) / -lb u"(t) 
'()2 dt - '( )2 dt ;::: O. 

a ut a ut 

Si u"(t) ~ O entonces, 

lb / u"(t) / -lb -u"(t) 
'()2 dt - '( )2 dt;::: O. 

a U t a U t 

Por lo tanto 

(b / u"(t) / / (b u"(t) / / 1 1 / la u'(t)2 dt = la u'(t)2 dt = u'(b) - u'(a) ~ 2. 

Todo lo anterior nos permite concluir que 

o 

La siguiente proposición muestra que no es posible eliminar la hipótesis de mo­
notonía de u'. Encontraremos una función cuya derivada es mayor o igual a 1, un 
intervalo (a, b) y una .x para los que f: ei>.u(tldt no esté acotada. 

Proposición 1.0.8. El Teorema 1.0.7 no tiene por qué ser válido si no se tiene que 
u' es monótona. 
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Demostración: Sean>. = 1 Y u una función suave eillR tal que u(t) = lOt para 
tE Ak = [27rk + lO, 7r(2k + 1) - lO] Y u(t) = t, si tE Bk = [7r(2k + 1) + lO, 27r(k + 1) - lO], 
k E N. Entonces, 

11::(k+
1

l eiU(tldtl ~ 11::(k+l
l 

sen(u(t))dtl 

=·1 r sen(lOt)dt + r sen(t)dt + r sen(u(t))dtl. (1.6) 
J Ak J Bk J[21rk,21r(k+ll]\(AkUBkl 

Analicemos por separado las integrales sobre Ak y Bk. Por un lado, 

¡21r(k+l/2l -< 

21rk+< 
sen lOt dt = -1/10 [ COS(2Ü1r(k + 1/2) - 1010) - cos(207rk + 1010)] 

= 1/1O[ - cos(207r(k + 1/2)) cos(lO€) + sen(2Ü1r(k + 1/2)) sen(10€)] 

+1/10[ cos(2Ü1rk)cos(10€) - sen(207rk) sen(lO€)] 

= 1/10{ - [ COS(2Ü1rk) cos 107r - sen(207rk) sen(107r)] cos(lO€) 

+ [sen(207rk) cos(107r) + sen(lÜ1r) cos(207rk)] sen(lO€) + cOS(lO€)} 

= 1/10[- cos(lO€) + cos(10€)] = O. 

Por el otro, 

¡21r(k+ll - < 

sentdt = - cos(27r(k + 1) - lO) + cos(27r(k + 1/2) + lO) 
2,..(k+l/2}+< . 

= - cos(27r(k + 1)) cos lO + sen(27r(k + 1)) sen 10 

+ cos(27r(k + 1/2)) cos lO - sen(27r(k + 1/2)) sen lO 

= -COS€-COS€= -2cos€. 

En ninguno de los dos casos importó quien fuera k. Entonces, por (1.6) y el análisis 
anterior, 

> 1 r sen(t)dtl-I r sen(u(t))dtl 
J Bk J[2,..k ,21r(k+ll]\(AkUBkl 
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~2cos€- r . 1dt=2cos€-1[21Tk,21T(k+1)1\(AkUBk)1 
1 [27rk,27r(k+ 1)]\ (AkUBk) 

= 2COS€ - 4€. 

Por lo tanto, si escogemos € suficientemente pequeño entonces, 

con C independiente de k. 

Lo anterior implica que para todo número natural N existe m E N tal que 

1 

r27r(m+l) 1 1 r27r r27r(m+l) 1 
10 eiu(t)dt ~ 10 sen u(t)dt + ... + 127rm sen u(t)dt 

= ! r sen u(t)dt + r sen u(t)dt + r sen u(t)dt + ... 
1 Ao 1 Bo 1[0,27r]\(AoUBo) 

... + r sen u(t)dt + r sen u(t)dt + r sen u(t)dt! 
1 Am 1 Bm 1[2m7r,27r(m+l)]\(AmUBm) 

= 1-2mcos€+1 senu(t)dtl 
U~[27ri,27r(i+l)]\(A¡UB¡) 

~ 2m cos € -11 sen U(t)dtl 
U::o[2ri,27r(i+l)]\(A¡UB¡) 

m 

~ 2mcoS€ - L i[21Ti, 21T(i + l)l\(Ai U Bi) 1 = m2cos€ - m4€ = mC > N, 
i=O 

es decir, siempre podemos encontrar un intervalo r¡ tal que 

con j cualquier número natural. 

o 

Continuamos con la demostración del caso k ~ 2 del Lema de van der Corput. 
Necesitaremos el siguiente resultado que nos permitirá utilizar el Teorema 1.0.7 en la 
prueba. 
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Lema 1.0.9. Sea u: [a, b] -+ IR una función integrable tal que u(k) es siempre positiva 
o negativa y {3 > O. Entonces {x E [a , b] : lu'(x)1 ~ {3} es la unión de a lo más O(k) 
intervalos en los que Uf es monótona. 

Demostración: Se hará por inducción sobre k. Sin pérdida de generalidad, U(k) ~ 
O, en caso contrario apliCamos la demostración a -u. 

Comenzamos con el caso k = 2. Supongamos que u" es positiva, entonces, Uf y 
continua y estrictamente creciente. En consecuencia, Uf: [a, b] -+ [uf(a), uf(b)] es un 
homeomorfismo. Luego, 

{x E [a, b] : luf(x)1 ~ {3} = {x E [a, b] : u'(x) ~ {3} U {x E [a, b] : uf(x) :s; -{3} 

= {x E [a , b] : x ~ (Uf)-l({3)} U {x E [a,b]: x:S; (U')-l(_{3)} 

= [(Uf)-l({3),b] U [a, (U') - l(_{3)]. 

Por lo tanto, si k = 2, {x E [a, b] : luf (x) I ~ {3} es la unión de a lo más 2 intervalos 
en los que u' es monótona. Con una demostración muy parecida se lograrán los mismos 
resultados si u" es siempre negativa, es decir, si Uf es monótona decreciente. 

Supongamos válido el resultado para k - 1 Y demostrémoslo para k. Dividamos 
[a,b] en {x E [a,b]: lu"(x) I ~ {3} yen {x E [a,b]: lu"(x) I < {3}. 

Si hacemos v = Uf entonces v(k-l) es positiva y, por la hipótesis de inducción, 
{x E [a, b] : Iv' (x) I ~ {3} es la unión de , a lo más O( k - 1) intervalos en los que vf es 
monótona. . 

Tenemos por tanto que {x E [a, b] : lu" (x) I ~ {3} está dividido en a lo más 
O(k - 1) intervalos donde u" es monótona, y entonces, por la base de inducción, 
{x E [a,b] : luf(x)1 ~ {3} n {x E [a,b] : lu"(x) I ~ {3} se descompone en a lo más 
20(k - 1) = O(k - 1) intervalos en los que Uf es monótona. 

Falta analizar {x E [a,b] : lu'(x)1 ~ {3} n {x E [a,b] : lu"(x)1 < {3}. Necesitamos 
saber cuántas veces u" se anula para determinar en cuántos intervalos Uf es monótona. 
Como supusimos que u(k) es positiva, entonces u(k-l) se anula a lo más una vez, con lo 
que u(k-2) se hace cero en dos puntos como máximo y, continuando con este análisis, 
concluimos que u" se anula en, a lo más, k - 2 puntos. En consecuencia u' es monótona 
en, cuando más, O(k - 1) intervalos. 

Por lo tanto, {x E [a,b] : luf(x)1 ~ {3} se descompone en, a lo más, 20(k - 1) = 
O(k) intervalos donde Uf es monótona. 

D 
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Estamos listos para demostrar lo que resta del Lema de van der Corput. 

Teorema 1.0.10. Sean k ~ 2 E N, a < bE lR, A E lR Y u: lR ~ lR función integrable 
tal que u(k)(t) ~ 1 para todo tE [a,bJ . Entonces existe Ck positiva independiente de 
u, A, a y b tal que 

Demostración: 

Ilb 

é\U(t)dtl ::; li eiAU(t)dtl + lie eiAU(t)dtl = l + II 

donde A = {t E [a,bJ : lu'(t)1 ::; ,B}, con,B por determinar. 

Empezamos estimando l. Sea v = u'. Como v(k-l) ~ 1 Y k > 1, del Teorema 1.0.4 
tenemos que 

I{ t E [a, bJ : Iv(t) I ::; ,B} I ::; C(k!)l/(k-l) ,Bl/(k-l). 

Pero, k! = 2·3· .. k ::; kk-l, ya que en ambos miembros tenemos k - 1 factores y cada 
factor del miembro derecho es mayor ó igual que cada uno del izquierdo. Entonces, 

l::; i leiAU(t)ldt::; i dt = I{t : lu'(t)1 ::; ,B}I ::; Ck/31/(k-l). 

Por el Lema 1.0.9, AC se descompone en a lo más O(k) intervalos en los que u' es 
monótona. Sea J uno de estos intervalos. Por el Teorema 1.0.7, 

Entonces 

Por lo tanto 

Tomando ,B = IAI-(k-l)/k se obtiene la conclusión deseada. 

o 
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Como con los subconjuntos de nivel aquí también podemos cambiar U(k) 2: 1 por 
!u(k)! 2: {3. 

Corolario 1.0.11. Existe e positiva tal que para cualesquiera a < b, >. E IR, k 2: 2 
Y u: IR ~ R función integrable que satisfaga u(k)(t) 2: p ó U(k)(t) ~ -p ,con p > O, 
para todo t E [a, b] . 

I 
{b iAU(t)dtl < Ck 

la e . - (p!>.l)l/k· 

Demostración: Por tener demostraciones muy parecidas sólo haremos el caso en 
que u(k) 2: p. 

Si hacemos v = up el lema anterior asegura que, 

donde >. = p>.. Por lo tanto 

o 

Usando el resultado anterior es inmediato demostrar la siguiente generalización 
del Teorema 1.0.10. 

Corolario 1.0.12. Existe e positiva tal que para cualesquiera a < b, >. E R, k 2: 2 Y 
u función real integrable que satisfaga !tP)! 2: p con p > o, 

I 
{b iAu(t)d I Ck 

la e t ~ (p!>.l)l/k· 

Veamos ahora que la cota obtenida en el Teorema 1.0.10 es óptima. 

Proposición 1.0.13. La cota obtenida en 1.0.10 es óptima con respecto a los pará­
metros >. y k. 
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Demostración: Sea u(t) = tkjk!. Entonces U(k)(t) = 1, por los Teoremas 1.0.10 
y 1.0.7, para cualquier intervalo [a, b], tenemos 

Consideremos el intervalo [O, ((1rk!>.-1)j4)1/k]. Entonces, utilizando el hecho de 
que para toda n E N, n ::; 4(n!)1/n, 

eiA(tk/kl)dt > cos _ dt > __ >.-l/k(k!)l/k > 
11

«1rkIA-1
)/4)1/k I 11«1rkIÁ-1

)/4)1/k (>.tk ) I V21r 
o - o k! - 8 - . 

Por lo tanto, 

o 

Enunciaremos ahora el Lema de Yarl der Corput de la manera en la que usualmente 
se le encuentra, es decir, escribiremos lo establecido en los Teoremas 1.0.7 y 1.0.10 en 
un solo resultado. 

Teorema 1.0.14. a)Sean a < b, u función real integrable tal que ¡uf ¡ 2: 1, Uf monó­
tona y >. E R. Entonces existe e tal que 

b)Fara cualesquiera a < b, >. E R, k 2: 2 Y u función real integrable tal que 
U(k) 2: 1, existe e tal que 

Concluimos el capítulo con un corolario en el que probaremos una versión del Lema 
de van der Corput para funciones de varias variables. Nos será útil para justificar varios 
resultados en los siguientes capítulos. 

Corolario 1.0.15. Sean u: [O, l]n ~ R Y k E N. Si para alguna i, 1::; i ::; n, 



entonces existe Ck independiente de u tal que para toda .x E lR 

lir ... ir ei>'u(xl, ... ,Xn)dx dx 1 < ~ 
l· · · n - l.xl l / k · 

[0,1) [0,1) 

21 

Si k = 1 pediremos además que para cada Xi = (Xl, ... , Xi-l, Xi+1, . .. X n ) fijo, la prime-
ra derivada de lafunción'I/Jxi: [O, 1] ~ lR dada por 'l/Jx,(Y) = U(Xl, ... , Xi-l, y , Xi+1,··· xn ) 

sea monótona. 

Demostración: Por el Teorema de Fubini, 

1 

{ ... { ei>'U(Xl, ... ,X¡-l,y,XHl, ... xn)dx l ... dy ... dxnl = 1 { ... ( ei>..pZi(Y)dYdXiI 
l[o,l) l[o,l) l[o,l) l[o,l) 

::; { ···1 ( ei>."'z;(Y)dYI dXi. 
l[o,l) l[o,l) 

Por el Lema de van der Corput, existe Ck independiente de 1/J:f; (yen consecuencia de 
Xi y de u) tal que 

Por lo tanto, 

lir ... ir ei>'U(~l, ... ,xn)dx dx 1 < ~ 
l··· n -1'll/k · 

[0,1) [0,1) A 
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Capítulo 2 

Los subconjuntos de nivel en más 

de una variable. 

En este capítulo trabajaremos para estimar la medida de los subconjuntos de nivel 
determinados por funciones reales u con dominio en el cubo unitario n-dimensional, 
continuas, con todas sus derivadas parciales continuas y que satisfagan D{Ju 2: 1 para 
algún multi-índice {3. 

Nuestro objetivo será encontrar una constante positiva C y un exponente f inde­
pendientes de u tales que, 

I{x: lu(x)1 :s; a}1 :s; Ca{J . 

Para facilitar la notación, definimos Qn = {(Xl, .. . , X n) E IRn : O :s; Xi :s; 1, i = 
1, ... , n} y denotaremos con U{J(Qn) = U{J al conjunto de funciones que tengan las 
características descritas anteriormente. 

El análisis se hará a través del siguiente operador integral: Sea Ea = {x E Qn : 
lu(x)1 :5 a}, con O < a < 1. Entonces para n = n' + n"(1 :s; n' :s; n - 1) se define 
el operador que transforma funciones de L~nl/ en funciones en L~n' de la siguiente 
manera: 

Saf(x') = r XEa(x', x")f(x")dx" 
JQn" 

con X E Qn y X = (x', x"). 

23 
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2.1. El caso bidimensional 

Comencemos con el caso de dos variables. Durante toda esta sección, E", = 
{(x, y) E Q2 : lu(x, y)1 < a}, S",: V([O, 1]) -+ Lq([O, 1]) y S",j(x) = !tO,lJ xEJx,y)j(y)dy. 
Supondremos u E U(j,k) , es decir, para todo (x, y) E Q2 

[p+ku(x , y) > 
8xi[)yk - 1. 

Obtendremos cotas superiores e inferiores de IISaIILP--->Lq para estimar los subcon­
juntos de nivel y para saber qué tan buenas son tales estimaciones. Comenzamos 
acotando inferiormente al operador S",. 

Proposición 2.1.1. Sean p > 1 Y 1 < q < oo. Para cada j,k existe C < 00 tal que 
los siguientes enunciados son válidos. 
a) Si u(x, y) = -(x - y)d,j + k = d ~ 2, entonces IIS",IILP--->Lq ~ Cal/d. 
b) Si u(x, y) = xjyk, entonces IIS",IILP--->Lq ~ Cal/jq. 
e) Si u(x, y) = xjyk , entonces IIS",IILP--->Lq ~ Ca l

/
kp', donde p' es el exponente conju­

gado de p. 

Demostración: 

a) Si j == 1, 

S",j(x) = [ XE.,(X, y)dy = [ . dy = I{y E [0,1] : Ix - yl < al/d}l. 
1[0,lJ 1{IIE[0,lJ:lx-III<",,/d} 

Entonces, para x E [O, a l / d], 

Mientras que para x E [al / d ,1 - a l / d], 

S",j(x) = I{y E [0,1] : x - a l/d < y < x + al/d}1 = 2al/d. 

Por último, para x E [1 - a l / d , lJ 

S",j(x) = I{y E [0,1] : x - a l/d < y < 1}1 ~ al/d. 
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b) Si x j < a entonces para toda y E [0, 1) , xjyk < a, es decir, {y: xjyk < a} = [0,1). 
Por lo tanto, Saf(x) = Jol 

f(y)dy. 
Entonces, si f == 1 

c) Si yk < a entonces para toda x E [0,1], xjyk < a, es decir, {x E [0,1) : xjyk < 
a} = [0,1). Por lo tanto, S;g(y) = J~ g(x)dx 

Entonces, si 9 == 1 

al/k I l I
PI 

al/k I l Ir! al/k IIS~gll~: :::: lo lo g(x)dx dx = lo lo dx dx = lo dx = al/k. 

Por lo tanto, si denotamos con q al exponente conjugado de q, IISaIILp ..... L. 
11 S; 11 Lr+L", :::: a l

/
kpl

• 

o 

Juntando los tres casos de la proposición anterior podemos demostrar, de ma­
nera inmediata, el siguiente resultado gue involucra a cualquier u E U(j,k) , es decir, 
probaremos un resultado para Sa en general. 

Corolario 2.1.2. Con las hipótesis de la proposición anterior, 

Observemos que cuando p = q = dfj, l/(jq) = l/(kp') = l/d. Utilizaremos este 
hecho más adelante. 

A continuación analizaremos para qué índices p, q, j y k la norma del operador 
Sa: lJ' -+ Lq determinado por funciones u E Uj,k está acotada superiormente por 
constantes que sólo dependan de a y alguno de lo índices arriba mencionados. 
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Proposición 2.1.3. Si j = O, k = d Y u E U(O,k) , entonces II SallLP-->L9 :::; Ca1/dp', 
donde l/p + l/p' = 1 con p > 1. Si j = d, k = O Y u E U(j,O) entonces IISallLP-->L9 :::; 
Ca1/dq. 

Demostración: Por la desigualdad de Holder, 

ISaf(x)l:::; [ IXE.,(X, y)f(y)ldy :::; [ IXEa(x, y)IP'dy Ilfll p = 
( )

lW 

J~~ J~~ 
= I{y E [0,1) : lu(x, y)1 < aW/p'lIfll p· 

El Corolario 1.0.6 nos asegura la existencia de una Ck independiente de la variable x. 
Por lo tanto, 

( [ ISof(x WdX) l/q :::; (Ca1/k ?/p'lIfllp = Ca1/kp'lIfllp • 

J[O,ll 

Un procedimiento análogo con S~ en lugar de So nos conducirá a la conclusión de 
la segunda afirmación. 

o 

Trabajaremos ahora con funciones u E U(l,l) ' Necesitaremos el siguiente lema para 
acotar superiormente la norma del operador So: L2 -+ U. 

Lema 2.1.4. Sea u E U(l,l)' Si E = {(x,y) E Q2 : lu(x,y)1 :::; a} y E(y) = {x E 
[0,1) : (x, y) E E}, entonces existe C independiente de u tal que 

C4a 
IE(Y1) n E(Y2) I :::; I l' 

Y1 - Y2 

Demostración: Sean y¡, Y2 E [0,1). Sea t/J: [0,1)-+ IR, t/J(x) = u(x, Y1) - u(x, Y2). 
Observamos que t/J(x) = f~' ~(x, s)ds y que 

./,1 ( ) __ 8u(x, Y1) _ 8u(x, Y2) = 1111 
B2u ( )d = 1111 

B2u ( )d 
o/ x 8 8 8 8 x, s s 8 8 x, s s. x X 112 SX l/2 XS 

Ahora, por hipótesis, 82u/8x8y ~ 1, entonces para toda x E [0,1) 

IY1 - Y21 = J~' ds :::; [' 82;;~~S) ds = IJ~' B2;;~~y) dsl = 1t/J'(x)l· 
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Tenemos por tanto que 1"pI(X)1 ;::: IYl - Y21, Y por el Corolario 1.0.6 existe C indepen­
diente de "p tal que 

I{x E [0,1] : 1"p(x)1 ::; 2a}1 ::; C4a/IYl - Y21· 

Pero E(Yl)nE(Y2) 5; {x E [0,1] : 1"p(x)l::; 2a} pues si x E E(Yl)nE(Y2) entonces 
lu(x, Yi)1 ::; a, i = 1,2, Y por lo tanto, 

Concluimos entonces que 

Teorema 2.1.5. Sea u E U(l,l). Entonces existe una constante C tal que 

IIS"IIL2-+Ll::; Ca1
/
2 log1

/
2(1/a). 

Demostración: 

o 

IIS,,!II~ = J IS,,!(xWdx = J (J XEJX, Yl)!(Yl)dY1) (J XE.,(X, Y2)!(Y2)dY2) dx 

::; J J J XE.,(X,Yl)xE.,(X,Y2)I!(Yl)II!(Y2)ldYldY2dx. 

Por el teorema de Tonelli, esto último ~ igual a 

J J J XE.,(X,Yl)xE.,(X, Y2) 1!(Yl) 1I!(Y2) I dxdYl dY2 

= J J IE(Yl) n E(Y2)1I!(Yl)II!(Y2)ldYldY2 

J il-1I21$4a IE(Yl) n E(Y2) 1I!(Yl) 1I!(Y2) IdYldY2 

+ ir f IE(Yl) n E(Y2)1I!(Yl)II!(Y2)ldYldY2' 
J 11I1 -1/l1~4a 

En el primer sumando podemos utilizar el hecho de que E(Yl) n E(Y2) 5; [0,1] 
para hacer IE(Yl) n E(Y2)1 ::; 1. Mientras que para el segundo usamos'el Lema 2.1.4 
para acotar IE(Yl) n E(Y2)1. Obtenemos entonces que IIS,,!II~ es me1.lor o igual a 

ir f 1!(Yl)II!(Y2)ldy1dY2 + ir f I 4a I 1!(Yl)1I!(Y2)Idy1dY2. (2.1) 
JIII1-1I21$4a JIIII-I/lI~4a Yl - Y2 
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U sando la desigualdad de Holder, el teorema de Tonelli y simetría acotamos el 
primer sumando en (2.1), 

x (// If(Y2WX{(Yl ,Y2):IYI-!I2I$4a}(Yt,Y2)dY2 dY1) 1/2 = 

= ir [lf(Y1WX{(Yl ,!I2):IYl - Y21 $4<>}(YI, Y2)dY2dY1 :S / If(Y1)1 2 ( [ dY2) dY1 
J J{Y2 :IYI - Y21$4a} 

= / If(Y1)1
2

1{Y2 : IY1 - Y21 :S 4a}ldY1 :S Ilfll~8a. 

Para el segundo, usamos Holder nuevamente y un simple cambio de variable, 

< 4a (ir [ . If(Y1)J2 dy dy ) 1/2 (Ir [ If(Y2)J2 dy dy ) 1/2 

- J1~IYI-!I2I~4a IY1 - Y21 1 2 lt~IYl-!I2I ~4a IY1 _ Y21 1 2 

= 4a Ir [ r(Y1)1
2

1 
dY1dY2 = 40: / If(Y1W [ IY1 - Y21-1dY2dY1 

J1~IYI-!I21~4<> Y1 - Y2 J{!I2 :1~IYI-!I21 ~4<>} 

= 40: / If(Y1W L x-1dxdY1 = 40:(10g(1) -10g(4a))lIfll~ = 40:IIfll~10g(1/4a). 

Por lo tanto 

IIS<>fll~ :S 80:1Ifll~ + 40:1Ifll~ 10g(1/4a) :S Ca 10g(1/0:)lIfll~ · 

o 

Con este teorema podemos estimar los subconjuntos de nivel determinados por 
funciones u E U{l,1) 

Corolario 2.1.6. Existe una constante C tal que para toda u E U(1 ,1) 
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Demostración: En el teorema anterior se demostró que para toda f E Lfo,lJ' 

Si tomamos f == 1 : 
118a l112 :S Co?/2 log1/2(1/a). 

Pero I{(x , y) E Q2: lu(x,y)l:S a}1 = 118a 11h:s 118a l112, ya que estamos trabajan­
do en espacios de medida finita. 

o 

Observemos que para calcular la medida de E = {(x,y) E Q2 : lu(x,y)1 :S a} 
solamente utilizamos estimaciones sobre las secciones E(y) = {x E [0,1] : (x, y) E E}. 
En la siguiente proposición veremos que no es posible obtener una estimación para 
IEI del tipo Ca1

/
2 si sólo utilizamos las estimaciones de los conjuntos E(y). 

Proposición 2.1.7. Para cualquier A < 00 existe un parámetro a y un conjunto 
E ~ [0,1] tal que para todo x =1 x' E [0,1], 

a 
IE(x) n E(x') I :S Ix _ x'I 

pero IEI > Aa1
/

2
• 

Demostración: Sea 0< 8 :S 1/2 y K e JR2 un 8-conjunto de Kakeya-Besicovitch 
construido como en [3] . Entonces, IKI = O(log (log( 8-1)) / log( 8-1) tiende a cero 
cuando 8 -+ ° y a cada x E [O, 1] le podemos asociar un subconjunto Tx ~ K tal que 
ITxl rv 8 y para cualquiera x' E [0,1], 

para alguna constante B. 
Ahora, sea ep: [0,1] -+ K una función medible, suprayectiva y tal que para cada 

8 e [0,1], lep(8)1 = IK1181. Definimos 

E = ((x,y) E Q: ep(y) E Tx } 

ya = B82 /IKI. 
Veamos ahora que para cada Xo E [0,1], ep(Exo ) = Txo • Si y E Exo ' entonces 

(xo, y) E E, es decir, ep(y) E Txo • Por otro lado, si (a, b) E Txo la suprayectividad de ep 
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nos asegura la existencia de Yo E [0, 1) tal que cp(Yo) = (a, b) . Por lo que, (xo, Yo) E E , 
Y así, Yo E Exo. Por lo tanto, cp(Exo ) = Txo . En consecuencia, 

entonces, 

IEI = r IExl dx rv IKI-ló rv IKI-l/2a1/ 2 ?: al/2 . 

llo,l) 

Además, 

a 

Ix - xl" 
Por lo tanto, para toda x, x' E [O, lJ , 

a 
IE(x) n E(x')1 ::; Ix _ xii 

y a-l /2IEI rv IKI-l /2 tiende a infinito cuando ó ~ o. 

o 

El siguiente resultado es el caso general del Teorema 2.1.5, es decir, trabajaremos 
para acotar el operador SO! determinado por funciones u E U(j,k) con j, k?: 1. Logra­
remos como corolario estimaciones para la medida de los subconjuntos de nivel para 
una clase más extensa de funciones u. Procederemos como en la prueba del Teorema 
2.1.5. Necesitamos primero una generalización del Lema 2.1.4. 

Lema 2.1.8. Para cada j, k ?: 1 existe una amstante Cj,k tal que para toda u E U(j,k) 
y Yo, ... , Yk E [0,1) 

k 

IE(yo) n··· n E(Yk)1 ::; Cj,kal /i L II Iy¡ - Yml-1!i. 
m=O¡:¡~m 

Demostración: Procederemos como en la prueba del Lema 2.1.4. Sean Yo, .. . , Yk E 
[0, 1) . Sea '!f; : [O, 1) ~ lR, dada por 

k 

'!f;(x) = k! L II Iy¡ - Yml-lu(x, Ym). 
m=O¡:¡~m 
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Luego, 
. k . 

:'xj 1jJ(x) = k! L II IYI - Yml- 1 :'xj u(x, Ym). 
m=O/:/yfm 

Por el Lema 1.0.2, 

k! t II IYI - Yml - 1 !j u(x, Ym) = ;k (!j u(x, e)) , 
m=O/:/yfm y 

para algún € E cnx{yo, ... ,Yk}. Ahora, la hipótesis ~;;¡U 21, implica que fx,1jJ 2 1. 
Por lo tanto 1jJ cumple con las condiciones del Teorema 1.0.4, y así, 

I {X E. [O, 1] : 11jJ(x) I ::; ak! t II IYI - Yml-1} I ::; Cj (ak! t II IYI _ Yml-1) lfj 

m=O Uyfm m=O 1:/yfm . 

k 

::; Cj,k0:1fj L II IYI - Yml-1fj . 
m=O/:/yfm 

Po~ otro lado, si x E E(Yo) n ... n E(fk) entonces lu(x, Ym)1 < o: para O ::; m ::; k. 
Es deCIr, x E {z E [0,1]: 11jJ(z) I ::; o:k!Em=olluyfm IYI - Yml-1}. 

Por lo tanto, . 

k 

IE(yo) n ... n E(Yk)1 ::; Cj,k0:1fj L II IYI - Yml-1fj . 
m=O/:/yfm 

o 

Estamos listos para demostrar la generalización del Teorema 2.1.5. 

Teorema 2.1.9. Sean 1 ::; j ::; k , p = ;/1!i)12k , q = k + 1 Y O < a < 1. Entonces 
existe Cj,k tal que paro toda u E U(j,k), 
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Demostración: 

J IS"f(xW+ldx = J IJ XEJX, y)f(Y)dyr+1 dx 

::; J J XE,,(X,Yl)lf(YdldYl'" J XE,,(X,Yk+dlf(Yk+l)ldYk+l dx 

k+l 

= J ... J rr XE,,(X, Ym)lf(Yl)I·· ·lf(Yk+l)ldYl··· dYk+ldx . 
m=l 

Por el Teorema de Tonelli podemos integrar primero con respecto a x, y obtener que, 

J IS"f(xW+ldx 

::; J ... J IE(Yl) n ... n E(Yk+l)llf(Yl)I·· 'I!(Yk+l)ldYl ... dYk+l. (2.2) 

Supongamos que j > 1. Con el Lema 2.1.8 acotamos IE(Yl) n ... n E(Yk+l) I y 
entonces, (2.2) está dominado por 

k+l 

Cj,ka1fj J ... J L rr IYf - Yml-1fjlf(Yl)I·· ·lf(Yk+l)ldYl··· dYk+l (2.3) 
m=ll:l#m 

= Cj,ka1fj (J IYl - Y21-
1fj 

.. ·IYl - Yk+lI-1/jlf(Yl)I·· ·lf(Yk+l)ldYl ... dYk+l 

+ J IY2 - Yll-1/
j

IY2 - Y31-
1fj 

.. ·IY2 - Yk+lI-1fjlf(Yl)I·· ·lf(Yk+l)ldYl··· dYk+l+ 

+ J IYk+l - Yll-
1fj 

.. · IYk+l - Ykl-1fjlf(Yl)I·· ·lf(Yk+l)ldYl··· dYk+1) . 

Por simetría, para toda m #- 1, 

J IYm - Yll-1/jIYm - Y21-1/
j 

.. ·IYm - Yk+lI-1fjlf(Yl)I" ·lf(Yk+l)ldYl··· dYk+l 

= J IYl - Y21-
1Jj

IYl - Y31-
1Jj 

.. ·IYl - Yk+lI-1/jlf(Yl)I·· ·lf(Yk+l)ldYl··· dYk+l' 
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Entonces, podemos escribir (2.3) como 

donde 1 {3 representa integración fraccionaria 1 con (3 = 1 - 1/ j < 1. Pero si p' es el 
exponente conjugado de p tenemos que 

Revisemos ahora el caso j = 1. Sea T: Lpl x ... X Lpk+l --+ Ll tal que 

k+l 

TU¡,···, fk+l) (x) = J ... J II XE~(X, Ym)If¡(Yl)I·· ·lfk+l(Yk+l)ldYl··· dYk+l. 
m=l 

Por el Teorema de Tonelli y el Lema 2.1.8, 

IIT(f¡, . .. ,fk+l)lh 

::; J ... J IE(Yl) n··· n E(Yk+l)IIf¡(y¡)I·· . Ifk+l (Yk+l)IdY2 ... dYk+ldYl 

lver Apéndice A. 
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x IJI (Yl) l· . ·Ifk+l (Yk+l) IdY2 ... dYk+ldYl 

+ J ... r ClJI(Yl)I·· . Ifk+l (Yk+l)IdY2 ... dYk+ldYl · 
J{f/2E[O,lj:a ¿:;'~l ITU;o!m If/rf/ml-l~l} 

Al segundo sumando lo estimamos rápidamente de la siguiente manera, 

Analicemos ahora el primer sumando. 

Por simetría, como en el caso j > 1, Y por el Teorema de Tonelli tenemos que la 
última integral es igual a 

x IJI (Yl)I ·· ·lfk+l(Yk+l)ldY2··· dYk+ldYl 

k+l 
= Ca J ... J II IYi - Yll-1 Ifa(Y3)1 · · ·1fk+l(Yk+l)IIJI(Yl)1 

i=3 

k+l 
:::; Callhlloo J ... J II IYl - Yll - 1 Ifa(Y3)1·· ·lfk+l(Yk+dIIJI(Yl)1 

l=3 
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X (11 

dt) dY3· .. dYk+ldY1 
amd."; IYt-Yll-1 t 

k+1 
= Co:llhlloo J ... J IT IYl- Y11-1Ih(Y4)1·· ·lfk+1(Yk+l)IIf¡(Y1)1 

l=4 

x j log (1'" - y,1 (rr:~; 1:, _ ,,1) -') l., - y,1-'IMy,lldy,d., .. ·dy,+,dy,. 

Si utilizamos el hecho de que para cada s ~ 1, IrO.1] mín{1, (/-L/t)llog8(t/ /-L)I}dt :::; 
C/-Llog8+l(/-L-1), tenemos que lq anterior está dominado por 

k+1 
. Co:llh 1100 11 fa 1100 J ... J IT IYl - Yll-1If5(Y5)1·· ·lfk+1(Yk+l)IIf¡(Y1)1· 

l=5 

x j log' (l" - .,1 (rr~ 1:, _ ,,1 r') 1" - •• I-'It.(y.lldy,dy, ... d .... d" 

k+l 
:::; Co: Ilh 1100 11 fa 1100 IIh 1100 J ... J [! IYt - Y11-1If6(Y6)1·· ·lfk+1(Yk+l)IIf¡(Y1)1· 

x J log3 (IYl - Y51 (nk+lIO: _ 1) -1) IY1 - Y51-
1
If5(Y5)ldY5dY6··· dYk+ldY1· 

l=6 Yt Y1 . 

Si continuamos integrando de esta manera, después de n < k pasos podremos estimar 
lo anterior por 

k+l 
Co:llhlloo·· ·lIfn+llloo J ... fIT IYt - Y11~1Ifn+3(Yn+2)1·· · lfk+1(Yk+1)11f¡(Y1)1 

t=n+3 

1 . 
X IY1 - Yn+2l- I!n+2(Yn+2)ldYn+2··· dYk+ldY1· 

En el paso k - 1 tendremos que IIT(f1' ... ' fk+1)lh está dominado por, 

Co:llhlloo·· . 11 fk 1100 f 1f¡(Y1)1· 
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JI k-l(IYI-Yk+Il) 1 1-11' ( )Id d X og a Yl - Yk+l Jk+l Yk+l Yk+l Yl 

::; Callhlloo·· · llfk+Illoo 10gk(a-1) J Ih(Yl)ldYl. 

Por lo tanto, 

Podemos lograr, de manera análoga, las siguientes k desigualdades, 

IIT(h, h, ... ,fk+l) Ih ::; Ca 10gk(1/a)llh 1I00llhlh Iliallooll!4lloo· . ·llfk+llloo (2.5) 

IIT(h, h, ... ,fk+l) 111 ::; Ca logk(l/ a) Ilh 1I001lhll00llialh 11141100 .. · IIA+I 1100 (2.6) 

Si interpolamos multilinealmente2 (2.4) y (2.5); (2.4) Y (2.6); ... , (2.4) Y (2.7) 
obtenemos k + 1 - 1 = k desigualdades de la siguiente forma, 

IIT(h, h, ... , fk+dlh ::; Ca logk(l/a) 

x IIfdlk+ll1hlloolliall~ Ilf41100·· ·lIfk+ll1oo. (2.9) 

IIT(h,h,···, fk+l)lh ::; Calogk(l/a) 
x IIhllk+ll1hII00IliaII00Ilf411~ Ilf51100· . ·IIA+Illoo. (2.10) 

IIT(h, h, ... , fk+l)lh ::; Ca logk(l/a) 
x IIflllk+ll1hlloolliallooll!4lloo·· ·IIA+III~· (2.11) 

Observemos que como las constantes de cada desigualdad son iguales, al momento 
de interpolar éstas permanecen sin cambio. 

Si interpolamos ahora (2.8) y (2.9), (2.8) Y (2.10), ... , (2.8) Y (2.11) obtenemos 
k + 1 - 2 = k - 1 desigualdades, 

IIT(h, h, ... ,fk+l)lh ::; Ca 10gk(1/a)lIhllk+lllhllk+Illhll !±lII!4lloo· . ·llfk+ll1oo 
k-l 

2Vid. Grafakos, Loukas. Classical & Modern Fourier Analysis. E.U.A., Prentice Hall, 2003 
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IIT(f¡, 12,· ··, fk+l) 111 :s Ca logk(1/a)IIf¡IIk+lllhIl00IltaIl001If41100' . ·lIfk+dIA' _+1 

Si continuamos interpolando de la misma manera, después de n pasos tendremos 
k + 1 - n desigualdades con la siguiente forma, 

IIT(f¡, 12, ... ,fk+I)lh :s Ca logk(l/a) 

x 11f¡ 1Ik+1 .. 'lIfnllk+dlfn+11l k!t~n Ilfn+2l1oo ... IIfk+llloo' . 

IIT(fI, h, ... , fk+l) 111 :s Calogk(l/a) 

x 1If¡ 1Ik+1 ... Ilfnllk+1 IIfn+1 1100 IIfn+2 11 k!t~n IIfn+31100 ... 11 fk+ 1 1100' 

IIT(f¡, h, ... , fk+I)lh :s Ca logk(l/a) 

x 1If¡1Ik+1 .. ' 1Ifnllk+lllfn+llloo' . ·lIfk+l1l k!t~n' 

Entonces, en el paso k - 1 tenemos k + 1 - (k - 1) = 2 desigualdades, 

IIT(f¡, h, . .. , fk+I)lh :s Ca logk(l/a) 

xllf¡IIk+I" 'lIfk-Illk+lllfkllli+1k1L 1) IIfk+llloo. 

IIT(f¡, 12,· .. ,fk+I)lh :s Ca logk(l/a) 

xllf¡IIk+I·· · lIfk-IIlk+llllkIl00Ilfk+lllk+1:"t¡t 1)· 

Finalmente, interpolando (2.12) y (2.13), concluimos que 

IIT(fI, 12,···, fk+I)lh :s Ca logk(l/a)lIfl 1Ik+1 .. ·lIfk+lIIk+I. 

Si tomamos f = f¡ = 12 = ... = fk+l E Lk+l tenemos que, 

IIT(f, f, · ··, f)lh :s Calogk(l/a)lIfll~tL 
es decir, 

(2.12) 

(2.13) 

o 
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Como corolario obtenemos fácilmente estimaciones para la medida de los subcon­
juntos de nivel determinados por u E U(j ,k), j, k ? 1. Como es de esperarse, logramos 
el mismo resultado que en el Corolario 2.1.6 para u E U(l ,l) ' 

Corolario 2.1.10. Sea u E U(j,k) , j, k ? 1. Entonces existe e < 00 tal que 

{ 

al/j(k+l) 

I{ (x, y) E Q2 : lu(x, y)1 ::; a} I ::; e a1/ (k+l) (log(1/ a)) k~l 

Demostración: En el teorema anterior q = k + 1 ? 2, entonces: 

si j > 1 

si j = 1 

o 

Si tomamos p y q como en el teorema anterior, entonces 1/(k+1)j = 1fjq = 1/kp', 
Y de acuerdo con el Corolario 2.1.2, tenemos que nuestras estimaCiones son adecuadas 
para toda j, k. Sobre el factor (log a-1 )k/(k+l) que aparece en el caso j = 1 haremos 
comentarios más adelante. 

2.2. El caso de más de dos variables 

Trabajamos ahora con funciones u: Qn -+ IR con n ? 3 Y veremos qué cotas 
podemos conseguir para la medida de los subconjuntos de nivel determinadas por tales 
funciones. A diferencia del caso n = 2, atacaremos directamente a los subconjuntos 
de nivel. 

En el primer resultado trabajaremos con funciones u que cumplen solamente con 
D(3u? 1, {3 = ({3¡, {32, " . ,(3n) multi-índice, y obtendremos 

I{x E Qn : lu(x)1 ::; a}1 ::; ea' 
con i dependiendo de n y las primeras n - 1 entradas de {3. 

Más adelante, pediremos a u algunas condiciones extras que nos permitirán mejo­
rar la estimación pues i será igual a 1/1{31 . 
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Teorema 2.2.1. Para cada n ;::: 1 Y cada {J multi-índice existe € > ° y C < 00 tal 
que para toda función u integrable que satisfaga D/3u ;::: 1 Y para cualquier a > 0, 

I{x E Qn: lu(x)1 ::; a}1 ::; Ca'. 

Demostración: Procederemos por inducción sobre n. El caso n = 2 fue tratado 
en el Corolario 2.1.10, así que supondremos válido el resultado para n-1 y se realizará 
la prueba para n. 

Sean {J = ({J', k), con {J' E Nn-l y k E N, E = {x E Qn : lu(x)1 ::; a} y 
E(y) = {x' E Qn-l : (x', y) E E}. Veremos primero que para cualesquiera YI> ... ; Yk+l 
en Q existe € > ° tal que, 

k+l 
IE(Yl) n ... n E(Yk+1)IHn _l ::; Ca' L I1 IYI - Yml-<' (2.14) 

m=ll#m 

donde el miembro izquierdo representa la medida de Hausdorffl en dimensión n - 1. 

Sea 1/J: Qn-l -+ lR dada por 

(
k+1 ) 1/J(x') = L k!I1 1m - Yml-1u(x', Ym) . 
m=l I#m 

Entonces, 

Df3' 1/J(x') = (I: k!D~ u(x', Ym) I1 IYI - Ym¡-l) . 
m=l I#m 

(2.15) 

Por el Lema 1.0.2, existe ~ E cnx{YI> ' .. ,Yk+l} tal que 

;k (Df3' u(X',~)) = Df3u(x',~) 2: ( 

Por la hipótesis de inducción 

I{x' E Qn-l : 11/J(x') I ::; 'Y}IHn-l ::; C'Y'. 

Si x' E E(Yl) n ... n E(Yk+1) entonces, 

k+l k+l 
11/J(x') I = L k! I1 IYI - Yml-1Iu(x',Ym)1 ::; Cka L I1 IYI - y,;.I-1. 

m=l 1:I#m m=ll:l#m 

3ver Apéndice B 
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En consecuencia, 

Pero 

Utilizaremos lo anterior para acotar lElo 

IEI = r r XE(X', y)dydx' 
lQn-,lQ' 

[1 (1 ) k+l jl/(k+l) (1 ) (l/(k+l))' 
:S XE(X', y)dy dx' 1dx' 

Qn-' Q' qn-' 

= ( r r XE(X',Yl)dYlO .. r xE(x',Yk+l)dYk+ldx')ll/(k+l), 
lQn-,lQ' lQ' 

donde l/(k + 1) + (l/(k + 1))' = 1. Usando el Teorema de Tonelli para cambiar el 
orden de integración tenemos que la última integral es igual a 

ro. o r r XE(X', Yl) o •• XE(X', Yk+l)dx'dYl'" dYk+l ( ) 

l/(k+l) 

lQ' lQ,lQn-' 

= (r ... r r XE(II,)n oo onE(lIk+l)(X')dX'dYl ... dYk+l)l/(k+l) 
lQ' lQ,lQn-' 

( r r ) (l/k+l) 

= en lQ"" lQ' IE(Yl) n··· n E(Yk+l)IHn_,dYl'" dYk+l . 

Si usamos (2.14) podemos acotar lo anterior con 

(2.16) 

Entonces, por simetría vemos que 
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~ C"".a''''H) [lo, (10,1'" -Y,1-'dY,) ' d", 1 m ~ C"".am (lo, (I.l)'dY,) m 
donde I{3 representa integración fraccionaria4 con (3 = 1 - €. Como (3 < 1, entonces, 
1 {3 converge casi donde sea. Por lo tanto 

o 

Si pedimos hipótesis extras a u podemos generalizar el Teorema 1.0.4, es decir, 
lograremos acotar I{x : lu(x) I :s: a}1 donde u es una función de variable vectorial que 
cumple con D{3u ? 1 con un cota similar a la del Teorema 2.2.1 pero en la que el 
exponente de a sólo depende del multi-índice (3. 

Teorema 2.2.2. Sean a > O Y u E U{3 tal que paro algunos índices N2 > 132, N3 > 
(33, ... , Nn > (3n, fY'iu(x)joxfli no cambia de signo, i = 2, ... , n. Entonces existe 
C < 00 que sólo depende de (3, N2 , .•. , Nn tal que 

I{x E Qn: lu(x)1 :S:a}1 :s: Ca1/ 1{31. 

Demostración: La prueba se hará por inducción sobre la dimensión n. En el 
caso n = 1, el Teorema 1.0.4 nos asegura la existencia de una constante C que sólo 
depende de (J (que en este caso en un número natural) tal que, 

Supongamos válido el caso n-1 y demostremos para n. Sean E = {x E Qn : lu(x) I :s: 
a} Y'Y por determinar. Entonces, 

Por un lado, 

4ver Apéndice A 
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Para cada xn fija tenemos que D/3' (!:in u(x', xn )) = D/3u(x', xn ) 2: 1. Entonces, por 

la hipótesis de inducción y por el Corolario 1.0~6, 

Por otro lado, 

Ahora, por hipótesis, D(o.O •.... Nn)U = !?n u es siempre positiva o negativa, en­

tonces, por el Lema 1.0.9, el intervalo [0,1) se descompone en r intervalos, r E N 
Y sólo depende de Nn , en los que S u es siempre positiva o negativa. Enton-

ces, {Xn E [0,1) : I ::en u(x)l2: ,} se descompone en a lo más r partes en las que 

:;. u( x) :::; , ó ::en u( x) 2: -,. Si J es una de tales partes, por la base de inducción, 
tenemos que 

En consecuencia, 

Por lo tanto 

IEI = C(/3.Nn ) (¡1/1f3' I + lahll/~). 

Tomando, = a l/3'I/I/31 obtenemos el resultado deseado. 

o 
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2.3. Mejorando las estimaciones de los subconjun­

tos de nivel 

En esta sección estimaremos la medida de los subconjuntos de nivel determinados 
por funciones <p tales que éJ2<p E 000(Q2) Y f 1<p1 < oo. A diferencia de los casos 
anteriores, no utilizaremos integrales del tipo f eiA4> para estimar nuestros conjuntos, 
sino quenos valdremos de las propiedades del operador, f eiA.p F(x)G(y)dxdy, F, G E 

L2 ([0, 1]), 7/J E 0 00([0,1)). 

Definición: Diremos que los puntos de una colección de números Ti están t5-separados 
si para todo i i- j, Ir; - Til 2: 15 Y Ir; - Tj+11 < 215. 

Proposición 2.3.1. Sea <p: Q2 -+ R. integrable tal que [)2<p/oxoy E 000(Q2) Y es 
distinta de cero en todo Q2. Entonces existe O < 00 tal que para cualesquiera 15 > 
0, N E N Y cualquier conjunto de números t5-separados {TI, ... , TN}, 

Demostración: Supongamos que para cualesquiera i,j, Ir; - ril = ni,jt5, ni,j E N. 
Es decir, cualesquiera dos puntos de la colección distan entre sí un múltiplo entero de 
15. Hagamos <p(x, y) = 7/J(x, y) + f(x) + g(y) donde 7/J E 0 00 Y [)2<p/oxOy = [)27/J/oxoy 

Hormander [6], asegura que para toda F, G E Lfo,I]' V E 0 00[0,1] y>. E R., 

! [ ei>'V(X,II) F(x )G(y)dXdY! ::; 0(1 + 1>'1)-1/211FIIL2 10,1] IIGIIL210,1]. 
lIO,I]2 

Entonces, 

! 
[ . ei>.4>(X,II)dxdY ! = 

lIO,I]2 

= ! f ei >..p(X,II)ei >'/(x)eiA 9(II)dxdY! ::; 0(1 + 1>.1)-1/2. (2.17) 
lIO,I]' 

Sean Ei = I {(x, y) E Q2 : 1<J¡(x, y) - Til < t5}1 para cada 1 ::; j ::; N, Y h E O~(R.) 
no negativa tal que h(t) = 1 para Itl ::; 1, entonces 

IE;I = f dxdy =1 dxdy = lE; {(X,II)EQ':I4>(X,II)-r;16-1 <1} 
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= r h (<f¡(X, y) - Tj) dxdy::; r h (<f¡(x, y) - Tj 6-1) dxdy. 
l{(x,Y)EQ2:1q,(x,y)-rjló-1<1} 6 lQ2 

Por lo tanto, 

= r th (<f¡(X,y) -Tj) dxdy. 
lQ2 j=l 

Si escribimos a h como la transformada inversa de su transformada de Fourier y 
hacemos 6- 1 = .x, la integral anterior es igual a 

que a su vez, por el Teorema de Fubini, es igual a 

Como h E Cgo(lR), entonces h es una función en el espacio de Schwartz5 , por lo 
que, 

sup(l + IxI)2Ih(x)1 = e < oo. 
xEIR 

Entonces, para toda ~ E ]R, 

Por lo tanto, haciendo u(ü = 2:f=l e-21fí>'rj{ y v(~) = JQ2 e21fi>.{q,(X'Y)dxdy, 

l!d Ejl ::; e 1:(1 + IW-2Iu(üllv(~)I~ 

= c~ l$'{'$k+1 (1 + 1~1)-2Iu(~)llv(~)I~· (2.18) 

5Vid. Folland, Gerald. Real Analysis, Modern Techniques and Their Applications. E.U.A., John 
Wiley & Sons, 1984, p . 227 
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Serán necesarias las siguientes estimaciones para acotar cada sumando de la serie 
anterior. 

Para cada a E lR, 

N N ra+1 

= L L la e27ri{(>.rl->.rj)~. 
j=l 1=1 a 

En N ocasiones sucede que f = j, en cada una de ellas Ja
aH e27ri{(>.rr>.rj)~ = lo 

Cuando f =1- j, usamos el hecho de que Alrt - rjl= niJ, nt,j E N para asegurar que 
{aH e27ri{(>.rl->'rj)riC = O Por lo tanto Ja ~. , 

(2.19) 

También, para todo e 
N 

lu{e)1 ::; L le-iArj{1 ::; N (2.20) 
j=l 

Y, utilizando (2.17), 

entonces, 
(2.21) 

Procedemos ahora a estimar IUf=,l Ejl vía {2.18).Trabajaremos por separado el caso 
k = O que dividiremos en dos partes, cuando lel ::; l/N Y cuando (l/N) ::; lel ::; lo 

Por (2.20) y (2.21), 

r Iv{e)llu{e)I~::; r NCIA€I-1/2~ = CNA-1/2 r 1€I-l/2~ 
ll{19/N ll~19/N ll~19/N 

(2.19) Y (2.21) justifican que, 



46 

( 
o 1) 1/2 ( ) 1/2 ::; r lu(€W~ + r lu(OI2~ 1. CI).€1-1~ 

J -1 Jo (1/N) :S: I~I$1 

Entonces, 

Continuamos ahora con k ;::: 1. Por (2.19), (2.21) Y la desigualdad de Holder, 

Entonces, 

Por lo tanto, 

IQ Ejl ::; ~ CN1
/
2

)..-1/2k-
s/2 + C).-1/2N1/ 2 10g1/ 2(1 + N) 

::; C)..-1/2N1/ 2 10g1/ 2(1 + N). 
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Supongamos ahora que Ti < T m siempre que f < m, y que ITi - Ti+ll < 2Ó, 
1::;i::;N-1.Sean 

A = (TI - Ó,TN + Ó)y B = ((x, y) E Q2: <jJ(x,y) E A}, 

entonces, IAI < 2Nó Y para cada (x,y) E Uf=lEj 

TI - Ó ::; Tj - Ó < <jJ(x, y) < Tj + Ó ::; TN + Ó, 

es decir, Uf=lEj ~. B . 
Sean Ó' = IAI/2N, T~ = (TI - Ó) + Ó', T~ = (TI - Ó) + 3ó', T; = (TI - Ó) + M', ... , 

TN = (TI - ó) + (2N - 1)Ó'. Por construcción IT~ - Tjl = ni,jÓ', i,j E {1, 2, . . . , N} , 
para algún n¡J E {2, 4, 6, 2N - 2}. Entonces los puntos T~, ... TN son como los del caso 
anterior, por lo que, 

Observemos que 
N 

U{(x, y) E Q2 ; 1<jJ(x, y) - T~I ::; Ó'} = B. 
j=l 

Por lo tanto, 

n 

I U Ejl ::; CN1/2(Ó')1/2vlIog(1 + N) ::; CN1/2Ó1/2 Jlog(1 + N). 
j=l 

o 

Podemos estimar ahora a los subconjuntos de nivel determinados por funciones 'I/J 
como las de la Proposición anterior. Observemos que dichas funciones cumplen con 
fP'I/J/8xf}y ~ 1, entonces podemos pensar en comparar el Corolario 2.1.6 con la cota 
que aquí obtengamos. 

Corolario 2.3.2. Sea 'I/J como en la Proposición anterioT. Entonces, 

I{(x, y) E Q2 : I'I/J(x, y)1 ::; ó}1 ::; CÓ1
/

2
. 
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Demostración: Basta con tomar N = 1 Y TI = O en la proposición anterior. 

o 

Pudimos deshacernos del factor Jlog(l/a) del Corolario 2.1.6 pero hay que recor­
dar que las funciones con las que se trabajaron aquí son distintas a las que determinan 
los subconjuntos de nivel en aquel Corolario. 



Capítulo 3 

El lema de van der Corput en más 

de una variable 

Vamos ahora a buscar un equivalente al Lema de van der Corput cuando traba­
jamos en más de una dimensión. Es decir, trataremos de acotar uniformemente 

para la clase más extensa posible de fun.ciones u: Qn --+ JR que satisfagan Df3u(x) ~ 1 
con (3 un multi-Índice. 

A diferencia del caso de una variable no se podrá conseguir una estimación del tipo 
C!>,I-If31 si sólo pedimos que u cumpla con Df3u(x) ~ 1. Para lograr una tal estima­
ción, tendremos que pedir condiciones extras a u, y (3 tampoco podrá ser cualquiera. 
Lograremos obtener estimaciones para distintos tipos de multi-índices (3 y veremos 
con un ejemplo que para funciones que satisfacen uf3 ~ 1 con (3 =(1,1, ... ,1) no 
existe a > O tal que para alguna constante C, J(A) :::; C!AI-O:. 

En toda esta sección nos valdremos del operador 

T>.f(x) = f ei>'u(x) f(y)dy 

para acotar J (A). Comenzamos, una vez más, con el caso de dos variables. 

49 
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3.1. El lema de van der Corput en dos variables 

Nuestros operadores tomarán la siguiente forma: 

I()") = r ei>'U(X,II)dxdy y T>.f(x) = r ei>'U(X,II) f(y)dy. 
J¡O,lj2 J¡O,lj 

Examinemos, antes que nada, cuál es la relación que guardan T>. e I()") . 

Teorema 3.1.1. Sean j, k ~ 1 ya> O. Pam toda u E U(j,k) existe 0, independiente 
de u, tal que 

si y sólo si 

II()..) I = 1 r ei>'U(X,II)dxdy1 :5 °1)..1-0 

J¡O,IJ2 

Demostración: Supongamos que para toda f E Loo, IIT>.fIlLl :5 CI)..I-allflloo. El 
caso particular f == 1 justifica que, 

Supongamos ahora que II()") I :5 °1)..1-0
• Veremos primero que el resultado vale 

para funciones características. Sean ifJ, '1jJ E 0 00 Y u E U(j,k)' entonces 

&J+k -1 -1 &J ({j< -1 (j< ) 
8xi 8yk(U(X,y)+).. ifJ(X)+).. '1jJ(Y))=8xi 8yk U(X,y)+).. 8yk'1jJ(y) 

&J+k 
= 8xi 8yk u(x, y) ~ lo 

Es decir, (u(x, y) + )..-lifJ(x) + )..-I'1jJ(y)) E U(j,k), y por hipótesis 

1/ eiAU(X,II) e"!>(x)ei'¡'(II)dxdy1 = 1/ ei>.(U(X'II)+>.-l~(X)+>._l'¡'(II))dXdYI :5 °1)..1-0 (3.1) 

Sean A, B ~ [O, 1] medibles. Sean {ifJn (x)}, { '1jJn (y)} sucesiones de funciones suaves 
tales que: 

() 
{

Osi x E A 
lím ifJn x ~ n ..... oo 'Ir si x E AC 
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lím 'lj;n (y) ---+ • 
{

O siyEB 

n ..... oo . 1f si y E Be 

Entonces, por el Teorema de la convergencia dominada, 

cuando n ---+ oo. Además, por (3.1), 

11 é~U(X,I/)[XA - XAc](X)[XB - XBC](y)dxdyl ~ CIAI-O: (3.3) 

con A y B subconjuntos medibles cualesquiera del intervalo [0,1]. 

Si combinamos casos particulares de la desigualdad anterior, la podremos escribir 
en términos solamente de A y B. 

11 ei'\U(X,I/)XA(X)XB(y)dxdyl 

~ 11 ei'\u(x,l/) [ - XA - XA - XAC + XAC]eX) [ - XB - XB - XBC + XBC](y)dxdyl 

~ 11 eÜU(X,I/) [XAC - XA] (x) [- XB - XB - XBC + XBC] (y)dxdyl 

+ 11 ei'\u(x,l/) [ - XAC - XA]eX)[ - XB - XB - XBC + XBC] (Y)dXdYI 

::::; 1/ ei'\u(x,l/) [XAC - XA]eX) [XBC - xB](y)dXdyl 

+ 1/ ei'\U(X,I/) [XAC - XA]eX)[- XB - XBcj (y)dxdyl 

+ 1/ ei'\U(X,I/) [ - XA - XAc](X)[XBC - XB] (y)dxdyl 

+ 11 ei'\U(X,I/) [ - XA - XAC ]ex) [ - XB - XBC ](Y)dXdYI 

= 11 ei'\U(X,I/) [XA - XAC] (x) [XBC - XB] (y )dxdy 1 



52 

+ If eiÁu(X,II) [XAc -XA](X)dXdyl+lf eiÁu(X,II) [XBc - XB](Y)dXdYI+lf eiÁU(X,II)dXdyl· 

Podemos acotar cada sumando de la última suma con (3.3). El primer sumando es 
el caso general de dicha desigualdad, mientras que los tres sumandos restantes son 
casos particulares. En el segundo sumando tómese A = 0, en el tercero B = 0 y en el 
cuarto A = B = 0. 

Por lo tanto, para cualesquiera A, B ~ [O, 1] medibles, 

(3.4) 

Sean {AdlEN, {Bm}mEN ~ [0,1] sucesiones de conjuntos medibles y supongamos 
que 

00 00 
::; CI,\I-<> L lall L l,Bml· (3.5) 

e m 

Ahora, si /,9 E LOO[O, 1] podemos escribirlas como / = ¿l alXA¡ Y 9 = ¿1,BmXBm , 

con ¿liad::; 11/1100 y ¿m l,Bml ::; 1191100 . Por lo que 

If f eiÁU(X,II)9(Y)/(X)dYdxl ::; CI,\I-<>II/IIooll91100. (3.6) 

Como 1 e 00 son exponentes conjugados, 

IITÁ91h = sup If/(X)TÁ9(X)dxl = sup If/(X) (feiÁU(X,II)9(Y)dY) dxl· 
11/1100=1 11/1100=1 

Por lo tanto, utilizando (3.6), concluimos que IITÁ91h ::; CI,\I-<>II91100, es decir, 
IITÁIILoo-+L' ::; CI,\I-<>· 

Para probar (3.5) basta utilizar una vez más el Teorema de la convergencia domi­
nada y suponer que ¿l lall, ¿m l,Bml < oo. 

o 

Interpolando, podemos generalizar el Teorema anterior. 
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Corolario 3.1.2. Las afirmaciones del teorema anterior son equivalentes a 

con p y p' conjugados y p > 1. 

Demostración: Supongamos que II(A)I ~ CIAI-a. Necesitamos demostrar que 
IIT>.IILl->Loo ~ CIAI-a para poder utilizar el Teorema de interpolación de Riesz­
Thorin 1: Procederemos como en la parte final del Teorema anterior. 

Sean f,g E UrO, 1]. Si escribimos f = í>l:¡XA¡ y 9 = ¿¡!3mXBm , con ¿¡Iad ~ 
IIflh y ¿m l!3ml ~ Ilglh, podemos utilizar (3.5) para justificar que, 

If f ei>.t«X,V)9(Y)f(X)dYdXI ~ C¡AI-allfIl11IgI11. (3.7) 

Como estamos trabajando en espacios de medida finita y 1 e 00 son exponentes 
conjugados, 

IIT>.glloo = sup Iff(X)T>.9(X)dxl = sup l!f(X) (!ei>.t«X,V)9(Y)dY) dxl · 
11/111=1 · 11/111=1 

Entonces, por (3.7), 
IIT>.lIu->LOO ~ CIAI-a. 

Podemos usar ahora el teorema . de interpolación de Riesz-Thorin para concluir 
que: 

IIT>.IILP->Lpl ~ CIAI-a 
siempre que p y p' sean conjugados y que p > 1. 

Por otro lado, supongamos que IIT>.IILP->LP' ~ CIAI-a con p y p' conjugados y 
p > 1. Entonces, 

con lo que la prueba queda concluida. 

o 

Comenzamos ahora la búsqueda de cotas para II(A)I. Tratando de imitar el lema 
de van der Corput, podríamos intentar estimar I(A) pidiendo que u sólo cumpla con 
¡Y+ku/8xj 8yk 2': 1 para j + k = d 2': 2 Y pedir hipótesis extras cuando d = 1. Con el 
siguiente ejemplo veremos que esto no es posible. Construiremos una función u E U(1,1) 
para la cual será imposible encontrar un a > O tal que II(A)I ~ C¡AI-a. 

lVid. Folland, Gerald. Real Analysis, Modern Techniques and Their Applications. E.U.A., John 
Wiley & Sons, 1984, p. 192-201 
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Lema 3.1.3. Para cada M » 1 y cada 13 existe una función suave g: [0,1] -+ IR 
tal que g' ~ M Y dist(g(y) , Z) < 13 excepto en un conjunto de medida 0(13) que es la 
unión de a lo más e M /13 intervalos de longitud 132 / M . 

Demostración: Sea g(O) = O. Construiremos 9 lineal a pedazos intercalando 
segmentos con pendiente M / é con segmentos de pendiente M en intervalos de longi­
tud €2/M y €/M respectivamente. Podemos acomodar estos segmentos de tal manera 
que dist(g(y),Z) < € excepto en la unión de los intervalos de longitud €2/M, de los 
cuales necesitamos M/€ para construir g en todo [0,1]. Para hacer de 9 una función 
derivable, podemos convolverla con una aproximación de la identida~. (ver figura 1) 
O 

Figura l. 

2ver Apéndice B 
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Lema 3.1.4. Para cualquier€ > O existe u E U(l,l) tal que dist(u(x , y), Z) < € excepto 
en un conjunto de medida a lo más €. 

Demostración: Comenzamos construyendo inductivamente algunas funciones au­
xiliares en el intervalo [O, lJ. Sean € > O y fo == O. Por el lema anterior existe una 
función, J¡, tal que dist(Jil Z) < € excepto en un conjunto de medida € y fHx) > € 
para toda x E [0,1], es decir, 

ínf f{(y) > sup fo(Y) + €. 
O$y$l O$ y$l 

Utilizando el mismo lema podemos construir fa tal que dist(fa , Z) < € excepto en un 
conjunto de medida € y 

ínf f~(Y) > sup fa(y) + €. 
O$ y$ l O$y$l 

Supongamos construidas fa, f4,"" 1; con características análogas a las funciones re­
cién definidas. Por el lema anterior, existe 1;+1 tal que dist(Jj+1(Y),Z) < € excepto 
en un conjunto de medida €, y que fj+1 ~ sUPO$y$l fj + €, es decir, que 

Ahora, sea f : Q2 -+ R. tal que 

f(x,y) = 

I;(y) 

I;(y) + (x - j€)y 

(Ü+!~H') f((j + 1) _ €2,y)+ 

+ (:t-Ü~!)E+E2) f ((j + 1 )€, y) 

Si j€ < x < (j + 1)€ - €2 entonces 

si x = j€, O$; j $; 1/€ 

si j€ $; x $; (j + 1)€ _ €2 

a~8yf(x, y) = a~8y[I;(y) + (x - j€)yJ = ![f;(y) + (x -j€)J = 1. 

y si (j + 1)€ - €2 < X < (j + 1)€ - €2, entonces 

a~8yf(x,y) = €12 a~8y[«(j + 1)€ - x)(Jj(Y) + (€ - (2)y) + (x - j€ - € - (2)1;+1(y)J = 

= €2~X [€(j + l)f;(y) + x + (€ - (2)(j + 1)€ + f;+1 (y)( -j€ - € + (2)] 



56 

= 12 Uj+1 (y) - I;(Y) - f + f2). 
f 

Además, por construcción, 

Ij(Y) + f ::; Ij+1(Y)' por lo que, f2::; 1;+1 - Ij - f + f2, es decir, 

1::; 12 [/j+1 (y) - I;(Y) - f + f2]. 
f 

Por lo tanto, excepto en las líneas x = jf Y x = jf - f2, [}2 1 /8x8y ~ 1. 

Por otro lado, para jf < X < (j + l)f - f2 tenemos 

Pero x E (jf, (j + l)f - f2) entonces, !x - jf! < f. Por lo tanto, para toda y, !/(x, y)­
J;(y)! < f y, entonces, dist(J(x , y), J;(y)) < f. Luego, 

dist(J(x, y), Z) :::; dist(J(x , y), J;(y)) + dist(J;(y), Z) ::; f + f = 2f. (3.8) 

Pero dist(Jj (y), Z) < f excepto en un conjunto de medida f y estamos trabajando en 
franjas de medida f - f2 < f . Entonces (3.8) es válida excepto en un conjunto con 
medida a lo más f2. Como hay l/f de estas franjas, tenemos un conjunto de medida 
a lo más f en donde (3.8) no vale. 

En las franjas restantes, (j + l)f - f2 < X < (j + l)f, tenemos también un conjunto 
donde (3.8) puede no valer. Pero hay l/f de estas franjas y cada una mide f2. 

Entonces 1 es continua, suave fuera de las líneas x = jf, X = jf - f2, satisface 
821 /8x8y ~ 1 también fuera de estas líneas y dist(J(x , y), Z) < 2f excepto en un con­
junto de medida a lo más 2f. Además, por construcción, para cada y, x 1-+ 81(x, y)/8y 
es continua en x = jf Y en x = jE - E. 

Por lo que 821/ 8x8y ~ 1 en el sentido de las distribuciones3 y si convolvemos 
1 con una aproximación de la identidad no negativa, obtenemos la función deseada 
u E U1,1. 

o 

3Vid. Schwartz, Laurent. Theorie des Distributions. Publications de I'Institut de Mathematique 
de I'Universite de Strasbourg. Francia. 1957 
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Lema 3.1.5. Sea x E lR tal que Ix -2mrl < 1/50 para alguna n E N entonces, 
cos(x) > 1 - cos(1/50). 

Demostración: Por hipótesis 

x E [2mr - 1/50, 2mr + 1/50] = [2mr - 1/50,2mr] U (2mr, 2mr + 1/50] 

Si x está en el primer uniendo entonces cos(x) :2: cos(2mr - 1/50) = cos(1/50) > 
1/2, ya que en dicho intervalo cos(x) es creciente. 

Y, si x está en el segundo uniendo, cos(x) :2: cos(2mr + 1/50) = cos(1/50) > 1/2 
pues en este intervalo cos(x) es decreciente. 

Por lo tanto cos(x) + cos(1/50) :2: 1, es decir, cos(x) :2: 1 - cos(1/50) 

o 

Estamos listos para exhibir el contraejemplo. 

Teorema 3.1.6. No existe o: > O tal que para alguna constante C y toda u E U(l,l) ' 

II(.A)I ~ CI.AI-a. No existe 1 ~ p, q ~ 00 yo:> O para los cuales se tenga IIT>.IILP ..... Lq ~ 
CI.AI-a uniformemente en u E U1,1' 

Demostración: Es suficiente con probar la primera afirmación ya que el Teorema 
3.1.1 asegura que si no tenemos ninguna o: para la cual sea verdadero II(.A)I ~ CI.AI-a, 
entonces no puede ser verdad IIT>.IILP ..... Lq ~ CI.AI-a. 

Sea E > O tal que 1/(50E) = 27rko para alguna ko E N. Sea .A = 1/(50E). Por el 
Lema 3.1.4 existe Uf E U1,1 tal que dist(uf(x,y),Z) < E excepto en un conjunto F de 
medida a lo más €. 

Si (x, y) E Fe y m E Z entonces Iu.(x, y) ~ml ~ E, porlo que, 27rkolu.(x, y)-ml ~ 
27rko€ que a su vez implica que l.Auf(x, y) - 27r(kom)I ~ 27rko€ Y en consecuencia, 
dist(.Au.(x, y), 27rZ) < E.A = 1/50. Entonces, por el lema anterior, 

II(.A)I :2: I Re(I(.A» I :2: li cos[.Auf(x, Y)]dXdYI-IJpc cos[.Au.(x, y)]dXdyl :2: 

:2: [1- COS(1/50)][l-IFIl-lic cos[.Au.(x, y)]dXdyl = [1- cos(1/50)][l-IFIl-1F1 = 
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= l-IFI(2 - cos(I/50)) - cos(I/50) 

pero IFI = f Y si f < 1/10000 entonces 

II(A)I ~ 1 - (1/100000)(2 - cos(I/50)) - cos(I/50) = Co > O. 

Por lo tanto, existe Uf E U1,1 tal que para todo f suficientemente pequeño, y 
entonces, para A suficientemente grande, II(A)I ~ Co. Entonces no existe a > O tal 
que II(A)I ~ CIAI-a, pues CjAI-a -t O cuando A -t oo. 

o 

Comenzamos ahora la búsqueda de cotas superiores para I(A). Trabajaremos con 
los distintos valores que j y k puedan tomar. Por el ejemplo anterior excluimos el caso 
j = k = 1. Comenzamos con el caso en que j ó k son cero. 

Teorema 3.1.7. Sea k E N. 

a) Sea U E U(O,l) tal que para cada x E [0,1] fijo la función y ~ ou(x, y)/oy es 
monótona, entonces 

b) Si k 2: 2, entonces para toda u E U(O,k) 

En ambos casos Ck es independiente de u. 

Omitimos la demostración del Teorema anterior por ser una consecuencia inme­
diata del Corolario 1.0.15. Como es de esperarse existe un teorema análogo para 
funciones u E U(j,O) 

Teorema 3.1.8. Sea j E N. 

a) Sea u E U(l,O) tal que para cada y E [0,1] fijo la función x ~ ou(x, y)/ox es 
monótona, entonces 

C 
II(A)I ~ ¡>:j' 



b) Si j ~ 2, entonces para toda u E U(j,O) 

C 
11(,x)1 ::; l,xlili · 

En ambos casos Cj es independiente de u. 
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Veremos ahora qué puede decirse cuando j, k ~ 1 con j ó k estrictamente mayor 
que uno. El primer paso será analizar 1(,x), a través de T>., cuando u E U(1,k) Ó 

u E U(j,1). 

Teorema 3.1.9. Sean j, k ~ 2 Y ,x E R.. Entonces, para cualquier u E U(1,k) Ó 

u E U(j,1) 

ó 

respectivamente. 

Demostración: Por simetría basta probar el caso en que k ~ 2 y que u cumple 
con 81+ku/8x8yk > 1. 

IIT>.fll~ = 11 111 

e
i
>'U(%,II) f(X)dXr dy 

= 11 11 

ei>.U(%I,II) f(X1)dx1 11 

é>'U(%2,II) f(X2)dx2dy 

= 11 11 (11 

ei >'[U(%1,II)-U(%2,II)]dY) f(X1)f(X2)dx2dx1 

1111-%1 (11 ) = o -%1 o e i >'[U(%l>lI)-U(Z+%I,II)]dy f(X1)f(z + x1)dzdx1 

1111
-%1 111 1 ::; o -%1 o ei>'[U(%I,II)-U(Z+%I,II)]dy If(X1)llf(z + x1)ldzdx¡, (3.9) 

donde z = X2 - Xl. Sean 1/Jz: Q2 --+ R. dada por 1/JAX1' y) = u(x¡, y) - U(X1 + z, y) Y 
J%I'Z = ¡; ei>.,¡,.(%I,II)dy. Vamos a demostrar que 1()k1/Jz(x¡, y)/8ykl ~ Izl, y como k ~ 2, 
utilizaremos el Lema de van der Corput para acotar IJ%I,zl. 
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Si z ~ O Y como u E U(l,k), entonces 

l

xl+z lxl+z 8k+l 

O :::; Z = ds :::; 8 8 k u(s, y)ds 
Xl Xl S Y 

8k Ok 8k 

= 8yk U(Xl + z, y) - 8yk U(Xl ' y) = - 8yk "¡;zCXI, y). 

Por lo que, Izl :::; 18k,,¡;z(XI, y)/8ykl. De manera análoga podemos ver que si z < O, 
entonces Izl :::; IOk,,¡;z(xI, y)/8ykl· 

Por lo tanto, por el Corolario 1.0.15 existe C independiente de z y de Xl tal que 
IJxl, zl :::; C(IAZI)-l /k (para ver que es posible utilizar el Lema de van der Corput hay 
que proceder como en la prueba del Teorema 3.1.7) . Entonces, por (3.9), 

IITAfll~ $ C!>'I-l/k t t-xl 
Izl - l/klf(z + xl)f(x¡)ldzdxl 

Jo J-X l 

o 1 

= CIAI-l/k 11 Izl-1
/
k 1z If(z + xl)f(x¡)ldxldz 

+CIAI-l/k 11 

Izl-l/k l l
-

z 

If(z + xl)f(Xl)ldxldz 

+C!AI-l/k 11 

Izl-l/k (ll
-

Z 

If(z + XIWdXl) 1/2 (11
-

Z 

If(XIWdXl) 1/2 dz 

:::; CIAI-l/kllfll~ 1: Izl-1
/
kdz = CIAI-l/kllfll~. 

Hay que observar que como k > 1 entonces J~l Izl- 1
/
kdz < oo. 

En consecuencia, 

por lo tanto, 

o 

Utilizando este teorema y el Corolario 3.1.2, obtenemos fácilmente nuestras pri­
meras estimaciones para I (A). 
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Corolario 3.1.10. Sean j , k ;::: 2 Y >. E R. Entonces, paro cualquier u E U(l,k) Ó 

u E U(j,l) 

11(>')1 ~ CI>'I-1/(2k) 

Ó 

11(>')1 ~ C¡>.¡-1/(2j ) 

respectivamente. 

El siguiente teorema es una generalización del corolario anterior, vamos · a estimar 
11(>')1 con u E U(j,k) , j ;::: 1 Y k;::: 2. 

Proposición 3.1.11. a) Paro cada j ;::: 1 Y k ;::: 2 existe C < 00 tal que paro toda 
u E U(j,k) y >. E lR, 

b) Paro cada k ;::: 1 Y j ;::: 2 existe C < 00 tal que paro toda u E U{j,k) y >. E R, 

Demostración: Por simetría basta probar el inciso a). 
Por inducción sobre j . El caso j = 1 está dado por el corolario anterior. 
Supongamos válida la afirmación para j - lo 
Como estamos trabajando en espacios de medida finita 

( 

2 ) 1/2 
{ I { eiÁU(:I:,f/)dxl dy ~ r I { eiÁU(:I:,f/)dxl dy , 

i¡O,ll ilo,ll i¡O,ll i¡O,ll 

entonces, 

( { I r eUU(:I:,f/)dxl dy)2 ~ { I { eiÁU(:I:,f/)dXI2 dy, 
i¡o, 11 i¡O,ll i¡o, 11 i¡O,ll 

por lo cual, 
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= r t-X1 (r ei>,[U(X1,Y)-U(Z+X1'Y)]dY) dzdxl 
l[O,l] 1 -Xl l[O,l] 

siempre que z = X2 -Xl. Sean 1/Jz : Q2 --+ lR dada por 1/Jz(x¡, y) = u(x¡, y) -u(z+x¡, y) 
y JxloA>') = J eiA1/J, (x1 'Y)dy. Veremos que 

para aplicar la hipótesis de inducción a I J JXloZ (>. )dXll· 
Si z < O: 

¡

Xl ¡Xl ¡Ji [ak ] a(j- l)+k 
-z = ds :S ~ ~ k u(s, y) ds = '-1 k 1/JAx¡, y) . 

Xl +z Xl +z usJ uy a:z;i ay 

Si z ~ O 

¡

X1+Z ¡X1+Z f)i [()k ] a(j-l)+k 
z = ds ~ ¡jku(s, y) ds = - xt- l k 1/Jz(X¡, y) 

Xl Xl sJ Y a 1 ay 

ya que u E Uj,k ' Entonces, para toda z, se satisface (3.10). 
Ahora, 

r t-X1 (r ei>,1/J.(XloY)dY) dzdxl 
l[O,l] LXI l[o, 1] 

:S rO I t r ei>.1/J.(XloY)dYdxll dz 
Ll Lzl[o,l] 

+ ti t-z r ei>.1/J.(Xl 'Y)dYdxll dz 
lo lo l[O,l] 

Si aplicamos la hipótesis de inducción a ambos sumandos tenemos que, 

= CI>'I- l /(2i -
1 k) t Izl-l /(2i -

1k)dz. 
Ll 

(3.10) 

Lo desarrollado hasta el momento se pudo haber hecho suponiendo que u: [a, b] x 
[e, d] --+ lR, obteniendo estimaciones análogas a las ahora obtenidas en las que las 
constantes también sean independientes de los parámetros a, b, e y d. Por lo que la 
constante C obtenida de la hipótesis de inducción es también independiente de los 
limites de integración de los dos sumandos anteriores. 
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o 

Pidamos ahora hipótesis extras a u para · poder obtener un resultado con j y k 
mayores o iguales a uno. Ya sabemos que sin condiciones extras podemos encontrar 
un contraejemplo para el caso j = k = lo 

Además de permitir el caso j = k = 1 con la proposición que sigue obtendremos 
un mejor exponente para >.. 

Proposición 3.1.12. Sean j, k ~ 1, (J > O Y u E U(j,k) tales que para alguna Ó > O el 
número de componentes conexas del conjunto 

es a la más Ó, con Ó independiente de x y (J. Si k = 1 supondremos además que a2ujay2 
tiene para cada x a lo más Ó cambios de signo. Entonces existe una constante positiva 
Cj,k,ó tal que para toda>. E R 

II( ,.) I Ci,k,ó 
1'\ ::; 1>'11/i+k . 

Demostración: Sean A = {(x, y) E Q2: l~u(x,y)I ·~ {J} y B = {(x, y) E Q2: 

I~u(x, y)1 < {3}, con {3 por determinar. Entonces, 

11(>')1 ::; li e'AU(2:,II)dYdxl + l J leÓÁU(2:,II)ldydx = 1 + Il. 

1 = 1/·1 XA(X, y)eiAU(2:,II)dYdXI ::; I1 { eiAU(2:;)dyl dx. 
J{IIE[O,lJ:I&k /8tI'U(2:,II)1~.8} 

Las hipótesis nos permiten descomponer la integral interior en la suma de a lo más 
Ó integrales, cada una con un intervalo como dominio en el que IOku(x, y)jaykl ~ {3. 
A cada una de estas nuevas integrales le podemos aplicar el Corolario 1.0.15, siémpre 
que k ~ 2, Y acotar 1 con Ck,¿(I>'IJ3)-l/k. Si k = 1, 02ujay2 tiene a lo más Ó cambios 
de signo para x fija, entonces {y E [0, 1] : 18u(x, y)j8y1 ~ {3} se descompone en a lo 
más Ó + 1 intervalos donde auj{)y es monótona. En consecuencia podemos estimar la 
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integral, dividiéndola en una suma donde cada sumando tiene como dominio uno de 
estos intervalos, con C.s/IAI,8 (por el Teorema 1.0.7). 

Por otro lado, 

JI So Ji k dxdy = J I{x E [O,lJ: l:kkU(X,y)1 So ,8}1 dy. 
{XE[O,l] : I~,,(x,Y)I s:.B} Y 

Por el Corolario 1.0.6 existe Cj de la variable y y de la función u tal que 

Por lo tanto, lISo Cj ,8. Juntando las dos estimaciones 

Haciendo ,8 = A -j/i+k obtenemos el resultado deseado. 

o 

Observemos que j + k So k2 j , entonces IAI-1/i+k So IAI - 1/k2j
. Es en este sentido 

que decíamos que con esta proposición obtendríamos un mejor exponente para A. Es 
claro que la desigualdad anterior es válida si y solo si IAI ~ 1. Pero como estamos 
trabajando en espacios de medida finita, 

11(A)1 So { ( lei>.u(z,y)ldxdy So 1. 
J[O,l] J[O,l] 

Entonces si IAI So 1 se cumple trivialmente que 11(A)1 So CIAI-1/i+k para toda u E U(j,k) 

(j ~ 2 Y k ~ 1 ó j ~ 1 Y k ~ 2). 

Corolario 3.1.13. Sea u E Uj,k con j, k ~ 1. Si existe N > k tal que 8Nu/{)yN 
es positiva o negativa ó si existe M > j tal que 8Mu/8xM es positiva o negativa, 
entonces 
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Demostración: Vamos a suponer primero que existe N > k tal que aNU/ayN es 

positiva o negativa. Por el Lema 1.0.9, {Y E [0,1] : I~u(x, Y)I ~ {3} se divide en un 
número finito de intervalos que sólo depende de k. Si además suponemos que k > 1 
entonces, podemos usar la proposición anterior y obtener que 

En el lema 1.0.9 vimos que si aNU/ayN es positiva o negativa entonces a2U/ay2 
tiene un número finito de cambios de signo, lo que nos permite utilizar la Proposición 
3.1.12 cuando k = 1 Y obtener la cota deseada. . 

Para estimar II(A)I cuando se supone que existe M > j tal que aMU/axM es 
positiva o negativa basta observar que en la Proposición 3.1.12 podemos utilizar como 
hipótesis que existe ó > O tal que el número de componentes del conjunto 

{x E [0,1]: I~U(X,Y)I ~ {3} 

es a la más Ó, con ó independiente de y y {3. Si' j = 1 supondremos además que 
a2U/aX2 tiene para cada y a lo más ó cambios de signo, para concluir que 

3.2. 

1 ( )1 
Cj,k,ó 

1 A. ~ IAP/0+k)' 

o 

El lema de van der Corput para más de dos 

variables 

Continuamos con los resultados para más de dos variables. No está de más men­
cionar que ahora T>. es un operador de lJ'(Qn

ll

) en Lq(Qn') con n' + n" = n ~ 3, 
x = (x', x") E Qn' x Qn" y que toma la siguiente forma 

T>.f(x') = [ ei>'u(x',x") f(i")dx", 
JQnll 

mientras que 
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donde u: Qn ---t lR es una función que satisface D{3u ;::: 1 en todo Qn. 

Hay que observar que la prueba del Teorema 3.1.1 puede rehacerse para los ope­
radores T>. e 1 (A) determinados por funciones u de más de dos variables sin que se 
requiera ningún cambio esencial, así que daremos como válido dicho teorema para 
más de dos dimensiones. 

El ejemplo construido en el Teorema 3:1.6 nos impide incluir algún resultado en el 
que {J = (1,1, ... , 1), ya que el objetivo es encontrar estimaciones que sean válidas en 
cualquier dimensión. Veremos que es posible encontrar un f > O Y una constante C tal 
que II(A)I :::; C!AI-< para toda función u E U{3 con alguna entrada de (J mayor o igual 
a dos. Después pediremos condiciones extras a u que servirán para lograr f = If3I. 

Atacaremos directamente I(A) y obtendremos como consecuencia estimaciones 
para T>.. 

Teorema 3.2.1. Para cada n ;::: 2 Y cada {J multi-índice con al menos una entrada 
estrictamente mayor a 1, existen O < f n ,{3 < 1 Y C<,n,{3 tal que para toda u E U{3 y 
AEIR 

II(A)I :::; CIAI-<· 

Demostración: Revisemos primero el caso n = 2. Supongamos {J = ({Jl,{J2). 
Cuando {J2 ;::: 2 Y {JI ;::: 1 Ó {J2 ;::: 1 Y (JI ;::: 2 la Proposición 3.1.11 da el resultado. 
Restan por analizar dos casos, a saber, a) (J = (0,2) Y b) {J = (2, O). Ambos casos 
tienen demostraciones muy parecidas, así que sólo escribiremos la prueba del inciso 
a). 

a) Por hipótesis [J2uj8y2 ;::: 1, entonces por el Corolario 1.0.15, 

II(A)I = Ikl ei>.U(X,II)dYdXI :::; 11 111 

ei>'U(X,II)dy l dx:::; 11 

C/IAI1
/
2dx = C/IAI1

/
2

. 

Supongamos ahora el resultado válido para n-1. Sea {J = ({J', (Jn), {J' E Nn-l, {Jn E 
N y supongamos que la entrada que al menos es dos es algún elemento de {J'. Proce­
deremos por inducción sobre {Jn. 

Supongamos que {Jn = O, entonces si escribimos x = (x',xn),x' E Qn-l,xn E Q\ 
tenemos que 
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Podemos entonces aplicar la hipótesis de inducción sobre la dimensión y el Corolario 
1.0.15 para obtener una constante positiva C independiente da la variable X n tal que 

1 f ei>'u(x',xn)dx'l < CI.\I-< y entonces JQn-l -, , 

11(.\)1 ~ [ I [ ei>'U(x',Xn)dX'1 dXn ::; CI.\I-<· 
JIO,1] Jqo-l 

Supongamos ahora que el resultado es válido para f3n E {O, ... , k - 1}. Hay que 
demostrar que si D(IJI,k)u(x) ~ 1 entonces 11(.\)1 ::; C!.\I-<. 

= [o [ [1 i~lu(xl,xn+s)-U(XI,Xn»)dxndx'ds 
LIJQn-lLs 

+ t [ t-s 
i~lu(xl,zn+S)-U(ZI ,zn)]dxndx' ds, 

Jo JQn-l Jo 
siempre que s = Z - xn Y que A = ...:.i. Sea 'l/Js: Qn -t IR dada por 'l/Js(x',xn) 
u(x',xn + s) - u(x',xn). Veremos que para toda s 

(3.11) 

para utilizar la hipótesis de inducción (sobre f3n) y acotar 1 1Qn-l 1~s eiX'¡'.(ZI,Zn)dxndx'l 

y 1 1Qn-l 101-
8 éX'¡'.(ZI,Zn)dxndx'l· 

Si s ~ O 

l

zn
+

8 
lzn+s l

zn
+

8 
[)P' &-1 (o ) o::; s = 1dt ~ DlJu(x', t)dt = oxlJl8tk- 1 8t u(x', t) dt 

%n %n Zn 
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Si s ~ O 

¡ y ¡y ¡y 8{3' 8k
-

1 (8 ) 
O ~ -s = 1dt ~ D{3u(x', t)dt = 8 (3'8tk- 1 8t u(x', t) dt y+s y+s y+s X 

{Y 8 ( 8{3' 8k- 1 ) 8{3' 8k - 1 

= J
y
+s8t 8X{3'8tk- 1U(x',t) dt= 8X{3'8tk_1[U(X',y)-U(X',y+S)] = 

= -D({3',k-l)'Ij;s(X', y). 

Por lo tanto (3.11) se satisface para toda s. Ahora podemos aplicar la hipótesis 
de inducción sobre f3n y obtener que 

y que 

! 
{ (l-S i>.",.(X'.xn)dXndxl! ~ C(IAsl)-< 

JQn-l Jo 
para luego integrar con respecto a s (podemos integrar con respecto a s pues O < f < 
l)y lograr así estimar 11(..\)1 con 0(1..\1-<)· 

o 

El resultado siguiente es consecuencia del teorema anterior vía el Teorema 3.1.1 
para más de dos variables. 

Teorema 3.2.2. Sean n = n' + n" ~ 2, p > 1 Y q < oo. Sea 13 = (f3¡, ... , f3n'" .. ,f3n) 
tal que f3i i- O paro alguna O ~ i ~ n' y f3j ~ 2 paro alguna n' + 1 ~ j ~ n. Entonces 
existe f > O Y e < 00 tal que paro toda función u E U (3 Y A E R. el operodor 

cumple con 

T>.f(x' ) = ( ei>.u(x',xlI) f(x")dx" 
JQnll 

Por último, pediremos a u condiciones extras para lograr que en la estimación de 
I(A) el exponente para ..\ sea el sugerido por el Lema de van der Corput. 



69 

Teorema 3.2.3. Sea u una función integroble tal que Df3u ~ 1 en Qn y que paro 
algunos índices N2 > {J2, N3 > {J3, .. . ,Nn > {Jn las derivadas parciales D(o.O •.... Nn)u, 
D(o.o •. ..• O.Nn-l.f3n)u, . . . ,D(O.N2·f3a·· ·· ·f3n)u son positivas ó negativas. Entonces existe e tal 
que 

Demostración: Sean f3 = ({J' , (Jn), {J' E Nn-l, {Jn E N Y , una cantidad por 
determinar. Entonces, si escribimos x = (x', xn), x' E Qn-l , xn E [0,1], tenemos que 

Analicemos el segundo sumando, 

Para cada Xn fijo definimos tf;xn : Qn-l -+ IR dada por tf;xJX') = {)f3n /{)x~nu(x/, xn) 
. Entonces Df3' tf;x

n 
= D(f3'·f3n)u = Df3u ~ 1 Y D(O •...• Nn-l)tf;xn, D(O •...• Nn-2·f3n-¡)tf;xn, ... 

D(O.N2.f3a •...• f3n-¡)tf;x
n 

son positivas o negativas, con N2 > {J2, N3 > {Ja, .. . ,Nn- 1 > {Jn-l· 
Por lo tanto, tf;xn satisface las hipótesis del Teorema 2.2.2 que nos permite asegurar 
que 

Trabajando como en la prueba del Corolario 1.0.15 podemos asegurar que la cons­
tante que nos proporciona el Teorema 2.2.2 es independiente de la variable xn . 



70 

Por lo tanto, 

Por otro lado, para cada x' fija, la existencia de Nn > f3n tal que D(O,O, ... ,Nn)u 
no cambia de signo nos permite aplicar el Lema 1.0.9 para dividir {xn E [0,1) : 
I :xen u(x' , xn)1 ~ ,} en un número finito de intervalos que sólo depende de Nn en 

los que ()IJnu(x', xn)/{}x~n es monótona, para después aplicar en cada uno de estos 
intervalos el Lema de van der Corput. Entonces, 

Por lo tanto 
II('x)1 ::; 0(¡11//3'/ + (1,X1,)-1/{j,,), 

tomando, = ,X -//3'/1//3/ obtenemos 

o 



Capítulo 4 

Casos particulares del lema de van 

der Corput y de los Subconjuntos 

de Nivel 

Los resultados que a continuación presentamos son casos particulares de estima­
ciones de la medida de los subconjuntos de nivel y del lema de van der Corput en los 
que u es un polioomio degrado fijo. Conseguiremos resultados para polinomios de 
varias variables sin tener que pedir explícitamente hipótesis extras. 

Comenzamos con estimaciones para los subconjuntos de nivel. 

Teorema 4.0.4. Sean d, n E N Y u: JRn -+ R polinomio de gro do menor o igual a 
d que satisface Dl3u(x) ~ 1 paro algún multi-índice /3 y paro todo x E Qn. Entonces 
existe O < 00 tal que 

I{x E Qn : lu(x)1 ::; a}1 ::; Oa1/1131 . 

Demostraci6n: Supondremos /3 = (/3', (3") E Nn-1 x N y x = (x', x") E Qn-1 X Q. 
Por ser u un polinomio, podemos descomponer [0,11 en un número finito de in­

tervalos que sólo depende de d en los que para cada x' fijo, !; U(X', xn ) es positiva o 

negativa. Con esta observación en mano podemos repetir de manera casi idéntica la 
prueba del Teorema 2.2.2 para obtener la conclusión deseada. 

o 

71 
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Utilizando el teorema anterior, probaremos el Lema de van der Corput para poli­
nomios de cualquier número de variables. 

Teorema 4.0.5. Para cualquier polinomio u: Qn ---t IR de grado menor o igual a d 
que satisfaga D/3u ~ 1 para algún multi-índice (3, existe Cn,/3,d tal que 

Demostración: Si dividimos 11(>')1 como en la prueba del Teorema 3.2.3 entonces, 

+J [ I I dx'dxn , 
J{x'EQn-l : $-u(x"xn) <I} 

donde, es una cantidad por determinar. 

Utilizando el teorema anterior podemos acotar el segundo sumando por C,-l/I/3'I . 

Valiéndonos del hecho de que u es un polinomio podemos descomponer al conjunto 

{Xn E [0, 1): 1::;'u(x',xn)1 ~,} en un número finito de intervalos que sólo depende 

del grado de u en los que 8/3nu(x', x n)/8xl!: es monótona. Usando el Teorema 1.0.14 
podemos estimar el primer sumando por C(I>'I,)-l//3n). 

Tomando, = >.-1.8'1/1.81, concluimos que 

o 

Si no pedimos condiciones para alguna derivada de u también podemos acotar 
1(>') , aunque nuestra cota dependerá de los coeficientes del polinomio. Necesitaremos 
el siguiente lema para el caso n = 1. 

Lema 4.0.6. Sea p(t) = Et=l cjtj . Supongamos que Et=llcjl > e, entonces para 
algunaj , Ipi(t)1 ~ 1/2 en [O,loge(3/2)) . . 



Demostración: 
Sea jo E {-1, 0,1,2, ... ,d - 2} el primer número tal que 

1 
ICd-jo- 11 ~ (d - jo - 1)! 
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(4.1) 

El número jo existe ya que si ICd- j - 1 1 < 1/(d-j-1)! para todo j E {-1, 0,1,2, . . . ,d-
2} entonces, 

d d 1 
2: !cj I < 2: -:r < e 
j=1 j=1 J . 

lo cual es una contradicción. Además, podemos suponer que jo es el primer número 
en satisfacer (4.1) por el Principio del Buen Orden. En consecuencia, 

(4.2) 

para j = d - jo, d - jo + 1, . . . , d. 
Entonces, 

I
d o, I Ip(d-jo-1)(t)1 = '"' . J. o C oti-d+j+1 

o L..,¿ (J - d + Jo + 1)! J 
J=d-Jo-1 

o o di o, I o , . J. i-d+j+1 ~ I(d - Jo - l).Cd-jo-ll- 2: ( o _ d o l)(jt . 
° d O J +Jo+ J= -JO 

Ahora, por (4.1) y (4.2) lo anterior está dominado por, 

d t i - d+ j +1 jo t j ""1 

1- L:; (j _ d + jo + 1)! = 1- 2: (j + 1)! ~ 1 - (e
t 

- 1). 
d-JO J=1 . 

Por último, si despejamos, observamos que 

'o 1 3 . 
1 - (et 

- 1) ~ 2' siempre que 2 ~ et, 

es decir, si t E [0,10&,(3/2)]. 

Por lo tanto, existe j E N tal que para toda t E [0,10&,(3/2)] 

o 
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Teorema 4.0.7. Seap(x) = ¿lal:,,::dCaXa,Ca E R.. Entonces existe Cd,n tal que, 

lin eiP(X)dxl ::; Cd,n ( ¿ Ical) -lid 
Q O<lal:,,::d 

Más aun, si p es un polinomio de variable real entonces, 

Demostración: Comenzamos con el caso en que p: IRn -+ lR. con n 2: 2. Como en 
¿o<lal:"::d Ical no aparece el término constante podemos suponer, sin pérdida de gene­
ralidad, que el término independiente de nuestros polinomios es cero. Denotemos con 
Pd el espacio vectorial de polinomios del tipo p(x) = ¿Ial:,,::d caxa, Ca E IR. Definimos 
para todo p E !Jd, Ilpllpd = ¿O<lal:"::d Ical· 1I·IIPd es una norma para Pd 

Consideremos el funcional (): Pd -+ lR., dado por 

O(p) = máx mín IDap(x)l. 
O<lal:,,::d XEQn 

Analizaremos primero algunas características del operador O que serán necesarias 
para estimar 1(>'). Es inmediato de la definición de O que (}(>.p) = >.(}(p), es decir, O 
es homogénea de grado uno. 

Veamos ahora que () es continua en p == O con respecto a la norma II . IIPd. Sea 
€ > O. Si escogemos q= ¿o<lal:"::d caxa tal que IIqllpd < €/ (d!)n, entonces para cualquier 
f3 multi-Índice tal que O < 1f31 ::; d Y x = (1,1, . . . , 1), 

ID{jq(x) I ::; (d!t ¿ Ical < €. 

O<lal:,,::d 

Es decir, I(}(q) I ::; € siempre que IIqllpd ::; €/(d!)n. Por lo tanto, O es continua en p == O. 

Probaremos ahora que si O(p) = O entonces p = O. Supongamos que O(P) = O 
entonces, 

máx ínf IDap(x)1 = O, por lo que, ínf IDap(x)1 = O 
O<a:,,::dxEQn XEQn 

para toda O < lal ::; d. Entonces, escogiendo a adecuados, podemos ver que los 
coeficientes de los términos de cada grado, empezando con los de grado d, son iguales 
a cero. 
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Con ayuda de estas propiedades demostraremos que existe una constante C > O 
tal que para todo pE Pd, 8(P) 2:: Cllpllpd. Como 8 es homogénea de grado uno bastará 
con probar que 8(P) 2:: C para p que satisfaga IIpllpd = 1. 

Supongamos que no existe una tal C . Sea S1 = {p E Pd: IIpllpd = l}. Entonces 
existe 

{P"}"EN ~ SI tal que lím 8(P,,) = O. 
"-+00 

La compacidad de SI nos asegura la existencia de 
{p"khEN ~ {P"}"EN y de po E S,1 tales que lím P"k = Po· 

k-+oo 

Pero por ser 8 continua en q == O 'y '{i)"khEN subsuceSión tenemos que Po = O, pero 
esto es imposible porque Po E S1 . Por lo tanto, existe C> O tal que 8(P/llpllpd) 2:: C 
para todo p E Pd. 

Entonces, para algún ao multi-índice, laol::; d, 

x~nJ..IDao (lIpf¡pJ (X)I2:: C, 

es decir, 

IDao CIJ¡~J (X)I2:: C 

para toda x E Qn. Podemos ahora utiliiat el Teorema 4.0.5 para asegurar que 

Ik
n 

eiIlPllpd(iPrs,J(~) dtl ::; C'(Cllpllpd)-I/laol . 

Por lo tanto, siempre que IIpllpd > 1, 

Ikn eiP(X)dxl = Ik .. eiIlPllpd(lPfpJ(x) dxl ::; C'(Cllpllpd)-I/d. 

y si IIpllpd ::; 1 entonces, 

IJQ" eiP(X)dxl ::; kn dx ::; 1 ::; IIpll;¡/d. 

Trabajaremos ahora el caso en que p es un polinomio de variable real. Supongamos 
d ' d que p(t) = ¿j=1 CjtJ y que IIpll = ¿j=1 ICjl > 1. Sea 

d 

p(t) = L bjt
j
, 

j=1 
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Puesto que 
d d 

ellpll-l ¿ Ibjl > ellpll-l ¿ icjl = e, 
j=l j=l 

podemos usar el Lema 4.0.6 para asegurar la existencia de j E N, 1 ~ j ~ d, tal que 
ellpll-1Ip(j)(t)1 > 1/2 siempre que t E [O, loge(3/2)). Por el Lema de van de Corput, 

Como supusimos IIpll > 1 Y j ~ d, concluimos que 

Para el caso en que IIpll ~ 1 basta con observar que 

o 

Obtendremos ahora una estimación para el operador T). determinado por un po­
linomio q. 

Corolario 4.0.8. Para cada d, n E N, ). E JR Y para P = 2 Y q = 2 existen e < 00 y 
8> O tales que para cualquier polinomio Q(x,y) = ¿a Caxa' ya" , donde x E Qn', y E 
Qn", y nI + n" = n, 1 ~ nI ~ n - 1, 
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Demostración: Haremos el caso n = 2 para simplificar la notación. Supongamos 
que ¿o::o:f~O,o:"#O Ico:l = 1 Y sea {3 = ({3', (3") =J (O, O) tal que Icpl > o. 

"T,d"~ = 1 11 ei~Q(x,y) f(y)dy I

2 

dx:::; 1 111 eU[Q(X,Y)-Q(X,Z)]dxl'f(y)IIf(Z),dZdY ~ 

:::; (1 1 11 ei~[Q(X,Y)-Q(X'Z)]dxl'f(y),2dZdY) 1/2 • 

. (1 1 11 é~[Q(X'Z)-Q(X'Y)]dxl'f(ZWdYdZ) 1/2 

donde 5. = -.x. Ambos factores de la última integral requieren de análisis análogos, 
por lo que sólo escribiremos cómo estimar el primero. Sea 

p(y, z) = ~: [Q(x, y) - Q(x, z))lx=O = L c~(yo:" - zO:"), 
a:af=pf,a"~O 

entonces, 

Ip(y, z)1 :::; L d!lcallyO:" - za"l :::; L d!lcallyO:" - za"l· (4.3) 
a:af=pf,a"~O lal:5d 

Por otro lado, el Teorema 4.0.7 asegura que 

, -lid 

11 ei~[Q(X,Y)-Q(X'Z)]dxl :::; C!.xl-l / d (L leallya" - za"l) , 
lal:5d 

pero, si usamos (4.3) tenemos que 

Utilizaremos ahora el siguiente resultado que puede ser encontrado en [12). 

Para todo € < 1/8 existe una constante A que sólo depende de € tal que para todo 
polinomio P(x) = ¿lal:5d'YaX O:, 

[ IP(xW'dx:::; A (L l'Yal)-' 
J1xI9 lal<d 
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Para cada y E [0,1], p(y, z) es un polinomio en z de grado a lo más d, entonces 
para cualquier f < l/d, 

Pero, 
[)13" 

ozfi"(P(Y,z)) = L 
0:0:' =f3', O"?:..{3" 

entonces, 

()13" (( )) I - '""' 11 o.II-fi"l - (.111 (.1111 
ozfi" P y, z %=0 - o.:o.'=~"=fi" co.z %=0 -}J.}J .cfi > O. 

En consecuencia, 

L Ic~1 > 0, 
o.:o.'=fi' 

por lo que, para toda y E [0,1], 

(4.5) 

Ahora, supongamos que 

por consiguiente, 
-Xlp(y, z)1 > 1, 

por lo tanto, para todo f < 1/ d, 

Entonces, por la desigualdad anterior, (4.4) y (4.5), 
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= CI,\I-' 1 I/(yW 1 Ip(y, z)I-'dzdy ::s; CAI,\I-'II/II;· 

De manera análoga, 

Si sucediera que l'\I-1/dlp(y, Z)I-1/d > 1, entonces, 

1 111 é\[Q(X,l/)-Q(X,Z)]dxl,/(YWdZdY::S; 1 1 I/(y)1 2dzdy ::s; 11/11;· 

Por lo tanto, 

o 
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Capítulo 5 

Relaciones 

En· este capítulo veremos cómo ciertos resultados de la Teoría de Gráficas po­
drían ayudar a mejorar la estimación de los subconjuntos de nivel determinados por 
funciones u con dominio en JRn, n 2:: 3. 

Por ejemplo, si la siguiente afirmación fuese verdadera, cosa que hasta el momento 
no se sabe, podríamos mejorar la estimación de los subconjuntos de nivel para u E Ul,l ' 

Afirmación 5.0.9. Existe fO > ° con la siguiente propiedad. Para cualquier E ~ 
[0,1]2, IEI =1= 0, existen A, B, C, D E E tal que el rectángulo ABCD tiene las aristas 
paralelas a los ejes y con área al menos folEl 2. 

Supongamos que es posible probar la existencia de tal fO, entonces, el factor 
10gl/2(a-l ) en la estimación del Corolario 2.1.6 puede ser eliminado. Para ver es­
to necesitamos probar que cada rectángulo con vértices en E = {(x, y) E [0,1]2 : 
lu(x, y)1 ~ a} y aristas paralelas a los ejes tiene área a lo más 4a. 

Procederemos como en la prueba del Lema 2.1.4. Sean A = (Xl> Yl), B = (Xl, Y2) , C = 
(X2, Y2), D = (X2, Yl) E E. Supongamos que Xl < X2, Yl < Y2 Y que el rectángulo 
ABC D tiene aristas paralelas a los ejes. En la prueba del Lema 2.1.4 vimos que la 
función 1/J: [0,1]-+ JR dada por 1/J(x) = u(x, Yl)-U(X, Y2) cumple con 11/J'(x)1 > IY1-Y21 
en todo [0,1] Y que 11/J(Xl)l , 11/J(X2)1 ~ 2a. Entonces, 

[Xl>X2] ~ {z E [0, 1] : 11/J(z) I ~ 2a} 

(si hubiera Xo E [Xl> X2] tal que 11/J(xo)1 > 2a tendría que existir iQ tal que 1/J'(iQ) = O), 
Y como sabemos que I{z E [0,1] : 11/J(z) I ~ 2a}l ~ C4a/IYl - Y21 (por el Lema 2.1.4) 
entonces ABCD tiene área a lo más C4a. 
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Por lo tanto, la Afirmación 5.0.9 nos asegura la existencia de un rectángulo R ~ E 
Y de lOO > O tales que €olEI2 ::; IRI (con lOO independiente de E). Pero por el análisis 
anterior, IRI ::; ca, entonces, 

Por otro lado, podemos escribir la Afirmación 5.0.9 en términos de medidas de 
probabilidad de la siguiente manera. 

Afirmación 5.0.10. Sean J.L, II medidas de probabilidad en IR. Existe lOO > O tal que 
para cualquier E ~ JR.2 medible tal que (J.L ® lI)(E) > O, existen A, B, O, D E E tales 
que el rectángulo ABO D tiene las aristas paralelas a los ejes y con área al menos 
€o1E12 . 

Utilizando los métodos que se emplearon en el Capítulo 2 podemos probar la 
afirmación anterior si modificamos un poco las conclusiones. 

Proposición 5.0.11. Existe 100>0 con la siguiente propiedad. Sean J.L, II medidas de 
probabilidad en JR.. Para cada E ~ JR.2 medible que cumpla con que (J.L ® lI)(E) > O, 
existe un rectángulo R ~ JR. con vértices en E y aristas paralelas a los ejes y que 
satisface 

Demostración: Probaremos la contrapositiva, es decir, si cada rectángulo R con 
aristas paralelas a los ejes y vértices en E cumple con (J.L ® lI)(R) ::; a, entonces 
(J.L ® lI)(E) ::; Oa1/2log(1/a)1/2. 

Escribiremos, como en el Capítulo 2, E(y) = {x E [0,1] : u(x, y) E E}. Como p. y 
II son medidas de probabilidad, 

Entonces, 

(p.®lI)2(E)::; L/lXE(X,y)dll(y)/2 dp.(x) 

= 111 XE(X, Yl)xE(X, Y2)dp.(x)dll(Yl)dll(Y2) 



= 1.11 XE(t/1) (X)XE(I/2) (x)d¡.t(x)dll(y¡)dll(Y2) 

= 11 ¡.t(E(YI) n E(Y2))dll(YI)dll(Y2) 
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= 1 i'5,Y1 ¡.t(E(YI) n E(Y2))dll(YI)dll(Y2) + 1 i~t/1 ¡.t(E(y¡) n E(Y2))dll(YI)dll(Y2) ' 

Por ser simétricas las dos integrales anteriores, tenemos que 

(¡.t ® 1I)2(E) ~ 2 r 1 ¡.t(E(YI) n E(Y2))dll(YI)dll(Y2)' (5 .1) 
JR 1/2'5,t/1 

Sean Xl, X2 E E(YI) n E(Y2)' Supongamos que Xl ~ X2, entonces el rectángulo 
formado por (x!, Y2), (X2, Y2), (X2, YI), (x!, YI) cumple con ¡.t([XI, x2))nu([Y2, YI)) ~ a. 

Entonces, por la definición de ínfimo y supremo, el rectángulo R formado por 
(ínf(E(YI)nE(Y2)), Y2), (sUp(E(YI)nE(Y2)), Y2), (sUp(E(YI)nE(Y2)), YI), (ínf(E(YI)n 
E(Y2))' YI) cumple con (¡.t ® II)(R) ~ a. 

Pero al estar E(YI)nE(Y2) contenido en el intervalo [ínf(E(YI)nE(Y2)), sUp(E(YI)n 
E(Y2))] se cumple que 

En consecuencia, por (5.1), 

Al segundo sumando lo estimamos usando únicamente que v(R) = ¡.t(lR) = 1, 

C r r dll(YI)dv(Y2) ~ C r r dV(YI)dv(Y2) ~ C. 
J.J{t/1>1/2:0'5,V([I/2,t/1))'5,a} J.J 

Analicemos el primer sumando. Para cada Y2 definimos Yo = mín{YI > Y2 
1I([Y2,YI)) ~ a}, entonces, 

C r r a dV(YI)dv(Y2) 
JR J{r/1 > I/2:a'5,v([I/2,t/1))'S,l} V([Y2, YI)) 
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Ahora, definimos para cada n E N, fn(Y1) = (V([Y2' Y1)) - 1X[Yo,yo+n¡(Y1). Por ser v 
una medida de probabilidad, para cada término de la sucesión {fn}nEN se cumple1 

que, 

1 j yo+n 1 ¡V{(l/2,yo+n)) 1 ¡V{(l/2 ,yo+n)) 1 
fn(Y1)dY1 = ([ )) dV(Y1) = -dx :S -dx 

R YO v Y2, Y1 v((l/2 ,YOll X a X 

= log (V([Y2, Yo + n))) -log(a). 

Observemos que cuando n tiende a infinito, V([Y2, Yo + n)) ~ l. 

Además para cada Y1 > Y2, 

!t(Y1) :S .. . :S fn(Y¡) :S . .. :S (V([Y2, Y1)))-1X{YIER:'/1~yo}(Y1). 

Entonces, por el Teorema de la Convergencia Monótona, 

[ ([ a ))X{1I1ER:1I1~YO}(Y1)dv(Y1) = a lím [fn(Y1)dY1 lR V Y2, Y1 n-oo lR 
= a Cl!.~ log (V([Y2'YO + n))) -log(a)) = a (log(l) -log(a)) = alog(lja). 

Por lo tanto, 
(¡.t 0 v)(E) :S Ca1

/
2 10g1

/
2(lja) . 

o 

Podemos encontrar conjeturas referentes a polígonos en la Teoría de Gráficas, 
similares a la Afirmación 5.0.9 que también pueden ser utilizadas para mejorar las 
estimaciones obtenidas para los subconjuntos de nivel. Necesitaremos la siguiente 
definición. 

Definición: Una curva de Jordan es una curva plana que es topológicamente 
equivalente al círculo de radio uno. 

Es decir, una curva de Jordan es un curva cerrada sin cruces. 

lVid. Folland, Gerald. Real Analysis, Modern Techniques and Their Applications. E.U.A., John 
Wiley & Sons, 1984, p. 103 
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Afirmación 5.0.12. Existe EO > O tal que para cualquier E S;;; Q2 con medida de 
Lebesgue distinta de cero existen k E {4, 6, 8, ... } y Vi, \12, ... , Vk E E tal que la 
figura R = Vi \12 ... Vk es una curva poligonal de Jordan con todas las aristas paralelas 
a los ejes y tal que 

El siguiente Lema es necesario para relacionar los subconjuntos de nivel con la 
afirmación anterior. 

Lema 5.0.13. Sean u E U(l,l), r S;;; Q una curva poligonal de Jordan tal que todas sus 
aristas son verticales u horizontales y todos sus vértices pertenezcan a E = {(x, y) : 
lu(x, y)1 :::; a} . Denotemos con R a la región encerrada por r. Entonces 

Area(R) :s; w . a, 

donde w es el número de vértices (punto de intersección de un segmento vertical con 
uno horizontal) de r. 

Demostración: Como u E U(l,l) , 

Área(R) = l dxdy:::; l ff2;;~~y) dxdy = ~ l2ff2;;~y) dxdy 

11 (a
2
u(x;y) ff2u(x,y)) d d = - + x y 

2 R axOy axay 

= ~ l [! Cro~y)) + ~ (8u~~y))] dxdy 

= ~ ( [~(8u(x,y)) _ ~ (a(-u(x,y)))] dxdy. 
2JR ax Oy ay ax 

Si hacemos P(x,y) = 8(-';/;,11)), Q(x,y) = 8u~,II), por el Teorema de Green tenemos 
que, 

Área(R) :::; ~ l (! Q(x, y) - ~ P(x, y)) dxdy = ~ l Q(x, y)dy + P(x, y)dx 

= ~ ( 8u(x, y) dy _ 8u(x, y) dx. 
2 Jr ay ax 

(5.2) 

Integremos por separado los segmentos verticales de los horizontales. 
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Sean Vi = (a, b), Vj = (e, b) dos vértices de r y Cij(t) = (a+ (e- a)t, b) el segmento 
horizontal que los une. Entonces, 

1 8u(x, y) dy _ 8u(x, y) dx = ¡t (8U(Cij(t)) dy _ 8U(Cij(t)) dX) dt. 
C;j 8y 8x Jo 8y dt 8x dt 

Si hacemos h(t) = U(Cij(t)) entonces , 

!!..h(t) = 8U(Cij(t)) dy _ 8U(Cij(t)) dx . 
8t 8y dt 8x dt 

Pero, por ser Cij un segmento horizontal, 

Por lo tanto, 

dx 
-= e -a 
dt ' 

dy = O 
dt . 

( (8U(Cij(t)) dy _ 8u(Cij(t)) dX) dt = _ ¡t !!..h(t)dt = _h(t)1
1 

Jo ay dt 8x dt Jo 8t o 

= -U(Cij(t){ = -u(a + (e - a)l, b) + u(a + (e - a)O, b) = u(a, b) - u(e, b) 

= u(v¡) - u(Vj)' 

Si calculamos ahora el segmento vertical que sigue, es decir, el que está compren­
dido entre los vértices Vj y Vk = (e, d) con el mismo método, obtendríamos que 

¡ 8u(x,y) 8u(x,y) 
8 dy- 8 dx=u(e,d)-u(e,b)=u(Vk)-U(Vj). 

Cjk y X 

Por lo tanto, con ayuda de (5.2) , tenemos que 

Área(R) ~ 1/2[2u(Vl)-2u(V2)+2u(V3)+ ."] ~ IU(Vl)I+lu(V2)1+ ... +lu(vw ) =WQ. 

o 

Con este lema en mano y si la Afirmación 5.0.12 fuera verdadera podríamos, una 
vez más, mejorar la estimación del Corolario 2.1.6 quitando el factor logarítmico. 

Supongamos válida la Afirmación 5.0.12. Sea u E U(l,l)' Entonces, existe una 
curva cerrada de Jordan r tal que sus k vértices pertenecen a E = {(x, y) E [0,1]2 : 
Iu( x, y) I ~ Q}, todas sus aristas son paralelas a los ejes y que cumple con 

Área(R) ~ f oklEl 2
, 



donde R es la figura delimitada por r. Pero por el lema anterior, 

Área(R) ::; ka. 

Por lo tanto, 
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Apéndice A 

Sea n E N. Para O < a < n y f E V(lRn
), p > 1, definimos la integración 

fraccionaria de f de grado a como 

(1 f)(x) = 7r
n
/
2
2ar(a/2) ( f(y) d 

a r(~ _ ~) 1ltft Ix - yln-a y, 

donde r: [0,00] -+ lR, Y r(s) = Jooo e-ttS-1dt. En este apéndice veremos que laf 
converge casi donde sea si f E V, P > 1. Además, examinaremos para qué exponentes 
p y q el operador la: V(R") -+ Lq(R"), f ~ laf, está acotado. 

Teorema A.l: Sean O < a < n , 1 < p < q < 00, l/q = l/p-a/n. Si fE V(]Rn) , 
entonces la(f) converge absolutamente casi donde sea y 

Demostración: SeaK(x) = Ixl-n+a • Entonces el operador TK : V(R") -+ Lq(R") 
tal que TK(f) = K * f difiere solamente en un factor constante de la, por lo que, 
para facilitar la notación, probaremos el teorema para T K. Sea l' una cantidad por 
determinar. Definimos, 

() 
{ 

K(x), si Ixl ~ l' 
KI X = 

O, si Ixl > l' 
() { 

K(x) , si Ixl > l' 
Y Koo x = 

O, si Ixl ~ 1'. 

Entonces K = KI + Koo Y así, 

TKf(x) = (K * f)(x) = Kl * f(x) + Koo * f(x) . (3) 

Examinemos ahora IIKllh y IIKoollp" Si sn-l = {x E ]Rn : Ixl = 1}, entonces 

IIKllh = { Ixl-n+adx = Isn-11 r r-n+arn-1dr = C1J.La. (4) 
11%15.1' 10 
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( 
[ ) l/pi (100 ) l/pi IIKoollp' = }¡,xl?1' IxIC-n+a)pl dx = Isn- ll l' rC- n+a)pl+n-ldr 

Por hipótesis q < 00, entonces l/p - a/n > O, por lo que, 

1 1 
- > ­
ap n ' 

que a su vez implica que 

y así, 

ap - np < n - np, 

(a - n)-p- < -n, es decir, (n - a)p' - n > O. 
p-1 

Entonces la última integral existe y es igual a C3¡.ta-n+Cn/pl). Pero, 

n p - 1 (1 -p) n-n 
a-n+ 11 = a-n+n-p- = a-n 1+ -p- =a- p = q' 

Por lo tanto, 
(5) 

Para probar la primera del Teorema tenemos que ver que TKI/I existe casi donde 
sea. La desigualdad de Young nos asegura que IK11 * 1I1 existe casi donde sea, ya que, 
por (4), IK11 E L l y por hipótesis 1I1 E V. Además, como p y pi son exponentes 
conjugados y IKool E Vi, IKool * 111 existe para cualquier x. 

Por lo tanto, la integral definida por TK(f) converge absolutamente casi donde 
sea. 

Veremos ahora que TK es un operador débil (p, q) para todo p, q como en las hipó­
tesis, para después utilizar el Teorema de Interpolación de Marcinkiewicz2 y concluir 
que 

IIIa/llq :5 All/llp· 
Supongamos que II/lIp = 1 Y sea>. > O. Como K * I = Kl * I + Koo * 1, entonces, 

I{x E ]Rn : I(K * J)(x)1 > 2>'}1 :5 I{x E ]Rn : I(Kl * J)(x)1 > >'}I 

+I{x E]Rn : I(Koo * 1)(x)1 > >'}I. 

2Vid. Folland, Gerald. Real Analysis, Modern Techniques and Their Applications. E.U.A., John 
Wiley & Sons, 1984, p . 192-201 



91 

Por un lado, 

I{x E]Rn : I(K1 * J)(x)1 > A}I = [ dx :s; 
J{zERn:I(K¡*/)(zll/>.> I} 

< [ IKl * fl P dx < IIKI * fll~ < IIKIllillfll~ = IIKI IIi . 
- J{zERn:I(Kl*/)(zll/>.>I} Al' - Al' - Al' Al' 

Pero IIKIlh = CIIL'\ entonces, 

I{x E]Rn: I(KI * J)(x)1 > A}I :s; (C1ILa/A)p. 

Luego, 

Pero, por (5), 
IIKooII", = C2IL-n

/
q. 

Si hacemos IL = C:;I A- q/n, entonces, IIKoo * flloo :s; A. Por lo que, 

I{x E ]Rn : I(Koo * f)(x) I > A}I = O. 

Por lo tanto, 

. C'fC-1 

I{x E]Rn : I(K * f)(x)1 > 2A}1 :s; (CIlLa /A)p + O = A;+~' 

La hipótesis 1/q = 1/p-a/n implica: que qn/p = n+aq. Entonces, p+(apq/n) = q. 
Por lo que, 

I{x E Rn : I(K * f)(x)1 > 2A}1 :s; erz:;1 = erC:;1 ("~Ip) q, 

es decir, TK es débil (p, q). 

Box 
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Apéndice B 

Dada una función f E V con características especiales, es posible aproximarse a 
ella, tanto como se necesite, con funciones en V de clase Ok. Esto es, podemos hacer 
que una función k veces diferenciable tenga las propiedades de f. 

Para lograrlo necesitaremos el siguiente resultado sobre cómo es la convolución de 
una función de clase 0 00 con una función integrable. 

Teorema B.l Sean f E L1 Y 9 E Ok tal que érg está acotada para lal ~ k. 
Entonces f * 9 E Ok Y OO(J * g) = f * érg para lal ~ k. 

Demostración: Por hipótesis existe MOl E N tal que 

ér aXO (g(x- y)f(y)) ~ MOIf(y) 

para toda x, y y siempre que lal ~ K. Entonces, como supusimos f E L1 la siguiente 
cadena de igualdades está justificada. 

ér~: g) (x) = OO~; f) (x) = :; (J g(x - y)f(Y)dY) 

= J ::01 (g(x - y)f(y))dy = f * OOg(x) < oo. 

o 

Sea ifJ cualquier función con dominio en IRn y t > o. Definimos, 

En el siguiente teorema aproximaremos una función f cualquiera en V con una 
convolución de f con una función integrable. 

Teorema B.2 Sea ifJ E L1 tal que J ifJ(x)dx = a. Entonces, para toda f E V, 1 ~ 
p ~ 00, f * ifJt -+ af en la norma V cuando t -+ o. 
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Demostración: 

f * ifJt(x) - af(x) = J f(x - y)ifJt(y)dy - J ifJt(y)f(x)dy = J [f(x - y) - f(x)]ifJt(y)dy. 

Si hacemos z = y/t tenemos que , 

f * ifJt(x) - af(x) = J [f(x - tz) - f(x)]ifJ(z)dz = J [(1tzf)(x) - f(x)]ifJ(z)dz, 

donde (Ttzf)(x) = f(x - tz). Entonces, por la desigualdad de Minkowski para inte­
grales, 

IIf * ifJt(x) - af(x)lIp = (J IJ [(1tzf)(x) - f(x)]ifJ(Z)dzI
P 

dX) l/p :-:; 

:-:; J (J I (1tzf) (x) - f(x)IPlifJ(Z)IPdx) l/p dz = J lifJ(z)llIpZ - fllPdz. 

Pero IIftz - fll p :-:; 211fll p Y tiende a cero cuando t -+ O para cada z (las traslaciones 
son funciones continuas en Lp, es decir, Tz : V -+ V es un operador continuo3). 

Podemos usar ahora el Teorema de la convergencia dominada para concluir que 

lím IIf * ifJt - afllp = O. 
t ..... O 

o 

Cuando J ifJ = 1, {ifJt h>o es llamada una aproximación de la identidad y la uti­
lizaremos para aproximar funciones en V por funciones, también en V, que tienen 
propiedades especificas. Por ejemplo, en espacios de medida finita podemos pedir 
que cada ifJt E Ck para usar el Teorema B.l y aproximar f con funciones k veces 
diferenciables. 

3Vid. Folland, Gerald. Real Analysis, Modern Techniques and Their Applications. E.U.A., John 
Wiley & Sons, 1984, p. 229 
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En este apéndice trataremos la medida y la dimensión de Hausdorff, así como 
algunas de sus propiedades. La siguiente definición es necesaria para una adecuada 
introducción a la medida de Hausdorff. 

Definición: Sea 1 :::; k :::; n. Una subvariedad el de dimensión k en ]Rn es un 
conjunto M S; an con la siguiente propiedad: Paro cada x E M existe una vecindad 
U e Rn de x, un conjunto abierto V S; ]RA: Y una función inyectiva, f : V -+ U de 
clase el tal que f(V) = M n U y la diferencial Dzf es inyectiva paro cada x E V. 
Tal función f es llamada una parometrización de M n u. 

El área k-dimensional de una función f: D S; ]RA: -+ ]Rn de clase el está definida 
como la integral del Jacobiano de f sobre D. Entonces, el área de una subvariedad 
el de dimensión k está dada por el cálculo del área de cualquier parametrización. 

En 1918 F. Hausdorff introdujo una ,medida k-dimensional en ]Rn, k ::; n, que da la 
misma área para k-subvariedades, pero que está definida para todos los subconjuntos 
de Rn y que es igual a la medida de Lebesgue en Rn cuando k = n. 

Comenzamos con la construcción de la p-medida de Hausdorff para cualquier p > 
O. Sea U S; Rn, un conjunto no vacío, se define el diámetro de U como diam U = 
sup{lx - yl : x, y E U}. 

Sean A S; ]Rn y Ó > O. Diremos que {e,};eN es un Ó-cubierta de A , si A S; U:l e, 
y diam e, ::; Ó para toda i E N. Entonces, para cualquier p ~ O, 

con la convención de que ínf 0 = oo. Observemos que cuando Ó disminuye, el ínfimo 
es tomado sobre una familia más pequeña de cubiertas de A, por lo que, el valor de 
Hp,ó(A) se incrementa. 
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Definimos 

Teorema C.l Hp es una medida exterior métrica. 

Demostración: Hp,á es una medida exterior por la manera en que fue definida. 
Fácilmente podemos ver que Hp es también una medida exterior. Veamos ahora que 
Hp es una medida métrica, es decir, veremos que para todos A, B ~ ]Rn tales que 
dist(A, B) > O se verifica que, 

Sean A, B ~ ]Rn tales que dist(A, B) > O Y {CiheN una J cubierta de A U B con 
J < dist(A, B). Observemos que la elección de J implica que no existe ninguna i E N 
tal que C; interseca a A y B . Entonces, por definición de Hp,á, 

00 00 00 

;=1 ;=1 i=1 

donde Cf denota a los elementos de {Cn}neN tales que Cj nA "10 y Cff denota a los 
elementos de la misma sucesión cuya intersección con el conjunto B no es el conjunto 
vacío. Como {CiheN fue una J cubierta cualquiera de A n B, entonces 

Esta desigualdad es válida para cualquier J < dist(A, B), por lo que, al hacer 
tender a J a cero, 

Hp(A U B) ::; Hp(A) + Hp(B). 

La otra desigualdad la tenemos por el hecho de que H p es medida. Por lo tanto 
Hp(A n B) = Hp(A) + Hp(B). 

o 

Entonces, la restricción de Hp a los conjuntos de Borel4 es una medida, que seguire­
mos denotando con Hp y la conoceremos como la medida p-dimensional de Hausdorff. 

El siguiente Teorema nos permitirá definir la dimensión de Hausdorff. 

Teorema C.2 Si Hp(A) < 00, entonces Hq = O para toda q > p. Si Hp > O, 
entonces Hq(A) = 00 para toda q < p. 

4Vid. Folland, Gerald. Real Analysis, Modero Techniques and Their Applications. E.U.A., John 
Wiley & Sons, 1984, p. 322 
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Demostración: Sólo probaremos la primera afirmación, ya que la segunda es la 
contrapositiva. 

Si Hp(A) < 00, para cualquier Ó > O existe una Ó cubierta {Bj bEN tal que 
¿(diam Bj)P::; Hp,ó(A) + 1, entonces, 

Ahora, si q > p, 

~)diam Bj)q = ~)diam Bj)P+(q- p) ::; 

::; óq-p~) diam Bj)P ::; Óq- p (Hp(A) + 1), 

entonces, Hq,ó(A) ::; Óq-p(Hp(A) + 1). Si hacemos que Ó -+ O vemos que Hq(A) = O. 

O 

De acuerdo a este último resultado, para cualquier A ~ ]Rn, 

ínf{p ~ O : Hp(A) = O} = sup{p ~ O: Hp(A) = oo}. 

Definimos a este valor como la dimensión de Hausdorff de A. 

En el caso en que p sea un número natural tenemos en siguiente resultado cuya 
prueba puede ser encontrada en [4]. 

Teorema C.3 Existe una constante' "In > O tal que "InHn es la medida de Lebesgue 
en ]Rn. 

Cabe mencionar que "In resulta ser el volumen de la bola de radio 1, es decir, 
"In = 7rn/2/2nr((n/2) + 1). Esto no es importante para nuestros propósitos. 

Concluimos entonces que con la medida de Hausdorff podemos medir un conjunto 
k-dimensional de Rn, k::; n, y esta medida coincidirá (módulo una constante) con la 
medida de Lebesgue correspondiente a Rk . 
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