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INTRODUCCION

Uno de los acontecimientos més significativos en los mercados financieros en afnos
recientes ha sido el nacimiento y crecimiento de los productos derivados. Los pro-
ductos derivados son instrumentos financieros cuyo valor depende completamente
del valor de otro u otros instrumentos financieros. Los productos derivados! se
pueden basar en acciones, bonos, divisas, entre otros instrumentos y bienes de in-
versién?. A todos estos instrumentos financieros y bienes de inversién se les llama
bienes subyacentes. Los derivados pueden ser negociados en mercados estableci-
dos, como el Chicago Board Options Exchange (CBOE) en Estados Unidos, y el
Mercado Mexicano de Derivados (MexDer) en México, o fuera de los mercados
financieros establecidos, es decir, entre instituciones financieras y sus clientes, lo
cual se conoce como el mercado “over-the-counter” (OTC).

El principal propésito de los derivados es que estos sirven para reducir el riesgo
inherente en la fluctuacién de los precios de acciones, tasas de interés, divisas etc.
Sin embargo, estos instrumentos también son utilizados por especuladores que tra-
tan de hacer dinero negociando con ellos.

Algunas de las funciones que tienen los derivados son las siguientes:

= Inversionistas que deseen proteger sus portafolios de instrumentos financieros
contra movimientos negativos en los precios de estos iltimos.

» Sirven de cobertura para empresas o gobiernos que tengan compromisos de
pago en divisas.

= Deudores a tasa flotante que deseen protegerse contra movimientos negativos
en las tasas de interés.

= Especuladores que busquen utilidades por el movimiento en los precios de
los bienes subyacentes.

= Empresas que deseen asegurar utilidades futuras.

! Los productos derivados también se conocen como derivados financieros o simplemente derivados.
2ver apéndice A.

I



INTRODUCCION v

Los principales productos derivados son los siguientes: Futuros, Forwards, Opcio-
nes, Swaps, entre otros.

Un futuro, como su nombre lo indica, es un contrato obligatorio entre dos partes
para comprar o vender un bien subyacente en una fecha futura, a un precio pacta-
do con anterioridad. Existen futuros para casi todos los bienes que se pueda uno
imaginar, incluso existen futuros de maiz, petréleo, y hasta condiciones del clima
en una cierta época del aho.

Por otro lado, los contratos forward se definen exactamente igual que los futuros,
excepto que los primeros se negocian en mercados establecidos mientras que los
segundos se negocian “over-the-counter”. Normalmente los contratos forward se
pueden ajustar mas a las necesidades de las partes que los negocian.

Una opcidén es un contrato que da el derecho, mas no la obligacién, de comprar
o vender un bien subyacente en una fecha determinada, a un precio establecido.
Cuando hablamos de derecho nos referimos a que la parte que tiene el derecho de
comprar o vender el bien puede no ejercer tal derecho en el momento en que vence
la opcién.

Un Swap es un contrato en el que dos contrapartes fijan un monto predeterminado
de dinero. Una de las contrapartes se compromete a pagar un porcentaje a tasa
fija de dicho monto y la otra contraparte se compromete a pagar un porcentaje a
tasa flotante del mismo monto durante un tiempo predeterminado.

HISTORIA DE LOS DERIVADOS

El concepto de derivados no es tan nuevo como se puede pensar. Cierto tipo de ins-
trumentos derivados fueron usados en la Grecia Antigua (afio 330 antes de Cristo).
Los agricultores, para reducir el riesgo de un precio desfavorable de su cosecha en
el futuro, pactaban acuerdos adelantados en los cuales se acordaba un precio para
entregar su cosecha unos meses después. En el afio de 1636, en Amsterdam, los
agricultores y compradores de tulipanes hacian acuerdos adelantados para limitar
el riesgo en el caso en que la cosecha fuera pobre. '

En Estados Unidos, el establecimiento del New York Stock Exchange
(NYSE) en 1790 creé la necesidad por parte de los inversionistas de un merca-
do de derivados formal y organizado. Es importante destacar que para el afio de
1900 las transacciones con derivados ya se hacian “over-the-counter”.

En 1973 se cre6 el. Chicago Board Options Exchange, acontecimiento que im-
pulsé de manera considerable el mercado de derivados.

Los productos derivados, como se habia mencionado antes, se crearon debido a la
necesidad de reducir el riesgo por las fluctuaciones en los precios de mercado, en-
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tre otras razones. No obstante, por el uso indebido de estos instrumentos, muchas
empresas se han declarado en bancarrota por no tener reglas y restricciones para
el uso de los derivados, pues asi como ayudan a reducir el riesgo en muchas tran-
sacciones, también pueden ser muy peligrosos si no se tiene cuidado al negociarlos.
En el afio de 1995, el banco Barings se declaré en bancarrota después de que uno
de sus empleados, Nick Leeson, perdié 1.4 billones de délares por “apostar”que el
indice Nikkei 225 de las principales acciones japonesas no se moveria mas alla de
su rango normal durante un cierto intervalo de tiempo. El supuesto de este sefior
se vino abajo después del terremoto de Kobe el 17 de enero de 1995, dia en el que
Leeson tuvo que reconocer sus pérdidas. Asi como éste, existen muchos casos en
los que los derivados llevaron a la quiebra a distintas empresas.

En el afio de 1997 los profesores Robert C. Merton y Myron S. Scholes recibieron
el premio Nobel de economia después de que en 1973 publicaran el tan famoso
modelo de Black-Merton-Scholes para valuar opciones. Curiosamente, un ano des-
pués de que Merton y Scholes recibieran el premio Nobel, el fondo de inversiones
del cual eran los principales accionistas tuvo que ser rescatado por un costo de 3.5
billones de délares ante el temor de que el colapso de dicho fondo tuviera un efecto
desastroso en las instituciones financieras alrededor del mundo.

En el ano 2001, la compania més grande de energia en Estados Unidos, Enron, fue
la primera empresa estadounidense que se declaré en quiebra después de utilizar
indebidamente derivados sobre energéticos. En el afio 2003, el Departamento de
Defensa de los Estados Unidos propuso crear futuros sobre terrorismo, propuesta
que fracasé poco tiempo después. El Departamento de Defensa pensaba que es-
te mercado de futuros podria servir para predecir y prevenir ataques terroristas
futuros.

CHICAGO BOARD OPTIONS EXCHANGE

El Chicago Board Options Exchange, cominmente llamado CBOE, ha revolucio-
nado el mundo financiero en los iltimos 31 anos. El CBOE fue creado en abril de
1973. Esta nueva organizacién introdujo el universo de las opciones estandariza-
das, es decir, opciones cuyas especificaciones son previamente establecidas antes
de ser negociadas. Cuando el CBOE abrié sus puertas a los inversionistas de todo
el mundo sélo se negociaban opciones de compra sobre 16 acciones. Después de
cuatro anos de operacién, las opciones de venta también fueron incluidas en las
operaciones del CBOE.

En Marzo de 1983 se dio uno de los mayores acontecimientos en la vida del CBOE.
Se comenzé a negociar opciones sobre indices accionarios como el Standard &
Poor’s 100 Index (SPX) o el indice Dow Jones 30, los cuales son utilizados por los
inversionistas como parametro para formar sus portafolios de acciones. El valor de
la opcién depende del nivel de los indices accionarios.
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Para el ano de 1989 se introdujeron las opciones sobre tasas de interés. Este tipo
de opciones permiten a los inversionistas protegerse contra movimientos desfavora-
bles en las tasas o simplemente para especular sobre el movimiento de las mismas.

Existen otros mercados de opciones tanto en Estados Unidos como en el resto
del mundo. Sin embargo, el CBOE es por mucho el rey de las opciones, ya que
es una institucién que constantemente se encuentra inovando para ofrecer cada
vez mejores productos a los inversionistas de todo el mundo que deseen operar
opciones.

MERCADO MEXICANO DE DERIVADOS (MEXDER)

El Mercado Mexicano de Derivados (MexDer) surge en México debido a la apertura
del sistema financiero mexicano a la inversién extranjera, y para responder a la
necesidad del sector empresarial de contar con instrumentos financieros adecuados
para protegerse de fluctuaciones en los precios de mercado de divisas, acciones,
entre otros instrumentos financieros. El MexDer es la bolsa de futuros y opciones,
independiente de la Bolsa Mexicana de Valores (BMV), que provee las instalaciones
y servicios necesarios para cotizar y negociar contratos estandarizados de futuros
y opciones. El MexDer inici6é operaciones el 15 de diciembre de 1998 después del
esfuerzo realizado por integrantes profesionales de la Bolsa Mexicana de Valores
(BMV), la Asociacién Mexicana de Intermediarios Bursétiles (AMIB) y la S.D.
Indeval. El MexDer ha sido un gran adelanto en el dmbito financiero mexicano
va que ofrece nuevas y mejores oportunidades tanto a inversionistas mexicanos
como extranjeros de administrar los riesgos en sus portafolios de instrumentos
negociados en los distintos mercados financieros de México.

SOFTWARE

El objetivo del presente trabajo es profundizar en el extenso tema de los contra-
tos forward y las opciones. Para lograr este propésito viene incluido un software
interactivo programado en Matlab cuyo objetivo es complementar los temas que
se veran en los capitulos siguientes.?

3En el apéndice A se anexa una pequefia explicacién de cémo se utiliza este programa en Matlab.
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FORWARDS

Un contrato forward es un derivado particularmente simple debido a la facili-
dad con que se calcula su valor. Este contrato es usualmente privado entre dos
instituciones financieras o entre una institucién financiera y uno de sus clientes
corporativos y normalmente es negociado fuera de los mercados financieros.

1.1. CONTRATOS FORWARD

Definicién 1.1. (Contrato Forward)

Un contrato forward es un acuerdo obligatorio para comprar o vender un bien a
un precio K en una fecha futura T'.

Los tiempos ¢t y T son los tiempos! de inicio y vencimiento del contrato respec-
tivamente. Al precio K se le denomina precio de entrega y se fija en la fecha ¢.
Es importante sefialar que la variable T — ¢, medida en afios, denota el tiempo de
duracién del contrato.

Una de las partes del contrato forward asume la posicidn corta comprometiéndose
a vender el bien subyacente en el tiempo T, al precio K. Asimismo, la otra parte
asume la posicion larga, comprometiéndose a comprar el bien subyacente en el
tiempo T y al mismo precio.

Ejemplo 1.1.

Supongamos que el precio de una accién de Telmex el dia 3 de enero del 2003 es
de $14 pesos en la Bolsa Mexicana de Valores. Un inversionista A desea comprar
150 acciones de Telmex el 3 de julio del 2003; ademés este inversionista piensa
que la cotizacion de la accién en el mercado va a subir por lo que pacta con otro
inversionista B un contrato forward para que este tltimo le venda las 150 acciones
a un precio de $15 por accién dentro de seis meses. Esto significa que el inversio-
nista A se compromete a comprar las acciones y el inversionista B se compremete

1Se utilizar4 indistintamente fechas o tiempos para las fechas t y T.
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a venderlas a ese precio dentro de los seis meses que quedaron estipulados en el
contrato. De esta forma, segtin la definicién (1.1) se tiene que:

1) Bien subyacente: Acciones de Telmex.

i) Precio de entrega, K = $15 por accién.
#i) Duracién del contrato forward, T — t = 0.5 afos.
iv) Posicién corta: Inversionista B.

v) Posicién larga: Inversionista A.

Normalmente ninguna cantidad de dinero cambia de manos antes del vencimiento
del contrato forward y una vez ocurrido éste se producira el intercambio especifi-
cado en el contrato. Una de las caracteristicas de los contratos forward es que K
se fija de tal modo que el valor del contrato sea cero en el tiempo t para cualquiera
de las dos posiciones (corta o larga), es decir, no cuesta tomar alguna de estas dos
posiciones.

Cabe sefialar que en un contrato forward, el precio de mercado del bien subyacente
al tiempo T, denotado por S, determina completamente las ganancias o pérdidas
que pueden obtener las dos posiciones del contrato. Para entender mejor esto, con-
sideremos el contrato forward del ejemplo (1.1). A continuacién analizaremos las
distintas formas en que el precio de mercado St afecta, tanto a la posicién larga
como a la posicién corta dentro del contrato forward.

POSICION LARGA.

En nuestro ejemplo la posicién larga es asumida por el inversionista A quien se
compromete a comprar las acciones pagando 15 x 150 = $2,250 en la fecha de
vencimiento T : 3 julio 2003. Analizaremos a continuacién tres posibles escenarios
que puede enfrentar el inversionista A:

a) Precio de la accién al tiempo T, St = $17.
Al tiempo T, el inversionista A compra las 150 acciones de Telmex por
15 x 150 = $2,250. Sin embargo, en el mercado la accién se cotiza en $17.
Si el inversionista A vende las acciones en el mercado, recibird por ellas
$17 x 150 = $2, 550. De esta manera el inversionista A obtiene una ganancia
de
$2, 550 — $2,250 = $300

b) Precio de la accién al tiempo T, St = $12
Al tiempo T, el inversionista B compra las 150 acciones de Telmex por
$15 x 150 = $2, 250. No obstante, comprar las acciones en el mercado cuesta
$12 x 150 = $1, 800. De esta forma el inversionista obtiene una pérdida de

$2,250 — $1, 800 = $450
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¢) Precio de la accién al tiempo T, St = $15
Al tiempo T, el precio de entrega coincide con el valor de la accidn, asf la
posicién larga no obtiene ni pérdidas ni ganancias por comprar las acciones
mediante el contrato forward.

En resumen, podemos observar que si el precio de mercado del bien subyacente
es menor que el precio de entrega de éste en la fecha de vencimiento del contrato
forward entonces la posicién larga del contrato obtiene pérdidas, de lo contrario,
si el precio del subyacente es mayor al precio de entrega, obtiene ganancias.

POSICION CORTA.

Como habiamos mencionado antes, la persona que adopta la posicién corta se
compromete a vender el bien subyacente, en este caso las 150 acciones de Telmex,
a $15 por accién. Analizaremos a continuacién tres posibles escenarios que puede
enfrentar el inversionista B:

a) Precio de la accién al tiempo T', St = $13.
Al tiempo T, el inversionista B recibe $15 x 150 = $2, 250 del inversionista A
por la venta de las 150 acciones de Telmex siendo que éstas realmente valen
$13 x 150 = $1, 950, asi, el inversionista B obtiene una ganancia de

$2,250 — $1,950 = $300

b) Precio de la accién al tiempo T, St = $18.
Al tiempo T, el inversionista B recibe $15 x 150 = $2, 250 del inversionista A
por la venta de las 150 acciones de Telmex. Sin embargo, dichas acciones
ahora valen $18 x 150 = $2, 700. De esta manera, el inversionista B obtiene
una pérdida de
$2, 700 — $2,250 = $450.

¢) Precio de la accién al tiempo T, St = $15.
Esto significa que el precio de entrega y el precio de mercado de la accién son
iguales, lo que implica que el inversionista B no obtiene pérdidas ni ganancias
por realizar la transaccién con el inversionista A.

En resumen, podemos observar que si el precio de mercado del bien subyacente
es menor que el precio de entrega de éste en la fecha de vencimiento del contrato
forward entonces la posicién corta del contrato obtiene ganancias, de lo contrario,
si el precio del subyacente es mayor al precio de entrega, obtiene pérdidas.
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P P (Sp)=S,-K

Figura 1.1: Funcién de pago de un contrato forward largo con precio de entrega K

Definicién 1.2. (Funciones de pago)

Dado un contrato forward, definimos

i) P(St)=Sr— K la funcién de pago de una unidad del bien
para la posicién larga.

if) Pe(St) = K — St la funcién de pago de una unidad del bien
para la posicién corta.

donde St es el precio de mercado de una unidad del bien subyacente al tiempo T.
De la definicién (1.2) se tiene lo siguiente:
i) Si St > K entonces P,(St) >0y Pe(Sr) < 0.
1) 8i St < K entonces Pi(St) <0y FP.(St) > 0.
iii) Si St = K entonces P;(St) =0 = P.(S7).

Para el inciso i), tenemos que si St > K, la posicién larga compra el bien al
tiempo T por K unidades monetarias, sin embargo, el bien se cotiza en el mercado
a St unidades monetarias, asi, si la posicién larga vende el bien inmediatamente
en el mercado obtiene una ganancia de Sp — K unidades monetarias. Haciendo
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4P, P (S,)=K-S,

Figura 1.2: Funcién de pago de un contrato forward corto con precio de entrega K

un analisis similar para la posicién corta se tiene que ésta obtiene una pérdida de
K — St por vender el bien a un precio menor del que se cotiza en el mercado. Para
los incisos %) y ii2) el analisis es totalmente andlogo.

1.2. CALCULO DEL PRECIO FORWARD

Antes de comenzar con el andlisis del precio forward es necesario definir la variable
7. Definimos a 7 como una fecha entre las fechas de inicio y vencimiento del
contrato forward. Esta variable denotara la fecha actual (hoy).

Definicién 1.3. (Precio Forward)

Dado un contrato forward, definimos el precio forward al tiempo 7, denotado por
F(1,T), como el precio de entrega que tendria el contrato forward si éste comenzara
al tiempo 7, con la misma fecha de vencimiento T'.

Observacién 1.1.

De la definicién (1.3) se tiene que el precio forward al tiempo T = t coincide con
el precio de entrega K del contrato, es decir, K = F(t,T).

Los resultados que se desarrollaran en este apartado corresponden a contratos
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forward basados en bienes de inversién con una y s6lo una de las siguientes carac-
teristicas: :

i) que no pagan dividendos
it) que pagan dividendos discretos
iii) que pagan un rendimiento continuo
iv) divisas.
Para facilitar los calculos que presentaremos més adelante son necesarios algunos
supuestos, a saber:
i) No existen costos por transacciones.

it) Las ganancias o pérdidas obtenidas de los contratos forward estan sujetas a
la misma tasa de impuestos.

iii) Se puede prestar y pedir prestado dinero a la misma tasa de interés.
1v) Se permiten las ventas en corto® y los bienes son divisibles.
v) No existen oportunidades de arbitraje’.

Siguiendo esta tltima premisa, el precio forward se fija de tal modo que no existan
oportunidades de arbitraje.

1.2.1. CONTRATOS FORWARD BASADOS EN BIENES DE INVERSION
QUE NO PAGAN DIVIDENDOS

En esta seccién analizaremos la relacién entre el precio forward y el precio de
mercado de un bien subyacente que no paga dividendos.

Ejemplo 1.2.

Consideremos una accién de Telmex cuyo precio de mercado actual es de $10 y que
se espera no pague dividendos durante un afo, tiempo de duracién del contrato
forward. Supongamos que la tasa de interés libre de riesgo es 6 % anual capitalizable
de forma continua.

Supongamos ahora que el precio de entrega es de $12 por accién. Un inversionista
puede tomar la siguiente estrategia:

i) Pedir prestados $1,000 a la tasa de interés libre de riesgo del 6 % anual por
un ano.

2er apéndice A.
3vVer apéndice A.
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ii) Comprar 100 acciones de Telmex.

iii) Entrar en un contrato forward para vender las 100 acciones por $1,200 dentro
de un afo.

Al terminar el afio, el inversionista, para liquidar su deuda, esta obligado a pagar
1,000 - €% = $1,061.84. Al vender las 100 acciones al precio pactado en el
contrato forward recibird $1,200, de tal modo que el inversionista obtiene una
ganancia libre de riesgo de

$1,200 — $1,061.84 = $138.16

De esta manera, si el precio de entrega es mayor a $10.6184, el inversionista siempre
obtiene gananacias sin invertir dinero alguno. Asi, para evitar oportunidades de
arbitraje es necesario que el precio de entrega sea menor o igual a $10.6184.

Supongamos ahora que el precio de entrega es de $8. Un inversionista puede optar
por la siguiente estrategia:

i) Vender en corto 100 acciones de Telmex.

1) Invertir los $1,000, obtenidos por la venta en corto de las acciones, a la tasa
de interés libre de riesgo del 6 % por un afio.

#1) Entrar en un contrato forward para comprar 100 acciones por $800 en un
afo.

Al finalizar el afio del contrato, el inversionista obtiene $1,061.84 de la inversion
hecha a la tasa del 6%, sin embargo, para comprar las acciones, él paga $800
pactados en el contrato forward de tal manera que el inversionista obtiene un
beneficio libre de riesgo de

$1,061.84 — 3800 = $261.84

esto sin que invierta un solo centavo de su bolsa. Cualquier precio de entrega por
debajo de $10.6184 permite a los inversionistas hacer dinero vendiendo en corto
las acciones y tomando la posicién larga en un contrato forward. De esta manera
la tinica forma de evitar oportunidades de arbitraje es que el precio de entrega se
fije en $10.6184

Una vez establecida la fecha de vencimiento de un contrato forward basado en un
bien de inversién que no paga dividendos, se tiene que el precio forward al tiempo
T debe cumplir la siguiente igualdad:

F(r,T)=S, €T (1.1)
donde
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S;: Precio de una unidad del bien suyacente en el tiempo 7.
r: Tasa de interés anual libre de riesgo capitalizable de forma continua.
T: Fecha de vencimiento del contrato.

T — 7: Tiempo que resta para el vencimiento del contrato.

Para mostrar que la igualdad (1.1) debe cumplirse en general, veremos que si fuera
falsa entonces existiria oportunidad de arbitraje.

Supongamos que F(7,T) > S, €"T=7) entonces un inversionista podria elegir la
siguiente estrategia:

i) Pedir prestado S; unidades monetarias a la tasa de interés libre de riesgo 7
por un periodo de tiempo T — 7.

iz) Comprar el bien subyacente.

i137) Tomar la posicion corta en el contrato forward.

Al tiempo T, el inversionista vende el bien subyacente al precio establecido en el
contrato, F(7,T), y paga S- .er@-n para liquidar su deuda. Por hipétesis se tiene
que

F{r,T)>8,€¢"

de modo que el inversionista obtiene un beneficio sin riesgo alguno de
F(7,T) - 8,- €T~

Por otro lado, supongamos que F(7,T) < S, - € T~7) entonces un inversionista
podria elegir la siguiente estrategia:

i) Vender en corto el bien a S, unidades monetarias.
1t) Invertir S, a la tasa de.interés libre de riesgo .
i1i) Tomar la posicién larga en el contrato forward.

Al tiempo T, el inversionista compra el bien subyacente por F(7,T) unidades
monetarias, cierra la posicién corta y obtiene S €"T-7) de la inversién realizada
a la tasa r. Como F(7,T) < S, - €"T=") ge tiene que el inversionista obtiene una
ganancia libre de riesgo de

S, - €' T=7) _ p(r,T)

asi, sélo cuando se cumple la ecuacién (1.1) no existen oportunidades de arbitraje.
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1.2.2. CONTRATOS FORWARD BASADOS EN BIENES DE INVERSION
QUE PROVEEN DIVIDENDOS DISCRETOS

Ahora consideraremos contratos forward sobre instrumentos que proveen una can-
tidad conocida de dinero periédicamente.

Ejemplo 1.3.

Supongamos que tenemos un contrato forward largo para comprar un bono, que
provee dividendos mediante cupones pagaderos cada seis meses, cuyo precio de
mercado es de $700. Supondremos que el contrato vence dentro de un afio y que
el bono vence en 10 anos. Asi, el contrato forward es un contrato para comprar,
dentro de un afo, un bono por 9 afios. Los cupones son de $30 y la tasa de interés
libre de riesgo es 12 % anual (capitalizable de forma continua).

Analizaremos dos posibles escenarios para el precio de entrega del contrato forward.

a) Si el precio de entrega es K=$740, entonces un inversionista podria elegir la
siguiente estrategia:
i) Pedir prestados $700 a la tasa de interés libre de riesgo del 12% anual
capitalizable continuamente.
1) Comprar el bono.
it) Tomar la posicién corta en un contrato forward para vender el bono
dentro de un afio por $740.

A los seis meses de la compra, el inversionista recibe $30 del primer cupén los
cuales invierte a seis meses al 12 %. Asimismo, al final del ano recibe $30 del
segundo cupén y vende el bono al precio de entrega pactado en el contrato
forward, es decir, $740. Ademas, el inversionista obtiene

$30 . €12%5 = §31.8551

de la inversién que realizé hace seis meses. Por otro lado, tiene una deuda de
$700-€'2*! = $789.2478. De este modo, la ganancia libre de riesgo obtenida
por el inversionista es de

$30 + $740 + $31.8551 — $789.2478 = $12.6073

b) Si el precio de entrega es K = $710, un inversionista puede optar por la
siguiente estrategia:
i) Vender en corto el bono.
i) Invertir el dinero obtenido a la tasa libre de riesgo.

ii1) Tomar la posicién larga en el contrato forward para comprar el bono
dentro de un afio por $710.
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Como el inversionista vende el bono, éste debe pagar los cupones del mismo.
De los $700 obtenidos de la venta del bono el inversionista invierte

$30 - €~ (12%5) = $28.2529
a seis meses para pagar el primer cupén del bono. Asi sélo invierte
($700 — $28.2529) = 671.7471
a un ano. De la suma obtenida al afio igual a
($700 — $28.2529) - €12%! = $757.3927

$30 son usados para pagar el segundo cupén y $710 se utilizan para comprar
el bono segiin el contrato forward. De este modo, el inversionista obtiene una
ganancia libre de riesgo de

$757.3927 — $30 — $710 = $17.3927

La primera estrategia produce beneficios cuando el precio forward es mayor a
$727.3927, mientras que la segunda produce beneficios si es menor a $727.3927.
Es inmediato que para que no haya oportunidades de arbitraje, el precio forward
debe ser de $727.3927.

Haciendo abstraccién del ejemplo anterior denotaremos por I a la suma de los
valores presentes de los dividendos que provee el bien durante la vida del contrato
forward. Asi, se tiene que el precio forward, al tiempo 7, para este caso cumple

F(r,T)= (S, -I)-€'T-" (1.2)
donde

S,: Precio de una unidad del bien subyacente en el tiempo .
r: Tasa de interés anual libre de riesgo capitalizable de forma continua.
T': Fecha de vencimiento del contrato.

I: Suma de los valores presentes de los dividendos que provee el bien du-
rante la vida del contrato.

T — 7: Tiempo restante para el vencimiento del contrato.
Veremos que la ecuacién (1.2) es correcta.

Supongamos que F(r,T) > (S; — I) - €7~ esto es lo mismo que afirmar que
F(r,T)+1-€ 7" 5 5,.€"™=") Un inversionista puede optar por la siguiente
estrategia:
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i) Pedir prestado S, unidades monetarias.
i1) Comprar el bien.

iii) Tomar la posicién corta en un contrato forward para vender el bien al tiempo
T por F(7,T) unidades monetarias.

Al tiempo T el inversionista vende el bien subyacente por F(7,T') unidades mone-
tarias. Como al tiempo 7 el inversionista compré el bien, entonces recibe el monto
de los dividendos que provee éste, equivalentes a I en el tiempo 7 e iguales a
I-€"T=7) en el tiempo T. En total, el inversionista recibe

F(r,T)+1-€T"

.e(T-7)

sin embargo, éste paga S, para liquidar su deuda. Por hipétesis se tiene

que .
Fr,T)+1.€0-" s g .gr@-7

de modo que el inversionista obtiene un beneficio libre de riesgo de
FrT) R I8 g, grif-n)

Por otra parte, si ahora suponemos que F(7,T) < (5; — I) - e”("""’, es decir,
F(r,T)+I-€"T7 < 5. .€" =) Un inversionista puede optar por la siguiente
estrategia:

i) Vender en corto el bien por S, unidades monetarias.
1) Invertir S, a la tasa de interés libre de riesgo 7.

11i) Tomar la posicién larga en un contrato forward para comprar el bien, al
tiempo T, por F(7,T) unidades monetarias.

Al tiempo T, el inversionista recibe S, - €"T=7) de la inversién que realizé al
tiempo 7. Como el inversionista vendié el bien entonces debe pagar los dividendos
iguales a I al tiempo 7 e iguales a I-€" 7~ al tiempo 7. Ademas el inversionista
paga, F(r,T) unidades monetarias, por la compra del bien pactado en el contrato
forward. Asi, en total, el inversionista paga al tiempo T

F(r,T)+1.-€T-7

y obtiene S,-€"T~™)_ Por hipétesis se tiene que Plr, D)+ Le771) ¢ g_.er(®-1)
de tal forma que el inversionista obtiene una ganancia libre de riesgo de

S, €T (F(r,1)+1.€77)
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De esta forma hemos demostrado que la ecuacién (1.2) se cumple.
En el ejemplo (1.3) se tiene que S, = $700, r = 0.12, T — 7 = 1. Asimismo,
I=30-€'° 130 €1%! = $54.8605 por lo que

F(1,T) = ($700 — $54.8605) - €12%! = $727.3927

que es igual al resultado obtenido con anterioridad.

1.2.3. CONTRATOS FORWARD BASADOS EN BIENES DE INVERSION
CON DIVIDENDOS CONTINUOS

Ahora analizaremos el caso en el que el bien subyacente paga dividendos de manera
continua a una cierta tasa g. En la practica los dividendos no son pagados de forma
continua pero en algunas situaciones el supuesto de la tasa continua de dividendos
es una buena aproximacion a la realidad.

El precio forward al tiempo 7 para este tipo de contratos debe cumplir la siguiente
igualdad:

F(r/T) = 8, .- 9= (1.3)
donde

S,: Precio de una unidad del bien subyacente en el tiempo 7.
r: Tasa de interés anual libre de riesgo capitalizable de forma continua.
¢: Tasa continua de rendimiento del bien subyacente.

T: Fecha de vencimiento del contrato.

T — 7: Tiempo que resta para el vencimiento del contrato.
Veremos que la ecuacién (1.3) es correcta.

Supongamos que F(7,T) > S,-€"~9T=7) entonces un inversionista podria elegir
la siguiente estrategia:

i) Pedir prestado €97~ 4 la tasa de interés libre de riesgo .

ii) Comprar €™ 9T~7) del bien, es decir, debe pagar S, - €97~ por el bien.
111) Invertir los dividendos del bien en el bien.
i) Adquirir la posicién corta en un contrato forward.

Al tiempo T, el inversionista tiene una deuda de S, - €"~9T=7)_ Por otro lado,
obtiene una unidad del bien (€797~ x€%T~") = 1) ya que invirti6 los dividendos
en el mismo bien. Bajo los términos del contrato forward, el inversionista vende
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el bien por F(r,T) al tiempo T. Como F(r,T) > S, - €"~PT=7) entonces el
inversionista obtiene una ganancia libre de riesgo de

F(r,T) - 8, -€r~{T-7)

Supongamos ahora que F(1,T) < S, - e(r=D(T-7) entonces un inversionista puede
optar por la siguiente estrategia:

i) Vender en corto €79T=7) el bien.

i) Invertir S, - €79T=7) obtenidos de la venta en corto, a la tasa de interés
libre de riesgo r.

i1) Tomar la posicién larga en un contrato forward.

Al tiempo T, el inversionista obtiene S, - €2~ ynidades monetarias por la

inversion que hizo al principio. Por otro lado, como vendié en corto el bien debe
regresarlo. Sin embargo, bajo los términos del contrato forward, el inversionista
compra el bien por F(7,T) al tiempo T y cierra la posicién corta. Por hipétesis
F(r,T) < S,-€"9T=7) de modo que el inversionista obtiene una ganancia libre
de riesgo de

Sy - €F=0T=7) _ p(s,T)

Asi pues, la tinica forma en que no existen posibilidades de hacer arbitraje es que
P(r,T) =8, - €97

De este modo la ecuacién (1.3) es correcta.

1.2.4. CONTRATOS FORWARD SOBRE DIVISAS

En esta seccién analizaremos la cotizacion de contratos forward para la compra o
venta de una determinada cantidad de divisas. Para comprender mejor este tipo
de contratos consideremos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.4.

Un inversionista mexicano debe liquidar una deuda en délares estadounidenses en
seis meses. Supongamos que el tipo de cambio actual es de aproximadamente $10
pesos por délar. El inversionista tiene el riesgo de que el peso se deprecie frente
al délar de modo que necesitaria méas pesos para adquirir los délares necesarios
para pagar dicha deuda. Debido a esto, el inversionista decide tomar la posicién
larga en un contrato forward para comprar los délares que requiere para liquidar
la deuda, es decir, en este contrato el bien subyacente es una cierta cantidad de
divisas, en este caso délares. Asi pues, el inversionista ha fijado el tipo de cambio
en seis meses eliminando la incertidumbre que podria existir de no haber entrado
en un contrato forward.
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En general, si se desea comprar divisas del pais § con divisas del pais a mediante
un contrato forward, se denotara:

S.: Precio spot al tiempo 7 cotizado en la divisa del pais o de una unidad de
la moneda del pais 3, en otras palabras, es la cantidad de unidades de
la moneda del pais o necesarias para comprar una unidad de la moneda.
del pais 3.

F(r,T): Precio forward al tiempo 7 cotizado en la divisa del pais a de una
unidad de la moneda del pais 3.
ro: Tasa de interés anual libre de riesgo, capitalizable continuamente, del
pais a.
rg : Tasa de interés anual libre de riesgo, capitalizable continuamente, del
pais .
Para los contratos forward sobre divisas, el precio forward al tiempo 7, F(r,T),
debe cumplir la siguiente relacién

F(r,T) = 8, - ra—ral{T=7) (1.4)

Veremos que si la ecuacién (1.4) no fuera correcta entonces existirfan oportunida-
des de arbitraje. Supongamos primero que F(r,T) > S, - €7« T=7) entonces
un inversionista puede tomar la siguiente estrategia:

i) Pedir prestado S, - €T~ en la moneda del pafs o a la tasa rq.

ii) Comprar € "(T-7)
tasa rg.

unidades de la moneda del pais 3 e invertirlos a la

111) Tomar la posicién corta en un contrato forward cotizado en divisas del pais a
para vender una unidad de la moneda del pais .

Al tiempo T, la inversién hecha en la moneda del pais § genera una unidad de
la moneda de este pais (€T~ x €#(T~7) = 1) que es vendida por F(r,T)

de acuerdo a lo establecido en el contrato. Por otro lado, el inversionista necesita

S, - €re=ra)(T=7) Lara liquidar su deuda, pero por hipétesis se tiene que

PrT) > 8, EF=Tall=7)
asi, el inversionista obtiene una ganancia libre de riesgo de

F(r,T) - S, - @(ra—rs)(T—)
con lo que hace arbitraje.

Supongamos ahora que F(7,T) < 8, - €7>"#)T=7) 'y inversionista puede elegir
la siguiente estrategia:
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S, = $13.0000 = 0m T—+=11.0000 FirT = [$131307
s a8 = il

Proporciona un precio forward arbitrario

[Si el Precio Forward fuese $15.00 y no §13.1307, un inversiomista,
para hacer arbitraje, podria optar por la siguiente estrategia:

i) Pedir prestado $13.00 a la tasa libre de riesgo del 1.00%

ii) Comprar |a accidn por $13.00

fii) Tomar la posicién corta en el contrato forward con precio de
entrega de §15.00

Al tiempo T, el inversionista debe pagar $13.1307 para liquidar la deuda
que adquirié. Sin embarge, vende la accién por $15.00 de acuerdo al
Contrato Forward. De este modo el inversionista obtiene una ganancia
Jibre de riesgo de

£15.00-513.1307=51.8693

Bl terminar los 1.0000 aflos.

Figura 1.3: Resultado del ejemplo (1.5)

rg(T=71)

i) Pedir prestado €~ en la moneda del pais 3 a la tasa 7.

ii) Comprar S, - € ™T~7) ynidades de la moneda del pais a e invertirlos a la
tasa rq.

iii) Tomar la posicién larga en un contrato forward cotizado en divisas del pais o
para comprar una unidad de la moneda del pais 3.

Al tiempo T, el inversionista tiene una deuda de € "(T-7) x @(T-7) _ 4

unidad monetaria del pais 3, ademds, la inversién realizada en el pais a gene-
ra S, - €m~")T=7) ynidades de la moneda del pais a. El inversionista compra
una unidad de la moneda del pais 3 por F(r,T), cantidad establecida en el con-
trato forward. Con dicha unidad de la moneda 3 liquida su deuda y obtiene una
ganancia neta libre de riesgo de

o e(rn—fﬂ)(T—f) — F(r,T)

unidades de la moneda a, con lo que hace arbitraje. De esta manera la ecua-
cién (1.4) queda demostrada.

Noétese que este tipo de contratos forward puede clasificarse como un contrato
forward basado en un bien de inversién que provee rendimientos continuos. Esto
puede verificarse notando que la ecuacién (1.4) y la ecuacién (1.3) son la misma
si se reemplaza r por 7 y g por ¢ en la ecuacién (1.3).
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Ejemplo 1.5.

Consideremos los siguientes datos:
1) Precio de la accién que no provee dividendos, S; = §13.
i1) Tasa de interés libre de riesgo, 7 =1%
1) Tiempo para el vencimiento, T'— t = 1.

El precio forward para este contrato forward es $13.1307. Con el software, en
la parte de contratos forward, el usuario puede analizar que pasaria si el precio
forward para un contrato forward distinto al correcto. Si metemos los datos de
arriba en el programa y suponemos que el precio forward es $15 y no $13.1307
entonces el programa te describe una forma sencilla en la que se puede hacer
arbitraje. Este es un ejemplo de la forma en que se puede utilizar el programa en
Matlab para analizar contratos forward.

Los contratos forward son instrumentos financieros muy utilizados actualmente en
el mundo de las finanzas debido a que sirven de cobertura principalmente evitando
grandes pérdidas a inversionistas, empresas e incluso gobiernos. Ademas, estos
derivados no se operan en mercados financieros establecidos de modo que se ajustan
mas a las necesidades de quienes los usan. En el siguiente capitulo trataremos el
fascinante mundo de las opciones, que a pesar de que su definicién es muy sencilla,
el calculo del precio de éstas requiere de matemaética avanzada que no siempre es
facil de entender.
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OPCIONES

En este capitulo estudiaremos otros productos derivados de gran importancia en
las finanzas modernas, las opciones. Una opcién da, al poseedor de ésta, el derecho,
mas no la obligacidn, de comprar o vender un bien en una fecha determinada a
un precio establecido con anterioridad. A las opciones que otorgan el derecho
de comprar un bien se les denomina opciones de compra y a las que otorgan el
derecho de venderlo se les denomina opciones de venta. De acuerdo con la literatura
estadounidense, a las primeras las llamaremos calls y a las segundas puts.

Al igual que en forwards, en opciones existen dos posiciones; la posicién larga la
tiene el comprador de la opcién y la posicién corta la tiene el emisor de la misma.
Este tltimo tiene la obligacién de vender (comprar) el bien si la posicién larga
decide ejercer el derecho otorgado por el call (put).

Otra manera de clasificar las opciones es de acuerdo al tiempo en el que puede
ser ejercido el derecho que éstas otorgan. Una opcidn europea es aquella que sélo
puede ser ejercida en la fecha de vencimiento de la misma. Por otro lado, una
opcidn americana es aquella que se puede ejercer durante la vida de la opcién, es
decir, en cualquier momento antes del vencimiento de la opcién. En lo que sigue
del capitulo analizaremos solamente opciones europeas.

2.1, CALLS

Definicién 2.1. (Opcién Call Europea)

Una opcidn call europea es el derecho de comprar un bien a un precio F, llamado
precio de ejercicio, en una fecha futura T' (fecha de vencimiento de la opcién). El
derecho que otorga la opcién call puede ser ejercido tinicamente en la fecha de
vencimiento de la opcién. El call se puede comprar, en el tiempo ¢, con t < T, por
un precio ¢; llamado prima.

Como se puede apreciar, segtn la definicién (2.1), tomar la posicién larga en un
call implica un gasto de ¢y, al contrario de un contrato forward, cuyo valor es nulo

17
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al inicio del mismo.

El emisor de la opcién call, el que asume la posicién corta, esta obligado a vender
el bien al precio de ejercicio pactado, siempre y cuando el comprador de la opcién
decida ejercer el derecho que le otorga la misma. '

Si el precio de mercado del bien subyacente al tiempo T, denotado por St, es
mayor que el precio de ejercicio del call, el comprador ejercera la opcién® debido a
que ésta le otorga el derecho de comprar el bien a un precio menor del que pagaria
si comprara el bien en el mercado. Asi, el emisor del call debera entregar el bien
por el precio de ejercicio. Normalmente, el emisor sélo paga al comprador del call la
diferencia entre el precio de mercado y el precio de ejercicio, es decir paga St — E.
Por otro lado, si S7 < E, el comprador del call no ejercerd el derecho® que ha
comprado y el emisor no tiene que pagar nada. De este modo el emisor del call
desea recibir el costo de la prima, a cambio de garantizar un pago futuro en el caso
en que el precio del bien subyacente fuese mayor que el precio de ejercicio.

Ejemplo 2.1. (Opcién Call)

Un inversionista A desea comprar 100 acciones de Telmex dentro de tres meses y
quiere asegurar, hoy, t : 22 de marzo de 2003, el precio actual de $15 por accién. En
este caso, el inversionista A compra 100 opciones call europeas a un inversionista B,
con fecha de vencimiento T : 22 de junio de 2003. Cada opcién otorga el derecho
de comprar la accién de Telmex dentro de 3 meses. El inversionista paga por cada
opcién $1. Supongamos que la tasa de interés libre de riesgo es de 10% anual
capitalizable de forma continua. De acuerdo a la definicién (2.1) se tiene que:

1) Bien subyacente: accién de Telmex.

it) Precio de la accién al tiempo ¢, S; = $15.

i1i) Precio de ejercicio: E = $15.

iv) Tiempo para el vencimiento de la opcién: T — ¢t = .25 afios(3 meses).
v) Prima: ¢; = $1.

vi) Posicién Larga: Inversionista A.

vii) Posicién Corta: Inversionista B.

v#ii) Monto de la inversién al tiempo ¢: 100 x $1 = $100.

1Ejercer una opcidn es el proceso de ejercer el derecho que otorga la opcidn, ya sea de comprar o
vender el bien subyacente.

2Por simplicidad supondremos que no ejerce la opcién cuando St = E ya que sf ejercer o no la
opcidén resulta en el mismo beneficio.
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Al igual que en forwards, el precio del bien subyacente al tiempo T, ST, determina
las pérdidas o ganancias que pueden obtener tanto el comprador como el emisor de
la opcién. Para comprender mejor esto, consideremos el ejemplo (2.1). A continua-
cién analizaremos dos posibles escenarios que puede enfrentar el inversionista A.

0)

b)

Precio de la accién al tiempo T, S = $17.

Al tiempo T, se tiene que St > F, es decir, el precio de mercado de la accion
es mayor que el precio de ejercicio. El inversionista A ejerce las opciones,
comprando las acciones a $15 cada una. Si el inversionista vende las acciones
inmediatamente en el mercado a $17 obtiene un beneficio de

($17 — $15) x 100 = $200

Sin embargo, la inversién que realizé al tiempo t fue de $100.00 para comprar
las opciones, asi pues, el inversionista obtiene una ganancia neta de

$200 — $100 - €1%-25 = §97.47

Precio de la accién al tiempo T', St = $13

Al tiempo T, se tiene que St < E, es decir, el precio de mercado de la accion
es mayor que el precio de ejercicio. El inversionista A no ejerce las opciones
pues le conviene mas comprar las acciones en el mercado que mediante el
derecho que le otorgan las opciones. Asi pues, la posicién larga decide no
ejercer la opcién obteniendo una pérdida de

$100 - 1% = §102.53

equivalente al costo de la inversion hecha inicialmente.

A continuacién analizaremos cémo afectan estos dos escenarios a la posicién corta,
es decir, al inversionista B.

a)

Precio de la accién al tiempo T, St = $17.

Al tiempo T, la posicion larga ejerce las opciones comprando cada accién por
$15. Como St > FE la posicién corta pierde $2 por accién debido a que la
accion se cotiza en $17 en el mercado y estd obligado por la opcién a vender
las acciones a $15 cada una. Sin embargo, la posicion corta, al tiempo t,
recibié $100. De esta forma obtiene una pérdida neta de

$200 — $100 - €1%-25 = $97.47
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3 B P_ (s,)=max(S -E,0)

1

Figura 2.1: Funcién de pago de un call largo.

b) Precio de la accién al tiempo T, S = $13.

Al tiempo T, se tiene que E > S7; la posicién larga no ejerce la opcion, asi,
la posicion corta no vende las acciones al precio de ejercicio. De esta manera,
el inversionista B obtiene una ganancia neta de

$100 - €1%-%5 = $102.53

que equivalen a la prima que recibié inicialmente.

En el ejemplo anterior tomamos en cuenta el costo de la prima, sin embargo,
nuestro principal propésito serd enfocarnos en la funcién de pago de la opcién,
sin tomar en cuenta las ganancias o pérdidas netas, ni el valor de la opcién. Este
ultimo problema sera atacado posteriormente.

Definicién 2.2. (Funciones de pago de una opcién call europea)

Dada una opcién call europea, definimos

i) P, (St) = max{Sr — F,0} la funcién de pago para la posicién larga,
al tiempo T, de una unidad del bien.
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B Pc_ (S,) =min{E-S_, 0)

[}
173

Figura 2.2: Funcién de pago de un call corto.

i) P.,(St) = min{E — S7,0} la funcién de pago para la posicién corta,
' al tiempo T, de una unidad del bien.

A la funcién P, (St) también se le conoce como el valor del call al tiempo T,
es decir, P, (St) = cr. Este valor determinaria el precio del call si éste fuera
comprado al tiempo T.

Analizaremos el inciso i).

Si 87 > E se tiene que St — E > 0, entonces la posicién larga ejerce la opcién
y compra el bien por E unidades monetarias. Si la posicién larga vende el bien
en el mercado recibird Sr unidades monetarias por él, obteniendo un beneficio de
St — E unidades monetarias. De esta manera

P.,(St) = St — E = méx{Sr — E, 0}

Si St < E se tiene que S — E < 0, entonces la posicién larga no compra el bien
mediante la opcidn, asi, la posicién larga obtiene un pago de 0 unidades monetarias,
es decir

P, (St) = 0 = méx{Sr — E,0}

El analisis para el inciso ii) es totalmente anélogo.
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2.2. Puts

Definicién 2.3. (Opcién put europea)

Una opcidn put europea es el derecho de vender un bien a un precio F, llamado
precio de ejercicio, en una fecha futura T (fecha de vencimiento de la opcién). El
derecho que otorga el put puede ser ejercido inicamente en el tiempo T'. El put se
puede comprar, en el tiempo ¢, con ¢t < T, por un precio p; llamado prima.

El emisor de la opcién put debera comprar el bien al precio de ejercicio pactado en
la opcién. Si el precio del bien subyacente, Sr, es menor que el precio de ejercicio
E, es decir St < E, el comprador ejercera el put debido a que éste le otorga el
derecho de vender el bien a un precio mayor del que obtendria si vendiera el bien
en el mercado. Asi, el emisor del put debera pagar F — St al comprador de la
opcién. Por otro lado, si Sy > E el comprador del put no ejercera el derecho® que
ha comprado y el emisor no tiene que pagar nada. De esta manera, el emisor del
put desea recibir el costo de la prima, a cambio de garantizar un pago futuro si el
precio del bien subyacente es menor que el precio de ejercicio.

Ejemplo 2.2. (Opcién put)

Un inversionista A, que posee 100 acciones de Telmex, piensa que la cotizacién de
éstas en el mercado va a bajar por lo que compra una opcién put (por cada accién)
a otro inversionista B, para vender las acciones a $16 cada una. Supongamos que
el precio actual de la accién es de $14 y que el tiempo de vencimiento de la opcién
es de 6 meses. El inversionista paga por cada opcién $2. Supongamos también que
la tasa libre de riesgo anual capitalizable continuamente es r = 10%. Para este
ejemplo, segiin la definicién (2.3), se tiene lo siguiente:

i) Bien subyacente: acciones de Telmex.

i) Precio de la accién al tiempo ¢, S;=$14.

11i) Precio de ejercicio: E = $16.

iv) Tiempo de vencimiento de la opcién: T — ¢t = 0.5 afios.

v) Prima: p;=$2. '

vi) Posicién larga: Inversionista A.

vii) Posicién corta: Inversionista B.
viii) Inversién inicial: $2 x 100 = $200

A continuacién analizaremos dos posibles escenarios que puede enfrentar el inver-
sionista A.

3Por simplicidad supondremos que la posicién larga no ejerce el put si S¢ = E.
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P ppl{s_r)mx{n-s_!,t:}

Figura 2.3: Funcién de pago de un put largo.

a) Precio de la accién al tiempo T, Sy = §13.

Al tiempo T se tiene que St < E; el inversionista A ejerce las opciones para
vender cada accién por E = $16, obteniendo un beneficio de

($16 — $13) x 100 = $300

Sin embargo, al tiempo t, el inversionista A pagé $200. De esta forma, el
inversionista A obtiene una ganancia neta de

$300 — $200 - €1%%0 = $89.74

b) Precio de la accién al tiempo T, St = $19.

Al tiempo T se tiene que Sy > E. El inversionista A no ejerce la opcién
debido a que es mejor vender las acciones en el mercado que mediante el
derecho que otorga la opcién. De esta forma, el inversionista A obtiene una
pérdida neta de

$200- €17°° = $210.25

Es necesario recordar que la posicién corta del put estd obligada a comprar las
acciones al precio de ejercicio pactado si es que el comprador del put decide ejercer
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el derecho que le otorga la opcion.

Ahora analizaremos los dos casos anteriores para el inversionista B, es decir, el
emisor del put.

a) Precio de la accién al tiempo T, Sp = $13.

Al tiempo T, la posicién larga ejerce la opcién y el inversionista B compra
cada accién por $16 siendo que éstas valen $13, asi pues, obtiene una pérdida
de ($16 — $13) x 100 = $300, sin embargo, al inicio de la opcién recibié $200.
De esta manera el inversionista B obtiene una pérdida neta de

$300 — $200 - €1%-5 = $89.74

b) Precio de la accién al tiempo T, Sp = $19.

Al tiempo T la posicién larga no ejerce la opcién; el inversionista B no
estd obligado a comprar las acciones a $16, asi, éste obtiene una ganancia
neta de

$200- €% = $210.25

equivalentes al costo de la prima que recibié al tiempo ¢.
Definicién 2.4. (Funciones de pago de una opcién put europea)

Dada una opcién put europea, definimos

1) Pp,(St) = méx{E — St,0} la funcién de pago para la posicién larga,
al tiempo T, de una unidad del bien.

ii) Pp,(St) = min{Sp — E,0} la funcién de pago para la posicién corta,
al tiempo T, de una unidad del bien.

A la funcién Pp, (St) también se le conoce como el valor del put al tiempo T, es
decir, Pp,(St) = pr. Este valor determinaria el precio de la opcién si ésta fuera
comprada al tiempo T'. A continuacién analizaremos el inciso 7).

Al tiempo T, si S > E, la posicién larga no ejerce la opcién debido a que es mas
conveniente para ésta vender el bien en el mercado que mediante la opcién put,
es decir, la posicién larga obtiene un beneficio de 0 unidades monetarias. Como
St > E entonces E — Sy < 0, asi

P, (S7) = 0 = max{F — Sr,0}

Si S7 < E la posicién larga ejerce la opcién obteniendo un beneficio de E— St > 0,
es decir, obtiene
Py, (St)=E - St = méax{F — St,0}

El anélisis para el inciso ii) es totalmente anélogo.
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B PP {ST}min{Sr-!,O}

Figura 2.4: Funcién de pago de un put corto.

2.3. CotTAaSs PARA LOS PRECIOS DE LAS OPCIONES

De aqui en adelante analizaremos opciones sobre acciones, por lo cual daremos la
siguiente notacién:
t: Fecha actual.
S;: Precio actual de la accién.
E: Precio de ejercicio.
St: Precio de la accion al tiempo T'.
r: Tasa de interés anual libre de riesgo convertible continuamente.
¢¢: Precio de una opcién call europea, al tiempo ¢, para comprar una accién.
pe: Precio de una opcién put europea, al tiempo ¢, para vender una accién.

De aqui en adelante utilizaremos los mismos supuestos de la seccién (1.2) a menos
que se especifique otra cosa.

El propésito del estudio de las opciones es calcular los valores de ¢; y p;, sin
embargo, es importante conocer qué variables afectan a los precios de las opciones.
Con el fin de entender cudles son estas variables y de que manera afectan a ¢; y
¢, determinaremos cotas superiores e inferiores para los precios de las opciones.
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2.3.1. COTAS SUPERIORES

Las cotas superiores que encontraremos en esta parte sirven tanto para opciones
sobre acciones que no proveen dividendos como para opciones sobre acciones que
si proveen dividendos durante la vida de la opcion.

Una opcién call europea no puede valer mas que el precio de la accién, es decir,
ct <5 (2.1)

De otra manera ningiin inversionista estaria dispuesto a comprar una opcién call
pues seria mas barato comprar la accién que el derecho a comprarla.

Por otro lado, una opcién put no puede valer mas que el valor presente del precio
de ejercicio pactado en la opcién, es decir,

py < B @R (2.2)

Supongamos que p; > E - €777~

siguiente estrategia:

, entonces un inversionista puede optar por la

i) Emitir el put por p; unidades monetarias.
i) Invertir las p; unidades monetarias a la tasa de interés libre de riesgo.

Al tiempo T, el inversionista obtiene p; 27T de ]a inversién hecha. Si la posicion
larga ejerce la opcidn, el inversionista debe comprar la accién por E unidades
monetarias, pero por hipétesis p; > E-€7"T~9  es decir, p; - €777 > E. Asi,
el inversionista obtiene una ganancia de

e er(T—t) - E
Si la posicién larga no ejerce la opcién, el inversionista gana
Pe- er(T-1)

Sin importar que haga la posicién larga del put, el inversionista obtiene ganancias,
es decir, hace arbitraje. De esta manera, queda demostrada la desigualdad (2.2).

2.3.2. COTA INFERIOR PARA UN CALL SOBRE
UNA ACCION QUE NO PROVEE DIVIDENDOS

En el ejemplo (2.1) se tiene.que S; =815, E=9$15r=10%, T —t = .25, sin
embargo, supongamos que ¢; = $0.30. Demostraremos que, con este precio de la
opcidn, un inversionista puede hacer arbitraje.

Consideremos un inversionista que opta por la siguiente estrategia:
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i) Vender en corto la accién por $15.

it) Comprar el call por $0.30

El inversionista, al tiempo t, recibe $15 — $0.30 = $14.70 de las dos transacciones
anteriores. Si invierte esta cantidad obtiene $14.70 - €1%-?° = $15.0721 al tiempo
T. Si St > E el inversionista ejerce el call comprando la accién por §15 y cierra la
posicién corta, es decir, regresa la accién que pidié prestada. Asi, el inversionista
obtiene una ganancia libre de riesgo de

$15.0721 — $15 = $0.0721

Por el contrario, si St < E, el inversionista no ejerce la opcién y compra la accién
en el mercado obteniendo una ganancia libre de riesgo de

$15.0721 — 857 > $0.0721

Sin importar que valor tome St el inversionista obtiene ganancias, con lo que hace
arbitraje. Con este ejemplo, podemos observar que el precio de la opcidn, ¢;, debe
tener una cota inferior para evitar oportunidades de arbitraje.

Por definicion de opcién call, es claro que ¢; > 0, de otra manera, nadie estaria
dispuesto a asumir la posicién corta del call, ya que esta posicién es la que asume
el riesgo de que la posicién larga ejerza la opcién. Una cota inferior para c; es

max{S, — E- €T~ 0} (2.3)

Supongamos que ¢; < Sy — E- €T 4 5 decir, 0 < E < (S; — ) - €"7TY, Un
inversionista puede optar por la siguiente estrategia:

i) Vender en corto la accién por S; unidades monetarias.

it) Comprar el call por ¢; unidades monetarias.

i1t) Invertir S; — ¢; > 0 unidades monetarias a la tasa libre de riesgo, 7.

Al tiempo T, el inversionista recibe (S; — ¢;) - €T~ de la inversién hecha al
tiempo ¢. Si St > E, el inversionista ejerce la opcién, comprando la accién por E
unidades monetarias, y cierra la posicién corta. Por hipétesis (S; —¢;) G-ty B
entonces el inversionista obtiene una ganancia neta de

(Se—c)- €T Y _ g

Por otro lado, si St < FE, el inversionista no ejerce la opcién y compra la accién
en el mercado por St unidades monetarias. Por hipétesis

(Si—cp)- €T s B> 5y

4El caso en que Sy — E- 77T~ & 0 es trivial, pues ¢; > 0.
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entonces el inversionista obtiene una ganancia neta de
(Se—cr)- €779 — 57

con lo que hace arbitraje.

2.3.3. COTA INFERIOR PARA UN PUT EUROPEO SOBRE
UNA ACCION QUE NO PROVEE DIVIDENDOS

En el ejemplo (2.2) se tiene que S; = $14, E = 816, r = 10%, T —t = .5, sin
embargo, supongamos que p; = $1. Mostraremos que, con este precio de la opcién,
un inversionista puede hacer arbitraje. Consideremos un inversionista que opta
por la siguiente estrategia:

i) Pedir prestado $15 a la tasa de interés libre de riesgo, r.
it) Comprar la accién.
iit) Comprar el put.

Al tiempo T, el inversionista debe pagar $15 - e1*5 = $15.7690 para pagar su
deuda. Si St < $16, el inversionista ejerce la opcién para vender la accién a $16,
paga su deuda y obtiene una ganancia neta de

$16 — $15.7690 = $0.2310

Si St > $16, el inversionista no ejerce la opcidén, vende la accién por St y obtiene
una ganancia neta ain mayor de

St — $15.7690 > $0.2310

Sin importar qué valor tenga St el inversionista gana dinero sin invertir un sélo
peso, con lo que hace arbitraje.

Por definicién de opcién put, es claro que p; > 0, de otra manera nadie estaria
dispuesto a asumir la posicion corta del put. Una cota inferior para p; es

méx{E €% _ g, 0} (2.4)

Supongamos que p; < E - €777 _ 6,5 es decir, (p; + ;) - €T < E.. Un
inversionista puede optar por la siguiente estrategia para hacer arbitraje.

i) Pedir prestado p; + S; unidades monetarias a la tasa de interés libre de
riesgo, 7.

1) Comprar la accién por S; unidades monetarias.

—r(T-t)

5El caso en que E - € — 8¢ < 0 es trivial, pues p; > 0.
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i1i) Comprar la opcién put por p; unidades monetarias.

Al tiempo T, el inversionista debe pagar (p; + S;) - erT-4 para liquidar su deuda.
Si St < E, el inversionista ejerce la opcién para vender la accién por E unidades
monetarias. Por hipétesis (p; +S) - €"T-%) < E, entonces el inversionista paga su

deuda y obtiene una ganancia neta de
E-(p+8) €T

Si St > E, el inversionista no ejerce la opcién y vende la accién por Sz unidades
monetarias en el mercado, asi, paga su deuda y obtiene una ganancia todavia
mayor de

Sr— (pe + ;) - €T

Sin importar qué valor tome St, el inversionista hace arbitraje.

2.3.4. COTA INFERIOR PARA UN CALL SOBRE UNA
ACCION QUE PROVEE DIVIDENDOS PERIODICOS

Ahora analizaremos c6mo son las cotas cuando la accién provee dividendos. De-
notamos a D como el valor presente de la suma de los dividendos que provee la
accién durante la vida de la opcién. Una cota inferior para ¢; es

max{S, - D - E- €777~ ¢} (2.5)

Supongamos que ¢; < Sy — D — E- e-r(T-, Despejando, la desigualdad anterior
es equivalentea 0 < E < (S — D — ¢;) € T=Y Demostraremos que si esto pasa,
un inversionista puede hacer arbitraje con la siguiente estrategia:

i) Vender en corto la accién por S; unidades monetarias.
it) Comprar el call por ¢; unidades monetarias.

i13) Invertir S; — ¢; > 0 unidades monetarias a la tasa de interés libre de riesgo,
T.

Al tiempo T, el inversionista recibe (S; — ¢;) - €T~ ynidades monetarias de la
inversion hecha al tiempo t. Como el inversionista vendié la accién tiene que pagar
los dividendos equivalentes a D - e'T-1 4] tiempo T, es decir, en total obtiene
(S; — D —c¢;)- €T~ ynidades monetarias. Si Sr > E el inversionista ejerce la
opcién, comprando la accién por E unidades monetarias, y cierra la posicién corta.
Por hipétesis se tiene que E < (S — D —¢;) - e”(T—*), entonces el inversionista
obtiene una ganancia neta de

(85— D6} e _g
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Si St < E el inversionista no ejerce la opcién y compra la accién en el mercado
por St obteniendo una ganancia atin mayor de

(Si=D—-c;)- €79 _ g,

Sin importar qué valor tome St el inversionista obtiene ganancias por lo que hace
arbitraje.

2.3.5. COTA INFERIOR PARA UN PUT SOBRE UNA ACCION
QUE PROVEE DIVIDENDOS PERIODICOS

De igual forma denotamos a D como el valor presente de la suma de los dividendos
que provee la accién durante la vida de la opcién. Una cota inferior para p; es

méx{D + E-€7"T7Y _ 5, 0} (2.6)

Supongamos que p; < D+E- Tl S;. Despejando se tiene que la desigualdad
anterior es iguala (S; +p — D)- €"T-% < E. Demostraremos que si esto sucede

un inversionista, para hacer arbitraje, puede optar por la siguiente estrategia:
i) Pedir prestado S; + p; unidades monetarias.
it) Comprar la accién por S; unidades monetarias.

ii1) Comprar el put por p; unidades monetarias.

Al tiempo T, el inversionista debe pagar (S; +p;) - er(T- para liquidar su deuda.
Como la accién provee dividendos iguales a D al tiempo t, el inversionista sélo debe
pagar (Sy+p—D)- erT-9 gj St < E, el inversionista ejerce la opcién vendiendo
la accién por E unidades monetarias. Por hipétesis (S; +p — D) - erT-% < E,
asi, el inversionista obtiene una ganancia neta de

E~(S¢+p—D)- €774

Por otro lado, si S+ > FE el inversionista no ejerce la opcién y vende la accién en
el mercado por St obteniendo de esta forma una ganancia atin mayor de

St — (St + uD)-e’{T")

Sin importar qué valor tome St el inversionista obtiene ganancias sin invertir
dinero, por lo que hace arbitraje.
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2.3.6. COTA INFERIOR PARA UN CALL SOBRE UNA ACCION
QUE PROVEE DIVIDENDOS CONTINUOS

Analizaremos ahora la cota inferior para una opcién sobre una accién que provee
dividendos continuos a una tasa q anual. Una cota inferior para c; es

méx{S; - €797~ — g.e~"TY, 0} @2.7)
Consideremos los siguientes dos portafolios al tiempo ¢:

Portafolio z: Una opcidn call Europea mas una cantidad de E-€7"T=Y ynidades
monetarias invertidas a la tasa libre de riesgo, .

Portafolio y: €T~ acciones, con los dividendos reinvertidos en mas acciones.
Antes de analizar estos dos portafolios presentaremos la siguiente notacién:
V;(z) : Valor del portafolio z al tiempo 7.

Para demostrar que ¢; > max{S, - €979 _E. e"“"“),o} utilizaremos el
siguiente resultado.

Proposicién 2.1.

Dados un portafolio o y un portafolio § tales que Vr(a) > Vr(B), entonces se
tiene que Vi(a) > V;(B) cont < T.6

Analizaremos el valor del portafolio = y el portafolio y.

Al tiempo T, en el portafolio = tenemos E unidades monetarias de la inversién
hecha. Si St > E se ejerce la opcién comprando la accién por Sp unidades mone-
tarias por lo que Vr(z) = Sr. Por otro lado, si St < E' la opcién no se ejerce y
Vr(z) = E. De este modo se tiene que

Vir(z) = max{Sr, E} (2.8)

En el portafolio y, al tiempo T, se tiene una accién debido a que los dividendos se
invirtieron en acciones, asi pues, se tiene que

Vr(y) = Sr (2.9)
que es el valor de la accién en el mercado.

Si comparamos la ecuaciones (2.8) y (2.9) se tiene que Vr(z) = Vp(y), asi, por la
proposicién (2.1) tenemos que V;(z) > V;(y) no obstante,

Viz) = c, + E-€77TH

SDemostracién en el apéndice A.
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pues el call cuesta ¢; unidades monetarias y

Vily) =5, €740

pues es el valor en el mercado de las €~ 4T=% acciones. De esta forma tenemos
que

e+ B e TN % g 67070
es decir

—q(T—t —r(T-t
CgZSg'e a )—E-e’( )
con lo que queda demostrada (2.7)
2.3.7. COTA INFERIOR PARA UN PUT SOBRE UNA ACCION
QUE PROVEE DIVIDENDOS CONTINUOS

La cota inferior para un put sobre una acciéon que provee dividendos continuos es
max{E-€"T-9 _g,.e"9T-1 o} (2.10)
Probaremos este resultado considerando los siguientes portafolios:

Portafolio z: Una opcién put Europea mas e-aT-4 acciones, con los dividendos
reinvertidos en méas acciones.

Portafolio y: Una cantidad de E - €7 "T-Y unidades monetarias invertidas a la
tasa de interés libre de riesgo, 7.

Analizaremos ambos portafolios para demostrar que (2.10) es correcta.

Al tiempo T, en el portafolio z tenemos una accién ya que los dividendos de las
acciones se reinvirtieron en mas acciones (€747~ . 4T = 1) G §;. > E la
opcién no se ejerce y Vp(z) = St que es el valor de mercado de la accién. Por otro
lado si St < E la opcidn se ejerce vendiendo la accién que se tiene por E unidades
monetarias, asi, Vp(y) = E. De esta forma se tiene que

Vr(z) = max{Sr, E} (2.11)

A su vez, en el portafolio y se tiene, al tiempo T, F unidades monetarias por lo
que
Vr(y) = E (2.12)

Si comparamos las ecuaciones (2.11) y (2.12) se tiene que Vp(z) > Vr(y), de
modo que por la proposicién (2.1) se puede asegurar que Vi(z) > V(y), pero
Vi@)=pe+ S - €797 y i (y) = E- €T ¢on lo que se obtiene

P+ 8- €71 5 p.gmT-Y
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pe> E-€7T _g, . e-uT-1)
quedando demostrada (2.10)

2.4. PaArIDAD PUT-CALL

A continuacién analizaremos una relacién muy importante entre los precios de
una opcién call y una opcién put con el mismo precio de ejercicio y las mismas
fechas de inicio y vencimiento. A este resultado se le conoce como la paridad put-
call. Supongamos que tenemos un put y un call sobre una accién que no provee
dividendos, ambas con precio de ejercicio F, y fecha de vencimiento T', entonces
se tiene que

c+E- €T =p 45, (2.13)

cuando la accién provee dividendos periédicos la paridad put-call es
cc+D+E- €T =p 45 (2.14)
y cuando la accién provee dividendos continuos la paridad put-call es
a+E- 7T _p 45 .e7%T-0 (2.15)

Para ilustrar mejor esta relacién analizaremos un ejemplo antes de demostrarlo
formalmente.

Ejemplo 2.3.

Consideremos los siguientes datos:
i) Precio de la accién que no provee dividendos, S; = $50.
ii) Precio de ejercicio, E = $53
iii) Tasa de interés libre de riesgo, r = 8%
) Tiempo para el vencimiento, T — t = 1.

Supongamos que el precio del call es ¢; = $3. En este caso, segin la ecuacion (2.13),
el precio del put debe ser

pe = $3 — $53€ %81 _ §50 = $1.9251

Si el precio del put no fuese éste entonces existe la posibilidad de que un inversio-
nista pueda hacer arbitraje. Supongamos que p; = $3, entonces un inversionista
puede optar por la siguiente estrategia:
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i) Vender en corto la accién por $50.

i1) Vender el put por $3.
iii) Pedir prestado $48.9251 a la tasa libre de riesgo del 8 %.
iv) Comprar el call por $3.

Esta estrategia genera una ganancia al tiempo ¢ de
$50 + $3 — 33 = 850

que invertidos a la tasa libre de riesgo equivalen a $50- €8x = 54,1643 al tiempo
T. Si St > $53 el inversionista ejerce el call y compra la accién por $53. Por
otra parte el put no es ejercido y el inversionista no estd obligado a vender la
accién. Si St < $53 el inversionista debe comprar la accién por $53 debido a que
éste emitié el put ademés de que no ejerce la opcién call. De cualquier forma,
sin importar cial sea el precio de mercado de la accién, el inversionista compra
la accién por $53. Esta accién es utilizada para cerrar la posicién corta. Por otro
lado, el inversionista debe pagar $48.9251 - €9%*! = $53 para liquidar su deuda,
asi, el inversionista obtiene una ganancia neta de

$54.1643 — $53 = 1.1643

Supongamos ahora que p; = $1, entonces un inversionista puede optar por la
siguiente estrategia:

i) Pedir prestado $51 a la tasa libre de riesgo del 8 %.
it) Comprar la accién por $50.
i11) Comprar el put por $1.
) Vender el call por $3.

Si el inversionista invierte los. $3, recibidos en el tiempo ¢, a la tasa libre de riesgo
obtiene $3-€98*! = $3.2498 al tempo T. Si St > $53 el inversionista debe vender
la accién por $53 debido a que la contraparte del inversionista ejerce el put que
éste emitié. Por otro lado, si St < $53 el inversionista ejerce el put para vender
la accién por $53 ademés de que no se ejerce el call por lo que el inversionista no
se ve obligado a comprar la accién al precio de ejercicio. Sin importar el valor del
precio de mercado de la accién, el inversionista la vende en $53. Sin embargo, el
inversionista debe pagar $51 - €%9°*! = $55.2476 para liquidar su deuda. De este
modo, el inversionista obtiene una ganancia neta de

$3.2498 + $53 — $55.2476 = $1.0022

La tnica forma en que no se dan oportunidades de arbitraje es que p; = $1.9251.
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Ahora probaremos las ecuaciones de manera mas general. Utilizaremos técnicas de
arbitraje para demostrar que la ecuacidn (2.14) se cumple.

Supongamos que c; + D+ E- €779 < p, + 8, si arreglamos la ecuacién multi-
plicando por €77~ se tiene que D-€" T~ 4+ E < (pt+St—ct) 778 entonces
un inversionista puede optar por la siguiente estrategia:

i) Vender en corto la accién por S; unidades monetarias.
1) Vender el put por p; unidades monetarias.

111) Comprar el call por ¢; unidades monetarias.

i) Pedir prestado E-€ "~ unidades monetarias a la tasa de interés libre de
riesgo, 7.

v) Invertir S; + p; — ¢; > 0 a la tasa de interés libre de riesgo, r.

Al tiempo T el inversionista obtiene (S; + p; — ¢;) - e"“"“} unidades monetarias
de la inversion hecha al tiempo t. Como el inversionista vendié la accién, éste debe
pagar los dividendos iguales a D - €T g tiempo T'. Si St > F el inversionista
ejerce el call comprando la accién por E unidades monetarias, asimismo, el put
no se ejerce y el inversionista no se ve obligado a comprar la accién al precio de
ejercicio pactado. Si St < E el inversionista no ejerce el call, sin embargo, debe
comprar la accién al precio de ejercicio E. De cualquier modo, sin importar cual
sea el valor de St, el inversionista compra la accién por E unidades monetarias.
Por otro lado, el inversionista debe pagar F unidades monetarias para pagar su
deuda, pero por hipétesis se tiene que D - €79 + F < (pe+ St —c) - erir-9.
asi, el inversionista obtiene una ganancia neta de

((p+8-c) €TD)-p.eT9_p
con lo que hace arbitraje. |
Supongamos ahora que ¢; + D + E - e-rT-t pi + S, es decir
(ct+D) €T IV4LE> (p,+5,)-€ TP
entonces un inversionista puede optar por la siguiente estrategia:

i) Pedir prestado (S; + p:) unidades monetarias a la tasa de interés libre de
riesgo, 7.

11) Comprar el call por p; unidades monetarias.

i) Comprar la accién por S; unidades monetarias.
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iv) Vender el call por ¢; unidades monetarias.
v) Invertir las ¢; unidades monetarias a la tasa de interés libre de riesgo, r.

Al tiempo T, el inversionista recibe D - €"T=Y de los dividendos de la accién. Si
St > E, el inversionista no ejerce el put y debe vender la accién por E unidades
monetarias ya que este vendi6 el call. Si St < E, el call no se ejerce y el inver-
sionista no vende la accién por E unidades monetarias, sin embargo, éste si ejerce
el put para vender la accién por E unidades monetarias. De cualquier manera,
sin importar cudl sea el precio de mercado de la accién, el inversionista vende
la accién por E unidades monetarias. Por otra parte, el inversionista debe pagar
(pt + St) €"T=% ynidades monetarias para saldar su deuda, pero por hipétesis
tenemos que

(cc+D)- €T DLE>S (p+5,) €T

de manera que el inversionista obtiene una ganancia neta de
((c+D)- €T+ E) - (p+5,) €7

con lo que hace arbitraje. De este modo queda demostrada la ecuacién (2.14). En
particular si D = 0 la ecuacién se cumple, por lo que la ecuacién (2.13) también
queda demostrada.

Demostraremos ahora la ecuacién (2.15). Consideremos los siguientes portafolios:

Portafolio z: Una opcion call europea mas una cantidad de E-€7"T=% ynidades
monetarias invertidas a la tasa libre de riesgo, r.

Portafolio y: Una opcién put més e-uT-1

tidos en mas acciones.

acciones, con los dividendos reinver-

Analizaremos el valor de los dos portafolios para mostrar que la ecuacién (2.15) es
correcta.

Al tiempo T, en el portafolio x tenemos E unidades monetarias de la inversién he-
cha. Si St > E, el inversionista ejerce el call comprando la accién por F unidades
monetarias. Si el inversionista vende la accién en el mercado recibe St unidades
monetarias por ésta por lo que Vr(x) = Sr. Por otro lado, si St < E el inversio-
nista no ejerce el call y Vr(z) = E. De este modo se tiene que

"Vr(z) = méx{Sr, E}

En el portafolio y, al tiempo T, se tiene una accién debido a que los dividendos se
invirtieron en acciones. Si St > E, el put no se ejerce y el inversionista vende la
accién en St unidades monetarias con lo que Vr(y) = St. Por otro lado, si St < F
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el inversionista ejerce el put vendiendo la accién en E unidades monetarias por lo
que Vr(y) = E. De este modo se tiene que

Vr(y) = max{Sr, E}

Asi pues, tenemos que Vr(z) = Vr(y) lo que implica que Vi(z) = Vi(y), pero
Vi(z) = e+ E-€7TD y Vi(y) = pe + S¢ - €797Y, de manera que

e+ E- g it - pe+ Sy g ar=a

con lo que queda demostrada la ecuacién (2.15)

La paridad put-call es una igualdad importante en la teorfa de opciones, pues nos
muestra la relacién que existe entre un call y un put con las mismas caracteristicas.
Utilizando la paridad put-call, al conocer el precio de cualquiera de las dos opciones,
se puede calcular el precio de la otra de manera muy sencilla.

2.5. PORTAFOLIOS DE OPCIONES

Segiin las definiciones (2.2) y (2.4), la funcién de pago de una opcién, ya sea call
o put, es una funcién continua lineal por pedazos, de tal forma que cualquier
combinacién lineal de estas funciones sigue siendo una funcién continua lineal por
pedazos. El problema que analizaremos en esta seccién es el siguiente:

Dada una funcién de pago contlinua lineal por pedazos, encontrar un portafolio de
opciones que genere esa funcién de pago.

Analizaremos primero un ejemplo para después pasar al problema general.
Ejemplo 2.4.

Supongamos que un inversionista desea obtener un portafolio de opciones que
tenga la siguiente funcién de pago como funcién de St:

0 si ST < 30
2(Sr—30) si30<8Sp<60
P(S7) =< -3(ST—80) si60<Sr <70
—2(S7 —85) si70< S <85

10 si S > 85

Como se puede observar en la gréfica (2.5), la funcién P(St) es una funcién con-
tinua lineal por pedazos. Asimismo, es facil notar que la funcién queda completa-
mente determinada con sélo seis puntos, a saber:
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Tor
P(s)

30

201

£
'8'"

Figura 2.5: Gréfica de la funcién P(St)

(8o, P(S0)) = (0,0) (81, P(S1)) = (30,0)
(S2, P(S2)) = (60,60) (53, P(S3)) = (70,30)
(S4,P(S4)) = (85,0) (S5, P(Ss)) = (100,0)

A estos puntos los llamaremos nodos. Por otra parte, es facil verificar que en los
puntos (30, 0), (60,60), (70,30), (85,0) cambia la pendiente de la funcién de pa-
go P.

Para encontrar el portafolio de opciones que genere esta funciéon de pago, conside-
raremos todos los puts y calls con precios de ejercicio iguales a las abcisas de los
cuatro nodos intermedios que encontramos. Sea 7 el portafolio que contiene estas
opciones. La funcién de pago del portafolio 7 es

4 4
Py(Sr) = _pi - put(St,E;) + Y _ c; - call(Sr, Ey)

i=1 i=1

donde E; = S; para toda i = 1,...,4. Por otra parte, p; y ¢; son el nimero de
unidades de puts y calls en el portafolio respectivamente para i = 1,...,4. Cabe
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sefalar que
call(ST. Ei) = mé.x{ST e Ei, 0}

put(ST: Et) = méx{Ei - ST:O}

no son mas que las funciones de pago de un call y un put largos respectivamente,
definidas en (2.2) y (2.4) con anterioridad.”

Una condicién necesaria para que la funcién de pago del portafolio 7 sea igual a
la funcién de pago dada es la siguiente

P, (St) = P(St) para todo St > 0

Sin embargo, sabemos que dos funciones lineales continuas son iguales si tienen
dos puntos en comiin. Si utilizamos este hecho con funciones continuas lineales por
pedazos sélo debemos comprobar que

P,,(Sj) = P(SJ) paraj — U, ,5

De este modo, debemos encontrar el nimero de unidades de p;’s y ¢;’s que satis-
fagan el siguiente sistema de ecuaciones:

4 4
> b put(S;, Ei) + Y ¢ call(S;, Ei) = P(S;) para j=0,..,5 (2.16)

i=1 i=1
Esta ecuacién puede ser simplificada de la siguiente manera:

Como Sy = 0 entonces call(0, E;) = 0 para toda 7. Por otra parte, S5 = 100 por lo
que put(100, E;) = 0 para toda i. Es importante sefialar que cuando j > i entonces
S; > E; de tal forma que put(S;, E;) = 0 y cuando j < ¢, §; < E; por lo que
call(S;, E;) = 0. Utilizando estos hechos tenemos que la ecuacion (2.16) se puede
ver de la siguiente manera:

4
> pi-put(0,E;) = 0

le
J )
Zci ' Cﬁ”(Sj, E‘) T Zp‘t mt(SJ!EI) — P(SJ] para J = 1: "'!4

i=1 i=j

4
Y ci - call(100, E;) = 0

i=1

7Valores negativos de ¢; o p; significa una posicién corta en la opcidn.



2.5. PORTAFOLIOS DE OPCIONES 40

Numéricamente, el sistema es:

30p; +60p2+T70p3+85p4 =0
30p2+40p3+55p4 =0
10p3+25p4+30c; =60
15p4+40¢c;+10co =30

55¢1+25¢2+15¢3 =10
70¢1+40c2+30c3+15¢4= 0

Una de las soluciones a este sistema de ecuaciones es la siguiente:
pr=25/11 p2=-5 p3=0 pg=30/11
c1=-3/11 c2=0 cz=1 ¢g4=-8/11
es decir
Comprar 25/11, put con precio de ejercicio 30
Vender 5, put con precio de ejercicio 60
Comprar 30/11, put con precio de ejercicio 85
Vender 3/11, call con precio de ejercicio 30
Comprar 1, call con precio de ejercicio 70
Vender 8/11, call con precio de ejercicio 85

Ahora analizaremos el problema general, en esta parte seguiremos un proceso muy
similar al del ejemplo (2.4) aunque un poco mas formal.

Supongamos que tenemos una funcién continua lineal por pedazos, denotada por
P(St), la cual representard la funcién de pago que deseamos generar mediante
un portafolio de opciones. Cabe sefialar que una funcién continua lineal por pe-
dazos queda completamente determinada por un nimero finito de puntos. Sean
(S0, f0), (S15 f1)s -y (Sny fn)s (Sn+1, fr+1) los puntos que definen a la funcién lineal
P(St). A estos n + 2 puntos los llamaremos nodos. Debemos suponer, sin pérdida
de generalidad que S; < S;4 para toda i = 0, ...,n. Si recordamos el ejemplo (2.4),
es facil ver que los puntos intermedios son los puntos en donde la funcién lineal
no es derivable, es decir, donde la pendiente de la funcién lineal cambia. El primer
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nodo siempre seré el punto (So, fo) = (0, fo) donde fo = P(0).%

El problema consiste en encontrar un portafolio de calls y puts con precios de
ejercicios iguales a las abcisas de los n nodos intermedios. Asi, la funcién de pago
del portafolio, denotado por 7, que consiste de estos puts y calls es

Pr(Sr) = pi-put(St,Ei) + Y _ ci - call(St, Ei) (2.17)

i=1 i=1
donde
E; : Abcisa del i-ésimo nodo, es decir, E; = S; para todai=1,...,n
p;i : Numero de puts con precio de ejercicio FEj, pa.a.ra. todai=1,..,n
¢; : Namero de calls con precio de ejercicio F;, para todai=1,...,n
Es importante recordar que

put(St, E;) = méx{ E; — St,0}

CG.H(ST,Ei) = mé.X{ST s Ei,O}

Siguiendo el mismo razonamiento que en el ejemplo (2.4) debemos encontrar el
nimero de puts y calls que debe tener el portafolio 7 de tal forma que

P.(St) = P(Sr) paratodo St >0
Sin embargo, sélo debemos comprobar que
P.(S;)=P(S;)=f; paratoda j=0,..,n+1

De este modo debemos encontrar el niimero de unidades de p;’s y ¢;’s que satisfagan
el siguientes sistema de ecuaciones:

Zp,- - put(S;, B;) + Zq -call(S;, E;) = P(S;) para j=0,..,n+1 (2.18)

i=1 i=1

Por las propiedades de las funciones de pago de los puts y calls que vimos en el

8ge puede utilizar cualquier coordenada Sy < S;, sin embargo, utilizaremos Sy = 0 para facilitar
los célculos posteriores. :
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ejemplo anterior, este sistema de ecuaciones se puede ver de la siguiente manera:

> pi- put(So, Ei) = fo

=1
J n
> ciccall(S;, B+ Y pi-put(S;, E) = f;  j=1,.m

i=1 i=j

Z ¢i - call(Sni1, Ei) = fana

i=1

Hemos pues, encontrado una manera sencilla de resolver el problema propuesto
al inicio de esta seccién, simplemente resolviendo un sistema de ecuaciones. Cabe
sefialar que dicho sistema de ecuaciones puede tener muchas soluciones por lo que
para una funcién de pago dada pueden existir diferentes resultados. Por otra parte,
debemos considerar, como en el ejemplo (2.4), que la solucién no necesariamente
es entera por lo que podemos enfrentarnos con el problema de vender o comprar
1/2 call o 3/8 de put, que es imposible en la realidad debido a que no se puede
fraccionar una opcién. Sin embargo, este problema resulta ser un problema teérico
muy interesante.
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VALUACION DE OPCIONES

La parte mas importante de una opcién es calcular el precio de ésta. La gran
pregunta en opciones es cual debe ser el precio de la opcién de tal modo que sea
justo tanto para la posicién larga como para la posicién corta. En este capitulo
presentaremos dos métodos muy comunes para valuar opciones. Estos no son los
unicos métodos que existen, sin embargo, el objetivo del presente capitulo es dar
una introduccién al extenso tema de valuar una opcién. Los dos métodos que
estudiaremos son el método binomial y el método de Black-Scholes.

Antes de comenzar con la valuacién de una opcién es necesario presentar nuevos
términos para comprender mejor este capitulo.

La volatilidad, denotada por o, es una medida de que tan inciertos pueden ser los
movimientos en el precio de una accién. En términos matematicos, la definimos de
tal modo que o+/dt sea la desviacién estandar del rendimiento de una accién® para
cualquier intervalo de tiempo dt. Definimos también un mundo neutral al riesgo.
Como su nombre lo indica, en este mundo todos los inversionistas son indiferentes
o neutrales al riesgo. En este mundo existen dos supuestos fundamentales, a saber:

1) El rendimiento esperado de todos los instrumentos es la tasa de interés libre
de riesgo.

ii) Los flujos de efectivo futuros pueden ser valuados descontando sus valores
esperados a la tasa libre de riesgo.

El supuesto de un mundo neutral al riesgo serd muy importante cuando se utilice
el método binomial.

3.1. METODO BINOMIAL

Uno de los métodos mas sencillos, y no por esto menos eficiente, para valuar
opciones es el método binomial. Este método implica la construccién de lo que

1Podemos definir el rendimiento de una accién como sigue: g = In ( i's:‘;—l ) donde S; es el precio
de la accidn al tiempo t ¥ S¢41 el precio de la accién al tiempo t + 1 para cualquier t.

43
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llamaremos drboles binomiales que nos serviran para ver como varfa el precio
de la accién durante la vida de la opcién. Primero veremos como valuar la opcién
mediante técnicas de arbitraje para después valuar la opcién suponiendo un mundo
neutral al riesgo.

Consideremos una accién que no provee dividendos con precio de $16. Primero
supondremos que sdlo existen dos tiempos, al tiempo actual lo llamaremos tiempo
t y al siguiente tiempo, el tiempo t + 1 (supondremos que es 6 meses después).
Supongamos ademas que sabemos, que al tiempo t+1, el precio de la accién seré de
$21 o de $11. Este es el gran supuesto del método binomial: restringe a sélo dos
valores el precio de la accién en el siguiente tiempo, situacién que en la realidad
no sucede, pues el precio de la accién puede tomar cualquier valor real positivo
y no necesariamente los dos valores anteriores. Sin embargo, a pesar de que este
supuesto parece bastante restrictivo, el valor de la opcién obtenido mediante este
método resulta ser bastante bueno.

Supongamos que deseamos valuar una opcién call europea sobre la accién, con
precio de ejercicio $16 y fecha de vencimiento en 6 meses. Como hemos restringido
el valor de la accién a sélo dos valores, también hemos restringido el pago de la
opcion en la fecha de vencimiento, esto es, si el precio de la accién a los 6 meses
es de $21 entonces el pago de la opcidén sera $5 y si la accion vale $11 entonces la
opcién dard un pago $0, pues ésta expira sin ejercerse.

Consideremos ahora el siguiente portafolio:

Portafolio m: Posicion larga de A acciones més una posicién corta en la opcién
call europea

Asi pues se tiene que el valor del portafolio 7 al tiempo ¢ es?
Vi(mr) =16- A — ¢
donde ¢; es el valor de la opcidn, que es el nimero que deseamos encontrar.
Si al tiempo ¢ + 1, el valor de la accién es de $21 entonces se tiene que
Viqa(m) =21-A -5 (3.1)
Por otro lado, si el precio de la accién es de $11, entonces se tiene que
Veua(m) =11-A—0 (32)

Si igualamos estos dos valores del portafolio al tiempo t + 1 y despejamos la
variable A, encontraremos un portafolio que independientemente del precio de la
accion siempre tendrd el mismo valor, es decir, un portafolio sin riesgo.

2Recordemos que Vi(r) es el valor del portafolio = al tiempo t.
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S =521

I+
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5516
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cm=$0

Figura 3.1: Arbol binomial de un solo paso en el cual se presentan los posibles
valores de la accién y el valor de la opcién para cada uno de los casos

Al igualar (3.1) y (3.2) se tiene que A = 0.5. Con este valor de A, si la accién vale
$11 se tiene que
Viga(m) =11 0.5—-0=5.5

si la accién vale §21 se tiene que
W+1(ﬂ') =21x05-5=25.5

De este modo, independientemente del valor de la accién al tiempo t+1, el portafo-
lio vale 5.5. Suponiendo que no existen oportunidades de arbitraje, el rendimiento
de este portafolio debe ser la tasa de interés libre de riesgo. Supongamos que la
tasa libre de riesgo, 7 = 10 %, entonces el valor del portafolio = al tiempo ¢ debe
ser el siguiente

v’:l_(ﬂ') — ";+1(ﬂ_) . e—(_}.lxl:l.ﬁ =55- e—ﬂ.ixG,S =593

Asi pues se tiene que
Vi(m) =11 x 0.5 —¢; = 5.23

es decir
¢ =11 x 0.5 -5.23 =0.27.



3.1. METODO BINOMIAL 46

De este modo, el valor de la opcién para este problema, segin el método binomial
es de $0.27.

Ahora calcularemos el precio de una opcién mediante un arbol binomial de un
sélo paso de manera méas general. Esta parte es muy importante pues de aqui se
derivard la valuacién de la opcién mediante el modelo binomial cuando el arbol
binomial consta de mas de un paso.

Supongamos que tenemos una accién que no provee dividendos cuyo precio al
tiempo ¢ es S; y una opcién europea, con fecha de vencimiento T sobre la accién
con precio f;®. Nuestro supuesto principal es que al tiempo T la accién puede
tomar sélo dos valores. Supongamos que los dos valores que puede tomar la accién
son St = Syu o0 Sy = Sid, con u > 1y d < 1. Si el precio de la accién se mueve
a Syu el valor de la opcién supondremos que serd f, y si el precio de la accién es
Sid el valor de la opcién sera fg. Si la opcién es un call se tiene que

fu=méx{Spu—E,0} y fs=méx{Sid—E,0}
si la opcién es un put se tiene que
w=max{E—Su,0} y fa=max{E - 5d,0}

Consideremos un portafolio, que denotaremos por 7, que consiste de A acciones
largas y una opcién corta. El valor del portafolio  al tiempo ¢ es

Vi(m) = SeA - fi

Si el precio de la accién al vencimiento de la opcién es Syu entonces el valor del
portafolio es
Vp(m) = Seul — fu (3.3)

a su vez, si el precio de la accién es de S;d entonces el valor del portafolio es
Vr(r) = SedA — fa (3.4)

Al igual que en el ejemplo numérico calcularemos el valor de A que haga que el
portafolio al tiempo T sea un portafolio sin riesgo, es decir, que independientemente
del precio de la accién al final del periodo el valor del portafolio sea siempre el
mismo. Si igualamos las ecuaciones (3.3) y (3.4) se tiene que

_ fu 5 fd
e Sg’ﬂ. = Sgd (35)

Con este valor de A el valor del portafolio es el mismo sin importar el valor de

3No hacemos hincapié en si la opcién es un call o un put pues realmente no hay diferencia en la
valuacién de éstas excepto por las funciones de pago de cada una de ellas.
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Sld

Figura 3.2: Arbol binomial de un paso en el cual se presentan los dos posibles
valores de la accidén con sus probabilidades asociadas

la accién. De este modo el portafolio es un portafolio sin riesgo y su rendimiento
debe ser la tasa de interés libre de riesgo. Asi pues, el valor del portafolio al tiempo
t es -
Vi(m) = Vp(n) - €778

es decir

SiA — fy = (S — f,) - €T
de tal modo que

fi = SiA - (SewA - f,) - €7 7T

Sustituyendo el valor de A en la ecuacién anterior y haciendo un poco de algebra
se obtiene la siguiente ecuacion

fi=€ T pfu+ (1 -p)fa] (36)
donde er(T-9
nT-1 _ g
e e

Hemos encontrado el valor de una opcion que no provee dividendos con un &rbol
binomial de un solo paso. No es dificil probar que el valor de la opcién dado por
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la ecuacién (3.6) cumple con las cotas inferior y superior dadas para las opciones
en el capitulo (2). Esto resulta sorprendente considerando que jamds tomamos en
cuenta el valor de las cotas para las opciones, aunque supusimos que no existian
oportunidades de arbitraje con lo que implicitamente aparecen las cotas de la
opcién. Ahora valuaremos la opcidén suponiendo que nos encontramos en un mundo
neutral al riesgo. Es importante recordar los dos supuestos que se hacen en un
mundo neutral al riesgo. Segin el supuesto 2, el precio de la opcién debera ser el
valor esperado de la opcién descontado a la tasa de interés libre de riesgo. En un
mundo neutral al riesgo, el precio de la opcién al tiempo t debera ser

Fe=€ T [pf, + (1 -p)fa]

donde p es la probabilidad de que la accién tome el valor Syu al tiempo T, de tal
manera que (1 — p) sera la probabilidad de que la accién valga S;d. Utilizando
solamente que nos encontramos en un mundo neutral al riesgo llegaremos a que p
cumplirad también la ecuacién (3.7). La esperanza del precio de la accién al tiempo
T, E[ST), segiin el 4rbol binomial de la figura (3.1), es

E[Sr] =pSeu+ (1 - p)Sed (3.8)

Por otro lado, haciendo el supuesto de que nos encontramos en un mundo neutral
al riesgo, sabemos que

E[Sr] = 5,77~ (3.9)

pues el rendimiento de todos los instrumentos, en un mundo neutral al riesgo, es
la tasa de interés libre de riesgo.

Si igualamos las ecuaciones (3.8) y (3.9) y despejamos p tenemos que

B er(T—f.) .

p= = (3.10)

que es exactamente el mismo valor de p que habiamos encontrado con anteriori-
dad. Esto resulta interesante, pues haciendo supuestos distintos llegamos al mismo
resultado, con lo que se puede inferir que podemos utilizar cualquiera de los dos
supuestos. Asi pues desde ahora, valuaremos una opcién mediante el método bi-
nomial suponiendo un mundo neutral al riesgo.

Ahora valuaremos una opcién cuando la accién provee dividendos a una tasa con-
tinua ¢. El dnico valor que necesitamos aqui es el valor esperado de la accién al
tiempo T. Este valor es el siguiente

E[Sr] = S, - er-a(T-t)
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Sluad”
Stuzd'J
su'd’ su’d'
S, su'd'
su’d’ su'd?
Sluc'cl2
Stuc'ct3

Figura 3.3: Arbol binomial de tres pasos en el cual se presentan los posibles valores
de la accion.

pues debemos descontar los dividendos que provee la accién durante el intervalo
de tiempo T — t. Por otro lado, segiin nuestro arbol binomial, tenemos que

E[Sr] =pSiu+ (1 — p) Sed
Si igualamos ambas ecuaciones y despejamos p tenemos que
elr-a(T-t) _ 4
P

Como el valor de la opcién es su valor esperado descontado a valor presente se
tiene que

(3.11)

=€ [pfy + (1 - p)fa] (3.12)
donde p estd dado por la ecuacién (3.11).
Cabe senalar que este precio de la opcién también cumple con las cotas inferior y

superior de una opcién sobre una accién que provee dividendos continuos dadas
en el capitulo (2).

Es momento de pasar a la valuacién de la opcién cuando el adrbol binomial tiene
mas de un paso. Aqui es importante hacer una restriccién sobre u y d que son
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los factores por los que se multiplica el valor de la accién para obtener los nuevos
precios dentro del drbol binomial. La restriccién es que u = 1/d.

Supongamos que tenemos una accién ya sea que provea o no dividendos continuos.
Sea una opcién sobre esta accion con fecha de inicio t y fecha de vencimiento T.
Ademas supongamos que el cambio en el precio de la accién se da cada dt unidades
de tiempo, por lo que, del inicio al vencimiento de la opcién tenemos n intervalos
de tiempo dt, es decir,

T—-t=nxdt

de tal modo que el irbol binomial consta de n pasos.

Nuestro supuesto sobre el cambio en el precio de la accién es que los factores u y
d estan relacionados de la siguiente forma

u=1/d

Como se puede apreciar en la figura (3.3), si el precio de la accién aumenta en el
primer paso del arbol y luego disminuye en el siguiente intervalo de tiempo resulta
ser lo mismo que si primero disminuye y luego aumenta. Si el arbol binomial
comienza al tiempo ¢, entonces al tiempo t + dt la accién puede tomar dos valores,
estos son S;u o Sid, al tiempo £+ 2dt la accién puede tomar tres valores, los cuales
son Syu?, Syud o Sid?, pero S;ud=S;. Asi en el 1iltimo paso del arbol binomial
la accién puede tomar n + 1 posibles valores. En general al tiempo ¢ + idt con
i=0,...,n, se tiene que los posibles valores de la accién son

Seuld*? para j=0,..,17

De aqui podemos inferir que los precios de la accién en el n-ésimo paso del arbol
binomial, es decir, en el vencimiento de la opcién estdn dados por

SudrI para j=0,..,n

La forma en que se valuard la opcién sera encontrando el valor de ésta en cada
uno de los nodos del arbol binomial, donde definimos el j-ésimo nodo del arbol
binomial al tiempo ¢ + idt (con i = 0,...,ny j = 0,...,1) al nodo (i, j) del &rbol
binomial. Ademas definimos el valor de la opcién en el nodo (i, j) como f; ;. Asi, es
facil encontrar el valor de la opcién en cada uno de los (n, j) nodos, con j =0, ...,n.
Cabe senalar que estos nodos son los 1iltimos en el drbol binomial. El valor de la
opcion en estos nodos es

Jaij :mf'nvc{S;wfd“_:'i —E,O} para j=0,...,n
si la opcion es un call y

fnj=méx{E - Su’d"7,0} para j=0,..,n
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si la opcién es un put. Una vez que hemos encontrado el valor de la opcidn en estos
(n, j) nodos, el siguiente paso es encontrar la regla general para calcular el valor de
la opcién en el nodo (%, j). Utilizaremos lo que ya se habia visto con anterioridad,
es decir, usaremos el resultado obtenido en la ecuacién (3.6).

Cuando nos encontramos en el nodo (i, ), s6lo existen dos posibles nodos a los
que puede llegar el precio de la accién en el tiempo ¢+ (i+1)dt, estos son los nodos
(41,54 1) o (i+1,7). Al primero se llega con probabilidad p y al segundo con
probabilidad 1 — p. Valuando la opcién en un mundo neutral al riesgo se tiene que

v
fii =€ [pfiyi i + (1= p) firr]

si la opcién es americana tenemos que tomar en cuenta que el valor de la opcidn,
para evitar oportunidades de arbitraje, debe ser mayor a

Sw!d=i - E

si la opcién es un call, o
E - Spdd

si es un put. De este modo, el valor de la opcién en el nodo (i, ), en el caso en
que la opcién sea americana, es

fij = méx { Se?d 7 — E,€7" [pfis1j41 + (1 = p) fisrj l}
si la opcidn es un call, o
fi,; = méx { E - Spidi=i, e [Pfiv1,41 + (1 = P)fivr,5] }

cuando la opcién es un put. Cabe sefialar que el valor de p estd dado por cualquiera
de las ecuaciones (3.10) y (3.11) dependiendo de si la accién provee o no dividendos.
De esta manera, resolviendo hacia atras podemos encontrar el valor de la opcién en
el nodo (0, 0) que es el valor de la opcién al tiempo ¢. Cabe seiialar que, conforme el
intervalo de tiempo dt sea mds pequeiio el valor de la opcién encontrado serd mas
exacto. En el mundo real, se utilizan valores especificos para u y d para tratar de
ajustarse a la volatilidad de la accién. Los valores propuestos por los creadores del
método binomial Ross-Cox-Rubinstein son

1= @V (3.13)
y
d=e"vE (3.14)

Ejemplo 3.1. (Método Binomial)

Consideremos una opcién de compra europea, con tiempo de vencimiento de un
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Figura 3.4: Resultado del ejemplo (3.1) con 30 pasos del 4rbol binomial

ano, sobre una accién que no provee dividendos cuyo precio actual es de $16. Su-
pongamos que el precio de ejercicio de la opcién es de $17, la tasa de interés libre
de riesgo es 4.5 % capitalizable de manera continua y la volatilidad de la opcién es
20 % anual. Si metemos estos datos en el software programado en Matlab obtene-
mos que el precio de dicho call europeo es de $1.16.

El método binomial es un método bastante sencillo que no requiere de grandes
conocimientos matematicos y que ademéas resulta ser muy preciso. A continua-
cién estudiaremos el método Black-Scholes que también sirve para valuar opciones
aunque sélo europeas.

3.2. BLACK-SCHOLES

A continuacién presentaremos el modelo de Black-Merton-Scholes. Este modelo
también sirve para valuar opciones aunque sélo funciona con opciones europeas.
Este modelo utiliza herramientas matematicas muy avanzadas como son los proce-
sos estocdsticos, ecuaciones diferenciales parciales y estocésticas, asi como céalculo
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estocastico por lo que es dificil tratarlo a profundidad de manera sencilla, sin em-
bargo, trataremos de presentar los fundamentos hacia la férmula explicita para
valuar opciones que se obtiene mediante este modelo. El modelo de Black-Scholes
se basa en un simple modelo para el movimiento en el precio de una accién. Este
modelo supone que el precio de la accién sigue un proceso de Markov en la cual el
precio futuro de la accién solamente es afectado por el valor actual de la accién,
es decir, el pasado en el precio de la accién no tiene ningiin efecto sobre el valor
futuro de la misma.

Nos interesa modelar el cambio relativo mas no absoluto en el precio de la accién,
pues el primero resulta dar més informacién que el segundo. Supongamos que al
tiempo ¢ (hoy) el precio de la accién es S. Consideremos ahora que transcurre un
intervalo de tiempo dt en el cual S cambia a S + dS, donde dS es el cambio que
sufre el precio de la accién en el transcurso del intervalo de tiempo dt. Como men-
cionamos anteriormente, nos interesa modelar la variable dS/.S, que es el cambio
relatio del precio de la accién. El modelo separa en dos partes esta variable. La
primera es totalmente deterministica y es igual a

pdt

donde u es una medida de la tasa promedio de crecimiento del precio de la accién.?
La segunda parte en que la variable dS/S se descompone tiene que ver con la parte
aleatoria de ésta, la parte que responde a efectos o noticias externas que afectan
el precio de la accién. Esta cantidad es la siguiente

cdX

donde o es la volatilidad de la accién y el término dX es una variable aleatoria
normal. De este modo, si juntamos las dos partes que conforman a la variable
dS/S se tiene la siguiente ecuacién diferencial estocastica

% =cgdX + pdt (3.15)

que es la representacién matematica del cambio en el precio de la accién.

A continuacién explicaremos-las propiedades de la variable dX. Esta variable se
conoce como un proceso de Wiener, en particular dX es una variable aleatoria
normal con

EldX]=0

Y
Var(dX) = dt

La varianza de dX es-escogida de este modo para que la desviacién estandar de la
variable dS/S sea o Vdt, valor que con anterioridad habifamos ya definido.

48i supusiéramos un mundo neutral al riesgo, u serfa igual a la tasa de interés libre de riesgo.
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De este modo ya tenemos un modelo para el cambio relativo del precio de la accién.
Es claro que la ecuacién (3.15) es equivalente a

dS = pSdt + 0SdX (3.16)

De la ecuacién (3.16) podemos observar que el nuevo precio S+dS de la accién sélo
depende del precio actual de la accién, la cual es una caracteristica de la propiedad
mads importante de un proceso de Markov. También podemos inferir, gracias a las
propiedades de la distribucién normal, que dS es una variable aleatoria normal
con las siguientes media y varianza

E[dS] = E[uS dt + 0S dX]
= E[pSdt] + E[ocS dX)]
= uSdt

pues E[dX] = 0 por hipétesis. Este resultado nos indica que en promedio el si-
guiente valor de S serd uS dt mas grande que el actual precio de la accién. La
varianza de dS esta dada por

Var(dS) = Var(uS dt + oS dX)
= Var(c§ dX)
= 028? Var(dX)
=o*5%dt

Una vez que hemos podido modelar el cambio en el precio de una accién, es
importante recordar cual es nuestro objetivo hasta el momento, éste es encontrar
el valor de una opcién europea sobre una accién que no provee dividendos durante
la vida de la opcién. Es claro que el precio de una opcién es una funcién del precio
de la accién y del tiempo. Esta Gltima aclaracién es importante pues utilizaremos
un lema fundamental para funciones de variables aleatorias. Con el modelo, es claro
que el precio de una accién es una variable aleatoria. El lema que a continuacién
presentaremos se conoce como el lema de Ito.

Lema 3.1. Lema de Ité

Dada S una variable aleatoria descrita por una ecuacidn diferencial de la forma
dS = A(S,t)dX + B(S,t)dt

si f es una funcidn de S yt entonces

_ 4% of L Of [ 1,:0%f
df_Aast+(BdS+ Bt +2A 557 dt (3.17)
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No es absurdo preguntarse como es que de este tltimo lema podemos llegar al
precio de la opcién, sin embargo, antes de contestar esta pregunta, necesitamos
listar los supuestos del modelo de Black-Scholes. Algunos de estos supuestos ya
han sido considerados en secciones anteriores. Los supuestos son los siguientes:

= No existen costos de transaccién.

No existen oportunidades de arbitraje.

Se puede negociar con la accién en tiempo continuo.
= Se permiten las ventas en corto.

» La accién es divisible. Este supuesto toma mucha importancia en lo que resta
del capitulo.

Supongamos que tenemos una accién, que no provee dividendos, que sigue el mo-
delo de la ecuacién (3.15). Este es el momento en donde entra en juego la opcién.
Supongamos que tenemos una opcién sobre la accién, no importa si ésta es put
o call cuyo precio es f. Es evidente que el precio de la opcién es una funcién
del precio de la accién, S y del tiempo ¢. Como S sigue el modelo que define la
ecuacién (3.15), entonces por el lema de It6 se tiene que

_Of Of L 0f 1 50%f

A continuacién, escogeremos un portafolio que contenga la opcién y la accién
de tal modo que hagamos desaparecer el término aleatorio dX. Consideremos un
portafolio que contiene una opcién larga y —A acciones, donde A es un niimero
fijo cualquiera. El valor de este portafolio, que denotaremos por II, al tiempo ¢ es

NI=f-AS (3.19)
El cambio en el valor del portafolio en un intervalo de tiempo dt es

dll = df — AdS (3.20)
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Sustituyendo las ecuaciones (3.15) y (3.18) en la ecuacién (3.20) se tiene

dIl = df — AdS
of G081 .8 Of
—aSanX+(,u 6S+ 3882 Bt dt
~ A(0SdX + uSdt)

of 1225f f
+("S(as A) st at)‘ﬂ

si observamos bien la ecuacién anterior podemos eliminar el componente aleatorio
dX si hacemos

of
A=%s
de tal forma que la ecuacién anterior se reduce a la siguiente
(%] 2529]
dll = ( 5t + S —== 352 dt (3.21)

Como esta ecuacién no tiene el elemento dX, el portafolio IT debe ser un portafolio
sin riesgo durante el intervalo de tiempo dt. Cualquier portafolio sin riesgo debe
ganar la tasa de interés libre de riesgo de tal modo que

dIl = rIldt
es decir of o f
2q2
rIldt = (at —g°S 832)633 (3.22)

Al sustituir el valor de II en la ecuacién anterior y dividendo por dt en ambos
lados de la misma se tiene que

0 0

_f + = 2 82 f

at 852
Esta es la ecuacién de Black-Scholes. La solucién a esta ecuacién es el valor de
la opcién. Como es sabido lo \inico que necesitamos para resolver esta ecuacién
diferencial parcial son las condiciones finales. Aqui es donde distinguiremos entre
un call y un put. La condicién final para una opcién call europea no es mas que
la funcién de pago al vencimiento de la opcidn, es decir,

3f

+rSzs—rf=0 (3.23)

f = méx{Sr - E,0}
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cuando la opcién es un put europeo entonces la condicién final es
f = méx{F - Sr,0}

donde St es el precio de la accién en la fecha de vencimiento de la opcién.

La solucién a la ecuacién (3.23) es el precio de la opcién, que es una funcién del
precio de la accién y del tiempo. Las soluciones a la ecuacién (3.23), es decir, los
precios de una opcién call y put Europea al tiempo ¢ sobre una accién que no
provee dividendos son

¢t = S N(dy) — E-€ " T-N(dy,) (3.24)
y
pe=E-€ TN (—dy) - S,N(~dy) (3.25)
donde
& = In(S:/E) + (r + 02/2)(T — t)
1 ovT —t
— o2 _
5 In(S:/E) + (r - o*/2)(T - t) _ dy — oVT =3
ovT —t
ademads

N(zx): Funcién de distribucién acumulada de una variable aleatoria normal
estandar. '

S;: Precio de la accién al tiempo t.
E: Precio de ejercicio de la opcién.
r: Tasa de interés libre de riesgo convertible de forma continua.
T — t: Tiempo para el vencimiento de la opcién.

Debemos recordar que estas férmulas explicitas del valor de una opcién son sélo
vélidas con opciones europeas.

Sélo falta mostrar cémo serian las férmulas de Black-Scholes cuando la accién
provee dividendos a una tasa continua de rendimiento, g. Aqui lo tnico que cambia
es el modelo que sigue la accién. El modelo es el siguiente

dS = (p—q)Sdt + o SdX (3.26)

Siguiendo un proceso completamente analogo al del modelo en el que la accién
no provee dividendos se obtienen las mismas férmulas obtenidas anteriormente
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Figura 3.5: Resultado del ejemplo (3.2)

europeo sobre una accién que provee dividendos a una tasa de dividendos continua
500

=8 -€ T IN®GE) - E-€ " TIN(d,) (3.27)
y .
pe=E-€ T UN(—dy) - S, - € 1T~ N(-g)) (3.28)
como
In 15'%_“@"‘)" zln% —-q(T-1) (3.29)
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Figura 3.6: Resultado del ejemplo (3.3)

entonces d; y d2 quedan como sigue
_ In(Se/E) + (r — g+ 0%/2)(T - 1)
oI —1t
In(S;/E) + (r — q—a?/2)(T — t) ’ :
do = - =dy—aovT -t
4 ovIl —t 1=

Ejemplo 3.2. (Black-Scholes)

d;

Consideremos una opcién europea con los mismos datos del ejemplo (3.1). Si corre-
mos el programa con dichos datos obtenemos que el precio de la opcién es de
$1.1625.

Si observamos bien, el precio de la opcién que arrojan tanto el método binomial
como el método Black-Scholes practicamente iguales cuando el tamafio del arbol

ESTA TESIS NO SALE
DE LA BIBLIOTECA
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binomial es de por lo menos 30 pasos. Esto sucede debido al supuesto de que
los factores u y d cumplen las ecuaciones (3.13) y (3.14) pues con esto estamos
obligando a que el precio de la accién se comporte de la misma forma que cuando
éste sigue la ecuacién (3.16).

Ejemplo 3.3.

Consideremos ahora un put europeo con los mismos datos del ejemplo (3.2). Si
corremos el programa con estos mismos datos obtenemos que el precio del put
europeo es de $1.4144.

El programa hecho en Matlab puede ser utilizado para analizar cémo afectan al
precio de una opcién las diferentes variables tales como el precio de la accién, el
precio de ejercicio, la tasa de interés, la volatilidad y el tiempo para el vencimiento.
Es muy sencillo calcular el precio de una opcién con este programa, simplemente
es necesario cambiar el valor de cualquiera de estas variables para ver cual es el
nuevo precio de la opcidn.



APENDICE A

BIENES DE INVERSION

Un bien de inversién es un bien que es utilizado para inversion como el caso de las
acciones, bonos, divisas. No obstante existen bienes como el oro, la plata y otros
metales que aunque se utilizan como bien de consumo, también se utilizan como
bienes de inversién, de tal modo que un bien de inversién debe cumplir que dicho
bien deba ser utilizado por un nimero grande de inversionistas solamente como
inversion.

VENTAS EN CORTO

Una venta en corto se da cuando un inversionista pide prestada una accién para
venderla en el mercado. Después, el inversionista debe recomprar la accién para
devolverla a quien se la presté anteriormente. A esta accién se le llama cerrar
la posicién corta. El inversionista que desea realizar una venta en corto cree que
el precio de la accién disminuird. Si el precio de la accién disminuye cuando el
inversionista debe regresar la accién prestada, el inversionista obtiene ganacias
ya que éste compra la accién a un precio menor del que vendié la accién. Si el
precio aumenta respecto al precio al que vendié la accién, el inversionista obtiene
pérdidas. Las reglas en los mercados accionarios s6lo permiten realizar ventas en
corto sobre una accién cuando el ltimo cambio en el precio de ésta fue positivo.

DEFINICION DE ARBITRAJE

Una oportunidad de arbitraje se da cuando un inversionista logra construir un
portafolio de inversién sin costo que provea una ganancia segura en el futuro.
Construir un portafolio sin costo implica poder vender en corto al menos un activo
del portafolio y usar las ganancias para comprar otros instrumentos. Un ejemplo
de arbitraje se da cuando algin bien o instrumento financiero tiene dos precios
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distintos en dos mercados diferentes. Se puede hacer arbitraje vendiendo en corto
el bien al precio mayor e inmediatemente comprarlo al precio menor. La ganancia
estaria dada por la diferencia en los precios del bien, ademas, en esta transaccion
no existe riesgo alguno pues las operaciones de compra y venta se contrarrestan.

DEMOSTRACION DE LA PROPOSICION (2.1)

La proposicién (2.1) dice lo siguiente:

Dados un portafolio o y un portafolio B tales que Vr(a) > Vr(B), entonces se
tiene que Vi(a) > V4(B) cont < T.

Supongamos que esta proposicién no se cumple, es decir, que Vi(a) < Vi(6). Un
inversionista, para hacer arbitraje puede optar por la siguiente estrategia:

1) Vender en corto el portafolio 8 al tiempo ¢.

1) Con el dinero recibido por la venta en corto, comprar el portafolio a, pues
estamos suponiendo que su valor es menor al del portafolio 3.

Al tiempo T se sabe por hipétesis que Vr(a) > Vr(8). El inversionista vende el
portafolio o y recompra el portafolio 3 para cerrar la posicién corta que habia
adquirido al tiempo t. De este modo el inversionista hace arbitraje. Asi pues, se
ha demostrado que la proposicién (2.1) es cierta.

USO DEL SOFTWARE

El software consta de 23 archivos de Matlab. Dichos archivos deben ser copiados
en el subdirectorio work del directorio en el cual se encuentre instalado Matlab.
Una vez hecho esto el software esta listo para usarse. Como habiamos menciona-
do antes, el software estd hecho para analizar forwards y opciones. Para entrar
al programa de forwards el usuario debe escribir la palabra cfor en la linea de
comandos de Matlab y la palabra opcion para entrar al programa de opciones.
El software esta programado de tal forma que sea muy sencillo de utilizar ya que
contiene ventanas con titulos explicitos que van guiando al usuario dentro de éste.
Asimismo, practicamente todas las ventanas contienen un botén y una ventana de
informacién para ayudar al usuario a entender mejor que puede hacer en esa parte
del programa.
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