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Prélogo

Los ohjetivos de estn tesis son presentar ¥ estudiar sistemiticunente en ol espa-
cir dit funciones reales, continuns ¥ acotadas BC X alpunas topologias estrictas:
Ay, B, Ba, dg, comenzando par Jg que fue definids por R Budk [4] ¥ la cunl dio
arigen b las restadites, nal como comparar bas condbciofies sosaring ¥ sulcienbes,
dadas por 5. 5. Khrana [1%, pars la m-convexidad del algebra (BC [X], B,
con las establecidss para (B X, dg) por H. Arizmendl Petmbert y 4. Carrillo
Hoyn |2, En ssos articibes s sigeen camines diferentes; en o primers, e eondl-
citn abtonida se refiore & unn caractoristica quo debe tener X (B X, B) o
m-comvexi 8i ¥ sdlo gl X o8 aparentemente compecto (shum compaed); on ol s
gureda, ¢l enfogque s sobes a1 sspacio de fuociones que detarminan D seminonmes
que definen & Jg: (BC[X],8g) = m-convexs si ¥ silo si By [X| = Bx |X] (es
dﬁr,mimidmhmqu-mhndiuﬁﬂmmhqmtmm
compacta). En ambos, se concluye que cada una de las condiciones mencionsdas
e pyuivabenie, respectivamente, o quoe las topologing estrictas 5, y 8y ooincidan
cof la compacto ablerta & A partir de by visto en estn bestis == obiiene qoe d =
7 = & 8l y so sl X a8 aparentements compacto y que sto squivale o decr que
By |X] = Bpa[X), Las topologiss #y v §, parecerian ser distinias, salve coando
X w5 aparemtaments compacto, sin embangn, comn s& hacer notar en este babajo,
ambns topologies son |a misma pars cualpuier spacio X completamento regulsr
Asl, tanto Khurana, como Arizmendi-Carrille usaron la misma topologia aungque
presentads en formos distinias.

Dentro de lns dlgebras topoldgicns, Ins me-conveoss son desde un punto de
fﬂ.llumﬁpnu:id-ll-ﬂ;d:r-mrmd-,qulmmlml-mkﬁ:-m
gque poseen las pormadas; por epemple, en un dlgebon de Banach, compleja, con-
mdntive v oon umided es vilids ln propiedad de Wiener ¥ lo mismo sucede con
un dlpebira fo-convexa, complegs, complela, conmutativi v oon unddad. De ahi «
interds por determinar cubmdo wn &lgelrs e m-coavexa

En &l capitulo 2, se define la topologis sstricis de Buck & en el anbllo BC (X E]
de funcinoes contipas y acotades de un espacio X bcalmente compecte y de
Huusdorff {LOH) en un espacio lecalmente convexo y completo B con ells 8 X, E]
esi un espacio localments convexo. En el Capitulol se dan las definickones § pro-
prisdaden bisicas relatihvas a los sipacios localmente compactos y localmente con-
vexcs g serkn isadas frecisntemente en los capltilos sigusentes; de entre ellas
destacan, por su empleo constante, @l Lema de Urysohn pars sspacios LCH ¥
sus copodarios, El capitule concluye con une secchiin sobee la topologia Hmite
inductivo pars rspacics localmente convexcs, La topologia (g & un caso parti-
culsr de topologin limite inductive, Cabe aclarar que cuando se sa sdlo ann ds
lak topologiss estrictns ¥ oo hay luger & confusidn, entonces = denotsda simple-
mhpmﬁmcmmiruhzmhmwldﬁum Asl, en
el capitulo 2, § denota In topologia estricta de Buck y en el 3, In de Giles,

En &l Cupitubo 2 se define la topologin esiricta 3y, que como ya se dijo, en ese
momenlos smplemenle o8 denptala por 4, v tambien se recsendan los definiciones
di ciras Lopologing mis atensamente conocldas como son |as Lepalogiag aniforme
¥ compacte sbismta. De las tres s dan algones de sus propledades ¥ se determinan
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iwhpunas de lus rolaciones existomtes entre ellas, por ojemplo; ool e mas dibil,
ko ealnclden, gud propledades debe tener of spacio X pars quo |as topologies
sonn normades, motrizgabies, completas, ete. Ss prucba que la topologia estricts
mﬂﬂhmhmpﬂntﬂlﬁlﬂlm]mmujmmﬁfm'mm“lm
respecto resulta oportuno sefialar que en el siguiente capitulo se prucba que la
topologin estricta Ay e= ln mdxima topalogis bbealmenie comvesa que coincide con
ells mismn en bos conjuntos uniformemente scolados v gue lo msme suceds con
lss fopologias 4, y Jg. Se presenta, a alvel frmatben, bs nocdn de topalogla
mixta, enunciindess alpuncs resultados gue aparecen on el articulo [9] de Cooper;
en ste mismo articalo se conchiye que |s topologis sstricta s un o particalar de
topologin mixta; sin embargo, la demostraciin de s colnckdencin de ls topalogia
mixts con |s lopalogia estricia generada por las topologiss compacto sbderts v la
utilforme Yse voelve un reultado sorprendentenents diffcl” afime Coaper, pos
b cunl po rsulit sleusdo tomar ste posible enfoque general pars la sseritara
de este trabajo y s prefirid hacer las prshas de manera directa & partic o s
dafindckdén particular de s topologia de Bock. En ln seocitn finad s da el teoremas
de Btone-Welorstress para (B ||, 5).

En el Capitulo 111, se presentan geoeralizaciones de la topologin de Buock,
come son |a topologis stricie de Giles () ¥ la de Sentilles {dg), las cuales
son usadas por Arzmendi-Cartillo y Khurans, respectbmments, Aqul s prisba
g &l X @ localments compacts, antoncis 0, = Jy = d; = Jg, con lo que se
Justifica considerar & 0, § ¥ J como geoeralizaciones de Jy. Pars s topologis
witricta de Qiles se muestra quo son villidos resultsdos que fiseron probsdos en
& capftule anterior para la topologfa de Buck. Por ejemplo, se da tambitn el
teoremn de Stone-Weisrstrass para la topologln estricta de Giles; ste teorema
e 1w, @R S versidn comipleje, en [2] parn obteser une condicidn suficiomts para
que (B [X :C), dz) no satisfngs. Ia combcitn de Wiener ¥ por tanto, no sca
m-convexn; este resultnde v su proebs aparecen en el capitulo 4.

Las condiciones necesnrias y suficientes pars que o dlgebra S8C(X) sea me
cafivexa oon las topologing H, Oy, ¥ Jg 8o dan en ese mismo capliuls. E resaliadn
relative & Fg, que aparece en (15, no se prusba ya qos el hacerlo implicaria el
s e herramienta distinls s s smpleads en ol mesto de la tesis y significaria
prolongar, mds allf de lo convenlbente, of spacio v ol tiempo de resllzscion de ste
tradsajo,

La tesis es sutcoontenids ya que inchye un conjunio de apéndices en los gue
s presontan definkciones elapmtales ¥ reultados auxilisres para la prosha de los
i Epiecen Bn o8 cusbro capitalos.



Capitulo 1
Resultados preliminares

En este capitulo mostraimos los principales remiltados thenboos gue serdn b bass
de muchss de s demestracionss dadss s esto teabajo,

1.1 Espacios localmente compactos

Los espacics localmente compactos serdn nussiio dmbito de trabajo en el capitalo
siguicnte donde s introducen parm mspscios localments compactos y de Hous-
dorff Ins topalogiss: uniforme, compacto ablerta ¥ la gue nos stafie, la topalogin
esbricta. Aqui dames algunas de las propledades de dichos espacios.

Definicidn 1.1.1 [n espocio X es localmende compacte s oodo punie fiene sma
vecindod composta. Nesefros esfamos inleresados en exfos fipes de espacios, pero
ademds con lo propiedad que sean Hawsdorff o T3, A esie tipo de espacios [e
Uamnmaos [ocobmente compacto Homsdorfl y de manern abrevioda exoribimos LOCH.

Proposichin 1.1.2 S5 X caun eapacie LOH, U C X e abisrie g2 € U, cnfoncea
exiate una pecindad compacta N de o fol gue N C LT,

Demostmcidm

Podemos suponer qmﬁucmp:ln,pqncﬁ: oo ser sl reemplazamos [
por OOV W™ dopde 1 e una vecindad compacta de & Sea Frif la frontern de O
Por ser [F alblerto, tenemos £ @ Fril,

Frll ea un conjunto cerrado contenido on I, que es compacts, por consiguients
Frif s un compacto.

'ﬂmminﬂndnﬂuuhrﬂ. Heoordemos que en los espacios Ty los
compactos se comportan como puntes, en &l sentido que pueden ser separndos
por uhiertos ajencs; par bo cunl exisien ablerios ¥V y Woen T tales que:

seV, FrUcWyVNW=2g, (1.1)
En partiular, Frif AV = @ y como ¥V C T = I U FrilY, entonos V C [,
Existe ¥y abierto en X L.quun'r":l-'i;l'lu. Al infersectar ambos miemboos

o esta ignaldnd con 7 obtenemos:

¥="1%nt
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o sen V e abierto en X. Ademds, V ¢ U y por tamto ¥ es compacto
Existe Wy abierio en X tal que W = Won Il . Por {1.1) tenemos

e VrWgnlF=wynv

e decir,
Yc F‘\,W-.
Finnlmente, como [, W & un corrado de X tenemos:

Vcihwechw cinFri =
Al hacer & =V queda probado el resultsdo. O

Proposicidn 1.1.3 Sea X espacio fopoldgico de Hausdorfl gy A un subespacio de
X.

{1} 8 X ea LOH, y A ea abierto en X, entonces A o3 localmende sompacts,

{2} S A es denso em X | entonces codn vecindod compacta em A de um punio .o
en A es vecindod de o en X

(3 55 A e [ocalmende compacts y desnso ea X, entoneces A es aderto en X

Dermesimmcidn

(1) Sea x £ A, entonces por In proposicidn nnterior existe en X una vecindasl
compacts N de ¢ tal que &N © A N s tambsén weeindad compacta de £ en A

(2) Sea V' una vecindad compacts de a e A, snbones Ve compacio ¥ poe
tanto cerrado en X, Sea U un vecipded dea en X &l que V¥ = Un A Como A
e8 denso, s Lene la contencion U7 © V; en efecto, sen 2 € [ y W una vocindad
sbionta en X de z, entopces U7 MW a5 un abierto en X no wacio, ¥ por ser denso
A s tiene quo ANUP AW ¢ @, por tanto VAW @ B y por consiguiente x & 7 .

Entonces

aelPclFcVay

Por tanto, Ve vecindad de a en X,
(3} Sem x £ A, por eer A localmente compacto existe U vecindsd compactia de
xoen A, entonce pos (2] L7 e vecindaad die £ oo X, por tanto A e abierto en X0

Proposicidn 1.1.4 51 X es un espacio LON g 5 C F C X donde K e come
pucte p L7 es akierto, endonces enste un aberto ¥V elafionmente compacts ||'i.r 55

cerradurn es compactaf tol gue K CV OV CU.

Dempatrocidn
Por |a Proposicidn 1.1.2, para cads & € K podemes escoger ann vecnidad
compactn Ng de 2 tal que N O U, Asi | N7 }ﬂxwmnﬂmhuuuudfh
ko cual hnp]hmnmdnunnmm--hﬂuﬁmu{ﬂf‘}

Emb":U Ny, entonoes K C ¥,
i=l

=l

':':Unr- ‘UFCUT"U N, ctr

] ] =]
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¥y por tanto,

KcvcVcU.
O

Definicién 1.1.5 Sea X un espacio topoldgico. Se dice que una funcién
f: X — R es de soporte compacto si {x € X : f(x) # 0} es compacto. En
general,

supp f = {z € X : f(x) # 0}

es llamado el soporte de la funcion f. Asi, f(z) =0 si £ € X\ supp f. Cuando
f es continua y de soporte compacto escribimos f € Cpo [X].

Definicién 1.1.6 Sea X un espacio topoldgico. Se dice que una funcion
f: X — R se anula al infinito si para cada € > 0 existe un compacto K tal
que
|f (z)] < € size X\K.

Si f es ademds continua, entonces escribimos f € Cp[X].

Es claro que Cyg [X] C Cp [X] para todo espacio X.

Si X es LCH y no vacfo, entonces Cpg [X], y por consiguiente Cp [X], contiene
otra funcién adem4s de la idénticamente 0 (Teorema 1.1.10). Si X es comple-
tamente regular es posible que Cp [X] s6lo conste de la funcién idénticamente 0
como lo muestra la Proposicién 1.1.9, la cual serd usada en el capitulo 3.

Observacién 1.1.7 Q, con la topologia usual, es un espacio completamente reg-
ular por ser lo R; sin embargo, no es localmente compacto, ya que Q no es abierto
en R (ver Proposicién 1.1.3).

Lema 1.1.8 Ji K C Q es compacto, entonces Q\ K es denso en Q.

Demostracion.
Sea K C Q compacto y supéngase que Q\ K no es denso en . Entonces
existe un bdsico no vacfo (a,b) NQ, tal que

(a,0)) NQC K

Sea z € (a,b) N1. Existe una sucesién {ry,} en (a,b) N Q que converge a z y
como K es compacto hay una subsucesién de {r,} convergente a un punto de K
lo cual no es posible ya que la subsucesién converge a irracional z. O

Proposicién 1.1.9 C; (Q) = {0}

Demostracidn.
Procedamos por reduccién al absurdo, es decir supongamos que existe ¢ €
Co (Q) tal que ¢(y) # 0 para algiin y € Q. Sea € = E‘f’éy”’ entonces existe

K C @ compacto tal que

|¢ (x)| < € para todo € Q\NK
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Por lu proposicidn anlerior existe |y, | socmsidn en QK que converge ooy
benldndos i
[ (o] = @ s boddo w & N

Puor consigubsnte,
iyl < ¢ = 22

lo euad e una contradsecion. |

Teorema 1.1.10 (Lema de Urysohn para espacios LCH) Sean X espa-
e LOCH g K 0 € X, con K compacto y U7 abéerie. Entonces exslen wn
abierte V' relatisnemente compacto g wna funcidn [ 0 X = [0,1] continue teles
que K cVeVecUyf=1enKyf=D fuern del compacio V. En
particular, € Coo|X].

Diermuostrocidin.
Por la Proposscidm 1.1.4 existe 1 abierto relativanente compacto tal que

KevePeou.

Entences & M Fri’ = .

Debido o que tode espacks compacto en un Hagsdorff s normal, se sigue
que ¥ o normal, Aplicamcs s ¥ el Lema de Uryschn pars espacics normales v
mmutnm.l:-mﬁmlfrﬂq.mﬂ.mnf'.?—*[ﬂ,ﬂtﬂqﬂf!lm}{y]-ﬂlﬂ
Eri

Se extionde [ n X definiendo f{z) = 0 para todo z € X\ V. Linmamos
txmbién | o esta extensidn y afrmamos que sstisface lo sefialado en o teoremin.

Faltn o demost rar que &6 nna lancidn contions en X, Sea E © |0, 1] cerrade,
entonoes

B = (1177 E

siempre que 0§ E.
5 0 £ E, eobonces

SHE) = (LT (BYuXNT = (f| V) (B Uy
yaque Fri' c (f | ) (E).

En wnbos casos [~ (5]} &5 cerrado en X. o
Por |o anterior todo espacio LOH es completamente regular,

Corolaric 1.1.11 Sean X wn espacio LOH y K un compacts, Entonces exiaten
ur aiierfo V' relodivamente compocie § uno famcidn f 2K = ,I]mﬁm:ﬂu
m:KCVCFrf-LmKHIlﬂ_ﬁﬂn:Hnmwm :

Corolarie 1.1.13 Sean X o cspece LOH g2 € X, 5 N e una cecandad
compacla de £, entonees erisle unn fumcedn f @ X = |0,1] conténua fol gue:
Jich=1p f=0 foem de N
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Drernastmcidn.

Tenemos & & &, Por & toorema anterior existon un sbierio V' refativunentes
compacto y una funcién f 1 X = [0,1] continua tales que: eV eV EN"C N
¥ fiz) = 1y f =0 forra ded compacta ¥, en particulor fusr do N,

Definicidn 1.1.13 Sea X wn espocio fopoldgice, Lo sucesidn (2,00 en X o
uno sucesidn disereto o pars cado m > 1 erate ung vecindad de e, gue dRterascta
ol congunte {r.} sdis en o punds 1, S dice que fa gucesicn es discrela por
cornpactos 5@ dicho venindod puede ser fomaoda compacto.

Dbservachon 1.1.14 5 X e LOH endonees (2,)0 . es discreto 5§ sdlo 5 68
diserela por compactos,

En efecto si la sucendn es ducrelo, entonees ae supie de o Propesicads [18
que &8 tomunidn disereta por compactos. Al condrono, ey obeio el resuliade

Proposicidn 1.1.16 S X LON. Si (2,000, o disereta endorces emele wna
sriceatdn (Mg )20 o de compactos ajenos tales que Wy e3 vecindod de £y ¥ 20 & Ny

51

Demostreidn,

Por ln obserwecidn anterics parn cada n 2= 1 existe ans wecindad compacta 1,
de x, tal que o, @ V5, 5 m gl 0

Defnimas &) = V', Asi, &} &= oo vecindnd compacta de £y tal que 2 € M)
simgl

Sea Wy una vecindoad compacta de 53 ajena con ¥y, Definimos

Ny = ¥ NWy.

Entonoes Ay &= una vecindad compacta de 3 ajena con Ny y tal que =, §
My st m # 2 En general, comstngide Ny, Ny, .., N vecindades compactas de
£, 83, - o Bny EBpeclivamente tales que

NN =0y o @ Msimga

pare | = ¢ £ n, definimos Nyeq = Ve MWL donde Weei 8 ann yecndad
compacin do T ajenn con o compeeto Ny U Ny U UA,, D esla manera
queda definida inductivamente la sucesitn beweadn. (]

Definicidn 1.1.16 Sea X wn espocio iopoldgice. Lo swcessin (£5)5, en X con-
verge a infinile, g escribimos x, — o0, 5i porm coda compocde W O X existe
HEH#ﬂfﬂJ—f.ﬁ'aﬁnEH.

Lema 1.1.17 Sea X un expacio LOH. 5 (xa) &5 una sucesidn en X que con-
verge a infinite endonces Gene sno subsucesidn discreto (discrela por compacios).

Demostrocidn.

Por ser X un espacio LOH exisde una vecindad compocta V) de . La con-
wergendin de (2,00 & infinilo nplics que existe My € N tal gue oy & V) shempre
que k> N Tomese by > Ny, ootones ry, € X1, Por la Proposicin 1.1.2
miste una veciedad compacta Vgde £y, contenida en XV
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Sea Ny € N tol que s f 1V siempre gee & > Mo, Sea ky € max [N Ny], en-
tonoe Ty, € Vi ¥ i, § V. Par tanto, o5, € X (V) UV y existe unn vecindad
compscta ¥y de p, contensda en X (K U V). Shpuiendo sste proceso induscti-
VaInenie EENEmos (U (I, Tig . Ty - ) 05 ima subsecsidn discreta por compactos
de (2n) ., . o

Lama 1.1.18 Sea X un capacio LON. Si{zq}30, © X e una sucesidn discreta y
{p.]:;_.umm&nﬂm:mmk:mﬁm JuE conveTyE 4 cern, Endonces
enste mfmﬁdﬂjEﬁﬂxFlﬂquftr‘]::.-

Demoatrecidn.

Por |a Proposicide 1.1,15 existe una sucesitn (Ky )02, de compactos ajencs
ontre si tales que K, & weindoad de o, v 24 # Ky 5i mog ne Por o Corolario
1.1.12 para cnda u > 1, existe fu € Cog [X] tal que 0 £ fo €1y fo(r,) =1y
Julx) = 0 para todo x f K.

umqu{:J-f.rJut:}-thm

Llhwilhjﬂmﬂmpwnhnﬁlgl En S (2] uniformemente de

Cauchy, comea ahora probamaos:
sen ¢ > 0 existe N € N ol que oy < ¢ siempre que n > N, Entonces,

=% enfalz) <«
=g

| £ cnfu ()
-

£ cafuls)= % eufalz)| =
=l w1 2

giemprs i, § = N yoguoe sh 2 f Ky pars ledas < 0 < § enlonies f: Enfn izl =10
en tanto que & @ € Ky pars algpin (dnko) § < n £ §, entences

é_ enlo (Z) = enfu (%) S 05 < 1.

Por ot parte, [ & Oy [ X] D'udur >, existe ¥ £ N tal que o, < ¢ SEmpre

quen = M, Elmnjumnﬁ._nu K o8 compscto, Supongamos gue = ¢ K, 5
dﬂnﬂrﬂﬁ.mm&nnbﬁmﬁﬂ 0= ¢. Finnlmeme, si r € K,
paras alguns n > N, enlonces f (£ =6y < & a

Lema 1.1.18 Sea X LOW y o—compacto, enfonces eviste ¢ & Cp |X]| tof que
@ir) £ 0 para fodo r & X

Demasimcidn,
EanumnpuﬂuLﬂlyr:mpﬁnmhumumﬂmaﬂen—mp-tm
[Teorema A LG |, e decir X =] Ky donde Ky, & un subconjunto compacto
=l
e X v K © K%y pors toda n € N, Por el Lema de Urysohn 1110 dado
n £ N axisten V, vecindad compacts v Jf, + X — |0, 1] fupcidn coatimia tal que

Ja(Ka) = {1} ¥ fu (X5V) = {0); por tante, f, (X Kaii) = {0} pars todo
i ], poesto gue X 4 % 32X\ Aeeg 2 X\ Kasg D000,
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Diefinumos ¢y, (2} = g fo (). Observe que d, : X — [0,]1] es una funcidn
oontiman v 0 < @, () £ & para todo £ € X. Ahors sen

olz) = E o,(2)

& st bien duEu.ld.lz,rquuE_lp_{z] 5:1_?] & = 1 pasa todo x € X, ademis s
MLMWEI#MIM,:%“ converge uniformemente,
Salo pests demoatrar que @ € Cp | X]. Sen ¢ > 0, enloncss exisle & € N tal
qu...?; & < ¢ siempre que J > N. Sea x § Ky entonces © € K parn alguna
J = N por tanto
d-i P
gz} = EIHEIH"EJ#.{IJ

L |
£ M‘EJF <8,

1.2 Espacios vectoriales topoldgicos
En lo gue sigue F denota al caumpo de los mimeros resles o los complejos.

Diefinicion 1.2.1 Sea X un espocio woctoriol sobre F. Porm ABC X gy FCF
definimas
A+8 = [a+b:ac A be B);
FA = {ra:r& FagAd}.

S8 A comnstg de ado un punte &, enfonces sacribimos 2 + B, en lugar de 4 + B;
es decer
g+ Bw=lz4b:bER].

Tode comjunte de la formo x + B es Nomade wn resladade de 7,
Si F consto de sdlo wn punto r, enfonces escridbimos rA, en [ugar de FA; e3
docir
Fd = {ra:ae A},

Definicidn 1.2.2 Sea X un espocio veetoriod sobre F. Swpongamaos gue A C X,

o A es conorgo siar+ g € X degre ez, pe Ay, dE R, con, 3 =0
g4+ d=1

o A s bolancendo sl oz € A mempre gue 2 € A y ol < 1.
® A £s absorbente 51 pam ondan £ & X enste ¢ > 0 M‘WNEJHH":!-
Proposicidn 1.2.3 En cualgeier espacio vectorial X se tiene:

® Lo interseccidn de comfuntos eonmesss e8 uh confunbo convern,



L] CAPITULD 1

® 5i A ea comvero, enfonces cunlpuier frasladade de A, s decir cunlyuier
oongunie de o formo r + A, com x € X, es bambién conveso

# Lo interseccidn de conjrnées balonceades ex omocomjunfo bolarncends.
# Lo interseccidn de conyrutos absorbentes es un comjunio absorbende.

s Todo eomjunda qur confeene a un absorbente £5 absordente.

Es mary ith] considerar topoboging sobre aspacios veetoriaes distintas s aguellas
qun son genoradas por normes. No estamos interessdes en coalquier topologia
nos intermsan squellng que s comparten bien con respecto o bas operaciones. La
siguients definiciin precisu ko que queremos decir con el "buen comportamisnta™
mtre ln topologin ¥ |as operaciones.

Drefinbeidin 1.2.4 Sen X un cxpacio veclorial sobre el conpe F. (X T) o wn

eapucsn pectoriad fopoldpen s T ef mna fopelogia en X el que las operociones:
Al

XowmX—s ¥
(xy] It
¥ producle por sn esoalar
F!x—q-
[ha] ==
A07 combEnUnS,

En eate coso T es Unmodo uno fepologin vectorial parm X,

Drefinieidn 1.2.5 Un suboongendo A de un espocio eeclorad topoldpico es acotado
st parn coda vecindod LY del e epate wn ndmero postlios & fal que

A C tF stempre que £ > 8

En mste trabajo se tratardn esencinkmenis espacics vectorizles topolédgicos lo-
calmente convexos, dichos sspacics stdn ntimamente ligndos con & coneepto do
serninorma, ie shora definimos,

Definicitn 1.2.8 U'na seminorma en un espacio vectorial X sobrr F s un fun-
cita || : X — R que tiene oy siguientes propedades:

# (positividad) ||| = 0 pern tedo 2 € X

* (homogenesdad) JArf| = M|l iz X yAcF;

» [(desigualdad del tridnguls) |+ 0] < =)+ vl s sy X

Come amsecurncig dre la homogeneidod e bene gur

= [[Of =0
Cuando [|f = 0 irmpliee o = 0, lo funcidn ||| es lemods perma
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Como corsecucncia de lo homogeneidod y e desiguoddad def tridngulo se tiene:
= k=l = llwlll < b= £l < b=ll + lloll 55 2,9 € X.

Proposicidn 1.2.7 Sean X un espacio vectorinl, {||-||, } . 4 mna fomebia de semi-
normas en X y ey = 0 paro osda o € A, El conjundo

l'rnh..,.nq.p.l,.._..- = {-I'EJI:': I,I-‘l-'I = ey Hﬂ-ﬂ-ﬁ:] =1 E‘I‘II-
ey comwero, baloncends y obsorbende.

Demostracidn

La prseba se sigue de o Propesicidn 1.2.9 une vex que s proch ges of oom-
Junto Voo, = {z€ X : |||, <« }-
s convexs, balsncesdo y alsorbente pars cadn e, > 0y cada o € A, |

Proposicién 1.2.8 Sen X an espacio veclorial y [, )04 uno familia de
semdnrrmas en X,

i) Drefingmos
By={Vay,..ouins,m TMEMm, ..., Oy £ ey >0,... 2, >0},

Cada sasmmbig de By o8 convego, balanceado, abaorbenle i contiens a 0.

fii} La fomibia B de todos los traslododos de los miembros de By, es decir la
Jamidia
B {4 Vo iaitieein VEE Xin € Myog, .. 0 € Apey 20,..., 60 >0}
ex una boae de una lopodogia vectorial T para X, Dhicha lopologda es [Hamada
o penerndo por la famdia de semmormos dodes. Cada elemento de esla base
&4 un congunbo coneeso, By es omada una base looal del 0 de o fopologia
T . Conmiene obarrvar gue
Vo reanene = (WEX i lp—al,, <oyl —2l,, <} (1.2)
fide) Sea 2 € X. Una buse [ocol paras & én la topelogia T cotd dodo por
x+ By
fiv) La coleccidn de fedes los conguntos d= lo forma
z+Vu=peX: fly-=d,<c},
oomx € X, o€ A ye >0 es uno subbase de fa fopolopio T,
vl Cada semumorma ||-f],, con o€ A, es condinua en [a fopalogla T



1o CAFTULD 1

Diemnatrcdn.

{1} D la propesbeion antesior se sigue que cala miembro de By es convexo,
balamcesds ¥ altsorbents. Como [|0f = 0 pars cealguier seminorma se sigue gue
1) pertapxe & telo mismmban do By

{iij Es comsecuenclia inmediats de (i) v de la Proposiciin 1.2.3 que cada ele-
mento do 8 & an conjumto comexa,

Paru el resto de 1o demostrackin o dtll tener presents [a igualdid {1.2).

La familia & ms una base do una topologla T va. que

X = U.ﬂ'

Hol
ydade B, F € By ype N8 exlete BY € B tal que
e cBnE

La primeso o8 debido o gue 0 € B para tode & € By, Lo segunds se cumple
sl tomames
B =y Vo it et i Bl e

siempre quit B =24V, o a, ¥ B =2 +!-"'..4‘_,lﬂ,_l,,-|. b+ domde

i = 'l"hr":nu.
5 =g-lw-=1,
para l £d<nuyl=i<m

Pars probar qus la topologla T e vectorial observamos primero que ima sub-
hasa de T estid dada por 1a familia

{2+ Vo irE X, E e >0

n
- .I"Inj......n‘;u.,...,i,, = ﬂj =+ Flh.i.

Acl, ln continubdsd, segin T, de las aperaciones: vectorinbes se sigue de:

{:+ l':“i:] * {J.r-r Vﬂij C (2+ph+ ¥aa
B, [A) l:ir+ Vo) © Ax+ Uy

donde ¥ = g Y 6= S

(1id) Sen L7 Hﬂll.rl!bl't-nql.l.tq.mih!n:n;_ Por ser B una buse de T, existe
=g+ l'I.-|....,-.|.;-|:|.....,l.||| mahlq’n

e BClU
Asl, [le—pll, < & paral <3 £ . D:E:ﬁ.m:-ﬂlnt,—u:-yﬂu__pul.

I < ¢ < n. Tersemos:
FEz+ "r-lr--nﬂ-lil'i---i*-
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¥
I+ l"'lh--.nu.:.il i = B hllﬂl..---F-l-Fl.---ll il

puesto que s 2 € T4 Vo audy,. i entonces |z -of, <fipunl Signy

Pﬂ'“ﬂtﬂ.
Ur -y, < llz -, + Iy - =L,

llz = wlla, < &+ lly = =ll,, =
{iv) Por (i) basta probarc

€1

T+ vn,,_,n._'.l......i’-. - n[—t + v-ﬁl.]
bl

parnm € W, o, ... 0 €4 g ey, ... tn =0 De acuerdo a {1.2) tenemos
¥ E 24 Vo mpitn,ean 2y = =I=I’l:-.. <y

para todol < if"iﬂIEn{""vﬂa.]-
=l

(viSsan o & A, € X v >0, Se cumple
|Hi||1= _“ﬂ,!{'mmw "’-'i'ln":!:

= decir,
llwlle = llelal < €8y &2+ ¥y

Por tanta, |||, = contimia en X sgin ls wpelega T O
En un espacio yvectorial topolégico X |l nockde de sucesidn de Cauchy o red
de Cauchy tienen sentido. De hecho, s (1, 5} es un conjunto dirigido « conjunto
I I s un conjunto dirigido de meners natural, de scuordo & Ie relscion definids

[unlnin]
s (i eigi'yisi

Definicidn 1.2.8 Una ru!:q}‘:, en mn espacia werforind fopoldgen X oes de
Canchy si da red (2 — £}y g py PonveTge o cero. Decimos gue un eSpacso vec-
torial fopoldgice X er completo si cualquier red de Caschy en X conperge em
X,

Definicidn 1.2.10 Ses X wi expacio secboral fopaldgics, decimos que ¥ e la

compleciin de X # ¥ ez un espacio sectorial topoldpes completo que condiere um
siebconjioile denso domorfo a X, weloral y lopeldgicamente

1.2,1 Espacios localments convexos

Diafinicidn 1.2.11 Sea X' un espocio pectorial y T una topologia generoda por
urea familia de seminormas e X, thx,ﬂ e# Hamado un espacio Lol
mente comeezo el ). En porticular, T fieme sna base formada por conjunios
conweres, Sodanceados § absorbendes. 5i la fomilia de seminermar consta de un
aile clemento y adends fafe es ung morme, enfonces se dice que e eapocio e
o,
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Proposicitn 1.2.12 Sea (X, T) un el donde T es lo fopologin genemda por
ta fomitia de semimormas {1, ), cq- 4 © X &5 ooofodo si y sdlo 51 pora oada
i & A et | =0 tsl que

[l=ll, = ¢ parm fodo = € A (1.3}

Demaostracddn,

Sed A C X scolado y seao € A, Fara la vecindad del cero Y = {z € X - [|=f, = 1}
exlste & = 0 tal g

Actl ={ze X :||zll, <t} slempee que t > &

Es decir, se cumple (1.3) com ¢t = 8+ 1
Inversaments, supdmgase que cads o € A existe ¢ > 0 tal que se comple (1.3).
Sea [V una vecindad del cero, Existe una wecindad bésica do 0,

Be{zeX: |z, <epani=l,.. . n}
tod gue B C L. Por hipdiesis para oy moste & > 0 pars ol gque se thene:

I;Iq{hplrll.udurr;'-l

S-El.l:-m{:—:!inl,...,n}- Si ¢ > &, entonces

I::‘—"a“:l.....n
L
¥ por tanto,
llxl,, < «t para todo x € A,
0 5L,
AcC tH el
]
Defindcidn 1,213 (X, T) ele e [ocabnente aeolodo. o exsfe sna secindad
acodada del oero.

Proposicidn 1.2.14 Ses (X, T)] un espacio [ocalnenle consezo donde T es lo

mﬁuﬂw”h,ﬁmﬂhdzm{",}_u .5-{.1:.,1“, e uno red
en X, gy — & en X 5y sdio s [l — o — 0 paro foda o € A

Demeostrocadn
FParn o £ A y o >0 sea

Vioa = EX :fle=pl, <¢}

Supongames qun In rod (£}, converge a . Sean o € A y £ > 0, existe iy € [
tal que x; € ¥y, sSempre que § = iy o= decir,

[l = zu_"_ < E SiCmpre gue § = ig,
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It e significa que
bei— 2|, — 0.
Supongumos shorn que o —xf, — 0 pars tods o € A Sen Voo, un
subbiisico conlquiern de In topologis T. Por ls hipdtesis, oxiste iy & [ tal quo

[l£y = =], = £ shempre que i@ 3 i, lo cunl nplics que 5; € Vo, siempre que
i'g-'ﬁ:,..l’nrl.l.n‘l:-n..r.—i-rm.f. (W]

Tooremn 1.2.16 Sopongomos que X ¢ ¥ son espocios locodmente conseos con
lopologing generndas, por los fomitias de seminormos {1, ] .0 r{I-IJ.,},E,r o=

spechivamente. Sﬂ:T:I—ithﬁuﬁnﬂmﬂiﬂnEnﬂl‘mmTum“
#i p scio g parn code & € B emsten o, .. o0 € A g Mg > 0 tales que

IT ()l = Mg E ],

Dempairmcidn

Frimero probamos que T es contioua s sp cumpde b condicion dads en el teo-
remn. Sean x & X, (i) 5, una red en X que converge a £y § € B, Por la Proposi-
cidin 12,14 tenemos que iz — =i, — 0 para tods o, entonces [Ty =Ty =0,
va exisien ay,. .., 0 £ A y My > 0 tales qoe

IT (2} < My £ lell,, - (14)

¥ b= = =ll,,, — Oparal £ i £ n. Noevmmente por 1.2.14 tenemas que T's; — Tz
¥ por tanto, T' e continua en r.

Imvernamente, supongumos que T & continue yeea 7 & B, Exlstoe uns veckndad
P.l:l|..._l'.l-..l|,....l--| ded ) en X tal que

BTl <18y Vo aoiy,.de

Sen & = min {#y,... 8} eotonces [T (yll; < 1 siempee que ||y||, < & para todn
=], N

Do 2 £ X lemeinos dos casoe:

[, = 0 pars toda 6, ke que implies. irz]],, =0 pars todo r > 0y asl b cuasl
implica que 7 [T (2) )3 = [T (r=)lls < | para todo r > 0. Por tanto, [T (2)], =0
¥ | comdicidn {1.4) se sutisface para cuslguior eleecidn de M.

El sepunde caso e cunndo ||, > 0 pars algans 4 € {1,...,n}. Emoooms

dnfinimice
—_
& el
entonces fiyfl,, < § <4 para todoi = 1,...,n. De dande, [T (g, < 1. Asi
Wil < E el

¥ s cimple (1.4]. O
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Corolario 1,.2.16 Sean Ty, Ty dos lopologins en un eapacio weetorsal X gerer-
adas por las fomilias de seminormas {[|\obaes ¥ {IHls}, - respectivamente
Entences Ta © T ;0 y wdlo i poro cadas d € 0 exisben oy, 00,00 € A § Mg >0
Eal que

ey < My £ =i, porn todo z € X.

Dempstrucisn
Ty Ty osioyedlo s i X, T )—(X, T )e continan, bo cual pesa, sy stlo s
oy

purs cada # € B existon oy, .., 0 € A y My > 0 tales que
<M E todio x € X.
belly < My £ ek, para todo 2 €

o

Corolario 1.2.17 Sea X s en e.le cupa lopologie esbd defindda por la fomidia
de seminormas (||}, 4. Entonces una funcionad lineal f es continua si y sdlo

si eminde M0 oy o €4 HWU{-‘"EH‘%‘ ll=l,, para fodo z & X.

Proposicidn 1.2,18 Sea (X, T) ea un e.le. cuys topologio estd generada por fa
fomitia de sermirorTnms {ln"}ﬂl‘_ Entonces:

{1 X esde Hansdorff 5y sdle st pora cada 2 o O emate o € A fal gue |2, # 0
{8 5 X eade Howsdorff u A &3 nunemdle, endonces X e metrizoble.

f%) 5i X es metrizable, enfonces enste una subcaleceidn numerahle “l,‘ '::1
d,gl"-lrr]-nhlpegemnhhpn&!m‘r.

) L, T jes mormalle 5 g sflo gi er de Howsdorff i looslmaente aondads

Dhemnasfracidu.
(1] Supongamos que X e de Hosdorfl. Lo condicidn existe = 5 0 tal que
Izl = 0 para tode o € A implica que 5 esté en cualguier elemento

Fip iy i ™ {.:-EI ZII"“, 'ﬁ‘h"';H*'I.,, 'C;"ui

ce Ia bese bocal dol 0, lo cual contradice que X sea do Heusdordl.  Por tanto,
=1, # 0 para alpin o € A

Inversamente, sean & # § dos elementos en X, Por hipdtesis, exisie o & A
tal que ||o - gl # 0. Eotonces las vecindadis hésicas ¢+ Vo, v g+ ¥opu con
r-E—aﬂ-mun‘lm.

[Z) Sea X un espacio de Hausdocl y F = {[|-]|, },c5 una Exmilia de semimormas
que genetan ls topologis Ty,

Coma

im [ 1, [ —2 =i |
Eﬂiﬂl ||;: LIEEF
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para todo 20 € N =0 sigon que i vamrummm

igual que | para todo x p € X, Yk
La funcidn d - X » X — B definida comso

diz,y) L .._.LI.LEEI;-_

=]

o una métrica
(i) Es claro que d {2, 1} 2 0 para todo e,y € X yd(z,x) = 0 para todo 2 £ X
m-:unlquzd[z,ﬂzzlm”; ) = 0. Entonees
min {1, bz = yll, }
b g

para todo m € N, O sea, ||« — pll, =0 pars todo u € N y como X es de Hassdorff
entonces por b proposicidn anterior tenemos £ = .

(i) d{z, ) = d{p. ), ya que =~ yi,, =y — =1, para todo n & N

(idi} d(x,p) = d(z.2) + d[z,y). Para demostrar f&sto, basia probar que pars
todo 5 € N se tene: min {1, [lc—pll,} £ mia {1, ||z — o}, } +min {1, }z — gl }

S alguno de ks minkmos de b derecha o8 igual & uss hemes terminado
Supongamis qus los minimes de la derecha no son uno entonces por s desigoaliad
dal tridngulo pars seminormas tenemos o resliado doseado.

Finalmente, pars probar que la topalogis deda por e fumilis de seminormns
uinlihm:h:h-ﬂlnﬂ.rhmhﬁnpﬁdﬂqfl.?_li,
Sea (2] 0 o5 una red en X,
men-’-:rmmEHrﬂ{t{f‘. Entonces axiste ig £ 1
tal que d {2, £} < gl siempre que i = i, Por consigulente,
min {1, u.'r.,_ = l- i
= gm
ﬂlmpteqibibludem;t-.—ll-{tnlhlg.Fh"l:ulﬂ-u,l.:.—.:nm—bﬂr
elo pars lode m & N De Proposscidn 1,216 se sigue gque ln topologia dada por
la distancias e mds fns gue la dede por la familis de seminormas,
Inversaments, supongumos que [|2; = = =0 pars todo n €N y saq >0,
Existe m & M tal que

E "E%“

iyl By ]

Al e

pars todo £ € .
Como ey = 2|, — U pars todo n & N sabemos que pars coda n > [ oxiste

is € f inl gue
=iy

n'rl_:u.':
Bleanpre que § = by, Ses i, = 4 para 1 < k€ e A partic de

d'{.lf-‘. £) E ‘II H"rl- fh E m{!r"’:! ﬂ ]'

mebe]
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conchaimos d|x, o) < §+§=lulwqm||uia-m:.rﬂ:,—'~: Por tanto
la topologln doda por la distamca e mds groess gqoe la dads por la familis de
EEATOrITAE,

{4} 5i X = un mpacio metrizalle, oatonces axEte d ane mbtsiea en X que
genera a T. Ahara la cobeccitn de By (0) = {r€ X :d{z,0)< L}, conneN,
o una base focal del cero; pero como d geners & T entonces pars cadu w € N
BRI O 1y o nmy S A Y En oo fnmg = 0 tales goe

un.,-.---n.,-n.. - Bi {“']

Afirmmamos que ln topologls generada por 4 |||, . o &Ny e T:
Liamesmos T & |a topologia generada por l-||,.__":lhEH !

Emn{||-|,,___ :uEH}CIﬂ-L]“ianqumT.m{
inmto, stdo resta demostrar que T C T, Ses UF un T-sbierto ¥ 2 € Y, Como
T esth genersla por d existe n € N tal que r+3£ﬁ|] C U, entonces exksten
On gy Onme €AY fnler fnm, > 0 tales qoe

2 o ¥ PRI MRV N - & B{ (o< B

A, L e un T'-alserio,

(4) La topologin induckds por unes norms solire un espacio vectoral es una
topalogla localmente convexa de Hausdorll, para la cual la bols anltaris & uns
vecindad del cero sootsda

Inversumente, supongames que X o8 un espacio vectarial topoldgico local-
menie comvexo, Humsdorf ¥ localmente ncotado, cuya topelogin T estd generadn
por ln fumilin de seminormas {[|-l; ], Existe una vecindad V' del cero acotacds,
pwllmuﬁnt:-ﬂ.\u:indldbiﬁun&| i, Inﬂl:fu.u

Hn{:l:-E,-'l:':HIInI{r]:-.rli=||.-..'rll-c|-"'
piot |a Proposichin 1.2.8 inciso (1) tenemos I es convexo, balancessdo, absorbente
y oamn ssth contenido en V', B e tambén scotado,
Son

Izl = inf{i =0:x € LB}
- in[i!:l-ﬂ:u.'ﬂ"".{!-I'||:II'li=ll,....l1}.

entonces ||-|| e una seminorma en X, Veremos que en realidad es una norma.
Sen ¢ € X distinto del cepo, ol hecho de que X s de Haasdorfl implica que
X 4z} em uma vecindad del cera,
Existe 5 = 0 tal que

iR C X ] siempre que 0 < & < 5,
yique & e soptado. Sea 0 < iy < 5, entonces

Ez[l,, = tor parn alpin 1 i < n
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Asf, ty s una cola inferior pars

{t=0: ), <teparni=1,. .. n}.

Paor tanto 0 < iy < |||, es decir ||| o2 uns norma,
Oibse rvamis igue

[reX:ijx|<l}jcBC{ze X: =[] £1}

Sea x € B, por la continuidsd de la multiplicaciin tenemos que existe § > 0
y uifi vechidlad U5 di O Labes rues

Bg(1}-Urc B
En particular, exiete r @ B, (1] tal quo r > 1 y re & B, lo cud implica qua
=k < rll=ll = fr=f] =1

por consiguisute,
B={ze X : =<1}

21,

= una base local del cero pars |8 topologis generads por e norma ||
Sin embasgo, coms I o une T-vecindsd del coro acotads s tene que pars
cuabpuber T-vecindad del coro U existe s > 0 tal qus

B il slempre gue { > 5

Asd, In [amilia

¥ pof eonsigelente, :
;ECU

{aa},

o5 tumibdin una bese ool del cero parn o topologin T v esta topologis ooincede
entonces con la generada por b morma [ O

pars algpin 1. Y entonoes

1.2.2 Topologia limite inductivo

Supdngnee que { X+ & € K} oo unn funilin de sspacios localmenibe convesos, bodos
subsipacios waclofiales de un espacio vectorial X, Es natural pregunbares g sus
tograloging pusden s unldas do alpana forma para inducr une topologis convesn
en X, Mis sspecificamente, jpodemos dar a X una topologin convexa de tal
manara gque uns transformacién lineal definida en X sen contioun iy sdlo si
qmmmxl? hm:lnmdldeiulmpn]:‘;hyihm
propiedades; pero en logar de pedic que X sea subespacio de X e sufichente con
dar transformaciones lineales g - X — X & travis de les cuales s topologls en
Xy puede ser iransferida & g (X)) © X
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Teorema 1.2.10 S X un espece vecterol sobre F g pors ceda & € X sean
(X, Te) nn capocir ocadmente consero 3 ge 1 Xy — X una brersfermacuin Eneal
Consideremas lo topologia T en X defineda por la familio de seminormas

piX = R| pare cada k € K existen M > 0 yory,o0g,. . .00 € A
tales que plog [2)] < .Fllil'_,.g1 IIIH:_ para tods = £ Xy,

donde EI:IL“J% es una fomalia de semanormass gue define la opelogia Ty pom
mﬁki{.ﬁlﬂmfuhﬁpﬂbﬁnhﬂﬁnmkmmﬂaﬂm&ml,
que hace condinsa o mdo funcidn gy p es llamoda fa fopelogio limite mauclioe en
X.

Dipmatrocidn

La fumilia de seminormas amiba mencionads es no vecl, yu quee contéens o la
seeninorma cero, Como T estd generada por una familia de seminormas, entonces
i unn topalogia lecalments convexn. Cirncing al Teorema 1,215 la fuscidn gy =
Ti—T continua pars cada & € I,

Hesin demestrnr que o ln mis gramds con e propiedad, pero osto e cherto
yaque si T es uns topologin localmente convexn generads por uns familia de
mimrm-{ﬂ-h:.ﬂiﬂ}ytd que iy e continan para cada k € K | entonces
por el Corolorio 15016 estn familia estd contenidn en o familia que genera o T
tesibndose asl T' 7. o

Proposicidn 1.2.20 Sea (X, T) of imite inductivo de los espacio localmente con-
veras (Xu Talper o fas tansformaciones gy : Xy = X . S X —=F o
ura tronsformacidn lineal de X o sn espacio localmente convero ¥, :'n.!-nm:ﬂ'f
ex continua s Y sdlo si f o gy £ condinua pam coda k& X

Dirmipstrocidn.

Lin necesidnd se obtiene gracias o gque o compesickin de funciooes comtimess
s ann Dincida contlna

La a de ¥ estd penerada por unn fumilia de seminormas, digamos

[1g: 9 A} Dadus ke Ky 3 e Aexisten M >0y a,aq,...0 € Ay tales
e

T
If (e (=g < MY Jl2lls, parn todo 2 € Xi
=l
Por consiguients, 1a seminorma py = [F{}z : X = R pertensce & la is-
milin de peminormes que gameran (s topodogia Hmite inductive, pars eada k&£ 1,
tenitndoss e que [ = continos. (m ]



Capitulo 2

Topologias en BC [X : E]

Comn vimos en el capltulo anterior dedn wa fumilin de seminonmss enun spacia
vectorinl, fsta genera una topologia localmente convexa. En este capitulo X e
un espacio localmente compacto y de Hausdoell v E o 1 espacio reall loealiments
corvexd, de HaisdodT v completo, disthito del espacko milo v cuyn topologin estd
generadda por uns fnmilin de seminormas| |-, } .., - CLX ¢ E] es el conjunto do
todas bas fmchones continuas de X on E. Observe que sste conjunts & un espacio
vectarial sobre los reales, BC (X : E] es ol subsspacko de O |X ; E] formado por
las funciones contimess ¥ neotadns de X en E.

Cusndo E = B con la topologls woad, sscribimos simplemente O [X] v BC [X]
en lagar do BO[X :R| ¥y BC[X : R|, respectivamente,

En este capitule estudinremos tres togalogias en BC X E], con epecial &o-
fusis cunndo £ = R, Esiss iopologins son: |a uniforme, ln compacto abierta y, |a
rue mas nos atasie: ln topologla estricta

2.1 Topologia uniforme

A trwvds de ba familin de seminormas |, ], 5 que define s topologia de E se
deofinen seminormas en BC[X : E] de In sigubente maner:

Fly = =up{lf (2l 2 5 € X}

pura [ € BO|X ( El y @ A
Verificamos quae || ], 8 en efecto uns seminorms en BO [X 1 E).

(1) Clarsmente [|f]l, =0
(2) SenaER
llafll, = sap {laf {z)], : £ € X} = |a|sup{|f (z}], : = € X}.
Teniéndose nsi: faf|l, = ol 111,
(3) Pars cads = € X se satiaface:
Lf +8) (=), = 1f (2Dl + |9 (=il = 1170, + Holla
Par tanto, ||f +gll, < LA, + bol,, .
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Ademis, ||f|, # 0 para alguna a € A si f # 0, puesto que si f (x) # 0 para
alguna x € X, entonces, debido a que E es de Hausdorff, | f (x)|, # 0 para alguna
a€ A

Definicién 2.1.1 A la topologia Hausdorff generada por la familia de seminor-
mas {||ll4}4c4 donde

Iflla = sup{lf (z)l, : = € X}

para cada f € BC[X :E] y a € A, la llamamos la topologia uniforme en
BC X : E] y la denotamos por 0. Cuando E = R con la topologia usual, en-
tonces la topologia uniforme es normada mediante la siguiente norma

Il = sup{lf (z)| : = € X}
donde |-| es el valor absoluto en R.
De acuerdo a lo visto en el capftulo anterior (BC [X : E],0) es un espacio

localmente convexo, de Hausdorff y su topologfa tiene una subbase formada por
los conjuntos convexos:

Upae={9€BC[X : E]: ||f —gll, <€}
donde f€ BC[X: El,a€ Aye>0.

El nombre de uniforme proviene de la convergencia uniforme definida en cursos
bésicos de andlisis, ya que una red (f;) C BC [X : E] converge a f en la topologfa
o si y sé6lo si f; converge uniformemente a f. Esta afirmacién se sigue de la
definicién de o.

Las siguientes definiciones generalizan las dadas en el capftulo anterior para
las funciones reales.

Definicién 2.1.2 Se dice que una funcién f : X — E se anula al infinito si para
cada vecindad V del cero en E erxiste un subconjunto compacto K C X tal que
f(z) € V siempre que x € X\ K, esto equivale a que para cadaa € A ye >0
existe K C X compacto tal que

|f(z)ly<esizg K

Co [X : E] es el subespacio de BC X : E] formado por todas las funciones que
se anulan al infinito. Cyo [X : E] es el subespacio de Cy [X : E|] que consta de todas
aquellas funciones f € C[X : E] que son cero en E, fuera de algin subconjunto
compacto de X. Para f € C X : E] definimos el soporte de f como

supp (f) = {z: f (=) # 0}.

Proposicién 2.1.3
Coo[X : E] = {f € C[X : E] : supp(f) es compacto}
Definimos Ma (f) = {z € X : |f (2)lo 2 €}
ColX:E|={f€C[X:E]: Mac(f) es compacto para cadae >0 ya € A, }
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Diemanabrsidie
Sem [ € e | X ¢ E] entonoes existe K compscto tal que [ = 0 X K. Esto
implica qun
{reX:flz)20]c K
¥ oamo K es compacto se bene e swpp | ) o8 un conjunio compacta,
Imversamente sen f € | X ¢ E] con soporte compacta, diganmos K, entonoes
fizg)=0slsg K.

Para probar In segunds igualdad tomames [ € O |X : E], ¢ > 0,0 e A El
conjumte (y € E - |yl, < ¢} = un abierto de E que contiene al cero, Coma [
pum-ﬂp[x:ﬁ]m.ﬁ'cxmpldnlﬂqur

If (xH, < « shempre que x ¢ K,
lo cunl implica que
{ze X :|f(z)|, =r}C K.

Por In Proposicidn 128 || e continus y enbonces |f{-}], tambitn lo es, por
Yo i £ comjumto My, (f] = {x & X - |f(=)], = ¢} &8 cerrado tenifndoss asl que
. oompacio.

Finalmente, s f € X : E] tal que pars cada ¢ >0 v a € A el conjunto

My ()= {ze X :|f{=)l, =)

5 DO pHLCia.
Sen [ un ablerto en K que contiens al cero, entonces por ls Propesiciin 1.2.8
existen ory, ... o5 E Ay oy x0,... 05 =0 tales goe

"'rn-|_...|:p..1..|l.. i )

L R ST 'IPEEZH'hu ""-":I-"HhL,l:I}f'ﬂ]'-

Hagamos K = My, ., (f11N--- N Moo, (f). Eotonces, K e compacto y
fiz) & U sempre que = § K. (m |

Proposicidn 2.1.4 (BC|X : E| 7} e complets,

Demiostracedn,
Sen (fi),c; unn red de Cauchy en BC[X - E|. Sean o € Ay ¢« > 0 existe
ig € 1 tal que ;
Mi-fill,<goti=i
Entonoms, "
Lfi (=) -f;iIJF,{iii.fhiuIlﬂdﬂ re kX, 2.1

por lo cuad [ f; (€]}, &5 una red de Caischy en E paga cada € X y como E e
completa y de Hasdoolf, pars cadn # exte un dnico 6, £ £ tal que

Jilz) —ae.
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Definimos f : X — E, vfa la regla z + a,. Demostremos que f, > f.
Sabemos que se cumple (2.1):

|fi (@) = f; (@], < 5 sii,d >0y todoz € X.
Por la continuidad de las seminormas tenemos:
lim f;(z) - f; («)| =lim |fi (2) - f; («)|, paratodoj €y z€X.
(-]

De donde
|f () — f; (2)|, < €sij=igy paratodox € X.

Por tanto, ||f — f;|l, < € si j = ip. Hemos probado, fa 47

Como f es el lfmite uniforme de funciones continuas y acotadas entonces f
es continua y acotada. Con esto queda demostrada la completitud del espacio
(BC|X : E],o0). O

—_———

Proposicién 2.1.5 C[X : E] = Cp[X : E]

Demostracién.
Sea (f);c; una red en Cgo [X : E] que converge a f € C[X : E]. Sean a € A
y € >0, existe ip € I tal que

[Ifi = fllo < €siix=ig.

En particular, |f ()|, < € para todo x ¢ supp (fi,), es decir:
{x€ X :|f(z)l, =€} Csupp(fi,)-

supp (fi,) es compacto ya que fi; € Cgo [X : E]. Como f y las seminormas |-,
son funciones continuas entonces {x € X : |f (z)|, > €} es un conjunto cerrado lo
cual, por la contencién anterior, implica que es compacto. De la Proposicién 2.1.3
se sigue que f € Co[X : E] . Asf CoolX : E]. C Co[X : EJ.

Inversamente, sea f € Cy[X : E] entonces por la misma Proposicién 2.1.3
tenemos:

K= {zeX:Lf(u:}]a > ;1;}

es compacto paran € Ny a € A.

Sea K, = [| Kn,a entonces por el Lema de Urysohn para espacios localmente
acA
compactos (Teorema 1.1.10) existe gn € Coo [X] tal que

0<gn<1ygn(Kn)={1}.

Definimos f, = gn - f, entonces f, € Cp[X : E] para todo n € N, ya que
Gn GCm[X]
Seace A

Ifn = flla = sup{lfa (z) — f(2)|q : = & Kn},
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yn que

|Fu (2] — S {2)la = [l (=) — 1) [ (la
¥ i ilx) = | sempre que © £ Kn. Ademis,

(g () = 1) (2l = lam =) = DI (2, € 1A (2, < &

para todo = § K, teniéndose asi que [[fu—fl, < L. Por tants, fu = f ¥

ColX :E|lcCulX  E . o

Corolario 2.0.8 El subespacie Oy | : E] es 7-cormds en BC |X : E].
Proposicidn 2.1.7 (BC|X : E], o) er metrizoble si g sdlo si (E,7) bo es

Dremosbacida,

i 1 topologls o o8 metrizable sntonces por ln Proposicidn 1.2.18 exists una
subfamilia namersble (I, )7, d (]1.),cq G0 geners & o,

Por &l Corolario 1,.2.16 8o theme gue pars csda o £ A existen M >0y neN
tades que

L, gu;gl I/1,, pars todo f € BC[X : E].

En particular = 6 £ £ ¥ [ o8 la foscitn comsdanle f{z]) = o pars todo & € X,
LaTsTEns

foly < M B lal,, para todoa € B,
lo gue implica sepin o msno corolario que la togologis ¥ @8 mes dithil gue s
mmmﬂmﬂl-h}:lrmhudmLEm-d!Hlmnﬂm

cue las dos coinciden y 7 o5 enbonces metrizable,

loversaments, supongamos que £ e melrizable, entonees Proposicidn 1.2.18
wxiate vinn subfamilia mismerable (|1, }:] o ()L, ), 4 tie groern o 7. Alirmames

ise '["In..} BEOETAI & O ©
Zen o € A eotonees existen M >0y n € N tal que

lal, < M i':. jol,, para todo a € E.

Entonces
Ul = map {1 ()], : ¢ € X} = "..E: mp {1f (2, : 2 € X}
pars toda f € BC (X : E]. Por tanto,
i, < .'ul"_.i‘:1 /1., pars todo f € BC|X : E|.

Asl, 0 o= mis débil que ls topologis geoerada por (|-L, )7, que & su ves e
miks dilil que o por tamlo, lns des topaloging coinciden ¥ o o= metrizablbe. O
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2.2 Topologia compacto abierta

La fnmilia de seminormas {]-|; b0 ™ E ¥ s coleccidn & de todos bos compactos
de X inducen una famills de seminormas en O [X ¢ E] de s sigubonie manera: ses
e Ay K & A uin compacts, definimes:

I ax = mp{|f <), - = € K}

pars tode f € C[X ¢ E|.
Comprobamos que |||, x o en efocto s una ssminorma e O [X  E].

(1) Claraments [|f]l, x = 0 pars todo f € C'[X - E].
(2) SemacR
I3, g = sup {JAS {=]], : £ € K} = |X|sup {|f ()], : 2 € K}

Tenidndose wsi: H"n.'-l'llﬂjld
(3) Sean fgeC[X:Flyre X.

IS+ ) (=1 = 1 (), + |9 (), = 1Pk + Dol i

Par tanto,
I+ glla e = 1B e + U9l e

Ademids purs f ¢ 0, existe o £ 4 ¥ K € A tal que

llan #0
e si flz) ¢ 0, entopees
[ £ (=},
para algin o ¥ por o cual
”"Ih‘ll‘f f“

Deflnicidn 2.2-1 A la tepolopls genemada por b famifia de sermmormas

| S—

ba Hasmames la topologin compacte abieria er O X @ E] p la denolamon por i

Por o viste en ol capitubo astersor (C]X : E] &) & un espacio ealments
comvexn, cuys topologia tiens por subbase a ls familis de comesos (V. s )
donde f € O[X : B, o € A, K C X s compacto, ¢ =0y

Vinsa = {9 €CIX B2 Uf —gllog <}

Aclemiis, e de Huisdordf por serlo £
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La kbea do dar une topobogin al conjunto de les funciones continoas entre dos
espacios topoldgicos X y ¥ arbitrarkos proviens de |s topologis genersl y es alil
domede por vez primern se define ks topologia. compacto abierta del modo sigaiente:

(A,B)={feC|X:¥]: {4} C B}

para cada par de conjuntes A © X v B Y. La topologia compacto abierin = ln
genernda por e famdlie de conjuntos (A, ') donde A C X & compacto y V C ¥
e abberto, Esta definichin general s reduce & la recléa diada en &l cose que mos
DU,

Proposicidn 2.2.2 (C[X : E], &) er compieto

Demesiracidn,
Sen | fi)g; una red de Canchy en (C]X : E] &) Sean z € X, a0 Ay« >0
Existe in £ [ tal que
s = il gy < € 50 6 5 fo.

De donde (fi{z));;; = una red de Cauchy en E para cada 2 € X. Por ln
compledes de E se tiene que para cada © exdste ay; € E tal goe fi{z) — a;.
Definumes [ : X — E via la regla 5 — a,.

Sonn o € A, K C X compacto y ¢ > . Existe ig € I tal que

s = fillo e < 5 s 3 o

Iﬁ{#J—!,{:]I{%M.n-uypmm.iuex.

En esdn expresite Gjamos § = &y ¥ lodsames el Hmile sobre @ con o gue
o]l s

Lf () = f ()] = e 8 § 3 dg y pars todo 2 € K

o =
Ij'fjt,.lh- < f 8 =iy,

Lo que significa que f; — J en |a topologia &, una vez que probemos que
e una funcidn cootinan. Para esto dltime tomames s € X, o A ¢ >0y unn
vecindad compacta & de zp. Por lo anberior existe i £ 1 tal que

ILf— Fill, < 2 j 1 iy,
i dedir {fic; comverge uniformesmente & F en Ny por consigulente —

f:N=E
= coptinun en g, pero como & es vecindad on X de g, s tieoe que [ X = E
= caotinun en rg, O

Proposicidn 2.2.3 Ch [X : E] es denso en (T ]X - E] &)
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Dherpsirneudr,

Gon I unn vocindad de f € F. Por ls Proposicidn 128 existen m £ M,
.. iy B A, Koo, Ky © X compactos ¥ €1,....6q = 0, tales qoe el bisioo

P

V = U, b0 atbsfnce eV C U,
=1
i
Sen K =| | K entonces por el lema de Urysobn (Tecrema 1.0.00) existe

=

gECm|X] tal que 0 < g < 1y g(K}={1}.
Sen =g - [. Entomces § & Cia [X © E| ¥ ademda
W =bl s, = W = 8fla x, =0
Par tanta, hE VC U y feCna X - £ - o

Mot que la topologie &, & diferencin de bn topologin o, estd definida en
C|X : E] en lugar de en BC[X : . Cuando nos refirnmos o la topologia <
en B X : E] ésta serd In topologis inducidn y tnmbién o denotaremos por
Corolario 2.2.4 G X ¢ E] e derso en (BC X : E] &),

Al igonl que con ln topologia uniforme & oos gustaris saber = el spacio
(BC|X : E], %) o5 completo. Esto no o cierto en genernl, pero podemos pregun-
tarnns por su complecidn dando asf lugar ol sigulente rsulindo que s o conmalario
de In proposicidn anterior.

Corolario 2.2.5 La complecidn de (BC[X : E] &) es el espocie (O[X : E],&).

Demosiracidn.
ClX:El=Cx[X:E cBC[X:E] cC|X:E]. |

Proposicidn 2.2.6 5 X no cs compocto, enfonces [BC |X ; E], &) no es normable,

Themoatracidn

Por (4) de s Proposicicn 1,218 basta probar que BC [X : E| no s localmente
acotubo, Supongamos ko contrario, es decir que edste una vecindsd del cero
mentadn v por consigaients un bisico del  scotado, Es decir, supongamos que

oxisten moE M, ﬂl,.h..n:.,, e A, Ki,.... g © X compactos ¥ £y,...,6x = (I tales

g &l bisboo Vo = [} Uaa, k., &6 scotado,
(|

i
Sea Ko=) K. Cooo X no es compacto existe un panto £y en =l abierio

I
A Ko P-ur':l Lema de Urpschn (Teorema 1.1.10) existe & £ Cog[X] 5y un
compacto K C X5 Kg talem que 0 < @z} = 1, @lxa) = 1 ¥ (X K) = {0}
Entonces Ky ) = {0} parai=1,...nyaque K © Ko © XK puni=1,...m
Sen n € E distinto del wector coro, entonces existe o € A tal que |a, +# 0,
Sean b = Lyc = 0 por mestra suposiclin exdste 8 > 0 tal que &l | > 8,

entodes ¥y © Vo fep), # docie, dada f € BOLX : E] v ¢ > &, 8 tiens gue &
WSl s, < tn parn coda o e 1,... &, entonces ||, ., < fr



2.2 TOFPOLOGIA COMPACTO ABIERTA w

Sean b =ay [flz) = @¢leh(te 4 )b Obsurvemos que [ € B |X : E] ya que
@ € Cog [X], adesnds || f]|,,_ = 0, dobido a que ¢ (K, =0,

Wl gy = I{) (te 4 1) - B, = @ (zp) (e + 1 )] |b], = £ + 1 = e,

bz cual comtradice lo dicho en ¢l plerafo anterior, Por tasto, no existe vecimdad
del eero en s topologis & que sea acotada, tenitndoss asi que (B [X © E], &) no
o

s normabile.
Corolario 22,7 (BC X : E|, k) no & normable si y solo 5 X es eompacto.

Proposicidn 2.2.8 (BC|X : E], &) e metrizoble salo 5 X ez o—compocto.

Tremostracidn,
Supongames que (BC |X : B, &) metrizable. Por e Inclss (3] de la Proposi-
cidn 1.2.18 existe uns subfamilis numeesble {4, x, ) de 1 funilia de seminor-

mu{”-ln‘,-}qmpamnah tapolopin &, A&nmmqua.l':g K, v para

Fuhniurl.q:mpm]u:ml:uin,pu’hnﬂluihpEI\ﬁ K SeaoiE A,
im

por &l Corolario 1.2.16, existen n € N, M, =0y H;....H‘I'_'x:mmptlmhlﬂ

FIE

Wlage) S Mo £ 1/, x, arm todo £ € BC|X : E] (2.3}

Por el Lema de Urysohn (Teorema 1.1.10) existe ¢ & O [X] tal que iy} = 1
¥ o o= identicamente cero fsera de algdn subconjunto compacto de X Lllﬂ.'i,

en particular ¢ (K} = {0} parn i = 1,...n Sena ¢ 0 ap E.m_m
@ € A tal que |a], # 0. Definimos f(z} = ¢ () -y, entonces [ € BC|X : E],
1l s, =Oparatodo 1 Si Smy |flygy >0 locual contradics (22). O

Propogicidn 2.2.8 (BC X - E], &) es metrizable sdlo s (E,7) es metrizable,

flemostrocidn.

Supongumos que (B X - E], k) metrizable. Par (3) de la Proposicidn 1.2.18
existe una subfamilia numerable {1, x, }, dela fumitin de (M}
qgiee geiern a lo topologln & Sean g € Ay r € X existen n € Ny M > 0 tales
que |l 0y = ”E] I/ la,.x, Parn todo f € BCX : E]. En particular, si

a & Ey f{z)=a para todo r € X, entoooms ja|, < M E Jal,, pm'nr.u:ﬁ;rq.-EE

Muwnumudamwuwgnumwtih}
lumnﬂmbd&tulqmrpwtm.d:hulnpﬁuﬂummndmrpn;f lhll.l.
mbsrin Proposscidn 1.1 18, E e imebrizalile.
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2.3 Topologia estricta

[ mnnera similar & los casos snteriors definimes uns familia de seminormas en
HC|X : E] que definen n s v uns lepologia Hausdorll localmsits moovexa en

v R0,
S

Wl o =mupdle =) f (2]l 2 € X}
donde [ € BC|X : El, o € Ay ¢ € Go[X].

Diefinicidn 2.3.1 A la fopalopio en BC [X 1 E| genermda por o familio de semd-
normas {H-||”}m1mm_m fa Hamamos la topologia estricta en BC[X 1 E] y
In denatamas por 3,

Par lo visto en el capitolo anterior {C[X : E], 3) &5 un espacio locabmemts
comvexo, cuys topologia ticer por subbase a ln familis de convexos { Va0
donde fEC|X:El,oed $€Cy[X],e>Dy

Viase = {9 €CIX : B2 1f = sllog <}

Ademiis, &= do Hsusdorff por serdo E.

Esta topologin fue definida y estodiada par primers vez por Buck [4] en ol
i e 1058, 8 demuestra vy mencions nlguns de Ins proposiciones ¥ Georemas
que & contimeacicn se desarmollan. A partic de e afio mischos motemitioes =
imteresan en el estudio de |a topologia estricta de Buck eotre ellos )R, Dorroh
[10], F.D. Sentilles y DO, Taylor 23] los cuales dan noewms demostraciones de bns
proposiciones ¥ establecen mievas propiedade,

Cuando tenemos definidas topologins sobre el misme espacio, seampre surge
la pregunts natural <f existe alguns conaoddn ailne elles, s declr s se da alguna
eontenchia, 8l son [guals o que condiclonss se necmsiian para gue se dié alguns de=

estas propiedades; las sigulentes proposiciones respondon este thipe de preguntas.

FProposicldn 2.3.2 s C 0 Ca,

Deracstracidn,
Usaremos o Corolario 1.2.16

(i} mC d: SBean o€ Ay K © X compacto. Por el Lema de Urysohn para
espacics LOH [Teorema 1.1.10 ) existe ¢ € Opg[X] tal que 0 £ ¢ 5 1 ¥
&)= {1}. Entonces

Mlax < ISl para tode f € BC|X : &)

(i dcwe: Seana € dyd¢ e Op|X], entonces existe My, > 0 tal gue
|#(xh|, = My para todo x € X, ya que 0y [X] C BC|X]. Entonces

1F Nl e < Ma ||l pars toda f € BC|X : E].
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Propoxickin 2.3.3 g = = o s j adlo s X 28 compacto.

Desnagtiacidn,
51X e un espacio compactn, enlonces dada @ € A, tenemes que

flla = 1 x
demostrando asl qua & C &, y por ks proposicidn anlerior obtenemos que

&%= F e gy,

Inversamente, supongamos que K = @ ¥ X w0 & un espacio compacto.

Sem y € K tnd que y ¢l 0 por (1) de |n Proposicidn 1,218 axdste o € A4 tal que
|l # 0

For la Proposicidn 12,16 para cads o € A existen, i € N, oy, .., 0, & 4
Kyyoooy Wy © X compsctos ¥ A > 0 tales que

Ulla €M E I/l x, pars toda f € BCX - E]. (23)

Gmn.tnn-mp-no.zﬂuzgﬁﬂl:l Ky, memments por el

1
Lemni de Urysohn pars espacics LCH :mﬂ.mp,mucmmr
N-CIKHMHﬁnﬂlﬂmmrHJatﬂnmnﬂ:u}-13#{Mj= {0}

En_pnﬂl:uhu-i(.g}{.:] = {0}.

Sea f{z) = ¢(z) -y, entamces [fil, # 0y E 1fla, x, = 0, Jo que contradios
Is desigrinldad [4.2) o
Proposicidn 2.3.4 51 3= o enfonces X' es compact,

Demapatracidn,

Supdingase que =7 ¥ X no &8 compacta,

Sew y € E tal que y # 0, eotonces existe o € A tal que [y], # 0, por hipdtesis
o C 3, entonces eosten M >0, 04, 00 € A, §y,.00 8, € 0o [ X tales que

Ul S M E 1/l , porn todo £ € BC[X : |

Pmnld.ll515mnﬁﬂmxrcxmmml|h{1]r¢$m

mhrfﬁbﬂnmxluummpmmnﬁmlaEI\ElMyﬁiﬂhﬂj

uqumugd'_i!.d'[ru]=!.'r'sr[:l:llﬂi)'lﬂ}-
Sea f () = g () - y, entances

bl =l 20) W < 11y € M E Wl < ol
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imi

1 Lo, "“P{l'if‘i (=) a(=h:wl, .ri!LJ H,} < ﬁlﬂ'ln-

Corolario 2.3.5 5i 0= o endences 3 = ik,

Hlasta agul se puesde obeervar que |a topologia estrictn de Buck ests atrapacds
entre |as topologlas compacto abierta ¥ la aniforme, Cuando n topologie cotncils
con |a topologis mis grande, ln unifonms, entonces o] espacio X 65 compacto ¥
las tres topalogies coincidon, sin embargo gquedn ln pregunta;  jqul pees sl la
topodogin mstricia coincide con s compacto abiertn? [de que manera debo s XT
Estn pregunia s= responderd hasta el Capitnde 3 [Corolerio 321,14} dorsde s dan
condickonis peosurins y suficientes parn que las topologias 8 v & oincldan, lo
cuil estard intimamente relscicoado con s m-comvexidacd.

Lema 2.3.8 Sea f € O[X : E] y supongomos que ¢f £ (5[X : E] pora cada
&€ CalX]|, enfunces f € BC[X : E].

Demiosfroodn
Supongnmas que [ € X : E] no es acotnda, entopoes existen o € 4 ¥
£1 € X tales que |f{xi}], = 1 y para cada n = 2 existe £, € X que satisfacs
If (Zalls Zn+ 1+ |f (Sneidla = 1F (Znma)la + 1.
Pars cada n = 1 sen my € N tal que my — 1 = | (241, < mn, par ko antesior
Mgy = 1 2 my, va gue en caso contrark
W (zmsilly = 1 < gy = 1 S min_y < |flzn)l,
Io cund contradics |a eonstruceida de (2,07,
Como [ es continua en X, stonces |a suceskin (£, ), &= discreta ya quos
(€ X : |f (all, < mn} ™ Aw1, 20, . o0a)
nmnhﬂmdlnmuﬂmnllm:c" de la sucesidn.

1
Ehmnlf[allnznmmlrgl,mm—-[h Por Lema 1.1.18

exciste & € Cp [X] tal que () = As,

1
Fl#nlla
[# (n) f {xa)], = 1 pars todon & N
Afirmamos que ¢ - f no pertenece & Gy [X @ E], ya que de o contrario, exste

K C X compacto tal que
I(2) f (2)], < 5 parn todo & & K

esto implica que (o} © K ¥ entonces existe una subred [y} do [og) tal que
xy =+ ¢ para alpuna 2 € K. Asl, fl2y) — (2], pero esto oo e posible puesto
que | f (£a)], = oo 1
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Proposicidn 2.3.7 (BC[X : E],J) er o eapocie completo.
Hemostrocidn.
Sen (fi) oy una red J -de Cavchiy, Como x C &, bared (i), & unared k— de

Cauchy; por tantodicha red comvergs en bs Lopologia k. digaamos & [ € O [X, E].
Afirmamos que 6f; — §f para todo ¢ € Cp|X]. Semna e A K C X
compacto, ¢ = 0 y ¢ € O | X], entonces existe M > 0 ta] que

izl = M para todo £ & X,
Ji = J implica que existe iy € [ tal qoe
Ufe = fllagc < 7 SSompre que i = iy

Aal,
bofi = #flax < ML = Fla i < ¢ siempre que 4 = g

¥ par tanto, @i = #f .

La hipétesis de que In tod (fi},c; = - de Cauchy, implica que (8} es
o —converge parn todo & € Cp [X] . Supangumas $f; = hy, con by € BC[X : E].
Como & C o y por lo visto en el plrrafo ankerior by = $f.

Obeervamos que $fi € Cy[X 1 E] para todo ¢ € Co|X] y i € 1, yn que
fi € BCX : E] y ¢ € Ca|X}; asf, por ol Corvlario 21.6, ¢f € Cy[X : E] para
cads ¢ € Cy[X] y esto implica por e Lema 3.1 que [ € BCJX : E]. Como

#fi % f pan toda ¢ € Gy [X], eatonces f; % £, o
Proposicidn 2.3.8 Las lopologias § y o delerminan los mismos conpunfos sos-
Padog

Drercatractdn,

51 X = an sspacio compacto b afirmaciin s cample debido s que ks topologie
coincidim, Supongamos que X no e compacto, Sabemos gue [ © o, entonces
todo @ —aeotsade e J-scotado.

Bea 5 C BC|X : E]un conjunto d—acotado y supongamos que no e 0 —acolado,
entonees existe o £ A tal que para todo no€ N edste [, € 5 tal que [, > »,

¥ Como
Linlla = sup {lfn (), : 2 € X},
antonces exdste £, € X tal que

|fa [2adly = 1 pors cada v € N

Afimnamos gque 5y — oo, Pars probarde supongumoes o contrario, entonoes
exiete K © X eompacto tal que para bodo n € N existe b, > u tal que o € K,
por bo cual {emames gue (£, ] & uns seession contenida en K. Existe & € Cha LX)
tal que 0= ¢ = 1y @(K) = {1}, entonos

Well., = sup{je@ (=) [fi. (£}, : 2 € X}
2 sup{|fi. (), :x € K} 2 |f, (=),
=k >m
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centradicHndose asl el hecho que 5 es §—neotadn,
Podemcs suponer qui (£, ), o discrets, puosto que si no o foers por el Lema
L11T existe una subsuesidn de (2, ), que si lo s

Defininos
-:"l- o Un-t-'-'l“q.-

pq'lnq'u{..l;*} umnm]lhrulqmu:lnﬂ'genm Por & Lema

111K existe ¢ & £ | X] tal que ¢(zq) = Aa*. Entonoes

Unly s = sup{le(z} |/a =), : 2 € X}
> 16 (x| U (2l = M-
Lar qque combradics gus 5 e F—acotado, O
Proposicidn 2389 Sm S C B0 |X : E| un congunds F—acotads, ernforces § g
Elﬂ.

Demostrocidn.

Ben 8 C BC|X : E| un conjunto #—acotado. Por la proposicide anterior 5 es
o—scotado, por tanto, parn todo & € A edste M, > 0 tal que ||f], < A; para
tods f € 5.

Como x © 4 emlonces & 3 9 |5 por lo cual sdlo resta demosinar la otra
codenchin, para esto e suficiente probar que - (5,&) — (5, 8) & continun

Sean {fi)z; una red en & que k—converge s fo € 5. Bean o € A, $ & G [X] ¥
i > 0, eotomces existe K © X mm.plduhlql.lu

i), < uﬁ para todo = ¢ K.

Ademds wxiste 45 € § tal que

i
Ifi = foll o i © oo Siem 1 i = i

domude My es uns oobs pars &

l..ﬂ ‘fl]{u,p
= sup |{lé (=)l 1fi (2) - falell, = € K} (el U (=) - folll, :Il‘-‘l‘}J
< Molfi = follox + 3z Ui = Jolla

E i

< 3+ o Wl + Wl

[
aM,

L=

< %+ (ML) = ¢, sempre queis ig

ouen, i 2 ¢ o

Corolario 2.3.10 En los comjunios o—acofodos las fopelogios estricto y com-
pacto ahierta coinciden,



2.3 TOPOLOGIA ESTRICTA 3

Proposicidn 3.3.11 Sea (fi);; wna red s—oeolads e BC|X : E].  La red
Ufiligy &8 J—consergenis & adlo ® 68 K—comvergenle

Demestrneidn.

Coma | fi}igp o o—ncotado, entonces § = {fi, [lic; tambitn ko o Ahors
par ¢l cosolario anterior {fi] & #-convergente en § si y sdlo & = K- comvergente
en 5. Y estas convergencins tambsén se dan en X 0
Proposicidn 2.3.12 Una sucesidn [f;). en BO[X : E] es f—convergente si y
wdla n 1f‘}ﬂ es o —acolada U'.]- €3 E—oonrerpenle.

Drerncatracidn,

Si (ful, =n BCX - E] es §—convergenle, enfonos e s—convergenie, ya
que & C F , Ademids, ([, = J-scotada ¥ por la Proposicidn 238 (.} =
= peotada.

El reciproco s sigue de la proposiciin anterior, O
Proposicidn 2.3.13 El subespacio O [X 1 E] e f—denso en BC[X : B

Lremastmacidn.

Hogames [ = {K C X : K es compacio}, entonces ([, <] e un conjunto di-
.I.'d.l:h:dﬂlﬂ!”t {Hgijlﬂ!-ix;cxlmmkhhﬁl-

Sen f e BT [X : E]. Pora cda K £  existe ¢y € Cop [X] tal que 0 = gy < 1

¥ ¢ (K] = {1}. Entonces fix = @y f € Con |X < E] ya que cada dy € i [X] -
Afrmamos que fxy — [, Sea o € A, Kg C X compacto y ¢ > 0, onlonces

e = Sl = 0 < ¢ sompre que K = K.
Pero { fi byces # a—ncotado ya que dado o € A se tene que

el = sap {leg (20 1 ()], : 2 € X} < (11, -

Por la Proposieitn 2311 (fx} = J—convengente, O
Proposicidn 2.3.14 [BC|X : E], #) es metrizable sdlo 51 E lo es,

Demaosfracidn.

ﬁ{ﬂﬂﬁ:!ﬂ,ﬂ]:mﬂﬁuﬁh.mﬂ:mnhmﬁ:mumﬂhda
SRTTINOCIRS {IIH-".I}I:I guse generan o 7.

Bean o € Ay sy € X, Exiaten o & Cog [ X]. M = 0, ény.... 05 € Ay

m

Prroeoaty € Go[X] tabem que 05 9 S 1, $lmo) = L,y Wllay S M E Wflla o,

para todia f £ BC X : E|, en particular gi [ e In constants y, donde y € E, s
tiemes

il = li#izalla < 1My < M E 17llo,e
M § sup{lpbiz)l,, :2€ X}

n
HlE:I [¥l,, para todsy € E.

1A

Es decir (||, |7, genera la topologia de E y ésta es por consigubmte metrizable [



M CAPIMTULO 2
Proposicidon 2.3.15 5 ko tepologia (§ er melriable, endoncea X er compacto,

Diermratrmeibn

A metrizalde mmplice, por la proposicidn anteriaor, que B e melriznble; en.
fonoes por la Proposicidn 21.7 o o e, por ko coal 8 y o son dos topologins
medrizables que hacen completo al mpacio vectorlal BC |X - B

i (BC|X Bl o) = (80X : E],5) es claramente sobre ¥ continun ya que
¢ C o, ademis por el Teorema de ln funcidn lliu'l:n':-.l]:d.n'tl.,l.miﬁid.n-ld
que § = o, La Proposacidn 2.3.4 afirma gque enlonos X e compacto, (m]

2.4 Topologias mixtas

Como b heanos mencionado, o medbados ded slglo XX R.C. Buck [4] introdujoe
una nseva Lopologia, ba lopologis estrlein, sobre o espacio de las funclones. con-
Lipiss y scodtadas en un espack localinents compacts. Desde e momenlo,
mikisers comsslerable de trsbajos han sido beches a ceren de esta v obrss Lopologias
similares.

El progésite de esis seccion 8 seilalar que In Lopologla esirkcia pars el sspacio
de funclones e un caso partioulnr de lus topologins mixiss, sampue mo s dan
bas demostraciones de las afirmaciones que s hacen, El ctor intemsado poede
consultar [9], en donde se prusba cada uno de les proposiciones squi clisdas ael
comen [ demostracidn de que n topologia estrictaes en realidad 1a topalogis mixta
genersdn por In topologia compacto nbéerta v [ topalogia uniforme,

Diefinicidn 2.4.1 Un espacio lcalmente commeze E poser una sucesidn fundo-
mendal de corfuntos ooodados 5 eminde und Sucendn

By Clhc

de eonymntos acrtades en E tal que cado congunto acotade B estd comilenido en
algen 7.

Definicidn 2.4.2 Un espacie localmente conveze £ e llamode DF s poser ana
sucesidn fundarmental de conjunfos arotados y sobisface que si ([0} o5 unn sucesidn
de vecindades def cern balancendiss, conpems g cermdos fol gue
o
U= )
Lo |

absorbe loa confunios acofodos de E, emtonces U ea fonbidn uno vecindod del
T,

Definicidn 2.4.3 En un espacio wectorial E considévense dos fopologio Ty § T2,
cada nnma de los cuales lo hocen un espocic localraente cmveso p cusnplen las
migmentes tres propiedades:

(1) T2 e= muks finn que T
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(2) (E,72) es un espacio DF con una base local del 0 formada por conjuntos
convexos, balanceados y acotados (V},),, tales que

Vo + Vi, C Viiyy para cada n

(3) cada V, es 11 cerrado.

Entonces, la topologfa mixta 7 = 771 72] en E es la topologfa localmente
convexa que tiene por base local del cero a los conjuntos de la forma:

==}
U=r(U)=JWnVi+-+UanV,)

n=1
Donde (U,) es cualquier sucesién de T2-vecindades del cero convexas y bal-
anceadas.
2.4.1 Propiedades de la topologia mixta.
En el siguiente teorema se enuncian las propiedades m4s importantes de T [r1,72]

Teorema 2.4.4 Sea 7 = 7[71,72] la topologia localmente conveza en E definida
anteriormente

(1) T es independiente de la base (Vi)
(2) mCTCTe
(3) T1 =T en los conjuntos To—acotados

(4) una coleccion H de transformaciones lineales de E en un espacio localmente
convero F es T—equicontinua si y sélo si H |y, es T1—equicontinua para
cada n

(5) una sucesién en E es T—convergente a cero si y sdlo si es Ty acotada y
T1—convergente a cero

(6) T2 y T tienen los mismos conjuntos acotados
(7) K C E es T—compacto si y sdlo si es To—acotado y 71— compacto

(8) T es la topologia localmente convera mds grande que coincide con T1 sobre
los To—acotados

(9) (E,T) es completo si y sélo si cada V, es T1—completo.

Si consideramos a la topologfa compacto-abierta (k) como 7; y la topologia
uniforme (o) como 7 en el espacio BC [X], con X localmente compacto, entonces
se puede probar que k y o son topologfas adecuadas para generar una topologfa
mixta 7 [k, 3]. Ademéds se prueba que esta topologfa mixta en BC [X] es precisa-
mente la topologfa estricta de Buck. Varios de los resultados probados en este
capftulo son casos particulares del teorema anterior.

 TESISCON
( FALLA DE ORIGEN
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La demostracion de la coincidencia de la topologfa estricta con la topologia
mixta generada por las topologfas compacto abierta y la uniforme “se vuelve un
resultado sorprendentemente dificil” afirma Cooper (9], por lo cual no resulté
adecuado tomar este posible enfoque general para la escritura de este trabajo y
se prefirié hacer las pruebas de manera directa a partir de la definicién dada por
Buck.

2.5 Teorema de Stone-Weierstrass para (BC [X], )

Un Teorema de Stone-Weierstrass para BC [X] con la topologfa estricta fue es-
tablecido por Creighton Buck [4] imponiendo la condicién de que la sub4lgebra
A (ver Teorema 2.5.3) contenga una funcién que no se anulara en ningin punto.
Esta condicién fue sustituida por que 2 contuviera una funcién positiva en todo
punto, haciendo la demostracién del teorema mds fécil, pero sin perder generali-
dad, como se demuestra en el Teorema 2.5.4. Este cambio en las hipétesis se debe
a Christopher Todd [30].

Lema 2.5.1 Sea X un espacio LCH y 2 una subdlgebra B—cerrada de BC [X].
Si f € A, entonces |f| € A, y por tanto, A es una reticula.

Demostracidn.
Sea f € A, con f no nula, sea h = 4. Por el Lema B.3.4 existe un polinomio
P con coeficientes en R tal que |||h| — Poh|| < ey P(0) =0, entonces

Poh=ah+ah®+---+ah” €

ya que 2 es una &lgebra.

Como 2 es J—cerrada es también o—cerrada y por tanto, |k| € 2. Entonces
|l = ||fll |k] € A. Esto prueba el primer aserto, y la segunda afirmacién se sigue
de:

max{f,0} = 5 (f+g+|f ~gl), min{f,g}=5(f+g~1fg)
a

Lema 2.5.2 Sea X un espacio LCH y 2 una subdlgebra 3—cerrada de BC [X] que
contiene una funcidén estrictarnente positiva, entonces 2 contiene a las funciones
constantes.

Demostracion.

Sea g una funcién positiva que estd contenida en %. Podemos suponer que
llgll <1, ya que si no es asf la podemos sustituir por ;

Basta probar que 2 contiene a la funcién constante 1.

Del Corolario Bi2‘5 se tiene: ¢ € A implica ¢" € A para todo r > 0. En
particular, h, = gn € ? para todo n € N. Como 0 < g(z) < 1 para todo
x € X, y ||hn]| € 1, tenemos que la sucesién (h;) es uniformemente acotada
en X, creciente y converge puntualmente a 1. Por el Teorema de Dini converge
uniformemente en cada subconjunto compacto de X, es decir (h;;) es una sucesién
o—acotada y K—convergente; por tanto, es 3—convergente. Como 2 es 3—cerrada
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(2} (E, rg) & un espacko DF con una base local del 0 formada por conjuntos
codvead, halanceados v acotados (1) tales que

Vo + Vo © Wauy pars cada n
(3} enda WV es 7y corrado.

Entonces, In topologin mixta 7 = 7|7y, 7y] en E e la topobogin localments
convexn g tiene por hase local del cero o ks conjunios de bs forma:

U =)= D (L WG -+ U W)
nel

Donede (L1,) & cualguier sucesidn de ro-veckndades del cero comvexas v bal-
mneeae,

2.4.1 Propiedades de la topologla mixta.
En ol siguiente toorama s enuncian las propiedades més Imporiantes de 7|75, 73

Teorama 2.4.4 Sea 7 = 7|7y, 73] la fopolopia lcolmente convern en B defindda
aniemorments

(1) 7 ex independiente de la bese (V)

(BlmCrCm

{3) Ty =7 en los conjunios Ta—ocotados

{4} uma enleecign M de tronsformaciones lincales de E en un espocio oedmente
conern Foes T—egmoontinmg 51y sdle 51 |y, £8 7) = equicontiiue parm
Ilﬂlﬂ

(6] ung swcesidn en E ex T—convergente o cere My adlo # oes Ty acofodo
Ty—canurrgente o crr

fi) T3 p 1 benen los mismos corguntos acoiados
{7 K T E es r—compacto si g siio a1 ur,--umh.thjlr.—w.:m

(8] T ea la bepologia localmente conrera mils gronde que coincide con 7y sobre
bow Ty deodadog

{91 [E,7) es completo si y silo si cadn V, es vy — completo,

5i considernmos o [n topologis compacto-abierta (k) como 7y ¥ In topologis
umiforme [} como T3 en el spacie BC [ X] | con X localmente compacto, entonees
s pusde probar gque & ¥ o son lopologiss sdeciadss pars generar una Lopologin
mixis 7 &, 5], Ademis so prusbs que esta opologis mista en BC [X] es precisa-
mente in topologia estrbeta de Buck, Varios de los resulbsdos probados en este
capltube son casos particulares ded teorema anterior,
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La demosttaciia de la coinclienda de s topolagin mincts con la lepalogia
mixta generucda por las toposlogias compacto abserts ¥ e uniforme “se vuslve un
resualiado sorprendemtemente dificll” afirma Cooper [0, por 1o cusl no resulid
sibecuado tomar este posible enfogues geeeral parn I seriturn da ste trabajo ¥
sa preficks bacer b pruebas de manora directs s partir de la dofinicidn dsia por
Buck,

2.5 Teorema de Stone-Weierstrass para (BC [ X], 4)

Un Teoreina de Stone-Welerstrass pars BC [ X] con Is topologla sstricta fue e
tabbecikde por Creighton Buck [4) imponkendo s condicitn de que In subdlgebes
A [ver Teorema 2.5.3) contenga una funckin que pe se analars on Kogin panto
Ests condicidn fue sustitnids por qoe 3 contoviera una funcidn positiva en todo
punta, hackendn In demostracidn del teorema mds fisl, pero sin perder general-
dad, como se demstra en ol Teorema 25,4, Esto cambio en las hipdtesis se dobn
n Christopher Todd [30].

Lemn 2.5.1 Sea X sn espocic LOH y A o subdigebrn §—cerrada de B0 (X
Si f &9, enfonces [f| € W, y por fonio, W es una rebicule

Demaostracida,

Sea f €9, con f no nula, sea b= I}[.Pwd.hunlﬂul-lmmpdlnwnju
P com eoeficlentes en R tal que JIlb] = Poh < ey P{0) = 0, entoaces

Poh=ajh+agh®+---+ogh™ @

ya gque A e auns ilgebra,

Como N es J—cerrads e tambidn o—corrada v por tanto, |k € 9. Enlonees
[£1= 111 €A, Esto prosba o primer aserto, ¥ Ia segunda afirmacion se slgue
L 5

max {f,gh = 5 (f +g 41 ~gl), min{f,g) =30+~ 1f gl
|

Loems 2.6.2 Sea X un espacio LOH y @ una subligebrg 3-cernoda de BC | X que
comfeene una funcidn estrictomends postivg, enforces A comtiene o fas funciones
comstant e,

Demasiracidn,

Sea g une fancidn positliva que sl contendidn en 4. Podemos suponer gue
gl < 1, ya que s no s asf ln podemos sustituly por @&

Basta probar gue 8 contiens & la fapcidn constunte 1.

Dl Corodarip B.2.5 se tiene: g € A implics ¢" € 9 para todo r > 0. En
]:uﬁrulu.h.-j!-ElplntndnnElEEmnﬂcﬂxjf_:lp-nwh
€ X, v [[hsll =1, tenemos que bn socesiin (h,) & aniformemente scotads
en X, creciente v converge puntaalmente o 1. Por e Teorema de Dind comvenge
mﬂummmjemu:hmﬂmpmlumdcx &= decir { by, ) 05 unn sucsidn

a—mootada v s—convergente; por tanlo, s F—ooovergente. Como A e J—cerrnda
evitomoes 1 € A.0
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Teorema 250 S X un espacio LOH y A uno subdlyebre §—cermmadn de B0 X].
5i A separn pundos de X y codidiene una funcidn positiva, enlonces W = B[ X].

Demostrnodn.

Smpe BOC|X), yeea M = ||gll. Dado ¢ & Go[X] ¥ 0 = ¢ = M existe K com-
pacto tal gise [@ ()] < g para toda s § K. Sea Wy ol conjunto de las hinmckomnes en
K obtenidas por bs restriceldn de f € % al conjunto K, By © O [K] e uns sulsdl-
pelien. que separn puntos s K y por ol resultado snterior contiens o las constunies,
mdﬂaﬂmm&ﬂmmﬁuun—dﬂ}uu
| K| teniersdo do msta maners quo existe [ & O tal que [f{z) - g(X)] < 3 par
todo £ € K. Sen fy = max {min {f, 20 ) ,-2M ], entonces fy € A ya que A =
unn retboula. Do agul se sigae que |f (=) - g(=]] < E para todo & € K . Purs
eads £ £ X,

(=) —gl=ll (=)l £ sup |fol=) — gl=)lle =)l + aup [ fo (=) — g (=) fo (2]
EN K

i L]
& EI‘{I"'WE—!-

0 pan, cualquioy d- vecinded de ¢ contiens o funcidn fi de @ ¥ como @ =
f=cerrada entonces g € A, por tanto, @ = BC[X]. m ]

Uibservnmes que la hipdtesis: 8 subdlgebra de BT | X] tal que contiens unn
funcidn estrictamente positiva”™ pusde sef reemplassda port “0 subdlgebrn de
BC [X] tal que pars cada £ £ X existe g € @ lal que glz) # 0%, ya quoe el
resullade cdsien de Stone -Welerstrass tambitn es valide con esta condbeion (ver
Teorema B.3E |, Con eato s Leps;

Teorema 2.5.4 Sea X un cspace LOH p A wna subdlpebra de B0 | X] o cual
srpare punted dc X, y porm cade & £ X, combiene una funcidn ¢ € A ol gue
glz] # 0, entonces B es F=dersa en BC | X,

Lema 2.5.5 S X on espacio LON, 51 8 C (BC|X],5) es denso, enfonces
eepara puntos de X i pera oeda 2 € X erigte g € 5 tad ge g (2] o8 0L

Diernaatinicddn,

Por g X LCH BC | X] sepors puntcs do X, ademis para cads pusto £ € X
existe g € BC [X] tal que g{z) # 0. Gracias a |a densidad de 5, &ste beredn esan

Bean oy y oy dos puntos distintos de X, entoness existe [ & BC [ X] tal gue
flza) # [fl+1). Por ser X &= localmente compacto, para {Zp,55] exisle uns
funcidn conilnag de soporie compacto ¢ : X — [0, 1] tal que ¢{zg) = $lzy) = 1.

Existe & £ 5 tal que

k=) (f (=) — b (=)} = w g N 2 X
en particular
If (z) = h{zl| < lﬂ.‘ﬂ_ii,aiﬂl

If 1) — B{m)] < w
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tenidndose nal:
If (z0) = Flxn)| — W (za) — A} =[S (22) = [ {£2)) = (hixo) = Az}
< |flxa) — hizal| + |f (22) — bz}
< |f{=a} = Fizll.,

por Lanko,
Ihiza) — hizy)| =0

o bo igue es o mdsaneo b (a) # b2y ). Asl, § separn pantos de X

Abora probamos que pars cada £ & X existe g € 5 tal que giz) ¢ 0. Sea
2y € X, entonces existe [ € BC [X] tal que f(xg) ¢ 0 y por ser X Jocalmente
compacto sxiste @ : X — [0,1] continua de soporte compacto tal que @ (xp) = 1.
Exdste g € § tal que

b () (f (2} — g (£))] < |f (z0)| prow todo x € X,

en pariicalar,
|f (2o}l — Lo (za)] < |f (20} - g{=a}]
= |é{=n) [ (u) — g (xa})|
< | f (=all-
Par tanto, g(z] # 0 ]

Teoremna 2.5.8 Sm X  wn espacie LOH y a—compacto, entonces [ BC (X1, 5)
es separuble n gy sflo s X es mebrisable,

Dermostrocidn.

Supongumes que X s metrizalde, Como X & o—compacto, entonees X e
separnbie y satisface ol segundo sooma de numerabilidad {(Proposicidn y Teorema,
AL12 ) Comn X = LOH, entonces X & completamente regular v debide a la
Proposicidn A-24, la funikin 2 |X| de conjuntos cero forma ana base de los cere
rados de X . Por ln separnbilidacd de X existe ann fmmilis oamerable de conjonios
oero

{20/ = 1 (0) & Z1X] i n € N}

que e s de los cerrados de X,

Lo fumilin { fr : no& N} tiene las siguientes des propisdsdes:

{i} Separn punlos de X. Sean r# g £ X por ser el smpacio X de Heisdorff
{w} = un conjunto cerrndo que po contient & &, enlonces existe n € N tal gue
2| fu) contiene n p ¥ no i, es decir fi, (£ # 0= [ (p).

{ii) Porn cacdn x & X existe n & N tad que f, () # 0. Esbo se sigoe inmexdi-
atamente de n proebe de (i),

Sen A ol dlgebra sobre los racionales gererada por {fy cnE N} Por tanto,
A es um dlgebrn numerable ¥ que cummple bns comdiciones del Teoremn 254 v es
por tanto F—densa en BC[X]. Asi & espacio [ BT [X] , 5} es separable

Inversumente supongumos que {BC [X], J) e separable y sea § © BCX] un
sulbconpinto mimerable y F—denss de BC X,
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Sem Ag |a Klgetorn solaw los racionales gouerada por 5. Por el Lems 1.1.19
existo ¢ & O [ X] tal quo ¢ 2] ¢ 0 parn todo £ € X, Sea

gl ={&f : feNs} C CalX],

=i e una subdlpebies debldo & gue Bg lo e v por & leme anterior, tenemos §8 5
separs pantos de X y contiens wn ebamento qie no s annls en magin punto de
&, ndemis &l Teorema cldsboo de Stone-Websrstrass pars, O [X] tenemes que $85
= uniformemente denss on Oy [X].

S W° el subconjunto do $8g que coaskste de apoellas lenciones gue satsfacen
IFll = 1. Es clarn que A separa. puntos de X v contiens un slemenlo que oo se
anula en ningin punte de 5, mis adn, B* spara puntos de cerrados como alora
probamos:

Sca g ¢ F, con F cerrado.  Existe f @ X' — |0,1] contimua de soporte
compacto tal que f(z) = 1 y f{F) = {0}, teniéndose ast que f (20} ¢ FTF).
Por In demsidad uniforme ¢85 en O [X] existe g © 885 tal que

|f (=) =gz} < %’pm todo 2 € X;
en particulnr,
TR

IiI(JJI-:%PﬁI.mdn:EF.
'Ehﬂm,h[:]-%lfl‘nlﬂlm

hiz) € h(F).
por lo gue A° separa puntos de cemaclos.
Finalmente s
E:X—[[{ma,:rea);

dnh.id:lmmn;—t{_rl::}]-:. Debide al Teorema A 3S s tiese que E es un
bommemmortisme sobee s imsgen, ndindose d gue X o metrizable por serlo

M{io.1)y: f e o). o



Capitulo 3

Generalizaciones de la
topologia estricta de Buck

En el capitulo anterior definimos y probamos algunos resultados sobre la topologfa
estricta en BC [X : E], donde X es un espacio localmente compacto y Hausdorff
y E es un espacio vectorial sobre los reales localmente convexo y completo. En
este capftulo la definicién de topologfa estricta es generalizada en BC [X] cuando
X es un espacio topolégico completamente regular.

La topologfa estricta de Buck 3 sobre BC [X] est4 definida cuando X es local-
mente compacto, y en particular completamente regular; entonces tiene sentido
preguntarse si la definicién puede ser extendida al caso en que X sea comple-
tamente regular, pero no localmente compacto. La respuesta es que de seguir
exactamente el modelo hasta ahora estudiado la topologfa resultante podrfa re-
sultar muy pobre, ya que para determinarla se usa un conjunto de seminormas
definidas con la ayuda de los elementos de Cp[X] y como vimos en el Capftulo
1 (Proposicién 1.1.9), podemos encontrar espacios completamente regulares, pero
no localmente compactos en los cuales el conjunto de funciones continuas y aco-
tadas que se anulan al infinito consta exclusivamente de la funcién constante cero.
Por tal motivo es necesario tomar un sustituto de Cp [X].

3.1 Topologia estricta de Giles

Sea X un conjunto no vacfo. Denotamos por B [X] al conjunto de funciones reales
y acotadas definidas en X.

Ponemos en contexto definiciones dadas anteriormente para funciones contin-
uas.

Definicién 3.1.1 Sean X un espacio topoldgico y f € B[X].

(1) Se dice que f pertenece a By(X) si se anula al infinito, o sea, si para cada
€ > 0 existe un compacto K C X tal que

|f(x)] <€ size X\K.

(2) Se dice que f pertenece a Bog (X) si tiene soporte compacto; es decir
{z € X : f(x) # 0} es compacto

A1
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Es cloro que B (X) € Ba(X).

LSi X o= un espacio topaldgies, entonces para cada uncldn & & 8 X definimos
la seminonmn en BC [X] dada par

Iflls = sup {é{z) f{=)| : = € X} parn todo [ € BC|X]
Eri [ gue resla de lo seccicn X denofa un sspacio completaniends reqular
Diefinicién 3.1.2 Definimos:
i1) La topologia compocto abierta {rompacto convergente) k en BC(X], e la
gemernda por do fomiba de semi
1Ly = sup I} £ () 2 € X}

com @ € B [X].
{2) La topologia estricta & en BC[X], es la generuda por lo fomilic de semi-
RLLG
11, = sup (& (2) f (=)} : 2 € X}
com ¢ € By | X].
(7] La popelogia uniferme o, es lo definida por la norma
HII=:.H;U{1]I

pora f € BU|X]. Esla topologla es equivalente ala oblenida con lo fomilia
de
{IH,: 0 € BLX}

Camo lns dos primerss topologias arriba definidas son generadas por familias
de seminormas, entonces cada una hece o BC LY un espacio localmente comexo,

Esla “nueva” lopologis estricia ba sitho estudbsda por varics matemitios y
auimpue 0o se sabe o clencta cierta qalen fue €l prinsers en definirlas de méa forma,
en este trabajo se lo dard o crédite & Robin Giles quien en 1971 pubdicd en [16]
rsia generalizaciin de la topologfa estricta de Bock.

Proposicldn 3.1.3 na base pora la fopelogia @ en B0 X es la familio
Vu-.u-{#'c' BCLX]: 1S = gl ﬁt}
wartands & € By [X], ¢ >0 y f & BC|X].

Demostrocidn,

5o sigue de la Proposicidn 1,28 a

Anies de ver algunes propiedndes gue cumple la topologia estricta de Glles
hiagamios un partniess para probar el siggiente resultado goe recuerda € Lema
ademdz de teper gran utilidsd mis sdelante
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Letmima 1 Si f es sne funcidu mal e X g df s acotads pare oede ¢ en Oy X,
emdonces [ & B1X].

Demasiracidn,

Sapongames gque [ no & scotada, entonces existe une sucesidn (£,] oo X,
cuyos Lirminos son disthmos entre =, tal gque |f(2,)] — oo, Sea

o= 10 (w2}
n=14

entonces ¢ € By |X], pero ¢ oo es scotada. m]

‘Teoremn 3.1.4 Las topeloglas en 8O [X] vrmibo definidas Genen lns signaentes
propicdones:

() kC AE o & ex de Hamsdorf[ y por lendo, § g o tombién lo son,

(2] 5i X es locolmente compoclo endonces oy conceplas de bapolngins estriclas
del capitale anterior y de Este codnciden.

{4 La topologln compacio abierfa ormibo definida esid peneroda por [o fomiiia
de seminormas {|f]|; : K € X compocie no vecis} donde,

Ml = sup {If ()| : = € K}

pam ceda compacto N me sacio. As los nociones de fopologios compacto
abiertn del copitule antenior p de dsfe, ovinciden.

{4) Sodre emalquier conjunto o— acotade dos topelogias @ y & comenden
Demaostmcidn.

(1} Sea g € By [X], entonces & € By [X] por tanto & C 4.
Abors ses. ¢ € By [X] entonces existe M > 0wl goe )] £ M para todo

& X, nsi
1My = sap {|e (e} f ()] - 2 € X} < M| []
oo lo eual §C o
D-dnfafﬂmﬂﬂ'[.t'l.dzﬁmmud{z}={ I: %’#“ , donde f (£g) # L
IIIJ:U

Entonos, ¢ € Byg | X] ¥ [|F], # 0.
{2} Sea X un eapacio LCH ¥ denotemes por &) s topologin estoicta definlda
i ol capitulo anterior, Como Oy [+] mid contenido en By | X] sotonces §; © 4,
Por otra parte, sea o € 8y [X], por Ia Proposbcion 1,14 existe uns sscesidn
() de compactos en X tales gue Ky © K4 pﬂ'l'liﬂd.ll‘lf:'"}flﬂl{l]l'{*
para & & K,. Par el Lema de Urysohn, purs cada i > 1 existe unn  fancidn
continus gy ¢ X == |0, 1] tal que

Ou(Ka) = {1} ¥ fu (X Koqi) = {0}
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o ga (2]
s{xl-g -
-ml.ngl:'gLﬂy
& ()] < g ()
o tanto
Iflls = Il pars toda f & BEC[X]
tenifndose 3 C 4.
{4} Llamemos & a la topologin en BC (X generada por la fnmilin de sems.
mOrTnns -[‘h'ln-:.ﬁl'i: X commpacto no wcio}. Sea & una funcidn real de ssparts
compacto ¥ tal gque j{z)] £ M pars todo = € X ¥ algdn M > 0 Entonoes

Wy = sup{lSf (e} @i} : = € oupp (1} = M || [y

tenifndoss &k C w0
Ahora, sen K C X un compacto, definimos

ﬁﬂ_{ 0 -?.IEKHH
| szekK

Entonces o € Foa [X] ¥

Iy = supl{lf{z)aiz)| =€ X}
= [[flly
por tanto Ky O &
(4) Sen § € BC[X] o-ncotado, es decir existe M > 0 tal que || f| < M.
Comao & © 3 entoooes & |gC & |5 por bo cual sdlo resin demostrar In otte
contencidm; parn esto e suficiente probor que i ;@ (8, &) — (5 4) e contimes,
Benn [ fi )i una red en § que k—converge a fp € 5, ¢ € By [X] ¥ ¢ > 0, entonees

exgste K C X compacto tal que & ()| < dLH para bods & & XK. Definimos

plrjsre K
Deisf K

edanees g e acotnadi de soporte compacto, alemids axiEte o € 1 tal gue

M:—ful,{%ul-mmqwn-m.

yt.rll-{

Al

Ui = folly = s [ {16 () i =) = o)) - 2 € KH I8 () 1 () = fole)] = ¢ )]
< M= Jolly + 5z i ol = 5+ o (2M) =, sbompre que i » ig

o sen, [ E"h.
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3.1.1 k-espacios y espacios aparentemente compactos

Definicidn 3.1.5 Un espacio de Hamsdorff X &5 un E—espacio o un espacio
compactoments generndo) s cumnple ba sguiends condicidn:

e X es gherto (comda) sl p sdle 5 UMK es abisrte (cermdo) en K paro
todn compucto K © X,

Nibmse que & [ e albserto (cerrado) en X eolonces siempre == cumple que
UK es alberto (cermado) en K para oo K © X compacto, por o cual pasa
probar que un sspacie de Hasdor e un k-spack sevk suficlente probar ks otra
I plbesidin.

Froposicidn 3.1.6 Todo cspacio LCH es o k=rcapacio,

Demmpatracidn.

Sea X on espacie LOH y sopongames qua [0 R o8 alderto en K pars todo
K € X compacto. Sean x € U y N ana wcindad compacta de £, entonces IF 0N
es un abiorto en N, entonces

Uni =l nNnN

e i sblerte en M°, y por tanto en X o sea, 7 & une vectielsd de = en U 5 [
e entopces un shierto en X, O

Corolaris 3.1.7 Sean ¥ un espacio fopoddmeo y X un k—espacio,  Endonces
j:x—}’umbhulipldbn:fig e8 oondinma pam coda N C X compacto.

Mo todo k—espacio os completaments regular (ver Apéndice A}, ni viceworss,
Mitese que bs topologia & puede ser definidn en £ [X] de In misma manern
gue s hizo en B |X], v en este caso también wle (3) del Teorema 3.1.4.

Lema 3.1.8 5i X es un k—espacio, entonces {£7]X], 5} o5 complelo

Demastracidn.
Ben (fi)g; una red de Coaochy en (O [X] k). Sean s € X y ¢ > 0. Existe
ig £ £ tnd que
i = Fillyy < @ i) = do.
Dt dbomdda | f; (2] )0 p = une red de Caodry en B para cada £ € X, Por tanto,
s thone que parn cads r existe [ () € B ol gue f; (=) — fic).
Sen K C X compocto. Existe ig € J tal que

M= fil < 3 6 = o
De donde,
\fel#) = fyke)l < 5 8 0.5 o y parn todo = € K.
En estn expresidn fijamos j ¥ ig ¥ tomamos el limite sobre i, con lo que

con:lainmos
If (=) = f; ()] < e 5 § 3 ia ¥ parn todo £ € K;
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LUE_

IS = Fillye <« 5 § = ig.
oon ko cual abremes concloido siempee ¥ cuando f sea contiman; pern esto se
obtiene de In misma desigualdad yo que ella implica que {fi}., converge ani-
formemente & [ en K y por consigaiente [ : K — R e continun v por e
amtersar [ X — B e continus. O

Teorema 3.1.8 5i X es un k—espocic compleiemente regulor, enfonces (B [X] | )
es comapielin,

Diernostracidn.
Sen {fi),c, una red # -de Cauchy. Debido & que x € 4, I red (fi),c; = una
red k— de Canchy y gracias ol Lema 3,18 dichn red converge o f & X

Aﬁmmmw,ﬂ—’-fyﬁfEﬂl.’:l pars todo @ € By [X]. Sean K C X
ompacto, ¢ > 0 y ¢ € By |X], entonces existe W > 0 tal que

[@ )] = M parn todo £ £ X,

Si 2 f imglicn que sxiste iy € J tal que
L — fls ‘fﬁ i qise 1 = i
Asi,
N — &Ml = M NI = Jlly < ¢ shompre que § = i

¥ por tanto, gf, — &f .

L hipsitesis de que ln red (f); e8 0= de Cauchy implica qoe (éf;) =
w—ide Cauchy en B [X], pero como B [X] & o=completo entonces la red (gf)
o—converge pars lodo ¢ € By |X]. Supongumes @, “= hy, con by € B|X].
Cromms & C o y por bo visto en ol phresfo anterior, by = &f. Asf, ¢f € B[X] ¥
.I'L'—’rf Por el Lema 1 f € B [X] v aaf f € BO[X] O

Oibmsitpwime que i es pedundunte pedie en el Teorema anterbor que o spacio X
son completamente regular v k-espacko ya que sstos coneeplos son independbentes
oo puaeds verse o tiavls de ls siguientes sfemplos,

Ejemplo 3.1.10 Un espacew cemplitaments mgulor gue mo e b— eapocio, Sea
X o= N=MU|(0,0)) ¥ definames una fopelogia en X de lo sequicnte manem:

r=P{NxNuU{U: e N (@)

donde F{N = N) es el conjunto potencia de N « N y & (0) ea la fomilia de suboon-
jundes de X tales gue coda wne confiens af cere y o ool fodos les punios de casi
fodas fon codonnas de X. Se verdfica ficidmente que 7 e2 una fopelogin parm X
(X, r) e un eapicio normal po que es T g por cemple. dodos des eermodos A, B
tadead que (0.0) e A g ANBE =0 Ersten Il = X8 y V = B abierfor ajenoa
g combirnen meaprclimments a lod cermados, Cwando of 0 ne sstd o0 ninguae de
L eervaidos e elaro gue ellos mismos son abiedrios goe loa separan,

X oo es o k- eapacee g que sus eomgpactos son oquelles sulbconrunfos fadbos
de Xy sdle caos, pucy enobpuier congunto mfindto K estd contenide en ens fodas
lns colemmas de X o sdle en un mimeers Anito de edles, g en amibos PAAOH SEFTRpAY
ey poxible dar une ceberfa gue e fieme sebcbierios finita,
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Ejemplo 3.1.11 U'n k— eapocio gue no ea compleformente regulor. Sea

x-{mmnu{(ﬁ.)zuanuau}

v defirarnos wma fopologia en X o troads de un sistena fundameniod de verine
dades, Pom cundger punto & € X, diatede del origen, une base del sisfema de
mecindades g8

Ve={By (5} X :meN}

donde By (x) = {y e R lr—pll < 1}. ¥ paro el origen una base de su sistema
de vecindades estd dada por:

Vo= (Vo s 21 )

Vo= A@0HU{(25) v>0pnzm) prmmen

Ndtese que gabe copacio es premere nmarable, por fonde, un k—espacsn. Sin eme
barge, no es completamente ropulor, ¥a gue para tods vecindad del (0,0) exszfen
una infinidad de puntos de la forma (1,0) que pertenceen a la eermdurn de esn
recindad. Por conmjuiente, pe &5 posible gue ensto ena funcidn conlinng gue o
(0,0 valga 0 y en fodos fos pundos 1.0} valga 1.

Se obeervd en el Capitulo 2 que si X s compactn, entonces [ topologis
compacto shieria ¥ |a estricta de Buck, coinciden. Sin embargn, quedt prodiente
determinar si ellos coincidian sélo mm ese caso. La misma situcidn se presents con
I tapologin estricta de Giles (3.3.17).

Poco mmmds adelante se prucba que ssas coincidencing oocurren pars oiTo tipo
de espacios llamados pparentsmente compactos ¥ sdlo para ellos.

Definicitn 3.1.12 U'n espacee topaldgeee de Hamsdorff X es aparendemende com-
pacto 5 loda unidn pemerelle de suboenminbor compuctos de X es relativamente

compacto en X, Eeto es eguivalente o decir gue poru foda sucesidn de subconyun-
tos compactos en X hay un compocle en X que condiene a fode compacio dr la
FucEsin,

Par consigubnie, tan pronto exhibamos un ejemplo de un spacho localinsemie
¥ aparentemente compacto que no saa compacto queslard reswelto ko que habia
guedado pendiente. Dhcho ejemplo e e espacio [, £} con ba topologie del orden,
donde {1 es el pricmer ordinal oo numeralds,

Teorema 3.1.13 Sm X cempletamente regular, cndonces =k m BC (X my
slo pf K e aporendemsnts compacio,

Diemostracidn

Sabemos que & C J paura todo X completamente regular.

Sea X aparentements compacts, entonces parn ¢ € By | X v 5 € N exlste
Ky © X compacto tal que

lall < & purn todo « ¢ K,
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Sea W = ﬁ Ko por tanto, K es compacta ¢ (2] = 0si 2 ¢ K, de doade,

CEl

Ifllg = smep {1f (=) #{2)] : 2 € X} < M}f]| 5

para tedn f € BC [X], dooide M o5 ann cots pars o eon Io gue seobtkens, 8 1C K
Ao supdngase que X no es aparentementie compacto, e decir existe una
sucesidny, que podemos suponer crechenls, [E.]:,daauhmn]mw“du
A tal gise pars totlo compacto K © X vy ¥ > O exlslen s > N v 250 € Ka
tales qgue i § K. Por tanlo, bay una suceshin estrictamente creckents (ny) de
naturales tabs que sx; € Ha, ¥ S0 £ K
Ahora para casdn j > 1y K C X compacto sea fi ; € BC[X] tal que

Frg () = {0} ¥ ficylzpy) =2

Si definimos (K, ) = {H'.;’] i K'C K yj=2j, entonoes In red {fi )
E—comerge B oero; Bl embaigo, no conWTER dsirictamente & cemo v qua s

i
o 1
g= Eﬁl:.lif..1
(P
dnmhx,;_l oA |a funcidn caracteristicn de Ky, , daramente pertenece & By [X] y
para cualguier (K, ) se thene:

fics a3) 8 (22e3) 2 % -

¥ par tanto,
15l = 1

o

Corolario 3.1.14 Sea X localmenle compacto y Hewsdorfl. Entonces o topologia
eatricta de Buck cotncide con lo compacts alderfa s y sdlo 8l X o5 aparsilemente
cumpacto.

Definicidn 3.1.15 Sean g € S[X| p O © B(X). S dice que la funcidn g
domina a £ si parn onda f € O enisfe M > 0 tol que | f(2]] < A g (z)| paru fodo
€ X. e dice que g doming a f = domina a | f).

Lema 3.1.16 Sen X completaments regular. 5 cada funcion g € B|X] que
doming o By X doming tonbidn @ la fancidn constante |, endonces cada §-
acafads £ 7 -aotadn,

Demosfracidn.
Er_l...'lcﬂ'l:ﬂxl A-acotsdo, entonces pars codn @ € By (X)) existe Ay = 0 tal
que [loff < My ¥
Iflly < My para todo f € A
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Snl.;:mp[ﬁ s £ By (X)}, obstrvese que g domina o By {X] por tanto
domaing al 1, e decir existe M > 0 tal gue

M lg(z}| = | parn tods £ € X

Deafinase
Up={JeB|X]: Ifgll =1}
Uy & r—acotado ya que
IFl < M Jifall < 1 pars todda [ € U,
ademia A C Uy, por tanls 4 &8 f—ncolada 0
Lema 3.1.1T Sea X completamente regulor, 51 g domino nﬂgm, erlonces §
Re 58 @iy en mingin punto,

Demosiracudn.
Sapdngese que existe 25 € X tad gue g(ep) =0 Defindmes:

1 8 £ =xn
“ﬂn{ﬂu z #

la cual pertenece o Bg (X)), Parn todo A > 0 se cumple:
| {=a}| = M lg (=)l

por tanto, g no domins & Gy (X} [ m|
Teorema 3.1.18 & g tenen los mismos conjandos acofodos.

Demastmcidn,

Como d € o enlonces sdbo resta demsnostrar que todo J—scotado o o= scotado,
¥ par &l pemiltimo lema parn esto es suficents probor que si g que doming a
By (X, entonoes diming a ln constante 1.,

Supdagnees que g no domina al l,mbnnnunilte{quﬁ,nmi.ﬂ'Lun X, tnl

gque |3 {za}| — 0.
Sen

L] sl {gnin =1}
@lx) = .
lpleall! sixe faninz1)
Parn cada ¢ > 0 maste N £ N otal que
i (£al] < ¢ pars todo n = N.
Entomces pars el compacto K = {xy,..., 2y 1} 50 tiene que
)| < ¢ para todo & & K,
mdﬁr,éEh{.E];uiﬂmhugﬁ,gmﬁhﬁunﬂ,}lqmdulﬂM::-I]q.'ﬂm
M >0ym > 1 l.lhqu.l.-h:l'll"s-.n'd'y

M g (2, )] < 1,
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¥ por tanto,
lo(ea )14 > M} fo(2a,)]

De domde,

I {za )| = g {zag I > M g (e, )

3.2 Teorema de Stone-Weierstrass para (B [X], §)

En el capitulo snterior se probd el Teoremn de Stooe Welersirass parn 50 | X
con b lopolagia estricta de Buck, coanclo X e6 localmente compacto, Alora s
demaiestes. sees eorema, cuande X oes completamente regular y BOC X tene la
topalogis estricts de Giles,

En lo ejun resta da ln sceltn s supons que J e s opologla estricts de Gles
en B | X], con X completamente regular.

Loma 3.2.1 Sea X wn edpacso completosnents regular y A una subddpebr 4-
cermada die BO |X| la cund sepora punfos. 5ig: R — R o5 una funcicn continung
p acotod dal gue g (0] = 0, enforces go FE W pars tde f € 2

Dremasimcidn.

Coamo A e Foorrada y # C o, enlonees s uniformemente cerradn.

Sen U = (M fe A} donde 7 es la extensidn de [ o ln compactacidn de
Stone Chech 7(X) de X,

Estn s uns subilgebra unifcrmements cerrada de O |3 X)] ya que U ko o en
C|x];

En d{X) dofinimcs la rolacidn do sguivalencia:

s~y [Tz} = Ay} parntodo f £

Bem (X)) ~ el espacio cocienie, es decir su topologie &= s topologia de
H.Ehlhﬂl:.:'llhuh‘l::mﬂnlﬂnpu‘ In Fumscitn candnica o dicho de otra forma o= In
mdxiinn lopologin gse haoe contimia o la foecide cociente {Apéndice A):

PAXZIX)/ ~

X}/ ~ e= Humdorlf ya que {[e]: f¥{z) <a} y {l#]: /7 (2} > a} son
abierios en of cociente ppraa e Ry f e 0L
pudmﬁ&mm;ﬁcﬁmmﬂl.}lqud’[ﬁ']-mu.
and.leﬂd:EuimmFrm!lfnnﬁ-ﬂqqph“mnnﬂwﬂ
sigidente disgrama:
LX) L a(X) ~

P~ S F
R
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0 wa, Fri|z]) = f*(x) para todo = € #(X). Esid bien definida, debido
oot s establecsd la relacidn de equivalencia,
La furscidn Fjp o8 conticus ya qoe para todo comede A C R s tiens

Frt (A = {la]: 1" (=) € 4} "’({F}d H}}

:p'p{{j":l" (4)) e cerrado. Ast, Fy € C(8(X) /# ~) pars todo [ €@,

Afirmumos que { Fy : f € i} es una digebra de |3 (X) ./ ~| que separa pan-
tom de (X)) ~ y e uniformemente cerrada. La primera afirmacidn se sigue de
Inx relnciones:

aFy 4+ By = Fapey
FiFy = Fyy
Bi |=].[¥] € B(X)F ~ som distintos, s decir 2 = y, entoness oxists f € 2
tal que
) )
pat tasta Fy cumple
Fy (=]} # Fy ()

Falta probar que & uniformements cerrada, pars ello probsimos gue & an
subsspacio uniformements completo de O [d(X) 7 ~|:

Bea [(Fp ) una sucesidn de Caochy en [Fy: f € U}, entooees ([o), = una
sicesitn nniformemente de Cawchy, pero U e uniformemnente cerrada en B [ X,
par tanto, completa, entonces, existe [ £ L tal que (f,) comeerge uniformements
a f en X. Por ser X dmnm,ﬂ{.!]uigmmr{f.‘j T anifsrmements
& A en #(X). Es decir, {Fp. ), converge uniformemente o Fy en J{X) 7~ .

Paor el teorema rstindar de Stone Weierstrnss se tiene que

(Fp: feU}=C(A{X})~~) {31}
o bim , existe fry] € F(X) 7 =~ tal que
{Fy:fel}={FeC{@X)/ ~): F(|zl|) =0} (3.2}

Sean p: R — R una fupcidn contimes ¥ soobada fal gue g(0) =0y fa e A
Yo sea que se cuampla (3.1) o (32) tenemos:

geFpe|Fp: ey}

Asi, existe [ & U tal que go folz) = f(z) para todo 2 € X y por tanto
gofpell a

Teorema 3.2.2 (Stone Welsrstrass] Se X un espacis fopelipes y A wna
subdigebra -cervada de BC | X la cuol separe puntos y eontiene, porg eada r & X,
una funcidn que e se anula en £, entonces B = B0 [X)
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Demnasdrmcidn,

Es sulisiente probar que @ s g—densa en BC [X].

Senn [ & BC[X], ¢ € By |X] ¥ £ > 0, demostremaos qus existe b & A tal que
I — il < e

Hr:n."..lr.l' = 00 tal que [|f]l < My 9]l < M. Tomemos 0 < &g < min | 757, M.
Existe ' ©C X compacto tal que j¢(z]] < ¢p para todo = & K. Como A separa
j:ll.l.ﬂll:.ulr..l'_lrtﬁn]:iu'l.n:. pl.rl.l.-hJ:E K,nnu.ﬁmchfl:tr.r&:‘u&u amia en T,
enfanis, en particular, W separa punbes de K v para cada £ € K existe una
funcidn en W que oo s= anuls &n . Entoncs por | versbdn estdndar del tsarema
e Stone- Weieralrass axiste b’ £ A tal que

U(r =) < e
Diefinienes:
Asi A =20
giA) = A =i A > 2
~2A 8l A < =3M

¥ hiz) = [goh') (=], entonces [|4)] < ZM ¥ por el lema anterior b g A
Como ) < 0 < MW, tenemas gue

I0f () = b)) @ ()] < eald nix € K
y como L] = M y [Ih]| £ 2M, entonces
|(f (=) — Bix)) @ iz)| < IMen purn 2 ¢ K.
Por tanto, ||f - b, < & O

3.3 Topologia estricta de Sentilles

Todo mpacks compaicto 62 an espacin competuments regular, peno COMo &6 Vil &
los cupitulos anteriores si o sspocio o compacto las topologing compacto abierta
¥ |l umifarme coinciden con In topologin estricta haciendo trivial  andlisis, por
o cual s¢ considern en st seovicn o un espacic X completamente regular ¥y no
Coanpacin Dmn-l.lm-,mmnumull, ll.lcum.pu:u:i&udeﬂt-mzthud:.dl,!f
ooma 31X,

Definicitn 3.3.1 Paro mds congunte A © 3 (X)X sea
c:.=r:~..[x|={,re EE|IJ:,|""|.1=1]}
donde [ s fa extensicn de [ a J{X).
Notames gus 0y o8 un Algebra real de Banach con ls norms undformse pars
cada A C FIX)NX

En &l Aphneliee C definimos de masera geseral ln idestidad aproxiimada en un
igrloa de Bannch, en particular tenemos:
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Definicidn 3.3.2 Unsa red |} en Oy s una identided aprosimads porm ©4

ligm | fif — fl] = 0 parm toda f & Ca
Ademads, se dice que ln wdenbidad aprosmada e acotode & cxeite M = 0 tol que
15l < M para todai € f

lenw:h']hqubmwm“:”gl. Cuandy la crmatonte
en | emtonces se dice que la identidod oprocmada es de norma uno,

Propogicidn 3.3.3 Sm K C H(X )X compacts mo sacio, sndonces Oy &8 un
dlgebre de Hanoch con identidod spremmada de norma uno,

Demasinacide,
Genn K © (X} %X compactoy F = ({7 © X : I/ es vecindnd abéoria de &)

Para cada If & F, exisie unn  funciin contines fip @ G(X) — 1] tal que
JoilK) =0y fi (A{X)NU) = 1. Diservuomnos qus fir € Oy,

Al dirigirse la familia F con &l orden ovemse a ba contencidn, s= tiens una
e { for |X }prc e #n O 1o cunl o8 una identblsd sprocimsds en Oy, ya que dado
J & Cg ¢ >0 definlmos

1 ={:Ep*{x:| , |;ﬂ{;;| < %}
8i U 3= Uy, entonoces
WS = fi=sap{lfer (=) Sz} = flx)|:xe XNU} <«

yaque [fp x|l =1y folB{X)%X] =1, pars toda I7 € F, por esa misms razdn
{fur | X yrep v una identidad aprocimada de norma una, (]

Definicidn 3.3.4 Sea K € S(X) X compacts, definimos la topologia 5, en
BCIX] come do topolapio genemda por 3 fomilka de seminermas

7k = =ap {|& (=) J (2]l : = & X} purm cada & & O

Es cluro que J, © o, para todo K C FX) X, donde o es In topologin
uniforme en BT X

Como Jy estd generads por ups familia &e seminormas, enlonces &8 uBn
topobogin localments comveon. para cada K C @{X )X compacto, Por tanto,
tenemes una familia (BC[X], 35 ) de espacios localmente comvexos con la cusl se
pussde definir otra topologla en BC|X] de la siguients manera:

Deefinicidn 3.3.5 La topelogio estricta d en BC [ X] ez lo topalegio dmdte mdue-
fisw de los fopelogias g tomedes sobre lo fosalia K de bodos loa subeongundos
compacies K de J{XJ% X .
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Sepun |a deflnicidn de topologia limite [pductive [ver Capitalo 1), F & la
topologis localimente comvecs mds grande que hace continuas a s familis de brans-
Ferearinacionies linenles

ig - (BC[X], g} — (BC[X]. ),
domde o =0 casn iy o [ funcidn inclusidn pare cada K € K, por o coal
@ Ve d eotonces U oes fy -aleerio

pars cada K € ) por tamto 3 C 0. Ademds,; gracias al Teorema |2 19 sabemos
e (7 estd generads por In fumilin de seminormas

p:BC[X] = R | parn cacla K € K existen M >0y @8, .8, € Ok
tthEPU]EHE”fIﬁ pura todo f € BC [X]

Esta topologis estricta fue definida en 1972 par F. Dennis Sextilles [27] ¥
anmpue da la impresidn de que el studio de las topologlas estrictas = un tema
del sigho pasado, alpuncs sutons como Hugo Arizmendi, Angel Currillo [2] v
Surjit Singh Khirana |14 recientemente han trabajsdo en estas topologiss dando
condicicnes necmsarias ¥ suficlenies parn gque BC LX) con algunns topologias sen
un dlgebra localmente m-convexs, tema que nos ocupark en ol sigajente capitule,

Deflnicidn 3.3.86 La topelogda Jy e lo topelogia lirite mdnclise de [ lopodogias
iy toanades acder fo femidia T de todos loa conguntos cere 2 C 3N X

Es decir, & es In topologin localmente comvexs mis grande que hace continuns
a |a familia de tramsformaciones linenks

iz : (BC|X],8z) — (BC|X],8).
donde cuda iy e la funcida nclissin parn coda 2 € 2, por ko cond un copjunto

U ¢ BC|X| en &) —obierto sélo si s Fg-abierto parn cads & € 2. La topalogla
dy estd penerndn por la fundlin de seminsrmas

pi X — R para cada & € Z existen M >0y dy, ..., 8, € Cf

- "
1 Lﬂuqupmﬂﬂf'%".fhl[.mlluhjEﬂﬂlxs
Es clame que £ © K y por tanto, 8 C ;.
Definicidn 3.3.7 La topologéa compacte abierlo acotada [y es lo fopologia fo-
codmende conpera mds gronde que coincide con fn compacto abierda e ooda bola
-cerrodn con centro en 0 : B, = {Jf € BOIX]: M)l 5 r) -

Fea v >0, en fo que signe hacemos B, ={f € BCX]: || fll < r}
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Proposiciin 3.3.8 la lepologia compacie abderla acofoda eafd gencrmdn por lo
Jasmilia de s emirorme

po - BO[X] — R | porm coda v > 0 existen M >0 y
Po= Kioooo g © X oompacios indes gue
™
WU]EHE‘IIHM puru todo f € O
1=

ﬂnn.u.l.tmcifp.

Llamemes Fy a la topalegla gemerada por la familia de seminormas arriba
definkdns.  Entonces 0y es una topologhs localments comvexa, ademds por la
propedsd que cumplen las seminormas tenemos gque 3 e, C & |a, pam eads
r 2 0, donde k e la topedogis compacto shierta

Fara la otra contencidn observames que cada secninorms de b femilia § |- )
que define & & pertenece Py,

Resta demostrar que dy es bn mis grande de las topologias localmente con-
vexas con dicha propiednd. Sea T unn topodogla geoerads por una fumilin de
seminormas |||, ) .. 4 con la propiedsd de coincidir con la comparcto abierta en
los conjunton By, en particalar T g, © & |, 0on ko cual pars toda seminorms ||,
en T existen M >0y Ki,... , Kn C BCX] compactos tnles que

1My <M 3" 1l para toda f € B
j=l

por lo cual cacla ||-||, =t en Py, tenbéndose nsi T C #; Por consiguiente, H; es
la topalogis compacto alserta aeotads 3. a

Deefinicidn 3.3.9 Sea K © (X)X compacio, definirmos la lopologin f, en
BC X come la tepalopa loalmente convesn mds gronde gue cotncide com B en
fow conpurtos By,

Die manera sinilar a como s hizo para la topologia compacto abierta acotodn
s prueha que la topologia Ty estd generada por ls familia de seminonmas:
F: BO|X] =R | parn cads r > 0 existen M >0y
Ph= Broer iy € Ok tales que
?’EIFEHEHILQ para todo [ & B,

Teorema 3.3,10 Uno base local del cero para 3, 8y, 3y, B T ea la fomalin de
log conguntor
Ups = {f € BC[X]: p(f) <}

sarsando p oo b fomilia de seoumormas penesadorn de o topodogia @, J, 3y, 3, 0
rf*mn:n-.!‘nmtnlr.
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Obsorvacidn 3.3.11 S 7 ena fopologle en B | X|, denotamos al comjunio de
las fumceomnales lincales T-cumtmuas en B-E'%I] como |:.ﬂ'[:'|.if| I1':|". Cuondo lo
topolopin T s ln uniforme, endonces simplemenie se evcribe BC[X] y en exte
espacie esid definida o norma:

1Fl = sup{|F L) - ILAI| < 1}

En porticular, i T s hmwmﬂlﬂwluuﬂnrmetqﬂ:'[xi
endonces poderos hablor de [|F|| para todo F g (BC |X], 1), por ejemplo T puede
wer .

E‘Ixmm.h: {ema fue demosbrado por Sentilles en ,[I‘i';l',md'.m'rln.l su demosdmacedn
wwmﬂﬁprhumpﬂurmﬂqﬂnﬂi:hnhjm Sﬂummﬂd
mﬂﬁmﬂwﬁ*ﬂnﬂmﬁmnhm:ﬂw,ﬂﬂ'|xlrpuuﬁm
como un (T -mddndo, d:ﬁmmldﬂ

(&F) (f) = F (&)

para @ & O ¥y F & BC X[ . Esto también serd wado mds adefonte

Lema 3.3.12 Sean K © J(X)%X § H un subeongunto de (BC[X], 8], -
tonces H es dy-equicontimun 5y sdlo i B es acotoda en fa noroa de BC [XT
¥ ILAE = Fill = 0, unifermemente en B, domde { [}, 9 una identidod aproz-
tmada acotada de Cy pare tode F € (BC|X], 8,0

Proposiclén 3.3.13 Sea K C F(X]%X compocto. Si W es uno [y -wocindad
el pemn conrers baloniceada g Jp--cermada, entonces o8 sna F - vecemndad,

Premestracidn.
Ecl.“"m.fn--'mdndlddd O DUETVEXE, buhhtnd.lj' ﬂrmtr-d..mlu.m
exigte p’ seminorms en P v ¢ > 0 tales gque

U={feBO|X]:p(fl<e}cW
Por tanto, pars cada n € N existen My = 0y @, 500008 ppap S Ci tales que

wim)
F U s MY SNl pam tado f & Be,
A=l

donde B, = {f € BC|X]: |l < n}.
i
v,.n.[fesmn:m__-:f,.}

doane g, (2] =mu{¢_ﬂ t:}.....w__,.,_-r{:r} ¥ fn = gy emtonces ¢, € Cx
¥
B, cling, c W

5o slgee,

|J (Ve Ba) € W
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)
w*c [ {Bnv)* {13)
nesl
W e [ -cermado, comexo y balanceado, entomers por &l Teorema de la bipolar
{ver [2F ) benemos:
W = W
por lo cual ol probar que W5 es Jp-veeindad del cero halovmos conclalde 1n
demestrackin. Para ello s suficionts probar gque W es une familis squbcontinos
en (BC|X],0x). Por e Lema 3.3.12 basta demestrar que W es norma-acotado
¥ que (i = F) converjn uniformemente & cero en W, donde (i}, & una
identidad nproximada de porma 1 de C,
Como W es tambiin vecindad de 0 en la topologin uniforme de BC[X], en-
tonces W™ es norma-scotadn en (BC X))
Pars cada & N, existe ig () € T tal quoe

s = #all < 2= para toda i 3 io ()
Pars cada s & N & = fg (0) 808 Qn =0 fi — 1), sntonces
39S € BNV C Wilimiafn) y I <1

¥ e .
for] < 3o umeam <
.

”%m.! e 5 1fifda = f8ull £ G RISt — 8l < ewsi i > dnfn) y UfI < 1.

Si F & W™, entonces par (3.3}, == tiene [F (g, f)| < lsineN imiln)y
LAl = 1, por lo caal

KAFY = F (N =IFURS -1 £ HHF w(nd ¥ WAl =1
por tanto || iF — Fl| = 0 converge uniformements en F & W m]
Lema 3.3.14 La fomilis F C BC|X] de fencionales bneoles normo-conbinmas
F lales que
I.I.lnl_f',.F—.F'":ﬂ

{L},E.ummm:kmulﬂclghm
fiF(g) = F{fig = g). estd condenida en (BC[X], )

Diemostracndn.
Sahemns que ﬂ'l_','-'|..l.'r=p|.|u:bmmnnn Eﬂ' =imddiale, donds

(#F}(f) = Flgh
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von ¢ € O, F & BC [X] por lo que thene sentido hablar de ls parte ssencial de
BCIXT {ver Apbndice C).

Sea | fi}e, uma identidsd sprecimada de norms uno en Oy

F e un submpacks cerrado do B [X] ya gue s [F,) &8 unn sucesidn en F
ijue converge a F € BC (X', entonces

LAF = Fll < [|Ea— FUILLN + LAF — Bl + 1F - Fi

¥ por tanto,
lim || F — Ffl =0

A, F e un O -submadulo de Banach de BC | X[,
Diado iin eleimento $F, con ¢ € O ¥ F € BO|X]', se thne

|&F ()] = IF (9]l < 1F] bogll = M ol

e ducir, 9F € (BC[X], dg ) ¥ por tanto, (O« BC|X]') C (BC | X],8x ], donde
(Cx - BC|X]) o el subespacio generado por Ci - BC [X]'. Debido a que iy =
mis groess que ks topologin uniforme o tenemos que (BC |X], 8,0 C BO[XT ¥
ademis (BC[X], k) es un submspacio cermdo de BC (X[, De donde, In parte
mcencial de m::|xF=um=uid-m (BC[X],8x]"

Proboremos que |s familia F ooincide con s parte esencinl de 50 [ X

Sen $F un clemento de O - BC | X, entonces

WF (fig = g}l = |F (@ fig - eg)l < IFL1efi - #) -l
con lo cunl para ||g]] < 1 tenemeos:

fioF = oF|| = [|FH llefi —

por tanto,
lin | f&F — aF) =0

¥ @F £ JF, Entmn:l,[lptrluumﬁulduﬂ'ﬂ|xllﬂtim-mﬂlm.r
Ademds, F e oon submddhibo Oy -ssencinl ya que

JiF Y F pars todo Fe F

¥ por In Proposicitn C.d.4 tenemos que la parte esencinl ded dual coincide con la
faumilin F teniindose:
Fo(BCX],dxY

Proposicidn 3.3.15 Sm & C 3 [X)X compacte, entonces Fy = [Fi,

Demrepatracin.

Comno Fy o= la topolnghs localisente convexa mis grande que coincide con 8
un los By, entonces Fy © §y. Resta demostrar que & © @ ¥ por la Proposicidn
3.3.13 o= suficiente probar que Fi- rs una topalogin compatible con Fj-, ya que an
las topologias compatibles Lodos los suboonjuntos comvexee v cerrudes colnelden.
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Sabemos que (8O [X],8:) © | BC[X] ,,th-]'; sdlo falts wer que
(BC1X]. &%) © (BCX].dx)

i
S5ea FE [:Hﬂ'lxl.ﬂ’”:l.:mpﬁulnqm 6o s J —continus, entancs o
¢l Lema 3314 f € F, lo cunl significs que existe ¢ > 0 tal que pare todo 1 existe
Jziy g € BO[X] con [|gill <1 talos que

|& (fpmy =95}l = «

J={jel: existe g € BC|X], llgll < 1. tal que [F(fig - g)| 2> ¢}
ealonces J e un confunto oofinad de ! Por consiguiente, si tomamos
HEWWEBC|X| gl <1|y Flfig—all 2 ¢)

para cadn j € J, entonces (hy = [y — @), , o una subsed de (figp — o) gy que
aatisfney
01595 = 951l = 2 para todo j € J

Sid =0y ¢ Ok, entonces existe iy € 1 tal que parn todo i @ i s tone
Ifigr— ol < &
por tanto, 5i jg = ip, enlonoes
et - (Fim; — @00 < & pars todo § = o
por lo cual h; ™% 0, y al pertencoer la rod (h;),, & s bols By tenemos que
H,ﬂ—"i 0, pero esto contradice quis
[F k)] = ¢ para todo § £ .J.

Por F & (BC[X],3x) . O
Teorema 3.8,.16 Sm X un espacio completomends regrlar, enfonces ge cupnplen
las sigraentes confernciones

KCigCcdCcCe

dende d denota ln fopologio estricts de Giles. En [19] los topologias 3y, 3
dy son liamodes también fopologias esiricias.

Demastracidn,

Dl imciso (1) del Teoroma 3.1.4 s obhilose | validez de las primerss 2 con-
Litgad: s,

A @y, puss como ya se habis obeenmde 2 C Ky, por tanta, P < Py,

Para mostrar que &) © o, consideremos p & Py v £ € Z | entonos, existen
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talim s
pUIS MY I, = MY Ifell=M3 MM
| i=l da ]

dombe M, e cota superior para &, enlonces

pll) = (HEH‘-) 11| pars toda f € BOX].

i=]

Faltn demostrar que 3, © 4 para ko cual probaremos que §; © Jy para
todbe K € IC, yn que d es ln topologin locabiments convexs més grande que estd

conlenida en cails dy (e decir, iy - (BO[X], 8] — (80 [X], 1) & continua
pars todos K & K | Fnrlu.?‘mpuuﬂm 3.3.15 e pullclents probar gise 3 &= ana
tapalogia que cxincide con Jy en bos conjunbes B,

Sea py € Py v K € K, entonces para cada r > ) oxision

M0 L HI_'I_---'H"r.h{"r:I [ i X

ocompactos tales guee

mfr}
plf1 <MY Iflx,, pars oo f € B,

i=]

Para cada Ky existe @, t (X)) — |0,1] continua tal que
#r (Heg) = {1} ¥ &, (K) = {0}

com o ol
Itk < 1fly,, porntodn =1, nir).
De donde,
mir]
i) < MY Wik,

niri
MY U, P todo | € B,
1=l

1A

Coa Lo gue @ oldicne:

& |a,C B |a.

Se pusle decir que ln demostrecidn quedn conchuida en este punto, porgis
Ty mo silo es la topologia localmente copvexa mis grands que coipcide con efla
mizma en las bolas B, sino s iopologin localments convexn mids grande que esti
contenida en elln misma en las bolas B, , pero @y = f); entonces se tine

iy C Ay
(|

Observacidn 3.3.17 Sabemos que 51 X es compacto enfonces & = o y por faidie,
en fod coso fodar los fopologias estrictas coumciden entre si
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Corolario 3.3.18 Lo fopodogias dy, 3, g &, son lecalmente converas de Nauws-
dorf.

Lhemnosimcidn.

Son localmente comvexas por estar generadas por familias de seminonmas, y
e Housdorff ya que todss contiens o la topologla compacto abierta ln cual es de
Hausdordf. m

Lema 3.3.19 Sea X LOH, entonces Cy (X) = Cayyp x, &5 decir f £ GoX) mi
¥ adle 5 fPly) = 0 para tode y € F(X)SX donde 7 es, como de costumbre, (o
extensién de [ & §(X).

Demastractin,

Bea [ unn foncidn que se anuls ol infinite y supdagese que F & Coyp o e
diescir, ecisto i € 3 (X)X tal que [y} # 0. Como X e denso en (X)) eotonces
existe unn red (x5} &0 X que converge & g, ¥ por ba continaldad de [ exkste
ig € I tal que

Aosckiiin e ”.I'J|_
EIHM.'?CI coanpacto @ iy €  tales que:
[Flz} <« parniodozE X = K {3.4)

|f (=)l 2 ¢ pura toda i 3 i

51 € BUX)NK pars todo i iy
Sidm g yils iy, entonoes o € [(FX)WK)NX y
|f (=)l 2 e

ko que contradice (3.4); por tanto f, pertensce & Cayyy, x-
Abhorn, s [ € Cygeyp x ¥ supingass que [ oo se anuls en el infinito, e decir,
existe ¢ = (} tal que para todo K © X compacto existe o € A K tal que

(FEEM =2 (3.5)

El conjunto de todos los subconjunios compacice de X & un conjunis dirigids
por la contencidn. I.l.ml:l{.t;,,-j Hmnmlnhd{rmj_ﬂ CONVETEEnEe ooan ramls
¥ E LX)

Afirmamos gque g € (X)X, pues en coso coptrarks, deds wis vecindad
cofmpacta 1 C X de y exiate dy € 1 tal qus

&y €V para todo i = by
Sem e I tal que V C K, ¥ pars 4 = dy, i = § 30 Lens
zx, EVC K

ko e contradice ks ebocdn del elemento g, que s Loas fuers del compacto K.
Asl, g & FX)X como habiamos aflmmado.
Como zx, =y ¥ [ P8 contioun tenomes

|.I"'“{v?|'-‘_*¢ para toda § = ig
ko que contradice que ¥ € O3 [X)%X]. B
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Teorema 3.3.20 S X un espocie localmente compacio de Howsdor(f, endonces
los conceptos de lopologis exiricta de Buck (), Cilea (B} p Sendilles (dg ),
crinciden.

[lemostrocidn.

V& sabeamens que coinciden las topologias de Buck y Giles,

Como X o= donso en 31X ) y localmente compacto, entonces por |a Proposicidn
1.1.3 X es abierto en S{X ], por tanta, (X)X € K. Recordemos que 5, es bn
topologin locndmente comeexa mds grande que haoe continons o las fmciones

ix : (BC[X],Bx) — (BC[X], A5)
con K € K. Por tanto,
s € By para todo K € K
oomo O (X) = Caxpox ¥ SX)NX € K, entonces
Bz g

Parn demostror |a ofra contencidn, sea ¢ € Cp(X). Por o lema anterior
¢ € Oy pam todo K € K, por tanto, la seminorma |-, pertenece a P, por lo
isal

f-‘lal:ﬂ_f
temidnidoss ==l |n unklsd de estas dos topologiss. a

Corolario 3.3.21 Sm X un capecio locabmende compoclo de Housdof. enfonces
dp =g = s = By

Demaostracidn.
Sea X LOH, sabemos que 85 C & C dg = dy = d , por bo quo todas estas
topaloglas son iguales. .

Teorema 3.3.22 Lo topelegio estrecta de Buck o5 [ topologia looslmente convera
ruks grande que cotrctde con ella mima e las bolos B

Demostrocidn
Al hablar de ks topologia sstricia de Buck, el espacio X &= LOH v usd por el
Lema 3.3.18 Cy [X] = Cayxp x. Esto lmplica. que

By =y

donde K = #(X}%X. La afirmacidn s= sigue de la Proposicidn $.5.15 ya que @5
tiene la propéecdad de ser la topologla localmente convexa mis grasde gque coincide
con elln miEma en e . o

Corolario 3.3.23 La fopologia esbricta de Beck es la fopologis foosdmente con-

vera mds gronde gue comeide com ella misma en fos conpunies sndformemenie
lmmdﬂsﬂeﬂﬂ'[x!.
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Sen A un dlgebea de Banach con identidad  apreomada ¥ M un espacio de
Mdnﬂumﬁ—mﬂuhmmmhmmpduﬁlm
comvexa 7 o M s cual esid genersdn por lss seminormns

[l=l, = lax] pars toda =€ M

cana £ A

A esta topologls 3 so le denomins en [27] In topologls estricta de M, Casos
particalares de msta situacin se dan cuando M = BC[X] ¥ v & alguna do las
siguientes topologins: Jy, Sz ¥ -

Observacion 3.3.24 En esle capitule sr prodd que las topologias J; p By son
lax topalopios odmenie convesas ks grondes que coinciden con ellas misnes en
las bolas B y en general, en los corguntos andformemente aotados de BOC [X].
FPara demostrar este aserlo pare (. se whilizd [o teorda de digobms de Bonech con
sdembidades apromonadas, gue 3 expuesta en o Apdndice (0 Se pusde probar de
manere sondlar gue la topedogin v en un A= madule M, s la topolopin bocadrmente
eorpvera mads grande que coincide con ella misma en los songuntos acotados de M ;
tenitredose en particular que e fembién Dene esfa propisdad

Teorenia 3.3.25 5 X es apirenteinents compocle, endonces & = Jo = dy
Demastracidn,
85i X cs aparentemente compacto, enkopces G = & Asi k o8 |n topologin
lmhmumnhgﬂeqmmmn:ﬂlmim“mhﬂknmhnu]

dp=x=gg (m |



Capitulo 4

Algebras localmente
In-convexas

LZe ha trabajsido con varias lopologing esttictes en el dgelea de lns funciones
ronbed, conbineas ¥ soobadss definides en un espacio X. Sabemos ya que alpunas
de et topologiss eninclden = e sspacto X e localments compacto.

mmd-m-mmlm-hm&hmm
definida pars todns dlgebra topoldgica. En este capitulo se dan condiciones nece-
sarias ¥ mifickentes para que el dlgebra BC[X] con algunss de lns topologins
eLriClas Bl fl—CONVER,

Pora el caso de la topologin de Budk y Giles sstas condiciones fueron dadas
por Arizmend] ¥ Carrillo [2]; para el resto las dio Kharsns, [19].

En esta seccidn X == un espacio completamente regular. A |as topologias
estrictas de Buck, Gﬂuysmtﬂlnmﬂl':[x;lndmlum, comme hickmos al
final del dltimo capitulo, por #g, 35 v B, respectivemente. 55 X = locabmente
campacto de Housdorff, entonos sal=mos giss las tres mainciden ¥ en tal caso Ins
denolnreinos por 4,

Proposicldn 4.0.28 Son dipebres lopoldpicos conmutolivgs con sdentided:
(BC[X].2), (BC|X].x), (BC|X].3g), (BC|X].8s) v (BC[X].xa);

ex decir som digebros con respecto o les operaciones urnales de sumo, producto por
un esoalor y producto, éxle es conmmlating y liene idédntico, y esas fres operaciones
gon comdinmus. En particulor, 51 X s looadmente compacte, enlonces (80X, 4
ed un dlpebre topoldgios.

Bemosirncidn,
.Eﬂ:mumhrhmqlhl.ihdd:lprndm
BC [X] x BC | X|—=BC [ X]
[ R
con respecto n s dislintes Lopologias,
En visia de que B [X] & un espacio vectorial topoldgien con repecto o las
tres topologing, sdlo es necesario probas ln conbimibdad del prodiscte s (0,0).
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Pars las topologias @, & ¥ J5 la afirmackin se sgue de las desigualdades:
Ifoll = 011 - leell

ol = ANy - Narll e (4.1)

Mslla < 1IN iz ol

d f.g€ BC|X]), K C X o= compacto v ¢ & By (X},
Recordumes que I topologin J i generadn por & familin de semiponmes

pi: BO[X] = R | pars cads K € K oisten M > 0 v 8y, 8,....8, € Cx
={ uhwmpmzug 11l pars todo f € BEIX] }
Sea K € K. La lapcidn
(BCIX], 0y Fr:’::-ﬂc |X] . g )+ BC E‘-:-'I .|

es codnbinua en (0,0}, ya que dado p € P existen M > 0 ¥ oy, d5.... 8, € Ck
tales que

plfg) € MY Iifal,
dpan |

y por consiguiente, +/Téy ], ofeal. .. /]o] € Cx ¥
plfo) < M3 I ol =M Y wNasla)
dsl =1
dnndnql:-]n”-lﬁummtnnmqu:puiﬂhBEI’PpulIEI'ETI.
Farn In topalogia 3y procedemos de manera similar, reordando | desigualdad
4.1 y que Gy estd definidn por | familia de seminormas:
o BC | X| — R | para cada r > 0 existen M >0y
Py= Ki,...,Km C X compactos tales que

)< M 5 WLy, pora todo f € B,

]

Definicidn 4.0.27 Sea A un digebra focolmende conveza, A es [lamads local-

menie m-conveza (o simplemente m-convera) B o lopologla 5= puede gencror
por unn femidia de serrormes

(Ul ;€ A)
submulteplicatfvas, «5 decir para code a € A se cample.

el = k=i, bl parmtodaa e A, ylodox,ye A

Por o [A) deredameara & sapacio de Podes las funcionales bmeales complejos
midfiplications continnas en A, pe ndas, s A 65 wn digebro lopoldgico sodre C.



LT

Proposicidn 4.0.28 i X es compledamente reguiar endonoes
o (BC|X : €], 8g) = X

e e
Tea(BC|X :C],8z) siysdla si T(f) =E([)

parn alpin ¢ € X ytodo f € BC[X 1 C), donde T} = [}

Demosfrocadn

Sea oy £ X, entonces Ty ; BC |X 2 C] —= € = uoa Aimcionad linea multkplics
tiva oo miln, por lo cual basta probar que es S, continus pars que 7§ pertenssca
wa(BC X C),8z) . Sea

1 sic=mx

#l=) = [u-‘:,uu

enlonces
120 (£} = LF (x0) & (zeil < Ilfel = L1l

para todo [ e BO|X : C].
Inverssmonte, s T & o [BC|X 1 C], Ag), mbonces definkmos

F:(€|3(x): €, H) =€

como T (f7) = T'(f) donde {7 es In sxtensidn de [ o 3(X).

_ Como las extensicnes en la compactacion de Stone Cech son dnicas, sntonces
T estid bien definida; ademis, es una funcoaal lineal multiplicativa no nals y por
el Tooremn (.2.22 existo y & F(X) tal que

T =T(r")=i(r)

pura toda f & BOLX (C)  Allrmamos que y € X, Supdngnss lo conbrafio,
entonces por la do— contimibdad de T, existen M = 0 3 & & By |X : C] tales que

TN = M,
parn todo f & BC|X :C. Sennn e M, oonm > M, y K C X compacto tales que
|¢::].|-;T—'.pu.mdue K

Coma 3 (X ) os un espacio de Hansdorf ¥ compacto, entonces (3 (X ) = normal,
por Jo eual existe k2 F (X} — [0, 1] tal que h{y) = | y bz} = 0 parn todo = € K,

e L= hiy) = F(A) = [ (M )| < M 0CAL .
pera o o incompatible con
MI(Mx)lls < = <1
bo cunl @ una contradiecion. Asi, y € X con bo cual
T =il
para todo [ € BC[X : C], a
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4.1 Condicidn de Wiener

Todo lo visto en los capftulos anteriors parn el dlgelen BC[X] & wbido para
RO[X ], el dlgebea de funcienes continaas 3 scoladng de X en C. En este
capitulo los resultacdos == tralajan sobre BC X - Cl

Proposicidn 4.1.1 Sea A sna dlgedmm de Howsdorff, complejo, completo, conmu-
tativa, -convera y con uridod ¢, Endonces erisie un womorfismo de dlgebrms
topoldgicas de A en el bimite proyeclioe de un fomifio de digebros de Banach,
eomgplejos, conmutativas § con uridmd.

Drmpatracidin,

Sew (|- b acy tens familia de seminormas subsmaltiplicativas en A que generan
s bopalogis y muﬂmwgﬁ{,hpﬂmth[@ﬂu"-h}“;m

tedo silbconjunto Anite J de [,
Para caida seminorma |-, tomaseos su pbcleo ker || ¥ consideramos o sspacio
coCieie
A e |,

el cunl resulis sor un Algebrs normeade, con In porma
lkal,ll, = inf {|o+ i : g € ker ||}

donde |l representa ls clase de o en o coclente A ker |-, Ses A, b com-
plechtin de A/ kes ||, . Entodioes {Ay, |, ),., © uns familia de  dlgebess de
Bannch, complejas, conmitativas v con unkdsd [e] | .

Dratesmos al conjunta de (ndices f con el sigulents orden

oy stios Nal,ll, < [Jlalaf], pars cadanc A

el cual hace & § un conjunto dirigido.
Para o = 7 definnmos

i A ke [y — A/ ke |,
via ln rogls
falg = lala -
Eatos honomorfismos contimios pueden extenderse 4 las compleckones, dicliag
extensiones tambien las depnotames como
t: Ag = Ag
'I'nm.m.:ld][milnp:q.uﬂhuﬂ:ll_lﬂd.lﬂm (&,,ig}:udu:ir..ﬂ'u
el subwspacio del producio cartesiano [] A, compusto por los dementos (5],
Wl

g eabisface ba comilicidn:

i (2a) = 2.
para cads o = 0. La topologfa en B e la inducida por ks topologia producto, 1a
el enipcide con la generada por ba familia de sembpormess ([} definidas de la

siguiente formn
izl k., = Izl



4.1 CONDICION DE WIENER L]
Sen

T:A-]] Aa

il
el homomorfisieo de Algebras definkdo como

a = {lal.},

Es claro que s imngen de T estd confenidn en B debido a la propin definicidn
de lo bomomorfismos i, T e inyectiva porgue se supaso que 4 e de Hoos
dorll ¥ ea contines porgue ls composiehin con cada proveceidn del prodiecio es el
hemomorfisme candnbco de A en und de los coclentes A ker |- . Probaremes:

(T :T{A) = A es continua, Es decir T &= un isomorfismo de &l gebeas
topoligicas de A on 5u Imagen,

(i} T A} &8 un conjunto cerrado y donso en B y por tinto T (A} = B,

Son ||, una seminorma en A.

I]“-II {tE“'L.Jn]l- - H-h. i Ell{luln]a ﬂh 1
yu que si [|{jal,), [, # 0, entonees existe b € Ker ||, tal que

[+ 'I"I". e "{[“J-:\}u "nu

¥ por anto,
balog = 2[{lala)all, -
Anl, ternemos In continuidsd de 71,
T'(A) e cerrado en B yo que, de souerds al mciso anterior, T' & un bomeo-
morfEmo lmeal de A e osa sagen ¥ A &8 completo,
Fresta depostrar que T (A) e depso en B, pars ello tomemos an bisieo de 5
que eontengs & (£,), € 0, digunos
V= { o)y € 5 ¢ ligale = (2adyll,, <epami=1,...u}.
Demostranemns qgiae V0T (A) # 0.
Como A ker [, e derso oo s complecion, enbonced existe o, € A tal que
[[fala, — o]l < ¢

i d = 1. ...
Sea f tal que J m oy, ... 0. Por ser

i1 Ag— A,
continan para § = 1,.. . n, eatonces existe § 2 0 tal que
llisla, — %a.l,, <€
para i = 1,. .., 0 slempes qun
”Mu—*.ﬁ||="'=5
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A ker |y s denso os su complecion Ag, entonces existe o € A tal que

-, <
Y por tanto,

llala, = ], <
parai=1,....n. O sea,

IT{a} = (zallly, <«
pani=1l,..., n ¥ entonces ¥ O T (A} # 0. (|

Teorema 4.1.2 Twda dgelm A complen, complela, commutadivs, mi—conoesa y
con unidiad € solisfece la Hypuiende amidicidn: £ € A er averteble 5 oy sdlo 5
Z{f] # 0 pora cada f € o[A), enta propieded se conoce come b condicidn de
Weener,

Demostrociin.
Sen f e o (A). Exite y £ A tal que [y} # 0 ademis

)= flye) = fly) fle)

por lo que fie] = 1.
Ahora si x es invertible, entonoes oste x~° tal que zz~' = ey

1= fle)=f(=} f (=)

en partioular, f£] # 0.,
Sean T': A — B ol senorfisme dado en la proposicidn anterior.
Tomemeos o & A tal que G(f) # 0 pars cada f & 7(A). Consideremos |
comprEickin
ALBZ a0
donde 7y es In d—proyeccidn y g € @ (Ay). Endonces, pua f = (gomgeT)
temenos que [ € o [A) con lo cual [geayaT)(a) # 0 Ademds

(9755 T)(a) = o(m (T ()
= g(ma ({al, b))
= 9 (fls)

Temidndome s=i:
¢ (laly) # 0 para toda g & o (4g)

Al aplicar of Corolario ©.2.19 al dlgebra de Banach Ay , obtenemos que jol, es

invertible en Ap, ¥ esto sucede parn toda 4 € I, por lo cual {fa], ], & invertible

# [] Aq;sea(rg ), s boveoso ?lqkud.ldumhﬂmmﬁn‘md:lhhu
mil

2 (lala) = lal.
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jsrn cadn = 0, enloneces

in (Z) = Lo

para cada d = o Es declr (55), € B = T'(A) y cono T' &8 un iseemachsmo de
dlgebras, enlonces a &8 mvertible, |

Teorema 4.1.3 Sea A wna digebrn ouloadjunta, §— cermda de BC X 2 C] gue
separn puntos de Xy gue para cada £ € X, contiens una fimcidn gue no se anula
en x. Entonces, A = BO[X ;€]

Lia prueba es directa s partic del Teorema 3.2.2

Corolaric 4.1.4 5 f & BC[X :C] es tad que [z} ¥ 0 pars todo £ & X, en-
tonces el idend generndo por [ ex denso en (BC|X : €], 8g)

Demogtmcicn

Debido a gque X & un sspacks completamente regular y Hausdoodl, 8C |X : C]
separn pantos de X ¥ lo misme hace e ldeal fBC [X : C| generade por [, Ademiia,
éiEBEI.-T.-{.‘I pars cadn g € BC [X 1 Cl; w8 declr, fBC[X : C] e autosdjunto,

Cunpdo In funcide [ expoesta arriba no es invertible en BC |X : C] se obtlens
«l signients

Teorema 4.1.5 S5i f € BC[X :C] ea dod que flz) # 0 pom ooda = € X &
Imf {|f{zll: 2 € X} = 0, enforces & ddeal genernde por [ es de codimensidn
iryfimida.

Para cada n > 1 definase In funcién

o ) = |f (=)}
para = £ X. Enfoncs s obliens unn secsidn (he 8O [X 0 C]) de ideales de
BC[X : C] tal que
WMBOIX :CiC g BC|X : O] G - (4.2)

Ademmis {hy 1m0 = 1] e un conjunto Hnealimente indepencients, par probarko
procedamos par isducelin sobre & ndmens de sumnandos en la combinacidn Haeal.

Para = 1 lemwamns que &l aby; = 0, enlonces a = 0 ya que by, # 0 para toda
nEN

Supdnges: cierta la independencia pars toda combinacion el con & ko mils
n sumandos, v sea

oy, + oghy, % o Fampahy,,, =0, (4.3}
e donde
—Oni il = mly, +mhy + o+ anhy,

Si i1 # 0, entances

h‘f--u ‘:'dlhll ot +-ﬁr|.h.'-
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can lo gue, por (4.2}
by . € b BOX - C)
Esto contradice Ins contenciones propias de (4.2), asf an4 debe ser cero y (4.3)
se transfonnn en Lmu.n:lnl:ﬁ.undﬁ:llmlig.lﬂ a oo oon & lo més o sumandos,
por lo que
Ellnﬂ-l-'---l:lﬂ."]-u.

Como |a funcitn § no es acolada slempre que g oo ses ol elemento oo en o

rpack generada por las finciome by, (s}, ). 52 sigae que

{{ha} N fBCIX : C] = {0}

A, lns clases de lns funciones by en Bﬂj.rzqf‘rﬂﬂ'[x:t| forman an
conjunto nealmente independiente, por ko cunl el ideal fBC[X : C] = de cods-
mensiin infinita o

Corolario 4.1.6 5ea X completomente requior y k—espacio. Si emsie [ £ B X O]
fal que [f(x] # 0 paro codo o € X elof {|f{2)] : £ € X)) =0, entoncea [BC[X : €], 5]
no ed wn digedr m—cetiieta,

Dretmuom .

Sabemes g a{BCX €] fz) = X ¥ por hipitesis (f} = f(z) # 0
pars toda £ € X. Entonces (BC[X 0 C|,4) es un ilgebra compleja conmuts-
tiva complets, con dostidad quo no sstisface la condicidn de Wienor. Por tanto
(BC X : C], ) no &8 un dlgebes m—conwexa. o

4.2 Condiciones Arizmendi-Carrillo
Teorema 4.2.1 [(BC[X : C|, dz) s un digebm mi—convera 5 p sdlo si
Ba[X :C] = By [X : CT].

Dermpstraciin.
Supdngase (BC X :C],5) e una dlgebrs m-convexs. Entonces exdsie un
fumilin
M= (I, :acA)

de seminonmas submdtiplicatives en B X : C] que generan la topalogls .-,
Es claro que Bog [X : C] C By |X .

. e existe & & By [X ¢ O] Boo [X : C]. Enkonces, existen a € A,

& By X :C] v a,b >0 tales que

allfly = 1AM, < BISIG

para todo e BOLX O,
{Hwservunas e

(1) 1N, = 1 siempre que & ||f]; = 1;
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(i) 1, < 1 implica, por ls sabmultiplicatividad de |1, [|/], < 1. Asi,
bliJIi; £ 1=allf"l, 51
Como & € By |X - T emiste K C X compacto tal que
= 1
|é1s1] < SHzeK
¥ coama o po e de soporie compecto, entonces existe oy @ K tal que

Wize)| #0

Por ser X completamente regular, existe f : X — [0,2] continua tal que
J{K)= {0} ¥ f(xg) = 2. Entonces,

bllfl = bsup {1 (=) 34)] : ¢ € K} <1

i Lot
aflf™ll; = 1 parn todo ng M.
Por otra parte,
allfly = 2"a ¢ (0)| parn tode n N
lo eanl contradics ln desigualdad anterior.

Supdngaee ahora que By [X : C] = By [X : C] entooces s topologin #; coln-
cide con &, por lo caal [BC X - €], ) = localmente m-convexo. o

Corolario 4.2.2 (BC|X : €], Ag) es un dlgebm m—conwesa 5i y sélo 5i g = K.
Die ko anterior ¥ o Teoroma 3.1.13 se sigoe:
Corolario 4.2.3 Las siguientes gfirmociones son eguivalentes:
{a} (BC[X : C|,dg) es un dlgebra m—conveza
b} Bg|X :C] = B [X : T}
e} Ag =&
{d] X es aporendemente compacto.
Corolario 4.2.4 Sea X un espocio locoimends compocte de Housdorff, (BC1X : €], #)
::u:dfch-nm—mmunﬁpadhﬁﬂp[}l':ﬂ]=ﬂm|..l':q;u&|:?r,:i,]:dh
Dempstracidn

Bi(BC|X 2 €], #) es m—convexn, entonces By (X C] = Bog [X 1 €] por tanto,
si f € Cp[X : C] entonces [ &€ Bog [X : €, con lo cual [ & Gog |X - C].
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loversamente, si O LX : C] = Cog [X ¢ C), entonces § = &, ya que por ser X
un sspario localmente compacto de Hausdorll, la topologin astricia esid dads por
In Eumnilia de seminormas

{Ihy e calx i}

¥ &= claro gqoe en este casd In topoligis compscto sbierts std generada por s

fumilin de seminormas
e {Ily =€ Cm(x €]}

|
Corolario 4.2.5 Sea X un expaceo locadmente compacte de Houadorf. Entonces
I siguienies afirmaciones som apufvalondes;
fal (BC|X :C],d) es un ddgebra m—convera
{4} Co|X : €] = Coa X : T
fel d=un
fd) X es spareniemente compacto,

4.3 Condiciones Khurana

8. 5. Kbuwrans demisstrs en [19] condciones necsorias ¥ suficientes para la m-
convexidad de BC[X : C] con Ias topologizs estricias dy, §g v 5.

Teorema 4.3.1 S X completoniends reguler. (BC[X 2 C), 850 es un digebm
m—conser £ Y adio fi X 2 aparenfemiente compacts. Ennullﬂju'm,ﬁ.zu_

Demupstmcidn,
5 X o apareptemenle compactio, enionces, por ol Teoremss 3,335 & = #; ¥
pof tanto [BC X < C), 8) e un dlgebia sh—oomveexa,
Iversumenis supongumos gue (B |X : ], dy) e mi—comesa, s decir sxisle
i familia
M=, aed)

do seminormas en BC X : O submultipbicativas que generan Jy; v supding e
e X po e aparenlemente compaeto, esto implica gque ln lopologin estricta
ide Giles mo colnckde con la topologia compacte alserta, por o cual existe & &
By |X : C]~Bao [X : T]. La wpologla estricis de Gils J st contenida en 5y,
por lo caal existen ||-||, € M ¥y o > 0 tales que

allfll, < 111,

]:lrltndquﬂ'E'Ix.'l:I.
Para ||-Jl, existen A > 0 ¥ una seminorma pg € Py tales que

1l < 'po ()
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pars todo f & BOLX :Cl. A suovez, pars ssti ssminorms pg oxlsten M > 0 ¥
K C X compacto tales qua

) = M

pars todo [ & By, donde By es la bola cerrada con contro en 0 y radio 2 en
EC[I:C]-HI‘T—IMtﬂu
Wl = &N

pars alpuns b > 0y todo f e Hy
Comis ¢ fin e8 de soporte compscto, srlohoes existe oy @ K tal gus

| (a)| # O

Por ser X complelumente regular edste f: X = |0,2] contious tal que
FUK)= {0} ¥ § (=) = 2. Entonces [ € By ¥

Al = &l =0
De In submultiplicatividad def /], se sigue
allfly <allfl, =0

para todo n & N,
Por otra paris,

alf*lly = Palé(z)| paratodoneN
lo cual contradice In desigankiad anterior, (|

Corolario 4.3.2 Sea X wn espucio complelomente regular. Endonces s siguien-
ben afirmociones son epusinbondes;

fa) (BC X :C], dg) e un dlgebre m=conveza
(b} g = &= Je

fie} By lX :C| = Bgo[X : C]

{d} X es aparendemente compacto,

El lector halaed yo sacado sis proplas conclusiones soerca de | relacion tan =
trechia enbre las topologing utilizades por Khuraas y Arememdi-Carrille. Tambidn
habrd pnotsdo la similitud con la que se prucban ambes condiclons. Cabe sefialar
fque |a demostracsdn que aparece en esie trabajo pars la condicidn de Khurann
estd lejos de la dsda por el autor en [19], pussto que e squel trabajo se ocupan
I comcepios de vecindsdes balanpoesdas ¥ comvexas en lugar de seminonmns gen-
ermdorus de s topologis, Sin embango, ol aplicar e conceplos de saninormas se
olmervn que e demostraciones son préciicamente bs misima y por tamio, caben
los preguntas: [Haled alpuns relsciin mis sstvecha enitrs 8 v J ademnts de ln
oolnckdencla de umbas = ol sspacio & aparaiemente compaciol | Serd necesario
que o espacko sea de esta forma para que dstas colneldan? La respuests o NO
coma o moestra el siguiente
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Teorema 4.0.3 La lopologia compacts alierio acofodn 8, p la lopelogin exfricta
de (Files i coinciden,

Demostmcidn.

Par la Dservaciin 3.3.24 sabemos que Jz e la topalogla localmente convexa
miks grande que moincide can ella misma en las balas B, sin embargo, por &) incso
{4} de la Proposiciio 3.1.4 en esas bolas 37 oodiscide con ls compacto abierin,
i boses ode emta maners que G e ln topologis lecalmente comvexa mits grande
gque cofipcide con ln compacto alderia en lae bolas B, gue & precisuments ln
definlekin ds [y, ]

Khufans tambiim proebs comaliclones necesariss v suficlentes paca que el db
gebra BC | X  C] con la topologia g, s=ea localimsente m—omexa, sin embargo |a
demostracidn dads ccups |s teoria de b medkds, 1a cusl 1a hemos mantenido al
margen con ] propésito de ne ampliar en exceso oste trabaje, ya que el carke
tar nutocontenido quo hemos tratado de darde nes oblignris & melale on e
apiradice. Por esto sdlo se mencionan algunes definiciones y ol teorems central ol
oual s encoentta demostrado en (19,

Doefinicidn 4.3.4 Sean g ouma medida de Bovel enoon espocin ¥ LOH g E un
torefiana de ¥, u ey llomada ma medida erteriorments regulnr en E s

p{E) =lnl {u(E): E€ U, I abierts)
p &8 Homada inferiprmnente megulor en E 5

plE)=mp|p(K): K CE, K compacto] .

Si  tiene estos dos propiedades en dodos log borelionos de ¥, endonces se dice
que u ed unn medida de Borel regudar en ¥

medida  de Horel regulor en F{X), existen borefionos A, B C 3(X) tales que

ACXCByp(BA) =0

Teorema 4.3.8 (BC[X : C],dg} es un digebro m—convera 51 y sdlo s X e
aparentemente compocto g abrolutomente Borel medible. En esfe case (g = &

Con esto quedan comparadas las condiciones Khurana con las Arbemendi-
M&mhgﬂﬂhﬂu&hﬁmlﬂﬂ'ﬁﬂﬂlﬂmlﬂmm
De las topalogies estrictas tratadas por Khurana, d, ¥ s son las tniess que
coinciden con la topologia estricta de Buck conndo X s locahments comipscto
{Coralario 3.3.21]

L topologin 4, es unn topologin estricta trabajacds por Khorans que oo coln-
cide con la de Buck cuanedo X & LCH. Pars finalizar veremos que osto se puede
probar usando resiltados de Khorana v Aremendi-Carrillo,

Ea [1¥ se proelsa

Teorema 4.3.7 (BC X :C),4,) es un digelrn m—comeera sy sl 6 X e
parndocomipacte y on esle coae dy = .
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Donecle un espacio e peeudocompacto si es un espacio de Hansdarfl con la
propiedad que C|X : €] = BC[X : €]

En |2 s dn el sigubente ejemplo:

Si 01 em el primer crdinal oo nioperalle 5 w o primes oodina] mumerable,

entomces o spac
¥ = ([0.0f x 0.\ | ()}
s LCH y peeidocompacto. La fupcidn definids como

s d=0
Hled) = 0% f=w parn boda o € Lo yue M

lafmn

patislice f € Cyl¥ : C]™Coof[¥ - C] por lo cual (BC[¥ : C],8g) no &8 m-
EOTATL.

Juntando estos resultados tenemos que Jg # #; en BOJY : C]. Ademdbs v
mos qur l== eondiciones LOH y psousdocompacta no implican que un spacks s
apurentements compacto, Lo implicecidn contrarin 5 68 ciorta ool wemnos &

" o

Proposicitdn 4.3.8 Tude sspacio aparenfements compacto &1 preudacompacto.

Demostracedn.

Supongames que X s aparentemente compacts, pero 0o pemdocompacts.
Entonors existe upa funcidn f ¢ X = B contipes v unn suceskia (5,) e X de
elementos distintos entre & tales que f ;) >0

Sen

i N
.n;;;-{" s [Emim 21}
T sle€{zainz1}

entones ¢ € By (X C], ¥ como By [X = C] = Bog [X : C|, enfonces axiste K © X
oompacto tal gue
@#[x] =0 parn todo © § K

Io cual bmplica que =, |}, © K. Sin embargn, esto no es posible ya que al ser [
oootinmn, ella esld scotads en K. ]



Apéndice A

Conceptos béasicos de Topologia

A.l Espacios o— compactos

Dafinicidn A.1.1 Un espacio X ¢2 localmente compacte 51 pare coda purto de
X emste una vecindad compacta. Ademds, s¢ o espacio ex de Housdorf] ae dice
que el espocio 5 localmente compacto de Hawsdorff y &sto se abrema asit LOH,

Proposicidn A.1.2 5i X es LON endoreces dodo un compacto K © X, enfonces
exiele wn compacto ¥ fad que K C V', Todo comjunio V' com esta propiedad es
Uxmado una vectndad compacta de K.

{ Proposicion 1.1.4 ).

Proposickin A-1.3 58 X e LON endonces paro cada 2 € X [as oecindades
compacias de 7 forman wna bose local en ese pendo. [Propogcidn 11LE |,

Proposicidn A.1.4 5i X es LON entonces dodos un compocto K C X gy K,
eniste una vecindad compacta V de K px o V.

Definicion A.1.5 Un sspacio lopoldgios X 10 —compacio si X = || Ka donde
=]

Ky C X compacto pom coda n £ N, Ademds, s eafos conpntos K, pueden ser

escogidos de tal forma gue Ky C K", endonces se dice que X e regulormente

ff — Corupacio,

Teorama A.1.6 Tedo espacio LOH g o — compacto &8 iogularsnente o — compacka,

.Dl:mm#uE.ilﬁl.

Enﬂ':LIt K, donde K, C X compacto, Por la Proposicicn A.1-2 existe
iEA u&dndlra-mmm Vi de Ky; ssimismo, exists una  vecindad compacta 1
i Vi U Ky; all contimesr induetivaments esle proceso obdenemas inn sicesion de
vecindsdes compactas { V], tals que

o]

ILIIl-'i'::l'“ln-lll!I"x-'-'l_‘l lll:;ll

Es decir, X' = regularmsints o —campacto. O

™ LA TESI!
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Definkcidn AT Se dice que un eapacie topoldgpion ea sequndo numersble o sn.
tiaface ol segunde anoma de nusnerablidad, W s topologls Hene sna base numer.
e,

Teorema A. 1.8 5i X es sequudo numersble, enfonces cada cubierto abieria (U]
e X corbene uma subcnlaerio abierla nemermndde.

Dremastucidn,

Sen |Vo:m € M} unn base para la lopalegla de X, Como cada U, e unidn
de una cobeocitn de conjuntos V,, existe unn cublerta {V,, 0 § € N} de X tal que
cadn ¥y, estd en alpin conjunto U, Pars cads 1, escogemes U, € (UL} que
o contengn. La familia {U, } e uns subcabierta numerable de X, o

Definicidn A.1.9 Un espocio X es de Lindelff = codo cobierio abieria de X
ornfiene wno Aeboubierta memernble.

Proposicidn A.1.10 Tode espacio o—compacio ex de Lindelf.

Demaostrocidn -
Sen X un espackn @ =compacto. Ehﬂm,.ruulﬁ'.dmd:ﬂ"-m
o
para todo i & B h{ﬂ,fwmﬁuﬂ-ﬁmﬂmx,mlﬂ.lu
una cubiertn abierin parm cadn K, por lo que existe oon subcubierts Anita gue
cubre & Ky, por tanto, |s anidn monerslde de estas suboubiertas finites &= unn
subcubierta numerable para X, |

Definicidn A.1.11 [n eapocio de Housdorff X ez separable sf contiene un ssb-
eotnnbo defide i numerable,

Teoremn A.1.12 Sen X um espacic mébrico, los siguenies conceplos son eei-
olenies

1] X ex sequuds nemermble,

(2] X ea prpuruable,
{30 X ea de Lindeldf

Demaostrocidn.
{2} = (1) Sea {ry),, un subconjunto denso oumernble en X, endonos. afir-
mnamos gque la famitin
[B{cn.r) :r e, ne N}

es una hase muoserable pars X
Sen [ un abierto en X y x € U7 existe Bz, r} © U, con r racional ¥ como
{zn],, e= denso podensos encontrar algin r, € 8 (x, §); entonces

&£ H(.:mE) cBlsricl!

E]

(1] == [§): Debido al Teorema A8, sito siempee s ceerto,
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(3) = (2} Decimos que A € X = e—denso si cadn punto de X diste de 4
mvirucs dpie €. Para cada ¢ > 0, exdate un ¢ —demso niopserable A (e) - Sea ¢ > 0. De
la cubleria abierin {8 (£, ¢) : £ € X} podemes extraer una suboubierta mimmernble

s
{B(ra.e) in e N}, Definkimos A{e) = {ga:neN} y D =) A(l). Esclam
|

gue [ ex denso v mumeernbile. (5]

A.2 FEspacios completamente regulares

Dufinicidn A.2.1 X es compledamente reguilar o Ty = X e T) y pora cada
punle £ § cade corrade F oo veclo, con £ @ F ensle una funcidn confman
J:X—01]

tod gue f(x) = 1 gy fiF) = {0}.

A.hllmﬂhdﬂlnduh-fnudm-mﬂim-dnrml]lduptmpufﬂ|x|
Diefinicidn A.2.2 Sea @ X — R una funeidn contimus. Definimes el congrendo
cere de [ denotade por £ (] como

Z(f) = {=: [i=z) =0}
e diecir & | f) e lo imagen insersa de cere bago [
Sex O © O[X] escridimes Z (07 parn desiguar lo fomidia de conjuntos cem
(Zif):feC’}

por otre lade cuande €' = O [X] escribimos Z | X].
Definicidn A.2Z3 Sea X un espocio fopoldpcs, [ma familia B de cerrados es
una base para los conjunios cermodos 5 cada cermdo en X &n lo inderseccidn de
maeratres de B, Equivaleniemends, B es una base pora los compunios cermdos si
parn cealfquicr corrode B po @ F, enate un clemento de B que contiene o F, pero
ng a I,
Proposicidn A.2.4 Sea X un espacio Ty, X es completomendes regulor si y sdlo
& o fuoalio & (X e wna bose pam loe congunlos cerrados,

Demmestrmcidn.

Bupoagames que X &8 un sspacio completamants regular. Sea F & X cerrado

no vacko v 2 € X F, ntonces existe una funcidn contimua. f X = |0, 1] tal que
fiz) =1y f|F] = {0}. Entonces F  Z(f), ¥ = ¢ Z(f), por tanto Z | X] es uns
b

Bupdngsse ahors que Z[X] es una base pars los conjustos corrados, Son
F C X cerrado y zp & F, entomces existe un conjunto cero Z () tal que F C 2 (g)

y 20 € Z(g). Sear = fSH La funcin

J X = [0,1] definids vis £ bty gl <
1 ﬁﬁﬁl}rzr
o= continus ¥ satisface que f(xg) = 1y fIF] = {0} o
Laos espacios competnmente regulares tienen un papel fundasmental eo el de
sarmllo de esta tesis & parti del Capitulo 2.
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A.3 Funciones abiertas, cerradas ¥y homeomorfismo
En esta seccidn X & Y son sspackos topoligicos

Dwfinicldn A3.1 LUna funcidn f@ X = ¥ es abierta foermada) 5 o imagen de
cada cotgunte akerto fcevrade) en X es abierto (cermdo) en ¥,

Leos coneeptos de funciin continua, fancidn ablerta v funckin cormada son inde-
pendientes; sin embarge cuando I funckdo e bivectiva los dos dltimos coinciden:
Sea f: X — Y uon funcidn biyectiva. 51 [ e corradn ¥ A © X abierto,
entonoes f (X A} &= cerralo en ¥ oy como en este caso
FXAA) =Y f(A),

enfonces [ (A) e abierto en Y. Andbogamente, se prseba que st f es abieria,
enfonoes [ e cerrada,

Proposicidn A.3.2 {na funcidn [ : X = ¥ e cermada si y sélo s f{A) C f(A)
para oads 4 C X,

Demostrucidn,
Eijqwnld.l.mtmnujr]] umﬂn;m]{ﬂ}{f{]}.nﬁﬂm

w S ———
flaye flA) = f(A).
Al condrario, s la condbcidn se cumple ¥ A e corrado, spionces
HAye TTA c f(A) = f(A)
FIA) = f(A), entonces f(A) es cerrado, o

Definicidn A.3.3 [U'na fanodn confinma Myective [ X = ¥ es un Someomor-
Jsno enbe X r}'n'_j""':}"m.,?," eF confimun

Definkeidn A3.4 Dos espacios topodigicos X ¢ ¥ aon homeomorfos s erdile un
hempmorfisme cndie elloa g esdo 3¢ denofa por X = F

Teorema A.35 Sm f: X — ¥ uno funcedn bigection. Las siguienies propicdn-
des som eguavalentes:

(1} f es en homeomorfisma,
{21 F es conbinma y olieria,
{3 F es continma y cerroda

{4) F{A) = F[A)} para cada A C X.
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Demosfracade.

(1) == (2. 8i J e un homeomorfsmo enionees [y [~ lson continuas, ¥ como
f:{f'1]-_lljmqu:jmlhlﬂ'll.

{2} = (3} Como [ es bivective entonees los conceplos de funcidn ablerta y
funcidn cerrada coinclden,

{3) = (4) f contirma implica que f{A) ¢ f{A] pracada A C X. Y f
cerrada implica que f(A) C f(A) para cada A C X. Por tanto ss cumple ().

{4) = (1) fF{A)} = F{A] parn cada A X, implics que [ e continua ¥
worrada; ¥ como [ = [‘F"r.ullmu e -1 en continun, por tanta, e un
homeomorfismo. |

Dufinicidn A28 Sea (¥}, 4 wna fommala de espacios topoldgicos § wna fomifio
ot funcienes {fal, e q donde fo : X — ¥y Decmmos que bo familio de funciones
separa punios & para ceda og # 2 € X ensde a € [ ol gue

Ja(z0) # [ (:1)

i paro cada € X y F < X cermode ne vacie tod que & f F, exate o € T el
quE )
Ja(2) § fu(F)
enfomces se dice que la fomilic sepora punies de cerrados. 5§ esta familio consta
de un adlo ebonenie f, entonces decimos [ sepom puntos de cermdos.

Toorama A-3.T 5 la funcidn confinia [ X — ¥ es sigeclisn p separa pusibos
de cerrados, entonees [ es un homeomorfisrie selre su imagen,

Demopsiracidn.
Es suficiente probar que o X — f{X) o corrada, es decis que pars cada
FC X cerrada
HF) = X n f{F)
Ezs clar spae:

fiF c fixinf{F)

___ Suponganos gque oo s cmnple |a otra contencidn, entonces existe 2 € f(X) 0
J{F) con x ¢ [(F). O sen, existe = € X tal que [ () € f{F] y f2) & f(F);
esto implics que 2 & F ¥ como la luncidn separs puntos de cerrados se tieoe que
Fi=) & F{F) tmitndoss de mis maners uns conlradiecidn 0

Teorems A28 Sea {f,],. 4 uno fomilia de funciones conbinuas, donde pam
coda o € A, fi e umo funecidn de X oen ¥, gue sepora puades. Entonces

E:X —]]{Ya:0e A} definida por z — {fo (2]},

ed mngectiva. Si ademds [o fomalic sepam puntos de eervados, enfonces E ey un
homermaorfisme sobre su imagen,
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Demostroeidn.
5i bn fnznilin scpara punios, enbomces: purn cada par de puntos distinkos oy, 2 €

X wiste o € A tal que [, (zg] # fa [#1), lo cial lmplica que E{z) # E{n).
5i bn frumilin { 5}, 4 separa pandos de cerridos entonces la funcidn £ también
lo hace, yn que si

E(x) € E(F] par algin corrado F € X,
enfonces
fa() = Wo (B ) € my (ETF]) € T (E(FY) C fa (F) pars cadu a € A
Paor tanto, x € F n)

A4 Redes

Clomno es conocido en bos spacios mérboos muchss propledades topoldgless son
carncierieadns & travis de socrsiones, pero stes cirecterimaciones o puede ser
splicadas en espacios topoldgicos en groernl.  Necesitamos primero. geooralizar
el eopcapin de mcesidn y asi tener resuliados sndlogos & los gue tenemos. purn
mpnchos metricos.

Definicidn Ad.l Un comunie disgide e un compunde | con una relecdn =
sobre § lal que
{1} v =0 par ledo 1 £
(Bligjpisr=isgT
{%) Para todo g, JEJ ensleyE T lal que i Sy w i =57
['na relecidn que safisface las prameras dos propedodes es lamado preorden
por algunos oulores.

Definicidn A4.2 Lno red en X es una fencidn g — oy de un congunte dirigido
Fen X. Denotaraos a esla foneidn como (2],

Algumes ejemplos de conjuntcs dirigidos son:

Ejemplos A.4.3 1) EY conjunto de loa nimerss natumles M, com el orden
moturml

(B} ET conpunifo N de todas Jos secimadodes de un punto £ en an espaceo lapsldgieo
A, con el proovden
UFzVeallaV

Decimon que N ed un congfunde diFgido por b fnclusidn inoersa.

(T &5 A p it son comjumios dirigdos, emsfe uno monem nodurel de dirgir a
A= B:
(L) (S =i md yi=y
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Por & ejemplo (1) tepemes que coalgaier ped imlexads por N, con su orden
nadural, s sinplemente e sucesadn; asi, toda sucesitn = oo eed,

Definicidn A.4.4 Sea (X, T} wn espacio topoldgico y E C X. Una red 20
termina en E m eniste ig € 7 fod que oy € E parn todo i = ig, § (8] ffeceenta
o E siparn cada i € f exisle j i fal que 53 C E. Unpunio x € X 5 um
fimide de (x;) 5 paro codo vecindad UF de = b red (3] termama e I, 5§ 2 c5 un
punte dimite de (x;) cnfonces decimos que o red T —converge a © o simplemente
converge o & ae eobre enliends [ lopologin en coestidn..

Proposicidn A.4.5 Un espacio topoligeee X o5 Houwsdorlfl 5y sl s codo red
coneergente en X Hene mnodndco Hmdte

.P'l:ugnn'l:hl-n A Sen (X T) un espacio depoldgico, FC X ye e X, Entonces
rE i s ysdlo s oalguno red em B converge a .

Lremoniracidn.

Si wnn red en B comverge o x, entoaces cado vecindad de o intersecta & & vaogue
In red termina en cada vecindad de x, por lo cual £ € B. Al contrario supongamos
qm:EF,uﬂ-midmjuﬂan:lu'mﬁndldﬂth:hq‘lhmpﬂ |
inclusidn inversa ¥ tomames £y un demento de U 0B, entonces (1), 25 una
e ém B quee converge al punto (]

Corolarlo A4.T Un sulcorgunte B de un espacio lopoldgico er cermde 50y siilo
sl contienie cada [mite de todo red con tfrmanm e B,

Proposicidn A 4.8 Sean X ¢ ¥ espacios lopoldpess. Lo fencidn [ X — ¥
e confinug enoxg 8§ sddo m f (o) — fizg) siempre que (=) o e med en X
conpergente a oy,

Demestmcidn

i f &= continua en g ¥ (2] s una red convergente & =, entonces se sgue
inmediatnmente de |o definbcidn de comengencia v la continnidad en on paeto que
Tz} — fizg). Ahora, supéngsss que [ no = continua en oy, entonces existe
¥ ovecindad parn f () tal que pars cuslguler vocindsd U de 2g (U7 £ V. Sea
A ol conjunto de las vecindades de z ordenado por 1s nclskdn ioversa. Paro
cads If € N, son 2y un chempento de U tal que f{zp) € V. Entonces s ped (2y)
converge a Iy pero fxy) no converge o f(ro) . O

Corolario A.4.8 Sen X un corgunte, Ty y Ty dos topologios en X, endonees Ty
ex gnal o Ty si ysdle 5 todo red (2] o0 X o5 T —concergenie si g sdio 5i es
Ty-compergende.

Deranatrocidn.

5i las topologias son lgusles snfonices == obliene o reulisds deeado.  In-
vereamente & suponenos gae toda el en X e T —comvergents &l v edlo =i e
Ta—tomwrgentes, tenemos pof ln proposlcsdn anterior que e fupcidn ilontided es
un homomeriismo, |
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Definicidm A.4.10 Lhwnjun!-u.fd:mmqiun!ncﬁﬁgilhfumﬁrﬂmf 5l
parn cada § € [ enste § € J bl quen = j.

Definicidn A.4.11 Sean X mn conpunte mo vecto, § un comgunde dirigide g
Jiil—=X

wrn el adeinds suposgenos gie J oes wn cofgpitte dirypide y g 0 J — I uma
Srtecading gue

(1) glh) = gls) en ] sempre que §y < jg en J

(&} gJ) es cofinad en J
enfonces fa red fog es lomada sna sebred en J

Proposicitn A.4.12 Sen (=) sna red en el congundo X

(1) Lared {x) &2 uno sbred de elfa mismo.

(&) Cads subred de (2] e5 wna red o0 X

(3) Cada subred de wna subred de (2,) es wna subred de (z,).

{4} &1 X es un espocie topaldgios g {r) coneerge o un elemente © € X, endonces
cada subred de (x,) converge o .

{5) 5i X es un espocio lepoldgico § ensde ¢ € X fal gue codo subeed de (5]
tieree uwa aubred que converge @ £, ernlonces & — &

Demastmeiirn,

L sbemmostracion de bos incisos (1), (20, (3] ¥ (4} s sigem mesdintamente de
lns definkcionms.

(8) Bea 2 € X tad quo enda subeed de (2] tlene une subred que converge o x
¥ supongmos qun £ no os Wmite de (2], ., por tanto existe U, wecimdad de r,
tidd epue pars cada @ € [ existe J & J tal que d £ §

.:_,[{J'

Sen J = 4§ € [ : 2y g U}, J o5 un subconjunio cofingd de J, Entonces (2} e
unia subwed die (=) que no tiene sulred algune que converja a e, lo oual e une
contradiceidn. ]
Observacidn A.4.13 Lo siguirnfe constreocidn es dhil parn inderor subredes de
dizs rrdes con el maamae congunfo de fadices,

Supongamnos que (&), ¥ (), son reds. Sen K = [ = J, dirigido de
maners nalural, 08 decis
s S eigi’yjgy.
yoean g - K — 0y h: K — J las proyecciones en [ y J respectivuanente.
Entomces
(Egian) ¥ (niiar)
son subredes de (5] ¥ (yy), respectivamente, que timen ©f mismo conjuntoe de

indices, Motames que si (£ ] sstd en un sspacio topoliigico, entonees (] comernge
gl o al v adlo & (2, ) converge a 2.
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Definicidn A.4.14 Sea r an clemende de un espacio fopaldgion X |[::|]“ T
real. Enfomces (2] se ocumulo (aglormemn | emor s paro cado {7 eecmdad de x
oo i € [ eriade § & 1 dal gue

157 ;r.':_'EU
El punis r es llarodo punio de geu wlacidn o dr aplomeracidn de (5;),.

Dkem dle lns propicdsdes fundamentales noerca de bn scunmulncidn de redes estdn
comtenidas en |a siguisnte proposicidn, cuyn demostrucidn o comsecsencin directa
it las definbciones de redes g subiredies.

Proposicidn A.4.15 Supongamos gre (] 8 unn e oo cspaci fapeldgico
X ypeare X

{1} 5 (&) conuerge a 2, enlonces () ¢ acmnmda o F,

{#) 5i () teme urn swbred que se ocumula en x, endomces (] se acwmula en

Mienirss la convergencis e una propiedad goe heredan las subredes de la med,
la propeedsd de ks scumiilackin pash de las sulipedes s la e

En los espackes métrbcos, uns sucesitn s¢ scamds en un punto sy edbo = la
msceRltn tlene uns subsucesion convergente al panto, por lo cual un conjunto en ai
o mdtrico ws cerrsdo 5 ¥ 5080 s contene a los puntos de aglemeracian de cada
mecewitn @ . Como mencionamos ol principio las medes son unn generalizacin
de |as sucesiones. Los hechos apborkores se mussitan o contipsclin pars redes,

Proposicidin A.4.168 LU'na red en un espacic fopoldgico se acumula en mn panto
s sido 5 do e Beme wna swbied que conrerge al puntio.

Demestrucadn

Sen (£ )y uns ted en un espacio topoldgics. Es claro que s (] tene uns
sl que converge b £ entonoss teta se acutmila en o De maners ioversa, supdn-
gaee i [o5) e acumula on £ Ses J ol conjunto de parejss ordensdas (4 L7) tal
g i € 1y UF o5 una vecindad de = qoe contbene a g, Doclmos que

(in B = (Ea, L) & y sobo & §y = ig ¥ Uy 2 LR

Bi (i,00), (iz.Us) € J, entosces o becho de que {2} se scumube en x implica
ques existe iy € £ ol que iy = iy, i3 o G ¥ 5, € Uy 0L, o cwal beplice qoe

(enoLh) & (ia, 0y PV UR) ¥ (i, Ug) & (a9, 07 M UG)
por tanto J es un conjunto dirigido.

Sew g [i, L) = i slempre que (i, U} € J. Evonces, (£ 1) = una subsed de
(] ¥ onivenge a . ]

Corolario A.4.17 Un sebeosgento B de un espacio topoligeo o8 cormdo sy
silo 51 [ condiene todos los punfos de acumedocicn de cada red e B
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Demosirmondn.
Lo migee de la Proposscidn A4.7 O

Teorema A48 Un suboosijents K de un espacis lopoldqien es compaclo &t g
sile st coda red on K Heme upin subred convergente en K

Demosiracedn.

Sen (] una red en K sio subred coovergente a un puate de K, entoneces {5}
no se acumuls en ningin punto de K, por consiguiente para cada = & K exislen
Uy vecindnd de 2 e iz tas que

&5 § Uy gempre quee J = i

Son § = Uy : x & K}, esta colsccitn es una cubieria abieria para K; como
para cadn subfamilin finita de § existe ig € [ tal que =, oo estd en ninglin
elemente de esa subfumilin, entonces K no es compaicio.

Inversaumente, supongLmos ql.ru.ﬂ' no s ompscto, ciionoes exiEste unn cd-
bierta abierta de K, tal que cada subdfimilia Gnita po culre o K. Sea J In familis
e tostlas las uniones de subfamilkas inites. J e une culderta de K Ls casl po tieoe
subcubierins finilas para K, sdemis & un conjunto dirigido con s contencbin,

Pura cadn UF £ J sen 2p an ebemonie de 57500 Entonces (2} o8 ann rod
en K con ks propéedad que e f Uy sempre que U7 2 0y, de lo qoue se sigoe
aque (2} no tene puntos de srumulacidn en K, es decir (2] oo tiene subredes
CONVETEETLES, u]

A.5 ldentificaciones

Deflnicidn A5.1 Sean ¥ un congfunto, X wn espacao fopoldgiee yp: X — ¥

unn funcidn suprogectiva. Lo lepologie de identificacidn en ¥ determanada por p
en: Tip)={UCY :p7" (U} ex abierio en X},

T (p) #= uns topalogis debido s que p~! conmiia con las operasciones conjun-
tisias. Asimismo, como p-! conmuita con los complementos, se thene: A C ¥ oes
cerraddio s ¥ sdlo s p~t (A] es cerraalo en X,

Deflnicidn A.5.2 Sean X ¢ ¥V dos espacios lopoligicos, Ura fumesn conlinna
supropechiza p - X — ¥ s¢ Hama ddendificacidn coards o topologia de ¥ oea
eractarente T (p)

En lo que wigue X e ¥ son espacios fopoldgicns.

Proposicidn A58 Sip - X — ¥ & wna fencidn suprogectroe. confinmg g
abierta, eufonces poes uma dertifieacion

Proposicidn AS4 Sea p: X — Y contnun Si enisfe unn funcidn continma
#:¥ = X tod gue po s = iy, eufonces p es wna idendificacidn

Definicidn 455 Smp: X — Y whe ddentpficecdn  Un conpunio 4 © X 2
Husnag p—sturads sempre |y coardo sea lo imagen seoersa de algdn corgpunto cn
¥, Se defiue do pecorga de cuslguier comgunto A C X mp"pl:j]
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Proposicién A.5.6 Sea p : X — Y una identificacién. Entonces p es abierta
si y solo si la p—carga de cada conjunto abierto en X es también un conjunto
abierto.

Teorema A.5.7 Sea p : X — Y una funcién suprayectiva continua. p es una
wdentificacion si y sélo si para cada espacio Z y cada funcion g : Y — Z, la
continuidad de g o p implica la de g.

Teorema A.5.8 (Transgresion) Seanp: X — Y una identificacion yh: X — Z
continua. Supongamos que h es constante en cada fibra p~! (y) . Entonces

1. hop™:Y — Z es continua y ademds, el diagrama conmuta.

x Ly
hl / hop™?!
Z

2. hop™!:Y — Z es una funcién abierta si h(U) es abierta siempre que U
sea un abierto p-saturado

Teorema A.5.9 (transitividad) Sea p : X — Y una identificacién, Z un con-
junto y g : Y — Z una funcidén suprayectiva. Entonces T (g) = T (gop); en
particular, g o p es una identificacidén si y sélo si g lo es.

Definicién A.5.10 Un espacio de Hausdorff X es un k—espacio (o un espacio
compactamente generado) si cumple la siquiente condicion:

U C X es abierto (cerrado) si y sélo si UN K es abierto (cerrado) en K para
todo compacto K C X.

Obviamente todo compacto es un k— espacio
Nétese que si U es abierto (cerrado) en X entonces siempre se cumple que
U N K es abierto (cerrado) en K para todo K C X compacto, por lo cual para

probar que un espacio de Hausdorff es un k-espacio sera suficiente probar la otra
implicacién.

Teorema A.5.11 Un espacio de Hausdorff X es un k-espacio si y sdlo si hay
una identificacidén

p:Z—X
donde Z es un espacio LCH.

Demostracion.

Supongamos que existe tal identificacién y sea F' un subconjunto de X no
cerrado. Entonces p~! (F) no es cerrado en Z y existe z € p=1 (F) —p~! (F). Sea
V una vecindad compacta de z. Asf, p(V') es compacto y

p(z)ep(V)NF—(p(V)NF)

De donde, p(V) N F no es cerrado en X. Es decir, X no es un k-espacio.
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Inversunsnie, supongumsas gque X e un bempacio. Sea (K] 4 In coleocidn
de subronjunios compactos de X, En A womemos la topologia descreta ¥ en
Ko = {or] li topologia producte. El espacin K ® {o] = compacio para cadls

o & A En = espacio
2= | Kax{a}
il A

Loanamos ba | opalogis de Ik sume, o decir D C £ s nbéerto si v sidlo si
Dn(K, = {a})

o5 abierto em K, x [o} pars cada o € A, Como K, x {o} e compacto y alberto
en Z pars todo o £ A tenemos que Z e LOH. Definimos

pr& =X

como plr,a) = £ Esta funcidn e sobre ¥ e uma glenfiBoacidn yo gques F e
cormadlo en X s y silo 5§ Ky N F o cormado parn cada o € A,

p (F) = | (Ka 1 F) x (o)
i A

e corrado en 2 8 ¥ 6o 8l Ko NF & corrade pars cade o € A, o
Corolario A.5.12 Un subespacis abierto ¥ de en k-espacio de Hausdorff X es
it k- Epacio,

Demcstracidm.

Sea p : £ — X una idetificacién, con Z un epacie LCH. p' (Y} & un
mhnq:-':iulhin'ln-lhEfpnrm-mmpldnlﬂl.l.nfnmﬂhplp"ﬁf}:
F ['I"]—-Fu-l:hm_rﬂt:}’unhuﬂnm?[pwimlu en X) s y silo
si p7' (U] o= abierto en £ | por tanto, en p~' (¥)); 0 sea, plp~ (¥) e una
identificacitn ¥ por consigwienie Y e un keespacin.

Proposicidn A5 13 Todo EApOLID e .ﬂ'uu.ldnf PrimETn numernble, &2 docrr
cada punie ronsta de una base dooal numersble, er un k— espocio.

Lremnasimcidn.
Sean X im espacio de Houslorff primeso mumerable ¥ 8 © X tal gue

Bk

e cerracdo en K para cada compacto K © X, Como X = primens musmeralds
los cerrados en X guedan carsclerizados por la comergencia de sucsionss. Sea
(Zal, © B una sucessin convergente a & € X, enbonoes

iz, x5, 73,...} N
est cerrado en el compacio {o_ 2y, 0y, .}, por locual £ perienece & In iterseccitn,

tenbbnidose aal que & € B O
[rames un ejemplo de un k-mspacko que sdemds 5o = normal.



ALG ESPACIOS CON RELACIONES DE EQUIVALENCIAS a1

Ejemplo A5 14 Smn X wn conjunds de corelinaledad ufinita y £q £ X, Defi-
names en X Lo depologio

T(X) = (I C X :op & U7 0 bien XU ea fimits)
Es cloro que (X 7 (X)) er un espacio Lopoldpios de Hawsdorff y compacta,

Seam X = (M,v(N)} g ¥ = (B, 7(R)}, entonces X = ¥ e un espacio de
Hawsdorff compacio y por fanto, es wn k— espacic. Bl subespacio

2 =X % ¥ {lx0.pu])

rx ghierto en X = ¥y por lonto, es sn k—espacio; sin erborpo, no es normod go
que loa confunios

A = (X% {z])) = {m}
B =[x} = (¥ (w])

son cermdos en 2 rn;:nﬂ:nhrﬂlmnnm;‘MrmimmmW
e los confengan.

.?upulmquﬂ g V' son abierfas de Z gue ponfienen a A p B respeetioo-
maEnle

Sea = € A, {zo}, entonces (x,pn) € U y ost, existe F; © Y™, {po} finito tal
gue [} x (Y Fp} C U B congunto

M= {F xe XN (=)
es numerable por bo cual enste y € ¥ (MU {po}) ¥ por consigeienie
(A (ra}) x [y} CU
y el punie (g, y) pertenece @ B y o la cervadura de (X, {2n}) * (g} con o cual
Unvgd

A.6 Espacios con relaciones de equivalencias

Sean X un spocko topoligice, i unin relacidn de equimbencin en Xy X 0 el
conjundo cociente. La funcidn candonbca p 2 X' — X K es aguelln definids par
£ 2] . domde |£] o8 1o class de 2,

Drefinicidn AB.1 B congunto X R con la topelogfa de wlentifiocidn determ-
nada por 3 fencidn canduica p: X — X /R pe loma ol capacio cocende de X
enter |,

Dfimicidn AB.2 Sean X p ¥ dos espocios fopoldypicos i f : X = ¥ ma fen-
cidn continue.  Definimos la relocidn K ({f] en X como 2~y = ) = Fly).
Esta es unn relacidn de equivalenoia em X | por lo cund XK (f) e9 on s
pacio cociende taandidn llsmodo ef cipacio de desepmposicidn de . Ademeds,
Jop 1 : K K (f)— ¥ er unin fumcide coninua ¢ ingreetivo.
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Teorema A3 Sean X y ¥ dos sapecios depoldgicos g f 1 X — ¥ una funcidn
supragectiva y condinun. Entonces fop™' : X K ([} — ¥ &3 un homeomorfisno
s g sdle 5 es uno identifoscidn

Drmansfrocidn

Supongumas que [ o una identificaciin. Necssitumos mostrar soliunente gue
JFop™! e una funcidn abierta. Por (2} del Teorema A 5.8, 6l U e un alberio de
XAK(f), entonoms f (p=' (L)) o6 abberto puoes p~* (1) o= un abierto peaturado.

Invversamente, supongamos gue fep™! e un homeomorfiamo, ¥ por tanto una
idlemtificacitn. Por el teorenn ASD fepleop= [ a

A.7T Compactacién de Stone-Cech

Para cada espacks topoligioo X, sea O [X : 1] &l conjunts de todas las fapciones
contimuas [ 1 X — § dopde [ oes el imtervalo uniiario |0, 1),
Flm:.ll_fEﬂ|x:f|uunf:=f$|'mFﬁ= T1 Iy Por el teorema
FeCixa|
ﬂlTj‘EﬁﬂﬂF‘xﬂmpﬂln.
lﬂpﬂmd:P’mdmﬂuﬁpﬂll;h.
Teorema A.T.1 5i X es un espocio compleiomends regular, endonces puede ser
encajads e P%; ex decir, enste un homeomorfisrae de X sobre s imoges en
PE.

Demostracidrn.

hp:.ﬁ'ﬁ”,dﬂnﬂ:tﬂﬂp[t}:{f[t}}r g e lnmada la eviduscidn
en X.

Afirmuanos que @ es un homeomorfisme sobie su inagen.

® p s inyectivie 5 r # o, entoooss exste g € O[X 1 ] tal que gz} = 0,
iy} =1, ya que el espacio X e Ty por tante, {f(x}}, # (fiW)]; -
® p e continun ya que (77 o g} (=) = [(c) para todo f € O[X : 1], donde 7y
es ln f—prayeccicn.
o p: X — p[X) es shiena
Sena U un sbiepto de X v 2 € U, Comeo @] sspacio X &= T,i,amfu
que pertenece & CLX : /] tal que oz} =1y fol A7) = 0. Por tanto,
fol=) & fiX™0). El subronjunto
E[ﬂ-lt S ESU) R | S
1SE1X:1L ffa
= {0,1]= I py
FECIX:I] f fa
o alderto en PY oy

#I:JI'E(WJ!H 11 Lﬂdl)”!tﬁ]tﬂﬂm
FECIX-F], Félfm



AT COMPACTACION DE STONE-CECH o3
For tanto, @ (L7 = un alberto e p{X ). Asl, g1 X = p(X) s ablerin. O

Defindcikdn AT.2 51 X s wrrr.ukﬁlnlzru-: regular entonces e coTpactneddn e
Stone (hech es of espocie compacto (F(X),p) domde A{X} ea la cermdwrn de
P m P,

Corolario A.7.3 Smn X y ¥ dos cepaceos complefoamnents regulares y b X — ¥
wna funcidn conbiaus  Erste sna funcidn contimua M : PY — PY dal que o
umﬂ:ﬁpmmumnmmum

X v

donde p § py son las cvaluseiones en X § ¥V, reapecfioements. B partecular,
HF(X) : 4iX)— 8{¥) ,

Demosiracidn.
Para cada g € OV, 1) tenemos quoe go b & O [X ], Hagames by Zial a la
goh proyeccidn en P es decir:

Ay P -.r
{If]jl

Diebimarmos |n funcidn
H:iPX = l-_[ Iy=P¥

e gl

)y — {tyaa), = {h" [“"’-"}}.

% combimiia pues compuests con cadn proyeccidn i () = & & & ge b-proyeccidn
de P% oen 1, v dsta es contimun

H hace conmistative of disgrama yi que:

(Hop)(e) = # (1712))) = {ﬁ,({nw}l;}} = {{goh) (=)},

o h) (x) =y (h{z)) = {g(h(z})}, = HF“”«HJ:'J'

La conmutatividad del disgrama implics que 5 (2 (X 1) € py (5 (X)) € gy (¥);
;hrmunjduddeHimﬂJflquH{l[H}j:H[pl_}:'r;lﬂm. o

Sen X un sspacko compbetumente rogubag, la comnpactacsdn de Stone Chech
(K)o} ode X tieoe las sifolentes propicdades:

Toormma A.T.4 (M Stone; E Ohech). Sea X un espacio completamente reqular,
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{1} Poara csba esipacio comprecto ¥ v cada foocidn continon f - X — ¥ ex-
it imm dnics funcién continoa f* @ F{X) — ¥ que hace conmutativo e
ke dimgramn

I

X — ¥
rl P
gix)

Ezs dwir, f= flap.

(2] (Unicidad) Coabyuier compaciacidn i'.ﬁ.}d.l.- X que tenga la propiedad
unbn'iln:.hnmtu'nﬂfnl,ﬂ'[x]. e &l homeomorfismo transforma
plopen b[X]).

{!-] H[I]mhmﬁplnilmplc!.u:ﬁpdeﬂ'mnllmtﬂnd:qmlljnm
oonpsactacidn de X, entonces X o= m-'plnhnnciuﬂ.td:;![x].
Demoztroodn
{1} Por ¢l Corolagio A.7.3 tenemos que existe ann funcikin continua
H:p¥ . p¥
tal que el siguiente diagrama conmuta:
x Ly
el Ly
d{x) =y #{Y)
o5 i Hop=pof
En esin caxo gy 63 un homsomerfiemo de ¥ oen 0¥ ) va que: p) (¥ es compacto
par serla Yy por tanto, @) (Y] s cerrado en J{Y) = g (¥); asd, ¥ = 5(F) .
Sen f* = A(X) = ¥ |a funcién definids como [ = g7t o H,
Entonces, ¥ es claramente continua y satislce [ = o p,
Sifd - A{X) = ¥ = opn funcidn cootinua ial que [ = 08 p, entonces

Flaixy = Cloxy. Como 3(X) es de Hausdorf , p(X) e denso en 3(X) v .G
san continuas en J{X} se sigue que 9 - 0.

(2) Sen [fl‘l} una rompactacidn de X, o son,
h:X—-X

= un homeomorfismo de X sobre so imagen yhﬁ.’flludumauu]mmpuﬂuf.
Supang s qus [..’.".il] theme b propledod (11, Entonoes existe

G: X —J(X)

wotiman bal gue p =G ok,
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'Fl.l:u.hl!l:lpur[lbninlef":ﬂ[x}—rfmuimnlu.'|1|ueﬂ.|=;"ﬂnp.
Por b anberion
Gihiz)) = pla);
hiz) = fip(=)).

para todo € X
Die domds

G ipi=))) = plok;
PG hiz)) = hix).
para todo e X

Es decir, “:"'“f'!]'h,l'l'lpnxrr[f’“mhu}:'ﬁrn-

D ln densidnd de p(X}) ¥ &(X) en (X)) v X, rspectivamente ¥ In con-
W?Frﬂhiﬂﬂlﬂ&ﬂﬂhhﬂdﬁlhlmdﬁﬂ;pﬂhﬂnl
BX) =X,

{a]ﬂe-{f,.h]mmp.d-ﬂmdnx. Por (1) existe una hmcidn continua
S #(X) = X talgue h = ffop Como 4(X) e compacto, f*(4(X)) e
un cerrado que contiene al subconjunto dense A{X) de X; par lo tanto, [P =
suprayectiva. Ademis, 7 o8 una funcidn cerrada debido o que 4 (X ) = compacto
¥ X m Humdorll. Entonces 7 e una dentificacidm por bo cusl, al aplicar
Teorema A.6.3 oblensmes

Ruﬂ[x];x(_r'}.

d
El sigisiento resaltado e frecusntemente usado & partis del Capitulo 3,

Corolarios A.7.5 Pom coda funcidn conbirea y accfada [ ¢ X — B ersle
una tnico funcidn confmua f7 FIX) = R que hooe conmutating el sjsiende
dimgrom
x L m
el P
a{X)
Dremostracidn
Par ser f acotada f(X) C |a,b] para algin ivtervale corrado v scotado o, b
Por (1) del teoremn anterioe existe una dnica fmecidn continun & : 3{X) = |a, 8
cjae hasee conmtativo o sigisiente dingramn

x L. la, i
pl P/
FX)



Apéndice B

Versiones cldsicas de
Stone-Weierstrass

B.1 Criterios para la convergencia absoluta

En st seccldn recordaremos algumnos remaltsdos sobire la manipulacidn de series,
especialments de series abeolutaments convergentes. Las demostraciones de sstos
resuliados son sencilles, o lector Intermado pusde comsaling |a bildiografin dads.

Teorema B.1.1 Sea (£,], seceandn o un espacio de Benach X | fal que algune
de iy sigrientes [Fmites erinte (finilo o wfinito):

(1)
lim fr|* =0
n—

(L

o o o sl -

Wn il

En el primer eoso lo seme es absolufamente convergenie o o< 1 p diverge =
o = 1, estos bechos se comocem comao el eriters de la el

En el segrende caso la serie e absolutomente eonvergende 5l > 1 y ne converge
abrolufamente sl < |; este es llamade o Orderse de Rolide,

B exiate of lmdte (frate o infimts)

L

:[-'"-1-:"
lirm =
I wy ~f

erfomnces comaode n:mll.m.__nlx.,"*: por tanto fenemesd um fercer creferio,
llamodo de o rozdn @ la serie es absolulamente convergende i 4 < 1 p diverpe s
F=1
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B.2 Aproximaciones polinomiales de || v =",

Teorema B.2.1 (M-prusba de Wiersirass] Sen [fu] una sucesidn de fum.
cipnes de um congundo [} o un espacie de Bonach (X |||, Supengomos gue
[Mu)on | es uno sweesidn de rosles fofes que [ fs ()] = M, porn bodo u € N

yxE D Eié_l M, conuverge, entomces h.u'ri:él Jolx) comvenpe absaluia p
uniformemente en £,

Demaoatrocidn. m - s

Para cala & la serie 1:: VARE ] E: My < oo, En consecisncis T": TnlE)
comverge absolutamente y por tanto, converge en X para todo & I

Punmh:Eﬂ.mj{::l-ELf,ﬁ:}. Do ¢ = 0 5o tiene:

para i sullcieptemente grande v wdo £ € D), ya que E. My e8 comeargente. Es
M,E] [ lx) converge uniformemente en 0. |

/()-8 fa)

=& nw) <E 1nin<F mn<e

Proposicidn B.2.2 5 2| < 1, slonces pars tedo nimere real positiee r

| 4rz+ 1_1-!; K T { e ”";IEP_'H Len 4.

conrerge absolnta i uniformemente.

Diemaostrocadm.

Sea

Jrir=1)-::(r=(n=1))
m!

M.,

1+ EI Myr™ comverge sy sl s Elﬁg“mpunpwhuprmhl
de Weiersirass fsta converge (de becho absoluia y unfformemente) s v solo s
-IE: | M| converge. Parn aplicar e Criterio de Rabbs observermos que:

-Ii__-;nll—|%” =r+l

Por tanto ‘ﬁl |M.| convergn. o

Proposicidn B.2.3 5i [« < 1, endonces

r{rl—l]-:-,_'_.”*_rl:r—I]---{r—n+1]_r_+_”
F] n'

il+z"=1+rc+




B.2 APROXIMACIONES POLINOMIALES DE || ¥ X% g9

Demostracidn,
Sonn
H.,:'E'_l}"'rE:":“'1}’1!!{::-14-:::,:1-‘.-:'
Entonces
Ld =

I'l=) Elu-ldu-e" ¥

f'(z) = E nipa
Motamos que

(r+ 1) Magy +mily = ridly
par Lanto

Flo)+=zf{z) = [:E: [u+]}M..+|='] - [él nl-l';:']
= [H‘|+ El (n+ uu..ﬂr"] + [E! anz"]
- M+ Elrun-r-uu.u + nMp)
= r+§l.l:'[rﬂ-ln:|
= 1-+1-E.H.:' =r(l+_§lﬂu=")
= rf[:‘}
rescdviendo la ecuncidn diferencial
(1+=)f (=) =rf(z)
sujets & [ (0) = 1, ienemos que
Fizg)={1+=f
a

Corolario B.24 (1+x) ppomr > 0 y z € [=1,1] uﬂhnu.swfﬂm#
pedinomios con cogficientes en H.

Corolarée BL2.6 Parm teda ) € 2 < 2 pr > 0, 2% es &l limade uniforme de
podinormios con cocfiedentes en R, sin ffrmino constante,

Demaosirocidn.

Haciende 2 = r — 1 tensmos que [(1+2)" = o es el limite uniforme de
palinomics con coelicientes en B, para todo = € [0,2]. Eotonces para cada n € N
existe un polinomio Fh (x) tal que [&° — Py (2)] < & para todo = € [0,2], e
particular Fy (0) < . Sea

Qu (=) = Fu(2) - Fa ()
entonces & — Qg ()] < 1 par todo = € [0,2) o

Corolario B.2.68 En [-1,1], |=] es el limite uniforme de polinomios con coefi-
cienfes en R min ffrmane conatonde.
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B.3 Teorema de Stone Welerstrass

Ein et seceitn probamos e teotema de Stooe- Weberstrass, en su version estdmsdar.

A le largpo e la peccidn, X es un espacie fopoldpee compacto y de HousdosT
La norma wniforme en o espacio O X], de funciones reales ¥ continiss, se
define comin:

LN = sup {LF (=]} : 2 € X}

Definicidn B.3.1 Ueo famalio F © O | X] se dice gue separs pundos s parn cada
@y existe f€ F tal que f{z) # [{w).

D.ﬁnjdﬂnﬂ.!]ﬂcﬂ|l’|um.ﬂg:hnm un subespucia vecteniol meal
de CIX] wf-g €W siempre que f € A yg & W. En fonio que A e famada
una reticula si el min {f,g} y of max{f,g]} pertenccen o A parn toda f,g € A
(frucies o que dos opemciones fando del digedm como de una redicuda sen corfinuas
endonees tenemos que 5 A es ena digebro fredicula) enfonces la cerradurn W de @
£3 una dlgebra (redfcula) en O X].

Lema B33 R? es un dlgebm byjo o suma y mudtiplicacidn coordenoda @ coor-
denada. Las dnicas subdlgebras de R® son B2, {(0,0)} y los subespacios generados
por {(1,00}, {(1, M} w {(2,0)}-

Demostracidn,

Se prachs direcctamente de s definicién que los subespacios de B listados on
la parie de arriba son subiigebras.

Por otra parte, sea @ C R? una subdlgebes distinta de cero y (a,8) €9, con
fﬂ,ﬁ]#mm.mtﬂ'b’}lfﬁ_ Bia#0,b#0yag b entonces (o,b) y
(o, #*) som Einealmente independientes, por tanto A = &Y. Las otras posibilidades:
u#l]b-l]alﬂ#giﬂjn=ﬁ#ﬂd.lnhdr-u'mhﬂph-. ]

Lo siguiente es unn reformulncidn del Corolario B.28 sin térming constante

Lema B34 Pera coda ¢ > () ensie un polinomio P con coeficienies o B (ol
que P{0) =0 y||2] = Ple)] <« parnz & [=1,1].

Lema B.3.5 Sea A wno subilpeb cormda de O [X]. 5 f €@ endonces |f| €0,
¥ por famto W ey ung meficwle

Demastrocidn.
MIEI.@I#EM&: I{I Si P s como en el lema anterior benemos
g
il = Peh] < ..
Como (0] = {, entonces es de o forma Pe) = g 4ooge® 4 - da, 0™ Do
orle
Pah=mh+ash®+---+a.h"eq

¥ que M s unn dlgebre. Como W e cerrada y ¢ es arbitracia, tenemos [k € A y
'pu-umn;nm.” fl =051l Ih| & A. Esto prusha ef prisner nserto, y el segundo se
HIE L
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max{f,gh =3 (f+a+1f—gl), min{figh=3(/+51f gl
m]

Lema B.3.8 Sea 8 wna reticuls mﬂ'ﬂ]'fEﬂm.&m:,pEH,m
r#y, eniste g € A fal que g(x) = f(z) ya(y) = [(p), entonces [ es e limete
uniforme de funciones en A 5i en particelor A £9 corada, entonees [ &8
Demoatrocidn,
Para cadn =,y € X, etiste gy € W tal que f(z] = goy (=] ¥ fiv) = guy (W) .
Como f ¥ gep s0n continuss ¥ Uepan los mismoes valores en r e g, entonces dado
¢ 2 0 an bhene que los oonjuntos

Ueg={seX: Jz) < gnls)+e} ¥y ¥epy={2E X : (2] > g (2} — ¢}

gon alertcs que conthmen Lamlo & F come 8 .
Fijenmos i, entonces { L, } cubire X, y por tamlo existe uma suboubieria
finitn {{f, 410y So gy = mux {9y, y....fe,p ) . EDLOBCE

J{g,+!u.h'yf::p,—:m'b’,=_ﬂllﬂ’,ﬂ

¥y 8 un sbierio que contlens & y. Entonees {V, ) o & otra cubierta abierts de
X, por tanto, existe una subcubierta finita (W, }.°, . Sea g = min g, ... 4.}
Como 1 &5 una reticuls, g & A Ademis:
Fcg+eyf>g—cen X,
Es dncir,

|fl=) —giz)| <¢ parntodo re X
Entonces para cadn n € M existe g, € W tal que

£ (=) = g ()] -:,1. s il S

por bo que se tiene que g, — [ uniformemente, o dicho de otrs forma, F e &
o

Como corolario obtenemos | siguients versidn reticuls del teorema de Stone-
Weiersirnas:

Teorema B.3.T hﬂmn&uﬁ:nﬂ'ﬁ]lﬁqﬂdﬂdﬂn‘bflp:#pﬁ K,
existe g € W dal que gi(z) = a y gyl = b. Enfonces cuolguier funcidn en O | X]
&8 el limife uniforme de fonciones en W, 5i en porticular A es cermda, endonces
a=CX]

Teorema B.3.8 (Stone-Welerstrass) Sea X wn espucio compachs y de Hous-
dorfl. 5i % ¢s una pubdigebno cerroda de O|X] gue sepora pumtos, entonses

W C(X] ofw {f&C[X]: Fizo) =0} pars algunn xp € X

La primem sifwacidn ae da si y sdlo s A satisfoce ademds olguna de dos miguienies
tres comdiciones:
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{i) A contiene @ los fenciones comstantes,
i} Pom coda x € X, ersde g € 8 fal que gix) of 0
find) Eniste g € 0 esfriclamende positivg,

Demogtmedsn,
Dados £ # y sea Ay = {({=), fy)) : f € A} observe que ista es una subdl-
gebra de B yn que
LE -
"l:.flr JSiwdh

& un homomorismoe de dgebrss

Motamos que Az, no prasde ser {{0,0)] ni el genersdo por (1, 1) ya que By
supars puntos, Anallzames los casos mestanbes:

Bl A, = B? parn bodo 2,y € X, entonces B = O [X], yu que dados 2, 8 X
¥ FEC[X] existe g € W tal que fiz) = gz} ¥ Fiy) = g{x) ¥ por lo visio m e
Lama B.3.6 s obtbme que f € T =2

Ahors, supongamos que pars alguns pareja £y € X la sobilgebre Ry o s
generada por (0, 1) o bien 1a genersds par (1,0) . En el priroer caso f 2] = 0 para
toda f £ A ¥ en el ssginde f(y) = 0 para todo f € A Llamemos £5 & £ 0 g,
segiin sea el caso. Ese punto es daleo porgue @ separs pumtos de X, Afirmamos
e

A= {feCX]: fiz) =0}

Supongumos que f(zg) = 0 y sean 7,0 € X con 7 ¢ w. Existe g € 9 tal
que g(z) # g{w). 5i alguno de bos puntos z ¥ w coincide con xp, digamos =,
tenemmos ) = g(z). Por tanto, L300 (2) = f(2) y Sl (w) = flu) y dR e
§i z ni w coinciden con xy, entonces A, = B? y por tanto existe g € A tal que
glz) = flz} y g({w) = f{w). en cualquiera de los dos casos se sigue del Lema
B.AE que f e

5i A cumple alguna de lns tres incisos arriba menciopados, entonces

A ={feCLX]: flra) =0}

oo puede darse, ¥ por tanto @ = O [X], Y & esto dltimo se cumple es daro que
(i}, (b} w (4l s satefcen.. o



Apéndice C
Algehras de Banach

C.1 Definiciones basicas

El principal prapésito de este apéndice s obtener alguncs resultados & cerca dal
empectro de un dgebrn de Banach v demostrar o Teorema de Representsacidn de
Gedfand

Dwefinkeidn C.1.1 Sea X un expacis vecforial sobre F= R 0 C;, junio con uma
opericadn bnorsa o en X, tal gue:
I calez) = eyl sz
(2 ze(y+z)=(zoy)+(zoz) y(ztyjoemizasz)+yeoz)
(3 af{zez)={axles =z (az), dmde a & F.
Entonces e dice que (X, o] es wn dlgebm, Decimes que X s un digelm real

o complegn sepin que F=R 2 C,
El dlgetrn X er com idenfidod 51 erisle un elemento e # () de X fol gue

{{lemzg=cfag=x pora dado £ € X, rr lal caso & &8 lamado la idenidadad
(multiplicativg ) de Xy es ol probar gue diche elermento e drio.

Si Il e= vna novma en oo espacio vectomal Xy satisfoce
(&} = oyl = |yl pora todo =2,y € X

entonces (X, =, ||} e un dlgedra normada, y es un digebm de Banach s el
espacia ex compleie con respecte a la noTTan

Por comodidad [ notackin arribs expusts £ oy sualmente o reemplazada
por ey, Ademis, simplements se dice, en su caso, que X es un dlgers, un dlgebra
pormadn o un dgebra de Banach en hegar de bis notackorss formabes (X, ) v
(X, [I-l1)-

L]
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Ejemplo C.1.2 S (X, [-)) es us espacio linmd normads, enfonces & expacio
B{X) de todas lar funsformaciones [neeles condinng de X en X es un ddge-
brm normails com feapecto @ lus operaciones hasles dsmales § e componcidn de
Jenciones comao producte. La normo es tombidn b winal Ex el gue [a frons-
Jormaciin wdinticn | ep of idéntice de exfn digelm y que ss novmin es 1

Definicidn C.1.3 fea X un digebrn con wdmbidad e, [Un elemento x de X es
inverfible s emiste p & X fol que oy = yxr = e, en fal owse y ex lamode dl
INDErSE fmuﬂipimﬁmjck.t.umpm':" ¥ cx &l dnace elrmento con fod
propiedad. Denotamos por G (X) ol conjunto de todos los elementos invertibles
de X.

Definicidn C.l.4 Foa X wn dpebrm. Eofonces 2" ae defisie imfuctivamente parm
cado 1 € N como

fij zt=x
fi) 22 = 2""lz para todan > 3

ﬁmwiquﬁm:w:rmfuﬁﬁnﬂwg. S
es inpertible y o E H.mm:"uiqﬁn:m{r'l}n.

Exn la siguiente proposiciia, cuya prosba es sencilla, se enuncian algpunas pro-
pledades bdsicas de las Slgebras,
Proposicidn C.1.5 Sepongomos gue X es un digebm:
fa) SizE X , entonees Or = 0 = 0.
Ahborn supongemos que X es un ddpebra con adenfidad e,
b} ET elemendo 0 de X no es inueriible,

fe) Sic,y, 2 E X satisfacen que pr = rz = &, endfonces f = 2 j ¢ &5 inserfible

COR TRETED .

{d} 5 = gy son elementos inperibles de X y o e un escalor ne pero, en-
fonces £y, oF g2 " son myertibles y s inversns son y e o s g
respeciisamente,

fel Bi& en un elemendo inrertible de X y o & N, endonces 2" s inmerfille,
(@) = () =
Supongames ahorn que X es un dlgedrn normodo
(f} Sz X gpneN, entonees [l < ||=f".
Fenalmente supongamaos que X es wn dlgebr normodn com identidad e

fa) lefd 2 1.
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{h) S x es un elemente imvertible de X | eafonces ";r"" > I:l_:.

Proposickin C.1.6 Lo msltplicacisn de slementos de un digebm normada X e
mna gperacidn continua de X = X en X,

Dempgtmcadn,
Suponguenos que {2, ¥ [ ), =00 sucesiones en X que comerngen =,y € X,
rempectivamente. Como la sucesidn (£, |} e scobads tensmes:

Beaye — 20l £ Nzt — zapll + llny — =wll
< Nzl Bus = pll + Iyl fzs = 2| =D
cuando w — oo, por Lanks Faln — 3. o

Do phore en adelante sopondremos qor toda dlgebra pormads con identidad
& (en particular cualquier dlgebra de Bansch) cumpde Ia propisdad adicional

(6] lled =1
Con esto no se pierde generalidad ya que dada un dhgebra normeds (X, )]}

con klentidad e, sempre e posible definir una norma |||, equivabente s -] que
satisince (6) de la Definichin C.1.1 ¥ con ||efl; = 1. En electo, ln translormacidn

X—B{X)

x o
donde Tp(y) = ap para todo y € X, = un homomporfismo de dlgebras (ver |a
ﬁnnﬁtm]pﬁhquzuﬂd]wqm

Bxlly = 170

& unm norma que hsce a X un dgebes ormadn, gue ademds e squivalente a la
mofmn original ¥
el = ITell = )l = 1.

iC.2 Homomorfismos

Diefindchdn C.2.1 Somn X p Y dos dlgedras sobre el mimo campo F, é: X — Y
&5 un homemorflemo (enfre digelros) i ¢ e wna fronsformacidn ineal fal que

#(ry) = @(z) ¢{p) porm toda x,y € X
Cualguier funcitn que cumpla ba igualded anterior se dioe que es una funcidn

multiplicative. Algunas veos dirsmos que ¢ e una tramsformacidn lineal multi-
plicativa, en higar de Hamarla bomomorfisme Coands ¥ = F tambéén se le llama

cardcter o funcional lineal multiplicative e X.
Definicitn C.2.2 S X un dgebra, & espactro o (X)) de X se define como
(X)) = {¢: 2 uno funcional bneal mulliplicativa en X, mo nala)
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Proposicidn C.2.3 Sean X un dgebm con wentided £ y r on elemento moerd-
ible de X . Si¢ €0 (X), endonces gle) =1, @iz g0 yo(z!) = gfz)".

Dremoastracidn,
Son @ £ o (X)), antonces @ o 0 por Jo conl existe 2 € X tal que ¢(z) ¢ L

¢z} = plez) = ¢ le) @ (2)
par tamto ¢ (e) = 1. D sigul obtanemos
1=gle)=o(ez") = d(2) (=)
por locual ¢ (z) 20y ¢ (=) = @ (=), o

Corolario C.2.4 Sem X un dlgetrn con identidod e, s € X pé € o{X). En-
fomices el elemende z = r— @(z) e no e inveriabie.

Demostrucidn,
Sean £ € X ¥y ¢ € o[ X)), enkonces
dl2) =@z —olz)e) =z} - d() =D

cim o oual quesds desnostrado que & — @ () & no es mvertible, O

Lema C.2.5 Sean X un dlgebra de Banach, a) g, ... uno sucesidn de escalares
complejos y r = 0 loles que

L)
E}n..|r“-:m
n=i

Endonaes, la sene En.-r" comverge absolutemente y define sna fencidn confisu
mmi
en ol ahierto B [0} = {2 [|=fl < r}.
Demostrocidn.

Supongamos que el < r. Pare cada n > 1, sea M, = |oa|r®. Tenemos
[lex™|| = M, pars todon > | y 2 & B.(0).

Por la M —FPrueha de Welersirass [ Apéndice B) se thene gue Eu.,.r"m
absaluta y unifermements sa B, (). =
Bea f: B (0) — X In funcida fiz] = Eu“:"rﬂnlmf.{x]-qq.r'

Como X = un dlgebra normads sabemos que la suma, e producta por un escalar
y ¢l prodhucto entre elementos del dlgebra son operacionss continans, entances [,
= continun pars cads v € N, Debido s que (o152, converge uniformemente o f
en I (0, emtomces | o8 continua en B, (0],

Proposieidn C.2.8 S X er wn digebm de Bonach con idendidad e, Entomces:

fa) La bola By {¢] estd contenidn en 7 [X)
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]
{b) iy € By (e), entonees y~' = gie—::"

e} El comjunie €7 (X)) es aberto
Demostmcidn,
Supongamos que [y — €| < 1. Bea 2 = & — y; existe ry €  tad que [|=f <
reg < 1. Por of lema anterior se sigue que
5
flz) =" =" estd definida en In boln By (0},
meil

Si
L
fulm) =} " pamn el <1,
m=0

Enliorres
fulx)(e— 2) = (e — =) fiu () = & — 2**1
coma fiy (£) — f{z) y #*! — 0, entonces
fizlle—z)mie-z)f{r)=e {C.1)

Por tanto, y = £ — 3 5 invertiblde lenitndoss s (o).
D CU1 = thene que [z} o el verse de y por lo coal

pl=3 =) (e-y)
n=il el

deinistrkmbose (),
Parn probar ol inciso (c] sea 2 € G (X)), afirmamos que B, i [} sts con-
tenids en (7 (X). Notamos que

p—2 ymrtz-y)

pars todo g g X,
Siye BI-I" (]}, enfomes

II! - :_.yu = ".1:'_l" fl=—pll <1

por tanto, £~y e invertible y como y es producto de invertibles: g = £ (27'y),
entonces § € (X, m]

Proposicitn C.2.7 Sea X un digebrn de Banach con identidod e Entonces
fa) & (e 4 2] es inpertible, siempre gue ||of < 1

b 5ig es una funcionad frneal mulifplicadison, enfonces ¢ ex condinuwa y & = 1.
Fm’mﬂnfn'ﬂl‘r,
# (X} € B, 0|
donde By [0] ¢ la bola wnitaria cerrada en X,
Mita win, o)l =1 ng € o X}
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Demostrocidn,

(1} Supongamos que [jxi < | entonces & & ¢ € 8y (e) In cund estid contendda
m @GN} De domde, Aje® o) e iovertible siempre que A # [ en particular,
= (e & r) &= invertibde.

(b) Sea ¢ € o (X] y « € X si & (i} = 0, entonces [ ()] < =]

Supongumos que ¢ {x) # 1, rmtoncoes

+

#r)

oo en invertible, ya goe de secle ol producto de cualguier sscalar distinto de cero

por este elemento tamblin lo serin tenléndose e que © < @ (2] e o8 vertible, o
cual contradice al Corolarto C.2.4. Por taoto, dol inciso (o) Lenomos

I
z)

&

par lo cunl (=)l < el ¥ Boll < 1.
Si ¢ € o (X), entomces 1 = [ (e)]] < 8l hell = 14 y emtonces o =1. O

m&lﬂﬁuxm%ﬁﬂmﬂmdﬂwc enfonces [a
foncign x = =1 ez confimun

Demnasiraciin,
Sean £ € &G (X)) y ¢ =0, S probard que existe § = 0 tal que 2 +y € GiX} ¥

{I{:+ ! —:"|F{£n' llwll < &.
S sipue de In continaidad del producto en X que existe § > 0 tal que

[le"ul <

sempre que § € X 7 [yl < &
Supongames que fy] < 6. Como [ y|| < 1 entonces ¢ + =~y es invertible
o

¥ ouinverso es ¥ [—o” Ip}“. Mrnlﬂ.,m:+||=.:|:r+.t'lﬂ entomoes T+ y
=l

= mvertilde. Ademds,
I

< = e +=tw) " e

]
e B

- IS
< IR b
< I _E_;(,,;-.,H)"
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Proposicidn C.2.0 Cualquier ideal mdnmo en an digebrn de Donach X con
idenfidod ex cerrnadi.

Dremestrocidn.

Son [ un ideal miximo del dlgebes de Banach X, entonoss [ es cormado o
biem o5 denso, pero no puede ser demso yeoque &l & idead propéo oo intersects sl
abierto & (X ). o

Proposicldn C.2.10 See X un dlpebra de Bunach con identidod &. Bl espectyo
a (X} es un pubcongunto eompacte de X* en o topelogia w®,

[remastracidn.

Por &l teoremn de Alsoughi sabemos que la bola unitara cerrada 8, (0] =
compacts en I topologls w®. Ademds por [b) de la Proposicidn C2.7 o (X] ©
By |, Es sullehsite probar qoe o (X)) s w®— corrado,

Sen { &, ], una red en o (X} que w® —converge a ¢ € X, Coma la w* —comvergencia
de (@,), & ¢ equivale & que @ (x} nljnm-d;n{.t:lpmbnanEI.MI:
tiene ques ¢ o8 unn ranslormacida lipeal y maltiplicativa v die) = L Por Laita,

s Ea(X). a

Definicidn C.2.11 Supengamos que © &1 un elemente de un dgebro de Fanoch
con identidod o, Entonces el eapectro de & o0 wn snboongunio del compo F definido
coma;

algl={aeF:xr—ae}.

Dhsarvacidn C.2.12 Pora o prasha del primer inciso de lo siguisile propes-
cidn 5 did obeervar que &l 2y son muertibles en wn dlgelva, enfonces

oyt = ) - ) = -y

Proposicidn C.2,13 5 £ ed un dlemento de un dlgebra de Bonach complepa con
tlenisdad £, entonces:

fa) oz} es mo vachs

{&) i) es un subconjundo compocio de do bola corrada con centro en @y
rI.:!lnl_l:

Demastmcidn,

{a] Supongumaos que v (r) &= melo, Entonees r — ze o= invertible pars todo
# € C, en particular, © & iovertible ¥ por tanto, =3 0,

Sen g :C — X In funcion g(z) = (r = ze) ",

Por la Dbservacidn snerior s tene que para toda 2 ¥ w € © e cumple:;

plz+w) —glz) =
= (g~ (z+u)e)™" — (& 2e)!
= (2= (2 +w)e) ™" (=~ 2e) ~ (=~ {2+ w)e)] (= ~ 2]
= wlr— (2 +uw)e]™" [z=ze)"
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Fijns 2 £ X v 2 € C, |a funcién w = |z = (z+w)e]™" o5 contines en C, par
sor ln composickin de funclones continuas. A partir de lo anterior g o derible
:||!

i 22t W] —gla)
i S—
pamre X yzel.

8i f es cualguier funcional eeal coptines en X se sigee que o g o une
funcidn entern yu que para todo & € C tenemos:

(fos)(z) = Jim ”"fﬂ'ﬂi—thﬂ{:}

= lim J [:jrll* + w) —.err:l)
A ur

.r(jjg,' ”"ﬂ'""’j - flg' (=)

= (g —2e)"?

Addemis,
Lf etz = WSl le(z)) porstods z € C

- llﬂ”lff-ﬂ}_’" para tode 2 & €.
Diebide & quir:

& =i

[——::l |—r1fu.ndu:—rm

)
¥

l'[-.I[E—E]_]H—'Umﬂn;—umH

tememos que:

Slgizl) = 0 cunnddo 2 — oo

Por tanta, fo g o= acotadn. Par el Teorema de Liooville § o g &= constante
mumﬂlﬂhﬁnﬁqmumtmiem.mwfiz"} =
Filg(0)) = 0. Por e teorema de Haho-Banach, £~ e cero, o cond s imposible.
Ad ric) 2 @ |

(b} Sen A € oz), cotomces © — Ae no & invertible. 851 A = 0, entonces
FAll £ ||=). Supongamos que A # 0 m{mmt—i it en imvertible, par ko cual

lle= (e = )] = 1 tenitadone sst que 4] < kel © sea,

oz C By 107

Para probar gue @ (&) & compacto basta vir gue s oerrade, Sea (A, ], uns
sucesitn &n o (&) que converge a A € C y supongamos que & & o (2], entonces
x = Ae of invertible, pero (X)) & un abderto goe conthene a dicho ebemento,
entonces existe W > 0 &l gque r = A € (X)) pare u > N, o cusl &= uBe
contradicridn ya que = Agye no = invertible parn ningnin noE N ]
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Proposicidn ©.2.14 Un digebra de Banach complen X en lo cuad cada ele-
mente destinto ool cero o8 tnuertible e Gomitncamente bomorfo ol oomgpo de los

ratiimered corple joa

Demostmicide,
Eﬂn:hﬂulwmx}-IER’mm-ﬁlﬂuﬂdﬂm Por In

]:Iupcﬂiﬁnmtnriﬂu:hhlEChlque:—hm-ln'uﬂhk e muestras
supimiciones se sigue que A # 0 § = — Ae = (L Entonces para cadn = £ X existe
mmﬂu.k,etldqut=.l,:yhhmddut-1-.lludmmm
dlgebras que desenmos mostrar, ya que sl £, € X ¥ a € C, enlances:

2+ = (As+Mle
ax = (adg)e

= [Adyle

¥ T es una transformacidn lineal ¥ multiplicatia

Ademis, si suponemos que T () = 0, entonces z = e = 0, tenidndose asf que
T es inyectiva, ¥ como para cada A € C &= cumple T (Ae) = A, rsulia que T &=
suprayectiva,

Finalmente,

1T (2)]] = | %] = || Aeell = ||2]| pars bl z € X
¥ T &8 un Bomorfismo eométrico sotre dlgeboas, O

Proposichdn C.2,15 Sea § wn ddead blfaterad eermdo on ol ddgebm de Banach X
El cociente X 1 es un digebra de Bomach com la povma cocienis

ll= + 1§ = inf {||l= + gl - v € J}

Demaosbtrucida,

Es claso que X 21 es un dlgebra.

Como J e en partboular un subsspach vectorial cermado del espacio normssdo
X sabemos que [l2 4+ J|| o= una norma. en el eoclonte, Ademds como F oes wn deal
{enirmns:

I'rtg{ ke +wll = iz + ) (x3 + wall
2 (e + mll |2 + wll)

s g4 € 1. Do donde, feyeg + T < fes + 00 [lez + 11f .

Por tanto X e un dlgebra normada. 50 X thene ldentidad e entonos e £ 1
e |a bdentidad en X AT |

Falta inbcamente probar e completez del espacio, pars ello supongrmoes qus
[£n =+ I}, = unn sucesion de Caocly. Existe una sucesion sstrictaments crociembe
{mig}y, de nibmeros paturales tal que

(e = naas) + 1l < 55
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Por tanto, existe uns sucesion {2 ), &= tal gue

1
eas = 2y + 1l <

para todo k> 1.
A partir de b socesidn (2 ), definimos uma noem suositn. como sigoe:

n=b
=1
bo = =3 = paran >l
k=]
Tenifrechoss ani:
1 :
[z, + ) = (T + W41} | < 55 pora todai € N
La sucesitn {2, + il o0 de Caschy puesto que i wy = oy, + W, entonos

Bretn = wiall < Bla = W) # (Mnpq = Wasz] + <00+ [y — W J|
]
1
<
L

por tanto, la sucsidn [.'l:..u-l-n:llmrmpl:_
Afirmamos que {Ty, + 1) = [z + I}, lo que s sigue de

Mzn, + 1) =(z+1)] = Lﬁ”lﬂ—lﬂﬂl
< fzn, —x+ul

L sscesicin (g, + ), e una subsucesidn convergente de la sucesicn de Cauckry
[ £n + I}, benibndose de esta maners que Ls sucesion (£, + 1), converge. O

Proposicidn C.2.16 5 M e un ideal idmme de un digebm X complepa de
Hanoch commauiodivs con idenfidad e, endonces emste un dnace edomends & en ol
eapecim o [X) de X' cuyo kernel s M,

Diesmosfrcisn,

Por ka Proposiciia (C.2.9) M e corrado, ¥ por ls anterior XM & un dlgebea
e Bansch conmtativa con s porma cockente, Como M & méximo y X & un
dlgebra conmutative con identidad, entonces N /M & un campo, ¥ por tanto,
tealo elemmento distinlo del coro s invertible; asf, X /M & lsomorfo somdtrce-
menie & C gracies & la Proposicidn (C.L14), Mis ain, tenomos que pars cads
£ & X, existe un tnico complejo 45 tal que

-I.'+H=J|=E+.M

Si@ € o [ X) tienw kermel M, eotonces ¢ (£) = Ay para toda £ € X por tantbo,
u ko mis existe una de tales @ Tal ¢ existe v = lnogque estd definids como e A
I
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Proposicidn C.2.17 Sman X un dlgebn complejn de Banoch conmslafa com
identidod ¢, £ € X g A€ C, entonces enste ¢ € o [X) tol gue

dlz)=A
# g adle s A E aiz).

Dhemnaostrucidn.

Supongameos que existe ¢ € « (X)) tal que giz) = A, entonces @iz — Ae) =1
¥ por consiguiente © — ¢(s) e no e imertible (Corolario C.2.4), tenibndose sl
que A€ 7 () .

Inversamente, sea A £ o (&) entonces £ — de no o invertible. Sea [ el kleal
generado por & — Ae, entonces [ # X ya que de lo conbrario existivia y & X tal
que g {2 = Ae) = &, |0 que no & posibie,

Al ser [ idesl propio de X, existe M ideal miximo quoe lo contkene. Por ls
propeesbizicn antorkor sxiste ¢ £ o (X ) con kernal igoal & M; por tanto ¢ (2 - ) =
¢lz) = A= O

Corolario C.2.18 Tuda digedrn complejo de Banoch commutotion con idendioad
fiene especimo ne vactn,

Demostracidn
Coeno ) =} = (ke no es imvertible, existe @ & o (X} tad que ¢ [0) = 0, ]

Corolario C.2.19 (Principlo de Wiener) U'n slemente de un dlgebm comi-
plega de Bonach commutalion con sdentudad e fnvertible s, § adle =, ndngdn
slemento del eaprcire s¢ anla en & e decir

x 3 muertible = @iz} # 0 parn tode § & o (X

Dempatrocdn

La necesidad se probd en ln Proposiciin C.2.3. Para la suficlencis lomemed
un elsmenta £ mo vertible, o sea 0 € o (2], entonces exisle & € 7 (X)) tal que
d#{z) =10 a

Haremos un sstudio sspectral ded dlgebrn de Banach BC X 0 Cl con ] s
morma del supremn.

Teoremna C.2.20 San X un espocio de Hansdorf] compacto y M © €| X : C|.
M s sdeal mdremo ® oy sdle o

M={feC|X:C]: f(x)=0]
parn algunn £ € X,
DPemoatrocid
Eas claro que My, = {feC|X:0C]: flx) =0} = on ideal de £[X : C|.
Ademds, e un bdeal miviieo: ses N C C[X : O] un bdeal que contbens propi-
amente a M, , endonoss existe g € N M tal que

gl=o) #0,
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Abrmames f = O [X : C]. Basta probar que 1 & W

PLES] 1 ¥
- (I _ﬁm) i Ll

f[:-]:l—ﬂpﬂtmnﬂ.. pﬁ:irll,“p{z:l e=id en W) de donde | € &
Ahors supdagess que M s un ideal miximo de C|X : C] ¥ pars cada 2 € X
existe [; &€ M tal gque
Lelz) #£0

pear ser [ e combinus entonoes existe Ve vocindad abierta de = tal que
Ja () # 0 para todo g € ¥
Existen un milmere Gnito de eese vecindsdes, Ve,,..., Vo, . gue forman unn
cublerta de X,

Coimis M s un H.Eﬂ.mlmlf‘z]ﬂ'lﬁm a M sempre que [ esté en M,
yu que [f|* = [ 7. Ast,

h= o't e feM
Sim embarge, h es un elemento invertible del dgebm €)X = C] oy que
1
n E X C
com ko cial benemos M = O X - €], contradiciendo que M & miodma, |

Lema C.2.21 Sean A un dlgebre, sobre wn campe F g oy y &y funcionales bin.
eales, cum ghy o wola, toles que

ker gy C ker gy,

entances @y = o) pare algune o € F (0], Ademds, o A lene identided e y las
SJuncionales son multpplicativas, enfonces fstas cotnctden.

Demasiracidn,
Como gy es no nuls existe, g € A™ kerdy © A kerdy, Asi

A = ker ¢, & g,

¥R e

_(._#ila) & (a)
. (‘ mm*")*a. () ™

el b i s tiene

) = o i) + o (S5)

_ izl
@y (xa}

# (a).
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5lu=2{ﬁ{.m
g = ey

J'l.hurl.n"l.llﬁm:iln.lhmnrmﬁtplhzﬂmy A tiene identidad e, entonces

1= dyle) =oad (e)=a

Teorema C.2.22 Sem X wn cspacie de Housdorfl compacto, entonces
e (X : C, ) = X,
ea decr,
eer(CX:ClL 1) # yodlosi g(f)=ZF(f)
parn alguna x & X y foda f & )X - C], domde T(J) = fix).

Demostrocidmn.
Sew £ € X enlonces
F:O[X:C]=C

i nn funcional Eneal, mudtiplicativa v no nuls; asi, ¥ € o (C[X 0 C], Il
Lea g em el especiao de O JX - C; como el ker @ e um iden] médximo, splicando
ol Toorema C.2. 34 tenemes que exdste 2 € X tal gue

korg = {fEC|X :C): f(2) =0}
= {feClX:C):2(/)=0}
= ker¥

Entomces, par el kmma anterior, @ = 7, concluytndoss asi In demostracidn. 0

Deefinicidn C.2.28 Sepongomnos que £ es oo elemento de ona dlgebr complega
de Hanach X con wdentidod, sea

Fo (o) = mnx {|A] r & & & {x}]
erfonces Ty (2] er Narmado el mdie espectral de ¢

Corolario C.2.24 En un dlgebra complejn de Bonach conmulativg con identidod
se fiene

re (2] = max {|¢(z)] : ¢ € ¢ (X}
En particular, rg (11} = 0.

Teorema C.2.25 Seox un elomendo de una dlgedm compleja de Fanoch X con
pdentudad ¢. ET congunds

e g€ Ce = jix 3 smoeriihle]

e® nn congunfe abierto en C.
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Demostmcidn,

S g}, uns sucesidn e O\ D que copverge & ji, entonces |s sucosiden
[ = g ], e alementos po imvertibles comerge o e— pgr, debide s la contiobdad
it |l sama v el producte por un escalar. El elemento e = g no o invertible ya
que X G (X) (conjunto de |os elemenios no invertibles de X} = cermudo,  Asi,
C D e cerrncdo ¥ D e enbonces abierta, ]

Teorema C.2.268 Fom cunlguier elemento r de un digetra complejo de Banach
conmrtatien X con idenbidad &, z0 Bene:

e (2) = lim "]
Demostrocidn
Senxz & X. 5i =0, entonces e clors la afirmecién, Supongumos © # 0L
i g e (X)), entonoes
[ (=} = & (=)} = =~

¥ que como s vio o In Proposicidn (C.27) §éf < 1.
Sea n & M, entonces

o le)l < b=)s
o Lamto, h
|i# ()| <him inf == parn tode ¢ € o (X)
¥
sup{|é (i} : & € o (X)|} <limind "}~ .
O mea,
re (2) <Heminf [)° .
Hen

D= {pelC:e— e imertible}
y € C tal que [g] < o) ™", entences

Loal lell = ezl < 1
¥ por tanto, € — e es invertible, es decir, By -0 (0) C D'y sdemis

(e pee ™ = 3 e
neall

Por otro Indo, sea r = 1, (), entonces

[#(2)] = =l pars todo ¢ € 7(X)
r L =)

Si r = [le||, entonces 7 = | 2 [|<"]] por tanto

T Zlim sup ||.1:J"|l
n
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ynhlﬂ}mnzltnul.udndnﬂlh.

Supangumos que r < |l se probard que pars cads r o< < el y 0 < 8 < 0!
existe My = 0 tal ques

Hmmph’l*s%
y por tanta
lim sup )| < ¢
i
limsup [l*]* < r
Ben r o b % [Jef], mtonces
bl <

Afirmamos gqoe Bi-i (0} © D : sea 0 < |p| < ! y supongamos que & — pr no
s lvertilde, entonces x| = 1 ¥

s a2 =l

lo que contradics lo anterhar.
Definamos

o () = (e — per)
para cacla i en el abierto [¥. Entopoes por on argumento similar & ln Propesicidn

(C.2.13) s= tiene
lim w= _’{,E == “j'i

] h
Se sigian quee sl [ e cusliquier hunickonnl lineal contimis en X, entonces fog es
analilica en [, aln mis

Joalm =3 "1 (=")

pars u € By, -0 (0).

Como [ og es anadltica en - [0}, esta serbs cdebe converger ¥ repressmiar
Jeg en esta bola de mdio meyor,

La m-ésima deriwmds con respecto & p de [ o g evalusda en cogo e entonees:

(f og)™ (0) = {nt) f (")
¥ recordando bn formala iotegral de Canchy para Ins derivadss de una funeitn
nodifacn, tememons:

(foa)™ (o) = hft“”u;ﬂ i

domde O es el cireuds de racdio s centradn e ), donde 0 « 5 < r=1, Purl:ul:l.l:ip.l-
ienle,

L [ foaln)
fiat) = o [ L8
L~
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1%

Al hacer Mz =sup Jo{p)fl, ohtenemos
el

() . Ms
T

si f e X {0}
l:'-mH,H=uup{1{y|ﬂ:_rexf-:u}}puua.d-;ex. entones

Mg
-
el < =

C.3 C dlgebras

Drefinicidn C.3.1 Una imeclucidn para on dlgebrn complego X ea sma operacidn
": X — X ol gue pam lodo 2.5 € X pa € F. se lene!

(1) (e +y) == +p°

(#) (o) =
(9] (zy)" = p"="
() () ==

El elemento o* es llamade el adiunte de 2. Uns subdlgedrn de X que condenga
el adjunio de coda une de s elementor se oo asfoadunio

81 & = " pe dice que ¢ es ouloadpunte o hermibiano, Por (2) g (5. 0, 22"
£ gon oufondfuntes, para tede & X,

S X tieme ddentidod, &, éite e wn elemento sofoadpunte ademds B £ 6
tnverieble, enfonces

(5} (Y = (=)L

Suponganos gque X, ¥ oaon dos dgebeas con lvolocidn, Un bomaomorfsma de
dlgebwas f: X — ¥ o Humsdo un "-homomsorfismo si f (2°) = f(£)° para todo
reX
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Dafinlckin C.3.2 Us ddgebm normada X con wan invelecidn & Uomada sno
P -dlgebra o una O -dlgebrn o [|* 2] = J=|* para todo = € X

Proposicidn C.3.3 5 X es una O -digebm, entonces
el = ="l
purm loda r & X,

Dempstrocidn
Semze X
lll = [|==ll < =R 0=l

0 sea, J=]l < ||=*|| parn todo = € X. Asi, |2°]| < [|=*] = |l=ll, ¥ por tanto,
el = fl=*|- o

Corolario C.8.4 En wna £ -digebra X la invoducidn es un bomepmorfisme isomédrico
de X e sf miamio

Lema C.3.5 Sean X wna O°—dlpebro con edendidod ¢ p o € o[X). Six e
outo-adjunts, enfonces ¢ (2] es wn nineno real,

Demestracidn.

Sennze X ypeo(X)talmquer=x"y d(r) =a+ibconabe R Sit
s 1 nibmero real ¥ definimes ¢ = ¢+ ile, snbonoes

gl =z} +l=(a+itl+il=a+i(b+1),
i s obienemos
o) = a¥ £ 5 4 Bt 4 4®
Par otra parte [¢(2)f" < [l2]|* = [|2*2]], y como +* =  — ite, se sigoe
&=zl = ||=* + ]| < [l + ¢
Emtoncis a® + b + 36t < flzf|* para todo real £, 1o cual implica & = 0. o

Observacidn C.3.8 Sea X un digebro complefa de Banoch, conmutabive i con
wdentidod. En el conpundo o (X)) - €] de las funciones continnas del espectro de
X en C, definimos o merma mfmalo

IFl.. = max {|F(&)] : ¢ € r (X} }
C [ (X = C] e un dlgebra de Banach, g s definrmos
FF=F

donde F ) = F(@) pam toda ¢ € o(X), entonces s unn O-dlgebm de
Hamuch,

Teorema C.3.7 (de Gelfand -Meumark) Todo O°-digetrn de Banach X, com-
plega, conmudaltiva y con identidad es womdtricoments *-somorfo o O o (X : C.
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Demostrocidn
Sea r £ X entonces definkeos T a (X)) — C comm 3 (@) = ¢ (£).
La transformucidn
"fjﬂkqhq
= claramente un homomorfsmo de dlgebras, Probaremos qise conserva ba imehi-
cidin para ver gue = an - bomomerfismo,
Era r & X entopoms

Ef=u+Ir
d:ndau:lr-;: :“'-:;i: ; mobamcs quae u ¥ e son suto-sdjuntes. Como
olr) = on) +id{v] ¥y (") = glu) = id{r)
entonces
¢(=*) =2z
vy oque g {ul ¥ @iv] son reales debido al lema antecior. Ea declr,
F=%

El *-homomsorfisme™: X — O o (X} : C| es lsombtrice: Esto es una conse-
cuencis del Teoremn C.2.26 ya que para = € X, se theme que ||z = f=*=f, v
comn £2° o8 autoadjunto, entonos

fa=1?]| = M=) (o) = (=20
Si suponemeos clerta la gualdad
W)™ = [f(==1" |

para tedo € X, entonces

e = (e = ea= [ = (hemerai®) ™ = pgen™
Por tanto,

lz=*]| = ||[n':|"'ﬁ* parn todon € Ny re X.
Dl Teoremna 226 s sigue,
bolf = sop [@(z2")| = sap |@(x)*
8| X} (=]

¥ Enlonoes

- — 3
el = sup_|o(s)l = 12

O enta muners vemos gue s iransformackin es un *-mosomariEsmo Bemdétrico.

El *-monomorfsma™: X — C o (X) : C] s soprayectivo y por tanto isomor-
flsmo ya que de |s primera parte X o corrade bajo conjugacidn, ademis sopara
puintce de @ (X} ya que dados @y, dy € o (X diferentes, existe =z € X tal que
Eldy ) # Tyl ¥ como €] = 1 para tode ¢ € o (X)), 5o sigue del toorems
de Stone Welersirass, en su vemsidn complejn, que X s una subdlgebea densa de
ClriX}:Cl. El espacio X o= de Banach y es isomdricamento *-isamorfo sobre
su imagen. Entonces X es de Banach y por taoto cermade en O [o (X)) : €], De
donde, X = € jer (X} : €]



CA IDENTIDAD APROXIMADA 121

C.4 Identidad aproximada
Exn esin specidn estudinmes V- mddulos de Banach sobre un ddgeira de Banach X .

Definkcidn C.4.1 V es un X —midulo normade 50 V' oes un espacio normada &
enial 5 wn mddulo sobre X y tiene la propiedod adicional el < (2| v siz e X
FrEF.

Exvepto cuande se diga o contromio, se supondnd de agquil en adelonde gue °
ex mn X —mddule normads, rreribdndore solomendes X -maduln.

Dafinicidn C.4.2 Sea X un dipebre do Bonsch. Una wdentidod aprosimada para
X s wna nod [e;),., en X fal que

Bl — I 36 — T

para lodo & € X, La sdentedad sproninada s dice gue 8 acotodi o enale una
eonafasmte M = 0 fal gue foi)l = M pom fodo 1 € F, M es Hosnoda una cota de
ta wdentidad aprommade. Lo identidod oprepmads ed de norma sne 8 [le)| <1
parn todo i € F,

Nidese que & M es unn cola de la identidad aprocimads [}, lopces
M 21, yaque dada x o 0

Neszll < Hesll - =il = A (=4
Asi,

el = lim [lecz]| < M =]
y entonces M = 1,

Desfinicidn C.4.3 Sea X un ddpebro de Baiach g V' oun X —mdduls, entonces 17

ea wit X —mddule exenciod ol of subespacio bneal (XV} genermido por XV es denac
m

Proposicidn C.4.4 51 X es un digebmo de Banach con identidad aprorimodo
acofnda, emtonces V' es wn X —mddnlo esencial s y sflo ol ep — v pam fodn
rEV.

Demuostrocidn

La suficiencia es cierta debido o que epr &8 XV C (XV) para todo i & T v
v & V. Como ejp = ¢ parn todo v € V', entonces ¥V T ¥) -

Parn probar In necesidad, tomemos ¢ > 0 y ses M unn cotn de s identidad
aproximada, Recordamos que M > 1 SavE V.pwhdﬂiﬂ.lﬂdul:x'h":l,
Existen Ty, .. T © X ¥ Py, Uin B Vinh.q.[l.l:

n
t
r— Ea.n o
=
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Escdjase 1y € F Lol qioe si § = dy enlonoes

Hzy — eizal] < para k=1,...,n

L4
dn M ([luell + 1)
De donde, i & ip implica

L] L] L
v —E:.w:.l + (13 — e Enn“
b= drm =]
n
qEnh— mr{ 3
e i

por tanto, v — el < ¢ para toda i = 8. |

fr—erd =

+

Diefinickin C.4.5 Searn X un digebm de Bonoch V' oen X-midolo, definemes lo
parte esenciad de V' oeoma (X)) i lo denotomos por V.

Propogicidn C4.68 51 X e wn dipelm de Banach om sdenlidad apromsmads
acotodo y V' un X -mddulo, enfonces V; ex un submddulo de V' que coniene a
focdos lon submiddulos esenciales de V' ademds Vo ee esencind en V2
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