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Prólogo 

Los objetivos de esta. tesis son presenttll" y estudiar sistemáticamente en el espa­
cio de funciones reales, continuas y acotadas Be [X I algunas topologías estrictas: 
{Jo,{J8,{Je,{is. comenzando por {J8 que fuedellnida por C.R. Buck [4J y la cual dio 
origen a las restantes, as' como (''Qmpaxar las condiciones necesarias y suficientes, 
dadas por S. S. Khurana [19J, para la m-oonvexidad del álgebra (Be [X ] ,.Bo), 
con las establecidas par!L (Be [X I ,(Jo) por H. Arizmendi Peimbert y A. CtllTillo 
Hoyo 12]. En esos artículos se siguen caminos diferentes; en el primero, la condi­
ción obtenida se refiere a una característica que debe tener X ; (BC[X ] ,{jo) es 
m-convexa si y sólo si X es aparentemente compacto (sharo compact)¡ en el g.&. 

gundo, el enfoque es sobre el espacio de funciones que determinan 1M seminonnas 
que definen a {Jo: (BC [X],,ec ) es m-convexa si y sólo si Bo [X] = Boo[X] (es 
decir, coinciden las runciones que se anulan al infinito con las que tienen soporte 
compacto). En ambos, se concluye que cada una de las condiciones mencionadas 
es equivalente, respectivamente, a que las topologías estrictas {Jo y {Je coincidan 
con la compacto abierta K.. A partir de lo visto en esta tesis se obtiene que {Jo = 
{Je = K. si y sólo si X es aparentemente compacto y que esto equivale a decir que 
So [X I = Boo [X I· Las topologías {Jo y {Je parecerian ser dist intas, salvo cuando 
X es aparentemente compacto, sin embargo, como se hacer notar en este trabajo, 
ambas topologías son la misma para cualquier espacio X completamente regular 
Así, tanto Khurana. , como Arizmendi-Carrillo usaron la misma topología aunque 
presentada en formas distintas. 

Dentro de las álgebras topológicas, las m-convexas son desde un punto de 
vista las más parecidas a las álgebras nonnadas, que a su vez son las más ricas en 
estructura. Por tanto, las álgebras m-convexas tienen algunas de las propiedades 
que poseen las normadas; por ejemplo, en un álgebra de Banach, compleja, con­
mutativa y con unidad es válida la propiedad de Wiener y lo mismo sucede con 
un álgebra m-convexa, compleja, completa, corunutativa y con unidad. De ahí el 
interés por determinar cuándo un álgebra es m-convexa. 

En el capítulo 2, se define la topología estricta de Suck {Jo en el anillo Be [X, El 
de funciones continuas y acotadas de un espacio X localmente compacto y de 
Hausdorff (LCH) en un espacio localmente convexo y completo Ei con ella Be IX , El 
es un espacio localmente convexo. En el Capitulol se dan las definiciones y pro­
piedades básicas relativaB a los espacios localmente compactos y localmente con­
vexos que serán usadas frecuentemente en los capítulos siguientes; de entre eUas 
destacan, por su empleo constante, el Lema de Urysohn para espacios LCH y 
sus corolarios. El capítulo concluye (."On una sección sobre la topología límite 
inductivo para espacios localmente convexos. La topología {Js es un caso parti­
cular de topología lrmite inductivo. Cabe aclarar que cuando se usa. sólo una de 
las topologías estrictas y no hay lugar a confusión, entonces es denotada simple­
mente por {J; en caso contrario se usan los subíndices para diferenciar16s . Asl, en 
el capítulo 2, {J denota la topología estricta de Buck y en el 3, la de Giles. 

En el Capítulo 2 se define la topología estricta {JB, que como ya se dijo, en ese 
momento simplemente es denotada por {J, y también se recuerdan las definiciones 
de otras topologías más extensamente conocidas como son las topologfas uniforme 
y compacto abierta. De las tres se dan algunas de sus propiedades y se determinan 
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algunas de las relaciones existentes entre ellas, por ejemplo: cuál es más débil , 
cuándo coinciden , (IUÓ propiedades debe tener el espacio X para que las topologlas 
sean normadas, metri7,ables, completa.'i , etc. Se prueba que la topologia estricta 
coincide con la compacto abierta en los conjuntos uniformemente acotados; a este 
respecto resulta oportuno señalar que en el siguiente capítulo se prueba que la 
topologfa estricta flB es la máxima topologfa localmente convexa que coincide con 
ella misma en los conjuntos uniformemente acotados y que lo mismo sucede con 
las topologfas {jo y (je. Se presenta, a nivel informativo, la noción de topologfa 
mixta, enunciándosc algunos resultados que aparocen en el artículo [9) de Cooper; 
en este mismo e.rtículo se conduye que la topologra. estricta. es un caso parlicule.r de 
topologra mixta; sin embargo, la. demostración de la coincidencia. de la topologia 
mixta con la topologfa estricta generada por las topologras compacto abierta y la 
uniforme "se vuelve un resultado sorprendentemente diffcil ~ afinna Cooper, por 
lo cual no resultó adecuado tome.r este posible enfoque general para la escritura 
de este trabajo y se prefirió hacer las pruebas de manera directa a partir de la 
definición particular de la. topologra. de Buck. En la sección final se da el teorema 
de Stone- Weierstrass para. (BC[x) ,fl). 

En el Caprtulo IIl , se presentan generalizaciones de la topología de Buck, 
como son la topología estricta de Giles ({jc) y la. de Sentilles ({js), las cuales 
son usadas por Arizmendi-CarTillo y Khurana, respectivamente. Aquí se prueba 
que si X es localmente compacto, entonces Po = {jB = Pe = Ps, con lo que se 
justifica considerar a Po, (je y fJs como generalizaciones de PB' Pe.ra la topología 
estricta de Giles se muestra que son válidos resultados que fueron probados en 
el ca.pltulo anterior pe.ra la topología. de Buck. Por ejemplo, se da también el 
teorema de Stone- Weierstrass para la topologfa estricta. de Giles; este teorema 
se usa, en su versión compleja, en [2) para obtener una condición suficiente para 
que (BC [X: C) ,Pe) no satisfaga la. condición de Wiener y por tanto, no sea 
m-convexa.; este resultado y su prueba aparecen en el capitulo 4. 

Las condiciones necesarias y suficientes para que el álgebra BC(X) sea 1Il­

convexa con las topologías Pe, fJo, y Ps se dan en ese mismo capitulo. El resultado 
relativo a Ps, que aparece en !I9], no se prueba. ya que el hacerlo implicarla el 
uso de herramienta distinta a la empleada en el resto de la tesis y significarra 
prolongar, más allá de lo conveniente, el espacio y el tiempo de realización de este 
trabajo. 

La tesis es autocontenida ya que incluye un conjunto de apéndices en los que 
se presentan definiciolles elementales y resultados auxil iares para la prueba de los 
que aparecen en los cuatro capltulos. 



Capítulo 1 

Resultados preliminares 

En este capítulo mostramos 106 principales resultados técnicos que serán la base 
de muchas de las demoetraciones dadas en este trabajo. 

1.1 Espacios localmente compactos 

Los espacios localmente compactos serán nuestro ámbito de trabajo en el capítulo 
siguiente donde se introducen para. espaci06 localmente compactos y de Haus­
dorlf las topologías: uniforme, compacto abierta y la que nos atañe, la topología 
estricta. Aquí damos algunas de las propiedades de dichos espacios. 

Definición 1.1.1 Un espacio X u localmenle compacto Ji coda punto tiene una 
vecindad compacta. Nosotros estamo! interesados en esto" tipos de espacios, pero 
además con la propiedad que sean HawdmfJ () T2. A e,de tipo de espacios le 
llamamos localmente compacw HausdorJ! y de manero abreviada u cribimo$ LCH. 

Proposición 1.1.2 Si X es un espacio LCH, U e x C5 abierto !Ix E V, entence" 
existe una vecindad compacta N de x tal que N e U. 

Demostroción. 
Podemos suponer que V es compacto, ya que de no ser así reempla.z.am06 U 

por U n ¡yo donde W es una vecindad compacta de x . Sea FrU la frontera de U . 
Por ser U abierto, tenemos x rJ. F rU. 

FrU es un conjunto cerrado contenido en V, que es compacto, por consiguiente 
PrU es un compacto. 

El subespacio V es de Hausdorff. Recordemos que en los espacios T'l los 
compact06 se comportan como puntos, en el sentido que pueden ser separad06 
por abiert06 ajenos; por lo cual existen abiertos V y W en V tales que: 

xEV, PrU c WyV n W :0. (1.1) 

En particular , F rU n V = 0 y como V e V = U u PrU, entonces V e U. 
Existe Vo abierto en X tal que V : Vo n V. Al intcrscctar ambos miembr06 

de esta igualdad con U obtenem06; 

V : vo n u 
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o sea V es abierto en X. Además, V e U y por tanto V es compacto. 
Existe WI) abierto en X talque W = wonV . Por (1.1) tenemos 

0=VnWonU=wonv 

es decir , 
V e V'-..,wo. 

Finalmente, como ~Wo es un cerrado de X tenem06: 

v e ~Wo e iA-w e TA...FrU = U 

Al hacer N = V queda probado el resultado. o 

P roposición 1.1.3 $t!O. X espacio topológico de Hausdof"jJ y A un subespaciv de 

X. 

(1) Si X e& LCH, y A e.s abierto tri X , e,lloru:cs A es localmente compacto. 

(!!) Si A u denso en X, Clltonct!$ cada vecindad compacta en A de un pU1itQ a 
en A u vecindad de (l Crt X. 

(3) Si A cs/ocalmente compacto" denso en X , entonce" A es abierto en X . 

Demostroción. 
(1) Sea x E A, entonces por la proposición anterior existe en X una vecindad 

compacta N de x tal que N e A. N es también vecindad compacta de x en A. 
(2) Sea V una vecindad compacta de a en A, entonces V es compacto y por 

tanto cerrado en X. Sea U un vecindad de a en X tal que V = UnA. Como A 
es denso, se tiene la contención UO e V j en efecto, sea:t E UO y W una vecindad 
abierta en X de:t, entonces uon W es un abierto en X no vacío, y por ser denso 

A se tiene que Anuo n W '" 0, por tanto V n W '" 0 y por consiguiente :t E V . 
Entonce5 

a E if' e u o el' = V 

Por tanto, V es vecindad de a en X. 
(3) Sea.:t E A, por ser A localmente compacto existe U vecindad (:ompacta de 

:t en A, entonces por (2) U es vocindad de :t en X, por tanto A es abierto en X .o 

Proposición ).1.4 Si X es 1m espacio LeH y K e U e X donde K es com­
pacto y U el abierto. entonces aiste 1m abierto V relativamente compacto {i. e su 
eelTOduro el compactaj tal que K e v e V e U. 

DemostrociÓn. 
Por la Proposición 1. 1.2, para cada :t E K podemos escoger una vecindad 

compacta. N% de:t tal que N% e U. Asf {N'; }ZEK es una. cubierta abierta de K, 
lo cual implica q\le existe una subcubierta abierta finita {N';, };=I . 

" Sea V = U N';; entonces K e V, 
; .. 1 

" " " " 
V~UN' ~UN' cU N~UN c U z, z, z, z, 

;= 1 ;= 1 ; = 1 
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y por tanto, 

Kc VCVC U. 

o 

Definición 1.1.5 Sea X un espacio topológico. Se dice que una función 
f : X -+ IR es de soporte compacto si {x E X : / (x) =1 a} es compacto. En 

geneml, 
supp / = {x E X : / (x) =1 a} 

es llamado el soporte de la función f. Así, f(x) = a si x E X"-supp /. Cuando 
/ es continua y de soporte compacto escribimos / E Coo [Xl. 

Definición 1.1.6 Sea X un espacio topológico. Se dice que una función 
/ : X -+ IR se anula al infinito si pam cada f > a existe un compacto K tal 

que 
1/ (x)1 < f si x E X"-K. 

Si / es además continua, entonces escribimos / E Co [Xl . 

Es claro que Coo [Xl e Co [Xl para todo espacio X. 
Si X es LCH y no vacío, entonces Coo [X], y por consiguiente Co [Xl, contiene 

otra función además de la idénticamente a (Teorema 1.1.10) . Si X es comple­
tamente regular es posible que Co [Xl sólo conste de la función idénticamente a 
como lo muestra la Proposición 1.1.9, la cual será usada en el capítulo 3. 

Observación 1.1.7 Q, con la topología usual, es un espacio completamente reg­
ular por ser lo IR; sin embargo, no es localmente compacto, ya que Q no es abierto 
en IR (ver Pmposición 1.1.3). 

Lema 1.1.8 Si K e Q es compacto, entonces Q"-K es denso en Q. 

Demostmción. 
Sea K e Q compacto y supóngase que Q"-K no es denso en Q. Entonces 

existe un básico no vacío (a, b) n Q , tal que 

(a,b)nQcK 

Sea z E (a, b) n Jr. Existe una sucesión {rn} en (a, b) n Q que converge a z y 
como K es compacto hay una subsucesión de {rn} convergente a un punto de K 
lo cual no es posible ya que la subsucesión converge a inacional z . O 

Proposición 1.1.9 CO (Q) = {a} 

Demostmción. 
Procedamos por reducción al absurdo, es decir supongamos que existe rp E 

Co(Q) tal que rp(y) =1 a para algún y E Q . Sea f = Irp;y)l, entonces existe 

K e Q compacto tal que 

Irp(x)1 < f para todo x E Q"-K 
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Por la proposición anterior existe {u,,} su¡;csión en Q'-.K que converge a y 
tenit'!ndoc;;c que 

14'{y.,)1 < (para todo 71 E N 

Por cons iguiente, 

lo cual es una contradicción. o 

Teorema 1.1.10 (Lema de Urysohn para espacios LCH) Sean X un espa­
cio LCH y K e U e X , con K compacto y U abieno. Entoncu existen un 
abie,to V I'Clativamwte compacto y una /unción f : X --+ [0, 1] continua tales 
que: K e V e V e u y f = I en K y f = O fuera del compacto Y. En 
particwar, f E Coo [X I . 

De"wstlucióIi. 
Por la Proposición 1.1.4 existe V abierto relativamente compacto tal que 

KCV CYC U. 

Entonces K n FrV = 0. 
Debido a que todo espacio compacto en un Hausdorff es norma.!, se sigue 

que V es nonual. Aplicamos a V el Lema de Urysohn para espacios normales y 
encontramos una función continua / : V --+ [0,1] tal que f = 1 en K y f = O en 
FrV. 

Se extiende faX definiendo ¡(x) = O para todo:t E X,-V. Llamamos 
también f a esta extensión y afirmamos que satisface lo señalado en el teorema. 

Falta sólo demostrar que es una función continua en X. Sea E e [0, 1) cerrado, 
entonces 

siempre que O rf; E. 
Si O E E, entonces 

r' (E) ~ (J I V) - ' (E) U X,,-V ~ (J iV)-' (E) U X"-V 

ya que FrV e (! I V) - I (E), 
En W1lbos casos f - I (E) es cerrado en X. 

Por lo anterior todo espacio LeH es completamente regular. 

o 

Corolario 1.1.11 Sea" X un espacio LCH y K url compacto. Entonces existen 
11.11 abierto V relativamente compacto y una funcidn f ; X ..... [O, 1) continua tales 
que: K e V cV y f = 1 en K y f=Ofuem del compacw V. 

Corolario 1.1.12 Seau X un espacio LCH y x E X. Si N es una vecitldad 
compacta de x, e"to"ces existe mio /lmcidll / : X ..... [0, 11 CONtinua tal que: 
/ (x) = 1 y/=O/uem deN. 



1.1 ESPACIOS LOCALMENTE COMPACTOS 5 

Demostración. 
Tenemos;¿: E N°. Por el teorema anterior existen Wl abierto V relativamente 

compacto y Wla función f : X --+ (0,11 continua tales que: ;¿: E V e V e N° e N 
y f(x) = 1 Y f= O fue ra del compacto V , en particular fuera de N. 

Definición 1.1.13 Sal X 1'11 espacio topoldgico. Lo, sucesión (;e")~= 1 en X es 
una sucesión discreto si para cada m ~ 1 emte una vecindod de;em que irlursecta 
al conjunto {;en} .. sólo en el punto ;em. Se dice que lo sucesión es discreto por 
compactos si dicha vecindad puede ser tomooa compacta. 

Observación 1.1.14 Si X es LCH entonces (:¡;")~~ I es discreta $l' y sólo si es 
discreta por compactos. 

En efecto si la sucesión el discreta, entonces se sigue de la Proposición 1.1.2 
que es también di.Jcreta por compactos. Al contrario, es obvio el l"estdtado. 

Proposición 1.1.15 Sea X LeH. Si (;e .. )~~¡ es discreta entonces existe una 
sucesión (N")~ ... l de compactos ajenos tales que N .. es vecindod de;en Y;¿:m ~ Nn 

si m"# 11. 

Demostración. 
Por la ob6ervu.ción anterior para cada 11 ~ 1 existe Wla vecindad compacta Vn 

de ;en tal que ;em ~ Vn si m #- 11. 

Definimos N¡ = V. Así, NI es Wl3 vecindad compacta de;el tal que;em 1/; NI 
sim,pl. 

Sea W2 una vecindad compacta de;e2 ajena con VI . Definimos 

Entonces N~ es una vecindad compacta de ;e2 ajena con NI y tal que Xm ~ 

N2 si m"# 2. En general, construido NI ,N2, ... ,Nn vecindades compactas de 
X¡,X2, ... ,Xn , respectivamente tales que 

NinNj =0yxm fI. Ni si m#-i 

para 1 :5 i :5 ti, definimos Nn+l = Vn+1 n Wn+1 donde Wn+l es Wla vecindad 
compacta de X,>+l ajena con el compa( ... to NI U N~ U . . . U Nn . De esta manera 
queda definida inductivamente la sucesi6n buscada. O 

Definición 1.1.16 Sea X un espacio topológiro. Lo, sucesión (xn):'", ¡ en X COII· 
verge a infinito, y escribimos X n ..... 00, si para cada compacto K e x existe 
N E N tal que X n ~ K si" ~ N. 

Lema 1.1.17 Sal X un espacio LCH. Si (xn):'¡ es Ulla sucesió" en X que COllo­

verye a infinito entonces tiene una subsucesión di.JcreUJ (discreta por compactos). 

Demostrnción. 
Por ser X un espacio LeH existe Wla vecindad compacta VI de ;¿:I . La con­

vergencia de ($n)~", 1 a infinito implica que existe NI E N tal que XI: ~ VI siempre 
que k ~ NI. T6mese ~ > NI, entonces xq E X ,",VI . Por la Proposici6n 1.1.2 
existe una vecindad compacta V2de $q contenida en X,"" VI. 
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Sea N2 E N tal que xk i Vo¡ siempre que k ;::: N'l. Sea k3 E max {N1,Nd, en­
tonces Xk, i VI Y :I:.t, 1: V'l' Por tanto, x~ E X" ( VI U V2 ) y existe una vecindad 
compacta V3 de xq contenida en X'-, (VI U V2). Siguiendo este proceso inducti­
vamente tenemos que (Xl> Xq , Xq , ... ) es una subsucesión discreta por compactos 
de (;¿:n):'=l . O 

Lema 1.1.18 Sea X un espacio LCH. Si (X.,):', e X es una sucesiÓn discreta y 
(c..):'=l es una .sucesiÓn de número" rooles positiooJ que converye a cero, entonces 
existe ulla fUJu;i6n lE CO [X I tal que f (x .. ) = c". 

DemostraciÓn. 
Por la Proposición 1.1 .15 existe una sucesión (K .. ):'",¡ de compactos ajenos 

entre si tales que K .. es vecindad de :t .. y :tm rt. K .. si m :F 11. Por el Corolario 
1.1.12 para cada It;::: 1, existe In E Coo[X¡ tal que O :S In :S 1 Y ! .. (x .. ) = 1 Y 
In (x) = O para todo x rt. K ... 

00 

Afi rmamos que f (x) = E en! .. (x) es la función deseada. o. , 
La función J es continua por ser la serie E c"f .. (x) uniformemente de 

.. = 1 
Cauchy, como ahora probamos: 

sea l > O existe N E N tal que c" < f siempre que 1l 2: N. Entonces, 

lE 40/ .. (x) - t c,./ .. (X)I = I t . c"f .. (X)I = f.. c,,1 .. (x) < ( 
.. =1 "",1 la n"'. ..... 

; 
siempre i,j > N ya que: six r¡. K .. paratodai ~ 11 ~jentonces E . c"/n(z) =0; 

n = . 
en tanto que si x E Kn para algún (único).¡ ~,,~ j, entonces 

; 
E c../ .. (x) = c../ .. (x) ~ c.. < l. .. ~ ; 

Por otra parte, 1 E Co [X]. Dado l > O, existe N E N tal que c" < f siempre 
N 

que" 2: N. El conjunto K. =U K¡ es compacto. Supongamos que x r¡. K,. Si 
;=1 

además, x r¡. K" para todo TI > N, entonces 1 (x) = O < l . Finalmente, si x E K .. 
para alguna '1 > N, entonces 1 (x) = c" < l. O 

Lema 1.1 .19 Sea X LCH y "-compacto, en/oncelJ exi&te q, E CO IX I tal que 
r,I>(x) '" O pora todoxE X . 

DemolJ/ración. 
Como X es un espacio LCH y "-compacto entonces es regularmente " -compacto 

00 

(Teorema A.1.6 ). es decir X = U K .. donde K .. es un subconjunto compacto 
n = 1 

en X y K .. e K On+l para toda n E N. Por el Lema de Urysohn 1.1.10 dado 
11 E N existen VIO vecindad compacta y 'n : X ..... [0, 1] fundón continua. tal que 
1 .. (K .. ) = {I} y In (X,Vn) = {O}; por tanto, 1 .. (X,K,,+ó) = {O} para todo 
i 2: 1, puesto que X \ Vn :> X \ K .. +l:> X \ Kn+l:> . 
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Definamos q, .. (x) = .L In (x) . Observe que ? .. : X ..... [0,1] es una función 
continua y O :s q, .. (x) :s ~ para todo x E X. Ahora sea 

00 

q,(x) = E q, .. (x). 
"" 

q, está bien definida ya que E q,,, (x ) :s E ,p. = 1 para todo x E x , además es 
n : 1 n=1 

00 00 

continua puesto que E jo; l.:onverge y así, E q, .. converge unifonnemente. 
n : 1 ,, ~ I 

Sólo resta dem06trar que? E Co [Xl. Sea ( > o, entonces existe N E N tal 
00 

que E ,j. < ( siempre que J > N. Sea x f:. KN entonces x E K.1 para alguna 
.. = J 

J > N por tanto 

.(xl 
.1 - 1 00 
E ? .. (x)+ E ? .. (x) 

.. = 1 n= J 

00 1 :s 0+ E ,. «. 
o- o 

o 

1.2 Espacios vectoriales topológicos 

En lo que sigue F denota al campo de los números reales o los complejos. 

Definición 1.2.1 Sea X un e$p(ldo vectorial lIobre F. Para A , B e X 11 F e F 
definimos 

A + B {a + b:aEA, b E B} ; 

FA = {ra:rE F,aE A}. 

Si A consta de lIólo un punto x, entorlce& escribimos x + B, en lugar de A + B ; 
es decir 

x+ B ={x + b:b E B} . 

Todo conjur¡to de la forTlla x + B es llamado un trasladado de B. 
Si F c()¡uta de sólo Uf¡ punto r , entoncell escribimos rA , en lugar de FA , es 

decir 
r A = {ra:aEA}. 

Definición 1.2.2 Sea X un espacio vee/orial sobre F. Supongamos que A e X . 

• A es corwuo si ox + fJy E X siemprr que x,y E A Y o ,fJ E R, con 0,/1 ~ O 

y o +/1= l. 

• A es balanceado si ox E A siemprr que x E A Y 101 :s l. 

• A es absorbente si para cada x E X exi5te ( > O tal que ox E A si 101 < lo 

Proposición 1.2.3 En cualquier espacio vectorial X se tiene: 

• La illtersección de amjuntos COIIVe:wll ell 1m conj unto convexo. 
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• Si A es COflVexQ, en/ollces cualquier lros/adado de A, es decir cualquier 
colljunto de /0 jOfTfll.l ;c + A, oon x E X , es también CQnvexo 

• J,a intersecciÓT¡ de 1:Q7<)'mtos balanceados es un conjunto /x1lllJ1ceadQ. 

• La intersección de COII)'lIItos absorbentes es 1111 conjunto absorbente. 

• Todo conjlmto que corllit lle a Uf1 absorkflte es absorbe'lte. 

Es muy útil considerar topologfas sobre espacios vcctoriale5 distintas 8. aquellas 
que son generadas por normas. No estamos interesados en cualquier topología 
nos interesan aquellas que se oomporten bien oon respecto a las operociones. La. 
siguiente definición precisa lo que querem06 decir (;on el "bucn comportamiento" 
entre la topología y las operaciones. 

Definición 1.2.4 Sea X 1m espacio vectorial sobre el campo F. (X, T) es IIn 
espacio vectorial topológico si T es una topolog(a en X tal que las OperociOlltS: 

suma 

y producw por un t:sc.alar 

son continua.!. 

X x X - x 
(,",,1/) -"'+1/ 

En este caso 7 es llamada U/la topolog(a vectorial paro X . 

D efinición 1.2.5 Un subconjunto A de un espacio vectorial topológico es acotado 
si, paro cada vecindad U del cero exi3te un número positivo s tal que 

A e tU siempre que t > s 

En este trabajo se tratarán esencialmente E'1!pados vectoriales tOpolÓgiOO6 lo-­
calmente convexos, dichos espacios están fntimamente ligados con el concepto de 
seminorma, que ahora definimos. 

Definición 1.2.6 Una seminomm en un espacio vectorial X sobre F es un fun. 
dón 11·11 : X ---o R que tiwe las siguientes propiedades: 

• (positividad) IIxll ? O para todo x E X ; 

• (homogeneidad) 1IÁt'1I = 1..\llIxll si x E X y..\ E F; 

• (desi9ualdad del triángulo) IIx + yll :S IIxll + lIyll si x,y E X 

Como co' lSecueflcia de la homogeneidad se tielle que 

• 11011 ~ o. 
Cuando IIxll = O implic.a x = O, la función 11·11 es llamada norma. 
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Gomo cof~ecuenda de la homogeneidad y la de.5igualdad del triángulo se tiene: 

• IIlxll-llylll ~ IIx±yll ~ IIxll + lIyll "x,y E X . 

P roposición 1.2.7 Sean X utl espacio vectorial, {1I ·lIa }aE.A Ufla familia de semi­
flOfrMS etl X y (a > O paro cada o E A . El conjutlto 

e$ convexo, balaflceado y ab.,orbente. 

Demostración 
La prueba se sigue de la Proposición 1.2.3 una vez que se prueba que el con­

junto Va ;. = {x E X : IIxllo < ( }. 
es convexo, balanceado y absorbente para cada (o > O y cada ° E A. O 

P roposición 1.2.8 Sean X un e.,pacio vectorial y { IHlo}aE.A. una familia de 
seminonnas etl X . 

(i) Definimos 

Cada miembro de Bo u CQnue:w, balanceado, absorbente y contiene a O. 

(ii) La familia B de todo$ los trasladados de lo., miembro., de Bo , es decir la 
familia 

B = {x + Va" . .. o~:q, .... '" : x E X i ti E N;o¡, ... ,o" E A jt¡ > O, ... ,(n > O} 

e$ mla base de UtiO topologfa vectorial T paro X . Dicha topología e., llamada 
la generada por la familia dI: seminomla.s dada.s . Cada elemento de ata base 
I:S un conjunto convexo. Bo u llamada una base local del O de la topologta 
T . Conviene obseroar que 

x + VaL , ... ,a":." ... ,.,, = {y E X : lIy - xlla , < ( 1,'" .lIy - xII"" < (n} (1.2) 

(iii) Sea x E X. Utla basl: local pam x en la topo/og(a T esló dada por 

x+Bo 

(iv) La colecciólI de todos lo., conjunto$ de la fonna 

x+Va:. = {y E X: lIy - xlla < ( ) , 

COII X E X , o E A y { > O e., una subbasl: de la topología T . 

(u) Cada seminOl7rla U'lIal COII O" E A , e., continlUl en la topología 7. 
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Demostrodó,¡, 
(i) De la proposición anterior se sigue que cada miembro de Bo es convexo, 

balanceado y absorbente. Como 11011 = O para cualquier seminorma se sigue que 
O pertenece a todo miembro de 80. 

(H) Es consecuenda inmediata de t i) y de la Proposición 1.2.3 que cada ele­
mento de B es un conjunto convexo. 

Para el resto de la dem06tradón es útil tener presente la igualdad (1.2) . 
La familia B es una baile de una topología T ya que: 

y dados B, B' E B y 11 E B n B' existe 8" E B tal que 

11 E B" e BnB' 

Lo primero es debido a que O E B para todo B E 80. Lo segundo se cumple 
si tomamos 

siempre que B = x + Va, .. .. "~;<1 ....• h y B' = :J! + V,.; ... ,0:";';" o,':'" donde 

6; = (;-lIy-xll", 

éj = (j-lIy-x'II,,; 

pata 1 :5:i:5.1IY 15; :::m. 
Para probar que la topologfa T es vectorial observamos primero que lUla sub­

base de T está dada por la familia 

ya que 

{x+ Vo:.: xE X,o E A;{ > O} 

" 
:r. + V"', .... ,,~;,, .. ,.<~ = n x + Vo;:t, 

; .. 1 

Así, la continuidad, según 7, de las operaciones vedoriall'5 se sigue de: 

(x + v .. :~) + (Y+ v .. :~) e (x+y) + v" .< 

Br (~) (x + V,,:ó) e kr + v,,;. 

donder= { 6= E: 
2 (lIxll. + 1) Y 2 (1.1 + ,r 

(iii) Sea V un abierto que <.'Ontiene a x. Por ser 8 una base de 7, existe 

B = y + V .. , ....... ft:<I ...... ft en B tal que 

xEBCU 

Asf, Ilx - yll .. ; < {; para 1 S i S /l. Definimos 6; = {; - IIx - yll,,; p;¡.ta 
1 S i S 11 . Tenemos; 

x E x + V", .... ,ctft:ó, •. .. • Óft 
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y 

x + VO ' •... ,on;6, •...• 6n e y + VO, •...• O .. ;., ... ..... e U 

puesto que si: E x + Vo' •... ,<tn;6" .. . ~ .. , entonces lit - xII", < 6i para 1 :5 i :5 11 Y 

por tanto, 

o sea, 
11: - ylln, < 6j + lIy - xllo , "" (j. 

(iv) Por (ii) bllBta probar: 

" 
x + Vo' .... ,n .. :." . . ,'n "" n (x + V ... : • .> 

i :o l 

para u E N, Ol, ... ,ct"n E A Y tlo'" ,En> O. De acuerdo a (1.2) tenemos 

y E x + V .. , .. .. " .. :., .... ,"" oC:> lIy - xII", < ti 

paratodol :5 ¡:5njoC:>YE n (x+V",;. , ). 
i s l 

(v) Sean CI E A, xE X y (> O. Se cumple 

IIb,dl .. -llxll .. 1 < E siempre que 1I:t - yll" < 6j 

es decir, 
IlIyllo -1I:t1l,,1 < € si y E x + V",~;6. 

Por tanto, 11·110 €ti continua en X según la topologfa T. O 
En un espacio vedoria! topológico X la noción de sucesión de Cauchy o red 

de Cauchy tienen sentido. De hecho. si (J,~) es un conjunto dirigido el conjunto 
1 x 1 es un conjunto dirigido de manera. natural, de acuerdo a la. relación definida 
oomo 

(i,j):5 (¡',/) oC:> ¡ ~ j' y j ~ l. 

Definición 1.2.9 U,w red (:t;}¡EI en un espacio vee/orial topoldgico X es de 
Cauchy si la red (:ti - :t1)(i.I)E/,,¡ converye a cero. Decimo$ ql't un espado tlec­
torial topológico X es completo si cualquier red de Caochy en X contlerge erl 
X . 

Definición 1.2.10 Sea X un espacio vectorial topoldgico, decimos que Y es la 
complecidn de X si Y u un espacie vectorial topol6gico completo que contiene un 
subconjunto denso i$omorfo a X , vectorial y topoldgicamente. 

1.2.1 Espacios localmente convexos 

Definici6n 1.2.11 Sea X un espacio vectorial y T una topología generada por 
una familia de semirwrma5 en X , entoncu (X, T ) es llamado un espacio local· 
mente conve:r;o (d. e.). En particular, T tiene una baJe fonnada por conjuntos 
convexos, balanceados y absorblmtu. Si la familia de semirwrmas consta de un 
$610 elemento y adem/Ú i:lJ t e es una n.orma, l:TItorlCClJ se dice que el espacio es 
IIO'T/llldo. 
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Proposición 1.2.12 Sea (X, T) un e./.c. donde T es la topologfa generada por 
la familia de semin<.>nnas {1!·II,..} .. E..4' A e x es arotaJo si y sólo si para cado 
O' E A existe t > O tal que 

IIxllo < t paro todo x E A (i 3) 

Demostración. 
Sea A e x acotado y sea O' E A . Para la vecindad del cero U = {x E X : Ilxll", < l} 

existe s > O tal que 

A C tU = {xE X: Ilxll .. < t} siempre que t > s. 

Es decir, se cumple (1.3) con t = s + L 
Inversamente, supóngase que cada el E A existe t > O tal que se cumple (1.3). 

Sea U una vecindad del cero. Existe una vecindad básica de 0, 

B= {xEX: IIxllo, <lparai= 1, ... ,II} 

tal que B e U. Por hipótesis para o, existe ti > O para el que se tiene: 

IIxll"ó < t.; para todo x E A 

Sea s = max{~: i = l , ... ,,,}. 
" 

Si t > $, entonces 

y por tanto, 

osea, 

ti .. 1 t>-511= , ... ,1' 
'. 

IIxll", < l;t para todo x E A, 

ActB ctU. 

o 
DefiniciÓn 1.2.13 (X, T) d .c. es Iocolmeute acotado, si existe U1IO vecindad 
acotada del CI:'"O. 

Proposición 1.2.14 Sea. (X, T) un espacio looolmente COTWexo donde T es la 
101'OI09(a genemda por la familia de seminormas {IHla}aEA' Si (X')iEI es una red 
cnX, Xi ..... X en X si y solo si Ilx; -xlla ..... O paro toda o E A. 

Demostnuion. 
Para o E A Y {> Osea 

Vr .... < = {y E X: IIx-ylla < {} 

Supongarn06 que la red (x¡)'E I converge a x. Sean o E A y ~ > O, existe io E / 
tal que Xi E V ... , siempre que i >,o lO; es decir, 

IIx; - xII .. < ~ siempre que i >,o jo, 
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lo que significa que 

Ux; - xl! .. --+ O. 

Supongamos ahora que 1Ix. - x!l .. --+ O pata toda O' E A. Sea V:Z ..... un 
subbásico cualquiera de la topologfa T. Por la hipótesis, existe io E I tal que 
11;e; - ;ell", < ~ siempre que i ~ io, 10 cual implica que Xi E V:z .<>.c siempre que 
i ~ io. Por tanto, ;c¡ --+ ;e en X. O 

'IOOrema 1.2.15 Supongamo! que X e Y 50TI espacio! localmente convexo! con 

topologías generadas, por las lamilia& de semincnna..J {!I·II",} .. EA JI {II'U,,} "EB' ~­
spectioomente. Sro T : X --+ Y una trarlSlonnación lineal, entcnce! T u continua 
si JI sólo si para cada fJ E B exi&ten 01, ... ,an E A JI M" > O talu que 

Demostración. 
Primero probamos que T es continua si se cumple la condición dada en el teo­

rema. Sean x E X , (x.);o una red en X que converge a x y /J E B. Por la Proposi­
ción 1.2. 14 tenemos que 1I;e; - xii .. --+ O para toda a, entonces IITx¡ - TzlI" --+ O, 
ya existen al, ... ,o" E A y M" > O tales que 

(1.4) 

y IIz; - xII", --+ O para 1 ;S i :$ n. Nuevamente por 1.2.14 tenemos que Tx; --+ Tx. 
y por tanto, T es continua en x. 

Inversamente, supongamos que T es continua y sea f3 E B. Existe una vecindad 
V<>'" ...• ,,~;6'" . .. 6 .. del O en X tal que 

IIT(y)ll" < 1 si JI E V", . ''<>~;~1 ••..• 6 .. 

Sea 6 = min {61 •... ,6n} entonces liT (yHIt! < 1 siempre que lIyl!Q. < fJ para toda 
i = 1, ... , n. 

Dado ;e E X tenemos dos casos: 
1I;e1l .. ¡ = O para toda i, lo que implica IIrxll ... = O para todo T > O y así lo cual 

implica que r IIT(x)lln = I!T(rx)lIn < I para todo r > O. Por tanto, IIT(x)lln = O 
y la condición (l A) se satisface para cualquier elecciÓn de Mn. 

El segundo caso es cuando Ilxll", > O para alguna i E {l , ... , nl. Enton<:eS 
definimos 

'x y = JI ¡ 
E Ilxll., 

; = 1 

entonces IIYII",., ;S ~ < ó para todo i = 1, ... ,no De donde, IIT(yHI" < 1. Así 

y se cumple (1.4). 

2 " 
IIT(x)lI, <, .~. lIxll •. 

o 
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Corolario 1.2.16 Sean T¡, 72 dQS wpologi(U en un espo.cio vectorial X gelll':", 

odas por las Jamilj(l.l5 de seminormas {II·II",} oEA Y { IHlp } PEB ' respectioomen!e. 

E"to,u;e~ 72 e 'Tí si y sólQ si para cada {J E B existe'¡ o), ... ,0" E A y Mp > O 
tal que 

IIxllp:$ Mp _E, IIxll .. , para todo x E X. .. 
Demostroció". 
12 e 1j si y sólo si i :(X,T¡)::,(X,'12)escontinua., lo cual pasa, si y sólo si 

• • 
para cada (:J E B existen 01 •.. ,0" E A y MfJ >0 tales que 

o 

Corolario 1.2 .17 Sea X es 1m d.c. cuya topo/agiQ es!4 definida por la familia 
de semirWfma.s {1I·lIa}a€.A" Entonces una funcional lineal f es continua si y sólo 

" si eriste M>O y 01, .. . 0" E A tal que I! (x)! :$ M ;~I IIxlla; para todo x E X. 

Proposición 1.2.18 Sea (X , T) es UII e.l.e. cuya wpolog(a estd generada por la 
familia de seminormas OHI .. },,€..4. EII/ollas: 

(J) X e3 de HausdorjJ si y sólo si para cada:r; =F O existe o E A tal que IIxll .. .¡. O 

(2) Si X es de Hausdorff y A es numerable, entonces X es metnzo,ble. 

(3) Si X es me/rizablc, Cllro rlces existe ulla subrolecci6n numerable {II·II",.}:¡ 
de fll·II"'}"'E.A que gerlera a la topologfa T. 

(.1) (X , T)es nonnable si JI sólo si es de HausdorJJ JI loca/merite acotado. 

Demos/ración. 
(I) Supongamos que X es de Hausdorff. La condición existe;: '# O tal que 

11;:11" = O para todo Q E A implica que z está en cualquier elemento 

V"', .... ,<tft ;. , ••.. • < .. = {z E X: IIzll". < {l.···, 11:¡:II"'ft < { .. } 

de la base local del O. lo cual contradice que X sea de Hausdorff. Por tanto, 
IIzlI" '# O para algún o E A. 

Inversamente, sean :¡: '# y dos elementos en X. Por hipótesis, existe o E A 
tal que IIz - yll" '# O. Entonces las vcdodades básicas z + V .. :. Y Y + V,,:, <:00 

( = RZ-'lIlH" son ajenas. 

(2) Sea X uo espacio de Hausdorff y F = fll·II .. }neN una familia deseminonnas 
que generan la topología T;¡:. 

Como 
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00 min{ l llx¡-Xlll} 
para todo x,y E X so' sigue que L: ' 2n n converge y es menor o oo. 
igual que 1 para tocIo .c,y E X. 

La función d ; X x X __ R definida como 

d (x ,y) = f: min {l, ~ - ylln} .-. 
es una métrica 
(i ) Es claro que d (.c,y) ~ O para todo x,y E X Y d(x,x) "" O para todo x E X. 

oc min {I Ilx-yll } 
Supongamosqueti(x'Y)=n~1 '2" n =0. Entonces 

min{l,lIx-yll .. } =0 ,.. 
para todo" E N. O sea, IIx - yll .. = O para todo Il E N y como X es de Hausdorff 
entonces por la proposición anterior tenemos x = y. 

(ii) d(x,y ) = d(y,x), ya que IIx - yll .. = lIy - xII .. para todo" E N 
(¡ji) d(x,y):S d(x,z) +d(z,y). Para demostrar ésto, basta probar que para 

todo u E N se tiene: min {l , Ilx - yll .. } .:S min {l , IIx - zlln} + min {I, IIz - yll .. } 
Si alguno de los mínimos de la derecha es igual a uno hemos terminado. 

Supongamos que los mínimos de la derecha no son uno entonces por la desigualdad 
del triángulo para seminormas tenemos el resultado deseado. 

Finalmente, para probar que la topología dada por la familia de seminormas 
coincide con la de esta métrica usamos las Proposición y 1.2.14. 

Sea (X¡)¡EI es una red en X. 

Supongamos que X ¡ .! x y sean m E N y O < ( < 2"'. Entonces existe io E 1 
tal que d(x¡,x) < F siempre que i >.:= io. Por consiguiente, 

min {l, IIx; - xii,,') < ~ 
2'" - 2'" 

siempre que i >.:= io de donde IIx¡ - xII", < { si i >.:= io. Por tanto, IIx; - xII ... -- O y 
esto para toda m E N. De Proposición 1.2.16 se sigue que la topología dada por 
la distancia es más fina que la dada por la familia de seminormas. 

Inversamente, supongam06 que IIx¡ - xII .. -- O para todo 71 E N y sea ( > O. 
Existe m E N tal que 

~ min{ I,llx¡-xll .. ) ~ 1 { 
L.., 2" < L.., 2" < 2" 

.... .. ,+1 .. .. ... +1 

para todo i E l . 
Como IIX¡ - xII .. --+ O para todo '1 E N sabemos que para cada u ~ 1 existe 

i" E 1 tal que 
2"- 1{ 

IIx¡-xll .. <-­
m 

siempre que i >,:=. i ... Sea i" > ik para 1 .:S k :S m, A partir de 
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concluimos d(x;,x) < ~ + ~ = (siempre que i )r io y as! Xi"!' x. Por tanto 
la topología dada por la distancia es más gruesa que la dada por la familia de 
seminormas. 

(3) Si X es un espacio metrizablc , entonces existe d una métrica en X que 
general!. T. Ahora laoolocdónde B l (O) = {xeX :d(x,O) < *}, con" E N', 
es una base local del cero; pero com; J genera a T entonces para cada l' E N 

existen an,I •... 0 ... " .... E A y (",l •... ,( .. ,m .. > O tales que 

Afirmamos que la topología generada por {II·II" ........ : 11 E N} es T: 

Llamemos T' a [a topología generada por {II-II.. .. , ..... : " E N} . 

Como {II·II" ........ : " EN} e {1I·llo}Q€.A. entonces T' es más gruesa que T , por 
tanto, sólo resta demostrar que T e T', Sea U un T-abierto y x E U. Como 
T está generada por d existe ti E N tal que x + B ~ (O) e u, entonces existen 

0: .. ,1 •... Qn ...... E A y E .. ,I •... , En,"''' > O tales que 

x + Va ... " .. a .. , ..... : ... . ,. " ,<n.m .. e x + B! (O) e u. 

Asr, U es un T' -abierto. 
(4) La. topologra inducida por una nonna sobre un espacio vectorial es una 

topologfa localmente convexa de Hausdorff, para la. cual la. bola unitaria es una 
vecindad del cero acotada. 

Inversamente, supongamos que X es un espacio vectorial topológico local­
mente convexo, Hausdorff y localmente acotado, cuya topología T está generada 
por la familia de seminonnas {1I·lIa}a€A" Existe una vecindad V del cero acotada, 
por tanto existe B, vecindad básica del O, tal que 

B = {xEX : Ilxlla, « parai= l , ... ,n} e V 

por la Proposición 1.2.8 inciso (i) tenemos: B es convexo, balanceado, absorbente 
y como está contenido en V, B es también acotado. 

S .. 

IIxll inf{t>O:X E tB} 

= inf{t > 0 : IIxll,,; < If; para i = 1, ... , 1l}, 

entonces 11·11 es una seminorma en X. Veremos que en realidad es una norma. 
Sea x E X distinto del cero, el hecho de que X es de Ha.usdorff implica. que 

X,", {x} es una vecindad del cero. 
Existe s > O tal que 

tB e X,", {x} siempre que O < t < s, 

ya que B es acotado. Sea O < lo < s, entonces 
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Asl, to es una. cota inferior para 

{t > O: 11:1:11 .. ; < ti para i "" 1, . . . ,'I} . 

Por tanto O < to < 11:1:11, es decir 11·11 es una nonna. 
Observamos que 

{:l:EX: IIxll < l} e Be {XEX: 11 :1: 11::; l} 
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Sea:l: E B, por la continuidad de la multiplicación tenemos que existe 6 > O 
Y una vecindad U de O tales que 

En particular-, existe r E B, (1) tal que r > 1 Y r:l: E B, lo cual implica que 

por consiguiente, 
B"" {:l:EX; 11:1:11 < 1) 

AsI, la familia 

es una base local del cero para la topología generada por la norma 11·(1. 
Sin embargo, como B es una T-vecindad del cero acotada se tiene que para 

cualquier T-vecindad del cero U existe 8 > O tal que 

y por consiguiente, 

para algún n. Y enlonces 

B e tU siempre que t > 8 

1 
-BeU 

" 

es también una base local del cero para la topología T y esta topologfa coincide 
entonces con la generada por la norma 11 ·11. O 

1.2.2 Topología límite inductivo 

Supóngase que {Xi: : k E K} es una familia de espacios localmente convexos, todos 
subespaci06 vectoriales de un espacio vectorial X . &; natural preguntarse si sus 
topologías pueden ser unidas de alguna forma par-a inducir una topología convexa 
en X. Más especificamente, ¿podemos dar a X una topologfa convexa de tal 
manera que una transfonnación lineal definida en X sea continua si y sólo si 
ffi continua sobre cada Xi:? Probamos la existencia de tal topologfa y algunas 
propiedades; pero en lugar- de pedir que Xi: sea subcspacio de X es suficiente con 
dar transformaciones lineales 9i: : Xi: -o X a través de las Cllalffi la topologfa en 
Xi: puede ser transferida a 91< (Xi: ) e X. 
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Teorema 1.2.19 Sean X un espacio vectm;al sobre F 11 paro cada k E K. sean 
(X.I :, '1k) un espacio localmente convexo 11 g~ : Xk -+ X tilia Imr¡,s!Q"fWción ¡itleal. 
Consideremos la topología T en X defmida por la familia de semÍllQfTnas 

{ 

p: X --+R I paro cadake K. existen M >0 yOI ,O:Z, ... O:n E Al< } 

" . tales que P(9k (z»:5 M E 11:11 ..... paro todo z E XI;, m_' 

d(mde (1IzllikJ) es una familia de seminormM que defi7le la topología 7í.: paro 
.. EA .. 

cada k E 1(. Entonces T eJ la topología locmmfmte convexa, más grur¡de tll X , 
que hace continua a cada función 9k 11 es llamada la topología limite inductivo en 
X. 

DerMstrnción. 
La familia de seminormas arriba mencionada es no vada, ya que contiene a la 

scminorma cero. Como T está generada por Wla familia de seminorma.s, entonces 
es un a. topología localmente convexa. Gracias al Teorema 1.2.15 la función 9k es 
Tt-T continua para cada k E K.. 

Resta demostrar que es la más graJIde con esa propiedad, pero esto es cierto 
ya que 5i T' es una topología localmente convexa generada por wla familia de 

5eminormM{ lHIt' : (J E B} y tal que 9" es continua para cada k E IC , entonces 

por el Corolario 1.2.16 esta familia está contenida en la familia que genera a T 
teniéndose Mí T' e T. O 

P roposición 1.2.20 Sw (X, T) el /(mite inductivo de lo! espacio localmente con­
veros (X", 1i,Jl;e.c u{a las translonnaciones 91; ; XI; ..... X . Si 1 ; X ..... Y e! 

uua tra'l.!Jlormación li/leal de X a Uf¡ e!pacio localmente convexo Y , entonces 1 
e! C(mtif¡ua si JI s610 si 1091; es continua para cada k E 1;,. 

Demostración. 
La necesidad se obtiene graóa:> a que la composición de funóones continuas 

e5 una función continua. 
La topología de Y e5tá generada por Wla familia de seminormas, digam06 

{IHIt': (J E A }. Dadas k E 1;, y (J E A existen M > O Y í.t¡,í.t:z, ... í.t" E A" tale5 
q", 

" 111 (g" (z»lIp :5 M L IIzll~ ... para todo z E X" 
n, ,,, l 

Por consiguiente, la seminonna Pt' = 11 /(· )11.0 : X ..... R pertenece a la fa­
milia de senllnonnas que generan la topología límite iDductivo, para cada k E ¡ , 
teniéndose así que 1 e5 continua.. O 
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Topologías en Be [X El 

Como vimos en el capítulo anterior dada una familia de seminonnas en un espacio 
vectorial, ésta genera una topología localmente convexa. En este capitulo X es 
un espacio localmente compacto y de Hausdorff y E es un espacio real localmente 
convexo, de Hausdorff y completo, distinto del espacio nulo y cuya topología está 
generada por una familia de seminormas{H".}O'EA . C[X: El es el conjunto de 
todas las funciones continu8B de X en E. Observe que este conjunto es un espacio 
vectorial sobre los reales. Be IX ; El es el subespacio de e IX : El formado por 
las funciones continuas y acotadas de X en E. 

Cuando E = R con la topología usual, escribimos simplemente e [XI y Be [XI 
en lugar de Be ¡X : RJ y BC [X: R), respectivamente. 

En este caprtulo estudiaremos tres topologías en BC[X : Ej , con especial én­

fasis cuando E = R. EIItas topologías son: la uniforme, la compacto abierta y, la 
que más DOS atañe: la topología estricta. 

2.1 Topología uniforme 

A través de la familia de seminonnas {I·I .. } .. €.A. que define la topología de E se 
definen seminonnas en Be [X : El de la siguiente manera: 

11/11. = ,up {II {xII. ' xE Xl 

para / E BC [X: El y a E A. 
Verificamos que 11/11" es en efecto una seminonna en BC [X : El. 

(1) Claramente 11/11.. ~ O 

(2) SeaaER 

lIa/lI .. :: sup {Ia/(:.{:)I .. ::.{: E X} :: lalsup (1/ (:.{:)I .. : :.{: E X}. 

Teniéndose así: lIa/lI .. :: lalll/II .. 

(3) Para cada:.{: E X se satisface: 

1(/ + g) {xII. S lf{x)l. + Ig{xll. S 11/11. + IIgll. 

Por tanto, 11/ + gil .. s: 11/11 .. + IIglI .... 
,o 
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Además, IIfll" # O para alguna Q E A si f # O, puesto que si f (x) # O para 
alguna x E X, entonces, debido a que E es de Hausdorff, If (x)l" # O para alguna 
Q E A. 

Definición 2.1.1 A la topología HausdoriJ generoda por' la familia de seminor'­

mas {II ·II"}"EÁ donde 

IIfll" = sup{lf(x)I,,: x E X} 

paro cada f E BC [X : El y Q E A, la llamarnos la topología unifor7ne en 
BC [X : El y la denotamos por' a. Cuando E = IR con la topología usual, en­
tonces la topología uniforme es normada mediante la siguiente norma 

IIfll = sup {If (x)1 : x E X} 

donde 1·1 es el valor absoluto en IR. 

De acuerdo a lo visto en el capítulo anterior (BC [X : El, a) es un espacio 
localmente convexo, de Hausdorff y su topología tiene una subbase formada por 
los conjuntos convexos: 

Uf.",. = {g E BC[X : El : IIf - gil" < E} 

donde f E BC [X : El ,Q E A Y E > O. 

El nombre de uniforme proviene de la converyencia uniforme definida en cursos 
básicos de análisis, ya que una red U¡) e BC [X : El converge a f en la topología 
a si y sólo si fi converge uniformemente a f. Esta afirmación se sigue de la 
definición de a . 

Las siguientes definiciones generalizan las dadas en el capítulo anterior para 
las funciones reales. 

Definición 2.1.2 Se dice que una función f : X -+ E se anula al infinito si paro 
cada vecindad V del cero en E existe un subconjunto compacto K e X tal que 
f (x) E V siempr'C que x E X'-."K, esto equivale a que paro cada Q E A y é > O 
existe K e X compacto tal que 

If (x)l" < é si x rt K 

Co [X : El es el subespacio de BC [X : El formado por todas las funciones que 
se anulan al infinito. Coo [X : El es el subespacio de Co [X : El que consta de todas 
aquellas funciones f E C [X : El que son cero en E, fuero de algún subconjunto 
compacto de X . Paro f E C [X: El definimos el soporte de f como 

supp(f) = {x: f(x) # O} . 

Proposición 2.1.3 

Coo [X : El = {f E C [X : El : supp (f) es compacto} 

Definimos M" .• U) = {x E X: If(x)l" 2 E}. 

Co [X : El = {f E C [X : El : M",. U) es compacto paro cada E > O Y Q E A, 
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Demt)stmCIÓ". 

Sea / E COO IX : El entonces existe K compacto tal que / = O en X'-..K. Esto 
implica que 

{xEX:/(x)#O}CK 

y como K es compacto se liene que supp (J) es un conjunto compacto. 
Inversamente sea / E C IX : El con soporte compacto, digamos K, entonces 

/(x)=Osi xfj.K , 
Para probar la segunda igualdad tomamos / E CO IX : El , t > O, Q E A. El 

conjunto {y E E : Iyl" < f} es un abierto de E que contiene al cero. Como / 
pertenece a CO IX : E] existe K e X compacto tal que 

1/ (x)l" < ( siempre que x fj. K , 

lo cual implica (Iue 
{x E X : ¡¡ (x)l" ;?: f} e K . 

Por la Propoo;ición 1.2.8 1,1" es continua y entonces 1/(,)1" también loes, por 
lo que el conjunto Mll .• (J) = {x E X : 1/ (xli" ?: f) es cerrado teniéndose asf que 
es compacto. 

Finalmente, sea / E C [X : El tal que para cada ( > O y Q E A el conjunto 

Mo,,(f) = {x E X , 1/ {x)lo ~ .j 

es compacto. 
Sea U un abierto en E que contiene al cero, entonces por la Proposición 1.2.8 

existen a}, ... ,an E A y ti> O, .. ',(n > O tales que 

donde 

v"', ..... o~;< .. , ... ... ~~ = {y E E : Iylo, < (1,"', lyL~ (x) < ( .. } . 

Hagamos K = Mo , •• , (J)n···nMoft"ft (J). 
/(x) E U siempre que x fj. K . 

Entonces, K es compacto y 
O 

Prop06ición 2.1.4 (BC IX : El ,(7) es completo. 

Demostración. 
Sea (f¡) iEI una red de Cauchy en BC[X : El. Sean Q E A y t > O existe 

lo E J tal que 

Ilf¡ - /; 11<> < ~ si i,j)r io 

Entonces, 

1/;(x) - /;(x)lo < ~ si i,j)rlo y todoxE X, (2.1) 

por lo cual (Ji (x) )iEI es una red de Cauchy en E para cada x E X Y como E es 
completo y de Hausdorff, para cada x existe un único (Ir E E tal que 

f¡ (x) ..... (Ir' 
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Definimos 1: X -+ E, vía la regla x 1-> ax • Demostremos que la ~ f. 
Sabemos que se cumple (2.1): 

~ 

I/i (x) - fi (x)lo < 2 si i,j );o io Y todo x E X. 

Por la continuidad de las seminormas tenemos: 

hn li (x) -Ji (X)la =Ii¡n I/i (x) - Ij (x)lo para todo j E 1 Y x E X. 

De donde 

1I (x) - fi (x)lo < ~ si j );o io Y para todo x E X. 

Por tanto, 111 - filia < ~ si j );o io · Hemos probado, la ~ f. 
Como I es el límite uniforme de funciones continuas y acotadas entonces I 

es continua y acotada. Con esto queda demostrada la completitud del espacio 
(BC[X : E], 11). O 

Proposición 2.1.5 Coo[X : El" = Co [X: El 

Demostruci6n. 
Sea (J;)iEI una red en Coo [X : El que converge a lEC [X : El . Sean Q E A 

y ~ > O, existe io E 1 tal que 

111; - 1110 < ~ si i );o io· 

En particular, 1I (x)lo < ~ para todo x f/- supp (JiO) , es decir: 

{x E X: 1I (x)lo 2~} e SUPP(Jio)· 

supp (Jio) es compacto ya que lio E Coo [X : El· Como I y las seminormas 1·10 
son funciones continuas entonces {x E X : 1I (x)lo 2 ~} es un conjunto cerrado lo 
cual, por la contención anterior, implica que es compacto. De la Proposición 2.1.3 
se sigue que I E Co [X : El . Así Coo[X : El" e Co [X : El . 

Inversamente, sea I E Co [X : El entonces por la misma Proposición 2.1.3 
tenemos: 

Kn,a = {x E X : 1I (x)lo 2 ~} 
es compacto para n E N y Q E A. 

Sea Kn = n Kn,o entonces por el Lema de Urysohn para espacios localmente 
oEÁ 

compactos (Teorema 1.1.10) existe 9n E Coo [Xl tal que 

O S 9n S 1 Y 9" (Kn) = {l}. 

Definimos 1" = 9n . 1, entonces In E Coo [X : El para todo 11 E N, ya que 
9n E Coo[Xl· 

Sea Q E A 

II/n - 1110 = sup {I/,. (x) - I (x)lo : X f/- K,,} , 
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ya que 

1/. (x) - I (xII. = 1( ... (x) - 1) I (x)l. 

y g .. (x ) = 1 siempre que x E K ... Además, 

1 
I(g. (x) - 1) I (x)l. = I(g. (x) - 1)II/(x)l. 5 1I (xII. < -

" 
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para todo x f/. K" teniénd06C asl que IIfn - filo 
CoIX, El e Coo¡X, Ej". 

< 1 - .-Por tanto, fn .!. f y 

O 

Corolario 2.1.6 El subespado Co IX : Ej es o·cermdo ell BC IX : EJ. 

Proposición 2.1.7 (BC[X : EI,o) e$ metrizable $i y $ólo si (E,r) /o es. 

DemostrociÓn. 
Si la topologra o es metrizable entoDces por la Propooici6n 1.2.18 existe una 

subfamilia numerable (JHloJ::, de (IHla)aEA que genera a u. 
Por el Corolario 1.2.16 se tiene que para cada a E A existen M > O y n E N 

tales que 
• 11 / 11.5 M E 11/11. ""& todo I E BC¡X , El-

:i ~ l ' 

En particular si a E E Y f es la f'wlción constante f (x) = a para todo x E X , 
tenemos 

" lala:S M E lala. para todo a E E , }=, ' 
lo que implica según el mismo corolario que la topología 1" es más débil que la 

generada en E por (I'laJ:l y como ésta es claramente mas débil que 1", se sigue 
que las dos coinciden y 1" es entonces metrizable. 

Inversamente, supongamos que E es metrb:able, entonces Proposición 1.2.18 
existe una subfamilia numerable (1,1". ):, de (1 ·la)".EA que genera a 1" . Afirmarnos 

que {11·lIa,.} generan a o: 
Sea a E A entonces existen M > O Y " E N tal que 

Entonces 

lalo ::; M 1: lal ... para todo a E E. 
;..." 

IIfllo = sup {I! {x)la : x E X} :S M i~l sup {If (x)la. : x E X} 

para todo f E BC IX : Ej. Por tanto, 

11/11.5 M E 1I!l1~ ""atodo I E BC ¡X, El _ 
i _ l 

Asi, o es más débil que la topología generada por (H .)"'" que a su vez es 
n, " " 1 

má8 débil que o; por tanto, las dos topologfas coinciden y o es metri~able. O 
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2.2 Topolog(a compacto abierta 

La familia de scminormas {I· I"}"E.A en E y la coloc.ción ji de tod06 106 compactos 
de X inducen una fam il ia de seminonnas en e [X : E[ de la ~iguiente manera: sea 
Q E A y K E .Ii un compacto, definim06: 

para todo 1 E C[X: EJ. 
Comprobam06 que II-II ... K es en efecto es una seminorma en C [X: EJ. 

(1) Claramente IIll1 .. ,K ?: ° para todo 1 E C[X: EJ. 

(2) SeaA ER 

11"/11.,. = ,up tlV (xII. ' x E K) = 1"1 ' up {1/(x)l. ' x E K} 

Teniéndose as!: IIVII ... K = IAlllll1 .. ,K 

(3) Sean 1,9 E C [X: EJ y x E X. 

IU + g) (x)l. ~ 1/ (x)l. + Ig (x)l. ~ 11/11.,. + IIglI.,. 

Por tanto, 

11 / + gil.,. ~ 11111.,. + IlglI.,« 

Además para 1 '" O, existe o E A y K E .Ii tal que 

11/11.,. # O 

ya que si 1 (x) '" O, entonces 
1/ (xII. 

para algún o y por o cual 

II/II.,¡., # O 

Definición 2.2.1 A la topología generada por la familia de seminormas 

{II-II .. ,K } ... K E{.A.,JI ) 

la llamamos la topología compacw abierta en C[X : El y la denotamos por,... 

o 

Por lo visto en el capftulo allterior (C[X: Ej , ,..) es un espacio localmente 
COIlVCXO, cuya topología tiene por subbase a la familia de convexos {VI ... "K .• } 
donde l E C [X: EJ , o E A, K e X es compacto, f > 0 y 

VI .... K .• = {9 E C [X: EJ: II! -gll",K < {}. 

Además, es de Hausdorff por serlo E. 
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La idea de dar una topología al conjunto de la:; funciones continua:; entre d05 
espaci06 topológicos X y Y arbitrari06 proviene de la topología general y es ahí 
donde por vez primera se define la topología compacto abierta del modo siguiente: 
~. 

(A,B) = {f E C(X, YI' I (A ) e B) 

para cada par de conjunt05 A e X y B e Y. La topo!ogfa compacto abierta es la 
generada por la familia de conjunt05 (A, V) donde A e X es compacto y V e Y 
es abierto. Esta definición general se reduce a la recién dada en el caso que nos 
ocupa. 

Proposición 2.2.2 (e IX : El, /t) es completo 

DerllQstrncidn. 

Sea (/;) iEI una red de Cauchy en (C[X : Ej,"). Sean x E X, () E A Y E > Q. 

Existe 'o E 1 tal que 

1If; - /;lllt,{%} < E si i,j ~ io. 

De donde (fi (x»'E J es una red de Cauchy en E para cada x E X. Por la 
completez de E se tiene que para cada x existe (1" E E tal que li (x) --+ ~. 

Definam05 I : X --+ E vfala regla x ...... 4,:. 

Sean () E A, K e X compacto y E > Q. Existe 'o E 1 tal que 

II/i - /;II",K < ~ si i,j ?< 'o. 

De donde, 

1/; (xl - /j (xli < ~ si i,j ~ 'o y para todo x E K. 

En esta expresión fijam05 j ~ io y tomamos el lfmite sobre i, con lo que 
concluimos 

I/(x)- /j (x)1 « sij?< 10 Y para todoxE K i 

o sea, 

111 - lil[lt ,K < ( si j ~ io· 

Lo que significa que li -- I en la topología /t, una vez que probem06 que I 
es una función continua. Para esto último tomam06 Xo E X , () E A, ( > O Y una 
vecindad compacta N de Xo. Por lo anterior existe 10 E 1 tal que 

111 - /;lIlt•N < (. si j ~ Íij, 

es decir (fi)iEI converge unifonnemente a I en N y por consiguiente 1 : N ..... E 
es continua en XCI. pero como N es vecindad en X de Xo , se tiene que I : X --+ E 
es continua en :too O 

P roposición 2.2.3 COO IX : El es densQ en (C IX : El ,1.:) 
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DenwstrocióTI. 
Sea U una vecindad de / E U. Por la Proposición 1.2.8 existen 11 E N, 

a¡, ... a n E A , K 1 , ..• , Kn e x compactos y ( 1, .. . , ln > O, tales que el básico 
• 

V = n U"o"K; .• , satisface / E V e U. 
;= 1 

• Sea K =U K¡ entonces por el lema de Urysohn (Teorema 1.1.10) existe 
; ", 1 

gE Coo[X] tal que O S 9 S I Y g(K) = {t} . 
Sea " = 9 . f. Entonces " E Coo [X : El y además 

11 / - hllo"K. ~ 11 / - g/II .. "K. ~ O. 

Por tanto, h E V e U y / E Coo [X: EJ". o 

Note que la topología "', a diferencia de la topologfa u, está definida en 
C[X : El en lugar de en BC [X : EJ. Cuando nos refiramos a la topología K 

en BC [X : El ésta será la topologfa inducida y también la denotaremos por ... . 

Corolario 2.2.4 Coo [X : El es denso en (BC [X : El, "') ' 

Al igual que con la topología uniforme u nos gustarla saber si el espacio 
(BC [X : El ,K) es completo. Esto no es cierto en general, pero podem06 pregun­
tarn06 por su compleción dando asl lugar al siguiente resultado que es un corolario 
de la proposición anterior. 

Corolario 2.2.5 Lo. compleción de (BC[X: El, ... ) es el espacio (C[X : El,"')' 

Demostroció,,,,,,,' :'Ti"'''' 
C[X. E[ ~ Coo[X, E[' e BC[X , E[' e C[X. E[. o 

Proposición 2.2.6 Si X rlO es compacto, entonces (BC[X ; El,"') tlO es normable. 

Demostroció". 
Por (4) de la Proposición 1.2.18 basta probar que BC [X : El no es localmente 

acotado. Supongamos lo contrario, es decir <¡tle existe Ima vecindad del cero 
acotada y por consiguiente un básico del O acotado. Es decir, supongam06 que 
existen 11 E N, 0 1 , ••. o" E A , Kit ... , K" e X compactos y (1, ... , (n > O tales 

• 
que el básico Vo = n UO.o;,K" " es acotado. 

; .. 1 

• Sea Ko = U K". Como X no es compacto existe un punto :Co en el abierto ... , 
X'-..Ko . Por el Lema de Urysohn (Teorema 1.1.10) existe e; E COO [XI y un 
compacto K e X",Ko tales que O S c;(:c) S 1, c;(:co) = 1 Y t/>(X'-..K) '" {O}. 
Entoncesq,( K,, ) = {O} parai = 1, ... 1I ya que K; e Ko e X '-..K parai= l , ... tl. 

Sea a E E distinto del vector cero, entonce5 existe a E A tal que lalo '" O. 

Sean b = la~o y ( > O; por nuestra suposición existe s > O tal que si t > s, 

entonces Vo e tVo.o.¡.to } .• , es decir, dada / E BC[X: EJ y t > s, se tiene que si 
1I /lIoft.K. < (" para cada 11 = 1, ... k, entonces ¡1/lIo.lzo) < tl. 
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Sean t > s y f(x) = 4> (x)(t( + l )b. Ob6ervemosque f E BC [X: El ya que 
4> E Coo [X1, además IIfll.. ... K~ = O, debido a que 4>(Kn ) = O. 

lo cual contradice lo dicho en el párrafo anterior. Por tanto, no existe vecindad 
del cero en la topología K que ¡;ea acotada, teniéndose así que (BC [X : El ,K) no 
es normable. O 

Corolario 2.2.7 (BC [X : El ,11:) no es nonnable si y s610 si X es CQmpacto. 

Proposición 2.2.8 (BC[X: El ,K) es me/rizable s610 si X es (J-CQmpado. 

Demostrnci6n. 
Supongamos que (BC[X: El ,K.) metrizable. Por el inciso (3) de la Proposi­

ción 1.2.18 existe una subfamilia numerable {1I·lIo'.K'}; de la familia de seminor-

mas {1I·lIo,K} que genera a la topología K. . Afirmamos que X =.Ü K i , y para oo. 
00 

probarlo supongamos lo contrario, por lo cual existe y E X""'., U Ki. Sea Q; E A, 
;= 1 

por el Corolario 1.2.16, existen 11 E N, Mo > O y K¡, ... Kn e X compactos tales 
qu' 

II/II.,{.) ~ M. ;~. IIIII •• ,K. pu. todo / E Be IX , El (2,2) 

Por el Lema de Urysohn (Teorema 1.1.10) existe 4> E Coo [X1 tal que 4> (y) = 1 
n 

y 4> es identicamente cero fuera de algún subconjunto compacto de X""-.. U Ki, 
; = 1 

en particular 4>(K;) = {O} para i = 1, . .. n. Sea a", O en E, entonces existe 
Q; E A tal que lalo '" O. Definimos f(x) = 4> (x) . y, entonces f E BC [X : El, 
IIfllo;.K; = O para todo 1 :s: i :s: 11 y Iflo,{¡¡} > O; lo cual contradice (2.2). O 

Proposición 2.2.9 (BC [X : El ,K) es metrizable s610 si (E, T) es metrizable. 

Demostmci6n. 
Supongamos que (BC IX : El ,1>:) metrizable. Por (3) de la Prop06ición 1.2.18 

existe una subfarnilia numerable {11·llo;,K,} i de la familia de seminormas {1I·llo.K} 
que genera a la topología K.. Sean Q; E A y :.t: EX; existen " E N y M > O tales 

que nfU .. {.) :s: M E IIfU .. . K para todo f E BC[X :El. En particular, si . o j .. ¡ J. J 

a E E y f (x) = a para todo x E X, entonces lalo :s: M E lal" . para todo a E E . 
J=I ' 

Así, la topología T es más débil que la topología generada por (1,1 )"'" que a 
"', . : 1 

su vez es más débil que Ti por tanto, dichas topologías coinciden y por (2) de la 
misma Proposición 1.2.18, E es metrizable. O 
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2.3 Topología estricta 

De manera similar a los casos anteriores definimos una familia de seminonnas en 
Be [X : EJ que definen a su ve'l Ulla topología Hausdorff localmente convexa en 
ese espacio. 

S .. 
11/11 •.• ~ '"pll.(x) 1 (xli. " E X) 

donde f E BC(X: EJ, () E A y cPE Co[XJ. 

Definición 2.3.1 A la topología eFl BC [X : El geFlemoo por la familia de semi­

~""'" {IHI .. ~ } la llamamos la topología estricta en BC[X: EJ y 
• ( .. ,~)€.A"cG{XI 

la de,wtamos por {3. 

Por 10 visto en el capítulo anterior (C IX : E] ,{3) es un espacio localmente 
com'Cxo, cuya topología tiene por 8ubbase a la familia de convexos {VI ...... ') 
donde 1 E C[X: EJ, () E A, ¡PE Co[XJ. (>Oy 

VI .... 9,. = {g EC[X: EJ: [J1 -9[J ... ~ « }. 
Además, es de Hausdorff por serlo E. 
Esta topología fue definida y estudiada por primera vez por Buck [4J en el 

año de 1958, él demuestra y menciona alguna de las proposiciones y teoremas 
que a continuación se desarrollan. A partir de ese año much06 matemáticos se 
interesan en el estudio de la topología estricta de Bucle: entre ellos J.R. Dorroh 
[lOJ. F.O. Sentilles y O.C. Taylor [23J los cuales dan nuevas dem06traciones de las 
proposiciones y establecen nuevas propiedades. 

Cuando tenemos definidas topologías sobre el mismo espacio, siempre surge 
la pregunta natural si existe alguna conexión entre elJas, es decir si se da alguna 
contención, si son iguales o que condiciones se necesitan para que se dé alguna de 
estas propiedades; las siguientes proposiciones responden este tipo de preguntas. 

Proposición 2.3.2 "e fj e 17. 

Demostroción. 
Usaremos el Corolario 1.2.16 

(i) "e fJ: Sean () E A y K e x compacto. Por el Lema de Urysohn para 
espacios LCH (Teorema 1.1.10) existe cP E Coo[XJ tal que O :$ cP:$ I Y 
4>( K ) = {I}. Entonces 

II/II •. K ~ 111110 .• ".,"odo 1 E BC(X, El· 

(ii) fJ e 17 Sean () E A y 4> E Co [XJ, entonces existe M .. > O tal que 
14>(x)l .. :$ M .. para todo x E X, ya que CO [XI e BC [X]. Entonces 

11111 ... 01> :$ M .. llfll .. para toda 1 E Be [X : EJ· 

o 
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Proposición 2.3.3 K. = {J = n si y sólo $1' X es OJmpacto. 

DenwstraciÓtl. 
Si X es un espacio compado, entonces dada ° E A , tenemoo que 

11 /110 = 1I/llo,x 

demootrando así que rr e 11., y por la proposición anterior obtenemoo que 

K. = {J = u. 

Inversamente, supongamoo que K. = (1 y X no es Wl espacio compacto. 
Sea y E E tal que y ", O por (1) de la Proposición 1.2.18 existe ° E A tal que 

1.10 #0. 
Por la Proposición 1.2.16 para cada o E A existen, ti E N, 01 •... ,0 .. E A , 

K¡, ... • K .. e X compactoo y !vi > O tales que 

" Como X no es compacto, existe Xo E X'., U K Y , nuevamente por el 
;",1 

Lema de Urysohn para espacioo LCH ( Teorema 1.1.10 ), existen tP E Coo [X] y , 
N e X"" U Ki vecindad compacta deXo tales que tP(Xo) = 1 Y tP(X"'-.N) = {O}; 

¡"'1 

en particular tP (.ü Ki) = {O} . .. , 
Sea I (x) = tP(x) . y, entonces 11/110" ", O y ¡El 1I/1100i,Ki = o, lo que contradice 

la desigualdad (4.2). O 

Proposición 2.3.4 Si P = (1 C11tonces X es OJmpacto. 

DemostrociÓn. 
SupóngILSC que P = (1 y X no es compacto. 
Sea y E E tal que y ", O, entonces existe a E A tal que lylO" ", O, por hipótesis 

t1" e {J, entonces existen M > O, al, ... , o .. E A, q,1' ...• q,,, E q, IXI tales que 

11/110 :5 M ;~I 1I/IIo".p, para todo I E BC [X : El 

Para cada 1 :5 i :5 11 , existen K¡ e X compacto tal que [q,i (x)1 < MI para 

" " todo ;¡; rt Ki· Como X no es compacto, elCisten Xo E X"" U K¡ Y r/J E Goo ¡XI 
¡ .. I 

tales que 0 :5 q,:5 l . tP(xo) = 1 Y 9 (.Ü K¡) = {O} . .. , 
Sea I (x) = 9 (x) . Y. entonces 

, 
1.1" = Ig (xo) .• 10 ~ 11 / 110 ~ M ." 11/110 .... < 1.10 

.= 1 
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ya que 

{ 
.. } 1 IIfll<>,.~; = sup [..pi (x) 9 (x) . yl", : x tU K ¡ < 1fM Iylo . 

,,,,1 

o 

Corolario 2.3.5 Si fJ = (1 entonces {.1 = K. 

" lISta aquí se puede observar que la topología estricta de Buck t'!>tá atrapada 
entre las topología:! compacto abierta y la uniforme. Cuando la topología. coincide 
con la topología más grande, la uniforme, entonces el espacio X es compacto y 
las tres topologías coinciden, sin emoargo queda la pregunta: ¿qué pasa si la 
topología estricta coincide con la compacto abierta? ¿de q \ IC manera debe ser X? 
&ta pregunta se responderá hasta el Cap(l\l lo 3 (Corolario 3.1.14 ) donde se dan 
condiciones necesaria.s y suficientes para que las topologías fJ y " coincidan, lo 
cual estará íntimamente relacionado con la m-convexidad. 

Lema 2 .3.6 Sea f E C[X: EJ y supongamos que r/J! E Co[X: El pam cada 
t/>E Co[X) , entonces f E BC[X: Ej. 

Demostrnci6n. 
Supongamos que f E C[X: EJ no es acotada, entonces existen Q E A y 

Xl E X tales que 1/ (xdl" :?: 1 Y para cada 11 :?: 2 existe xn E X que sat isface 

1/ (x")I,, :?: 11 + 1 + 1/ (xn_dl" > 1/ (Xn_l)l" + 1. 

Para cada 11 ;:: 1 sea m" E N tal que 'Iln - 1 :S 1/ (x")I,, < m", por lo anterior 
11ln+l - 1 ?: m" ya que en caso contrario 

11 (x"+I)I,, - 1 < 111n+l - 1 :S "1n_ l:S 11 (xn)l" 

lo cual contradice la construcción de (xn)::'1 
Como 1 es continua en X, entonces la sucesión (x"),, es d iscreta ya que 

es WI abierto que sólo contiene al elemento x" de la sucesión. 
1 

Como l! (x" )1,, ;:: It para todo 11 :?: 1, tenemos l! (x")I,, - O. Por Lema l.Ll8 

existe <b E ColXI tal que tb(X,.) = l!(~nll" . Ase, 

1<b(x")f(xn)l,, = 1 para todo 11 E N 

Afinnamos que q, . / no pertenece a CO IX : Ej, ya que de lo contrario, existe 
K e X compacto tal que 

1 
lo¡'.>(x)/(x)l" < '2 para todo:r; r¡. K 

esto implica que {Xn} e K y entonces existe una subred ( x.d de {x n} tal que 
x). - x para alguna X E K . A8f, / (x).) _ / (x), pero esto no es posible puesto 
que 1/ (x).) I" - oo. O 
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Proposición 2.3.7 (Be [X : El ,{J) es un espacio completo. 

Demostrnci6n. 
Sea (/;);u una red fJ ·de Cauchy. Como lO. e {J, la red (f;)iEI es una red K- de 

Cauchy; por tanto,dicha red converge en la topología lO, digam06 a J E e [X, El. 
Aflnnamos que 4>1; ~ 4>J para todo 4> E Co [X] . Sean (}" E A,K e X 

compacto, ~ > O y 4> E eo [XI, entonces existe M > O tal que 

14>(x)!:5 M para todo x E X. 

/; ~ I implica que existe io E I tal que 
, 

IIJi - 11I",.K < M siempre que i >-: io 

As1, 

114>1; - 4>/1I .. ,K < M 1If; - JII" ,K < { siempre que i >-: io 

y por tanto, 4>J; ~ 4>1 . 
La hipótesis de que la red (/;)iEI es fJ- de Cauchy, implica que (4)f¡) es 

u-converge para todo 4> E eo [X]. Supongamos 4>1; ..!. ~, con f~ E Be [X: EJ. 
Como" e (T y por lo visto en el párrafo anterior h." = 4>/. 

Observamos que 4>1. E CO [X : El para todo 4> E Co [X] y i E l, ya que 
li E BC IX : EJ y 4> E Co [X]; asf, por el Corolario 2.1.6, 4>1 E CO [X : Ej para 
cada 4> E Co[X] y esto implica por el Lema 3.1 que J E BC[X: Ej. Como 

4>1; ..!. 4>J para toda 4> E CO {X], entonces li !!. /. O 

Proposición 2.3.8 Laa tOpo/og{M fJ y (1 determinan los mismo$ conjuntos aro­
tados. 

Deuwslrnci6f1. 
Si X es un espacio compacto la. afinnación se cwnple debido a. que las topologías 

coinciden. Supongarno;; que X no es compacto. Sabemo;; que fJ e u, entonces 
todo u -acotado es fJ-acotado. 

Sea S e BC [X : El un conjunto IJ-acotado y supongamos que noesu - acotado, 
entonces existe (}" E A tal que para todo" E N existe In E S tal que 11/ ... 11 .. > 11, 
y como 

11/ ... 11 .. = sup{I/ ... (x)I,,: x E X), 

entonces existe xn E X tal que 

1/ ... (;¡: ... )Io 2: 11 para cada 11 E N 

Alinnamos que ;¡: ....... oo. Para probarlo supongamos lo contrario, entonces 
existe K e X compacto tal que para todo JI E N existe k" > " tal que ;¡:I<" E K , 
por lo cual tenemos que (XI<,,) es una sucesión contenida. en K. Existe 4> E COO [X] 
tal que 0 .:5 4>.:5 1 Y 4> (K) = {I}, entonces 

IIA .. II ... ,.p = sup {14> (x)II Jk" (;¡:)1... : ;¡: E X} 

2: SlIp {IJk" (;¡:)I .. : ;¡: E K} 2: lA .. (;¡:I<")I,,. 

> k,, >JI 
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conlradiciénd06C así el hecho que S es {:1-acotado. 
Podemos suponer que (X",,) .. es discreta, puesto que si no lo fuera por el Lema 

1.1.17 existe una subsucesión de (x .. ) .. que si lo es. 
Definimos 

A" = IIn (x .. )I .. 

por lo que (.\:i)'"' es una sucesión real que converge a cero. Por el Lema .-, , 
L L 18 existe '" E CO IX J tal que .p (x,,) == A;;- ~. Entonces 

11/.11.,. ~ ,up {1.(x)II/. (xH. "E X) 

~ 100x.)II/. (x.H. ~ "j, 
Lo que contradice que S es {:J-acotado. o 

Proposición 2.3.9 Sea S e BC[X : EJ un conjunto /J-acvtadQ, ento'lces fJ Is= 
" Is . 

Demostración. 
Sea S e BC IX : El un conjunto {j-acotado. Por la proposición anterior S es 

"-acotado, por tanto, para todo o E A existe M" > O tal que 11/11 .. < M" para 
todo/eS. 

Como K e {J entonces lO Ise fJ 15 por lo cual sólo resla demostrar la otra 
contención, para esto es suficiente probar que i : (8,1'» -< (S,{3) es continua. 
Sean (f¡)iEI una red en S que K-converge a lo E S. Sean o E A , .p E Cu [X] Y 
l > 0, entonces existe K e X compacto tal que 

, 
1¡P(x)l .. < - M para todo x rJ. K. , . 

Además existe io E / tal que 
, 

II!; - !oll .. ,K < 2M,¡, siempre que i );o io 

donde M,¡, es una cota para ¡p. 

lit. - /011.,. 

~ "'p [(I,;(xHI/;(x) - /0 (xH. " E K) U (lo(xHI/;(x) - /0 (xH. ,,~ K) 1 , 
~ M,IIt. - /011.,. + 'M. lit. - /011. , , 
< 2 + 'Al. 01/,11. + 11/011.) , , 
< 2 + 4M", (2M<t) = (, siem pre que i );o io 

• osea,!i ..... ! O 

Corolario 2.3.10 En los conjuntos (1-aeotados las topologías Es tricta y com­
pacto abiErta coincidEn. 
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Proposición 2.3.11 Se4 U;)iEJ una red u-acotada en BC[X: E J. w red 
U¡)iEJ es {:J-convergente si y sólo si es ",-converge"te. 

Demostroció,\. 
Como {/;}iEI es u -a.cotado, cnwnces S = Ui,J}i€1 talllbif!n lo cs. Ahora 

por el corolario anterior U¡) es .o-convergente en S si y sólo ~i es "'-convergente 
en S. y estas convergencias también se dan en X. O 

Proposición 2.3.12 Una sucesión U .. )" en BC [X : EJ es {j-convergclIte si y 
sólo si U .. } .. es u-acotada y U,,) .. CJ "'-etmverge"le. 

Dernostroción. 
Si U .. ) .. en BC IX : EJ es .o-convergente, enwnces es ",-convergente, ya 

que", e {j. Además, (1 .. ) .. es {j-a.cotada y por la Proposición 2.3.8 {I,,} es 
u-acotada. 

El reciproco se sigue de la proposición anterior. o 
Proposición 2.3.13 El subespacio Gro [X : EJ e$ .o-den&o en BC [X : El 

Demostroción. 
Hagamos [ = {K e X : K es compacw} , enwnces (I,~) es Wl conjwlto di­

rigido donde K ¡ ~ K~ si Y sólo si K¡ e K~ para todo K¡, K~ E [. 
Sea I E BC [X ; E]. Para cada K E [ existe if>K E Coo ¡X] tal que O '::;: if>K .::;: I 

Y if>K (K ) = ti }. Entonces IK = if>K / E Gro [X : El ya que cada if>K E COO [XI· 
Afirmamos que /K ~ f. Sea a E A, Ko e X compacto y t' > O, entonces 

IIIK - I lIa,Ko = O < € siempre que K >-= Ko. 
Pero {/K }KEI es u -a.cotado ya que dado o E A se tiene que 

Por la Proposición 2.3.11 (!K) es {:J-convergente. o 
Proposición 2.3.14 (BC [X: El ,(:J) es metrizabfe s610 si E lo es. 

Demostroción. 
Si (BC [X : Ej ,(3) es mctrizable, entonces existe una ra.milia numerable de 

seminormas { U'Uo ... . }~ que generan afJ. 
¡ .... , . = 1 

Sean a E A y Xo E X . Existen if> E Coo[XJ, M> O, 0l, ... ,a" E A y 
o 

4>1""'q,,, E Co[X I tales que O :S if>:S 1, if>(xo) = 1, y 1I/lIo,~:S M .E, II/U""., .. 
para toda / E BC [X ; Ej, en particular si / el la constante y, donde y E E, se 
tiene; 

1.10 = 1.4>(x,)I. ~ II f llo." ~ M ;~, IIfll ••. o• 

= M i ~1 sup {IYif>(x)I .. , :xEX} 

< M E Iyl .. para toda y E E. 
¡ .. ¡ • 

Es decir (1'ln,):I' generala topología de E y ésta es por consiguiente metrizable.o 
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Proposició n 2.3.15 Si la topologfa {j es metruable, enwnceJ X es compacto. 

Demost fUción. 
¡j metrizable implica., por la. proposición anterior, que E es metri1,ablej en­

tonces por la Proposición 2.1.7 u lo es, por lo cual {J y (J son dos topologías 
metrizables que hacen completo al espacio vectorial BC IX : EJ. 

i: (BC [X : El ,(1) ..... (BC[X : EJ ,(J) es claramente sobre y cont inua ya que 
{J e u, ademlis por el Teorema. de la función abierta i es abierta, teniéndose así 
que {J == u. La Proposición 2.3.4 afirma que entonces X es compacto. O 

2.4 Topologías mixtas 

Como 10 hemos menciouado, a mediados del siglo XX R.C. Buck [4) introdujo 
una nueva. topología, la topología estricta, sobre el espacio de las funciones con­
tinuas y acotadas en un espacio localmente compado. Desde ese momento, un 
mlmero considerable de t rabaj06 han sido hechos a cerca de a;ta y otras topologías 
similares. 

El propósito de a;ta sección es señalar que la topología a;t ricta para el espacio 
de funciones a; un caso particular de las topologías mixtas, aunque no se dan 
las demostraciones de las afinnaciones que se hacen. El lector interesado puede 
consultar [91, en donde se prueba cada uno de las proposiciones aquí citadas así 
como la demostración de que la topología estricta es en realidad la topología mixta 
generada por la topología. compacto abierta y la topología uniforme. 

Definición 2.4.1 Un espacio localmente convexo E posee una sucenón funda­
mental de conjuntos acotados si existe una sucesión 

de conjuntos acotados en E tal que cada cofljunto acotado B está contellido en 
algún B" . 

Definición 2.4.2 Un espacio 100001mente oonvexo E es llamado DF si posee una 
sucesión fundamental de conjuntos acotados y sati"face que si (U,, ) es una sucesión 
de veci7ldades del cero balarlceadas, convexas y cetrudas tal que 

absorbe los conjuntos acotados de E. entonces U es lambit n ufla vecindad del 
cero. 

Definición 2.4.3 En un espacio vectorial E considtrense dos topologías TI y T2 , 
cada ulla de las cuales lo hacen un espado 10000lmenle conve:w y cumple'l las 
siguientes tres prvpiedades: 

(1) T2 es más fina que TI 
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(2) (E, T2) es un espacio DF con una base local del O formada por conjuntos 
convexos, balanceados y acotados (Vn)n tales que 

Vn + Vr. e Vn+l para cada TI 

(3) cada Vn es T1 cerrado. 

Entonces, la topología mixta T = T [T1,T2] en E es la topología localmente 
convexa que tiene por base local del cero a los conjuntos de la forma: 

00 

UT=T(U)= U(U1 n V1+···+Un nVn) 
n=1 

Donde (Un) es cualquier sucesión de T2-vecindades del cero convexas y bal­
anceadas. 

2.4.1 Propiedades de la topología mixta. 

En el siguiente teorema se enuncian las propiedades más importantes de T [T1, T2] 

Teorema 2.4.4 Sea T = T [T1, T2] la topología localmente convexa en E definida 
anteriormente 

(1) T es independiente de la base (Vn) 

(2) T1 e T e T2 

(3) T1 = T en los conjuntos T2-acotados 

(4) una colecci6n H de tmnsfo17naciones lineales de E en un espacio localmente 
convexo F es T-equicontinua si y s610 si H IV

n 
es T1-equicontirma pam 

cada TI 

(5) una sucesi6n en E es T-convergente a cero si y s610 si es T2 acotada y 
T1-convergente a cero 

(6) T2 ' Y T tienen los mismos conjuntos acotados 

(7) K e E es T-compacto si y s610 si es T2-acotado y T1-compacto 

(8) T es la topología localmente convexa más gmnde que coincide con T1 sobre 
los T2-acotados 

(9) (E,T) es completo si y s6lo si cada Vn es T1-completo. 

Si consideramos a la topología compacto-abierta (11:) como T1 y la topología 
uniforme (O") como T2 en el espacio BC [X], con X localmente compacto, entonces 
se puede probar que 11: y O" son topologías adecuadas para generar una topología 
mixta T [11:, /J]. Además se prueba que esta topología mixta en BC [X] es precisa­
mente la topología estricta de Buck. Varios de los resultados probados en este 
capítulo son casos particulares del teorema anterior. 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 
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La demostración de la coincidencia de la topología estricta con la topología 
mixta generada por las topologías compacto abierta y la uniforme "se vuelve un 
resultado sorprendentemente dificil" afirma Cooper [9], por lo cual no resultó 
adecuado tomar este posible enfoque general para la escritura de este trabajo y 
se prefirió hacer las pruebas de manera directa a partir de la definición dada por 
Buck. 

2.5 Teorema de Stone-Weierstrass para (Be [Xl, {3) 

Un Teorema de S tone-Weierstrass para Be [XJ con la topología estricta fue es­
tablecido por Creighton Buck [4J imponiendo la condición de que la sub álgebra 
Ql (ver Teorema 2.5.3) contenga una función que no se anulara en ningún punto. 
Esta condición fue sustituida por que Ql contuviera una función positiva en todo 
punto, haciendo la demostración del teorema más fácil, pero sin perder generali­
dad, como se demuestra en el Teorema 2.5.4. Este cambio en las hipótesis se debe 
a Christopher Todd [30J. 

Lema 2.5.1 Sea X un espacio LCH y Ql una subálgebm {J-cerrada de Be [XJ. 
Si f E Ql, entonces Ifl E Ql, Y por tanto, Ql es una reUcu/a. 

Demostmción. 
Sea f E Ql , con f no nula, sea It = J6rr. Por el Lema B.3.4 existe un polinomio 

P con coeficientes en IR tal que IIlhl- po hll < f Y P (O) = O, entonces 

ya que Ql es una álgebra. 
Como Ql es {J-cerrada es también a-cerrada y por tanto, Ihl E Ql. Entonces 

Ifl = IIflllltl E Ql. Esto prueba el primer aserto, y la segunda afirmación se sigue 
de: 

max {f,g} = ~ (f + 9 + If - gl), rnin {f,g} = ~ (f + 9 -If - gl) 

o 

Lema 2.5.2 Sea X un espacio LCH y Ql una subálgebm {J- cerrada de Be [XJ que 
contiene una función estrictamente positiva, entonces Ql contiene a las funciones 
constantes. 

Demostmción. 
Sea 9 una función positiva que está contenida en Ql. Podemos suponer que 

IIgll :S 1, ya que si no es así la podemos sustituir por Q . 
Basta probar que Ql contiene a la función constante l. 
Del Corolario B.2.5 se tiene: 9 E Ql implica gT E Ql para todo r > O. En 
. ! 

partIcular, ''''' = gn E Ql para todo 11 E N. Como O < 9 (x) :S 1 para todo 
x E X, y IIItnIl :S 1, tenemos que la sucesión (Itn) es uniformemente acotada 
en X, creciente y converge puntualmente a l. Por el Teorema de Dini converge 
uniformemente en cada subconjunto compacto de X, es decir (Itn) es una sucesión 
a-acotada y K-convergente; por tanto, es {J-convergente. Como Ql es {J-cerrada 
entonces 1 E Ql.D 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 
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(2) (E, T:z) es un espacio DF con una base local del O formada por conjuntOl;; 
convexos, balanceados y acotados (V" ),, tales que 

v" + V .. C V"+1 para cada n 

(3) cada V" es T} cerrado. 

Entonces, la topología mixta T = T [T),Tll en E es la topología localmente 
convexa que tiene por base local del cero a los conjuntOl;; de la forma: 

-
UT = T (U) = U (U) n VI + ... + U" n V,, ) .. , 

Donde (U,,) es cualquier sucesión de Trvecindades del cero convexas y balo 
anceadas. 

2.4.1 Propiedades de la topología mixta. 

En el siguiente teorema se enuncian las propiedades más importantes de T [T}, T:z) 

Teorema 2.4.4 Sea T = T [T }, T21 /a topologia loca/mente convexa en E defir¡ida 
anterionnente 

(1) T es indeperldiente de la base (V,,) 

(2) TI CTCT2 

(3) TI = T en los conjuntos T2 - arotadvs 

(4) una colecci6n H de tronsfonnaciones Ulieales de E en un espacio localmente 
convexo F es T- equirontinua si y s6/0 si H Iv .. es T¡-equico1¡timm paro 
carian 

(5) una sucesi6n en E es T-convergente a cero .si y s610 si es T2 acotada y 
T¡-colwergefll e a cero 

(6) T:z Y T tietle" los mismos conjuntos acotados 

(7) K C E es T-compacto si y s6lQ si es T:z-acotado yT ¡-compacto 

(8) T es la topologia localm.ente convexa más grande que coincide con T¡ sobre 
/os T2 -acotados 

(9) (E,T) es completo si y s6/o si cada V" es TI-completo. 

Si consideram05 a la topología compacto-abierta (,.) como T¡ y la topología 
uniforme (O") como T2 en el espacio BC [Xl, con X localmente compacto, entonce6 
se puede probar que,.. y O" son topologías adecuadas para generar una topología 
mixta T [K,.Bj. Además se prueba que esta topología mixta en BC [X ] es precisa­
mente la topologfa estricta de Buck. Varios de los resultados probados en este 
capítulo son casos particulares del teorema IUltedor. 
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La demostración de la coincidencia de la topologfa cs! rieta con la topologia 
mixta generada por las topologlas compacto abierta y la uuiforme "se vuelve un 
resultado sorprendentemente difícil" afirma Cooper [91, por lo cual no resultó 
adocuado tomar este posible enfoque general para la escritura de este trabajo y 
se prefirió hacer las pruebas de manera directa a partir de la. definiciÓn dada. por 
Bucle 

2.5 Teorema de Stone-Weierstrass para (Be [XI ,{3) 

Un Teorema de Stone-Weierstrass para. BC[X] con la topología estricta. fue es­
tablecido por Creighton Bucle [41 imponiendo la condición de que la subá.lgebra. 
'l (ver Teorema 2.5.3) contenga una función que no se anulara en ninglin pWlto. 

&t8. condición fue sustituida por que 'l contuviera una función positiva en todo 
punto, haciendo la demostración del teorema. más fácil, pero sin perder generali­
dad, como se demuestra en el Teorema 2.5.4. Este cambio en las hipótesis se debe 
a Christopher Todd [30]. 

Lema 2.6.1 Sea X un espacW LCH y 21. una suMlgebra {J- cerrada de BCIX]. 
Si I E 21. , enlmues 1I1 E 21. , Y por tanto, 21. es una retícula. 

Demostración. 
Sea I E 21. , con I no nula, sea h = D7u' Por el Lema B.3.4 existe un polinomio 

P con coeficientes en R tal que IIlhl - P o hll < ( y P (O) = O, entonces 

Po h = al" + a2h2 + ... + a.."n E '21 

ya que 21. es una áJgebra.. 
Como 2l es .B-cerrada es también ,,-cerrada y por tanto, 1"1 E 21. . Entonces 

1I1 = 11/111"1 E 2l. Esto prueba el primer aserto, y la segunda afinnadón se sigue 
de: 

1 
m~{f.9} ~ ,(/+9 + 11 -911. 

. 1 
mm {f,g} = 2" (J + 9 -11 - g1) 

o 
Lema 2.5.2 SeaX un espacio LCH y 21. unasubáigebra {j-cerrnda de BC [X] que 
contiene una funciótl estrictamente positioo, en /o,iCes 2l cONtiene a las funciones 
co'lStantes. 

Demostración. 
Sea 9 una función positiva que está contenida en 21.. Podemos suponer que 

11911 :5 1, ya que si no es así la podemos 5w,i.ituir por Gv 
Basta probar que 21. contiene a la función constante l. 
Del Corolario B¡2.5 se tiene: 9 E 2l implica !f E 2l para todo r > O. En 

particular, hn = go;; E 21. para todo 11 E N. Como O < 9 (x) :5 I para todo 
x E X, y 1Ih,,1I :5 1, tenemos que la sucesión (h.,) es tmiformemente acotada 
en X, creciente y converge puntualmente a 1. Por el Teorema de Dini converge 
unifonnemente en cada subconjunto compacto de X, es decir (h,,) es una sucesión 
u-acotada y ,,-convergente; por tanto, es .B-convergente. Como 2l es {j-cerrada 
entollCes 1 E 2l.o 
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Teorema 2.5.3 Sea X un e8pocio LeH y2. una subdlgebra{J-cerroda de BC !X ] . 
Si 2. separa ptmto8 de X y contiene una /uncwn positiva, entOTlces 2. = BC [X ] , 

DeffiOstmcióTI. 
Sea 9 E BC [X], y sea M = ngl! . Dado q, E Co [X] y O < { < M existe K (.."Om· 

pacto tal que 1q,(x)1 < m para toda x t K . Sea 2.K el conjunto de 181; funciones en 
K obtenidas por la restricción de / E 2. al conjunto K. '21K e C [K ] es una subál­
gebra que separa puntos en K y por el resultado anterior contiene a las constantes, 
enlonces debido al Teorema Ct>tárldaJ de Stone-Weien;tr&5S '21K Ct> l1 - densa en 

C[K] teniendo de esta manera que existe / E '21 tal que 1/ (x) - 9 (X)I < ~ para 

todo x E K. Sea /0 = max{min {J,2M} ,-2M} ,entonces /0 E '21 ya que '21 es 
. . 

una reUcula. De aquf se sigue que l/o (x) - g(x)1 < "2 para todo x E K . PaJa 

cadaxEX, 

IUo (x) - 9 (x)) tjJ(x)1 :S sup 1/0 (xl - g(x)IIq,(x)1 + sup 1/0 (x) - 9 (x)IIq,(x)1 
r EK rrtK 

• • < Znrl>lI+3M 6M =L 

O sea, cualquier {J- vecindad de 9 oontiene una función lo de '21 y como 2. es 
(J-cerrada entonces 9 E 2., por tanto, 2. = BC [X I. O 

Ob6ervamos que la hipótesis: "2l subálgebra de BC IX] tal que oontiene una 
función estrictamente positiva" puede ser reemplazada por: "2l subálgebra de 
BC[XJ tal que paJa cada x E X existe 9 E '21 tal que g(x) =F on , ya que el 
resultado clásico de Stone -Weierstrass también es valido con Ct>ta condición (ver 
Teorema B.3.8 ). Con esto se tiene: 

Teorema 2.5.4 Sea X un u pacio LCH y 21. una $ubdlgebra de Be [X I la cual 
separa puntO$ de X, !I para coda x EX, contiene una /u"ción 9 E '21 tal que 
9 (x) =F O, entonces '21 es {J-densa en BC [XJ. 

Lema 2.5.5 Seo X un upacio LCH. Si S e (BC[XJ ,(3) e$ demo, entonces 
separa puntos de X !I para cada x E X e:r:i.ste 9 E S tal que 9 (x) =F o. 

Demostmción. 
Por ser X LeH BC [X I separa puntos de X, además para cada punto x E X 

existe 9 E BC [X I tal que g(x) =F O. Gracias a la densidad de S, éste hereda esas 
dos propiedades: 

Sean xo y XI dos punt06 distintos de X , entonces existe I E BC[XJ tal que 
I (xo) '" l(xI)' Por ser X es localmente compacto, para {ZO,x¡} existe una 
función oontinua de soporte compacto rP : X ..... [O, lJ tal que q,(X(¡) = q,(x¡) = 1. 

Existe h E S tal que 

ItjJ(x) U (x) - h(x»1 < 1I (xo) ; I (x¡)1 para todo x E X 

en particular 

1I(",,) - h(x,)I < I/ (x,)-/(x,)I 
2 

I/(x¡)-h(xl)1 < I/(xol- / (xlll 
2 
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teniéndose asl: 

1/ (xol - / (x¡)I - lh(xol - /¡ (XI)! < IU (xol - / (X¡)) - (h (xol - h(x¡)I 

:5 1/(:l:ol-h(xoll+I/(x¡l-h(x¡)1 
< I/(XO) - /(;'::I)I, 

por tanto, 
Ih(xo)-h(x¡)1 >0 

o lo que es lo mismo h (xo) i: h (x¡). AlsI, S separa puntos de X. 
Ahora probamos que para cada;.:: E X existe 9 E S tal que 9(X) i: O. Sea 

Xo E X, entonces existe / E BC[X) tal que /(xo) i: O Y por ser X localmente 
compacto existe tP: X -- [0, 1) continua de soporte compacto tal que 4> (xo) = l. 
Existe 9 E S tal que 

14> (x) U (x) - 9 (x»1 < 1/(xo)1 para todo x E X, 

en particular, 

I/(x,)I - lg(x,1I ~ I/(x,) - g(",)1 
= 1';(",)(/(x,) - g(x,)1I 

< 1I (",)1· 

Por tanto, 9 (x) "# O O 

Teorema 2.5.6 Seo X un e$pacio LCH Y "-compacto, entoncu (BC [X] ,fJ) 
C$ separoble $i y sólo si X es metrizable. 

Demosbl1ción. 
Supongamos que X es metrizable. Como X es " - compacto, entonces X es 

separable y satisface el segundo axioma de numerabilidad (ProjXl6idón y Teorema 
A.1.12 l. Como X es LCH, entonces X es completamente regular y debido a la 
PrOjXl6idón A.2.4, la familia Z [X ) de conjuntos cero forma una base de los cer­
rados de X. Por la separabilidad de X existe lUla familia numerable de conjlUlt06 

{Z (/ .. ) = 1;' (O) E Z IX I ' " E N} 

que es base de los cerrados de X. 
La familia {In : 11 E N} tiene las siguientes dos propiedades: 
(i) Separa puntos de X. Sean x i: y E X por ser el espacio X de Hausdorff 

{y} es un conjunto cerrado que no contiene a x, entonces existe 11 E N tal que 
Z (In) contiene a y y no a x , es decir /n (x) "# O = /n (y). 

(ji) Para cada x E X existe Il E N tal que /n (x) "# O. Ésto se sigue inmtl'di­
atamente de la prueba de (i). 

Sea'! el álgebra sobre los racionales generada por {In : 11 E N} . Por tanto, 
'.l es un álgebra numerable y que cumple 111.') condiciones del Teorema 2.5.4 y es 
por tanto ti-densa en BC[X). As! el espacio (nC [X ) ,ti) es separable. 

Inversamente supongamos (Iue (Be [X) ,ti) es separable y sea S e Be [X) un 
subconjunto munerable y ti - denso de BC [X ]. 
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Sea 'lis la álgebra sobre los racionales geucrada por S. Por el Lema 1.1.19 
existe tP E CO IXJ tal que ,p(z) '" O para todo.L E X. Sea 

cflAs = {,p/: / E 'lis} e Co IX]' 

ésta e5 una subálgebra debido a que 'lis lo es y por el lema anterior, tenemos d>'!s 
separa puntos de X y contiene un elemento que no se anula en ningl1n punto de 
S, además el Teorema clásico de Stone-Weierstrass para CO ¡XJ tenemos que tP'!s 
t'5 uniformemente densa en CO ¡X J. 

Sea '!. el subconjunto de tP'!s que consiste de aquella:¡ funciones que ~tisfacen 
U/U :5 1. Es claro que <J.·separa puntos de X y contiene un elemento que no se 
anula en ningún punto de Si más aún, <J.. separa puntos de cerrados como ahora 
probamos: 

Sea Xo ~ F , con F cerrado. Existe / X -- ¡O, IJ continua de soporte 
compacto tal que / (Xll) = 1 Y / (F) = {O} , teniéndose así q\le / (xo) ~ / (F). 
Por la densidad uniforme cflAs en eo ¡XI existe 9 E ,p<J.s tal que 

1 
I/(x) - 9(x)1 <"3 para todo x E X i 

en particular, 

y 

2 
19 (xo)1 > "3 

1 
Ig(x)l <"3 para todo x E F. 

Entonces, h (x) = ~I~~) E <J.. satisface: 

"(xo)~h(F). 

por lo que <J.. separa puntos de cerrados. 
Finalmente sea 

E,X - TI {lo,ll/' f E ~.} ; 
definida como x __ {f(x)},. Debido al Teorema A.3.S se tiene que E es un 
homoomorfismo sobre su imagen, tenilmdose as' que X es metrizable por serlo 

n{ lo, l l/'fE~'}' O 



Capítulo 3 

Generalizaciones de la 
topología estricta de Buck 

En el capítulo anterior definimos y probamos algunos resultados sobre la topología 
estricta en Be [X : El, donde X es un espacio localmente compacto y Hausdorff 
y E es un espacio veCtorial sobre los reales localmente convexo y completo. En 
este capítulo la definición de topología estricta es generalizada en Be [Xl cuando 
X es un espacio topológico completamente regular. 

La topología estricta de Buck (3 sobre Be [Xl está definida cuando X es local­
mente compacto, y en particular completamente regular; entonces tiene sentido 
preguntarse si la definición puede ser extendida al caso en que X sea comple­
tamente regular, pero no localmente compacto. La respuesta es que de seguir 
exactamente el modelo hasta ahora estudiado la topología resultante podría re­
sultar muy pobre, ya que para determinarla se usa un conjunto de serninormas 
definidas con la ayuda de los elementos de eo [Xl y como vimos en el Capítulo 
1 (Proposición 1.1.9), podemos encontrar espacios completamente regulares, pero 
no localmente compactos en los cuales el conjunto de funciones continuas y aco­
tadas que se anulan al infinito consta exclusivamente de la función constante cero. 
Por tal motivo es necesario tomar un sustituto de eo [Xl. 

3.1 Topología estricta de Giles 

Sea X un conjunto no vacío. Denotamos por B [Xl al conjunto de funciones reales 
y acotadas definidas en X . 

Ponemos en contexto definiciones dadas anteriormente para funciones contin­
uas. 

Definición 3.1.1 Sean X un espacio topológico y f E B [Xl· 

(1) Se dice que f pertenece a Bo (X) si se anula al infinito, o sea, si para cada 
{ > O existe un compacto K e X tal que 

If(x)1 < {si x E X"'-K. 

(2) Se dice que f pertenece a Boo (X) si tiene soporte compacto; es decir 

{x E X : f (x) # O} es compacto 

Al 
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Es daro qtlf Boo (X ) e Do (X). 

Si X es un espacio topológico, entonces para cada función ti> E B [X I definimos 
la semi norma en Be [X I dada por 

IIfll~ = sup {14>(x) f (x )[ : x E X} para todo / E Be [X ] 

En lo que resta de la sección X denota 1m espacio completamente regular 

D efinición 3.1.2 Definimos: 

(1) Lo lopologfo compacto abierla (rompa<:to convergente) k f ll Be [X\, es la 
generada PQT la familia de seminormas 

IIfll~ = sup {[,p(x) f (x)1 : x E X ) 

con tP E Boa [XI_ 

(2) La topo/ag(o estricta (3 en BC[X] , f5 la generada por la familia de semi-

11111. ~ rup{I'(x) l(x)l' x E Xl 
con r/> E Bo [X I· 

(3) La topología unifeHm e (T , U la definida por la norma 

11 111 ~,"p 1I (xII 
>eX 

paro f E Be [XI. Esta topo/ogro es equivalente ala obtenida con la familia 
de seminormas 

Como las dos primcra.s topologías arriba definidss son generadas por familias 
de seminorma.s, entonces cada una hll(:c a Be [X I un espacio localmente convexo. 

Esta "lluevaH topología estricta ha sido estudiada por varios matemático y 
aunque no se sabe a ciencia cierta quien fue el primero en definirla de esta forma, 
en este trabajo se le dará el crédito a Robin Giles quien en 1971 publicó en 1161 
esta generalización de la topologfa estricta de Bud. 

Proposición 3.1.3 UIIa base para la topología fj en BC [X ] eJ la familia 

v •.• .! = {9 E BC (X ] : Uf - 9U~ < {} 

variando ~ E Bo [X ], {> O!J f E BC [X I · 

Demo5tración. 
Se sigue de la Proposición 1.2.8 O 
Antes de ver algunas propiedades que cumple la topología estr icta de Giles 

hagamos UD paréntesis para probar el siguiente resultado que recuerda el Lema 
ademá.s de tener gr8.ll utilidad má.s adelante. 
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Lemma 1 Si f es una función real etl X y!/Jf es acotada paro cada!/J en /Jo [X ), 
eTltonces f E B [X ]. 

DemostrociÓn. 
Supongamos que f no es acotada, entonces existe una sucesión (x .. ) en X , 

cu)'Ol> ténninos son distintos entre si, tal que If (x .. )I ..... oo. Sea 

00 ,,= L I/(x. W! x(!x.)) - , 
entonces!/J E Bo [X ), pero !/Jf no es acotada. o 

Teorema 3.1.4 lA3 topologías en Be [X I arriba definidas tieflen las siguiefltes 
propiedades; 

( 1) K. e {:1 e (1" . K. es de Hausdorff y por tat¡to, {J y (1 también lo son. 

(E) Si X es localmente compacto entonces los conceptos de topologías estrictas 
del capítulo anterior y de éste coincidefl. 

(9) La topología compacto abiel1a arriba definida esM gefleroda por la familia 
de seminormas {lI f llK : K e X compacto '10 vacío} donde, 

II/IIK = ,up{11 (x)1 " E K) 

paro cada compacto K flO vacío. Así, 1M rwciones de topologías compacto 
abiel1a del capítulo a,~erior y de éste, coinciden. 

(4) Sobre cualquier' conjunto (1 - acotado las topologías {J Y K. coinciden. 

DemostrociÓn. 
(1) Sea !/J E Boo [XJ , entonces !/J E 8 0 [X] por tanto K. e {J. 
Ahora sea!/J E 80 [X] entonces existe M > O tal que 1!/J(x)J :s M para todo 

xEX, asf 
II f ll ... = sup{ I!/J(x)f(x)l: x E X} ::; M U/II 

con lo cual {J e (1. 

Dado f '" O en BC[X ], definimos ~x) = , donde f (xo) '" O. 
{

O ,ix #x. 

1 six =X(I 

Entonces, !/J E Boo [X ] Y 11/11 ... '" O. 
(2) Sea X un espacio LCH y denotemos por PI la topologla estricta definida 

en el capitulo anterior. Como Co [x] está contenido en /Jo [X] entonces {JI e (J. 
Por otra parte, sea !/J E Bo [X ], por la Proposición 1.1.4 existe una sucesión 

(K") de compactos en X tales que K" e KO"+I para toda TI E N y I!/J(x)] < ~ 
para x rI. K... Por el Lema de Urysohn, para cada 11 ;?: 1 existe una función 
continua gn : X ..... [O, IJ tal que 

g .. (K,,) = (I) y g,,(X'.K,,+I ) = {O} 
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9 (x) = f g"~x) 
"""\ 

entoJlClli 9 E eo (X ] y 
lo(xll S g(x) 

por tanto 
11/11. S 11/ 11, pru-. todo I E Be [X I 

teniéndose P e p¡. 
(3) Llamemos KJ a la topologia en BC (X ) generada por la familia de semi­

normas {IIJIIK : K e X compacto no vado}. Sea.p una función real de soporte 
compacto y tal que ItP(x)l:S M para todo x E X Y algún M > O. Entonces 

teniéndose K e "¡. 
Ahora, sea K e X un l."Ompacto, definimos 

o(x) = { 

Entonces tP E Boo [X ) Y 

o si xEX,,-K 

sixEK 

por tanto "'¡ e .... 

11 /11, = ,up (II (x) o (xII "E X) 

= Ilfll. 

(4) Sea S e BC [X) d-acotado, es decir existe M > O tal que IIJII < M . 
Como ... e 13 entonces K. Ise P Is por lo cual sólo resta demostrar la otra 

contención; para esto es :>"Uficiente probar que i : (S,K.) ..... ($,13) es continua. 
Sean (f¡) iEI una red en $ que ,,-converge a Jo E $ , tP E Bo [X] Y l > O, entonces 

existe K e X compacto tal que (.p(x)( < 4~1 para toda x E X'-,K. Definimos: 

() {
tP (x) si x E K 

9 x ~ 
OsixltK 

entonces 9 es acotada de soporte compacto, además existe io E J tal que 
, 

IIJi - Jollg < "2 siempre que i >,o in· 

Asf, 

II/; - I0Il. = 'up [{(o (x)lI/; (x) - lo (xII' x E K) U {)o(xlll/; (x) - lo (x)1 ' x ~ K) 1 
, " :S IIJi - Jo ll g + 4M Uf¡ - JolI < "2 + 4M (2M ) ~ l, siempre que i >,o io 

, 
o sea, Ji ..... Jo. 
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3.1.1 k-espacios y espacios aparentemente compactos 

Definición 3.1.5 Un espacio de Hawdorif X el! un k-espacio (o un espacio 
compactamente generado) si cumple la siguiente condición: 

U e x es abierto (cerro do) si y sólo !IÍ U n K es abierto (cerrodo) e71 K para 
todo compacto K e X. 

Nótese que si U es abierto (cerrado) en X entonces siempre se cumple que 
U n K es abierto (cerrado) en K para todo K e x compacto, por lo cual para 
probar que un espacio de Hausdorlf es un k-a;pacio será suficiente probar la otra 
implicación. 

Proposición 3.1.6 Todo espacio LCH es un k-espacio. 

Denwstración. 
Sea X un espacio LCH y supongamos que U n K es abierto en K para todo 

K e X compacto. Sean ~ E U y N una vecindad compacta de ~, entonces U n N 
es un abierto en N, entonces 

unN°=(UnN)nN° 

es un abierto en N°, Y por tanto en X ; o sea, U es una vecindad de ~ en U y U 
es entonces un abierto en X. O 

Corolario 3.1.7 Seafl y un espacio topológico !I X un k-espacio. Entonces 
1 ; X ..... Y es continua si !I sólo si 1 IK es continua para cada K e X compacto. 

No todo k-espacio es completamente regu1ar (ver Apéndice A), ni viceverM. 
Nótese que la topología,.. puede ser definida en C IXI de la misma manera 

que se hizo en BC [XI, y en e5te caso también vale (3) del Teorema 3.1.4. 

Lema 3.1.8 Si X es un k-espacio, e71tonces (C [XI ,K.) es completo 

Demostmción. 
Sea (j;)iEJ Wla red de Cauchy en (C[X] ,K.). Sean ~ E X Y ( > O. Existe 

io E 1 tal que 
11/; - hll¡,,) < { si ¡,j >,o io· 

De donde (ji (~»iEJ es una red de Cauchy en R para cada ~ E X. Por tanto, 
se tiene que para cada ~ existe I (~) E R tal que 1; (~) ..... I (~). 

Sea K e X compacto. Existe io E 1 tal que 
, 

11/; - h[IK < "2 si i,j >,o io· 

De donde, 
, 

1/; (x) - Ij (x)1 < "2 si i,j >,o io Y para todo x E K. 

En esta expresión fijamos j >,o io y tomarnos el límite sobre i, con lo que 
concluimos 

I/(x) - Ij(x)1 « sij >-- ioy para todo x E K ; 
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o sea, 

IIf - linK < (si j ~ ÍQ. 

con lo cual ¡labrem06 concluido siempre y cuando f sea continua; pero esto se 
obtiene de la misma desigualdad ya que ella implica que (f¡liEI converge uni­
fonnemente a f en K y por consiguiente f : K ..... IR: es continua y por el corolario 
anterior f : X ..... R es (:ontinua. O 

Teorema 3.1.9 Si X es 1m k -espado comple!amenle regular, entonce" {Be [X] , (:1) 
es completQ. 

DemostlUción. 
Sea (M, El una red {J -de Cauchy. Debido a que K. e {J, la red (f¡)iEI es una 

red ,¡ - de Cauchy y gracias al Lema 3.1.8 dicha red converge a f E e [XI. 
Afinnalllos que /; P.. f y ,p' E B [X) para todo <P E Bo [X]. Sean K e x 

compacto, ( > O y '" E Bo [X1, entonces existe M > O tal que 

ItP (;1:)[ :$ M para todo :E E X. 

Ji ~ f implica que exilite io E ¡ tal que 

Ufi - flJK < :1 siempre que i ~ io 

Ao', 
Jl4'/; - 4'fll K < M Uf; - fllK < { siempre que i >.o- io 

y por tanto, i/>J; ~.pl . 
La hipótesis de que la red ( f;)ua es {:i- de Cauchy implica que (</Jf;) es 

o-de Cauchy en B [X], pero como B [X] es t7-completo entonces la red (JJf;) 
o-converge para todo ¡P E 130 [X]. Supongam06 ¡Pf¡ ~ h~, con /¡~ E B [X]. 
Como". e o y por lo visto en el párrafo anterior, I~ = </Jf. As!, ¡Pf E B [X] y 

f¡ .!!. f . Por el Lema 1 f E B [X ] Y as! f E Be [X]. o 
Obsérvese que no es redundante pedir en el Teorema anterior que el espacio X 

sea completamente regular y k-espacio ya que estos conceptos son independientes 
como puede verse a travl!s de 106 siguientes ejemplos. 

Ejemplo 3.1.10 VII espaciv oompletamente regular que no e$ k - e.spacio. Sea 
X = Nx NU {(O, O») y definamos una topología en X de la .siguiente mallero: 

,= P (NxN)U{U,UEN{O» 

donde P (N x N) e.s el colljuntv potellda de N x N y N (O) e$ la familia de $u/lam­
juntos de X lales que cada UIIO contielle al cero y a ca.ri todos 10$ ptmtvs de casi 
todas las oolllmnas de X. Se verifica ft1cilmente que 7 e$ una tvpología paro X. 
(X, T) es un e$pGcio riOnnal ya que es TI y por ejemplv. dados dos cerrados A ,B 
tales que (O, O) E A 11 A n B = 0. Existell V = X"B y V = B abiertos aje1lOs 
que contienell respectivarmmte a lo.s ceTTados. Cualldo el O 110 estó e" ningu"o de 
10$ cerrados C$ clalv que ello" mismvs $011 a/liedrtv.s que IV$ $epI.llll1l. 

X IIV es Ufl k- espacio ya que sus oompactos SOI\ aquello$ su/lccmjtmtos ji"itos 
de X 11 s61v eSf}$. pues cualquier conjunto i"jinito K estó oontellido en casi tooas 
las oolu"l1Ias de X v $610 erl UI\ nlimero fi"ito de ellas. 11 el' amoos casos $iempre 
es posi/lle dar ulla cu/lierla que 110 tieTle suocu/lierlas jillita. 
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Ejemplo 3.1.11 Un k - espacio que no es oomplewmente ''e9ular. Sea 

y definarrws una topología en X a través de 1m sistema fundamental de vr.cin­
dades. Para cualquier punto x E X , distinto del origen, tma base del sistema de 
vecindades es 

V., = {B~{X)nX:m EN} 

doflde B J.. (x) = {y E R2 : IIx - yll < ;!;}. y para el origen una base de su sistema 
de vecifldades estó dada por: 

Vo={Vm :m2:1 } 

donde 

Vm=={{O,O)}u{(~,Y):Y>OYIl2:m} pal'l1mEN. 

Ndtcse que este espacw es primero numerable, por tanto, un k -espacio. Sin cm­
bargo, 110 es completamente regular. Ya que para toda vecirldad del (O, O) existen 
una irlfinidad de puntos de la forma (~ , O) que pertenecen a la cen-adura de esa 
vecindad. Por consiguiente, no es posible que exista una !unción continua que en 
(0 ,0) valga O y en todos los puntos (~,O) valga 1. 

Se observó en el CapftuJo 2 que si X es compocto, entonces la topología 
compacto abierta y la est ricta de Buck, coinciden. Sin embargo, quedó pendiente 
determinar si ellas coincidfan sólo en ese caso. La misma situción se presenta con 
la topología estricta de Giles (3.3.17). 

Poco mmáB adelante se prueba que esas coincidencias ocurren para otro tipo 
de espaciOl5 lIlUlladOl5 aparentemente compoct06 y sólo para ellos. 

Definición 3.1.12 Un espacio topoldgico de HalJ/jdorff X es aparentemente com­
pacto si toda unión flumerable de subconjuntos compactos de X es relatiool/lcrlte 
compado ell X. esto es equivalente a decir que para toda SucesiÓII de subcollj un­
tos rompactos en X Iw.y un compacto ell X que contiene a todo compacto de la 
succsidn. 

Por consiguiente, tan pronto exhibamOl5 un ejemplo de un espacio localmente 
y aparentemente compacto que no sea compocto quedará resuelto lo que hahfa 
quedado pendiente. Dicho ejemplo es el espocio [O, O) con la topologfa del orden, 
donde O es eJ primer ordinal no numerable. 

Teorema 3.1.13 Sea X completamente regular, elltollees {:J == ,.. en BC [X ] si y 
sdlo si X es aparentemente compacto. 

Demostración. 
SabemOl5 que,.. e {:J para todo X completamente regular. 
Sea X aparentemente compacto, entonces para ¡P E Bo [Xl Y 11 E N existe 

Kn e X compacto tal que 

1 
[¡P(x)1 < - para todo x ~ K" 

" 
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00 

Sea K = U K" por tanto, K es compacto rP(x) = O si x "- K , de donde, 
,,=1 

para toda I E BC [X), donde M es una cota para t/J; con lo que se obtiene, /J e", 
Ahora supóngase que X no es aparentemente compacto, es decir existe una 

sucesión, que podemos suponer creciente, (K")::": l de subconjuntos compactos de 
X tal que para todo compacto K e X y N > o existen I1 > N y XK," E K" 
tales que XK, .. "- K. Por tanto, hay una sucesión estrictamente creciente (ni) de 
naturales tales que XKJ E K,,; Y XKJ "- K 

Ahora para cada j 2: 1 Y K e X compacto sea IKJ E BC [X ] tal que 

Si definimos (K ,j) >-= (K'J) si K' e K y j 2: l, entonces la red (!K,j ) 
K-converge a cero; sin embargo, no converge estrictamente a cero ya que la 
función 

00 1 
rP= L2iXK~; .. , 

donde XK es la función característica de K" ., claramente pertenece a Bo [X] y ., ' 
para cualquier (K, j) se tiene: 

y por tanto, 

o 

Corolario 3,1.14 Sea X localmente compacto y HausdortJ. Entonces la topología 
estricta de BlICk ooincide OOtl la compacto abiel"(a si y sólo si X es aparentemente 
compacto. 

Definición 3.1.15 Sean 9 E B [X ] Y C e B (X). Se dice que la /unciót¡ 9 
domilla a C si para cada l EC existe M > O tal que 1I (xli :s: M 19 (x)1 para todo 
x E X . Se dice que 9 domina a / si domina a {J}. 

Lema 3.1.16 Sea X completamente regular. Si cada /unciólI 9 E B [X] que 
domina a Do [X] domina también a la /ullción amstallte 1, entonces cada /J­
acotado es (J ·acotado. 

Demostración. 
Sea A e BC [X] /J-acotado, entonces para cada rP E Do (X) existe M", > O tal 

que IIrPlI < M", Y 
11/11", < M", para todo I E A 
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Seag = sup { l: tjJ E Bo(X)}, obsérvese queg domina a Bo(X) por tanto 
domina al 1, es dl 'Cir existe M > O tal que 

Mlg(x)l2: 1 paratodaxEX 

Definase 
u, = {f E BIXI' 11M $ I} 

Ug es l'1 -a.cotaJo ya que 

11/11 :5 M IlIglI :5 1 para toda / E Ug 

además A e Ug • por tanto A es o - acotada. O 

Lema 3.1.17 Sea X completamente regular. Si 9 domina a Bo IXI, entonces 9 
no se anula e fl nil¡gún punto. 

Demostroció". 
Supóngase que existe Xo E X tal que g(X{J) = O. Definimos: 

tjJ(X)= {l~X = XO 
Os.tx#xo 

la cual pertenece ti. 8(J (X). Para todo M > O se cumple: 

ItjJ(xoll > Mlg(xo )1 

por tanto, 9 no domina a 80 (X ). o 
Teorema 3.1.18 {J yo tienen los mismos conjl.mtos acotados. 

Demostroció/!. 
Como {J e 1'1 entonces sólo resta demostrar que tooo {J-a.cotado es 0- acotado, 

y por el penúltimo lema para esto es suficiente probar que si 9 que domina a 
80 (X), entonces domina a la constante l. 

Supóngase que 9 no domina al 1, entonces existe {x,,} ... sucesión en X . tal 
que ]g (x,,)] ..... O. 

Se. 
six~{xn:fl2: 1} 

si xE {x" :n 2: l} 

Para cada { > O existe N E N tal que 

Ig(x .. H < f"l para todo 11 2: N. 

Entonces para el compacto K = (XI , ... ,XN_1I se tiene que 

]tjJ(x)] < {para tooo x ~ K , 

es decir, d> E 130 (X); sin embargo, 9 no domina a tjJ , ya que dado M > O existen 

M¡ > O Y 111 2: 1 tales que MI~ > M Y 
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y por tanto, 

De donde, 

o 

3.2 Teorema de Ston ... Weierstrass para (Be [XI ,{3) 

En el capftulo anterior se probó el Teorema de Stone Weien;lrass para BC [X ] 
con la topologfa estricta de Duck, cuando X es localmente compacto. Ahora se 
demuestra e;es teorema, cuando X es completamente regular y Be [X I tiene la 
topologfa estricta de Giles. 

En lo que resta de la sección se supone que f3 es la topologfa estricta de Giles 
en BC [X ), con X completamente regular. 

Lema 3.2.1 Sea X 1m espaciQ completamerde ffgtdar y 'l una subálgebrn p­
cerrada de BC [Xj la cual separo pun!o". Si 9: R -- R es una función continua 
y acotada tal que 9 (O) = 0, entonces 9 o f E 2t para todo f E ca 

D emostroció!l. 
Como 2t es ¡':I-cerrada y jJ e u, entonces es uniformemente cerrada. 
Sea uP = {ftJ : f E 2t} donde ¡ fJ es la extensión de f a la compactación de 

Stone Chech (J( X ) de X . 
Esta es tilla subálgebra Wliforrncmcnle cerrada de e [iJ(X )] ya que ti lo es en 

CIXI; 
En P(X ) definimos la relación de equivalencia: 

x'" y si f /J (x) = f lJ (y) para todo f E 21. 

Sea P(X ) / ...... el espacio cociente, es deci r su topología es la topología de 
identificación determinada por la función canónica o dicho de otra forma es la 
máxima topología que hace continua a la función cociente (Apéndice A): 

p ,#(X )-#(X )/_ 
z - (z ( 

P(X )/ '"" es Hausdorff ya que {[xl: f /J(x) < a} y {[;rl: f iJ(;r) > al son 
abiertos en el cociente para (l E R y f E 21. . 

P es además de suprayectiva, cerrada. ya que P(X ) es compacto. 
Para cada f E 21 definimos F, como la función que hace conmutativo el 

siguiente diagrama: 

#(X) Lo ~(X)/-

f IJ '\. / F, 
R 
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o sea, Ff{ [xj) = fP (x) para todo x E P(X). Está bien definida, debido a 
como se estableció la relación de equivalencia. 

La función F, es continua ya que para todo cerrado A e R se tiene 

y p ((fP)- l (A») es cerrado. Asf, F, E C (P(X )/ -) para todo 1 E '3. . 

Afirmamos que {F, : 1 E ti} es una álgebra de C[.8(X)/ ..... ¡ que separa pun­
tos de .8 (X) / ..... y es uroformemente cerrada. La primera afirmación se sigue de 
las relaciones: 

aF, + Fg = F,,'+g 

F, Fg = F'9 

Si [x], [y] E .8 (X) /..... son distintos, es decir x ~ y, entonces existe 1 E '3. 
tal que 

¡'(x)" ¡'(y) 

por tanto F¡ cumple 

Falta probar que es uniformemente cerrada, para ello probemos que es un 
subcspacio uniformemente completo de C [.8 (X) / ..... ]: 

Sea (F"J" una sucesiÓn de Cauchy en {F¡: 1 E U} , entonces U .. ) .. es una 
sucesión uniformemente de Cauchy, pero ti es uniformemente cerrada en BC [X ], 
por tanto, completa, entonces, existe 1 E ti tal que U .. ) converge uniformemente 

a f en X. Por ser X denso en tJ(X) se sigue que (i~) converge uniformemente 

a l P en tJ(X) . Es decir, (F,~) .. converge uniformemente a F¡ en (3(X)/ ..... 
Por el teorema estándar de Stone Weierstrass se tiene que 

(3.1) 

o bien , existe [xo] EP(X)/ - tal que 

{F¡ , ¡ E ti } ~ {F E C(P(X )/ -), F ((x,1l ~ O} (3.2) 

Sean 9 : R --+ R una función continua y acotada tal que 9 (O) = O y 10 E '3.. 
Ya sea que se cumpla (3.1) o (3.2) tenemos: 

goF,o E {F¡ : f E U} 

Asr, existe 1 E U tal que 9 o 10(x) = l (x) para todo x E X Y por tanto 
goloEti. O 

Teorema 3.2.2 (Stone Weierstrass) Sea X un espacio lopológico y '3. una 
"ubdlgebrup.cemWa de BC[X] la cual separo PUflto" y contieru, paro cada:r E X , 
una funcidn que no Je anula efl x , entonces '3. = Be [X I 
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Demostroción. 
Es suficiente probar que '21 es Jj-denso. en Be [X I. 
Sean f E Be [X ], 4J E Bo IX I y l > O, demostremos que existe h E '2l tal que 

111 - "lIojo < {. 
Sea M > O tal que 11/ 11 < M Y 110;/111 < M . Tomemos O < lO < mio tm,M). 

Existe K e X compocto tal que 1q> (x)1 < l O pata todo x rI. K. Como 2l separa 
puntos d~· X Y contiene, para cada ;r; E X , \Ina función que no se anula en x , 
entonces, en particular, '2l separa puntos de K y para cada x E K existe una 
función el] '21 que no se anula en x . Entonces por la versión estándar del teorema 
de Stonc- Weierslrass existe '" E 21 tal que 

IIU - 10')11, < <,. 

Definimos: 

{ 

'" IAI ~ 2M 

g(>.) = 2M SI A > 2M 

- 2M SI). < - 2M 

y" (x) = (9 o 11') (x), enlonces IIhll :5 2M Y por el lema anterior h E 'J. . 
Como O < (tI < M , tenemos que 

j(f (z) - h{x» .p(x)j < (oM si x E K 

y como 11/11:5 M Y II hll :5 2M, entonces 

j(f(z) - h(x»q)(x )1 < 3Mlo para x rI. K . 

Por tanto, IIf - hlll/l < l . 

3.3 Topología estricta de Sentilles 

o 

Todo espacio compacto es un espacio completa.mente regular, pero como se vio en 
los capitul06 anteriores si el espacio es compacto las topologías compacto abierta 
y la uniforme coinciden con la topología estricta haciendo trivial el análisis, por 
lo cual se considera en esta sección a. un espacio X completamente regular y no 
compacto. Denotamos, como es usual, a la compactación de Stone Chech de X 
como ¡3(X). 

Definición 3 .3 .1 Para cada coTljU¡¡to A e {.1(X) '.X sea 

donde Jn es la extensi6n de J a ¡3(X). 

Notamos que CA es un álgebra. real de Banach con la norma uniforme para 
cada A e {.1(X )'.X 

En el Apéndice e definim06 de manera. general la ident idad aproximada en un 
álgebra de Banach, en particular tenemos: 
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Definición 3.3.2 Una red {f;}i EJ en CA es Utla identidad aproximada para CA 
,¡ 

¡im Il f;/ - f ll = O p(lln toda f E CA 
• 

Además, se dice que la identidad aproximada es arotada si existe M > O tal que 

IIf,1I :S M para toda ¡El 

Por la desigualdad del trióngwo siempre se tiene que M ~ 1. Cuando la ronstante 
es 1 entona" se dice que la ideTltidad aptvxirnada e$ de norma m¡.(). 

Proposición 3.3.3 Sea K e {J(X ),X rompado tI.O vado, entonce" CK es un 
ólgebm de Banad! ron ideTltidad aproximada de norma uno. 

Dernostmd6TI. 
Sean K e (J(X) ,X compacto y :F = {U e {JX : U es vecindad abierta de K} . 

Para cada U E :F, existe una función continua fu : (J(X) ....... ¡0, 1] tal que 
fu (K ) = O y fu ((:I(X ) , U ) = 1. Observamos que fu E CK. 

Al dirigirse la familia :F con el orden inverso a la contención, se t iene una 
red {fu IX }UE F en el< la cual es una identidad aproximada en CK , ya que dado 
fE CI< Y ( > O definimos 

Si U ~ Uf, entonces 

IIfuf - fll = sup {Ifu (x) f (x) - f(x)!: x E x nu} < f 

ya que II f u Ix 11:S 1 Y fu ({J(X),X) = 1, para toda U E :F, por esa misma razón 
{fu IX }UEF es una identidad aproximada de norma uno. O 

Definición 3.3.4 Sea K e {J( X ),X rompacto, definiTtlOs la topo/og(a {JI< en 
Be IX] como la topologta generada por la familia de seminOT"lJla8 

IIfllol> = sup {)4>(x)f (xli: x E X ) para roda 4> E CK 

Es claro que {JI< e u, para todo K e (:J( X) ,X, donde u es la topología 
Imiforme en BC ¡X ) 

Como {jI< está. generada por una familia de seminormas, entonces es una 
topología localmente convexa para cada K e {j(X),X compacto. Por tanto, 
tcneffi06 una familia (BC( X ] ,(:JI<) de espacios localmente convexos con la cual se 
puede definir otra topología en BC ¡X] de la siguiente manera: 

Definición 3.3.5 La topologfa estricta {3 en BC ¡X ] e$ la topologfa lfmite induc­
tiva de las topologfas {JI< tomadas $obre la familia K de todos los subamjuntos 
compactQS K de fJ(X),X . 
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Segun la definición de topologla. lrmite inductiva (ver Capitulo 1), {i es la 
topología localmente convexa más grande que hace continuas a la fam ilia de trans­
formaciones lineales 

donde en este caso iK es la funciÓn inclusión para cada K E K., por lo cual 

si U E {j, entonces U es 13K -abierto 

para cada K E K; por tanto fJ e u. Además, gracililS al Teorema 1.2.19 sabemOlS 
que fJ está generada por la familia de seminormas 

p "" .. 
{ 

p : BC[X]--R I para cada K E x:. existen M > O y 1/J1,tP-l""'cP .. e GK } 

tales que p{f) :$ M L 11/114>' para todo f E Be [XI 
.\; ", 1 ' 

&ta topología. estricta fue definida en 1972 por F. Dennis SentHles [27] y 
aunque da la impresión de que el estudio de las topologías estrictas es un tema. 
del siglo pasado, a1gunOli aulores como Hugo Arizmcndi, Ángel Carrillo [2) y 
Surjil Singh Khurana [19J recientemente han trabajado en estas topologfas dando 
condiciones ne<:eSarias y suficientes para que Be [XI con algunas topologías sea 
un álgebra localmente m-convexa. tema que llO6 ocupará en el siguiente capllulo. 

Definición 3.3.6 La topología /JI es la topología lími!e inductivo de las topologías 
/Jz tomadas sobrr: la familia Z de todos los conjuntos cero Z e /J (X) ,X. 

Es deci r . /JI e¡ la topología localmente convexa más grande <Iue hace continuas 
a la familia de transformaciones lineale¡ 

'z , (BC(X ¡ ,pz) - (BC ¡X¡'P'¡, 

donde cada il( e¡ la fundón inclusión para cada Z E Z . por lo cual 1111 conjunto 
U e BC [X ) es /JI-abierto sólo si es fJz-abierto para cada Z E Z . La topología 
{jI está generada por la familia de seminormas 

{ 

p : X ..... R 1 para cada Z E Z existen M > Oy rP ¡, <P2 •... ,rP" E Cz } 
PI == n 

tales que p(f):5: M E IIfll~ para todo / E BC[X) 
k=1 ' 

& claro que Z e 1:, y por tanto, fJ e {jI. 

Definición 3.3.7 La topología compacto abierta acotada /Jo es la topología lo­
calmente convexa má$ granae que coincide con la compacto abiefta eTi cada bola 
(J-wrada con ce'ltro en O : Br = {/ E Be ¡X) : 11 /11 :5: r} . 

Sca r > O. tTi lo quc siguc hacemos Br = {f E BC[X): 11111:5: r} 
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Proposición 3.3.8 La topo/og{a compacw abierta acotada u tá generada por la 
familia de semirwrmas 

{

Po: BC [X I --R 1 para cadar > O existen M > O 11 } 

'Po = KIt···, Km C X compactos tales que 
m 

,,(f) ~ M ¿: II/IIK pom todo / E 8. 
¡. ¡ • 

Demostración. 
Llamem06 {jo a. la. topologla. generada. por la. familia. de semi normas arriba 

definidas. Entonces {jo es una topología. localmente ~nvexa., además por la. 
propiedad que cumplen las sernmonnas tenem06 que {jo IB. c K. lB.- para cada. 
r > O, donde k es la. topologla. compacto a.bierta.. 

Para. la. otra contención observam06 que cada seminonna de la. familia UHIK} 
que define a ,... pertenece 'Po. 

Resta dem06trar que {Jo es la más grande de las topologías localmente con­
vexas con dicha propiedad. Sea T una topología generada por una familia de 
seminormas {IJ 'II"J .. €,4 oon la. propiedad de coincidir con la compacto abierta en 
106 OOnjunt06 Er, en particular T IB.c K.IB.oon lo cual para toda seminorma [1-11,,, 
en T existen M > O Y K¡ , ... ,K ... c BG[X) compact06 tales que 

m 

111110 ~ M I:: 11/11.. pMa toda / E B. 
¡= ¡ 

por lo cual cada [Hit> está en 'Po , teniénd06e asl T C {Jo' 
la topología compacto abierta acotada {Jo . 

Por consiguiente, {Jo es 
O 

Definición 3.3.9 Sea K C {J (X)"-..,X compacw, definimos la topologia {lK en 
BG [X l como la topología localmente convexa más grande que coiru:ide con {JK en 
los conjuNtQS B •. 

De manera similar a como se hizo para la topología compacto abierta acotada 
se prueba que la topología {lK está generada por la ramilia de seminonnas: 

{ 

¡I : BG¡XI -- R [para cada r > O existen M > O y } 

"P'I( = q,¡, .. · ,tP ... EGI( tales que 

"' ¡/ (f) :S M L: II f ll~ para todo f E Br 
¡a l , 

Teorema 3.3.10 U1la base local del cero paro {J,{JO,{Jl,{J1( 11 {l1( es la familia de 
/os conjuntos 

u". ~ (fE BC IX I .p(f) «} 

tIOrlaruro p en la familia de s emillOrtna.s generadora de la topología {J ,{Jo,/J¡, {Jk o 
{I" respectivamente. 
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Observación 3.3.11 Sro T una topología en BC(X], denotamos al conjunto de 
las fu.nciQIlaJ.u t¡'leales T-Clmtinuas erl Be [XI como (Be ¡XI, r)'. Cwmdo la 
topología T es la Imifomw. et¡lonces simplemente se escribe BC (X)' y en este 
espacio está definida la "omla; 

IIFII ~ ",p{IFU)I' 11 / 11 ~ 1). 

En particular, si T es una tO]JQlogí(l mM débil que la uniforme en Be [X] 
entonces podemos hablar de IIFU paro todo F E (Be [X ], T)', por ejemplo T puede 

ser (JK" 
El siguiente lema lue demostrado por Sentilles en {27}, no damos su dernostroción 

porqUI;: 110$ obligarla a ampliar más aún este tfllbajQ. saQ mellciQ7Iamos que al 
ser CK 1m 4/gebro de Baflach con la norma del supremo, Be [X]' puede verse 
como U/l CK -módulo, defiTl icndQ 

paro rP E CK y FE BC [X ]' . Esto también serd usado más adelante 

Lema 3.3.12 Sean K e (J(X) , X y H un subconjunto de (BC[X ] ,fJK)', en­
lonces H es fJK-equicontinua si y sólo si H es acotada en la ,wrma de BC [X]' 
y !I(f¡F - F)II --- O, uniformemente en H , donde {J¡ '¡EI es una identidad apro~ 
imada acotada de CK paro toda F E (BC [X) ,fJK)'. 

Proposición 3.3.13 Sea K C fJ(X)".. X compacto. Si W es uRatJ'K-veandad 
del cero convexa balanceada y fJK-cerrada, entonces es una fJ,cvecindad. 

Demostroción. 
Sea W una tJ'K-vecindad del cero convexa, balanceada y fJwcerrada, entonces 

existe ¡I seminorma en 1"K y t > O taJes que 

u ~ (fE BGIXI ,¡f{J) «) e w. 

Por tanto, para cada n E N existen M" > O y 4>"." .. . ,4>n.r (n) E CK tales que 

r(,,) 

¡f U) ~ M" L 11/11 ••. , P'" todo I E B .. 
¡ .. 1 

donde 8" = {f E BC[X]: 11 / 11:5 ,¡}. 
S; 

V" ~ {I E BGIXI' 11/11 •• «,,} 
donde t1>" (x) = max { tPn" (x) , ... ,tPn.r{n) (x)} y {n = Mft~(n)' entonces 4>" E CK 

y 

VnnB"cUnB"CW. 

Se sigue, 
~ 

U (v., nB,,) e IV 
,,: 1 
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y 
00 

W"c n (B" n V,, )" (3.3) oo, 
W es {j K-cerrado, convexo Y balanceado, entonces por el Teorema de la bipolar 

(ver [23J ) tenemos: 

por lo cual al probar que W"" es {jwvocindad dd cero habremos concluido la 
demostración . Para ello es suficiente probar que WO es una familia equicontinua 
en (BC IX ] ,(jK )'. Por el Lema 3.3.12 b88ta dem06trar que W'" es norma.-acotado 
y que (/iF - F ) converja uniformemente a cero en W", donde {J;}iEf es una 
identidad aprOximada de norma 1 de CK _ 

Como W es también vecindad de O en la topología uniforme de BC [X ], en­
tonces W " es norma.-acotada en (BC [X ] ,(JK)'. 

Para cada 11 E N, existe io (n) E 1 tal que 

, 
Il.pnfi - .pnll < ...!! para todo i );o io (n) 

" 
Para cada n E N e i );o io (110) sea !}i.n = n (Ji - 1), entonces 

ya que 

II ~g,J II ~ ~ (11 /; 11·11 / 11 + 11 / 11) ~" 
y 

Si FE W", entonces por (3.3), se tiene IF (~gi.JH :5 1 si 1I E N, i >,:: io (n) y 
Uf U :5 1, por lo cual 

2 
l(/;F)(f)- F(/)I = IF(f¡f - f)l:5 - si i:¡:Oio(") y 11/11:5 1 

" 
por tanto IIf¡F - FII ..... O converge uniformemente en F E WO. o 

Lema 3.3.14 ÚJ /amüw F e BC [X ]' de funcicnale& ¡iTleales TiOrma-continuas 
F tales que 

lim U/;F- FU = O 
• 

donde {f;}iO e& uno identidad aproximada de fIOrtna 1 de CK y la funciona! 
j;F (g) = F (/;9 - 9), estc1 co1ltenida en (BC [X ] ,(JK)' 

Demostmción. 
Sabemos que BC [X]' se puede ver como un CK -módulo, donde 

('¡'F )(f) = F('¡'fI 
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con q, E C1', F E Be [X]' por lo que tiene sentido hablar de la. parte esencial de 
BC[X]' (ver Apéndice e ). 

Sea {/;}i€1 una. identidad aproximada de norma uno en eK _ 
:¡: es un subespacio cerrado de Be [X ]' ya que si (F .. l es una sucesión en :F 

que converge a F E Be IX]', entonces 

II t.F - FII S II F" - Fllllf, 1I + II f,F" - F"II + IIF" - FII 

y por tanto, 
liJ;ll!lf¡F - F II=O 
• 

Asf, :F es un eK -submódulo de Banach de Be IXI'. 
Dado un elemento tjJF, con q, E eK y F E BC [X )', ~ tiene 

10F(g)l= IF(<I911 S IJFIIIIM =MllglI, 

es decir , IjIF E (BC[X ] ,(3K)' y por tanto, (eK . BC [X J') e (BC[X] ,(JK)', donde 
(el( . Be [X )') es el subespacio generado por eK . Be [XI'. Debido a que {J K es 
más gruesa que la topologfa uniforme o tenemos que (nC[X] ,(JK )' e BC [X]' y 
además {BC [X ] ,PIS es un subespacio cerrado de BC [X ]'. De donde, la parte 
escencial de Be ¡x]' está contenida en (Be [X] ,(JK ¡'. 

Probaremos que la familia :F coincide con la parte esencial de Be [X ]'. 
Sea tjJF un elemento de eK . Be IX]' , entonces 

10F(J,g - g)l = IF(of ,g - <1911 S IIFIIIIW, -O)· gil . 

con lo cual para 11911 :5 1 tenemos: 

IIMF - oF11 S IJFllllot. - 011 

por tanto, 
limllMF - oFII = O 
• 

y (jJF E F Entonces, la parte esencial de Be IX]' está contenida en :F 
Además, :F es un submodulo GK -esencial ya que 

,., 
¡iF:...t F para todo F E :F 

y por la Propogición C.4.4 tenemos que la parte esencial del dual coincide con la 
familia :F tenilmdose: 

F e (BC [X [.PKl' 

o 

Proposición 3.3.15 Seo. K e fJ(X ) '-X compacto, entonces {JK = {fK. 

Demostmcioo. 
Como {fK es la topología localmente convexa más grande que coincide con {J" 

en Iot; Br , entonces.8K e {fK. Resta demostrar que {fK e {JK y por la Proposición 
3.3.13 es suficiente probar que {I" es una topología compatible con fJK , ya que en 
las topologías compatibles todos los subconjuntos convexos y cerrados coinciden. 
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Sa.bem06 que (BC[X ] ,(JK)' e (BC[X] .ffK )'¡ sólo falta ver que 

(BC[X J,lfK)' e (BC [X J,PKl' 

59 

Sea F E (BC[X] ,¡JK)', y supóngase que no es PK-continua, entonces por 

el Lema 3.3.14 f ti. T, lo cual significa. que existe ( > ° tal que para todo i existe 
j ~ i Y gj E BC [X ] con IIgjll :S 1 tales que 

IFUjgj - 9i)1 ~ ( 

J = {j E l ; existeg E BC [X ], IIgll :S 1, talque IF(Ji9-9)l ~ E} 

entonces J es WI conjunto oofinal de J . Por coru;i~ente, si tomaro06 

gj E {gEBC[X]: IIglI:S 1 1 Y F(Jjg - g)1 ~E} 

para. cada. j E J, entonces (h j = !;9i - gj)jEJ es una subred de (Ji!};. - g;) jE I que 
satisface 

111m - gill :S 2 para. todo j E J 

Si ti > O y I/J E CK, entonces existe io E 1 tal que para todo i:,. io se t iene 

11M - 4>11 <6 

por tanto, si jo :,. io, entonces 

III/J· (jjgj - g;)1I < ti para. todo j :,. jo 

por lo cual "j ~ 0, y al pertenecer la red (lij)jE) a la. bola. B2 tenemos que 

/¡j '3 0, pero esto contradice que 

[F(";)I ~ E para todo j E J. 

Por F E (BC[X] ,(JK)' . o 
Teorema 3.3.16 Soo X 1m espacio completamente regular, enlonce" se cumpleFl 
las siguientes conte,u:iofles 

,"e Pe ePo e pe PI e 17 

donde Pe denota la topolog(a estricta de Giles. En /19J las lopolog(as Po,P !I 
{JI son llamada.! tambitn lopo/og{as estrictas. 

Demostroción. 
Del inciso (1) del Teorema 3.1.4 se obtiene la valide-¿ de las primeras 2 con­

tenciones. 
pe {J¡, pues como ya se ha.bía observado Z e K: y, por tanto, P e PI. 
Para mostrar que {JI e (1, consideremos p E PI Y Z E Z , entonces, existen 
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tales que 

. ,,<1 ; = 1 . ", 1 

donde M; es cota superior para 1/>., entonce!:> 

Falta demostrar que (Jo e (:J para lo cual probarem06 que {jo e {JK para 
todo K E K , ya que {J es la lopologfa localmente convexa más grande que está 
contenida en cada {JK (es decir, iK : (BC [X] ,{JK) -- (BC[X[ ,ti) es continua 
para todo K E K. l, Por la Proposición 3.3.15 es suficiente probar que {Jo es IIna 
topología que coincide con /JK en los conjuntos B r . 

Sea Po E Po Y K E K, entonces para cada r > O existen 

M > O y Kr •l" . . K"n(. ) e x 
compactos tales que 

n(r) 

Po (f) :s: M L IIfIIK • ., para todo / E Br . 
;,. ¡ 

Para cada Kr,j existe tPrJ : (J (X ) -- [O, tJ continua tal que 

.,,; (K'J) = (l) y." (K ) = (O) 

con lo cual 
II f Il K .., :511 / 1111>".1 paratodaj = 1, . .. ,1I(r). 

De donde, 

~,) 

Po (J) ~ Al L: IIlIk., 
,, (r ) 

:S M E 11/114>." para todo f E Br 
;=1 

Con lo que se obtiene: 

{:Jo IBrC tJK lB, 

Se puede dedr que la demootración queda concluida en este punto, porque 
{!K no sólo es la topología localmente convexa más grande que coincide con ella 
misma en las !.>olas B~ , sino la topología localmente convexa más grande que et;tá 

contenida en ella misma en las !.>olas B~, pero {JK = iJK entonces se t iene 

o 
Observación 3.3.17 Sabemos que si X es compacto entonces" = (1 y por tanto. 
en tal caso todas las /opolog(as estrictas coilleiden trl/I'e si. 
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Corolario 3.3.18 Las wpolog(aj {:Jo, {:J, y {:J I son /oc.almente c.onvel:aS de Haus­
dorff· 

Demostración. 
Son localmente convexas por estar generadas por familias de ¡¡eminonnas, y 

de Hausdorff ya que todas contiene a la topología compacto abierta la cual es de 
Hausrlorff. O 

Lema 3.3.19 Soo X LCH, entonceJ Co(X) = C~X)'X, es decir / E Co(X) Ji 
y sólo si /fJ(y) = O para todo y E {3 (X) ' X donde / fJ eJ, OOTnQ de ooJtumbre, la 
ertenswn de / a {3 (X). 

Demostroción. 
Sea / una función que se anula al infinito y supóngase que / rt. Cp(X)'-X es 

decir , existe y E {3 (X ) ",X tal que / (y) # Q. Como X es denso en (:I(X) entonces 
existe una red (Xi),EJ en X que converge a y, y por la continuidad de / existe 
i()E I talque 

1/(x;)I;?l para toda j);o jo 

donde ( = jJ (Y)I . 

Existen ;-e X compacto e jK E 1 tales que: 

1/ (x)I < l para todo x E X - K 

x, E {3 (X)",K para todo i >,: il( 

Si i >,: i() y i >,:il(, entonces Xi E (j3(X),K )nX y 

If {xi )1 2: ( 

lo que contradice (3.4); por tanto / , pertenece a CfJíX),-x. 

(3.4) 

Ahora, sea / E Cp(X)'X y supóngase que / no se anula en el infini to, es decir, 
existe f > Q tal que para todo K e X compacto existe XI( E X'",K tal que 

(3.5) 

El conjunto de todos los subconjuntos compactos de X es un conjunto dirigido 
por la contención. La red (XI() tiene una subre<! (XI(,)i EI convergente a un punto 
y E fj(X). 

Afinnamos que y E {:I (X)",X, pues en caso contrario, dada una vecindad 
compacta V e X de y existe iv E 1 tal que 

x K ; E V para todo i >,: iv 

Seaj E 1 tal que V e K j y parai >,: Iv, i >,:j se tiene 

XK; E V e K , 

lo que contradice la elección del elemento XI(, que se lomó fuera del compacto K,. 
Así, Y E {J (X )",X como habíamos afinnado. 

Como XI(; ..... Y Y / Pes continua tenemos 

!p"(y)!;?€ para todo i);o io 

lo que contradice que / il E C [tJ(X)",X ). o 
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Teorema 3.3.20 Sea X un espacio localmente compacto de Ha usrÚJ,.-ff, entonces 
jos amceptos de topolog(a esb"icla de Buck fIJ8), Gilu (IJe) 11 Se'ltilla ({3s), 
coinciden. 

Demostrocill'l. 
Ya sabemos que coinciden las topologfas de Suck y Giles. 
Como X es denso en fJ (X) y localmente compacto, entonces por la Prop06iciÓn 

1.1.3 X es abierto en {3(X), por tanto, {J(X)'-.X E K.. Recordemos que fJs es la. 
topología localmente convexa más grande que hace continuas a las funciones 

con K E K. Por tanto, 

{Js e (JK para. todo K E K. 

como Co (X ) = CfI(Xl'-.X y fJ(X) "'-X E K, entonces 

f3s e tJB 

Para demostrar la otra. contención, sea rp E CO (X ). Por el lema anterior 
rp E CK para todo K E K, por tanto, la seminorma u-II", pertenece a P , por lo 
cual 

f3B e {Js 

teniéndose 8I>f la igualdad de estas dos topologías. o 

Corolario 3.3.21 Seo X un espacio localmente compacto de HausdorjJ, entonces 

13 B = (Je = [Js = {Jo-

Demostración. 
Sea X LCH, sabemos que /le e /Jo e IJs = {lB = {Jo, por lo que todas estas 

topologías son ¡guajes. O 

Teorema 3.3.22 La topología e.'ltricta de Buck es la (Qpolog{a localme1ite CQnvexa 
más grande que coincide con ella misma el! las bolas B T " 

DemostlmiÓn. 
Al hablar de la topología estricta de Buck, el espacio X es LCH y as! por el 

Lema 3.3.19 Go IX] = G{J(X)"-.x. Esto implica que 

{J I:J = {jK 

donde K = (J(X) 'X. La afirmación se sigue de la Proposición 3.3.15 ya que (JK 
tiene la propiedad de ser la topología localmente convexa más grande que coincide 
con ella misma en loti BT • O 

Corolario 3.3.23 La topología esbicla de Buck es la topolag(a localmente con­

vexa más gmflde que cojl!cide COI! ella misma e l! los conjuntos uniformemente 
acotados de BCIXJ. 
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s',a A un álgebra de Banach con identidad aproximada y M un espacio de 
Banadl el cual es un A- módulo, entonces podemos dar una topología localmente 
COIl\~'xa 'Y a M la cual está generada por las seminormas 

conllEA 
A esta topología "T se le denomilla en (271 la topología estricta de M. Cas06 

particulares de esta situacióll se dan cuando Al = BC (XI y "T es alguna de las 
siguientes topologías: /lB' {Jo y {JK· 

ObservaciÓn 3.3.24 En este capitulo se proM que lo.s topolog(o.s /lB y PK $on 
las tvpoiog{o.s localment e ronvexas m4.J grande$ que coinciden con ello.s mÍ$mas en 
IIlS bolo.s Br yen gfmeral, erl 10$ COfljUTltO$ unilonnemente acotadcs de BC(XI . 
Pam demo$tmr e5te aserto pam {J K se utilizó la teoría de álgebro.s de BaTlach con 
idctltidades aprorimadas, que es expuesta en el A~1Idice C. Se puede probar de 
maNem similar que la topología "T erl un A- módulo M , es la topología localmente 
convexa rrm, gmnde que coincide con ella m Í$m a 1m los coTljlmtos acotados de M; 
teniéndose en particular que {jo también tiene esta propiedad. 

Teorema 3.3.25 Si X es aparentemente compacto, entonces K. = {jo = /lo 

Demostmeron. 
Si X es aparentemente compacto, entonces Pe = K.. Así K. es la topología 

localmente convexa más grande que coincide con eUa misma en los Br con lo cual 
{jo = K. = {jo· O 



Capítulo 4 

, 
AIgebras localmente 
m-convexas 

Se ha trabajado con variss topologfss estrictas en el álgebra de las funciones 
reales, continuas y acotadas definidas en un espacio X. Sabemos ya que algunas 
de estas topologías coinciden si el espacio X es localmente compacto. 

Ahora estudiarelllQ6 estas topologías con relación a la noción de la m-convexidad 
definida para toda áJgebra topológica. En este capítulo se dan condiciones nece­
sarias y suficientes para que el á.lgebra Be [X) con algunas de las topologías 
estrictas sea m-convexa. 

Para e1 caso de la topología de Bua. y Giles estas condiciones fueron dadas 
por Arizmendi y Carrillo [2]; para el resto las dio Khurana 1I9J. 

En esta sección X es un espacio completamente regular. A las topologías 
estrictas de Buck, Giles y Sentilles en Be [X I las denotaremos, como hicimos al 
final del ültimo capftulo, por fJB,{Je y fls. respectivamente. Si X es localmente 
compacto de HausdorH, entonces sabemos que las tres coinciden y en tal caso las 
denotaremos por {J. 

Proposición 4.0.26 Son dlgebras topológicas conmutatiV6S COIl idel¡tidad: 

(BC[X¡,u) , (BC[X¡,<J. (BC[X¡'PcJ. (BC [X¡'Ps) ,(BC[X¡'",,); 

es decir son álgebras COIl respecto a las operocíone" usuales de suma, producto por 
11ft escalar y produdo, és te es conmutativo y tielle idélltico, y esas tl'tS operaciones 
SOl¡ colltilluas. EII palticular, si X es localmente compacte, entellCes (BC [X] ,(J) 
es tm álgebra lopológica. 

Derrwstraciól¡. 
Sólo falta probar la continuidad del producto 

BC[X¡, BC[X¡_BC[X¡ 
(1,9) - 19 

con respecto a la.-; distintas topologías. 
En vista de que BC [X ] es un espacio vectorial topológico con respecto a la.-; 

t res topologías, sólo es necesario probar la continuidad del producto en (O, O). 
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Para las topologías ~ > K Y (3c la afirmación se sigue de las desigua.ldad€ti: 

111911 ~ 1I/ 1I·lIglI 

II/glI. ~ 11/11. ·lIgll. 

111911. ~ 11/1I;r.¡ ·lIgll;r.¡ 
si f,gE BC[X), K e X es compacto y.pe Bo(X). 

(4.1 ) 

Recordamos que la topología {J está generada por la familia de scminonnas 

p ~ {p; BC[X] ..... IR I para cada K ~,K existen M > O Y <p¡,'h, ... ,q,n E CK } 

tales que p (1) :S M ¿; IIfll~, para todo f E Be [X] 
10 ", 1 

Sea K E K. La función 

(BCIX]'~.) x (BCIX],ff.)-(BC[X]'ff) 
(f,g) - 1, 

es continua en (O,O), ya que dado pE 'P existen M > O Y <Pl'~""'<Pn E CK 
tales que 

" 
pl!g) ~ M L 111911, • .. , 

y por consiguiente, v'i40, ~, ... , j¡;¡;;J E e K y 

" " 
p(lg) ~ M L 1I/1Iv'i'J IIgllv'i'J ~ M L q; I!)q, (9) 

Io : ¡ A: z ! 

donde f/i (-) = 1I'1I,¡i;" es una seminorma que pertene<:e a P para 1 :S i :S TI. 

Para la topología /Jo procedemos de manera similar, recordando la desigualdad 
4.1 y que {Jo está definida por la familia d e seminorma.s: 

{

Po : BC IX j ..... R I para cada l' > 0 existen M > O y } 

Po = Kl, . . . ,Km e x compactos talcsque 

"' Po (n :S M E 11 / 11", para todo f E Br 
;=1 ' 

o 
Definición 4.0.27 Sea A 1m álgebra localmente OOIlln:xa. A e.s llamada local­
mente m·convexa (o simplemellte m-COtlllexa) si su W¡JQ/og{a se puede generor 
¡JQr Ulla familia de .semillorm~ 

submultiplicativas. es decir paro cada Q E ~ se cumple. 

Ilxyll .. :5l1xlln lIylln paro toda Q E~, Y todo :t",y E A 

Por u (A) derwtamos el espacio de tod~ las ftmcionales lineales complej~ 
multiplicativas COtltilll14S ell A , '10 liulas. si A es un álgebro tO¡JQlógica sobre C. 



Proposidón 4.0.28 Si X es completamente regular entonces 

es decir: 
T E O" (Be IX : q ,Pe) ,,¡ y sólo si TU) = :tU) 

pam algúr¡ x E X y todo f E 8C [X : Cj, donde x(f) = f (x). 

Denwstmci6n. 

67 

Sea xo E X, entonces iO : Be IX : C] --+ e es una funcional lineal multiplica­
tiva no nula, por lo cual basta probar que es (Je continua para que iO penenesce. 
au(BC[X :C!.Pc). Sea 

entonces 

{
I Si X = :tO '(x) ~ 
Osi:t #:to 

Ix,(/)I ~ If(x,).;(x,)I $111<111 ~ II fll, 
para todo f E Be IX : C]. 

Inversamente, sea T E O" (Be IX ; el ,Pe), entonces definim06 

T, (CI#(X) , q ,II·ID _ e 
como T (J/J) = T (1) donde ¡fI es la clI;tensión de f a p (X). 

Como las extensiones en la compactación de Stone Cech son únicas, entonces 
T está bien definida; además, es una funcional lineal multiplicativa no nula y por 
el Teorema C.2.22 existe y E P(X) tal que 

T(!) ~ T (f' ) ~ íi (f' ) 
para todo fE Be [X :C]. Afirmam06 que y E X. Supóngase lo contrario, 
entonces por la flc- continuidad de T , existen M > O Y ~ E Bo IX : CJ tales que 

IT(/)I $ M 11111, 
paratodofe Be [X :C]. Sean ti E N,con r! > M ,y K e X compacto tales que 

1 lop (x)l < - para todo x E X" K 
" 

Como ¡3 (X ) es un espacio de H ausdorff y compacto, entonces J3 (X) es normal, 
por lo cual existe 11 ; (:J(X) -- ¡O, 11 tal que 11 (y) = I Y /¡ (x) = O para todo:.t E K , 

~', 
1 ~ " (y) ~ líi (h)1 ~ IT ("Ix)( 5 M IlIhlx )11" 

pero esto es incompatible 000 

M 
M 1](lllx )1].,. ~ - < 1 

" 
lo cual es una contradicción. Así, y E X con lo cual 

TIf) ~ íilf) 

para todo I E BC [X : C[. o 
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4.1 Condición de Wiener 

Todo lo visto en los capítulos anteriores para el álgebra BC ¡XI es valido para 
BC¡X: Cj. el álgebra de funciones continuas y acotadas de X en C. En este 
capítulo los resultados!;C trabajan sobre BC¡X : Cj. 

Proposición 4 .1. 1 Sea A u/la álgebn'l de Hau.sdorff, oompleja, completa, C01lfflUo 

tativa, m -com/ua 11 CO/l uflidad~. Entonces e:riste un Í$omorfürrw de álgebrw 
topoMgicaJ de A en el límite proyoctivo de U'I familia de álgebras de Baflach, 
oomplejtl$, conmutatitlQ.$ 11 con u/I¡dad. 

Demostración. 
Sea { j.j .. } " EI una familia de semi normas submultiplicativas en A que generan 

su topologfa y que satisfacen que max (1 ,1,,) pertenece a la familia (I ·I"}"EI para ." todo subconjunto finito J de / . 
Para cada seminorma (.(" tomamos su núcleo ker (.(,. y consideramos el espacio 

cociente 
A/kcr j·j". 

el cual resulta ser un álgebra normada, con la norma 

lI[a[.II. = ;"¡ {[a + ,1' y E 1= H.) 
donde [al" representa la clase de a en el cociente A/ ker H". Sea Aa la com­
pleción de A/kerH" . Entonces (A.., II·II" },,EI es una familia de álgebras de 
Banach, complejas, conmutativas y con unidad [el". 

Dotemos al conjunto de índices / con el siguiente orden 

o- ~ {J si y sólo si 1110.1"11,, :s: IIIa1pllp para cada a E A 

el cual hace a / un conjunto dirigido. 
Para o- ~ {J definamos 

i~: A/ ker j.!p -. A/kerl ·l" 

vía la regla 
[aJo -Ja[ •. 

Estos homomomsmos continuos pueden extenderse a las compleciones, dichas 
extensiones también las denotamos como 

i~: Ap-' A.. 

Tomemos el límite proyectivo B = l~ A" del sistema (A",i~); es dedr, B es 

el su!Jespacio del producto cartesiano n A., compuesto por los elementos (X,.),. 
." que satisfacen la condición: 

i~ (x/1) = Xo 

para cada o- ~ {J. La topología en B es la inducida por la topología producto, la 
cual coincide con la generada por la familia de seminonnas (11·11«) definidas de la 
siguiente forma 
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el homomorfismo de álgebras definido como 

a ..... {(a]et}et 

Es claro que la. imagen de T está contenida. en B debido a. la. propia. definición 
de los homomorfismos i~. T es inyectiva porque se supuso que A es de Haus­
dorff y es continua porque la composición con cada proyección del producto es el 
homomorfismo canónico de A en uno de los cocientes A/ker 1·let' Probaremos; 

(1) ¡-l : T(A) -. A es continua. Es decir T es un isomorfismo de álgebras 
topológicas de A en su imagen. 

(ii) T (A) es un conjunto cerrado y denso en B y por tanto T(A) = B. 
Sea H"" una seminorma en A. 

ya que si II(!a]et)etllao ¡. O, entonces existe b E Ker H<>tI tal que 

la + bl~ < '11([al.>.II •• 
y por tanto, 

lal~ ~ 'lI([alo)oII~ · 

Así, tenem06 la continuidad de T- 1 . 

T(A) es cerrado en B ya que, de acuerdo al inciso anterior, T es un horneo­
modismo lineal de A en su imagen y A es completo. 

Resta demostrar que T(A) es denso en B, paca ello tomem06 un básico de B 
que contenga a (x"')o E B, digam06 

v = {(Yet)a E B; II(Ya)et - (xa)etllet, < {para; = l , ... ,n}. 
Dem08trarem06 que V()T(A) =F 0. 
Como A/ ker 1·1. •• es denso es su compleción, entonces existe a; E A tal que 

parai = I , ... ,71. 

Sea {J tal que fJ >,oc al, ... ,an· Por ser 

continua para i = 1, ... ,11, entonces existe 5 > O tal que 

para i = 1, ... , 71 siempre que 
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A/kcr 1·ltI es denso es su comploción AB. entonces existe a E A tal que 

y por tanto, 

lI[a[ •• - x •• II •• < . 

para i = 1, ... , 11 • O sea, 

liT (a) - (x. )[[ •• « 

p¡u-ai = l , .. , ltyentoncesVnT(A)'¡'0. o 

Teorem a 4.1.2 Tooa digebro A compleja. completa, alllmutatioo, m-convexa y 
con unidad e sat~face la siguiente condición: x E A e$ invertible ,,¡ !I "dio si 
:t (J) #- O paro cada f E (J (A) , esta propíedad se conoce como la ccmdición de 
Wiener. 

D cmostroción. 
Sea / E (J (A). Existe y E A tal que f (y) #: O además 

f(y) = I (y.) = I (y) I (.) 

por lo que f (e) = 1. 
Ahora si x es invert ible, entonces existe ;z: - l tal que :l:X- 1 = e y 

en particular, f (z) ¡. O. 
Sean T : A __ B eJ isomorfismo dado en la proposición anterior. 
Tomemos a E A tal que a(f) #- O para cada f E l1(A). Consideremos la 

composición 
T "/1 9 A ..... B-Af.I ..... C 

donde 1fIJ es la (j-proyección y 9 E 11 (AI:J). Entonces, para f = (g01rpo T) 
tenemos que f E (J (A) oon lo cual (g o 1I"p o T )(a) ':j; O. Además 

Teniéndose lIS!: 

(go7f¡:lo T)(a) = g(1fIJ(T (a») 

= g(·,WaU.)) 
= g([a[, ) 

g(1al.a) '" O para todogE u (A.a) 

Al aplicar el Corolario C.2.l9 al álgebra de Banach Ap , obtenemos que [!I[p es 
invert ible en Ap, y esto sucede para toda {J E J, por lo cual {[a).,} .. es invertible 

en n Aa ; sea (X.,)" su inverso. Ya que cada i~ es un homomorfismo de álgebras 
." y 
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para cada {3 ~ o , entonces 

i~ (xiJ) = Xo 

para cada {3 9 o . Es decir (xo)o E B = T(A) Y como T es un isomorfismo de 
álgebras, entonces a es invertible. O 

'Thorema 4.1.3 Sea A una 4lgebra autoadjunta, {J- cerroda de Be IX : q que 
&epara punUu de X y que pora cada x EX, contiene una función que no se Mildo 
en x . Entoflce&, A = BC IX : q 

La prueba es directa a partir del Teorema 3.2.2 

Corolario 4.1.4 Si 1 E Be IX : C] es tal que I(x) #- o poro todo x E X. en­
tonces el ideal generado por 1 e& deFUo en (Be [X: q ,(je) 

Demostración. 
Debido a que X es un espacio completamente regular y Hausdorff, Be [X : q 

separa puntosdeX y lonllsmo hoce el ideallBCIX : q generado por l . Además, 

~g E BC IX : C] para cada g E BC IX : C]; es decir, 1 BC IX : q es autoodjunto. 

Cuando la función 1 expuesta arriba no es invertible en BC IX : q se obtiene 
el siguiente 

'Thorema 4.1.5 Si 1 E BC [X: q e.s tal que I(x) #- O poro cada x E X e 
inf {I! (x)1 : x E X) = O, entonces el ideal generado por 1 es de codimefuión 
infinita. 

Para cada. TI ;?: 1 definase la función 

para x E X. Entonces se obtiene una sucesión (h.,.BC[X: q) de ideales de 
BC[X: q tal que 

hIBC[X: q ~ II-¡BC [X : el ~. (4.2) 

Además {h.,. : TI ;?: 1} es un conjunto linealmente independiente, para probarlo 
procedamos por inducción sobre el número de sumandos en la combinación linea.!. 

Para 11 = 1 tenemos que si ohj = 0, entonces o = ° ya que 1,," #- O para toda 
nEN 

Supóngase cierta la independencia para toda combinación linea.! con a lo más 
rt sumandos, y sea 

(4.3) 

De donde 
- On+lhj ... , = olhil + 0211Í2 + .. . + o"hj .. 

Si 0n+1 #- 0, entonces 
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con lo que, por (4.2) 

"in+! E "in Be IX : CJ 
Esto contradice las contenciones propias de (4.2), asf 0,,+1 debe ser cero y (4.3) 
se trlUlSfonna en una combinación lineal igual a cero con a lo más 11 sumandos, 
por lo que 

0'1 = 0:2 = ... = 0,,+ 1 = O. 

Como la función j no es acotada siempre (jue 9 no sea. el elemento nulo en el 
espado generado por las fWlCione! }In , {{h .. },,), se sigue que 

({"J.) n IBC IX ,q ~ {OJ 

Así, las cl6S€S de las funciones h". en Be IX : CJ / f Be IX : el forman un 
conjunto linealmente independiente, por lo cual el ideal fBC[X : el es de codi­
mensi6n infinita. O 

Corolario 4.1 .6 Sea X completamente regular' y k-espacio. Si existe f E BC[X : C] 
tal que f (x) :f:. O pam cada x E X e im {I! (x)1 : :z: E X} = 0, entonces {Be IX : C] ,(Je) 
no es un 4lgebra m-conve:ra. 

Demostración. 
Sabemos que 17 (BC[X : C] ,(Je) = X Y por hipótesis i{f) = f (x) '" O 

para toda:L E X. Entonces (BC[X :C],{J) es un álgebra. compleja conmuta­
tiva completa, con identidad que no satisface 111. condición de Wiener. Por tanto 
(BC [X : C] ,(:1) no es un álgebra m-convexa. O 

4.2 Co ndiciones Arizmendi-Carrillo 

Teorema 4.2.1 (BC [X : C[ ,(:lo) I!-' un álgebra m-convexa si y sólo si 

Demostración. 
Supóngase (BC[X: C[ ,(:1) es una álgebra m-convexa. Entonces existe una 

fanúlia 

M ~ (11·110' Q " 'J 
de .seminonnas submultiplicativas en BC [X : C[ que generan la topologla (:lo. 

Es daro que 800 [X : C[ e Do [X : CJ. 
Supongamos que existe ¡P E Do [X : Cj '-800 [X : Cj. Entonces, existen o: E a, 

~E no [X : C[ y a,b>O tales que 

a 11/11. S 11/11. S b 11/11. 

para todo f E BC IX : C[. 
Observamos que: 

(i) !I/lIn:5" 1 siempre que b!lf!l~:5" 1; 
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(H) II/II,,:S 1 implica, por la submultiplicatividad de 11,11", IIrll" :S 1. As!, 

'11/ 11; ~ 1 '" a 111"11, $ 1 

Como 'J, E Bo [X : CJ existe K e X compacto tal que 

1J;(x)1 < ~ si x f. K 

y como (ji no es de soporte compacto, entonces existe :E{) f. K tal que 

Por ser X completamente regular, existe/: X --+ [0,2) continua tal que 
/ (K ) = {O} Y / (xo) = 2. Entonces, 

'11/11; ~ ',udl/(x) ~(x)1 ,. E X,K} < 1 

por tanto, 

a lIrll~ :S 1 para todo n E N. 

Por otra parte, 

lo cual contradice la desigualdad anterior. 
Supóngase ahora que Bo [X : el ::::: Boo IX : CJ entonCES la topología Pe coin-

cide con K, por lo cual {BC[X: q ,Pal es localmente m-convexo. O 

Corolario 4.2.2 (BC[X : C] ,Pe) es un 4lgebra m-convexa si y s610 si Pe::::: ,... 

De lo anterior y el Teorema 3.1.13 se sigue: 

Corolario 4.2.3 La" siguientes afinnaciones son equivalentes: 

(a) (BC IX : C] ,Pe) es U1I 4lgebra m-convexa 

(') BolX 'c)~BooIX ,C) 

(e) Pe = ,... 

(d) X es aparentemente compacto. 

Corolario 4.2.4 $ea X un espacio localmente compacto de Hausdorff. (BC [X: CJ ,P) 
es Ufl 4lgebra m -convexa si y s6/o si Co [X : q = COO IX : q; es decir, si, y s6lo 
si P = ,... 

Demostración. 
Si (BC IX : q ,P) es m -convexa, entonces Bo [X : q = Boo [X : C] por tanto, 

si / E Co [X : q entonces / E Boo [X: CJ, con lo cual / E COO IX : el. 
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Inversamente, si CO IX ; C) = Goo IX ; CJ ' entonces {J = K, ya que por ser X 
un espacio localmente oompacto de Hausdorff, la topolog1a estricta está dada por 
la familia de seminormas 

y es claro que en este C8.\iO la topología compacto abierta está generada por la 
faroma de seminonnas 

o 

Corolario 4.2.5 Sea X Utl e3pacio localmente compacto de HausrkJrff. Entonces 
las siguielites afirmaciones son equivalentes: 

(a) (BC [X ; CJ ,(J) es un álgebra m-conuexa 

lb) C,[X ,q = Coo[X ,q 

(e) fJ = ". 

(a) x es aparentemente compacto. 

4.3 Condiciones Khurana 

s. s. Khurana demucstra en [19] condiciones necesarias y suficientes para la m­
convexidad de Be [X : C] con las topologfas estrictas fJo,Ps y {JI. 

Teorema 4.3.1 Sw X completameTlte regular. (Be IX : CJ ,Po) es un álgebra 
JIl-convero si y $11/0,,¡ X e.J aparentemente compacto. En cualquier CfUQ {Jo = K. 

DemQstrnci6n. 
Si X es aparentemente compacto, entonces, por el Teoremas 3.3.25 ,. = {Jo y 

por tanto (Be [X: CJ ,Po) es un álgebra m-convexa. 
Inversamente supongamos que (BC [X : CJ ,(:lo) es m -convexa, es decir existe 

lma familia 

de seminormas en BC IX : Cj submultiplicativas que generan {Jo; y supóngase 
que X no es aparentemente compacto, esto implica que la topología estricta 
de Giles no coincide con la topología compacto abierta., por lo cual existe ~ E 
So [X : Cj"Boo [X : CJ· La topología estricta de Giles {:le eltA contenida. en {:lo, 
por lo cual existen [[-1[0 E M Y (l > O tales que 

a II f ll. ~ [[fll" 

para. todo f E BC[X: Cj. 
Para II·IIQ existen M > O Y una seminorma pO E Po tala; que 

IIfll" ~ M'Po (1) 
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para todo / E BC [X: e]. A Sil veot, para esta serninonna ~ existen M' > O Y 
K e X compacto tales que 

,,(J) $ M' 11/11. 

para todo / E B2 , donde 81. es la bola cerrada con centro en O y radio 2 en 
BC [X : Cj. Por tanto, 

11 /110 $ b 11/11. 
para alguna b > O Y todo / E B2 

Como q, no es de soporte compacto, entonces existe :&0 rt K tal que 

Por ser X completamente regular existe / X __ [0,2] continua tal que 
/ (K) = {O} Y / (:ta) = 2. Entonces / E ~ Y 

11 /110 $ b 11/11. ~ o. 

De la submultiplicatividad den/II" se sigue 

para todo n EN. 
Por otra parte, 

a 11f'1I~ 2: 2na 14> (zoH para todo n E N 

lo cual contradice la desigualdad anterior. O 

Corolario 4.3.2 Sea X un espacio complelamenle regular. Entonces las siguien­
tcs afinnaciones SOft equivalclltes: 

(a) (BC[X: Cj,{Jo) es UfI álgebra m-conve:ro 

(b) {Jo = ,,= {Je 

ro) "'IX ,C¡ ~BooIX ,C¡ 

(d) X es aparentemente compacto. 

El lector habrá ya sacado sus propias conclusiones acerca de la relación tan es­
trecha entre las topologías utili:l-adas por Khurana y Arizmenrli-Carrillo. También 
habrá notado la similitud con la que se prueban ambas condiciones. Cabe señalar 
que la demostración que aparece en este trabajo para la condición de Khurana 
está lejos de la dada por el autor en [19], puesto que en aquel trabajo se ocupan 
los conceptos de vecindades balanceadas y convexas en lugar de seminormas gen­
eradoras de la topologfa.. Sin embargo, al aplicar los conceptos de seruinonnas se 
observa que las demostraciones son prácticamente la misma y por tanto, caben 
las preguntas: ¿Habrá alguna relaciÓn más estrecha entre /Jo y /Je además de la 
coincidencia de ambas si el espacio es aparentemente compacto? ¿Será necesario 
que el espacio sea. de esta forma para que éstas coincidan? La respuesta es NO 
como lo muestra el siguienl e 
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Teorema 4.3.3 La topología compacto abierta acotada {Jo y la topolog(a estricta 
de Giles {JG coi1lciden. 

DemostrnciÓTI . 

Por la Observación 3.3.24 sabemos que {jo es la topología localmente convexa 
más grande que coincide con ella misma en las bolas Br , sin embargo, por el inciso 
(4) de la Prop06ición 3.1.4 en esas bolas (le coincide con la compacto abierta, 
teniéndOlie de eIlta. manera que {Je es la topología localmente convexa más grande 
que coincide con la compacto abierta en las bolas Br que es precisamente la 
definición de {Jo- O 

Khurana también prueba condiciones necesarias y suficientes para que el ál­
gebra Be IX: el con la topología (3s, sea localmente m-convexa, sin embargo la 
demoolra.ciÓn dada ocupa la teona de la medida, la cual la. hemos mantenido al 
margen con el propósito de no ampliar en e;.¡c;eso este trabajo, ya que el carác­
ter autocontenido que hemos tratado de darle 006 obligaría a incluir un nuevo 
apéndice. Por esto sólo se mencionan algunas definiciones y el toorema central el 
cual se encuentra demootrado en [19]. 

Definición 4.3.4 Sean p una medida de Borel en un upocio Y LeH y E un 
bore/iallo de Y . p es llamada una medida exterionnenle regular en E si 

p(E) =inf{p(E): Ee U, U abierto} 

y es llamada Í/¡terlOfmente regular en E si 

p(E) =sup{p(K ) : Ke E, K oompacto}. 

Si p tiefle estas dos propiedades efl todos los boreliallOs de Y, entonces se dice 
que p es Uf/a medida de Borel regular en Y 

Definición 4.3.5 X es absolutameflte Borel medible en .8(X) si paro cualquier 
medida p de Borel f'e9ular en .8 (X), existefl borelianQs A, B e .8 (X ) tales que 

A eX e B yp(Ef'..,A) = O 

Teorema 4.3.6 (BC [X : CJ ,.85) es un álgebfu m-cmltlexa, si y sd/o si X es 
apa,'C,¡temente OJmpacto y absolutamente Borel medible. En este caso.8s = K.. 

Con esto quedan comparadas las condiciones Khurana con las Arizmendi­
Carrillo para las generalio¿aciones de la Topología de Suck que ellos manejaron. 
De las topologfas estrictas tratadas por Khurana, {jo y fJs son las wucas que 
coinciden con la topologfa estricta de Suck cuando X es localmente compacto 
(Corolario 3.3.21) 

La topología {jI es una topología estricta trabajada por Khurana que no coin­
cide con la de Suck cuando X es LCH. Para finalizar veremos que esto se puede 
probar usando rcsultadoo de Khurana y Arizmendi-Canillo. 

En [19) se prueba 

Teorema 4.3.7 (BC[X :CJ,{j¡) es un álgebro m-OJnve!:a"i y sdlo si X es 
psendocompacto y en este caso {JI = (1. 
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Donde un espacio es pseudocompacto si es un espacio de Hausdorff con la 
propiedad que C (X : CJ = BC (X : eJ . 

En (2J se da el siguiente ejemplo: 
Si 11 es el primer ordinaJ no numerable y w el primer ordinaJ numerable, 

entonces el espacio 
y = ([0,0) x )O,wD'dIO,w)} 

es LCH y p6Cudocompacto. La función definida como 

{
l 'i~=O 

!(o,!J)= Osi!J=w para toda o E [11,wJ 

~ si {:J= JI 

ynEN 

satisface! E Co (Y : CJ ,Coo (Y : C] por lo cual (BC(Y : CJ ,(:JB) no es m .. 
convexa. 

Juntando est06 resultad06 tenemos que {:JB i- {:JI en BC [Y : CJ. Además ve­
mos que las condiciones LeH y pseudocompacto no implican que un espacio sea. 
aparentemente compacto. La. implicación contraria. si es cierta como veJJl06 a. 
continuación . 

PropoSición 4.3.8 Todo espacio aparentemente compacto es pseudoccmpacto. 

Demostración. 
Supongamos que X es aparentemente compacto, pero no p6Cudocompacto. 

Entonces existe una. función! : X -. R continua. y una. sucesión (x .. ) en X de 
elementos distint06 entre sí taJes que! (xn) > n. 

Se. 

4> IX)= {O, 
Ril 

six~(x .. :n;::: l } 

sixE{x .. :n;::: l } 

entonces .p E Bo IX : CJ, y como Bo [X : CJ = Boo [X ; eJ, entonces existe K e X 
compacto taJ que 

.p(x) = O para. todo x ~ K 

lo cuaJ implica que {xn}n e K. Sin embargo, esto no es p<l5ible ya. que aJ ser J 
continua, ella. está acotada. en K. O 
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Conceptos básicos de Topología 

A.l Espacios (1- compactos 

Definición A.l.l Un espacio X cs lo.::aimcTlte compacto si para cada pl",to de 
X exi5te una vecindad compacta. Además, si el cspacio es de Hausdorff se dice 
que el espacio e3 localmente compac(Q de HallJdorff y úto ~e abrevia 0.3{: L GH. 

Proposición A.l .2 Si X e5 LGR entonas dado un compacto K e X . enlences 
cmte un oompacto V tal que K e V o. Todo conjunto V con f$W propiedad u 
llamado una vecindad compacta de K . 

( Proposici6n 1.1.+ J. 

Proposición A.1.3 Si X es LCH entonces para cada x E X las vecindadu 
compactaJ de x forman una base local en ese punto. (Proposici6n 1.1.11 J. 

Proposición A.1.4 Si X es LCH entoTlce.s d4dos un compacto K e x y x ti. K, 
emtE una vecindad compacta V de K y:.r: '1. V. 

00 

Definición A.l.S Un espacio tcpológicv X es u-compacto si X = U K .. donde 
0=' 

K .. e X compacto para cada TI E N. Además. si estos oonjuntos Kn pueden ser 
escogidos de tal. forma que K .. e K O"+ II entoTletS se dice que X es regularmente 
a -compacto. 

Teorema A.1.6 T(xú;¡ (spacio LCH 11 u -compacto es rtgwannetlte u -compacto. 

DefflQstmci6n. 
00 

Sea. X = U K" , donde Kn e X compacto. Por la Proposición A.l.2 existe 
0 < ' 

una vecindad compacta VI de KI; asimismo, existe una vecindad compacta V~ 
de VI U K 2 ; al continuar inductivamente este proceso obtenemos una sucesión de 
vecindades compactas {V" }n tales que 

00 

V .. e VO"+I y X =u v" 
0-' 

Es decir, X es regularmente u-COmpat:to. O 

'" eSTA TESIS NO SAlJi' 
)EJABmUOTFC~ 
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Defin ición A.I.7 Se dice que UTI espacio topológico es scgu,ulo """,craMe o $a­
tis/aa el segundo axioma de lIumerubilidad, si su topología tiene una base numer­
able. 

Teorema A.I.S Si X es segtmdo l¡umeroble, erlto'~s cada cubiclta abierta {Va} 
de X COTitiCflC "'Ia subcubierta abierta lIumemble. 

Demost!nciótI. 
Sea {V .. :" E N} una base para la topología de X. Como cada Va es unión 

de una colección de conjuntos V .. , existe una cubierta {V,,; : j E N} de X tal que 
cada V"J está en algún conjWlto Va_ Para cada V"j escogemos Va, E {Ua } que 
lo contenga. La familia {Un,} es una subcubierta numerable de X. O 

Definición A.1.9 Un espacio X e.s de Lindelii/3¡ coda cubierta abierta de X 
contifme lmo subcubierta numerable. 

P roposición A.l.lO Todo espacio u-compocto es de L¡'lde16f .. 

Demo"trnción. 
00 

Sea X un espacio u -compacto. Entonces, X = U Kn donde K" es compacto .-, 
para todo" E N. Sea (Va ) una cubierta abierta para X, entonces {Va} es 
una cubierta abierta para cada Kn , por lo que existe una subcubierta finita que 
cubre a K n, por tanto, la unión numerable de estas subcubiertas finitas es una 
subcubierta numerable para X. O 

Definición A.1.ll VII espacio de Housdorff X ea separoble si colltiefle un sub~ 
conjunCo denso y 1Iumertlble. 

Teorema A.1.12 Sea X un espacio métrico, los siguienus conaptos son equiv.­
meri tes 

(2) X es seporoble. 

(3) X es de Lindel6f. 

DemostrociÓn. 
(2) =;. (1): Sea (xn} n un subconjunto denso numerable en X , entonces afir­

mamos que la fanl ma 
(B(..t:n,r) : r E Q, 11 E N} 

es una base numerable para X . 
Sea V llO abierto en X y x E V i existe B (x,r) e U, oon r racional y romo 

{xn} n es denso podemos encontrar algún X n E B (x, i) i entonces 

xE B(xn , ~) e B(x,r )c U 

(1) =;. (3): Debido al Teorema A.1.8, esto siempre es cierto. 
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(3) => (2): Decimos que A e x ~ E-denso si cada punto de X dista de A 

menos que E. Para cada ( > O, existe un E- denso numerable A (E) : Sea ( > O. De 
la cubierta abierta {B (X,E) : x E X} podemos extraer unasuocubierta numerable 

00 

{B (X", E) :1I EN} . Definimos A(r) = {x,,:nEN}yD=U A(~). Es claro 
,,~ I 

que D ~ denso y numerable. o 

A .2 Espacios comple tamente r egulares 

Definición A .2.1 X es completame"te regular o T3! si X es TI "paro cada 

punto x " cada cerrado F no vac(o, con x ti. F ~te una función continua 

J , X - [O, I[ 

tal que f(x) = l "f(F) = {O}. 

A la familia de todas las funcion~ continua de X en R la denotamos por e [XI 

Definición A .2.2 Soo f : X -- Runa funci6n continua. Definimos el conjunto 
cero de f denotado por Z (J) oomo 

Z (f) = Izo J (x) = O} 

es decir Z (f) es la imagen inversa de cero bajo f . 
Sea C' e e [X ] escribimos Z [C'] paro designar la familia de oonjunto.! cero 

{Z(f)'JEC'} 

por otro lado cuando C' = e [X] escribimos Z [X ]. 

Definición A.2.3 Soo X un espacio topológioo. Una familia B de cerroJos es 
una base para los ronjuntos cerrados si cada cerTado en X es la intersecci6fl de 
miembros de B. Equivalentemente, B es una base para los conjuntos cerrados si 
para cualquier celrodo F y x ti. F , existe un elemento de B que co7ltiene a F , pero 
no a x. 

P roposición A.2 .4 Sea X un espacio TI . X es completamente regular si y s610 
si la familia Z [X] es U1l(l, base para los oonjuntos cerrodos. 

Demostrnci6n. 
Supongamos que X es un espacio completamente regular. Sea F e X cerrado 

no vacío y x E X'..F, entonces existe una función continua f : X __ [0,1] tal que 
f (x) = 1 Y f [F] = {O}. Entonces FeZ (J), y x ti. Z (J), por tanto Z [X) es una 
'-. 

Supóngase ahora que Z [X ] es una base para los conjuntos cerrados. Sea 
F e X cerrado y :.co ti. F , entonces existe un conjunto cero Z (g) tal que FeZ (g) 

y :to ti. Z (g). Sea r = 19f;;ÍI~ I' La función 

{ 
,,"11 . ""11 f : X __ (O, l J definida vía:r:...... ~(l91z )[+l) SI 19l'iJl+T < T 

si ¡JrJÍI~ I 2: r 

es continua y sat. isface que f (:.co) = l Y f(F) = {O}. O 
Los espacios completamente regulares tienen un papel fundamental en el de­

sarrollo de ~Ia t~is a partir del Capítulo 2. 
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A.3 FUnciones abiertas, cerradas y homeomorfismo 

En esta sección X e Y son espacios topológicos 

Definición A.3.1 Una función f : X ..... Y es abierta (cerroda) si la imagen de 
cada CQfljUTlto abierto (cenudo) en X es abierto (cerrado) e1I Y . 

Los concept06 de fwlción continua., función abierta y función cerrada son inde­
pendientes; sin embargo cuando la función es biyectiva los dos últimos coinciden: 

Sea f : X ..... Y una función biyectiva. Si f es cerrada y A c X abierto, 
entonces f (X/A ) es cerrado en Y y como en este caso 

entonces f(A) es abierto en Y. Análogamente, se prueba que si f es abierta., 
entonces f es cerrada. 

Proposición A.3.2 U,wfunción f : X ..... Y escerroda si y sólo si f (A) C f (A) 
pamcadaACX. 

DemostTución. 
Si f es cerrada entonces f (A) es cerrado; como f (A) C f (A) , obtenemos 

qu, 

AJ contrario, si la condición se cumple y A es cerrado, entonces 

¡(A) e ¡(A) e I (A) ~ I(A) 

f (A) = f (A), entonces f (A) es cerrado. O 

Definición A.3.3 UTIa función continua biyectiva f : X ..... Y es mi homeomo f·­
jismo entre X e Y si f- 1 : y -- X es coTltinua. 

Definición A.3A Dos e.spacios lopol6g"icos X e Y SQn homeomor/os si existe U" 

homeomorjismo e"tre ellos y esto se denota por X :ii!: Y. 

'Thorema A.3.5 Sea f : X ..... Y una función biyectiva. Las siguientes propieda­
des SO'I equivalefltes: 

(I) / es un homeomQrjismo. 

(2) f es continua y abierta. 

(3) f es an¡ti1U.la y cermda. 

W f(A) = / (A) paru cada A C X. 
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Demostración. 
(¡ ) => (2) . Si / es un homeomorfismo entonces / y / -Ison continuas, y como 

/ = u-Irise tiene (¡ue / el; abierta. 
(2) ~ (3) Como / el; biyec:: t iva entonces l~ concept06 de función abierta y 

fWlción cerrada coinciden. 
(3) => (4) / continua implica que / (A) e / (A) paTa cada A e X. Y / 

cerrada implica que /(A) e / (A) paTa caJa A e X. Por tanto se cwnple (4). 

(4) => (1) / (A) "'" / (A) para cada A eX, implica que / es continua y 

cerrada; y como / "" (J- I) - I se tiene que /-1 es continua, por tanto, / es un 
homeomomsmo. O 

Definición A.3.6 Seo. {Y .. } .. EA una/amilifl de espacios tOPQ16gioos 11 una/amilia 
de funciones {fO}OEA donde /0 : X ..... Y,,_ Decimos que la familia de funciones 
separa punto.! si para cada xo -1- XI E X existe ct E 1 tal que 

Si paro cada X E X 11 F e X cerrado 110 vado ta.I que;¡: '- F , existe ct E 1 tal 
qu< 

entonces se dice que la familia separa puntos de cerrados. Si esta /amilw CO'lSta 
de un sólo elemento /, entonces decimos / .!eparo puntos de cenudos. 

Teorema A.3.7 Si la función continua / : X ..... Y es inyectiva 11 separo puntos 
de cenudos, e'lto1lces / es un homwrrwrfismo sobre su imagen. 

Demostración. 
Es suficiente probar que / : X ..... / (X) es cerrada, es decir que para cada 

F e X celTado 

¡(F)~¡ (X)n ¡(F) 

Es daTO que: 

¡(F) e ¡(X )n f(F) 

Supongamos que no se cumple la otra contención, entonces existe z E / (X )n 
/ (F ) con z '- / (F). O sea, existe x E X ta.l que / (x) E / (F) Y / (x) f/. / (F) ; 
esto implica que x '- F Y como la función separa punt~ de cerrados se tiene que 
/ (x) f/. / (F) teniéndOt>e de esta manera una cont radicción. O 

Teorema A.8.S Sea {f"}ftE.A una familia de ftmciones coTitínuas. doftde para 
cada ct E A. /n es una función de X en Yn que separa plmtos. Efltollces 

E: X ..... n (Y., : O: E A} definida por' x ..... {1ft (x»., 

es inllectiva. Si. además la familia sepa.n pUfltos de ccf"fudos, entonen E es 1m 

homeomorfismo sobre su imagen, 
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DemoslmeiOr!. 
Si la familia separa puntos, entonces para cada par de puntos d istintos :to, XI E 

X existe el E A tal que fo (xo) i- jr;> (x!), lo cual implica que E(xoJ #- E(x¡). 
Si la familia {fa} "EA separa puntos de cerrados entonces la función E también 

lo hace, ya <¡ue si 

E(X) E E(F)paraalgúncerradoF C X, 

entonces 

Jo (x) = 11"., (E (x» E 11"" (E(F») e 11"" (E( F» e !,,(F) para cada ct E A. 

Por tanto, x E F o 

AA Redes 

Como es conocido en los espaci06 métricO!!! muchas propiedades topológicas son 
caracterizada¡¡ a travé::> de sucesiones, pero estas caracterizaciones no puede ser 
aplicadas en espacios topológicos en general. NocESitamos primero generalizar 
el concepto de sucesión y así tener resultad06 análogos a los que tenemoo para 
espacioo métricos. 

Definición A.4.1 Un conju.nto dirigido es un conjunto / con UtIQ reladón ~ 
sobre 1 tal que 

(1) i ~ i para todo j E J. 

(2) i ~ j y j ~ "Y ~ i ~ 1· 

(3) Paro todQ ¡,j E ¡ existe l' E J tal que i ~ "'f Y j ~ "'f. 

Una relaci6n que satisface las primeros dos propiedades es llamado proorden 
por algunos aulores. 

Definición A.4.2 Una JT;d en X es u'~a funciófI i .......... Xi de un conjunto dirigido 
J ell X . Denotamos a esta fU'lci611 como (X¡)iEl. 

A1gunoo ejemploo de conjunloo dirigidoo son: 

Ejemplos A.4.3 (1) El conjunto de los números naluro/es N. con el orden 
naturol. 

(2) El conjunto N de todas las veciflltades de un punto x en un espacio topol¡jg"ico 
X. cml el proorden 

u~v~u :::> v. 

Decimos que N es Uf! conjUflto dirigido po'. la inclusión inversa. 

(3) Si A Y B son corljuntos dirigidos. existe una mauenl Ilatul-al de dirigir a 
A)( B : 

(i,j) ~ (i'.j') ~ i ~ j' y j ~ j'. 
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Por el ejemplo (1) tenemos que cualquier red indexada por N, con su orden 
natural, es simplemente una :sucesión; así, toda sucesión es una red. 

Definición A.4.4 Sea (X, T) un espacio topológico y E e X. U'1(l red (;ci)iO. 
ten/lúla cn E si existe io E ¡ tal que Xi E E para todo i );o ~, y (Xi) flT:cucI/ta 
a E si para cada i E ¡ existe j );o i tal que Xj e E. Ut¡ pinito x E X es 1m 

lfmite de (Xi) si para cada vecifldad U de X la red (Xi) tennina e71 U. Si:l; es un 
punto I(mite de (x¡) entonccs decirnos que la red T - conve'Ye a x o simplemente 
corwerye a x si se solm! entiende la topología en cuestión .. 

Proposición A.4.5 Ut, espacio topológico X es HausdorfI si y sólo si cada '"ClÍ 

conve'ycnte en X tie"e 1111 úI/ico límite. 

Proposición A.4.6 Sea (X, T) un espacio topológico, B e X y x E X. E'ltonceJ 
x E B si y sólo si alguna red ct¡ B converye a x. 

DemostrociÓ". 
Si una red en B converge a:l;, entonces cada vecindad de x intersecta a B ya que 

la red tennina en cada vecindad de x, por lo cual x E B. Al contrario supongarn06 
que x E B, entonces si el conjunto N de las vecindades de x lo ordenamos por la 
inclusión inversa y tomamos Xu un elemento de Un B, entonces (XU)UEN es una 
red en B que converge al punto x. O 

Corolario A.4.1 Un subconjunto B de un espacio topológico eJ ccrrodo si y sólo 
si contiene cada límite de toda red COII Urminos en B. 

Proposición A.4.8 Sean X e Y espacios topológicos. La ju"ci6n f : X ..... Y 
es continua en Xo si y sólo si f (Xi) ..... f (xo) siempre que (Xi) sea ulla red en X 
converyente a :&o. 

Demostración. 
Si f es continua en Xo y (x;) es una red convergente a xo, entonces se sigue 

inmediatamente de la definición de convergencia y la continuidad en un punto que 
f (x;) ..... f (xo). Ahora, supóngase que f no es continua en xo, entonces existe 
V vecindad para f (:ro) tal que para cualquier vecindad U de Xo f (U) 1,. V. Sea 
N el conjunto de las vecindade:; de x ordenado por la inclusión inversa. Para 
cada U E N , sea Xu un elemento de U tal que f (xu) f/. V. Entonces la red (XU) 
converge a Xo; pero f (xu) no converge a f (xo) . O 

Corolario A.4.9 Sea" X U1l Clmju"to. 7i 1171 dos topolog(as en X, ento"ces 7i 
es igual a 72 si y sólo si toda red (x .. ) en X es 7i-conllcryentc si 11 sólo si es 
71-conlleryente. 

DellloshncióII. 
Si las topologías son iguale:; entonces se obtiene el resultado deseado. In­

versamente si suponemos que toda red en X es 7i -convergente si y sólo si es 
'Jí-convergente, tenemos por la proposición anterior que la función identidad es 
un homomorfismo.. O 
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Definición AA.lO Un conjunto J de un conjunto dirigido 1 es cofinal en 1 si 
pmu cada i E 1 emte j E J tal que i o:: j . 

Definición A.4.lI Sean X un con)!mto no vac(o, 1 un conjunto dirigido y 

f: I ..... X 

,,"a red, además supongamos que J es un conjuTlto dirigido y 9 J ..... 1 uTla 
fUTlcidn que 

(1 ) g{J.) o:: 9 {J2) en 1 siempre que j . ~ h Cf¡ J 

(2) g(J) es cofinal en 1 

eFltoru:es la red f o 9 es llamada una subred en J 

Proposición A.4.12 Sea (x;) urea red en el corejurlto X 

( 1) La red (x;) e$ una subred de ella misma. 

(2) Cada subred de (x;) es uTla red en X . 

(3) Cada subred de una subred de (Xi) es una subred de (Xi) . 

(~) Si X es un espacio topológico y (Xi) conver:ge a url elemento x E X , enwncu 
cada subred de (x,) converye a x. 

(5) Si X es un espacio topológico y existe x E X tal que cada subred de (:c;) 
tiene una subred que cor1vc'l'e a x , entonces Xi ..... x. 

Demostración. 
La demostración de los inciS06 (1), (2), (3) Y (4) se siguen inmediatamente de 

las definiciones. 
(5) Sea x E X tal que cada subred de (Xi) tiene Wla subred que converge a x 

y supongamos <jue x no es límite de (Xi )iE / ' por tanto existe U, ve<:indad de x , 
tal <jue para cada ¡El existe j E 1 tal que i o:: j y 

Xi fJ U 

Sea J = ti E l : Xi fJ U), J es WI subconjWlto cotina! de l . Entonces (x;) es 
wla subred de (Xi) que no tiene subred alguna que converja a x, lo cual es una 
contradicción. O 

Observación AA .13 La siguierete const~ión es útil para indexar subredcs de 
dos redes con el mismo conjunto de irldices. 

Supongamos que (X¡l' EI y (Yj )iE J son redes. Sea K "" 1 x J , dirigido de 
manera natural, es decir 

(i, j) o:: (i' ,/) ~ i o:: j' y j o:: l. 
y sean 9 K ..... 1 Y h K ..... J las proyecciones en 1 y J respec;tivamente. 
Entonces 

(X,(,.;)) y (YII (;.j)) 

son subrooes de (Xi) y (Yj), respectivamente, que tienen el mismo conjWlto de 
fndices. Notamos que si (.ci l etitá en un espf\.Cio topológico, entonces (Xi ) converge 
aI~1I .c si y sólo si (xg(;.))) I,:onverge a .(;. 
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Definición AA.14 Sea x un e1em!:lI!o de 1.111 !:spm;w topológico X y (Xi)€1 ulla 
n:d. Enlom;es (Xi) s!: acumula (aglomero ) etI X si pmu cada U vecindad d!: x y 
cada i E J ms!e j E J tal que 

i~j YXjEU 

El pU7Ito x es llamado punto de acu ulación o de aglomeración de (x;)i€1 

Dos de las propiedades fundamentales acerca de la. acwnulación de redes están 
contenidas en la siguiente proposición, cuya demostración es consecuencia. directa. 
de las definiciones de redes y subredes. 

Proposición A.4.15 SupoTl!JamOS que (Xi) es una ,,·d en 1m espacio !apológico 
XyseaxEX 

(1) Si (:t;) converg!: a X , e1l!a1lce~ (Xi) s!: acumula e l! x. 

(2) Si (Xi) "!:1Ie una su¡' ,-ed que se acumula e'l X, eJ¡!alices (Xi) se acumula e'l 
x. 

Mientras la convergencia es una. propiedad que hen>dan las subredes de la red, 
la. propiedad de la. acumulación pasa de las subredes 8. la red. 

En los espacios métricos, una su<::esión se ocwnula en un plUlto si y sólo si la 
sucesión tiene una subsucesión convergente al punto, por lo <::ua! un conjunto en un 
espacio métrico es cerrado si y sólo si contiene a los puntos de aglomeración de cada 
sucesión en H. Como mencionamos al principio las redes son Wl& generalización 
de las sucesiones. Los hochos anteriores se muestran a. continuación para. redes. 

PropoSición A.4.16 U'la red tll mi espacio topológico se acumula erl un punto 
si y solo si la red tiene una ~ubred que CQnverye al punto. 

Demostración. 
Sea (Xi);O una red en un espacio topológico. Es claro que si (:ti) tiene Wla 

5ubred que converge a x entonces ésta se acumula en x. De manera inversa, supón­
gase que (x;) se &;wnula en x. Sea J el conjunto de parejas ordenadas (i, U) tal 
que i E / y U es una. vecindad de X que contiene a. Xi. Decimos que 

Si (iltU¡), (i2,U2) E J, entonces el hocho de que (x,) se acumule en x implica 
que existe i3 E J tal que 1) ~ 13, 12 ~ i3 Y Xi. E U) n U1 , lo cual implica que 

por tanto J es un conjWlto dirigido. 
Sea. g(i,U) = i siempre que (i,U) E J. 

(Xi) y converge 11. X. 
Entonces. (Xg(i,U)) es Wla subred de 

O 

Corolario A .4.1 7 U'I subamjuflto B de IIn e5pacio topológico es cerrado si y 
sólo si B contiene todos los pUfltoS de acutll!dacio!¡ de cada red ef¡ B. 
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Demostrnci61"1. 

Se sigue de [a Prop06ición AA.7 o 

Teorema A.4 .18 Un subconjunto K de un espaciQ tQpológico es compacto si y 
sólo si cada red e ll K tíCllf tilia s!lbred convcrycnte en K . 

DemQshuciólI. 
Sea (Xi) una roo en K sin subred convergente a un punto de K, cntonce> (Xi) 

no se acumula en ningún punto de K , por consiguiente para cada x E K existen 
Ur vecindad de x e ir tales que 

Xj 1/. Ur siempre que j ~ iz 

Sea 9 = tU,," : x E K}, esta colección es una cubierta abierta para K j como 
para cada subfamiHa finita de a existe io E / tal que x ig no está en ningún 
elemento de esa subfamilia, entonces K no es compacto. 

Inversamente, supongamos (IUC K no es compacto, entonccti existe una cu­
bierta abierta de K , tal que cada subfamilia finita no cubre a K . Sea J la familia 
de todas las uniones de subfamilias finitas. J es una cubierta de K la cual no tiene 
subcubiertas finitas para K, además es un conjunto dirigido con la contenciÓn. 

Para cada U E J sea Xv un elemento de K'....U. Entonces (xv) es una red 
en K con la propiedad que Xv rI. Uo siempre que U ;> Uo, de lo que se sigue 
que (xv) no tiene puntos de acumulaciÓn en K , es decir (xv) no tiene subredes 
convergentes. O 

A.S Identificaciones 

Definición A.5.1 Seall y un COlljlmto, X UIl espacio !Qpol6gico y p : X --o Y 
ur¡a fullcidr¡ suprayectiva. La !Qpologfa de idtmtificacidn en Y detenninada por p 
es: T (P) = (U e y : p- I (U ) es abielto ell xl. 

T (P) es una topologfa debido a que p-I conmuta con las operaciones conjwl­
tistas. Asimismo, como p- I conmuta con los complcmentos, se tiene: A e y es 
cerrado si y sólo si p- I (A) es cerrado en X . 

Definición A.S.2 Semi X e Y dos espacios topoldgicos. Una funcidn continua 
supl"nyectiva p : X --o Y se llama identificacidn cUalldo la topologfa de Y es 
exactamente T (p). 

En lo que si!fUe X e Y son espacios topol6gicos. 

Proposición A.5.3 Si p : X --o Y es una furlCidn S!lpluyectiva. colltinllO y 
abierta. erltollCes p es una idelltificacidn. 

Proposición A.S.4 Sea p : X ..... Y continua. Si existe una funcidn continllO 
s : Y --o X tal que p o s = iy, en/orlCeS p es una idelltificaci6rl. 

Definición A.5.5 Seo p : X --o Y !l ila ider¡tificacidn. Un corljU1lto A e X se 
llama p-saturado .riempn: y cuar¡do sea la imagel¡ invCI"'sa de algli1l CI:mjur,to erl 
Y. Se dcjilie la ,,-calya de cualquier Clmjullto A e X como p- lp(A). 
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Proposición A.5.6 Sea p : X -+ Y una identificación. Entonces p es abierta 
si y sólo si la p-carga de cada conjunto abierto en X es también un conjunto 
abierto. 

Teorema A.5.7 Sea p : X -+ Y una función supmyectiva continua. p es una 
identificación si y sólo si pam cada espacio Z y cada función 9 : Y -+ Z, la 
continuidad de 9 o p implica la de g. 

Teorema A.5.8 (Tmnsgr'esión) Sean p : X -+ Y una identificación y h : X -+ Z 
continua. Supongamos que h es constante en cada fibm p-l (y) . Entonces 

1. h o p-l : y -+ Z es continua y además, el diagmma conmuta. 

X~Y 

h 1 / hop-l 

Z 

2. h o p-l : y -+ Z es una función abierta si h (U) es abierta siempr'e que U 
sea un abierto p-satumdo 

Teorema A.5.9 (tmnsitividad) Sea p : X -+ Y una identificación, Z un con­
junto y 9 : Y -+ Z una función supmyectiva. Entonces T (g) = T (g o p); en 
particular, 9 o P es una identificación si y sólo si 9 lo es. 

Definición A.5.10 Un espacio de HausdorjJ X es un k-espacio (o un espacio 
compactamente genemdo) si cumple la siguiente condición: 

U e X es abierto (cerrado) si y sólo si U n K es abierto (cerrado) en K para 
todo compacto K e X. 

Obviamente todo compacto es un k- espacio 
Nótese que si U es abierto (cerrado) en X entonces siempre se cumple que 

U n K es abierto (cerrado) en K para todo K e X compacto, por lo cual para 
probar que un espacio de Hausdorff es un k-espacio será suficiente probar la otra 
implicación. 

Teorema A.5.11 Un espacio de HausdorjJ X es un k-espacio si y sólo si hay 
una identificación 

p:Z-+X 

donde Z es un espacio LeR. 

Demostmción. 
Supongamos que existe tal identificación y sea F un subconjunto de X no 

cerrado. Entonces p-l (F) no es cerrado en Z y existe z E p-l (F) - p-l (F). Sea 
V una vecindad compacta de z . Así, p (V) es compacto y 

p (z) E P (V) n F - (p (V) n F) 

De donde, p (V) n F no es cerrado en X. Es decir, X no es un k-espacio. 
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Inversanwnte, supongamos que X es un k-espacio. Sea {KO}OEA la colección 
de subconjuntos compactos de X. En A tomemos la topologfa discreta y en 
Ka X {o} la topología producto. El espacio Ko x {a} es compacto para c!:'da 
O" E A . En el espacio 

z~ U Ko' (o) o,. 
lomarn06 la topologfa de la swna, es decir D e Z es abierto si y sólo si 

Dn (K ... x {o}) 

es abierto en Ka)( {o} para cada o E A. Como Ka X {o} es compacto y abierto 
en Z para todo O' E A tenemos que Z es Le H. Definimos 

p:Z--+X 

como p(x,o) = x. Esta función es sobre y es una identificación ya (Iue: Fes 
cerrado en X si y sólo si K" n F es cerrado para cada (1 E A, y 

p-' (FI ~ U (K o n FI ' (o ) 

o" 
es cerrado en Z si y sólo si Ka n F es cerrado pata cada () E A. o 

Corolario A.5.12 Un subespacio abierw Y de "'1 k-espacw de J/ausdorlf X u 
un k-espacio. 

Demostración. 
Sea p : Z __ X una identificación, con Z un espacio LeH. p- l (Y) es un 

subespacio abierto de Z y por tanto, es un espacio LeH. La función p Ip- l (Y ) : 
p_l (Y ) __ Y es sobre y U e Y es abierto en Y ( por tanto, en X) si y sólo 
si p_ l (U) es abierto en Z ( por tanto, en p- l (Y» ; o sea, p Ip- l (Y) es una 
identificación y por consiguiente Y es un k-espacio. 

Proposición A.S.13 Todo espacio de Hausdorff pnmerv ,lUmefllble, es decir: 
cada punto consta de Ima base local numemble. es un k- espacio. 

Demoslmci6rl. 
Sean X un espacio de Hausdorff primero numerable y 8 e X tal que 

BnK 

es cerrado en K para cada compacto K e X . Como X es primero numerable 
106 cerrados en X quedan caracterizadOti por la convergencia de sucesiones. Se!! 
(xn)n e B una sucesión convcrgente a x E X, enlonces 

es cerrado en el <.'Ompacto {x. Xl. xz •... } • por lo cual X pertenece a la intersección, 
teniéndose asf que X E 8. O 

Dam06 un cjemplo de un k-espacio (Iue además no es normal. 
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Ejemplo A.5.14 Seall X un conjunto de romiflOlidad mjillita II Xo E X. Deji­
ua"lOs e1l X la topología 

T(X) = {U e X: Xo fI. u o bie" X'..U es jinito}. 

Es e/aro que (X , T (X» es un espacio topoldgico de Ha,,"~dor1f y compacto . 
Sea" X = (N, T (N» y y = (R, T (R», entonces X x Y es un espacio de 

HawdorJ! compacto y por tanto, es un k - espacio. El subespacio 

z = X x y'.. {(xo,Yo)} 

es abierto en X x Y y por tanto, es un k- espacio; sin embaryo, no es normol ya 
que los conjur¡tos 

A (X'dx,JJ x {",J 
8 {x,J x (Y'.. (",J ) 

son cerrodos en Z y ajerlOs eutre si y como veremos no existe" abiertos ajenos 
que los coTltengan. 

Supongamos que U II V son abiertos de Z que contieucn a A y B respectiva-
mente. 

Sea:r: E X '.. {xa}, entonce.! (x,yo) E U Y 0$(, existe F7 e Y'\.. {Yo} finito tal 
que {x} x (}"'-.F:r ) e U . El conjunto 

e.! numerable por lo cual C$ÍSte II E }"'-. (M U (Yo} ) y por corlSiguiente 

{X'.. {xo}) x {y} e U 

y el punto (:r:o,y) perle/leCe a B ya la cerradura de (X'.. {xo}) x {y} con lo cual 

Unv #0. 

A.6 Espacios con re laciones de equ ivalencias 

Sean X un espacio topológico, R una relación de equivalencia en X y X/R el 
oonjunto cociente. La función canónica p : X ..... X / R es aquella definida por 
x ...... [x] , donde [x] es la da.se de x. 

Definición A.6.1 El conjunto X / R con la topología de ider¡tificacióu detenni­
nada por la lunción canónica p : X ...... X/ R se llama el espacio cociente de X 
entre R. 

Definición A.6.2 Sean X y Y dos espacios topológicos III : X ...... Y tilia I lm­
ción continua. Dejin¡"lOs la n:lación K (f) en X como x ..... y si I (x) = f (y). 
Esta es una relación de equivale"cia en X por lo cual X/K (1) es un es­
pacio cociente también llamado el espacio de descomposición de f. Además, 
f o p_ l : X/ K (f) -. y es una lunción continua f iliycctilla. 
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Teorem a A.6.3 Sean X y Y cWs espacios topológicos y f : X ..... Y tmo. fundón 
suproyectioo y continua. E,¡tQTlces / o p - l : X/K (J) ----. y es un hQmoorrwrji.smo 
si y sólo si f es una idc1ItijicaciÓn. 

DemoslmcióTI. 
Supongamos que f a; una ident ificación. Necesitamos m06trar solamente que 

f o p- I es una función abierta. Por (2) del Teorema A.5.B, si U es un abierto de 
X/K (f) , entonces f (1'- 1 (U») es abierto pues p_l (U) es un abierto p-saturado. 

Inversamente, supongamos <Iue f 0 1'- 1 es tul nomeomorfismo, y por tanto una 
identificación. Por el teorema A.5.9 f o p- l o p = l. O 

A .7 Compactación de Stone--Cech 

Para cada espacio topológico x , sea e IX : 1J el conjunto de todas las funciones 
continuas f : X --> J donde 1 es el intervalo unitario [O, l J. 

Para cada f E e IX : J] sea JI = J Y hagamos p X = fl J /. Por el teorema 
! €C{x;/) 

de Tychonoff p X es compacto. 
Los punt06 de pX son denotados por {tI} I . 

Teorema A . 7 .1 Si X es 1m espacio co11lpletamerlte regular. e1ltotlas puede ser 
ellcajado e1l pX ; es decir, eriste un homoot/wrfismo de X sobrE su imagen en 
pX 

DemostmciÓTI. 
Sea. p : X --+ pX. definida como p (x) = {J (x) } l. p es llamada la evaluación 

en X . 
Afinnamos que p es un nomeomorfismo sobre su imagen. 

• p es inyectiva: Si x i- y , entonces existe 9 E G IX : 1] tal que 9 (x) = 0, 
9 (y) = 1, ya que el espacio X es T3!; por tanto, {J (x)} / i- {J (y)} I . 

• p es continua ya que ("Ir/ o p)(x) = I (x) para todo I E GIX : 1], donde "Ir/ 
es la I-proyección. 

• p: X --+ p (X) es abierta: 

Sean U un abierto de X y x E U. Como el espacio X es T3~' existe lo 

que pertenece a e IX : 1] tal que lo (x) = 1 y 10(X"--..U) = O. Por tanto, 
lo (x) i 10(X,U). El subconjunto 

([0, iJ - fO (X ,U») x I1 [0, 1) 
/EC(X ;/ j. / "# 10 

(O. l ]x I1 [0, 1) 
/ EC(X:/]. Uf. 

es abierto en pX y 

p(r) E ( (0, I)x I1 [O, 1)) np(X ) e p (U) 
I Ecfx:/ l. In. 
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Por tanto, p (U) es un abierto en p (X) . Asf, p: X -- P (Xl es abierta. O 

Definición A.7.2 Si X es completameflte regular enumces la compactaciórt de 
Storte Cheeh es el espacio compacto (¡3(X) ,p) doflde ¡3(X) eJ la ccnudura de 
p(X) en p X . 

Corolario A. 7.3 Sean X y Y dos espacios completamente regulares y h : X __ Y 
una función corltinua. Exi$te una !unciÓfI continua H : p X ..... pY tal que el 
siguiente diagrama es coflmutativo. 

X ~Y 

pi J PI 

pX - pY 

" 
donde P y PI son las eooluacioneJ en X y Y, respectivame1ite. En particular, 

HI~(X) ,~(X) -~(Y) , 

Demostración. 
Para cada 9 E C(Y,I) tenemos que g o h E C [X : I J. Hagamos h, igual a la 

g o h proyección en pX, es decir: 

Definamos la función 

como: 

H : pX -- rr 1, = pY 
g€C(Y,J) 

es continua pues compuesta con cada proyección p, (t,) = t, es la goh.proyección 
de pX en J, Y ésta es continua. 

H hace conmutativo el diagrama ya que: 

(H o p) (x) ~ H (U (x)) 1) ~ {h, (U (x))!)), ~ {(g o h)(x)), 

(PI o 11) (x) = PI (h(x)) = {g (h(x»)}, = {(g o h)(x)}, 
Laconmutatividad del diagrama implica que H (p(X» e PI (h(X» e PI (Y ): 

y la continuidad de H implica que H (p(X») e H (p(X» e PI (Y). O 

Sea X un espacio completamente regular, la compactación de Stone Chech 
(¡3(X) ,p) de X tiene las siguientes propiedades: 

'Thorema A. 7.4 (M. Stone; E Ghedt). Sea X mi espacio completamente regular. 
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(1) Para o:ada espacio compacto Y y cada fUllción continua f : X -. Y ex­
ist.e ulla única función continua JO : (J( X) ..... y <Iue hace conmutativo el 
s i!1:'ü"lIle diagrama 

x ...!..... y 

pi ¡ IJ / 

~(X) 

E" d,~ ·ir , f = ¡D o p. 

(2) (Unicidad) Cualquier compactación (X,h)de X que tenga la propiedad 

anlPrior es homOOmorfa a (J(X) . De hecho el homoomorfismo transfonna 
p(.L ) pn "(X). 

(3) {J (X ) es la más grande compactación de X en el sentido de que si X es una 
compactación de X , entonces X es un espacio cociente de {j (X). 

DefflQsünciÓl'l. 
(1) Por d Corolario A.7.3 tenemos que existe una función continua 

H: pX -> pY 

tal que el siguiente diagrama conmuta: 

esdocir: H o p=p¡of. 

x Ly 

pi I PI 

~(X) - ~(Y) 

" 
En este caso PI es un homeomorfismode Y en (J (Y) ya que: PI (Y) es compacto 

por serlo Y y por tanto, PI (Y) es cerrado en jj (Y) = PI (Y ); así, Y ~ (J (Y). 
Sea / 8 = (J{ X) ....... y la función definida como ¡IJ = Pilo H. 
Entonces, ¡ fJ es daramente continua y satisf8(;e ¡ = ¡fJ o p. 
Si G ¡:J (X) _ y es unR f\mción continua tal que ¡ = G o p, entonces 

¡fJlp<x) = Glp<x). Corno ¡3(X) es de Hausdorff , p(X) es denso en (:J( X) y ¡ fJ ,G 
son continuas en {3( X) se sigue que ¡ fJ = G. 

(2) $ca (x,,,) una ¡;ornpacta.ciÓn de X , o sea, 

h : X - X 

es un homeomorfismo de X sobre su imagen y h (X) es denso en el compacto X. 
Supongamos que (X ,h) tiene la propiedad (1). Entonces existe 

continua t,a! que p = G o /¡ . 
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También por (1) existe ¡fJ : (J (X) __ X continua tal que h = ¡IJ o p, 

Por lo anterior 

para todo x E X . 
De donde 

para todo x E X 

G(h(x» = p(x); 

h(x) = ¡IJ (P(x». 

G (¡'(p{.))) = p {. ); 

¡ IJ(G(h (x ))) I1 (x) , 

Es decir, (G o ¡ IJ ) Ip(x) = ip(x) Y (JIJ o G) JI>{X) = ih ( X )' 

95 

De la densidad de p(X) y h(X) en {J (X ) y X, respectivamente y la con­
tinuidad de ¡IJ y G se sigue que ¡IJ es la función inversa de G; por tanto, 
(J( X ) S! X. 

(3) Sea (X , h) una compactación de X. Por (1) existe lUla flUlción continua 

¡ IJ : {J (X) ..... X tal que h = ¡IJ o p. Como fJ (X ) es compacto, ¡ IJ ({J (X» es 
lUl cerrado que contiene al subconjunto denso h (X) de X; por lo llLlltO, ¡ fJ es 
suprayoctiva. Además, ¡ fJ es una función cerrada debido a que (:J{X) es compacto 
y X es HausdorH. Entonces ¡IJ es una identificación por lo cual, al apl icar el 
Teorema A.6.3 obtenemos 

o 
El siguiente resultado es frecuentemente usado a partir del Capitulo 3. 

Corolario A.7.5 Para cada funci6n continua yacotada ¡ : X ..... R existe 
una única /unción continua ¡fJ : {J(X) ..... R que hace conmutativo el siguiente 
diagrama 

X ..!..... R 

pJ ¡IJ / 

P{X) 

Demostracwn. 
Por ser ¡ acotada ¡(X) e [a,b] para algún intervalo cerrado y acotado [a,b]. 

Por (1) del teorema anterior existe una t\nica función continua ¡IJ : {J(X) ..... ¡a,b] 
que hace conmutativo el siguiente diagrama 

X ..!..... [a,b] 

pJ " / 
.(X ) 

o 
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Versiones clásicas de 
Stone-Weierstrass 

B .l Criterios para la convergencia absoluta 

En esta sección recordaremos algunos resultados sobre la manipulación de series, 
especialmente de series absolutamente convergentes. Las demostraciones de estos 
resultad06 son sencillas, elloclor interesado puede consultQ.f la bibliografía dada.. 

'Ieorema B .l.l Se« (x .. ) .. sucuión en tln espacio de Banach X , tal que alguno 
de 10$ sigmentes límites exi.ste (finito o infinito): 

(1) 

lim IIxnll"!- = o 
"-~ 

(e) 

lim [" (1 - 11""+'11)] ~ I 
n _OO IIx,,1I 

En el primer 0080 la serie es absolutamente convergente si o < 1 Y dive.rye si 
o > 1, estos hedw$ se conocen C011W el criterio de la ro(z . 

En el segundo caso la serie es absolutamente coDvc'l'cnte si 1 > 1 Y no converge 
absolutamente si I < 1; este es llamado el Criterio de Rabbe. 

Si exi.ste elUmite (finito o infinito) 

(3) 

, 
entonces coincide con lim,,_oo IIznll ñ: por tanto teTlC71IQS un tercEr criterio, 

l/amado de la rn.ron : la serie es absolutamente converyente si {J < 1 Y diverye si 
¡j> 1 
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B.2 Aproximaciones polinomiales de 1·1 y xr. 

Teorema B.2.1 (M-prueba de Wierstrass) Sea U .. ) una sucesiófl de fun­
ciones de un conjunto D a Ufl espacio de Banach (X, 11·11). Supongamos que 
(M .. ):'] es ulla sucesión de reales tales que lIi .. (;e)1I :s M .. para lodo n E N 

00 00 

" x E D. Si E M .. collverye, entonces la serie r; 1 .. (;el converye absoluta " 
"",] n=] 

unilormemente en D. 

Demostraci6n. 
00 00 00 

Para cada ;e la serie E lIi .. (;elll :5 r; M .. < oo. En consecuencia E 1 .. (;e) .... ] .. "' ] .. ~ ] 

converge absolutamente y por tanto, converge en X para todo x E D. 
00 

Para cada;e E D, sea 1 (;el = r; i" (x). Dado f > O se tiene: 
.. =] 

11
I (x) - "r:' ¡, (X)II ~ 11 E l. (X)II ~ E 11 /. (xlii ~ E M.« 

k = ] k .. n .. =] k"'n 

00 

para" suficientemente grande y todo x E D, ya que r; M .. es convergente. Es 
.. = ] 

00 

decir, r; i .. (;e) converge uniformemente en D. 
"~, 

Proposición B.2.2 Si Ixl :5 1, entonces para todo número real positivo r 

1 + rx + r(r - 1) x2 + ... + c'~('_----,I~) _. ·~·f('_---" .. ~+,-"I) xn + . 
2! JI! 

converye absoluta" uni/ormemente. 

DemostrociÓn. 
S .. 

c'~( '_----"1 ),-._ .. "(¡-' _-~( 'ce' _-ce1,"» M .. = 
Ii! 

00 00 

o 

1 + E Mn;e" COn\"erge si y sólo lSi r; Mn:é' converge, pero por la M- prueba 
n=] n=] 

de Weierstra::;!; ésta converge (de hecho absoluta y uniformemente) si y sólo si 
00 

E IM .. I converge. Para aplicar e1 Criterio de Rabbe Observem06 que: .. , 
¡iro '1 [1 -IMn+lll = r + 1 

n -o<> Al" 

00 

Por tanto r; IM .. I converge. .. ",] 
Proposición B.2.3 Si Ixl:5 1, entoncCIJ 

r r(r-I) '2 r(r-l) ... (r- li + l ) 
(I+x) = I + rx+ " x + ... + .c"+. 

II! 

o 
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Demostración. 
S.M 

,(, - 1) ---(,-(,, - 1)) 00 
Mn = Y f (x)= I+ E Mn'J." 

Entonces 

Notamos que 

por tanto 

l' (x) + xf (x) 

u! .. ""1 

!' (x) 

xl' (x) 

00 
= E nM .. x,, - t y ... 00 

E JtM .. x" .-. 
(n+ 1) M .. +I +lIMn = rMn 

= ['E (u + 1) M .. +IX"] + ['E nM .. :r!'] 
.. :() .. ,., 1 

= [MI+ 'E (n+l )Mn+lXn] + ['E JlM"Xn] 
.. : 1 n _ l 

= MI+ 'E x"«u + l)M .. +I+JIMn) .-. 00 
= r+ E x" (r M .. ) .-. 

00.(00.) = r+r E M .. x = r 1+ E M .. x 
.. = l .... 1 

= r f (x) 

resolviendo la ecuación diferencial 

(1 + x) f (x) = r f (:t) 
sujeta a f (O) = 1, tenemos que 

f(x ) = (1 +xr 

99 

o 
Corolario B.2.4 (1 + xr paro r > ° y x E 1- I, IJ 
polinomios con coeficientes en R. 

es el l(mi/e uniforme de 
O 

Corolario 8.2.5 Paro toda O :s x :5' 2 Y r > 0, x~ es el lfmile unifonne de 
polinomios con coeficientes en R, sin término constante. 

Dernostrocidn. 
Haciendo % = x - 1 teneID06 que (1 +;:Y = x~ es el límite unifonne de 

polinomios con coeficientes en R, para todo :t E IO,2J. Entonces para cada n E N 
existe un polinomio p .. (x) tal que Ix" - p .. (xH < ~ para todo x E [O, 2J, en 
particular p .. (O) < ~. Sea 

Q. (x) = p. (x) - p. (O) 

entonces Ix" - Q .. (x)l :5' * para todo x E [0,2J O 

Corolario B.2.6 En [-1, 1\, l:tl es el I(miu uniforme de polinomios con coefi­
cientes en R sin término constante. 
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B .3 Teorema de Stone Weierstrass 

En esta sección probam06 el teorema de Stone-Weierst.rass, en su versión estándar. 
A lo largo de la secci6n, X es un espllcio wpol6gu;o compllcto y de Ha~dorfJ. 
La norma uniforme en el espacio C[X ). de fundones reales y continuas, se 

define como: 

11/11 = ,"pll/(x)l, x E XI 

Definición B.3.l Uno familia:F e e [X I se dice que separo pUfltos si pIlm roda 
X=F y aisle f E:F tal que f(x) '# I(y). 

Definición B.3.2 '.l e e [X ] es una subálgebra si cs un subespacio vectorial real 

de e [X ] y I . 9 E '.l siempre que I E 2l Y 9 E '.l. En tanto que '.l es llamada 
una re tícula si el mm {f,g } y el max {f,g} pertenecen a '.l para toda 1,9 E '.l. 
Gracias a que 1/lS operaciones tanto del álgebra como de "na retícula son contÍflullS 
entonces tenemos que si '.l es una álgebra (retícula) mtor¡ces la cermduro 'i de '.l 
es una álgebra (retícula) en C [X] . 

Lema B.3.3 Rl es un álgebra bajo la suma y muJtiplicaci6n coordenada a coor­
denada. Las tíniros subálgebms de al son Rl , {(O, O)} y los subespacios generados 
".,. {(1,OJ) , {(l,OJl y {( l , lJl . 

Demostroci,m. 
Se prueba directamente de la definición que 106 subespa.cios de R2 listad06 en 

la parle de arriba son subálgebras. 
Por otra parte, sea '.l e JR2 Wla subálgebra distinta de cero y (a, b) E '.l , con 

(a, b) f. (O, O), entonces (a2 ,¿,2 ) E '.l. Si a f. O, b f. O Y a f. b, entonces (a,b) y 
(a2 , ¿,2) son linealmente independientes, por t anto '.l : R2. Las otras posibilidades: 
a =F O, b : O; a = O, b f. O Y a = b ,¡. 0, dan las otras t res subálgebras. O 

Lo siguiente es una reformulación del Corolario 8.2.6 sin término constante 

Lema B.3.4 Paro cada ~ > O existe un polinomio P con coeficientes en IR tal 
que peO): O y [lxl- P{x)1 < f para x E [- 1, 11. 

Lema B.3.S Sea '.l una s"bálgcbm cerroda tk e [X ]. Si / E '.l entonces 1I1 E '.l , 
Y por tanto '.l es una retícula. 

Demostración. 
Para / E '.l , con / '# 0, sea h = m. Si P es como en el lema anterior tenemos 

que 

111 "1- P o "11 < ( .. 
Como P (O) = 0, entonces es de la fonna P (x) = alx+ U2X2 + ... +a"x". De 

donde 

ya que '.l es una álgebra. Como 21. es cerrada y ( es arbitraria, tenem06 1"1 E '.l Y 
por consiguientel / I : 1I/lIlhl E '.l. Esto prueba el primer aserto, y el segundo se 
sigue de; 
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m~ ([,g) ~ ~ (f +g+ 1/ - gl), mm ([,g) ~ ~ (f + 9 - 1/ - gl) 

o 
Lema B.3.6 Seo. '3. una retícula en e [X ] !I f E e [X ]. Si dado .. x, y E K , con 
x'" y, existe O E '3. tal que O (x) = f(x) !I O (y) = f (yl, entonce.! f es el límite 
uniforme de funciones en '3. . Si en particular '3. es cermda, enwna.J f E '3.. 

Demostmci6n.. 
Para cada x,y E X, existe O~" E \l tal que f(x) = O%~ (x) y f (y) = O"" (y). 

Como f y Or¡¡ son continu8S y tienen los mismos valores en x e V, entonces dado 
~ > O se tiene que los oonjuntos 

Uq = {ZE X ; f ez) <o%J(z)+~} y v:r" = {z E X: f ez) > O%J (z) -E} 

son abiertos que contienen tanto a x como a y . 
. Fijemos y.: entonces {U~,,,}:r¡X cubre X , y por tanto eJÓSte una subcubierta 

firuta {U"'¡" }Ó"" I ' Sea O., = max O"'I .. ~'·· .O"'~,., } , entonces 

f <Oll+~ en X y f >0,,-( en v, =.ñ. V:r¡ ,., , a , 

V., es un abierto .que oontiene a~. Ento~ces {V,,}~x es otra cu~ierla abierta de 
X, por tanto, exulte una subcublerta finita {V.,.Jj~l· Sea O = mm {OIlP"'~ l . 
Como '3. es una reUcuJa, O E '3.. Además: 

o 

f<O+EYf>O-EenX. 

Es decir, 

!f(x) -o(x)1 « para todo x E X 

Entonces pata cada n E N existe 9n E \l tal que 

1 
If(x)-9n(x)I<- para todoxE X, 

n 

por lo que se tiene que O .. --+ f uniformemente, o dicho de otra rOnDa f E '.l. 

Como corolario obtenemos la siguiente versión retícula del teorema de Stone­
Weierstra.ss: 

Teorema B.3.7 Sea \l una retfcula en e ¡XI tal que dado .. a, b E R y x '" y E K , 
existe O E '3. tal que O (x) = a y O (y) = b. EntOT"lCe$ cualquier función en e [X I 
elJ el límite uniforme de funcionu en \l. Si en particular 21 es cermda, entonces 
~ ~CIXI· 

Teorema 8.3.8 (Stone-Weierstrass) Seo. X un espacio compacto!l de HaUJI­
dorff. Si IJ. elJ una suMloebro cennda de C [XI que IJtpanl puntos, entoncelJ 

21 =C[X} 021= {J E C [X ]: f(X{J) = O} paro algunaXo E X 

La primera lJituaci6n lJe da lJi y lJólo IJÍ \l sati$face ademá.!: alguna de las siguientes 
tres condicionea: 
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(i) 'lL contiene (.1 Iw !unciones constantes. 

(ii) Para cada x E X , existe 9 E 21. tal que 9 (x) '" Q. 

(jii) Existe 9 E 'lL estrictamente positiva. 

DemQ$tmci6n. 
Dados x 0# y sea 2l:r~ = {(f (x) ,1 (y» : / E 2l} observe que ésta es una subál· 

gebra de R2 ya que 
C(X)-- R2 

I -(f(z )" (,)) 

es un homomorfismo de álgebras. 
Notl'Ullos que 'lLr, no puede ser {(O, O)} ni el generado por (1, 1) ya que iJ.:ry 

separa puntos. Analizamos los Cas06 restantes: 
Si 'll:r, = R2 para todo x,y E X, entonces 90 = C¡X], ya que dados x ,y E X 

Y f E C[X] existe 9 E 'll tal que ! (x) = g (x) y I(y) = g(y) y por lo visto en el 
Lema 8.3.6 se obtiene que f E \1 = 2l. 

Ahora, supongamos que para alguna pareja :l, y E X la subálgebra lJ..:., es la 
generada por (a, 1) o bien la generada por (1,0). En eJ primer caso I (x) = O para 
todo I E '21 Y en el segundo f (y) = O para todo f E 2.. Uamemos Xo a x o y , 
según sea el caso. F.6e punto es único porque 21. separa punl.o6 de X. Afinnamos 
que: 

~ = {tE C [X [ , !(ro ) =O} 

Supongamos que ¡ (xo) = O y sea.n z,w E X con z i- w . Existe 9 E ~ tal 
que 9 (z) #- 9 (w) . Si alguno de los puntos z y w coincide con xo, digamos z, 
tenemos O = 9 (:). Por tanto, ~~:O/ (z) = f (z) y ~t:~9 (w) = f (w) y ~(:r Ea. 

Si z ni w coinciden con Xo , entonCe5 2lzw = R2 y por tanto existe 9 E 'lL tal que 
g(:) = f ez) y g(w) = f(w) . . en cualquiera de los dos CI\S05 se sigue del Lema 
8.3.6 que fE'!. 

Si 21. cumple alguna de las tres incisos arriba mencionados, entonces 

~ = {J E C[X[, ! (ro) = 0) 

no puede darse, y por tanto 2l = e [XI. Y si esto último se cumple es claro que 
(1), (n) y (iii) se satisfacen.. O 
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Algebras de Banach 

C.I Definiciones básicas 

El principal propósito de este apéndice es obtener algilllOS resultados a cerca del 
es¡>«:tro de un álgebra de Bana.ch y demostrar el Teorema de Representación de 
Gelfand. 

Definición C.l.l Sea X un espacie vectorial sobre F = R o e, junto con una 
operación ltinaria . en X , tal que: 

(1) x . (y*Z)=(x _ y)u 

(!!) :u (y+ z) = (x-y) + (XH) y (x+y) . z = (x e z) + (y . z) 

(3) a(:u z) = (az) _ z = x e {az), donde () E F. 

Entonces se dice que (X , _) u un álgebra. Decimos que X es un I1lgebro real 

o compleja según que F = R oC. 
El álgebra X es con identidad al exi3te un elemento e #- O de X tal que 

(4) e e x = x _ e = x paro todo x E X, en tal caso/? es llamado la identidad 
(multiplicativa) de X y es fácil probar que dicho elemento es único. 

Si 11·11 es una nonna en el ti/pario vectorial X y satUface 

(5) II:¡; . yll $ IIxllllyl! paro todo x,y E X 

entoncts (X, . , IHI> es un álgebra normada, y es un dlgdro de Banach si el 
espacio etf CQ71Ipleto con rupecro a la norma. 

Por comodidad la notación arriba expuesta x . y usumente es reemplazada 
por xy. Además, simplemente se dice, en su CfISO, que X es WI álgera, un álgebra 
norme.da o un álgebra de Banach en luga.r de IIIS notaciones formales (X, . ) y 
(X, , , 11 ·11). 

,m 
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Eje m p lo C.1.2 Si (X ,II ·JD es un espacio lineal rwnnado, clllollceS el espacio 
B (X) de tooa.s 1(13 tra1l8fQrmacione~ lineaLe~ continua de X en X es un álge­
brn "armada con reJJpectQ a las operaciones lineales usuales 11 llj composición de 
funciones como producto. La norma es también la usual. Es e/m"v que la trans­
formación idéntica J es el idbltioo de esta dIgebm 11 que su flQmw es 1. 

Definición C.l .3 Sea X un dlge(,m ron identidad t . Un elemento x de X es 
invertible si existe 11 E X tal que xy = yx = e, en tal caso !J es llamado el 
inverso (multiplicotioo) de x, es denotado por x - 1 11 e3 el unico d emento con tal 
propiedad. Denotamos por G (X) al ronjunto de todos los elementos ¡nvertibles 
de X. 

Definición C.1.4 Sea X un álgebra. Entonces;En se define inductivamente pam 
cada n E N como 

(ii) x" = X .. - I X paro toda 11 ~ 2 

Ahom supóngase que X tiene identidad e, entonu", xO se define W11IQ e. Si;r; 
es ¡nverlible 11 11 E N, entonas ;t- n se define como (x- Ir. 

En la siguiente proposición, cuya prueba es sencilla, se enuncian algunas pro­
piedades básicas de las álgebras. 

P roposición e . loS Supongamos que X es un álgebra.' 

(a) Si x E X , entonces Ox = Ox = O. 

Ahora supongamos que X es un álgebra con identidad e. 

(b) El elemento O de X no el inverlible. 

(c ) Six,y,z EX satis!acenqueyx = xz=e, entoncely= z y x es inverlible 
con inveno y. 

(d) Si x y y son elementos invertibles de X 11 o- es un escalar no cero, en· 
tonees xy, ox 11 x - I son inverlibles 11 sus inversos son y - Ix- I , O - l;¡; - I 11 x 
respectivamente. 

(e) Si x es un elemento inverlible de X y 71 E N, entonces xn es inverlible, 11 
(xn) - I = (x-Ir = x - no 

Supongamos ahora que X cs un álgebra normoda. 

(f) Si x E X 11 71 E N, entonces !!x"U :S !! x U
n

. 

Finalmente supongamoJ que X es un álgebra normada con identidad e. 

(,) 11'11 ~ 1. 
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(h) Si x e$ un elemento invertible de X, entonces !lx- JII ?: IIxll- l . 

Proposición C.1.6 La multiplicación de elementos de un dlgebra nonnada X es 
una operación continua de X x X en X. 

Demostración. 
Supongame.> que {x .. }" y {y.,}" son sucesiones en X que convergen x,y E X, 

respecúvamente. Como la sucesión {x.,} es acotada tenetllQS: 

Ilx .. y" - xyll :S Ilx"y" - x..yll + IIx"y - xylJ 
S Ilx.IIII •• -.11 + 1I.lIlIx. - %11-0 

cuando JI ..... 00, por tanto x"y" ..... :ty. o 

De ahora en adelante supondremos que toda álgebra nonnada con identidad 
e (en particuJar cualquier álgebra de Banach) cumple la propiedad adicional 

Con esto no se pierde generalidad ya que dada un álgebra normada (X, II-ID 
con identidad e, siempre es posible definir una norma 11·110 equivalente a 11-11 que 
satisface (5) de la Definición e.u y con lIello = 1. En efecto, la transformación 

X-B(X) 
r ~ T. 

donde Tr(y) = xy para todo y E X, es un homomorfismo de álgebras (ver la 
definiciÓn siguiente) por lo que es fácil ver que 

Ilxll, ~ IIT.II 

es una norma que hace a X un ágebra normada, que además es equivalente a la 
norma original y 

C.2 lIor.nor.nor.fisr.nos 

Definición C.2.1 Soon X y Y dos l1/gebras sobre el mismo campo F , q,: X ..... Y 
es un homomorforrw (entre I1lgebras) si q, es una transformación lineal tal que 

q,(xy)=q,(x)t;b(y) paratodax,yEX 

Cualquier función que cumpla la igualdad anterior se dice que es una función 
multiplicativa. Algunas veces diremos que q, es una transformación lineal muJti­
plicativa, en lugar de llamarla homomorfismo.Cuando Y = F también se le llama 

carácter o funcional lineal muJtiplicativa en X . 

Definición C.2.2 Soo X un I1lgebra, el espectro u (X) de X se define como 

o (X) = {q,: es una funcional lineal multiplicativa en X , no nula} 
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Proposición e.2.3 Sean X un dlgebro con identidad e 11 x ur¡ elemento iTlvert­
¡bit de X . Si </J E (1 (X), entonces .p(e) = 1, .p(z)" 011 tP(X- l) = q,(xr l . 

Demostración. 
Sea tPEt1(X), entonces q,=f:. O por lo cual existe t E X tal que ¡pez) #0 . 

.p(z) = q,(ez) = .jI(e)q,(z) 

por tanto ",(e) = lo De aquí obtenemos 

1 = rI>(e) = OÍ' (XX- I) = .p(x) tP (X-l) 

por lo cual 4> (x) #Oyt/>(x- I ) =oP(lT ' . O 

Corolario C.2.4 Sean X un dlgebro con identidad e, x E X 11 .p E q (X). En­
tonces el elemento t = X - c,b(x)e no es invertible. 

Demostroción. 
Sean x E X Y ti> E u(X), entollces 

.p(z) = .p(x - q,(x)e) = .p(x) - .p(z) = O 

con lo cual queda dernQl¡lrsdo que x - r:P (x) e no es invertible. o 

Lema e.2.S Sean X un dlgebm de Banach, al,a2, ... una sucerión de escalares 
complejos y r > O tales que 

~ 

Entonces , la serie L a,.x" converge absolutamente 11 define una !unción continua ... 
en el abierto B~(O) = {x: IIxll < r}. 

Demostración. 
Supongamos que 11:&11 < r. Para cada" ~ 1, sea M" = 1a"lr". Tenemos 

lIa.,.xnll ~ M" para todo TI 2: 1 Y x E Br (O). 
~ 

Por la M~Prueba de Weierstrass (Apéndice B) se tiene que E a.,.x" converge _. 
absoluta y unifonnemente en Br (O). 

~ " 
Sea I : Br(O) -> X la función I (x) = E a"xn y definamos 1 .. (x) = Ea;:ci 

. 
.. =1 ;=1 

Como X es un álgebra normada. sabemos que la suma, el producto por un escalar 
y el producto entre elementos del álgebra son operaciones continuas, entonces 1" 
es continua para cada" E N. Debido a que (/n):'=1 converge wliformemente a I 
en Br (O), entonces I es continua en Br (O). 

Proposición e.2.6 Sea X es un rtlge/)ro de Banach con identidad e. Entoncu: 

(a) Lo. bola Bl (e) estd contenida en C(X) 
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• (b) Si y E BI (e), entonces y-I = L: (e - y)" 

""' 
(e) El conjunto G (X) es abierto 

Demostmci6n. 
Supongamos que Ily - eU < 1. Sea. x = e - y; existe rr E Q tal que IIxll < 

r z < 1. Por el lema anterior se sigue que 

Si 

entonces 

00 

I(x) = Ex" está definida. en la bola BI (O) . .. , 
• 

h:(x) = Ex" , para IIxll < 1, .. , 
!le (x) (e - x) = (e - x ) 11; (x) = e _ ¿+I 

como 11; (x) ..... I(x) y xk+l ..... O, entonces 

1 (x) (e - x) = (e - x ) 1 (x) = e 

Por tanto, y = e - :t es invertible teniénd06e as! (a). 
Oe C. I se tiene que 1 (z) es cl inverso de y por lo cual 

y_O ~ 2:: x" ~ ~:> -y)" 
.. =o .. .:0 

demostránd06e (b). 

(e .. ) 

Para probar el inciso (e) sea x E G (X ), afirmamos que 8 Ir l - , (x) está con­
tenida en G (X ). Notamos que 

e-:t- Iy=x- I (x _y) 

para todo y E X. 
Si y E B1r l - , (x ), entonces 

por tanto, x-Iy es invertible y como y es producto de invertibles: y = x (X- Iy)' 
entonces y E G {X ). O 

Proposición C.2.7 Sea X un álgebra de Barw.eh con identidad e. Entonces 

(a) ± {e ± xl es invertible, siempre que IIxll < I 

(b) Si ¡JI es una funcional lineal multiplicativa. entonces 1/1 es continua y 111/111 :5 l . 
Por consiguiente, 

(1 (X ) e El [01 

donde El [01 es la bola unitaria eenuda en X· . 

Mt1s aún, 111/111 = I si I/J E (1 (X ). 
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Demostroción. 
(a) Supongamos que IIxll < I entonces e ± x E Bl (e) la cual está contenida 

en G(X). De donde, A{e± x) es invertible siempre que A #- O; el! particular, 
~ (e ± xl es invertible. 

(h ) Sea q, E u (X) y x E X si q,(x) "" 0, entonces 1I~(x)1I ::5 Ilxll· 
Supongamos que t/I (x) :F 0, E'ntonces 

< --- , 
4> (:t:) 

no es invcrtible, ya que de serlo el producto de cualquier escalar distinto de cero 
por este elemento también lo serfa teniéndose asf que x - q,(x)e es invertible, lo 
cual contradice al Corolario C.2A. Por tanto, del inciso (a) tencm06 

11,,('<1 11 ~ 1 

po"o ,ualU"«111 $11<11 y 11"11 $ 1. 
Si tP E (J (X), entonces 1 = 114> (elll :S 114>lIl1ell = !l4>U y entonces 114'>11 = 1. O 

Proposición C .2.8 Sea X un 4lgebm de Barnxh con identidad e, entonces la 
funcwn x ...... x - 1 es continua. 

DemostmcitSn. 
Sean x E G (X) y ( > Q. Se probará que existe b > O tal que x + y E G (X ) Y 

Ilex + y) _ l _ x-111 < (si lIyll < {¡o 

Se sigue de la continuidad del producto en X que existe Ó > O tal que 

Ilx- lyll < IIX_ IEII + E' 

siempre que y E X y lIyll < ó. 
Supongamos que Ilyll < ó. Como Ilx-lyll < 1 entonces e + x - ly es ¡nvertible 

ro 
y su inverso es E (-x- lyr. Ahora, como x + y == x (e + x - ly) entonces x + y 

0,0 
es ¡nvertible. Además, 

11«+yl~' -<~'II = II(e + X-Iyrl x-1 
- x-III 

$ 11'-'IIII(e+.-'yr' -,11 
= V'IIII~ (4'YI"II 

ro 

$ 1I<~'II LV'Yllo o·, 
< 1I<~ 'II~(ux~:II+J 
= , 

o 
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Proposición C.2.9 Cualquier ideal máximo en un 4lgebm de Banach X con 
identidad el cerrado. 

Der1Wstmción. 
Sea J un ideal máximo del Illgebra de Banach X , entonces J es cerrado o 

bien es denso, pero no puede ser denso ya que al ser ideal propio no intersecta al 
abierto G (X). O 

Proposición C .2.l0 Sea X un ólgebm de Banach ron identidad e. El espectro 
u (X) es un subconjunto compacto Ik X' en la topoiog(a w·. 

Demostración. 
Por el teorema de AJaouglu sabemos que la bola unitaria cerrada BI [01 es 

compacta en la t.opologra w·. Además por (h) de la Proposición C.2.7 u(X) e 
BI [O]. Es suficiente probar que u (X) es w'- cerrado. 

Sea {4>"},, una red en u (X) que w' -converge a t/> E X' . Como la w' -convergencia 
de (4),,),, a t/> equivale a que 4>(x) = lim 4>,,(x) para todo x E X , entonces se 

• 
t iene que t/> es una transfonnación lineal y multiplica tiva y 4>(e) = 1. Por tanto, 
t/>Eu(X ). O 

Definición C.2.U Supongamo.J que x e.J un elemento de un ólgebro de Banach 
con identidad e. Entanee.J el e.Jpectro de x C$ un .Jubconjunto del rompo F definido 
como; 

u(X)={O-EF:x-o-e}. 

Observación C.2.12 Paro la prueba del primer inciso de la siguiente proposi­
ci6n e.J útil obseroar que si x 11 11 son inlJerli/)/e" en un ólgebro, entonces 

Proposición C.2.l3 Si x es un elemento de un álgebra de Banach rompleja con 
identidad e, entonces: 

(a) u (x) el no !Jacfo 
(b) u (x) e" un .Jubconjunto oompactQ de la bola cernida con centro en O 11 

rodio IIxll. 

Demo.Jtroción. 
(a) Supongamos que u (x) es vado. Entonces x - ze es invertible para todo 

z E e, en particular, x es invertible y por tanto, x '" O. 
Sea 9 : e ..... X la función g(z) = (x _ ze)- I. 
Por la Obt>ervación anterior se tiene que para toda z y w E e se cumple: 

g{z+w)-g(z)= 
= (x-(z+w)e) - I - (x -ze)-I 

= (x - (z + w) e)- I [(x - :e) - (x - {ol + w)e)j (x - ze)- I 

= w[,¡:-(z+w)erl(x-ole)- I 
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Fijas x E X Y z E e, la. función tu ........ Ix - (z + w) er l es continua en e, por 
ser la composición de funciones continuas. A partir de lo anterior 9 es derivable 
y, 

g'(z)=lim g(z+w)-g(z) =(x_ ze) - 2 
... _0 W 

paraxEXyzeC. 
Si f es cualquier funcional lineal continua en X se sigue que f o 9 el una 

función entera ya que para todo z E e tenemos: 

(f o g)1 (z) = lim (f o 9Hz + tu) - (f o g)(x) 
11-41 w 

lim t(9(Z+W) - g{Z») 
,-" w 

I(lim 9(Z+W)-9(Z») = 1 (9' (z)) 
h _O W 

Además, 

11I (9 ('))11 S 11111119 (')11 ""atod., E e 
= 1I/1I11(x - ze)- III para toda z E C. 

Debido a que: 

y 

tenemos que: 
f (g (z» ---> O cuando z -- 00 

Por tanto, l o 9 es ocotada. Por el Teorema de Liouville J o 9 es constante y 
como se anula al infinito, entonces es idénticamente cero, teniénd06e que f (x-I ) = 
f (9 (O» = O. Por el teorema de Hahn-Banach, x- I es cero, lo cual es imposible. 
Asf, u (x) =F 0. O 

(b) Sea A E O" (xj, entonces x - Ae no es invcrtible. Si A = 0, entonces 

" 11..\11 $; IIxll· SupongamOl> que A '" O entonces e - >: no es invertible, por lo cual 

11, - (, - m ~ 1 t..uénd"" "" qu, 11'11 ~ 114 o~. 

~ (x) e B • .,. (O). 

Para probar que ~ (x) es compacto basta ver que es cerrado. Sea p.,.,)" una 
sucesión en a (x) que converge a A E e y supongarnOl> que A rI. ~ (x), entonces 
x - Ae es invertible, pero G(X ) es un abierto que cont iene a dicho elemento, 
entonces existe N> O tal que x -..\,.,e E G(X) para Ii > N, lo cual es una 
contradicción ya que ;¡: - A"e no es ¡nvertible para ningún 1I E N. O 



C.2 HQMQMQRFISMOS 111 

Proposici6n C.2.14 Un dlgebra de Banoch compleja X en la cual cada ele· 
mento distinto del cero es ¡nvertible es isomttricamente isomorfa al campo de los 
números compleJo,;. 

Demostroció". 
Sean e la idemidad en X y x E X un elemento dist into del cero. Por la 

proposici6n anterior existe>' E e tal que x - >.e no es ¡nvertible. De nuestras 
suposiciones se sigue que>' # O y x - >.e = O. Entonces para cada x E X existe 

una única \. E e tal que x = >'.,e y la función x ....!.. >.., es el isomorfismo entre 
álgebras que deseamos mostrar, ya que si x,y E X Y o E e, entonces: 

x+y (>'r+>.~)e 

ax = (o>..,) e 

xy = (>'",>.,) e 

y T es una tra.w;fonnsción lineal y multiplicativa. 
Ademál>, si suponemos que T (x) = O, entonces x = Oe = 0, teniéndose asf que 

Tes inyectiva, y como para cada>. E e se cumple T(>.e) = >., resulta que T es 
suprayediva. 

Finalmente, 

II T(x)1I = 1>":1 = lI>":ell = IIxll para todo x E X 

y T es un isomorfismo isométrico entre álgebras. o 

Proposición C.2.15 Sea / un ideal bilateral cerrado en el41gebra de Banach X. 
El cociente X / 1 es un 4lgelrrn de Banach con la norma cociente 

IIx+ 111 = inf{lIx+yll:y E I} 

Demostración. 
Es claro que X / 1 es un álgebra. 
Como 1 es en particular un subespado vectorial cerrado del espacio nonnado 

X sabemos que 1I :.t + 111 es una. nonna en el cociente. Ademál> como 1 es un ideal 
tenemos: 

::; (lIxI + ydlllx2 + 11211) 

si y¡,Y"l E l . De donde, I1xlx2 + 111 5 11:.t¡ + III IIx2 + 111 . 
Por tanto X / J es un álgebra normada. Si X tiene identidad e entonces e + J 

es la identidad en X / J . 
Falta únicamente probar la completez del espacio, para ello supongamos que 

(x.. + l)o. es una sucesión de Cauchy. Existe una. sucesión estrictamente creciente 
(11th, de números naturales tal que 

1 
!I(x .... - x ...... ) + 111 < 2" 



112 APtNDICE e 

Por tanto, eriste una sucesión (Zk).\: en J tal que: 

para todo k ;?: L 
A partir de la. sucesión (Zt)k definimos una n\leva. sucesión como sigue: 

Teniéndose así: 

y¡ = O 
,, - 1 

Y .. = - LZk para 11 2:2 ,., 

II(xn, + y;) - (;&11,+1 + Yi+l)11 < ~ para toda i E N 

La sucesión (x ... + y¡)¡ es de Cauchy puesto que si tu; = ;t, ... + Yi, entonces 

Ilw" -w,,,II::; Il(w,,-Wn+¡)+(Wn+l-Wn+l)+"'+(Wrn_I -Wm)1l 
m 1 

< I: 2' 
b. 

por tanto, la sucesión (x", + y¡)¡ converge a x. 
Afinnamos que (x"" + l) -- (x + 1), lo que se siSUe de 

1Hz.., + 1) - (x + 1)11 = inf{lIxn; - x+yll} ", 

La sucesión (x.., + 1); es una subsucesión convergente de la sucesión de Cauchy 
(x .. + 1)" , teniéndose de esta manera que la sucesión (x .. + l) .. converge. O 

Proposición C.2.16 Si M es un ideal máximo de Utl álgebra X oomplejo. de 
Banach COflmulativa ron identidad e, entonces existe un unico elemento q, en el 
espectro (1 (X) de X cuyQ kernel /!-' M . 

Demostración. 
Por la Proposición (C.2.9) M es cerrado, y por la anterior X/M es un álgebra 

de Banach conmutativa con la norma cociente. Como /l,f es máximo y X es un 
álgebra conmutativa con identidad, entonces X/M es un campo, y por tanto, 
todo elemento distinto del cero es Lnvertible; as!, X/M es isomorfo isométrica­
mente a e gracias a la Proposición (C.2.14). Más aún, tenemos (Iue para cada 
:e E X , existe un único complejo Az tal que 

:e+M=Aze+M 

Si '" E f1 (X) tiene kernel M, entonces tÍ' (:e) = Ar para toda :e E X ; por tanto, 
a lo más existe una de tales (/J. Tal (/J existe y es la (Iue está definida como x ...... Ar . 
O 
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Proposición C.Z.17 Sean X un álgebra compleja de Banach conmutativa con 
identidad e, x E X Y A E e, entonces existe 4> E t7 (X) tal que 

4>(X)=A 

si Y sólo si A E t7(x). 

Demostroción. 
Supongamos que existe 4> E t7 (X) tal que 4> (x) = A, entonces 4>(x - >.e) = O 

y por consiguiente x - 4> (x) e no ES invertible (Corolario C.2.4), teniéndose !lB! 
que A Et7(x) . 

Inversamente, sea. A E t7 (x) entonces x - Ae no es invertible. Sea. J el ideal 
generado por x - Ae, entonces I #- X ya. que de 10 contrario existiría y E X tal 
que y(x - >.e) = e, lo que no es posible. 

Al ser J ideal propio de X, existe M ideal mwmo que lo contiene. Por la 
proposición anterior existe 4> E u (X) con kernel igual a M; por tanto 4> (x - Ae) = 
4>(x)-),=O. O 

Corolario C.2.l8 Toda dlgebra cvmp/ejIJ de Banach conmmIJtiva con identidad 
tiene espectro no vacw. 

Demodrnción. 
Como O = O - (le no es invertible, existe 4> E u (X) tal que 4>(0) = O. O 

Corolario C.2.l9 (Principio de Wiener) Un elemento de un dlgebro corn­
ple;;1J de Banach conmutativa con identidad es invertibk "i, y "ó/o $1, ningún 
elemento del espectro "e anula en él; e" decir 

x es invertible ~ 4> (x) i- O paro todo 4> E t7 (X) . 

Demostración. 
La necesidad se probó en la Proposición C.2.3. Para la. suficiencia. lomemos 

un elemento x no invertible, o sea O E u (x), entonces existe 4> E u (X) tal que 
4>(%) = O. O 

Haremos un estudio espectral del álgebra de Banach BC [X : C) con 11-11 la 
norma del supremo. 

Teorema C.2.20 Sean X un espacio de HaU$dorff compacto" M e G[X: CJ. 
M es ideal márimo si " sólo $1 

M = (fE C¡X ,c¡, f(x,) =0) 

para alguna IO E X. 

Demostración. 
E'.6 daco que M"o = {f E G[X : C] : f (xo) = O) es un ideal de C IX : CJ· 

Además, es un idea.! mwmo: sea N e G [X : C) un idea.! que contiene propio 
amente a Mzo, entonces existe 9 E N"..M tal que 

g(xo)i-O, 
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Afirmamos N o: e IX : C] . Basta probar que 1 E N ; 

,= (, _ ge(X») + _e' )g{x) para toda x E X, 
gxO gxo 

f(x) = 1 - :(:}) pertenece a M:s:o Y h= 91;0)9 (x) está. en N; de donde 1 E N 
Ahora supóngase que M es un ideal máximo de e IX : C] y para cada x E X 

existe Ir E M tal que 

f. ex) # o 
por ser f es continua entonces existe V:r vecindad abierta de x tal que 

tI: (y) #- O para todo y E V" 

Existen un número finito de esas vocindades, V"" . .. , Vr~, que rorman una 
cubierta de X. 

Como M es un ideal, entonces 1112 pertenece a M siempre que I esté en M, 
ya que 1/12 = f·]' Asf, 

Sin embargo, h es un elemento invertible del álgebra e IX : C] ya que 

, 
h eC[x :C] 

con lo cual lenem06 M = e IX : C] , contradiciendo que M es máximo. O 

Lema C.2.21 Sean A un álgebra, sobre un campo F y rPl y th fllnci<male~ lin­
cales, con ~ Tl(l nula, tales que 

enronces th = Ot/JI paro alguna O' E F'\.. {O} . Además, si A tiene identidad e y las 
fiVlcionales son multiplicatiW$, entonces éstQ3 coinciden. 

Demos /roción. 
Como cf>.J es no nula existe, xo E A' ker ~ e A' kcr dl l _ As! 

ya que 

( 
ó, ea) ) ó, ea) 

a= a-rPI(xo)xo +rPI(XO)XO, 

con lo que se tiene 
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Si o = ,b!rOj, entonces , " 

Ahora si las fwl.cionales 50n multiplicativas y A t iene identidad e, entonces 

Teorema C.2.22 Sea X un espacio de Ha~dorff compacto, entonces 

es decir, 
rpEO"(C[X: Cj,IHI) si Y sólo sirp(f) = x(f) 

paro alguno. x E X Y tod4 f E C [X : Cj, donde x(f) = f (x ). 

Demos/roción. 
Sea x E X entonces 

x: C[X:Cj ..... c 

es una fwl.cionaJ lineal, multiplicativa y no nula; asr, x E u (C [X : Cj, !HI). 

o 

Sea tjJ en el espectro de C [X : CJ; como el kcrtjJ es un ideal máximo, aplicando 
el Teorema C.2.20 tenemos que existe x E X tal que 

lo". = {fEC [X ,q, ¡ (x)=O} 
{f E C[X, q, ¡(J) = O} 

= kerx 

Entonces, por el lema anterior, tjJ = i', concluyéndose así la demostración. O 

Definición C.2.23 Supongamos que x es un demerito de una álgebra compleja 
de Daooch X con identidad, sea 

r" (x) = max {[).I : ). E O" (x» 

entonces r" (x) es llamado el rodio espectrnl de x. 

Corolario C.2.24 En un álgebra compleja de BarlOCh conmutativa con identidad 
se tiene 

r" (x) = max ( jtjJ(x)[ : tjJ E O" (X)} 

En particular, r" (O) = O. 

Teorema C.2.25 Sea x un d emento de una 4igdm compleja de Banach X con 
identidad e. El conjunto 

D = {IJ E C : e - /I.X es invertible} 

('.$ un conjunto abierto en C. 
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Demostración. 
Sea {/J"},, una sucesión en ~D que converge a J.I.Q, entonces la sucesión 

(e - ¡~n;E)n de elementos no illvcrtibles converge lit. e -/1o:L, debido a la oontiuuidad 
de la suma y el producto por un escalar. El elemento e - 1A1J:L no es invertible ya 
que X"'-.C(X) (conjunto de los elementos no invertibles de X ) es cerrado. Asi, 
C,D es cerrado y D es entonces abierto. O 

Teorema C.2.26 Paro cualquier elemento x de un álgebra compleja de Banach 
conmutativa X con identidad e, se tiene: 

roo (x) = lim Ilx"lI~ 
" 

Demostroción. 
Sea x E X . Si ;E = 0, entonces es clara la afirmación. Supongamos x i- Q. 

Si tÍ' E (1 (X ), entonces 

1';lx)1" ~ 10(x")1 ~ 11x"11 

ya que como se vio el la Proposición (C.2.7) 114'11 :S 1. 
Sea )¡ E N, entonces 

• I>(x)l ~ Ilx"ll " , 
por tanto, 

If (x)1 .:5lim ¡ni IIx" lI! para todo tP E fT (X ) 
" 

y 

sup tl4>(:c) : <P E d(X )I} .s; lim inf IIx"lI~ . 
" 

Osea, 
rO" (x) $ liminf IlxnU~ . 

" 

D = {I' E e: e - J4 es ¡nvertible} 

y l' E e tal que 11'1 < 1I.x1l -1, entonces 

1"llIxll ~ 11",,11 < 1 

y por tanto, e - p.x es invertible, es decir, BRar , (O) e D y ad~más 

00 

(e _ /lX) - 1 = LI'''x'' . 
" =O 

Por otro lado, sea r = r" (x), entonces 

1~(x)1 $" IIxll para todo rp E i1(X) 

,. $" Ilxll 

Si r = IIxll , entonces r" = IIxll" ;?: IIx"lI por tanto 

r ;?:lim llup IIxn ll~ 
" 
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y obtenemos el fe5ultado deseado. 
Supongamos que r < IIxll se probará que para cada r < t :5 Jlxll y O < S < t - I 

existe M. > O tal que 

limsup 1Ix"1I"!- :5 ! , 
y por tanto 

• lim sup !!xn U-;; :5 t 

Sea r < t :5 Ux!!, entonces 
IIxll- 1 :5 el 

Afirmamos que B¡_. (O) e D : sea O < I/JI < t - 1 y supongamos que e - ¡.s.x no 
es invertible, entonces 1I¡.¿x1l ~ 1 Y 

lo que contradice lo anterior. 
Definamos 

g(/J) = (e _ ¡.¿x) - l 

para cada /J en el abierto D. Entonces por un argumento similar a la Proposición 
(C.2.13) se tiene 

lim g (/J+h) - g(/J) =x (e - /-'X )- 2 
,--<> h 

Se sigue que si f es cualquier funcional lineal continua en X, entonces f o 9 es 
anaJftica en D, aún más 

00 

!oge.) : ¿."!ex") 
"., 

para /J E BH:rI- ' (O) . 
Como f o 9 es analítica en B f - , (O), esta serie deoo converger y representar a 'o 9 en esta bola de radio mayor. 
La m-ésima derivada con respecto a /J de f o 9 evaluada en cero es entonces: 

(J o g)(n) (O) = (111) f (xn ) 

y recordando la fonnula. integral de Cauchy para las derivadas de una. función 
analRica, tenemos: 

donde e es el circulo de radio s centrada en O, donde O < s < r - 1 . Por consigu-
iellte, 

'(xn) = _1 j, og(/J)d/J 
211"i 11"+ 1 

e 
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"'1, 

I/V)I ~ 

Al hacer Ms =sup IIg(p)ll, obtenemos 
"'C 

1I (x")1 Ms ---<-
11111 - ," 

si f E X ' ~ {O}. 

APÉNDICE e 

Como lIull = sup {~ : / E X' - {O} } para cada y E X, entonces 

Ms IIx"ll :-:;--;¡- . , 

o 

C.3 C' álgebras 

Definición C.S.I Una involuci6n paro un álgebra compleja X es una operación 
• : X --+ X tal que para todo x,y E X y Q E F, se tielle: 

(1) (x+y)"=x'+y' 

(2) (ax)" = ax' 

(3) (xy)' ~ y'"' 

(4) ("T~" 

El elemento x' es llamado el adjunto de x. Una suM/gdra de X que rontenga 
el adjunto de cada uno de Stu elemenWs se llama autoodjunta. 

Si x = x' se dice que x es autoadjunto o hermitiano. Por (2) y (3), 0, xz' y 
x'x son autoodjuntos, para todo x E X. 

Si X herle identidad, e, ésta es un elemento autoad¡rmto además si x CIJ 

¡nvertible, t!fltonc:es 

Supongamos que X, Y son dos álgebras con involución. Un homomorfismo de 
álgebras f : X ..... Y ~ llamado un '-homomorfismo si f (x' ) = f (xl" para todo 
"EX 
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Definición C.3.2 Un ólgebro nonuada X con una involución es llamada una 
B" -ólgebro o una c: -tUgebro si Ilz· zll = UzU2 paro todo z E X. 

Proposición C.3.3 Si X es una c: -álgebro, entonces 

paro toda x E X. 

Demostroción. 
SeaxEX 

IIxll = IIx' lI 

IIxll' = Ilhll ~ IIx'lIlIxll 
O sea, UzlI :S Uz'U para todo x E X . Así, Ilx' lI :S IIx" U :: !lzlI, y por tanto, 

~=~II O 

Corolario C.3A En una C' -álgebro X la involución es un homeomorfismo isométrico 
de X en si misma. 

Lema C.3.S Sean X una C"-dlgebro con identidad e !I 4> E o (X). Si x e" 

auto-adjunto, entoncel t/>(x) es un número rtaI. 

Demostroción. 
Sean x E X Y 4>Eo(X) talest.jue z =x' y 4>(:&) = a+ib, con a,bE R. Si t 

es un número real y definimOlS Z = x + ite, entonces 

4>(Z) = t/>(x) +it = (a + ib) + it = a+ i(b+ t ), 

de aquf obtenem06 

1t/>(z)12 = a2+b2+2bt +e 

Por otra parte 1t/>{z)12 s: IIzI12 = I1z'zlI , y como z' = x - de, se sigue 

11," 11 = IIx'+ "'1I ~ IIx'll +,'. 

Entonces a2 + t? + 2bt :S Uxll2 para todo real t , lo cual implica b = O. O 

Observación C.3.6 Soo X un álgebro compleja de Banach, conmutativa y con 
identidad. En el conjtmto e [a (X ) : Cj de las funciones continuas del espectro de 
X en e, definirrws la nonna inji,lito 

IIFlloo = m={IF(Ó)I. óE .(X)} 

e [o (X) : Cj es un tUgebro de Ballach, y si definimos 

F' =F 

donde F(t/» :: F(.p) paro toda c/J E (1(X), entoncu es una C'-tUgebro de 
Banach. 

Teorema C.3.7 (de Gelfand -Neumark) Toda C'-álgebro de BaflachX , com­
pleja, conmutativa y con identidad es isométricamente • -isomorfa a e [" (X ) : Cj. 
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DemQstruciófI. 
Sea x E X entonces definim06 X: (1 (X) --+ e como x(,p) = q;(;c). 
La transfonnadón 

-,x-e[.(x) , q 
r - i 

es claramente un homomorfismo de álgebras. Probaremos que conserva la involu­
ción para ver que es un * -homomorfismo. 

Sea :E E X entonces 
;¡;=u+iv 

x+z' x-x' . 
donde ti = -,- y v = ---u-; notamos que ti y V son auto-adJuntos. Como 

r,b(x) = t,I>(u) + iq;(v) y 4> (z' ) = .p(u) - ¡.p(v) 

entonces 
.(x· ) = .(x) 

ya que q'J(u) y r,b(u) son reales debido al lema anterior. &; decir, 
~ . 
x' = x. 

El *-homomorfismo ~: X ..... C[n(X): C] es isométrico: Esto es Wla conse­
cuencia del Teorema C.2.26 ya que para x E X , re tiene que IIxll2 = IIx'xll, y 
como xx' es autoadjunto, entonces 

II(XX')'II = [I(d) (xxTI[ = [I(xx')I[' 
Si suponem06 cierta la igualdad 

[I(xx')[I" = II(xx')"11 
para todo x E X, entonce:;; 

II(d)""11 = 11((xx')'(11 = II(xx')'1I'" = ([I(xx')[[')" = [I(xx·)[I,· ... 
Por tanto, 

IIxx' U = II(xz')2"II!Pr para todo n E N Y x E X. 

Del Teorema C.2.26 se sigue, 

y entonces 

Ilxll2"" sup 14'(xx' )1 = sup loP(x)12 
~.,.(X) 4€ .. (X) 

IIxll = sup !o;1'>(x)! = IIxll"" 
<PEO'(X) 

De esta manera vemos que la transformación es Wl *-monomorfismo i.5ométrico. 
El *-monomorfismo~: X -- e [O" (X ) : C] es suprayectivo y por tanto isomor­

fismo ya que de la primera parte X es cerrada bajo conjugación, adem¡j,s separa 
puntos de I1(X) ya que dados o;1'>¡,4'>-l E u(X) diferentes, existe x E X tal que 
i(o;1'>l) ~ x(4'>.1), y como e{o;1'» = 1 para todo 0;1'> E u(X), se sigue del teorema 
de Stone Weierst.rll&, en su versión compleja, que X es una subálgebra densa de 
e [11 (X) : ej. El espacio X es de Banach y es isométricamente • -isomorfo sobre 
su imagen. Entonces X es de Banach y por tanto cerrado en C[,.,.(X): el. De 
donde, X =Cln(X):C]. O 



C.4 IDENTIDAD APROXIM ADA 121 

C .4 Identidad aprox imad a 

En esta sección estudiamos V módulos de Banach sobre un álgebra de Bana.ch X. 

Definición C.4 .1 V es un X -módulo normado si V es un espacio normada él 
cMI es un módulo sobre X 11 tiene la propiedad adicionalllxvll S IIxll IIvll si x E X 
IIvE V. 

Exu:pto cuando se diga /0 contrnno, se SUp<lndrd de (.\([',{ en adelante que V 
I!$ un X -módulo normado, escribiéndose so/amente X -módulo. 

Definición C.4.2 Sea X un dlgebrn de Banach. Una identidad aprv.rimada parn 
X es una red {ei}iE/ en X tal que 

e;x ..... xyxe; ..... x 

para todo x E X. La identidad aprorimada se dice que es acotada si eri.Jte una 
constante M > O tal que 1Ie;1I .$ M para todo i E l. M es llamada una cota de 
/a identidad aproximada. La identidad aprv.rimada es de norma uno si l1e;1I S 1 
paro todo i E l . 

Nótese que si M es una cota de la identidad aproximada {e;}¡E/' entonces 
M ~ 1, ya que dada x f.O 

Asi, 

IIxll ~ Hm lI<;xll S M Ilxll , 

y entonces M ;?: 1. 

Defin ición C.4.3 Sea X un dlgebro de Banach 11 V un X -módulo, entoncell V 
es un X -módulo esencial si el sube$po.cio lineal (XV) generado por XV es denso 
en V. 

P roposición C .4.4 Si X es un álgebra de Banach con identidad aproximada 
ocotada, entonces V es un X - módulo esencial si 11 sólo si e¡v ..... ti paro toda 
v E V. 

Demostración. 
La suficiencia es cierta debido a que e;v E XV e (XV) para todo i E 1 Y 

ti E V. Como e;tI - ti para todo ti E V, entonces V e {XV}. 
Para probar la necesidad, tomemos ( > O Y sea M una cota de la ident idad 

aproximada, Recordamos que M ;?: 1. Sea ti E V, por la densidad de {XV}, 
existenx¡ , .. ,x"EXyv¡, ... ,v"EVtalesque 
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E&:6jase io E 1 tal que si i >,. i{J entonces 

De donde, i >,. in implica 

11' - ,,'11 ~ 11, -t,,',11 + lit"" -', t,,',11 
k .. ¡ bol k= ¡ 

+ 11" t,,,,, -"'11, 
por tanto, IIv - c;vll < ( para toda i ~ io_ o 

Definición C.4.5 Sean X un álgebro de Banach V un X ~m6dulQ, deji,¡imos la 
parte esencial de V como (XV ) y lo denotamos por Ve. 

Proposición C .4.6 Si X es un 4Jgebro de Barnuh con identidad aproximada 
acotada y V un X -módulo, entonces Ve es un subm6dulo de V qtU! contiene a 
todos los submódulos esenciales de V y ademds Ve es esencial en V. 
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